
~r-·"" -'--'!-··- ·:MODULO l. TRADUCCIÓN DEL LENGUAJE 
• , ;O'' :(,, • ·'' , 

- ._, . COMUN AL LENGUAJE 
ALGEBRAICO Y VICEVERSA 

O~Jetivos específicos 

Al finalizar el eswdio de este módulo, el alumno: 

• Dado el enunciado de un problema, traducirá la proposición a una expre­
sión algebraica. 

• Dada una _expresión algebraica, la traducirá al lenguaje común. 

Cuadro sinóptico 

Traducción del lenguaje común al lenguaje algebraico 

. J.. -Identificar las cantidades que son variables y his que soh~ constantes. 
2. Determinar las relaciones entre ellas. 
3. Obt~~~rla expresión algebraica que represente las relacióÓes e~istentes ... ' 

. '-·. 

. Traducción del lenguaje algebraiCo· al lenguaje t:omún-- · 
. . ' ' 

Enunciar l¡¡s exprésione~ ·~¡g;b~~icas susiii"üyend'ií';~iíiib"Óio~· y·signos, 
algebraícos por su equivalente en el lenguaje comúri. ·- ;· ·. · 

' . . ' . ' ,~ .. : ~t· '·; ¡ • : ,., 

l. L Tradu-cción del enunciado de un problema 
- J ~ ' 

a ima. expresión algebraic~ 

Pará solucionar muchos problemas de u· ería se procede fundamental-
' ... -.. !T)ente con. modelos que en su mayoría son matemáticos. El más común de los 

-·· leriguiljes matemáticos es el álgebra, que permite expresar por medio de letras y 
·~lg'nos'úna regla o proposición-representativa de una situación teórica o real. Así . . . . , . . •.•'' 

13 
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14 UNIDAD l. ÁLGEBRA ELEMENTAL 

pues, una expresión o fórmula algebraica es el modelo matemático de un fenó­
meno o problema. 

Definición. Fórmula es la expresión algebraica de una regla relativa a un 
problema o fenómeno teórico o real. 

El valor numérico de una expresión algebraica se obtiene sustituyendo las 
letras que la componen por números representativos deun,caso panicular. 

Para obtener la expresión algebraica que representa un problema dado es 
necesario iden¡ificar, a partir de su enunciado, las cantidades variables y las cons­
tantes, y establecer en seguida las relaciones entre ambas. Se eligen letras para 
representar las variables y las constantes involucradas, que pueden cambiar de 
un caso particular a otro. En general, para las variables se usan las últimas letras 
del abecedario, y las primeras para las constantes. Luego se determinan las rela­
ciones entre unas y otrhs, y con esto se obtiene la expresión algebraica de un 
problema dado, la que permite representarlo en una forma abreviada. 

Ejemplo 1 

Expresar algebraicamente el hecho de que el volumen de un,cono es ·igual 
'a la tercera píme del producto del área de la base por la altura:' 

' 

Solución 

, :• -Sea r.el radio de la base, h·la altura del. cono. y V su volumen. Ruesto'.que 
,. ''el ;áreil de la basd:s 7r'por el cuadrado del radio. el volumen está representado por: 

V= 

Ejemplo 2 
'. 

1 , 
- 1rr-h 
3 

En un problema de movimiento rectilíneo. se sabe que el' espacio recorrido 
por un punto móvil es el espacio inicial ya recorrido por el punto antes de empe­
zar a estudiado, más la vel,<¡cidad miciahpor el tiempo, más la mitad del produc-

: ' . ·' ,,( . . 
,·: to'de la·a~deráCtón por el \=Uadro.del_,tiempo: Escribir uná expresión que indique 

; el espacio recorrido en un tiempo cualquiera. 
.. 

Solución 
··, 

Sea e el espacio re~~rrido al cabo del tiempo 1, e0 el es-pacio inicial, -v0, la 
v~locidad inicial y a la aceleración. Se tef!drá entonces que: 
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' <) • : ~i 

" = eo + vot 

.. . 
1.2. Traducción del lenguaje algebraico 
. ,. al lenguaje común 

Para la total comprensión y correcto empleo de las expresiones algebraicas 
resultantes de un proceso o de la formulación de un modelo matemático es indis­
pensable saber interpretarlas. De ahí la necesidad de saber trasladar al lenguaje 
común todas las operaciones que indican los signos y que deben efecruarse 
mediante las cantidades expresadas con letras:· Este proceso se ilustra con los 

' siguientes ejemplos. -~_; 

· '.!·'' • ' Ejemplo 3 

·- ...... ; -.-.. ·--
.' ·:::·:-··· . 

. . . '~ ' 

.La fórmula para obter.er_ el volumen de un prisma de base hexagonal es la 
siguiente: 

. . 
Pa 

V= --h 
2 

Donde Pes el perímetro de la base, •a es la apotema de la misma y h es la altura 
. ;,,.~!,~ .,-.. ' .del prisma; enunciar esta· fórmula en lengu'aje cori\ún. .· 
. '~<:-' ., ..... 

' . 
• • 1 ' 

Solución 

El volumen de un prisma de base hexagonal es igual a la mitad del producto 
del perímetro de la base pvr la apotema multiplicado por la altura.· 

Ejemplo 4 

Traducir al lenguaje común" la expresión: ... • ; ',1 • 

- "' . '. , .. i 

' '; 

El_¡éu~drado de la suma de dos números ;es i'gu~l al ~uadrad~ del primero, 
.. . más el doble prpducto del prime'ro por e!" segundo, ~ás el cu;¡drado del segundo. 

, . 

Ejemplo 5 

En general, en un movimiento: 

' mv- ··· E=----
e 2 
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Donde E, es la energía cinética, m la masa y v la velocidad. Traducir esta ex­
presión al lenguaje común. 

Solución 

La energía cinética adquirida por un cuerpo al desplazarse es igual a la mi­
tad del producto de su masa por el cuadrado de su velocidad. 

Ejercicios 

1 . Exprese algebraicamente la proposición: La suma de un número x disminuido en 
la unidad. más la mitad del número aumentado en la unidad, más el triple del 
cuadrado del número, es 8. 

2. Escriba algebra1camente el siguiente enunciado: La resistencia R a la flexión de 
una viga de sección rectangular es proporcional al producto de la base b por el 
cuadrado de la altura h de la sección. 

3. La temperatura C en grados centígrados es igual a las nueve quintas panes de 
la diferencia de la temperatura F en grados Fahrenheit, menos 32. Exprese este 
hecho en lenguaje algebraico. 

4. Exprese algebra1cameme que la suma de dos números, multiplicada por uno de 
ellos es igual al cuadrado de éste, más el producto de los dos números. 

5. Traduzca al lenguaje común la expresión: 

6. Escriba en lenguaje común la igualdad: 

, 3(x - 5) 
x- + = 4x + 1 

2 
4 

7 El volumen de una esfera está dado por la fórmula V = - ""'3 , donde r es 
3 

el radio de la esfera. Traduzca dicha fórmula al lenguaje común. 



·MÓDULO 1. üPERtH:::reNES ALGEBRAICAS 

Objetivos es~ecitkos 

Al fi~>ali:ar ~1 -:2:11dio de este módulo, ~1 alumno: 

• Reductrd las términos semejames de tma '?xpresión algebraica. 
• Efectuarn ndici11Hes con pulinonlins. 
~ f:jeCil1<1rtÍ >:U'."'ICcioneS CU/1 rofinomios. 

• Multiplicará :wlinomws. 
• lJi\·idird .rxl'innmin.'i . 
• Dil·i._{irt1 '!.! ryo/innnúo !'.'1 ~ •:.'ll{r'! 't'l binomio rie _nr:'mt?r :zr~c:!o ·!~ lú {ÓOl"l 

.\ + l. 'piicnr~do la Ji•·isión ;intérin! . 

• 1 
' . 
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Adición 

Sustracción 

Cuadro sinóptico 

Propiedades de las operaciones algebraicas 

r • Existencia. 

r 

r 

• Unicidad. 
• Conmutatividad. 
• Asociatividad. 
• Propiedad aditiva de la igualdad. 

• Operación inversa de la adición. 
• Si a > b, la diferencia a - b es positiva. 
• Si a < b. la diferencia a - b es negativa. 
• Propiedad sustractiva de la igualdad 

a - b = a + ( -b) 

• Existencia. 
• Unicidad. 
• Conmutatividad. 

Multiplicación • • Asociatividad. 

( 

Di1·isión l 

• Propiedad multiplicativa de la igualdad. 
• Propiedad distributiva de la multiplicación respecto 

a la adición. 

• Operación inversa de la multiplicación. 
• Propiedad divisoria de la igualdad. 

1 a 1 
• Recíproco de a es-: = a-

a b b 

1 

i i 

1 1--l -~-~-~ _:_)_} __ =_1_-'-_, -1 -~---~-~-~-~ }--=-1 -+-i+--a-m __ a_"_=_a_m_•_" __ (_:_) -m-=-~:~:~· ---j 
Leyes de los signos Leyes de los exponentes 

1 _,_ 1 1 - 1 

1+)1-)} 1-11+1} 
~ =1-1 1-1 =1-) 

1-1 1 +). 
b"' 

b" 
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2.1. Reducción de términos semejantes 

A cualquier factor de un término algebraico se le llama coeficiente de los 
factores r~stantes. Así. en el término 2ax, 2 es el coeficiente de ax, a es el coefi­
ciente de 2x, y x es el coeficiente de 2a. 

Frecuentemente se considera como coeficiente sólo el factor numérico del 
término. El coeficiente numérico de ab en el término 6ab es 6. El coeficiente 
literal de b~x en el término ab~x es a. 

Definición. Términos semejantes son aquellos que difieren únicamente en 
sus coeficientes, como 2xy. - 4xy, xy. 

Para reducir términos semejantes se suman algebraicamente los coeficientes y 
se anota el resultado como coeficiente de la parte común de todos ellos. Antes 
de empezar a operar es conveniente ordenar todos ios términos de acuerdo con 
las potencias descendentes o ascendentes de una literal. 

Ejemplo 1 

Reducir los términos semejantes: 

a) 2a~ 3ab + b~ - 5a + 4a~ + ab - b~ 

Solución 

2a~ - 3ah + h~ - 5a + 4a~ + ah - b~ = 6a~ 2ab - 5a 

hl 8x\· + 4x\·~ + 6.t~Y 9x\·~ - 10 - 5.n~ + 3 

Solución 

Primero se ordenan los términos y en seguida se efectúa la reducción: 

= 5x\~ + 12x\· ' Ilxy- - 7 



20 

2.2. Operaciones de adición, sustracción, 
multiplicación, rlivisión de polinomios )' 
división sintética 

2.2.1. Adición 

Definición. Adición es la operación que tiene por objeto reunir dos o más 
expresiones algebrai~as llamadas su mundo; en una sola expre~ion algebraica 
llamada suma . 

.Propiedades 

,. 

l. Existencia. Dados dos o más números, siempre existe otro número que 
es el resultado de la adici0n de ellos. 

2. Umcidad. Dados dos números cualesquiera a y b, existe un solo número 
e tal que a + b = e. 

3. Conmutati1·iúad. Si a y b 30n dos números cualesquiera, entonces a 
+ b = b + a. 

-L Asoeiati1·idad. Si :1. b y e 3Cn tres números cualesquiera, entonces (a 
+ b) + e = ~ .¡.. :b .¡.. e). 

5. Propiedad culium J" la 1gua/dad. Dados tres números cualesquiera a. 
/J y e tales 'iU~ ,, = h. t;nto:-~ce; a -t- e = b .¡.. c. 

E'!a.; pr::>pieJ1Je, J~;·.Jcn generalizarse para cualquier número de sumandos. 

• ::.;.-.\:,nr:-Jo ·J~ acuerdo cor. las ¡:JOt~nciaci descendentes o 1scendentes de 
..:::J íni.':"G llicral. 

• :'C.;c0!:1tr ·tno dc::..~jü Je ntm de modo 1ue los •ém1inns semejantes queden 
~ ,1 : :J 111m ;tJ.. 

.. ' 
JX" - h +- 7: 



Solución 

Sx 2 4x + 7 (sumando) 
2l'2 + X (sumando) , 
x· + 6x + 3 (sumando) 

6x 2 + 3x + 10 (suma) 

2.2.2. Sustracción 

Definirión. Sustracción es la operación inversa de la adición y se define 
como sigue: a- b = e si a = h + e: donde a es el minuendo. b el sus­
traendo ,. e la resta o diferencia. 

Propiedades 
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l. Si el minuendo a es mayor que el sustraendo b (a > h). la diferencia 
r = a - hes positiva (e > 0): si el minuendo a es menor que el sus­
traendo b (a < b). la diferencia e = a - bes negativa (e < 0). y si 
el minuendo y el sus:raendo son iguales (a = b). la diferencia e = a 
- h es cero (e = 01. 
Propiedad suslraCiira de la igualdad. Si a. b y e son números cuales-
qtller:!. ~ a ""' h. entonces: o - e = h - c. 

~. El sil111'1rir·o de un número es el número que sumado a éste da comn re­
sultado cero. Así. el simétnco de un número positivo a es el número ne­
~ati\·p - a. ya que a + 1- al = O. 

La operación que consiste en restar de un número a otro número hes 
t:t.¡t•i\'alente a la de sumar al número a el simétrico. de h. En símbolos: 

Así. 

,; - 1• ~ {/ + ( - b) 

!2 - 7 

..¡ - 1(1 

12 + 1--, 
.¡ + 1 -10¡ 

5 
-6 

Er, la adtctón ,. sustracctr.ín d~ exrrcst:1nes algebraicas se requtere ¡:on fre­
cuenc·i¡¡ empkar símbolos de agrupaé·Hin. Un paréntesis precedido del sig!lo más 
p••ede supnmirs~ sin hacer ningún camhio. ,. un paréntesis precedido del signo 
llt('nus puede suprimirse cambiando el signo de cada uno de los términos que agru­
pa. Ast 

15a - 3x + ~ 1 = Sa - 3x + 2 
- 16.n - 3.t "t" -lri = - 6.r\· + 3x - 4\' 
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Un procedimiento para efectuar la sustracción de polinomios consiste en: 

• Colocar el sustraendc debajo del minuendo de modo que los términos se­
mejantes queden en columna. 

• Efectuar la sustracción término a término para determinar la diferencia. 

Otro procedimiento es: 

• Escribir el minuendo. 
• Cambiar el signo a todos los términos del sustraendo y escribir éste deba­

jo del minuendo, con los términos semejantes en columna. 
• Efectuar la suma tér'llino a término. 

Ejemplo 3 

a) Encontrar la diferencia de los polinomios: 

Solución 

Primer procedimiento. 

6a 3 + 2a 2b 
- 2a 3 4a 2b + 

Segundo procedimiento. 

b) Restar 

6a 3 + 2a 2b 
- 2aJ + --+a~b 

7 6 1 1 ' 
- X\" + 4r - 2~-.\ 

(minuendo) 
(sustraendo) 

4ab 2 + b3 (resta o diferencia) 

3ah2 + b 1 (minuendo) 
(sustraendo) 

4ab 2 + h3 (resta o diferencia) 

cambiando los signos en el sustraendo. 

Solución 

7.t] ' 6xy) x-y 
-

4x 3 + 2t"~ \' + 6xv3 7 

3x 1 + 7 + Ox/ x-y ..J2xy - 7 

•. 
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Por lo tanto, la diferencia es 

.f2xy - 7 

2.2.3 Multiplicación 

Definiciótz. La multiplicación tiene por objeto encontrar un número P. el 
producto. que sea con respecto al multiplicando M. lo que el multiplicador 
m es respecto a la unidad. En símbolos: 

P=MXm 

Propiedades 
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l. Existencia. Dados dos o más números, siempre existe otro número que 
es el producto de ellos. 

2. Unicidad. Para dos números dados cualesquiera a y b. existe un solo nú­
mero c. tal que ab = c. 

3. Conmutati1·idad. Si a y b son dos números cualesquiera. entonces ab = ba. 
4. Asociatividad. Si a, by e son tres números cualesquiera, entonces (ab)c 

= a(hc). 
5. Propiedad multiplicativa de la igualdad. Si a y b son números tales que 

a = b, y e es un número cualquiera. entonces ac = be. 
6. Propiedad dzstriburiva de la multiplicación respecro a la adición. Si a, 

b y e son tres números cualesquiera. entonces a(b + e) = ab + ac. 

Estas propiedades pueden generalizarse para cualquier número de factores. 

Regla de los signos de la multiplicación. El producto de dos factores de sig­
nos iguales es positivo: 

(+)(+) = (+). (-)(-) = (+) 

y el producto de factores con signos contrarios es negativo: 

(+)(-) = (-), (-)(+) = (-) 

En general. el producto de un número cualquiera de factores es positivo si 
el número de factores negativos es impar. 
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Para llevar :: cabo la multiplicación de expresiones algebraicas hay que tener 
en cuenta la~ tre' siguiente' leyes d<· los expon emes, en donde a y b son número' 
Cüaksqutera y n; ) '' so11 entero~ positivos. 

J. aman = ant"" ¡; 

JI 
1 ¡¡. 

{am)" = am'' 

(ab)"' =a"' b"· 

NOTA. La' leyes de los exponentes en general se tratan con más amplitud 
en el Módulo 5. 

Producto de dos o más monomios. Éste puede obtenerse con la regla de los 
signos y lao t1 es leyes d~ los exponente;. 

Ejemplo 4 

Efectuar las multiplicaciones. 

Produc1o de un monomio por un polinomio. Para efectuarlo hay que tener 
cr. cuenta la ley distributiva de la multiplicación respecto a la adición, y lo ya 
tratado acerca del producto de dos monomios. 

Pmdurto de un'polinumio poro/ro polinomio. En esta operación conviene 
cscnbir el multipli .. ·ador debaJO del multiplirando, ordenados ambos con igual 
,;mui" de potC'ncias descendentes de una misma literal. y escribir en columnas 
eL !~rminos ,.:mcjantes los productos del multiplicador por el mul!iplicando, 
!.JJ:;• ct'c:·tu,,; con l~ctlidad ]a, sumas de dicho' térrmnos y obtener el producto 
r·t!·-.cadr •. 

Eknuar !a' mulllplicariones. 

-J.., ,.,,.., 33 
-])C.\'\' -1· S,rC.<_\_ + 2lc X)'~ 
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e) ' 2a2)(3a 2 ' (r -l ax - +x-

o x- + ax 2a' 
o 

2ar + 3a2 x-
X~ 1 ' o + a. e 2n·x-

2m3 2a 2x~ + 
3a'x' + 

J ar 3 o o 
X a·r + 

- 2a.r) 

4a 3x 
3a 3x 

7a\ 

= 

6a J 

6a 4 

(m u 11 iplicando) 
(m u lliplicador) 

(producto) 

Evidr-:ntemente. los tre~ renglones anteriores al producto se obtienen de 

mulliplicar respectivamente cada término del multiplicador por el multipli­
cando. 

2.2. 4. División 

Dcfinieiún. División es '"operación inversa de la multiplicación: s~: esta­
blece así. para b ;<. 0: 

a 
= e si a = hr .. b 

a es el dividendo. b el din<oi y r el cociente. 

En la definicicír. anteri01 se excluye el cas<> ¡, = O. y:~ que le di·.-i::itín entre 
cero nr, e,;~ definida. 

Cahc rcroJ(I:Jr que ];> npcracitir. de dt··idi; Uti num~m" cntr::- ur< nÚill211 /. 
;t' O tamhién puede cs•:ril!11 se en la•. fo11r:;;s: 

a ~ ¡, = e () ll 1:--r 

Propic-dadc~ 

l. Prop1edad dn·i~orw dl' la iguoldnrf Si u ¡, ·, t· ~·q; !•ÚnlCJ ~~ cLw!e~qtlir;· 

ra. t.1les que a = h ~ e "' O. enton,~c·: 

(l ¡, 
= 

(' 

2. El recíproco de un número es el que mu<ttp:I•:?.dn ,,~,.éste. ¡l:• cGiJJ:J pro­
ducto lu l!nidad. Así. el recíproco de ur, nüm~r,_- r. -.: G eo 
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ya que aC) = 1 
a 

Entonces, la operación de dividir un número cualquiera a entre un número 
b ;.: O, es la misma que multiplicar a por el recíproco de b. 

Regla de los signos de la dil'isiótz. El cociente de dos números es positivo 
si el dividendo y el divisor tienen signos iguales: 

( +) 
-- = (+) 
( +) 

(-) 

(-) 
= (+) 

Dicho cociente es negativo si los signos del dividendo y el divisor son con­
tranos: 

( +) 
- = (-) 
(-) 

(-) = (-) 
( +) 

Para dividir un monomio entre otro hay que tener en cuenta la regla de los 
signos de la división y las leyes de los exponentes involucradas en esta operación: 

IV (!!....)"' - ~ 
b b"' 

V. 
b'" 

bn 
b'"-n para m > 11 (m mayor que n) 

Para dividir un polinomio entre un monomio se divide cada término del 
polinomio (dividendo¡ entre: el monomio (divisor) y se suman los cocientes obte­
niJo, para encontrar así el cociente buscado. 

Ejemplo 6 

Dividir: 

1 ' ' a) 6a·r entre - 2a·x 

Solución 

6 

-2 X 

= -3tU" 
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b) - 15x\z entre - 3x2y 

Solución 

-15x4y~ -15 x4 y 
- --

' x2 -3x-y -3 y 

'" 144 ' 6ab-x- - 'J.a· h x ) entre 2abr 

Solución 

4a 2bx 3 - 6ab 2x 2 - 2a 3 b 4 x' 

2abx2 

z 
= 

'b 1 " = 2ax -3b - a- ·r 

5x:!.: 

- 2a 3b4x4 

2abx2 
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Para dividir un polinorr.io entre otro polinomio se procede como sigue: 

• El dividendo y el divisor se ordenan según las potencias descendentes de 
una misma literal. 

• Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divisor: 
el resultado es el primer término del cociente. Se multiplica todo el.divi­
sor por este término y se resta al dividendo el producto obtenido. 

• Se toma la diferenci? obtenida como nuevo dividendo y se repite el proce­
so anterior para obtener el segundo término del cociente. 

• Este proceso se repite hasta obtener una diferencia nula o de grado infe­
rior a la del divisor, que constituye el residuo. 

Un residuo nulo indica que el dividendo es nuíltiplo del divisor. o de otra 
manera. que el divisor es factor del dividendo. En este caso se dice también que 
el dividendo es dil'isihle entre el divisor. 

Así. si el polinomio Pes divisible entre el polinomio Q. el cociente e es 

' 

p 

Q 
=e 

Si el residuo no es nulo, entonces 

p 

Q 

R =e+­
Q 

-._-
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Donde el residuo Re~ de grado menor que el del divisor. Una expresión equiva­
lente a la anterior e> 

p = QC + R 

Ejemplo 7 

Dividir 

; 

- 84 - 5x entre x + 7 a) x-

Solución 

X 12 (cociente) 

(divisor) .1 + 71 x 2 5.1 84 (dividendo) 
; 

7x (producto por .1) x- + 
12r 84 (resta parcial) 
12r 84 (producto por - 12) 

o + o (residuo nulo) 

Por tamo. x: - 5x - 84 es divisible entre x + 7, y p<~edc e~cribirse: 

; 

x- - 5.1 84 
=X- 12 

.1 + 7 

/;¡ .\ 
' 

2 ,.: 1 o x·'\ 
; ; 

8rr1 51'4 .\ - + rr - IX x-y· 
.r + .r \· 2r21·2 

2\ ' ' ' 8.1 ,.J )y-.l ,. + .\ -,.- + 
2.\ ' 2x 2y~ ..¡ ry·' ,. + 

; ; 

4.1 r 1 51'4 3x-y- + 
3x~y~ + 3.n.J 6\'4 

1 + _\'4 X)" 

E!·· eSl•: cnso el re,idua no nulo. xy 3 + y\ implica que x~ + xy - 2/ no 
t:) i~h:to. Jd cilviticflds. y se escnbe: 
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x4 
- x 3y - x\2 + 8xy 3 

x 2 + xv 2/ 1 x- + .ry 

2. 2. 5. División sintética 

Una forma simplilic1da para dividir un polinomio en x entre Ul' binomio 'le 
la forma x - res aplicar \a división sintética. Esta 0peración >e puede disponer 
convenientemente en tres renglones, procediendo como sigue: 

~ En el primer renglón se escriben los coeficientes del polinomio ordenado 
según potencias descendentes de x: a0 • a 1• a 2 ••.•• a,. ::motando un ce­
ro en el lugar del coeficiente de cada potencia que no 'lparezca. E! núme­
ro r se escribe aparte, a la izquierda. 

• Se repite el coeficiente a0 debajo de sí mismo en el tercer renglón. Se 
multiplica a0 por r y se escribe el producto debajo de a 1 en el ~e¡;uwJfl 
renglón. Se suma a 1 con el producto a0r y la suma a 1 +- rz0r se es~ribe 
en el tercer renglón. debajo de a0r. Esta suma se multiplica por r . .;e es­
cribe el producto en el segundo renglón debajo de a 2; se suma con a2 y 
se escribe la suma en el tercer renglón. 

• Se sigue este procedimiento hasta agotar los coeficientes del primer ren­
glón. obteniendo en el tercer renglón tantos números corno coeficientes 
hay en el primero. Estos números, hasta el penúltimo. son los coeficien­
tes de las•potcncias descendentes del -::ocicnte. y el último número de la 
derecha es el residuo. 

Ejemplo 8 

Dividir: 

entre r - 2 

:Solución 

~ • ' 

En c:;te caso: a0 = 3, a 1 

.1 -2 o -7 
6 8 16 

J 4 8 
----..\-­

' 

9 .. 
' . '----- restduo 

-2. a2 =0, !1 3 ---7; r=2. 

._-- ____ coeficientes ele x 2
, x y término independiente 

respectivamente 

- - - ·- - - - - r (note el signo contrario) 
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Queda: 

3x3 -2r2 
- 7 

X - 2 

b) 4x4 + 18x + 10x3 
- 9 

Solución 

9 
= 3x2 + 4x + 8 + ---

X 2 

entre X + 3 

...::ll 4 10 o 18 -9 
-18 o -12 6 

4 - 2 6 o -9 

Que representa: 

= 4x3 - 2r2 + 6x -
9 4x4 + 1 Ox3 + 18x - 9 

X + 3 X + 3 

Ejercicios 

R!'du:ca términos seme)WJtes. 

l. 2ab - 3a 2 + 5b2 
- ab + a 2 

- b 2 

2. 6x 2 
- 3 + 4x - 5 - 2r 2 + .r 

3. a 3 
- 4.r 3 + 5a'x - 3ax 2 

- .r 3 + a_, 2a'x 

4. ·hr + 3x'.r + 5.r/ + 2Vly - ,flxv' 2r 2v 

Sume los po/momios dados en cada caso. 

5 7a - 9 + 3a 2
: 6 - a 2 + 4a. 2a 2 

- Su 

6. 4x2 
- 3.n + 1"': 2n + x' + 3r2

: 9/ - xy + 5x2 + 7; 
.t' + 6xy.- 2. 

7. 5ar 3 - 2a~x~ + a·\: 
x' + a' + 8 

1 3 ,.., 3 3 3 
3,,. + 2r + 7a·x·: 6a x - 3ax + a · 

Resie los siguiemes polinomios. 

8. x 3 
- 4.t2 + 2.t - 5 menos x3 + 2r2 

- 3x - 3 

9. 2a + 4by 2c/ + dy 3 menos 2di - 2by - a + 3cy2 
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j) x 3 - I9x + 30 (caso 8). Si se procede con cuidado puede abreviarse 
la escritura de la división sintética operando mentalmente y no repitien­
do los coeficientes del dividendo cuando un divisor propuesto no sea fac­
tor. Por ejemplo: 

Factor propuesto y 
Factor probado División sintética conclusión 

X + J -=--D 1 o -19 30 (x + 1) no es factor. 

1 -1 -18 48 :;.! o 
X- .:!:.JJ 1 1 -18 12 :;.! o (x - 1) no es factor. 

X+ 2 - 211 - -2 -15 60 :;.! o (x + 2) no es factor. 

X 2 + 2 1 1 .:!:...-=.J 2 -15 O=R (x 2) sí es factor. 

X 2 + 2 1 1 __ l 4- 7 :;.! o (x 2) no se repite. 

X+ 3 - 3 1 1 _ __:::_] -1 - 12 ;r. o (x + 3) no es factor. 

X - 3 .2:.._2] 1 5 O=R (x - 3) sí es factor. 

l y 5 representan el cociente (x + 5), que también es factor; por lo cual 
queda: 

x 3 
- i9x + 30 = (x - 2)(x - 3)(x + 5) 

k) 8x3 + i2ax~ + 6a~x + a 3
• Si se observan las potencias de x y de a, 

la expresión dada puede escribirse: 

que correspo11de al desa:Tol!o de (2x + a) 3
, c:~so 9. Queda finalmente: 

1) x 2 2~y + y 2 - 16. Los tres priml'ro~ términos forman l'i cuadrado 
de (x - Y! y 16 e~ el cu~dradc. de 4, así que pueden aplicarse ios casos 
3 y 2 para obtener: 

:-2 2 .; - 2\)' + y - 16 - (x - y + 4)(x - y -4) 

' 
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h) 6x2 - 13x - 5 (caso 7). Se deben buscar dos números que sumados 
den - 13, y multiplicados den - 30 = 6(- 5). Dichos números son 
- 15 y 2. Se descompone: 

6x2 - 13x - 5 = 6x2 
- 15x + 2x - 5, y se aplica el caso 4. 

6x2 - 15x + 2x - 5 = 3x(2x - 5) + (2x - 5) = (3x + 1)(2x - 5) 

Así que: 6x2 - 13x - 5 = (3x + 1)(2x - 5) 

i) x 3 - 4x 2 - 4x + 16. Aunque puede aplicarse aquí ei caso 4, se em­
pleará el caso 8. 

Facto; probado División sintética Conclusión 

X + 1 -=--!J 1 -4 -4 16 
-1 5 - 1 

(x + 1) no es factor. 

1 -5 15 ~o 

X - 1 2.__!j 1 -4 -4 16 (x - 1) no es factor. 
1 -3 7 

-3 -7 9 ~ o 

X + 2 -=-2J 1 -4 -4 16 (x + 2) sí es factor. 
-2 12 -16 

1 -6 8 O=R 

Como un mismo factor puede repetirse, se prueba nuevamente el factor 
obtenido. 

X + 2 -=-2J 1 

X - 2 ~1 

-6 8 

-2 16 

-8 24 ~ o 

-6 8 
2 -8 

-4 O=R 

El fal'tor (x + 2) no 
se repite 

(x ·- 2) sí es factor. 

Los coeficientes resultantes, 1 y -4 representan el cociente x - 4, así 
que el polinomio dado queda factorizado como sigue: 

x 3 
-- 4x2 - 4x + 16 = (x + 2)(x - 2)(x - 4) 
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10. Dados A = x 3 + 2x2 
- 3x + 1; B = 2x 3 

- x 2 + 4x - 7; 

obtenga: 

a) A+ B- C 
b) A - B - e 
e) B - A -e 

Efectúe las multiplicaciones. 

11. (5ab 2)(4a 2b) 

' 3 12. (- 7.n·· )(2axy) 

15. x/(x 2 
- 2y + 4) 

16. 12a 2by(5ax 2
''- 3b\v - 4aby') 

17. (3x - 7b)(x 2 + 2bx - 2b 2
) 

18. (x 2 + v2 
-· 3xv)(2 - 3v + 2tl - - . . 

20. (xy - 2v2 + x2)(3,,·2 + x2 
- 2ry) 

Efectúe las siguientes divisiones. 

23. (-27a 2bx\2
) + (9bx\) 

3 ') ; ., 
24. (2a bx - 3a·b-v) ~ a·b 

25. (4ab 5x 3 8b 2x'y) + (- 2b 2x) 

26. (21x\' 35ax'y'z + 49x\) + (7x 2y) 

27. 2x 3 
- 4 - 11x - 5x 2 + 2t + 1 

31 
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28. (x 3 + 4x - 3x2 
- 7) + (x - 1 + .r2

) 

29. (3x\ - 5xv 3 + 3/ - x•) + (x 2 + y2 
- 2ry) 

JO. 
3 ' ' x - x·y + xy· 

x• + / 

Dil•ida y contesre. aplicando la división sinrérica. 

31. (.r
3 + 7.r- 2 + 4.r2

) + (x + 2) 

32. (.r2 
- x• + .r6 

- 2) + (x - 1) 

¿Es (.r - 1) factor del dividendo? 

3J. (4x• - 3.r 2 + 3.r + 
1 

7) + (.r + -) 
2 

34. ¿Es divisible (.r• - .r + 5 - 5.r 3
) entre (.r - 5)? 
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Cuadro sinóptico 

1 

Productos notables Casos de 
factorización 

l. Cuadrado de una 
suma (a+ b/ = a2 + 2ab + b2 

Trinomio cuadrado 

2. Cuadro de una perf~:ctv (caso 3) 

diferencia. (a - b) 2 ? 
- 2ab + b2 = a-

3. Binomios con- Diferencia de cua-
jugados. (a + b)(a - b) = a 2 - b2 ctraúos (caso 2). 

4. Producto de dos 
binomios que (x + a)(x + b) Trinomio de segundo 
tienen un térmi- = x2 + (a + b)x + ab grado (caso 5). 
no común. 

5. Producto de dos 
binomios con un (ax + b)(cx + d) Trinomio de segundo 
término seme- = acx 2 + (ad + bc)x + bd grado (caso 7). 
jante y el otro no 
común. 

6. Cubo de la suma (a + b) 3 

de un binomio. = al + 3a2b + 3ab2 + b3 

Cubo perfecto 

7. Cubo de la tlife- (caso 9). 

renc1a de un (a - b) 3 

binomio. = a3 
- 3a 2b + 3ab2 

- b 3 

8. Factores cuyo 
producto da una (a + b)(a 2 - ab + b 2) 

suma de cubos. = a3 + b3 
Binomio de la forma: 

9. Factores cuyo x" ± y" (caso 6). 

producto da una (a - b)(a2 + ab + b2
) 

diferencia de = al - bJ 
cubos. 

10. Productos de 
dos binomios (a + b)(c + d) Polinomio de cuatro 
que no tienen un 
término común. 

= ac + ad + be + bd términos (caso 4). 



MÓDULO 3. PRODUCTOS NOTARLES Y 
F ACTORIZACIÓN 

Objetivos específicos 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Desarrollará expresiones algebraicas haciendo uso de ios productos no­
tables: 

Binomio al cuadrado. 
Binomios conjugados. 
Producto de dos binomios que tienen un término común y otro no 
común. 
Cubo de un binomio. 
Producto de dos binomios sin términos comunes o semejantes. 

• Factorizará expresiones algebraicas según los casos: 

Monomio factor común. 
Diferencia de dos cuadrados. 
Trinomio cuadrado perfecto. 
Polinomio de cuatro témlinos. 
Trinomio cuadrado de fomw x 2 + (a + b )x + ab 
Binomios de la forma x" ± y" donde n puede ser par o impar. 
Ettracción de un factor lineal de la forma x + b de un polinomio en x. 
Polinomio que es cubo perfecto. 

33 
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3.1. Productos notables 

La frecuencia con que se presentan algunos productos sugiere la convenien­
cia de memorizarlos. Son llamarlos productos notables y sus fórmulas se presentan 
a continuación; y pu·~d<?" comprobarse directamente efectuando las multiplica­
ciones. 

3. (a + b)(a - b) =a' - b 2 

4. (x + a)(x + b) = x 2 + (a + b)x + ab 

5. (ax + b)(ex + d) = aex 2 + (ad + be)x + bd 

6. (a + b) 3 = a 3 + 3a 2b + 3ab 2 + b 3 

7. (a - b)3 = a3 - 3a 2b + 3ab 2 
- b 3 

8. (a + b)(a2 - ab + b 2
) = a3 + b3 

9. (a - b)(a 2 + ab + b 2
) = a3 - b3 

10. (a + b)(e + d) = ae + ad + be + bd 

Los productas notables pueden aplicarse también en ciertos casos donde a 
primera vista no aparece este tipo de productos. si se usan en forma adec•1ada 
la propiedad aditiva de la adición y la propiedad distributiva de la multiplicación 
re~pecto a la suma. 

Ejemplo 1 

Desarrollar: 

a) (3x + 2)2 + (4x - 3) 2 = 9x2 +. l2x + 4 + 16x2 
- 24x + 9 

= 25x2 
- l2x + 13 

b) (5ax + 2b)(5ax - 2b) = 25a2x2 
- 4b 2 

e) (x + S)(x + 4) - (2x + 3)(3x - 6) 
= x 2 + 9x + 20 [6x2 + (- 12 + 9)x - 18] 
= x 2 + 9x + 20 - 6x2 + 3x + 18 = - 5x2 + l2x + 38 
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d) (2x + y) 3 
- (3y - x) 3 

= 8x3 + 3(4x2)y + 3(2x)y2 + y3 
- [27y1 - 3(9i)x + 3(3y)x2 

- x 3
] 

= Sx3 + 12x2y + 6xy2 + yJ - 27i + 27xi - 9x2y + x 3 

= 9x 3 + 3x2y + 33xi - 26y3 

e) (x + l)(x2 - x + 1) + (x2 + 2x + 4)(x - 2) = x 3 + 1 + x 3 
- 8 

= 2x3 - 7 

f) (2x + a)(3y - b) = 6xy - 2bx + 3ay - ab 

g) (y + z + 3)(y - z - 3) = [y + (z + 3)][y 
= l - (z + 3) 2 = l - z2 

- 6z - 9 

(z + 3)] 

h) (Jl + 2v- 3)2 = [(Jl + 2v) - Jf = (Jl + 2v)2 
- 2(Jl + 2v)3 + 9 

= Jl 2 + 4Jlv + 4v2 
- 61t - 12v + 9 

3.2. Factorización 

La factorización consiste en que dada una expresión algebraica que es el pro­
ducto de ciertos factores, puedan determinarse éstos. El problema de !a factori­
zación puede tratarse según los casos que se presentan en seguida; la mayor parte 
de los cual::~ se fundamentan en los productos notables. 

Caso J. Monomio factor común. Se presenta cuando todos los términos de 
la expresión contienen un mismo factor. Por ejemplo: 

ax + ay - az = a(x + y - z) 

Caso 2. Diferencia de dos cuadrados. La diferencia de los cuadrados de dos 
expresiones algebraicas puede descomponerse como el producto de dos binomios 
formados con la suma y la diferencia de dichas expresiones, como sugiere el pro­
ducto notable número 3. 

a 2 - b2 = (a + b)(a - b) 

Caso 3. Trinomio cuadrado perfecto. Debe confirmarse que existan los cua­
drados de dos expresiones con sigoo ( + ), y el doble producto de ellas con signo 
( +) o ( -). Este caso corresponde a los productos notables 1 y 2. 
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Caso 4. Polinomio de cuatro términos como el que aparece en el producto 
notable 10. Se puede proceder por partes: asociar los términos dos a dos, aplicar 
el caso 1 y volver a aplicar éste. 

ae + ad + be + bd = a(e + d) + b(e + d) = (a + b)(e + d) 

Caso 5. Trinomio cuadrado de la forma: 

x 2 + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b) 

Este caso está sugerido por el producto notable 4. El coeficientt: de x 2 es uno, 
y el coeficiente de x se puede descomponer en la suma de dos números, a y b, 
cuyo producto es el término independiente. 

Caso 6. Binomios de la forma x" ± y", donde 11 es un número entero posi­
tivo. Pueden distinguirse cuatro subcasos, Según n sea par o impar y el signo 
sea (+)o (- ). Se puede extraer un factor (x +y) o (x - y), como se consigna 
en la siguiente tabla. 

IZ Signo Factor 

a) impar - X - y 
b) impar + X + )' 
e) par - (x - y)(x + y) 

d) par + No es factorizable 

El subcaso a) tiene una verificación parcial en el produ•to notable 9. 
El subcaso e) se basa en principio en ei caso 2 de factorización. 
Caso 7. Trinomio cuadrado de la forma: 

aex2 + (ad + be)x + bd = (ax + b)(cx + d) 

Resulta se:- el pwducto de dos binomios o con un término semejante y el otro 
té.-mino no común. Este caso está sugerido por el producto notable 5. 

El coeficiente d. e x se puede descomponer en la suma de dos números (el 
número ad y el número be), que multiplicados (ad · be) den como resultado 
el producto del coeficiente de x 2 (ac) por el término independiente (bd); (ad · be) 
= (ac)(bd). 

Una vez obte:1idos los números ad y be se desarrolla el producto (atl + bc).t 
= adr + bcx, con !o que se obtiene una expresión de cuatro término~ en la cual 
es posible aplicar el caso 4 de factorización. 

Caw 8. Extracción de un factor lineal: es decir, de primer grado, de la for­
ma x ± b de ur. polinomio en x. 

.. 

·:.: 
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Conviene buscar en forma tentativa los factores de la forma x ± b que pueda 
tener el polinomio por medio de la división sintética, sabiendo que un residuo 
nulo implica el haber dividido entre un factor. 

Caso 9 Polinomio que es un cubo perfecto. Este caso se basa en los produc­
tos notables 6 y 7. Se trata de polinomios de cuatro términos en los que deben 
revisarse con cuidado los cubos de dos términos y los triples productos del cua­
drado de un término por el otro con los signos adecuados. 

Ejemplo 2 

Factorizar indicando el caso correspondiente. 

e) x 2 - 6ax + 9a 2 = (x) 2 - 2(x)(3a) + (- 3a)2 = (x - 3a) 2 

(caso 3). 

d) 3xy - 5x + 6ay - lOa = x(3y - 5) + 2a(3y - 5) 
= (x + 2a)(3y - 5) (caso 4). 

e) x2 
- 4x- 21, como- 4 = 3- 7 y (3)(-7) = - 21, queda 

x 2 - 4x- 21 = (x + 3)(x- 7) (caso 5). 

f) x 3 
- 27 = x 3 

- 33 (caso 6), con n impar, signo (- ). Se puede extraer 
el factor (x - 3) y el otro factor puede obtenerse tomando como modelo 
el producto notable 9, o bien efectuando la división (x 3 - 27) + (x 
- 3). Queda: 

x 3 
- 27 = (x - 3)(x2 + 3x + 9) 

g) 16a4 
- Slb4 = (2a)4 - (3b) 4 (caso 6), con n par, signo (- ). Se pue­

den extraer los factores (2a - 3b) y (2a + 3b). Puede comenzarse apli­
cando el caso 2, y volver a aplicarlo. 

16a4 
- Slb4 = [(2a) 2]

2 
- [(3b) 2] 2 

= [(2a) 2 - (3b)2][(2a)2 + (3b)2] 

= (2a - 3b)(2a + 3b)(4a2 + 9b2) 
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m) Factorizar y multiplicar los factores: 

(29) 2 - (14) 2 = (29 - 14)(29 + 14) = 15(43) = 645 

Ejercicios 

Desarrolle: 

l. (3x + 4y)(3x - 4y) 

2. (5x + 2a) 2 

3. (a 2 + ab) 2 

4. (4x - 7)(4x + 6) 

5. (.\ 2 
- 4)(2x2 

- 1) 

7. (3m + 4xy) 3 

8. (v + a)(1· 2 - m· + a 2) 

9. (4/ + 6y + 9)(2y - 3) 

10. (3x - 4y)(2t + 5y) 

11. (x• + l)(x2 + 1 )(x 2 
- 1) 

12. (a - b + c)(a + b + e) 

13. (x + y + 1)(3 +y + x) 

14. (ax + 7)(3)' + b) 

Factorice. aplicando el caso 111dicado cumulo se se1iolc · 

15. (caso i) 3a.•:3 
- 6a\·y + 9a 2bx 

16. (caso 1 y 2) 8a 2 
- 321/ 

17. (case 2) 16x2 
- (2y - 3) 2 

18. (caso 3) 9o 2 -+ 12ab + 4b 2 

9 
. , 

1 . í<.:aso 4) 12xy .; 9cy + :.kc + 4;:' 

41 
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20. (caso 5) m2 + 2m - 15 

21. (caso 2, dos veces o caso 6) 81x4 
- 16/ 

22. (caso 6) x 3 
- 27 

23. (caso 7) 10x 2 
- 13x - 3 

24. (caso 8) x 3 
- 7x + 4x 2 

- 10 

3 ' 25. (caso 9) z + 3z· + 3z + 

26. 4x 2
/ - (z + 1) 2 

27. 4x2(p + q) - 64(p + q) 

28. a 2 
- 4ab - 21b 2 

29. r 4 
- 8r2 + 16 

30. b3 
- 6b 2 + 12b 8 

31. 3xy + 9ax ·- ay - 3a' 

32. 8a 3 + 1 

33. 12z3 
- 11z2 + 2z 

34. x 3 
- 3x - 4x2 + 18 

Factorice y multiplique: 

35. (52) 2 
- (48)' = 

36. (55) 2 
- (35) 2 = 



MÓDULO 4. FRACCIONES 

Objetivos específicos 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Determinará el mínimo común múltiplo de dos o más polinomios. 
• Identificará cuándo una fracción simple es propia o impropia. 
• Dada una fracción impropia, la transformará en la suma de una expre­

sión entera y una fracción propia. 
• Reducirá una fracción simple a sus términos más sencillos. 
• Efectuará operaciones a"e adición, sustracción, multiplicación y.división 

de fracciones simples. 
• Simplificará fracciones compuestas. 
• Descompondrá fracciones racionales en sumas d~ fracciones parciales. 

43 
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Cuadro sinóptico 

Definiciones 

Múltiplo común. Polinomio que es múltiplo de dos o más 
polinomios. 

Mínimo común múltiplo. Múltiplo común con el menor grado 
posible. 

Fracción. Cociente de dos expresiones algebraicas. 

Fracción propia. Grado del numerador < grado del deno-
minador. 

Fracción impropia. Grado del numerador 2: grado del deno-
minador. 

Fracción algebraica simple. Cuando numerador y denominador son ex-
presiones racionales enteras. 

Fracción compuesta. Numerador o denominador con una o más 
fracciones. 

Fracción racional en .t. Fracción simple donde los exponentes de 
x son enteros y positivos. 

Fracciones parciales. Fracciones simples que sumadas dan una 
fracción racional. 

4.1. Generalidades 

Si un polinomio es divisible entre otro, se dice que el primero es múltiplo 
riel segundo. Así: 

x 3 
- x 2 es mültiplo de x -- 1 

Todo polinomio que es múltiplo de dos o más polinomios se llama múltiplo 
común de éstos. Así: 

4x 2 
- 9y 2 es múltiplo común de (2{ + 3y) y (2x - 3y) 

Dos o más polinomios tienen más de un múltiplo común; al de menor grade 
posibie se le llama mínimo comúu múlliplo (mcm). 

Para obtener el ml:m de düs o más polinorni~:s Si: multiplican todos los facto­
res diferentes de estos polinomios, tomando cada factor con el mayor exponente 
que aparezca. 
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Ejemplo 1 

a) Determinar el mcm de: 

Solución 

Conviene primero factorizar los polinomios dados: 

xz - yz = (x + y)(x - y) 

Los factores diferentes son: 

(x + y) y (x - y) 

El mayor exponente con que aparece (x + y) es 2, y el de (x - y) es l. 

Luego, mcm = (x + y) 2(x - y) 

b) Obtener el mcm de: 

X 2 - 4 
' y 

Solución 

Se factoriza: 

x 2 - 4 = (x + 2)(x - 2) 

x3 - 8 = (x - 2)(x2 + 2r + 4) 

Lul'go, mcm = (x +. 2)(x - 2) 2(x2 + 2r + 4)x 

Se sabe que una fracción es el coci<:nte de dos cantidades que toman los nom­
p 

bres de numerador y denominador. Así, en la fracción -,Pes el numerador 
Q 

y Q es el denominador ( Q ?! O). 
Las operaciones con fracciones se efectúan en álgebra del mismo modo que 

en aritmética. 

. . 
• 
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Puest0 que la división es la operación en la que se originan las fracciones, 
todo lo relativo a dicha operación es aplicable a las fracciones. 

Una fr¡¡cción algebrmca es una fracción s1mple cuando el numerador y el 
denominador son expresiones racionales enteras; esto es, cuando los exponentes 
que aparecen son solamente enteros positivos. 

Son fracciones simples: 

3 2r + 1 27 ---
2 X X - 2 ' o x-+2x+4 

Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador se trata 
de una fracción propia. 

Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador 
se dice que es una fracción impropia. 

De las tres fracciones anteriores las dos primeras son propias, la tercera es 
1mprop1a. 

Después de efectuar la división indicada en Ul'!a fracción impropia, ésta se 
puede escribir como la suma de un polinomio (el cociente), más una fracción 
propia (el residuo ::ntre eí denominador). 

Para operar con fracciones es fundamental el siguiente teorema: Si elmmlt?­
rador y el Jenuminador de una fracción se multiplican o dividen por una misma 
cantidad no nula, el valor de la fracción 110 se altera. Así: 

' x x-
= 

x + 2 x 2 + 2r 

Las fracciones así determinadas son fracdones equivalentes. 

4.2. Simplificación de fracciones 

Una fracción está totalmente simplificada o reducida a sus términos más 
sencillos cuando no existe ningún factor común al numerador y denominador, 
distinto de uno. 

Cuando una fracción no está totalmente simplificada, ello puede hacerse divi­
diendo numerador y denominador entre sus factores comunes. Conviene entonces 
factorizar primero numerador y denominador para hacer la simplificación. 

Ejemplo 2 

Simplificar: 

o 
x- + x - 6 (x 2)(x + 3) x + 3 

a) = ~--~~--~ = 
x 2 - Sx + 6 (x 2)(x - 3) r 3 



MÓDULO 4. FRACCIONES 47 

b) 

Evidentemente la fracción dada no está reducida a sus términos más sen­
cillos; el factor común que se presenta en el numerador y denominador 
es (x - 2), que se elimina al dividir numerador y denominador er.tre 
dicho factor. 

x 2 
- 7x + 12 (x - 4)(x - 3) 

(4 - x)(4 + x) 

Se observa que el factor ( 4 - x) del denominador es el simétrico del 
factor (x - 4) del numerador; luego, transformando el numerador al mul­
tiplicarlo dos veces por (- 1 ): (x - 4)(x - 3) = (4 - x)(3 - x), queda 
el factor común (4 - x) que puede reducirse. 

x 2 - 7x + 12 (x - 4)(x - 3) (4 - x)(3 - x) 3 - x 
------;:-- = = = 

16 - x 2 (4 - x)(4 + x) (4 - x)(4 + x) 4 + x 

e) Efectuar la división indicada en la fracción impropin y simplificar. si es 
posible, el resultado. 

Se efectúa la división: 

' .e 

Queda: 

ya que: 

2t 

li2t3 

2t3 

X + 1 

x 2 
- 1 

2t3 - 3x2 
-X + 4 

1 " 1 x- -

3 

3x 2 
X + 4 

2t 
,.,x2 J. + X 

3x2 +3 

X+ 1 

2t- 3 + X + 1 
=a-3+--

X 

X + 1 
=------

(x + l)(x - 1) X 1 

.• 

' 
t 

.. 
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4.3. Operaciones algebraicas con fracciones 

4.3.1. Adición y sustracción 

Si dos fracciones tienen el mismo denominador, la suma o diferencia de ellas 
se obtiene escribiendo la suma o diferencia de los numeradores entre el denomi­
nador común. Así: 

+ 

x2 + 7 

X + J 
= 

2x2 - 7 

x+l 

En esta misma forma se pueden sumar algebraicamente tres o más fraccio­
nes con denominador común. 

Dos fracciones que no tengan el mismo denominador pueden ser transfor­
madas de tal manera que tengan un común denominador para proceder como se 
indicó antes. Dicha transformación puede hacerse buscando que las fracciones 
tengan como denominador un múltiplo común de los denominadores, pero con­
viene que éste sea el mcm de ellos. Para sumar algebraicamente más de dos frac­
ciones se procede en forma análoga. 

Ejemplo 3 

Efectuar la operación indicada. 

a) Sumar: 

x - a 
+ 

Solución 

Como el mcm de los denominadores es 4a 2x 2
, se transforman las frac­

ciones dadas, multiplicando el numerador y el denominador de cada una 
por el factor que multiplicado por el denominador respectivo da como 
resultado el mcm. 

x +a x-a (x + a)(2a) (x - a)(x) 

2a.x2 +· 
4a 2x 

-
2a.x2(2a) 

+ 
4a 2x(x) 

2ax + 2a2 x 2 - ·ax x2 + ax + 2a2 

= + = 
4a 2x 2 4a 2

x
2 4a 2x 2 
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b) Sumar: 

Solución 

Se factorizan los denominadores para determinar el mcm: 

.r2 - 9 = (X + 3)(x 3) 

, 
x- + Jx = x(x + :l) 

El mcm de los denominadores es: 

mcm = (x + 3)(x - 3)x2 

Se transforman las fracc-iones para des¡:mt!s sumarlas: 

J(x - 3)x -------·- + 2(x + 3) 
+ 

(x + 3)Lr - 3)x 2 (x + 3)(x - 3)x 2 3)
, •.. : 

(.< + \X - -~p: 

xc + Jx2 ·- 9x + 7_, + 6 

(x + J)(.r - J)x 2 

Al simplificar queda: 

2 
-----

_, 

1 + 3x 

e) l<estar: 

X 
---~---- ~ 

.... 2 - Sr + 9 

Solución 

49 

x' - 6.r + 9 =V - 1)c: 7_r 2 - Sx - 3 = (x :'>)(2r + i) 

mcm = (x - 3)"(2x + 1) 

" < 
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2x X 

xz - 6x + 9 2x2 5x- 3 

= 

= 

2x(2x + 1) 

(x - 3)2(2x + 1) 

4x2 + 2x 

(x - 3) 2(2x + 1) 

4x2 + 2x - x 2 + 3x 

(x - 3) 2(2x + 1) 

d) Sumar: 

Solución 

+ r - s 
r 2 + rs + s 2 

x(x - 3) 

(x - 3)2(2x + 

x 2 
- 3x 

(x 3)2(2x + 

= 

2r2 r - s 

r2 + rs + s 2 + 1 

= --,-------c-
r2 + rs + s 2 

= 
2r2 + r3 

- s3 

r 2 + rs + s 2 

4.3.2. Multiplicación y División 

= 
' ' r- + rs + s-

1) 

1) 

El producto de dos fracciones es otra fracción cuyo numerador es el produc­
to de los numeradores de las fracciones dadas y cuyo denominador es el producto 
de sus denominadores. Así: 

a e ac 
-·-=-
b d bd 

Esto se generaliza sin ninguna dificultad para más de dos fracciones. Por 
ejemplo, si se trata de multiplicar tres fracciones: 
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a e e ace 
-·-·-=--
b d f bdf 

Para dividir una fracción entre otra cabe tener en cuenta que dividir una ex­
presión entre una cantidad es lo mismo que multiplicar la expresión por el recí­
proco de la cantidad. Esto es: 

a e a d ad 
-+-=-·-=-
b d b e be 

Esta operación se puede mecanizar fácilmente si se multiplica "en cruz". 
como se observa en el ejemplo: 

Ejemplo 4 

Multiplicar y simplificar: 

a) 

b) 

2x a.x 2x(a.x) 2a.x2 
= = 

a 2 +a. x - x 2 ' (a" + a)(x - x2) a( a + l)x(l - x) 

2x 
= 

(a + 1)(1 - x) 

b 2 - 2b + 2b2 - b- 3 (b 2 - 2b + 1)(2b2 - b - 3) 
-

b2 - 1 3b2 - b - 2 ' 2 2 (b" - 1 )(3b - b - ) 

Para simplificar es conveniente primero factorizar, siempre que esto sea 
posible, para después reducir los factores comunes. Así: 

(b2 - 2b + 1 )(2b2 - b - 3) 

(b 2 
- 1)(3b2 

- b - 2) 

(b - 1)2(2b - 3)(b + 1) 
= ----------------------- = 

(b + l)(b l)(b -1)(3b + 2) 

2b - 3 

3b + 2 

xz + / 
e) (x3 - y3) . --=----7------,---

2x2y + 2ri + 2y3 

x2 + i 
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(x3 - v3)(.r2 + Y2) 
-

2x2y + .!_ry2 + 2y3 

(x - y)(x2 + ll 
= 

2y 

Dividir y simplificar: 

xz ' 2 X .e 
e) - = -· - = 

3 2 

ab 
j) --- ~ 

a + 1 

3 X 

(b + l) = 

' + y2)(x2 ' {x - y)(x- + t']' + y-) 
= 

2y(x2 +- D' + )'2) 

2x2 2x 
= -

Jx 3 

ab b + ab -----= ------------
a + 1 (a + l)(b + l) 

(Una vez que se multiplicó "en cruz".) 

g) ---­
X + 1 ' r- 1 

= 
(x2 - 4)(x2 - l) 

(x + 1 )(x2 + x - 6) 

(x + 2)(x - 2 )(x + l )(x - ! ) 

(x + l)(x + 3)(x - 2) 
= 

(x + 2)(x - l) 

X + 3 

4.4. Fracciones (~ompuestas 

Definición. Una frJcción compuesta es aquella que !iene una o más frac­
ciones, ya se:~ ~n el CJumeraJor o en el denominador. 

Ejemplo 5 

Jx - 2 

X -f- X-
--+---

X X + 2 

X 

.>: + 3 

4 -X 
----5 

X 

Simp!ificar una fracción compue~ta es transformarla en otra fracción simple 
•e:Jucida a sus términDs ;nás scnciilo5 y que ~ea equivalente. 
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Una forma de lograrlo es transformar el numerador y el denominador en 
fracciones simples (si no lo son), y efectuar la división como se dijo antes. Así: 

a 

b a e 

e b d 

d 

Cuando una fracción compuesta tiene la forma: 

a 

b 

e 

d 

a y d se llaman exrremos; b y e son los medios. 

ad 

be 

Una regla sencilla para transformar una fracción compuesta como la ante­
rior en una fracción simple es escribir el producto de los extremos entre el pro­
ducto de los medios. Por ejemplo: 

(extremo) a 

·(medio) h 

(medio) e 

(extremo) d 

= 
ad (producto de los extremos) 

be (producto de los medios 

Ejemplo 6 

Simplificar las fracciones compuc•;tas. 

a) 

-r .e - r 
X -

X X - -r- X Ir - \').1' 
= 

X X \' x(/ - x) 
r 

r 

Conviene distinguir la raya del quebrado principal de otras que aparez­
can para no confundirlas. 

.,, 

·-
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b) 

a+ a - 1 (a+ !)(a + 2) - (a - 2)(a - 1) 

a 2 a+ 2 (a - 2)(a + 2) 
= 

8 4(a - 2) + 8 
4+ 

a - 2 a - 2 

= 
[(a + l)(a + 2) - (a - 2)(a - l)](a - 2) 

(a - 2)(a + 2)[4(a - 2) + 8] 

(a + !)(a + 2) - (a - 2)(a - 1) 
= 

4a(a + 2) 

a2 + 3a + 2 - a 2 + 3a - 2 
= 

4a(a + 2) 

6a 3 
= = 

4a(a + 2) 2(a + 2) 

El denominador es, a su vez, una fracción compuesta que deberá simpli­
ficarse primero. 

1----=1---- = 
1 

y+­
y y 

Se simplifica el numen:dor también en forma separada. 

+y= 
y - 1 

+ (y - 1 )y y2 - y + 
= 

y-1 y-1 

Se dividen las fracciones simplificadas del numerador y denominador. 
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(y2 - y + 1)()'2 + 1) y2 + y2 - y + 1 

y - 1 

yZ-y+l 

/ + 1 
=_:_---'--::;---'----= 

(y - l)(i - y + 1) )' - 1 

4.5. Descomposición de una fracción racional en 
una suma de fracciones parciales 

Una fracción racional en x es una fracción simple donde los exponentes de 
x son enteros positivos. 

Como ya se dijo, la suma de dos o más fracciones algebraicas simples es 
una fracción cuyo denominador es el mínimo común múltiplo de los denomina­
dores de las fracciones dadas, por ejemplo: 

-4 
X+ 2 

+ 
2 5 x 2 + 23x - 18 

--- + ----- = -----------
X 2x - 1 (x + 2)(x - 1)(2x - 1) 

Ahora se trata de resolver el problema inverso; o sea, descomponer una frac­
ción dada en una suma de fracciones simples más sencillas, que son las fracciones 
parciales de la primera fracción. 

En la igualdad anterior, las tres fracciones del primer miembro son las frac­
ciones parciales de la fracción del segundo miembro. 

Se consideran solamente fracciones racionales propias con una sola literal, 
es decir, fracciones propias donde el numerador y denominador son polinomios 
de una sola literal con exponentes enteros y positivos. El caso de una fracción 
impropia se trata, como ya se dijo, descomponiendo la fracción en un polinomio, 
más una fracción propia. 

Es indispensable factorizar totalmente el denominador de la fracción que se 
va a descomponer, ya que la descomposición depende de los factores de dicho 
denominador. 

La descomposición de una fracción racional en fracciones parciales se basa 
en el siguiente teorema, que se enuncia sin demostración: 

Toda fracción propia reducida a su mínima expresión puede descomponerse 
como una sumn de fracciones parciales de acuerdo con los siguientes casos: 

l. A cada factor de primer grado ax + b que no se repita como factor del 
denominador le corresponde una fracción parcial de la forma: 

A 

ar + b 

En donde A es una constante distinta de cero. 
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2. A cada factor de primer grado ax + b que aparezca k veces como factor 
dei denominador le corresponde la suma de k frac:::iones parciales de la 
forma: 

At __ :._..._ + 
at + b 

En donde A 1, A2, . . Ak son constantes y Ak ;>! O. 

3. A cada factor de segundo grado ru2 + bx + e que no se pueda factori­
zar y que aparezca una sola vez como factm del denominador le corres­
ponde una fracción parcial de la forma: 

Ax + B 

ru 2 + bx + e 

Donde A y B sot~ constantes y al menos una de ellas no es cero. 

!. A cada factor de segundo grado ax2 + bx + e que no se pueda factori­
zar y que se repita k veces como factor del denominador le corresponde 
la suma de k fracciones parciales de la forma: 

Er: donde A:, B" A2, B2, 
simuilaneamente nulas. 

. , A., Bk son constantes y Ak y Bk no son 

Para determinar los valores de las constantes mencionadas en los cuatro ca­
sos presentados antenormente, se escribe la identidad que resulta de multiplicar 
pY e! dcP.ominador de la fracción dada los d?s miembros de la igualdad estable­
~t!lü en el planteamiento de la de~composición en fracciones parciales. Una vez 
hcd·.c e3lJ, se puedt seguir alguno de los dos procedimientos siguientes. 

l. Este procedimiento puede aplicarse cuando no se repiten los factores del 
denominador. Se asignan a x tantos valores como constantes se tengan. 
Lst,>s valores van a ser las raíces de cada uno de los factores. Se sustituyen 
dicllus ,·aiOJ es de x en la identidad, y se van obteniendo así los valores 
de la:; constantes. 

2. Éste e; un p~ocedimiento general, aplicable a cualquier caso. Se desarro­
llan los produclos indicados y se agrupan los términos de cada una de 
las potencias de: x. En seguida se igualan los coeficientes de potencias 
iguaks de alllbos miembros de la idenlidad mencionada. Con esto resulta 
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un sistema de ecuaciones de cuya solución se obtienen los valores de las 
constantes buscadas. 

NOTA: si el estudiante no tiene práctica en la solución de sistema~: de ecuaciones 
se recomienda consultar previamente el módulo 7. 

Ejemplo 7 

Descomponer la fracción dada en sus fracciones parciales. 

x 2 + 23x - 18 
a) ----------------­

(x - l)(x + 2)(2x - 1) 

Solución 

Los tres factores de primer grado del denominador no se repiten: luego. 
la descomposición comprende tres fracciones cuyos denominadores son 
estos tres factores y cuyos numeradores son las constantes A, By e por 
determinar. Queda la identidad: 

x 2 + 23x - 18 A B e 
---- + + 

(x - 1 )(x + 2 )(2x - 1) X X + 2 2t-

Si se multiplican ambos miembros por el denominador de h! fracciól! da­
da, resulta: 

x 2 + 23x- IS = A(x + 2)\2t·- 1) + B(x- 1)(2.\ - 1) +e(.>. -- l)(x + 2) 

Esta igualdad. que es tm2 identidad, debe ser cierta para cua!qu!e;· valor 
de x. Los factores del denomin'ldor no se repiter.: enton:._-:s. puedr apli­
carse el primer procedimiento indicado anteriormente para determinar los 
valores de A. B y C. Se le dan a x tres valores apropiados (los que hacen 
cero a alguno de los factores): 

Para x = 1 

1 + 23- 18 = A(3)(1), !ucg" A =·2 

Para x = -2 

4-46- 18 = B(-3)(-5). de donde B -- -4 
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Para x 
2 

+ + 
2
; - 18 = e(-+) (~)·luego e= 5 

Por lo tanto, la descomposición deseada es· 

x 2 + 23x - 18 2 
-------------------= -----
(x - l)(x + 2)(2x - 1) X 

4 

X + 2 

5 
+ -------

2x - 1 

Solución 

Se presentan en el denominador los factores de primer grado, x sin repe­
tirse, y (x - 1) repetido tres veces; así que el planteamiento de la des­
composición. según los casos 1 y 2, es: 

x3 + 1 A A¡ A2 A3 

1 ) 3 
+ + 

1)2 
+ 

1)3 x(x - X X - (x - (x -

Se multiplican ambos miembros por x(x - 1)3 

x3 + 1 = A(x- 1) 3 + A 1x (x - 1)2 + A~(x - 1) + AJX 

Se desarrollan los productos del segundo miembro y se agrupan términos 
según potencias de x para aplicar el segundo procedimiento. 

Se igualan los coeficientes de las potencias de x con el mismo exponente 
en los dos miembros: 
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(1) 

(2) 

(3) 

-A= 1 (4) 

De (4): 

A= -1 

Al sustituir este valor en (1) resulta A1 = 2. Se sustituyen A = - 1 y 
A1 = 2 en (2), y queda A2 = l. Estos dos valores se sustituyen en (3) 
y se obtiene que: A3 = l. Por tanto, la descomposición buscada es: 

-1 2 2 

x(x - 1) 3 
X X 

+ --- + ---.,. + ~--.,. 
1 (x 1) 2 (x - 1) 3 

e) 3 
X + 8 

Solución 

Se factoriza el denominador y se obtiene: 

1 
~~-- = -~--------

x3 + 8 (x2 - 2x + 4)(x + 2) 

Aparece el factor de segundo grado no repetido (x2 
- 2r + 4). y d fac­

tor de primer grado (x + 2) que tampoco se repite. entonces, según los 
casos 3 y 1, respectivamente, debe tenerse: 

Ax + B C 

(x2 
- 2x + 4)(x + 2) 

= +---
x2 - 2x + 4 x + 2 

De aquí: 

= (Ax + B)(x + 2) + C(x2 
- 2x + 4) 
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Se procede como en el ejemplo anterior: 

= Ax2 + 2Ax + Bx + 2B + Cx2 
- 2Cx + 4C 

1 = (A + C)x 2 + (2A + B - 2C)x + (2B + 4C) 

Se igualan los coeficientes de las potencias de x con el mismo exponente: 

A+C=O 

2A + B - 2C =O 

2B + 4C = 1 

De (1) A = -C 

1 - 4C 
De (3) B = --

2 

- 4e 
Se sustituyen (4) y (5) en Ul: 2(- C) + 

2 
2C =O 

-~C + 1 - 4e- 4e =O, 12C = J, luego e= ., ¡_ 

Al sustituir este \'a1or en (4) resulta: A 
12 

Se sustituye el valor de e en (5) y se obtiene B: 

1 
l- 4~ 

3 - 1 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

12 

1 

3 3 2 1 1 
B = ----- = ·--- = ·=-=--·esto es: B =-

2 6 3 ' 3 2 2 

P.sí qu~ la dcscomp«sici6n pedida es: 

= 
x3 S ' + (_\- - 2r + 4)(.r + 2) 

1 
--x + -

12 3 1' 
= ' + 

x- - 2x + 4 X + 2 
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-x + 4 

12 l 4 -X 
-

' 
+ +---

' 

d) 

x- 2x + 

2x3 +X + 3 

(x2 + l)2 

4 l2(x + 2) l2(.c - 2r + 4) l2(x+2) 

El denominador presenta un factor de segundo grado repetido dos 
veces: así que, según el caso 4, la descomposición en fracciones p~rcia­
les es: 

2r; + x + 3 

(x2 + 1)2 

Se multiplica por (x 2 + 1) 2 

Se igualan coeficientes: 

A¡ = 2 
8¡ = o 
A¡ + ,1, = l: luego, , ~ 
8¡ + B, 3: como 8 1 

+ Az = 1: 
= O, 8, 

La descomposición solicitada es: 

2x 1 + .1 + 3 2.1 

x2 + 

Ejercicios 

A,x + 8 2 

(x 2 + 1) 2 

por lo que A2 

= 3 

·-.1 + 3 
= -~---

1 -(r + 1 )~ 

!/al/e el mcm de los poli~omios dados (déjelo en forma factoriz.ada): 

l. 6XY2
, 4x\. 36.n-

2. 4x - 4, ' x· ·- 1 

-- l 
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3. 2x2 + 2x - 4, 3x 2 + 7x + 2 

4. x4 
- 8x2 

- 9, 4x3 
- 36x 

5. 2a 3 + a2 
- 3a, a 2 

- b - a + ab, 2a 2 + 2ab + 3a + 3b 

Simplifique: 

a' + ab 
6. 

a 2 b' 

' ' t" y-
7. 

x' + y' 

2t ' x3 - X" -
8. 

x' - 3x + 2 

Efectúe la división y simplifique. si es posible: 

9. 
x 3 + 4x2 

- 2t + 

x' + 1 

Efectúe las sumas o restas algebraicas indicadas: 

a 
10.-

5 

11. 
y 

12. 

y 

X+ 

3m 
13. 

m ' 

14. 5 -

15. 
3y 

5 

a 7a 
+-

10 25 

3 

y 

1 
+-+ 

X 

1 

X 

- 1 2m + 5 

- 4 (m - 2):! 

2m - 3 2 

m - 1 m 

3 
- (2y - 3) 

- 5 



MÓDULO 4. FRACCIONES 

16. 
1-x 

2 +X 

+x 

2 -X 

3 2 

3x 

17. ----- + , + --,-----
2x2 + x 6 + x - 2x" 4x" + 4x - 3 

5x~y 9a 2b 
18. 

3ab 2 l0xy 7 

, 
}' + x· +x 

19. 
y' - 1 X+ 

ax 
20. 

a+x 

X~ - 9y2 

21. (x 2 
- 2ry - 3v2

) -,----..::_-,­

x2 - 6xy + 9y2 

Divida y simplifique: 

22. 

23. 

9ab 2 27ab 

34x 

a - b 

X - 2y 

6 

2y- X 

2b - 2a 

6x + 9 x 2 
- x 

24.-----­
x2 - x 2 x+8x+7 

Simplifique las fracciones compues;as: 

26. 
3 5 

4 
2 +-

5 

7x + 21y 
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- l 
X 

27. 

+ l 
X 

2 

' 
+ l 

X .e 
28. 

3 4 
+ l 

X ' X 

X - 6 
3 -

' 6x + 8 t -

29 
~ + 7 

2 + 
' 2r 8 ·' 

3 :.o. l -
2 

4 -

X 

Descomponga en fraccione:; p!lrciales: 

X - 5 
JI. 

( t + 1 )(x 1) 

7 - 8x 
32. 

(2.x - 1)' 

X.:' + 3x -
33. 

(X - 2){x 2 + 5) 

1 - lJ.r - lllx' 
]4. --~------------­

í2.r' + 2.r + 1 )(.r - 2) 

35. 

36. 

3x' + 4x - 5 

(x
2 + 2) 2 

x 3 + 2x' + 3.< 
' ' (x- + x + l ¡-

UNIDAD l. ÁLGEBRA ELEMENTAL 



MÓDULO 5. EXPONENTES 

Objetivos específiCos 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Simplificará expresiones algebraicas, aplicando las leyes de los expommtes. 
• Efectuará operaciones con exponentes fraccionarios. 
• Identificará un exponente fraccionario de un exponente negativo. 
• Efectuará operaciones con exponentes negativos. 

65 
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Cuadro Sinóptico 

Leyes de los 
Exponentes Significado Ejemplo 

l. am·a" = Qm T n Producto de varias 3x5y2·2x2i 

potencias de una = 3(2).x5 + 2y2 + 3 

misma base. = 6x7y5 

11. (a"'j" = ar.m Potencia de una (x6)3 = x6 J = x'B 

potencia 

III. (ab)'" = ambm Potencia de un (5xy)2 = 52x2i = 25x2i 
producto. 

m a m 
3 

( 10 ax) 3 (:) Potencia de una Cs~) IV. = -- = bm fracción (5by) 3 

b ""' o 1000 a 3x 3 8a 3x 3 

= -
125b3y 3 b3y3 

a m 
= am -n Cociente de dos 

x4bB 
x4 - 2bs - 6 V. --

a" potencias de una x2b6 

SI m > n misma base = x2b2 

a m 1 Cociente de dos 6x3i 2 
VI. -- - --

a" a" - m potencias de una 3xsys x5- \·8 - 2 
nusma base. .. 

SI ll >m 2 
= x2y6 

5.1. Leyes de los exponentes 

La expresión a", donde al número a cualquiera se le denomina base, y n 
es un número entero positivo llamado expone me, representa el producto de n fac­
tores iguales a a; se dice que a" es la enésima potencia de a. No se acostumbra 
escribir el exponente 1, y las potencias a2 y a3 reciben el nombre de cuadrado 
de a y cubo de a, respectivamente. 

Si m y n son números enteros positivos, y a y b son expresiones algebraicas 
cualesquiera, con la condición de que al aparecer en un denominador no sean 
nulos, se tienen las siguientes leyes de los exponentes: 



Leyes de los exponentes 

Il. (am)n = amn 

III. (ab)m = ambm 

IV. (: r = :: ; b~ o 

a m 
V. = am -n si m>n 

a" 

a'" 
VI. = SIn> m 

a" an- m 

Ejemplo 1 

(aplicando 1). 

(aplicando 11 y III). 

(aplicando III). 

d) (· lOax )3 = 
5by 

8a 3x3 

= b)y) 

6x4 b 8 

(x<-2)(b8-6) e) = x2b6 

j) 
6x3y2 2 

= 
3x\•8 x5-3 YB -2 

= 

(aplicando IV y III). 

= x2b2 (aplicando V). 

2 
= (aplicando VI). 

x2y6 

67 

Debe tenerse en cuenta que estas leyes han sido establecidas para exponen­
tes enteros y positivos. Si se consideran casos donde los exponentes no son enteros 
y positivos, es necesario establecer el significado que debe darse a los exponen­
tes fraccionarios y negativos. 
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5.2. Exponentes fraccionarios y negativos 

Sea q un número entero positivo y por tanto Ilq una fracción positiva. Consi-
.L 

dérese el significado de 1/q como exponente, o sea, el significado de a •, cuan-
do q ;t! O. Para que la primera ley de los exponentes sea válida para este expo­
nente fraccionario, deberá verificarse que: 

q factores 
.L 

1 
+­

q 

Esto es, a • debe tener la propiedad de que su potencia de grado q sea 
.L 

igual a a. Por lo anterior se define a a ' como una raíz de índice q de a. 

1 

a'='Va 

En donde el símbolo -../se Barna radical y el entero positivo q es el índice 
de la raíz. 

Para q = 2 se acostumbra omitir el índice, que corresponde a la raíz cuadrada. 

5.3. Raíces principales 

Cualquier número excepto cero, tiene q raíces distintas de índice q. Por ejem­
plo, el número 4 tiene dos raíces cuadradas, que son +2 y -2. Para evitar ambi­

.L 

güedad se asignará a a ' un valor único Hamado raíz principal, que se defi-
ne como stgue: 

1 . Cuando el índice q es par. Si a es positivo, existen dos raíces reales de 
igual valor absoluto y de signos contrarios. En este caso, la raíz princi­
pal es la raíz positiva. Así, la raíz cuadrada principal de 4 es +2, que 
se escribe 4 112 

2. Cuando el índice q es impar. Si a es positivo, existe solamente una raíz 
real que es positiva y que se toma como la raíz principal. Si a es negati­
vo, existe una raíz real negativa que se toma como la raíz principal. Por 
ejemplo: 

El valor principal de la raíz cúbica de 8 es +2, representada por 
8 113

; el valor principal de la raíz cúbica de -8 es -2, representada 
por (- 8) 113 • 

1 

Cuando a es negativo y q es par, a ' no representa un número real. 
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Ejemplo 2 

b) (ax) t/4 = lfa.).-

Generalizando, si p y q son enteros positivos, para que se verifique la segun­
da ley de los exponentes sP. deberá tener que: 

l!.q 

= a' = aP 

De donde, por definición: 

E. 

Es decii, que a ' significa la raíz de índice q de la potencia de grado p 
dP. a. 

Ejemplo 3 

a) e113 = ~82 = \164 = 4 

b) (3x) 512 = V(3x) 5 = V243x 5 

' Si se toma únicamente la raíz principal, una potencia de exponente fraccio- .,. 
nario se puede calcular efectuando la potencia y la raíz en cualquier orden, así -t 

que. en un exponeute fraccionario, el numerador de éste corresponde a una po­
tencia y el denominador a un~ raíz. 

El exponente negativo se origina al dividir dos potencias de la misma hase 
cuando el exponente del dividendo es menor que el exponente del divisor. Así, 
por ejemplo: 

o bien 

Toda c:~ntidad elevada a un exponente negativo equivale a unn fracción de 
numcradot 1 y cuyo denominador r.s la misma cantidad con exponi:nte positivo. 

a -n = 

De acuerdo con esto, en los ejemplos anteriores tt:nemos que: 

y 
n 

.1 
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Según lo antenor, cualquier factor del numerador de una fracción se puede 
· escribir en el denominador y viceversa, si se cambia el signo de su exponente. 

Por ejemplo, sr.a la expresión: 

De acuerdo con el significado del exponente negativo, se tiene: 

Obsérvese que los factores a - 2 y b- 3, que aparecen en el numerador de 
la expresión original con exponentes negativos, pasan al denominador con expo­
nentes positivos, y los factores x- 4 y y- 5

, que están en el denominador de la 
expresión original con exponentes negativos, pasan al numerador con exponen­
tes positivos. 

El exponente cero proviene de dividir potenciaB iguales de la misma base. Así: 

Por lo anterior, se puede concluir que toda cantidad elevada a la potencia 
cero equivale a J. 

En efecto, según las leyes de los exponentes: 

a" 
-=a" -n = ao 

n ' a 
pero 

a" 

a" 
=1 

Ahora bien, dos expresiones iguales a una tercera son iguales entre sí, por 
lo tanto: 

Ejercicios 

Efectúe el siguiente producto: 



Desarrolle: 

2. (7x'lz')~ 

Simplifique: 

4. 
2a'bx - 3a 2b'y - 2a'bJ 

a'b 

1 Q ' 
18x y z" 

5. 
3fu 6/z4 

Exprese con sig.~o radical: 

6. X),l/2 

7. x~112. y 114 z 115 

8. 3 217 X , y 4/~ z2n 
~2· 

Exprese con exponente fraccionario: 

9. "ifX7 

11. 5a~x 2y 1z9 

Simplifique 

12. 

Escriba con exponentes positivos: 

x- 1y- 2z-J 
13. a _,b _,e_, 

Escriba con exponentes positivos y simplifique: 
a-11\,.-2 

15. 
-213 -1/4 

X )' 
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bprese cor. signo radical y exponellles posi!ivos. Simplifique: 

16. 
x31s 

-2/J y 

¡o .. -112¡113 
u. (J . 

ErprlJsc co1. t!.rponentes positivos: 

20. 

3.\ -21.3 

2!. 

22 Escrib~ er. ceda p~rén•esis de la columna derecha la letra del inciso de la columna 
izquierda qt'l' complete. una proposición correcta. 

·'' " e)--
Q 

., 

d) ) 312 

·1¡-~;,-

C) \/ YJ 

1 
j)-

J.- 'i 

g) E~ valor x0 es. 

a"' 
h) --

puede expresarse como: 

puede expresarse como: 

si m > n, también Se" escribe: 

e/\presado con signll radical: 

cxp1c~:>udo cou expone11tc 
fr :1cc innuno: 

expresado con •!xpcnenlé negativo: 

a'' si m < n también se escribe: 

( 

( 

( 

) am-n 

) a m/n 

) /14 

) x-5 

) a 3b- 1 

) an' + 11 

}J? 

a' 
)-­

b' 

) 3 



MÓDULO 5. EXPONENTES 

i) La raíz principal de 9 112 es: 
3 

J) ( : ) se puede escribir: 

73 

) o 

X -5 



MÓDULO 6. RADICALES 
{ 

Objetivos específicos 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Efectuará con expresiones algebraicas la extracción e introducción de fac­
tores en radicales. 

• Efectuará la racionalización del denominador de una fracción. 

Cuadro Sinóptico 

Leyes de los radicales Expresión en lenguaje común 

l. ')j(iW) - 'Jf(J) El producto de raíces con el mismo índice -
es igual a la raíz del producto de los sub-
radicales. 

Il. 
~ ~ El cociente de dos raíces con el mismo ín-

= w; dice es igual a la raíz del cociente de los 
subradicales. 

lll. jmva =m"vli F La raíz n de la raíz m de un número es 
= 

igual a la raíz mn del número, e-igual a 
la raíz m de la raíz n del número. 
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6.1. Gener~lidade~ 

La expresión ~r;; representa la raíz principal de índice q de la cantidacl 
a. Al símbolo ..._¡---- se le llama radical, y a la cantidad a bajo el radical se le 
nombra radicando o subradical; al número entero positivo q, como se mencio­
nó, se le denomina índice de la raíz o índice del radical. 

En el módulc 5, relativo a exponentes, se estableció que 

1 
- q,-

a ' = "Ya 

lo cual indica que es posible sustituir los radicales por exponentes frac­
Cionario~; por tanto, las operaciones con radicales pueden efectuarse utilizando 
la< leyes de los exponentes, si se entiende que la raíz utilizada es la raí2. 
principal. 

6.1, Leyrs de los radicales 

1 mr m/,b ml<b 
L va · vv = vao 

Ejcmpln 1 

mr;; i--
1 r . ------¡=::-'- (/ -- l{>/' 

"<..fh 

6(-.... 2ú 
-¡;=---­
....!3b 

~m,- mn(a-
i!l. "'a = a = 

"" 
Ejcmplü 3 

para b ;é O 

~ b 1 2~­
"''J 3b 
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6.3. Extracción e introducción de factores en radicales 

La extracción de factores en radicales se lleva a cabo comúnmente en la sim­
plificación de radicales. 

Se dice que el radical 'ifO. está simplificado cuando satisface las siguientes 
condiciones: 

• El subradical no contiene factores afectados de exponentes mayores que 
el índice q del radical. 

• El subradical no contiene fracciones. 
• El índice del radical es el menor posible. 

En la sección 6.4 se estudiará otra forma de simplificación de radicales lla­
mada racionalización. 

Ejemplo 4 

Simplificar los siguientes radicales: 

a) 'W;(;5 

Solución 

{27 
b)~-¡- e) lfi7 

rn m ~ 
b) ~ 2 = --o..fi=2 - = --;..fi=---

e) lfi7 = lfS3 = 33/6 = 3 112 = ..J3 

Para introducir el coeficiente de un radical bajo el signo radical se el~·;a di­
cho coeficiente a la potencia que indique el índice del radical. S5ta <Jperación 
es inversa a la simplificación de radicales. 

Ejemplo 5 

Introducir bajo el signo radical: 
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Solución 

= .Jo - a)(l + a) = .J¡ -a 2 

6.4. Racionalización 

Racionalizar el denominador de una fracción consiste en convertir una frac­
ción cuyo denominador es irracional en una fracción equivaiente cuyo denomi­
nador sea racional. 

Cuando ;e racionaiiza el denominador irracional de una fracción desaparece 
todo signo radical del denominador. Se presentan los siguientes casos: 

Caso L Racionalizar el denominador de una fracción donde éste es un mo­
nomio. 

Cuando se presenta este caso se multiplican los dos términos de la fracción 
por el radical del mismo índice que el del denominador, que multiplicado por 
éste dé como producto una cantidad racional. 

Ejemplo 6 

3 
Racionalizar el denominador de ~ 

'ih 

Solunón 

Se multiplican numerador y denominador por ..f2X 

3 3 & 3·../2r 
= =---

.JfX Jf¡ . .JfX 2 X 

Ejemplo 7 

2 
Racionalizar el denominador de 3,=­

v9a 

Solución 

El denominador <14a es igual a 13'-a. Para que en el denominador quede 
una raíz exacta hay que multiplicar: 
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lf32a por ~ 

y para que la fracción no se altere se multiplica también el numerador por: 

2~ 2lff(;i 
- :¿;33a3 - 3a 

Caso 2. Racionalizar el denominador de una fracción donde éste es un bino­
mio que contiene radicales de segundo grado. 

Cuando se presenta este caso se multiplican ambos miembros de la fracción 
por el conjugado del denominador y se simplifica el resultado. 

Binomios conjugados. Dos expresiones que contienen radicales de segun­
do grado, como .Ja + .¡¡; y .Ja - ...¡¡;, e bien, a + ...¡¡; y a - ...¡¡;, que 
difieren solamente en el signo que une sus términos. se dice que son conju­
gados. Así, el conjugado de 3.fi - ..J5 es 3...J2 + ..JS; el conjugado de 4 

3..J5 es 4 + 3..f5 
El producto de dos binomios conjugados es racional. Así: 

o .Ji - .J5 )(3.J2 + .J5) = (3.J2 )2 - (.J5 )2 = 18 -5 = 13 

Ejemplo 8 

Racionalizar el denominador de: 

So/ució11 

4 - .J2 
2 + s.J2 

Se multiplican el numerador y el denominador por 2 - s.J2: 

Se simplifica: 

4 -.J2 4 -...J'i 
= 2 + s.J2 2 + s.J2 

8 - 22.fi + 10 18 
= = 

4 - 50 

ll.J2 9 9-ll...J'i 

-23 
=----

23 

2 s.J2 
2 s.Ji 

22.J2 
-46 
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Para racionalizar el denominador de una expresión que contiene tres radicales 
de segundo grado hay que repetir dos veces el procedimiento descrito antes, co­
mo se muestra en el .siguiente ejemplo: 

Ejemplo 9 

Racionalizar el denominador de: 

.fi---/5 

Solución 

Considérese el denominador como el binomio: 

Por lo tanto: 

(..fi - .J3 )(..ti + --/5 + -.16) 

1 + 2-liO 

Se multiplican ambos términos nuevamente por el conjugado del denominador: 

(2If - v'30 - 3)(1 - 2M) 

(1 + 2.JIO )(1 - 2-riü) 

22 .J3 - sffo - 3 + 6.JIO 
= 

1 - 40 

3 6v'IO + sv3o - 22·/3 
= 

39 
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Ejercicios 

Simplifique los faciOres que puedan extraerse de los radicales . 

l. ..J25x4y 3 

2. .J 18xz5 

3. 2~54a 4b6 

4. 4~250 a 3 .r 8 

Introduzca en el siKno radica/todos los factores que no estén dentro de él y simplifique: 

6. 3ax\13aX 

7. (.r + l)g­
x f- 1 

23-
8. 2xy <1 ay 

Racionalice el dmonzinador de cada fracción. 

3 
10. 

,~.JS 

S 
11.--.-

jJlt 

12. 
-·lva' + b' 
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..fi - 3..f5 
14. "' 2v2 + ..f5 

2 - ../3 
15. r. 

2 + ../3 + v5 



MÓDULO 7. ECUACIONES 

Objetivos específicos 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Resolverá ecuaciones de primer grado con una incógnita. 
• Resolverá ecuaciones de segundo grado, aplicando los métodos de: 

Completar cuadrados. 
Por fórmula general. 
Por descomposición en factores. 

• Resolverá sistemas de dos ecuaciones de primer grado, con dos incógni­
tas y de tres ecuaciones de primer grado con tres incógnitas, aplicando 
los métodos de: 

Sustitución. 
Reducción. 
Igualación. 

• Calculará el valor de determinantes de segundo y tercer orden. 
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Cuadro sinóptico 

Fórmula general para la resolución de ecuaciones de segundo grado 

-b ± Jb 2 - 4ac 
X = -----------------

2a 

Ecuaciones de segundo grado Desnipción 
~----------------------~---------------------~ 

Completa 

ax 2 + bx + e = O 

Incompleta 
ax 2 + e = O 

Incompleta 
ax 2 + bx = O 

Sistemas de ecuaciones 

Compatible 

! Incompatible L-.-__ _ 

Términos: 
- Segundo grado. 
- Primer grado. 
- Independiente. 

Carece del término de primer 
grado. 

Carece del término 
independiente. 

Descripción 

Determinado: Una sola solución. 

Indeterminado: Una infinidad 
de soluciones. 

No tiene solución. 

Igualdad es la expresión en la cual dos cantidades algebraicas tienen el mismo 
v:~lcr. ?or ejemplo, son igualdades: 

a = b + e; 3x2 = 4x + 15 

Definición. Ecuación es una igualdad en la que hay una o varias cantidades 
desconocidas llamadas incúgnit:~s y que sólo se verifica, o es verdadera, 
para determinados valores de !as incógnitas. 
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Así, 5x + 2 = 17 es una ecuación, porque es una igualdad en la que hay una 
incógnita (x) y sólo se verifica para el valor x = 3, o sea: 

5(3) + 2 = 17; 15 + 2 = 17 

17 = 17 

/demidad es una igualdad que se verifica para cualquier valor de las letras 
que intervienen en ella. Así, se tiene que: 

(a - b) 2 = (a - b)(a - b) 

a2 - b 2 = (a + b)(a - b) 

son identidades porque se verifican para cualquier valor de las letras a y b. 
El signo de identidad es = , que se lee "idéntico a". 
Así, la identidad (x + y) 2 = x 2 + 2xy + y 2, se lee: (x + y) 2

, idéntico a 
x 2 + 2xv + 1·

2
. 

Una ecuación numérica es aquella que no tiene más letras que las incógnitas, 
como 4x - 5 ·;= x + 4, donde la única letra es la incógnita x. 

Una ecuación literal es la que además de las incógnitas tiene otras letras, 
que representan cantidades conocidas, como 3x + 2a = 5b - bx. 

Una ecuaci.ón es entera cuando ninguno de sus términos tiene denominador, 
como en los ejem::>los anteriores. Es fraccionarÍa cuando algunos o todos sus 
términos tienen denominadores, como: 

3x 

2 
+ 

6x 

5 

5 
= 5 + 

X 

Grado de una ecuación con una sola incógnita es el mayor exponente que 
tiene la incógnita. Así: 

4x-6=3x-l 

es una ecuación de primer grado porque el mayor exponente de x es l. 
La ecuación x 2 - 5x + 6 = O es una ecuación de segundo grado porque 

el mayor exponente de x es 2. 
Raíces o soluciones de una ecuación son los valores de las incógnitas que 

verifican o satisfacen la ecuación; es decir. que sustituidos en lugar de las 
incógnitas convierten la ecuación en identidad. 

Así, en la ecuación 5x - 6 = 3x + 8 la raíz es 7, porque haciendo x = 7 

5(7) - 6 = 3(7) + 8 => 29 "' 29 

'· 

. .. 
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Por tanto, "resolver una ecuación" es encontrar sus raíces; es decir, el valor 
o los valores de las incógnitas que satisfacen la ecuación. 

7 .2. Reglas de las ecuaciones 

• Si a los dos miembros de una ecuación se les suma una misma cantidad, 
positiva o negativa, la igualdad subsiste. 

• Si a los dos miembros de una ecuación se les resta una misma cantidad, 
positiva o negativa, la igualdad subsiste. 

• Si los dos miembros de una ecuación se multiplican por una misma cantidad, 
positiva o negativa, la igualdad subsiste. 

• Si los dos miembros de una ecuación se dividen entre una misma cantidad, 
positiva o negativa, la igualdad subsiste. 

• Si los dos miembros de una ecuación se elevan a una misma potencia, o 
si a los dos miembros se les extrae una misma raíz, la igualdad subsiste. 

La trasposición de términos consiste en cambiar los términos de una ecuación 
de un miembro a otro. 

Cualquier término de una ecuación se puede pasar de un miembro a otro 
cambiándole el signo. 

Términos iguales, con signos iguales en distinto miembro de una ecuación, 
pueden suprimirse. Así, en la ecuación x + b = 2a + b se tiene el término b 
con signo + en los dos miembros. Este término puede suprimirse, quedando x 
= 2a. 

Cambio de signo. Los signos de todos los términos de una ecuación se pueden 
cambiar sin que la ecuación se altere, ya que esto equivale a multiplicar los dos 
miembros de la ecuación por ( -1), con lo cual la igualdad no varía. 

Si en la ecuación - 2x - 3 = x - 15 se multiplican ambos miembros por 
- 1, se tiene: 

2x + 3 = - X + J5 

que es la ecuación dada con los signos de todos sus términos cambiados. 

7.3. Ecuaciones de primer grado 
Reglas generales para resolver ecuaciones de primer grado. 

l. Se efectúan las operaciones indicadas, si las hay. 
2. Se hace la trasposición de términos reuniendo en un miembro todos los 

términos que contengan la incógnita y en el otro todas las cantidades 
conocidas. 
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3. Se reducen los términos semejantes en cada miembro. 
4. Se despeja la incógnita obteniendo así el valor buscado. 

Ejemplo 1 

Resolver la ecuación: 

35 - 22x + 6 - 18x = 14 - 3Qx + 32 

Solución 

Se efectúa la trasposición de términos; en el primer miembro todos aquellos 
que contengan la incógnita, y en el otro todos los que no la contengan. Así: 

-22x - 18x + 30x = 14 + 32 - 35 - 6 

Se reduce: 

-10x=5 

Se simplifica: é 

2x = -1 

Se despeja: :, 

Verificación: 

Al sustituir x = 

1 
X=-

2 

1 
- en la ecuación dada se tiene: 
2 

35 - n( -+) + 6 - 1s( -+) = 14 - 3o( -+) + 32 

35 + 11 + 6 + 9 = 14 + 15 + 32 

6J E 61 

Ejemplo 2 

Resolver la ecuación: 

IO(x - 9) - 9(5 - 6x) = 2(4x - )) + 5(1 + 2x) 
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Solución 

Se efectúan los productos indicados: 

!Ox - 90 - 45 + 54x = 8x - 2 + 5 + !Ox 

Se suprime 1 Ox en ambos miembros, se trasponen términos y se reduce, con lo 
que queda: 

Se despeja x: 

Verificación 

54x - 8x = - 2 + 5 + 90 + 45 

46x = 138 

X= 138 = 3 
46 

.".X= 3 

Haciendo x = 3 en la ecuación dada se tiene: 

10(3 - 9) - 9(5 1 8) = 2(12 - 1) + 5(1 + 6) 

- 60 + 1 17 = 22 + 35 

57 "" 57 

Ejemplo 3 

Resolver la ecuación: 

2 

Solución 

x-1 2r-
---= ----

40 4 

4x- 5 

8 

S.: encuentra el mínimo común múltiplo de los denominadores 40, 4 y 8, 
que es 40. y se multipiJcan los dos miembros por él, con lo oue se obtiene la 
ecuación: 

40(2) - (x - 1) = lO(a - 1) - 5(4x - 5) 
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Se efectúan las operaciones indicadas: 

80 - x + 1 = 20x - 10 - 20x + 25 

Se trasponen términos y se reduce: 

-X = -JO + 25 80 

-X = -66 .'. X = 66 

Por tanto. la raíz de la ecuación o el valor que la satisface es: 

Ejemplo 4 

Resolver la ecuación: 

Solución 

2 

3x 

5 

X 

X = 66 

7 

10 

3 
+1 

2x 

89 .. 

El mcm de los denominadores es 30x: después de multiplicar ambos miem­
bros por éste. queda la ecuación: 

10(2) - 30(5) = 3x(7) - 150) + 30.r 

Se efectúan las operaciones indicadas: 

20 - 150 = 21.\ - 45 + 30.r 

Se trasponen términos y se reduce: 

Se despeja x: 

-2Jx - 30x = -45 - 20 + 150 

-51x = 85 

X= 
85 

51 
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Se divide entre 17 numerador y denominador: 

x= 

Ejemplo 5 

5 

3 

Resolver la ecuación: 

6x + 5 
---

5x+2 2x+3 
---= -1 

15 3x + 4 5 

Solución 

El mcm de los denominadores es 15(3x + 4); queda entonces la ecuación: 

(6x + 5)(3x + 4) - 15(5x + 2) = 3(3x + 4)(2x + 3) - 15(3x + 4) 

Efectuamos las operaciones indicadas: 

18x2 + 24x + 15x + 20 - 75x - 30 

= 18x2 + 27x + 24x + 36 - 45x - 60 

Trasponemos términos y simplificamos: 

39x - 75x - 51x + 45x = 36 60 - 20 + 30 

-42x = -14 

Despejamos x: 

14 1 
X=-=- .".X=-

42 3 3 

Ejemplo 6 

Resolver la ecuación: 

x(3 - 2b) - 1 = x(2 - 3b) - b 2 

Solución 

Primero se efectúan las operaciones indicadas. 

3x - 2bx - 1 = 2x - 3bx - b 2 
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Se trasponen términos: 

3x - 1bx - 2x + 3bx = 1 - b 2 

Se reducen términos semejantes: 

x + bx = 1 - b2 

Se factoriza en ambos miembros: 

x(l + b) = (1 - b)(l + b) 

Se despeja x: 

Queda: 

Ejemplo 7 

Resolver la ecuación: 

a - 1 

x - a 

Solución 

x= 
(1 + b)(l - b) 

(1 + b) 

x=l-b 

= 
2a 2a(a - 1) 

xz - az x + a 

El mcm de los denominadores es x2 
- a 2; queda la ecuación: 

(x + a)(a - 1) - 2a(a - 1) = -2a(x - a) 

Efectuamos las operaciones indicadas: 

at - x + a 2 
- a - 2a2 + 2a = - 2at + 2a 2 

Reducimos: 

3at - x = 3a 2 
- a 

Facrorizamos: 

x(3a - 1) = a(3a - 1) . 

91 
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Despejamos x: 

a(3a - 1) 
X= 

(3a - 1) 

Simplificamos: 

x=a 

Ejemplo 8 

Una persona paga $870.00 por un libro, un traje y un sombrero. El sombre­
ro costó $50.00 más que el libro y $200.00 menos que el traje. ¿Cuánto pagó 
por cada cosa~ 

Solución 

Sea x el precio del libro. 

El sombrero costó $200.00 menos que el traje, por lo tanto el traje costó 
$200.00 más que el sombrero. 

Así: 

.r + 50 + 200 = x + 250 = precio del traje 

Como las tres cosas costaron $870.00, se tiene: 

.\' + .\' + 50 + X + 250 = 870 

3.r 870 - 250 - 50 

3x = 570; 
570 

X=--; 
3 

X= 190 

Por tanto: 

x = precio del libro = $190.00 

precio del sombrero = x + 50 = 190 + 50 = $240.00 

precio del traje = x + 250 = 190 + 250 = $440.00 
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Verificación: 

190 + 240 + 440 = 870 

870 "' 870 

Ejemplo 9 

La suma de dos números es 77: si el mayor se divide entre el menor, el co­
ciente es 2 y el residuo 8. Determinar estos números. 

Solución 

Sea x el número mayor. Por lo tanto. 77 - x = mímero menor. 
De acuerdo con las condiciones del problema. al dividir el número mayor 

x entre el menor 77 - x, el cociente es 2 y el residuo es 8: pero si al dividendo 
x se le resta el residuo 8, la división de x -- 8 entre 77 - x es exacta y resulta 
el cociente 2, así se tendrá la ecuación: 

Se resuelve: 

X - 8 

77 -X 
= 2 

X - 8 = 2(77 - x); X - 8 = 154 - 2t 

3x = 162: x = 54 

El número mayor es 54, luego el menor es 77 - 54 23. 
Entonces, los números buscados son 23 y 54. 

7 .4. Ecuaciones de segundo grado 

Ecuación de segundo grado es toda ecuaci<Ín en la cual, una vez simplifica­
da, el mayor uponente de la incógnita es 2. Así: 

' 4x- + 7.t + b = o 

es una ecuación de segundo grado. 
Las ecuaciones completas de segundo grado son ecuaciones de la forma: 

a.x 2 + bx + e = O 
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que tienen un término en x2
, un término en x, y un término independiente de 

x. Así: 

, 2x2 + ?x - 15 = O y x 2 - 8x = - 15 

son ecuaciones completas de segundo grado. 
Las ecuaciones incompletas de segundo grado son ecuaciones de la forma: 

• ax 2 + e = O, que carecen de término en x, 
• ax 2 + bx = O, que carecen de término independiente. 

Así: 

x2 
- 16 = O y 3x2 + 5x = O 

son ecuaciones incompletas de segundo grado. 
Las raíces de una ecuación de segundo grado son los valores de la incógnita 

que satisfacen la ecuación. 
Toda ecuación de segundo grado tiene dos raíces o valores de la incógnita 

que satisfacen la ecuación. 

7.5 Resolución de ecuaciones de segundo grado 
con una incógnita por el método de completar 
cuadrados 

Método de completar cuadrados. Este método se explicará mediante la reso­
lución de un ejemplo. 

Ejemplo 10 

Resolver la ecuación: 

2x2 
- 2x - 1 =o 

Solución 

El término independiente se pasa al segundo miembro de la ecuación: 
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Ahora, se divide toda la ecuación entre el coeficiente de x2
, y queda: 

2 1 
X -X=-

2 

El primer miembro resultará un cuadrado perfecto si se agrega el cuadrado de 
la mitad del coeficiente de x en ambos núembros de la ecuación: 

Se simplifica: 

( -+ r = (- ~ r 
1 3 

x2
- x +- =-

4 4 

1 
+-

2 

Ahora, el primer miembro es un cuadrado perfecto. 

Se extrae raíz cuadrada en ambos miembros: 

Se despeja x: 

X= 
±F3 
2 

± F3 
2 

Finalmente. los valores que resuelven la ecuación son: 

+F3 
2 

-F3 
2 

7 .6. Resolución de una ecuación de segundo grado 
con una incógnita por medio de la fórmula 
general 

Dada una ecuación de segundo grado de la forma ax2 + bx + e = O, pue­
den obtenerse sus raíces por medio de la fórmula general: 

., 

·~·· 
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X= 
b ± .Jb2 - 4ac 

2a 

de la que se obtienen los valores: 

b + .Jb2 - 4ac 

2a 

b - .Jb2 - 4ac 

2a 

Con la aplicación directa de la fórmula general se cuenta con la ventaja de 
poder determinar qué tipo de raíces tiene la ecuación, calculando primero el va­
lor del indicador o discriminante: 1 = b 2 - 4ac. 

• Si 1 > O las raíces son reales, desiguales. 
• Si 1 = O las raíces son reales, iguales. 
• Si 1 < O las raíces son complejas. 

Ejemplo 11 

Resolver por fórmula la ecuación: 

x2 - 2x - 3 = O 

Saluci6n 

2 ± .Jr -2) 2 - 40l< -3l 2 ± .J4 + 12 
x= = 

2( 1) 2 

2 ± .~ 
X-----=---

2 2 

Se obtienen los valores: 

2 + 4 6 
--=-=3 

2 2 

2 4 2 
=- 1 

2 2 

Los valores x 1 = 3 y x2 = - 1 resuelven la ecuación. 



7. 7. Xes ... >ludón de l!<:uaciones de ~egundo grado :::on 
una incúgnita ,or Iactor1zación 

Caso l. DaJo ax1 + br +e= O, e= O=> nx2 .,_!:u=() 
Al facwri-nr .>e 'lbtiene: 

x(ax + 9) = O 

lo ::¡u~ ;:q•Ji vale 1 dos ~cu:~ciones lineales, pues •Jn ¡xoJucto es cero .>ólo si algú-
110 Je .:;u;; factores e5 cero. 

?rim<::ra ~olución: 

)egunda solución: 

Ejemplo 12 

Resol·1cr la ecuación: 

Solución 

F:Jclorizamos: 

Primera .;o lución: 

Segunda solución: 

X¡ = 0 

b 

x(b: 1- 6) = O 

X¡ = Ü 

2t + 6 =O = x2 = 
6 

-- = -3 
2 

Los valores x 1 = O y x2 = - 3 resuelven la ecuación. 
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Caso 2. Dado ax2 + bx + e - O, b = O => ax2 + e = O; o sea: 

xz = - ..!:..__ => x = ± /c 
a ....¡---¡; 

Si a y e tiene el mismo signo, las raíces son imaginarias. Si a y e tienen 
signos contrarios, las raíces son reales y simétricas. 

Ejemplo 13 

Resolver la ecuación: 

6x2 - 24 = O 

Solución 

x2 24 
=- =4 => X = ± ..J4= ± 2 

6 

x, = - 2 y Xz = 2 

Los valores x1 - -2 y x2 = 2 satisfacen la ecuación dada. 

Ejemplo 14 

La longitud de un terreno rectangular es el doble que su ancho. Si la longi­
tud se aumenta en 40 m y el ancho en 6 m el área se duplica. Encontrar las 
dimensiones del terreno. 

Solución 

~ea x igual al ancho del terreno. Entonces 2r es igual a la longitud del terreno. 
Por tanto, el área del terreno es (x)(2r) = 2x2

. Si aumentamos su longitud en 
40 m tenemos (2r + 40). Si aumentamos el ancho en 6 m queda (x + 6). El 
área es ahora 

(2x + 40)(x + 6) = 2x2 + 52< + 240 

Sin embargo, dadas las condiciones del problema, esta área debe ser el doble 
que la anterior 2x2

. 

Entonces: 

2x2 + 52< + 240 = 4x2 
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Trasponemos y reducimos: 

- 2x2 + 52x + 240 = o 

Cambiamos signos y dividimos entre 2. 

120 =o 

Al resolver la ecuación se obtiene: 

X¡ = 30 y ~ = -4 

Tomamos la solución x 1 = 30, pues una medida de longitud nunca es nega­
tiva. Así, el ancho del terreno es 30 m y la longitud es 2x = 60 m. 

7 .8. Sistemas de ecuaciones de primer grado 

Sistema de ecuaciones es la reunión de dos o más ecuaciones con dos o más 
incógnitas. Así:. 

2x + 3y = 13 4x -y= 5 

es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas. 
Solución de un sistema de ecuaciones es un grupo de valores de las incógni- ·• 

tas que satisfacen todas las ecuaciones del sistema. 
La solución del sistema anterior es: x 1 = 2. y1 = 3. 
Un sistema de ecuaciones es compatible cuando tiene solución y es incom­

patible cuando no la tiene. Un sistema compatible es determinado cuando tiene 
una sola solución e indeterminado cuando tiene una infinidad de soluciones. 

Para resolver un sistema de dos ecuaciones simultáneas de primer grado con 
dos incógnitas es necesario obtener de las dos ecuaciones dadas una sola ecua­
ción con una incógnita. Esta operación se llama eliminación. 

Los métodos de eliminación más usuales son tres: igualación, sustitución y 
reducción; éste último se llama también de suma y resta. 

Método de igualación 

Dado el sistema de ecuaciones, se despeja cualquiera de las incógnitas de 
ambas ecuaciones y se igualan entre sí los valores obtenidos. con lo que resulta 
una ecuación con una incógnita. Se resuelve esta ecuación y el valor que la satis­
face se sustituye en cualquiera de las ecuaciones dadas, generalmente en la más 
sencilla, para obtener así el valor de la otra incógnita. 

" ,, 
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Fjemplo 15 

Resolver el sistema: 

7x + 4y = 13 
5x 2y 19 

Solución 

Se despeja x de ambas ecuaciones: 

7x = 13 - 4y 

5x = 19 + 2y 

Se igualan los valores de x obtenidos: 

13 4y 

7 

13 
.".X 

19 
.".X= 

19 + 2y 

5 

4y 

7 

+ 2y 

5 

Resulta entonces una sola ecuación con una incógnita. 
Se resuelve la ecuación: 

5(13 - 4y) = 7(19 + 2y) 

65 - 20y = 133 + 14y = -20y - 14y = 133 - 65 

:. -34y = 68; y= -2 

Se sustituye este valor de y en cualquiera de las ecuaciones del sistema dado 

7x+4(-2)=13 7x-8=13 

7x=21 :.x=3 

La solución del sistema es entonces: 

X= 3; )' = -2 

Método de sustitución 

Dado el sistema de ecuaciones, se despeja cualquiera de las incógnitas de 
una de ellas, y al sustituir este valor en la ecuación restante resulta una ecuación 
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con una incógnita. Se resuelve esta ecuación y el valor que la satisface se sustitu­
ye en cualquiera de las ecuaciones dadas, para obtener así el valor de la otra 
incógnitr.. 

Ejemplo 16 

Resolver el sistema 

2x + 5y = -24 
8x 3y= 19 

Solución 

Se despeja una de las incógnitas de una de las ecuacione~ dadas: 

2x = -24 - 5y .". X= 
-24 - 5y 

2 

Este valm se sustituye en la otra ecuacion: 

-24 - 5y 
8 - 3y = 19 

2 

y se obtiene unJ sola ecuació!l con una incógnita. 
Se res u el ve la ecuación: 

4(-24- Sy)- 3y = 19; -96 - 20v - 3y = 19 

-23\" = 96 + 19: -23y = 115 

115 
y= ----

23 
y= -5 

Se sustituye y = -5 en cualquiera de las ecuaciones dadas: 

2x + 5(-5) = -24: 

2x = l 

La solu::ión del sistema es: 

X = 

2x - 25 = -24 

1 
X=-

2 

y-· -5 
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Método de reducción 

En este método se igualan los coeficientes de una de las incógnitas sumando 
o restando, según convenga, una ecuación de la otra para eliminar una de las 
incógnitas y así obtener una ecuación con una sola incógnita. Se resuelve esta 
ecuación y el valor que la satisface se sustituye en cualquiera de las ecuaciones 
dadas, para obtener el valor de la otra incógnita. 

Ejemplo 17 

Resolver el sistema: 

Solución 

5x + 6y = 20 
4x 3y = -23 

Se igualan los coeficientes de una de las incógnitas. Se escoge y, pues en 
este caso resulta lo más sencillo. Se multiplica la segunda ecuación por 2 y se 
obtiene: 

5y + 
Sx 

6y = 

6y = 
20 

-46 

Como los coeficientes de y que se han igualado tienen signos distintos, se 
suman estas ecuaciones, porque con ello se elimina y: 

5x + 6y = 20 
8x 6y = -46 

13x - -26 

De aquí: 

13x = -26 .".X= 
26 -- = -2 
13 

Al sustituir x = -2 en la primera de las ecuaciones dadas (puede ser en cual­
quiera de ellas) se tiene: 

5(- 2) + 6y = 20; -10 + 6y = 20; 6y 30 y = 5 

La solución del sistema es: 

X= -2; y = 5 
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Ejemplo 18 

La diferencia de dos números es 14, y un cuarto de su suma es 13. Encon­
trar estos números. 

Solución 

x = número mayor; ,. = número menor 

De acuerdo con las condiciones del problema se tiene el sistema: 

Resolvemos el sistema: 

X - )' = 14 
x+y=13 

4 

X \" 14 
X + y = 52 

2x = 66 .. X 

Sustituimos x = 33 en cualquiera de las ecuaciones: 

33 - y = 14 y 19 

Así los números buscados son 33 y 19. 

7 .9. Determinantes 

= 33 

Un determi11a111e de orden 11, designado por A,. se representa por un arre­
glo en forma de cuadrado de nc cantidades llamadas elementos, dispuestos en 
11 renglones y 11 columnas, como se muestra 

a 1 b 1 / 1 

a, bn ... 1, 
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Se acostumbra encer; ar es 'te: arregio entre do~ líneas rectas vertical e~. 
'1' a que n rep;esen!2 el orden de un detenninante, se dice quc un determinante 

de segundo orden tendrá dos renglones y dos columnas; un determinante de tercer 
orde.r. He~ fila~ y tre~ columnas, y así sucesivamente. 

Un determinante de segundo orden se representa como: 

G¡ b¡ 

Dor.d~ 1m elemcnt0~ a 1 y b2 f•Jrm:m la diagonal principal. El valor de .::12 se 
ddinc como el producto de los elementos en 1<> diagonal principal, mer.os el 
produrtc d~ los elem<!:llos er, la otra diagonai. Es decir, por definición: 

O¡ b¡ 

<12 -· - a 1b 2 - a2bl 

a2 b2 

El segund0 miembro de esta igualdad se llama desarrulto de .::12 . 

I:jt'mplc lS 

Resolver el siguiente determin~.rite d¡o. segundo orden: 

2 3 

-4 

2 3 
2(1) -(-4)(3) = 2 + 12 = 14 

-4 

Ur. determinante de tercf.'r orden se representa romo: 

O¡ b¡ C¡ 
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El modo más sencillo de hallar el valor de un determinante de tercer orden 
es aplicando la Regla de Sarrus. Esta sencilla regla se ::xplicará por medio de 
un ejemplo. 

Ejemplo 2C 

Resolver el siguiente determinante por la Regla de Sarrus. 

-2 -3 

-4 2 

5 -1 3 

Pasos a segui1 

a) Debajo del tercer renglón se repiten los dos primeros renglones: 

-2 -3 

-4 2 

" ·- 1 3 ~ 

-2 -3 

-4 2 

b) Se trazan trrs diagonales de derecha a izquierda y tres de izquierda 2 de .. 
rerha. como se indica a continuación: 

1 -2 ·- 3 

"' / ' / 
-4 2 1 

XX 
5 -1 3 

XX 
1 - 2 -- 3 

~/ '"' -4 2 1 

.. 
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e) Se multiplican entre sí los tres números por los que pasa cada diagonal. 
d) Los productos de los números comprendidos en las diagonales trazadas 

de izquierda a derecha se escriben con su propio signo. 
e) Los productos de los números que comprenden las diagonales trazadas 

de derecha a izquierda se anotan con el signo cambiado. Así: 

(1)(2)(3) + ( -4)( -1)( -3) + (5)( -2)(1) 

-(-3)(2)(5)- (1)(-1)(1)- (3)(-2)(-4) 

= 6 + (-12) + (-10)- (-30)- (-1)- (24) 

= 6 - 12 - 10 + 30 + 1 - 24 

= -9 

Ejercicios 

Resue/m: 

l. 8x + 9 - 12t = 4x - 13 - 5x 

2. x + 3(x - 1) = 6 - 4(2t + 3) 

3. (x - 4)(2r + 5) = (2t + 3)(x - 4) + 5 

3x 2t 1 
4.--- +-=o 

5 3 5 

5. ( 3 - ~) - ( 1 - ; ) = 7 - (· - ~ ) 

5 3 6 
6. 

' 
= o 

+x -X - x· 

IOx - 7 3x + 8 5x 2 - 4 
7. = 

15x + 3 12 20x + 4 

8. (m + 4x)(3m + x) = (2t - m) 2 + m(l5x - m) 

9. 
x + a (x - b) 2 3ab - 3b 2 

-- = --- + ----
3 3x - a 9x - 3a 
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10. A tiene 14 años menos que B. y ambas edades suman 56 años. ¿Qué edad tiene cada 
uno? 

11. Reparta $310.00 entre 3 personas de modo que la segunda reciba $20.00 menos que 
la primera y $40.00 más que la tercera. 

12. Una pluma y un lapicero costaron 18 dólares. Si la pluma hubiera costado 6 menos 
y el lapicero 4 más, habrían costado lo mismo. ¿Cuánto costó cada uno0 

13. Divida 260 en dos partes tales que el duplo de la mayor dividido entre el triple de 
la menor, dé 2 de cociente y 40 de residuo. 

14. Una persona tenía cierta suma de dinero. Gastó $20.00 y prestó dos terceras partes 
de lo que le quedaba. Si ahora tiene $10.00. ¿Cuánto tenía al principio? 

15. Resuelva la siguiente ecuación completando cuadrados. 

4x 2 + 3x - 22 = O 

16. Resuelva la siguiellte ecuació11 por la fórmula ge11eral. 

5x 2 
- 7x - 90 = O 

17. Resuelva: 

5x 2 
- 9 = 46 

18. x' - 3x = 3x2 
- 4x 

19. A tiene 3 años más que B, y el cuadrado de la edad de A aumentado en el cuadrado 
de la edad de B equivale a 317 años. Determine ambas edades. 

20. Resuelm por el método de igualación el sistema 

3x + 5y = 7 
2< y= -4 

21. Resuc/m por el método de sustitución el sistema 

32x 25r 13 
16x + 151' 1 

22. Resuelva por el método de reducción el sistema 

9x + 
llx 

7\' = 
13y = 

- 4 
-48 
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23. Un cuano de la sumad~ dos números es 45 y un tercio de su diferencia es 4. Deter-

mine lo~ números. 

Resuelva los siguientes determinantes: 

24. 28. 
7 9 -3 4 

5 -2 2 -3 o 

2 7 

25 
1 9 - 11 

29. 
-3 7 5 2 3 

6 2 

26. 
-5 - 8 3 4 5 

-19 -21 

30. 
12 5 JO 

27. 
31 -85 8 -6 9 

-20 43 7 4 --2 

31. Relacione las expresiones de la columna de la izquierda con las de la derecha, según 
cu1n enga. 

a) Expre;ión en la cual dos cantidades 
algebraicas ttcnen el mismo valor: 

b ¡ Igualdad en b que hay una o varias 
ml'ógnllas y que se verifica para deter­
minado:-. valor~.·s de las incógnitas: 

e) Igualdad que se verifica para cualquier 
valor de las letras que intervienen en 
ella: 

d) Los valores de las ir.cógnitas que veri­

fican o satis Leen la ecuación se lla:nan: 

) Identidad. 

) Trasposición de términns. 

Ecuación incompleta de segundo 
grado. 

U¡ b 1 

a, b2 
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e) Acción de cambiar los términos de una 
ecuación de un miembro a otro: 

f) A toda ecuación en la cual, una vez 
simplificada. el mayor exponente de la 
incógnita es 2 se le llama: 

g) A la ecuación ax2 + e = O se le 
llama: 

h) Aplicación de la fórmula: 

-b ± ..Jb 2 - 4ac 
X= 

2a 

i) Un sistema de ecuaciones es: 

j) Determinante de segundo orden: 

k) La Regla de Sarrus es para: 

109 

) Resolver un sistema de ecuaciones. 

) Igualdad. 

) Raíces o soluciones de la ecuación. 

Obtener las raíces de una ecuación 
de segundo grado. 

Resolver un determinante de ter· 
cer orden. 

Ecuación. 

Ecuación de segundo grado. 

La reunión Ue dos o más ecuacio­
nes con dos o más incógnitas. 



MÓDULO 8. DESIGUALDADES E 
INECUACIONES DE UNA 
VARIABLE 

Objetivos específicos 

Al finalizar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Identificará los conceptos de desigualdad, desigualdad absoluta e ine­
cuacinn. 

• Resolverá problemas aplrcando las propiedades de las drsigualdades. 
• Dada una inecuacinn aplicará las propiedades de las desigualdades hasta 

obtener el dominio de la incógnita que comenga. 

111 
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Cuadro :>inóptico 

Propiedades de las .:lesigualdades 

Se eonsen·a el semido 
1 

Se im·iene el sentido 
de la desigualdad de la de:;igualdad 

--
( 1 ) a > b=a±e> b ± e 

r 
r 

a e > be a e < be 

(2) a>byc>O= a b (3) a>byc<O• a b 
- < --> -

e e e e 

'-

(-\) a>bye>cl=a+e>b+d 

(5) a>byb> e "" a > e 

(6) 
~ 1 1 

a, b, e, d > o (7) a> b = - < -
ll b 

y = ac > hd 

u>byc>d 

-

r 

u" > b" (9) a < O, b < O y a > b = 
(8) a>byn>O= = a" < b" para n par 

"' >:fb va 

'-

8.1. Generalidades 

Desigualdad es una expresión que nos indica que una cantidad es mayor o 
menor que otra. 

Los sentidos de una desigualdad son dos: 

> mayor que: a > b (a mayor que b) 

< menor que: b < a (b menor que a) 
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Se llama primer miembro de una desigualdad a la parte que está a la izquier­
da y segundo miembro a la que está a la derecha del signo de desigualdad. 

8.2. Propiedades de las desigualdades 

l. El sentido de una desigualdad no se altera si se suma o se resta la misma can­
tidad a ambos miembros. 

a>b-=>a±e>b±e 

2. El sentido de una desigualdad no se altera si ambos miembros se multiplican 
o dividen entre la misma cantidad positiva. 

ae > be 

a>bye>O-=> a b 
> 

e · e 

3. El sentido de una desigualdad se invierte si ambos miembros se multiplican 
o dividen entre la misma cantidad negaiiva. 

ae < be 

a>bye<O= a h 
< 

e e 

4. Si se suman miembro a miembro dos desigualdades del mismo sentido, la su­
ma da origen a una desigualdad del mismo ::;entido. 

a>hye>d=a+e>h+d 

5. Las desigualdades son transitivas. 

a>byb>c=a>e 

6. Si dos desigualdades entre números positivos tiene!l '!1 mismo sentido, se pue­
den multiplicar miembro a miembro y los productos son desiguales en d mis­
mo sentido. 

., 



114 

a, b, e, d > O 

y 

a>byc>d 

= ac > bd 

7. Si en una desigualdad se sustituyen ambos miembros por sus recíprocos, se 
invierte su sentido. 

a> b = < 
{/ b 

8. Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a una misma 
potencia positiva, o se les extrae una misma raíz positiva, el signo de desi­
gualdad no cambia. 

a" > b" 

a>byn>O= 

9. Si los dos miembros de una desigualdad son negativos y se elevan a una mis­
ma potencia par positiva, el signo de la desigualdad cambia. 

a < O, b < O y a > b = a" < b" para n = 2, 4, 6, 8, 

8.3. Desigualdades absolutas 

Una desigualdad absoluta es análoga a una identidad tal como: "Si a y b 
son números positivos desiguales, a 3 + b 3 > a2b + ab 2". 

Es posible demostrar una desigualdad absoluta mediante pasos lógicos, apli­
cando las propiedades de las desigualdades hasta lograr una desigualdad más sen­
cilla y evidente. No es fát:il 'Jveriguar los pasos que c.:onviene seguir en la 
transformación de la desigualdad; sin embargo, con la práctica se adquiere des­
treza en el análisis. 

Ejemplo 1 

Demostrar la siguiente desigualdad: 

Si a y b son positivos y diferentes, a3 + b3 > a2b + ab 2 



115 

Solución 

Partimos de la desigualdad dada y tratamos de llegar a un resultado conocido . 

• Se factoriza el segundo miembro: • 

• Como a y h son positivos, (a + b) es positivo y por lo tanto podemos divi­
dir ambos miembros entre (a + b) sin alterar el sentido de la desigualdad 
(véase el producto notable 8, sección 3.1). 

• Se traspone ab al primer miembro: 

• Se sustituye el primer miembro por su equivalente: 

(a - b) 2 > O 

lo cual es evidentemente cierto para dos números positivos y diferentes. 
La demostración de la desigualdad dada se obtiene ahora considerando los 

pasos anteriores en sentido inverso. 

8.4. Inecuaciones de una variable 

/nrcuación es una desigualdad en la que hay una o más cantidades descono­
cidas (incógnitas), y que sólo se verifica para determinados valores de estas in­
cógnitas. 

Tal es el caso de la desigualdad 2x - 3 > x + 5. que es una inecuación pues 
tiene "x'' como incógnita y sólo se verifica para valores de x > 8. 

Solución de inecuaciones. Resolver una inecuación es hallar los valores de 
las incógnitas que la satisfacen. La solucirín de inecuaciones se funda en las pro­
pied:1des de las desigualdades expuestas al principio de este módulo, y en las con­
secuencias que de las mismas se derivan. 

Ejemplo 2 

Resolver la inecuación 

2x-3>x+5 

1 
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Solución 

2x-x-3+3>x-x+5+3 
1 

2x-x>5+3 

X > 8 

- 1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Ejemplo 3 

Resolver la inecuación 

Solución 

Multiplicamos por 6: 

Trasponemos: 

~ .. 
' 
valores permisibles 

z 5z 
7--> -6 

2 3 

42 - 3z > 1 Oz - 36 

- 3z - IOz > - 36 - 42 

Reducimos: 

-13z > -78 

Invertimos el sentido: 

13z < 78 

Dividimos entre 13: 

z < 6 

X 
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Ejemplo 4 

Resolver la inecuación 

x2 - 2t - 3 < O 

Solución 

Se factoriza el primer miembro y queda: 

(x + i)(x - 3) < O 

Aquí se puede observar que la expresión x' 2x - 3 vale cero si x = - 1 
o si x = 3. Para cualquier valor de x diferente de - 1 o 3. el primer miembro 
es positivo o negativo: es decir. es mayor que cero o menor que cero: 

Es mayor que cero cuando los dos factores (x + 1) y (x - 3) tienen t>l mis­
mo signo. y es menor que cero cuando los signos de esos factores son distintos: 
nos interesa el último caso. 

Para que dichos factores tengan signos distintos hay en principio dos posibi­
lidades: una de ellas es: 

Ahora bien: 

X + 1 < O: X - 3 > o 

x+I<O=>x<-1 
X -3 > 0 => X > 3 

Pero. como se observa. estas condiciones no pueden ser satisfechas en forma si­
multünea por ningún número x. 

La otra posibilidad es: 

X + J > 0: X - 3 < 0 

x+i>O=>x>-1 
X - 3 < 0 => X < 3 

Estas condiciones sí pueden ser ~atisfechas en forma simultánea. Por tanto. la 
solución es: 

-l<.r<3 
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Ejercicios 

Resuelva las siguiellles inecuaciones: 

8 
l. 2r - 2 > -x - 6 

3 

1 2 
2 -¡x + 10) > -x + 5 

.¡ 3 

r 
3. 3x- 4 +- < 

.¡ 

1 7 

5x 
- + 2 
2 

4. -(3r + 7¡ < -x - 4 
~ 3 

5. x 2 
- 4x + 3 < O 

2 6. X - X - 6 < 0 



MÓDULO 9. VALOR ABSOLUTO 

Objetivos específicos 

Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Explicará el concepto de valor absolwo. 
• Enunciará las propiedades elemelllales del valor absoluto. 
• Resoll·erá una ecuación de ww variable que comenga valor absoluto ob­

teniendo el conjulllo solución. 
• Resol1·erá una inecuación de una \'ariable que colllenga valor absoluto 

obteniendo el conjunto solución. 

119 
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1 

! 
1 
1 

Cuadro sinóptico 

Definición de valor absoluto 

la 1 = a SI a ~ o 

la 1 = -a SI a < o 

Propiedades elementales 

la 1 ~O (el valor absoluto nunca es negativo) 

la 1 =O implica a = O. 

1 , , a 1- = a-

., ..¡{-;' = 1 a 1 
1 1 

Propiedades del valor ab8oluto para los números reales 

1.1 1 :S: b implica -b :S: X :S: b 

Ir - al :S: b implica -b :S: X - a :S: b 

Ir- ~1 :S: b implica a - b :s: x :s: a + b 

1 r 1 > h 1· 1- implica x :s:box~b 

la + b 1 :S: 1 a 1 + lb 1 

.: + bl = la 1 + lb i implica que a y b tienen igual signo 

:o + b 1 < 1 a 1 + lb 1 implica que a y b tienen signos opuestos 

lab 1 = la llb 1 

9.1. Generalidades 

El valor absoluto o valor numérico de cualquier número real a se representa 
con 1 a) y se define:· 



)a 1 =a 
)a 1 = -a 

SI a 2: 0 
SI a < 0 
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Note que el valor absolut0 de cualquier número distinto de cero es positivo. 

Ej(~mplo 1 

a) )3 1 = 3 

b) 1 -7 1 = 7 

e) 1 O 1 = O 

9.2. Propiedades del valor absoluto 

Las principales propiedades del valor absoluto son las siguientes: 

Para todo número real a se tiene: 

l. 1 a ) 2: O o sea. que el valor absoluto nunca es negativo. 

2. 1 a ) = O implica a = O 

4. +..Ja2 = )a¡ 

5. -la)~a~ )e) 

Ejempkl2 

b) +.J62 = )6) = 6 

e) +.J( -11) 2 = + .JT2T = )11 1 = 1 1 

d) Para a = 4, la propiedad 5 queda: 

- )4 1 ~ 4 ~ 14 1 esto es: - 4 < 4 = 4 
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Además de las propiedades anteriores del valor absoluto, se tiene que para 
cualesquiera números reales a, x y b, con b 2!: O, 

6. lx 1 :S b implica -b :S X :S b 

7. lx -a 1 :S b implica -b :S X -a :S b 

8 .. lx -a 1 :S b implica .a - b ::s x ::s a + b 

9. lxl2!:b implica X :S -b, o bien, x 2!: b 

Ejemplo 3 

a) l.r 1 ::s 5 es verdadera si y solamente si: -5 :S x ::s 5 

b) 1.1 - 4 1 :S 9 es verdadera si y solamente si: - 9 ::s x - 4 ::s 9 

e) l.r - 3 1 :S 2 es verdadera si y solamente si: 3 - 2 :S .r ::s 3 + 2 
esto e~. 1 :S .r :S 5 

d) lx 1 2!: 7 es verdadera si y solamente si: x ::s - 7, o bien si: x 2!: 7 

El valor absoluto cumple también la propiedad: 

10. El valor absoluto de la suma de dos números reales a y bes menor o 
igual que la suma de sus valores absolutos. 

la+ hl :S lal + 11>1 

Ejemplo 4 

a) S1 a = 5 y h 3. 

la+ b 1 = 15 + 31 = 181 = 8 

lal = 151 = 5.lbl = 131 = 3y lal + lbl 

En este caso en que: a > O y b > O, 

15+31=151+131 

5 + 3 - 8 
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b) Si a = 7 y b = -9. 

la+ b 1 = 17 + (-9) 1 = 17- 91 = l-21 = 2 

la 1 = 171 = 7, lb 1 = 1-91 = 9 y la 1 + lb 1 = 7 + 9 = 16: 

2 < 16 

En este caso en que: a > O y b < O. 

17 + (-9)1 < 171 + l-91 

e) Tomando a = -10. b = 13. 

la+bl= l-10+ 131= 131=3 

la 1 + lb 1 = l-10 i + 1131 = 10 + 13 = 23: 

3 < 23 

o sea que: 

l-10 + 131 < l-101 + 1131 

d) Para a = -4 y b = -l. 

1 a + b 1 = 1 -4 + (- 1) 1 = 1 -4 -1 1 = 1 -5 1 = 5 

lal+ lhl= l-41+ l-11=4+ 1 =5 

1 -4 + ( -11 1 = 1 -4 1 + 1- 1 1 

Pucde observarse que si dos números reales a y b tienen el mismo signo. 
entonces 1 a + b 1 = 1 a 1 + 1 b 1. y si tienen signos contrarios entonces 1 a + 
h 1 < 1 a 1 + 1 b 1· 

Por último. otra propiedad del valor absoluto es: 

11. El valor absoluto del producto de dos números reales a y b es igual al 
producto de sus valores absolutos. 

1 ab 1 = 1 a 1 1 b 1 
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Ejemplo 5 

a) Si a = 8 y b = 3, 

iabl = l80ll = 1241 = 24 

lallbl = 181131 = 8(3) = 24 

18(3)1 = 181131 

b) Para a = - 11 y b = 4. 

! ab 1 = 1 ( - 11 )4 1 = 1 - 44 1 = 44 

lallbl = l-111141 = (11)4 = 44 

:. 1 (- 11 )4 1 = 1 - 11 1 14 1 

e) Si a = -3 y b = -9, 

1(-3)(-9) 1 = 1271 = 27 

1 -3 1 1 --9 1 = 3(9) = 27 

1(-3)(-9) 1 = l-311-9 1 

Ejemplc 6 

Resolver la ecuación: 

lx - 3 1 = 5 

So/ucicin 

Por la definición de val01 ahsoluto, la expresión 1 a 1 = h (con b ~ 0) es 
verdadera si y solamente si a = - b o a = b, por lo cual 

1 x - 3 1 = 5 implica x - 3 = 5 o x - 3 = -5 

Al despejar x: 

.\ 1 = 8;x2 = -2 

son las soluciones de la ecuación 1 x - 3 1 = 5. 
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Comprobación: 

Para x 1 = 8 

18 - 31 5; 15 1 5; 5 = 5 

Parax2 -2 

1- 2 - 3 1 = 5: 1 -51 5: 5 5 

Ejemplo 7 

Resolver la desigualdad 1 r - 2 1 ~ 4 y expresar la solución como un illter-
valo (es decir, como una expresión del tipo a ~ x ~ b). 

Solución 

La expresión 1 x - 2 1 :S 4 es verdadera si y solamente si 

poc lo cual 

esto es: 

E' 1 8 ,te¡ 

-4 :S X - 2 :S 4 

2 - 4 :S X ~ 2 + 4 

-2~x:S6 

Re~olver la desigualdad: 

lx-41>3 

Solución 

1 x - 4 1 > 3 es veTdadera si y solamente si 

x-4<-3 o X - 4 > 3 

La proposición 

X - 4 < -3 
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es equivalente a 

x<l 

y la proposición 

X - 4 > 3 

es equivalente a 

X > 7 

entonces la solución de la desigualdad 1 x 4 1 > 3 es 

x<1ox>7 

Ejemplo 9 

Resolver la ecuación: 

l3x + 2: = 5 - x 

Solución 

La ecuación propuesta implica 

3x+2=5-x o 3x + 2 

Se resuelve la primera ecuación: 

3x + 2 = 5 - x 

4x = 3 

X 

Ahora se resuelve la segunda: 

3 

4 

3x + 2 = - (5 - x) 

3x + 2 -5 + x 

2x = -7 

7 
X= 

2 

-(5 - x) 
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Por tanto, las soluciones de la ecuación propuesta son: 

X¡ = 

Ejercicios 

Resueh·a las ecuaciones: 

l. lx - 4 1 = 3 

2. l2x + 3 1 = 4 - x 

3. 13 - X 1 = II + X 1 

4. l.r + 41 = l.r + 21 

3 

4 
y 

7 

2 
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Re.welm las desigualdades sig11iemes y exprese su solución en la fomw a :S .r :S b o 
en la forma a < x < b, según el caso. 

5. 1 X 1 :S 5 

6. l3.r 1 < 27 

7. lx-2l:s 

8. l2x-3l<5 

Resuell'a las drsigualdades: 

9. l2t 1 > 8 

10. 1 X - 1 1 2: ) 

ll.l3.r-51>4 
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Objetivos específicos 

Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Dado un número real positivo obtendrá su logaritmo decimal o natural 
en tablas. 

• Dado un número logarítmico obtendrá su antilogaritmo en tablas. 
• Empleando logaritmos efectuará operaciones aritméticas de multiplica­

ción, división, potenciación y radicación; simples y combinadas. 

Logaritmos 

Cuadro sinóptico 

Decimales o de 
base JO 

Naturales o de 
base e 

1 "' 
b) 

La parte entera es la caracte­
rística. 

La parte decimal es la mantisa; 
se obtiene por medio de tablas. 

· e) El número que corresponde a un 
logaritmo dado es el antiloga­
ritmo. 

129 

A diferencia de los logaritmos deci­
males, la característica y la mantisa 
de los logaritmos naturales se obtie­
nen por medio de las tablas. 
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10.1. Generalidades 

Para toda base positiva "b" con b ;1! 1 y para todo número positivo "y" 
existe un número real "x" tal que: 

(1) 

A tal número ''x'' se le denomina logaritmo de base ''b ''del número ''y''; 
lo cual se expresa: 

x = log¡, y (2) 

Existen tantos sistemas logarítmicos como bases se pueden tomar; sin em­
bargo, los más usuales son los logaritmos decimales (base 10) y los logaritmos 
naturales (base e). 

Componentes de un logaritmo. Todo número logarítmico se compone de una 
parte entera llamada característica y una parte decimal llamada mantisa. La man­
tisa es siempre positiva, a diferencia de la ca!acterística, que puede ser negativa, 
lo cual se indica con una raya o "testa": 3, 10, etcétera. 

Ejemplo 1 

Dada una ecuación logarítmica obtener el dato faltante. 

a) Si 3 = logl)', y = ? 

3 = logl)' => 23 = y; como 2 3 = 8, entonces y = 8 

b) Si x = log381, x = ? 

x = log381 => 3' = 81; como 3 4 = 81, entonces x = 4 

1 
e) Si 4 = Iogb-; b = ? 

16 
1 1 

logbJ6 => b4 = 16; 4 = como ( + r =-entonces b 
1 

16 

10.2 Logaritmos decimales o de base 10 

El sistema logarítmico de base 10 presenta la ventaja de que su característica 
es fácilmente determinable, y la mantisa que se obtiene en tablas es la misma 
para todos los números cuya única diferencia es la colocación del punto decimal, 
tales como 5.7349,5734.9,0.00057349, etcétera. 
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Notación. Este sistema logarítmico se denota: 

log1uY = x asociado a !Ox = y 

Aunque para base 10 también se acostumbra omitir la base: 

log y = x => wx = y 

Obtención de la caracteristica. Si definimos como posición de referencia 
(P. R.) la ubicada entre los dos primeros dígitos significativos que forman un nú­
mero, por ejemplo: 

a) 3: 25.27 
P.: R. 

b) .009: 318 
P.:R. 

e) 01: 053.9 
P.:R. 

d) 9 '. 87 
' P. ,R. 

Entonces. la característica del logaritmo en base 10 es igual al número de 
dígitos existentes entre la P.R. y el punto decimal; es positiva si el número es 
mayor que 1 y negativa en caso contrario. 

Así pues, para los ejemplos anteriores las características son: 

a) 2 b) 3 e) 3 d)O 

Obtención de la mantisa en las tablas. La mantisa del logaritmo se obtiene 
en las tablas. haciendo caso omiso del punto decimal, tomado ya en cuenta en 
la característica. Por ejemplo: Obtener el logaritmo del número 375.61. Eviden­
temente, la característica es 2; ahora bien, la mantisa se obtiene como sigue: 

N o 1 2 3 4 

'' ' 
'' ' 
'' ' '' ' 

37 

Tabla de logaritmos 

6 7 8 9 
Panes proporcionales 

5 

5740 

' 
' 
' ' 

5740 
+ 7 

1 

'' '' 
'' '' 

574 7 (Mantisa) 

2 

log 375.61 = 2.5747 

3 4 5 6 7 8 

7 

9 

' 
' 
' 
' 
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Como se ve, sólo pueden ser consideradas cuatro cifras significativas de este nú­
mero: dos en la columna N, una en el renglón y la última en las partes proporcio­
nales e interpolándolas. Para los números que exceden a cuatro cifras significativas 
se considera una aproximación. 

Ejemplo 2 

Obtener los logaritmos siguientes: 

a) log 153.14 = 2.!850 (compruebe en tablas). 

b) log 0.7263 = 1.8611 

e) log 3.562 = 0.5516 

d) log 0.000,010,01 = 5.0004 

e) log 1 = O 

El proceso inverso a obtener el logaritmo de un número es encontrar su ami­
logaritmo. Así, si log 507.4 = 2.7053, entonces, antilog 2.7053 = 507.4. 

Evidentemente, el proceso a seguir para la obtención del antilogaritmo co­
rresponde con el seguido para la obtención del logaritmo de un número. 

Sabemos que todo número logarítmico está compuesto de una característica 
y una mantisa, las cuales son ahora conocidas. La característica nos indica la 
posición del punto decimal respecto a nuestra útil posición de referencia (P. R.), 
situada entre las dos primeras cifras significativas del número. Para característi­
cas positivas (P.R.) está a la izquierda del punto decimal, para negativas a la 
derecha. 

La obtención de las cifras significativas que forman el número se hace a partir 
de la mantisa, la que es leída en las tablas de antilogaritmos. Para mayor claridad 
se obtiene aquí antilog 2.5152 

La mantisa, que es .5152, leída en tablas: 

Tabla de logaritmos 

N o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Panes proporcionales 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

'' ' ' ' 
'' ' ' ' 
'' ' ' ' 
'' ' ' ' 

0.51 3273 2 

' 
' ' ' 



3273 
+ 2 

3275 (cifras significativas) 
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Como la característica es 2, el punto decimal está dos dígitos a la derecha de 
la P.R.: 

3: 27.5 
P.: R. 

antilog 2.5152 = 327.5 

Ejemplo 3 

a) antilog 3.2731 = 0.001875 (compruebe en tablas). 

b) antilog 0.4352 = 2.724 

e) antilog 4.9368 = 86 460 

d) antilog 9.3010 = 2 000 000 000 

10.3. Propiedades de los logaritmos 

Las propiedades logarítmicas que se enuncian a continuación ayudan a efec- :c. 
tuar operaciones aritméticas combinadas de cierta dificultad, convirtiéndolas en., 

'' operaciones sencillas y prácticas. 

• Para tm producto. El logaritmo del producto de dos o más números posi­
tivos es igual a la suma de los logaritmos de dichos números. 

logh[m · n · p] = log¡,1n + log~ + log¡,p (3) 

• Para un cociente. El logaritmo del cociente de dos números positivos es 
igual a la diferencia del logaritmo del numerador menos el logaritmo del 
denominador. 

(4) 

• Para una potencia. El logaritmo de la enésima potencia de un número m 
positivo es igual a n veces el logaritmo del número. 

logh (m") = n log~1 (5) 

. " 
~-

,. 
"' 



134 UNIDAD l. ÁLGEBRA ELEMENTAL 

• Para una raíz. El logaritmo de la raíz enésima positiva real de un núme­
ro, es igual a dividir el logaritmo del número entre el índice n de la raíz. 

(6) 
n 

10.4 Reglas auxiliares para operaciones 
con logaritmos 

Como sabemos, la mantisa y la característica de un logaritmo son indepen­
dientes, lo cual provoca que las operaciones entre números logarítmicos sean di­
ferentes a las que se realizan entre números reales. Probablemente es este el punto 
donde el estudiante encuentra mayores dificultades si no cuenta con una orienta­
ción adecuada. El propósito de este subtema es establecer reglas sencillas que 
permitan la fácil operación entre logaritmos. 

Regla para la suma 

Sume en forma independiente las mantisas y las características, sumando fi­
nalmente ambos resultados. 

Ejemplo 4 

- - - -
a) 5.9507 + 2.3010 = 5 + 2 + .9507 + .3010 = 3 + 1.2517 = 2.2517 

b) 4.3973 + 1.8792 = 4 + 1 (.3973 + .8792) = 5 + 1.2765 = 6.2765 

Reglas para la resta 

• Reste en forma independiente las mantisas y las características, sumando fi­
nalmente ambos resultados. 

• Si la mantisa del minuendo es menor que la del sustraendo, complemente to­
mando una unidad de la característica del minuendo. 

Ejemplo 5 

a) 2.6799 - 2.3109 = 2 - 2 + (.6799 - .3109) = 0.3690 

b) 3.0792 - 2.6091 = 4 - 2 + (1.0792 - .6091) = 6 + 0.4701 = 6.4701 

e) 1.7868 - 4.7782 = T -(4) + (.7868 - .7782) = T + 4 + 0.0086 

= 3. 0086 
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Regla para la multiplicación 

Multiplique en forma independiente las mantisas y las caracteósticas, sumando 
finalmente ambos resultados. 

Ejemplo 6 

a) 2(3.9566) = 2(3 + 0.9566) = 6 + 1.9132 = 5.9132 

b) 3(1.8574) = 3(1 + .8574) = 3 + 2.5722 = 5.5722 

Reglas para la división 

• Divida en forma independiente las mantisas y las características, sumando fi­
nalmente ambos resultados. 

• Si la característica no es exactamente divisible. compleméntela cediendo uni­
dades a la mantisa y restándolas a la característica. 

Ejemplo 7 

1 - 1 - - -
a) -(3.9031) = -(4 + 1.9031) = 2 + 0.9515 = 2.9515 

2 2 

1 1 
b) -(7.8576) = -(6 + 1.8576) = 2 + 0.6192 = 2.6192 

3 3 

Una vez comprendidos los métodos de operación de los logaritmos. pasare­
mos a efectuar dichas operaciones combinadas aplicando sus propiedades. 

Ejemplo 8 

Aplicando las propiedades de los logaritmos efectuar el producto k. 

k = (735.92)(.000937) 

Solución 

Se aplica (3): 

log k = lag 735.92 +lag .000937 = 2.8668 + 4.9717 

= 2 + 4 + (.8668 + .9717) = 2 + 1.8385 = 1.8385 
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Se toman antilogaritmos: 

k = antilog 1.8385 = 0.6895 

Ejemplo 9 

Efectuar la división aplicando las propiedades de los logaritmos. 

k = 97690/687.5 

Solución 

Se aplica (4): 

log k= log 97690 - log 687.5 = 4.9898 - 2.8373 = 2.1525 

Se toman antilogaritmos: 

k = antilog 2.1525 = 142.1 

Ejemplo 10 

Empleando las propiedades de los logaritmos efectuar la potencia. 

k = (4.835) 34 

Solución 

Se aplica (5): 

log k = 3.4 log 4.835 = 3.4(0.6843) = 2.3266 

Se toman antilogaritmos: 

k= antilog 2.3266 = 212.1 

Ejemplo 11 

Calcular la raíz indicada por medio de las propiedades de los logaritmos. 

k = 7J .009431 



137 

Solución 

Se aplica (6): 

1 1- 1- -
log k = -log.009431 = -(3.9745) = -(7 + 4.9745) = 1 + 0.71064 = 

7 7 7 

= 1.71064 

Se toman antilogaritmos: 

k= antilog 1.71064 = .5136 

Ejemplo 12 

Aplicando las propiedades de los logaritmos efectuar las operaciones in-
dicadas. · 

k = [ <;o.o8o5 (17.39)
3 

]
4 

(0.00905) 2 (1108.5) 

Solución 

log k = 4 [ ( +log 0.0805 + 3 log 17 .39) - (2 log 0.00905 + log 1108.5) J 

log k = 4[ ( + )<2.9058) + 3(1.2402) - (2(3.9566) + 3.0446) J 

log k = 4 [ ( +(3 + 1.9058) + 3.7206) - (2(3 + .9566) + 3.0446) J 

log k = 4[(l + 0.6352 + 3.7206) - (6 + 1.9132 + 3.0446)) 

log k = 4[(3.3558) - (2.9578)] = 4(2 - 2) + 4(1_.3558) - .9578) 

log k = 4(4) + 4(.3980) = 16 + 1.592 = 17.592 

Se calculan antilogaritmos: 

k = antilog 17.592 

k = 390 800 000 000 000 000 
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10.5 Logaritmos naturales o de base e 

El sistema logarítmico natural es aquel cuya base es el número e = 
2.71828 ... Para este sistema adoptamos la notación siguiente: 

In y= x asociada a e' = y 

A diferencia de los logaritmos decimales, tanto la mantisa como la caracte­
rística de los logaritmos naturales se encuentran en tablas impresas. Dichas ta­
blas contienen los logaritmos naturales de los números comprendidos entre 1 y 
lO, pudiéndose obtener el In de cualquier número mediante su descomposición 
en potencias de 1 O. 

Para ilustrar mejor estos conceptos y el manejo de las tablas véase lo siguiente: 

In 862 = In 8.62 + 2 In 10; ya que 862 = 8.62 x 10 2 

In .00862 = In 8.62 - 3 In 10; ya que .00862 = 8.62 x 10 -J 

Ahora en las tablas: 

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 m In 10m 

1 2.3026 
8.6 2.1541 2 4.6052 

3 6.9078 
4 9.2103 
5 11.5129 

In = 862 = In 8.62 + 2 In 10 = 2.1541 + 4.6052 = 6.7593 

La única regla operacional qu--: agregamos en este sistema es para el In de 
un número comprendido entre cero y uno. Esta operación se realiza restando a 
la mantisa de la potencia de 1 O la mantisa del número, y restando las característi­
cas en el orden acostumbrado. Así: 

In .0862 = In 8.62 - l. In 10 = 2.1541 - 4.6052 

= 2 - 4 + (.6052 - .1541) = 2.4511 

Ejemplo 13 

Obtener los logaritmos naturales indicados: 

a) In 1789 = In 1.789 + 3 In 10 = .5816 + 6.9078 

In 1789 = 7.4894 
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b) In .0000915 = ln9.15- Sin 10 = 2.2138- 11.5129 

= 2 - 11 + (.5129 - .2138) = 9.2991 

In .0000915 = 9.2991 

e) In .00237 = In 2.37 - 3 In 10 = 0.8629 - 6.9078 

o - 6 + (.9078 .8629) = 6.0449 

In .00237 = 6.0449 

Ejercicios 

l. Enuncie los cmzccptvs que se mdinm nz la siguiente expresión: 

,r = lag, : •-----
--------~ ~ 

2. Si r = lag;. z. elija la expresión correcta: 

a) r = z':. b) z = ,, e) ,. = ,. 

3. Dadas las siguientes ecuaciones logarítmicas, obtenga el dato faltante. 

a) x = lag,;1296; x = ? 

b) = lag..q; q= ., 

3\= 
1 

e) lagh 343; b = ., 

4. Obtenga los siguientes logaritmos: 

a) log 2 = 

b) lag .0002 = 

e) log 25376.8 = 

d) lag .8716 = 

5. Determme los siguientes antilogaritmos: 

a) antilag 6.4753 = 

b) antilag 8.2105 = 
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e) antilog O = 

d) antilog T .6927 = 

6. Efectúe las siguiemes operaciones: 

a) 3.8517 + 2.2931 = 

b) 4.1532 1.2745 = 

e) 2.3927 6.4912 = 

d) 5(4.8763) = 

1 
e) -(6.2248) = 

4 

1 
f¡ -(12.2675) = 

5 

7. Obtenga los siguielltes logaritmos naturales: 

a) 1n 4397 = 

b) 1n .000 395 = 

e) 1n .000 001 01 = 

8. Efectúe las operaciones indicadas. aplicando las propiedades de los logaritmos naturales: 

a) k 
(0.00749)(49. 37) 2 

= 
29.16 

~ 27. 7 8 -J48.9T 
b) k = 

~.0018 

e) k = [ ( 1.001 )3
( .0339) 2 r ~99.99 \1.0007 



' vecindad de lo y 

:,::,'~~-~r5:~-:·:;:-: · .. ' 

PROBLEMA 3.1 

que 

si y sólo si 

CALCULO 
DIFERENCIAL 

VECTORIAL 

3.1 limites y continuidad de vectores 

3 
CAPITULO 

Si f = / 1 (t)i + / 2 (t)j + f 3 (t)k y a= a1 i + a2 j + a3 k, entonces demostrar 

lim 1(1) =a (3.4) 
, .... 'o 

41 
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lim t 1(t) = a,, i = l, 2, 3. (3.5) 
r ... t0 

Solución: Si lirn f(t); a, entonces, para cada número real E> O, existe ó >O tal que 
r .. ro 

lf(t) -a 1< E siempre que o< Ir- lo l<ó. Así que, 

f(l)- a= [t,(t)- a,]i + [t,(t)- a,li + [f,(t) - a,]k, 

yparaO< lr-r0 1<ó, 

1 11(1) -a1 1 :S 1 ((1)- a¡< E, 

donde i; 1, 2, 3. Por consiguiente, 

lim 11(1) = a 1 • 
r-+ t 0 

Recíprocamente, si limf,{t); a1, (i = 1, 2, 3) para cada E> O, entonces existe ó >O tal que 

l[¡(t) -a1 l < E/3 sie';;;?e que O< 1 t- t0 1 < ó. Entonces usando la desigualdad del triángulo 
para valores absolutos, 

1 f(t)- a 1 = 1 [f,(l)- a,] i + [t,(t)- a,]J + [f,(l)- a,llll 
:S 1 f,(l)- a, 1 + 1 t,(t)- a, 1 + 1 f,(l)- a, 1 

<E. 

Por consiguiente,lim f(t); a. 
r ... r0 

PROBLEMA 3.2 Demostrar que el límite de la suma de dos funciones vectoriales es la 
suma de sus limites; esto es, si lim f(r) =a y lim g(t) = b, entonces 

t-oto t-oto 

lim [f(l) + g(t)l =a • b. (3.6) 
r .... ,o 

Solución: Si lirn f(t); a y Jim g(t) =b, entonces para cada E> O, existe ó >O tal que 
t-oto , .. ,o 

para O< lt-10 l<ó, 

1 f(l)- a 1 < j E Y 1 g(l)- b 1 < j E· 

Entonces, usando la desigualdad del tríangulo para valores absolutos, 

![f(l) • g(r)l- (a+ b) 1 = l[!(r)- a]+ [g(t)- bll 

.S!f(r)- al+ !g(t)- bl 

< E. 

Por consiguiente,lim [f(t) + g(t)] =a+ b. 
r ... ro 

PROBLEMA 3.3 Si lim f(t) ;a, y lim <P (t); e, entonces demostrar que 
, .. ,O f-ofa 

lim ql(t)f(t)=ca. 
, .... 'o 

(3.7) 

Solución: Si lim f(t); a y lim <P(t); e, entonces para O< e'< 1 (e' se hallará después), 
, .. ,O t-ola 

existe ó >O tal que para Ir- t0 1 <ó, lf(t) -a I<E' y I<P(t)-c 1<<'. Entonces, 

1 <P (t) 1 = 1 e + [<P(t)- e] < 1 e 1 +E'< 1 e 1 + l. 
Escribiendo 



tenemos 

Cálculo diferencial •ectorial 

ci> (t) r (t) - ca = cf> (t)r(t) - ci> (t) a + ci> (t) a - ca 

= éJ(t) [l(t)- al+ [ci>(t}- e] a, 

i ó (t) 1 (t) - ca i = 1 ó (t) [1 (t) - al + [el (t) - el a : 

::::. !ó(t)j il(t)-aj + ló(t)-ci [al 

<(jcj+1)E'-E'Ial 

= E' ( 1 e 1 + 1 + 1 a 1 ). 

Así que escogiendo E'< E/(jc[ + 1 +[a[) y también E'< 1, 

1 cf>(t)l(t)- cai <E. 

Por consiguiente, 

lim cf> (t) f(t) =ca. 
t _.,o 
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[3. 7] 

PROBLEMA 3.4 Demostrar que una función vectorial f(r)=f1(r)i + f2 (t}j + f3 (t)k es 
continua en t 0 si fi(t) (i = 1, 2, 3) es continua en t 0 • 

Solución: Como f(t) es continua en t= t 0 , tenemos que lim f(t) = f(t0 ). Otra vez 
t ... t 0 

f(t) = / 1 (t)i + / 2 (t)j + f3 (t)k; por consiguiente f(t 0 )= / 1(10 )i + / 2 (10 )j + f,(to)k. Usando 

(3.6), hm 1(1) = lim [l,(t)i" l,(l)i + l,(t)k] 
t .... ,0 

= hm l,(t)i • hm l,(t)j- hm l,(t)k. 
t ... ,0 t -•t 0 r-• r0 

Como i, j. k son constantes, se sigue de (3.8), 

l1m 1(1) • i hm 11(1)- j l1m l,(t) · k hm 11(1). 
t -• t 0 

Por otra parte,[,( t) es continua en t = t 0 • Por consiguiente, 

i hm 1, (t), J hm 1,(1). k hm l,(t} = l 1(1,)i · l,(t,)j · l,(l,)k. 

Enton~es por la definición de igualdad de vectores, 

hm 11(1) = 1, (t,), donde i = 1, 2, 3 
, .... ,0 

3.2 Diferenciación de vectores 



44 Antilws vectoriJIJ 

'f, ,'• 

d '' . ·:·: ·.·· .. ,·:":{"':';:J·}0·:.~<:.~""'·"':::-"~.> ,>·:~·,:.:, 
(4} - [A(t)" B(t)J~ A(l} x B'(l} '.f A'{i) >< B(t}, , , : ' -< ' ':·_:·J;~; _:;~:'': ' ' 
(5} - [A(I) · B(t) x C (t)) = A'(t} • B(t)>c C(t} +'A(t) • B' (1) x (: {t) · 

dl . . . -.. :. • .\'y . . . . 

+ A(t}· B(l) ><·.C'(t)-. 

(6) !!_ IA(t) x IB(t) x C{t)ll ~ A'(t) X IB{t) x'~(;}Í-~ A(t) x IB'(I) >< C(t}]! 
~ ' .• < 

+ A(l) X IB(I) X C'(t}]. 

(7) Regúz de úz CJidentJ: Si t: g(s) es- diferenciable, entonces 

dA(t) dAII!(s)) dA(t) d¡!(s) --- -----. 
ds ds dt ds 

PROBLEMA 3.5 Demostrar (3.14). 

Solución: Si f(t) = cp(t) A(t), entonces tenemos f(t + Ll.t) = cp(t + Ll.t) A(l + Ll.t), y 

r(r- :\t)- r(t) = ch(t ~ !'.1) A (t ~ !'.1)- </>(t) A(t) 

= eh (t - !'.t) [A (t ~ !'.1) -A (1)] ~ [.p (1 + !'.1) - c,b (1)) A (1). 

Se divide a ambos lados por Ll.t y se acerca Ll.t hacia cero para obtener 



~ [<;!>(t) A(t)] = f'(t) 
dt 

Cálculo diferencial vectorilll 

= hm f(t - 6.1)- f(t) 
.H-0 flt 

l . -'-e •)[A(t+/';.t)-A(t)] 1. = 1m v t - ut - tm 
.1t .... O fit .1t 4 0 

= ó et) A '(t) + d>(t) A (t). 

te aso$; especiales:~ ... 

PROBLEMA 3.6 Demostrar (3.15). 

Solución: Si oJ;(t) = A(t) • B(t), entonces 

0 et + !'.t) - 0 (t) = A (t + (l,.r) · B et + !'.t) -A (t) · B (t) 

= Aet- ~\t) .[B(t- tlt)- Bet)]- [A(t- /';.t)- Aet)]. B(t). 

Se divide a ambos lados por !:1t y se hace tender t:lt hacia cero para obtener 

0'et) = ~ [Aet)·Bet)] = Aetl·B'(t)- A'et)·B(t). 
dt 

Solución alterna: Sean A(t) = [A 1(t),A 2 (1),A 3 (1)] y B(t) = [B 1(1),B2 (t), 8 3 (1)]. 
Entonces, por la definición del producto punto (2.24), 

.:!._ [A (t). B enl = .:!._ [A,(n B ,en - A,et) B ,(t) - A,(t) B ,en! 
dt dt 

= A,(t) B ,·er)- A,·cn B ,et) - A,et) B ,'(t)- A,'(t) B ,(t) 

- A,en B ;en- A;Cn B ,et) 

= [A,(n B ,'(t)- A,(e) B ;en- A,ee) B ;en!- [A,'(t) B ,et) 

- A;(e) B ,(e) - A;(e) B ,(e)] 

= ~(e'·B'(t)- A'(e)·B(e). 

PROBLEMA 3.7 Mostrar que la denvada de un vector de magnitud constante es 
ortogonal a él. (Esto incluye la posibilidad de que la derivada sea el vector cero.) 

Solución: Si B(t) = A(t) en (3.15), entonces 
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d 
- [A(e)·A(t)] = 2A(t)·A'(t). 
de 

(3.22) 

Pero, 

A (t) ·A (t) = 1 A (t) :' =constante (3.23) 

Así que la derivada es 

> n '• .. .. 
~' 
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Entonces, por (3.22), 

Por consiguiente, 

Análisi.l vectorilll 

d 
- [A (1) • A (1)) = O. 
di 

2A (t) · A'(l) = O. 

A (1) • A'(l) = O; 

o sea que un vector es ortogonal a su derivada. 

PROBLEMA 3.8 Demostrar (3.16). 

Solución: Si f(t); A(t) X B(t), entonces 

f(l + t.i)- f(t) = A(l + t\t) X B(t + t.l)- A(t) X B(l). 

Sumando y restando A(t + t.t) X B(t) y simplificando se obtiene 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

f(l +M)- f(t) = A(t +M) X [B(t +M)- B(t)] + [A(t + t.l)- A(l)] X B(l). 

Dividiendo a ambos lados por t.t y tomando el límite cuando t.1-> O, 

f'(t) = .:!_ [A(I) x B(t)] = A(l) x B'(t) + A'(t) x B(l). 
dt 

Se recalca de nuevo que debe conservarse el orden de los factores. 

PROBLEMA 3.9 Mostrar que 

d 
- [A(I) x A'(l)] = A(t) x A"(t). 
dt 

Solución: Si B(l); A'(t) en (3.16), entonces 

Por (2.30), 

y se Sigue (3.27). 

.:!_ [A(t) X A'(t)] ~ A(t) X A"(t) ~ A'(t) X A'(t). 
dt 

A'(t) x A'(t) ~ 0, 

(3.27) 

PROBLEMA 3.10 Si f(t); e2'a + e"b, donde a y b son vectores constantes, mostrar que 

f"(t)- Sf'(t) ~ 6f(t) ~O. 

Solución: Como f(t); e2 'a + e3'b, entonces por (3.13) y (3.21), 

f'(t) ~ 2e 2 ' a+ 3e"b, 

f"(t) = 4e" a+ 9e" b. 

Por consiguiente, 

f"(t)- Sf'(t) + 6f(l) = 4e" a+ 9e" b- lOe" a- 1Se 3 ' b + 6e" a+ 6e 3 ' b 

= (4 - 10 + 6) e" a + (9 - 15 + 6) e" b 

=o. 
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• 3.3 Derivadas parciales de funciones vectoriales de 
más de una variable 

PROBLEMA 3.11 Si f(u. v. w) = f,(u. v. w)i + j}(u. v. w)j + / 1 (u. v. w)k. entonces 
derÍlostrar que 
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ar at, at, at, . 
ru~-~-1+-i+-k. 

au au au au 
(3.36) 

Solucibn: Por la defmición de derivada parcial (3.29), 

r l
. ((u+ !'!.u, v, w)- ((u, v, w) 

= lffi 
u ;1u -+0 tlu 

~ hm 1 + J 
. [f,(u + !'lu, v, w)- f,(u, v, w) t,(u + !'lu, v, w)- f,(u, ,., w) . 

4u-+O Au Óu 

f,(u + l'lu, v, w)- f,(u, v, w) ] 
+ k 

l'lu 

at, at, at, 
~-i+-i+-k. 

au au iJu 

PROBLEMA3.12 Sif(u,v)=e''"i+(u-v)j+u(senv)k,calcular (a) fu, (b) r •. (e) fuu 
y ( d) f X f . 

U V 

Solución: Por (3.36), 

(a) !u~ _j_ (e"v)i + _j_ (u- v)j + _j_ (u sen v)k 
iiu • iiu iiu 

= veuv¡ + j +(sen v)k; 

(b) lv ~ _j_ (e"v)i + _j_ (u- v)j + _j_ (u sen v)k 
iJv iJv iJv 

=ueuv¡- j + u(cos v)k: 

(e) luu ~ _j_ lu ~ _j_ (ve"v)i + _i!__ (1) j + _i!__ (sen v)k 
iiu iiu iiu iiu 

(d) de acuerdo con (2.27) y por los resultados de las partes (a) y (b), 

j k 

1 sen v 

ueuv -1 u cos V 

=(u cos v+ sen v)i +u(sen v- vcos v)euvj -(v+u)euvk. 

3.4 Curvas en el espacio 
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· · .. ,. · x ;;, t,<t); .-·:·;, -~r,ci>!.'!f~fl;<r)';~~~~,~~~~:; s~~<3:J9>:' 
.. . · .. - •. ~~,t---..i.,\,-:-i,.. . .',../.::li~').'L·.., • .f..~:"1-.•,,~~.-.:c- ' .;r·. ~ ·: • ..•• ", 

Las ecuaciones (3.39) se llaman ir:uaciones ~rnáifdé'líiCúrvaC eii CIOSpício, qué és 
una función de fft) con t como panímetro. ·~: ~~'~;·::._:?:- ··: ·:--,_ --~~_;·~?..;_::. ~_:··-~: ·· · 

Como se muestra en la figura 3.1, sea P un punto de una curva e para el cual f = f(t), 
y Q el punto que corresponde a f(t + t.t). Entonces, 

lim f(l +M)- !(l) • lim ·¡;o = ('(tl. (3.40) 
"' .... o 6.t at~o ~~ 

e 

es un vector que es tangente a la curva espacial Ce~ P; ~ste ~;U~~~ ~tor tangenl~ a e. _// 
en P. ~-~.:~· < · /.:;:~-~;/: .. ~~,~;ft:~:_,-_<-~- · · -· . "'• 

Un punto t1 en una curva en el espacioeseUainapúÍiiif.~·deCsi f'(t1)= O; de Fogu<a 3.1 
,,-:Y ''-·· . v·~<f.:;,,'"'if:'"";' -~-- _, , . 

Una tangente a una curva en 
el espac1o. otro modo. se llama punto no singular. ··--·' .. <;· .;'-'·-·:~> 1"-',:t:'::~~~r::,{~:xl.-;_~ó;~~>-- . . 

' . '" ,\ '·-.;-··, ..• .,-. --:: :. "' ' . 
La dirección de la curva en el espacio C en ·un ·punto "no·iingUiaff;esladel vector · -~. 

tangente a C en P. .'' -->-" _ · ~ ~ · . ":_,·:;·~. :;':-"',J,~~~:'~t;~~:i~~1~:;<·.::~. ". " .. - ·_:_·,:~ 
Una función vectorial ~Ua~~e es una función vectorial que tiene:una derivada continua 
• • • .:; : ;, '>• • ·~ • ,'_'P" ~'t;(_;~':'.•_.,·,;,_',_ 

y no tiene puntos smgulares. . ;;.;.::::~-.-~:.~-.~ > .... ;,:t.~.:t<."'tlfii:k-0:;,;;·.,.--~!"'<~: ~ 
• .-.".-:;;~~ • •<' •#._'r<'l'::~.t.::~"'?;:;.,;.:--;::..; ..... ;~ . 

PROBLEMA 3.13 Trazar la curva C representada por la fundón vectorial 

f(t) ~(a cos t)i- (a sen t)i. O::; t::; 2o., 

en el espaciO, y hallar su dirección en el punto (0, a, 0). 

(3.41) 

Solución: Las ecuaciones paramétncas de la wrva C representadas por f(t) son 

x - a e os t, y .., a sen t, z ., O. 13.42) 

Por (3.42). 

En t ~O. 

x =a, y = ú, z =O, 

yent=2tr, 

x =a, y= O, z =O. 

La curva Ces un círculo en el plano x.v centrado en el ongen con radio a. que comicn1a y 

termina en el punto (a, O, 0) cuando t cambia de O a 27T. (Véase figura 3.~). 

El punto (0. a. 0) corresponde al de t = rr/2. Ahora por ( 3.41 ), 

r '(t) -= -a sen t l • a cos t j. 

Así que. 

·(") (")· (")· r 2 = -a sen 2 1 -a e os 2 J 

=-a i. 

Por tanto, la dirección de la curva en (0, a, 0) está en la dirección negat1va del eje x, 

PROBLEMA 3.14 (a) Hallar la función vectorial f(t) que representa la recta/. que pasa 
porunpunto(A 1.A 2 ,A 3 )yesparalelaaunveC1ordadononulo B = [8 1• 8 2 , 8 3 J. 
(b) Hallar las ecuaciones paramétncas para la recta L. 

Solución: (a) Se representan los puntos (A 1• A'' A 3) y (X,)'. z) por los vectores a e 
poSición A= [A 1 • A,, A 3 J y r ~ [x, y, zJ, respecllvamente. 

z 
4 

(0, o, Q) 

ej ' / 

:x::~., 
x (o,O,O) 

F•gura 3.2 Soluc•on al problema 
3.13 
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Fig..¡ra 3.3 Solución al problema 
3.14. 

' 

50 Afllilisis vectorilll 

En la figura 3.3 se ve que el punto (x, y, z) estará situado en la recta pedida si y 

solamente si r -A es paralelo a B. Ahora, por ( 1.4) dos vectores son paralelos si y sólo si 
son múltiplos escalares uno del otro: así, 

r- A= t B, 

donde tes algún escalar. Escribiendo de nuevo (3.43), 

r =A· t B. 

Y Por consiguiente, haciendo r; f(r) obtenemos la función vectorial deseada 

f(I)=A~tB. 

(b) Escribiendo (3.44) en términos de las componentes de los vectores, 

x=A 1 +t8¡. y=A 2 +tB 2 , z=A,+tBJ, 

que son las ecuaciones paramétricas para la rectaL que pasa por (A 1, A 2 , A 3 ) y es 
paralela a B; [B 1 , 8 2 , 8 3 ). 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

PROBLEMA 3.15 (a) Hallar la función vectorial f(t) que representa la recta L que pasa 
porlos puntos (A 1 , A 1 , A3 ) y (B 1, 8 2 , 8 3 ). (b) Hallar las ecuaciones paramétncas para la 

recta L. 

Solución: (a) Representar los dos puntos (A 1, A 2 , A 3 ) y (B 1, B,, B3 ) por los vectores 
de posición A; [A 1 , A 2, A 3 ) y B = [B 1, 8 2 , 8 3 ), respectivamente. Sea (x. y, z) un punto 

y deL representado por el vector de posición r = (x, y, z). Entonces en la figura 3.4, se ve 

que debe haber un escalar t tal que 

Ftgura 3.4 Soluctón al problema 

3.15. ~ -Por otra parte QP; r- A y QR; B- A: así que, 

r - A = t (B - A¡, (3.47) 

o, simplificando, 

r = A • t (B - A) = (1 - t) A • t B. (3.48) 

Entonces, haciendo r = f(t). obtenemos la función vectorial deseada 

f(t) = (1-r)A • tB. (3.49) 

(b) Escribiendo (3.48) en términos de las componentes de los vectores, obtenemos 
las ecuaciones paramétricas para la recta; 1.e., 

X= (1- t)A, . tB,. y= (1- t)A, + tB,, z = (1- t)A, ~ tB,. (3.50) 

Eliminando el parámetro t de (3.50), · · 
¿:. 

r - A, y - A,.· z ,.. A, 

B,-A, B,-A, B,-A,' 

que es la ecuación no paramétrica de la recta. 

(3.51) 

PROBLEMA 3.16 Si una cutva en elespacioC está representada por una función vectorial 

suave f( t) para a.;; t.;; b, entonces demOstrar qué su longitud /está dada por~ integral 
b "'"< • :•'le .. _. ," •• O O~ O 0 0 V ;.,. 

1 = 1 c,l ~:~!l~l ~ = 1(f:(l) • f'(I)J>,; dt. . ; Ji , . ~· (3.52) 

. .· . ' . ' 

Solución: Si f(t); / 1(t)i + [,(r}j f f 3(1)k, entonces C se puede describú por las. 
ecuaciones paramétricasx; / 1(1), y; / 2(1), Z':'/3(1) para a< t < b. : .... , 
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PROBLEMA 3.17 Hallar la longitud de la curva representada por la función vectorial 

1(1) =(a cos t)i + (a sen l)i. O S: t S: 2rr. [3.41] 

Soluci6n: La derivada de f(t) es 

r '(t) = -a ~n t ¡ + a cos t j, o S:·t ::;: 2rr, (3.56) 

y su magnitud es 

(3.57) 

Así que por (3.5 2) la longitud de la curva es 

1'" 1'~ 1 = 
0 

! l'(t) [ dt = 
0 

a dt = 2rra. (3.58) 

La lorrgíludde~s(t) dé ~~-~¡~;¡,.;_~Ji~<':· .,_.,"'"'~t. ¿_• :~~;¡;;':··;:?< 

alg6n punto fijo4 hasta t. &taes ia ¡mí;tiíci'f~ é Cón d iimiie · ·. · · · 
IIIStituídoport;le*, 

1

• • •• • -·--.·~f:::·:~::~··:·.¡.:::· ~··~·~:.:,::-_;-:.:>' ---~(t)·~r~ ~~¡,)!;. - -
,. .__,,,·, """ ·"-··· ···~"""-

PROBLEMA 3.18 Demostrar que la longitud de arro s puede servir como un parámetro 

en las representaciones de curvas sin puntos singulares. 

Soluci6n: Diferenciando la longitud de arco, (3.59), de una curva, obtenemos para 
a<;to;;.b, 

ds 
- = 1 l'(t) 1 > O. 
dt 

(3.60) 

Así, que ses una función creciente y continua en a :E; t ~ b. Esto implica que s tiene una 
única inversa t = q (s) paraOs;;; s <:;; L Por consiguiente, una función vectorial suave con 
parámetro . s c(s) = l[q (s)l (3.61) 

puede representar la misma curva e que se representa por f(t). 
Determinando el vector de posición r = (x, y, z] como 

r = c(s) ~ ~,(s)i "~,(s)j • ~,(s)k, (3.62) 
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obtenemos las ecuaciones paramétricas de e con parimetro s; i.e., 

:r = ¡l.(s), y = g,(s), z = g,(s). 

PROBLEMA 3.19 Una curva e se denota por la función vectorial 

1 (t) = a cos t i + a sen t j, O ::; t ::: 2". 

(3.63) 

Representar a e por una función vectorial con la longitud de arcos como parámetro. (Cf. 

problema 3.17). 

Solución: Por la definición de longitud de arco (3.59) y usando (3.57), 

S = 1' 1 r'(t) ! dt = 1' B dt = Bl. 

Por consiguiente, t = s/a y la función vectorial pedida es 

(3.66) 

(3.67) 

PROBLEMA 3.20 Cuando una curva e se representa por una función vectorial g(s) con 
longitud de arco s como parámetro, demostrar que 

d:~s) = g'(s) = T, (3.68) 

donde Tes el vector unitario tangente a C en cualquier punto. 

Solución: Por (3.40) el vector tangente a la curva e que se representa por una función 
vectorial suave f(t) en cualquier punto es el vector f'(t). Por consiguiente, para lf'(t) ,,. O, 
el vector unitario T tangente a C en cualquier punto se expresa 

T = ....!.}Q_ 
lr'(tll' 

(3.69) 

Además, puesto que g(s) = f[q(s)] y t = q(s), tenemos que diferenciando y usando la regla 
de la cadena, 

dg(s) = g '(s) = f'(t) dt = f'(t) = ...!.J.Q__ 
ds ds ds 1 f'(t) 1 

dt 

Por consiguiente, por (3.69-70), 

' ('(t) 
g (s) =--=T. 

lf'(t) 1 

(3,70) 

PROBLEMA 3.21 Hallar el vector unitario tangente a la curva e representada por la 
función vectorial 
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r(t) =(a cos 1)1 +(a sen l)j, O $1$ 2rr, 

en t= 1T/2. (Cf. problema 3.13). 

Solución: Por (3.67), la curva e se representa también por 

Por (3.68), el vector unitario T tangente a e en cualquier punto es 

1 
Ahora, por (3.66) tenemos en 1 = 11/2, s = atl,= • 12 = 2a1r. Por lo tanto, en el punto 

t = rr/2 os==- arr/2, el vector tangente unitario es 

-T =-[sen WJ i + [cos (%)] i =-i, 

pues sen ( 11/2) = 1 y cos ( 11/2) = O. 
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[3. 67] 

(3.71) 

(3. 72) 

Alternativamente, se puede obtener el mismo resultado de (3.69) usando (3.56) y 

(3.57). Así que para O.;; t.;; 2n 

T f'(l) 1 [ ( ) . ( ) "] = --- = - - a sen t 1 + a cos t J 
. ¡r'{t) 1 a 

=-(sen t) i + (cos t)i . (3.73) 

• Entonces. en t::: rr/2, 

T =-[sen(%)] i + [cos (%)] i = -i. 

PROBLEMA 3.22 Mostrar que el vector definido poráf/ds es normal o perpendicular al 
vector umtario tangente Ten 'cualqmer punto de la curva C. 

Solución: Como Tes el vector tangente unitario, el producto punto da 

T-T=l. 

Diferenciando ambos lados con respecto as, 

dT 
-·T=Ü 
ds ' 

lo que implica que áf/ds es normal a T. (Véase problema 3.7). 

3.5 Superficies 

(3.74) 

(3.75) 

: :En la sección 3.4las curvas del espacio se describen mcdiaiue 
· ecuaciunes vectoriales del tipo · 

r(l) = lf(l)l + y(I)J + lf(t)lll . ; ··:(3.76) 

en donde interviene un sólo parámetr~ t: La ieprese~taeión. ;..ramétrica de~~ en el • 
espacio es ... : . 

. ' '- · ..... ' ' :: . -,: . 
· lf = l<Ct), y= y(l), .·z =·Z(I). · · · · .. ':_- ;:·:.(3:77.) 
. . . ' ..... :·-'".,,', •\' ~..,;. ;···-:;:::::~·',-.' ' 

··,Las superficil!!.se describen, en general, pormedÍodc ec~;,.iones"P,.,;;,;~tdé:u del;':' 
:~tipo • •';~-,.;~ , • <' '"''' • 'e_•··.-:.,~.-..,;,-:_::,~·~ 
;:· . . .. x =.x{u, v), "Y" y(u, v), ·:z:=.a(u,'v), · · · : :'"''""·:(3.18) 

;donde u y • soó paráme;ros. Si ..; flj~ v. i.e.; v =e }una ~Íante, eób~{;~ ~s) '~~ve 
;-~ . . . ' ' . ' . ' ·. . .. ·· . . ' . . ~:, . :: '"' 
.. : una expi'CSion paramétnca de un parametro que detc:ribe.una curva en el.espacio a lo.lafiU 
' _,. ~··' · •'' ·''" ~ ! ' -·>,,.,__;.,_,,..-«"L-..•• L;l;·~ .. • '".·e~ -~; •_; 



z· u = const 

a u v = const 

o 

F1gura 3.5 Una superficie en el 
espacio. 
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PROBLEMA 3.24 Mostrar que el vector unitario n definido por 

fu X r,. 
n = .,------.,. 

1 r. x r. !' 
(3.80) 

ar ar . . 
donde •• = au. r. =a u· es normal ala superficie S representada por r(u, v) SIr. X •• *o. 

Soluci6n: De acuerdo con (3.40), en cualquier punto P, 

ar ax ay az 
r. = - = - 1 + - j + - k au au au au (3.81) 

es un vector tangente a una curva constante ven P. De modo similar, 

ar ax ay az 
•.=-=-1+-J+-It av av av av (3.82) 

es un vector tangente a una curva constante u en P. Por consiguiente, se sigue que en 
cualquier punto P, el vector r. X r. es normal ala superficie S en P. Como 1 •u X •. 1 es la 
magnitud de este vector, 

fu X f,. 
D= 

es un vector unitario nonnal a S en P. 

PROBLEMA 3.24 Hallar un vector unitario normal n para una superficie S representada 
por 

X=X, y=y, Z=Z(X,y), 

donde x e y son parámetros. 

Soluci6n: Por (3.83),1a superficie S se puede representar por 

r(x,y) = xl + yj + z(x,y)k. 

Por consiguiente las derivadas parciales son 

(3.83) . 

(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 
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El vector producto de r:c con ry es 

j k 

az o ax 

o 1 
az 
ay 

O sea que la magnitud es 

az az 
~--i- -i+k. ax ay 

Por consiguiente, por (3.80) el vector unitario normal es 

n~ 

az az 
--1--i+k a. ay 
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(3.87) 

(3.88) 

(3.89) 

PROBLEMA 3.25 Hallar un vector unitario normal n para una superficie S que esté 
representada por 

ci>(x,y,z) =O. (3.90) 

Solución: Si consideramos a (3.90) como una función de x e y que define implícitamente 
a z. podemos suponer que 4>, *O. Entonces por cálculo elemental y por (3.85), (3.86), las 
derivadas parc::Jes son 

a¿, 
az ax <1>. 

r =i+-k=i---k=i--k 
X ax a¿, <i>z > 

az 

a e~> 
az ay chy 

ry~i+ -k=i---k=i--k. ay aq, <1>, 
az 

Por consiguiente, el producto vectorial es 

j k 

o '"· rx x ry = 
<h, 

o 1 
<hy 

</>, 

chx. <i>Y. 
=-1+-J+k 

<1>. <1>. 

= -
1
- (ci>.i + chyi +el>, k), 

<i>, 

Así que el vector unitario normal es 

n ~ 

[(~:r + (~:r + (~:rr · 

(3.91) 

(3.92) 

(3.93) 

(3.94) 



•.d· 
---;+dv--f 

1 

6S 1 
1 

F1gura 3.6 Un elemento diferencial 
de área de una superficie. 

56 AIFiilisis vectorilll 

Si ~x *O ó ~Y *O, con un cálculo similar se obtendría el mismo resultado. 

PROBLEMA 3.26 Hallar el área de una superficte S representada por 

X = B sen (} COS c/J, y = B sen 8 sen c/J, Z = B COS 8, (3.99) 

donde O< B < n y O<~< 2n. 

Solución: Aquí los dos parámetros By~ se usan en lugar de u y v. Por consiguiente, 

re = ~ = a x i + a y i + a z k 
3e ae ae ae 

= a cos e cos rp 1 + a cos e sen rp j - a sen e k, 

r., = ~ = ~ i + ay j- az .. 
a,¡, a,¡, a,¡, aq, 

-= -a sen () sen r:p i + a sen e cos ifJ j. 

As{ que el producto vectorial es 

j k 

re X rrp = B COS (} COS Ó B COS (}SeO r:/> -B Sen (J 

-a sen e sen ,¡, a sen e cos rp o 
= a 2 sen 2 ecos eh i .._al sen 2 e sen cp j + a2 sen ecos 8 k, 

y su magnitud es 

1 re x rq, 1 =a' sen e[sen' ecos' rp +sen' O sen' rp + cos' O]'>~ 

=a' sen O[sen' e (cos' rp +sen' rp) + cos' e]'l, 
= a2 sen e. 

Entonces, por (3.96), la magnitud del elemento diferencial del área es 

dS =a' sen eaeaq,. 
Así, integrando, el área superficia1 es 

(3.100) 



X 
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S~ f f dS ~ 1''" 1'" a' sen () d8dcp ~ 2"a' 1'" ..;n ()dO 

~ 2"a'(- cos ())!: 
= 2"a'l-[(-1)- 1]1 

z 

Figura 3.7 Un elemento diferencial de área de la superficie de una esfera. 
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PROBLEMA 3.27 Expresar el elemento diferencial de área de la superficie dS para una 
superficie S representada por 

z ~ z(x,y). (3.1 02) 

Solución: Pcr (3.88), 

Entonces, usando (3.96), 

dS~ jr,xr,[ dxdy [1 + (~:)' + (~;)T dxdy. (3.1 03) 



z 

y 

X 

F 1gura 3.8 La denvada dtrecc•onal. 

.)8 Anti.lisis J.>ectoria/ 

' 
3.6 Derivada direccional y gradiente 

PROBLEMA 3.28 Mostrar que la denvada direcc10nal de <Pix. y. z) en la dirección de la 
curva C puede expresarse como 

rl<h 
-.- "grad Ó·T, 
rls 

donde Tes el vector unitano tangente a C. 

Solución: 

Por cálculo. 

Por ( 3 6g), el vector unitarill T tangente a C en cualqu1er punto es 

T 
dr 

ds 

Ú> . -· ds 

dv 
~j 

ds 
dz k. 
ds 

(/6 fió dx (Jcb dy fJQ dz -·--·--·--
rJs (Jx ds rly ds rlz ds' 

que es la form<.J de un producto escalar de grad tP y T. Por tanto, 

""' grad </>·T . 

.... ~.""' "' .~~' '··',• y •• 

Introduciendo el opm¡úor úif..,.,.cilll. \1 O~ásé Íwbla o del), 

a· . a a ·" 'J = -1 + -.- J·+ --11. 
iiK dy_ · iiz 

el gradiente de t/J se escribe 

(3.106) 

(3.107) 

(3.108) 
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(3.110) . 

PROBLEMA 329 Verificar (3.1 13) 

Solución: Por la defmición de gradiente (3.1 JO), 

'V(<hl/1) o _i!_ (cpf/¡)i. _i!_ (</>1/J)j + _i!_ (</>1/l)k ox ay az 

~ (<h aw + 1/1 aq,); + (<P '!_¡/¡_ + 1/1 aq,)J + (<P al/1 + 1/1 aq,)k ax ax ay ay az az 
~ <h (a,¡,;+ aw i + af/¡ k)+ 1/1 (aq,; + aq, i + aq, k) 

dx ay az ax ay az 
~ cp'iJI/J + 1/Jílcp. 

PROBLEMA 3.30 Mostrar que la magnitud y dirección del gradiente 'V <J¡ es independiente 
del sistema coordenado. Esto es, mostrar que la magnitud del gradiente 1 'V <J¡ 1 es igual al 
valor máximo de la derivada direccional de «x. y, z) y su dirección es la de la rapidez 

máxima de crecimiento de la función 4>. 

Solución: Por las definiciones de derivada direccional (3.106) y el producto escalar 
( 1.25), la derivada direccional de <J¡ en el punto (x, y, z) es 

aq, -¡;;- o v q, . T o 1 'V <h l 1 T 1 e os e o 1 v ct> 1 cos e, (3.1 14) 

donde 8 es el ángulo entre 'Vcp y el vector unitario T tangente a la curva C. Corno -1 ""cos 

() ~ 1, a<J>;as es máximo cuando 8 =O, i.e., cuando la dirección de Tes la dirección de 'íJ4> y 

act> [ o 1 'V o [. as 
max 

(3.!!5) 

Asi que la magnitud del gradiente es o~/asl,..x y su dirección es la de la máxima rapidez 
de crecimiento de la función 

PROBLEMA 3.31 Si <J¡(x, y, z) es una función escalar y 'V <J¡ ;é O en un punto P en el 
espacio, entonces mostrar que 'V <J¡ es perpendicular a la superficie S defmida por 

ch(x,y,z) =e, (3.II6) 
donde e es una constante. 

Solución: Usando (3.94) del problema 3.25, un vector unitario normal n para la 
superficie S definida por (3.1!6) es 

'· 
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(3.117) 

Entonces, conclutmos que ílif> es perpendicular a S. 

Solución altarna: Si suponemos que una curva C del espacio, situada en una superficie S 

está representada por 
r(r) = x(r) i + y(t)j + z(r)k, 

entonces por (3.116) tenemos, para e constante, 

cf>[x(t), y(t), z(t)] -c. 

Diferenciando esto con respecto a t, 

aq, x'(t) + aq, y'(t~+ aq, z'(t) = 'ílci> ·r'(t) =O, 
ax ay az 

donde por (3.40), el vector tangente a e en pes 

r'(r) = x'(t)i + y'(t)j + z'(t)k. 

Por otra parte, (3.118) implica que ílV>lr'(t), i.e., es perpendicular a e en P. 

(3.118) 

Este razonamiento se puede aplicar a cualquier cuiVa suave sobre la superficie S que 
pase por P. Por consiguiente, í/if> es perpendicular a todas esas curvas en P, lo que puede 
cumplirse sólo si í/if> es perpendicular a la superficie S. 

PROBLEMA 3.32 Hallar (a) la derivada direccional de V>(x, y, z) = x 2 + y 2 + z2 en la 
dirección deP(l, 1, O) a Q(2, 1, 1) y (b) su valor máximo y dirección en(!, 1, 0). 

Solución: (a) Sean r 1 = [1, 1, O] y r2 = [2, 1, !]los vectores de posición que representan 
los puntos 1'0, 1, O) y Q(2, 1, 1) y sea T el vector unitario en la dirección de P hacia Q. 
Entonces por la defmición de vector unitano y (2.23), 

T= 
(2 -l)i + (1-l)i+ (1-0)k 

[(2- 1)' + (1 - 1)' + (1 - 0)']'1, 

Por otra parte, por (3.110) con 1/>(x. y, z) dado, 

ílc,b = 2xi + 2yj + 2zk. 

Así que en (1, 1, O) el gradiente es 

ílc,b = 2i + 2j +O k= [2,2,0], 

y su magnitud es 

1 íl c,b 1 = (2' + 2' + 0)'1, = 2 ,fi. 

i + k 

y2 
1 1 

=-1+-k 
,fi ,fi 

= [~. o.~J. 

Por consiguiente, por (3.1 06) la derivada direccional de V> en (1, 1, O) es 

aq, (1) (1)-as = íl cf> • T = (2) ,fi + (2)(0) + (O) ,fi = ,¡2. 

:'-" 
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Esto significa que el valor de~ se incrementa en ,fi por unidad de distancia mientras pasa 

de 1'(1, 1, O) a Q(2, 1, !)_ 
(b) El valor máximo de a~¡as en ( 1, 1, O) es 1 !l.~ 1; 2..fi y su dirección es la de !l.~ 

; [2, 2, 0]. 

PROBLEMA 3.33 Hallar un vector unitario n normal a la superficie dada por z; x' +y' 
en el punto (1, O, 1 ). 
Solución: Como z::: x1 + y 2

, la superficie se define como 

.p(x,y,z)=x'+y'-z; O. 

El gradiente es 'V.P; 2xl + 2yj- 11. 

Así en (1, O, 1), "iJ.P; 2 i- 11. Por tanto, según (3.117),el vector unitario es 

n-.5!.:/!_; 21-k ;21-11;[.3._ 0 _ __!__] 
- I"V.PI [2'+0+(-1)']11 ,¡5 ,¡5' ' ,¡s. 

Soluci6n: .Sea a= [a 1, a2 , a3 ]; puesto que r = [x, y, z], 

Así que, 

V (a · r) = _i_ .(a 
1 
x • a 1 y +a, z) i + .!.._ (a

1 
x + a 2 y + a, z) j + _j_ (a 1 x + a 2 y + a, z) k 

flx fly flz 

=a. 

Soluci6n: Sir= xi + yj + zk, entonces su diferencial es 

dr; dxl + dyj + dzk. 

Por (3.110), 9~ = :!i + :;j +:~k. Por consiguiente, tomando el producto escalar, 

ii<f> aq, aq, 
'í/.P·dr;- dx +- dy +- dz =d.P. a. i!y az 

PROBLEMA 3.36 Si ~ = t/>(x, y, z, r), mostrar que 

d.p = dt·"í/.P + i!.p dt. 
iit 

(3.122) 

Solución: So~= t/>(x, y, z, 1), entonces, por procedimientos de cálculo su diferencial es 
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d<f> = a</> dx + a<f> dy + a</> dz + a</> dt. 
ax ay az at 

Por los resultados del problema 3.35, 

d<f> = 0i/</>)·dr + a"' dt 
at 

=dr·'V</>+ a"' dt. 
at 

PROBLEMA 3.37 Hallar 'ílt/l si t/l = r = Ir 1 = (x2 + y2 + z2 )
112

• 

Soluci6n: La superficie defmida por t/l = r = (x2 + y 2 + z2 )
112 =constes una esfera 

con centro en el origen (0, O, 0). Por consiguiente, de acuerdo con el resultado del problema 
3.31, 'í7 res normal a la esfera y por lo tanto es paralelo al vector de posición r = [x, y, z ]. 
Así, podemos escribir 'ílr = kr. Por (3.120), 

Así que 

y por tanto 

dr='Vr·dr=kr-dr=krdr. 

1 
k=-. 

r 

donde e,. es el vector unitario en la dirección del vector de posición r. 

Soluci6n altarna: Por(3.110) el gradiente es 

'Vr = \J(xl + yl -1- z2)~ 

(3.123) 

a y, a ., a ., 
= _ (xl + yl + zl) 2 i + _ (xl + yl + zl)'l j + _ (xl + yl + zl)'l k 

ax ay az 
1 2x . 1 

=- l +-
2 (xl + yl + zl)~~ . 2 

1 
=- r 

r 

=e,. 

PROBLEMA 3.38 Si t/l = I/>( u), donde u= u(x, y, z), entonces mostrar que 

'í7 </> = 'í7 </>(u) = <f>'(u)'\7 u. 

Soluci6n: Por (3.11 0), el gradiente es 

'17</> = 'ílr/>(u) = acp 1 + a</> J +a</> 11 ax ay az· 

"-'( ) a u 1 "-'( ) au ' a u =., u - + ., u - J +</>(u) -k 
ax ay az 

=</>'(u) (a u 1 + a u j + a u k) 
ax ay az 

= <f>'(u)'\7u. 

(3.124) 
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PROBLEMA 3.39 Sir= 1 r 1= (x2 + y 2 + z2
)

112
, hallar Vr" y·V(l/r), donde n es cualquier 

número real. 

Solución: Sea~= 1/l(r) = r". Entonces por (3.124) y el resultado (3.123) del problema 

3.37, 

d 
'V(r")- - (r")'Jr ~ nr"- 1 'Vr 

dr 

Haciendon=-1 en(3.125), 

3.7 El operador V 

3.8 Divergencia de una función vectorial 

PROBLEMA 3.40 Si f y g son .dos funciones vectoriales, mostrar que 

'V ·(1 + g) ='J. 1+ 'V.g. 

(3.125) 

(3.126) 

(3.128) 
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Solución: Sean f = [{1./2./3 ) y g = [g" g2 , g3 ). Entonces, 

r +e= u,+ g,)l + (1, + g,)J + (t, + g,)k. 

Por (3.127), 

a a a 
17. <r + el = - u, + g,) + - <t, + g,l + -a u, + g,) ax ay z 

= (at, + at, + at,) + (ag, + ag, + ag,) 
ax ay az ax ay az 

=17·f+l7·c. 

PROBLEMA 3.41 Sir es el vector de posición, hallar la divergencia íl• r .. 

Solución: Sir= xi + yj + zk, entonces por (3.127), 

17·r= ax +ay+ az =3. 
ax ay az (3.129) 

PROBLEMA 3.42 Hallar la divergencia de f = xyzi + r y 2 zj + yz3 k. 

Solución: Por (3.127),la divergencia es 

a1, a1, at, 
div f=l7·f=- + -+-ax ay az 

a a a 
= - (xyz) + - (x'y'z) + - (yz') ax ay az 
= yz + 2x 2yz + 3yz2• (3.130) 

PROBLEMA 3.43 Verificar (3.131 ). 

Solución: El gradiente es 

17<h = aq, 1 + aq, J + aq, k. 
ax ay az 

Entonces. 

div (grad cf>) = 17. (llcf>) = .i.. (a eh)+ .i.. (a"')+ .i.. (aq,) ax ax ay ay az az 
a•q, a•q, a•q, 

= -- + --+ --. ax• ay• az• 
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PROBLEMA 3.44 Mostrar que la función 1/r, donde r= 1 r 1= (x2 + y 2 + z2
)

112 es una 

función armónica, siempre que r '#= O. 

Solucibn: Claramente 1/r es continua, puesx2 ,y2
, z2 y r son continuas. Entonces por 

(3.131), el Laplaciano es 

Por otra parte la primera y la segunda derivadas parciales de 1/r con respecto a x son 

a _v, _3, 
_ (x2 ... yl + zl) 1 = -x (x:z + y:z + 2 2) '2, 

ax 
a• ., a .~, 
-- (x' +y'+ z'¡-o =- [-x(x' +y'+ z')- •] ax' ax 

= 3x:z(xl + y:z + zl)-5~- (x:z + y:z + z:z)-% 

= 3x2 r-5 -r-1
• 

De modo similar, las segundas derivadas parciales de 1/r con respecto ay y a z son 

a 2 
11 

ay:z (xl +yl + zl)-'2 = 3ylr-$ -r-l, 

~ (x:z + yl + z:z)-~ = 3z:zr-s -r-'. 
az' 

(3.134) 

(3.1~5) 

(3.136) 

Como x, y, z y r son continuas, las segundas derivadas parciales son continuas también si 

r*O. 
Agregando (3.134-6), 

'V' ( ~); 3r-• (x' +y'+ z')- 3r-•; 3r-'r'- 3r-• ; 3r-• - 3r-• ; O, (3.137) 

con tal que r *O. Así que se satisface la ecuación de Laplace y la función 1/r es armónica. 

3.9 Rotacional de una función vectorial 
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PROBLEMA 3.45 Si f y g son dos funciones vectoriales, mostrar que 

11 , Cl • el = 11 , 1 • 11 ' c. 

Solución: Sean f = (/1.[2 .[3 ] y g = (g, g2 , g3 ]. Entonces, 

1· g ~ (f,. g,)i. (f, t ¡¡,)j- (f,- ¡¡,)k. 

Por consiguiente, 

[
il(f,- g,) d(f, • ¡¡,) ] 

11 > (1. g) ~ . - . . ... 
dy dz 

~(di,- di,, ... )·{dll,- il_ll ..... ) 
rly dz dy dZ 

=11xi~'V'xc. 

PROBLEMA 3.46 Si res el vector de posición, hallar 'V X r. 

Solución: Como r = xi + yj + zk, por (3.138) el rotacional es 

j k 1 

'V ).. r = 
a d d = o. ax dy dz 

X y z 

PROBLEMA 3.47 Hallar el rotac10nal de f = xyzi + x 2 y 2 zj + y:3 k. 

Solución: Pur ( 3.138). el rutacmnal es 

j k 

\1 ' r = 
il rl il 

dx ny iiz 

xyz xlylz yz' 

[j}_ (yz')- }!__ (x'y'z)]i-
rly d z [.i!._ (xyz)- ~ (yz')]j 

dz dx 

- [.i!... (x'y'z)- .i!_ (xyz)]k 
rl X dy 

= (z' - x'y') 1 - (xy) j • (2 xy'z - xz) k. 

PROBLEMA 3.48 Verificar (3.142) 

Solución: El gradiente de 4> es 

(3.140) 

(3.141) 
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'íl"' = ilq, 1 + aq, J + aq, ... 
ax ay az 

Por consiguiente, suponiendo que 4>tiene segundas derivadas parciales continuas, 

j k 

'íJ X (JJ<P) = 
a a a 
ax ay az 
aq, aq, aq, 
ax ay az 

( 
a•¿, a•q,). ( a•q, a'ch) ( a'ch a•q, ) 

= ay áz - az ay 1 + az ax - ax az j + ax ay - ay ax k 

=0 

pues las segundas dérivadas son continuas y por lo tanto, 

a•q, a•q, a•q, a'ch a•q, = a•q, 
ayaz = azay' azax = axaz' axay ayax 

PROBLEMA 3.49 Verificar (3.143). 

Solución: Si f; [ 1 i + [ 2 j + f 3 k, entonces por (3.138) su rotacional es 

'íl x 1 =(a E. _ a E,) 1 +(a E. _ a E,) J +(a E, _~)k. 
ay az az ax ax ay 

67 

Por lo tanto, suponiendo que f tiene segundas derivadas parciales continuas, por (3.127), 
la divergencia del rotacional es 

a1 t3 0 2 f2 a:tl a:tl a:¡: a:tl 
=-----· -----+-----axay axaz ayaz ayax azax azay 
=o 

pues las segundas derivadas son continuas y por lo tanto, 

a:t, a2 t
1 

axay = ayax' 
a1 t2 a1 12 

axaz = azax' 
altl a:¡i 

ayaz = azay 

PROBLEMA 3.50 Mostrar que si 8; \1 X A, entonces A no está unívocamente determinada 
por B. 

Solución: Si 1J¡ es una función escalar arbitraria~ sea 
A' = A+ í]tf;. 

Entonces por (3.140) el rotacional de A' es 

'íJ x A'= 'íJ x (A+ 'ílt/J) 

= 'íJ X A+ 'íJ X {'ílt/J) 

='ílxA 

(3.144) 

(3.145) 
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pues 'i7 X ('i7 oJ¡); O por (3.142). Así que B se puede expresar como B; 'i7 X A' ,lo que 
indica que A no está determinada unívocamente a partir de B, pues oJ¡ es arbitrario. 

3.1 O Operaciones con V y algunas identidades 
vactoriales 

PROBLEMA 3.51 Determinar el significado que puede asignarse a (f•'il)<f¡ y (f•ll)g. 
(Véase problema 3.35). 

Soluci6n: Como 'i7 es un operador diferencial con respecto a las coordenadas en e( 
espacio; sólo opera con lo que le sigue .Así que interpretamos (f•'i7)</J como producto 
vectorial del vector f con el gradiente V</J; i.e., 

(f·V)cp = f·{'ilcf>). (3.146) 

Se pueden obtener resultádos similares interpretando a 'i7 como un vector simbólico; i.e., 

V = .i._ 1 + ~ i + ~ k. ax ay az 
Entonces tomando su producto escalar a izquierda con f, 

a a a 
f·V=I-+f-+f-• ax 2 ay l az (3.147) 

Así que, 

(f·V)</> = (1, ~ + t, ~ + f, ~)</> ax ay az 
aq, a¿, a¿, 

= '· - + f, - + f, -ax ay az 
= f·{Vcf>). 

Como 'ilg no está definida, usamos el operador diferencial (3.147) que opera sobre 1 
para obtener 

(1 · Vl g = (¡, ~ + i, ~ + i, ~) g \ ax ay az 

=t~+ta'+ta'. 1 ax 2 ay 3 az (3.148) 

PROBLEMA 3.52 Hallar (f·'i7)</J y (f·'il)g en ( 1, 1, 1) si f; -;vi + xj + zk, g = 3xyz2 i 
+ 2xy3 j -x2yzk y <f¡=xyz. 

Soluci6n: Como 



Cálculo diferencial vectorial 

\)$ = ~ (xyz)i + -f- (xyz)j + ~ (xyz)k = yzi + xzj + xyk, ax ay az . 
tenemos 

(f·V)d> = f·\)d>= (-y)(yz) + (x)(xz) + (z)(xy) 

Portantoen(l,l,l), (f· \?)<J>=-1 + 1 + 1 =l. 
Multiplicando f • \7 porga la derecha da 

(1 · \)) g = (-y) ~ (3xyz'i + 2xy'j- x'yzk) ax 

+ (x) ji_ (3xyz'i + 2xy'i- x'yzk) 
ay 

+ (z) ji_ (3xyz'i + 2xy'j- x'yzk) 
az 

= (-y)(3yz'i- 2y'j- 2xyzk) + (x) (3xz'i + 6xy'j- ·x'zk) 

+ (z) (6xyzi - x'yk) 

= (-3y 2z 2 + 3x 2z 2 + 6xyz2 )i + (-2y• -L 6x2y2)j 

+ (2 xy 2 z - x 1z - x 2yz) k. 

En ton ces en (1, .1. 1 ), 

(1·\))g = (-3 + 3 + 6)i +(-2 + 6)j + (2 -1 -l)k = 4j = [0,4,0]. 

PROBLEMA 3.53 Sir es el vector de posición, mostrar que 

(1 · \J) r = f. 

Solución: Si r=xi + yj + zk, entonces 

a. ar ar 
(1 · 'V)r = f - + f - + f -1 rlx 2 ay 1 az 

=i¡i-flj-/lk 

= f. 

PROBLEMA 3.54 Mostrar que 

(dr·íl)l= df. 

Solución: Por (3.147), 

iJ a a 
dr·íl=dx- +dy- ~dz -. ax ay dz 

Por consiguiente, 

ac a1 ac 
(dr·\7)1 =dx- + dy- + dz-ax ay az 

a1 ar ac 
= - dx - - dy - - dz ax ay az 
=di. 

PROBLEMA 3.55 Si f = f(x, y, z, t), entonces mostrar que 
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(3.149) 

(3.150) 
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élf 
d r = (dr. 17) r + - dt. 

éit 

Soluci6n: Como f = f(x, y, z, t), tenemos por la definici6n de diferenciales, 

ar ar ar ar 
df =- dx +- dy +- dz +- dt 

éix ay éiz at 
ar ar ar ar 

= dx - + dy - + dz - + - dt 
élx ély az éit 

ar 
= (dr· 'i7)f +- dt. 

éit 

(3.151) 

PROBLEMA 3.56 Determinar el significado que puede darse a (f X 'V)~ y (f X 'V)g . . 
Soluci6n: Como el operador 'V sólo actúa sobre lo que le sigue, interpretarnos (f X 'V)~ 
como el producto vectorial de f por el gradiente 'V~; i.e., 

(r x 'il)cf> = r x (17cf>). (3.152) 

Se pueden obtener resultados similares interpretando 'V como un vector simbólico; i.e., 

'i7 = .i_ 1 + .i_j + .i_k. 
ax éiy az 

Como f X 'í/ es un operador, 

j k 

r x 'í/ = t, t, t, 
a a a 

ax ay az 

= (t .i_ - t .i_) 1 + (t .i_- t .i_) J + (t .i_- t .i_) k. (3.153) 2 az 3 ay , ax 1 az 1 ay 2 ax 
Así que, 

(fx 'i7)ch = [(t, .i_ -t, .i_)i+ (t, .i_ -t, .i_)j + (t, .i_-t, .i_)k]cp az ay ax az ay ax 

= (t, '!.:t:..- t, aq,) 1. (t, aq, - t, a¿,) J + (t. ac¡,- t, ac¡,)k az ay ax az ély ax 

= r x ('í/ci>). 

No se asigna definición alguna a (f X 'V )g ya que éste es un tipo de operador difere!'cial 
con cantidades vectoriales. 

PROBLEMA 3.57 Si f y g son dos funciones vectoriales, mostrar que 

(f X 'í/) • g = f • ('i7 X ¡). 

Soluci6n: Por (3.153), 

(3.154) 
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{( X 'i7) • g = (t, .!.... - t, .!....) (1• g) + (t, .!.... - t, .!....) (j • 11:) az ay ax az 

+ (t . .!.... - t, .!....) (k . g) ay ax 

( 
ag, ag,) ( ag, a¡¡,) ( a¡¡, a¡¡,) 

= t --f- + t --t- + t --f-
l az S ay S ax 1 az 1 ay 2 ax 

=t, (a¡¡,_ a¡¡,)+t,(a¡¡, _ ag,)+t,(a 11, _a¡¡,) 
ay az az ax ax ay 

=f·(Vxg) 

puesi·g=g,,j·g=g2 yk·g=g3 • 

PROBLEMA 3.58 Demostrar que 

v ·<<PO= </>V· r + r ·V</>. (3.155) 

Solución: Como 'J es un operador diferencial, la regla para diferenciación de un 
producto puede expresarse como 

El producto punto Cq¡•(q¡f)significa que fes fijo y 'J opera sobre q¡. De modo similar, 

'J f•(q¡f) significa que es fijo y 'J opera sobre f. Como 'J •q¡ no está defmido, 

V~·(ci>f) = f·V</>, 

Vr· (cf> f) = cf>V ·f. 

Sumando las dos ecuaciones anteriores, 

V·(ci>l) = f·V</J + ci>·VI. 

Solución alterna: Usando componentes, 

a a a 
'V. (cf> f) = ax (epi,)+ ay (</JI,)+ az (</>!,) 

a1, a<t> a1, a4> a1, a4> 
= cf> - + 1 - + "' - + 1 -- + "' - + 1 -ax ' a X ay ' ay az 3 az 

= q, [_¿1, + a1, + at,) + ( 1 aci> + 1 a<t> + 1 a<f>) 
\ax ay az ' a. 'ay ' az 

= cf> 17 . r + r. v <f>. 

PROBLEMA 3.59 Demostrar que 

1] X (cf> f) = <f>l] x f + (Vcf>) X f =</>V X f- f X \1</>. {3.156) 

Solución: Como 'J X (q¡f) = 'Jq¡ X (q¡f) + 'Jf X (q¡f) y 'J Xq¡ no está definido, 
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'ilq, x c<t>r> = ('il</>) x r = -rx 'il</>, 

'ilrx (</>r) = </>'il x r. 

Entonces, sumando estas dos ecuaciones, 

'i/ X (</>f} = ('i/</>) X f + <f>'i/ X ( = </>'i/ X f- (X 'i/c/J. 

PROBLEMA 3.60 Demostrar que 

'i/• (1 X g) = g • ('i/ X f) - ( • ('\7 X g), 

Solución: Podemos escribir 

'J•(f X g) = 'i/p(f X g) + '\lg•(l X g), 

(3.157) 

donde los subíndices tienen el mismo significado de antes; esto es, Vf•(f X g) significa que 
g es fijo y 'V opera sobre f. Por ( 1.77), 

Así que, 

'\7¡• (1 X g) = K• '\7 X 1, 

'ilg·(fx g) = -!·'\7 x g, 

'i/• (f X g) = g • '\7 X ( - ( • 'i/ X g, 

PROBLEMA 3.61 Verificar 

'\7 x (lx g) = !('il·g)- g('\l•f) +(g·'\7)1-(1·'\l)g. (3.158) 

Solución: Como 'i7 X (f X g) ; 'i7 f X (f X g) + 'V g X (f X g), aplicando la regla del 
término central para el triple producto vectorial ( 1.83) da 

Por consiguiente, 

'\7 f X (1 X g) = (g• '\7)1- g('\7• 1), 

'\lg X (f X g) = 1('\l•g) -(f•'J)g, 

'i/ X (f X g) = 1(\)•g) -g(l7•!) + (g•'il)f-(f•l7)g, 

Las cantidades (g • 'V)f y (f ·17)g se definen en (3.148). 

PROBLEMA 3.62 Demostrar que 

'\l(l•g) = 1 X ('\7 X g) + g X (17 X f} + (I•'J)g + (g•'\7)(, (3.159) 

Solución: Aplicamos la regla del término central para el triple producto vectorial (1.83) 
a f X (V' X g), donde la función vectorial fes una constante. Entonces, 

(X ('\7 X g) = '\lg(f·g) -(1•17)g, (3.160) 

Por consiguiente, 

'\lg(l·g) = f X (17 X g) + (l•l7)g, (3.161) 

e intercarnb1ando f y g, 

'\l¡(g• f) = 17¡(1· g) = g X ('i/ X f) + (g•'\7)(, (3.162) 

En consecuencia, usando(3.161-2), 

'\7 (1 · g) = '\7 r( 1 · g) + 17 g(l • g) 

= g X (17 X f) + (X ('\7 X g) + (g•l7)f + (l•'i/)g. 
' 
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PROBLEMA 3.63 Verificar (3.163). 

Solución: Por! a fórmula para el triple producto vectorial ( 1.83), 

A X (B XC)= (A·C)B- (A·B)C; 

entonces haciendo A = B = 'V y C = f, 

\J X (\J X 1) = \J(\)• 1)- (\)•\))( 

= V'(V' ·IJ- V'' r. 

13 

l1.83] 

En lugar de escribir ('V· f)'V, debemos escribir 'V('V • f) de modo que 'V opera sobre f. 
Entonces por (3.163), 

\7'1 = \7(\J• f)- \)X (\7 X f), 

que es la fórmula para calcular \72 f. 

PROBLEMA 3.64 Calcular 'V· L/{r)r]ai res el vector de posición y r = 1 r l. 

Solución: Por (3.155) 

V' · [i (r) rl = 1 (r) V' • r + r ·V' [1 (r)l, 

y por (3.129), 

'V· r = 3. 

Entonces por (3.123-4), 

17[i(r)] = f'(r)V'r = f'(r).!: = ['(r)e,. 
r 

por tanto, puesto que r·r= r, 
n [ ] f'(r) , v · f(r)r = 3f(r) + -- r- r = 3f(r) + rf (r). 

r 

PROBLEMA 3.65 Calcular 'V· (r"- 1 r). 

Solución: Haciendof(r) =,n-I en (3.166), 

V.(rn-1 r)= 3rn-l + (n -l)r"- 1 

= (n + 2)r,_ 1
• 

'Haciendo 11 = -2 en (3.167), obtenemos, parar* O. 

(3.164) 

(3.165) 

(3.166) 

(3.167) 

(3.168) 

. Ahora,' por (3.126) tenemos \7(1/r) = -1/r'. r; por.lo tanto (3.168) indica que para'* O, 

~' ; i 

' ,' ~", -. ,. . ·'·">·"~>-·· '""'-:(3.13?1 . ·' 
·~;±J : :~- ,:: ~ -~~-: .. ·. ,. ' .. .. ~ .... 

PROBLEMA 3.66 Calcular 'V X [f(r)r]. 

Solución: Usando (3.156), 

V' x [i(r)r] = i(r)V' x r + ['Vf(r)] x r. 
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Ahora, por (3.141), 17 X r =O y por (3.165),17Lf(r)] ~ f'(r) r/r. Por tanto, 

f'(r) 
'i1 x [f(r)r) = -- rx r=O 

r 

pues r X r =O por ( 1.58). 

PROBLEMA3.67 Calcular 'il·l7[f(r)) =17'f(r). 

Soluci6n: Por (3.165), 

17 [1 (r)] = f'(r) r. 
r 

Así que por (3.155), 

[
f'(r) ] 17 ·17[f(r)) = 17. -,- r 

= r;r) 17 o r +r·'il [t~(r)] o 

Entonces por (3.129) y (3.165), obtenemos 17 • r = 3 y 

17 [f'(r)] = !. ~ [l'(r)] r = !. [!. l"(r)- _!_ f'(r)] r. 
r r dr r r r r 2 

Así, puesto que r • r = r2 , 

17-17[1(r)] = ~ f'(r) + !.[!. l"(r)- _!_ f'(r)] r·r 
r r r r 2 

= ~ l'(r) + f"(r). 
r 

PROBLEMA 3.68 Calcular 17 •17r" = 17 2 r". 

Soluci6n: Haciendof(r)=r" en (3.170), 

2 d d' 
V· Vr" = 'V 1r" = - - r" + - r" 

r dr dr 2 

= 2nrn-:2 + n(n -l)r"-2 

= n(n + l)r"- 2 • 

Haciendo n = -1 en (3.171 ). tenernos parar* O, 'V 2 
( ~ )= O, que es (3.137). 

PROBLEMA 3.69 Mostrar que 

17 · (c/>17o/J- o/JVc/>) = c/>V'o/J- .PV' e/>. 

Soluci6n: Haciendo f ='V 1/J en (3.155), 

V· (rp V ojJ) = .PV · V.P + V.P · Vr/> = <b'il' ojJ + V.P ·V e/>; 

entonces intercambiando q, y 1/1 en (3.173), 

V· (o/JI7 e/>)= o/117'<1> + Vr/> ·V </J. 

Sustrayendo (3.174) de (3.173) se obtiene 

V· (e/> V o/J- .PV r/>) = c/>V'I/1- 1/JV'<b 

(3.169) 

(3.170) 

(3.171) 

{3.172) 

(3.173) 

(3.174) 
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3.11 Problemas suplementarios 

PROBLEMA 3.70 Sean A(t) =ti + t 2 j + t 3 k y B{t) = i + tj + (1 - t)k. En t = 1, calcular 
(a) A'(t}, (b}(d/dt} (A(t)•B(t}] y (c)(d/dt} (A(t) X B(t)]. 

Respuesta: (a) (1, 2, 3], (b)3, (c)[-1, 1, 0]. 

PROBLEMA 3.71 Mostrar que si las terceras derivadas de la función vectorial f(t) existen, 

entonces 

(a) .!!_ [f(-t) X f'(t)] = ((!)X ("(!), 
dt 

(b) .!!_ [f(t) r'(t) f"'(t)] = [f(t) r'(t) f"'(t)]. 
dt 

PROBLEMA 3.72 Si f(t) X f'(t) =O, entonces mostrar que f(t) tiene una dirección.fija. 

(Sugerencia: Sea f(t) = f{t) e (t), donde e(t) es un vector unitario. Deducir que e(t) X e'(t) 
=Oye(t)·e'(t)=O]. 

PROBLEMA 3.73 Verificar la regla de la cadena para derivadas (3.19). 

PROBLEMA 3.74 Si f= uvwi + uw 2j- v3 k y g = u 3 i -uvwj + u 2 wk, calcular 

a' r · 
(a) -.-.-a en el origen, 

du dv 

a' r a' g 
(b) -.- x -.- en el punto (1, 1, 0). 

d v 2 du 2 

Respuesta: (a) O, (b} (0, -36, 0]. 

PROBLEMA 3.75 Trazar las curvas representadas por las siguientes funciones vectoriales: 

(a) r(t) = eos ti+ sen tj + sen,tk, O S t S 2rr; 

(b) r(t) =a eos ti+ a sen t j + bt k, b >O y O S t < ~: 
. ' (e) r(t)=t'i-ti,-~<t<~. 

Respuesta: (a) Una elipse, (b} una hélice cilíndrica. 

PROBLEMA 3.76 Hallar la longitud de las curvas representadas por las siguientes 
func1ones vectonales: 

(a) r(t) =- cos ti. sen tj; sen tk, O::; t S. 277, 

(b) r(t)=ti +sen 2rrti, eos2rrlk, OSt:.:l, 

(e) r(t)=eos3ti + sen3tj,O:':t:S2rr. 

Respuesta:(a) 3n, (b) \~. (e) 6n. 

PROBLEMA 3.n Hallar el vector unitario T tangente a las curvas representadas por las 
siguientes funciones vectoriales en los puntos especificados: 

(a) r(t)- cos ti+ ser. tj + tk, en t = rr; 

(b) r(t)=(t-%)l+t'i+(l+%)k. ent=l; 

(e) r (t) · a (t - sen 1) i + a (1 -e os t)j, en cualquier punto l. 

Respuesta·(a) [o.-~· ~l (b) [o. J2 .. Jzl (e) (sen ~)i+ (eos~)j. 
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PROBLEMA 3.78 Hallar un vector unitario n normal en (0, O, O) a la superficie S 

representada por z = 3x2 + 4y2
• 

Respuesta: [0, O,-!]. 

PROBLEMA 3.79 Hallar un vector unitario n normal en ( !, !, 1) a la superficie S 

representada por x' + y 2 - z -1 =O. 

Respuesta:[3. 3. - .!.] . 3. 3. 3 

PROBLEMA 3.80 Hallar un vector unitario n normal a la superficie S representada por 
la ecuaciones paramétricas x =u cos v, y= u sen v, z = z(u). 

Respuesta: 1 [-z'(u)cosv,-z'(u)senv, !]. 
v'l + [(z'(u)]2 

PROBLEMA 3.81 Hallar la derivada direccional de !f>(x, y, z) = z' y+ y 2 z + z' x en 
(1, 1, 1) en la dirección de C representada por r(t) = ti + t' j + r'k. 

Respuesta: 18/v'T4. 

PROBLEMA 3.82 Si !f>(x, y, z) = xy + yz + zx, hallar 

(a) íJ eh en (1, 1, 3), 

(b) a eh en (1, 1, 3) en la dirección de [1, 1, 1], as 

(e) la derivada normal~~ ='VtJ¡•n en (1, 1, 3), donde n es un vector unitario normal 

a la superficie S definida por una constante !f>(x, y, z). 

Respuesta: (a) [4, 4, 2], (b) 10/../3, (e) 6. 

PROBLEMA 3.83 Hallar la divergencia y el rotacional de f = (x-y)i +(y- z)j + (z- x)k 
y g = (x' + yz)i +(y' + zx)j + (z' + xy)k. 

Respuesta: 'V • f = 3, 'V X f = [ 1, 1, 1]. 'V• g = 2(x +y+ z) y "V X g =O. 

PROBLEMA3.84 Sit/J=3x2 -yzyf=3xyz2 i + 2xy3j-xyzk,hallaren(l,-l,l), 
(a) \Jó, (b) íl·l, (e) íJ x !, (d) f·ílch, (e) "V-(</>f), (f) íJ x (chf), y 

(g) íJ' ó. 
Respuesta:(a) [6.-1,11. (b) 4, (e) [-1,-8.-5], (d) -15, (e) 1, 
(f) [-3, -41,-351. y (g) 6. 

PROBLEMA 3.85 Si V X f =O, donde f = (xyz)m (x"i + y•¡ + z"k), mostrar que m= O 
o bien n =-l. 

PROBLEMA 3.86 Para un vector arbitrario constante a, y el vector de posición r, mostrar 
que 

(a) íJ-(axr)~O, 

(b) íJ / (a y r) = 2 a, 

(e) íJ (ar·:)- íJ x (a~ r) =O, 

(d) íJ(a·íJ~)·íJx(axíJ~)=o. 
PROBLEMA 3.87 Para cualquier función vectorial f diferenciable y el vector de posición 
r, mostrar que 
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'i7 • (f x r) = r · ('i7 x 1'). 

PROBLEMA 3.88 Mostrar que si rp y 1/1 son armónicas, entonces rp + 1/1 y e r/>, para una 
constante arbitraria e, son también annónicas. 

PROBLEMA 3.89 Si las segundas derivadas de las funciones rp y 1/1 existen, entonces 

demostrar que 

(a) 'il'(<f><J;) = <f>íl'ifl + 27</> • W + iflíl'<f>, (b) 

PROBLEMA 3.90 Si u es un vector unitario constante y fes una función vectorial 
diferenciable, mostrar que u· ['l(f ·u)- 'i7 X (f X u) = 'i7 ·f. 

PROBLEMA 3.91 Si f= 2zi + x2j +xk y rp= 2x2y 2z2 ,hallar(fX 'i7) rp en el punto 
(1, -1, 1). 
Respuesta: [-8, -4, 4). 

PROBLEMA 3.92 Se dice que el campo vectorial fes solenoidal si fes diferenciable y 
'1• f =O; se llama i"otacional si fes diferenciable y 'i7 X f =O. Mostrar que si f y g son 
irrotacionales, entonces f X g es solenoidal. 

PROBLEMA 3.93 Si rp y 1/1 son funciones escalares que tienen segundas derivadas 
continuas, entonces mostrar que 'i7rp X 'i71/1 es solenoidal. 

PROBLEMA 3.94 Si rp es armónica, entonces mostrar que 'i7t/l es solenoidal e irrotacional. 

PROBLEMA 3.95 Si cf = '1 rp, donde e es una constante, entonces mostrar que f • 'i7 X f =O. 

PROBLEMA 3.96 Mostrar que si fes cualquier función vectorial diferenciable, entonces 

1 cr. íl) r = - 'i7 cr. o - r x ('i7 x o. 
2 

PROBLEMA 3.97 Mostrar que para funciones escalares diferenciables cualesquiera u(x,y, z), 
v(x, y, z) y w(x, y, z). 

tlu a u tlu - - -ax ay az 

[íl u 'i7,. 'i7 w J = 
,¡.. av av -ax ay az 
aw aw aw 
- -ax ay az 

Este se llama el Jacobillno de u, v, w y se denota por 

j [(u, V, w)l = a(u, V, W) • 

(x,y,z)] a(x,y,z) 

PROBLEMA 3.98 Demostrar que una condición necesaria y suficiente es que el jacobiano 
de u, v, w se anule para u, v, w para ser funcionalmente dependiente; esto es, u, v, w satisfacen 
la ecuación F(u, v, w) =O. 

PROBLEMA 3.99 Verificar que u =x +y, v =x -y+z, y w=(2x + z)2 ·+ (2y -z)2 son 
funcionalmente dependientes. 
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CALCULO 
INTEGRAL 
VECTORIAL 

4.1 Integrales de línea 
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PROBLEMA4.1 Sitf>=xy,calcular l lf>drdesde(O,O,O)hasta(l,l,O)alolargode 

(a) la curva e especificada por y= x'. z =O y (b) la recta e que une (O, O, O) y (1, l. 0). 

Solución: (a) La curva e puede representane paramétricamente por 

x = t, y = t 2
, z = o, O $_ t $. 1. 

Por consiguiente, a lo largo de esta trayectoria, 

dr = dx i + dy j + dz k= dt i + 2t dt j 

y tf> = (r) (r) = r'. Entonces, 

r<t.l .. O) J.' J, cpdr = 

0 

t'(i + 2tj)dt 
(0, o, 0) 

= i 1' t' dt + j 1' 2t' dt 

1 . 2 . 
=-J+-J. 

4 S 

(b) Por el resultado del problema 3.15,la línea recta e que conecta (O, O, O) y 
(1, 1, O) puede.representarse paramétricamente por x = t, y= t, z =O, O.;; t.;; l. 

Por lo tanto, a lo largo de esta trayectoria, 

dr = dx i + dy j + dz k= dt i + dt j 

Y <P = (tXt) = t'. Entonces, 

r(l.I.O) r¡ 
), dJdr = J. t'(i + i) dt 

(0,0,0) 

= i i' t' dr, ji' t' dt 

1 . 1 . 
= 3 1 

-t- 3 J. 

PROBLEMA 4.2 Calcular ~ dr a lo largo del circulo representado por x' +y' =a', 
e . 

z =o. 
Solución: Por el resultado del problema 3.13, el círculo de x' +y' =a'...,= O puede 
representarse paramétricamente por 

x = a cos t, y= a sen t, z =O, 

Por consiguiente, 

.\"' 

·.;: . 
'· 

í~ 
. ·~t 

"' -:• 
·! 

' ., 
' ~ 
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Entonces, 
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dr = dx 1 + dy j + dz 11 =-a sen t dt 1 +a cos t dt J. 

pdr= 1'" (-a sen t 1+ a cos tj)dt 

. = i i'" -a sen t dt + i i'" a cos t dt 

= i a cos ti~'I'T +jaSen ti~'I'T 

= l(a- a) + j(O- 0) 

=0. (4.8) 

PROBLEMA 4.3 

que 
Si Tes el vector unitario tangente a lo largo de una curva C, mostrar 

1 f·dt= 1 f·T ds. 
e e 

(4.10) 

Solución: Si en (3.38), t =S es la longitud de inco de e medida desde algún punto fijo, 
entonces e puede representarse por 

r(s) = x(s)i + y(s)j + z(s)k, a S s S b. 

Por (3.68) el vector unitario tangente Talo largo de Ces 

T = dr. 

Entonces, por (4.12), 

Por lo tanto, 

ds 

dr 
dr =- ds = T ds. 

ds 

( f·dr=l (.dr ds= ( f·Tds. 
)e e ds Jc 

'(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

Como el producto vectorial f·T es igual a la componente de f en la dirección de T, 
i.e.,la dirección de C, (4.1 O) muestra que la integral de línea de fes equivalente a la 
integración de la componente tangencial de fa lo largo de C con respecto a la longitud de 
arco. 

PROBLEMA 4.4 Si f = [ 1 (x, y, z)i + f 2 (x, y, z)j + [ 3(x, y, z)k, mostrar que 

1 r. dr = L u. dx + f, dy + f, dz). 

Solución: Como dr = dx i + dy j + dz k, 

f·dr= f, dx + 12 dy + f, dz, 

(4.1 S) 



Oilaúo integral llfCtorial 81 

y por consiguiente, 

L r. dr = 1 u. dx + t, dy + f, dz). 

PROBLEMA 4.5 Si f=x2 i + yj +xyzk,calcular L f•dr desde (O, O, O) a (1, 1, l)a lo 

largo de (a) una recta que conecta estos dos puntos y (b) un camino e, como se muestra en 
la figura 4.1, que consiste en tres segmentos de recta e,. e,, e3 que ligan estos dos puntos 

vía (1, O, O) y (1, l. m 

Solución: (a) Por el resultado del problema 3.15,1a recta e que conecta (O, O, O) y 

(1, 1, 1) puede representarse paramétricamente por 

X= t, y= t, 2 = t. 

Por consiguiente, la curva C está representada por 

r = 1 i + t j + 1 k, O S: t s: l. 

En ton ces, a lo largo de esta trayectoria, 

dr = dt i + dt i + dt k, r = t 3 i + t j + t'k, 

así que, 

(b) En este caso, 

r f·dr=f f·dr+1 f·dr+i f·dr. 
Jc c 1 C 2 C 1 

Para C 1, dr = dx i y f = x1 i; p~r consiguiente, 

1 x2 dx = -. 
3 

Para e, dr = dy j y f= (1)2 i + yj = i + yj; por consiguiente, 

1 f·dr=l' ydy=.!.. 
e o 2 
' 

Para C3 , dr = dz k y f= (1)2 i+ (l)j + (I)(I)zk = i + j + zk; por tanto, 

1 f·dr= f 
e, o 

1 
z dz = -. 

2 

Así que, 

PROBLEMA 4.6 Si f = xi + 2yj + zk, calcular L f ·dr desde, (O, O, O) hasta (1, 1, 1) a 

lo largo de (a) una recta que conecte estos dos puntos y (b) una trayectoria e, como 

• 

(1' 1' 1) 

(0' o' o. !Jl "---+--~~-- -
e, O le, .,...,.,...... y 

1 / 
1/ --------

(1,0,0) e, (1, 1.01 

F1gura 4.1 Solución al problema 
4.5. 

-· -: 
-~-~-

,· 

·,:;-
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se m~~<r.traen la fisura 4.1, que comiste en treuegmentos de recta C., C2 , C3 que ligan 
estos den puntos vía (1, O, O) y (1, 1, O). (Cf. prob. 4.5). 

Soluci6n: (a) Porlos resultados del problema4.S, 

dr = dt 1 + dt J + dt k. 

Como la representación paramétrica de f es f = ti + 2tj + lk, la integral es 

L f· dr = l' (t + 2t + t)dt =J.' 4t dt = 2. 

(b) Para una trayectoria C, consistente en segmentos lineales C1, C2 , C3 , 

1 f·dr=·l f·dr+ l f·dr+ L f·dr. 
e c 1 c 2 e, 

Para C ~ dr = dx i y f = .xi; por consiguiente, 

L f·dr=l' x dx = ~. 
el o 2 

Para C2, dr = dy j y f = i + 2y j; por consiguiente, 

L f·dr=f.
1

2ydy=l. 
e, o 

Para c., dr=dz k y f=i + 2j + zk;por consiguiente, 

Así que, 

l f·dr= r• z dz= ~. 
e, Jo 2 

i r · dr = ~ + 1 +!. = 2. 
e 2 2 
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PROBLEMA 4.7 Hallar Pcr·dr a lo largo del círculo C representado por x2 + y 1 =ti', 

z=O. 

Soluci6n: Con n.ferencia al problema 4.2, la ecuaci6n panunétrica de la curva es 

r = a cos 1 i + a sen 1 j, O $ 1 $211. 

Por consiguiente, dr =-a sen t dti +a cos t dtj. Entonces 

r. dr = - a 2 cos t sen t dt + a 2 sen t cos t dt = O dt = O. 

Por lo tanto, 

PROBLEMA 4.8 Si f = [ 1 i + [ 2j + [ 3 k, mostrar que 

Soluci6n: 

L r X dr = 1 L (f, dz- f, dy) + J L (f, dx- f, dz) 

+ k L (f, dy- f, dx). 

Por (2.27), el producto vectorial de f con dr es 

1 j k 

fxdr= 11 12 fs 

dx dy dz 

= l(f, dz- f, dy) + J(f, dx- f, dz) + k(f, dy- f, dx). 

Por lo tanto, la integral es 

(4.16) 

(4.17) 

L r X dr = i L (f, dz- f, dy) + j L (1, dx - f, dz) + k L (f, dy - t, dx). 

PROBLEMA 4.9 Calcular~ r X dr a lo largo del círculo representado por x 2 +y, = a1 , 

z= O. 

Soluci6n: Con referencia al problema 4.2, C se representa pararnétricarnente por 

r= acos ti+ a sen tj, O~ t $2rr, 

y por consiguiente, dr =-a sen t di i +a cos t di j. Así que 

J 
r x dr = a cos t a sen t 

k 

o 
-a sen t dt a cos t dt O 

= k(a 2 cos 2 t + a 2 sen 2 t) dt 

= a 2 dt k. 

De modo que integrando sobre C, 

,-;._ 

··::( 
·'· 

- . .:.::. 

. -.~, ... -
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~ r x dr = [" ~~· ;¡; = h;J.•" dt = 2"a'll, (4.18) 

lo que muestra que el resultado es un vector en la dirección de z con magnitud 2wa', que 
es el doble del área de un cír~ulo.' (Véanse problemas 4.68 y 4.69). 

4.2 Integrales de superficie 

; ':",-

. ~=!s.~· 
.j., 

PROBLEMA 4.10 falcular JI dS subre la parte z >_o de la esferax2 + y 2 + z2 =~:t':: 
S .• o·,,.;"t.<"'i'§, 

Solución: Pnr el resultado del problema 3.26, la esfera x 2 + y 2 + z2 = a 2 puede 
representarse paramétricamente cambiando 8 en u y~ en v. Así que, 

r(u, v) =-a seo u cos vi -+ a sen u sen v j +a cos u k, 

donde O.;; u.;; tr, O.;;; v .;;; 2tr. El elemento diferencial dS del área de la superficie es 
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d~ =fu X fv cJudv 

= a 1 sen2 u cos v dudv i + Et sen 2 u sen v dudv j 

+ a 1 sen u cos a dudv k. 

85 

{4.23) 

Como S es la parte de la esfera donde z >O, el recorrido u debe cambiarse a O.;; u.;; tr/2 

pues cos u <O para tr/2 <u.;; tr. Por consiguiente, 

JJ 12"1"12 
dS = · fu x r v dudv 

S O O 

12.,. f"/2 
= i 

0 

Jo a
2 

sen
2 

u cos 12"1"/2 v dudv + j 

0 0 

az sen:z u sen v dudv 

(2"1"/2 
+ k Jo 

0 

sen u cos u dudv. 

Como i2

" cos v dv ~ i2

" sen v dv ~ O, 

12

" i"12 
a' sen' u cos v dudv ~a' i 2

" cos v dv 1"12 
sen' u du ~O, 

i
2"i"12 i 2

" 1"12 
a 2 sen2 u sen Vdudv= a 2 sen vdv sen 2 u du =O, 

00 ~·~ o o 

12"1"/2 a2 sen 
o o 

u cos u dudv ~ a' i 2

" dvf.'"
12 

sen u cos u du 
o o 

f"/2 
= 2rra2 Jo sen u cos u du 

1
"12 

= 2rra2 

0 

sen u d (sen u) 

1 1"/2 = 2rra2
·- sen 2 u 

2 o 

=2rra2 ·.!_ 
2 

Por consiguiente, 

(4.24) 

lo que muestra que el vector resultante está dirigido en la dirección de z y tiene magnitud 

tra2
, i.e., el área rodeada por la intersección de la esfera con el plano xy. {Véase figura 4.2). 

PROBLEMA 4.11 Mostrar que sobre la esferax2 +y'+ z' =a', 

ff dS ~O. 
S . 

{ 4.25) 

!~ 

~-

.·· . -•· 
·( 

-~~ 

z 

dS 

• 
F1gura 4.2 La esfera del problema 

4.10. 

... 
;'': 

' ... 
:1: 
"l :;.¡ ,. :1 
p 
~ 
.') . ·~ 

.. 
) 
'í 

ü 

.. 
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Soluci6n: Si S 1 y S2 son las partes de la esfen.r2 + y 2 + z2 =a' para las cuales z > O 
y z <O respecttvamente, entonces 

fJ ds = ff ds + fJ ds. 
s s 1 S 2 

Por! os resultados del problema 4.10. 

JJ dS = rra'k. 

s, 

(4.24) 

ParaS,, puesto que z <.0, el recorrido de u en(4.22) y por lo tantoen(4.23),es ff(l.;u 
.;¡;; 11'. Entonces, 

Jf dS = I'" L" r. x·r. dudv, 
S O W/2 • 

y por cálculos similares, 

1'" 1" I'" r" a 2 sen 2 u cos v dudv = J~ a 2 sin2 u sen v dudv =O, 
o 'ff/2 o 'fF/2 

I'~f_11 
a2 sen u cos u dudv = 2rta2 

• !_ sen2 u 1'" = 2rra2 
{_ !.) = -I'TB 2• 

o ~ 2 ~· \ 2 

Por consiguiente, 

Sumando ( 4.24) y ( 4.26), 

JJ dS = _;,a'k. 

s, 

.ff dS = rra2 k- rra 2 k =O. 

S 

(4.26) 

La relación ( 4.25) es válida para cualquier superficie cernda. (Véase problema 4.50). 

PROBLEMA 4.12 Si S se represenll: por r(u, v), mostnr que el flujo de fa trttm de~ ea 

JJ f·dS= JJ [rr. r.l dudv, (.4.28) 

S R,. 

donde [fr. r.] = f· '• X r. es el triple producto escalar y R •• es la región en (u, v) que. 
corresponde a S. 

Solución: El elemento diferencial de área de la superficie es 

dS = ru X r., ducJv. 

Por consiguiente el flujo de fa través de S es 

• 1 

'·. 
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Jfr-dS= Jf l·ruxr.duciv= JJ[Irurvlduciv. 

S Ruv Ruv 

PROBLEMA 4.13 Si f = cos u cos vi+ cos u sen v j- sen u k, donde O<;; u<;; 1r y 

O .; v .;; 2tr, calcular J J f • dS sobre la parte de la esfera x 2 + y 2 + z2 = a2 para la cual 

z>O. s 

Solución: 

son 

Por el problema 3.26, las componentes del vector que genera la superficie 

ru = a cos u cos vi + a cos u sen v j -a sen u k, 

rv =-a sen u ser. Vi+ a sen u cos v j. 

De acuerdo con la defmición de triple producto escalar (2.53), 

COS U COS V cos u sen v -sen u 

[r ru rvl = a cos u cos v a cos u sen v -a sen u =O, 

-a sen u sen v a sen u cos v O 

Como las filas primera y segunda del detenninañte son proporcionales, su vOlar es cero. En 

consecuencia, por ( 4.28) 

ff 1-dS=O. (4.29) 

S 

PROBLEMA 4.14 Hallar Jfr·dS, dondeS es la superficie de la esferax2 + y 2 + z2 =a2
• 

S 

Solución: En el punto (x, y, z) de la superficie de la esfera S, el vector de posición 
r = xi + yj + zk y el vector unitario exterior n normal a la superficie S apuntan directamente 
hacia el lado opuesto del origen. Así que, 

Entonces, para puntos de la superficie, 

r 
r-n=r·-= 

l r l 
1 r 1' . 
- = 1r1 =a, 
1 r 1 

y como el área de la superficie de una esfera es 411'a2 por el problema 3.26, .. 
JI r-dS = JJ r-ndS =a JJ dS = a(4rra')= 4rra'. 

S S S 

(4.30) 

PROBLEMA 4.15 Si f = / 1 (x, y, z)i + [,(x, y, z)j + [,(x, y, z)k, mostrar que la integral 
de superficie de f se puede expresar como 

JJ 1-dS =JI f.n dS =±JI 1, dydz ±JI 1, dzdx ± Jf 1, dxdy, (4.31) 

S S Ryz R~x R•Y 

donde R yz, Ra y R xy son las proyecciones de S sobre los planos yz, zx y xy, 

..,. ·. 

. ~·.:;¡_ 

-.:.-~~ 
"• ., 

. -~ 
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Figura 4.3 Solución al problema 
4.15. 

z 

y 

(0, 1. 0) 

F1gura 4.4 El cubo del problema 
4.16. 

y 
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respectivamente y los signos de las integrales de la derecha de (4.31) están detenninados por 

los signos de (n •i), (n •j) y (n •k), respectivamente. 

Soluci6n: Si o, fJ y., son los ángulos entre los ejes coordenados rectangulares y el 
vector unitario o, entonces, por el resultado del problema 2.18, 

n·l = cos ex, n·J = cos {1, n·k = cos y. 

Por consiguiente, por (2.65), o puede escribirse como 

n = (n·l)i + (n.j)j + (n·k)k 

= (cos cx)i + (cos fJ)j + (cos y)k, 

y por C'lnsiguiente, 

dS = ndS = (cos Cl)dS 1 + (cos fJ)dS j + (cos y)dS k. 

Ahora podemos escribir (véase figura 4.3), 

dS(n · 1) = dS (cos Cl) = ± dydz, 

dS (n · j) = dS (cos fJ) = ± dzdx, 

dS(n·k) = dS(cos y)= ±dxdy, 

[2.50) 

(4.32) 

(4.33) 

donde los signos están detenninados por! os de (o ·i) =coso (n· j) = cos /J, (o • k)= cos -,, 
respectivamente. Entonces, 

dS = n dS = (± dydz)i + (± dzdx)j + (± dxdy)k. (4.34) 

Así, si f= [ 1 i + [1j + [3 k, 

Jf r.as = ± ff f, dydz ± ff f, dzdx ± ff 1, dxdy, 

S Ryz RzK Rxy 

donde Ryz• Rzx y R,y son las proyecciones de S sobre los planosyz, zx y xy, respectivamente, 
y los signos están determinados como en ( 4.31 ). 

PROBl.EMA 4.16 Calcular Jfr •dS, dondeS es la superficie del cubo limitado por x =O, 

S 

x = 1, y = O, y = 1, z = O, z = 1 como se muestra en la figura 4.4. El vector normal exterior 
u,nitario n y el vector de posición r de los puntos de la superficie del cubo están dirigidos 
hacia el lado opuesto del origen. 

Solución: Dividimos el cubo en las áreas S 1 - S6. 

Sobre S1 paraAOCB, z =O, n = -i<; por consiguiente, 

r·n = (xl + yj + zk)·(-k) ~ -z =O. 

Sobre S 1 para AFEO, y= O, n = -j; por consiguiente, 

r·n =Cxi + yj + zk)·(-j)- -y- O. 

Sobre S3 para OEDC, z =O, n =-i;así que, 

r-n = (xi > yj + zk)· (~1)- -x-O. 

Sobre S4 para AFGB, x = 1, n = i; por consiguiente, 

r-n- (xi + yj + zk)·(i) ,. x ··l. 

SobreS, paraBGDC, y= 1, n = j; por consiguiente, 

r • n • (x i 1 y j 1 z k)· (j) = .v •· l. 

Sobre S6 para FEDG, z = J, n =k; así que, :· . .. _ .... 
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r-n = (xi + yj + zk)·(ll) = z =l. 

Entonces, corno las integrales sobre S 1 -S, son cero y sobre S4 -S6 son uno, 

ff ,.ds= JJ r-nds+ JJ r-nds+ ff r-nds 
S S 1 52 5 3 

+ JJr·ndS+ JJ r-ndS+ JJr-ndS 
s. s, s, 

= JJ dS + JJ dS + JJ dS 
s, s, s, 

= 3. 

PROBLEMA 4.17 Si f=zi + yj + 2zk, calcular JJ f•dS,dondeS es la parte de la 

S 

superficie del paraboloide x2 +y, = 1 - z para el cual z >O. (Véase figura 4.5.) 

Solución: En el problema 3.31, un vector unitario n normal a la superficie tl>(x, y, z) =O 

es 

'V</> 
n=--

1 'V <h 1 ' 
[3.117] 

donde 'V</> es el gradiente de</>. Por consiguiente, si </>(x, y, z) =x2 + y 2 + z- 1 =O, entonces 

por la definición de gradiente (3.105), 

ac~> a,¡, a.¡, 
'ílci>=-· i+-i+-· k . ax ay az = 2 X i + 2 y j + k. 

Por consiguiente, (3.117) viene a ser 

'í/ci> 2xi + 2yj +k 
n=--= 

l'í/4>! (4x' + 4y' + 1)'1, 

Los productos punto den con i,j, k son 

2x 
n · i = -------

(4x2 + 4yl + 1)%' 

2y n. j = ___ ..:_ ___ ';, ' 

(4x 2 +4y 2 +1)2 

n-k=------
(4x 2 .-.. 4y2 + 1)% 

A si que n ·i y n • j son positivos o negativos dependiendo de si x e y son positivos o 
negativos, mlentras que n • k es positivo para todos los valores de x e y. Por consiguiente. 

si se usa 

JJ f · dS = JJ f · n dS = ± J f 1, dydz ± JI 1, dzdx ± JI 1, dxdy [4.31] 

S S Ry~ R 2 ;rc RKy 

para calcular la integral, S debe subdividirse en dos superficies. Para calcular el primer 
término, debe haber una superficie parax >O y otra parax <O. 

Fi~ra4.5 

z 

--·--· 

Una parte de lo superficie 
del paraboloide del 
probloma4.17. 

.... 

- '.• t=. 
:~':\ 
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De modo similar, para calcular el ségundo término, debe haber una superficie para y> O 

y otra para y< O. 

El primer término Jf [1 dydz de (4.31) se calcula como sigue. Parax >O, 

Ryz 

x = (1 -y' - z)'l, sobre S; por consiguiente, 

JJ f, dydz = fJ x dydz 

Ryz 

t Il-y2 

= Jy=-1 z•O (1-y'- z)'l, dzdy 

= - (1 - y') 1, dy 21' ' 
3 -· 
2 3 

=-·-11 

3 8 

1 
= - r.. 

4 

Para x <O, x ;-(1 -y' - z) 111 sobre S; escogiendo el signo negativo, 

-JJ 1, dydz =- Jf x dydz 

Ryz 

f. Il-y2 

= •·=-t z•O (1- y'- z)'l, dzdy 

1 
= - r.. 

4 

El segundo término J J [2 dzdx de ( 4.31) se calcula como sigue. Para y >O, 

Ru 

y = (1 - x2 
- z)

1

'~ sobre S¡ por consiguiente, 

JJ 1, dzdx = JJ y dzdx 

Rzx Rzx 

1 l-x 2 

=f. f (1 - x' - zl''' dzdx 
X:-1 %"'-0 

1 
= - rr 

4 

pues la integral es la misma que para el caso R yr Para y <O, y ; -( 1-x' - z)112 sobre S; 
escogiendo el signo negativo, 

-JJ 1, dzdx =- JJ y dzdx 

Rz, Rzx 

{l 1-x
2 

= j_ 1 (1 - x' - z)'l, dzdx 
)(:-¡ zc o 

1 
= - TT. 

4 
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Para el tercer término de ( 4.31), como n • k> O, 

JI 1, dxdy =JI 2z dxdy 

Rxy Rxy 

t f¡¡::-;-< 
= 2 ) .. _, y=-,lj""::"? (1..: x'- y')dydx 

= 2 · ~ 1' (1 - x')'4 dx 
-¡ 

8 3 
= -·-,., 

3 8 

= rr. 

Sumando los resultados anteriores para lüs tres términos de (4.31) se obtiene 

JJ f · dS = (¡ rr + ¡ rr) + (¡ rr + ¡ rr) + rr = 2rr. 

S 

PROBLEMA 4.18 Si S se representa por z ~ z(x, y) mostrar que el flujo de fa través de 

S es 

JJ f-dS= JJr-ndS 
S S 

= ff f.n sec y dxdy 

Rx~ 

= JJ f. _n dxdy, 
n·k 

1 [(a )' (a )' l ·~ donde sec )' = -- = _!_ + _!_ + 11 '. 
n-k nx ay . 

( 4.35) 

Solución: Si S se representa por z = z(x, y), entonces por el prob. 3.24, el vector 

normal unitario es 

oz . nz 
--.- 1 - -.- j - k 

dx dy 
n = 

Por consJgu¡ente, si 'Y es el ángulo entren y k, 

n ·k = cos }' = 
sec )' 

Luego, por (3.1 03), el elemento diferencial del area S, dS, es 

[(a )' (a )' ] ·~ a: + a; + 1 l dxdy 

= sec y dxdy 

1 
= -- dxdy. 

(n ·k) 

Entonces el flujo de fa través de S es 

[3.89) 

(4.36) 

( 4.37) 

• ,l/• ... 
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JJ f-dS = JJ f·D dS 
S S 

= JJ f-n sec y dxdy 

R•Y 

= j"( r. -" dxcJy. J D•k 
Roy 

PROBLEMA 4.19 Si f= zi + yj + 2zk, usar (4.35) para calcular JJr·dS, donde S es la 

S 

parte de la superficie del paraboloide x2 + y2 = 1-z para la cual z >O. (Cf., problema 4.17 
y ftgura 4.5). 

Solución: Como S se representa por z = 1 - x2 - y2 con z >O, el vector unitario 
normal de (3.89) es 

Ahora, 

y 

iiz iiz 
--1--J+k a. ay 

0=~---..:....-~~ 

re:)·+ e; Y+ 1 r 
2xi+2yJ+k 

(4x' + 4y' + 1)'1, 

1 
n·k = 1 

(4x' + 4y2 + 1)~' 

1 2xl + 2y2 + 2z 
f· n = v [(x)(2x) + (y)(2y) + (2z)1] = • 

(4x' + 4y' + 1)' (4x' + 4y' + 1)11 

Así que, de acuerdo con (4.35), 

fJ f. dS = J.'( 2
"' + 

2
y' + 

2
z (4x' + 4y' + 1) 11 dxdy 

J. J (2x' + 4y' + 1) 11 
S R•y 

= JJ[2x' + 2y' + 2(1- x'- y')] dxdy 

R •Y r r·-·· = 2 •--t y•-/t-•2 dxdy 

J
I ~ ' 

=4 (1-x')v,dx 
-1 

PROBLEMA 4.20 Calcular J J r X dS, donde S es la superficie del cubo limitado 

S ... ,. 
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por x =O, x =!,y= O, y= 1, z =O, z =!,res el vector de posición y n es el vector nonnal 
unitario dirigido hacia afuera. (Cf., problema 4.16 y figura 4.4.) 

Solución: Con referencia a la figura 4.4, tenemos sobre S 1 paraAOCB, n =-k, 
dS = ndxdy =- dxdy k; por consiguiente, 

Así que, 

rx n =(xl +YJ.+ zk)x(-k)= -yi+ xj. 

JJ • Y dS =J.' J.' (-yi + xj)dxdy 
S O O 
' 

= -i J.' J.' y dydx + i J.' I' x dxdy 
o o o o 

1 1 
=- -1 +- j. 

2 2 

Sobre S1 para AFEO, n =- j, dS "'n dzdx = -dzdx j; por consiguiente, 

r x n = (x i + y j + z k) x (- J) = z 1 - x k. 

Entonces, 

JI r x dS =J.' J.' (zi- xk)dzdx 
S O O 

' 
=¡J.' J.' z dzdx- k 1' J.' x dxdz 

Sobres, para OEDC, n = -~ dS= n dyaz = -dydz i; así, 

r x n = (x 1 + y j + zk) x (- i) = - zj + y k. 

Por lo tanto, 

JI r x dS =J.' J.' (-zj + yk) dydz 
S O O 
' 

= -j 1' f.' z dzdy +k 1' 1' y dydz 

1 1 
= --j +-k 

2 2 . 

Sobres. para AFGB, n = i, dS = n dydz = dydz i; por lo tanto, 

r x n = (d + yj + zk) xl = zj- y k. 

Así que 

Sobre S, para BGDC, n = j, dS = n dzdx = dzdz j; así que, 

r x n = (xl + yj + zk) xj = -zl + xk. 

Por tanto, 
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f! r x dS ~ l' f.<-zl + xk) dzdx ~- ~ i +~k. 

Sobre S6 para FEDG, o= k, dS =o dxdy = dxdy k; por consiguiente, 

rx n ~ (xl +ri+ zk) xk ~yi- xj. 

Entonces, 

JJrxds~f 
s, 

1
1 

(y i - x j) dxdy ~ ! i - ! j. 
o ' 2 2 . 

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene 

Jf rx dS ~O. 
S 

(4.38) 

PROBLEMA 4.21 Calcular Jfr X dS donde S es la superficie esférica cerrada representada 

S 

Solución: Por el problema 4.14, el vector unitario exterior n normal en S es 

r r 
n=e,=-=-. 

1 rl s 

Así que, por (!.58) r X n = (1/a} r X r =O. Por consiguiente, 

JJ r x dS ~ JJ r x n dS ~ o. (4.39) 

S S 

4.3 1 ntegrales de volumen 
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PROBLEMA 4.22 Calcular JJJ V·rdV, donde Res cualquier región con volumen V y 

R 

res el vector de posición. 

Solucibn: Pe !'.129), V •r = 3. Por consiguiente, usando (4.44), 

fff \?·rdV= fff 3 dV=3 JJJ dV=3V. (4.46) 

R R R 

PROBLEMA 423 Calcular fffv X f dV si f= yi -xj y Res cualquier región del 
espacto con volumen V. R 

Solucibn: Por (3.138), el rotacional de fes 

Por consiguiente, 

j k 

v x r = 
a a a 

= -2k. ax ay az 
y -x o 

JJJ \7xfdV=-2k JJJ dV=-2Vk. 

R R 

4.4 Definiciones alternas de gradiente, divergencia y 
rotacional 



:r (x. y, z) 

Figura 4.6 Solución al problema 
4.25. 

PROBLEMA 4.24 Dar la interpretación física de .O. ·f definido en (4.47). 

Solueión: En (4.27),1a integral de superficie JI f•dS se defme como el flujo de f que 

S 

pasa por la superficie S. Entonces J3 f • dS es el flujo total de salida de f a través de la 

S 

superficie cerradaS. Por tanto, (4.47) muestra que la divergencia de f en el punto Pes el 
límite del flujo de salida en la red por unidad de volumen mientras S se reduce al punto P. 

Si el pequeilovolumen que rodea aPcontiene una fuente o un sumidero de un campo 
vectorial f, entonces el flujo de f divergirá de P ó convergerá a P, según que "íl• f sea positivo 
o negativo. Por tanto "íl• f puede considerarse corno una medida de la intensidad del vector 
fuente o sumidero en P. 

PROBLEMA 4.25 Usando (4.47), deducir la fórmula para "íl·f dada en (3.127). 

Solución: Si el punto (x, y, z) en el centro de un pequeilo paralepípedo rectángulo 
tiene aristas .O.X, !!.y, l!.z, corno se mustra en la figura 4.6, entonces !!.V= .O.Xl!.yl!.z. Si 
f= / 1 i + f:J + f 3 k, entonces 

sobre S,paraAFGB, n ~ 1, dS ~ dydz i, 

sobre S,paraFEDG, n ~ -1, dS ~ -dydz i, 

sobre S,paraBGDC, n ~J. dS ~ dzdx J, 

sobreS,paraAFEH, n ~ -J, dS~ -dzdx J, 

sobre S,para FE DG, n ~ k, d S ~ dxdy k, 

sobre S,paraAHGB, n ~-k, dS ~ -dxdy k. 

Por consiguiente, ignorando las contribuciones diferenciales de orden superior, 

ly ( at, llx) 
r. dS ~ f, + ;¡; 2 l!.y/';.z, 

s, 

LJ ( at, l!.x) 
1 • dS ~ -'- f, - dx 2 /';.y/';.z, 

s, 

lJ ( at, t;.y) ·r · dS ~ t, +ay 2 t;.zt;.x,. 

s, 

.. 
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J.J ( at, l'lr) 
f. dS = - 1, - dy 2 l'lz!'.x, 

s, 

J.J ( a1, l'!.z) 
f · dS = 1, + az 2 !'.x!'.y, 

s, 

f.J ( a1, !'.z) 
f · dS =- 1, - az 2 !'.x!'.y. 

s, 

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene 

tf (al, a1, a1,) (a1, a1, a1,) 
f·dS= -+-+- l'!.x!'.yl'lz= -+-+-!'.V ax ay az a. ay az . 

S 

Por lo tanto, por ( 4.47), 

97 

\'·f= lim [3.127] 
~V-+ O 

PROBLEMA 4.26 Dar la interpretación física de 'íl X f como se define en (4.48). 

Solución: La integral de la derecha de ( 4.48) o ( 4.49), i.e., ¡-{:, f ·res la circulación de 
~ ~ 

f alrededor de e definida en (4.9). Por consiguiente, (4.48) muestra que la magnitud de 
'íl X f en un punto Pes el límite de la circulación por unidad de área mientras la curva e 
se reduce al punto P, i.e., la intensidad de circulación en P. En general, la circulación de f 
alrededor de e depende de la orientació!l del plano de C. La dirección de 'íl X f es la 

dirección en la cual ocurre la circulación máxima. 

PROBLEMA 4.27 Usando (4.50) deducir la definición de rotacional de f como el 

producto cruz de 'íl y f como se da en (3.138). No se tengan en cuenta los términos de 

orden superior. 

Solución: Si un rectánguloEFGH con respecto al punto(x,y, z) tiene ladoslly y 

Llz, como se muestra en la figura 4.7, entonces LlS; ill S; illyll.z. Si f; [ 1 i + [ 2j + f 3 k, 
entonces 

para el lado EF, dr = dy j, 1 ( a1, l'lz) 
f·dr = 1,---- t:.y, 

E F dz 2 

para el lado F G, d r = dz k, i ( a1, t:.y) 
f·dr= fl-+- -~ ~z. 

FG ay 2 

para el lado GH, dr = -dy i. L ( a1, llz) r. dr = - 1, + a - t:.y, 
GH z 2 

para el lado HE, dr = -dz k, i f·dr = -(1,- ~~.'>y) t:.z. 
HE ay 2 

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene 

.J. (a1, a1,) (a1, a1,) 
~ f. dr = ay- az /'!.yl'lz = a;- az t:.S. 

Por lo tanto, por ( 4.50), 

X 

•.. 

z 

o 

F1""ra 4.7 Solución al problema 
4.27. 

,, 

y 
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. 1 J (at, at,) l·(Vxf)= lim - f·dr= ---. 
¿s~oll.S e ay az (4.51) 

Mediante integración semejante alrededor de rectángulos en los planos zx, xy 6 por simple 
pennutación cíclica de x, y, z y 1, 2, 3, 

(at, at ) 
i·(V'xf)= ---• , . az ax 

(
at, at,) 

k •(\7 X f) = --- . ax ay 

(4.52) 

(4.53) 

Como para un vector arbitrario A, por(2.65), A=(A•i)i +(A •j}j +(A •k )k, obtenemos 
(3.138): 

(
at, al,) . (al, al,) . (al, al,) 

V'xf= --- 1+ --- J+ --- k ay az az ax ax ay 
1 j k 

a a a 
ax ay az (4.54) 

f, /2 /l 

PROBLEMA 4.28 Mostrar que ( 4.55) es consistente con la definición 'V~ dada por (3.105). 
No se tengan en cuenta los términos de orderl superior. 

Solución: Se sigue el procedimiento del problema 4.25 y se usan las mismas notaciones. 
(Cf., figura 4.6). Así, 

ff dS if> = i (if> + :~ ~X) Ll.yLl.z, 
s, 

JJ dS <b = -i (if>- :~ ~x) Ll.yLl.z, 
s, 

JJ dS q, = j ( q, + :: ;) Ll.zll.x, 
s, 

r· ( aq,Ll.) JJ dS if> = -j if>- ay : Ll.zLl.x, 
s, 

~ .. · .. 
,.-~~ 

;·}~1~ 
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JJ dS 0 =k(@+:: ~z)L\xc\y, 
s, 

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene 

Por consiguiente, por ( 4.55), obtenemos (3.1 05): 

\10 = lim -
1
- Jf dS 0 = i a e¡, + i a e¡, + k a e¡,. 

~v~o L\V dx dy dz 

PROBLEMA 4.29 Mostrar que 4.56 es consistente con la definición de 'J X f dada por 
(3.138). No se tengan en cuenta los términos de orden superior. 

Solución: Se sigue el procedimiento del problema 4.25 y se usan las mismas notaciones. 
(Cf.. figura 4.6). Tenemos para la superficie S 1 , 

JJ dS X f = JJ i X (f, i + f, j + f, k) dydz 
s, s, 

= JJ (k f, -: j[,) dydz 
s, 

( 
a f, 

=k '2 +­ax 
t.x) 2 t.yt.z- j ( 

di, t.x) 
f, + a; 2 t. y L\z. 

De modo similar, para las otras cinco superficies, 

JJ dS x r =-k (f,- ~: t.x) ( di, - t.vt.z • ¡· f - -
2 · ) fix 

t.x) 2 t.yt.z, 
s, 

JJ dS x 1 =-k (f, + :: 
t.y) ( di, t.y) - .3z!lx-+- i f +- - Ó.zó.x 
2 ' ay 2 • 

s, 

ry ( di, "r) ( di, t.y) J. dS x 1 =k f,- o y 2 1'1zl'.x- i f,- ¡¡; 2 l'.zl';x, 
s, 

lJ ( di, 1'1z) ( a¡, l';z) 
dS x 1 = j f, + a; 2 1'1xl'1y- i f, + a; 2 l'.xl';y, 

s, 

iJ ( di, t.z) ( a¡, t.z) 
dS x 1 = -j f, - a; 2 l'.x/1y + i f,- a; 2 l'.xl';y. 

s, 

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene 

t~ 

' t ,. 
' ~ !\ 

•7 
i 

• 
"' 

',\·· '• ,, ..• ' ;. >'. 
' :~ / 

•t: 
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Jjr [· (é!f, éif,) (éif, é!f,) (é!f, éif,)) dSxf= 1--- +J ---+k--- /';.x/';.yi:J.z éiy éiz az é!x d% é!y 
S 

[ (at, at,) (at, at,) (at, at,)] 
= 1 --- + J --- +k --- !:J. V. 

dy dz dz é!x dx é!y 
Por tanto, por (4.56) obtenemos (3.138): 

ff (at, at,) (at, · at,) (at, at,) 
'i/ x ( = lim dS X ( = 1 - - - + J - - - + k - - - . 

.>v~o dy dz dz éir dx dy 
S 

PROBLEMA 4.30 Hallar una representación integral equivalente del operador\/. 

Solución: Por ( 4.55-6), \1 se representa por 

'il = lim - dS. . 1 ff 
4V_,O ll. V 

(4.57) 

S 

4.5 Teorema de divergencia o de Gauss 

PROBLEMA 4.31 Verificar el teorema de divergencia (4.58). 

So lu ci6 n: Considérese una superficie finita cerrada S que encierra una región R con 
volumen V. Se divide R en N sub regiones con volúmenes .C. V1 , .C.V2 , • • • , /';.V N· En el 
punto (x¡. y 1, z¡) dentro de .C. V1, donde i = 1, 2, · · · , N, la defmición de divergencia 

(4.47)da \/'•f 1 
=vv 

1 

fJ f·dS + <1, donde <1 -+ O cuando .C. V¡-+ !J. Así que 
<>S¡ 

'17 • f tJ. V1 = ff ( · dS + E¡ tJ. V1 • 

45¡ 

La suma del volumen total V es 

N N N 

L 'li'·fi:J.V, = L ff f·dS+ L e1 tJ.V1• 

1•1 1•1 4S¡ 1•1 

(4.59) 

. ·.~:{r 
'·-"·· 
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Ahora consideremos el límite de esta expresión cuando N-+-. La frontera de la 
superficie t.~ de cada t..V1 consiste en numero•os segmentos que son o parte de la 
frontera S o frontera de dos sub regiones adyacentes. Las integrales de superficie de las 
superficies adjacentes con frontera común se cancelan pues las normales externas tienen 
direcciones opuestas sobre la superficie frontera común. Así que sólo queda la integral de 
superficie sobre S. Además por la definición de integral múltiple, 

~~m~ f:v.r~V,= JJJ'V·IdV. 
1 .. 1 R 

Debido a que , 
N 

~~m~ L fJ f·dS= Jf l·dS, 
1•1 4S¡ S 

tenemos 

JJJ 17· r dV = fJ 1-dS +~~m~ t e, ~v,. 
R S 1 .. ¡ 

(4.60) 

Para el segundo término de la derecha de ( 4.60), 

N 1 N ~ E¡~V, .$f;IE 1 I~V1 :iiEml 
N 

L ~VI= 1 Em 1 V, 
1 •1 

K 

donde €m = max Ei. Sin embargo, E m -O cuando N -QO y llV¡- O. Por consiguiente, 

N 

Así que tomando límites, 

lim '\' e1 ll<V1 -O. 
N-.oo L-

1•1 

fff 17-fdV= ff f·dS. 

R S 

PROBLEMA 4.32 Dar la interpretación física del teorema de divergencia ( 4.58). 

Solución: Como se muestra en el problema 4.24, la divergencia de un campo vectorial 
f en un punto dado es la densidad del fluJo de salida desde ese punto. La divergencia, o 
teorema de Gauss ( 4.58) establece que el fluJo total hacia afuera desde una superficie 
cerrada S es i~mal a la integral de la divergencia a través de la región R limitada por S. 

PROBLEMA 4.33 Mostrar que sir es el vector de posición, entonces 

ff t·dS=3V, 
S 

donde V es el volumen de la región R limitada por la superficie cerradaS. 

Solución: La divergencia 17 • r es 

ax ay 
17-r=-+ ax -+ ay 

Así que aplicando el teorema de Gauss (4.58), 

= 3. az 

( 4.61) 

[3.129] 

·t 
\ 
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PROBLEMA 4.34 Usando 4.61. hallar ffr ·dS para la superficie S de una esfera 

S 

x2 + y 2 + z2 =a'. (Cf. problema 4.14). 

Solución: 
por (4.61), 

El volumen V de una esfera con radio a es V= ( 4/3)1r a 3
• Por consiguiente,· 

Jf r-dS = 3· ~ rra' = 4rra'. 

S 

PROBLEMA 4.35 Usando (4.61), calcular Jjr·dS, donde S es la superficie de un cubo 

S 

limitado por x= O,x = l,y =O, y= l,z = O,z =l,comose muestra en la figura 4.4. El 
vector exterior unitario normal n y el vector de posición r de los puntos situados sobre 
la superficie del cubo están dirigidos hacia el lado opuesto del origen. (Cf., problema 4.16). 

Solución: Como el volumen del cubo es 1, entonces por (4.61), 

ff r · dS = 3 V = 3 · 1 = 3. 

S 

PROBLEMA 4.36 Mostrar que 

JJJ r1' dV = ff r-,~S • 
R S 

donde S encierra la región R, res el vector de posición y 1 r 1 = r. 

Solución: Por (3.167), 

'íl· ¡,n-1 r) = (n + 2) r" -1. 

Sin =-1, 

'íl· (~) = (-1 + 2) ,-• = ..!._, 
,~ r2 

Por consiguiente, aplicando el teorema de divergencia (4.58), 

JJJ 'íl· (;,) dV = fff ,1, dV = ff r ~~S. 
R R S 

PROBLEMA 4.37 Mostrar que, para cualquier superficie cerradaS, 

ff 'í/ x ! · dS = 0. 

S 

Solución: Por (4.58), 

ff 'í/ X l·dS = Jff 'í/·('íl x 0 dV. 

S R 

Pero por (3.143), \/(\/X f) =O; por lo tanto, 

(4.62) 

(4.63) 

(4.64) 

(4.6 

.. 
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ff 'í/ X ; • dS ~ 0. 

S 

103 

PROBLEMA 4.38 Si f =P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j+ R(x, y, z)k Y Res la región limitada 

por una superficie cerradaS, mostrar que el teorema de divergencia (4.58) expresado en 

coordenadas rectangulares es 

JJJ (~= + ~; + ~=) dxdydz ~ jf (P dydz + Q dzdx + R dxdy). (4.66) 

R S 

Solución: Si escribimos 

f ~Pi+ Q i + Rk, 

n = cos a i + cos ;3 j + cos y k, 

entonces, en general, para cualquier superficie S, 

n. i dS ~ cos a dS ~ dydz, 

n. j dS ~ cos f3 dS ~ dzdx, 

n . k dS = cc.s y dS = dxdy. 

(Cf., problema 4.15). Como la divergencia de fes 

Como antes. 

fff 'V· f dV = fff(~; + ~; + ~=) dxdydz. 
R R 

ff f-dS = ff (Pi+ Qi- Rk)·n dS 

S S 

= ff (P cos o.- Q cos f3 - R cos y) dS 

S 

= ff (P dydz- Q dzdx - R dxdy) 

S 

Por tanto. ( 4.58) se reduce a 

íiJ (aP ·a o aR) fJ J _ -¡; - ;¡;;- " a z dxdydz = (P dydz + Q dzdx + R dxdy ). 

R S 

PROBLEMA 4.39 Usando el teorema de d1vergenc1a (4.66) calcular 

1 = ff x dydz +y dzdx + 2z dxdy, 

S 

donde S es una superficie que consiste en la superficie del paraboloide x 2 + y 2 = 1 - z, 

O< z < l. y el d1sco x2 + y 2 
.; l. z =O. como se muestra en la figura 4.8 (Cf., problema 

4.17). 

Solución: Por el teorema de divergencia expresado en coordenadas rectangulares ( 4.66), 

X 

Figura 4.8 

: 

z 

y 

La superficie de problema 
4.39. 



X 

z 

1 
1 

1 
1 

1 

--'--/ 1 //'\ 
--,. 
/ a 

F1gura 4.9 La superficie del problema 
4.40. 

y 
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= 411 

"(1 - z) dz 

= 2rr, 
' ..... 

que es el mismo resultado obtenido en el problem& 4.17. Obsérvese que la contribución del 

disco x 2 + y 2 
..;;; 1, z =O es cero, 'pues sobre este disco o= -k y f ·n '•=O =- 2z 1,=0 =O. 

PROBLEMA 4.40 Usando el teorema de divergencia (4.66), calcular 

1 = JJ (x' dydz + x' y dzdx + x' z dxdy ), 

S 

donde S es la superficie cerrada que consiste en el cilindro x 2 + y 2 = a2 , O< z <: b, y los 
discos circulares x 2 + y 1 ~ a2

, 7 ==O y x 2 + y 2 <: a2
, z == b, como se muestra en la fJgUra 

4.9. 

Solución: Por el teorema de divergencia (4.66), 

1 = f.J.J (ax• + ax•y + ax'z) dxdydz 
a. ay az 

R 

= S JJJ x' dxdydz 

R 

l bi•lr.r=? =S x' dxdydz 
O -a -¡;r=-;r 

i b i. i¡;r.:y;-= S · 4 x' dxdydz 
o o o 

= 20 - (a'- y')'!, dydz Lb J.. 1 

o o 3 

=-- a-y'y 20b J.. ( . ')" d 
3 o 

20b 3 • 
= --·- rra 

3 16 

S 
=- rra•b. 

4 

PROBLEMA 4.41 Mostrar que el teorema de divergencia (4.58) puede extenderse al 
volumen infinito exterior a una superficie cerrada con tal que 
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lim r' 1 '1 = O, (4.67) 
.~~ 

donde r es la distancia desde el origen a cualquier punto del espacio. 

Solución: Sea S una superficie cerrada limitllda por una esfera S, de radio r con su 
centro en el origen. Si fes un campo vectorial en una región R limitada por S y S,, entonces, 

aplicando el teorema de divergencia (4.58), 

JJJ 'V·IdV=ff 1-dS+ ff 1-dS. (4.68) 

R S S, 

(yéase figura 4.10). Por la desigualdad de CaLichy.Scbwartz (1.45), 1 f•b lo;; 1 f 1; entonces, 

Por! o tanto, si 1 f 1<;; E!r' en todos los puntos deS,, 

jf 1 ·as S. {f 1 1! as~ rE' §as= 4rr E 

s, s, s, 

pues .{fas= 4rrr'. Así,-si lim r' 1 fl =O, 
·~~ s, 

de lo cual se obtiene 

lim I( 1 · dS = O, 
, ..... OQ Jj 

s, 

JJJv-lav = fJ 1-as. 
R S 

Obsérvese que en esta integral de superficie, la normal apunta hacia adentro. 

·El ángulo oólido total n subtendidó ·pór S. es · · 

PROBLEMA 4.42 Mostrar que el ángulo sólido total subtendido por una superficie 
cerrada S en el origen O es cero si O está fuera de la región R limitada por S, y que es 4rr 
si O está dentro de R. 

Solución: Por el teorema de divergencia ( 4.58), 

jJ r-,~s = JJJ 'V·(:.) dV. 
S R 

Sin embargo, por (3.168). 'i7 •(r/r') =O dentro de R si n• O. Por otra parte, si O está 
fuera de R, 

. Figura4.10 Lasuperficiec~a 

del problema 4.41 . 
-' 

Figura 4.11 Angula sólido. 

• 
"" 
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(o) 

(b) 

Figura 4.1 2 Solución al problema _ 
4.42. 
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entonc•>r *O, como se muestra en la figunl4.12 (a). Por tanto, cuando O está fuera 
de R, el ángulo total subtendido por S es 

n = fJ r · dS = O. 
r' 

S 

(4.71) 

Si O está dentro de R, construimos una pequeña esferaS0 de radio r0 y consideramos la 
región R' limitada por S y S0 , corno se muestra en la figura 4.12 (b). Si aplicamos el 
teorema de divergencia ( 4.58), 

jf r·r~s = JJ r·r~s + JJ r·r~s = fJJ V·(:.) dV = 0 

S+So S So R' 

pues r * O dentro de R '. Así que 

fJ f·dS 

r' 
S 

=- ¡:[ ~. 
H r' 

En los puntos de S0 , r= r 0 y la normal positiva o exterior está dirigida hacia O, o sea que 
n =- r/r 0 ; por consiguiente~ 

= _ ff dS 
r' o 

So 

= _ _!_ ff dS 
r' o 

so 

1 
= -- 4rrrJ 

rl, 

= -4rr; 

y. cuando O está dentro de R, el ángulo total subtendido por S es 

r·dS 
-- = -(-417) = 417. 

r' 

4.6 Teoremas de Green 

(4.72) 
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PROBLEMA 4.43 Verificar el primer teorema de Creen (4.73). 

Solución: Usando el vector identidad, 'iJ •(tf¡f) = <J)il•f + f·'i/ 1/J, donde f= 'ill/1, 

(4.76) 

Integrando sobre la región R, 

JJJ 'il · ( </> 'il o/1) dV ~ JJJ ( </> 'il' o/1 + 'iJ </> • WÍ dV. (4.77) 
; 

R R 

Apiiéando el teorema de divergencia (4.58), ! . 

Jff 'il·(</>'ilo/J)dV = ff </> 'il o/1 • d S. (4.78) 

R S 

Así que, ,, 

JJJ (</>'iJ'o/J+'il</>·'ilo/J)dV= Ji </>'ilo/J·dS. 
R S 

PROBLEMA 4.44 Verificar el segundo teorema de Creen (4.74). 

Solución: Intercarnbiandotf¡ y 1/1 en (4.73), ,.. ... 

fff co/J'il' <t> + 'ilo/J. 'iJ</>)dv ~ .ff .Pv <t>. ds. (4.8 1) 

R S 

Entonces, sustrayendo ( 4.81) de (4.73), 
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Jff (</>'V'r/1- 1/J'V'</>)dV = ff (</>'Vr/1- 1/J'V</>)·dS. [4.74' 
R S 

Por(4.79), 

Por consiguiente, (4.74) se puede expresar como 

JJJ <<P'V'r/J- 1/J'V't/>)dV = jf (<~>:::- 1/J ::)ds. (4.82) 
R S 

PROBLEMA 4.45 Si 1/1 es armónica en una región R encerrada por S, entonces demostrar 

que 
(4.83) 

Solución: Si hacemos'= 1 en el primer teorema de Green (4. 73), 

ff 'Vr/J· dS = Jff 'V'if¡dV (4.84) 

S R 

pues 'i7(1) =O. Como·,¡, es armónica, entonces por la ecuación de Laplace (3.133), 'i72 1/1 =O. 

Por consiguiente, ( 4.84) se reduce • 

ff'VI/J·dS= ffw·ndS= fJ~: dS=O. 
S S S 

PROBLEMA 4.46 Si' y ,¡,son armónicas en una región R encerrada por S, ~ntonces 
demostrar que 

S S 

Solución: Si' y ,¡, son armónicas, entonces por la ecuación de Laplace (3.133) tenemos, 
'i72 ' = 'i72 ,¡, = O. Así que por el segundo teorema de Green ( 4. 74), 

ff(<b'i7r/J- r/J'Vt/>)·dS = Jff (</>'V'r/J- r/J'V't/>)dV =O. 
S R 

PROBLEMA 4.47 Deducir el tercer teorema de Green (4.75). 

Solución: Aplicando el teorema de divergencia (4.58) a los vectores f('i7 ·a) y 
fX ('i7X g), 

fff 'V· [f('V • &:)] dV = 
R 

JJJ v. Ir x ('V x c>l dV = 

R 

fJ f('V • &:)· dS, 

S 

f! (X ('iJ X &:) • dS. 
S 

Por las identidades vectoriales (3.155) y (3.157), 

'V. [r('V. c>l =('V. e> <'V. rj + r. 'V('V. e), 
'iJ.((x ('i7 x &:)] =('V X &:)·('V X()- f·'iJ x ('V X~~ 

(4.86) 

(4.87) 

(4.88, 

(4.89) . ·. _:;:.":' 
:.::.--. 
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Por consiguiente, 

fff V'· [f(V' • g)]dV = JJJ [(V'· ¡)(V'· f) + f· 17(17. g)]dV, (4.90) 

R R 

JJJ V' • (f X ('J X g)) dV = fff (('J x ~)o('J x f)- ( · 'J x ('J x g)]dV. (4.91) 

R R 

Intercambiando los papeles de f y g y restando, 

JJJ [! · 17(17 · g)- g · V'('íl· O]dV = ff[r(V' · g)- ¡(V'· f)]· dS, (4.92) 

R S 

Iff (!' 'J X ('J X g) - g • 'J X ('J X 1)) dV 

R 

=- ff (f X ('J X g)- g X ('J X f))·dS, (4.93) 

S 

Sumando ( 4.92) y ( 4.93) y usando 

'J'f= 'J('J•f)- 'íJ X ('J X 1), [3.164] 

obtenemos 

JJJ (f·V''g- g·'J'f)dV = 

R 

.{flrx('íl x g) + I(V'·g)-g x(V' x f)- g(V'·f)l·dS. [4.75] 

S 

4.7 Transformaciones de integrales de volumen a 
integrales de superficie 

de integral de volumen a 'integJril de.siJo¡ietrfléile eta;doadé 
" vector; i.e.~ 

-:_·. 
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PROBLEMA 4.48 Demostrar el teorema del gradiente (4.94). 

Solución: Sea f = 418, donde a es cualquier vector constante. Aplicando el teorema de 
divergencia ( 4.58), 

JJJ 'J · (cf> a)dV = ff cf>a·dS. (4.97) 

R S 

Pero por(3.155), 

Como a es una constante, 'iJ • a= O; por consiguiente, 

'J·(cf>a) = a·'Jcf>. 

Así que ( 4.97) puede escribirse como 

(4.98) 

Como a es cualquier vector constante, la expresión del paréntesis se anula y queda demostmdo 
(4.94). 

PROBLEMA 4.49 Demostrar el teorema de rotacional ( 4.95). 

Solución: Si a es cualquier vector constante y sustituimos f en (4.58) por f X a, entonces 

JJJ 'J·(rx a)dV= fJ (rx a)·dS. 

R S 

Pero por(3.157), 

'i7·(f X a)= a•('J X f)- f·('J X a). 

Como a es constante, 'V X a= O; por consiguiente, 

'J·(f X a)= a•('i) X!), 

Por la regla de pennu tación del tnple producto escalar (l. 77) o (2.53), 

!x a·dS= a·dSx r. 

Así que ( 4.99) se puede expresar como 

a· (Jjf 'J x F dV- $ dS x () = 0. 

(4.99) 

(4.100) 

Otra vez, puesto que a es cualquier vector constante, la expresión del paréntesis se anula 
y queda demostrado (4.95). 

PROBLEMA 4.50 Mostrar que para una superficie cerrada S, 

fj dS =O. 

S 

(4.101) 

··.' 
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Solución: Por el teorema del gradiente (4.94), 

ff <h dS = Jff \JrP dV. 
S R 

Si cp = 1, entonces 'Vcp =O; por consiguiente, 

ff dS =O. 

S 

PROBLEMA 4.51 Usando la representación integral de 'V(4.57) i.e., 

'V= lim 
1 ffds, mostrar que 

.l.V-o tl.V 
S 

111 

[3.155] 

Solución: Sean <Po y f0 los valores de <P y f en algún punto Po, y sea A V una región 
pequeña que rodea a P 0 • Sobre la superficie S que limita a AV los valores de <P y f son 

cp = <Po + A<P, f = f0 + Af. Usando ( 4.57), 

. 1 H 
'V·(cp!) =,~~o óV Jj dS·(</>1)_ 

S 

lim 
1 

f(dS·(cp0 +Ócp)! 
>v~o!l.V)f 

S 

lim -
1 

f<Po 
.lV ..... O .1.V L 

lim -I- [<Po .ó.v ..... ouV 
S 

f dS · (</>- </>,)(!, + M~ 

lim -
1 

(<h, 
>v~ot>V · 

Pero por el resultado del problema 4.50, 

ff dS =O. 

S 

fJ ds ¿, - <Po ro ·. 
S 

(4.102) 

[4.101] 

Como la última integral ff dS -ll.<hM es un término de orden superior, puede descartarse 

S 

en el límite. Entonces, en el puntoP0 , 

'V • (epi) = lim f- (<Po 
4V-oouV 

{f ds-r~ ! 0 - ff ds<P) 
S S 

1 
= cp

0 
lim -
>V~ o ó V 

¡:[ dS·I+ r. ~lim .!__ f[ ds<f,) JJ v~o!l.V J1 
S S 

.y, 

, . 
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donde todas las expresiones están calculadas en el punto Po. Como P0 es arbitrario, queda 

demostizdo (3.155). 

PROBLEMA 4.52 
S, 

Si res un vector de posición, mostrar que para una superficie cerrada 

ff rx dS =O. (4.103) 

S 

Solución: Por el teorema del rotacional ( 4.95), 

ff dSxr= JJJ 'JxrdV. 
S R 

Pero por(3.141), V X r= O; por consiguiente, 

fJ rx dS=-fJ dSx r= O. 

S S 

4.8 Teorema de Stokes 

PROBLEMA 4.53 Demostrar el teorema de Stokes (4.104). 

Solución: Considérese una superficie S limitada por una curva cerrada simple C Se 
divide S en N subregiones tan pequeñas que puedan considerarse planas con áreas I:;.S 1 , 

t. S,, · · · , t. S N. En los puntos (x,, Y¡. z,) de t.S,,Ia definición ( 4.50) del rotacional da 

n-'J x r t.s, =~ 1-dr+ E, t.s .. 
e, 

(4.105) 

donde E, -o, cuando AS;-+ O, y n es el vector unitario normal asociado conll.S1• (Véase 
figura 4.13.) La suma sobre la superficie total S da 

N N N 

L n-'J X r t.S, = L ~ l·dr +LE¡ t.S,. 
1 .. ¡ 1= 1 C¡ 1., 1 

Ahora consideremos el límite de esta expresión cuando N-+""· La frontera e1 de cada 
t:;.S, consiste en pedazos que son o parte de la frontera e o parte de las fronteras de las 
dos subregiones adyacentes. Las integrales de línea a lo largo de curvas fronteras adyacentes 
se cancelan, pues los vectores dr tienen direcciones opuestas; así que queda sólo la integral 
de línea a lo largo de C. Por consiguiente, 

~~m~ t n ·V x r f\S 1 = JJ n. 'J x r dS = JJ 'J x r. dS, 
¡., 1 S S 
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Allí que cuando N-+-. 

JJ 'i7 x r. dS = ~ r · d .. ;~n;., f. E, ~s,. 
s e 1•1 

Para el término restante,, 

N L E,~s, 
r= 1 

N N 

S L 1 E¡l t.S¡ S 1 Em 1 L t.S¡ = 1 Em 1 S, 

l• 1 1= 1 

dondeem =max €¡. PeroEm -+OcuandoN-+•, VS¡-+0. Entonces, 

N 

Allí, en el límite, 

lim "\' E, ~s,- o. 
N ... oo ~ 

1•1 

JJ 'i7 x r. dS =~ r. dr. 

s e 

PROBLEMA 4.54 Dar la interpretación física del teorema de Stokes. 

113 

(4.106) 

Solución: El rotacional de un campo vectorial fes la intensidad de circulación en un 
punto para f (vSase problema 4.26). El teorema de Stokes (4.104) establece que la 
circulación total alrededor d~ una curva cerrada e es igual al flujo del rotacional fa través 
de una superficie S encerrada por C. 

PROBLEMA 4.55 Mostrar que sir es el vector de posición, entonces 

Pc, r·dr =O. (4.107) 

Solución: Por (3.141), 'V X r =O. Por consiguiente, por el teorema de Stokes (4.104), 

~ r-dr =JI 'i7 x r-dS =O. 

e s 

PROBLEMA 4.56 Usando el teorema de Stokes ( 4.104), mostrar que, para cualquier 
superficie cerradaS, 

ff 'i7 X f·dS =O. 

S 

Solución: Sean S 1 y S, dos regiones en las cuales una curva cerrada e divide a una 
superficie cerrada S, como se muestra en la figura 4.14. Aplicando el teorema de Stokes 
(4.104)aS 1 y aS,, 

s, e e 

Por consiguiente. para la superficie cerrada S, 

Fi~ra 4.14 Solución al problame 
4.56. 
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Figura 4.15 Solución alterna al 
problema 4.56. 
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fJ'Vxf·dS= JI 'Vxf·dS+ JJ 'Vxf·dS 

s s1 s 2 

=~ f·dr+f f·dr 

=o. 
Soluci6n alterna: Considérese una superficie S casi cerrada con una pequeña abertura 

limitada por una curva cerrada simple C como se muestra en la figura 4.15. Aplicando el 

teorema de Stokes ( 4.104), 

ff 'Vxf·dS=P f·dr. 

s e 

Ahora redúzcase más y más la pequeña abertura de modo que en el límite sea un punto. 

Entonces la superficie se vuelve cerrada y la integral de línea tiende hacia cero. Por 

consiguiente, 

jf 'i¡ x ( · dS = 0. 

S 

PROBLEMA 4.57 SiC es una curva cerrada, mostrar que 

Solución: Por el teorema de Stokes, 

~'Vd>· dr = JJ 'V x ('Vc/>). dS, 

e S 

(4.108) 

[4.104) 

donde S es la superficie encerrada por C. Pero por (3.142), 'V X 'VI/>= O;por consiguiente, 
queda demostrado ( 4.108). 

PROBLEMA 4.58 Demostrar que 'V X 1 =O es una condición necesaria y suficiente para 

f f ·dr =O alrededor de cualquier curva cerrada C. 

Solución: Para la suficiencia, 'V X f= O; entonces por el teorema de Stokes (4.104), 

p r. dr = JJ ('V x f). dS = O. 

e s 

Para la necesidad, supóngase que fr ·dr =O para cualquier curva cerrada C y .que 'V X f 

*O en algún punto P. Entonces si 'V X fes continua, hay alguna región que rodea aP donde 
'V X f *O. Se escoge una pequeña superficie plana S en esta región y un vector unitario 
normal aS paralelo a 'V X f, esto es, 'V X f"' an, donde a> O. SiC es la frontera de S 
entonces por el teorema de Stokes, (4.1 04), 

~f·dr=JJ 'Vxf·ds;;JJ an·ndS=a ffdS=aS>O, 
C S S S 

lo que contradice la hipótesis de que~f·dr= O. 
e 
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PROBLEMA 4.59 Verificar (4.109). 

Solución: Si f=Pi + Qj+Rk, entonces f·dr=Pdx + Qdy + R dz y 

i j k 

'ilxf= 
a a a 

ax ay az 
p Q R 

= (a R _ a Q) 1 + (a P _ a R) i + (a Q _ a P) k. 
ay az az· ax ax ay 

Ahora, como en el problema 4.38, 

JI 'i7 x f·dS = JJ 'i7 x f.n dS 
S S 

= J.J ~(aR _ aQ) 1 +(ap _ aR)i+ (aQ _ aP)k]·nds 
~ay az az ax ax ay 

S 

= J.J [(aR _ aQ) coso.+ (aP - aR) cos f3 + (aQ - ap) cos r] dS ay az az ax ax ay 
S 

. = JJ (aR - aQ) dydz + (ap - aR) dzdx + (aQ - ap) dxdy. ay az az ax ax ay 
S 

Por consiguiente, el teorema de Stokes (4.1 04) se reduce a 

P dx + Q dy + R dz = - - - dydz + - - - dzdx P iJ (aR aQ) (aP aR) 
ay az az ax 

e s 

[4.109] 

PROBLEMA 4.60 Si f = 4yi + xj + 2zk, calcular 1 = Jf í1 X f ·dS sobre el hemisferio 

S 

Solución: Como 1 está en forma de integral de superficie en el teorema de Stokes (4.104), 

1 = ~ f · dr =1 4 y dx + x dy + 2z dz, 
e e 

donde Ces el círculo x2 + y 2 = a2
, z ~O. dirigido como se muestra en la figura 4.16. 

La representación paramétrica de C (problema 3.13) es X= a COS t, y= a sen t, Z = Q, 

donde O~ t :o;;; 2n. Entonces dx =-a sen t dt, dy:;::: a cos t dt, dz;::: O. Por consiguiente, 

•. 

z 

·b' 

F•gura4.16 Elhemisferiodel '.:. 

problema 4.60. 
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'1"" 1 = 4 (a sen t)(-a sen t dt) -+-{a cos t)(a cos t dt) 

o 

f.
., 

=a' (-4 sen' t + cos' t) dt 
O· 

[
., 

=a' (1-5 sen' t)dt 
o 

=a' f"(-~+%cos2t)dt 
= -3a'17. 

PROBLEMA 4.61 Verificar el teorema de Green (4.110) para un plano. 

Solución: Si f =Pi+ Qj y dS =k d.rdy, entonces (4.110) se sigue directamente del 
teorema de Stokes (4.104). 

Alternativamente, ( 4.110) es un caso especial de ( 4.1 09) con R = O. Ahora, si f =Pi+ 
Qj, entonces 

1 i j 

~ í1 x r = 
a a =-aQ i+ aP J+(aQ _ aP)k 

ax ay az az ax ay . 
p Q 

f·dr = P d.r + Q cly, 

í1 x r. dS = í1 x r. k d.rcJy = (aQ - ap) dxcly. ax ay 
Por consiguiente, por el teorema de Stokes (4.104), 

p P dx + Q cly = Jf (:~ -::) dJ!cly. 
e R 

PROBLEMA 4.62 Mostrar que el teorema de Green (4.110) para un plano puede 
expresarse también como 

pr·ads=JJ íl·fd1!dy, (4.112) 

e R 
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donde f = Qi -Pj, n es el vector normal unitario hacia afuera de C, como se muestra en la 

figura 4.17 y ses la longitud del arco. 

Solución: PGr (3.1 07), el vector unitario T tangente a Ces 

T = dr = dx i + dy j. 
ds ds ds 

Ahora, por la figura 4.17, 

n = T X k = - i + - j x k = - i - - j. (
dx dy ) dy dx 
ds ds ds ds 

De acuerdo con esto, 

f·n=(Qt-PJ)· -i--j =Q-+P-. . . (dy dx ) dy dx 
ds ds ds ds 

Así que, 

):. r. n ds =.J.. (Q dy + p dx) ds =):. p dx + Q dy. 
~ ~ ds ds ~ 

Luego 

'il·r= aQ + a(-P) = aQ _ aP_ 
ax ay a. ay 

Por consiguiente, el teorema ~e Green (4.110) para un plano puede expresarse como 

.. ~ f·n ds = JJ 'il·fdxdy. 

e R 

PROBLEMA 4.63 Mostrar que el área A de una región R del plano xy limitada por una 
curva cerrada simple Ces 

A = ):. x dy =.J.. -y dx = .!_ .J.. x dy - y dx. 
':!;; ~ 2 ~ 

(4.113) 

Solución: Si P(x, y)= O y Q(x. y)= x en (4.110), entonces 

~ x dy =JI dxdY =A. 
e R 

Si hacemos P= -y y Q =O en (4.110), entonces 

~-y dx = JJ dxdy =A. 

e R 

Sumando los resultados anteriores, obtenemos A = ~ ~ x dy- y dx. Si hacemos P =-y, y 

Q=x en (4.110). 

p(-y)dx + x dy = ~x dy- y dx = JJ [~:-a~-:>] dxdy 

e e R 

= 2 JJ dxdy 

R 

=2A. 

y 

R 

Figura 4.17 Teorema de Green en 
un plano. 

• 

. .. 
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Por consiguiente, 

A= ~~x dy- y dx. 

PROBLEMA 4.64 Determinar el área A de una región R linutada por una elipse e cuyos 
ejes mayor y menor son 2a y 2b, respectivamente. 

Solución: La ecuación dé una elipse e con eje mayor 2a y eje menor 2b es 

z =o. 

Por consiguiente, C puede representarse paramétricamente por 

x =a cos t, y= b sen t, z =o. o.s;,.s;2,. 

Entonces <ir= -a sen tdt, dy =b cos tdt. Por consiguiente, por (4.112), 

A = ~~" dy- y dx 

= - (a cos t) (b cos t dt) - (b sen t)(-a sen t dt) 1 1'" 
2 o 

= - ab(cos' t + sin' t) dt 1 f.'" 
2 o 

=- ab dt 1 f.'" 
2 o 

= TTBb. 

4.9 Transformaciones de integrales de supeñicie a 
integrales de línea 

. integral de supeñtcie 

Como 

..... :: 
:.:.;~·! 



Cálculo int!'l7'llt•ectoriill 119 

, .-,.. . ._.' .,, ::, ,r",' ~·,,;. '•, ,'.:·- .·••.::,;¿::;.v=,;~>S:t'.,;._.·~:.Ji:_;.._j ~-

Si S es una supeñtcie'finitá limitadJicpor Ul111Cwva cenáda ('.y fés una fúiiCióD:, :•:;:.:.' 
•• • • ~ - •• ' -- 'f,,.:;.,_ 

vectorial con derivadascontinúas;entonces · .,, . · · ' , ·. : · :·:;·,_¡ 
' "" '- ,M'•r: 

·irf(ds~m:.·i~: . .i-d, x:r. · ,¡¡:¡u,;·: 
~ ','--'Y.. . 

· s -. ' .. ---e_:·- .,. 

Obsérvese que los teoremas (4.104)y (4.115-45) ~~.~~~;;;..,.;.;;.; ~omo •.; .' , 

l
f( '• ,: ·i. ' ' •'¡¡.···'~:; •, .. . ' 

. J(dSx\I)•G~ 'j"dr-•'~•. ',·, .. ~·.:< (4:ÍJ7•) 

S ~ ':< ><.~ ,f~,-~,,~" • • "-~(::~~/,:::;~~~:~ .'0o\\':• 
0 

•, • 

donde a es cualquier cantidad escalar o vectori3i y lá 'estiéllá ( ,¡.):repre!eÍÍtlÍ Cualqú;er forma. 
aceptable de multiplicación, i.e.y punto. cruz o producto simple:··\~· r_./_; :· ----"_, > -::_·:~ :_ .> ~- ·· ." . . . . . . "• 

PROBLEMA 4.65 Veriíicar (4.115). 

Solución: Sea f;: t¡Ja, donde a es cualquier vector constante. Aplicando el teorema de 

Stokes ( 4.104 ), 

JJ'Vx(9a)·dS= :/)<t>a·dr. (4.118) 

S e 

Por (3.156), 

'V x (<ha)= <h'V x a- ax 'Vif>. 

Como a es un vector constante, 'V X a= O; por consiguiente, 

\]X (<ha)= \]<,Ó X a. 

Por la regla de permutación del triple producto escalar ( 1.77), 

JJ('Vó x a)· dS = JI a· dS x \J<h. 
S S 

Por consiguiente, (4.118) se reduce a 

a- Jfds,l]ó=a· ~<h dr, 
S e 

ó 

(4.119) 

Como a es cualquier vector constante, la expresión del pan!ntesis se anula y queda demostrado 
(4.115). 

PROBLEMA 4.66 Verificar (4.116). 

Solución: Si a es cualquier vector constante y reemplazamos f en (4.1 04) por f X a, 

Por(3.158). 

JI 'V x (f x a). dS = 

S 

~(1 x a)· dr. 
e 

17 ~ (1,. a) = I('V ·a)- a('V · f) ~(a· 'VH- (1. 'V) a . . 
Como a es un vector constante, V'·a =O y (f·\7) a= O; por consiguiente, 

(4.120) 
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íl x (f x a)= (a·íl)f- a(V·f). (4.121) 

Así que 

Jf íl x (f x a). dS = Jf[(a· íl)f·dS- &·dS(íl· f)] 

S S 

= a• JJ [íl1(f·dS)- dS(íl·f)J. 

S 

donde ílr indica que íl opera solamente sobre r. 
Aplicando la regla del término medio para el triple producto vectorial ( 1.98) a 

(dS X íl) X f, 

(dS x íl) x f = í/1(f• dS)- dS{í/· f), (4.122) 

y podemos escribir 

Jf 'J X (f X a) • dS = &• JJ (dS X í/) X f. 

S S 

Por la regla de permutación del triple producto escalar (l. 77), 

,A:, (f x a)·dr =f a·(dr x f) =a·):, dr x f. 
~ e ~ 

Por coÓSiguiente, (4.120) se reduce a 

a· Jf(dSxí/)xf=a· fdrxf,. 

s e 

o sea 

(4.123) 

· Como a es cualquier vector constante, la expresión del paréntesis se anula y queda demostrado 
(4.116). 

PROBLEMA 4.67 Demostrar que si r es un vector de posición, entonces 

~ dr= O. 

Solución: Por (4.115), 

p q, dr = ff dS x í/<1>. 
e s 

Si tP = 1, entonces íl,P =O; por consiguiente, 

f dr =O. 

(4.124) 

PROBLEMA 4.68 Mostrar que, integrando alrededor de una curva cerrada C del plano 
xy, 

(4.12: 

donde res el vector de posición y A es el área encerrada por la curva C. 
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Soluci6n: Si f= r y dS =kdxdy en (4.116), 

~ dr x r = ff (k x 'il) x r dxdy. 

e s 

Como 'V· r = 3 por (3.129), usando (4.122), 

(k x. 'V) x r = 'il(k · r)- k('il· r) = 'V(z)- 311 =k- 311 = -2k. 

Por consiguiente, 

~r x dr =- -~dr x r = 2k ff dxdy = 2Ak, (4.126) 

e e s 

y 1~ r x dr 1 = 2A. 

PROBLEMA 4.69 Si S es una superficie abierta limitada por una curva cerrada simple C, 
mostrar que 

(4.127) 

Solución: 

entonces 
Si en el teorema de Stokes (4.104) f= r X a, donde a es un vector constante, 

~ (r x a)·dr_= JI V x (r x a)· dS. 

e s 

Como a es un vector constante, tenemos por ( 4.121 ). 

'V x (r x a)= (a· 'il)r- a('il· r). 

Además por (3.141) y (3.121 ), como 

(a·'il)r= a, 

'V·r=3, 

tenemos 

'V x (r x a) = a- 3a = - 2a. 

(4.128) 

Por la regla de permutación del triple producto escalar ( 1.77), (r X a)·dr =-a· (r X dr). 
Por consiguiente, (4.128) se puede expresar como 

a· pr x dr = 2a· 
e 

Como a es cualquier vector constante, 

IJ dS. 
S 

~rxdr=2 JI dS. 

e s 

• .. 

·:-· 

. -:.-



(o) 

Figura 4.18a Una región simplemente 
conexa. 

(b) 

F1gura 4.18b Una reg•ón que no es 
simplemente conexa. 

p 

F1gura 4.19 Soluc1ón al problema 

4.70. 

122 

4.1 O Campos irrotacionales y solenoidales 

PROBLEMA 4.70 Mostrar que la condición necesnia y suficiente para que la integral de 

linea f~ • dr sea independiente de la trayectoria de integración desde el punto P hasta el 
punto Q"es que el campo vectorial continuo f satisfaga (4.129). 

Solución: Para demostrar la suficiencia, supóngase que f•dr = "Jt/J•dr = dt/J. Entonces 
por( 3.120), 

¡Q f. dr = ¡Q dch = ch(Q)- ch(P). 
p • p 

y por consiguiente, 
(4.130) 

Si t/J es uniforme, el lado derecho de(4.130) tiene un valor definido que depende solamente 
de los puntos extremos P y Q y no de la trayectoria. 

. f.Q 
Para demostrar la necesidad, supóngase que f ·dr es independiente de la· 

trayectoria de mtegración. Sea P 

ó(Q)c lQ f·dr, 
p 

donde Pes un punto fijo y Q es un punto variable deR. Como la integral de línea es 
independiente de la trayectoria, Q se mueve a lo largo de una curva que pasa por P sobre 
la cual es continuo el vector unitario tangente T. (Véase figura 4.19). A lo largo de esta 
curva, 

iQ ¡Q dr ¡Q 
<h= f·dr· f··-ds= f·Tds 

P P ds P 

es una función de la longitud de arcos. Así que, 

a¿, dr 
·-"f.--·,.f.T as ds . 

(4.131) 

-·- ~-

-~~ ,_ .... 
•,-,...,¡~. ., 
·-.·•.t ... 

. ( .:~:~ 
.t.~--

La curva PQ podría escogerse de modo que tenga una dirección dada en Q. Por c:Onsigulence;· .. ;¡; .. 
(4.131) muestra que o1> tiene una derivada direccional continua en cualquier dirección. Pero _:_::_ :· 

aq, 
·- = "Jt/>. T. as 

Ahora, comparando (4.131) y (3.106), 

·.i ... ~ 

[3.1() .. 
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(f- <:J<P)·T =O. (4.132) 

Como (4.132) se cumple para cualquier dirección de T, 

r - v</> = o, o r = v</>. [4.129] 

PROBLEMA 4.71 Si f ='V</> en todas partes de una región simplemente conexa R y e es 

cualquier curva cerrada de R, mostrar que 

~ f·dr=O. (4.133) 

Solución: Si f = Vq, en todas partes de R, entonces por el problema 4.70, la integral de 

línea 1 f·dr es independiente de la trayectoria de integración. Si la trayectoria de integración 
e 

es cerrada, entonces P = Q en (4.130). Así que, 

~ f·dr=~ 'V</>·dr= f.P dch =</>(P)-</>(P)=O. 
e e P · 

Este problema se resolvió en el problema '4.57 aplic,..;do í.Úeo;.,;.;á de.Stokes (4:1 o4). :. · 
Obsérvese que (4. 1-33) es válido solamént~ éu;.,mo </les Jna'función unifon;.¡,;yR.es 

simplemente conexo. SiR no es simplemente ~neíco~·enton~ é~ Pmib~;tm'i:r,f = 'il<J> y · 
la circulación de f alrededor de' u~~ tray.i~toria-.;.m.<ia!c .~ ~n;'re'g¡Ón'R.pued~ ~~·se. . 

·. - . . ·. . .• V'. A: ... ·.'.;.~·-4~·-~ • 

cero; i.e.,.podemos tener .~r 'dr * 0: El ~.;,;blema.4.72 il~t.,;· .. ,~ p~to~<::~:·',, . 
e . ~ . ·--· ... "'- -~- . -·. ~-

PROBLEMA 4.72 Sea f =- 2 +y 2 i + 2 +x 2 j. (a) Mostrar que f se puede expresar 
X y X y 

como V</>, donde </> = lar -• (y/x ). (b) Calcular 

1 =~ f. dr 

siC es un círculo de radio a sobre el plano xy cuando su centro está en el origen'y cuando 
está en (a,~. O) con a 2 + ~ 2 > a2

• 

Solución: (a) Como <1>= tan-• (vfx), 

-y X 
= ---i+ ---j 

X2+}'2 %2+}'2 

= (, 

(b) Cuardo el centro de e está en el origen, 

La representación paramétrica de e es 

x =a cos t, y= a sen t, z =O. 

,¡, , , 

·~ 
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Así que, 

l = f" d [tan-• (;)] = f" d[tan-• (tan !)] = 1"' dt = 2rr ;<O. 

El resultado no es cero porque la región definida para la cual f =V t/> no es una región 
simplemente conexa, pues t/> = tan-1 (yfx) no está definido en el origen y la región está 

perforada en el origen. 
Cuando el centro de e está en (a,~. O) su representación pararnétrica es 

Por consiguiente, 

.z = a + a cos t, y = fJ + a sen t, z = O. 

(
{3 + a sen 1~ 2 " _ -o. 
Cl+acosto 

PROBLEMA 4.73 SiR es una región simplemente conexa, mostrar que la condición 
necesaria y suficiente para que V X f= O es que f= Vt/> cuando f tiene derivadas continuas. 

Solución: 

v x r = v x 'Jrh = o. [3.142] 

Por otra parte, si V X f= O, entonces por la solución del problema 4.58, o por el teorema 
de Stokes (4.104), 

~ f·d•= o 
e 

para cada curva cerrada simple e de R. Por la solución del problema 4. 71, esto indica que 
la integral de línea de fes independiente de la trayectoria de integración y que f puede 
expresarse como f =V~-

E; problema 4.73 proporciona una manera simple de verificar si un campo vectorial 
fes el gradiente de un campo escalar t/>. Esto .se ilustra en el siguiente problema. 

PROBLEMA 4.74 Dos campos vectoriales están dados por f= 3y2 i + zj +2yk y g = yzi + 
xz j + xyk. Determinar si estos campos vectoriales son los gradientes de campos escalares. 

Solución: Como f= 3y~i + zj + 2yk, 

1 j k 

a a a v x r = ax ay az 
3y' z 2y 

= i- 6y j 

#o. 
Por consiguiente, f no es~~ gradiente de un campo escalar. 

Como g = yzi + xzj + xyk, 

j k 

'ilxg= 
a a a 

ax dy az 

yz xz xy 

= (x-x)i + (y-y)j + (z-z)k 

=o. 
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Por consiguiente, g es el gradiente de un campo escalar. Obsérvese que g =V (xyz + 
constante). 
PROBLEMA 4.75 Si en una región simplemente conexa R. V X f =V X g, demostrar que 

f=&+V<¡S. 

Solución: Como V X r =\¡X g, 

\¡ X (f- g) = 0. 

Entonces, por el resultado del problema 4.73, 

f-g='V<P. 

y por consiguiente, 

(4.134) 

PROBLEMA 4.76 Demostrar que si existe un escalar:>.* O tal que M sea irrotacional, 
entonces 

Solución: 

f·'Vxf=O. 

Si M es irrotacional, existe una función escalar rp tal que 

Af='Vc/;. 

T amando el rotacional en ambos lados, 

\J Y (Af) =V Y (Vol= o. 
Pero por (3.156 ), 

v y (Af) = Av x r • vA x r = o 

o sea 

A 'V Y f =-VA x f = f ,_'V A. 

(4.136) 

Si efectuamos el producto punto en ambos lados con f, obtenemos (por el problema 2.21 ). 

Ar. v , r = r. !Y 'V A = o. 
Como A no es cero. 

r. v y r =o. 
Obsérvese que el recíproco es cierto también. 

.:,.. 

·\, 

··.· 
~-

'o 
-.. ·~· 

'· 
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PROBLEMA 4.n Mostrar que un vector f que sea el rotacional de o.ro vector A, es 

solenoidal. 

Soluci6n: Si f=í7X A,entoncespor(3.143), 

'i7. r = 'i7. ('ii' x A)= o; 
por consiguiente, fes solenoidal. 

PROBLEMA 4.78 Si fes un campo vectorial solenoÍdal, mostrar que existe una funciól!'"' 
vectorial de potencial A tal que 

f='ii'xA. [4.138] 

Solución: La existencia de A se demuestra calculándolo. Sea f = [ 1 i + [ 2 j + [ 3 k y 
A;;;: A 1 i +A 2 j +A 3 k. Ahora necesitamos mostrar que existen funciones escalares A 1 , A 2 

y A 3 tales que 

r = í7 x A, 

o sea 

aA, aA, 
l¡ = -----. ay az 

aA, aA, 
1 =---

2 az ax . 
aA, .aA, 

1, = -----. ax ay 
Para hallar cualquier A, supongamos que A 1 :::O; entonces, 

aA, aA, 
1=---, ay az ' 

a A, 
1 =--

2 a" . 
a A, 

1' = ax . 

(4.139a) 

(4.139b) 

(4.139c) 

(4.!40a) 

(4.140b) 

(4.140c) 
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Integrando se obtiene 

A, = i" l, dx + g,(y, z), 
., 

A, = -J" l, dx > g,(y, z), 
., 

donde g 2 y g3 son funciones arbitrarias de y y z pero no de x. La diferencia de las derivadas 

parciales de A 3 y A 2 es 

aA, aA, j" (al, -----=- -
ay az ily ., 

• iil,) dx + ag, - iig,. 
iiz iJy ilz 

Como fes solenoidal, 'iJ • f =O, o sea 

Por consiguiente, 

~ =- (iil, + iJl,). 
ax rly rlz 

iiA, _ rlA, = 1. al, dx + ag, _ ag, 

dy iJz iix iiz az ., 
ag, ag, 

=l,(x,y,z)-l,(x,,y,z)+ -il. --.-. 
z rlz 

Para satisfacer (4.140a), 

ag, iJg, 
l, = l,(x,y,z)-l,(x,,y,z)+ -.-- -.-. a y rlz 

(4.141) 

Como por hipótesis,g2 y g3 son funciones arbitrarias de y y z, (4.141) se satisface si 

(4.142) 

1
,. 

g, = l,(x,, y, z) dy, 

Yo 

(4.143) 

donde Yo es una constante. Por tanto. si g 2 y g 3 están dadas por (4.142) y (4.143) podemos 
construir A como 

A= j 1' l,(x,y.z) dx 
•o 

+ k [i" l,(x,, y, z) dy -L' l,(x, y, z) dx ]· 
Yo xo 

(4.144) 

En esta demostración, se han hecho varias selecciones arbitrarias; obsérvese también 
que la región R* en la cual se construyó A se ha supuesto que es un paralelepípedo 

rectángulo. 

PROBLEMA 4.79 Si~ y 1/1 son escalares con segundas derivadas parciales continuas en 
una región R. mostrar que 

(4.145) 

es solenoidal en R. 

Solución: Por (3.157) y (3.142), 

,. 

', 
1 ~~ 
~ 

1~ • ,,.: 
.~ 

.... 
)"' ., 
~-

:.;:: 



128 Atui/isU vecrorilzl 

.. ' 

V·f=V·('í/</> xV¡fJ) 

= V¡fJ. [V X ('íl</J)]- Vci>. [V X ('íl¡fJ)] 

=o. 

Por consiguiente, fes solenoidal. 

PROBLEMA 4.80 Demostrar el teorema de unicidad. 

Soluci6n: Demostrarnos este teorema por contradicción. Supongamos que f y g son 

dos vectores que satisfacen las condiciones dadas; i.e., si n es el vector unitario normal a 
S, 

V·f=V·&, Vxf=Vxc enR 

f.n = &·n sobreS. 

Entonces haciendo h = r - g, 

V·h=V·f-V·&=D} 
Vxh=Vxf-Vxg=O 

enR 

sobre S 

Como V X h =O, el vector hes irrotacional; i.e., si</> es una función escalar, 

Ahora, 

V-h=V·('í/</>)='V,'cf>=O enR 

a,¡, 
h · n = V <1> • n = - = O sobre S 

· iin 

Luego, haciendo oj¡ = 4> en (4.80), 

IfJ WJ'<i> •\J<f>.\J<i>)dV= ff o~: dS 
R S 

o sea 

JJJ cp\J'chdV+ JJJ lí!cf>l'dV= ff cp ~: dS. 
R R S 

De acuerdo con las condiciones (4.149-50), (4.152) se reduce a 

fff 1 í!cp 1' dV =O. 
R 

Pero como el integrando IV</> 1' no es negativo, IV</> 12 =O; i.e., 

(4.146) 

(4.147) 

(4.148) 

(4.149) 

(4.150) 

(4.151) 

(4.152) 

(4.153) 

(4.1 

Por consiguiente, f = g,lo que contradice nuestra hipótesis original de que f y g fueran distintas. 
Por consiguiente queda demostrado el teorema. 
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4.11 Problemas suplementarios 

PROBLEMA 4.81 Calcular 1 <Pdr para cp = x 3 y + 2y,de (1, 1, O) a (2, 4, O) a lo largo 

de (a) la parábola y =x2
, z =O, y (b)la recta que une (1, 1, O) y (2, 4, O). 

Respuesta: (a) (91/6, 359/7, 0], (b) [143/10, ·t29/10, O]. 

PROBLEMA4.82 Calcular 1 f·drparaf=yi+(x+z)'j+(x-z)2 kdesde(O,O,O) 
e 

hasta (2, 4, O) a lo largo de (a) la parábola y = x 2
, z =O, y (b) la recta y = 2x. 

Respuesta: (a) 32/3, (b) 28/3. 

PROBLEMA 4.83 Calcular 1 f•dr para f= 2xy2 i + 2(x2 y + y)j desde (0, O, O) hasta 
e 

(2, 4, O) a lo largo de (a) la parábola y =x2 , z = O,y(b)la recta y= 2x. 
Respuesta: (a) 80, (b) 80. 

PROBLEMA 4.84 Calcular L f • dr para f = 3xi + (2xz -y )j + z~ desde (0, O, O) hasta 

(2, 1, 3) a lo largo de (a)la curva dex = 2t2 ,y = t, z =4t2
- t, donde o.;; ro;; l,y(b) la 

recta desde (O, O, O) hasta (2, 1, 3). 

Respuesta: (a) 71/5, (b) 16. 

PROBLEMA 4.85 Calcular L f X dr para f = yi + xj desde (O, O, O) hasta (3, 9, O) a lo 

largo de la curva dada por y= x 3 /3, z =O. 
Respuesta: (0, O, 36]. 

PROBLEMA 4.86 Si a es un vector constante, mostrar que p a ·dr =O, y ~ a X dr =O. 

PROBLEMA 4.87 Si f = xi + yj + zk, calcular ffr ·dS, donde S es la superficie cilíndrica 
S 

representada por r = cos ui +sen uj + vk, O~ u:::;;;; 211', O:::;;;; v ~ 1, dS = ndS,y n es el vector 

umtario normal exterior. 

Respuesta: 2n. 

PROBLEMA 4.88 Si f = 4xzi + xyz' j + 3zk. calcular JJ f ·dS, dondeS es la superficie 

S 

hmitada por z2 = x 2 + y 2
, z =O, z = 4, dS = n dS, y n es el vector unitario nonnal exterior. 

Respuesta: 320. 

PROBLEMA 4.89 Si f =(Y+ z)i + (z + x)j + (x +y )k y S es la superficie del cubo 

limitado por x =O, y= O,z = O,x = l,y= 1, z = 1, calcular (a) JI f dS, 
S 

(b) IJ !-dS, y(c) JJ rx dS. 

S S 

Respuesta. (a} (6, 6,6},(b)O,(c)O. 

~· 
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PROBLEMA 4.90 Calcular JJJ• dV, donde res el vector de posición y R es la región 

R 

limitada por las superficies x = O, y = O, y = 6, z = 4 y z = x 1 • 

Respuesta: [24, 96, 384/5]. 

PROBLEMA 4.91 Usando la representación integral equivalente de 'V (4.57). verificar 

que 'V X (cf>f) = cf> 'V X f +('V</>) X f. 

PROBLEMA 4.92 Demostrar que si f ='V cf> y 'V • f =O para una región R limitada por S, 
entonces 

R S 

PROBLEMA 4.93 Calcular jJ (a' x' + b1 y 1 + c1 z1 r"' dS sobre la superficie del 

S 

elipsoide ax 2 + by1 + cz' = l. 
Respuesta: 4tr/,¡a¡;c. 

PROBLEMA 4.94 Si f= axi + byj + czk, calcular f.[ f·dS sobre cualquier superficie 

S 

cerrada S que_ encierre una región de volumen V. 

Respuesca: (a + b + e )b. 

PROBLEMA 4.95· Si f= yi +xj + z2 k, calcular JJJ 'V•f dV. donde Res la región 

limitada por z = (1 - x' ..: y' )112
, y z =O. 

Respuesta: tr/2. 

R 

PROBLEMA 4.96 Si f = u(x. y )i + v(x, y )j, demostrar que 

~ lxdr~k JJ 'íl·ldxdy. 

e s 

donde Ces una curva cerrada en el plano xy que limita una región S. 
[Sugerencia: Aplicar el teorema de divergencia (4.58) a f sobre un cilindro de base S con 
z = 1.] 

PROBLEMA 4.97 Demostrar que el volumen encerrado por cualquier superficie cerrada 
Ses 

V~ ~ ff 'íl(r 2
). dS. 

S 

PROBLEMA 4.98 Usando el teorema de divergencia (4.66). calcular 

JI x dydz 1 y dzdx + z dxdy. 

S 

donde S es la superficie de la esfera x2 + y 2 + z1 = t. y n es el vector unitario nonnal 
exterior. 

Respuesta: 4tr. 
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PROBLEMA 4.99 Sea S la superficie frontera de una región R cuyo volumen en el 

espacio es V y sean su vector unitario normal exterior. Demostrar que 

V= JI x dydz = JJ y dzdx = JJ z dxdy 

S S S 

= ~ JJ x dydz ~ y dzdx ~ z dxdy 

S 

!J.( 
="JHr-dS. 

S 
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PROBLEMA 4.100 Si exiSte hix, y, z) tal que \1 2
<1> = h<i> y \1 2 1/1 = hl/1 en una región R 

limitada por S, demostrar que 

Jf Co\/0- 0\/o)-ds =o. 
S 

PROBLEMA 4.101 Si <1> es armónica en una región R limitada por S, demostrar que 

ff dJ'Iló·dS = IJJ !'lló 1' dV. 
S R 

PROBLEMA 4.102 Demostrar que 

JJJ r-\lodV= fJ or-ds- JJJ ó\1-rdv. 
R S R 

PROBLEMA 4.103 Demostrar que 

5 JJJ r'r dV = ff r' dS. 

R S 

PROBLEMA 4.104 Si a es un vector constante arbitrario y V es el volumen de una región 

R limitada por S, demostrar que 

ff n> (a, r)dS= 2Va. 

S 

PROBLEMA 4.105 Sif=ix' +y'¡yi-¡x'+y2 )xj+ia3 +: 3 )k.calcular~ 

donde Ces el círculo x 2 + y 2 = a 2 • z =O. 
Respuesta - 27Ta4 . 

f·dr 

PROBLEMA 4.106 Si f= (x' +y' -4)i + 3xyj + (2xz + z2 )k, calcular JI \1 X f•dS, 

S 

donde S es la superficie definida por z = 4- (x 2 + y 2 
), y n es el vector unitario norma] 

exterior. 

Respuesta: --4r.. 

PROBLEMA 4.107 La esferax2 + y 1 + : 2 = a 2 intersecta los ejes positivosx, j,, z en A. 
By C respectivamente. La curva cerrada C consiste en 

, .. 
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tres arcos circularesAB, BC y C4. Si f= (y+ z)i + (z + x}j + (x + z)k, calcular directamente 

~ f·dr. 

(Sugerencia: Usar el teorema de Stokes (4.104) para verificar esta integral de línea 
calculando una integral de superficie sobre (a) la superficie ABC del octante ·de la esfera 

en el cuadrante positivo, y (b) en los tres cuadrantes de los arcos circulares de los planos 

coordenados.] 
1 

Respuesta: -¡na'. 
!PROBLEMA 4.108 Por el teorema de Stokes (4.104) demostrar que tJ. X (!:J.~)= O. 

PROBLEMA 4.109 Demostrar que 

~t/>'Vo/l·dr= ff 'V</> x'Vo/J·dS. 
e s 

PROBLEMA 4.110 Usando el teorema de Green (4.110) para un plano, calcular 

1 =Pc (3:r + 4y) dx + (2 x- 3y) dy, 

donde e es el círculo x 2 + y2 = 4. 
Respuesta: -811. 

PROBLEMA 4.111 Usando el teorema de Green para un plano (4.110), calcular 

1 =*ay dx + bx dy, 

donde a y b son constantes arbitrarias y Ces una curva regular arbitraria cerrada. 
Respuesta: (b -a)A, donde A es el área de la región limitada por C. 

PROBLEMA 4.112 Cambiando variables de (x, y) a (u, v) de acuerdo con la transformación 
x = x(u, v ), y =y( u, v ), mostrar que el área A de una región simplemente conexa R limitada 
por una curva cerrada regular C es 

A= (( éJ(x,y) dudv= 1rf] [(x,y)] dudv, 
JJ éJ(u, v) 'J (u, v) ~ · 
R R 

donde el jacobiano de la transformación es 

J [(x, y)] = éJ(x, y) = a u 
(u, v) éJ(u, v) . 

éJx 

a u 

av 

PROBLEMA 4.113 Demostrar que 

JJ dS x r = i ~ r' dr. 
s e 

PROBLEMA 4.114 Demostrar que 
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l;( r - J, dr 
J ;;xds=r~· 

S e 

PROBLEMA 4.115 Establecer la independencia de la trayectoria de integración y 

calcular 

f t•. 2 l y dx- x dy 

' . 
(1,-1) X 

(a) 

(b) sen x dx +y' dy + e• dz. 1
(11, o, 1) 

(0, 1, o) 

Respuesta:(a) -3/2, (b) e+ 2/3. 

PROBLEMA 4.116 SiC es la curva x 2 +y' =a', demostrar que 

f (cos x senh y- xy') dx + (senx cosh y+ x'y) dy =O. 

PROBLEMA 4.117 Hallar una función escalar de potencial para el campo vectorial 

r =(y+ z cos xz)i + xj + (x cos xz)k. 

Respuesta: cf> = yx + sen xz + k, donde k es una constante arbitraria. 
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PROBLEMA 4.118 Mostrar que un vector constante a tiene un potencial escalar cf> =a •r 
y un vector de potencial A= (a X r)/2. 

PROBLEMA 4.119 Considérese cualquier campo vectorial f tal que V ·f= p y V X f =c. 
El escalar p y el vector e son funciones dadas de x, y, z; p puede interpretarse como una 

densidad de fuente y e como densidad de circulación. Mostrar que si ambas densidades se 
anulan en el infinito, el campo vectorial f se puede expresar como la suma de dos partes, 
una irrotacional y la otra solenoidal. (Este se llama teorema de Helmholtz.) 

PROBLEMA 4.120 Demostrar que si 1'/J es annónica en una región simplemente conexa 
cuya frontera es la curva cerrada C, entonces 

~ V eh • n ds = O, 

e 

donde n es el vector unitario normal exterior con respecto a C. 
(Sugerencia: Usar (4.112).] 

PROBLEMA 4.121 Si h = ~ V X g, y g =V X f, mostrar que 

~ fffe'dV = ~ ff(f x g) · dS + fffr · h dV, 
R S R 

donde R es la región lintitada por una superficie cerrada S. 

--' '' 



5 
CAPITULO 

COORDENADAS 
CURVILINEAS 
ORTOGONALES 

Hasta ahora en nuestro análisis vectorial, nos hemos restringido casi completamente 
a un sistema coordenado rectangular (o cartesiano), que ofrece como única ven taJa que 

los vectores base i, j, k son constantes. Sin embargo, es frecuentemente útil emplear otros 
sistemas coordenados. En este capítulo desarrollamos expresiones para el gradiente, 
divergencia y rotacional en estos otros sistemas coordenados. 

5.1 Coordenadas curvilíneas 

¡;¡ 1 



Coordenadas CIUIIÜÍnMS ortogonales 

' PROBLEMA 5.1 Mostrar que sir; xi + yj + zk,los tres vectores unitarios 

e
11

, ev, ew, en P tangentes a las curvas coordenadas u, v, w se pueden expresar como 

1 iJr 
e ~-

. w h...., aw. 
donde 
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(5.4) 

• 

• i ~N8W curvav 

1 

curve u 

o y 

Figura 5.1 Vectores base para 
coordenadas curvil ínaas 

lar¡ ¡ar¡ ¡ar¡ hu= du . hv = dv . hw = aw . (5.5) en general. 

Soluci6n: Sir es el vector de posición desde el origen de un sistema coordenado 

rectangular hasta el punto P(x,y, z),entoncesr;xi + yj + zk;'r(x, y, z). Usando 

(5.1), r puede expresarse también como una función de u, v, w; i.e., 

r = r(u, v, w), 

donde (u, v, w) son coordenadas curvilíneas de P. Si v, w son constantes, entonces 

(5. 1) es la ecuación pararnétrica de la curva u con parámetro u. Por consiguiente, de 

acuerdo con (3.40), un vector tangente en Pala curva u es 3r/3u. De manera similar, 

3r/3v y 3r/3w son tangentes en Palas curvas v, w respectivamente. 

, • • En general, 

1 iilr . "'< ·¡ ai. . .. · . 
. eu == - -, • ó e., = ,-h -~. ~·-"~ .. ":'~--h .. 

· "hu -,iJu · _..~-vv _, ... ·_:, ., 
. . . ' •, ·-~ '• 

·Obsérvese que hu,IJ.; y hw son en general, funciones ·.te u, 
h.::/:: O. y hw·'* O~ por consiguiente, e.,, e., e .. sOn tarnbi~n fuioci<~m:S 

PROBLEMA 5.2 ' Mostrar que los tres vectores unitarios eu, eV" ew normales en Palas 
superficies coordenadas u, v, w respectivamente, se pueden expresar como 

donde 

Solución: 

a la superficie 

1 
- ílu H • 

u 

1 
- ílv, 
H. 

(5.6) 

(5.7) 

Por el resultado del problema 3.31, vemos que el vector íl u es perpendicular 

u(x, y. z) ; e 1 en P. De manera similar, íl v y íl w son normales a las 
superficies v y w respectivamente. Por consiguien-te, si 

Hu=[ílu[, H.=['i7v[, Hw=[V'w[, 

obtenemos 

1 
- í}u 
Hu ' 

1 
- ílv, 
H. 

.. 
·' ··' ,l 
.' 

., 
-· 

)<~ :;r 
~-

, : ... 
~=-

., 
'1 

'· ! 

' t' 
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Lo! conjuntos de vecto~esa 1 , a2 , a3 y b., b,, b3 son recíprocos si 

llzn • bn = B,.,n, [1.10 

donde [jmn es la delta de Kronecker. De la sección 1.8, para conjuntos recíprocos de 
vectores, 

a,xa, 
bl = ' [a,a, a,] 

b2 X b3 

... = [b, b, b,] • 

a, x a, 
b2 = 1 

[a, a, a,] 

1 
[a, a, a,] = [.b ] 

1 b2 b, 

a, x a. 
b, = • 

[a, a, a,] 

a,= 
b1 X b~ 

[b, b, b,]' 

[1.114] 

[1.115] 

[1.122] 

PROBLEMA5.3 Mostrar que ar!au, ar!av, aria· y Vu, \lv, Vw son conjuntos 
recíprocos de vectores. 

Soluci6n: Como 

u=u(x,y,z) 

= u[x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)], 

diferenciando con respecto a u se obtiene 

au ax + ~ ay+ au az =l. 
ax au ay au az au 

(5.8) 

(5.9) 

Como ~ = ~ 1 + ay j + az k 
au au au au 

y 
au au au 

Vu = -1 + -j +-k, podemosescrf 
ax ay az 

(5.9) como 

De mocto similar 

ar 
-·Vu =l. a u 

ar 
-·'Vv= 1 av . 

a. 
-·Vw=l. 
aw 

Ahora, diferenciando (5.8) con respecto a v, 

o sea 

De modo similar, 

au ax + ~ ay + au az =o 
ax av ay av az av . 

ar 
-·Vu=O. 
av 

ar ar 
-·Vu=O -·ílv=O aw . au . 

Si u= q,, v = q2 , w = q3 , entonces (5.10-3) puede resumirse como 

ar -a- · CV qn) = llmn, 
qm 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) .• 
1 

donde llmn es la delta de Kronecker. Entonces, por la definición (1.109) de conjuntos 
reciprocosdevectoresconcluimosque ar!au, ar!av, ar!aw y Vu, Vv,son 
conjuntos recíprocos de vectores. 
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PROBLEMA 5.4 Mostrar que 

dr 1 ar 1 
- =- "lv x "lw, - =- "lw x 'Vu, 
au a av a 

ar 1 
-=-\lux'\Jv, a.. a 
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(5.15) 

'J U = _!_ (El_ X ~)• 
{3 a V aw 

"lv= _!_ (~ x ar). 
f3 \aw au 

"lw = _!_ (~ x ~). (5.16) 
f3 iiu av 

donde 

a= ['Ju"lv'Vwl = 'i/u ·"lv x 'Jw, (5.17) 

{3 = [~~~]=El_ • ~X~=_!_, 
au av aw au av aw a 

(5.18) 

Solución: Como los vectores ar/au, artav, artaw y 'í/ u, 'í/ V, 'í/w forman conjuntos 
recíprocos de vectores, los resultados de la sección 1.9 se pueden aplicar. Por consiguiente 

(5.15-6) se siguen directamente de (1.114-5). La relación (5.18) se sigue de (1.122). 

5.2 Coordenadas curvilíneas ortogonales 

PROBLEMA 5.5 Si un sistema de coordenadas cuJVilíneas es ortogonal, mostrar que 

(5.21) 

Soluci6n: Por el problema 5.3 sabemos que e", e", ew y e u, e y, ew son conjuntos 
recíprocos de vectores. Ahora, el sistema ortononnal eu, ev. ew satisface 

Por consiguiente, por los problemas 5.2 y 5.4, tenemos el resultado (5.21 ). 

PROBLEMA 5.6 

(a) 

(b) 

(e) 

En un sistema coordenado ortogonal curvilíneo, mostrar que 

1 
h =-

w H,,,' 

e..,= h..,'\lw, 

Solución: (a) Por (5.4) y (5.6) y puesto que (5.10) se cumple, 

•u ·e u=(..!._ ~) · (-
1 \/u) = -

1 (~. vu) = -
1 

. 
hu au Hu huRu au h..,Hu 

En un sistema ortogonal, por (5.21). 

1 -¡;-¡¡- = e u • eu = eu . e.., = l. 
u u 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

Por consiguiente, h" = I!Hu. De manera similar podemos obtener h.= IIH •• h..,= 1/H..,. 
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(b) Por (5.21), (5.6) y (5.23), 

(e) Por (5.24), 

1 
'Vu~-e h u• 

u 

1· 
'ílv~-e h •• 

V 

Por consiguiente, por (5.20), 

['V u 'V v'íl w] ~'V u ·'V v x 'ílw 

1 

1 

PROBLEMA 5.7 En un sistema coordenado curvilíneo ortogonal, si •u• •v· •w 
representan longitudes de arco a lo largo de las cuJVas u, v, w demostrar que 

(a) 

(b) 

(e) 

(ds)' =(hu du)' +(h. dv)' + (hw dw)', 

donde ds representa la longitud de arco infmitesimal entre los puntos (u, v, w) y 
(u -'- du, v + dv, w + dw) y dV es el elemento de volumen. 

Solución: Usando las longitudes de arco Su, Sv, sw. 

ar ar dsv 

av = as. dv. 

(5.27) 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

El vector unitario tangente a la curva C de longitud de arcos en cualquier punto Pes la 
derivada del vector radio r a P con respecto a s. Así que, 

3r ar ar 
-a- = 0 u• -a- ~ "·· -a- ~ •w· (5.32) 

Su Sv Sw 

Por consiguiente, de (5.31) y (5.4) se sigue, 

ar dsu ar dsv 
-=-e =he au du u u u• 

-=-e =he av dV V V vo 

ar dsw 
-=--e ~he aw dw w w ... 

De modo que 
dsu 

h =-
u du ' 

ds. 
h --
V- dv' 

dsw 
h =-

w dw' 

(533).-. 

(5.34) 
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o sea 

dsu = h~ du, ds., =h., dv, dsw = hw dw. 

Así que las coordenadas diferenciales du, dv, dw deben multiplicarse por h •• h •• h., para 

obtener longitudes de arco. 

(b) Puesto que (5.33) se cumple, 

ar ar ar 
dr = - du + - dv + - dw =hu du eu +h., dv e,.+ hw dw ew. au av aw (5.35) 

Por consiguiente, la longitud de arco ds entre Jos puntos (u, v, w) y (u + du, v + dv, w + dw) 

es 

ds' = dr· dr =(h. du)' +(h. dv)' + (hw dw)' 

ya que e,, ev• ew forman una base ortonorrnal. 
(e) El elemento diferencial de volumen es un paralelepípedo, tres lados del cual son 

los vectores 

ar 
- du =hu du eu, a u 

ar . 
- dv= h., dvev, av 

Por Jo tanto el elemento de volumen dV es 

ar 
- dw = hw dw ew· a ... 

dV =(hu du e.)· [(h. dve.) x (hw dw e.,)] 

= [euevewlhuhvhwdudvdw 

= huhvhw dudvdw. 

:Enel~~~~~~~~~~~~:~~~~~g~~ .conp,-,P,z. · notadoo• ·-se.~~~aea... ., .... ;:·rvo "IID.em • 

se asan las,~~!'~K~~~~~~~~~~~~!;~~Ji~:~~~(~~Ji,~~ 

PROBLEMA 5.8 El sistema de coordenadas cilíndricas se defme por la transformación 

x = u e os v, y = u sen v, z = w. (5.36) 

Los recorridos de u, v, w están dados por u;;. O, O.;; v < 2lf y--< w < -. 
(a) Determinar hu• hv• h.., y Jos vectores e •• ev, e.,. (b) Hallar H •• H •• H., y Jos 

vectores eu, ev• ew. (e) Demostrar que el sistema coordenado cilíndrico es ortoganal. 

Solución: Por (5.2), el jacobiano de la transformación es 

cos v -u sen v O 
a ex. y, z) 

1 = ..,..,.----,. 
rl(u,v,w) 

sen v U COS V Ü = u(cosl v + sen1 v) =u, (5.37) 

o o 1 

que no es cero, excepto sobre el eje z. La transformación inversa es 

•¡, (y) u=(x~...¡._yz) 2 , v=tan- 1
-;;, w=z. 

(a) Como el vector de posición es 

r = u cos v i + u sen v j + w k, 

sus derivadas parciales son 

ar . au = COS yj ._sen VJ, 
ar 
- = -u sen v 1 + u cos v j, av 

(5.38) 

~= ... aw 

., . 
·,. 
'~ 

,. 
1 

• 

f"l 
t' 
Ir :,; 
1~:. 

'• •¡ 

., 
,': 

;) 

,._..,. 
';; 

. ' ~ . :· _; 

•.:~;; 

~·~:f.;. 
· .. : 1!' 

~:.¿~ 
~ .. -·~:-. 

. __ , 
-~-; ~..; 

'::.~ 

···'-~--

'J 

. '"-.1\. ....... 
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Por consiguiente, los .factores de escala son 

1 
ar 1 • ·~ hu= au = (COS

2 
V+ sen V) = 1, 

h.= 1 ¡si =[(-u sen v)' + (u cos v)']'~ =u, 

y los vectores base son 

1 ar 
eu = h - = COS Vi + sen V j, 

u au 
1 ar 

e., = - - = -sen v i + cos v j, 
hv av 
1 ar 

e =--=k. 
w h.,.. aw 

(b) Por la transformación inversa (538), 

'Vu= 
1 

1 
(xi+yJ), 

(x' + y') 1, 

1 
'Vv = (x' +y') (-y 1 + x j), 

Por consiguiente, los factores de escala son 

y los vectores base son 

1 
R =I'Vul=1=-. 

u hu 

1 1 1 
H.= I'Vvl=-~-,.,=-=-

(x' + y')\'; 

1 . 1 
eu=-'Vu= (xl+yj) 

R u (x' + y')'ó 

= .!. (u cos v 1 + u sen v j) 
u 

= cos v i + sen v j 

1 •;, 1 ev = - 'V v = (x' + y') ..,...,....:....~ (-y 1 + x j) 
R ,. (x' +y') 

= 1 (-yi + xj) 
(x' + y')'h 

1 
= - (-u sen v 1 + u cos v j) 

u 

= -sen v i + cos v j 

1 
e.,= - 'Vw =k= e . R w 

w 

'Vw =k. 

. ~· 



(e) Efectuando el producto punto e., •. y e,. entre ellos, 

e u • e. = (cos v) (-sen v) + (sen v) (e os v) = O, 

e.· e,.=(- sen v)(O) + (cos v)(O) + (0)(1) =O, 

e,.,· eu = (O)(cos v) + (O)(sen v) + (1)(0) =O. 

Por consiguiente, eu, e", ew son mutuamente ortogonales. 
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PROBLEMA 5.9 El sistema coordenado esférico se defme por la transformación 

x =u sen v cos w, y= u sen v sen w, z =u cos v, (5.39) 

donde u;;. O, O.;; v < "• O.;; w < 21r. 
(a) Hallar h •• h •• h.., y •u• e., e,.. (b) Determinar H.,H •• H.., y •u• ey, •w· 

(e) Demostrar que el sistema coordenado esférico es ortogonal. 

Solución: Por (5.2) el jacobiano de la transformación es 

él(x, y, z) 
]=-...:...._­

acu,v,w) 

sen v cos w u cos v cos w -u sen v sen w. 

sen v sen w u cos v sen w u sen v cos w 

cos v -u sen v o 

= u1 sen v, (5.40) 

que es diferente de cero en todas partes, excepto en el eje z. La transformación inversa es 

- [(x' +y')'!,] 
v = tan 1 

, 

z 
_,(y) 

w =tan ; . 

(a) Como el vector de posición es 

r =u sen v cos w i-+- u sen v sen w j ~u cos v k, 

sus derivadas parciales son 

ar 
- =sen v cos w i -+- sen v sen w j ~ cos v k, 
a u 

ar 
dv 

= u cos v cos w i + u cos v sen w j -u sen v k, 

• ar 
=-u sen v sen w i +u sen v cos w j. 

aw 

Por consiguiente, los factores de escala son 

1 

élr 1 [ ,, hu= du = (sen v cos w) 2 ~(sen v sen w) 2 
_._ (cos v) 2l 'l = 1, 

hv = 1 ~: l =u [(ces v cos w) 2 + (ces v sen w)~ + (-sen v)1l
1
1;¡ =u, 

hw = 1::1 =u[(- sen v sen w) 2
- (sen v cos w)2f!:t =u sen v, 

y los vectores base son 

(5.41) 
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1 rJ r 
eu = - - = sen v cos w i + sen v sen w j .. cos v k, 

hu au 
1 

ev =-
h, 

1 e =­
w hw 

(b) Por (5.41), 

rJr i . k - = cos v cos w + cos v sen w J - sen v , av 
ar 

- = -sen w i + cos w j. aw 

'iJw = 
1 

(-y i + X j). 
(x' +y') 

Por consiguiente, los factores de escala son 

y los vectores base son 

1 
H =['iJu[=1=-

u h ' 
u 

1 1 

usenv h" 

= sen v cos w i + sen v sen w j + e os v k 

1 1 
ev=-'iJv= , , [zxi+zyj-(x'-y')k] 

H \" (x2 + yz) ~ (xl _ yl + zl) ,2 

= cos v cos w i + cos v sen w j - sen v k 

1 1 
ew = - 'iJw = (-y l + x j) 

H"' (x2 + yl)l~ 

= - sen w i + cos w j 

=e,.,. 

(e) Efectuando el producto punto de •u• e., •w entre eUos, 

eu.ev =sen veas vcos 2 w +sen veas vsen 2 w-cos v sen v= O, 

ev. ew = -cos V cos w sen w + cos V sen w cos w = O, 

e w • e u = -sen w sen v cos w + cos w sen v sen w = O. 

Por consiguiente, eu, ev, ew son mutuamente ortogonales. 

PROBLEMA 5.10 Usando la relación 

(ds)' = (dx)' + (dy)' + (dz)' = ()ru du)' + ()r, dv)' + (hw dw)', (5.42) 
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hallar los factores de escala h •• h •• hw en coordenadas (a) cilíndricas, (b) esféricas. 

Soluci6n: 

Así que 

(a) Por (5.36) 

dx = cos v du- n sen v dv, 

dy =sen vdu +u cos vdv, 

dz = dw. 

(dx)' + (dy)' + (dz)' = cos' v (du)' +u' sen' v(dv)'- 2 u sen v cos v dudv 

+ sen 2 v(du)2 + u2 cos 2 v(dv)2 + 2 u sen v cos v dudv 

t (dw)' 

14.3 

= (sen 2 v + cos 2 v)(du)2 + u 2 (sen 2 v + cos2 v) (dv) 2 + (dw)2 

= (du)' +(u dv)' + (dw)' 

=(hu du)' + (}¡. d>)' + (hw dw)'. 

Por consiguiente, hu= 1, hv =u, hw =l. 
(b) Por (5.39), 

Así que, 

dx = sen v cos w du + u cos v cos w dv- u sen v sen w dw, 

dy = sen v sen w du + u cos v sen w dv + u sen v cos w dw, 

dz = cos v du -u sen v dv. 

(dx)' + (dy)' + (dz)' 

= sen 2 v cos 1 w (du) 2 + u 2 cos2 v cos 2 w (dv) 2 + u 2 sen2 v sen 2 w (dw)2 

..._ 2u sen v cos v cos 2 w dudv- 2u 2 sen v cos v sen w cos w dvdw 

- 2u sen 2 v sen w cos w d\4·du 

+ sen 2 v sen 2 w (du)2 + u 2 cos 2 v sen 2 w (dv) 2 
-1- u2 sen 2 v cos2 w (dw)l 

_._ 2 u sen ve os \' sen 2 w dudv + 2 u 2 sen ve os v sen w e os w dvdw 

~ 2u sen 2 v sen w cos w dwdu 

_._ cos 2 v(du) 1 -+- u 2 sen 2 v(dv) 1
- 2u sen v cos v dud\' 

= [sen 2 v(cos~ w-+ senl w) .._ cos~ \'1 (dul 

_._ u 2 kos 2 v(cos 2 w _._ sen 2 w) .... sen 2 vl (dv) 2 

_._ u2 sen 2 v(sen 2 w _._ cos 2 w)(dwP 

= (du) 2 _._ (u dv) 2 ..,.. (u sen v dw)2 

o (hu du)' + (hv dv)' + (hw dw)'. 

Por consiguiente, hu ;:: 1, hv ;:: u, hw;:: u sen ~·. Obsérvese que (5.42) es cierto solamente 
para coordenadas ortogonales. 

5.3 Gradiente, divergencia y rotacional 
en coordenadas curvilíneas ortogonales 
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. PROBLEMA 6.11 Verificar (5.43). 

Soluci6n: El gradiente en las coordenadas rectangulares es 

a"' a"' aofl Vt/1 = -1+ -J + -11 . . ax ay az 
Si t/1 = t/J (u, v·, w) = t/1 [u(x, y, z), v(x, y, z), w (x, y, z)], entonces 

a"' a"' au a"' av a"' aw -=--+--+--ax au ax av ax a,.. ax' 
a"' a"' au a"' av a"' aw -=--+--+--, ay au ay av ay aw ay 

a"' a"' au a"' av a"' aw -=--+--+--. az au az av az a,.. ·az 
Por lo tanto, 

at/1 (au au au ) at/1 (av av av ) Vt/1=- -1+-J+-11 +- -1+-J+-11 au a:x: ay az av ax ay az 

at/1 (a"' a,.. aw ) +- -1+-J+-11 aw ax ay az 

N a"' a"' =- llu + - Vv +- Vw. au av aw 

PROBLEMA 6.12 Verificar (5.44) 

[3.110] 

[5.43: 

.!. 
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Soluci6n: Sustituyendo 

1 "u= -e V h u• 
u 

1 'lv= -e,.., 
h . 

V 

[5.27] 

en (5.43), 

PROBLEMA 5.13 Verificar (5.45) 

Soluci6n: Sabemos que e., e,, ew forman una base ortogonal derecha. Usando (5.24), 

Así que, 

Como 

tenemos 

eu = ev X ew = hvhw "Jv X "Jw,} 
e,..= ew X eu = hw hu V w X V U, 

ew = eu X e,..= huhv '\Ju X \lv. 

f = fueu..;... !,..e,..+ fwew 

= h,.. hw fu V V X 'Vw + hwhu f,.. 'Vw x 'V u .._hu h,.. f w '\/u X V v. 

'V·(<hl) = <h'V-1~ 1-'V<h. 

'\l • (fu e u) = 'íJ • (hv h w fu 'íJ V X 'íJ w) 

=hvhwfu 'll·('Vvx"Jw)~("Jv x'\lw)·"J(hvhwfu). 

Otra vez. puesto que 

'J • (1 Y g) = 11: • ('J X 1) - 1 • ('\l X 11:), 

y usando 'V X ( 'V<P) =O por (3.142), 

'\l • ( 'íJ \' Y '\l W) = 'íJ W • ('\l Y '\l V) - 'íJ V • ( 'íJ Y 'íJ W) = 0, 

Luego, por (5.44) y (5.48), 

(5.48) 

(5.49) 

[3.155] 

(5.50) 

[3.157] 

IiJ 1a 1a 
'íl(h,.h. fu)=--_- (h,hwfu)eu +- (h h f )e + (h h f )e 

hU rlU h., rlv V 14 u V h.., aw V W U Wt 

1 'Vvx'\Jw= --eu. 
h .. h w 

Como e u • eu :;:: l Y eu • e"' = eu • ew =O, tomando el producto punto se obtiene 

Así que 

De modo Similar (o por cambios cíclicos de índices), 

1 a 
'V-(I,e,)= -

1 
(hwhuf,), 

huhvhw r V 

(5.51) 

(5.52) 

·~ 
' ·i~: .; 
< ¡¡ 

.. '~ • 
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1 iJ 
·V·(/we.)= - (huh.h.). 

huh.hw iJw 

Sumando (5.51-3), obtenemos (5.45). 

PROBLEMA 5.14 Verificar (5.46). 

Soluci6n: Aplicando (5.45) al vector V 1/1, dado por (5.44), i.e., sustituyendo 

1 iJrf¡ 
fu=--, 

hu iJu 

1 a,¡, 
f --­v- hv av' 

en (5.45), obtenemos (5.46). 

PROBLEMA 5.15 Verificar (5.47). 

Soluci6n: Usando (5.24), 

Como 

y VxVu=D, 

(= fueu +/,e,+ fwew 

v x <4> o= ,p v x r +(V <Pl x r 

'il X Uueu) =V x (hu fu V u) 

={hu fu) V X V u+ V(hu fu) X V u 

= V(hu fu) x V u. 

Ahora, usando (5.44) y (5.27), 

1 a 1 a 
V (hu fu) X V u = ' -iJ {hu fuleu X eu + -- iJ V (hu fu) e. X eu 

hu U hu h, 

1 a 
+ -- -a (hu fu)ew X eu• 

hwhu W 

Como eu, e", ew fonnan una base ortonormal derecha, 

y por tanto 

\1 X {fueu) = V{hu fu) X \/u 

1 a 1 
= -- -- (hufu)e.- --

hwhu aw huhv 

De modo similar, o por cambio cíclico de índices, 

Sumando (5.56-8), obtenemos (5.47). 

(5.53' 

• 

(5.54) 

[3.156] 

(5.5~. 

(5.56) 

(5.57) 

(5.58) 

. -t,.;, 
. ~~=· 



PROBLEMA 5.16 Usando la defmición de divergencia dada por 

í7. r = lim -
1
- fJ r. dS, 

4v~o !'.V 
S 

deducir (5.45). 
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[4.47] 

Soluci6n: Sea P(u, v, w) el punto central del elemento de volumen curvilíneo dV, como 
se muestra en la figura 5 .2, y sea 

[5.30] 

Si f = fu•u + f.•. + fw•w• entonces el flujo para la normal externa a través de la superficie 
ABCD para u constante es 

(5.60) 

y a través de la superficie EFGH es 

1 a 
fuhvhw dvdw +- - Ciuhvhw)dudvdw. 

2 au (5.61) 

(Desechamos los infinitésirnos de orden superior.) Sumando (5.60) y (5.61), el flujo de 
salida a través de las dos superficies para u constante, es 

a 
-_- Ciuhvhw) dudvdw. 
du 

Sumando los resultados semejantes para las otras dos parejas de superficies, 

ff [il a a ] f·dS = - Ciuhvhw) + -- (f,hwhu) + -.- (fwhuhv) dudvdw. au dv dw 
S 

Dividiendo (5.63) por dV, dado en (5.30), se obtiene 

1 [iJ ¡, il¡ ] íi'·f= -.- (fuhvhw) • -.- (f,hwhu) 1-.- (fwhuh,) • 
huhvhw du ri\' rJw 

PROBLEMA 5.17 Usando la definición de rotacional dada por 

n·(íi' x f) = lim ~.{:. f·dr, 
hs~o !'.S~ 

deducir (5.47). 

(5.62) 

(5.63) 

15.45] 

[4.50] 

Solución: Sea f =fu <u +f. e, + f wew; se calcula primero eu • ( í7 X f). Considérese 
una curva cerrada Cu CADCB) de la superficie u= constante, como se muestra en la figura 
5.3. El elemento de superficie dS encerrado por Cu es 

dS = h, hw dvdw. (5.64) 

La circulación alrededor de la curva cerrada Cu es 

~ f·dr = J.D f·dr + ic f·dr t {" f·dr tiA f·dr. 
Cu A D C B 

X 

X 

curva v 
\ 

\ 

' e' 

dsu = hudu 
curve u 

o 

F1gura 5.2 Elemento de volumen 
curvil(neo. 

z 
curva w 

e 

y 

ds" ::..:. h..,dv curva u .. :::· 

o y 

Figura 5.3 Elemento curvil(neo 
de superficie. 

.". 
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Descartando los infmitésimos de orden superior, 

LD f·dr = t.h. dv, 

ic r-dr = [twhw + aav (f.hw) dv ]dw, 

LB r. dr =- [t.h. + :.., (f.h.) dw] dv, 

lA f-dr=-f.h.dw. 

Sumando estos resultados se obtiene 

¡{.. r. dr = [.i.. (fwhw)- .i.._ (f.h.)] dvdw. 
j,. av aw 
c. 

Di·;idiondo (5.65) por dS, dado por (5.64), 

1 [a a J e •• ('il x f) = -- - (l.h.)-- (l.h.) . 
h.h. av a .. 

(5.65) 

(5.66) 

Por la permutación cíclica de los índices se obtienen las dos componentes restantes de 
\1 X f. En consecuencia, 

[5.47] 

5.4 Sistemas coordenados especiales 

5.4a Coordenadas cartesianas rectangulares (x, y, z) 
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PROBLEMA 5.18 Para coordenadas cilíndricas circulares (p, 4>, z ), si if¡ = if¡ (p, rf>, z), 
l=fpep+f<t>e<t>+f,k, calcular (a)(ds)', (b)dV, (c)'iJo/1, (d)'iJ·I, (e)'iJxl, 
(f) 'iJ'if¡. 

Soluci6n: 

(a) 

(b) 

(e) 

(d) 

(e) 

(f) 

Por (5.29), (530), (5.44), (5.45), (5.59) y (5.46), 

(ds)' = (dp)' + (p drf>)' + (dz)'; 

dV = p dpdrf>dz; 

a"' 1 a.p a.¡, 
IN=- ep +- - •<t> +-k; 

ap p acp az 

1 a 1 at<~> at, 
'iJ·I=- -(pfp)+- -+-· 

p ap p aq, az. 

ep pe<f> k 

1 a a a 
'iJxl=- -

p ap acp az 

fp f<t> f, 

(5.74) 

(5.75) 

(5.76) 

(5.77) 

(5.78) 

{5.79) 

(5.80) 

X 

• 
P(x, y, z) 

rP, z) 

(a) 

• 
k 

(b) 

Figura 5.4 Coordena:les cillndricas 
circulares. 

__ , 

-"·· 

-~t 
'; . .¡· 
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PROBLEMA 5.19 Hallar las relaciones entre i,j, k del sistema de coordenadas 
cartesianas rectangulares y e., e<l>, k del sistema coordenado cilíndrico circular. 

Soluci6n: Por los resultados del problema 5.8, 

Por (2.70), 

ep = cos cf> i +sen cf> i, 

•<P = -sen cf> i + cos cf> i, 

k= IL 

ep = (ep· l)l + (ep· j)j + (ep· k) k, 

e,p = ( e,p ·!) i + ( e,p • j) j + ( e,p • k) k. 

Comparando (5.81) y (5.82), 

ep·l=coscf>, ep·j=sencf>, ep·k=O, 

e,p • l =-sen cf>, e,p • j = cos cf>, e,p ·k= O. 

La tabla 5.1 muestra los resultados de (5.83) en forma tabular. 

TABLA5.1 Relación entre vectores base 
rectangulares y cilíndricos. 

¡ j k 

ep coscf> sen th o 
e,p -sen cf> cos cf> o 
k o o 1 

(5.81a) 

(5.81b) 

(5.81c) 

(5.82a) 

(5.82b) 

(5.83) 

Obsérvese que (5.83) puede obtenerse también de la figura 5.4 aplicando la defmición 
de producto punto (1.25). 

Usando (5.83), i,j, k en términos de e., e<l>, k son 

i = (i · ep) ep + (i· e,p)e,p + (i. k) k 

= cos cf> ep- sen cf> e,p, 

i =(i·ep)ep +(i·e,p)e,p +(i·k)k 

=sen cp ep + cos cf> e4>, 

k= k. 

(5.84a) 

(5.84b) 

(5.84c) 

Usando notación matricial,las transformaciones entre i,j, k y e., e<l>, k, (5.81) y 
(5.84) pueden escribine respectivamente como 

[

e PJ [ cos cf> sen cf> O][¡] 
•: = -se~ cf> co~ cf> ~ ~ , 

(5.85) 

UJ=[:~: -e:~: ~][::J. (5.86) 

Debe recalcarse que los vectores unitarios eP, e<l> varían en dirección de punto a puntr 

PROBLEMA 5.20 Si 



r = f,l + f,J + f,k = fpep + f,¡,e,¡, + f,k, 

hallar la relación entre[,.[,.[, y r • .r~.r,. 
Solución: Usando (5.84), 

f= f,l + l,i + l,k 

= l,(cos </> ep- sen rp e,¡,)+ l,(senrp ep + cos </>e,¡,)+ f,k 

= (f, cos rb + f, sen rp)ep + (-f, sen rp + 1, cos rp)e,¡, + f,k. 

Como f = [•e• +[~e~+ [ 3 k, comparando coeficientes se obtiene 

fp = f, cos rp + 1, sen rp, 

1,¡, = -1, sen rp + f, cos rp, 

/1 = /l. 

De modo similar, usando ( 5.81 ), 

f= fpep + l,¡,e,¡, + f,k 

= fp (cos rp i +sen cf> j) +/,¡,(-sen cf> 1 + cos </> j) + f,k 

=;(fpcos rp -/,¡,sen rp)i +(fp senrp+ f,¡, cos rp)j + f,k. 

Otra vez, puesto que f = [ 1 i + [ 2j + [ 3 k, comparando coeficientes se obtiene 

f, = fp.COS rp -1,¡, sen rp, 

f, = lp sen rp + 1,¡, cos rp, 

/1 = /J. 

En notación matrical, (5.89) y (5.90) pueden expresarse respectivamente como 

[

fp] [cosrp 

:~ = -se~rp 

[ 

f,] [cos rp 

:: = se~ rb 

sen </> 

cos if> 
o 

-sen </> 

cos </> 

o 
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(5.87) 

(5.88) 

(5.89a) 

(5.89b) 

(5.89c) 

(5.90a) 

(5.90b) 

(5.90c) 

(5.91) 

(5.92) 

Comparando (5.85) y (5.91 ), (5.86) y (5.92) observamos que las transformaciones de los 
vectores base y las componentes de un vector tienen la misma matriz. 

PROBLEMA 5.21 Transformar f = xi + yj + zk en coordenadas cilíndricas circulares. 

Solución: Como[, =x.[2 =y y [ 3 =z,por(5.89), 

fp = f, cos rp + 1, sen</>= xcos rp+y sen</>, 

1,¡, = -1, sen rp + 1, cos rb = -x sen rp +y cos rp, 

f1 =f1 =z. 

Sustituyendo x = p cos </> y y = p sen rp, 

fp = p cos' </> + p sen'</>= p(cos' </>+sen'</>)= p, 

f,¡, = -p cos rp sen rb + psen rp cos rp =O, 

/J = z. 

Por consiguiente, f = p e p + z k. 

Solución alterna: Usando (5.84), 



P(x, y, z) 

= P(,, e. <t>l 

y 

• 

(a) 

' 

e, 

• 

(b) 

F1gura 5.5 Coordenadas esfértcas. 
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J ~ Ii + yj + zk 

~ x(cos </> ep- sen q, eq,) + y(sen </> ep + cos </> eq,) + zk 

~ (x cos </>+y sen </>)ep +(-xsen </>+y cos </J)eq, + zk. 

Sustituyendo x ~ p cos t/J e y ~ p sen 1/J, 

1 ~ p(cos' q, +sen' </J)ep + (-p cos q, sen q, + p sen ri> cos </J)eq, + zk 

~pep+zk. 

1 
PROBLEMA 5.22 Transformar f ~ - e• en coordenadas cartesianas rectangulares. 

p 

Soluci6n: Como [p = 1/p, f<t> =O, y [ 3 =O, por (5.90), 

1 
1, ~ lp cos q,- lq, sen q, ~- cos .P. 

p 

1 
1, = lp sen q, + lq, cos q, ~-sen</>, 

p 

1;=1,=0. 

X X 
Sustituyendo p ~ (x' + y') 11, cosf/J=-= 

1
, 

p (x' +y') V, 

y y 
ysenon.P=-= , 

p (x' + y')\1 

X X 
1-----

1 - pz - xl + yl' 

Por consiguiente, 

X y 
r = 1 + J. 

(x' + y') (x' + y') 

Soluci6n alterna: Usando (5.81), 

1 1 e os q, sen q, 
r =- ep =- (cos q, 1 + sen q, J) = -- 1 + -- J, 

p p p p 

Por consiguiente, sustituyendo cos t/J = x/p, sen t/J = y/p, y p2 = x 2 + y 2
, 
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PROBLEMA 5.23 Para las coordenadas esféricas (r, 8, 1/>), si .U = t/1 (r, fi, </>) y 

r ~ 1, e,~ 1,1 e 8 + lq, eq,, calcular {a) (ds)', {b) dV, (e) '>N, (d) íl· r, {e) íl x f, 
(f) íl'.U. 

Solución: Por (5.29}, (5.30}, (5.44), (5.45}, (5.46}, y (5.59), 

(a) 

{b) 

{e) 

(d) 

(e) 

por tanto 

(ds)'" (dr)' + (r dll)' + (r sen O d<f>)'; 

dV = r' sen O drdfid</>; 

at/1 1 at/1 1 at/1 
ílw o a; e, + ; ao eg + ; sen o a,¡, eq,; 

. 1 [ a a a1 <PJ íl· f = sen O - {r' 1,) + r - (sen () 1;;) + r -
r' sen () a, ao aq, 

1 a 1 a 1 a1q, 
=- -{r'l,). ---(sen() le)·----; 

r' ar r sen o ao r sen () a,¡, 

e, r eg r sen fi e<!> 

1 a a a íl' r ~ -- a, a¿, r2 sen e a o 
1, rfa r sen Ofrp 

(5.95) 

(5.96) 

(5.97) 

(5.98) 

1 [a a1,] 1[ 1 a1, a J íl 'r = ·--- --(sen Olq,)- -· e,·- -- ---- (rlt>) ee 
r sen o a o aó r sen() a,¡, a, 

-
1
. [·a (rla) -a/,] e.. (5.99) 

r Or · a A ~' 

PROBLEMA 5.24 Usando (5.96-100), deduw 

{a) 

{b) 

{e) 

{d) 

Solución: (a) Por (5.96), 

íJ/{r) = l'(r)e,. 

íl· [l(r) r] = 3/(r)- rl'{r), 

íl x [l(r)rl =O, 

íl' l(r) = ?. f'{r) + l"(r). 
r 

a /(r) 
íJ/{r) =-~e,= f' (r)e,. 

(b} Como r; re, y f(r)r; rf(r)e, entonces por (5.97), 

(5.100) 

[3.165] 

[3.166] 

[3.169] 

[3.170] 

• 

.. 
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(e) Por (5.98), 

A ná/isis •ectoriDJ 

'i7 ·ll (r)r\ 'i7 • [rl (r) e,\ 

1 a 
. [r' l(r)\ 

r 2 dr 

1 
[3r'l(r) + r'l'(r)\ 

r' 

· 3/(r) , rf'{r). 

'i7 ~ [l(r)r\ 'i7 x [rl(r)e,\ 

e, ree_rsenfJe-; 

1 (liJ ¡¡ 

rl sen () (Jr do (JO 

rl(r) O O 

o. 

(d) Por (5.100), 

= !._ ~ [r' l'(r)\ 
r 2 dr 

= !._ [2rf'(r) • r' l'"(r)l 
r' 

= 
2 

l'(r) - f'"(r). 
r 

PROBLEMA 5.25 Hallar las relaciones entre i, j, k del sistema coordenado cartesiano 
rectangular y e,, e8 , e41 del sistema coordenado esférico. 

Solución: Por los resultados del problema 5.9, 

Por (2.70), 

e, ~ sen O cos ó i ..... sen O sen ó j --- cos O k, 

e E~ cos U cos ó i ... cos O sen ó j - sen ()k, 

e; :- -sen ó i - cos ó j. 

e, (e,· i) i +(e,· j)j + (e, • k)k, 

•e =(e e· i) i + (e 8 • i)i + (e 8 • k)k, 

"",(e:· i)i + (e.p ·i)i + (e.p ·k)k. 

Comparando (5.101) y (5.102), 

e,·i- sen O cos cb, e,·i :.:sen O sencb, e,· k-cosO, 

(5.101a) 

(5.101b) 

(5.10Ic) 

(5.102a) 

(5.102b) 

(5.102c) 

•e·i- cosO cos ó, •e·i =cosO sin e,, •f·k -senO, (5.1~' 

e.p · i - - sen ó. e 1 · j ~ cos el>, e.p · k " O. 

Los resultados de (5.103) están tabulados en la tabla 5.2. Las relaciones (5.103) se pueden 
obtener también de la figura 5.5 aplicando la definición del producto punto (1.25). 
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TABLA 5.2 Relación entre vectores base 
rectangulare:; y esféricos. 

e, sen O cos o 

coso coso 

-seno 

j 

sen O sen o 

cosO sen o 

cos cp 

k 

cos () 

-sen O 

o 

Usando (5.103) podemos expresar ahora i, j, k en términos de er, ee, eq,, i.e., 

i = (i · e,) e, + (i ·e e) es + (i · e <t>) e,. 

= sen e cos r:P e,...,.. cos e cos eh ee - sen cP e<f¡ J 

j = (i · e,)e, + (j · e 5 ) e¡;+ (j · e<t)e.; 

= sen 8 sen ó e, -1- cos 8 sen cp e e+ cos if> e<P, 

k = (k· e,) e, + (k· e e) e e- (k· e4>) eot 

= cos e e,- sen() e e. 
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(5.104a) 

(5.!04b) 

(5.104c) 

Obsétvese que lós vectorés~~·!,~~~~~~,=~~t~~~~~~~~~t~~~~~~~;~ mientras que los vectores unitarios 
En notación matricial, las 

pueden escribirse, respcétiváínente, como . 

PROBLEMA 5.26 Hallar las relaciones entJe / 1 / 2 , f 3 y !,, fe. f~, si 

r = fl i - [2 j .... 1! k = f re, ..,._ f 9 e e .... f <t> e$. 

Solución: Usando (5.104), 

f= f¡i + flj ..... fJk 

= 11 (sen ecos ó e, ..... e os ecos eh e e- sen rf> e<f¡) 

T { 2 (sen e SCfl eh e, .... CQS (}sen dJ e8 -t- COS if> ei;) 

- l,(cos o e,- sen e es) 

= (fl sen 8 cos r:p ..... /2 sen e sen e/>+ fl CCIS O) e, 

- (f, cose cos dJ + 'l cos ()sen eh- f, sen 8)ee 

+ (- 1, sen cf> • 1, cos 0) e~. 

Como f = f ,e, - f 9 e 6 .,. 1 'Pe-:¡.,, comparando coeficientes se obtiene 

f,-= 11 sen ()cose/>+ 12 sen fJ sen ó + ! 3 cosO, 

la-== 11 cosO cos cf> + 12 cos 8 sen d>- 13 sen O, 

1-:¡, = -/1 sen rh + / 2 cos 6. 

(5.107) 

(5.108) 

(5.109a) 

(5.109b) 

(5.109c) 
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De manera similar, usando (5.101), 

f = l,e, + feee + l,pe4; 

= 1,( sen O cos .¡, i +sen (J sen .P j + cos (J 11) 

~ le(cos (J cos .¡, i + cos (J sen rb j- sen (J 11) 

+ f4;(- sen.¡, i + cos </> j) 

= (1, sen (J cos </>+le cos (J cos </> -lq,sen c;>)i 

+ (1, sen (J sen</>+ le cos (J sen o+ 1,¡, cos r/>)J 

+ (1, cosO- fe sen 8)k. 

Otra vez, puesto que C =- 11 i + /2 j + 13 k, la comparación de coeficientes da 

1, = 1, sen (J cos q, +le cos (J cos </>- lq, sen</>, 

t, = 1, sen (J sen</>+ fe cos (J sen q, + f<t cos </>, 

1, = 1, cos (J -le sen 8. 

PROBLEMA 5.27 Transformar f = xi + yj + zk a coordenadas esféricas. 

Solución: Como [ 1 = x,f, =y,[, = z, por (5.109) 6 (5.111), 

f, =X SeO{) COSe/>+ y sen{) senc;ó + Z COS {), 

fe= x e os O cos </>+y cos (J sen q,- z sen O, 

1,¡, = - x sen o + y cos ,¡,. 

Sustituyendo X ~ r sen () cos f/>, y = r sen e sen el>. y z = r cos e, 
f, = rsen 2 

() cos 2 ~ + rsen 2 8 sen 2 c;6 + r cos 2 
() 

= r sen 2 e (cos 2 d> + sen 2 rfo) + r cos 2 e= r(sen 2 
() + cos 2 8) 

= r, 

fe= r sen O cos (J cos' </> + r sen (J cos (J sen'</>- r cos (J sen (J 

= r sen (J cos 8(cos' rb + sen'</>- 1) 

= O, 

lq, = -r sen O sen q, cos </> + r ¡en 8sen q, cos q, 
=O. 

Por Consiguiente, f= f,e,= re,. 

1 
PROBLEMA 5.28 Transformar f = ·-- e,p a coordenadas rectangulares. 

r sen O 

(5.110a) 

(5.110b) 

(5.110c) 
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Soluci6n: Usando (S.IOic), 

1 1 sen <h cos cf> 
r ~ --- •<e =--(-sen cf>i ~ cos cf>i) =- -- i +-.-e i. 

r sen 8 r sen (} r sen () r Sin 

Ahora por x = r sen 8 cos </1, y= r sen 8 sen </1, z = r cos 8 

y 
sen cf> = --, 

r sen e 
Por consiguiente, 

X 
cos cp = --, x~ + y 2 = r 1 sen 2 

(), 

r sen e 

PROBLEMA 5.29 Hallar las relaciones entre "•· e.¡,, k del sistema de coordenadas 
cilíndricas circulares y e,, e6 , e¡p del sistema coordenado esférico. 

Soluci6n: Sustituyendo (5.84) en (5.101) 

e,= sen O cos <h(cos cf> ep- sen 9 •<t>) +sen O sen <;!>(sen<;!> ep ~ cos <;!> •<t>) 

"1" cosO k 

=sen O(cos' <h +sen' cf> )e0 +(-sen8cos <h sen <h +sen e sen<h coscf>)e<t> 

.... cos o k 

= sen O e P + cos O k, (5.113a) 

eg = cos O cos cf>(cos <h e0 -sen 9 •<tl 

• cosO sen cf>(sen cf> ep + cos cf> •<>)- sen ti k 

- cos O(cos' <;!>+sen' cf>)ep +(-cose cos <;!>sen q, +cose sen<;!> cos <;l>)e<t> 

- sen O k 

=- cosO e 0 - sen 8k, 

e.; · - sen <P (cos <h e 0 - sen<;!> •<t) + cos ó(sen ó ea + cos <h •<t>) 

~(-sen ó cos dJ -r- cos cP sen ch)ec _,_ (sen 1 ó -r- cos 2 cb)er;p 

- e..;,. 

De manera similar. sustituyendo (5.104) en (5.81), 

e e= sen n er -r- cos 8 eE- 1 

e,::= etJ.>, 

k = cos 8 e, - sen O ea. 

(5.113b) 

(5.1 13c) 

(5.114a) 

(5.114b) 

(5.114c) 

Usando notación matricial, (5.113) y (5.114) pueden expresarse respectivamente como 

[::l [:~: ~ -~~ :] tk:] (5.115) 

[
::] = [se~ e c~s O ~] [::] 
k cos e - sen e o "'" 

(5.116) 

Las ecuaciones (5.115-6) se pueden obtener también fácilmente por simples operaciones 
de producto matricial usando (5.105), (5.86) y (5.85), (5.106) respectivamente. 

::; 
.\j 
'· 
> 
.:-, 

" ,, 
" 

~ 

'· ¡· . 
,,¡ ,. 
~-~, 

·} ·•.,. 
'l 

·1:-;J 
o 

!"e .. 
">!'! 
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5.5 Problemas suplementarios 

PROBLEMA 5.30 Mostrar que el jacobiano 

así que el elemento de volumen dV dado por 

(x,y,z) 
dV = ] -- dudvdw 

u, v, w 

es huhvhwdudvdw, de acuerdo con (5.30). 

PROBLEMA 5.31 Usando coordenadas curvilíneas y la identidad vectorial 

'il· 'il r = 'il'r = 'il('il· f)- 'il x ('i/ x o. [3.164] 

obtener la forma curvilínea del vector laplaciano v 2 f. 

PROBLEMA 5.32 Mostrar que la definición del integral de volumen del operador \/ 

dada por 

'i/1 

lleva a la expresión 

'i/1 

1 = lim 
~v ... o 

1 
t. V 

1 dS 

PROBLEMA 5.33 Usando la forma del operador V dada en el problema 5.32, 
hallar\) 1/1, \7 • f,y \)X f; mostrar también que se reducen a (5.44), (5.45) y (5.47) 
respectivamente. 

PROBLEMA 5.34 En coordenadas cilíndricas circulares (p, 4>. z), si el campo 
vectorial fes 

!(p,</>) = 10 (p,</>)e 0 - l<f>(p,</>)e;;, 

mostrar que V X f tiene solamente una componente z. 

X 

PROBLEMA 5.35 Transformar f= - i a coordenadas cilíndricas circulares. 
y 

Respuesta: cos <h cotó e;- cos ó e,:. 

PROBLEMA 5.36 Transformar f = pe0 +pe., a coordenadas rectangulares. 

Respuesta: (x- y)i + (x + y)j. 

[ 4.57] 

PROBLEMA 5.37 Mostrar que las siguientes tres formas, en coordenadas esféricas, 
de\/ 2 lj¡(r) son equivalentes: 

(a) 

(b) 
1 d' 
- - [n,!t (r)], 
r dr1 

(e) 
d'I!J (r) 2 do/! (r) 
---+---. 

dr 1 r dr 



1 
PROBLEMA 5.38 Transfonnar f =- e, a coordenadas rectangulares. 

r 
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PROBLEMA 5.39 Para las coordenadas cilindricas elipticas (u, v, z) la transfonnación 
entre las coordenadas (x, y, z) y (u, v, z) está dada por x =a cosh u cos v, y =a senh u 

sen v. z ;z, donde a es una constante. 

(a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son: 
(1) cilindros elípticos, u = const, O.;; u < -; 
(2) cilindros hiperbólicos, v = const, O<;; v < 27r ; 
(3) planos paralelos al plano xy, z = const, --< z <-. 

(b) ¿Es ortogonal este sistema? 
(e) Hallar Jos factores de escala. 

Respuesta: (b) Si. (e) hu = a(senh2 u+ sen' v)\ h.= a(senh2 u+ sen' v)\ 

h. = J. 

PROBLEMA 5.40 Para las coordenadas cilindricas parabólicas(~. 17, z),Ja transfonnación 

entre las coordenadas (x,y, z) y (t 17. z)cstá dada por x =~.y=\!. (172 -e). z = z. 
(a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son: 

(1) cilindros parabólicos,~= const, -- < ~ <- ; 
(2) cilindros parabólicos, 1J = const, O<;; 17 <- ; 
(3) planos paralelos al plano xy, z = const, -- < z <-. 

(b) Hallar Jos factores de escala. 

Respuesta:(b) h< = (t' + ry'¡'ó, h71 =<e+ 17 ')\ h.= L 

PROBLEMA 5.41 Para las coordenadas esferoidales alargadas (u, v, 4> ), la transfonnación 
entre las coordenadas (x, y, z)y (u, v, 4>)esx =asenh u sen v cos 4>, y =a senh u sen v sen 4>, 
z =a cosh u cos v, donde a es una constant~. 

(a) Mostrar que las familias de superf1cies coordenadas son: 
(1) esferoides alargadas, u= const, O.; u<-; 

(2) hiperboloides de dos hojas v = const, O<;; v <;;" ; 
(3) semiplanos por el eje z. 4>= cónst, O.;;; </J < 211. 

(b) Hallar los factores de escala. 
Respuesta: (b) hu= a(senh 2 u T sen 1 v)~ = a(cosh 2 u- cos 2 v)\ 

hv = a(senh 2 u+ sen 2 v)~. 

hr;p = a senh u sen v. 

PROBLEMA 5.42 Para las coordenadas esferoidales achatadas (u. v, 4>), la transfonnación 
entre las coordenadas (x,y. z) y (u, v, </J)esx =a cosh u cos v cos4>, y =a cosh u cos v sen </J, 
z = a senh u sen v. donde a es una constante. 

(a) Mostrar que las familias de superlicies coordenadas son: 
(1) esferoides achatadas, u= const, O.;;; u<-; 
(2) hiperboloides de una ho;a, v = const, - '!. < v < '!:; . ' z- -z 
(3) semiplanos por el eje z, </J = const, O .;;; 4>< 211. 

(b) Hallar los factores de estala. 

Respuesta: (b) hu= a(senh 2 u+ sen 2 v)~ = a(cosh1 u- cos 2 v)"4, 

h.= a(senh2 u+ sen' v)\ 

hcJ:> = a cosh u cos v. 

- ··~ 
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PROBLEMA 5.43 Para las coorrlerrzdtupanzbóliazs(t 17, ¡p), las ecuaciones están dadas 

por x; 1;1? cos ¡p, y=~ sen ¡p, z= * (172 
- ~2 ). 

(a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son: 
(1) paraboloides alrededor del eje positivo z, ~ ; const, O.;; ~ <- ; 
(2) paraboloides alrededor del eje negativo z. 11; const, O.;; 11 <- ; 
(3) serniplanos por el eje z, ¡p; const, O.;; tP < 2". 

(b) Hallar los factores de escala. 
(e) Mostrar que e¡ X e, ; -e., 

Respuesta: (b) he ; ((', 'l'l\ h, =<e + '1')\ h4o = {71. 

PROBLEMA 5.44 Verificar que en coordenadas cilíndricas. 

íi'ln p = íi' x (kcp). · 

PROBLEMA 5.45 Verificar las siguientes relaciones en coordenadas esféricas: 

(a) í71 = í7 x (cos 8 íi'q,); (b) íi'cp = í7 x (ríi'8/sen8). 
r 

.PROBLEMA 5.46 Usando el método de multiplicación matricial, deducir (5.115-6) a 
partir de (5.85-6) y (5.105-6). 

PROBLEMA 5.47 Expresar 3/3x, 3/3y, 3/3z en coordenadas esféricas. 

RespuEsta:~ ; sen 8 cos r/> ~ + cos 8 cos q, ! ~ ax a, r a8 
sen cp a 

rsen 8 a.p. 

sen 8 sen q, ~ + cos 8 sen cp ! 2... + cos eh 
ar T a8 T sen 8 

~ =cos8"ª--sen8! .E.. az a, r a8 . 

PROBLEMA 5.48 En la sección 3.5 

x = x(u, v), y= y(u, v), z; z(u, v) [3.78] 

se interpretan como ecuaciones paramétricas de una superficie S en el espacio. Pueden 
considerar>e como un caso especi¡¡I de (5.1) en la cual w es una constante; la superficie 
S corresponde entonces a una superficie w(x, y, z):: const. Las coordenadas curvilíneas 
sobre S son u y v. Sea r;xi + yj + zk. 

(a) Demostrar que las curvas u;:: const, v = const, se intersectanen ángulos rectos. 
de modo que las coordenadas son ortogonales si y sólo si 

S es 

a. ax + ay ay + az az = o 
auav auav auav. 

(b) Mostrar que el elemento de un arco sobre una curva u; u(t), v; v(t) sobre 

di'= E du' + 2F dudv + G dv', 

E= ¡ar!a·zl'. F = <ar;aul. (ar;avl. G = ¡a,;av¡'. 
(e) Mostrar que las coordenadas son ortogonales cuando 

ds' = E du' + G dv'. 

(d) Mostrar que el área de la superficie S es 

S= Jf VEG- F' dudv. 

Ru• 

._,j 

·~· . 
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Respuesta: gz + l!. +! v2 =e, donde e es una constante. 
p 2 

PROBLEMA 8.30 Mostrar que, sin pérdida de generalidad, la función c(t) de (8.39) se 

puede igualar a cero. 

[Sugerencia: Como v = íl<t> podemos agregar a</> cualquier función de tiempo. Se sustituye 

</>por <t>+ Jc(t)dt.] 

PROBLEMA 8.31 Si el flúido es incompresible y su movimiento es 2-dimensional, mostrar 
que existe una función de flujo ¡J¡ (x. y) tal que 

a.J¡ 
Vz =- -, ax 

donde v = v 1 i + v2j es la velocidad del flúido. 

PROBLEMA 8.32 Si el movimiento del flúido es 2-dimensional, incompresible e 
irrotacional, mostrar que la función de flujo ¡J¡(x, y) del problema 8.31 satisface la 
ecuación de Laplace. 

PROBLEMA 8.33 Si un flúido es incompresible y tiene una vorticidad constante n, 
mostrar que 

donde v es la velocidad del flúido. 

[Sugerencia: íl X (íl X v) = íl X r2 = 0.] 

PROBLEMA 8.34 Si el campo de fuerza externa que actúa sobre un flúi,do es conservativo 
y la densidad del flúido depende sólo de la presión del flúido, entonces demostrar la 
ecuación de Helmholtz 

[Sugerencia: Véase problema 8.19 y úsese la ecuación general de continuidad (8.4).] 

PROBLEMA 8.35 Mostrar que las líneas de vórtice o tubos de vórtice no se pueden 
totctar o interrumpir dentro del flúido; así que o son cerradas o llegan a la frontera. 

PROBLEMA 8.36 Para el fluJo irrotacional de un flúido incompresible en la región R 
limitada por S y un campo conservativo de fuerza externa, i.e., f = -'Q'V, mostrar que 

~~ = Jfpvv-ds+.{fpv·dS. 

En otras palabras. la razón de crecimiento de la energía cinética de un cuerpo flúido es 

igual a la suma del trabajo de las fuerzas externas y las presiones que actúan sobre su 
superficie. 



9 
CAPITULO 

~ o 

, , súperficie S. , 

APLICACIONES 
A LA TEORIA 
ELECTROMAGNETICA 

9.1 Ecuación de continuidad 

PROBLEMA 9.1 

de ,.;ontmuidad. 
llsa1HJo el prmcip1u de ¡,;unservac!ÓO de carga. deducir la ecuación 

Solución: Si p ( r ,1) es la Jensidad de c.:arga. entonces la carga total Q dentro de una 
rc~1ún R encerrada por S es 

(9.5' 

R 

i\horJ.. por (9.2). 

220 
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fJ J · dS = ff J. n dS (9.6) 

S S 

es una medida de la razón a la cual la carga sale de R a través S, pues n es el normal hacia 

afuera de S. 
Sin embargo, la ·razón a la cual decrece la carga en R es 

- :; = -; fff p dV = - fff :~ dV. (9.7¡ 

R R 

En (9.7). debemos usar ap/at dentro de la integral, pues p (r, 1) es una función de r y l. 
Igualando (9.6) y (9.7), 

. ff J. dS =­

S 

JJJ :~ dV . 
R 

Por el teorema de divergencia ( 4.58), 

.ff J · dS = 

S 

así, (9.8) se puede escribir como 

JJJ 
R 

JJJ 'J.J dV; 

R 

Como (9 .1 O) vale para cualquier región R, el integrando debe ser cero; i.e ., 

ap 
,.., ·J +--=o 
v at · 

Usando (9.1 ), (9.3) se puede expresar como 

ap 
'J. (p v) + a~ : o. 

(9.8) 

(9.9) 

(9.10) 

[9.3] 

[9.4] 

Por analogía con la ecuación correspondiente de continuidad de dinámica de los flúidos 
(8 4). (9.3) ó (9.4) se denomina usualmente la ecuación de continutdad. 

9.2 El campo electromagnético 

' " ·•. 1 ... 
-~ 
í' .. , 
:.1 .. , 

.. 
~· .~ 
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9.3 Ecuaciones de Maxwell 

PROBLEMA 9.2 Moslr•r que ( 9.181 se puede deducir de (9.16). 

Solución: Tomando la dJvcr1!enc1a de (9.16). 

como \1 • (\)X El= O por (3.143). 

\J·(\J x E)= -\J. e~)= 0. (9.20) 

S1 tudas las tlerivaUas de B se suponen contmuas. intercambiando la diferenciación con 
respecto al espado y alt1empo se obtiene 

por tanto. en el tiempo. 

(aa) a 
\J · - = - (\/ • B) = O, a, ar 

• 
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donde e es una constante. Si en cualquier ocasión pasada B =O, esta constante debe ser 
cero. Porque puede suponerse que el campo originado en algún tiempo anterior, 

'i7 • B = O. 

PROBLEMA 9.3 
continuidad (9.3). 

Mostrar que (9.19) se puede deducir de (9.17) con la ecuación de 

Solución: T amando la divergencia de (9 .17), 

'i7·('i7 x H)- 'i7· e~)= 'i7·J, 

o. puesto que V· (V X H) =O por (3.143) y 

(ao) a 'i7· - =-('i7·D) a r ar 
si suponemos que todas las derivadas de D son continuas, 

a 
'i7 · J +- ('i7 • D) = O. ar 

Ahora. usando la ecuación de continuidad (9 .3), 

a 
- ('i7 • D- p) = O, ar 

o sea que en el tiempo, si e es una constante, entonces 

'i7 • D - p = c. 

(9.21) 

(9.22) 

Como antes, si el campo originado en algún tiempo pasado y como todas las cargas 
pueden removerse de cualquier región finita del espacio, esta constante debe ser cero; 
entonces, 

'i7·D=p. 

Obsérvese que, por el argumento de la anulación de los campos y la densidad de carga 
en algún tiempo dentro de una región finita del espacio, las dos ecuaciones de divergencia 

(9 .18-9) no son relaciones independientes si se !!.upone la conservación de carga. Este 
argumento no es necesario desde luego, pues las ecuacione~ de MaxweU (9 .16-9) están 
sujetas a verificación experimental independiente. 

I'ROBLEMA 9.4 
de Faraday. 

Usando la ecuación de Maxwell (9.16), demostrar la ley do inducción 

Solución: 

se obtiene 
Integrando (9.16) sobre una superficie S limitada por una curva cerrada C 

JJ'i7xE·dS+ JJ~~·dS=O. (9.24) 

S S 

Aplicando el teorema de Stokes (4.104) al primer término de (9.24), 

~·~ ... 

: '• 

-'· :· 
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~E·dr+ ff~~·dS=O. 
e s 

Si e está fija, a¡ar puede sacar.;e del signo de integración; i.e., 

~E·dr=- :t JJ B·dS. [9.23] 

e s 

El flujo magnético, i.e., el flujo de B por S es 

<1>= ffB·dS. (9.25) 

S 

Así que la circulación de E alrededor de e o fuerza electromotriz alrededor de C es 

fem = ~ E· dr. (9.26) 
e 
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PROBLEMA 9.6 Usando (9.19), deducir la ley de Gauss para el campo eléctrico. 

Solución: Como 'V • D = p, aplicando el teorema de divergencia de Gauss ( 4.58) da 

ff D·dS= JJJ \l·DdV= JJJ pdV=Q, 

S R R 

donde Q es la carga total contenida en S. Así, 

ff D-dS=Q: 

S 

PROBLEMA 9.7 Deducir la ley de Gauss para e_l campo magnético. 

Solución: 
se obtiene 

Como 'V • B =O por (9.18), aplicando el teorema de div~rgenc1a de Gauss 

ff B·dS= JJJ \1-BdV=O, 

S R 

PROBLEMA 9.8 Mostrar que no puede haber distribución pennanente de carga libre 

en un mediO homogéneo cuya conductividad no sea nula. 

Solución: En un medio de conductividad no nula o (9.19) y (9,13) muestran que 

17 • D = 17 • ( € E) = p, (9.34) 

mientras que las ecuaciones de continuidad (9.3) y (9.15) dan 

ap ap 
\1· J + - = \1· (uE) + - = O. at at (9.35) 

,. 
.. ; 

'.~. 
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Ahora, usando (3.155), 

Análisü vectorial 

V' • ( EE) ~ E V'· E + E ·V' E ~ p, 

iJp 
V'· (u E)~ u'V· E+ E· V'u ~-a¡· 

Eliminando 'íl· E entre (936) y (9.37), 

E iJp (<J'VE - EV'u) (E) p+--~oE• ~J·V'- · 
o at aa a 

(9.36) 
./ 

(9.37) 

(9.38) 

Este resultado se obtuvo usando la identidad vectorial del problema 3.89 (b). Si el medio es 

homogéneo, 'íl (<lo)= O y (9.38) se reduce a 

donde 

ap 
P + T -~ 0 

iJt ' 

E 
T =­

o 

es el llamado tiempo de relajamiento. La solución de (9.39) es 

p(t) = Poe-tl't = Poe-O"t!E, 

(9.39) 

(9.40) 

(9.41) 

donde p0 es el valor de p en t =O. Así que la densidad'de carga decae exponencialmente 
y es independiente del E aplicado. Por consiguiente, concluimos que no puede haber 

distribución pennanente de carga libre en un medio homogéneo con conductividad no nula. 
El tiempo de relajamiento Tes igual al tiempo requerido para que p decaiga a 1/e de su 
valor original y varíe inversamente con la conductividad. Así que la carga desaparecerá 
casi instantáneamente del interior de un buen conductor ta1 como cobre, pero pennanece;á~· 
por un largo tiempo dentro de un buen aislador tal como cuarzo fundido. 

PROBLEMA 9.9 

9.4 Funciones potenciales del 
campo electromagnético 

Verificar (9.42·3). 

Solución: Como B satisface (9.18), esto es, 'íl • B =O, entonces por el problema 4.711 
existe una función vectorial A tal que 

B=V'xA. [9.42J 

Por consiguiente la primera ecuación de Maxwell (9.16) se transforma en 



'-- _. 
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Así, según el resultado del problema 4.73, si rf¡ es alguna función escalar, 

aA . . 
E+ at =- ílt/>, o, por consiguiente, 

iJA 
E= - at - í/</>. 

PROBLEMA 9.1U .;i A se reemplaza por 

A' = A+ í/1/J, 

mostrar que rf¡ debe reemplazarse por 

para que (9 .43) permanezca inalterado. 

Solución: Si se reemplaza A por A' = A + íJ!jl, (9 .43) se transfo~a en 

E=-!_ (A'- íll/1)- íl</> =- iJA' - í1 (<t>- iJI/f). 
ar ar ar 

Por consiguiente, si hacemos rf¡' = rf¡- a,¡,¡ar,(9.47) se vuelve 

que es idéntico a (9.43) 
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(9.44) 

[9.43] 

(9.45) 

(9.46) 

(9.47) 

(9.48) 

PROBLEMA 9.11 Mostrar que en un medio isotrópico homogéneo lineal en el cual<, 11 

son constantes y a= O. el potencial escalar cp y el vector potencial A satisfacen. 

(9.49) 

a P 
íl'</> + - íl· A = - -. ar E 

(9.50) 

Solución: Usando (9.13) y (9.14), la segunda ecuación de Maxwell (9.17) puede 
escrib1rse como 

(9.51) 

Sustituyendo a By E según (9.42·3), 

a'A (a"') íl x (íl x A)+ pE ar' +pE í1 a; = pJ. (9.52) 

Sustituyendo la identidad vectorial, 

í1 X ('J X A)= 'J(íl· A)- íl'A, [3.163] 

en (9.52), 

. ·.:f 

,.·. 
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\!fA- ¡;.e a• A- \1 (v· A+ ¡;.e a"')= -¡;.J. at' at [9.4' 

Luego, usando (9.13),(9.19) puede escribine como 

\l·E = !'_, 
€ 

(9.53) 

Sustituyendo a E según (9.43) 

\1· [- aA _ v<t>] = !'... at e 
(9.54) 

por consiguiente, 

a P 
\1'</> + - \1· A= - - • at e 

[9.50] 

Solución: Si los potenciales A y</> satisfacen (9.55), entonces 

a<P 
\l·A= -¡;.E a,· (9.58) 

Por consiguiente, (9.49) se reduce a (9.56). Sustituyendo (9.58) en (9.50), obtenemos 
(9.57). 

_.. 

PROBLEMA 9.13 Mostrar que existen potenciales escalares y vectoriales que satisfacen 
la condición de Lorentz (9.55). 

Solución: Supóngase que los potenciales A y</> no satisfacen (9.55); i.e., 

• a<P 
\l·A+p.Ea¡.tO. (9.59). 

Haciendo una transformación indicadora a A' y 4>', Le.; 

A' = A+ \lo{¡, 

obtenemos 

a<P' a<P a•.p 
'V· A'+ ¡;.E-= \1· A+ ¡;.E-+ \l'of¡ -¡;.E-, at at at• (9.60) 

Por lo tanto es suficiente hallar una función indicadora ,¡, que satisfaga 

a•.p ( a"') \l'o/J -¡;.E-=- \l·A+ ¡;.E- , at• at (9.61) 
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Entonces los nuevos potenciales A' y~/ satisfarán la condición de Lorentz (9.55). 

PROBLEMA 9.14 Mostrar que en un medio con constantes ¡i y e, los vectores de campo 
E y 8 se pueden representar en términos del vector Hertz n como 

(9.63) 

(9.64) 

También se encuentra la ecuación n que debe satisfacer 

Solucibn: Sustituyendo (9.62) en (9.42·3) se obtiene 

8 = 'i7 x A = 'i7 x (1' E a o) = 1' E 'i7 x aO, at at [9.64] 

aA a'U 
E=- at- 'i7</> =-¡<E afi- vq,. (9.65) 

Ahora se puede escribir la segunda ecuación de Maxwell (9. 17) como 

(9.66) 

Sustituyendo (9.64-5) en (9.66), 

a a ( a'D ) 
"E -a 'i7 x 'i7 x U= "J +¡<E -a ,-~<E- -N 

1 t a t' 

o. simplificando, 

aa ['i/ x ('i/ x 0) +¡<E a'O + "J</>] = ~. 
t at' E 

(9.67) 

Integrando (9.67) con respecto al tiempo t. 

a•o JJ "J X ('i/ X 0) +¡<E - + 'i/</> = - dt, 
ilt' E 

(9.68) 

donde la constante arbitraria se hace igual a cero pues no afecta la determinación del 
campo. 

Usando la identidad vectorial (3.163), (9.68) puede expresarse como 

a•n JJ 
'il'll -¡<E at' - [1J('i7 · 0) + 'i7</>] =- Edt. (9.69) 

Por tanto, si la condición 

' 
1 

$ ., 
' i 

' 
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v<V. m+ v.p =o, (9.7oJ 

osea ........ "' 
'V.P = -'V('V· 0) (9.71) 

se impone sobre</! y n. entonces n satisface la ecuación de onda no homogénea 

a•o JJ V' O- ¡te - =- - dt. (9.72) at• e 

Sustituyendo (9.71) en (9.65) se obtiene 

a•o 1 E = -¡te -+V ('V. 0). 9.63] ar• 

9.5 Energía en el campo electromagnético 
y en el vector de Poynting 

PROBLEMA 9.15 En un medio isotrópico homogéneo con constantes E y !J, mostrar que 

aw 'V. p +- = -J. E. 
ar 

Solución: Usando la identidad vectorial (3.157), 

'V·P = 'V·(E x H) = B·'V x E- E·'V x H, 

Sustituyendo las ecuaciones de Maxwell (9.16-7) en (9.76), 

'V·P=H·(-~~)-E· (J+~~). • 

por consiguiente, 

ao aB 
'V·P +E·-+ ft, -= -E•J. ar at 

Ahora, por(9.134) 

ao eJE 1 a 1 a a (1 ) E·a¡=eE·a¡= 2e
01

(E·E)= 2 01
(E·eE)=at 2E·D, 

H · OB = f<H. cJH = ! f' ~ (H · H) = ! ~ (H · f<B) = i_ (! H • B \ at clt 2 clt 2 at at 2 "} 

Así que (9.77) se reduce a 

'V· P + ~ [! (E· D + B · B)) = -E · J, ar 2 

(9.75) 

(9.76) 

(9.77) 

(9.78) 

(9.79) 

(9.80) 
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por consiguiente, 

aw 
'V'·P+-=-E·J. ar ·· 
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[9.75] 

PROBLEMA 9.16 Demostrar el teorema de Poynting e interpretarlo físicamente. 

Solución: Como (9.75) puede escribine 

aw 
- -= n.p +J•E ar v • 

integrando (9.83) sobre R y usando el teorema de divergencia (4.58), 

: 1 JJJ W dV = Jff V· P dV + Jf.( J · E dV 
R R 

Jf P·dS + 

S 

R 

fff J·EdV. 
R 

Si W es la densidad de energía del campo electromagnético, 

Jff WdV 
R 

(9.83) 

[9.82] 

(9.84) 

es la energía total del campo electromagnético almacenado en la región R. Por consiguiente, 
el lado izquierdo de (9.82) representa la razón de decrecimiento de la energía total del campo 
electromagnético almacenado en R. La pérdida de energía almacenada y disponible debe 
evaluarse por medio de los términos de la derecha de (9.82). Si la conductividad del medio 
es a, entonces, por (9 .15) el segundo término de la derecha de (9.82) se transforma en 

fff J ·E dV = JJJ u E' dV = fff ~' dV, (9.85) 

R R R 

que es la pérdida ohmica o pérdida de calor en joules. 
El primer término de la derecha de (9.82) es el flujo de la energía que fluye de la 

región R por la superficieS: Así que el decrecimiento de energía del campo electromagnético 

, ~ . 
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Figura 9.1 Med1os limitados por una 
superficte común. 

S 

232 A náJisis vectoriDl 

almacenado en R se contabiliza parcialmente por la pérdida de calor en joules y el resto 

fluye de R a través de la superficie limitan te S. 

9.6 Condiciones de frontera 

PROBLEMA 9.17 Mostrar que las componentes normales deBa través de una superficie 
que separa dos medios son continuas. 

Solución: Para dos.medios limitados por una superficie común S, como se muestra. 

en la figura 9.1, se construye un cilindro recto infmitesimal cuyas caras terminales tienen 
área /:;S en los medios adyacentes. Las superficies terminales son paralelas a la frontera 
común y están separadas por una distancia /:; h. 

Aplicando la ley de Gauss para el campo magnético (9.33) a la región encerrada po. 
el cilindro, 

ff B·ndS =O (9.86) 

cuando se integra sobre las paredes y superficies termiñales del cilindro. El vector unitario 
n normal a S se traza del medio 1 al 2. Si 8 1 y 8 2 denotan el valor de B en un punto de S 
en los medios 1 y 2, respectivamente, entonces 

lim jJ B · n dS = (B, · n - B, · n) t.S = O. 
L\h .. O ' 

(9.87) 

Ellími te !J h - O se toma para asegurar que no hay contribución de las paredes del 
cilindro. Así, 

(B, - B,) • n = O (9.88) 

por consiguiente, 

(9.89) 

lo que expresa que las componentes normales de B a través de una superficie que sepaza 
dos medios son continuas. 

PROBLEMA 9.18 Mostrar que las componentes normales de Da través de una superficie 
que separa dos medios satisfacen 

(D,- D,)·n = p,, 

donde P, es la densidad de carga superficial. 

(9.90) -Solución: Este caso puede tratarse de manera similar al problema 9.17, pero en este 
caso, la ley de Gauss para el campo eléctrico (9.32) es 

. ., 
( 



Aplicaciones a la teoría electromagnética 

Jfn.ndS=Q, 
donde Q es la carga total contenida en el cilindro; i.e., 

Q = p tlMS. 
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(9.91) 

En el límite cuando D. h--> O, la densidad de carga de volumen p se hace infinita ya que 
la carga total Q permanece constante. Como una densidad de carga de superficie P, es la 
carga por unidad de área, 

Q = p t>MS = p, t;S, (9.92) 

Entonces por (9.91 ), 

(D, - D,) • n = p,. 

Concluimos que las componentes normales de D son continuas a menos que haya una 
carga superficial sobre la superficie frontera de los dos medios. 

[9.16) 

sobre la superfici~ S 
0 

limitad1)ar un marco rectangular e da 
~ o 

JJ V x E· n, dS = - JJ ~~ · n, dS, (9.93)''. 

s, s, 

donde n0 es la normal positiva a S0 , como se muestra en la figura 9.2. Aplicando el • teorema de Stokes ( 4.1 04) al miembro de la izquierda de (9.93) se obtiene 

1E·dr=- JJ~~·n,dS. (9.94) 
e, s, 

Como se muestra en la figura 9.2, si el vector unitario tangente Tes 

T = Do x n, 

entonces el ,límite cuando D. h--> O, (9.94) puede aproximarse por 

aB 
T ·(E,- E,) t./=--. n, D.hl'.l, ar 

por consiguiente, 

aB 
n, x n ·(E, - E,) + n, ·- L'.h = O. ar 

(9.95) 

(9.96) 

Pues D
0 

X n • E= 0
0 

• n X E según (1.72) y en el límite cuando D.h ->O, D.t-O, 

n. · [n x (E, -E,)+ lim (aB L'.h\] =o. 
llh .... o ar ~ 

Como la orientación del rectángulo y por tanto también de n
0 

es arbitraria, 

n x (E, -E,)=- lim (aB t.h) =o, 
Óh .... o ar 

con tal de que aB/at sea acotada. Así que, 

(9.97) 

(9.98) 

mediO 1 

Fi~..ra 9.2 

n 

Trayectoria rectangular a 
través de una superfic•e que 
separa los medios. 

•,1-... 
~ <• 

.. ... 
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nxE,-c;nxE1 , (9.99) 

lo que expresa que las componentes tangenciales de E a través de una superficie que 

separa dos medios son continuas. 

PROBLEMA 9.20 Mostrar que las componentes tangenciales de H a través de una 

superficie que separa dos medios satisfacen 

n x (H,- H,) = J,, (9.100) 

donde J, es la densidad de corriente superficial. 

Solución: Este caso puede tratarse similannente al problema 9.19. Integrando la 
segunda ecuación de MaxweU (9.17), 

~H·dr= jf J·nodS+ ff~~·n,ds. (9.101) 

e, s, s, 

Por consiguiente, procediendo de una manera similar a la que se usó para obtener (9.98), 

n x (H,- H,) = lim {J + :o) /';.h. 
~h-.O \ ut 

(9.102) 

El segundo término de la derecha de (9.102) se anula cuando/';, h--+ O, pues aD!at es 
acotada. Si la densidad de corriente J es ftnita, i.e., o es ftnito, el primer término también 
se anula. Pero si la corriente 1 = J • n /';, h /';, 1 a través del reclángulo permanece ftnita . 
aún en el límite !> h --+.O, defmimos una densidad de corriente en la superftcie J, como 
corriente por unidad de longitud, 

1 = J · n, /';.h/';,/ = J, · n; /';,[. 

Entonce& (9.102) se reduce a 

n x (H, -H,)= J,. 

9.7 Campos estáticos 

PROBLEMA 9.21 Deducir las ecuaciones de Maxwell para campos estáticos. 

Solución: Con la restricción a¡at =O, (9.16-7) se transforma en 

\1 x E(r) = 0, 

'V x H(r) = J(r). 

Las ecuaciones (9.18) y (9.19) quedan las mismas; i.e., 

'V·B(r)=O, 

'V· D(r) = p(r). 

(9.104) 

(9.105) 

(9.106) 

(9.107) 
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PROBLEMA 922 Mostrar que el campo electrostático E es irrotacional y por consiguiente, 
conservativo; esto es, puede representarse como el gradiente de la función <1> de potencial 
escalar; i.e., 

E = -"J<P. (9.108) 

Solución: Como para un campo electrostáticú 

'J x E= O, [9.104] 

E es irrotacional y por el problema 4.73, puede expresarse como 

E= -'Jr/>. 

Con (9.104) o (9.1 08) y por los problemas 4.71 y 7.15 la integral de línea de E 
alrededor de cualquier trayectoria es cero y el campo es conservativo. 

Obsérvese que (9.108) es también el caso especial de (9.43) con 3A/3t =O. 

PROBLEMA 9.23 Deducir la ecuación de Poisson para la función <1> de potencial escalar 
del campo electrostático. 

Soluci6n: Como 

E= -'Jcf>. [9. 108] 

por (9.107) y (9.13), 

(9.111) 

Si <es constante, 'J • (•E) = < 'J • E y (9.111) se transforma en 

'J·E = ~. 
E 

(9.112) 

Sustituyendo E en (9.112) por (9.108), obtenemos 'V 2
</> = -p/E. 

PROBLEMA 9.24 Mostrar que para un campo estático, el potencial escalar <1> (r) es el 
negativo del trabajo realizado por el campo sobre una unidad de carga positiva para traer 
la carga desde el infmito hasta el punto r. 

Soluci6n: Con q =l. el trabajo realizado por la fuerza de Lorentz (9.11) sobre una 
carga positiva unitaria es 

W=[ f·dr= ['(E+vxB)·dr 

= 1' E·dr-[' B·v x dr, (9.113) 
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donde la última expresión se obtiene con el uso del (1.77). 
Como el movimiento producido por ves a lo largo de dr, v X dr =O y el campo 

magnético no contribuye al trabajo realizado sobre la carga. Así que como~>(-) ; O, 
usando (3.120), 

W = l' E. dr = L' (-'iJr/>)· dr =-L' dr/> = rl>(~)- <i>(r) = -ó(r). (9.114) 

Según (9.114), el potencial escalar de un campo electrostático puede interpreta,;e 

también como el trabajo requerido para traer una unidad de carga positiva desde el infinito 

hasta un punto dentro del campo; i.e., 

ri>(r) =-[E· dr. (9.115) 

PROBLEMA 9.25 Hallar el campo eléctrico E y el potencial <P de una carga puntual de 

magnitud q. 

Solución: Si una carga punrual q se localiza en el origen,la ley de Gauss para el campo 
eléctrico (9.32) se transforma en 

fJD·dS= ffD·ndS=q. (9.116) 

S S 

Si S es una superficie esférica de radio·r con centro en el origen, entonces· o= e,. y D • n = 
D ·e = D, donde D es la componente radial de D. Así que (9.116) se transforma en 

' ' 
JJD,dS=q, (9.117) 

S 

Por la simetría de la configuración, D = D e y sobre la superficie de radio constante D es 
' ' ' una constante. Como el área superficial de una esfera de radio res 4rrr2

, 

ffD,dS= D,(r)4rrr'= q. 

S 

Por conSiguiente. D,(r) = q/(4rrr') y 

Corno D = eE, 

q 
D=D,e,=-e,. 

4rrr 2 

q 
E=-- e,. 

4" Er 2 

(9.118) 

(9.119) 

Ahora, puesto que E tiene solamente una componente radial, usando coordenadas esféricas la 
expresión (5.96) de t:.<P, E=- A </J se reduce a E,=- d<P(r)!dr, o por! o tanto, d<P(r)!dr = 
- q/4rrer'. Integrando a ambos lados, 

r· d9 (r) dr = -¡· q dr = - 3__ ¡· dr 
)_ dr 4rrér 2 47TE r 2 

' 

• • • 
y por consiguiente, 

q (1 1) <b(b)- rf>(a) =- --- , 
47TE b a 

(9.120) 

Si a=•, b =r y </J(-)"'0, 
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q 
</>(r) ~ -. 

4rrer 

237 

(9.121) 

La ley. de Coulomb paru campos elecnmtáticos establece que la fuerza f entre dos 
cargas q 1 y q2 es inversamente.proporcional:al cuadrado de la distancia r 12 ent~. cUas; . 
i.e., si e es el vector unitario desde q1 a q2 , entonces; · · ,. , ' ' , ' ' •"• ~ . . '• . 

. " . 

.• . . ·q, q. .. . :· 
~··. ,,.r~.--,-e .. 

, ., ~ .' __ ·4rrtr12 

(9.122) 

PROBLEMA 9.26 Demostrar la ley de Coulomb para campos electrostáticos. 

Solución: Según la deftnición de fuerza de Lorentz (9.11 ),la fuerza f experimentada 
por una carga puntual q2 en el campo electrostático es 

r ~ q, E. (9.123) 

Si el campo E es producido por una carga puntual q 1 , entonces sustituyendo (9 .119) por E 
en (9 .123), obtenemos la ley de Coulomb para campos electrostáticos (9 .122). 

· .. Un dipolo.eléctrico ~-r~'~r:di>s:~ ~~,;.~i~p~~~~~~p;;r ~~ •. · ·· · 
'. - ~·.,,o ' /'. ·~ l,' ,_ ". \ ' • ····~1.,~ 

distimcia arbitrariamente pequei!i:l;·donde,el ~é<:tod:cornit;nza en la carga ne~ti~·YZ·~ >, 
termina en la·carga·poSi~~ ,;:··:;e; ~:~;~.:,e:~~;~~~:·.;_~~\': M.··'\.{---~\ . · .. ~ ~ : ·>';·. ')~ .<· ;, ; : '<.~-~· ';~~~·.>:~~:·: 

El momento de d#J<!Ig: eléctricop e5 el. producto de la caiga q_y.ehector.distanéia~( 

1; i.e., . • . . . . ·. > .w. ;~-~~-: ~ ••• > .T ·. ; ,:_·~ /.:· .. ;'(9}~!> ." 
Se forma un dipolo puntlllll ~do 1 _..;.O y q-- de_modo que el m.;meríto d~: ;: 

dlpolo eléctrico p permanece constante. 

PROBLEMA 9.27 Si el dipolo eléctrico esiá localizado en el origen y el momento de 

dipolo eléctrico está en la dirección positiva de z, mostrar que el potencial y el campo eléctrico 
del dipolo en un vacío cuya pennitividad es e0 , son 

</>(r) ~ ~=- -
1-p·'V(:,), 

471E
0
rl 477€

0 
r 

(9.125) 

3(p· r)r- r'p 
E (r) ~ • 

471E 0 r5 
(9.126) 

donde r =re, es el vector del origen al punto de observación y r > > lll 
Solución: En la ftgJ¿ra 93, el potencial en un punto P debido a pes, según (9.121 ), 

• 

z 

·q 

</>(r) ~ _q_ +--=-'!..._ ~ _q_(~- ~)-
471E0r1 4rrE 0r2 4rrE 0 t 1 r2 

Si 1 < < r, entonces 
Figura 9.3 Un dipolo en el origen y el 

punto de observación en r. 

1 1 - 1 - - - - _.,---::..___, 

r, r, r - (//2) cos e r + (//2) cos e 
1 

_ l_c_o_s_e .,-...,--'1'--:-c:-:-: 
r' 1 - (1 cos 8!2r)' 

-:::/cose. 
r' 

Sustituyendo esto en el valor de <1> (r), 

~ . 'l 

p 



238 Análisis vectorilll. 

q/ cos 8 
q, (r) = ' • 

4rT€ 0 r 
(9.127) 

Como la dirección del momento de dipolo eléctrico p es a lo laigo del eje z, se ve en la 

figura 9 3 que 

p • r = q/k • r = ql r cos 8. 

Por consiguiente, según (9.127), 

(9.128) 

También 

[3.126) 

Por consiguiente, 

p • r 1 (1) ,P(r)=--=--P·V'-. 
477€ 0r 1 4rTE 0 r 

Usando (3.113), el campo eléctrico E es 

1 (P · r) E=-W=--V'-
417 E0 r 1 

1 (p • r) '""'(r!..,)·. =- --V'(p·r)- --- v 
4rré 0r 3 477€ 0 

(9.129) 

Ahora, por (3.119), 

V'(p·r)=p, (9.130) -

y por (3.125), 

v(!..) = -3 !... 
r' r 

(9.131) 

Sustituyendo (9.130-1) en (9.129), 

PROBLEMA 9.28 Mostrar que en un campo estático producido por una corriente 

estacionaria, 

". J = o. 
Solución: Las ecuaciones básicas para los campos magnetostáticos son 

V'xH=J, 

V'· B =O. 

(9.132) 

[9.105) 

[9.106) 

Como \/•( V' X H) =O según (3.143), tomando la divergencia a ambos lados de (9.105), 

".(V' X H) = V'. J = o. 
Obsérvese que (9.132) se puede obtener también de la ecuación de continuidad (93) 

haciendo op/ot =o. 
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''•' 

Esta ley corresponde a la. ley \' ~-: 
'''" -~ . ..,.~: 
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PROBLEMA 9.29 Demonstrar la ley de circuitos de Ampere en magnetostática. 

Solución: Integrando (9.105) sobre una superficie S limitada por una curva cerrada C, 
tenemos por (9.2) ¡., ••• la corriente estacionaria total/ a través de S, 

S S 

Aplicando el teorema de Stokes (4.104) a (9.134) se obtiene 

'É H ·dr =l. 

(9.134) 

Obsérvese que (9 .133) puede obtenerse directamente de (930) haciendo 30/at =O. 

• -•~•""''•• ' •,·-,~·-,.-,. • ;J(.<<f~-~,,-,.~,._¡_~,~·;;: .. '"':"'1:"""_t"*"'"'-t;;:·~'-;'f~""H'.,..,_- ~. ' • 

. La ley de circuitl!' de:Am¡íere (9:91).~ us'áJse~ calcillar los vectores ·de 
campo magnético para casos eÍt qu-é eXiStá'Un ~io gradÓ de snnetria. ••. 

• • ~·-·· ,/' ''~"~,_,,-_. ,•.i:.;,'u'"•:--..,~~<•-'- ,'·•"1,• " • •• 

PROBLEMA 9.30 Hallar e[ campo magnético H de un alambre recto infinito que lleve 
una corriente estacionaria l. 

Solución: Considérese un alambre recto extendido sobre el eje z de-- a-. Como · 
hay simetría cilíndrica, se escoge un camino circular con un punto del eje z como centro 

con radio a, como se muestra· en la figura 9.4. Por la simetría, el vector Hes no solamente 

azimutal sino también tiene la misma dirección de dr y su magnitud es constante alrededor 

del contorno. Por consiguiente, por (9.133), 

Así que 

~ H · dr = H <b (2rra) = l. 

e 

(9.135) 

PROBLEMA 9.31 Mostrar que en el campo magnetostático. el vector potencial A(r) 
satisface 

V'' A= -Jl,J, (9.136) 

con la condición V' • A= O, donde ¡.1
0 

es la permeabilidad del vacío. 

Solución: ComoB=V'XAyB=¡.~ H,por(9.105), 
o 

V' X (V' X A)= /',J. (9.137) 

que se reduce a 

V'(V'. A)- V'' A= Jl,J. 

Así, si imponemos la condición de Lorentz (9.55) bajo estado estacionario, i.e., 

V'·A =O. (9.138) 

obtenemos 

Figura 9.4 Un alambre infinito que 
lleva una corriente 1 y su 
eanpo magnético H. 

. .. 

··-:~ 



240 Análisis vectorial · 

'il'A =-p. J. 

Obsérvese que (9.136) puede obtenerse también de la ecuación de onda no 

homogénea (9 .56) con a• A(dr =O. 

9.8 Campos con variación de tiempo 
armónicos o sinusoidales 

·': . . -~é. .'"'~,; ~~-~;~~¡: :.·:· ::: .· 
l:.a ecuación de c:ontí11uid4d (93) le tian&foriD8 'ahora en;;:'•: · •· 

, . ._ .-~ ·~ . . ''il· i + jwp ;,'O~,,.,,~:-'"' 

Para campos a~~cos en ~~ IÍ~~ lsotii,Plcos y hornOJ!~Qí;lt 
annónica de las ecuaciones de MaxweD (9.141-2)se redtÚ:e a 

'il x E + iw ,.& = 1, 

'il X¡¡- jcuEE = i. 

PROBLEMA 9.32 Mostrar que las ecuaciones de MaxweU (9.144-5) en regiones sin 
corriente son invariantes para la transformación 

- J~­
E' =~V EH, - .fL 

u·=+ V;;- E. 

Soluci6n: Si J =O, entonces (9.144-5) se transfonna en 

'il x E+ jwp.ii =O, 

\1 x H- jwEE =O, 

Según (9.146) 

E=+ ~ii', 
Sustituyendo (9.149) en (9.147-8), 

\1 x ii' - jwEE' =O, 

\1 x E'+ jwp.H' =O, 

(9.146) 

(9.147) 

(9.148) 

(9.149) 

(9.150) 

(9.151) 
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lo que expresa que los nuevos vectores E' y R' satisfacen también las ecuaciones de Maxwell. 
Obsérvese que la transformación (9.146) es, en esencia, un intercambio de E y R, 

excepto para factores de escala. 

El lema de Lorentz establ..,.; q'!e si" E •• · R.y· Eb. Rb representan soluciones a las 
·, ecuaciones de Maxwell (9.14 7 -8) en una región si~ fuentes,·partiendo de fuentes 
·diferentes que opéran a la misma' frecuencia fuera 'de la región cOnsiderada, entonces 

'V·(E. x:iib -·E0'x:ii.J,:·,~:: '· (9.152) 

PROBLEMA 9.33 Demostrar el lema de Lorentz. 

Solución: Usando la identidad vectorial (3.157), 

17. (E. X ii.l = ii. ·17 X E. -E. ·17 X "·· 

Como E., R'b satisfacen (9.147-8), 

17 x E.= -JWflH., 17 x H 0 = ¡wEE0 • 

Sustituyendo estas en (9.153), 

17 ·(E. x H0 ) = - iwfl ii. • H0 - ¡wE E.· E0 , 

Intercambiando subíndices a y b, 

(9.153) 

(9.154) 

(9.155) 
··..;:. 

pues el produc)o punto es conmutativo. Por consiguiente, sustrayendo (9.155) de (9.154), 

17·(E. X"·- E. X ii.) =o. [9.152J 

''f. 
¡ ~. 

El trorema de rt:ciprtx.·idad de Lorenrz establece que si E , H y E11 Rb son soluciones . . . 
a las ecuacicnes de Maxwell (9.147 -8) en una región sin fuentes, entonces 

jf<E.xÜ0 -E0 xÜ.)·dS=~. (9.156) 

S 

Este resultado se obtiene aplicando el teorema de divergencia de Gauss al lema de Lorentz 
(9.152). 

PROBLEMA 9.34 Mostrar que en el campo armónico, la condición de Lorentz se reduce 
a 

'V. A ... jfV~J.é.Ó::. o. 
y los vectores del campo complejo E(r) y ll(r) se pueden expresar como 

ii = 17 X A, 

- - 1 -
E =- ¡wA + --17 (17 ·A). 

JWflÓ 

(9.157) 

(9.158) 

(9.159) 

Solución: Como en el campo armónico, todas las derivadas con respecto al tiempo 
3/3t pueden reemplazarse por jw, (9.157) se deduce de la condición de Lorentz (9.55). 
De modo similar (9.158) y (9.159) se obtienen respectivamente de (9.42) y (9.43) 
sustituyendo 

que se obtiene de (9.157). 

- 1 -
d> =- -. -17· A, 

JWflÓ 
(9.160) 
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, PROSLEMA 9.35 Mustrar qué; en Íma rep6n ··~ todos b wctora de campo 
~.lo mismo que 1011 poteru:iáles ~satisf..U las ec•iaciona de Helmholtz·: 

v>t:+K'E~Í.;, ;;;.·<: ··' '··(9;161) 

donde 

V'Ü + K'ii =O, 

. ·V' A+ K'A ='0, 

_:s¡•.~ +K'~= O, 

K ·~ OJ ,¡¡;f., 
\ ' ' ' 

Solución: El rotacional de (9.147) es 

V x (V x E) = - iwp.V x H. 

(9.162) 

:, ·.· ~(9.163) ' 

}::~~~{ 
'-- ,_;_~~~!!~~~~~ 

(9.166) 

Por (9.148), V X H = iw<E; por consiguiente, sustituyendo por V X H en (9.166), 

(9.167) 

Según (3 .163 ), 

pues V • E =O en una región sin fuentes. Por tanto, (9.167) puede volver a escribirse como 

V'E+K'E=D. 

De modo sinúlar por (9. 147) y (9.148), 

V'ii +K' E= o. 
Obsérvese que (9.163--4) puede deducirse también de (9.56-7) haciendo l= O,p =O; 

y reemplazando a2 ;ar por (jw) (jw) =- w2 • 

es igual a ..,JiiE; i.e., 

donde IK I=K= 
onda. 

9.9 Ondas planas 

PROBLEMA 9.36 Sir es el vector de posición, E es un vector complejo constante y 
o 

mostrar que 

V·E\r)= ±iK·E(r), 

V x E(r) = :!:jK x E(r). 

Solución: Si E(r) = E
0 

•JK '',entonces según (3.155-6), 

V· E(r) = 'i7 ·(E, e'IK·') = e•Jx• 'V· E,+ V(e±iK·•). E., 

V x E(r) =V x (E,e'iK·•) = e111'''V x E,+ V(e±;x·') x E,. 

(9.169) 

(9.170) 

(9.171) 

(9;172) 

(9.173) 

Como E0 es un vector complejo constante, V· E,= O, V x E, =o. Porlo tanto, (9.172-3) 
se reduce a 
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'i7. E(r) ~ 'il(e±;K·•¡ ·E,, 

'i7 x E(r) ~ 'il(e±;K••¡ x E,. 

Como K ·r = K.x + Kyy + K.z. 

a ( ±JK"') +'K ±¡K•• - e = -1 • e a, 
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(9.174) 

(9.175) 

y expresiones similares con respecto ay y z. Por consiguiente, en virtud de (3.1 02), 

'V(e±¡K·•¡ ~ ±je±JK''(K,i + Kyi + K,k) ~ ±jK(e±iK''). (9.176) 

Sustituyendo (9.176) en (9.174-5), 

'il·E(r)~ ±je±iK''K·E, ~ ±jK·(E,e±¡K·•¡~ ±jK·E(r), 

'i7 x E(r) ~ ±je±JK•• K x E,~ ±jK x (~ e±iK••¡ ~ ±jK x E(r). 

PROBLEMA 9.37 Mostrar que el vector de campo (9.169) satisface la ecuación de 
Helmholtz (9.161). 

Solución: Por la identidad vectorial (3.163), 

'il' E ~ 'i7 ('il. E) - 'i7 X ('íl X E). (9.177) 

Si E= E0e±iK '',donde E
0 

es un vector complejo constante, podemos-reemplazar 17por el 
vector ±¡K. Así por (9.177), con el uso de la identidad vectorial (1.?3) y j 1 =- 1, 

Por consiguiente, 

'il'E ~ ±jK(±jK. E)- (±jK) X (±jK X E) 

~ -(K·E)K +K X (K X E) 

= -(K·E)K+ (K·E)K -(K·K)E 

=-K' E. 

'il'E +K' E= (-K'+ K')E =o. 

·(9.178) 

[9.!6!] 

Una onda púzna (monocromá/lca) que se propaga en la dirección del vector de onda K 
es un campo armónico representado por 

E(r,t) = Re[E(r)e'"''l = Re[E,elt"'•-K·•>J, 

La superficie tk {ast' <'OfUtllnte se define 

wt - K· r = const. 

(9.179) 

(9.180) 

La velocidad de prt>pQgiriórt v P se defirie como la velocidad a la cual se mueoen los 
planos de fase constante. 

Una ontúz trrmfllersa es una onda para la cual los vectores de campo magnético y 
eléctrico E y R son perpendiculares a la direción de propagación K . 

. La impedancia característica fl de un medio con constantes e y 1J es la.razón de la 
magnitud del vector de campo eléctrico E a la del vector de campo magnético H: i.e., 

'''' 



' 
plano de fase constante 

5 Una onda plana propagándose 
a lo largo de K, 

y 
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PROBLEMA 9.38 Mostrar que (a) una superficie de fase constante es un plano normal a 
K, (b) la velocidad de propagación de una onda plana v P es 

1 
'" = -;=. (9.181) 

Vf<E 

(e) el vector del campo eléctrico¡;: es normal a la dirección de propagación K, (d) el vector 
de campo magnético R es perpendicular a K y a ¡;:y es 

y (e) la impedancia característica r¡ es 

- KxE 
H=-­

' W¡J. 

ry= ::: =lf1. 

(9.182) 

(9.183) 

Solución: (a) Si se halla una superficie de fase constante hacienJo t =consten (9.180~ 
obtenemos la condición de fase constante 

K· r = const, (9.184) 

que es la ecuación de un plano normal a K. (Cf., problema 6.16.) 

(b) Si~ es el componente de r en la dirección K (véase figura 9.5), entonces por (1.30) 
podemos escribir K • r =K~ y (9 .180) se transforma en wt -K~= const. Diferenciando con 
respecto al tiempo t se obtiene 

d( w w 
V=-

p dt 

(e) por (9.148), en una región sin fuentes, 

Así que 

- 1 -
E=-- V X H. 

iwE 

1 

- 1 -V. E= -V. (V X H) =o. 
jwE 

Reemplazando 'J por - jK. 

-jK-E =O, 

Jo que implica que !'{ r) es normal a la dirección de propagación K. 

(d) En una región sin fuentes, por (9.147), 

Reemplazando 'J por - jK, 

- 1 -
H =--.-V X E. 

}W¡J. 

- 1 - KxE 
H=--. -(-jKxE)=--, 

JW¡.<. wp. 

lo que muestra que R es perpendicular a K y a ll. 
Por el requisito 'J • R =O podemos obtener también la relación 

-jK. ii =O, 

lo que muestra que R es también normal a K. 
Reemplazando 'J por- jK en (9.185), 

E=-Kxii=iixK 
wE wE 

(9.185) 

(9.186) 

(9.187) 

(9.188) 

[9.182] 

(9.189) 

(9.190) 
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Así que (9.182) y (9.190) muestran que (E, Ii. K) forman un conjunto derecho de vectores 
ortogonales. (Véase figura 9.5.) 

(e) Por (9.182) y como E, K son ortogonales, 

- 1 - K -
1 H 1 =-!K x E!=- 1 Ej. 

wp w/1 

Así que la impedancia es 

9.10 Problemas suplementarios 

PROBLEMA 9.39 Mostrar que en medios isotrópicos homogéneos, E y H satisfacen las 
ecuaciones de onda no homogéneas, 

, a 'E aJ 1 
'i7 E-¡lE-.-=fl-. +-\lp, 

dt' dt E 

o'H 
'i7' H - f1 E - = - 'i7 ' J. a,, 

PROBLEMA 9.40 Mostrar que en medios isotrópicos homogéneos y una región sin 
fuentes, E y H satisfacen 

'il'E -¡lE 
a'E o E 
--- f10 -.- =0, 
dt 2 rlt 

'il'H -¡lE 
a'u a u 
--- flO -=0. 
d t 2 a, 

PROBLEMA 9.41 Un indicador útil para el campo electromagnético en el caso en que 
no hay cargas es el indicador de Coulomb. donde t¡ • A= O. Mostrar que en este caso los 
potenciales A y 9 satisfacen 

'il'o=-P_. 
E 

Mostrar también que para que los nuevos potenciales satisfagan la cond1ción del indicador 
de Coulomb, la función indicadora 1/.1 debe satisfacer la ecuación de La place íJ 2 ¡J¡ =O. 

PROBLEMA 9.42 Mostrar que los potenciales en el punto definido por el vector de 
posición r en campos eléctricos y magnéticos uniformes son 

ó=-E-r, 
1 

A = - (B · r). 
2 

PROBLEMA 9.43 Mostrar que el flujo magnético <1> y el vector de potencial A están 
relacionados por 

<1> =f A-dr, 

y por consiguiente, que la fem en un circuito fijo Ces 
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fem = !!._.J. A· dr. 
dt ':!;; 

PROBLEMA 9.44 Mostrar que la fuerza por unidad de volumen fv. llamada a veces la 

densidad de fuerza de Lorentz, sobre una región de espacio libre (vacío) que contiene cargas 

y corrientes debidas a un campo electromagnético se puede expresar como 

fv =pE+ J x B. 

PROBLEMA 9.45 Usando las ecuaciones de Maxwell, mostrar que 

fv =-E,~ (ExB)+ E,E('i7·E)- .!_ E,'i7(E')- E,(E·'i7)E a, 2 

+ ..!._ B('i7. B)- -
1
- 'i7 (B') + ..!._ (B · 'i7)B. 

l'o 21'o l'o 
La can ti dad e

0 
E X B = D X B se llama a veces densidad de momentum del campo 

electromagnético. 
[Sugerencia: Usar la identidad vectorial g x (17 x g) = ~ 'i7 (~') - (g ·V) g, que puede 

deducirse de (3.159) tomando f= g] 

PROBLEMA 9.46 Hallar el campo eléctrico E y el potencial cp debido a una línea de 

carga infinita con densidad de carga por unidad de longitud Pr 

Respuesta: E=-- e p. c/>(p,)- dJ(p,) =--In - . P¡ ~ (p') 
2rrEp 2rr E p, 

PROBLEMA 9.47 Un volumen esférico de radio a centrado en el origen contiene una 
carga eléctrica de densidad uniforme p

0
• Hallar el campo eléctrico E(r) y el potencial 4(r) 

debido a esta distribución de carga. 
p, 

Respuesta: Para O.$. r $.a, E (r) = - r er, 
3E, 

Parar> a, 

dJ(r) = ~a'+ 
3E, 

al Po 
dJ(r) = --

3Eo r 

PROBLEMA 9.48 Un cable coaxial consiste en un conductor sólido interno de sección 

transversal circular de radio a rodeado por un cilindro hueco conductor de radio interior 

by radio exterior e. Una corriente total/ fluye en el conductor interno y regresa por el 
conductor externo con distribución uniforme. Suponiendo que el eje del cable coincide 

con el eje z y su longitud es infinita, hallar el campo magnético H dentro de y entre los dos 

conductores. 

Respuesta· For p S a, 

For b S p $e, 

1 
H = -- e<f>. 

2rrp 

PROBLEMA 9.49 Mostrar que la fuerza sobre un dipolo eléctrico en un campo eléctrico 
E es 

r = (P . 'i7) E. 

PROBLEMA 9.50 Mostrar que el momento sobre un dipolo eléctrico colocado en un 
campo eléctrico uniforme E es 

'te=PxE. 
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PROBLEMA 9.51 Hallar la expresión para la fuerza ejercida sobre un alambre que lleva 

una corriente 1 cuando el alambre se sumerge en un campo magnético B. 

Respuesta: r ~ 1 ~ dr X B. 
e 

PROBLEMA 9.52 En un campo armónico, si el vector complejo de Poynting se define 

como 

mostrar que 

- 1 - -
P =- (Ex H*), 

2 

(
1 - 1 - ) 1 --

'i7-P,2jw -I'IHI'--EIEI' =--(E·J*), 
4 . 4 2 

donde H• y r• son vectores complejos conjugados de H y r, respectivamente y 

IHI'=ii-ii•, IEI'=E·E*; 

dar una interpretación física de esta ecuación. · 

PROBLEMA 9.53 Hallar el campo eléctrico a una distancia a de una línea de carga de 
longitud infinita y fuerza p

1 
coulorr.bs/m. 

[Sugerencia: Usar la ley de Gauss (9.32).] 

Respuesta:E =E'~ ep = p1/2rre,acp. 

PROBLEMA 9.54.: Mostrar que el campo eléctrico del dipolo eléctrico de la figura 9.3 

puede expresarse"como 

PROBLEMA 9.55 Mostrar que la energía almacenada en un campo electrostático se 
puede expresar como 

donde pes la densidad de carga y tP es el potencial escalar del campo electrostático. 

PROBLEMA 9.56 Mostrar que la energía almacenada en un campo magnetostático se 
puede expresar como 

! Jff B · H dV = ! JffJ . A dV, 

donde J es la densidad de corriente y A es el vector potencial del campo magnetostático. 

.;;!··" 

·1= •" 
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CAPITULO 

FORMAS DIFERENCIALES 

10.1 Formas diferenciales 

10.2 Suma y producto externo de formas 
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RESUMEN DE 
RELACIONES 

VECTORIALES 

e 
APENO ICE 

C1. Ecuaciones de álgebra vectorial 

Ecuación No. Ecuación 

. .. 
(1.31) A-8=8-A ·.• ft:~r .;.~ 

' (1.32) A· (8 + e)= A· 8 + A· e -;:: -,;'~í. 1.fi_i,' 
~- 1 

.~·;·.· 

(1.55) A X 8 = -8 X A • ·.;:.~{,!' 

' t~·' 

(1.56) A x (8 + e) = A x 8 + A x e .~:4~.' 

.. \~H·~ 
(1.58) AxAdO ' ' (l. 72) A·8xC=Ax8-e· .; ...... .. .... ;\¡; 
(1.76) A. 8 x e= [ABeJ .. , ·:jii;o: . . 
(1.77) [ABC] = [BCA] = [eA8] =- [AC8] = - [8Ae] = :!fc'íi..\J 

·~· .:., ....... 
(1.83) A x (8 x e)= (A .e)8- (A· 8)e .. ,;-¡,:¡;,; ... 
(l. 98) (Ax8)xC=(A.e)8-(8.eYA "f~"\:, 

(3.112) 'í/(</> + .¡,) = ''1</> + 'í/1/; 
(3.1 13) VC</>of) = </>W + .PW 
(3.124) 'íl</> = 'í/<i>(u) = </;'(u)'í/u 
(3.128) v · cr + e) = v · r + v ·e 
(3.131) div (grad </;) = 'íJ · ('V<j;) = 'V'</> 
(3.140) 'íl x cr + e) = 'íJ x r + 'V x g 
(3.142) "J X ('íJ<f>) = 0 
(3.143) 'V·C'Vx0=0 
(3.154) cr x 'íl). g = r. ('V x g) 

(3.155) v. <<PO= </;'íl. r + r. ('V<h) 
(3.156) "J X (</JO= </;'íJ X f + ('V<j;) X f = </J'íJ X f- f X \J <j; 
(3.157) 'íJ • (f X g) = g • ('V X 0 - f • ('íJ X g) 
(3.158) v x cr x e) = r C'V. e) - e C'V • o + Ce. 'í/H - cr. 'íl)& 

. (3.159) ver.&) = r x C'V x e) + e x cv x o + cr. 'í/)c + ce. VH 
(3.163) rol (rol O= 'íJ x ('V x O= 'í/(\1· O- V'r 
(3.164) v'r = vcv. o - v x C'V x o 

[Prob. 3.89(b)] 'íJ (!) = ojJ'Q<f; - </>'í/1/; 
.¡; .P' 
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C2. Ecuaciones de cálculo vectorial 

Ecuación No. Ecuación 

(4.58) fJJ 17-r dV = fJ r.as 
R S 

(4.94) fff 17cf> dV = ff dS cb 
R S 

(4.95) fff 17 x ( dV = ff dS x ( 

R S 

(4.104) § 17 x r. dS = 1 r. dr 

(4.115) Jf dS x \7t!> = p cb dr 

S e 

(4.116) JJ (ds x 17) x r =~ dr y r 
S e 
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PRÓLOGO 
La geometría y la trigonometría son antecedentes primordiales para las ca­

rreras del área fisicomatemática en el nivel de licenciatura. Estas importantes 
ramas de las matemáticas son una base esencial para el estudio de otras que, 
como el cálculo diferencial e integral, constituyen la; fundamentos teóricos 
necesarios para el desarrollo de las diversas disciplinas que se estudian en las 
carreras de la mencionada área. 

El presente material es un compendio de los conceptos básicos de la 
geometría y la trigonometría, y puede utilizarse como apoyo didáctico en los cur­
sos de matemáticas que se imparten en los niveles medio superior y superior. 

El contenido está estructurado en unidades temáticas que a su vez se dividen 
en partes llamadas módulos. En éstos se dosifican los temas a partir de un orden 
lógico y didáctico, a fin de lograr una mejor comprensión de los mismos. 

Por otra parte, la obra cuenta con elementos didácticos que constituyen una 
metodología de aprendizaje; tienen por objeto facilitar el estudio y permitir un 
mayor aprovechamiento del contenido. Por lo tanto, se recomienda al lector que, 
desde el inicio, comprenda su función y los utilice adecuadamente. A-­
continuación se describen dichos elementa;. 

Al principio de cada unidad aparecen: 

• Objetivo general. Es una guía para el aprendizaje del contenido; indica la 
conducta que debe obtenerse al finalizar el estudio de la unidad. 

• Introducción. Muestra al lector un panorama general del contenido; destaca 
los temas principales y su importancia. 

Los clementa; didácticos de que constan los módulos son: 

• Objetivos específicos. Se derivan del objetivo general de la unidad. 
Describen y delimitan la conducta específica que debe adquirirse en relación 
con un tema determinado; precisan las condiciones, el nivel y el criterio de 
ejecución aceptable como deberá manifestarse dicha conducta. 

S 
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UNIDAD l. 
GEOMETRÍA 

Objetivo general 
Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno: 

• Aplicará los conceptos fundamentales de ángulos, triángulos y circunferencia 
en la resoluci6n de problemas geométricos. 

Introducción 
En esta unidad se estudian los conceptos, teoremas y principios básicos de la 

geometrfa plana, con el objeto de que estos fundamentos se apliquen en la 
resolución de problemas geométricos. 

11 



MÓDULO l. EL ÁNGULO, MEDIDAS 
ANGULARES 
Y TIPOS DE ÁNGULOS 

Objetivos específicos 

Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Definirá los conceptos de ángulo, grado sewgesimal y radián. 
• Convertirá a radianes el valor de un ángulo dado en grados sexagesimales y 

viceversa 
• Defmirá cuándo dos ángulos son adyacentes, complementarios o conjugados. 

Cuadro sinóptico 

Ángulo es la abertura entre dos rectas que se intersecan en un punto 
llamado vértice. 

• Medidas de un 
ángulo 

• Equivalencia 

• Tipos de ángulos 

• Grados sexagesimales 

• Radianes 

• 1 rad = 1!0 
grados - 1 rad = 57.2958 grados 

• 1 grado = 1~ radianes - 1 grado = 0.01745 rad 

• Adyacentes: Tienen el mismo vértice, un lado 
común y son exteriores uno del otro. 

13 
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• Tipos de ángulos 

Cuadro sinóptico Continuación 

o • 900 :1t Rectos: Aquel que mide o 
2 

rad 

o Agudos: Mide menos de 90° 

o Obtusos: Mide más de 90° 

o Complementarios: Cuando la suma de dos 
ángulos es igual a 90° 

o Suplementarios: Cuando la suma de dos ángulos 
es igual a 180° 

o Conjugados: Cuando la suma de dos ángulos es 
igual a 360° 

1.1. Concepto de ángulo 
Q:msidérese que una lfnea recta OA, gira alrededor de su extremo O a una 

posición OB, permaneciendo en el mismo plano, como se muestra en la figura 
l. l. Con este giro se dice que se genera un ángulo planoAOB =a. 

8 

Figura 1.1 

Aliado OA, se le llama lado inicial del ángulo y aliado OB, lado terminal del 
ángulo a. 

El punto O se conoce como el vértice del ángulo a . 

1.2. Medidas de ángulos 
Las principales unidades para expresar la medida de un ángulo son el grado 

ser:agesimal y el radián, que también se conoce como unidad cíclica. 
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1.2.1. El grado sexagesimal 
Fsta unidad, que pertenece al sistema sexagesimal, tiene como base el nú­

mero60. 
ll! circunferencia se divide en 360 partes iguales, cada una de las cuales 

corresponde a un grado sexagesimal. El grado sexagesimal se subdivide a su vez 
en 60 minutos, y cada minuto en 60 segundos. Los grados, minutos y segundos 
se representan respectivamente por a· b' e". 

1.2.2. El radián 

Definici6n: Un radián es el ángulo tal que, si su vértice está colocado 
en el centro de un cfrculo, interseca sobre la circunferencia un arco 
de longitud igual al radio del círculo. 

Así, si en la figura 1.2 se toma sobre la circunferencia un arco AB de longitud 
igual al radio y se trazan las rectas OA y OB, el ángulo AOB = a mide un radián. 

Figura 1.2 

Para medir cualquier ángulo O en radianes, se coloca su vértice en el centro de 
un círculo de radio r (véase la figura 1.3); siL es la longitud del arco intersecado 
en el círculo por el ángulo O, entonces se tiene: 

El valor de O en radianes = L 
r 
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L 

Figura 1.3 

1.2.3. Conversión de medidas angulares 
G.!ando e es igual a 180', entonces el arco L, que interseca sobre un círculo 

de radio r, es una semicircunferencia tal que L = Jt r, donde n: es aproximada­
mente igual a 3.1416. De acuerdo con lo anterior, si se aplica la ecuación para 
obtener la medida de un ángulo en radianes, se tiene: 

• L Jt r 
180 = - rad = - rad = Jt rad 

r r 

180'= n: rad 

Esta última igualdad se utiliza como base para convertir el valor de un ángulo 
de grados a radianes y viceversa. Así, de esta igualdad se obtiene: 

lt lt 
1' = 

180 
rad, donde 

180 
equivale aproximadamente a 0.017453 

así que: 1' = 0.017453 rad 

b "é d 180' d ] 80' o 1 o da 57 296' y tam 1 n 1 ra = --, don e --eqmva e aprox1ma mente a . 
p p 

así que: 1 rad = 57.296' . 

Ejemplo 1 

Expresar cada uno de los siguientes ángulos en radianes. 

a) 45' 

Solución 

Dado que 1' = 0.017453 rad 
45' = 45 (0.017453) = 0.785 rad 
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E é 
• Jt 

xpresado en t nninos den; como 1 = 
180 

rad 

45• = 45 ~ rad = !. n rad 
180 4 

b) 385. 

Solución 

Se procede igual que en el ejemplo anterior: 

385" = 385 (0.017453) = 6.719 rad 

Expresado en ténninos de Jt: 

385. = 385 1~ rad = 2.1388 1t rad 

~emplo 2 
Expresar cada uno de Jos siguientes ángulos en grados. 

Jt 
a) 

2 
rad 

Solución 

180. 
Dado que 1 rad = -­

Jt 

Jt rad = Jt 180' = 90' 
2 2 lt 

b) 2 rad 

Solución 

En forma análoga: 

180. 
2 rad = 2-- = 114.59' 

1t 

1.3. Tipos de ángulos 

1.3.1. Ángulos adyacentes 

Se dice que dos ángulos son adyacentes cuando tienen el mismo vértice, un 
lado común y son exteriores el uno del otro. 
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Por ejemplo los ángulos a y f3 de la figura 1.4, son adyacentes. 

Figura 1.4 

1.3.2. El ángulo recto 

De[mici6n: Un ángulo recto es aquel que mide exactamente 90•, lo que 
en radianes equivale a ~ rad. (Véase la figura 1.5.) 

o 

Figuro 1.5 

1.3.3. El ángulo agudo 

Definición: Un ángulo agudo es aquel que tiene una magnitud menor 
de 90• (~ rad). (Véase la figura 1.6.) 

Figura 1.6 



1.3.4. El ángulo obtuso 

Definición: Un ángulo obtuso es aquel que tiene una magnitud 
mayor de 90' (~ rad). (Véase la figura 1.7.) 

Figura 1.7 

1.3.5. Ángulos complementarios 

Definición: Si la suma de las medidas de dos ángulos es de 90', los 
ángulos se llaman complementarios y cada uno de ellos se llama el 
complemento del otro. 

En la figura 1.8, los ángulos a y j} son complementarios. 

Figura 1.8 

19 

Se puede observar que si dos ángulos son complementarios, entonces ambos 
son agudos. 
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1.3.6. Ángulos suplementarios 

Definición: Si la suma de las medidas de dos ángulos es 180', se dice 
que los ángulos son suplementarios y cada uno de ellos se llama el 
suplemento del otro. 

Los ángulos a y ~de la figura 1.9, son suplementarios. 

Figura 1.9 

' 1.3.7. Angulos conjugados 

Definición: Si la suma de las medidas de dos ángulos es 360', se 
podrá decir que los ángulos son conjugados, y que cada uno es el 
conjugado del otro. 

En la figura 1.10 los ángulos u y ~ son conjugados. 

o 

Figura 1.10 

E;jemplo 3 
Si la medida de un ángulo a es dos veces la medida de su complemento ~. 

¿cuánto miden a y ~? 



Solución 

Del enunciado, a = 2 ~' y como a y ~ son complementarios: 

a + ~ = ~· ; 2 ~ + ~ = ~· ; 3 ~ = ~· 

~· 
de donde ~ = 3 = 30• 

por lo tanto: 

~ = 30•, a=~·- 30• = 60. 

Ejemplo4 

Determinar la medida del suplemento del ángulo a, cuya magnitud es 135". 

Solución 

Se tiene: a +suplemento de a = 180. 
Suplemento de a=180. -a= 180· - 135• = 45" 

Ejemplo 5 

21 

Si la medida de un ángulo a es cinco veces la medida de su conjugado ~' 
¿cuánto miden a y~? 

Solución 

Del enunciado, a= 5 ~'y como a y ~son conjugados: 

a + ~ = 360•; 5 ~ + ~ = 360• 

360. 
6~=360·; ~=-=60· 

6 
por lo tanto: 

~ = 60·, a= 360.- 60. = 300• 

Ejercicios 

Medidas angulares 

Expresar cada uno de los siguientes ángulos en radianes: 

1. soo· 

2. 210° 

3. 1so· 
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Expresar cada uno de los siguientes ángulos en grados: 

2n 
4. 3rad 

5. 9.4 rad 

n 
6. -¡¡rad 

Tipos de ángulos 

7. Determinar la medida del complemento del ángulo a, cuya magnitud es 23'. 

8. Si la medida de un ángulo a es tres veces la medida de su suplementario ~. ¿cuánto 
miden a y~? 

9. Si la medida de un ángulo a es once veces la medida de su conjugado ~. ¿cuánto miden 
a y~? 



MÓDULO 2. EL TRIÁNGULO, SUS TEOREMAS 
PRINCIPALES Y SEMEJANZA 
ENTRE TRIÁNGULOS 

Objetivos específicos 

Al terminar el estudie de este módulo, el alumno: 

• Enunciará los principales teoremas sobre triángulos. 
• Aplicará la semejanza de triángulos en la resolucwn de problemas. 
• Resolverá triángulos rectángulos aplicando el Teorema de Pitágoras. 

Cuadro sinóptico 

Triángulo es el espacie limitado por tres rectas que se cortan. 

• Clasificación de los • Equilátero: Cuando sus tres laóos son iguales. 
triángulos según sus 
lados 

• Isósceles: Cuando dos de sus lados son iguales. 

• Escaleno: Cuando sus tres lados son diferentes. 

23 
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• Teoremas 

Cuadro sinóptico 1 Continuación 

l. La suma de los tres ángulos interiores de todo 
triángulo es igual a 180". 

2. En todo triángulo isósceles los ángulos opuestos 
a los lados iguales son iguales. 

3. La suma de dos lados cualesquiera de un 
triángulo es mayor que el tercer lado; y la 
diferencia, menor. 

Dos trúingulos son semejantes si sus ángulos correspondientes son iguales o 
sus lados correspondientes son proporcionales. 

• Teoremas sobre 
trúingulos semejantes 

l. Si dos triángulos son mutuamente equiángulos, 
son semejantes. 

2. Si dos triángulos tienen un ángulo igual, com­
prendido entre lados proporciona les, Jos dos 
triángulos son semejantes. 

3. Si los tres lados de un triángulo son respectiva­
mente proporcionales a los de otro triángulo, 
ambos son semejantes. 

4. DOs triángulos que tienen sus lados respectiva­
mente paralelos o perpendiculares, son semejan­
tes. 

Teorema de Pitágoras. En un triángulo rectángulo,· el cuadrado de la 
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de Jos catetos. 

2.1. El triángulo 

Se llama triángulo al espacio limitado por tres rectas que se cortan. Los pun­
tos de corte se llaman vértices, y los segmentos comprendidos entre Jos vértices, 
lados del triángulo. 

En la figura 2.1 se presenta un triángulo de vértices A, B y C y de lados a, b 
y e. Los triángulos comúnmente se designan por sus vértices. 
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e 

Figura 2.1 

Con respecto a la magnitud de sus lados, Jos triángulos se clasifican en: 
equiláteros, isósceles y escalenos. 

2.1.1. El triángulo equilátero 

Definición: Un triángulo es equilátero si sus tres lados tienen la 
misma magnitud. 

El triángulo ABC de la figura 2.2 es equilátero ya que a= b =c. 

e 

a-b-e 

Figura 2.2 

2.1.2. El triángulo isósceles 

Definición: Un triángulo es isósceles si las magnitudes de dos de sus 
lados son iguales. 
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Los lados iguales se llaman laterales y el tercer lado se llama base del 
triángulo. El triángulo ABC de la figura 2.3 es isósceles, ya que sus lados a y b 
son iguales. 

e 

a-b 

A e (base) B 

Figura 2.3 

2.1.3. El triángulo ESCaleno 

Definición: Un triángulo es escaleno si las magnitudes de sus tres 
lados son diferentes. 

El triángulo ABC de la figura 2.4 es escaleno, ya que a ,. b ,. e. 

e 

e B 

Figura 2.4 
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2.2. Principales teoremas sobre triángulos 

A continuación se enuncian algunos teoremas importantes sobre triángulos, 
por ser de utilidad para el desarrollo de conceptos trigonométricos, asf como para 
mm prender algunos otros tópicos matemáticos. 

Teorema l. La suma de los tres ángulos interiores de todo triángulo es igual a 
180', o bien, a lt rad. 

En la figura 2.5, se tiene que: a + f3 +y= 180' . 

e 

A 

Figura 2.5 

Teorema 2. En todo triángulo isósceles los ángulos opuestos a los lados 
iguales son iguales. _ 

En la figura 2.6, como ABC es un triángulo isósceles, a = b , por lo tanto 
a= ¡3. 

e 

8 

Figura 2.6 

Teorema 3. La suma de dos lados cualesquiera de un triángulo es mayor que 
el tercer lado; y la diferencia, menor. 

Del triánguloABC de la figura 2.7, se tiene que: 
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Ejemplo 1 

a+b>e, a+e>b, b+e>a 
a- b <e, a- e< b, b- a< e 
b - e < a, e - a < b, e - b < a 

A 

Figura 2.7 

e 

Para el triángulo rectángulo ABC de la figura 2.8, si a= 40•, determinar la 
magnitud de 13 y y. 

B 

Figura 2.8 · 

Solución 

Como el triángulo es rectángulo, y = 90•. La suma de Jos ángulos interiores de 
un triángulo es 180•, entonces: 

a + 13 + y = 1so·; 40• + 13 + 90• = 180. 

De donde: 

13 = 1so· - 90· - 40· = so· 

2.3. Triángulos semejantes 

Definición: Dos triángulos son semejantes si sus ángulos co­
rrespondientes son iguales, o si sus lados correspondientes son 
proporciona les. 
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En la figura 2.9 Jos triángulos ABC y A 'B'C' son semejantes, ya que: 

a b e 
-=-=-
a' b' e' 

a 1 =az; f3t=f3z YYt=Yz,y 

e 

e· 

8' 

Figura 2.9 

Los siguientes teoremas determinan la semejan711 entre triángulos: 
Teorema l. Si dos triángulos sort mutuamente equiángulos son semejantes. 
De este teorema se desprenden Jos siguientes corolarios: 
Corolario l. Dos triángulos son semejantes si ambos tienen dos ángulos 

respectivamente iguales. 
Corolario 2. Dos triángulos rectángulos son semejantes si tienen un ángulo 

agudo igual. 
Teorema 2. Si dos triángulos tienen un ángulo igual comprendido entre lados 

proporcionales, Jos dos triángulos son semejantes. 
b e 

Con base en la figura 2.10, este teorema dice que: si a 1 = a 2 y ¡;; = ;-;- en-

tonces Jos triángulos ABC y A 'B 'C' son semejantes. 

e 
e· 

b'"" ~ 
e A' e' 8' 

Figura 2.10 

Teorema 3. Si Jos tres lados de un triángulo son respectivamente propor­
cionales a Jos de otro, Jos dos triángulos son semejantes. 

Con base en la figura 2.11, este teorema dice que: 

. a b e 
SI -=-=-

a' b' e' 

entonces Jos triángulos ABC y A 'B 'C' son semejantes. 
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e 

A e 8 
e· 

~ 
A' e' 8' 

Figura 2.11 

Teorema 4. Dos triángulos que tienen sus lados respectivamente paralelos o 
perpendiculares son semejantes. 

Ejemplo 2 

Si en la figura 2.12, BC es paralelo a DE y BC =50 m, DE= 25m y AD = 30 
m ¿Cuánto mide AB? 

e 

A 

Figura 2.12 

Solución 

Como los lados de los triángulos ABC y ADE son paralelos, entonces son 
semejantes, por lo tanto: 

De donde: 

AB BC 
AD= DE 

AB 50 
30=25 
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2.4. El teorema de Pitágoras. 
Aplicaciones 

El teorema de Pitágoras, que relaciona los catetos y la hipotenusa de todo 
triángulo rectángulo, se enuncia como sigue: 

En un triángulo rectángulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la 
suma de los cuadrados de los catetos. 

De acuerdo con el teorema, para el triángulo rectángulo de la figura 2.13, se 
tiene que: 

8 

a 

Figura 2.13 

E;jemplo 3 

En un triángulo rectángulo ABC, e es la longitud de la hipotenusa y a y b son 
las longitudes de los catetos. 

a) Si a = 12 y b = 16 , ¿ cuánto mide e ? 

Solución 

Del teorema de Pitágoras: 

e 2 =a 2 + b 2 = (12) 2 + (16) 2 = 400 

por lo tanto: 
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b) Si a= 24 y e= 25, ¿cuánto mide b? 

Solución 

Del teorema de Pitágoras: 

por lo tanto: 

Ejemplo 4 

Una persona camina 7 kilómetros hacia el norte, 3 kilómetros hacia el este y 3 
kilómetros hacia el sur. ¿A qué distancia está del punto de partida? 

Solución 

Se traza una figura que representa las longitudes recorridas. 

e e 

E 

/ 
/ 

/ 

A 

/ 
/ 

/ 

D 

Figura 2.14 

N 

S 

De la figura 2.14 se observa que AED es un triángulo rectángulo y que: 

ED = BC = 3, EB = CD = 3, 

AE = AB - EB = 7 - 3 = 4 

Como la longitud buscada es AD, se aplica el teorema de Pitágoras al 
triángulo AED: 
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por Jo tanto: 

E;jercicios 

Teoremas sobre triángulos 

l. Si un ángulo interior de un triángulo rectángulo mide 65', determinar la magnitud de 
sus otros ángulos interiores. 

Triángulos semejantes 

2. Si en la figura 2.15, BE es paralelo a 15E y AB- 10m, Al5 • 3m yAC-20m. 
¿Cuánto mideAE? 

e 

Figura 2.15 

El teorema de Pitágoras. Aplicaciones 

3. En un triángulo ABC, e es la longitud de la hipotenusa y a y b son 1~ longitudes de los 
catetos. 

a) Si a - 1 y b - 2, ¿cuánto mide e? 

b) Si b -18 y e- 20, ¿cuánto mide a? 

4. Una persona camina 1 milla hacia el norte, 2 millas hacia el este, 3 millas hacia el norte 
y 4 millas hacia el este. ¿A qué distancia está del punto de partida? 



MÓDULO 3. LA CIRCUNFERENCIA 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Enunciará la definicwn de circunferencia. 
• Explicará los conceptos de cuerda, diámetro, secante y tangente de una 

circunferencia. 

Cuadro sinóptico 

Sea P un punto de un plano y sea r un número positivo. La circunferencia con 
centro P y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que están a 
una distanciar del punto P. 

• Elementos de la cir- • Cuerda: Es todo segmento rectilíneo que une 
cunferencia dos puntos de la circunferencia. 

• Diánzetro: Es toda cuerda que pasa por el centro 
de la circunferencia. 

• Secante: Es toda recta que corta a la circun­
ferencia en dos puntos cualesquiera. 

• Tangente: Es toda recta, en el mismo plano, que 
toca a la circunferencia en un solo punto, 
llamado punto de tangencia. 

35 
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3.1. La circunferencia 
Sea P un punto de un plano dado y sea r un número positivo. 

Definición: La circunferencÚl con centro P y radio res el conjunto 
de todos los puntos del plano que están a una distancia r del punto P. 

La figura 3.1 muestra una circunferencia. 

Figura 3.1 

3.2. Conceptos de: cuerda, diámetro, secante 
y tangente de la circunferencia 

3.2.1. Cuerda 

Definición: Se llama cuerda a todo segmento rectilíneo que une dos 
puntos de una circunferencia y cuya magnitud es igual a la mínima 
distancia entre dichos puntos. 

En la figura 3.2 el segmento AA' es una cuerda. 

Figura 3.2 



3.2.2. Diámetro 

De[mici6n: Se llama diámetro a toda cuerda que pasa por el centro 
de la circunferencia. 

3.2.3. Secante 

Definición: Una secante a una circunferencia es una recta que la 
corta en dos puntos cualesquiera. 

Figura 3.3 

3.2.4. Tangente 

Definición: Una tangente a una circunferencia es una recta, en el 
mismo plano, que toca a la circunferencia en un solo punto. 

37 

El punto anterior se llama punto de tangencia o punto de contacto, y se dice 
que la recta y la circunferencia son tangentes en el punto de contacto. 

En la figura 3.4, el punto A es el punto de tangencia. 

+ 

F.gura 3.4 
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3.3. Teorema para trazar la tangente 
a una circunferencia 

Un teorema importante porque se utiliza para trazar la tangente a una circun­
ferencia es: 

Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio 
trazado por el punto de contacto. 



UNIDAD2. 
TRIGONOMETRÍA 

Objetivo general 
Al finalizar el estúdio de esta unidad, el alumno: 

• Aplicará los conceptos fuiUÚJmentales de la trigonometría plana en la 
resolución de problemas. 

Introducción 

El propósito fundi11nental de esta unidad, es el estudio de las funciones 
trigonométricas y sus propiedades, así como su aplicación en la resolución de 
problemas trigonométricos. 
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MÓDULO 4. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS AGUDOS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudw de este módulo, el alumno: 

• Definirá las razones seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante 
de un ángulo agudo. 

• Calculará, sin el uso de tablas, el valor de todas las razones trigonométricas 
de los ángulos de 30', 45' y 60'. 

Cuadro sinóptico 

Razones trigonométricas de los ángulos de 30', 45' y 60' 

~T.····· ... T/;F Ángulo 

•.··. •.·· t······················ f. 30' 45' 60' 

sen 1 1 V3 - -
2 Vf 2 

cos V3 1 1 - -
2 Vf 2 

~ tan 1 
V3 - 1 

<::S V3 
~ 

1 cot V3 1 -
v'3 

se< 2 
V2 

V3 
2 

ese Vf 
2 

2 -
V3 

41 
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4.1. Definición de las razones trigonométricas 
de un ángulo agudo 

Considérese un triángulo rectángulo con un ángulo y= 90", como se muestra 
en la figura 4.1. 

B 

A b 

Figura 4.1 

Se pueden establecer 6 razones diferentes de un lado del triángulo a otro. 
Estas razones que se conocen como razones trigonométricas, son aplicables a 
cualquiera de los ángulos agudos a o f3. 

Razones trigonométricas del ángulo a. Con relación a la figura 4.1: 

e es la hipotenusa del triángulo 
a es el cateto opuesto al ángulo a 
b es el cateto adyacente al ángulo a 

Las 6 razones trigonométricas para el ángulo a son: 

sen a 
__ cateto opuesto __ ~ 

seno a; 
hipotenusa e 

COS a 
_ cateto adyacente __ !!_ 

coseno a; -
hipotenusa e 

tan a 
__ cateto q:>uesto __ ~ 

tangente a; 
cateto adyacente b 

COl a 
__ cateto adyacente __ !!.. 

cotangente a ; 
cateto q:>uesto a 

hipotenusa e 
secante a ; sec a = = -

cateto adyacente b 

hipotenusa e 
cosecante a · ese a = = -

' cateto opuesto a 
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Es conveniente observar que la ca;ecante, la secante y la cotangente son 
respectivamente recfprocas del seno, ca;eno y tangente. Con esta observación se 
pueden memorizar fácilmente las 6 razones trigonométricas. 

EJemplo 1 
Encontrar los valores de las razones trigonométricas para el ángulo agudo a, 

del triánguloABC que se muestra en la figura 4.2. 

8=3 

Figura 4.2 

Solución 

Datos: a = 3 e = 5 
Por medio del teorema de Pitágoras se encuentra el valor del cateto adyacente b: 

Entonces: 

sen a = cateto opuesto = l 
hipotenusa 5 

hipotenusa 5 
ese a= 

cateto opuesto 3 

cateto adyacente 4 
cosa= =-

hipotenusa 5 
sec a = hipotenusa = 2_ 

cateto adyacente 4 

cateto opuesto 3 
tana- =-

cateto adyacente 4 
cateto adyacente 4 

cota= =-
cateto opuesto 3 

EJemplo 2 
Encontrar los valores de las razones trigonométricas de un ángulo agudo a, 

cuyo seno es igual a 1/2. 

Solución 

Corno se sabe: sen a= cateto opuesto = l_ 
hipotenusa 2 

Se puede representar un triángulo rectángulo con un ángulo agudo a; cuyo 
cateto opuesto sea igual a 1 y con una hipotenusa igual a 2 (véase la figura 4.3). 
El valor del cateto adyacente b se encuentra aplicando el teorema de Pitágoras. 
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b 

Figura 4.3 

Al aplicar las fórmulas de las razones trigonométricas se tiene: 

1 
sen a= 2 

..f3 
cosa=-

2 
1 

tana=-
{3 

2 
seca=-

VJ 

oot a =VJ 

4.2. Razones trigonométricas de los ángulos 
de 30°, 45° y 60° 

4.2.1. Razones trigonométricas de los ángulos 
de 30• y 60• 

Para determinar las razones trigonométricas de los ángulos de 30" y 60", se 
traza un triángulo equiláteroABD de 2 unidades por lado, oon una unidad de lon­
gitud adecuada; por ejemplo, centímetros (veáse la figura 4.4). Enseguida se 
traza una perpendicular a la base AD del triángulo desde el vértice B. 

Como se muestra en la figura 4.4, ABC es un triángulo oon: 

B 

Figura 4.4 
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A A A 

BAC = 60', ABC = 30', ACB = 90' 

AB = 2,AC = 1, 

y por el teorema de Pitágoras: 

BC = .¡ AB 2 - XC 2 = .¡ 22 - 12 = V3 
De la defmición de las razones trigonométricas para un ángulo agudo, se tiene: 

60• V3 30' sen =2= cos 

cos 60' = ..!. = sen 30' 
2 

tan 60' 

rot 60' 

V3 . 
=- = VJ = COl 30' 

1 

1 30' = ..f3 = tan 

sec 60' = ~ = 2 = ese 30' 
1 

ese 60' = Ji = sec 30' 

4.2.2-. Razones trigonométricas del ángulo de 45• 

Para determinar las razones trigonométricas de un ángulo de 45' se ronstruye 
un triángulo rectángulo con ambos catetos iguales a la unidad (véase la figura 
4.5), y el ángulo en C igual a 90'. Por lo tanto, los ángulos a y ~ son iguales a 
45'. 

8 

Figura 4.5 

Del teorema de Pitágoras, la longitud de la hipotenusa del triángulo es: 
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De la definición de las razones trigonom~tricas para un ángulo agudo, se tiene: 

sen 45' 

oos4Y 

1 .f2 
=.n=T 

1 .f2 
=.n=T 

tan 45' =.!. = 1 
1 

oot 45' =.!. = 1 
1 

sec 45' = .f2 = .f2 
1 

ese 45' = .f2 = .f2 
1 

EJemplo 3 

Encontrar el valor de las siguientes expresiones: 

_1_ v'3 = 1 
a) (sec 30'} (sen 60') +tan 45' = V3 2 = _!__:!:__!_ = 1 

2 cos 60' 2 2 

b) (col 30') 2 +tan 45; _ (v'3) 2 + 1 
2 cos 60' - 2(\12) 

Ejercicios 

~=4 
1 

Razones trigonométricas de un ángulo agudo 

l. Encontrar los valores de las razones trigonométricas para el ángulo agudo ~ del 
triángulo ABC que se muestra en la figura 4.6, si a - 2 y b - 3. 

8 

8=2 

A b=3 e 

Figura 4.6 

2 Encontrar el valor de las razones trigonométricas de un ángulo agudo a, cuya cotan­
gente es igual a 1/3. 
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Razones trigonométricas de los ángulos de 30", 45" y 60" 

Encontrar el valor de las siguientes expresiones: 

2 tan 45" - 4 cos 60" 
3 

· ese 60" tan 60" 

(sec 45" ese 45")2 

4
· tan 45" + sec 60" 

(col 30" tan 60" +tan 45')2 

5· ese 30" 

47 



MÓDULO S. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DEUNÁNGULOENGENERAL 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Calculará el valor de todas las razones trigonométricas, sin el uso de tablas, 
de los ángulos de 120', 135', 150', 210', 225', 240', 300', 315' y 330'. 

• Determinará, con el uso de tablas, el valor de una razón trigonométrica de un 
ángulo cualquiera dado y viceversa. 

R 
a 
z 
o 
n 
e 
S 

Cuadro sinóptico 
Signos de las razones trigonométricas 

seno y 
c=cante 

c=noy 
secante 

tangente y 
cotangente 

Primer 
cuadrante 

Cuadrantes 

Segundo Tercer 
cuadrante cuadrante 

+ + 

Cuarto 
cuadrante 

+ + 

+ + 

49 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

Razones 
1so·, 210', 330· 

Son iguales en 
30. 

trigonométricas 120·, 240·, 300. valor absoluto 
de los ángulos a las del ángulo 

60. 

de: de: 
135', 225·, 315" 45' 

Razones trigonométricas de un ángulo en general 

ordenada =l all;cisa X 
seno= d' . ca;eno = =-

JStanc¡¡¡ d distancia d 

ordenada =l abscisa X 
tangente= cotangente = = -all;cisa X ordenada y 

distancia d distancia d 
secante= =- ca;ecante = =-

abscisa X ordenada y 

5.1. Definición de las razones 
trigonométricas de un 
ángulo en general 

Sea e un ángulo en posición común (véanse las figuras 5.1 a 5.4), y sea P un 
punto de coordenadas rectangulares (x, y) perteneciente al lado terminal del 
ángulo e. 

y 

p (X, y) 

X 

Figura 5.1 



y 

p (-X, y) 

Figura 5.2 

y 

p (-X, -y) 

Figura 5.3 

y 

a 
o 

p (X, -y) 

Figura5.4 
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X 

X 

Si en cada una de las cuatro figuras se traza una perpendicular desde el punto 
P al eje X, se tendrá un triángulo rectángulo OPP', de lados x, y, y d como se 
muestra en las figuras. Si se considera que d, distancia de P al origen, es positiva 
y que los valores de x y y dependen de la posición de P, las razones 
trigonométricas para cualquiera de los ángulos e se definen corno sigue: 
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O 
_ ordenada x_ 

sen -d. . d !Stanc¡a 

0 
_ abscisa x 

cos - distancia = d 

tan e = ordenada = l 
absc1sa x 

cot 0 = abscisa =:! 
ordenada y 

distancia d 
scc e= . =-

abSCisa X 

ese 
0 

= distancia = E_ 
ordenada y 

Estas definiciones también son aplicables para los ángulos negativos o 
mayores de 360·. 

Se entiende como ángulos cotcrminalcs aquellos cuya diferencia es igual a 
360·. Así por ejemplo, el ángulo de 390• es coterminal del ángulo de 30· y 
viceversa. 

De las definiciones se puede concluir que, para dos ángulos que son coter­
minales, sus respectivas razones trigonométricas son idénticas. Entonces, para 
encontrar las relaciones trigonométricas de ángulos negativos o mayores de 360·, 
se determina su respectivo coterminal entre o· y 360. y enseguida se aplican las 
definiciones. 

Lo anterior también se puede expresar de la siguiente forma: Los valores de 
las razones trigonométricas de un ángul<;J O son los mismos que para cualquiera 
de los ángulos e :t n 360•; donde n =O, 1, 2, 3, ... 

Ejemplo 1 

Si el punto P (-6, 8) está sobre el lado terminal del ángulo O, encontrar las 6 
razones trigonométricas de O. 

Solución 

Se ubica el punto P de coordenadas ( -6, 8) en un sistema coordenado rectan­
gular: x = --6, y= 8 (véase la figura 5.5). 



y 

p ( -6, 8) 

o 
X 

Figura 5.5 

Por el teorema de Pitágoras se tiene: 

d= 10 

Por aplicación de las definiciones de las razones trigonométricas: 

X ...{) 3 
COSÜ=-=-=--

d 10 5 

tan O = l = .!_ = _± 
X ...{) 3 

Ejemplo 2 

Encontrar el valor de sen 405" 

Solución 

Se determina el coterminal de 405' entre o· y 360' 

de donde: 

Ejemplo 3 

405" - 360' = 45' 

sen 405' =sen 45' = ..f2 
2 

Encontrar el valor de tan ( -300'). 

X -6 3 
cot0=-=-=--

Y 8 4 

sec O = !!. = 
10 

= ~~ 
X -6 3 

d 10 5 
cscO=-=-=-

y 8 4 

53 
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Solución 

Se encuentra el coterminal de -300· entre o· y 360. 

-300· + 360. ~ 60. 

de donde: 

tan (-300·) ~tan 60. = V'J 

5.2. Signos de las razones 
trigonométricas en los 
cuatro cuadrantes 

Puesto que d siempre es positiva y sen 8 es igual a y/d, entonces sen 8 tiene 
el mismo signo que y. Así, sen 8 es positivo cuando 8 termina en el primer o 
segundo cuadrantes (y es positiva) y negativo cuando termina en el tercer o cuar­
to cuadrantes (y es negativa). Haciendo consideraciones similares para las otras 5 
razones, se obtienen los resultados que se muestran en la figura 5.6. 

Ejemplo 4 

Segundo cuadrante 
Sólo sen y ese 
son pos~ivas. 

y 

Primer cuadrante 
Las seis razones 
son posHivas. 

--------+-------c>-X 
Tercer cuadrante 
Sólo tan y cot 
son positivas. 

Cuarto cuadrante 
Sólo cos y sec 
son positivas. 

Figura 5.6 

Decir en qué cuadrante termina cada ángulo y establecer el signo del seno, 
coseno y tangente. 

a) 320. 

Solución 

Como 270' < 320• < 360., 320• termina en el cuarto cuadrante. 
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sen 320' =~;y es negativa, entonces sen 320' es negativo. 

cos 320'- ~;cuma x es positiva, entonces cos 320' es positivo. 

tan 320' = l; y es negativa y x positiva, entonces tan 320" es negativa. 
X 

b) 480' 

Solución 

Se encuentra su coterminal entre o· y 360' 
480. - 360' = 120• ; 480• y 120' son coterminales. 
Como 90• < 120• < 1so·, 120· termina en el segundo cuadrante. 

sen 120' = ~ ; como y es positiva, entonces sen 120• es positivo. 

cos 12u• • ~ ; como x es negativa, entonces cos 120· es negativo. 

tan 120' = l, y positiva y x negativa, entonces tan 120• es negativa. 
X 

5.3. Razones trigonométricas de los 
ángulos de 120°, 135°, 150°, 210°, 225°, 
240°,300°,315° y 330° 

5.3.1. Razones trigonométricas de los ángulos 
de 150°,210° y 330° 

las razones trigonométricas de Jos ángulos de 150•, 210• y 330' son iguales 
en valor absoluto a las razones trigonométricas del ángulo de 30•; o sea que, 
cuando más, difieren en el signo, dependiendo de la razón y del cuadrante donde 
esté el lado terminal de dichos ángulos. 

En la figura 5.7, se muestra el ángulo de 150• en posición normal. A partir de 
esta figura se pueden calcular las razones trigonométricas de 150• trazando el 
triángulo rectángulo OPP'. 

P(-V3",1) 

1so· 

X 

Figura 5.7 
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En la figura anterior puede verse que: 

• a = 180' - 150' = 30' 
• el triángulo rectángulo OPP' es semejante al triángulo ABC de la figura 4.4 

de 1 apartado 4.2. 

En virtud de lo anterior, los valores de los lados del triángulo OPP' se pueden 
hdcer iguales respectivamente a Jos valores de los lados del triángulo ABC de la 
figura 4.4; es decir: 

OP' = BC = V3, PP' = AC = 1 y OP = AB = 2 . 

Entonces, como el punto P se encuentra en el segundo cuadrante, tendrá por 
coordenadas P (->/3, l) y la distancia de este punto al origen será: d = 2. 

Al aplicar la definición de las razones trigonométricas para un ángulo en 
general se tiene: 

sen 150' = l = .!. 
d 2 

X VJ 
oos 150' = d = -2 

tan 150' = ~ = _ _!_ 
X VJ 

X -VJ 
cot 150' =-=- = -v'J 

y 1 

sec 150' = t!. = _.2_ 
X VJ 

ese 150' = t!. = ?:. = 2 
y 1 

Para calcular las razones trigonométricas del ángulo de 210' se procede de 
igual forma que para el caso de 150', sólo que ahora las coordenadas del punto P 
son (-VJ, -1) (véase la figura 5.8). 

Entonces, se t icnc: 

p' 

1 
1 

-11 
1 
1 

P( -v'3', -1) 

y 

21 o· 

X 

Figura 5.8 



sen 210· = l = _.!. 
d 2 

RAZONES TRIGONOMtTRICAS 57 

• X 13 
cos 210 = d = ---:¡ 

y -1 1 
tan 210· =- = .r-o=-"' 

X -vJ VJ 

X -13 
COl 210• =-=- = {3 

y -1 

sec 210. = :!. = _2_ 
X 13 

ese 210· =:!. = 1_ = -2 
y -1 

P~ra el caso de las razones trigonométricas del ángulo de 330• también se 
procede de la misma manera, sólo que en este caso las coordenadas del punto P 
son (13 ,-1), (1·éase la figura 5.9). 

y 

Entonces se tiene: 

X 

P(v'J,-1) 

Figura 5.9 

sen 110. = l = _.!. 
.. d 2 

X 13 
Cos .,,o·=-=_·_ ... d 2 

tan 330• = ; - ~ 



58 TRIGONOMElll.fA 

EJemplo S 

COl 330" = ~ = {J = -YJ 
y -l 

sec 330" = ~ = _2_ 
X {J 

ese 330" = ~ = ~ = -2 
y· -1 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

a) 3 ese 150" + sen 21 o· - cot 330• = 

3 (2) - ..!: + VJ = 6 - ..!: + VJ = .!.!. + VJ 
2 2 2 

(tan 330•) (cot 210•) + 1 (-V/3) (VJ) + 1 -1 + 1 
b) ese 150. - 2 = 2 - o 

5.3.2. Razones trigonométricas de 
los ángulos de uo·, 240° y 300° 

Los valores de las razones trigonom~tricas de los ángulos de 120", 240• y 
300• son iguales en valor absoluto a los del ángulo de 60•. 

En la figura 5.10, se muestra el ángulo de 120• en posición normal. Al trazar 
el triángulo rectángulo OPP' en la figura, se puede ver que: 

o a = 180· - 120· = 60. 
o el triángulo OPP' es semejante al triá"ngulo ABC de la figura 4.4 del apartado 

4.2. 
y 

P(-1 ,v'3") 

Figura 5.10 

X 
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Entonces OP' = 1, PP' = ..fJ y OP = 2. En este caso el punto P tendrá por 
coordenadas a (-1, ..fJ) y la distancia de este punto al origen será: d = 2. 

Al aplicar las razones trigonométricas de un ángulo en general se tiene: 

sen 120' = l = ..fJ 
d 2 

cos 120' = ~ = _.!. 
d 2 

tan 120' = r = ..fJ = - ..fJ 
X -1 

oot 120' = ~ = -,A 

sec 120' = d = .1.. = -2 
X -1 

Para calcular la razones trigonométricas del ángulo de 240' se procede en 
igual forma que para el caso de 120', sólo que ahora las coordenadas del punto P 
son (-1, -..fJ) (véase la figura 5.11). 

Entonces se tiene: 

p' 
1 
1 
1 
1 

-v-3" 1 
1 
1 
1 
1 
1 

P(-1,-v-3") 

y 

Figura 5.11 

240' 

sen 240' = l = - ..fJ 
d 2 

X 
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CXlS 240. = :!_ = _.!_ 
d 2 

y -..f3 
tan 240. = - = - = ..f3 

X -1 

• X -1 1 
cot 240 "' - = - = -y -..f3 ..f3 

sec 240• = É. = 2 = -2 
X -1 

ese 240• = ~ = -~ 

Para el caso de las razones trigonométricas del ángulo de 300• también se 
procede de la misma manera, sólo que en este caso las coordenadas del punto P 
son (1, -..f3) (véase la figura 5.12). 

300" 
1 

y 

Por lo tanto, se tiene: 

sen 300" = L. = - ..f3 
• d 2 

CXlS 300" = :!_ = .!_ 
d 2 

y -..f3 
tan 300" =-=- = -..f3 

X 1 

Ejemplo 6 

1 

1 
1 
1 
l-v'3 
1 
1 
1 

P(1,-v'3) 

Figura 5.12 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

X 

300• X 1 
COL =-y=-..[3 

d 2 . 
scc 300" = - = - = 2 

X 1 
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a) - 4 cos 240' + scc 300' - sec 120' = 

(tan 300') (ese 240') + 1 
b) -

sec 120' -

-v'3(-41v1) + 1 2+1 3 
= =--

-2 -2 2 

5.3.3. Razones trigonométricas de los ángulos 
de 135o, 225° y 315° 

Los valores de las razones trigonométricas de los ángulos de 135', 225' y 
3!5', son iguales en valor absoluto a las razones trigonométricas del ángulo de 
45'. 

En la figura 5.13 se muestra el ángulo de 135' en posición normal. A partir de 
esta figura se pueden calcular las razones trigonométricas de 135', trazando el 
triángulo rectángulo OPP'. 

y 

P(-1,1) 

135' 

p' -1 o X 

Figura 5.13 

En la figura puede verse que: 

• a = 1so· - 135' = 45' 
• el triángulo rectángulo OPP', es semejante al triángulo ABC de la figura 4.5, 

del apartado 4.2. 

En virtud de lo anterior, los valores de los lados del triángulo OPP' se pueden 
hacer iguales respectivamente a los va lores de Jos lados del triángulo ABC de la 
figura 4.5 del apartado 4.2; es decir: 
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OP ' = AC = 1 , PP ' = BC = 1 , OP = AB = .fi 

Entonces, como el punto P se encuentra en el segundo cuadrante, tendrá por 
coordenadas (-1, 1) y la distancia de este punto al origen será: d = .fi. 

Al aplicar la definición de las razones trigonométricas para un ángulo en 
general se tiene: 

sen 135" = l = -
1
-

d .fi 

cos 135" = ~ = _ _!_ 
d .¡z 

X -1 
cot 135" =-=- = -1 

y 1 

sec 135' = !!. = .¡z = -.fi 
X -1 

• d .fi ·"' ese 135 = - =- = v2 
y 1 

Para calcular las razones trigonométricas del ángulo de 225' se procede de 
igual forma que para el caso de 135', sólo que ahora las coordenadas del punto P 
son (-1, -1), figura 5.14. 

y 

225' 

X 

P(-1,-1) 

Figura 5.14 



Entonces se tiene: 

COS 225' =X = - -
1-

d ..f2 

tan 225' = l = -1 
= 1 

X -1 
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X -1 
cot 225' = - = - = 1 

y -1 

• d ..f2 -"' sec 225 ~ - = - = - V L. 
X -1 

ese 225' = !!_ = ..f2 =- ..f2 
y -1 

Para el caso de las razones trigonométricas del ángulo de 315' también se 
procede de la misma manera, sólo que en este caso las coordenadas del punto P 
son (1, -1), (véase figura 5.15). 

y 

315" 

Entonces se tiene: 

P(l,-1) 

Figura 5.15 

sen 315" = ~ = - Jz 
cos 315' = ~ = __!_ 

d ..f2 

tan 315' = l = -
1 = -1 

X 1 

cot 315' = ~ = __!_ = -1 
. y -1 

d ..f2 
sec315" =-=-=..f2 

X 1 

ese 315' = d = ..f2 =- ..f2 
y -1 

X 
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r·;¡emplo 7 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

a) 4 tan 135' + 2 sec 315' + 2 ese 225' = 

4 (-1) + 2 (-12) + 2 (--12) = -4 

(ese 135')2
- oot 315' 

b) tan 225' = 

(-12)2 -(-1) 2+ 1 
= 1 =-1-=3 

5.4. Determinación con el uso de tablas 
del valor de una razón trigonométrica 
de un ángulo agudo 

Los valores de las razones trigonométricas de los ángulos se pueden en­
oontrar, en forma aproximada, mediante el empleo de tablas trigonométricas. 
É.stas se presentan en diferentes textos oon 3, 4 o 5 cifras decimales. 

En algunas de estas tablas, los valores de las razones trigonométricas se 
presentan en intervalos de 1 O', y en caso de que el ángulo cuya razón 
trigonométrica se desea encontrar tenga un número de m in u tos que no sea 
múltiplo de 10, se utilizan las partes proporcionales. Es recomendable, para los 
ejemplos que a continuación se presentan, que se disponga de un ejemplar de 
estas tablas. 

Ejemplo 8 

Hallar el valor de cos 44' 52'. 
En la tabla del coseno natural se localiza, en la columna cuyo encabezado es 

N, el número 44 y se sigue por ese mismo renglón hasta la columna cuyo en­
cabezado es 50', encontrándose el valor de 0.7092. Se sigue por el mismo 
renglón hasta la columna de partes proporcionales de encabezado 2' donde se en­
cuentra el número 4, que equivale a 0.0004. Como se especifica en las columnas 
de partes proporcionales que éstas se restan, se tendrá: 

0.7092- 0.0004 = 0.7088 

de donde: 

cos 44' 52'= 0.7088 



i 

5.4.1. Determinación del ángulo agudo, 
dada una de sus razon~ 
trigonométricas 

65 

Considérese el mismo tipo de tablas del apartado 5.4. La determinación del 
ángulo, dada una de sus razones, se muestra en el siguiente ejemplo: 

EJemplo 9 

Dado sen a= 0.5040, encontrar el ángulo a. 
En la tabla del seno natural, se busca en las columnas el valor de 0.5040. Se 

encuentra que el valor inferior más cercano al dado es 0.5025, y corresponde a: 
30"10'. 

Se calcula la diferencia entre el valor dado, 0.5040, y el hallado en las tablas, 
0.5025. La diferencia 0.0015, que equivale a 15 partes proporcionales, se busca 
en el mismo renglón en las columnas de partes proporcionales, y se localiza en la 
columna cuyo encabezado es 6'. 

Como el seno de un ángulo agudo es mayor conforme aumenta el ángulo, en­
tonces se suma 6' a 30" 10' y se tiene: 

30" 10' + 6' = 30" 16' 

de donde: 

a= 30" 16' 

EJercicios 

Razones trigonomélricas de un ángulo en general 

l. Si el punto P (- 3,- 4) está sobre el lado tenninal del ángulo e, encontrar el valor de las 
6 razones trigonométricas de e. 

fncontrar el valor de las siguientes expresiones: 

2. ese 750"-

3. sen (-315")-

4. tan 420"-

Signos de las razones trigonométricas en los cuatro cuadrantes 

Decir en qué cuadrante termina cada ángulo y establecer el signo del seno, coseno y 
tangente. 

5. 125" 

- 6. 750" 
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7. -120. 

Razones trigonométricas de los ángulos de 150·, 210• y 330· 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

8. 3 oot ¡so· + 4 sen 210· - 2 ese 330• -

1 
9. 2 sen ¡so• - 2 ese 1so· - 2 sen 330· -

(ese 21<r) (ese ¡so·¡+ 8 
lO. ese 330• • 

(sec !So·¡ (cot 210•¡ +ese 330• 
11. 2 -

Razones trigonométricas de los ángulos de 120·, 240• y 300• 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

12. sen 120• - cos 300• - cos 240• -

13. 3 tan 240• + 2 sec 120• - sec 300• -

(ese 120") (tan 300•¡ + 1 
14· sec 240• • 

S 
-6 cos 120· + (tan 24o·¡2 

1 · sec 300• • 

Razones trigonométricas de los ángulos de 135", 225• y 315" 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

16. cot 31S• + 10 tan 225• -sen 135" • 

17. - 4 tan 13s• + oot 225• + tan 315• -

18 
(sec 31S.)2 - tan 225• • 

· ese 31S• 

(tan 315") (tan 135")- (cos 225•¡ (ese 31S•¡ 
19

· sen 135" • 

Determinación con el uso de tablas del valor de una raz6n trigonométrica de un 
ángulo agudo 

Hallar el valor de: 

20. sen 29• 20' -
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21. ros 60• 34' • 

22. tan 42• 09' • 

Determinación del ángulo agudo dada una de sus razones trigonométricas 

Dado el valor de una razón trigonométrica, encontrar el ángulo: 

23. sen a- 0.9407 

24. ros~- 0.7671 

25. tan y- 1.198 



MÓDULO 6. IDENTIDADES 
TRIGONOMÉTRICAS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Enunciará las identidades trigonométricas fundamentales. 
• Reducirá expresiones trigonométricas utilizando las identidades trigonométricas. 

• Pitagóricas 

• Inversas 

Cuadro sinóptico 

IDENTIDADESTruGONOMÉTruCAS 

• sen 2 e + cos 2 e = 1 

• l+tan 2 0=scc 2 e 

• l+cot 2 e=csc 2 e 

• sene=-1- o csce=-1-
csc e sen e 

• cose=-
1
-

sece 
1 

o sece=-­
cose 

• e 1 o 1 tan =-- o col =--
col O tan O 
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Cuadro sinóptico j Continuación 

IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 

• Por cociente senO 
• tan e=-­

cose 

• e cose 
cot =-­

senO 

6.1. Identidades trigonométricas 
fundamentales 

Las identidades trigonométricas fundamentales se clasifican en tres grupos 
que son: 

Identidades pitagóricas: 

1 + cot2 e= csc2 e 

Identidades inversas: 

1 1 
senO=-- o cscO=--

csc e sen e 

1 1 
cosO=-- o sec0=--

sec o cose 

1 1 
tan e= -- o cot e = --

COl e tan e 

Identidades por cociente: 

sen e cose 
tan0=-- o cotO=--

cos e sen e 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(1) 
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6.2. Aplicaciones 
En la ingeniería, frecuentemente es necesario simplificar expresiones que 

contienen razones trigonométricas, o bien, transformarlas en una forma par­
ticular. Las identidades trigonométricas fundamentales son útiles en tales 
situaciones, como se verá en los siguientes ejemplos. 

J;jemplo 1 

Simplificar cada una de las siguientes expresiones: 

a) sec 8 - sec 8 sen2 8 = sec 8 (1 - sen2 8) 

Solución 

De la identidad (1): 

entonces: 

sec 8 - sec e sen2 8 = sec 8 cos2 8 

De la identidad (5): 

1 
sece=-­

cose 

entonces: 
2 1 2 sec e - sec e sen 8 = -- cos 8 = cos 8 

cosO 

Solución 

De la identidad (7): 

sen e cos 8 
tan 8 = -- , cot O = --

cosO sen 8 

entonces: 
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por lo tanto: 

De la identidad (1): 

entonces: 

E;¡ e re idos 

Idelllidades trigonométricas fundamentales 

Simplificar cada una de las siguientes expresiones: 

tan6 
l. 2 -

sec 6-1 

2. sen2 6 (1 + cot2 6)-

3. sen 6 sec 6 cot 6 -



MÓDULO 7. FÓRMULAS DE REDUCCIÓN 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Aplicará las fórmulas para reducir razones trigonométricas de ángulos entre 
90' y 360', a razones de ángulos agudos. 

Cuadro sinóptico 

Fórmulas para reducir razones trigonométricas de ángulos entre 90' y 360' 

sen(90' + e) = cose csc(90' + 8) = seca 

cos(90' + e) = - sen e sec{90' + 8) = - ese e 
tan(90' + e) = - cot e cot(90' + 8) = - tan e 

7.1. Método de reducción a ángulos agudos 
Cualquier razón trigonométrica de un ángulo entre 90' y 360' se puede re­

ducir a una razón trigonométrica de un ángulo águdo, aplicando una o varias 
de las siguientes fórmulas: 

sen (90' + 8) = cos e 
sec (90' + 8) = - ese e 
tan (90' + 8) = - cot e 

73 

cos (90' + 8) = -sen e 
ese (90' + 8) = - sec e 
cot (90' + 8) = - tan e 
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Cuando 8 resulta ser 0', 90', 180' o 270', dos de las fórmulas anteriores no se 
aplican, ya que dos de las razones trigonométricas para cada uno de estos 
ángulos no están definidas. 

Cuando se van a reducir razones trigonométricas de ángulos mayores de 360' 
o negativos, primero se encuentra su respectivo coterminal entre O' y 360' y 
luego se aplican las fórmulas de reducción: 

EJemplo 1 

Reducir cada una de las siguientes expresiones a una razón trigonométrica de 
un ángulo agudo positivo. 

a) sen 200' 

Solución 

sen 200' =sen (90' + 110') = cos 110' = cos (<xl' + 20') = -sen 20' 

b) cot 930' 

Solución 

Se calcula su coterminal entre o· y 360': 

930' - 360' = 570' ; 570' - 360' = 210' 

Entonces: 

cot 930' = cot 210' = cot (<xl' + 120') = -tan 120' = 

= - tan (<xl' + 30') = cot 30' 

e) sen (-100') 

Solución 

Se calcula su coterminal entre o· y 360': 

-100' + 360' = 260' 

Entonces: 

sen ( -100') = sen 260' = sen (<xl' + 170') = 

= cos 170' = cos (<xl' + 80') = -sen so· 

Ejercicios 

Método de reducción a ángulos agudos 
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Reducir cada una de las siguientes expresiones a una razón trigonom¿trica de un 
ángulo agudo positivo. 

l. oos 160' -

2. tan 220'-

3. sec 2910' -

4. sen ( -30') -

5. tan (-500')-



MÓDULO 8. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE 
DOS ÁNGULOS, DEL ÁNGULO 
DOBLE Y DEL ANGULO MITAD 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Aplicará las fórmulas para calcular el seno, coseno y tangente de la suma y 
diferencia de dos ángulos. 

• Aplicará las fórmulas para calcular el seno, coseno y tangente del ángulo 
doble y del ángulo mitad. 

Cuadro sinóptico 

FÓRMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LA SUMA Y 
DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS, DEL ÁNGULO DOBLE Y DEL 

ÁNGULO MITAD 

• Suma de dos ángulos ' sen (a + ~ ) = sen a ca; ~ + cos a sen ~ 
• ca; ( a + ~ ) = ca; a ca; ~ - sen a sen ~ 
, ~na+~n~ 
~n(a+A)=~----~7 

1' 1- ~na ~n ~ 

• Diferencia de dos ángulos ' sen (a-~)= sen a ca> ~-cosa sen ~ 
• ca; ( a - ~ ) = ca; a ca; ~ + sen a sen ~ 
, ~na- tan~ 
tan(a-A)a------~-

1' 1 + tan a tan ~ 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

FÓRMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LA SUMA Y 
DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS, DEL ÁNGULO DOBLE Y DEL 

ÁNGULO MITAD 

• Ángulo doble • sen 2 a = 2 sen a cos a 
• cos 2 a = cos 2 a - sen 2 a 
• 2 tan a 

tan 2 a= 2 1- tan a 

• Ángulo mitad • a_ ~h-cosa 
sen 

2
- ±V 

2 
• a_ ~h+cosa 

COS2-±V 2 

• tan a = ±,o- cos a 
2 1+COSa 

8.1. Razones trigonométricas de la suma 
y diferencia de dos ángulos 

8.1.1. Fórmulas para la suma 

Sin entrar en la dema;tración, se presentan a continuación las fórmulas para 
calcular sen (a+ 13), cos (a+ 13) y tan (a+ 13): 

sen (a+ 13) =sen a cos 13 +cosa sen 13 

cos (a+ 13) =cosacos 13- sen a sen 13 

tan a+ tan 13 
tan (a + A) = ----'--::-

" 1 - tan a tan 13 

Para las fórmulas sen (a+ 13) y cos (a+~), a y 13 pueden tener cualquier 
valor; mientras que para la fórmula tan (a+ 13), a o 13 no deben ser múltipla; 
impares de 90•, ya que en tal situación tan a o tan 13 no están definidas. 

8.1.2. Fórmulas para la diferencia 

A partir de las fórmulas para la suma se deducen fácilmente las fórmulas para 
la diferencia: 

¡ 
'· 
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sen (a- 13) =sen aros 13- ca; asen 13 

ca; (a- 13) =ca; a ros 13 +sen a sen 13 

tan (a _ A) = tan a - tan 13 
· P 1 + tan a tan 13 

También en este caso, para tan (a -13), a o 13 no deben ser múltiplos impa­
res de 90'. 

EJemplo 1 

Por medio de las fórmulas de suma o diferencia de dos ángulos. calcular el 
valor de las siguientes expresiones: 

a) sen 105' 

Solución 

Sea a= 45', 13 = 60' 

sen 105' =sen (45' + 60') =sen 45' oos 60' + oos 45' sen 60' ~ 

V21 -12-13 V2 V6 -12+-16 
=--+--=-+-= 

22 2 2 4 4 4 

b) tan 15' 

Solución 

Sea a = 60', 13 = 45' 

• • • tan 60' - tan 45' 
tan 15 =tan (60 - 45 ) = 

1 60
, 

45
• = 

+ tan tan 

v'3-1 '1'3-1 
= 1 +(v'3)(1) = 1 +v'3 

8.2. Razones trigonométricas del 
ángulo doble y del ángulo mitad 

8.2.1. Fórmulas para calcular el seno, el coseno 
y la tangente del ángulo doble 

Por medio de las fórmulas para la suma de dos ángulos y haciendo 13 = a, se 
puede demostrar que: 
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sen 2a = 2 sen a cos a 

2 tan a 
tan 2a = 2 1- tan a 

8.2.2. Fórmulas para calcular el seno, el coseno 
y la tangente del ángulo mitad 

A partir de la fórmula para cos 2a, se pueden establecer las siguientes ex­
presiones para el ángulo mitad: 

a 4/1-rosa 
sen 2 =±V 2 

a ,¡1-cosa 
tan -2 = ± 1 +OOSa 

Para la tangente del ángulo mitad se tienen las siguientes expresiones: 

a sena 
tan 2 = _l_+_ros--a 

Ejemplo 2 

o 
a 1-cosa 

tan 2 = sen a 

Calcular el valor de ros 60' mediante cos 30' y sen 30' utilizando la fórmula 
para el coseno del ángulo doble. 

Solución 

Ejemplo 3 

Calcular el valor de sen 22.5' mediante cos 45'. 

Solución 

Como 22.5' termina en el primer cuadrante, sólo se toma la rafz positiva de la 
fórmula para sen "h. 
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45" 4 /,-1---oos-4-.,5-:-, =... ~ = 4 12 - V2 = 
sen22S= sen2= V 2 ·v y. . V 

4 

v2-V2 
=--2--

I<Jercicios 

Rawnes trigonométricas de la suma y diferencia de dos ángulos 

Calcular el valor de las siguientes expresiones: 

L sen 75", haciendo a- 45" y 13- 30' 

2. tan 105', haciendo a- 45' y 13- 60' 

3. cos 15', haciendo a- 60' y 13- 45' 

4. sen 15', haciendo u • 60'y 13 - 45' 

Rawnes trigonométricas del ár1gulo doble y del ángulo mitad 

5. Calcular el valor de sen 60' mediante sen 30' y cos 30' 

6. Calcular el valor de tan 240' mediante tan 120' 

7. Calcular el valor de sen 105', si cos 210'-- V: 
8. Calcular el valor de tan 22.5' mediante sen 45' y cos 45' 



MÓDULO 9. LEY DE LOS SENOS Y LEY 
DE LOS COSENOS 

Objetivos específicos 
Al terminar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Aplicará la ley de los senos en la resolución de un triángulo. 
• Aplicará la ley ae los cosenos en la resolución de un triángulo. 

Cuadro sinóptico 

Ley de los senos. En todo triángulo, los lados son proporcionales a los senos 
de sus ángulos opuestos. 

La ley de los senos se puede expresar corno: 

a b e 
--= --= --
sena senf! seny 

En donde: 

a sena b senf! e seny 
-= -- -= --.-= --
b senf!'c seny a sena 

83 
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Cuadro sinóptico j Continuación 

Ley de los cosenos. En todo triángulo, el cuadrado de un lado cualquiera es 
igual a la suma de Jos cuadrados de los otros dos lados, menos el doble producto 
de estos lados por el coseno del ángulo comprendido entre ellos. 

La ley de Jos cosenos se puede expresar como: 

a 2 =b 2 +c 2 -2bccosa 
2 2 2 b =a +e -2accosf3 

c 2 =a 2 +b 2 -2abcosy 

9.1. Ley de los senos. Aplicaciones 
La ley de los senos, que se aplica en la solución de algunos triángulos 

oblicuángulos, se enuncia de la siguiente manera: 

Ley de los senos. En todo triángulo los lados son proporcionales a los 
senos de sus ángulos opuestos. 

Con referencia a la figura 9.1, la ley de los senos se puede expresar como: 

a b e 
--=--=--
sen a sen 13 sen y 

de donde son inmediatas las siguientes razones: 

Figura 9.1 



Ejemplo 1 

Resolver el triángulo ABC, dados: 
a= 62.5, a= 112' 20' y y= 42' 10' (véase la figura 9.2). 

e 

Figura 9.2 

Solución 

Este problema se puede resolver por medio de la ley de los senos. 
Incógnitas: 13, b, c. 
Como la suma de los 3 ángulos interiores de un triángulo es 180', se tiene: 

13 = 180'- (a+ y)= 180'- (112' 20' + 42' 10') = 25' 30' · 

Se aplica la ley de los senos para b: 

E. = sen a . b = a sen 13 
b sen 13 ' sen a 

a sen 13 62.5 sen 25' 30' 62.5 (0.4305) 
b = sen a - sen 112' 20' = 0.9250 = 29·1 

Se aplica la ley de los senos para e: 

!: __ sen y . a sen y 
C= a sen a' sen a 

e= a sen y = 62.5 sen 42' 10' _ 62.5 (0.6713) = 
45

.4 
sen a sen 112' 20' 0.9250 

Por lo tanto: 

13 = 25' 30', b = 29.1, e= 45.4 

85 
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EJemplo 2 

Resolver el triángulo ABC dados b = 480, e= 628 y y= 55' 10' (Véase la 
figura 9.3). 

e 

A e= 628 

1•1gura 9.3 

Solución 

Como y es agudo y e > b, el problema tiene solución única. Se aplica la ley 
de los senos. 

Incógnitas: ~. a y a. 
Se aplica la ley de los senos para ~: 

b sen~ b sen y - = -- · sen ~ = ---'-
e sen y ' e 

sen ~ = b sen y = 480 sen 55' 10' = 480 (0.8208) = 0 6271 
e 628 628 · 

sen ~ = 0.6271 

Por lo tanto: 

~ = 38' 50' 

Para a: 

a =; 180' - (~ + y) = 180' - (38' 50' + 55' 10') = 86' 

Ahora se aplica la ley de los senos para a: 

a sen a b sen a 
-=--· a= 
b sen~ ' sen~ 
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= 480 (sen 86') = 480 (0.9976)' = 
764 

a sen 38' 50' 0.6271 

Por lo tanto: 

a=86', ~=38'50', a=764 

9.2. Ley de los cosenos. Aplicaciones 

Para la solución de problemas de triángulo;, también se utiliza la ley de la; 
ca;ena; que dice: 

Ley de los cosenos. En todo triángulo, el cuadrado de un lado 
cualquiera es igual a la suma de la; cuadrada; de la; otra; dos lada;, 
menos el doble producto de esta; lados por el ca;eno del ángulo 
comprendido entre ella;. 

Con referencia a la figura 9.4, la ley de la; cosenos se puede expresar como: 

e 

e 8 

Figura 9.4 

Ejemplo 3 

Resolver el triángulo ABC, dados a= 132, b = 224 y y= 28' 40'. 
(Véase la figura 9.5.) 
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Solución 

Incógnitas: e, a , 13. 

e 

Figura 9.5 

Se aplica la ley de Jos cosenos para e: 

- 2(132) (224) ros 28' 40' 

c2 = 15714; e= 125.36 

Se aplica la ley de Jos senos para a : 

a sen a asen y 
-=--; sena= 
e seny e 

e 

a sen y 132 sen 28' 40' 
sen a = e = 125.36 

132 (0.4797) - 50 
125.36 -o. 51 

sen a= 0.5051 

Por Jo tanto: 

a= 30' 20' 17" 

Para 13 : 

13 = 180'- (a+ y)= 180'- (30' 20' 17" + 28' 40') = 120' 59' 43" 

Por Jo tanto: 

e = 125.36, a= 30' 20' 17", 13 = 120' 59' 43" 

I;jemplo4 
Resolver el triángulo ABC dados a= 25.2, b = 37.8 y e= 43.4. 
(Véase figura 9.6~ 
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Solución 

Incógnitas: a, ~.y. 

A 

e 

e= 43.4 

Figura 9.6 

Se aplica la ley de loo cosenoo para a: 

8 

b2 + c2 - a2 (37.8)2 + (43.4)2 - (25.2)2 

=a= 2bc = 2 (37.8) (43.4) = 0·816 

=a =0.816 

Por Jo tanto: 

a= 35" 18' 49" 

Se aplica la ley de loo cosenoo para ~ : 

a2 + c2 - b2 (25.2)2 + (43.4)2 - (37.8)2 

cos ~ = 2ac = 2 (25.2) ( 43.4) = 0.4982 

CC6 ~ = 0.4982 

Por Jo tanto: 

~ = 60" 07' 08" 

Para y: 

y= 180"- (a+~)= 180"- (35" 18' 49" + 60" 07' 08") = 84" 34' 03" 

89 
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Por lo tanto: 

a= 35" 18' 49", ~ = 60' 07' 08'', y= 84' 34' 03" 

Ejercicios 

Ley de los senos 

l. Resolver el triánguloABC dados e- 25, a- 35' y~ • 68' 

e 

A e= 25 

2. Resolver el triángulo ABC dados a - 525, b - 421 y a- 130' 50'. 

e 

Ley de los cosenos 

3. Resolver el triángulo ABC dados b - 120, e- 270 y a 118' 40'. 

e 

A e= 270 8 

f 
f 
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4. Resolver el triángulo ABC dados a - 6.34, b - 7.30 y e - 9.98. 

e 

A e= 9.98 8 



EXAMEN DE AUTOEVALUACIÓN 

l. Seleccione en cada uno de los casos la opción correcta. 

a) 45' - ( ) 

A n rad B. 2.,-,: rad 

b) 55' 48' 7" - ( ) 

A O. 9739 rnd B. n rad 

1t 
C.¡ rad 

1t 
C. 5 rnd 

1t 
D. 6rnd 

2 Relacione la columna de la izquierda con la respuesta correcta de la colum11a de la 
derecha. 

A Dos ángulos son adyacentes cuando: 

B. Dos ángulos son complementarios si: 

C. Dos ángulos son suplementarios si: 

D. Dos ángulos son conjugados si: 

93 

( ) su suma es igual a 90' 

( ) su suma es igual a 180' 

( ) su suma es igual a 270' 

( ) tienen un mismo vértice, 
un lado común y son exteriores 
el uno del otro. 

( ) su suma es igual a 360'; o sea, 
cuando su suma es igual 
a un perí gono. 
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3. Para cada una de las siguientes ase1-eraciones, indique si son falsas o verdaderas. 

a) La suma de los 3 ángulos interiores de todo triángulo es igual a rr radianes. 

( ) verdadero ( ) falso 

b) Todo triángulo equilátero es equiángulo. 

( ) verdadero ( ) falso 

e) La suma de los ángulos interiores de un triángulo acutángulo no es igual a 180' 

( ) verdadero ( ) falso 

d) Si los tres lados de un triángulo son respectivamente proporcionales a los del otro, 
los dos triángulos son semejantes. 

( ) verdadero ( ) falso 

e) Dos triángulos son semejantes si la suma de sus ángulos es igual a 180' 

( ) verdadero ( ) falso 

[) Dos triángulos que tienen sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares son 
semejantes. 

( ) verdadero ( ) falso 

4. Seleccione en cada uno de los siguientes casos la opción correcta. 

a) Considérese la figura: 

IJ 

El valor de Ir es: ( ) 

A 10.00 B. 14.1421 c. 7.5548 D. 8.6603 
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b) Un hombre se encuentra parado a una cierta distancia de un farol. Si la sombra que 
proyecta el hombre sobre el suelo mide 2.40 m y la distancia lineal entre su cabeza 
y el extremo de su sombra es de 3.00 m, ¿cuánto mide el hombre? ( ) 

A 1.60 m B. 1.80 m C. 1.50 m D. 2.00m 

5. Seleccione la opción correcta. 

Una circunferencia es: ( ) 

A Una curva totalmente cerrada. 

B. Un conjunto de puntos del plano. 

C. Un conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro. 

D. Un conjunto de puntos del plano cuya distancia a un punto fijo llamado centro es 
menor o igual a una longitud llamada radio. 

6. Anote en cada paréntesis la letra que corresponda a la descripción correcta de cada 
elemento. 

A Recta que corta a la circunferencia en dos puntos. 
B. Distancia entre dos puntos de la circunferencia. 
C. Recta que toca a la circunferencia en un solo punto. 
D. Segmento rectilíneo determinado por dos puntos 

de la circunferencia. 
E. Distancia del centro a un punto cualquiera 

de la circunferencia. 
F. Segmento determinado por dos puntos de la 

circunferencia, que pasa por el centro. 

7. Anote la opción correcta en cada caso. 

Radio 
Diámetro 
Cuerda 

Secante 

Tangente 

( ) 
( ) 
( ) 

( ) 

( ) 

En un triángulo rectángulo se definen 
agudo a como sigue: 

las razones trigonométricas para un ángulo 

A cateto opuesto 
C3teto adyacente 

B. - ....:h::i<:.po::.t:.:e::n.::.usa=--
C3teto opuesto 

e cateto adyacente 
· hipotenusa 

D. hipotenusa 
cateto adyacente 

E cateto opuesto 
· hipotenusa 

F. cateto adyacente 
cateto opuesto 

sen a- ( ) 

cosa- ( ) 

tan a • ( ) 

cota- ( ) 

seca- ( ) 

ese a- ( ) 
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8. Sin recurrir al uso de tablas trigonométricas, relacione correctamente la columM de la 
izquierda con la columna de la derecha. 

A. ... o 
B. ... 1 

2 c .... ..[3 

-1 
D .... ..[3 

E. ... V2 
F. ... ..[3 

9. Determine en cada caso la opción correcta 

l. Si sen 30' - i 
A. 0.32 

B. 0.57 

c. 0.82 

2. Si tan 45' - 1 

A. 0.81 

B. 1.22 

C.0.3 

..[3 • ( 3. Si sen a - 2 _,. a - 60 , sen a - 0.9 --+ a -

A 54' 

13. 118' 

c. 64' 

) 

sen o·- ( ) 

tan 45' - ( ) 

sec 30• • ( ) 

cos 90.- ( ) 

col 120'- ( ) 
ese 135'- ( ) 

sen 35'- ( ) 

tan 39' - ( ) 

10. Indique si es falsa ( F) o verdadera (V) cada una de las siguientes expresiones. 

a) V sen2 A + ca;
2 A -sen A+ cosA ( ) 

2 2 b) tan A -scc A --1 ( ) 

( ) 



1 1 
d)-2-+ 2 - 1 

rot A cos A 

g) sen A -vi+ cosA 

h) sen A ese A - 1 

1 
r)tanA--­

eseA 

¡)cosA- sen AcotA 

11. Seleccione la opción co"ecta en cada caso. 

A (1 +tan a)2 

B.O 

C. 1-2senA 

E. rot2A+ese2 A+2cotA eseA 

F. (ese A- rot A)2 

G. 2 (1 + tan a) 

EXAMEN DE AUTOEVALUACIÓN 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

2 
1) 1 +tan A. ( 

senA 

2)1+cosA_ 
1-cosA ( 

3) 1 - sen A _ cos A • ( 
cosA 1 +senA 

4) 1 
sena tana seca 

+--+--+---( 
cos a cot a ese a 

12./ndique si son falsas o verdaderas las siguientes expresiones. 

a) sen (-A) --sen A ( 

b) cos (-A) •- ros A ( 

e) sec (-A)- secA ( 

d) sen (90' + A) • cos A ( 
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) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 
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e) cos (90' + A) -sen A ( ) 

22.5' V2 [)cos - --
2 

( ) 

-V'i. 
g) sen 315' - - ( ) 

2 

330' V3 h) tan ·3 ( ) 

i) sen 120' - - ~ ( ) 

13. Relacione correctamente la columna de la izquierda con la columna de la derecha. 

A. sen a cos j3 + cos a sen j3 

B. cos a cos j3 - sen a sen j3 

C.-2 -V3 

V6+V2 
D. 4 

E 
2+V3 

. 1-V3 

2V2 
F.-4-

14. Seleccione la opción correcta: 

a) La fórmula para calcular sen 2 a es: 

( 
1 

) 2sen acosa ( ) 2 sen a cos a 

b) La fórmula para calcular c:os 2A es: 

e) La fórmula para calcular tan 2a es: 

( ( 
2 tan a 

) 2 
1 +tan a 

l)sen(a+j3)- ( ) 

2) tan (45' + 60')- ( ) 

3) sen (75') - ( ) 

4) cos (a+ j3) • ( ) 

( 



1 1 
á)-2-+ 2 - 1 

oot A cos A 

g) sen A- v'1 +cosA 

h) sen A ese A - 1 

1 
1) tan A--­

eseA 

;) cosA-sen AcotA 

k) tan2 A + sec2 A- 1 

11. Seleccione la opción correcta en cada caso. 

A (1 +tan a)2 

B. O 

C. 1-2senA 

E. oot2 A + ese2 A + 2 cot A ese A 

F. (ese A- cot A)2 

G. 2 (1 +tan a) 

EXAMEN DE AUTOEVALUACIÓN 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

2 
1) 1 +tan A. ( 

senA 

2) 1 +cosA-
1-cosA ( 

3) 1 -sen A cos A 
cos A - 1 + sen A - ( 

sen a tan a sec a 
4) 1 +--+--+---( 

cos a oot a ese a 

12. Indique si son falsas o verdaderas las siguientes expresiones. 

a) sen (-A) --senA ( 

b) cos (-A)-- cosA ( 

e) sec (-A)- secA ( 

á) sen (90• + A) • cos A ( 
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) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 
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d) El valor de sen 60' es: 

2 
).ff 

.[3 
( ).[3 ( ( )-

2 

e) El valor de ros 120' es: 
_::;~ .. ,....,, 

( ) -.!. 
2 

( ) 2 ( ) .!. 
2 

!) El valor de tan 30' es: 

( 
1 

).[3 ( ) 3 ( )VJ 

15. En/o que sigue, seleccione la opción correcta. 

Considérese la figura: 

e 

a) Si: A -33' B - 72' 30' y a - 10 

entonces b - ( ) 

A 71.511 

B. 17.511 

c. 51.171 

b) Si: A • 104' 30.3' B-25' y b-347.85 

entonces e - ( ) 

A so· 29.7' 

B. 29' 50.7' 

c. 79' 25.7' 
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16. En lo que sigue, seleccione la o¡x:ión correcta. 

Considérese la figura: 

a 

a) Si: a- 2500 b- 3500 y e- 4500 

entonces B • ( ) 

A 46' 80' 

B. so· 42' 

c. 86' 40' 

b) Si: a- 0.0035 b- 0.0029 y e- 0.0038 

entonces A - ( ) 

A 61' 15' 

B. 59' 35' 

c. 1'45' 
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PRÓLOGO 

La geometría analítica plana es uno de los antecedentes primordiales pa­
ra las carreras del área físico-matemática en el nivel de licenciatura. Esta im­
portante rama de las matemáticas es una base esencial para el estudio de 
otras que, como el cálculo diferencial e integral, constituyen los fundamentos 
teóricos necesarios para el desarrollo de IJs diversas disciplinas que se estu­
dian en la·; carreras de la mencionada área. 

El presente material es un compendio de los conceptos básicos de la geo­
metría analítica plana, y puede utilizarse como apoyo didáctico en los cursos 
de matemáticas que se imparten en los niveles medio superior y superior. 

El contenido está estructurado en unidades temáticas que a su vez se divi­
den en partes llamadas módulos. En éstos se dosifican los temas a partir de 
un orden lógico y didáctico, a fin de lograr una mejor comprensión de los 
mismos. 

Por otra parte, la obra cuenta con elenwntos didácticos que constituyen 
una metodología de aprendizaje; tienen por objéto facilitar el estudio y per­
mitir un mayor aprovechamiento del contenido. Por lo tanto, se recomienda 
al lector que, desde el inicio, comprenda su función y los utilice adecuada­
mente. A continuación se describen dichos elementos. 

Al principio de cada unidad aparecen: 

o Objetivo general. Es una guía para el aprendizaje del contenido; indica la 
conducta que debe obtenerse al finalizar el estudio de la unidad. 

e Introducción. Muestra al lector un panorama general del contenido; des­
taca los temas principales y su importancia. 

Los elementos didácticos de que constan los módulos son: 

S 
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o Objetivos específicos. Se derivan del objetivo general de la unidad. Descri­
ben y delimitan la conducta específica que debe adquirirse en relación con 
un tema determinado; precisan las condiciones, el nivel y el crit¡:rio de eje­
cución aceptable como deberá manifestarse dicha conducta. 

e Cuadro sinóptico. Presenta la síntesis del contenido en forma esquemática. 

• Ejemplos. Elementos que explican o ilustran las características de un con­
cepto o de un procedimiento; facilitan la comprensión y la generalización 
del contenido. 

e Ejercicios. Actividades de aprendizaje, cuyo propósito es la aplicación de 
Jos elementos teóricos. Asimismo, permiten comprobar si se ha logrado la 
conducta indicada en los objetivos específicos. 

Al final se encuentran: 

• Examen de autoevaluación. Tiene como finalidad que el lector, por sí mis­
mo, pueda valorar objetivamente en qué medida ha alcanzado un dominio 
aceptable de los conocimientos y habilidades considerados en Jos objetivos 
de aprendizaje. 

• Soluciones. (De los ejercicios y del examen de autoevaluación.) Permiten 
la verificación de las respuestas. 

o Bibliografía básica. Proporciona las fuentes de información a las que 
se puede recurrir para aclarar alguna duda o bien profundizar en ciertos 
temas. 

• Índice analítico. Facilita la localización de los conceptos y términos técni­
cos definidos, y de los nombres propios citados. 

Por último, es de justicia agradecer a todas las personas que de alguna ma­
nera colaboraron con los autores en la elaboración de este material, muy es­
pecialmente a las licenciadas Irma Hinojosa Félix y María Cuairán Ruidíaz 
quienes realizaron la estructuración didáctica. 

RODOLFO SOLÍS UBALDO 
ARl'iULFO ANDRADE DELGADO 

FELIPE ÜREGEL SÁNCHEZ 
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UNIDAD l. 
GEOMETRÍA ANALÍTICA 

Objetivo general 

Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno: 

• Obtendrá los elementos necesarios para el manejo de representaciones geo­
métricas de 1111 conjunto de puntos en el plano cartesiano, así como el mane­
jo de tus ecuaciones que lo definen. 

Introducción 

En el contenido de esta unidad están los elementos básicos de la geometría 
analítica plana. Se presentan desde el principio cartesiano y el sistema de coor­
denadas rectangulares, hasta los principales conceptos y características de la lí­
nea recta y las curvas cónicas. 

La geometría analítica plana constilltye una fzerramienta de suma importan­
cia y utilidad en la solución de problemas de la ingeniería. 

11 



MÓDULO l. CONCEJYI'OS GENERALES 

Objetivos específicos 
Al tenninar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Trazará pulllos en un sistema rectangular cartesiano a partir de sus coorde­
nadas. 

o Detemzinará las coordenadas de wz punto, cuando se conoce la localización 
de éste en el sistema. 

• Calculará la distancia entre dos puntos de coordenadas conocidas. 
o Calculará las coordenadas del punto que divide a wz segmento dado en wza 

razón dada. 

Cuadro sinóptico 

Condición geométrica 

Un punto se define en el sistema de 
coordenadas rectangulares por me­
dio de su localización con respecto a 
dicho sistema, la cual está dada por 
una pareja ordenada de números 
reales. 

13 

Representación analítica 

x,y; P(x,y) 
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Cuadro sinóptico Continuación 

Condición geométrica 

Localización de un punto en el 
sistema de coordenadas rectan­
gulares mediante sus distancias a 
los ejes 
X y Y. 

Representación analítica 

y 

X P(x, y) 
+1---­

y 

----------~------L---~X o + 

Distancia (d) entre dos puntos dados 
P¡(.t 1.Y 1) y Pz(x z.Y z). 

Un segmento es la porción de recta 
limitada por dos de sus puntos; 
P1 y Pz. 

Coordenadas del punto P(x, y) que 
divide al segmento P1P2 en una razón 

IV' dada r = ..,...,.,... 
<¡<2 

X= X 1 + r (X 2- X 1) 

y=y¡+r(yz-y!) 



1.1. Principio cartesiano 

Un sistema coordenado rectangular en el plano establece una co­
rrespondencia uno a uno entre cada punto del plano y una pareja 
ordenada de números reales. 

15 

Este principio implica que a cada punto en el plano le corresponde una y 
sólo una pareja ordenada de números reales y, recíprocamente, a cada pareja 
ordenada de números reales le corresponde uno y sólo un punto del plano. 

1.2. Sistema de coordenadas 
rectangulares en el plano 

Un sistema de coordenadas rectangulares en el plano está constituido por 
dos rectas perpendiculares que se intersecan en un punto O al que se le llama 
origen . Se acostumbra representar una de las rectas en posición horizontal y 
se la denomina eje X o eje de las abscisas ; la otra recta, vertical, se denomi­
na eje Y o eje de las ordenadas, y ambas constituyen los dos ejes de coordena­
das rectangulares, los cuales dividen el plano en cuatro partes llamadas 
cuadrantes (véase la figura 1.1). 

Segundo 
cuadrante 

y 

Primer 
cuadrante 

----------~0~----------~x 

Tercer 
cuadrante 

Cuarto 
cuadrante 

Figura 1.1 
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Al sistema anterior se le llama también siste111a ca11esiano, en honor del fi­
lósofo francés René Descartes (1596-1650), ya que fue él quien planteó for­
malmente la idea de resolver problemas geométrio•s por medio del álgebra, a 
partir de un sistema de coordenadas rectangulares. 

La posición de un punto P en el plano queda definida por una pareja orde­
nada de números reales (x, y) de los cuales el primero (t:) representa la dis­
tancia del punto al eje coordenado Y, y el segundo (y) representa la distancia 
del punto al eje X; esto lo expresamos como: 

La distancia de un punto al eje Y se llama abscisa del mismo; la distancia 
de un punto al eje X es la ordenada, y ambas constituyen las coordenadas del 
punto. 

Las abscisas son positivas para los puntos situados a la derecha del origen 
y negativas para Jos que están situados a la izquierda. 

Las ordenadas son positivas cuando los puntos están situados arriba del 
origen y negativas cuando están situados abajo. 

Las abscisas y las ordenadas nulas corresponden a puntos contenidos en el 
eje Y o en eje X respectivamente. 

Para representar puntos de coordenadas conocidas, hay que trazar los ejes 
coordenados y establecer una escala adecuada sobre cada uno de ellos. Am­
bas escalas pueden ser iguales o distintas. 

Ejemplo 1 

Localizar en un sistema de coordenadas rectangulares los siguientes pun­
tos: 

A (2, 1), B ( -2, 3), C( -3, -6), D (7, -3) 

Solución 
y 

8(-2, 3) ~ 

-:1 A(2, 1) 
X 

0(7, -3) 

C(-3, --D) 

Figura 1.2 



1.3. Distancia entre dos puntos 
Sean dos puntos P¡(t l,y 1) y P,(x 2,y 2) (véase la figura 1.3). 

y 

Y2- Y1 

OL_~x~,t==:=::==:=:~x~2----~x 
X2- X1 

Figura 1.3 

La distanciad entre los puntos P 1 y P, está dada por: 

d = Y (t 2 - X ¡) 2 + (y 2 -y ¡)2 

Ejemplo 2 

Calcular la distancia entre los puntos P 1( 4,-1) y P2(7,3). 

Solución 

Por la fórmula (1) se sabe que: 
d = v (x 2 - x ¡)' + (y 2 -y 1)2 ; al sustituir se tiene: 

d = v(7- 4)2 + (3- (-(1))2 = 10>' + (4)2 = v~9+~1~6 =m 
Así la distancia entre P1 y P2 es: 

d = 5 unidades 

Ejemplo 3 

Calcular el perímetro del polígono cuyos vértices son los puntos 
P¡(-3,-1), Pz(0,3), N3,4) y ?,(4,1). 

Solución 

17 

Para determinar el perímetro del polígono, se encuentran primero las 
distancias entre los vértices y posteriormente se efectúa la suma de estas 
distancias. 
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M= v'(O 

M=v(3 

( 3))Z+(3 (-1))2=V'J3=5 

0)2 + (4- 3)2 = v'IO = 3.16 

m= v(4- 3)' + (1- 4)2 =m= 3.16 

M= v'( 3 4)2 + ( 1- 1)2 = ill = 7.28 

Por lo tanto el perímetro es: 

P=M+M+M+P.P1 
p = 5 + 3.16 + 3.16 + 7.28 

Perímetro = 18.6 unidades 

1.4. División de un segmento en una razón dada 

Sea un segmento M limitado por los puntos M limitado por los puntos 
P¡(¡x tY 1) y P2(x l. Y 2) (véase la figura 1.4). 

y 

0~--------------------_.x 

Figura 1.4 

Las coordenadas del punto P(x,y) que divide al segmento Wz en una ra­
zón dada r, tal que: 

¡>JJ 
r=-

M 
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están dadas por: 

x ==X¡ + r(xz -X¡) 
y ==y¡ + r(yz -y¡) 

En particular las coordenadas del punto medio del segmento M son: 

X¡ +xz 
Xm == 

2 
- YI + yz 

Ym-
2 

Ejemplo 4 

Sean P¡(1,1) y Pz(6,6) los puntos extremos de un segmento. Determinar las 
coordenadas del punto P(x, y) que divide al segmento en la razón r == 2(3. 

Solución 

Por las expresiones x==x¡ + r(xz -X¡); y ==y¡ + r(yz -y¡) se tiene: 

( 2) ( 2) 10 13 X == 1 + 3 (6 - 1) == 1 + 3 (5) == 1 + 3 == 3 

y == 1 + ( ~) (6 - l) == 1 + d) (5) == 1 + ~ == ~ 

:. p ( ~, ~) 

EjemploS 

Uno de los puntos extremos de un segmento es P¡(7, 8) y el punto que lo 

divide en la razón r == ~ es P(15, 10). Determinar las coordenadas del otro 

extremo. 

Solución 

De las expresiones conocidas se obtiene: 

X -X¡ 
Xz == +X¡ 

' 
Y Yz == y - YI + Y1 

' 
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:. Xz = 15 - 7 + 7 = . .p 
1 y 

5 

Ejercicios 

Distancia entre dos puntos 

y~ = "-'l0'------'-8 + 8 = 18 
1 

5 

l. Demostrar que los puntos P1(3, 3), P~(- 3, - 3) y Pl(- 3 /3, 3 -13) 
son vértices de un triángulo equilátero. 

2. Demostrar que los tres puntos siguientes son colincalcs: 
A( -3, -2), 8(5, 2), C(9, 4) 

División de WJ segmento en una razón dada 

3. U no de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud 5, es el pun­
to (3, -2). Si la abscisa del otro extremo es 6, hallar su ordenada. 

4. Los puntos medios de los lados de un triángulo son: 
(2, 5), (4, 2) y (1, 1) 
Determinar las coordenadas de los tres vértices. 



MÓDULO 2. GRÁFICA DE UNA ECUACIÓN Y 
LUGARES GEOMÉTRICOS 

Objetivos específicos 

Al tenninar el esllldio de este módulo, el alumno: 
Dada la ecuación de una curva, detemzinará: 

• Simetría con los ejes coordenados y con el origen del sistema. 
• Intersecciones con los ejes coordenados. 
• Extensión de la cuNa. 
• Ecuaciones de las asíntotas de la curva. 
• Puntos de la curva. 
• Gráfica de la ecuación. 

f Concepto 

• Simetría 

Cuadro sinóptico 

Condición 
geométrica 

o Simetría con el eje X. 

o Simetría con el eje Y. 

o Simetría con respecto al 
ongen 

o Simetría con respecto a 
la recta y = x. 

21 

Representación 
analítica 

f (x,y) = f (x, -y) 

f(x,y) = f(-x,y) 

f(r,y) =f(-x,-y) 

f(r.y) = f(y,x) 



Concepto 

e Simetría 

e Intersecciones 

• Extensión 

o Asíntotas 

• Obtención de algu­
nos puntos que de­
finen la curva 

y -0.2 -0.33 - 1 

X -3 -1 

• Trazado de la 
gráfica 

1 

-2 

1.5 

Cuadro sinóptico 

Condición 
geométrica 

o Se obtienen interseccio­
nes con el eje X. 

o Se obtienen interseccio­
nes con el eje Y. 

o Se consideran sólo valo­
res reales de x y y para 
determinar puntos que 
satisfagan la ecuación. 

o Al tomar un 
punto de la cur­
va cada vez más 
alejado del ori­
gen, la distancia 
entre este punto 
y la asíntota es 
cada vez menor y 
tiende a cero. 

o Se dan valores a una de 
las variables y se calcu: 
lan los valores corres­
pondientes de la otra 
variable. 

-5 5 2 1 0.33 0.2 

l.H 2.2 2.5 3 5 , 
' 

o Se utiliza la inf0nn~ción 
de los puntos anll"r ¡,)res 
p~ra trazar la grálica. 

y 

t 

1 Continuación 

Representación 
analítica 

y=O 

x=O 

Ecuación dadaf (x) 

P · (e, Y) P(x, y) 

_!_!& 
y- g (x) 

X=C 

y 

X 
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En la geometría analítica plana se plantean dos problemas fundamentales: 

l. A partir de una ecuación dada, determinar las características de la curva 
que es la gráfica de la ecuación. 
Las coordenadas de todos los puntos que pertenecen a la curva satisfa­
cen la ecuación; y recíprocamente, cualquier punto cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación, pertenece a la curva. A ésta se le llama lugar geo­
métrico de la ecuación. 

2. Dada una curva que es la gráfica de una ecuación, determinar dicha 
ecuación. 

Para resolver el primer problema fundamental es necesario analizar las si­
guientes características del lugar geométrico. 

2.1.1. Simetría 
Si la ecuación de una curva no se altera cuando se reemplaza x por -x, esto 

es, sif(x,y) =f(-x,y), entonces la curva es simétrica con respecto·al eje Y. Si 
la ecuación de una curva no se altera cuando se reemplaza y por -y, esto es, si 
f(x,y) = f(x,-y), entonces la curva es simétrica respecto al eje X. Si al reem­
plazar x por -x y y por -y en una c·cuación, se tiene que f (x, y) = f (-x,-y), 
entonces la curva es simétrica con respecto al origen. 

2.1.2. Intersecciones 
El punto o los puntos donde una curva cruza al eje X pueden ser encontra­

dos haciendo y = O en la ecuación y resolviendo para x. Estos puntos son lla­
mados puntos de intersección. Las intersecciones con el eje Y se obtienen de 
manera análoga; se hacex = O en la ecuación y se resuelve para y. 

2.1.3. Extensión 
El lugar geométn'co es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas 

(x, y) satisfacen la ecuación dada. Por definición, (x, y) es una pareja ordena­
da de números reales. 

Analizar la extensión de una curva consiste precisamente en determinar 
para qué valores de cada una de las variables, la otra variable toma valores 
reales, lo cual nos indica los intervalos de valores de x y y para los cuales la 
curva está definida. 
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La extensión la podemos determinar despejando cada variable (cuando es 
posible) en función de la otra y determinando los valores reales de la variable 
no despejada, que originan valores reales en la variable despejada. 

Cuando en una ecuación aparecen potencias pares de una variabk, el des­
pejarla puede involucrar raíces cuadradas u otras raíces pares. La extensión 
de la curva podrá entonces estar restringida por la condición de que números 
negativos no tienen raíces pares reales. 

2.1.4. Asíntotas 
Si para una curva existe una recta tal que, al tomar un punto de la curva 

cada vez más alejado del origen, la distancia entre este punto y la recta es ca­
da vez menor y tiende a cero, dicha recta se llama asíntota de la curva. 

Si la ecuación de la curva es del tipo 

v = f (x) 
- g (x) 

(1) 

donde f (x) y g(x) son polinomios sin factores comunes, y si x =e es una raíz 
de la ecuación g(x) = O, entonces la coordenada x de la trayectoria del punto 
P (r, y) se acerca al valor e, y suceden dos cosas: 

1) y ~oo, dado que la distancia OP ->oo, y 

2) (x-e) ->0, esto es, la distancia horizontal P'P entre la curva y la línea 
verticalx =e tiende a cero (véase la figura 2.1). 

y 

p '(e, y) 

x =e 

P(x, y) 

f (x) 
y= g (x) 

Figura 2.1 
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En otras palabras. b línea x = e es una asíntota de la curva dada por la 
ecuación (1), six =e hace que el denominador g(x) sea nulo. Tales asíntotas 
son obtenidas o determinadas haciendo b ecuación explícita para y en térmi­
nos de x; si el resultado es una fracción, se iguala el denominador de la frac­
ción a cero y se determina la solución numérica de x. 

En forma similar, despejando x en función de y, el denominador de la ex­
presión resultante muestra los valores de y que hacen al denominador nulo en 
la expresión 

x=f(y) 
g(y) 

(2) 

Esos valores determinarán las asíntotas horizontales de la curva. Una al­
ternativa para determinarlas es hacer que x- ± oo (previendo que la exten­
sión de la curva permita esto) en la ecuación (1) y encontrar los valores límite 
para y. 

2.1.5. Obtención de algunos puntos de la curva 

Se pueden obtener algunos puntos de la curva dando valores a una de las 
variables y calculando los valores correspondientes de la otra; es decir, obte­
niendo parejas ordenadas de números reales que satisfagan la ecuación de la 
curva. 

2.1.6. Trazado de la gráfica 

Con la información obtenida en los apartados anteriores se procede a tra­
zar la gráfica del lugar geométrico correspondiente a la ecuación dada. 

Analizar las características del lugar geométrico de una ecuación, como se 
ha descrito en los apartados 2.1.1 al 2.1.5, se conoce como la diseusió11 de la 
eeuació11 de 1111a eun:a. 

Ejemplo l · 

Hacer la discusión de la siguiente ecuación y trazar su gráfica. 

Solució11 

1 v=-­
- x-2 

Se analizan los puntos anteriormente mencionados para el caso de la ecua­
ción dada: 
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o Simetría 

Respecto al eje Y, se reemplaza x por -x: 

1 
y=--=-­

-x- 2 

Como puede observar, un cambio de signo en x altera la ecuación, por lo 
que la gráfica no es simétrica respecto al eje Y. 

Respecto al eje X se reemplaza y por -y: 

1 
-y=-­

x-2 

Como se observa, un cambio de signo en y altera la ecuación; por lo tanto 
la gráfica no es simétrica respecto al eje X. 

Respecto al origen, se reemplazax por -x y y por -y: 

1 -y=--=--
-x- 2 

. _-=1._ .. y­
x+2 

Al cambiar el signo a ambas variables la ecuación se altera, por lo que la 
gráfica no es simétrica respecto al origen. 

e Intersecciones 

Con el eje X: y = o; 
1 --=0 

x-2 
Obviamente, no existe ningún valor real que satisfaga esta última expre-

sión; por lo tanto no hay intersección con el eje X. · 
1 

Con el el· e Y: x = O • y = -, -2 

por lo tanto, la curva interseca al eje Y en el punto (O, - ~) 

• Extensión 

Dado que cualquier valor real dex determina un valor real de y, y todo va­
lor real de y está definido por un valor real de x, a excepción de los valores 
x = 2 y y =O, la curva es abierta y se extiende en ambos sentidos de los 
ejes coordenados. 

e Asíntotas 

Se tiene: 
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1 
y=-­

x-2 

Se iguala el denominador a cero y se obtiene la ecuación de la asíntota ver­
tical; esto es: 

x-2 =O; x = 2 

Para la segunda asíntota, se despeja x en función de y y se iguala a cero el 
denominador de la expresión resultante. 

(x- 2) y = 1; 
1 

X- 2=-' 
y' 

1 
x=--2 

y 

por lo tanto, la ecuación de la asíntota horizontal es: 

y=O 

o Obtención de algunos puntos 

X y 

-3 -D.2 

-1 -D.33 

1 -1 

1.5 -2 

1.8 -5 

2.2 5 

2.5 2 

J 1 

5 0.33 

7 0.2 
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Ejemplo 2 

Hacer la discusión de la ecuación: 

x~y-4y+x=O 

Solución 

e Simetría 

Respecto al eje Y: 

(-x) 2y- 4y -x =O 

x' y- 4y- x =O 

Como se observa, un cambio de signo en x altera la ecuación; por lo tanto 
la grúlica no es simétrica respect0 :ll eje Y. 
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Rcspc:cto al eje X : 

x 2( -y) - 4( -y) + x = IJ ~ -x 'y + 4y +X = 0 

Como se obscrvq, un cambio de signo y altera la ecuación; por lo tanto la 
gráfica no es simétrica respecto al eje X. 

Respecto al origen: 

( -x) 2 (-y) - 4( -y) + ( -x) =O ~ -x 2 + 4 y - x =O 

x'y-4y+x=O 

Como se observa, se obtuvo la ecuación original; por lo tanto, la curva es 
simétrica respecto al origen. 

e Intersecciones 

Con el eje X: 

y = o ~ X 2 (O) - 4 (O) + X = o ~ X = o 

Con el eje Y: 

X = o ~ (O)')' - 4y + (O) = o ~ y = o 

Por lo que la curva interseca a los ejes coordenados en el origen. 

• Extensión 

Ninguna de las variables toma valores imaginarios para valores reales de la 
otra, por lo que la curva es abierta y se extiende a ambos sentidos de los ejes 
coordenados. La curva no está definida para x = ::!: 2. 

• Asíntotas 

Se despeja y para obtener las ecuaciones ele las asíntotas verticales: 

x 2y-4y+x=O; y~r z- 4) = -x; 

X y = --ce------
. (2 - X ) (2 + X ) 

X 
y=- ' 4; x·-

2 -x =O; x = 2 
2+x=O; x=-2 

por lo que la curva tiene dos asíntotas verticales que son: 

x=-2 yx=2 

X 
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Se despeja x para obtener las ecuaciones de las asíntotas horizontales; 
resulta una ecuación de segundo grado en x que se resuelve aplicando la 
fórmula: 

y.t2+x-4y=O -+x= 
-1 ± v'(1)2 - 4(Y) (.::¡y) 

2y 

Así se obtiene: 

X = -1 ± v'l + 16 y 2 

2y 

por lo que la ecuación de la asíntota horizontal es: 

y=O 

• Obtención de algunos puntos 

r : 1 ~: 2 1 ~ ~.331- ~ 1- : 
5 

1- : 
8 

1 : 
2 

1 ~.5 1 : 1 :.331 : 2 1 

• Gráfica y 

X 
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Ejemplo 3 

Hacer la discusióll de la siguiente ecuación: 

Solucióll 

o Simetría 

Respecto al eje Y: 

x 2y-x 2 -y=0 

( -x) 2 y- ( -x) 2- y= O .... x 2 y- x 2- y= O 

El cambio de signo en x no altera la ecuación; por lo tanto la curva es si­
métrica respecto al eje Y. 

Respecto al eje X: 

X 2 (-y)- X 2- (-y)= 0 ---. -X 2 y- X 2 +y= 0 

El cambio de signo en y altera la ecuación; por lo tanto la curva no es si­
métrica con resperto al eje X. 

Respecto al origen : 

( -x) 2 (-y) - ( -x) 2 - (-y) = O ---. -x 2 y - x 2 +y = O 

Según lo anterior, no se obtuvo la ecuación original, por tanto la curva no 
es simétrica respecto al origen. 

• Intersecciones 

Con el eje X: 

y= O -+ -x 2 O ---. x =O 

Con el eje Y: 

.r = o - -y = o -+ y = o 

Por lo que la curva interseca a los ejes coordenados en el origen. 

• Extensión 

De la ecuación original, se despeja y en función de x : 

(1) 

y no está definida para x = ± 1 
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Ahora, se despcjax en función de v: 

V 
.r = + -·~ 

- 1'- 1 
(2) 

Como se observa, x no está definida para y = 1 y O <y< 1 . 
De lo antcrim se deduce que, a excepción de los valores anterion;s, y es 

real para cualquier valor x y viceversa, por lo que la curva es abierta y se ex­
tiende a ambos sentidos de los ejes coordenados. 

e Asíntotas 

De la ecuación (1 ), se iguala a cero el denominador y se obtienen las ecua­
ciones de las asíntotas verticales: 

x~-1=0; (x-l)(x+l)=O X= ± 1 

De la ecuación (2), se iguala a cero el denominador y se obtiene la ecua­
ción de la asíntota horizontal: 

y-l=O~v=1 

• Obtención de algunos puntos 

X 

1 

o 

1 

±0.5 

1 

±0.75 ± 1.5 ± 1.75 ±2 ±2.2~ 
·-

y o -D.33 -1.3 1.8 1.5 1.33 1.25 

• Gráfica 
y 

1 
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Ejercicios 

Gráfica de una ecuación y lugares geométricos 
l. Para las siguientes ecuaciones, hacer la discusión y trazar la gráfica. 

a)x 2 + 2x- y+ 3 =O 
b)xy-2y-x=O 
e) x 2 y+ 4 y- 8 = O 
d)xy 2- 9x- y- 1 =O 



MÓDULO 3. LÍNEA RECTA 

Objetivos específicos 
Al tenninar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Calculará la pendiente de una recta dada. 
• Calculará el ángulo de inclinación de una recta dada. 
• Detenninará la ecuación de una recta, dados: 

- un punto y su pendiente 
- su pendiente y su ordenada al origen 
- dos de sus puntos 

• Calculará la distancia de un punto a una recta, dadas las coordenadas del 
punto y la ecuación de la recta. 

• Detenninará si dos rectas son paralelas o perpendiculares. 
Dadas las ecuaciones de dos rectas, calculará el ángulo entre ellas. 

Cuadro sinóptico 

Condición geométrica 

Entre dos puntos cualesquiera P 1 y 
P 2 la pendiente m es constante. 

El ángulo de inclinación de una recta 
es el ángulo() que forma la parte po­
sitiva del eje X y la recta, medido en 
sentido contrario a las manecillas del 
reloj. 

Representación analítica 

y 2- y 1 
m = = cte. 

x2-x1 

() = ang tan = y 2 
- y 1 o tan () = m 

X2 -x 1 

35 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

Condición geométrica 

FORMAS DE LA ECUACIÓN DE 
LARECfA 
Punto - pendiente: 

Pendiente - ordenada al origen: 

Dos puntos: 

Ecuación general: 

Distancia entre un punto P 1 y una 
recta A x + By + C = 0 : 

Representación analítica 

y -y 1 = 111 (x - x 1) 

y= 111x + b 

y - y 1 = y 2 - y 1 (x - x 1) 
xz -x 1 

Ax+By+C=O 

d = A __ x-:-'1---;+~B=y=1~+~C 
±..¡A 2 + B 2 

1 Condición para que dos rectas sean 
perpendiculares: (m¡)(111z)=-1 o 111¡= --

111¡ 

Condición para que dos rectas sean 
paralelas: 

Ángulo a formado por dos rectas 
dadas con pendientes m 1 y 111 2 : 

3.1. Generalidades 

1111 = 1112 

11l¡-11l¡ 
a = ang tan-=-----

1+111¡11lz 

Definición: Se llama línea recta al lugar geométrico de todos los 
puntos del plano tales que, tomados dos puntos diferentes cuales­
quiera P 1 (x 1.Y 1) y P 2 (x ~y z) del lugar, el valor de la pendiente m 
resulta siempre constante. 

En donde: 

Y,-=-.z ---'-y-'-¡ 111=-
x z -x 1 

X¡..~'- X¡ 
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3.2. Ángulo de inclinación de una recta 
El ángulo de inclinación de una recta es el ángulo que forma la recta con 

la parte positiva del eje coordenado X, y se mide desde el eje X a la recta en 
el sentido contrario al de las manecillas del reloj (véase la figura 3.1). 

En esta figura, e representa al ángulo de inclinación de la recta, el cual es­
tá dado por la expresión: 

y 

de donde: 

e = ang tan ( Yz - YI ) 
Xz- X¡ 

Figura 3.1 

Y2 -y¡ 
tan e = '---~­

Xz -X¡ 

De acuerdo a la definición de línea recta dada anteriormente, tenernos 
que la pendiente de la recta es igual a: 

Y2 -y¡ 
111 = "-'-----"­

Xz -X¡ 
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es decir: 

m= tan e 

La pendiente de una recta es igual a la tangente del ángulo de inclinación. 

Y1- Yt m = tan e = "--=----"-'­
X1- Xt 

Obsérvese que el ángulo de inclinación está restringido para 

o~ e~ 180° 

Si el ángulo está entre O < e < 90° la pendiente es positiva y si está entre 
90° < e < 180° la pendiente es negativa. 

Ejemplo 1 

Calcular la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que contiene a 
los puntos (1,6), (5, -2) (véase la figura 3.2). 

y 

Figura 3.2 

L 
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Solución 

m= Yz- Yt = -2-6 _ -8 __ 2 
Xz - X¡ 5 -1 - 4 -

() = ang tan(-2) = 116° 34' 

Ejemplo 2 

Demostrar que los puntos A(-3, 4), B(3, 2) y C(6, 1) son colineales 

Solución 

2-4 1 
Pendiente de Ali = -- = - -

3 + 3 3 

P d
. . "77' 1 - 4 1 

en 1entedeA~..- = --=--
6 + 3 3 

Como las pendientes de Ali y de A<:' son las mismas, los tres puntos están 
situados sobre la misma recta. 

Analíticamente, una recta tiene una ecuación lineal o de primer grado en 
dos variables. Recíprocamente, la representación gráfica del lugar geométri­
co cuya ecuación sea de primer grado en dos variables es una línea recta. 

U na línea recta está completamente definida si se conocen dos de sus ca­
racterísticas; por ejemplo, dos puntos; un punto y su pendiente, etcétera. 

3.3. Ecuación punto-pendiente 
La ecuación de la recta que contiene al punto Pt(<t,Yt) y cuya pendiente es 

m, es: 

Y- Yt = m(x- Xt) 

Ejemplo3 

Determinar la ecuación de la recta cuya pendiente es -2!3 y que contiene 
al P(5, 7) (véase la figura 3.3). 

Solución 

y- Yt = m(x- Xt) 
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y 

L 

oL-+-~~-+-4--r-+-----~x 

Al sustituir valores se tiene: 

Figura 3.3 

2 
y - 7 = - 3 (x - 5) 

3 (y- 7) = - 2x + 10 

3y-21= -2x+10 

3y + 2x = 31 

Por último, se ordena la ecuación: 

2x+3y-31=0 

Ejemplo 4 

Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto( 4,-1) y tiene un 
ángulo de inclinación de 135° (véase la figura 3.4). 

Solución 

La pendiente de esta recta es m = tan 135° 
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y 

L 

Figura 3.4 

m= -1 

y- Y1 = m(x- X¡) 

Se sustituye y se obtiene: 

y-(-1)= -1(x-4) 

y+ 1 = -x + 4 

.'.X+ y- 3 = 0 

Ejemplo 5 

Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto (2, -5/2) y tiene 
pendiente cero. 

Solución 

(y- y¡)= m(x -x¡) 

5 
y - ( --) = O (x- 2) 

2 

5 .. y+-=0 
2 
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3.4. Ecuación pendiente-ordenada al origen 
La ecuación de la recta de pendiente m y que corta al eje coordenado Y en 

el punto (0, b ), siendo b la ordenada al origen, es: 

ly==mx+b 1 

Una recta paralela al eje Y no tiene ordenada al origen y su ecuaciún será 
de la forma: 

1 x - k == O k == constante 

Ejemplo 6 

Determinar la pendiente m y la ordenada al origen (b) de la recta: 

2y+3x==7 

Solución 

Se escribe la ecuación en la forma y = m x + b: 

Luego: 

Ejemplo 7 

2y == -3x + 7; 
3 7 

y== --x +-
2 2 

m == - ~ es la pendiente. 

b == ~ es la ordenada al origen. 

Determinar la ecuación de la recta de pendiente -3 y cuya intersección 
1 

con el eje Y es 
4 

. 

Solución 

Intersección con el eje Y = ordenada al origen = ¡ 
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y=mx+b; 
1 

Y = -3x +- · 4' m= -3 

3.5. Ecuación de la recta que contiene 
dos puntos conocidos 

La ecuación de la recta que contiene los puntos P 1(Xt.Yt), Pz(x~..yz) está da­
da por: 

Yz- Yt 
Y - Yt = (x -X¡) 

Xz -X¡ 
X¡ ;o' Xz 

Cuando X¡ = xz, la recta es paralela al eje Y, y su ecuación está dada por: 

Ejemplo 8 

Determinar la ecuación de la recta que contiene los puntos ( -2, -3) y 
(4, 2). 

Solución 

Se aplica la forma: 

Yz- Yt 
Y - Yt = (x - Xt) 

Xz- X¡ 

y se tiene que: 

Se realizan operaciones: 

2+3 
(y + 3) = --

2 
(x + 2) 

4+ 

5 
(y + 3) = 6 (x + 2) 

6y+18=5x+10 

:. 5x- 6y- 8 =O 
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Ejemplo 9 

Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto ( -3, 1) y es para­
lela a la recta determinada por los puntos (O, -2) y (5, 2) (véase la figura 3.5). 

y 

Figura 3.5 

Solución 

Como se conoce un punto de la recta pedida (L¡), solamente es necesario 
obtener su pendiente, la cual es la misma que la de la recta paralela (Lz). 

La pendiente de Lz es: 

Se sustituye: 

Se aplica la expresión: 

m= yz-y¡ 
Xz- X¡ 

- 2- ( -2) -:! 
m- 5-0 -5 



4 
y- 1 =S (x + 3) 

S y- 5 = 4x + 12 

.. 4x-5y+17=0 

3.6. Ecuación general de la recta 
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Sea una ecuación lineal o de primer grado enx,y, de la forma: 

1 Ax+By+C=O 1 

Esta ecuación representa una recta cuando A ;"' O y/ o B .., O. En la cual 
la pendiente de la recta y su ordenada al origen están dadas respectivamente 
por: 

A m=--
B 

Si en la ecuación general C = O, entonces la recta contiene al origen. 

Ejemplo 10 

Hallar la pendiente m y la ordenada al origen de la recta 2 y + 3 x = 7 

Solución 

Se escribe la ecuación en la forma: 

Ax+By+C=O 

y se obtiene: 

3x + 2y- 7 =O 

La pendiente 111 es: 

A 3 m=--=--
B 2 
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y la ordenada al origen: 

7 
.. b =-

2 

7 
2 

3.7. Distancia de un punto a una recta 
La distanciad del punto P¡(XI.YI) a la recta A x +By + e = O se obtiene 

como: 

d = A x1 + B Y1 + e 
±-./A2+B2 

en donde el signo del radical debe ser opuesto al signo de C. 
En el caso de que el punto P1 y el origen estén localizados a uno y otro la­

do de la recta, la distanciad se considera positiva; si se localizan en un mismo 
lado, d se considera negativa (véase la figura 3.6) 

y 

L 

Figura 3.6 

Si e = O, entonces se ¡., .• ede escoger arbitrariamente el signo positivo o el 
negativo en el radical y no considerar interpretación geométrica al signo de la 
distancia. 



Ejemplo 11 

a) Calcular la distanciad del puntoP(-2, -3) a la recta 

8x + 15 y- 24 =O 

Solución 

La expresión que nos permite obtener d es: 

d = Ax1 + By¡ + e 
± .¡Az + BZ 

Se sustituyen los valores indicados: 

A = 8; B = 15; C = -24 

P(x¡,y¡) = P(-2, -3) 
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- 8(-2) + 15(-3)- 24- -85-
d- + .,t(8)Z + (15)2 - 17 - -S 

:. d = -5 

Como d es negativa, el punto ( -2, -3) y el origen están del mismo lado de 
la recta. 

b) Calcular la distancia del puntoP (-1, 7) a la recta 6x- 8x + 5 =O 

Solución 

d = 6(-1)- R(7) + 5 =-57= S.? 
-.j(6)Z+(-8)! -10 

:. d=5.7 

Como d es positiva, el punto ( -1, 7) y el origen están en distintos lados de 
la recta. 

Ejemplo 12 

Determinar el valor de k para el cual la distancia d del punto (2, 3) a la 
recta 

8x+15y+k=O 

es igual a 5 unidades 
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Solución 

d- 8(2) + 15(3) +k - ±5 
- ±v'(8)' + (15)' -

16 + 45 +k 
= = ±5 

±17 

61 +k 
= = ±5 

±17 

.. k= -(5)(17) - 61 

:. k= -146 

3.8. Rectas paralelas. Rectas perpendiculares 
Sean dos rectas L1 y L 2 cuyas pendientes son m 1 y m2 respectivamente. 

Las rectas L1 y Lz son paralelas si y sólo si sus pendientes son iguales; 
o sea: 

Las rectas L 1 y Lz son perpendiculares si y sólo si sus pendientes son 
recíprocas y de signo contrario; es decir: 

Ejemplo 13 

1 
m 1 =-- obien m 1 mz=-1 

11lz 

Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los puntos A(8, 6), 
B( 4, 8) y C(2, 4) son los vértices de un triángulo rectángulo. 

Solución 

. 8-6 1 
Pendiente deAB = -- = --

4-8 2 



4-8 
Pendiente de He = --

4 
= 2 

2-
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Como la pendiente de AE es el recíproco con signo contrario de la pen­
diente de He, estos dos lados del triángulo son perpendiculares. 

Ejemplo 14 

Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto ( -2, 3) y es per­
pendicular a la recta 2x- 3 y + 6 = O. 

Solución 

Si las rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es el recí­
proco con signo contrario de la pendiente de la otra. 

La pendiente de 2 x- 3 y + 6 = O que está escrita en la forma general 
A x + By + C = O es: 

A 2 m=--=-
B 3 

. . la pendiente de la recta pedida es = - ~ 
Por otro lado, sea (x, y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por 

( -2, 3) y tiene de pendiente - ~ 
Entonces, se sustituye en la ecuación de la forma: 

y se tiene: 

y - 3 = (- ~) (x + 2) ; 2 (y - 3 ) = -3 (x + 2) 

2y- 6 = -3x- 6; 2y + 3x =O 

Al ordenar: 

3x+2y=O 

' 3.9. Angulo entre dos rectas 

Sean las rectas L¡ y Lz con pendientes 111 1 y mz respectivamente. Sea el án­
gulo a medido en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del re­
loj, desde la recta L1 hasta la recta Lz (véase la figura 3.7). 



so 

y 

El ángulo a está dado por: 

mz-m¡ 
a = ang tan --c--------''--

1 + m¡mz 

Ejemplo 15 

Figura 3.7 

o bien 
tana = 

mz- m1 
1 + m¡mz 

Si el ángulo formado por las rectas L¡ y Lz es de 4SO, y la pendiente m1 de 
L 1 es 2/3, calcular la pendiente mz de Lz (véase la figura 3.8) 

y 

Figura 3.8 
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Solución 

Se sustituye: 

2 
111¡ - -

tan 4SO = 1 = --::-=3
-

1 + d) /11¡ 

2 2 
1 + 31112 =- 3 + 1112 

2 2 31112 - 1112 = - 3 - 1 

5 -
3 /11¡=-=5 
1 
3 

•. 111¡= 5 

Ejemplo 16 

Calcular los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son A( -3, -2), 
B(2, 5) y C( 4, 2) (véase la figura 3.9). 

y 

A Figura 3.9 
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Solución 

5 + 2 7 
lllAB = 2 + 3 = S 

2-5 3 
msc = 

4 
_ 7 =- 2 

-2-2 4 
lllCA = -3- 4 = 7 

A 
lllAB- lllCA 

tan = = 
1 + lllABillCA 

7 4 
5 7 

7 4 
1 +- ( -) 

5 7 

29 
A= angtan-

63 

A= 24° 43.1' 

3 7 

29 
63 

B m se -mAs __ 2=--_5:::....__ 29 
tu = =- -

1 + lllBCIIlAB 3 7 11 1+(--)(-) 
2 5 

29 
B = angtan-

11 

B = 69° 13.6' 

1_ ( _l) 
tU e = 111CA - lllBC = 7 2 _ 29 

1 + meA m se 1 + ( 1) ( _l) 2 
. 7 2 

29 e= angtan-
2 

e= 86° 3.3' 

Comprobación: 

A+ B +e= 180° 

24° 43.1' + 69° 13.6' + 86° 3.3' = 180° 
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Ejemplo 17 

Obtener la representación gráfica de las siguientes rectas: 
a) 3x- 2y + 2 =O 

Solución 

2y = 3x + 2 
3 

y=-x+1 
2 

De donde 

3 
m=- b=1 

2 

b) X+ y+ 1 = 0 

Solución 

Ahora se utiliza la ecuación general: 

A 
111 =- -· 

B' 

e 
b = --· 

B' 

1 
m=--=-1 

1 

1 
b=--=-1 

1 

y 

3 
m= 2 r----

' 

y 

b = -1 
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e) y= 2- 4x 

Solución 

Directamente de la ecuación: 

m= -4; b = 2 

X 
d) 3- 2y = 1; 

Solución 

X- 6y = 3 

6y=x-3 

X 1 y=---
6 2 

De donde 

1 1 m=-· b = --
6 ' 2 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

m= 4 1 
L-

o 

y 

y 

1 m=-
6 

1 
X 

b 
2 
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Ejercicios 

Inclinación y pendiente de una recta 

l. Calcular la pendiente m y el ángulo de inclinación() de las rectas que 
contienen a los siguientes pares de puntos: 
a) (-8,-4),(5,9) 
b) (-11, 4), (-11, 10) 
e) (8, 6), (14, 6) 

Ecuación punto-pendiente 

2. Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto S(l/3, 213) y 
tiene una pendiente infinita. 

3. Determinar la ecuación de la recta que contiene al puntoA(-<í, -3) y tiene 
un ángulo de inclinación de 45". 

Ecuación pendiente-ordenada al origen 

4. Determinar las ecuaciones de las rectas que satisfacen las condiciones 
siguientes: 
a) Pasa por (0,-1),m =O 
b) Pasa por (0, 3), m = - 4/3 

Ecuación de la recta que contiene dos puntos conocidos 

5. Los vértices de un cuadrilátero son: A(O, 0), B(2, 4), C(6, 7), D(8, 0). 
Determinar las ecuaciones de las rectas que contienen a sus lados. 

6. Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto R(5, 3) y es 
perpendicular a la recta cuya ecuación es 7 x + 9 y + 1 = O. 

Ecuación general de la recta 

7. Determinar la ecuación de la mediatriz del segmento determinado por los 
puntos (7, 4) y (-1, -2). 

8. Determinar el valor de k de forma que la ·recta 4t --ky -7 = O tenga 
pendiente 3. 

Distancia de un punto a una recta 

9. Calcular la distancia del punto (4, -1) a la recta 3x- 4y + 1~ = O e 
interpretar el signo de la distancia. 

10. Calcular la distancia del punto (7, -4) a la recta 2x + 3y + 8 = O. 
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Rectas paralelas y perpendiculares 

11. Demostrar que los puntos P,(9, 2), Pz(ll, 6), P 3(3, 5), P,(l, 1) son 
vértices de un paralelogramo. 

Ángulo entre des rectas 

12. Calcular el ángulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son: 
A (-2, 1), B (1, 5), C(lO, 7) y D (7, 3). 
El primer paso en este problema será indicar la dirección positiva del 
ángulo que se busca, o sea, el ángulo C; entonces el lado BC de 
pendiente inicial m, y el lado CD de pendiente final mz forman el 
ángulo buscado. 

\ 



MÓDULO 4. CIRCUNFERENCIA 

Objetivos específicos 

Al tennínar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Obtendrá la ecuación de una cirwnferencia, dados el celllro y el radío. 
• Identificará la ecuación general de la cirwnferencia, obteniendo de ótu el ra­

dío, el centro y su gráfica. 

Cuadro sinóptico 

Condición geométrica 

Todos los puntos de una circunfe­
rencia equidistan de un punto fijo 
e (centro). 

57 

Representación analítica 

e 
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Cuadro sinóptico Continuación 

Condición geométrica Representación analítica 

Centro en el origen (0, 0): 

Centro en (h, k): (x _ }¡) 2 + (y _ k) 2 = r 2 

Ecuación general: x'+y2+Dx+Ey+F=O 

Circunferencia real: si D 2 + E 2 - 4 F > O 

Un punto: siD2+E2-4F=O 

Ningún lugar geométrico: siD'+EZ-4F<O 

4.1. Generalidades 

Definición: Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los 
puntos del plano que equidistan de un punto fijo C llamado centro. 

e 

Figura 4.1 
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La distancia constante r entre el centro C y cualquier punto de la circunfe­
rencia se llama radio de la circunferencia. 

4.2. Ecuación de la circunferencia 
con centro en el origen 

Sea una circunferencia con centro en el origen y radio r. La ecuación de 
esta circunferencia es: 

y 

Figura 4.2 

Ejemplo 1 

. Determinar la ecuación de la circunferencia de radio 3 y con centro en el 
ongen. 

Solución 

La ecuación es de la forma: 
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Entonces: 

Ejemplo 2 

Determinar la ecuación de la circunferencia con centro en el origen y que 
contiene el punto ( 4, 3). 

Solución 
Las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuación de la circunferen­

Cia: 

Se sustituye: 

De donde: 

( 4) 2 + (3) z = r 2 

16 + 9 = r2 

r2=25 r=5 
:. X 2 +y 2 = 25 

4.3. Ecuación de la circunferencia 
con centro no coincidente con el origen 

Sea una circunferencia con centro en el punto (h, k) y ele radio r, tal que 
h ~ O y/o k ~ O. La ecuación de esta circunferencia es: 

y 

C(h, k) 

Figura 43 
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Ejemplo 3 

Determinar la ecuación de la circunferencia para los siguientes casos: 

a) Centro en el punto (0, 3) y radio 1 

b) Centro en el punto ( -5, -3) y radio 4 

e) Centro en el punto (4, O) y radio 2 

Solución 

Se sustituyen en cada caso los valores en la ecuación de la circunferencia 

y se obtiene: 

Ejemplo 4 

a)x 2 +(y-3) 2 =1 

b) (x + 5) 2 + (y + 3) 2 = 16 

e) (x- 4) 2 +y 2 = 4 

Determinar la ecuación de la circunferencia de centro (5, -2) y que contie­
ne el punto ( -1, 5). 

Solución 

Se procede a encontrar el radio de la circunferencia, que es el dato 
faltante. 

El radio es la distancia del centro a un punto cualquiera de la 
circunferencia. 

:. r = v(5 + 2) 2 + (-1- 5) 2 = v'85 

Así, la ecuación de la circunferencia es: 

(x - 5) 2 + (y + 2) 2 = 85 

Ejemplo 5 

Determinar la ecuación de la circunferencia para la cual uno de sus diá­
metros es el segmento que une los puntos (5, -1) y (-3, 7). 

Solución 

El centro de la circunferencia está en el punto medio del segmento que 
une los puntos dados; por lo tanto las coordenadas del centro son: 
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5-3 
Xm=--=1 

2 
-1 + 7 

Ym= 
2 

=3 

.. e= (1,3) 

El radio se obtiene como sigue: 

r2 = (x- h) 2 +(y- k) 2; r2 =(5-1) 2 + (-1- 3) 2; r2 = 16 + 16 

r =m; r = 412 

O también con el otro punto dado: 

r2=(-3-1)2+(7-3)2; r2=16+16 

r = 412 

Con los elementos obtenidos, la ecuación de la circunferencia es: 

(x - 1) 2 + (y - 3) 2 = 32 

4.4. Ecuación general de la circunferencia 
Sea una ecuación de segundo grado enx, y, del tipo: 

1 x 2 +y 2 +Dx+Ey+F=0 

Sea N = D z + E 2 - 4 F 

• Si N > O, la ecuación representa una circunferencia cuyo centro es el punto 

y radio: 

. 1 ,....,....-;;-;---r-T--;;r; 
r = -v D 2 + E 2 4 F 

2 
• Si N = O, la ecuación representa un punto cuyas coordenadas son: 

o Si N < O, la ecuación no representa ningún lugar geométrico. 
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Ejemplo 6 

Dada la ecuación general de la circunferencia 

x 2 +y 2- 2x + 4 y- 4 =O 

expresarla en la forma ordinaria 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 

y determinar las coordenadas del centro y el radio. 

Solución 

Se agrupan términos y se completan cuadrados: 

(x2- 2x + 1) + (y2 + 4y + 4)- 4- 1-4 =O 

(x - 1) 2 + (y + 2) 2 = 9 

Por lo tanto, las coordenadas del centro son: 

C(1,-2) 

y el radio es: 

r = 3 

Se comprueba, aplicando las expresiones que se derivan de la ecuación ge­
neral para la obtención del centro y el radio. 

r = ~(-2) 2 + (4) 2- 4 (-4) = ~4 + 16 + 16 = ~ = 
2 2 2 

=(~)6=3 

.. r= 3 

Ejemplo 7 

Dadas las siguientes ecuaciones generales de la circunferencia, decir si re­
presentan o no una circunferencia, y obtener su centro y su radio, de ser 
posible. 

a) 2x 2 + 2y 2- 6x + 10 y+ 8 =O 
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b) 16x2 + 16y 2- 64x + 8y + 177 =O 

Solución 

a) 2x2 + 2y2- 6x +lO y+ 8 =O 

Se divide toda la ecuación entre 2: 

x2 + y 2 + 3 X + 5y + 4 = o 

Se puede observar que: 

D = -3, E= 5y F = 4 

Se analiza el término D 2 + E 2 - 4 F para determinar a cuál de los tres ca­
sos pertenece: 

(-3) 2 + (5) 2- 4 (4) = 9 + 25- 16 = 18 >o 

Por lo que la circunferencia es real con centro en el punto: 

y radio: 

1 
r = 2v18 

3..f'I 
r=-

2 

b) 16x2 + 16y 2 - 64x + 8y + 177 =O 

Se divide toda la ecuación entre 16: 

En este caso: 

i:'. 177 x2+y2-4x+ +-=O 
2 16 

1 
E=-

2 

D =-4· 
' 
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Se anal in el término D ~ + E 2 - 4 F: 

16 + 1_- 4 (177) = 16 + 1_- 177 = 64 + 1- 177 = 28 <o 
4 16 4 4 4 

Por lo tanto la ecuación no representa ningún lugar geométrico. 

Ejemplo 8 

Determinar la ecuación de la circunferencia que contiene los puntos (5, 3),. 
(6, 2) y (3, -1). 

Solución 

La ecuación general de la circunferencia es: 

xz+y'+Dx+Ey+F=O 

Esta ecuación contiene tres constantes indeterminadas, por lo que serán 
necesarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferencia debe 
contener a los tres puntos dados, se pueden hallar los coeficientes sustituyen­
do las coordenadas de los puntos en lugar de las variables x y y, resolviendo a 
continuación las tres ecuaciones lineales en D, E y F. 

25+9+5D+3E+F=O 

36+4+6D+2E+F=O 

9+1+3D-E+F=O 

Se simplifica: 

5D+3E+F+34=0 

6D+2E+F+40=0 

3D-E+F+l0=0 

Se resuelve el sistema y se obtiene: 

D = - 8, E = - 2 y F = 12 

Por lo que la ecuación general de la circunferencia es: 

xz+yZ-8x-2y+12=0 

Ejemplo 9 

Obtener la representación gráfica Jc las siguientes circunferencias: 
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a) (x- 3) z +y 2 = 16 y 

b) y- n 125- (x + 2) 2 + 1 

e) X 2 +y 2- 2 X+ 4 y- 4 = Ü 

Solución 

a) Según la ecuación de la 
circunferencia: -+--+--+-+-t-IH-+-+---+-+-.--;H-+--+-1> X 

e (3, O) r = 4 

Por lo tanto su gráfica es 
como se muestra a la derecha. 

b) y=± ..¡25- (x + 2) 2 t 1 

Nótese que la ecuación dada 
puede escribirse en la siguiente 
forma: 

y - 1 = ± ..¡25 - (x + 2) 2 

(y- 1) 2 = 25 - (x + 2) 2 

(x + 2) 2 +(y- 1) 2 = 25 

Por lo que se deduce que su 
centro está en e (-2, 1) y su 
radio es r = 5. 

La gráfica se muestra a la 
derecha. 

y 



Según la transformación efec­
tuada en el ejemplo 6, se llega a la 
ecuación: 

De la cual se obtiene: 

C(1, -2) r = 3 

La gráfica se muestra a la derecha. 

Ejercicios 

Ecuación de la circunferencia (centro, radio) 

y 

l. Determinar la ecuación de la circunferencia en cada caso: 

a) Centro en (0, O) y radio 1 

b) Centro en (3, -1) y radio 5 

e) Centro en (0,- 4) y radio 9 

d) Centro en (1, O) y radio 3 
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2. Determinar la ecuación de la circunferencia de centro (4, -1) y que 
contiene el punto ( -1, 3). 

3. Determinar la ecuación de la' circunferencia para la cual uno de sus 
diámetros es el segmento que une los puntos (-3, 5) y (7, -3). 

Ecuación general de la circunferencia 

4. Dadas las siguientes ecuaciones, decir si representan o no una circun­
ferencia, y obtener su centro y su radio, de ser posible. Aplicar las 
fórmulas y comprobar completando cuadrados. 

a) x 2 +y 2 =O 

b) X 2 +y¡_ 8 X+ 10 y- 12 = 0 

c)x2+y2-8x-7y=0 

d) 3x 2 + 3 y2- 4 x + 2 y+ 6 =O 

5. Determinar la ecuación de la circunferencia que contiene los puntos: 
( 4, 5), (3, -2) y (1, -4). 
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MÓDULO 5. PARÁBOLA 

Objetivos específicos 

Al tenninar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Obtendrá la ecuación de una parábola a partir de datos tales como: vértice, 
foco, directriz y valor de/lado recto. 

• Dada la ecuación de una parábola, obtendrá su gráfica y sus elementos tales 
como: ¡•értice, foco, valor de/lado recto y directriz. 

Condición geométrica 

eTodos los pun­
tos de una pará­
bola equidistan 
de un punto fijo 
F(foco) y una 
recta fija L (di­
rectriz). 

Cuadro sinóptico 

Representación analítica 

d =PF 

L (directriz) 

69 
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Cuadro sinóptico / Continuación 

Condición geométrica Representación analítica 

oVérticeenelori- 0 Eje focal /=4px 
gen (0, O) en el eje 

X 

o Eje focal :? = 4 p y 
en el eje Y 

e Vértice en (h, k) o Eje focal (y_ k)2 = 4 p (x- h) 
paralelo 

•Longitud delia­
do recto: 

al eje X 

o Eje focal (x- h)2 = 4p (y- k) 
paralelo al 
eje Y 

l4p 1 

np > O abre ha­
cia la derecha. 

np < O abre ha­
cia la izquier­
da. 

np > O abre ha­
cia arriba. 

P.p < O abre ha­
cia abajo. 

np > O abre ha­
cia la derecha. 

np < O abre ha­
cia la izquierda. 

np > O abre ha- ' 
cía arriba. 

P.p < O abre ha­
cia abajo. 

eEcuación general Ax 2 +Cy 2 +Dx+Ey+F=O 

oRepresenta una 
parábola cuyo 
eje es paralelo o 
coincidente con 
el eje X: 

Si A = O, C ;é O, D ;é O 

' 
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Cuadro sinóptico Continuación 

1 
Condición geométrica Representación analítica 

!------------------------------------------------------~ 

oRepresenta una 
parábola cuyo 
eje es paralelo o 
coincidente con 
el eje Y: 

oRepresenta 
dos rectas o 
ningún lugar 
geométrico: 

5.1. Generalidades 

Si A #. O, e = O, E #. O 

Si Á = O, e #. O, D #. O 

o 
Si A #. O, e = O, E = O 

Definición: Una parábola es el lugar geométrico de todos los puntos 
del plano que equidistan de un punto fijo F llamado foco y una recta 

fija L llamada directriz. 

El punto F no está contenido en L. 

d 
P(x, y) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

_,::::0+-..._..!..v._~~---- L · (eje focal) p F(foco) 

L (directriz) 

Figura 5.1 
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La recta L' perpendicular aL y que contiene a F se llama eje focal de la 
parábola. 

Si Q es la intersección deL y L' entonces el punto medio V del segmento 
QF está en la parábola, ya que equidista deL y de F; a este punto V se le lla­
ma vértice de la parábola (véase la figura 5.1). 

5.2. Ecuación de la parábola con vértice 
en el origen y eje focal coincidente 
con un eje coordenado 

Sea p la distancia dirigida VF = QV . 
Sea una parábola cuyo vértice coincide con el origen y cuyo eje focal coin­

cide con el eje coordenado X. La ecuación de esta parábola es: 

El foco tiene por coordenadas (p, O) y la directriz L es una recta de 
ecuación: 

p puede ser positiva o negativa, lo cual nos plantea dos casos: 
sip es positiva, la parábola se abre hacia la derecha (1•éase la figura 5.2). 
sip es negativa, la parábola se abre hacia la izquierda (véase la figura 5.3). 

y 
p>O 

F(p, O) 

Figura 5.2 

L: X= -p 
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y 

p<O 

L:x = -p 

Figura 5.3 

Consideremos ahora una parábola con vértice en el origen y eje focal coin­
cidente con el eje Y; su ecuación es: 

[ x' = 4p y 

El foco tiene por coordenadas (O, p) y la ecuación de la directriz es: 

Si pes positiva, la parábola se abre hacia arriba (véase la figura 5.4). 

Sip es negativa, la parábola se abre hacia abajo (¡·éase la figura 5.5). 
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y 

p>O 

F(O, p) 

-----4;;-------- L: y= -p o 
Figura 5.4 

y 
p<O 

O L:y=-p ---ff---
------~~~v~l~p":-------x 

F(O, p) 

Figura 5.5 



~ -------··-·------------

5.3. Lado recto de una parábola 
Sea la siguiente gráfica de una parábola: 

X 

---~+---v~--~~F ________ y 
Q 

L 

Figura 5.6 
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En esta gráfica se ha representado el segmento A 8 que es una cuerda per­
pendicular al eje focal y que contiene el foco; a esta cuerda se le llama lado 
recto (L. R.) de la parábola. 

La principal característica del lado recto de una parábola es que su longi­
tud es igual al valor absoluto de 4p, esto es: 

1 L.R. = 1 4p 1 

Ejemplo 1 

Sea una parábola cuyo vértice está en el origen, su eje focal coincide con el 
eje Y, y contiene el punto ( 4, -2). 

a) Determinar la ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la 
ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto. 

b) Trazar la gráfica correspondiente. 

Solución 

a) La ecuación de la parábola es de la forma: 

x2 = 4p y 
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Como la parábola contiene el punto (4, -2), las coordenadas de este punto 
deben sJtisfaccr la ecuación x! = 4 p y. 

Por lo tanto se tiene: 

16=4p(-2); 
16 
-2 = 4p; 

8 
p =- -· .. p = -2 4' 

y la ecuación buscada será: 

x1 = -8y 

El foco es el punto (0, p ), o (0, -2). La ecuación de la directriz es: 

y= -p o sea y= 2 

La longitud del lado recto es: 

L.R. = 8 

b) Con los datos obtenidos procedemos a trazar la gráfica correspondiente 
(véase la figura 5.7). 

y 

-------+------L: y= 2 

F(0,-2) 

Figura 5.7 

Ejemplo 2 

Determinar el foco, la ecuación de la directriz y la longitud del lado recto 
'de la parábola 3 y1 = Sx 

Solución 

Se sabe que y! = 4 p x, de donde se deduce que y1 = 
8:t• por lo que: 



------------------------------

8 
4p =-

3 

El foco es el punto de coordenadas: 

La ecuación de la directriz es: 

2 

2 
p=-

3 

X= --
3 

ya que x = -p 

La longitud del lado recto se calcula así: 

Ejemplo 3 

8 
L.R. = 3 

Determinar la ecuación de la parábola cuyo foco es el punto F (O, - ~ ) y 

directriz la reetay - ~=O. Calcular además la longitud del lado recto. 

Solución 

Sea P(r, y) un punto cualquiera de la parábola; de la fórmula para calcular 
la distancia entre dos puntos, se tiene: 

Distancia del foco al punto: 

Se sustituye: 

Como esta distancia debe ser igual a la comprendida entre el punto P(r, y) 

y la directriz de ecuación y - ~' entonces: 
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= 

4 
Ox +y- 3 

02 + F 

(Véase el apartado 3.7) 
De donde: 

4 
=y--

3 

Se eleva al cuadrado y se simplifica: 

O sea: 

8 V 16 V 16 xz + yz + :=..z... + - = yz _ 8 -'- + -
3 9 3 9 

x1 + fu' + fu' = O 
3 3 

16 V 
x2 +=.L.= O 

3 
.!§_r 

3 

La longitud del lado recto es: 1 4p 1 = 16 
3 

16 
.. L.R. = 3 

5.4. Ecuación de la parábola con vértice 
no coincidente con el origen y eje focal 
paralelo a un eje coordenado 

Sea una parábola cuyo vértice tenga por coordenadas (h, k) y eje focal pa­
ralelo al eje X, tal que h ~ O y/o k ~ O. La ecuación de esta parábola es: 

1 (y - k )2 = 4p (x - h) 1 

El foco tiene por coordenada (h + p, k) y la directriz L es una recta de la 
ecuación: 



PAIÜilOLA 79 

lx=ll-pl 
Si p es positiva la parábola se abre a la derecha; si pes negativa la parábola 

se abre a la izquierda (véase la figura 5.8). 
Consideremos ahora los casos de una parábola cuyo vértice tiene por 

coordenadas (h, k) y eje focal paralelo al eje Y, tal que h # O y/o k # O. 
La ecuación de esta parábola es: 

1 (x- fl)2 = 4p (y- k) 1 

y y 

p>O p<O 

L:x=h-p L:x=h-p 

Figura 5.8 

El foco tiene por coordenadas (h, k + p) y la directriz L es una recta de 
ecuación: 

1 y=k-p 1 

Si p es positiva la parábola se abre hacia arriba; si p es negativa la parábola 
se abre hacia abajo (véase la figura 5.9). En estos casos la longitud del lado 
recto también es igual a l4p 1. 
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y y 

p>O p<O 

L:y=k-p 

V(/7, k) 

L:y=k-p 

-0-1--------·• X ~0~------------x 

Figura 5.9 

Ejemplo 4 

Determinar la ecuación de la parábola con vértice V(3, 4) y foco F(3, 2). 
Determinar también la ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto. 

Solución 

Como el vértice y el foco de una parábola están sobre su eje, y como cada 
uno de estos puntos, en este caso tiene la misma abscisa 3, se concluye que el 
eje de la parábola es paralelo al eje Y. Por lo tanto, la ecuación de esta pará­
bola es de la forma: 

(t- h)l = 4p (y- k) 

Se sustituyen los valores de V(3, 4) y se tiene: 

(x - 3)' = 4p (y - 4) 

Ahora bien: 

IP 1 == IFV 1; F =foco, V= vértice 

IP 1 = 14- 2 1 = 2 

Como el foco está abajo del vértice, la parábola se abre hacia abajo y p es 
negativa: 

p = -2 
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Así, la ecuación de la parábob es: 

(x - 3)! = - 8 (Y - 4) 

La longitud del lado recto es 8. Como el vértice V(3, 4), es el punto medio 
del segmento comprendido entre el foco y la directriz, las coordenadas del 
punto A sobre la directriz (1•éase la figura 5.10) es (1, 6) y por lo tanto la ecua­
ción de la directriz es y = 6. 

y 

' 
--4------+A-(~3:....:, 6:"-.) ----L: y = 6 

V(3, 4) 

F(3, 2) 
L. R. 

Figura 5.10 

Ejemplo 5 

Determinar la ecuación de la parábola de vértice V (3, 2) y foco F(5, 2). 

Solución 

Como el vértice es V (3, 2) y el foco F (5, 2), se tiene que p = 2 y la ecua­
ción adquiere la forma: 

(y- k)l = 4p(r- h) 

o sea 

(v - 2)2 = 8(x - 3) 

Al desarrollar y simplificar: 

y2 - 4y - 8y + 28 = O 
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Ejemplo 6 

Hallar la ecuación de la parábola de vértice V(2, 3), de eje paralelo al eje 
coordenado Y, y que contiene el punto A ( 4, 5). 

Solución 

La ecuación que se ha de aplicar es: 

(x- /!)2 = 4p (l'- k) 

es decir: 

(x - 2)2 = 4p (y - 3) 

Como el punto A ( 4, 5) pertenece a la curva, se tiene: 

(4- 2)2 = 4p (5-3) 

Al desarrollar y simplificar: 

4 = 8p 

1 p=-
2 

Por lo tanto la ecuación pedida es: 

(r - 2)2 = 2 (y - 3) 

o bien: 

xl - 4x - 2y + 10 = O 

S.S. Ecuación general de la parábola 
Sea una ecuacióó de segundo grado en x, y, del tipo: 

1 Axz + cyz + Dx + Ey + F = O 1 

Esta ecuación representará una parábola cuando cumpla con las siguien­
tes condiciones: 

• Si A = O, C ;.o O y D ;.o O, la ecuación representa una parábola cuyo eje es 
paralelo o coincidente con el eje X. 
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o Si A "" 0< e = O y E "" O, representa una parábola cuyo eje es paralelo o 
coincidente con el eje Y. 
En los casos anteriores, cuando D o E valen cero respectivamente, la ecua­
ción de segundo grado deberá analizarse de la siguiente manera: 

Sea M = ey2 + E y + F = O 

• Si A = O, e "" O y D = O, cuando las raíces de M son reales y diferentes, la 
ecuación representa dos rectas no coincidentes paralelas al eje X; si las 
raíces de M son reales e iguales, la ecuación representa dos rectas coinci­
dentes paralelas al eje X; si las raíces de M son complejas, la ecuación no 
corresponde a ningún lugar geométrico. 

Sea M = Ar2 + Dx + F = O 

o Si A "" O, e = O y E = O, cuando las raíces de M son reales y diferentes, la 
ecuación representa dos rectas no coincidentes paralelas al eje Y; si las raí­
ces de M son reales e iguales, la ecuación representa dos rectas coinciden­
tes paralelas al eje Y; si las raíces de M son complejas, la ecuación no 
corresponde a ningún lugar geométrico. 

Ejemplo 7 

Demostrar que la ecuación 4x2- 20x- 24 y + 97 =O representa una pa­
rábola. Determinar las coordenadas del vértice y del foco, la ecuación de su 
directriz y la longitud de su lado recto. 

So/ució11 

La ecuación general es: 

En este caso: 

Axl + eyz + Dx + Ey + F = O 

4x2- 20x- 24y + 97 =O 

A "" O, e = O, E "" O 

Por lo tanto, la ecuación representa una parábola cuyo eje es paralelo al 
eje Y. 

Se reduce la ecuación: 

97 
4 x2 - 20 x - 24 y + 97 = O ; x2 - 5x - 6y + - = O 

4 

Se completan cuadrados: 
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5 ' (r- 2J = 6y- 18 

y se obtiene: 

En esta ecuación se observa que las coordenadas del vértice son: 

(~' 3) 
Como 4p = 6,p = 3/2 y la parábola se abre hacia la parte positiva del eje 

Y, entonces el foco está sobre un eje paralelo al eje Y, por lo que sus coorde­
nadas son: 

o sea: 

La ecuación de la directriz es: 

o sea: 

La longitud del lado recto es: 

3 
y=3--

2 

3 
y=-

2 

l4p 1 = 4 ( ~) = 6 

.. L.R. = 6 



Ejemplo 8 

Obtener la representación gráfica de las siguientes parábolas: 

a)y=;}x~-x+l 

Solución 

Multiplíquese la ecuación por 4 : 

4 y= x~- 4x + 4; la cual se puede escribir como: 4y = (x- 2)' o bien: 
(x - 2)! = 4y; de lo cual se obtiene: eje focal paralelo al eje Y, V(2, 0), F(2, 1) 
y longitud del lado recto = 4. Como p >O, se abre hacia arriba. 

b) y = -2x2 + 8x - 4 

Solución 

Factorizando -2: 

y 

y = -2 (xl- 4x + 2) 

completando un trinomio cuadrado perfecto dentro del paréntesis: 

y= -2 (xz- 4x + 4- 2) 

y = -2 (x - 2)2 + 4 

y - 4 = -2 (x - 2)2 

o bien (x - 2)2 = - ~0' - 4) 

por lo que se obtiene: eje focal paralelo al eje Y, V (2, 4), F (2, 3.875). 
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Longitud del lado recto = 11 2. Como p < O, se abre hacia abajo. 

y 

c)y=±v'8x-8-2 

Solución 

La ecuación dada se puede expresar como: 

y + 2 = ±v'8x- 8 

(y + 2)2 = 8~1.' - l ); de donde se obtiene: eje focal paralelo al eje X, 

V (1,- 2), F (3,- 2). 

Longitud del lado recto = l4p 1 = 8. Como p >O, se abre hacia la 
derecha. 

y 
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Ejercicios 

Ewación de la parábola de vértice en el origen y eje focal sobre wz eje 
coordenado 

l. Determinar las coordenadas del foco, la longitud del lado recto y la 
ecuación de la directriz de las siguientes parábolas: 

a)y2 = 6x 

b)x2 = 8y =O 

2. Determinar la ecuación de la parábola con foco F(3, O) y directriz 
x+3=0 

Ecuación de la parábola con vértice en (h, k) y eje focal paralelo a un eje 
coordenado · 

3. Determinar la ecuación de la parábola de vértice V(-2, 3) y foco F (1, 3). 

4. Determinar la ecuación de la parábola con foco en el punto F (-2, -1) y 
cuyo lado recto es el segmento entre los puntosA (-2, 2) y B (-2, -4). 

Ecuación general de la parábola 

5. Demostrar que la ecuación y 2 +y - 3x + 1 =O representa una parábola. 
Determinar las coordenadas del vértice y del foco y la ecuación de la 
directriz. 



MÓDULO 6. ELIPSE 

Objetivos específicos 
Al tenninar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Obtendrá la ecuación de la elipse a partir de datos tales como: focos, centro, 
eje mayor, eje menor, lado recro. 

• Dada una ecuación identificará si se trata de una elipse y obtendrá caracte­
rísticas tales como: focos, centro, eje mayor, eje menor, lado recto y la gráfica 
respectil•a. 

Condición geométrica 

• En una elipse, la 
suma de las dis­
tancias de cuales­
quiera de sus 
puntos a dos pun­
tos fijos Ft y F~ 
(focos) es cons­
tante. 

loCootm'" el mi­gen (0, O) 

Cuadro sinóptico 

v, 

o Eje focal en el 
eje X 

89 

Represen ladón analítica 

L (eje focal) 

L' 
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Condición geométrica 

o Centro en (lz, k) 

e Longitud del lado 
recto: 

<t Longitud del eje 
mayor: 

e Longitud del eje 
menor: 

e Distancia entre 
los focos: 

• Ecuación general: 

• Indicador: 

o Elipse cuyo eje es 
paralelo al eje X 
o al eje Y: 

o Un punto: 

e Ningún lugar geo­
métrico: 

Cuadro sinóptico 1 Continuación 

o Eje focal en el 
eje Y 

o Eje focal pa­
ralelo o coin­
cidente al eje 
X 

o Eje focal pa­
ralelo o coin­
cidente al eje 
y 

Representación analítica 

--
a 

2a 

2)¡ 

., ' ., y ' z 2 e· e- =a- - b -. e = a-·- b 
' ' 

? ? 
Ax-+ey-+Dx+Ey+F=O 

A ~O, e~ O, A, e del mismo signo y N>O 

N=O 

N< O 



6.1. Generalidades 

Definición: Una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos del 
plano tales que la suma de las distancias de cada uno de ellos a dos 
puntos fijos F1 y F¡, llamados focos, es constante. 

P(x, y) 82 
..... F, P + P F2 =cte . 

...... ...... ..... 
............ 

............. b 
.................... 

L (eje focal) 
v, e (foco)F2 V2 

e a 
L' 

Figura 6.1 

La rectaL que contiene los focos de la elipse se llama eje focal. 
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Los puntos V¡ y Vz en los cuales se intcrseca la elipse con su eje focal se 
llaman vénices. 

El punto C está en el eje focal y es el punto medio del segmento F1 F2; este 
punto es el centro de la elipse. 

La rectaL' que contiene el centro de la elipse y es perpendicular al eje fo­
cal, se llama eje trans1•ersal. 

Al segmento del eje focal comprendido entre los vértices V1 y V¡ se le lla­
ma eje mayor y su longitud es igual a 2 a, en donde a es llamada semieje ma­
yor. 

Al segmento del eje transversal comprendido entre los puntos B1 y B2 (in-. 
tersecciones de la elipse con su eje transversal) se le llama eje menor y su lon­
gitud es igual a 2h, en donde bes llamada semieje menor. 

La distancia e que hay entre el centro de la elipse y cualquiera de sus dos 
focos se llama distancia focal y es igual a: 

o sea que: 

c=Val-b! 
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6.2. Ecuación de la elipse con centro 
en el origen y eje focal coincidente 
con un eje coordenado 

Sea un·a elipse con centro en el origen y eje focal coincidente con el eje 
coordenado X. La ecuación de esta elipse es: 

Los focos tienen por coordenadas F 1 (-e, 0), F, (e, O) y los vértices 
V 1 (-a, O) y V, (a, O) (1•c'ase la figura 6.2). 

y a> b 

v,(-a. o¡ C(O.O) 

o 

b 

a 

Figura 6.2 

Ahora consideremos una elipse con centro en el origen y eje focal coinci­
dente con el eje Y. Su ecuación es: 

x2 y.! 

1

-+-=1 
b' a' 

a>b 

Los focos tienen por coordenadas F,(O, -e), F,(O, e) y los vértices V,(O, -a) 
y V,( o, a) (l'éase la figura 6.3). 

a 

y 

b 
t---...¡v2(0. a) 

V1 (O. -a) 

Figura 6.3 

a>b 

F,(o. -e) 
F2(0. e) 



6.3. Lado recto de la elipse 
Considérese la siguiente gráfica de una elipse. 

e 

Figura 6.4 
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Vz_ 

En la gráfica se ha representado el segmento M M1, que e¿ una cuerda per­
pendicular al eje focal y que contiene un foco de la elipse; a esta cuerda se le 
llama lado recto de la elipse y su longitud es igual a 2 b~ /a o sea: 

Ejemplo 1 

LR. = 2b~ 
a 

Dada la elipse 9x' + 16y' = 576, calcular las longitudes del semieje ma­
yor y semieje menor, las coordenadas de los focos y la longitud del lado recto. 

Solución 

La ecuación 9 x' + 16 y 2 = 576 también se puede escribir como: 

Por lo tanto: 

X' vZ 
-+L-=1 
64 36 

Semieje mayor a = 8 

Semieje menor b = 6 

Como e = va ' - b ' = 2 VI y el eje focal está en el eje X, las coordenadas 
de los focos son: 
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Ft(-2 17, O) y F2(2 17, O) 

La longitud del lado recto es: 

L R = 2 b 2 = l_(Qll = 72 = 9 
· · a 8 8 

L.R. = 9 

Ejemplo 2 

Determinar la ecuación de la elipse con centro en el origen, uno de sus fo­
cos el punto (0, 3) y semieje mayor igual a 5. 

Solución 

Datos: 

Ahora bien: 

Por lo tanto: 

a=5 c=3 

b = .,¡25 - 9 = 4 b = 4 

Como el eje focal se encuentra en el eje Y, la ecuación de la elipse es: 

6.4. Ecuación de la elipse con centro 
no coincidente con el origen y 
eje focal paralelo a un eje coordenado 

Sea una elipse cuyo centro tiene por coordenadas (Ir, k) y eje focal parale­
lo al eje coordenado X, tal que Ir ;é O y/ o k ;é O. La ecuación de esta elipse 
es: 

Los focos tienen por coordenadas Ft(lr -e, k), Fz(lr + e, k) y los vértices 
V 1 (Ir -a, k) y V 2 (Ir +a, k) (véase la figura 6.5). 



y 

V1(h-a, k) C(h, k) V2(h + a, 1<) 

--~------+---------~x o 
Figura 6.5 
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Si consideramos que la elipse tiene su centro con coordenadas (Ir, k) y que 
su eje focal es paralelo al eje coordenado Y, su ecuación es: 

l(x-lz)Z (y-k)~ l 
b 2 + a z == 1 a >b 

Los focos tienen por coordenadas F1(/r, k- e), Fz(lr, k + e) y los vértices 
V 1 (Ir, k- a) y V 2 (ir, k+ a) (véase la figura 6.6). 

En estos casos la longitud del lado recto es también igual a 2 b 2 1 a 
y 

F1(h, k- e) 

F2(h, k + e) 

C(h, k) 

--~+----------+V~1~~~·~k_-~a~) ______ _.x 
o Figura 6.6 
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Ejemplo 3 

Determinar la ecuación de la elipse con centro C(2, -3), un foco F(-1, -3) 
y semieje menor igual a 4. 

Solución 

b=4 c=2-(-1)=3 

SI 

c=Va'-b', a=Vc2+b' 

o sea que: 

a= V9+16 = 5 

El eje focal es paralelo al eje X, por lo que la ecuación de la elipse es: 

(x - 2) 2 fy + 3) 2 _ 

25 + 16 - 1 

Ejemplo 4 

Dada la ecuación de la elipse: 

(x-1) 2 Ú'-2)2_ 
45 + 20 - 1 

Calcular las longitudes del semieje mayor y el semieje menor, las coorde­
nadas del centro y de los focos y la longitud del lado recto. 

Solución 

De la ecuación: 

a=v'45=3VS 

b=..fJJ5=2V5 

Las coordenadas del centro son: 

C(l, 2) 

Se encuentra el valor de e para obtener las coordenadas de los focos: 

e= Va 2- b 2 = V45- 20 = ill = 5 :. e = 5 

Como el eje mayor es paralelo al eje X, las coordenadas de los focos son: 
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F 1(6, 2), F,(-4, 2) 

Lado recto: 

LR = l:_b 2 = l{~ = 8/5 
· a 3/5 3 

6.5. Ecuación general de la elipse 
Sea una ecuación de segundo grado en x,y, del tipo: 

1 Ax 2 +ey 2 +Dx+Ey+F=O 

Sea: N= e D 2 +A E z- 4A e F 

• Si A ~ O, e ~ O, A < e, N > O y A y e tienen el mismo signo, la ecuación 
representa una elipse con eje focal paralelo o coincidente con el eje X. 

• Si A ~ O, e ~ O, A > e, N > O y A y e tienen el mismo signo, la ecuación 
representa una elipse con eje focal paralelo o coincidente con el eje Y. 

• Si N =O, la ecuación representa un punto único comúnmente llamado 
punto elipse. 

• Si N <O, la ecuación no representa ningún lugar geométrico. 

Ejemplo 5 

Dada la ecuación general: 

x z + 4y z- 6x + 16y + 21 = O 

a) Determinar si representa una elipse. 
b) Deducir su ecuación en la forma ordinaria. 
e) Obtener las coordenadas de su centro. 
d) Obtener la longitud de los semiejes mayor y menor. 
e) Obtener las coordenadas de los focos. 
f) Obtener la longitud del lado recto. 

Solución 

a) De la ecuación general se obtiene: 

A = 1, e = 4, D = -6, E = 16 y F = 21 

N= e D 2 +A E 2- 4A e F = 4( -6) 2 + (1) (16) 2- 4 (1) 4 (21) 
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N=64>0 

por lo cual la ecuación está definida para valores reales de x y y, o sea que sí 
representa una elipse. 

b)x2+4y2-6x+16y+21=0 

Se agrupan términos y se completan cuadrados: 

x 2- 6x + 9 + 4 (y 2 + 4y + 4) + 21- 9- 16 =O 

(x - 3) 2 + 4(y + 2) 2 = 4 

O bien: 

(x - 3) 2 + (y + 2) 2 = 1 
4 1 

De la ecuación anterior se deducen los incisos e) y d): 
e) Centro: 

C(3, -2) 

d) Semieje mayor: 

a=2 

Semieje menor: 

b = 1 

e) Las coordenadas de los focos se obtienen por medio de la expresión: 

F(h ±e, k) 

Se calcula el valor de e: 

e= va 2- b 2 = v4- 1 = ..f3 

F ¡(3- ..f3, -2) F 2(3 + ..f3, -2) 

f ) Lado recto: 

2b 2 2 ----
a 2 

.. L.R.=l 

Ejercicios 

Ecuación de la elipse con centro en el origen y eje focal sobre un eje 
coordenado 
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l. En cada una de las elipses siguientes, calcular la longitud del semieje ma­
yor, la longitud del semieje menor, las coordenadas de los focos y la longi­
tud del lado recto. 

x2 v2 
b)-+.l_=l 

8 12 

2. Determinar la ecuación de cada una de las siguientes elipses, de manera 
que satisfagan las condiciones que se indican. 

a) Focos ( ± 4, 0), vértices ( ± 5, O) 
b) L. R. = 5, vértices(± 10, O) 

Ecuación de la elipse con centro en cualquier pulllo (h, k) y eje focal parale­
lo a un eje coordenado 

3. Determinar la ecuación de la elipse de centro C(4, -1), uno de los focos 
F(l, -1) y que contiene el puntoA(S, O). 

4. Dada la ecuación de la elipse: 

(x - 2) 2 (y + 3) 2 _ 

16 + 9 - 1 

determinar las coordenadas del centro, el semieje mayor, el semieje menor, 
las coordenadas de los focos y la longitud del lado recto. 

Ecuación general de la elipse 

5. Dada la ecuación: 

4x 2 + 9 y 2- 48x + 72y + 144 =O 

a) Decir si la ecuación define una elipse. 
b) Deducir su ecuación en la forma ordinaria. 
e) Obtener las coordenadas de su centro. 
d) Obtener las longitudes de los semiejes mayor y menor. 
e) Obtener las coordenadas de los focos. 
f) Obtener la longitud del lado recto. 



MÓDULO 7. HIPÉRBOLA 

Objetivos específicos 

Al tenninar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Obtendrá la ewación y la gráfica de la hipérbola a partir de sus caracterfsti­
cas, tales como: focos, centro, eje transverso, eje conjugado y lado recto. 

• Dada una ecuación identificará si se trata de una hipérbola y detenninará 
sus caracterfsticas, tales como: focos, celllro, eje trans1•erso, eje conjugado, 
lado recto y gráfica. 

Condición geométrica 

o En una hipér­
bola, la dife­
rencia en va­
lor absoluto 
de las distan­
cias de cuales­
quiera de sus 
puntos a dos 
puntos fijos 
Ft y Fz (fo­
cos) es cons­
tante. 

Cuadro sinóptico 

Representación analítica 

b 

L (eje focal) 

e a 

L' 

101 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

Condición geométrica Representación analítica 

o Centro en el 
origen (O, O) 

o Centro en 
(h, k) 

Equilátera 

o Centro en el 
origen (0, O) 

Conjugada 

• Centro en el 
origen (0, O) 

o Eje focal en el 
eje X 

o Eje focal en el 
eje Y 

o Eje focal para­
lelo o coinci­
dente al eje X 

o Eje focal para­
lelo o coinci­
dente al eje Y 

o Eje focal en el 
eje X 

o Eje focal en el 
eje Y 

o Eje focal gira­
do a 45" con 
respecto a los 
ejes coordena­
dos 

o Eje focal en el 
eje X 

o Eje focal en el 
eje Y 

x y = K; K = cte. >é O 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

Condición geométrica Representación analítica 

o Centro en el 
origen (0, O) 

o Longitud del 
lado recto: 

o Longitud del 
eje transverso: 

o Longitud del 
eje conjugado: 

o Longitud en­
tre los focos: 

o Eje focal en el 
eje Y 

conjugada: 

2a 

2b 

• Ecuación ge­
neral: 

Ax 2 +ey 2 +Dx+Ey+F=O 

• Indicador: N=eD 2+AE 2 -4AeF 

o Hipérbola con eje focal paralelo o-coin­
cidente con el eje X o con el eje Y: 

o Dos rectas que se intersecan en un 
punto: 

A ~ O, e ~ O, N ~ O, 

A y e, de signo contrario. 

A ~ O, e ~ O, N = O, 

A y e, de signo 
contrario. 
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7.1. Generalidades 

Definición: Una hipérbola es el lugar geométrico de todos los 
puntos del plano tales que la diferencia en válor absoluto de las 
distancias de cada uno de ellos a dos puntos fijos F, y F, llamados 
focos, es igual a una constante. 

1 F";"P - P F 2l = cte. 

b 

e a 

L' 

Figura 7.1 

1 

""'/ P(x, y) 
1 

1 
1 

1 F2 L(eje focal) 

La rectaL que contiene los focos de la hipérbola se llama eje focal. 
Los puntos V1 y V1 en los cuales se interseca la hipérbola con su eje focal, 

se llaman vértices. 
El punto C está en el eje focal y es el punto medio del segmento F,F,; este 

punto es el centro de la hipérbola. 
La recta L' que contiene el centro de la hipérbola y es perpendicular al 

eje focal se llama eje nonna/. 
Al segmento del eje focal comprendido entre los vértices V¡ y V, se le lla­

ma eje transverso y su longitud es igual a 2a, en donde a es llamada semieje 
transverso. 

Las rectas A 1 y A 2 son las asíntotas de la hipérbola. 
Al segmento del eje normal comprendido entre los puntos B 1 y B ,, los 

cuales se relacionan con las asíntotas y los focos, como se muestra en la figma 
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7.1, se le llama eje conjugado y su longitud es igual a 21J, en donde bes el semi­
eje conjugado. 

La distancia que hay entre el centro de 1:! hipérbola y cualquiera de sus 
dos foco.s se llama distancia focal y es igual a: 

o sea: 

1 e= va 2 + b 2 1 

7.2. Ecuación de la hipérbola con centro en el origen y 
eje focal coincidente con un eje coordenado 

Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal coincidente con el eje 
coordenado X. Su ecuación es: 

Los focos tienen por coordenadas Ft(-c, O), F2(c, O) y los vértices Vt(-a, 
O) y V2(a, O) (véase la figura 7.2). 

y 

Figura 7.2 

F, (-e, O) 
F2(c, O) 
v, (-a, O) 
V2(a, O) 

Si se tiene una hipérbola con centro en el origen y eje focal_ coincidente 
con el eje Y, su ecuación es: 
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.r_: xz_ 
,-b,-1 

a - -

Los focos tienen por coordenadas F¡(Q, e), F~(O, e) y los vértices V¡(O,- a), 
v~(o, a) (véase la figura 7.3). 

y 
F,(o. -e) 
F2(0, e) 

v~(O~;)-la 

-------------+-------L----~x 
O C(O, O) . 

v, (0, -a) 
.-.,.....~ 

7.3. Lado recto de una hipérbola 
Considérese la siguiente gráfica de una hipérbola. 

e 

Figura 7.3 

Figura 7.4 

El segmento Af M1 representado en la gráfica corresponde a una cuerda 
perpendicular al eje focal y que contiene a un foco de la hipérbola; a esta 
cuerda se le llama lado recto de la hipérbola y su longitud es igual a 2 b2/a 
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L.R.=2b1 
a 
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Los vértices de una hipérbola son los puntos V t(O, 3) y V 1(0, -3) y sus fo­
cos los puntos F t(O, 5) y F 1(0, -5). Determinar la ecuación de la hipérbola, 
bs longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y la longitud de cada lado 
recto. 

Solución 

Como los vértices y los focos están sobre el eje Y, el eje focal coincide con 
el eje Y. Además, el punto medio del eje transverso está evidentemente en el 
origen. La ecuación de la hipérbola será de la forma: 

La distancia entre los vértices es: 2a = 2(3) = ú que es la longitud del eje 
transverso. 

La distancia entre los focos es: 2c = 2(5) = 10 

Por lo tanto: 

a = 3; e = 5 

Ahora se aplica la relación: 

y se despeja b: 

b 2 = e z - a z = 25 - 9 = lú 

La longitud del eje conjugado es: 

2b = 8 

La ecuación de la hipérbola es entonces: 

L xz-
9 - lú- 1 
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La longitud de cada lado recto es: 

Ejemplo 2 

32 
L.R.=3 

Determinar la ecuación de la hipérbola con centro en el origen, eje focal 
en el eje Y y que contiene los puntosA ( 4, ó) y B (1, -3). 

Solución 

Se sustituyen x y y por las coordenadas de los puntos dados en la 
ecuación 

.xz xz 
---= 1 
a z b 2 

y resultan dos ecuaciones en a y b: 

.\.2l..:. - .~l..:. = 1· ( -3) ! 1 
--- = 1 

a 2 b 2 ' a! b' 

9 1 ---=1 
a 2 b! 

(1) 

(2) 

Para resolver el sistema de ecuaciones formado por las expresiones (1) y 
(2), se multiplica la expresión (2) por- 4 y se efectúa la suma. 

36 4 -- +- = -4 
a' b 2 

-12 
b! = -3 

-P --= = b 2 :. b 2 = 4 
-3 

Para obtener el valor de a! se sustituye b 2 = 4 en la expresión (2): 



9 1 ---==1 
a 2 4 

9 5 ' 36 --- . a---
a'-4 ·· -5 
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Se sustituyen los valores de a 2 y b 2 en la ecuación original y se simplifica: 

5 V! X! 
----==1 
36 4 

7.4. Ecuación de la hipérbola con centro no 
coincidente en el origen y eje focal paralelo a un 
eje coordenado 

Sea una hipérbola cuyo centro tiene por coordenadas (lz, k) y eje focal pa­
ralelo al eje coordenado X, tal que h ~ O y/o k ~ O. Su ecuación es: 

(r-h)Z (v-k)Z 
a 2 b 2 

Sus focos tienen por coordenadas F 1 (lz -e, k), F 2 (h +e, k) y sus vértices 
son V 1 (lz -a, k) y V 2 (lz +a, k) (1•éase la figura 7.5). 

y 
V1(h-a,k) 
V2(h + a, k) 

C(h, k) 

Figura 7.5 
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Si el centro de la hipérbola es C (h, k) y su eje focal es paralelo al eje Y, en­
tonces su ecuación es: 

Los focos tienen por coordenadas: 

F 1 (h,k-c), F! (h,k +e) 

y los vértices: 

V¡(h,k-a), Vz(h,k+a) 

En estos casos la longitud del lado recto es tamhién igual a 
2 

b 
2 

a 

y 

Ejemplo 3 

V2(h, k + a) 

C(h, k) 

Figura 7.6 

F1(h, k- e) 
F2(h, k + e) 

Determinar la ecuación de la hipérbola con centro en C(- 4, 1), un vértice 
en V(2, 1) y semieje conjugado igual a 4. 



Solución 

La distancia entre el centro y el vértice es 6; luego a = 6 
El semieje conjugado es 4; luego b = 4 
Se sustituye en: 

( ,.x.:__-__:_:_.h )'--2 iY - k) z -
- - -1 

a 2 b 2 

y se tiene: 

(x + 4) 2 (y - 1) 2 _ 

36 - 16 - 1 

Ejemplo 4 

Dada la hipérbola 9 (x- 1) 2- 16 (y+ 2) 2 = 144, determinar su centro, 
vértices, focos y trazar su gráfica. 

Solución 

Se escribe la ecuación en la forma: 

De donde el centro es: 

y los vértices son: 

Se calcula e: 

(x- 1) 2 (y + 2) 2 _ 
- -1 

16 9 

e (1,-2) 

V 1 (-3, -2) 

V 2 (5, -2) 

e = v'l6 + 9 = -f'i3 = 5 

Por lo que los focos son: 

F 1 (--4, -2) , F 2 (6, -2) 

La gráfica es: 



ll2 

y 

C(1, -2) 

V¡ 

Figura 7.7 

7.5. Asíntotas de la hipérbola 

V¡ (-3, -2) 
V2(S, -2) 

En el apartado 2.1.4 se definió qué es una asíntota. La hipérbola tiene dos 
asíntotas, como se muestra en la siguiente figura. 

y 

Figura 7.8 
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r2 1'2 
Para una hipérbola de ecuación -· - - - = 1 sus asíntotas tienen por 

a 2 b 2 

ecuaciones: 

Si una hipérbola tiene ecuación 1'2 - x 
2 

= 1 las asíntotas tienen por a 2 b 2 , 

ecuaciones: 

~~y=-!!..x 
~~ 

Si la ecuación de una hipérbola está en la forma A x 2 + By z + F = O, las 
ecuaciones de las asíntotas pueden obtenerse haciendo F = O y factorizando 
la expresión resultante; con cada uno de los factores igualado a cero obtene­
mos la ecuación de una asíntota. 

Ejemplo 5 

Determinar las ecuaciones de las asíntotas a la hipérbola de la ecuación: 

Solución 

1'2 X 2 

16-4 = 1 

Dado que el eje transverso coincide con el eje Y, las asíntotas tendrán por 
ccuacwnes: 

Ejemplo 6 

a 
y= -x 

b 

a=4 

y= 2x 

a 
y= -¡;x 

b=2 

y= -2x 

Determinar las ecuaciones de las asíntotas a la hipérbola: 
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Solución 

Se hace F = 0: 

9x2-4y2=0 

Se factoriza la expres!ón anterior: 

(3x + 2y) (3x + 2y) =O 

De donde: 

3x + 2y =O 3x- 2y =O 

Ejemplo 7 

Determinar la ecuación de la hipérbola que contiene el punto A (6, 2), tie­
ne su centro en el origen, su eje transverso está sobre el eje X y una de sus 
asíntotas es la recta 2x- 5 y= O. 

Solución 

De acuerdo con las ecuaciones de las asíntotas, la otra asíntota es la recta 
2x+5y=O. 

Las ecuaciones de ambas asíntotas pueden obtenerse haciendo k = O en la 
ecuación (2x- 5 y) (2x + 5 y) =k. O sea: 

4x2-25y2=k 

Como la hipérbola buscada debe contener el puntoA(6, 2), las coordena­
das de este punto deben satisfacer la ecuación de la hipérbola. Por lo tanto: 

Se sustituyen x = 6 y y = 2 en la ecuación anterior y se tiene que: 

k= 44 

La ecuación de la hipérbola que se busca es: 

4x 2- 25 y 2 = 44 

Ejemplo 8 

Determinar los puntos de intersección de la recta 2x- 9 y + 12 =O con 
las asíntotas de la hipérbola: 

4x2-9y2=ll 

Solución 

Se iguala a cero: 



Se factoriza: 

De donde: 

O también: 

4xZ-9yZ=O 

(2x+3y)(2x-3y)=O 

(2x+3y)=O y (2x-3y)=O 

2 
y= -x 

3 
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Al sustituir estos valores de y en la ecuación de la recta se tiene: 
2 

e Para y=-x 
3 

2 
eParay =- -x 

3 

2 
2x- 9( 3 x) + 12 =O 

2 X -
18 

X + 12 = 0 
3 

( 
6 -18) .x 3 +12=0 

-12 
X= -(3) = 3 

-12 

.'o X= 3; y= 2 

2x- 9 ( - ~ x) + 12 =O 

18 
2x + 3x + 12 =O 

X = _ 12 (3) = 3 
24 2 

3 
00 x= -2 ;y=l 
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Así, los puntos son: 

p 1 ( 3, 2 ) y p 2 ( - ~ ' 1 ) 

7.6. Hipérbola equilátera o rectangular 
Un caso particular de la hipérbola se presenta cuando.sus ejes conjugado y 

transverso son de igual longitud. A una hipérbola con esta característica se le 
llama equilátera o rectangular. 

Si la hipérbola es del tipo ~: - ~ = 1 y es equilátera, entonces a = b, 

x2 y2 
por lo que su ecuación se puede expresar como ~2 - ~, = 1; o se~: 

a a· 

que es la ecuación de una hipérbola equilátera con centro en el origen y eje 
focal coincidente con el eje coordenado X. 

Si la hipérbola tiene centro en el origen y su eje focal coincide con el eje Y, 
su ecuación es: · 

Cuando el centro tiene coordenadas (h, k) y el eje focal es paralelo al eje X 
o al eje Y, las ecuaciones respectivas son: 

(x- h)Z- (y- k) z =a 2 

(y- k) 2- (x- h) 2 =a 2 

Una forma particularmente simple y útil de la ecuación de la hipérbola 
equilátera es: 

x y = K K = constante, diferente de cero 
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En este caso la hipérbol::t equilátera tiene su centro en el origen, pero sus 
ejes están girados 45° con respecto a los ejes coordenados, por lo que bs 
asíntotas de la hipérbola resultan ser estos últimos (1•éase la figura 7.9). 

y y 

xy =k, k> O xy =k, k< O 

Figura 7.9 

Cuando una hipérbola equilátera de este tipo tiene su centro en un punto 
de coordenadas (lz, k), su ecuación queda expresada como: 

1 (x - lz) 0•- k) = K 1 K = constante, diferente de cero 

y y 

K>O =K; K< O 

Figura 7.10 
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Las asíntotas están dadas por las ecuaciones: 

Ejemplo 9 

Determinar la ecuación de la hipérbola equilátera que contiene el punto 
B(-1, -:5), tiene por asíntotas los ejes coordenados y centro en el origen. 

Solución 

x y = k; al sustituir en esta ecuación las coordenadas del punto 

se tiene: 

B(-1, -5) 

(-1) (-5) =K 

(-1) (-5) = 5 

. . el valor de K es igual a 5 

Y la ecuación de la hipérbola equilátera será: 

xy = 5 

Ejemplo 10 

Obtener las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola de ecuación: 

xy-4y=5 

Solución 

Al factorizar se tiene: 

(x-4)y=5 

de donde las ecuaciones de las asíntotas son: 

X- 4 =O; y= o 
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7.7. Hipérbolas conjugadas 

Sea la hipérbola de ecuación ~ - y_:_b 

2 
= 1 como se muestra con línea a 2 2 

gruesa en la figura 7.11. 
Las asíntotas de esta hipérbola son también asíntotas de la hipérbola dibu­

jada con línea delgada y cuya ecuación es: 

v2 x2 
---=1 
b 2 a 2 

Figura 7.11 

Además de tener las mismas asíntotas, entre estas dos hipérbolas se tiene 
que el eje transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de la otra. En 
este caso decimos que las hipérbolas son conj11gadas o que cada hipérbola es 
la conj11gada de la otra. 

x' v2 v2 x2 
a~ - ~ = 1; su conjugada es: bz- a 2 = 1 

X.: - x 
2 

= 1· su conjugada es: y_:_b 

2

2 
- xa 

2

2 
= 1 

a 2 b z ' 

Ejemplo 11 

Escribir la ecuación de la hipérbola conjugada de la hipérbola: 
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Determinar además. las ecuaciones de las asíntotas y las coordenadas de 
los focos de ambas hipérbolas. · 

Solución 

La ecuación de la hipérbola conjugada es: 

En las dos hipérbolas: 

~ x2-
16- 9 - 1 

e= v9 + 16 = 5 

Las coordenadas de los focos de la hipérbola dada son: 

y los de la conjugada: 

Las ecuaciones de las asíntotas son las mismas para las dos hipérbolas: 

7.8. Ecuación general de la hipérbola 
Sea una ecuación de segundo grado enx, y, del tipo: 

1 Ax 2 +ey 2 +Dx+Ey+F=O 

Sea: N = e D 2 +A E 2 - 4 A e F. 
• Si A ;to O, e ;to O, N ;é O, A y e son de signo contrario, la ecuación repre­

senta una hipérbola con eje focal paralelo o coincidente con el eje X o con 
el eje Y. 

o Si A ;to O, e ;to O, N = O, A y e son de signo contrario, la ecuación repre­
senta dos rectas que se intersecan. 
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• Si A y e son de signo contrario y N = O, la ccuacit'm representa un par de 
rectas que se intersecan en un punto. 

Ejemplo 12 · 

Dada la ecuación general: 

9x 2- 16y 2- 18x- 64y- 199 =O 

a) Determinar si representa una hipérbola. 
b) Obtener su ecuación en la forma ordinaria. 
e) Determinar bs coordenadas de su centro, de sus focos y sus vértices. 
d) Calcular la longitud de su lado recto. 
e) Determin:u las ecuaciones de sus asíntot:1s y su hipérbola conjugada. 

Solltción 

a) De la ecuación general tenemos: 

A = 9, e= -16, D = -18, E=- 64, F = -199 

N = e D 2 + A E 2 - 4 A e F = 82 944 "' O 

:. La ecuación representa una hipérbola. 

b) Se completan cuadrados y se agrupan términos: 

9 (x ~- 2x + 1) - 16 (y 2 + 4y + 4) = 199- 64 + 9 

9 (x - 1) 2- 16 (y + 2) 2 = 144 

. (r - 1) 2 _ (y+ 22_2. _ 
. . 16 9 - 1 

e) e (1, -2), F, (- 4, -2), F ~ (6, -2), V 1 (-3, -2), V 1 (5, -2) 
. 2b 2 9 

d) Lado recto =-a- ; L. R. = 2 
3 3 

e)y+2=¡(x-1); y+2=-¡(x-1) 

(asíntota) (asíntota) 
. . . (V + 2) 2 Gr - 1) 2 _ 

Conjugada. 
9 

-
16 

- 1 

Ejemplo 13 

Obtener la representación gráfica de las siguientes hipérbolas: 

a)y= ±vx 2 -4 b)y= ±Y(9/4)(r-2) 2 +9-1 
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c)9x2-I6y2-18x-64y-199=0 

Solución 

a) Se elevan al cuadrado am­
bos miembros de la ecuación: 

Por lo que la ecuación se 
puede escribir como: 

Lo cual resulta ser una hi­
pérbola equilátera cuyos lados 
miden 2, con centro en el ori­
gen y eje focal el eje X, 
V 1 (2, 0), V¡(- 2, O),F 1 (+ 18,0) 
F 2 (- 18, O) y L.R. = 4. 

Ecuaciones de las asíntotas: 

y= ±x 

b) La ecuación se puede es­
cribir como 

y+ 1 = ± V ( 9/4) (x- 2) z + 9 

Se elevan al cuadrado ambos 
miembros de la ecuación: 

(y+ 1) 2 = ( 9/4) (x- 2)2 + 9 

Se multiplica toda la ecua­
ción por 4: 

4(y + 1) z = 9 (r- 2) 2 + 36 

por lo que 

4(y + 1) z - 9 (x - 2) z = 36 

Se divide toda la ecuación 
entre 36: 

y 



4(y + 1) ! 9 (x - 2) 2 

36 - 36 = 1 

por lo que 

(4+1)2 (x-2)2 
- =1 

9 4 

de donde se obtiene: 
Eje focal paralelo al eje Y 
V 1 (2, 2), V 2 (2, -4), F 1 (2, -1 + ill), 

8 
F 2 (2, -1- v'3), L.R. = 3 

Ecuaciones de las asíntotas: 

3 3 
y = 2 X - 4; y = - 2 X + 2 

e) En el ejemplo 12, la hipérbola 

9x2 -16y2 -18x- 64y- 199 =O 

se transformó en la ecuación: 

(x- 1) z (y + 2) 
16 - 9 = 1 

Ejercicios 
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y 

Ecuación de la hipérbola con centro en el origen y eje focal sobre 1111 eje coor­
denado. 

!.Determinar la ecuación de la hipérbola de ejes coincidentes con los 
coordenados, de centro en el origen, si la longitud del lado recto es 18 y la 
distancia entre los focos es 12. 
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2. Determinar la ecuación de la hipérbola de centro en el origen, ejes coin­
cidentes con los ejes coordenados y que contiene los puntos A (1, 1) y 8(9, 5). 

Ecuación de la hipérbola con centro en (h, k) 

3. Dada la hipérbola (x- 2) z- 9 (y- 2) 2 = 9 

a) Encontrar las coordenadas de su centro. 
b) Encontrar las coordenadas de sus focos. 
e) Encontrar las coordenadas de sus vértices. 
d) Calcular la longitud de su lado recto. 
e) Trazar su gráfica. 

4. Determinar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya tliferen­
cia de distancias a los puntos fijos F 1 (-6, ---4) y F, (2,---4) es igual a 6. 

Asíntotas de la hipérbola 

5. Determinar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones 
de las asíntotas, la longitud del lado recto y la representación gr:ífica de la hi­
pérbola: 

9xZ- 16y' = 144 

6.:0ada la hipérbola (r - 2) 2 - 9 (y - 2) 2 = 9, obtener las ecuaciones de 
sus asíntotas. 

7. Obtener la ecuación de la hipérbola que contiene el punto A ( 4, 6) y cu­
yas asíntotas son: 

y= ± I'Jx 

Hipérbola equilátera o rectangular 

8. Obtener la ecuación de la hipérbola equilátera que contiene el punto 
5(3, 1) y tiene por asíntotas la recta x - 1 = O y el eje de las X. 

9. Obtener las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola de ecuación 
xy =l. 

Hipérbolas conjugadas 

10. Determinar las coordenadas de los vértices y de los focos de la hipérbo­
la conjugada a la hipérbola de ecuación: 

9x 2 - 4y 2 = 36 



Ecuación general de la hipérbola 

11. Dada 13 ecuación general de la hipérbola: 

9 X 2 - 4 y 2 - 54x - 8 .)' + JJ3 = Ü 

Determinar: 
a) Su ecuación en la forma ordinaria. 
b) Las coordenadas de su centro, vértices y focos. 
e) La longitud de su lado recto. 
d) Las ecuaciones de sus asíntotas. 
e) La ecuación de la hipérbola conjugada. 



MÓDULO 8. SECCIONES PLANAS 

Objetivos específicos 
Al tenninar el estudio de este 1ilódulo, el alumno: 

• A partir de la ecuación general de segundo grado, identificará el tipo de 
cónica. 

• Graficará el tipo de cónica a partir de la ecuación dada. 

Condición geométrica 

o Circunferencia: Pla­
no n perpendicular 
al eje del cono. 

Cuadro sinóptico 

Representación analítica 

127 
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Í Condición geométrica 

1 
1 

1 ¡ o Parábola: Plano n 
paralelo a una posi­
ción de la genera­
triz. 

o Elipse: Plano n for­
ma un ángulo a 
con la horizontal y 
no paralelo a la ge­
neratriz. 

o Hipérbola: Plano n 
paralelo al eje del 
cono. 

Cuadro sinóptico jcontinu3ción 

Representación analítka 

~ 
~---------------------------------------------~ 
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Cuadro sinóptico Continuación 

Condición geométrica Representación analítica 

e Ecuación general 
de segundo grado: 

Ax2+Bxy+eyz+Dx+Ey+F=O 

• SiB =O 

• SiB #O 

o Indicador: 

o Circunferencia, un 
punto o ningún lugar 
geométrico. 

o Parábola, dos rectas 
o ningún lugar geo­
métrico. 

o Elipse, un punto o 
ningún lugar geomé­
trico. 

o Hipérbola, o dos rec­
tas que se intersecan 
en un punto. 

o Parábola, dos rectas 
o ningún lugar geo­
métrico. 

o Elipse, un punto o 
ningún lugar geomé­
trico. 

o Hipérbola o dos rec­
tas que se intersecan 
en un punto. 

J = B z- 4Ae 

A=e 

A=O o e=O 

A # O, e # O, A # e y de signos 
iguales. 

A "" O, e ;ot O y de signos contra­
nos. 

l=O 

I<O 

I>O 

8.1. Secciones planas de un cono circular recto 
El nombre de secciones cónicas, o de cónicas simplemente, con que se de­

signan la circunferencia, parábola, elipse e hipérbola, tiene su origen en el he­
cho de que estas curvas se obtienen como secciones planas de un cono 
circular recto cortado por un plano. 
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Considérese un cono circular recto de vértice V, cortado por un plano n 
que no pase por el vértice. Las secciones cónicas se obtienen dependiendo de 
la posición que tome el plano n al cortar el cono. 

Si el plano n es perpendicular al eje del cono, o sea, toma una posición ho­
rizontal, la sección obtenida será la circunferencia, como se puede observar 
en la figura 8.1. 

Si el plano n forma un ángulo a con la horizontal, de tal manera que corte 
la base del cono, o sea que el plano sea paralelo a una posición de la genera­
triz del cono, la sección obtenida es la parábola, como se muestra en la figura 
8.2. 

Si el plano n forma un ángulo a con la horizontal de tal manera que éste 
no sea paralelo a una sola posición de la generatriz del cono, la sección que 
se obtiene es la elipse, como se observa en la figura 8.3. 

Figura 8.1 

Figura 8.2 
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Figura 8.3 

Si el plano n es perpendicular a la horizontal, o sea, es paralelo al eje del 
cono, la sección que se obtiene es la hipérbola, como se muestra en la figura 
8.4. 

Figura 8.4 
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8.2. Ecuación general de segundo grado 
A una ecuación de la forma: 

1 Ax2+Bxy+eyz+Dx+Ey+F=O 1 

se le llama ecuación general de segundo grado. Para el estudio de esta 
ecuación podemos considerar dos casos básicos: 

l. No existe término en.ry, es decir, B = O. Para este caso la ecuación pue­
de representar una cónica cuyos ejes son paralelos o coincidentes con los ejes 
coordenados, de acuerdo con las siguientes condiciones: 

• Si A = e la ecuación representa una circunferencia, un punto o ningún lu­
gar geométrico. 

• Si A = O o e= O, representa una parábola, dos rectas coincidentes, dos 
rectas paralelas o ningún lu¡¡ar geométrico. 

• Si A # O, e # O, A # e y t1enen el mismo signo, representa una elipse, un­
punto o ningún lugar geométrico. 

• Si A # O, e # O y tienen signo contrario, representa una hipérbola o dos 
rectas que se intersecan. 

2. Si existe el t.érmino .xy, es decir, B # O, la ecuación puede representar 
una cónica cuyos ejes no son paralelos ni coincidentes con los ejes coordena­
dos, conforme a las siguientes condiciones: 

Sea 1 = B 2 - 4 A e, llamado indicador o discriminante. 
• Si 1 = O la ecuación representa una parábola, dos rectas paralelas, dos rec­

tas coincidentes o ningún lugar geométrico. 
• Si 1 < O, representa una elipse, un punto o ningún lugar geométrico . 
• Si·/ >O, representa una hipérbola o dos rectas que se intersecan en un 

punto. 

Ejemplo 1 

Cada una de las siguientes ecuaciones representa una cónica; determinar 
de qué cónica se trata. 

Solución 

a)xZ+yZ-2x-6y-3=0 
A= 1, e= 1, :. A = e 
La ecuación representa una circunferencia. 
b)x2+9y2-4x+36y-41=0 
A = 1, e = -9, . . A # e (con signos contrarios) 
La ecuación representa una hipérbola. 
c)y2+4x+2y+9=0 
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A= O, e= 1 
Por lo tanto, al ser cero el coeficiente de x 1, la ecuación representa una 

parábola. 
d) X 1 - 2v'3 X y + 3 y 2 - v'3 X + y = 0 
A = 1, B = -2/3, e = 3 
Se calcula /: 
1 = 12- (4) (1) (3) =o 
La ecuación representa una parábola. 
e) 4 X 1 - 2 X y + 3 y 2 = 18 
A = 4, B = -2, e = 3 
1 = B z- 4A e; 1 = 4- (4) (4) (3) = -44 <O 
Por lo tanto la ecuación representa una elipse. 

Ejercicios 

Fonna de la ecuación general de segundo grado 

l. Dadas las siguientes ecuaciones, decir qué cónica representan: 

a) 4x 2 + 2y 2- 7 x +y- 5 =O 
b) 3x'- y z + 30x + 78 =O 
c)x'-6x+5y-ll=O 
d)8x'- 25xy + 18y'-l04x + 52y + 162 =O 



EXAMEN DE AUTOEVALUACIÓN 

A En cadn inciso, escriba una V o una F dentro del paréntesis según la 
afirmación sea verdndera o falsa respectivamente. 

a) Da; rectas son paralelas si sus pendientes son iguales. ( ) 

b) Una recta queda determinada completamente si se conoce cuando ( ) 
menos una de sus condiciones. 

e) Dada la ecuación general de una circunferencia, su radio se puede ( ) 
conocer mediante la expresión: 

d) La ecuación de una parábola puede ser de la forma: 

y2 = 4px 

e) La ecuación general de una parábola puede ser de la forma: 

Ax2+Dx+Ey+F=0 

( ) 

( ) 

[) Una elipse queda completamente definida si se conocen al menos ( ) 
da; de sus condiciones. 

g) Hipérbola es el lugar geométrico de Jos puntos cuya suma de dis- ( ) 
tancias a da; puntos fijos es constante. 

h) La ecuación general de segundo grado es de la forma: ( ) 

A X 2 +BX y+ e y2 +Dx +E y+F =o 

135 
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B. Seleccione la resp11esta correcta marcando 11na X en el paréntesis respectivo. 

l. El ángulo entre dos rectas está dado por la expresión: 

) 11l¡-!1l¡ ( ) 
a lana = 

m1mz-mz 

m' -m 1 ( ) 
b) tana = -

1+m1mz 

) (m z- m 1) 2 ( ) 
e tana = 

1 +VIII 1m2 

2. La forma pendiente-ordenada al origen de la recta es: 
a)y=mx+b ( ) 

b) y - y 1 = m (x - x 1) ( ) 

e)~+ Y= 1 ( ) 
a b 

3. La ecuación de la recta que contiene dos puntos conocidos es: 
a)y=mx+b ( ) 

b) y -y 1 = m (x - x 1) ( ) 

yz-)'1 ( ) 
e) y - y 1 = (x - x 1) 

xz -x 1 

4. La ecuación de la circunferencia de centro (h, k) y radio r es: 

a)(x2-h) + (y2-k) =r2 ( ) 
b) (x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 ( ) 

(x-h)' (y-k)Z ( ) 
e) + =rz a 2 b 2 

5. Dada la ecuación general de la circunferencia: 
Ax2+ CyZ+Dx+Ey+F=O 

la coordenadas de su centro son: 

D E) 
a) (- 2•- 2 ( ) 

b) (- ~·- ~) ( ) 

e) (- ~,- ~) ( ) 
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6. La ecuación de una parábola puede ser: 
a)x!+yZ+Dx+Ey+F=O ( ) 

b)(x-h)!=4p(y-k) ( ) 
e) (r- h)! +(y- k) 2 = r 2 ( ) 

7. Para determinar todas las características de una elipse al menos 
se deben conocer: 
a) Las coordenadas de dos puntos. ( ) 

b) Las coordenadas de dos de sus puntos y de su centro. ( ) 
e) Las coordenadas de un punto y de uno de los focos. ( ) 

8. La ecuación general A X 2 + e y! + D X + E y + F = o rcprc-
scnta una hipérbola o dos rectas que se intcrsecan si: 
a) A = e tienen el mismo signo. ( ) 
b) A y e tienen signos contrarios y A # O, e # O ( ) 

e)A=O,e#O ( ) 

9. Las ecuaciones de las asíntotas de una hipérbola con centro en 
el origen y eje transverso el X, son: 

b ( ) 
a)y=±-x 

a 
a 

b)y=±¡;x 
( ) 

c)y=±bx ( ) 

C. Resuelm los siguientes problemas. 

l. Si el punto (9, 2) divide el segmento que determinan los puntos P 1 (6, 8) 
y P 2 (x,y) en la relación r = 3/7, determinar las coordenadas de P 2. 

2. Dada la ecuaciónx z y 2 + 4x 2- 9 y 2 =O, trazar su gráfica. 

3. Determinar la ecuación de la recta que contiene el punto A (2, 3) y cuya 
abscisa al origen es el doble de la ordenada al origen. 

4. Determinar la ecuación de la circunferencia con centro en el eje X y que 
contiene los puntosA (-2, 3) y B (4, 5). 
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5. Dada la ecuación de la parábola y 2 - .¡y - 6 x + 13 = O, determi­
nar: 

a) Las coordenadas del vértice. 

b) Las coordenadas del foco. 

e) La longitud del lado recto. 

6. Determinar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P (x,y) cuya 
suma de distancias a los puntos fijos (2, -3) y (2, 7) es igual a 12. 

7. Dada la hipérbola 9x 1- 16y 2- 18x- 64y- 199 =O, 
determinar: 

a) Su centro. 

b) Las coordenadas de sus vértices. 

e) Las coordenadas de los focos. 

d) Las ecuaciones de las asíntotas. 

e) Su gráfica. 

8. a) Determinar la ecuación de la hipérbola con centro en (0, 0), un vérti­
ce en (3, O) y ecuación de una asíntota 2x- 3 y= O. 

b) Determinar además la ecuación de la hipérbola conjugada 
del inciso a). 

9. Dadas las siguientes ecuaciones, decir qué cónicas representan: 

a)x' + 2yl + 4x + 4y + 4 =O 

b) 3x 2 - 4 y 2 + 3x + 16 y - 18 =O 

e) 7 x 2 + 7 y 2- lOx - 10 y- 12 = O 

d) 3x 2 + 12xy + 12y2 = 27 

10. Determinar la ecuación de la circunferencia que contiene los puntos 
A(2, 3) y B(-1, 1) y cuyo centro está situado en la recta 
X- 3y- 11 =O. 
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e,.({ r:r,)j + f,(f r;¡-:,Jjr- . . "f~i'{F.h>l 

=- C. /.rl) 1- (', ¡, !1) ;. .¡.. r:'n /~ (/) 
__i:um¿¡~' 

.s.; /.fr./,(¡)/~.{/e.UtJlt ·1/.hl.úJl, r.r.6);.e.fzi!Jf .. ;C',u _, . 
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ir.! e, /,rrJ J dúauoJ' · .¡¡ 1 c.M,Jf= ÚCir.Ml•ifc>.r.(Jk ,: . 

. . i/u;rsJ]+iÍC',.f.!J)/ ii f e ... Fnr•JJ =- c,/.(f)lt./.!1)!-- fr.., f..(; 
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~ RILJPiEb.Oo 1.>: Tl?t.tt•UlC/(1·/ [N EL /Jt.>MIN'i.:J oé:5' ftC 

.JI /.. f f(¡) j = r/.s) j p>J 1 

~ L f lÍmJ = F(;,.a.J 

5k 
Dunc:>f~oÍI. «> fj- ··- ----- .),. 

. s; /: f /ftJf: Fó> = 1 e_'~~(t~~~-=-~!5 
rnlonr"";¡ al J 1":,; ·~·''di - (-"'t;~f" 1( %~ 

..t e //IJ ~ e e 1 '(~ )_ e-- /(IJ d. = Rs 
e> . o .$-C...~O 

D.iL MtleJ,,J :¡,e,{ wn!t.'jLni.. """""l"l ídL.: 5 ~a. 

dMf'tiDS : f 2 •· • Z 

--¡(f ¿
3¡'J'= ilil<,_,= s;~~~,;-(s:?,)3 

~'! .r/ IJ .ff e' ¿J¡ = ~~-
<fv eSM4 =.A.cf,f¡¡¡;~~u :.'.lflp,<(SiZ) 

-J:!.-1( -

f zf .¡! f' < 1 · i e. ('os 3!} =A !m3 J,_ ,_= --;: -¡ = 5-Z 
-·- { - f'i)J,J.? (5.-2)'17 

DPmn5itUI·&;~} : ---------- f 
5f p(fec;'(I!Jf = Ffs-a) 

f/líPoW. atflconcb:, ,[
1
a. UJ: 

,éfÍ e"J(I) f = .(-'} F(s -a)} 

:. i'f Ffs-a) 1 = ea.Í(f). 

(n 
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==? •• l'f rrk~Jl = 11 rt J 
.v~m¡;ps!?aeJo~: 

~- . . 

j,¡b-mos (ILL ,(}/(a 1) f = tf ¡: ( ;_) (J) 
1 : 

llad;'an74>.5 a = - '.J .blls!tfv yamDJ M (7) 
¡/ ¡:_ ' 

L/!r-:Jr~ ~ rJK.s) ÚJ) 

a;t1r.~emos. ~ o.. Ú7 J 
1< ,{'j F{Ks)] = /(.{¿) 

-· p(-'¡ r(~:s) J = ~ /(t_) 
tf:uPLOS j. . -tÍ 1 .JZ. ~~ :.; ...r r/~J = & e e 

oümsr .c·'f ¿'F(zs)] t 
:d. . :d-) 
~ =""· /'J F{¿.s) J = f(eJ f/e ~ = te t-..._ . 

. .i 'j e'n;-s) f = ( 1-1~~~ rr:_ ~ ¡-_¡) 
~---.. / ' 

liHPtD:?: :.; .L -! 1 Ft.U ~ = .; fYI"lZ'¡ . 

¡¡;¡,f,,zu_ ,.{;- '} e 2~( z.s) 7 . . 

i'f F(z;5" i 4 {{Jse~z(~) 
= l;e,t .' 

... j' fisr(iJ)l= (t-z)it,{f-;}uf¿~r 
l . ___ j 

. : " 
.. 
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EaJ!AQÓN DifERENCIAL. 
Umr. ecuación diferencial es 
llllll igualdad que contiene 
~o diferenciales. 

~ Deberá cootener 
difi:nz:ncia1es de por lo menos 
dos. Wllriables. 

... - -. -- '· 

a) ]]Eg: El tipo se refiere a la clase de derivadas que 
contiene la ecuación diferencial. 

b) OBDEN: Esta determinado por la derivada mas alta 
en la ecuación difl:rencial. 

e) GRADQ: Esta definido por la potencia o exponente 
de la derivada mas alta en la ecuación. 
NOTA: Una ecuación diferencial es de grado K sí está 
expresada como polinomio de grado K en su derivada 
de mayor orden. 

d) POR SUS CQEACIENIES. 

e)POR su i"ERM!NO INDEPENDIENTE: Es aquel 
que no contiene ni a la fUnción ni a sus derivadas y 
puede ser una c:onstante ó una fimclón de la variable 
independiente. 

a. 1) ORDINARIA La ecuación contiene derivadas de una o más 
variables dependientes o funciones, respecto de una sola variable 
independiente. ¡1 1 
Ejemplos: ·Jc:!/ +- 4 :f - ?JC:, !:1 = / ~ St'/1.3X 

Z fi = ( .!1'f+ 4X!i 1 

a-2) EN DERIVADAS PARCIALES La ecuación contiene 
derivadas (parciales) de 11118 o más V&riables dependientes respedo 
d~ dos mas variables independientes. z 
E¡emplos: d U~,,, t) = Cz :;) Zl ( '):;. f:1, t) + U {X., fJ" f) 

~tz ax:..z 
Ut{;r:~ tJ= k..U:x><.fx, tJ 

1>-1) Primer orden: · F {X , .!:! , J1.' J..,= O 
1>-2) Segundo Orden: F ( X. 

1 
!J, .11 .!11 = O 

1>-n)n-ésímaorden: F( X, !:1; !1, ... , 9 11
) =O 

c-1) LINEALES: Una ecuación diferencial es lineal si: 
ol' La función y sus derivadas son de primer grado. 
ol' Los coeficientes o términos que multiplican a la 

función y sus derivadu son constantes o !Unciones 
de la variable independiente. 1 , 11 .: 

ol' La ecuación no debe contener términos como: .lf!i, !:J !J, t1 
c-2) NO LINEAL: Si no se cumple cualqulera de las condicionet1 
anteriores. 

d-1) COEFICIENTES CONSTANTES: Cuando todos son esealares 
o constantes. 
d-2) COEFICIENTES V ARJABLES: Cuando por lo menos uno de 
eUos es variable. 
d-3) HOMOGÉNEOS O NO HOMOGÉNEOS EN xy 

e-1) HOMOGÉNEAS: Si el término iDdependlente es nulo; es decir 
Q(X)=O ,. 

e-2) NO HOMOGÉNEAS O COMPLETAS: El término 
independiente es diferente de cero; es decir: Q (X)~ O 

J.G . 



SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 
DIFERENCIAL: Es una función 
derivable en un intervalo 1, tantas 
veas como el orden de ecuación 
diiinncial a la cual verifica. 

~ : .... 

a) SOLUCIÓN GENERAL: Es una función que contiene tantas constantes arbitrarias como 
el orden de la ecuación diferencial y es derivable en un intervalo 1, por lo menos, tantas 
veces como el orden de la ecuación diferencial a la cual debe verificar. 
El intervalo 1 , es el que define al modelo matemático que la ecuación diferencial 
representa. 
La solución general representa una fumilia de curvas. 

PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES: Este problema generalmente se tiene 
cuando la variable independiente es el tiempo y las cooálciooes del problema se dan en t = O 

PROBLEMA DE CONPICIQNES DE FRONTERA: En éste tipo de problemas las 
condiciones son dadas en las variables de espacio o posición (X. y). 

b) SOLUCIÓN PARTICULAR· Es una función que se obtiene de la solución general al 
valuar las constantes arbitrarias confonne a las condiciones del problema y la gráfica 
correspondiente será una de la familia de la solución general. 

e) SOLUCIÓN SINGULAR: La solución singular es una función que no se obtiene ni de la 
general ni de la particular pero verifica a la ecuación diferencial. 
La gráfica de la solución singular (envolvente) es tangente (en un punto) a cada gráfica de la 
familia de graficas de la solución general.- Este tipo de solución es propia de ecuaciones 
diferenciales no lineales. 

MÉTODO PARA OBIENER LA SOLUCIÓN SINGULAR (SI ES QUE IIENE> DE UNÁ 
ECUACIÓN DE PRIMER ORDEN: 

Sea: 
y 

' Ftx, !1,!1/=o 
ti{ X, !1,C):O 

(1) 
(2) 

E. D. de primer orden. 
solución general 

'· - : ~ 

. -~ '· 

. ' - ~~ -.;.:-::· _ 

La ecuación (2) representa una familia de curvas uniparamétrica, donde e es el parámetro. 

_ ,_ .- :._ 

---~---·- -~'="--- --~-: .. 

¡. 

Del cálculo diferencial sabemos que la curva envolvente de una familia uniparamétrica de 
curvas; se obtiene eliminando el parámetro e en el siguiente sistema de ecuaciones: 

6(X,fJ,.C.') :0 (1) 
"dG{X,!:J,C) :.0 {2) 

'dC·. 
.. · .· .,~ Si la función en x, y que resulte, verifica a la ecuación diferencial, entonces será una 

,,;ii~,~~~}i¡;~~;.~¡! .t'" --.~-~ . . .. ..~",;; 1',:.;:,! .,.,,:.;; ' 



1 

. ' 

-.-¡_,· 

- .. · 

Ejemplos: 

N-o ECUACJON DIFERENCIAL TIPO ORDEN GRADO LINEALIDAD HOMOGENEA 

1 -x(rd'Y + ef'r= !1 ORDINARIA 20 2 NO LINEAL HO:MOGENEA - . --

. 

2 
Z.xx + l..y = .!},¿ 

PARCIAL 20 1 LINEAL HO.tv!OGENEA 

3 ~·"+X!:!'= X 
g 

ORDINARIA 3~r. 1 NO LINEAL NO HOMOGENEA 

o Verificar si • 

SOLUCIÓN: 

1 
es solución de X !J = 2 .!:1 

i!. 

X { 2 C! X ) : Z t! X . sí es solución de la ecuación. 

-)( ~" 
D Dada la función ~ :: e e. .;t!z. e.;-z Sül K; obtener la ecuación diferencial a la cual verifica. 

SOLUCIÓN: Teniendo la función dos constantes arbitrarias. d..:b..: verificar a una ecuación de 2° orden: 
-~ z~ . 

:J = {!, t2. J..J- L' z l?. • -1- 2 fi>M K 
.!J 

1 -~ <)( 

=-.t.,¿ ..;. zc ... e z + 2 t!.tD5 -4 
!J 1 

= (.', 1!.-x + 4 61!. "'- Z Je/7 X 

Eliminando e, s-' Cz.entre las tres ecuaciones anteriores se obtiene la ecuación diferencial: 
1 1 . . 

· ..3 fJ 1-.3 !:f ...; &, f1 + 2U/7X:. + ~ tZt:Ds K = O .. '-' 

~ 

DECOFTES 
1 '. : ,; 

VARIABLES- ----
i ! ' 

CONSTANTES : : 

' ' 
VARIABLES. 

'' i 
. . 

-:~ ~--- ¡. --~ 
,_, .l •• 

'' ' . - - _...... -

'· -., -
'' -
' .-· 
.. 

, .... .. 
\ ' , .. · 
.• 

... 

! ; l 

' . . . .. l 1 . . 'Z . '" 

o Dada la ecuación: 4 J( ( ':1 ') ..;.. Z X g - ':J = a su solución: (!} -e J = C' X obtener, si existe una solución singu~ar: 
~ ~! 

í..: . >­
() '::. 

. z. 
SOLUCIÓN: {fd-t)- r! ~ - a:> 

a · _ 2 { tJ -t.)- ~ = o 
r·,.·.--:. ac:- - ~ 
Eliminando.~c" .. eritre (1) y (2) se obtiene: . X = O 
;.~~-"~ .,, - . . . .x i:-4!1 =o 

- '·· ,. 

{¡) 

{z) 

:.-... ·'·' .•. . ~ ,_ -



't'. 

Integrando: 
. i 

Ejemplo: 

Separando variables: yd!J 
X f-Z .!:fZ_¡ 
dx: 

Integrando: In/ X; z/- ~ /n / !1 z_ 1/ 

b) DE COEFICIENTES HOMOGÉNEOS: Si los coeficientes de las diferenciales en la ecuación (1) son tales que loa 
exponentes de sus témrinos en x, y, swnan un valor constante en todos, se dice que la ecuación es de coeficientes 
homogéneos. 

1 z =o 
Ejemplo: Resolver:L2 t 2

- ~ Jd;c + 3 ~~dg;Estaec:uación es de coeficientes homogéneos de grado 2. 

SOLUCIÓN: Escribamos la ecuación de la siguiente forma: 

Sustituyamos: 

Sustiruyendo (3) y (4) en (2): 

S implific;::¡do: 

Separando variablcls e integrando: 

!f:ZI.X d!f =u+~ du 
d'X.. ciX 

d z z z 
u..¡. l:d~:: -2X +U X _ 

- .3lt )( ¿ -

X dzl = -Zt!.~-Z 
dx. 3U 

/a/ X 1 = - -4- fn 1 u Z.,.¡ 1 -1- t! 

Sustituymdo u = ..Jj_ 
X 

se tiene finalmente: 117 1 x.. 1 = _ ~ In 1 t4 t+ 1 1 + e · 
4 

.¡ 

• • • ~ ¡ 

·' .... 



1 

.. e) OCUACIONES DIFilRHNCIALEll HXACTAB: Soll r (X, ti) ;JI e ;dondci e es wm constante. 

Por otra parte sabemos que Si F ~ 
entonces: .. /i '1 = Fsx 

Por lo que: 

ecuación diferencial sea EXACTA 

Ejemplo: Resolver: 

,,r. '•. 

Solución: Primero veamos si ~ exa¡;ta:A,/ (x . 0 ) :: 2 X f 3 X z ti 

lll/x,Y}:: X3
-/ 

~2x +3x!J)d;t. + fr-;Jd!J-~!<J/e J 1 

Luego: 

X z f: __ X~!J - !1 - e 

·,.! 

. ··-



:; 
'.; 

.. fl) .{iGl/~J;IQ~§ Rrl I'~U! Al¡¡~nu lll'lll!CiPn~• diforl'n<'laloa de este tipo no oon cxll'ctas. perP que al 
w triulllpllcada~ put una lilhti61t (filtlut lulegrtmtc: se lllmsfbrmau euuJolu. 

~da: M{X H)dx. ..¡.. A/{"K !:i)dg =o 
, f.(-:_Aiy .:::N ,e }el >t. -

Es exacta; entonces: ...-l(. ( x..) == (2 .J ( N 

_ /(N" -M:t )dy 
JA(!JJ =e M 

d Pueden ser &c!Pres integnmtes: 
ResPlver: (x 2 .¡..:. E :z. +- x: J d x +- x Y '!J = o 

' Veamos si es exacta: 

No es exacta. 

De las fónnulas de factores integrantes se PbseiVa qne el denominador mas sencillo es N = X!:J por lo que: 
-(,(- Z!J-IJ )d~ fdJ( 1 

. JC X.~ X /n.JC · 
.AL (x.) = r¿ = f2 = fZ = X . 

La nueva ecuación será: {X 3 .f. ~ !:J 2 ..¡. X z ) d )(. +- 'X. z !/ d !:f . = D 

Veamos si ahora ya es edcta: 

f Alx = 2 X '.1 Y L.5 .exa~l 
ÍucltJ'n u.: J!JL~e.3 + X!:J 2 

..¡.x_Z )dx.. =e 
e) ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL: Si la ecuación (1) toma las fonnas: 

J dg + Ptx) ~= &.&) 
cJ:X: 

o' J ;: -1' Pfqjx: Q/!Jlsedice 
que es lineal en y o en x respectivamen e. 

Mediante cl método del factor int~te pueden resolverse estos tipos de ecuaciones; donde: 

...atxJ _ rz..f,jf'Cxj~x. ~ lj..U(x_):: j¡-ttx:)Qéx.)dx. -f e 
A)(tj): e ?fY Y '9 !:J:Ll(Y} = J_¿¡(!J)Q(g)dfJ +e 

Ejemplo Resolver: ;t:' d fJ + Z LJ - X: + 
d~ 

Dividiendo por x: 

·;:. 

;1 

· .... . . ~ 



.J 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINAAIAS UNEAL.ES DE ORDEN "n" 
(E.D.O.L DE O. "n") 

Estas ecuaciones tienen la forma: 

Esta ecuación se clasifica en: 

• De coeficientes constantes: si todos los bn (x); n=O, 1 ,2 ..... n; son escalares o constantes. 
• De coeficientes variables: si por lo menos uno de sus coeficientes es variable 
• Homogénea: Si el término independiente es cero; R(x)=O 
• No Homogénea o completa: si R(x)¡oO; 

Normalización de la ecuación (1): Se dice que una ecuación está nonnalizada si el coeficiente 
de su término en la mayor derivada es la unidad. 

Así la ecuación (1) se puede escribir como: 

Donde: 

SoLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA UNEAL DE ORDEN "n" 110MOGÉNEA (PRINCIPIO 
DE SUPERPOSICIÓN): 

Sea la ecuación: 

a,{x) y"+a .. 1{x)y""1+ ... +a1{x)y'+llo(x)y=O ... (3) 

Una ecuación homogénea. 

Siendo la ecuación diferencial de orden ·n· y si fuera posible integrarla directamente como la 
ecuación y"'(x)=O; es lógico que integraríamos {integrales indefinidas) n veces, lo que implicaría 
que y {x), solución de la eceución diferencial, tendré n constantes {arbitrarias) y en consecuencia 
n funciones de x {variable independiente) que multiplican a cada constante arbitraria; es decir: 

Conjunto de constantes arbitrarias: {e,, e,, c,, ... Cn} ..... (4) 

Conjunto de funciones de x: {y1{x), y2(x), y;>(x), ... ,y.(x)} ... {5) 

De modo que la solución de la ecuación homogénea { 1) seré: 

Y{x)=c,y,+c,y2+c,Y3+ ...... +cnYn{x) ...... (6) 

Una combinación lineal del conjunto de funciones (5) (principio de st:perposición, propio de 
ecuaciones lineales. 



Debe hacerse notar que cada una de las funciones del conjunto(5), verifica por sí sola a la 
ecuación (3). Igualmente debe recalcarse que toda ecuación diferencial lineal es verificada por 
la solución trivial y(x)=O 

Para que cada una de las funciones del conjunto (5) constituyan un término fundamental en la 
combinación lineal (6) solución de (3), es necesario que dicho conjunto (5 ) sea linealmente 
independiente y esto sucede si su Wronskiano es diferente de cero en algún intervalo 1 que 
define a la ecuación (3), es decir: 

W(y, Y2 Y3. ·····Yn) ..0, en l. 

Cuando el conjunto (5) es linealmente independiente se dice que constituye un conjunto 
fundamental de soluciones de la ecuación (3), (subespacio de dimensión "n"). 
En estas condiciones se dice que la combinación lineal (6), es una solución general de la 
ecuación diferencial (3). 

EL OPERADOR DERIVADA (DIFERENCIAL) D: 

~ d 
Si x es la variable independiente, entonces D define como: D-dx ; si fuera t, en vez de x, 

entonces: 

En éstas condiciones: 

d 
D=­

dt 

d"y- D" 
dx"- y 



.. utilizando éste operador, la ecuación (2) puede escribirse como: 

[D"+a.,.1(x)Dn-1+a.,.2{x)D""+ .... +a1(x)D+ao(x)]y=Q(x) ....... (7) 

POLINOMIO DIFERENCIAL: El polinomio diferencial P(D), será un operador lineal de orden "n" 
en un intervalo 1, si puede escribirse como aparece entre llave, en la ecuación (7), donde los 
coeficientes de los términos en D son funciones continuas en l. 

SOLUCIÓN DE UNA E.D.O.L HOMOGÉNEA DE ORDEN "n" CON COEFICIENTES 
CONSTANTES. 

Resolvamos una ecuación sencilla de éste tipo: 

dy +ay = O; donde a es una constante 
dx 

Resolviendo por F. Integrante: p(x) = eJ""" =e"" 

:.ye"" = J (O)e""dx+c= e 

-ax{{c} } 
:.y=ce ~-ax} 

Esto nos hace suponer que éste tipo de ecuaciones tiene como funciones solución: y=e"', donde 
A. es un escalar que podemos determinar de la siguiente manera: 

Sea: [a.D"+a,_,Dn-1+a.,_2Dn-2+ .... +a,D+ao]y=O ....... (8) 

Una ecuación homogénea con coeficientes constantes, cuyas soluciones tienen la forma: 
y=e"',o; luego: 

Sustituyendo (9) en (8) se tiene: 

Dividiendo por e"',.o, se obtiene. 

De"'=A.e"' 
D2e"'=A."e"' 

(9) 

aA."+a,_,A.""' +a.,_2A. n-2+ ... +a1A. +ao=O ..... (10) 

Ecuación característica de la ecuación diferencial (8). 
Al resolver (1 O) se obtendrán n raíces características, cada una de las cuales genera una función 
solución; es decir: 

Al~ y,=eux 
'-o =:> y,=e""' { eA.1x, eu:t., ... eA,nx } 



Siendo por lo tanto, la solución de (8): 

Podemos concluir que la solución de éste tipo de ecuaciones depende de las raíces de la 
ecuación característica de la ecuación diferencial, por lo que se tienen los siguientes casos: 

Ejemplos, resolver: 

d 2 y dy 
a) --3-+2y=0 

dx2 dx 

El!l.ldeJ/nen términos de D: 

Ecuación característica: 

• ( ) x + 2x .. y x =c1e c2e 

d'y dy 
b) --3-+2y=0 

dx 2 dx 

[02 -4D+4]y=O 

Ecuación característica: 

[02 -4D+13]y=O 

Ecuación característtca· 

P().)=O 

{ 

*Raíces reales diferentes 
*Raíces reales repetidas 
*Raíces complejas 
*Raíces complejas repetidas 

(02 -30+2) y=O 

).
2-3).+2=0; -.,=1' y,=e' ~ e', e,. r 

A.2=2 , y2=e.,. 

).
2-4).+4=0; 

:. y(x)=C1e.,.cosx+C,e'sen3x 



SOLUCIÓN DE UNA E. D. O. L. DE ORDEN "n" NO HOMOGÉNEA: 

P(D)y=Q(x) 
Solución: 
YG=yH+yp 

P(D)yG=Q(x) 
P(D)yH=O 
Restando 

P(D)[yG-YH]= Q(x) 
YP 

:. P(D)yp= Q(x) 

a)Solución de, la Ecuación Homogénea asociada a la no Homogénea 
E. Característica P(D)y=O (1) 

P(A.)=O 

y"=c, e'"+ ~>2x + ... +ene"" 
Recordemos que tanto YH como cada una de las funciones del conjunto 
(2) verifica a la ecuación (1) 

Solución Pa:ticular yp: 

Método de los coeficientes indeterminados: 
Este método se aplica si: 

o La ecuación diferencial es de 
coeficientes constantes 

o Los términos de Q(x) son aniquilables. 
Método de variación de parámetros o 

método general; este método se aplica en 
cualquier caso. 

MÉTODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS PARA OBTENER LA yp: 

a) Dada 
E. HA: 
E. Característica 

P(D) y=Q(x) (1) 
P(D) y=O 
P(l) =O ~t } ;, b: :ux A.nx . 

: e , e , ... e (2) 

A.n 

b) Se determ1na un polinomio en D, Q(D) que al aplicarlo a los términos de Q(x) los anula; es 
decir 

Q(D) Q(x) =O 

Aplicando Q(D) a la ecuación (1) se obtiene otra ecuación homogénea (AMPLIADA) cuya 
solución corresponderá a la yG; es decir: 

Q(D) P(D)y = O 

Las soluciones fundamentales de ésta ecuación comprenderán las correspondientes a la YH y a 
la Ye, por lo que comparándolas con las del conjunto (11) se obtiene por eliminación los términos 
de la Ye (FORMA DE LA yp). 

Los coeficientes de la Y e (indeterminados) son determinados al comparar los coeficientes de 
términos semejantes en la ecuación: 

P(D) Y• = Q(x) 



Ejemplo : Resolver 

a) E.H.A.: 

y"-2¡' +5y=e'cos3x ( 1 ) 

[D2 -20+5]y=e'cos3x 
E. C.: A.L-21.+5=0; D1z= ± 2i; {e'cos2x, e'sen2x} 

Y11 = C,e'cos2x + C,e'sen2x 

b) Q(x) = e'cos3x 
Q(D) = (D-1 )2+9 

Luego : [(D-1 )2+9](D2-2D+5]y=O Ecuación Homogénea ampliada 

D1.z=1±2i 
D3 .• =1±3i 

\ e'cos2x, e'sen2x, e'cos3x, e'sen3x r 

:. yp=Ae'cos3x+Be'sen3x donde A y A son constantes 

Y• Verifica a la ecuación (1 ): 

y" p-2y' p+5yp=e'cos3x 

sustituyendo yP en esta ecuacié-n se obtiene: 

-5Ae'cos3x-5Be'sen3x = e'cos3x 

Igualando coeficientes de términos semejantes se obtiene: 

-5A=1 :. A= -1/5 
-58=0 :. B =O 

yp=-1/5 e'cos3x 

y finalmente: 

YG (x)=yH+yp=C1e'cos2x+Cze'sen2x-1/5e'cos3x 

MÉTODO DE VARIACIÓN DE PARÁMETROS.- Este método consiste en formar la YP a partir de 
YH al cambiar cada constante arbitraria por una función de x; es decir: 

Solución de la homogénea asociada, entonces la yp tendrá la forma: 

yp=u, (x)y,+Uz(x)yz+ ... +un(X)Yn 

donde hemos sust1tuido: 

C1= u1(x) 
Cz= Uz(x) 

c.=u.(x) 



Estas funciones u1 (x), u2(x), ... , un(x) verifican al siguiente sistema: 

y1u'1(x)+y,u'2(x)+ ... +ynu'n(X) =O 
y'1u'1(x)+y',u',(x)+ ... +y'nu'n(X) =O 

y<>-11u' 1(x)+y""',u':¡(x)+ ... +y"\u'n(X) = Q(x) 

donde Q(x) es el término independiente de la ecuación normalizada. 
El sistema anterior puede escribirse en forma matricial como: 

y, y, Yn u' 1 o 
y', y', y'. u' 2 o 

= 
n-1 n-1 n-1 u' Q(x) y 1 y 2 y " " 
W(y,,y,, ···Yn) 

Ejemplo: 
1 

Resolver y"+3y'+2y =--
l+e' 

E. HA (D2+3D+2)y=O 

E. C.: A2+3A+2 =O o,= -1 
D2= -2 

1 e-x e-2x lu'' O 1 

1 ¡1 = 1 ,_ -x -2,-2x v' -
'· e • e ' 1 +e' 1 

-lLAR: 

1 du ex 
u=-=--

dx 1 +e' 

dv e2
' 

v'=-=---
dx 1 +e' 

Integrando: 
u= In (1+e') 
v = In (1 +e')-€' 

yp=e-'ln(1 +e')+e-"[ln(1 +e')-€'] 
=e-'ln(1 +e')+e-"ln( 1 +e')-€_, 

:. Ya(x)= C,e-'+C,e-"+ln(1 +e')( e·' +e'") 

1 _, -"} e , e 
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O.f/ 

{ ------ t (o_¡) (J:J_,)[-1]- 4e X= 4€ -
{.p..3) 1 

])2._ 4.P f 4 

-1 (p_¡) 

t 
{p~4.P-1-4)X = /- 4e (1) 

R e.u;h uno'-: 

a) ,EC. /ldAitP6b<>/t=P /?SdCIIflr;>/J: {.p2__4.Dr4)'J(.=O 
.6) E e C.Aill9crt=IZI~/c.Q 7 su.s t2,qtc.GJ: 

m~4m.¡.4 =o 
{m-2}2.= o 

m-z = " f m,= :z. 
m-z ::: o lflz = 2 

C) J.4>Jpc/o;; '* ~ a. Ánnoq,neA- adtJV¡;u:r'a..,: 
d · 2t zt 

-xcro= e e + czte 
o'; ~.,"/~~ até X_p (/): 

.3 

1-4e 
t 

.J>2-4D +4 
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~r: . 
:zt t 2t t 

1 -xrt)::'Xr,{!J = ~r. {tJ + '):.f'(/) = e e ~ Cz e -1-4- 4e 
./:J€ /a. ecuadn( (!~: 

!1(/) = 3 X - 'X. ' - 1 

'.1 ¡; :1/' _¡zt 1 t¡ d r 2t J ' 1 t¡ 
!f(l)= 3 e¡ e +í:zre '"-?--'~e _J- dtL c1e-~>cz'~""4 -4e J- 1 

!J(IJ =, 

(4) 

])){ = lj 

(5) ./)':J = i! 
..Dz := x 

p!} = o 

f
(..D-!I)x..¡(.[)-;}!:J =2 

( {,) 

3 X r- ( D-J-2)'} = - 1 
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Stll: ~ -+ -+ {Xtt~ 'X(IJ J b(f) Jan 'Wc _ 
_;xf{) = /IZ(f} .¡. /J/1) Ü) fons e/t n J"mq/oni.J 

/(&ST.tJIIIOD ,4 ';((f) O tl#I;()J ,m/t'#l-'ros de(/) : U 

~ _,.. ---J, 

z tf)- A zftJ = p ftJ 
?,-rm~~/ftkt'tM/p 12 J r' €-A : 

(2) 

i 11f :i rtJ-1/?rtJj = iA~ffJ 
-ft-{((frfJ]= e-A~ro 

d [ri//!xrti} = e-llf¡)tJdf • 

(3) 

(4-) 

'~ /N7"E6R//.e {4) OE fa a 1 Cl'lA{/JttilltJs t fbe ~ P.tJR4 E/ltr.IJL? CtJNR/SttJN.-



14 



-1¡ 
¡, . 

Mt>S'TRIIR ~{/é Y5RI"I'.IC/J /1 Sil ECti/JCI(),V C#R/Ic%R/ST/C/J: 

EC. C//R/IcTERt.Srtc/1 del (A- ::u)= o 

~¡2~· -f 
:0 

6-;{ 

de/(A- ;u)= 
:?-~ -1 

- () 

~ ~-~ 

- 12- S 7. +'J..z .¡. 2! = O 

:? 
"?. -87.. .¡. 3.3 = o 

í{ ft>l': /J !J 1 for Ij !:J 

!Jz- $/J + 331 = o 

2 -1 2 
-; "2 -1 /' - 8 + 33 

3&. 3 t. o 

4-21 -14-4Z -lf# :. ~¡~ :.¡ ~ : 

• 

! 
-rr: -5fll + ~-~~ s~ ~+~3~ ol =lo 

0

1 
24 /S 1 - 24 - 48 I'J 3.3 tJ O 

-rr-tc.~33 -st-;G{.n> _ o o/ 

24- Z4 1-o /S- 48 .¡.33 () o 

o 

o 

: :¡-¡: :¡ ~ 

• 
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17 6 "7.7-/ L 1 n.z ¡/l-3 n ~ 6 -, b 
:? + ~~ " "'" ~ lf + ~ -¡ -+ · · · + -.2 ~ + ~ b, ó, 6, b, h, 

=~> (9) 

!/ th;Jomt/JQmos a k C'o~t:/Mk.s ~,me: 

~= cr, 
b, 
ó,. z = íX2 
hn 

h~ = (ll, 
.hn 

4_ t!a/tU/r/z c>~dh'l~&:t {9) ,JI frll,-;r"""' M: 
;?" r cr,~"-'r ()(2;n-z+ Q-'3~17-3+··· -1- CXn-1~ + tXn==O (/O) 

( IT771o CDda mahz C'ua~ dÍ nxn iNte n ¡/¿Ui ~a,ae/ü,.sJ@ 
(~) , 4i'Í1tt1/JtJrün~ a, tUJ .f ll C4tl'Á. /a/n ~aq'.,.;..r~&:o t!~ ;?¿ : 
mihtt!tó f¿.,) ..$.! 7t't:Ú/U tZ : 

Út) 

(12) 
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A/ -C') _f,!fRP ..IX C/IÜ'P~ JJ§ e .Z>G t/A/h' .H,.QJ:E>á /1 .EH L/l GdE LI!IS 
~..q¡¿¿:s JJE S(/ ECU/IC/tw -C'/IR,Qcn;e!.ST/C/1 .StW t'I?A/7/J:Jh'OES ec~p¿E­
JIJ,S: 

St4- : ~ -t 
... 

5oLIICION: 
5 4 

(a) 

2 

si st 5t t 
j3o+ 6j31 - f3, - 2e~~zt+e.v"'zt - e .. u/17. 

At z 2 
e= - si sf st 

.5f3, /3ed4¡8¡ 5e .sMzl 2e cazf_ e..5~t7zt 
2 2 

• 

19 -

" f-

' 

. 

' ' ,_ 

-.-

.• 

~·. 



CÁLCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL (eA1) UTILIZANDO EL 
TEOREMA DE CAYLEY-HAMIL TON: 

Sea la matriz cuadrada A=[a,i] de orden n, cuyo polinomio o ecuación 
característica puede expresarse como: 

0 n 0 n-1 0 n-2 on-3 0 n-4 o2 o 0 "- +a1"- +a2"- +a3"- +a.¡"- + ... +an-2"- +an-1"-+an= (1) 

Despejando: A"; se obtiene: 

0 n 0 n-1 0 n-2 ,n-3 ,n-4 0 2 0 "- =-a1"- -a2"- -U3"- -a.¡"- -... -Un-2"- -Un-1"--Un ( 11) 

Por otro lado desarrollando e¡_1
, en series de Maclaurin: 

d ¡3 ¡4 ¡n-1 t" iJ_1 - 2..!__ 3_ 4_ n-1__ n_ 
e - +)el+!. 21 +). 31 +'A 4! + ... +A (n-1)1 +A n! (111) 

Sustituyendo ahora (11) en (111) y factorizando A0
, A, A2, ... , A"-1 se obtiene: 

f t" e t" t"'2 t" 
)' +(- a - )' 2+(

3
! _ )' 3+ +(-- )' n-2 "- 2! - n-2n! "- -Un-3n! "- ... (n-2)! -a2n! "-

(IV) 

Si en esta ecuación se sustituye cada coeficiente de A0
, A, A2, ... , An-1 por p0 , p1, p2: 

... , Pn-1 respectivamente; (IV) se reduce a: 

i-t_n , o n - 1 n ) 2 n ) 3 n ) n-1 e -vo"- +v1A +v2 e +v3 e + ... +vn-1 e (V) 

Esta ecuación corresponde a la forma exponencial del polinomio característico de 
la matnz A; por lo que aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton se obtiene la 
forma de la matriz exponencial, es decir: 

(VI) 

En esta expresión de la matriz exponencial de A, los coeficientes: Po. Pt, p2, ... , Pn-1 
todos son funciones de t y pueden obtenerse directamente de la ecuación (IV). 



~ 1 ~] obtener su matriz exponencial. 
1 . 

1 o 
Su polinomio característico es: - -1-A. O =A.3-A.2+0A.+O=O; de donde se 

obtienen: 

De la ecuación (IV): 

( 
1 J) ( /3 

) /3 ,= 1-a. = 1-0 =1 ( ' ..... , 3' 
~- . 

( 1') ( ¡') jJ, = 1 -a 2 
3
! = 1 -O }i = 1 

1 1- X 

a,= -1 

a,= O 

a 3 =O 

n=3 

(
1

2 
/

3
) (1' /

3
) 1

2 
/

3 
( J t") ( 1

2 
1

3 l 1
2 

1
1 

j32 = 
11 

-a, ,, = 
11 

+ 1--
1 

= ---, + l = L -, - t -1 = 1 + 1 + l + 
1 
j -1 -1 = ·-¡ + -1 -- ~- -· 3. 2. 3. ""' n. 2. 3. 2. 3. 

3 f n 

pero L =e' :. fh=e'-t-1, sustituyendo Po. p, y P2. en (VI) y considerando n=3; 
n=o n! 

e" ~ p{ i o 

:]·{' :J•P,¡: 
o O] [Po • P /3, 

o l 1 -1 o o = -/3, f3o - /3, o -
o 1 jJ, + /3, /3, + /3, f3o + /3, + /3, 

[ '., 1 :] = -1 1-1 

e 1 -1 e' -1 e' 



Siendo la forma de obtener pJ, p,, ~2 •... ~n-1 de la ecuación (IV) no siempre fácil y 
considerando que del polinomio característico de la matriz A ecuación (1) se 
obtienen n raices caracteristicas que al sustituirlas (cada una de ellas) en la 
ecuación (V) generan un sistema de n ecuaciones lineales no homogéneas con n 
incógnitas (~0 , ~'. ~2 , ... ~n-1), resulta más sencillo resolver este sistema y sustituir 
estos valores (~0 , ~~. ~2 •... ~,_,) en la ecuación (VI) para obtener finalmente la 
matriz exponencial de A. 

EJEMPLO: 

11-A. 2 

' 2 1-A. ! 
: -1 1 

-1 lA., =-2 
1 =A.3 -2A.

2 
-SA.+6=0 A.2 :1 

-A.
1 

A.3 - 3 

M 2 e = /Jo + fJ,A. + fJ2A. 

Si 1..=-2 ==? ~o-2~t+4~2=e-21 (1) 
Si },=1 = ~o+~1+P2=e1 (2) 
Si 1.=3 = ~o+3P1+9~2=e31 (3) 

Resolviendo el sistema: 

6e -2' - 6e 31 + 30e' 
/Jo = 30 

- ae-2' + 3e31 +Se' 
(J, = 30 

2e -2' + 3e31 
- Se' 

30 



[

Po +J, + 6P2 

eAt= 2(l, + 3 P
2 

- jJ, + p2 

2P, + 3P2 

Po + p, + 6P2 
p, - p2 

- p, + p2] 
p, - p2 

Po + 2p2 

1 oe-2
' + 15e31 + 5e' -1 oe-21 + 15e31 

- 5e1 10e-21 -10e 1 

-·- -- --------- ----------
30 30 30 

eAt= 
-1 oe-21 + 15e31 

- 5e 1 1 oe-21 + 15e31 + 5e 1 -1oe-21 +10e1 

-·-·------- -- -------
30 30 30 

1 oe-21 -1 Oe' -1oe-21 +10e1 10e-21 +20e' 
-~------

30 30 30 

[ 
' 1 . 

~- .. - ... , • - 1 • ... ___ ... ;-,,,J:..C:l-· ....~t~ 1 1 =- ó 

( ID .J 1.5! 5 _10+15-5 lo lO 

t.(O) (; 

2-=rL= 

--30 _____ - . 

~o .=.o 

T- _to+/5_5 le.· 11:5' 5 _lO ... ló 
--

1 30 3o 30 

i 'u lú ltD .f !6 1::.· ZD 
1 
1 .SD .30 30 ' 
' 1 l 1 

o o 
' 1 

1 i - ¡ o o 1 

o o 1 ) 

•' 

i 

1 
1 
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/alJI/ /"UAic/ONP$RI0.J)ICA~!IiWAIF.d.:M:RI!E¡r¿~¡:¡q J. .. ¡ 

P/(,ll. ll#~ 5U:E1~/CIItW ~ F"t.l~l(}#b, SENpiD,IJLE.f'f~lo~.! 
Jg¡~-~¡¡g,g. . ... ¡ 

.Jqq /u ~n'e: él e .¡. 1_ ( On ·~cJ 17il .z ¡. 6n.Yn n# x) (1) '¡:, ¡ 
2 n:1 L L 

~m .e/ ~(/P/J~ dt- ),ilnk ~/J~ /a/.;ude (/) ~nPI'{ft!7 
Je ~¡Jm .?1/JD /~rtM /?~ ), CP!f;' Y4/ol' t'// OLtiz. _¿,D%-4 
teJ ~ .Joma. a1 la ;)Mt! fcML &Je. 10.~/' de Z. Eh e<:lle 
&1o .se k 'f"Ye k _y,ne, (.f} ~ .6 alllt'e a6 T/!J.!.//?~1' · 

P;_m. .f/~).- . 1 . . • . 

El A~ma ahom.. d'Pn.J,.Jk 1?/J ~krP7ím71' ~e ¡f:,.oc/~[f¡_ 
f:..u RdPn1 Ft?f;-.&;.M/i:;-sc. m~t:kmk k LJI!,./e (/) 'ff ~.o c. -
Ca/ar /os CP~'co•.-7/¿¿,: él. o, t:l/l ,Y .Ó'J. 

~.á ... ht~J ~ 7'oL/;-Ú/' JtNJ ~ ~/7: · 

o_ .We'/CJ~ '* *rac/oo & Y.:7NPb4 /"'7 ~ So/ve/e~~ 
l!!aú:luc/U'J, &k/Mc/a4 ·""'7 c:kriny~ ~.:7/c/Lf4 --

' ! 

:-! 

o_ Eh ¿/ P/7a~'J.is dt ~Ji-n?tZJ m&-.:7/l'/C~J LJ 1"/ec/rtút).S 
.!ábn? hJ-5 'f~e Oc/uon _/d.NZP.S ¡f>P//tD'dfCLZ~J é'x/1'/¡;¡J'td,_ ... : . i ,1 

·?..1/L)p¡?IJ_!J~,:S_/Jf:..L/lS /"' ,W./ C.;(;, ..VE.S -.Ttei6...Q.MnlltET/2;C/l.S_: .JM mT 4/ u t"Oó 17L 11 ~, , : . . 
L "J .... 

J._ Fbnr-/.:J/Jt:i .6Ni~o?t-aJ : 5.on ¡;_;noo,u.J jf'/Ít:/d'-C4.s, a¡vé//dsj_ .. · '' 
fMe con!f~/J"r~'"'' .JÚ c/o .. -;;n/;io tl X 1·,:.¡¡; ohndé T ,e,t, 
d Jhic/~ ék /a ftoc.;on~ 7alfu~: .}} 

f { ;( 1- T) = jf-t) f.s 1' /l/ 2' 1 T) ::: S~,-; 2' :;; .. ~'J',.;:.:. 
~stYII) = ÚPJZ ~ 

t'ua4.'¿¡;,..,. mdl/,pk, de. T é.J kn¡bM ,P..,,,',z,~ d .¡f /t.~ncta~ , 
-f/'.u/{; P/ m/hJ!>/' [T) ~t/Jt?rio'¿ j'o/7danuw~/ a{- /e¡ /LI~c;cw._ 
,_·¡ ((r) f_, .g /':r) Son ¿_j ju/.Jr/0/.Jt'.J _/>Prú;dca~ t'~n _/;NnJ"dr.. 
C:r.n?v/7 To ~/l~/?('e-j h Ju .mt:Z (fx) 1- .,gtx) fió lom6-·.,,~ /t."­
lí'o d-,.-.<U t'on }"'·~'~~¿¿ T ... 

h!o12E ,.¡,¡¡_ .!aA j'onú~n~J Yo 'JlT z J C.O.ó "[ z ~ (/? = 1 2 3 . -- ») .·[ : 

,ÓI!W j>Nio~t:aJ t'tP/l ,/>l'nn~ P,/ldonM'n~/ T = 2[ y 17T= 2_{. 
&:! clait", /om%;1'/1 T = 2 L &! hNiodó ~ hs /t.~.oü'onA :.:.¡¡¡~\1!1' 

.i)l'rJ/OJTQ/Jáo#: r 
.5t'/1 (-nt7« + -?l7r) = _s,-0 ní/x 

c/uor/ZJ~nof>: L L L 
.5M nlh (!&á n 77 T .¡. e?¡;, n ií .K .YrJ nli T = J-1 0 !!.f!_X 

L L L L L 

.!s-lo U f'dnfle Jam j.¡dÍ Z' di 
a, 5 /liiT = .1 

L 

Jt'n niiT = 0 
- L 

o~ :t 2//, :t: 4/T-' 
r· -- ...... -

2 // ,· . T == 2l:_ 
'· n '--- .. ---- ------



' .. ' '. ; , ' . ~; '· .. " 
¡ ;, . 
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:~·~ir·l ;~. :~~:>: :· 
i : . ' 

; : . ~· 
'.' . . -~~ . 

' :- ~ ,-, 
' ?:~· •l. ' 

~~~i~ n: . 
~~¡~;s. ~ 

.. 
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.. ,., 

:cnjlv/ 

.w.=;rKf_ . (¡ 1vl"Q(-I'jCI!J V/U-P(J.'f'UUíl 'JVIJ!)Illl rDj ~1¡ ('X)j -~ : :x7JY3f" ';31?/-:?j 

, · ? 1-=u z 
. ;!.{/V '?QP '-0 > T O(J = (XJj 

:,;.·.( • jC?~--uY/' 7Z '?P~ w¡; ./ve/~ 
. :. , ·._ -;~#?f ÚP_/;7V/7_T 771/P e?&)/ b 7 7 A 7 7-.V/ 

. :>~ :;:.·. ; Vl7P~1VOí) ~V .;¿u~!~)) t/0) (X.f/ h (;t)j ~ : SO/"~r'o:.J '3/~3) 
.; ! .. r~· ·:: . . 7 

. ' " o == :xp(x)f{ . 

:~n· ~./~_,. t;.Pov~ 771//? w (xJ/ (5 

xp(x:Jf [re: = ;(f (XJÍ[ 7 1 

: "'WV~v,;r ¡; Joc/ r:ol.lv'l v¡ {J)./ '.f [t" 

. ' 

. i) 

, 
J: , . ... , . 
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L 

~¡I(x 1.sr,~7 nil~ dx 
L J >' L 

(!;> 

'(<¡) / 
L 

.. , ..... ' "'" 1 : ¡;tf 
_._¡ 

'i 
'1 

. -· ·,,, [i 
•. ·= .... 

,, 

. ·. ¡, ., 

.¿cb;di!a.?J/.1/¡{ k ?7aJ·t!4.. t:Ú ~ ~4&/b( P/7 ¿/(,:: :; · 
-L ¿ r;( LO ?~/{;_ ~ /UAC/Pf /U r-~ ~ ·.-: ': '. ,, 

• • 1":", ,1..1.' : ' 

o/ CaAo (o.) (s-) 

L 

t717 = Zjfrx) {!t:JD 2nJíX d>e (6~ 
.!. o L 
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1 lo l•:t 
-L -1-L 

J/!df'J/4LO ,Si-ti.ETRfCC 

fl) FLJ¡.j('Ít)~l A/f p;IJ!. ;v/;1!/PAI! 
-~~- . ) . - -·· 

(on/irtZl /f',~l/17Cl5: CoJI'/,,,;5 tj JMJJ 

b} E.Jj).}citJN_ f_A_e.. (ff1) tJ t'l 
(&J?lMe' 11/JICOmM;{ ftm?it7CJJ 

CW/JOS-

C) FMcit!¡.¡: .f_~I'~R [ f{t) (6]/7t1 
tmhl'nt: 41;;/amüti. t,'n,;/?t:>J 
5ri7/JJ: 

a) D&arrolb M JI';-Je tÚ_· C'~tn~(~r) 
~ 
~ 
iS 
~ {Cx) . _ _,.'"'·.\ 
-::. -11 -)------~ )( 
~ '- L --·-

~ b) PetJarY"Ik M_ cJt,:,'(~mf?/9 
~ --
f ~· 6 ~ o L 

~ IAITERV4/0 /1514/ETéfD .¡¿ ~-t:-- •OL "X 

~ (!:v:u~~l,C>_~N'PEOÜJIIIrEitt'4to) -t \ .. .-'- //~\ L'- ~ .. 

~ ·C) PtMrm/4> M..flr1~!!!:1!.!J 'CD.Jtn~ffr;":"' 
Cla( . ,_- - +-M , - . - ' -
~ ~~ 

:1 ~~i~~ ~~it~\Ú)~,,¡f:,~J~:;~;~i~~; 

lú 
- --- - ro 0 - -- --- -- --------- .,_ -- --a. ;1/T. "¡¡ , - / 
f(í) = - f z !),, foJ T :r 1- b'lflr; -L x) · d~nt;f. z J'l=-1 ) · L L - . 
!!! "'....!...Jf{z)dx, tl)'J., _¡_ I¡rtJe#.J 'f rdt ·:. 
Z 2L -L Lj.j 

hJ'l= ..LjÍ(x)Jm 'f-tdt 
L -L _ 

,_ -

: = ! fo'f('r:)da: ·. 
l. 

a11 = ¿ jfrxJt!IX> "[x d~ = 
o 

b,= o 
Oo= O Ur,: D 

L 

bn= f{!o:):M 1líxd~ 

~ ~- ;, :_ {rc1J dt . bn =O " 

L 

~"' fJr~= :jrr-x)e~s1Tixcfr 
,. 

-(1)'. 

:j, : .. ; 

ao =en tln=-() ---- ·_··,~·~_-.:~--~~~'·,-

L ----. -; --~~::_ ------ ... 

"" hn == -{:--j ffr) .!fn ~Jí~ d:t: ~zj ·' 

,-- .-0,=- i..J¡;~Jx: -- ···-: Pit ;tr_/t1 ~--;)dr/a. 
~ Z L 40 . · - e11 - L '- >CLL ' · f!" z_ 

i
l . '-f _._ ~ . ':l ---

2 7n!f: . , 7 DITl~ .:_ - l(z - _L 
a,= T f(t}t!os T t dK -,/' , ~uii'{: ".!': 

-~ ·,b:.·:'zlll> L.: .. --1nií: ¡·-·. . .. ,_ t_ L 
· · n=- f{t}Jtq 'tU)! . ,. - _:.t :: •· .. 

,ú,xi}f:,">;~:. ~·;:i1il:::'~:;J · -.• : l~:/L~¿i_.·¡;;lil~~tz~~n 
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Entonw el resultado es . .. 
f {f-'t)' ,-a.d'C • ! , - .! r • .! t • .! ,-zr-~ 
• ,z 4 4 8 8 
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4 

.!,-21 - ~ 
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Lo anterior es una muestra de unas tablas que ha desarroUado eJ lng. Joel Gómez, proresor 
de la Facullad de lngenlert'a, 1 a los lrctores que se interesen por ellas, se les Invita a que 
se pon¡an en contado con H ,.,_.. 

Corno cledr6nlco: t:ra7JO'G tldut !1118111 my 

MATEMÁTICAS Y CULTURA 

BOLETÍN 
25.05.1998 No. 171 

1 DEPARTAMENTOS DE ÁLGEBRA 

L Y GEOMETRIA ANALITICA Y DE CÁLCULO 

EDflVRIAL EDI7Wllllll. 

Hace 17 aftos, la Dlvlslón de Ciencias Wslcas vio nacer de su Departamento de MatemUttlas 
al Boldln Mal<mtik:asy Cullun1. En él ,. ha drJadb constancia, entn otras cosar;, oil< lo 
ronnalldad con la que se debe tratar a las M:~tem4tJcas, de otros tópicos qul complamcnt.lal 
y enrlquccc:n la ronnaclón curricular de nuestros alumnos y la actuallzadón de los doc::enus.. 

· de la utilidad que ellas tienen, y de la recreación que se percibe cuando se trataD isco." ..Cta~ 
enroques rrescos '1 direrentes •. 

Es claro que lu matemáticas son cultura, por ello~ desde rl nacimiento del ~a a 
se decidió 't'lncular a las matemáticas con un rico y hermoso abanico de tanitic:u; stft 
poesía, música y demh tidlas art~¡ pro't'erblos, felldtadones, manlrestadones de jjübita.. 
valores, renexiones acerca de la ftlca profesional, de las deudas sodales 1 cfte las 
humanidades; puesto que todas ellas constituyen opresiones culturales. ~; !l '"i" ··. 

. . .. . • -~ ' .;.p:~ ' .. 

. ·'; •••• ~,¡, 

El Doldfa es un espado en el que se manlnata con grao nltldu que la comunidad dltála 
y dem:b: Dl•lslones de nuestra Facultad¡ Ingenieros, profesores y alumnos tJenea ea_,­
alto aprecio a los valores humanos, que debemos squlr aquilatando y fommtandm ¡para 
desterrar la falsa 't'islón que algunos llenen sobre el lngmlero: que J!O le Intensa tmis .-r 
la parcela de la cultura que tra:a de lo racional; dejando al ol•ldo o al dtslntcris, .Do .qw 
tenga que •er con la faceta hum~ y sentimental de su propio ser. , , 

También es claro que Jos acadimlcos y alumnos que han contribuido dqrante una aáro mis 
a darle 't'ida al BoldÚl, ya en plenajunntud, mereten nuestras felldtadones; cuaarms hall 
contribuido y particularmente los Profesores Érik Castafteda, Pablo Carda y OUa:rio 
Estrada; quienes desde hace 17 aftos y en diferentes etapas, han sido raponsables 4k la 
aparición puntual y del ameno contenido de cada número. 
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PRÜBLEMAS CON VALORES EN LA FP.ONTEP.A 
Y PROBLEMAS DE VALOR INICIAL ' 1 

1 

Como ya s~ ha comentado en la introducción Uc este capítulo, no estamos mi 
terc;a<lm en la btJSc¡ueda de la ;oJución general de las ecu;¡doncs diferenciales 
Cll derivadas parciah.:S lj..JC <IqUÍ tratamos. fvlás bien pretendemos CllCOJllrar Jas 
solucioncs particulan:s que verifiquen la ccuaciún diferencial en Jcrivadas parciales, 
junto con ciertas condiciones auxiliares. 

El tipo de condiciones auxili~res que consi<lerarcmos asociadas a cada ecuación 
Lllfcrcnci~d en c.Jcnvadas parciaks concreta, va a depender, esencialmente, de qul! ésta 
contenga o no d tiempo como variable independiente. Así, distinguiremos entre 
las ecuaciones de evoluci0n (ecuaciones de ondas y de difusión) que descnbcn 
procesos que cambian con el tiempo y que, por tanto, contienen a éste como 
variable independiente, y las ecuaciones estacionarias (ecuación de L:.~place) que 
descnbcn procesos estáticos y, en consecuencia, no dependen del tiempo. 

P:.~ra las primeras aparecen de furma nntural en las aplicaciones do~ tipos Je 
condiciones au.\iliarcs: 

• Cumliáont:.\ inioaleJ: Al igual que en d caso de las ecuaciones onlinaria~. 
pre>cribcn el valor de la función y jo sus derivadas en cierto instante /0 . Supondre­
mos ~icmprc que t 11 = O, lo que no re~tarú generalidad a los rcsuilado;, que Si,; 

obtengan. El número de conúil:ioncs mici:.~lcs a considerar depende del orden de la 
dcri\·ada p~Hc1al con respecto al l!cmpo que contenga la ecuac1ón y COincide con 
0stc. Así, para la de ondas (11 11 = C 2u.,..r; + A(x, 1)) se cunsidctar~ln do~ comlicioncs 
iniciak;,: 

u(x, O) = / 1 (x) ¡)u 1 . u,(x, 0) = -:¡- = j 2(x) 
ul 1"' 0 

mientras que para la de .difusión (11, = k u., + A(x. t)). solamente una: 

11(.1:, 0) = g(x) 

.---'----·-~-.~--~------·--·~" 

~·condiciones de frontera (o de contorno): Están asociadas a variables que 
representan alguna dimensión espacial y que, por tanto, se hallan restringidas a una 
cierta región Q finita o semi-infinita del espacio. Si la ecuación diferencial en 
derivadas parciales es de segundo orden, va a ser necesario conocer el valor de !J 
solución. de su derivada o de una combinación li)1eal de eiJas, en la frontera ande 
la región comiderada. Asi pues, trataremos tres tipo~ de condiciones de fronterJ: 

i) Condicione> de Di•·¡cf¡fet: Consisten en prescribir el valor de la solución en 
la frontera y pueden representarse por 

u(x, t)l;n = g(t) . 

. il) Cundicwnc.\ de Ncumwm: Consisten en prescribir el valor de la dcri\'ada 
segun la dirección normal de la solución en la frontera y pueden represen-. 
tarsc por: 

Cu 
-::- (x, 1)1¡¡¡ = g(t) 
on 

iii) Condiciones de Rohm: Son de carácter mixto, pues prescriben el valor d~ 
una combmación lineal Jc la solución y su ·derivada según la dirección 
normal en la fronll.:ra. Se pueden rcprcscnlar por: 

a u 
u(x, t)J,,¡¡ + le [¡7, (x, t)j,,¡¡ = g(t) (k e IR) 

jonde x representa el conjunto de variables· que definen la región Q del. 
espacio. 

\ 
¡ . 

'1 ,''. 
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----. j --~n rc~~mcn, ~:ua_- !~1~ c.cuacioncs ~e- ~v'~iución ~~-~~--~~~paren~-: d~ rcso_lvJ: ~l 
problemas de valores uoicialcs con condiciOnes de frontera de uno de los tres llp,o .";~ 
anteriores. Damos a ccntinuación algunos ejemplos de. este .tipo de problcmal ·~-~ 
cuJndo se considera uua región unidimensional acotada, que rcprcsenlarcmos poi -~' 
b variable x: · ·.\ 

' 
i) Problema de Dirichlct para ·la c·cuación de ondas: .. : . ''l 

llu = c'u,_, + A(x, 1) ; O < X < 1 ; 1 E ¡p¡+ 
; -~ 

:Jí 

ii) 

u(O, 1) = gi(l) ; 

u(x, O) = f.(x) 

u(l, 1) = g2(1) (condiciones de frontera) 

u,(x, 0) = f 2(x) (condiciones iniciales) 

Problema de i~cumann para b ecuación de difusión: 

u1 = ktf:~.( + A(x, t) ; O < x < 1 ; 1 E IR+ 

u,(O, 1) = g 1(1) ; u)/, 1) = g2(1) (condiciones de frontera) 

u(x, 0) = /(x) (condición iliicial) 
·"--"~=-==-··----

iu) Problema de Rvbin para la ..:cuación ú..: ond;,1s: 

u, =· c2u" + A(s. 1) ; O < .\' < 1 ; 1 E il' 

u(O, 1) + il1u,(O, 1) = / 1(1)} . 
(/ ) 1 1 ) 1 ( 

(condiCIOnes de frontera) 
ll • t + 11/fj t t = 1 t) 

u(x, O) = g 1 (.r) ; u,(.r, O) = g 2(x) (condiciones iniciales) 

En cuanto a las ccuacJOncs c~tacionarias (ccuaciói1 de Laplacc), sólo considc~ 
'aremos problemas de ironicra, puesto que son independientes del uempo. Abor­
dJremos, por tanto, los problemas de Dirichlct, Neumann y Robin para este tipo de 
ccuncionc~. EJemplos de este tipo Jc problemas, formulados en coordenadas CJ.rtc­
!:!I.Jnas para un rcct:wgulo 1.k longitud a y anchura h, :-,on· ' 

i) Problema de D:nchlct para la ecu.1ción d7 Ltplace: 

11-l..J. + u_, 1 = O ; O < x < a ; ,O < y < h 

u(O, )') = / 1(y) 

u(x, 0) = ¿ 1 (x) 

u(u, _,-¡ = /J.i-) (c. de frontera en x) 

u (x, h) = ¡;,(.r) (c. de frontera en y) 

ii) Problema de Neum.,nn para la ecuación de P01sson: 

u,. + u, = A(s, _r) ; O < x < u ; O < y < b 

u.(O, )') = / 1(y) 

u,(.r, 0) = ,; 1(.\) 

u,(a, y) = f 2(y) (c. de frontera en x) 

u,(x, b) = g0(x) (c. de frontera en y) 

iii) Problema de Robin para la ecuación de Laplacc: 

U.:u: + UH = Ü ; Ü < X < a ; Ü < )' < b 

u(O,y)+h 1u,(O,y)=/1(y)} d f ) 
(c. e rontcra en x 

u(a, y) + h2u,(a. _r) = / 2(}') 

.. y condiciones de frontcr.i :lli.ilo¡;as en y 

. 'j 
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( ·uandn :-... · II.Jt.l d.._· d('I\111\H.l:i lhl ;¡"-'\ll~llh):-.. S( ~u ... ·kn d.n cic1 las L'lllld: ... ·¡\Hll.'\ lk ; 
lq:ularid;ld para la snltu.::i{,,L ('nllhl \')Clllplos 'de c:-.1~.: tipo d...: p!ohkni;J:-. l)¡·'lkiWl\ 

l:lli\.\ÍdL'I ;¡¡: 

i) Para la ecuación de ondas: 

u(x, O)= / 1 (x); u,(x,o) = f 2 (x) (condiciOnes iniciales) 

u(O, /) = g1(1); lim u(x, 1) < +c.o (condiciones de frontera) 

ii) Para la ecuación de difusión: 

u,= ku ... _~ + A(x,I);xc;~+ ;IG'~+ 
u(x, O) = J(x) (condición inicial) 

u(O, !) = g¡(t); lim u(x, !) < + co (condiciones de fronteras) 
... -·..r..· 

iii) Para la ecuación de Laplacc: 

li.u + un. = O ; r > a ; O < O < 2n 

u(r, 0) u(r, 2rr); u0 (r, O) = u0 (r, 2rr) (c. de frontera en 0) 

u(O. O) = f(O); lim u(r, 0) < + co (c. de fromera en r) 

dond!.! r y O representan las coorde11aJas poi.Jrcs en el plano. 
En general, el problema de decidir 4ué tipo de condiciones inici:Jlcs y/o d~ 

frontera son apropiadas para una ecuación diferencial en dcriYadas p:1rci,des daJ.! 

J 

' 1 
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es bastante complicado. Hadamard sugirió tres condiciones qu¡,; deben cumpln .... 
cuando se formula un problema de valor inied yjo de frontera asoctado a ur., · 

l ecuación diferencial en derivadas parciales, para que esté bien definido. Estas Slli1 1 

i) 
ii) 

iii) 

La soluciÓn debe cxi~tir. 
Lt solución debe ser única. 
La soluctún debe dcpcntkr de forma continua de los datos inic1~.dc~ ) \' 
de los datos de frontera. 

Las Jos pnmcras c.:ondicJOncs exigen que el problema formado por la ccuaci~··:: 

diferencial en deri\adas parcwlc~ y las condicione:; auxiliares tenga una única ~~~L· 
ciün. Lt lcrccr,l c~tahkcc <..¡uc, pcquci'í.l:-. VaJiaciom:s de las coudicioncs :llD .. lli.H~·· 
deben provocar p\!qucñas variac1vncs d\.: la ~oluciún~ es decir, c.xi¿;c la c:,!ab1liJ.:¿ 
de Ja solución con rcsp¡,;cto a las condiciones au:dliarcs . 

i 
i ¡ 
1 
1' 
' ¡ 
¡ 
~ 
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013TENCION DE SOLUCIONES PAHTICULAi~ES 

1)¡;;-.~,.:¡ibin .. ·nlil:-. a úHHinua¡;iún lo~ d\l~ lip\l:-. de nl~'l\ldll:-. qu~.· utilil.~ll('lllll~ p;¡ra !.! 
1~:-.~llw .. :iún lk h1s probkmas d~: \',i!ur ini¡;i;d y jo de fnHHcr.l pwpu~:~tos cn d ap.lr­
tadu anterior. El primt:ro t..h: dio~ ~e t.:unut:f..: t..:on d lloml>n.: lk m0todu de :-.<.:rar;,tt:illll 
tk \';Jriabks, y !:!C funJa111cnta en la con!:!truct..:JÓn Jc un aJ~.:cuaJu p1vblcma tlL: 
Sturm-LhJU\'tlh:. del que ~e obticnt.: un conJunto de autufuiH.:iones en términos de 
l.1!:! cualc~ !:!C t..:un~truy¡,; la :-.olw.:iún. l~n d segundo utill/.arcmn .... la tran:-.fonn.ala dt: 
Laplacc.; · Exi::.tcn ullu:> 111Ctudus, que 11u t..:uutcuipl.LJC­
mu:::. en este t~.:~to, y que son lamhlcll Jc gran utdiJaú, como, po1 ~..:jcmplo, el qu~.: 

hace u::,o lk las funciones Jc Grccn o L.k la'i tran ... formaJa:-. Jc Foulin." ._ 
En general, todos estos mCtudos se complementan cn el ~cntido Je 

quc, Lada uno dc dlü!:! c::, aprop1.a.Jo para CJcrlo tipu ~.k problema~. 

Método de separación de variables 

Pn.:~cntamos a4uí d métot..lu '-k :-.cpar~H.:iún de variables aplic¡u.Jo a la rcsolucJón dc 
lo~ probkm~s de v~dor ÍllÍL'Íai y/o (k rwnt~.:ra Jdinidos en d ;,ip.trlaJo i.llllerior, para 
~.: ... :uacioncs dikrcnciales en JcrivaJas pare Jale::, en dominios acotados, situación en b 
que este mCtodo rcsultJ mús apropiado. Consideremos ecuaciones dJfcrencialc~ en 
derivadas parciales homogéneas en dos variables independientes y condiciones de 
frontera tambiCn homogC:ncas. En los capitulas siguientes \'Cremo~ cómo este pro­
cedimiento se puede utili¿ar para obtener la solución en problemas no ilomogé:neos 
y, tambu~n. cómo se puede extender al caso de tres variables independientes. 

La descripción del método se hará simuháncamcntc para las tres formas canó­
mcas de ecuación d¡fcrcncJal en dcnvadas parciales establecida~ 
y elegiremos c1crtas condiciones <k contorno concretas. La forma en que c!:!tc 
mi:todo se aplica a problemas con otro tipo de condiciones de frontera se puede 
deducir f;icilmentc de la que exponemos aqui, y se propondrá como ejercicio pos­
l~.·r¡ormcntc. 

Cons¡Jcrcmos los problema~; 

í) Para las ecuaciones hiperbólicos (0 < x < (; 1 E IR+ 

__ 2 Í"(O, 1) + h 1u,(O, 1) = 
0
0} 

1111 - e u.u. (c. de fronlcra) 

l u(/, 1) + h2u,(l, 1) = 
e E R 

u(x, O) = / 1 (x); 11,(x, O) = f 2(x) (c. iniciales) 

ii) Paro las ecuaciones parabólicos (0 < x < 1; 1 E IR+ 

_ ,_ {u(O, 1) + h111,{Ü, 1) = 0} 
111 - t\ll.u 

k IR u(/, 1) + h 2u.(l, 1) = O 
E • u(x, 0) = j,{x) {c. inic1al) 

(c. de frontera) 
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¡¡,¡ ¡'.¡¡,¡ 1.~. ,,u.111•lll··· ...:llJHh'.l~. \lJ ·- .\ ._ .~: 11 -~ r. nJ 

Íu(ll. y) t- i1 1u,(ll, _1') = O) . 
~ \1..'. d..: lnlllll.:r;¡ en .\) "" + u,. _., o 1 11(/, )") 1· h,ll_,(/, )') ~" o J 

Lu(x, O) = / 4 (x); u(x, b) = f 5(x) (c. de frolllcra en y) 

" 
El método de separación de variables consiste en buscar la solución como ur 

producto de dos funciones, dependientes cada una de ellos de una de las variable> 
Es decir, supondremos 

u(x, r) = M(x) · N(l) 

para los casos hiperbólico y parabólico, y 

u(x, y) = M(x) · N( y) 

para el ca~o clípticv. Su•;tituycndo 11 por c~ta expresión en la corrcspond1Cnlc 
ecuación diferencial en derivadas parciab y Jiviu1endo a continuación por la prop1a 
función, se obtiene: 

1 N"(r) M"(x) 
= 

c2 N(r) M(x) 

1 N'(r) 

k N(r) 

N"(y) 
---

N(y) 

= 
M"(x) 

M(x) 

M"(x) 

M(x) 

(caso hiperbólico) 

(caso parabólico) 

(caso eliptico) 

Puesto que los dos miembros de estas expresiones dependen de variables distinta>.: 
ambos dcbt.:n ser iguales a una constante. Denotando por -). esta constante J.: 
separación, se obtienen las siguientes ecuaciones difcrcnciak:s ordinarias para .\/ ~ 
y N: ! 

y 
Af"(x) = - J.Af(x) (en los tres casos) 

{

N"(r) + c2 i.N(I¡ = O (caso h1pcrbólico) 
N'(r) + ki.N(r) = O (caso parabólico) 
N"(r) - i.N(y) = O (caso cliptico) 

Así pues, se ha pasado de una ecuación difcrcnci:.d en derivadas parciales en dLl.i 

variables indcpem.hent~:~ a do~ ecuaciones Úifcrcncio~ks ordinaria~ separadas p.H.\ 
c.tda una de ellas. 
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En esta sección estudiaremos una clase de prolJlcma:; Il;:;.mJdos problemas de 
Stunn-Liouvillc. Un típico problema de Sturm-Liouvillc involucra a una ecuación 
diferencial definida en un intervalo junto con condiciones que debe satisfacer la 
solución y/o su derivada en los extremos del intervalo. Como veremos, la ecua­
CIÓn diferencial tendrá a una función p como uno de sus coeficientes, y surgirñn 
funcioncsfo,¡;, ... ortogonales con la función de peso p, como soluciones de la 
ecuación diferencial. 

Para empcznr consideremos l::l ccuJción diferencial 

y'"+ R(x)y' + [Q(x) + J.P(x)]y =O. (7.3S) 

Buscamos valores para las constantes A para las cuales existan soluciones no 
tnviales en un intervalo dado [a, b]. También queremos que estas soluciones y 
sus primeras derivadas satisfagan ciertas condicion~s. llamadas condiciones en 
/a frontera, en a y b. La ecuación diferencial (7 .33) y l:s condiciones en la frontera 
constituyen un problema con valores en la frontera. 

Especificar condiciones para una solución y sus derivadas en los extremos 
Ce un intervalo (problema con valores en la frontera) es muy distinto a especificar 
los valores de una solución y su derivada en un puma d:!dO (problema con valor 
1:1:ci;¡.l). Los problcnws con valores en la frontcrn. usualmente no tienen solución 
t.:mca, y es exactamente esta falta de unicid<!d lo que hi.lcc que cierto:. problemas 
:-:m valores en la frontera sean importantes al resolver ecuaciones en derivad¿:¡~ 
~J.rcJalcs en la física y la ingcnicria. 

Es más fácil hacer la discusión sobre la ecuación (7.33) si la cscribtmos de 
::-.anrra diferente. Multiplicarnos la ecunción (7 .38) por el R{lf~ para obtenc¡ 

y"eiRt:r)d~ + R(x)eiRtx).:l:ry' + [Q(x) + i.P(x)]yeiRtxJdx = 0. (7.39) 

Como d R(r)<b > O, esta ecuación diferencial tiene las mismas soluciones que la 
:::uación (7.38). Nos darnos cuenta de que 

Sean 

q(x) = Q(x)e1 
"'''', y p(x) = P(x)e1 

"''"'· 

Ahora la ecuación (7.39) puede cscribtrse como 

[ry']' + (•1 + i.¡•)y ~ O. 

Esta ecuación diferencial se llama ecuación diferencial de Sturm-Liouvil/e y 
también es la forma de Slurm-Liouvlllc de la ecuJclón diferencial (7.38). 

i 
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Conshlcrcmo~ la ecuación cJifcrcncJ:.Il 

, 
y"+::. y'+ (x'- ¡_,¡y= O 

.< 

en cualquier intervalo que no contengan cero. Ésta es de la fonna de b ccuJciór: 
(7.38) con R(x) = 2/x, Q(x) =x' y P(x) = -x. 

Para obtener la fonna de Stunn-Liouvillc de esta ecuación, la muhiplici:!Ino:. 
por d '"'"'·Calculamos 

Para obtener 

x 2y" + 2x.r· + (x4
- Ax')y =O. 

Escribimos ésta como 

[x 2y']' + (x 4
- Ax')y =O, 

que es la forma de Sturm-Liouville de la ecuación difcrcncbl con la que cm;r· 
zamos. Esta tiene bs mismas soluciones que la ecu.:ción original en cua.lqui:-~ 
intervalo que no contenga a cero. G 

Consideraremos tres clases de problemas que involucran a ecuaciones di fe· 
rcncia!cs de Sturm-Liouvillc. Supongmríos que p y q son funciones conr:nca.> L-.: 

[a. b]. 

Caso 1: El problema rvgul~r do Sturm-Liouvillc en (a, b) Supoc.¡:o· 
mos que r(x) >O y p(x) >O para a :5 x S b. Buscamos nllmcros ) .. y solucio:1c-:. ~·., 

triviales de 

[ry']' + (q + J.p)y = O 

que satisfagan las condiciones en la frontera de la forma 

A 1y(a) + t! 2y'(a) =O, D1y(b) + D2 y'(b) = O, 

---·-· ·----.-~---··------

en donde A 1 y A: están dado~ Y.· a 1 menos, uno es distinto de cero, y B 
1 
y B

2 
están 

dados y, al menos, uno es d1stmto de cero. 

Caso 2: El problomo periódico de Sturm-Liouvillc en [a, b) Supon­
gam~s .que r(x) >O)' p(x) >O par~ a=::;; x S b. Buscamos números Ay soluciones 
no tnvl.:tlcs de 

[ry']' + (q + ;.p)y = O 

que satisf.:tga¡¡Jas condiciones en la frontera 

y(a) = y(b), y'( a) = y'(b). 

. i 
; i . ' 
'' '' ' ' 1 ¡ 

'1 
¡ i 

. ' '. ¡': 

' . 

-- ------- -- - - -~ -~---------------
y"+ i.y =O; y(OJ = .r(I) =o. 

El intervalo es [0, rri2J y en la notación .:J.ntcrior 

r(x) = p(x) = 1 Y <J(x) =O. 

Éste es un problema regular de Stunn-Liouvillc en [O rr12J con A = n = 1 · 
= D -- O en 1 d f¡ · · 6 E ' 1 1 Y A, 

2.- a e ln!CI n. ·ncontra:cmos los valores propios y las funciones 
proptJs p::!rJ este problema. La ccuac1ón caroctcristica de y"+ Ay= 0 es 

r:!+).=O, 

con raíces r = ± \Cf. E.:.to nos lleva a considerar tres casos. 
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H rviah:s Jc 

In·]' + (1¡ + i.p¡y ~o 

que satisfagan uno de los tres tipos de condiciones en la frontera: 

a. Si r(a) =O, entonces 

B,y(h) + B,y'(b) =O, 

con flt y D1 dados y al menos uno distinto de cero; las solucione:; deben ser 
acotadJs en a. 

b. Si r(b) =O entonces 

A 1y(a) + A 2y'(a) =O, 

con A1 y A2 dados y al menos uno distinto de cero~ las soluciones deben ser 
acotadas en b. 

c. Si r(a) = r(b) =O no tcncmo~ condiciones especific:::tdJs en Ja frontera en a o 
en b pero se reqUiere que esas soluciones sean ¡j,COtad:::ts en [a. b ]. 

En cJda uno de estos problcm<!c:., un número A para el cual existe una solución 
no mv1al se llama un valor propio o un valor caractcrís~ico del problema; la 
~::duc¡ón no trivial correspondiente se llamafunclón propia asociada al ,,.aior 
¡')roplo ) .. POi def!nición la función cero nunca puede ser una función propia (a 
~·cs;::r de que el cero puede ser un valor propio). 

En muchos de los probl:::mas de Sturm-Liouville que aparecen en física e 
:~geni~rla, los valores propios tienen un significado físico relacionado con el 
;-;robh:ma. Por ejemplo, en el comportamiento de la propagación de l:::ts ondas los 
·,,:¡Jores propios representan modos fundamentales de la vibración. 

EJEMPLO 7.6 Un problema regular de Sturm-Liouvillc 

Consideremos el problema C071 valores en la frontera 

Ca::;o 1: A= O Ahora la ccuo.ción diferencial es y"= O con la solución general 

y=ax+b. 

Entonces 

. y(O) = h =O 

y 

implica a=O. 

La única solución en el caso en qu~ A= O es la solución trivial. Por lo tJnto, el 
valor cero no es un valor propio d.: este problema (ya que no existen funciones 
propias que, por definición, son soluciones no trivü:llcs, ::!saciadas con } .. = 0). 

Caso 2: A> O Escribil~os ;~=J...:. con k> O. La solución gencr:::tl de y"+ f-y 
= O es 

y(x) =a cos(kx) + b sen(h). 

Ahora 

y(O) = a = O, 

entonces y(x) = b sen(kr). 
En seguida, requerimos que 

(") (''") )' 2 = b sen ,2 = O. 

Si h<!cemos b = O tenemos la solución trivial. Si b =P O, se puede satisfacer 
y(rr/2)= O escogiendo k w.J que sen(k;r/2) =O. Por lo tanto kr./2 debe ser un mUltiplo 
cnt<'PJ y Do~:~i·:0 d': ;;: o 
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k = 211 p<~ra u = 1, ::!, .\ •.•. 

Los números 

son valores propios ue este problema para 11 = 1, 2, 3, ... Al valor propio 211 le 
corresponde una función propia cp,(x) = b, scn(2r.x), con bn cuJlquicr constante 
distinta de cero. 

Caso 3: J.< O Escribimos J.= -k' con k> O. La solución gcncr¡¡l de y"- k'y = 
O es 

Ahora 

y(Oj = O = a + b, 

de donde b =-a y y(x) = a(e"- e"")= Za scnh(kx). Pero entonces 

(rr) (krr) Y 2 = 2asenh T =O 

requiere que a= O ya que k> O implica que senh(kn/2) >O. Por lo tanto, el caso 
A< O nos lleva sólo a la solución trivial y este problcm:1 no tiene valores propios 
nc¿;ativos. 

En resumen, el problcm:l regular de Stunn-Liouvillc 

u ene valores propios).= 4n2
, n = l, 2, 3, ... , y a los valores propios 4n2 les 

corresponden funciones prop1as tiJn(x) = bnscn(2tu), con b, distinto de ccrn cero 
Jrbitrario. e 

EJEMPLO 7.7 Un problema periódico de Sturm-Liouvillc 

Consideremos el problcm:l periódico de Sturm-Liouvil!e en (-ir, rr] 

y"+ ).y= O; y(-rr) = y(rr), y'( -rr) = y'(rr). 

Como en el ejemplo 7 .6, tenemos los siguientes casos p~ua A.. 

Caso 1: J.= O Entonces y= ax + b. Ahora 

y(-n) = -arr + b = y(n) =a¡¡+ b 

'----·-- -· ··- . 

"'""· . ·-" -·-- ---------------
implica que a = O, por lo tanto y = b. Esta función constan le satbface ambas 
condic:lones en J;.¡ frontera ya qu:.: 

y"(-")= y"¡n) =O 

en este caso. As! que, cero es un valor propio de este problema con las correspon­
dientes funciones propias y= b, pJra cualquier constante distinta de cero. 



Caso 2: }. >O Escribimos Á=- J.." c0:1 k::..- O, para oblt.:ncr b :>ülución tjl:IH.'I~i 

y = a cos(kx) + b sen (kx) 

de la ecuación diferencial. Ahora, y( -;r) = y(;r) da 

a cos(krr) - bscn (kr.) = a cos(kn) + bscn (/m). 

Entonces 

2bscn (kn) =O. (7.40) 

La condición;l(-;r) = y'(;r) nos da 

ak sen(h) + bh cos(kn) = - ak scn(kn) + bk cos(kn), 

o 

2ak scn(kr.) = O. (7.41 1 

Como k> O, las ecuaciones (7 .40) y (7 .41) nos dicen que 

bscn (f:n) = a sen(lm) = O. 

Si sen (k;r),;. O, entonces a= b =O, y tenomos la solución trivial. Si scn(k:r)" O 
entonces k debe ser un entero positivo y a y b pueden :;cr distintas de cero. Por b 
tanto, ).. = n2 es un valor propio paran= 1, 2, 3, ... , y las funciones propi:l, 
correspondientes son 

<p,(t) = a,cos(nx) + b,scn(nx), 

en donde an y bn son constantes al menos una distinta dt! cero y arbitmrias. 

Cano 3: A< O Escribimos A.=-¡¿:. con k> O para obtener !:1 solución gc::c::l: 
de la ecuación diferencial 

ahora, y( -rr) = y(lr) implica que 

Y y'( -;r) =y'(;:) nos da 

(7.43) 

Podemos escribir la ecuación (7.42) como 

y concluimos que a= b. Usando esto, la ecuación (7.43) se reduce a 

Ya que k> O entonces ae_.~ = acA·\ que puede ser cierta solamente si a= O. Pero 
entonces t~mbiCn tendríamos que b =O, obteniendo solamente la solución trivial. 
Por Jo t:J.nto, este problema periódico de Sturm~Liouville no tiene valores propios 
r.egat1vos. 

En resumen, el problema periódico de Stur.n-Lwuvillc 

y"+ /.y= O; y(- n) = y(n), y'(- n) = y"(n) 

u ene valor propio A.= O con funciones propias cp0(x) = b ~O y paran= I, 2, 3, 
... , tiene valores píOpios).. = n1 y funciones propias cp,.(x) = a,cos(nx) + b,scn(nx), 
no con ano bm ambo:; nulos. o 
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Consid::rcmos la ecuación diferencial de LcgeuJrc que pw.:dt..: e~cribirst..: en la 
furrna de Sturm-Liouville como 

[(1 - x 2 )y']' + .iy ~o 

1 ""1 ~· ~1 $bxl$ l. Ahora, r(x) = 1 -x' y r(-1) = r(l) =O. Esto nos coloca en el caso 
1: • e pro cma smgular de Sturm-Liouville. 

ln la _sección 7.4 vimos que si A~ n(u + I), con 11 =o ¡ " 3 .· .... 
~;¡; solución_ polinomial de Lcgcndrc Pn(x). Por lo tanto 'cs;c -~r~b~~~1~ et~~~t~ 
:;oo~cs prop~os n(~z + 1) para cualquier entero no negativo n y Jas funciones 
~·~ ;..:~ cdorre->pondi~ntes ~on Pn(x) o cualesquiera múltiplos constantes, distintos 
-•~ ~-.· · c_cstos polmo~uos. Puede probarse que éstas son las únicas soluciones 
=~ ·~. ccuactón de Le genere que están acotadas en [ -1, 1] y que los ü.nicos valores 
' 'vfi!OS de este problema SOn los números ..t = n(n + 1) para 11 = 0, ] , 2, .•. D 

rc~o/~~:t: v~ste momento ~emes discutido el tipo de prcblemas que queremos 
:. .ttr 1 • tmos algunos e;cmplos. Ahora examinaremos el teorema fundamental 
· ' e os problemas de Sturm·Liouvillc . 

. ------- -·=---------------------- ---
TEOREMA 7.10 Teorema de Sturm-Liouville 

l. Para los problemas regular y periódico de Sturm-Liouvillc, existen una 
infinidad de valores propios. Ade-más, los valores propios se pueden enume­
rar A1, A2, ... de manera que 

i." < J.,,. si n < 111 

lfm }.,. = cr..,. 

2. Si }.., y }., son valores propios distintos de cualquiera de los tres tipos de 
problemas de Sturrn-Liouvillc, con las funciones propios correspondientes 
t;n y ({Jm, entonces cp, y (p., son ortogonales en [a. b] con la función de peso p. 
Esto es, 

r p(x)<p,(>)"m(x) dx ~o si 11 "' 111. 

3. Para los tres problcm;:¡s de Stunu-Liouvillc, todos los valores propios son 
reales. 

-!. Para un problemí:l regular de Stum1-Liouvillc, cualquier par de funciones 
propias correspondientes a un valor propio dado son linealmente dependien­
tes. e 

La conclusión (l) del teorema nos garantiza IJ existencia de solucione~ no 
triviales de los pmblcmas regular y periódico de Sturm-Lioilville, ya que cad;:: 
valor propio t!cne nsociada una función propia no trivial. La conclusión (1) 
t:!.::Ibién implica que los valores prop10s están ''diseminados" y no se acumula;¡ 
en nin.;ún punto fimto (corno por ejemplo, los números 1/n se ;¡cumulan o.lredcdcr 
del cero). L.:t función de peso p que Jparccc en la conclusión (2) es el coeficiente 
de A en la ecuación difcrenciJI de Stunn-Liouvillc. · 

Observe cómo surgieron las conclusiones (1) y (2) en lo:; ejemplos que vimos. 
En el cjc!!1plo 7.6, los valores propios eran)_= 4n 2 pura n = 1, 2, 3, ... , con 
funcJOnes propias cp,.(x) = b,. sen(21lx). Si tomamos i .. ,. = 4n 2 ciertamente Jím,_, ... 
i., = oo. Además, la ecuación difcrcncJal del ejemplo era y"+ i .. y =0, por !o tanto 

p(x) = l, y tenemos 

f"" p(x)<;>.(x)'Pm(x) dx ~ f'" sen (2Hx)scn(2mx) dx 
o . o 

sen[(2n- 2m)x] sen[(2n + 3m)x]]'" ~ 
0 

2(n -m) 2(n + m) . 0 

sin~ m. 
Como otro ejemplo, los· polinomios de Lcgendre son orto:;onalcs en [-1, 11 

con la función de peso l. Estos polinomios son funciones propias de un problcm:l 
singular de Stunn-Liouville. 

Ln. conclusión (4) a.firma que, en el caso de un problema regular de Stunn­
Liouville, cu~Jcsquicra dus funciones prorias correspondientes al mismo \'ülor 

' ~ 
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en lus p1oblcmas no regulares de Sturnl·Liouvillc. En el ejemplo 7.7, cos(.\.) y 
s~.:n(x} :.on funciones propias linc;llmcntc iud<.:pcndicntcs asoci<~Jas con el mismo 
valor propio l. 

En los ejemplos que hemos visto hasta ahora, siempre hemos sido capaces de 
encontrar los valores propios explícitamente. Muchas veces, lo mejor que pode~ 
mos hacer es escribir una ccu;;J.ción que satisfaga los v::llorcs propios y apmxirn~u 
sus valores numéricos. El siguiente ejemplo ilustra esto. 

EJEMPLO 7.9 

Considerar el problema regular de Sturm-Liouvillc en [O, 1] 

y" + i.y ~ o. y(O) ~O, 3y(l) + y'(l) ~O. 

Consideremos los casos posibles para ..t. 

C~so 1: .A= O Entoncos y~ ax + b. Como y( O)~ O, b ~O. Entonces 

3y(l) +y'(!)= 3a +a~ 4a ~O. 

De donde a= O, así que en l.!stc caso, sólo obtuvimos la solución trivial. Por lo 
tanto el valor cero no es un valor propio. 

Caso 2: A< O Escribimos).= -a.2
, con a>O. La solución general de la ecuación 

diferencial es 

Como y( O) ~a + b =O, b = -a y 

y(x) ~ la scnh(ox). 

Se sigue que 

3y(I) +y'(!)~ 6ascnh(a) + 2aa cosh(a) ~O. 

Si a ::F. O esta ccunción implica que 

Esto es imposible porque, para a> O, tanh(a) > O y -~a< O. Por lo tanto, no 
existe ninguna solución no trivial con A < O, y este problcm:J no tiene valores 
propios negativos. 

Caso 3: A> O Escribimos A= ci, con a> O. La solución general de y"+ fi!y 
=O es 

y(x) ~a cos(ax) + bsen(ox) . 

. --·-----------·-----

¡·=-o . J 

Figura 7.8 
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Comoy(O) =a= O ,y(x) = b s"n(ax). Además,· 

3y(l) + y'(l) = 3uscn(>) + ~¡, cos(x) =O. 

Suponiendo que b =t:. O, esto implica que 

Esta ecuación no puede rcsol\'ersc algebraicamentc. Sin embargo, }J figura 7.8 
susicrc que las gráfioos de y= tan( .:X} y y= -aJ3 tienen una infinidad de puntos 
en común en el semipla.no a> O. Las primeras coordenadas de estos puntos de 
intersección son valores propios d~,; este problema. Si usamos el método de 
Newton, encontramos que las primeras cinco soluciones positivJs de tan( a)= 
-aJ3 son aproximadamente 2.4556, .:5.2239, S.2045, 11.2560 y 14.3434. Los 
primeros cinco valores propios son Jproximc.damente los cuadrados de estos 
números, dándonos 

)., "'6.0300, i.,"' 27.3822, ;,, "'67.3138. 

i .• "' 126.6975, y ;,, "'205.7331. 

Para cada número positivo a que satisfaga tan(a) = -aJ3, obtenemos un valer 
propio).= ci' y su correspondiente función propia q¡(x) = b scn(c:<), en la cual b 
es una constante distinta de cero. Por la conclusión (2) del teorema 7.1 O, ::.1 A-1 Y 
}"1 son valores propios distinto:l, 

J: scn(Ji,";"x)sen(,JJ.;x) clx =O. 

Este resultado puede demostrarse mediante la integración, pero no es mu)' 
sencillo, debido a la ecuación qu'!dctcnnina a los valores propios. t:~ · 

Concluiremos esta sección con las demostraciones de algun<:!.S pmcs dd-·.: ~ 
teorema de Sturm-Liouville. La conclusión (1) es un resultado de existencia que.- _ · ·J 
no intentaremos probar aquí. ~ .. j 

-........ "" 

Demostración de la conclusión (2) del teorema 7.10 A partir de la 
ecuación diferencial tenemos que 

(reo;]' + (q + i.,p)<¡!, = O 

[rq>~]' + (q + i .• p)rp. =O. 

Multiplicando la primera ecuación por r;Jm y la segunda por <p" y restándolas 
obtenemos 

Esta ecuación puede escribirse corno 

Integramos ambos lados de la ecuación de a a b para obtener 

[rlrp.,p; _ rp,!,J~)I =u._ i.,) r p(_,)rp,(x)rp.(x) dx. 

Supongamos que An * Am. LJ Ultimn ecuación va a implicar la conclusión (2) si 
podemos probar que el lado izqu1erdo es iguJI a cero. Para hacer esto, debemos 
usar individualmente cadJ tipo de condición en la frontera, d:::mdo lugar a tres 
CJSOS. 



:i 11'((/) i-A 2y'f(/):::0 

IJ 1y:h¡ + I32y'(ú) = 0, 

en las que A1 y .A 2 no son simu!tánc:tmcntc iguales a cero y B1 y il2 tampoco son 
;unbas cero. Estas condiciow.:::> en la frontera deben ser satisfechas tamo por c¡J11 

como por cpm. Primero aplú:amos sóio la condición Al)'( a)+ Az>l(a) =O a ambas 
fur.cioncs propias. Obtenemos 

A 11f!0 (a) + A 2 r;>;(a) = 0 

A¡\ln(a) + A 2 r;>~(a) =O. 

Como A1 y A2 no son ambas cero, el sistema de ecuaciones 

¡p.(a)X + \'l;(a) Y= O 

>?.(a).Y + <p~(a) r =o 

Irene una solución no trivial (a saber, X= A¡, Y= A2)- Por lo tanto 

1 

\o.(a) rp;(a) 1 . . . 

( ) , ( ) = q>Ja)rp.(a) - rp.(o)lfl.(a) = O. 
f./Jm a fPm a 

(7.44) 

Ahora aplicamos el mismo razonamiento utilizando la condición D1y(b) + B,y'(b) 
= O, pa•a obtener 

'----------·-- -- .,. ____ . ·-·.-.--· ··=-·== ·--~" ·-· --'~--~¡ 
(7.45) 1 

' 
1 ,. 

Las ccuJciones (7.44) y (7.45) nos d•n 

y esto es lo que ncccsiiJrnos para concluir que J! p(x)qJ,(x)fP,.,(x) dx =O. 
Para los problemas periódico y singular de Sturm~Liouvillc, el razonamicnlo 

es similar, utilizando las C'Jndicioncs en la frontera para probar que 

! Demostración de la conclusión (3) del teorema 7.10 Supongamos que 
un problema de Stunn-Liouvi!le tiene un valor propio complejo 

o' 

}. = " + 1/]. 

s·ca ({J lJ función propiJ co;rcspondicntc; escribimos 

<;JI X)~ u(x) + iqx). 

Sustituyéndola en el problema de Sturm-Liouville, encontramos que;¡= a- i{J 
también es un valor propio con la función propia correspondiente \O(x) = u(x) 
- iv(x). Si f3 *O entonces ,\y X son vol ores propios diStintos y por la conclu­
sión (2) r p(x)•p(X)\o(x) dx = O. 

Pero 
y(x)\'i(x) = [u(x) + iu(x)][ulx)- ir(x)] = u(.\) 2 + v(x)'. 

Por lo tanto r p(x)[u¡x) 2 + L'(.\) 2] d.,= 0. 

Ahora, porhipótesisp(x)> O en (a,/;). Además. como<;> es no trivial, u(x)2 + v(x)' 
no puede ser idénticamente cero en [a. b]. Entonces p(x)[u(x)' + v(x)'J e> 
positiva en algun subi~.tervalo de [a, b J; por lo tanto J! p(x)["(x)' •· v(.~)'Jdr >O, 
que es unn co:1tradiccién. Concluimos que {J_= O y que c~da valor propio debe 
ser real. e 

1 

1 
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Demostración de la conclusión (4) del teorema 7.10 Supongamos que 
A. es un valor propio del problema regular do Sturm-Liouvillc 

[ry']' + (q + J.p)y =O; A1y(a) + A 2y'(a) =O, B 1y(b) + B,y'(b) =O 

i, ---~=---------~··· ("" 
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en [a, b]. Sean rp y 1iJ funciones propias asociadas a A.. Queremos probar que rp y 
V' son linealmente dependientes. Por la condición de frontera en a, sabemos que 

A1q¡(a) + A 2 q¡'(a) =O 
A1if'(a) + A 2 if''(a) = 0, 

con A 1 y A1 constantes no ambas cero. Por lo tanto el sistema de ecuaciones 

\J(a)X + ~>'(a) Y = O 
1/t(a)X + 1/t'(a)Y =O 

tiene una solución no trivial. Luego 

1 

<P(a) 

if'(a) 
q¡'(a) 1 
lj¡'(a) =O. 

Pero este valor es lV{if', ~¡~](a). Como cp y V' satisfacen una ecuación diferencial 
¡¡. ncal homogénea de segundo orden, cp y 1¡/son linealmente dependientes en [a, b] . 
D 

~---~------ --· ----- .. --i 
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· f:== sin(x)/x; 
~mit(f, x==O); 
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lOO f:== sin(x)/x; 
lilllit(f, x==€>); 
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f: == sin(x )/x; 
~imit( f, x==0~); 
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f:= n*sin(n!)/(n/\2+ 1); 
~imit(f, n=l); 
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f:= n*sin(n!)/(n/\2+ 1 ); 
limit(f, n=lO); 
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, f:== n*sin(n!)/(n/\2+ 1); 
~mit(f, n==l0~); 
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· f:== n*sin(n!)/(nA2+ 1 ); 
limit(f, n==500); 
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Plotting error, non-numeric vertex definition 



restart; 
f:= x/abs(x); 

limi t (f, x=O) ; 

undefined 
limit(f, x=O, left); 

-1 
li~t(f, x=O, r~ght); 

1 
> plot(f, x=-1 .. 1); 

1+---------------------------
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restart; 
f:= ( (7+x)" (1/2) -3) 1 (x"2-4); 

¡:¡;-;- 3 
j:= 2 

X -4 

liiTU t (f, x=2) ; 

> lirnit(f, x=2, left); 
> l~rnit(f, x=2, right); 

> plot(f, x=l .. 3); 

> 
> 
> 
> 
> 
> 
> 
> 
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limit (f,x=-2); 

> limit(f, x=-2, left); 
> l1mit(f, y=-2, right); 

> plot(f, x=-3 .. -1); 
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• 

[ > restart; 
1 > readlib (fdiscont) : 

Digits := 3: 

> f:= (l+xA3)/(l+x); 
> fdiscont(f,x=-3 .. 3,0.02); 

f= 

[ l 
> plot(f, x=-2 .. 0); 
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> plot(f, x=-1.1. .-0.9); 
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X r > plot (f' x=-1. 01. . -o- 99) ; 

Page 1 



3 03 ·. 

3.02 

301 

3 

2.99 

' 

298 

2.97 ~~---~~-----__:, 
-1.01 -1 006 -1 002-1-0.998 -0.994 -0.~ 

> plot(f, x=-1.001 .. -0.999); 

3003: 
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3 001~ 

> p1ot(f, x=-1.0001 .. -0.9999); 
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Floating Point CNe111ow. Please shorten axes 
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[ > restart; 

r> 
> f:= xA2; 

l 
> plot(f, x=O .. 2); 
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X r> plot3d(f, x=0 .. 2,y=0 .. 2); 
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restart; 
f:= exp(-O.l*x)*cos(x); 

> plot(f, x=O .. lO*Pi); 
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> plot3d (f, x=O . . lO* Pi, y=O .. 10) ; 
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[ > restart; 
1 > f: = u+v=x+y; 

> g:= x*u+y*v=l; 

l 
[ > 

[> 

[> 

[ > 

f:=u+,·=x+y 

g :=X U+ y V= ] 

impl~citd~ff({f,g),{u(x,y) ,v(x,y)),{u,v),x,notation=D~ff); 

(
8 ) u+y (e ) u+x ( -::u =---, -v =--} 
ex x-y ex x-y 

y y 

implicitdiff({f,g),{u(x,y),v(x,y)),{u,v},y,notation=Diff); 

(
8 ) v+x (a ) v+y { -v =-- -N =---} 
cy x_:_y' cy x-y 

X X 

~mpl~citdiff({f,g),{x(u,v),y{u,v)),{x,y),u,notation=Diff); 

(e ) •+x (e ) v+x { -y =- -x = } 

Cu -· + "' c. -· + " V V 

implicitdiff({f,g},{x(u,v),y(u,v)),(x,y),v,notation=Diff); 

t(!_x) = v+y (!_y)=- w+y} 
iN -11 + .. • iN -11 +" 

• • 
[ 

> implicitdiff({f ,g}, {u(x,yj,v(x,y)}, (u,v} ,u,notation=Diff); 
E~ror, íl.n lmpl.::.c.i.t.dlff) 2nd arg_rr:.e:-:t., {t.:.lx,¡l, v(x,y; /, must be fun,::...:...ons o:, u 
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[ > restart; 
> f:= u*cos(v)-x; 
> g:= u*sin(v)-y; 

> 

f.= 11 cos(v)- x 

g := 11 sin(v)- y 

> ~mplicitdiff((f,g),{x(u,v),y(u,v)),(x,y),u,notation=Diff); 

{ (:/) = sin( v ), (! x) = cos( v) } . 

• • 
> 
> implicitdiff((f,g),(x(u,v),y(u,v)),(x,y),v,notation=Diff); 

( ( ~ x) = -u sin( v ), (;y) = u cos( v) } 
u u 

> 
> implicitdiff((f,g),(u(x,y),v(x,y)},(u,v),x,notation=Diff); 

{(!M) = cos(v), (! J =- sin~v)} 
y y 

> 
> implicitdiff({f,g},{u(x,y),v(x,y)),{u,v},y,notation=Diff); 

> restart; 
> with(plots); 

> 

( e ) (e ) cos(v) { cy" =sin(v), cy·" = M } 

X X 

[ animate, animate3d, animatecurve, changecoords, comple:rp/01, complexplot3d, conformdl, 

contourplot, contourplot3d, coordplot, coordplot3d, cylinderp/01, dens11yplol, display, display 3d, 

fieldplot,jieldplot3d, gradplot, gradpl013d, 1mplici1plot, imphcitpl013d, mequai, hstcontplot, 

listcontplot3d, li~1densityplot, listplot, listplot3d, loglogp/01, /ogp/01, -ixplol. odeplot, pareto, 

pointplot, pointplot3d, polarplot, polygonp/01, polygonplot3d, polyhedra _ SIIJ1POrled, 

polyhedraplot, replot, rootlocus, semilogplot, setoptiom, MtoptiOflS3d, spacecurve, 

sparsematri:rplot, sphereplot, surjdata, textplot, texlpl013d, tubep/01] 

> 
> 
> 
> 
> f:= XA2+yA2=4; 
> implicitplot(f, x=-2 .. 2, y=-2 .. 2); 

j:=:1+l=4 
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f:= (u*cos(v))A2+(u*sin(v))A2=4; 
implicitplot(f, u=0 .. 2, v=0 .. 2*Pi); 

f: = u2 
cos( v )2 + u2 

sin( v )
2 = 4 
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