M.DULO 1. TRADUCCION DEL LENGUAJE
" COMUN AL LENGUAJE
ALGEBRAICO Y VICEVERSA

- Objetivos especificos
Al finalizar el estudio de este modulo, el alumno:
® Dado el enunciado de un problema, traducird la proposicion a una expre-

sion algebraica.
® Dada una expresion algebraica, la traducird al lenguaje comun.

Cuadro sindptico

Traduccién del leriguaje comiin al lenguaje algebraico

.- Identificar las cantidades gue son variables y las que sofi- constantcs
2. Determinar las relaciones entre ellas. L ‘
3. Obtener la expresion algebraica que rcpreseme las relac:ones exxstemes i

Enunciar las exprcmoneq algebralcas suslnuyend qubolo“. y $ignos:
algebrajcos por su equivalente en el lenguaje comun.

Lo e

4 ; il
. R
T

1.1. Traduccnon del enunciado de un problema
a una expresmn algebralc'\ :

. Para solucionar muchos problemas de n+ eria se procede fundamental-
- mente con modelos que en su mayoria son matemdticos. El mds comun de los

‘ - lenguajes matematicos es el dlgebra, que permite expresar por medio de letras y

: sxgnos una regla 0 proposicién representativa de una situacion tedrica o real. Asi
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14 UNIPAD 1. ALGEBRA ELEMENTAL

pues, una expresion o formula algebraica es el modelo matemético de un fend-
meno o problema.

Definicion. Formula es la expresion algebraica de una regla relativa a un
problema o fendmeno tedrico o real.

El valor numérico de una expresion algebraica se obtiene sustituyendo las
letras que la componen por nimeros representativos de un,caso particular.

Para obtener la expresion algebraica que representa un problema dado es
necesario identificar, a partir de su enunciado, las cantidades variables y las cons-
tantes, y establecer en seguida las relaciones entre ambas. Se eligen letras para
representar las variables y las constantes involucradas, que pueden cambiar de
un caso particular a otro. En general, para las variables se usan las iltimas letras
del abecedario, y las primeras para las constantes. Luego se determinan las rela-
ciones entre unas y otras, y con esto se obtiene la expresion algebraica de un
problema dado, la que permite representario en una forma abreviada.

Ejemplo 1

Expresar algebraicamente el hecho de que el volumen de un.cono es igual .
‘a la tercera parte del producto del drea de la base por la altura:

Solucion
-Sea r el radio de la base, h-la altura del cono.y V su volumen Puesto:que
:e] drca de la baseies w:por el cuadrado dél radio, el volumen estd representado por:

-

V = wreh

]
3

Ejemplo 2 )

L

En un problema de movimiento rectilineo. se sabe que el'espacio recorrido
por un punto movil es el espacio inicial ya recorrido por el punto antes de empe-
zar a estidiarlo, mas la velgcidad inicial:por el tiempo, mas la mitad del produc-

to‘de la-aieleracion por el cuadro del tiempo. Escribir una expresion que indique
‘el espacio recorrido en un tiempo cualquiera.

Solucion . . ‘

"Seaeel cspacno recorndo al cabo del tiempo 1, e, el cspaCIO inicial, Vo la
velocidad inicial y a la aceleracién. Se tendri entonces que:
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1
P=e0+v01+—2-at2

'1 2 Traduccion del lenguaje algebraico

al lenguaje comun

Para la total comprensién v correcto empleo de las expresiones algebraicas
resultantes de un proceso o de 1a formulacion de un modelo matematico es indis-
pensable saber interpretarias. De ahi la necesidad de saber trasladar al lenguaje
comun todas las operaciones que indican los signos y que deben efectuarse
mediante las cantidades expresadas con Ietras Este proceso se ilustra con los

“ siguientes ejemplos. ey

. Ejemblo 3
La férmula para obterer el volumen de un prlsma de base hexagonal es la
. mgmcnte ‘
- i P
vVe""1 ‘
2

~ Donde P es el perimetro de la base, ‘a es la apotema de la misma y h es la altura
. -+ del prisma; enunciar esta férmula en lenguaje conin.

Solucion

E! volumen de un prisma de base hexagonal es igual a la mitad del producto
del perimetro de Ia base por la apotema multiplicado por la-altura.’

Ejemplo 4
Traducir al ienguaje comun' la expresion:

(@ + b)> =a° + 2ab + b*

NG |

Solucion. e o I

El, cuadrado de la suma de dos numeros ‘es 1gual al cuadrado del primero,

' ‘mas el doble produclo del pflmero por el segundo mas el cuadrado del segundo.

Ejemplo 5

En general, en un movimiento:
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Donde E. es la energia cinética, m la masa y v la velocidad. Traducir esta ex-
presion al lenguaje comun.

Solucion

La energia cinética adquirida por un cuerpo al desplazarse es igual a la mi-
tad del producto de su masa por el cuadrado de su velocidad.

Ejercicios

l. Exprese algebraicamente la proposicién: La suma de un nimero x disminuido en
la unidad, mds la mitad del nimero aumentado en la unidad, mas el triple del
cuadrado del nimero, es 8.

Escriba algebraicamente el siguiente enunciado: La resistencia R a la flexién de

una viga de seccién rectangular es proporcional al producto de la base b por el

cuadrado de la altura h de la seccidn.

3. La temperatura C en grados centigrados es igual a las nueve quintas partes de
la diferencia de la temperatura F en grados Fahrenheit, menos 32. Exprese este
hecho en lenguaje algebraico.

4. Exprese algebraicamente que la suma de dos mimeros, multiplicada por uno de
ellos es igual al cuadrado de éste, mds el producto de los dos nimeros.

5. Traduzca al lenguaje comiin la expresidn:

23

(@ — b) =a’ - 3a’h + 3ab® - b*

i

6. Escriba en lenguaje comin la igualdad:

\ x — 5)
X'+-—“"——‘=41+]

4
7 El volumen de una esfera esta dado por la férmula V = — =r’, donde r es

el radio de la esfera. Traduzca dicha férmula al lenguaje comiin.



MODULO 2. OPERATIONES ALGEBRAICAS

Objetivos esgeciticos

Al finalizar ol esindio de este module, ¢l alumno:

Reductrd 1os términos semejantes de una expresion algebraica.
Efectuarn adiciones con polinomios.

Efectuard sustracciones con polinemios.

Multiplicard volinomos.

Dividird oolinomios.

Dividird -1t nolinomio en < vntre '« binoniio de primer arado e la forma
£+ 1. wicando la division sintéricao.
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Cuadro sinéptico

Propiedades de las operaciones algebraicas

Adicion

Sustraccion

Multiplicacion

Division

r

A

[ ]

Existencia.

Unicidad.

Conmutatividad.

Asociatividad.

Propiedad aditiva de la igualdad.

Operacion inversa de la adicion.

Si a > b, la diferencia a — b es positiva.

Sia < b, ladiferencia a — b es negativa.

Propiedad sustractiva de la igualdad
a-—b=a+ (-b)

Existencia.

Unicidad.

Conmutatividad.

Asociatividad.

Propiedad multiplicativa de la igualdad.
Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto
a la adicion.

Operacién inversa de la multiplicacion.
Propiedad divisoria de la igualdad.

; 1 a 1
Reciproco deaes —. — = a —
a b b

Leves de los signos

Leyes de los exponentes

(+ M +)

()

(+)—=)

{—)

{+) =+

(+) =(—1

(—)-)

{(—)+)

fa\" a
{—) ={(+;| a"a" = a""" (—) =
{—)

(a'n)ﬂ = arrm

_ L bm
It G T

(+). b”

!
]
3
Q—
3
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2.1. Reduccion de términos semejantes

A cualquier factor de un término algebraico se le Hlama coeficiente de los
factores restantes. Asi. en el término 2ax, 2 es el coeficiente de ax. a es el coefi-
ciente de 2x, y x es el coeficiente de 2a.

Frecuentemente se considera como coeficiente sélo el factor numérico del
término. El coeficiente numérico de ab en el término 6ab es 6. El coeficiente
literal de b°x en el término ab’x es a.

Definicion. Términos semejantes son aquellos que difieren tinicamente en
sus coeficientes, como 2xy. — 4xy, xy.

Para reducir términos semejantes se suman algebraicamente los coeficientes y
se anota el resultado como coeficiente de la parte comun de todos ellos. Antes
de empezar a operar es conveniente ordenar todos los términos de acuerdo con
las potencias descendentes o ascendentes de una literal.

Ejemplo 1
Reducir los términos semejantes:
a) 2a- —3ab+b:—5_a-i-4a3+ab—b2
Solucion
2a> = 3ab + b° — Sa + 4a~ + ab — b* = 6a° — 2ab-; Sa
by 8y + 4vyT 4+ 6x'v — 9yt — 10 — Sxvi + 3 — Gy’ — 2xy

Solucion

Primero se ordenan los términos y en seguida se etectda la reduccion:
4x? — 9%y + 8x?y 4 6xly — 20y — Sn? — 6y — 104+ 3

= - 5x3_\'2 + llrz_\' — 11.1r_v2 -7



2.2. Operaciones de adicion, sustraccion,
multiplicacion, division de polinomios y
division sintética

2.2.1. Adicion

Definicion. Adicién es la operacidn que tiene por objeto reupir dos 0 mas
expresiones algebraicas llamadas sumandos en una sola expresion aigebraica
llamada suma.

Propiedades

I, Existencia. Dados dos o mds nimeros, siempre existe olro nimero que

es el resultado de la adicion de ellos.

Unicidad. Dados dos nimeros cualesquiera a y b, existe un solo niimero

clalquea + b = c. '

3. Conmuatividad. Si a v b son dos nimeros cualesquiera, entonces a
+b=>+a

4. Asociatividad. Si 2. b y ¢ son tres admeros cualesquiera, entonces (a
+ b))k c=a + h + o)

5. Propiedad adiuva 42 la igualdad. Dados tres nimeros cualesquiera a,
bycitalesqucu = » entoncesa + ¢ = h + ¢,

[ g% ]

Estus propiedadz, saz:den generalizarse para cualquier ndmero de sumandos.
2ara cfectuar coa Dalidad ana adwadn de polinomiios coaviene:

v Oroleaarios Jdo acuerdo con las potencias descendentes o ascendentes de
401 s aieral

Y suaoir no debajo de otro de modo que los términos semejantes queden
20 oM.

JZjamoln 2

sumar 10s polinomios:

e

5xt o~ e o+ T Xk 2x7; 3+ 5¢ - x
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Solucion
5v2 — 4v + 7 (sumando)
200+ x {sumando)
— xf 4+ 6 + 3 {(sumando)
6x> + 3x + 10 (suma)

2.2.2. Sustraccion

‘ Definicién. Sustraccion es la operacion inversa de la adicion v se define
como sigue: a— b = ¢sia = b + ¢: donde a es el minuendo. b el sus-
traendo v ¢ la resta o diferencia.

Propiedades

I. Si el minuendo a es mayor que el sustraendo b (@ > h), la diferencia
¢ = a — b es positiva (¢ > 0): si el minuendo a es menor gue el sus-
tracndo b (@ < b). la diferencia ¢ = a — b es negativa (¢ < 0). v si
el minuendo v el susiraendo son iguales (@ = b), la diferencia ¢ = a
— b es cero (¢ = 0.

2. Propicdad sustractiva de la igualdad. Si a. b v ¢ son nimeros cuales-
quera vy @ = b.entonces: a — ¢ = b — .

2. Bl simétrico de un numero es ¢l numero gue sumado a éste da como re-
sultado cero. Asi. el simétrico de un numero positivo a es el numero ne-
grtive — a. vaquea + (—a) = 0.

La operacion que consiste en restar de un nimero a otro nimero b €s
equivalente a la de sumar al nimero « el simétrice. de b. En simbolos:

g — b= oa (=
AsT,

7= 12 +4="1r =5

!
-1 =3 +(-10y = -6

Er la adicion v sustraccidn de expresiones algebraicas se requiere gon fre-
cuencia emplear simbolos de agrupacidn. Un paréntesis precedido del signo mds
prede suprimirse sin hacer ningun cambio. v un paréntesis precedido del signo
menos puede suprimirse cambiando el signo de cada uno de los términos que agru-
pa. ASI

(50 — 3x + 2y =5a ~ 3¢ + 2
—{6ry — 3+ 4v) = —6Huy + v — 4y
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Un procedimiento para efectuar la sustraccion de polinomios consiste en:

¢ (Colocar el sustraendc debajo del minuendo de modo que los términos se-
mejantes queden en columna.

¢ Efectuar la sustraccion término a término para determinar la diferencia.
Otro procedimiento es:

e Escribir el minuendo.

* Cambaar el signo a todos los términos del sustraendo y escribir éste deba-
Jo del minuendo, con los términos semejantes en columna.
e Efectuar la suma término a término.

Ejemplo 3
a) Encontrar la diferencia de los polinomios:
(6a® + 2a*b — 3ab? + b*) — (ab® — 4a’b + 2a°)
Solucion
Primer procedimiento.

_603 + 2a*h — 3ab® + b} (minuendo)
2a° — au”h + ab’ (sustraendo)

4a® + 6a’b — 4ab’ + b (resta o diferencia)
Segundo procedimiento.

6a* + 2a°b — 3ab® + b’ (minuendo)
—2u’ 4 wath —  ab? {sustraendo)

Aa’ + 6ah — dab® + b* (resta o diferencia)
b) Restar
7 — 60y + 4t =2 de 70 - V2ry — 1%y — 6x3
cambiando los signos en el sustraendo.
Solucion

- Xy - eyt - V2xy

4 + 20y + 6xy? -7

3+ X%y + 0t — Vaxy = 7




MODULQ 2. OPERACIONES ALGEBRAICAS 23
Por lo tanio, la diferencia es

3xt + x:'y - \E.r_\' -7

2.2.3 Multiplicacion

Definicion. La multiplicacidn tiene por objeto encontrar un nimero P, el
producto. que sea con respecto al multiplicando M. lo que el multiplicador
m es respecto a la unidad. En simbolos:

P=M>xXm

Propiedades

1. Existencia. Dados dos o mds numeros, siempre existe otro numero que

es el producto de ellos.

Unicidad. Para dos nimeros dados cualesquiera a y b, existe un solo nu-

mero c¢. tal que ab = c.

Conruuatividad. Sia y b son dos nimeros cualesquiera. entonces ab = ba.

4. Asociatividad. Sia, by c son tres nimeros cualesquiera, entonces (ab)c
= a(hc).

5. Propiedad multiplicativa de la igualdad. Si a y b son nimeros tales que
a = b, y ¢ es un nimero cualquiera, entonces ac = bc.

6. Propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la adicion. Si a,
b y ¢ son tres nimeros cualesquicra, entonces a(b + ¢) = ab + ac.

rJ

(%}

Estas propiedades pueden generalizarse para cualquier nimero de factores.

Regla de lus signos de la multiplicacion. El producto de dos factores de sig-
nos iguates es positivo;

(£)(+) = (). (=} ) = (+)
y el producto de factores con signos contrarios es negativo:
(H)=) = (=), (=)}+) = (=)

En general, el producto de un nimero cualquiera de factores es positivo si
el nimero de factores negativos es impar.
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Fara llevar a cabo la multiplicacién de expresiones algebraicas hay que tener
en cuenta las tres siguientes leves de los exponenites, en donde a y b son nimeros
cualesquiera v 1 ) 1 S0i1 enleros posilivos.

I aman = ani"“
l] ((1"[)".’ - aﬂ']h
Iil (ab)m ___an.‘ brr.

NOTA. Las leyes de los exponentes en general se tratan con mds amplitud
en el Modulo 3.

Producto de dos ¢ mds monomios. Este puede obtenerse con la regla de los
signos y las nes leyes dc los exponentes.

Ejemplo 4

Efectuar las multiplicaciones.

ay 3@’y =2an) = —6a’%x*
bi ‘“bfz)(—-’lub:C)(—_Za:br:) = 8a*hic’
¢y (=3 N =507 = Oxhh(=50Y) = —45xTy"

Producio dc un monomio por un polinomio. Para efectuarlo hay que tener
e cuenta la ley distributiva de la muluplicacion respecto a la adicién, y lo ya
tratado acerca del producto de dos monomios.

Froducto de wn’polinomio por otro polinomio. En esta operacién conviene
escithir el multiphcador debajo del multiplicando, ordenados ambos con igual
crierie de potencias descendentes de una misma literal, y escribir en columnas
do erminos semcjantes los productos del muluplicador por el muluplicando,
pare efevtuai con iacihdad las sumas de dichos términos y obtener el producto
rascada.

Tjemplo S
Eiccwar las multiplicaciones.
W @EQa. - 3y = ath(2ax) + a*hi—3by) = 2a°bx — 3a?bly

s S, - B N
o) —3cvv-(5xc — 2atcx — TooyvD)

(=3cxy n5x7) 4 t=3exvi ) =2a%cr) + (= 3exy?) —7¢3yz)

3

= —13¢cx AN 6(?:(‘:_(:‘\-2 “+ 21(‘3)‘_)'3:
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o) (x7 4 ax — 2aH)(3a’ + x° = 2ax) =

o4 ax = 2a° (muhiplicando)
1 2ar 4+ 3a° (multiplicador)
4+ art = 2a%%°
— 2ax® — 2a°x" + 4da'x
3a°x* + 3a’x — 6a*
- a® — a'x? + 7a* - 62 (producto)

Evidenteimente. los tres renglones anteriores al producto se obtiencn de
muliiplicar respectivamente cada términc del multiplicador por el muitiph-
cando.

2.2.4. Division

Definicion. Division es la operacidn inversa de la multiphicacion: se esta-
blece asi. para b # O: |

a .
— = csta = I

a es el dividendo, b el divisor v ¢ el cociente. .

En la defimicién antetior se excluve ei caso = 0. va que le division entre
cero ne esia definida,

Cabc recoidar que 1o operacion de devidin un nuinzro e entic un ndincre L
# 0 también puede escribirse en las formas:

Propicdadc:

L. Propiedad divisonia de la igualdad Ste byoeeor rdmerns cualesguie-
ra, tales quec a = H vy ¢ = 0. enonces

™

4
L

2. Elreciproco dec un ndmero es el que mutuplicado no. ésie, da ccing pro-
ducto 1z unidad. Asi. el reciproco de ur nimerc ¢ = G es
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‘ (o)
—, ya que al[—] =1

a a

Entonces, la operacién de dividir un nimero cualquiera a entre un nimero
b = 0, es la misma que multiplicar a por el reciproco de b.

(%)
-_= gl —
b b
Regla de los signos de la division. El cociente de dos nimeros es positivo
si el dividendo y el divisor tienen signos iguales:
+) (=)

— =) = (4)
(+) -

Dicho cociente es negativo si los signos del dividendo y el divisor son con-
trarios:
(+) (=)
—— =(-) == (=)
(=) (+)
Para dividir un monomio entre otro hay que tener en cuenta la regla de los
signos de la division y las leyes de los exponentes involucradas en ¢sta operacion:

a\"m a™
-
b bﬂl

bl‘ﬂ
V. _b—”- = p" " para m > n  (m mayor que n)

Para dividir un polinomio entre un monomio se divide cada término del
polinonuo (dividendo) entre el monomio (divisor) y se suman los cocientes obte-
nidos para encontrar asi el cociente buscado.

Ejemplo 6

Dividir:

2 il il
a) ba x- entre —2a-x

Solucion

[op
Q

i
-

t
[= 8
|2
a®
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b) ~ 15x%yz entre —3x%y

Solucion

—lS.r“_vz —15 x* v oz -

. = R it 5x°:

—3xy -3 x ¥ 1
c) (4abx’ — 6ab’x® — 2a’'bc?) entre 2abx’
Solucion
4a’bx’ — 6ab x" — 2a’biy? _ 4a’bx’ + —6ab’x* + —2a’bix?

2abx? 2abx’ 2abx?’ 2abx’

232
= 2ax —3b — a“b'x
Para dividir un polinomio entre otro polinomio se procede como sigue:

¢ El dividendo y el divisor se ordenan segun ias potencias descendentes de
una misma literal. )

¢ Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divisor:
el resultado es el primer término del cociente. Se multiplica todo el divi-
sor por este término v se resta al dividendo el producto obtenido.

* Se toma la diferenciz obtenida como nuevo dividendo y se repite el proce-
so anterior para obtcner el segundo término del cociente.

* Este proceso se repite hasta obtener una diferencia nula o de grado infe-
rior a la del divisor, que constituye el residuo.

Un residuc nulo indica que ¢l dividendo es muiltiplo del divisor. o de otra
manera. que el divisor es factor del dividendo. En este caso se dice también que
el dividendo es divisible entre el divisor.

Asi. si el polinomio P es divisible entre el polinomio Q. el cociente C es

P
- =C
¢

Si el residuo no es nulo, entonces

=C+

£ R
0 Q
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Donde el residuo R es dc grado menor que el del divisor. Una expresion equiva-
lentc a la anterior es

P=0C+R
Ejemplec 7
Dividir

a) x> — 84 — Sxentrex + 7

Solucion
x — 12 (cociente)
(divisor) 2 + 7122 — 51 — 84 (dividendo)
;rz + Tx (producto por 1)

-~ 12y — 84 (resta parcial)
— 2y — 84 (producto por —12)
0 + 0 (residuo nulo)

Por tamo. x~ — 5r ~ 84 es divisible entre x + 7, y puedc escribirse:

5.
yv- — 5 — 84
=x - 12
A+ 7
=4 3 . T+ 0 2 i
byt — v 4 Byt = oyt~ 517 entre xy —2v° + x°
Soniciin
S 37
. L -
ooy — 2y it = xh — xhy + gt - 5y
R B A it
H bl
- vy 4 a4 Bt — 5y
- vy = 2.1‘2_3'3 4 J,r_‘.‘3
R} 3
Iy 4+ 4ayt — 5y
3007 + 3yt — 6y
3
oo+ Y
Er esic caso el residuo no nulo. x3* + 37, implica que x* + xy — 2y® no

€5 w10, del dividende. vy se escribe:



4 3 2.2 3 4
X — xy — x4+ Bxy? — Sy
s - ) — = x? — 2y o+ 3 4
L2 - 2
X+ v — 2y X

2.2.5. Division sintética

29

Una forma simplificada para dividir an polinomio en v entre ur binomio -le
fa forina v — r es aplicar la division sintética. Esta operacion se puede disponer

convenicntemente en tres renglones, procediendo como sigue:

> En el primer rengldn se escriben los coeficientes del polinomio ordenado

segun potencias descendentes de x: ag. a,. a2, . . . . a,. anotando un c2-
ro en el fugar del coeficiente de cada potencia que no 1parezca. El aime-
ro r se escribe aparte, a la izquierda.

Se repite el coeficiente a; debajo de si mismo en el tercer venglon. %e
multiplica ay por r y se escribe el producto debajo de a; en el segundo
renglén. Se suma a; con el producto agr y 1a suma a, + agr se ascribe
en el tercer renglon. debajo de apr. Esta suma se multiplica por r. se ¢s-
cribe el producto en el segundo renglon debajo de a,; se suma con a;, y
se escribe la suma en el tercer renglon.

Se sigue este procedimiento hasta agotar los coeficientes del primer ren-
glon, obteniendo en el tercer renglén tantos niimeros como coeficientes
hay en el primero. Estos niimeros, hasta el pendltimo. son los coeficien-

tes de las'potencias descendentes del cociente, y el dltimo nimero de la
derecha es el residuo.

Yjemplo 8

Dividir:

a) 3xP — 27 — 7 cntre -2

dolucion

respectivamente

Eneste casot ay = 3, ay = =2, a =0, a3= -7, r =2
T3 ~20 =7
I? 68 16
[] - A l‘
; i - ————residuo

| : 2 (o . .

: o coeficientes de x°, x y término independiente
|

—_———_—_—— —— r (note el signo contrario)
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UNIDAD 1. ALGEBRA ELEMENTAL

Queda:
3w -2 — 7 . 9
’ l ="+ 4 +8+ —-
x =2 x — 2
b) 4x* + 18x + 102} — 9 entre x+ 3
Solucion
—3‘ 4 100 18 -9
—{26 —-18 0O
4 — 26 0 -9

Que representa:

4v* + 106 + 18x — 9 3 ) 9
=4x" — 2x" + bx - ——
x+ 3 X+ 3
Ejercicios
Reduzca términos semejantes.
l. 2ab — 3a* + 5b* — ab + a* — b’
2607 =3 44y ~5 — 2 4 x
3.a8 - 4 + Sa'y — 3avT - X'+ ad - 2a%x
4, \fi_l‘ + 3x2_\' + 5.\‘_1'2 + 2\5)' - x@xy: - 2x2}'
Sume los polinomios dados en cada caso.
5 7a -9 +3a: 6—a +4a 2a — 5u
6. 4.:c3 — 3oy + oyt 2oy A xT +  9 — oy + Syt T
AT+ bxy — 2
7. 5ax’ = 2a%7 + a’vi 3at + 200 + 74’k 6d’r — 3add + 4

O +at+ 08

Resie los siguientes polinomios.

s
8 x> — 4" + 2x — 5 menos

9. 2a + 4by — 2cy + dy’

menos

-+ -3 =3

2dy’ — 2by — a + 3¢y’

[
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J) x> — 19x + 30 (caso 8). Si se procede con cuidado puede abreviarse

3

l x?

la escritura de la division sintética operando mentalmente y no repitien-
do los cocficierites del dividendo cuando un divisor propuesto no sea fac-
tor. Por ejemplo:

Factor propuesto y
Factor probado Division sintética conclusion

X+ 1 ~ 1|1 0 -1930
| —1 —1848 = 0

x — 1 +1l1 I —1812 # 0 (x — 1) no es factor.

(x + 1) no es factor.

x + 2 —2l1 -2 -1560 %0 (x + 2) no es factor.

xr =2 +2'|1 2-15 0=R (x — 2) si es facior.

x =2 +2/1 4-7%0 (x — 2) no se repite.
x + 3 _—3',[-—]—12;!50 (x + 3) no es factor.
x — 3 + 3]1 S 0=R (x — 3) si es factor.

1 y 5 representan el cociente (x + 5), que también es factor; por lo cual
queda:

= 19% + 30 = (x — D(x — Nx + 9

8x? + 12ax® -+ 6a’x + a. Si se observan las potencias de x y de a,
la expresion dada puede escribirse:

8+ + 12ax’ + 6a%x + a° = ()° + 320% + 3(2wa? + a°
que corresponde al desa:rollo de (2x + a)?, casn 9, Queda finzlmente:
8x' 4+ 12ax? + 6a’x + &&= (I + a)’

— 2xy + y? — 16. Los tres primeros términos forman el cuadrade
de (x — 3 y 106 es el cuadrado de 4, asi que pueden aphcarcc jos casos
3 y 2 para obieuer:

B L e A e 2= (x =~y + dHx — y —4)

N
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h) 6x> — 13x — 5 (caso 7). Se deben buscar dos niimeros que sumados
den — 13, y multiplicados den — 30 = 6(— 5). Dichos mimeros son
— 15 y 2. Se descompone:
6x? — 13x — 5 = 6x — 15x + 2x — 5, y se aplica el caso 4.
6x2 — 15x +2x — 5 =3x(2x — 5) + (2x — 5) = 3x + )(2x — 5)
Asi que: 6x2 — 13x ~ 5 = (3x + 1)(2x — 5)

i) x* — 4¥? — 4x + 16. Aunque puede aplicarse aqui ei caso 4, se em-
pleard el caso 8.

Factor probado Divisién sintética Conclusion
x + 1 — 11 -4 -4 16 (x + 1) no es factor.
-1 5—-1

1 -5 1 150

x =1 +1]1 -4 —4 16 (x — 1) no es factor.
1 -3 -7

1 =3 -7 9#0

x + 2 — 2|1 —4 —4 16 {(x + 2) si es factor.
-2 12 —16

1 -6 8 0=R

Como un mismo factor puede repetirse, se prueba nuevamente el factor

obtenido.
x+2 —2]1—6 8 El factor (x + 2) no
~716 se repite
1 —824 # 0
x — 2 + 21 -6 8 (x - 2) si es factor.
2 —8
1 -4 0=R

Los coeficientes resultantes, 1 y —4 representan el cociente x — 4, asi
que el polinomio dado queda factorizado como sigue:

¥ -4 —ax+16=(x + 2x — D — 4
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10.

Dados A = x° + 2 = 3x +1: B=2" —x* +4x - 7

C=x—x"=6x -2

obtenga:

aA+B-C
byA - B —-C
c)B - A -C

Efectite Tas multiplicaciones.

I1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(Sab™)(4a’b)

(=7 2axy)

(—4a’x)’(3ax’)

(Tbyz ) —2ab"z)*

)c,\,'z():2 -2+ 4

12a’by(Sax™"— 3b°xy — 4daby?)

(3x — Th)* + 2bx — 2b%)

(x? + vi— 32 — Iv + )

(a* + a'b + a’b* + ab’ + bYa — b)

(ry — 2v7 + )3 + xF - 2y

Efecnie las siguientes divisiones.

21

22.

23.

24.

26.

27.

(—4(141‘)1) - (-—2(1“b)
1827y = 3x%y:”
(—-27azb,r5y3) + (Gbx'y)

(2a’bx — 3a°by) + a’b

. (4ab’x® — 8bx%y) = (—2b%x)

21y — 35ax’yz + 49x'y) + (Txly)

2 — 4 — 1lx — S¢% + 20 + 1

31
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3 2 . 2

.7 +d4x —3x" — N+ x—1+4+x9)

29. (3x3_\' - 5)(_\'3 + 3 — x4+ ¥y o= 2uy)

by
30.

o=yt oy
Divida y conteste. aplicando la division sintética.
3.0+ T — 2+ 4 = (x + 2)
3226 -3+ -2+ x - 1)
JEs (x — 1) factor del dividendo?

4

1
B =3+ + D+ —)
2

34. ;Es divisible —x+5-— st) entre {(x — §)7
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Cuadro sinoptico

Productos notables

Casos de
Jactorizacion

. Cuadrado de una

suma

il

@+ b)? = a* + 2ab + b

| ]

Cuadro de una
diferencia.

(a — b)? = g - 2ab + b?

Triromio cuadrado
perfecto (caso 3)

. Binomios con-

jugados.

3

(@ + ba — by = a* — b

Diferencia de cua-
dradcs (caso 2).

. Producto de dos

binomios que
tienen un térmi-
no comuan.

(x + a¥{x + b)
= x> + (a + bx + ab

Trinomio de seguindo
grado (caso J).

. Producto de dos

binomios con un
término seme-
jante y el otro no
comun.

(ax + bYex + d)
= gcx? + (ad + box + bd

Trinomio de segundo
grado (caso 7).

Cubo de la suma
de un binoniio.

(a + b)°>
= a’ + 3a*h + 3ab* + B>

. Cubo de la dife-

rencia de un
binomio.

(a — b’
= a° ~ 3a’h + 3ab? — b3

Cubo perfecto
(caso 9).

. Factores cuyo

producto da una
suma de cubos.

(a + "a> — ab + Y
=a’ + b

. Factores cuyo

producto da una
diferencia de
cubos.

{fa — b)(a2 + ab + bz)
= a3 _ b3

Binomio de ia forma:
1" X y" (caso 6).

10.

Productos de
dos binomios
que no tienen un
término comun.

(a+ b¥ec + d)
=4gc + ad + bc + bd

Polinomio de cuatro
términos (caso 4).

———y . — =



MGDULO 3. PRODUCTOS NOTABLES Y
FACTORIZACION

Objetivos especificos
Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

* Desarrollard expresiones algebraicas haciendo use de ios productos no-
tables:

— Binomio al cuadrado.

— Binomios conjugados.

— Producto de dos binomios que tienen un término comiin y otro no
comtin.

— Cubo de un binomio.

— Producto de dos binomios sin términos conunes o semejantes.

* Factorizard expresiones algebraicas segin los casos:

— Monomio factor comun.

— Diferencia de dos cuadrados.

— Trinomio cuadrado perfecto.

— Polinomio de cuatro términos.

— Trinomio cuadrado de forma x* + {a + b)x + ab

— Binomios de la forma x" L y" donde n puede ser par o impar.

— Extraccion de un fector lineal de la forma x + b de un polinomio en x.
— Polinomio que es cubo perfecto.

33
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3.1. Productos notables

La frecuencia con que se presentan algunos productos sugiere la convenien-
cia de memorizarlos. Son llamados productos notables y sus formulas se presentan
a continuacién; v puzder comprobarse directamente efectuando las multiplica-
ciones.

1. (@ + b)) = a® + 2ab + b?
2. (a — b)) =a>— 2ab + b’
3.(a + b)a — by =a> — b?

4. x+ax+b)=x+ (@ + b)x + ab

5. (ax + b)cx + d) = acx® + (ad + bc)x + bd
6. (a + b)) = a® + 3a’% + 3ab? + b°

7. ta — b)} = a® — 3a% + 3ab? - b3

8. (@ + b)a® — ab + b?) =a® + b°®

9. (@ — b)a> + ab + b)) =a’ — b’

10. (a+b)(c+d)=ac+ad4_-bc+ba'

Los productos notables pueden aplicarse también en ciertos casos donde a
primera vista no aparece este tipo de productos, si se usan en forma adecuada
la propiedad aditiva de la adicién y la propiedad distributiva de la multiplicacién
respecto a ia suma.

Ejemplo 1
Desarrollar:

a) Gx + D% F@x — 32 =9x? + 12x + 4 + 16x2 — 24x + 9
= 25x* — 12x + 13

b) (Sax + 2b)(5ax — 2b) = 25a°x? — 4b?
c) (x + 3)x +4) — (2x + 3)(3x — 6)

=x2 + 9x 4+ 20 — [6x7 + (— 12 + 9x — 18]
=x2 +0x +20 — 6 +3x + 18 = — 5x* + 12x + 38
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d)y 2x + y)® — Gy — %)’
= 83 + 3(4xdy + 320)y% + ¥y — 27y — 39yhx + 33y’ — x7]
= 83 + 12Xy + 60 + ' — 27y + 2Txy? ~ Py + x°
= 9x® + 3x% + 33xy? — 26y3

)+ D —x+ D+ +2ua+Hx-2)=x>+1+x> -8
=23 -7

N 2x + a)3y — b) = 6xy — 2bx + 3ay — ab

g)(y+z+3)(y—z—3) Iy+(z+3)][y—(z+3)]
= —(z+3) 2 22 -6z -9

M (p+2v=32=[r+2W=-3P=@+2v)? —2(u+2v3 +9
=pl+4uv + 4 — 6 — 12v + 9

3.2. Facterizacion

La factorizacion consiste en que dada una expresién algebraica que es el pro-
ducto de ciertos factores, puedan determinarse éstos. El problema de la factori-
zacion puede tratarse segin los casos que se presentan en seguida; la mayor parte
de los cualc® se fundamentan en los productos notables.

Caso 1. Monomio factor comin. Se presenta cuando todos los térmmos de
la expresion contienen un mismo factor. Por ejemplo:

ax +ay —az=alx +y — 2}

Caso 2. Diferencia de dos cuadrados. La diferencia de los cuadrados de dos
expresiones algebraicas puede descomponerse como el producto de dos binomios
formados con la suma y la diferencia de dichas expresiones, como sugiere ¢l pro-
ducto notable nimero 3.

a’ — b% = (a + b)a — b)

Caso 3. Trinomio cuadrado perfecto. Debe confirmarse que existan los cua-
drados de dos expresiones con signo (+), y el doble producto de ellas con signo
(+) o (—). Este caso corresponde a los productos notables 1 y 2.

2 + 2ab + b* = (a £ b)?
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Caso 4. Polinomio de cuatro términos como el que aparece en el producto
notable 10. Se puede proceder por partes: asociar los términos dos a dos, aplicar
el caso 1 y volver a aplicar €ste.

ac + ad + bc + bd = a(c + d) + b{c + d) = (a + b)(c + d)
Caso 5. Trinomio cuadrado de la forma:
X+ @+bx+ab=x+akx+b

Este caso estd sugerido por el producto notable 4. El coeficiente de x% es uno,
y el coeficiente de x se¢ puede descomponer en la suma de dos mimeros, a y b,
cuyo producto es el término independiente.

Caso 6. Binomios de la forma x" * y", donde n es un mimero entero posi-
tivo. Pueden distinguirse cuatro subcasos, Segin » sea par o impar y el signe
sea (+) o (—). Se puede extraer un factor (x + y) o (x — y), como se consigna
cn la siguiente tabla.

n Signo Factor ‘
a) impar - X — ¥y
b) impar + X+ y
| o par - | e -+
. 4} par + No es factorizable x

El subcaso a) ticne una verificacion parcial en el producto notable 2.
El subcaso ¢) se basa en principio en ei caso 2 de factorizacion.
Caso 7. Trinomio cuadrado de la forma:

acx® + (ad + bo)x + bd = (ax + b)cx + d)

Resulta ser el producto de dos binomios o con un término semejante y el ctre
término no comun. Este caso estd sugerido por el producto notable 5.

El coeficiente de x se puede descomponer en la suma de dos nimeros (]
mimero ad y el mimero bc), que multiplicados (ad - bc) den como resultado
el producto dei coeficiente de x? {ac) por el término independiente (bd); (ad - bc)
= (ac)(bd).

Una vez obtenidos Ios niimeros ad y be se desarrolla el producto (ad + bo
= adx + bex, con 1o que se obtiene una expresién de cuatro términos en la cual
es posible aplicar el caso 4 de factorizacién.

Caso 8. Fxtraccidn de un factor lineal: es decir, de primier gmdo de ia for-
ma x F & de un polinomic en x.
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Conviene buscar en forma tentativa los factores de la forma x * b que pueda
tener el polinomio por medio de la divisién sintética, sabiendo que un residuo
nulo implica el haber dividido entre un factor.

Caso 9 Polinomio que es un cubo perfecto. Este caso se basa en los produc-
tos notables 6 y 7. Se trata de polinomios de cuatro términos en los que deben
revisarse con cuidado los cubos de dos érminos y los triples productos del cua-
drado de un término por el otro con los signos adecuados.

a’ + 3a’ + 3ab’ + b* = (a + b)’
a’ — 3a’h + 3ab* — b* = (a — b)?
Ejemplo 2
Factorizar indicando el caso correspondiente.

a) 2ax’ ~ 6a%? + 10a%*x = 2ax(x? — 3ax + 5a) (caso 1).'
b)Y 9a’x* — 16b*y? = (Bax® + 4by)(3ax? — 4by) (caso 2).

c) x* — 6ax + 92> = (0? — 2(0)3a} + (=3a) = (x - 3a)®
(caso 3).

d) 3xy — 5x + 6ay — 10a = x(3y — 5) + 2a(3y — 5
={x + 2a)(3y — 5) (caso 4).

e) x> — 4x — 21, como — 4 =3 — Ty 3(~-7) = ~ 21, queda
-4 =21=x+3Nx -7 (caso 5.

hH 2 =27 =x — 3% (caso 6), conn impar, signo ( —). Se puede extraer
el factor (x — 3) y el otro factor puede obtenerse tomando como modelo
el producto notable 9, o bien efectuando la divisién (3 - 27) + (x
— 3). Queda:

X =27=(x - NDx*+3x+ 9

g) 16a* — 816" = (2a)* — (3b)* (caso 6), con n par, signo (~). Se pue-
den extraer los factores (2a — 3b) y (2a + 3b). Puede comenzarse apli-
cando el caso 2, y volver a aplicarlo.

16a* — 816* = [2a)2] — [(3b)})?
= [(2a)> — (3b)1[2a)? + (3b)?]
= (2a — 3b)(2a + 3b)4a® + 9b?)
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m) Factorizar y multiplicar los factores:

(29)% — (14)2 = (29 — 14)29 + 14) = 15(43) = 645

Ejercicios

Desarrolle:
L. (3x + 4yGx — 4y)
2. (5x + 2a0)°
3. (a® + ab)’
4. (4x ~ T)4x + 6)
5.7 — 2 - )
6. 3y — 2z9°
7. (3m + 4.ry)3
8. (v + a)(v2 — av + a?)
9. (4y2 + 6v + 92y ~ 3)
10. 3x — 4y(2x + 5y)
it + Dt D -
2. (e — b+ NMa+ b+ 0
13 (x + v+ D3 + v + 3)
14, (ax + Y3y + b)

Factorice, aplicando el caso idicado cuando se seiale

13

19.

. {caso i) 3ax’ - 6a’xy 4 9a’by

. (caso 1y 2) 8a® — 3247

7. (cusc 2} 16x7 — 2y — 3)°

. (caso 3) S¢” 4 12ab + 4k°

{caso 4) 12xy 4 Sey + 3ex + 4x°

41
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20. (caso 5) m* + 2m — 15
21. (caso 2, dos veces o caso 6) 81x* — 16y
22. (caso 6) x° — 27
23. (caso 7) 10x° — 13x — 3
24. (caso 8) x° — 7Tx + 4x* — 10
25. (caso 9) z° + 327 + 3z + 1
26. 4xy' — (z + 1)?
27. 4x*(p + @) — 64(p + gq)
28. a® — dab — 21b°
29. r* — 8% + 16
30. b° — 6b° + 12b — 8
31. 3xy + 9ax — ay — 3a°
32. 8a’ + |
33, 122° — 1127 + 2
34. %% — 3x — 4x + 18
Factorice y multiplique:

35. (52)% — (48)°

36. (55)° — (35)° =



MODULO 4. FRACCIONES

Objetivos especificos
Al finalizar el estudio de este modulo, el alumno:

¢ Determinard el minimo comiin miiltiplo de dos o mds polinomios.

¢ [dentificard cudndo una fraccion simple es propia o impropia.

¢ Dada una fraccion impropia, la transformard en la suma de una expre-
sion entera y una fraccién propia.

® Reducird una fraccién simple a sus términos mds sencillos.

o Efectiard operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y division
de fracciones simples.

* Simplificard fracciones compuestas.

® Descompondrd fracciones racionales en sumas d. fracciones parciales.

43



Cuadro sinéptico

Definiciones
Miiltiplo comuin. Polinomio que es miiltiplo de dos o mds
polinomies.
Minimo comun miiltiplo. Muiltiplo comiin con el menor grado
posible.

Fraccion. Cocicnte de dos expresiones algebraicas.
Fraccion propia. Grado del numerador < grado del deno-
minador.

Fraccién impropia. Grado de! numerador = grado del deno-
minador.

Fraccion algebraica simple. Cuando numeradcr y denominador son ex-

presiones racionales enteras.

Fraccién compuesta. Numerador o dencminador con una o mas
fracciones.
Fraccién racional en x. Fraccién simple donde los exponentes de

X SOn enteros y pcsitivos.

Fracciones parciales. Fracciones simples que sumadas dan una
fraccion racional.

4.1, Generalidades

St un polinomion es divisible entre otro, se dice que el primero es miiltiplo
del segundo. Asi:

x* — xles midliiplo de x — 1

Todo pelinomio gue es miiltiplo de dos o mds polinomios se llama muiltiplo
coniiny de éstos. Asi:

4x? — 9y? es muiliplo comuin de (2x + 3y) y 2x — 3y)

Dos ¢ mds polinom:os tiener: mds de un muitiplo comiin; a! de menor grade
posibie se le llama minimo conmdn miiliiplo (mcm).

Para obtener el mem de dos o mds polinomics se multiplican todos los facto-
res diferentes de estos polinomnios, tomando cada factor con el mayor exponente
que aparezca.
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Ejemplo 1
a) Determinar el mcm de:
x2+2xy+y2; ch—y2
Solucion

Conviene primero factorizar los polinomios dados:

Xt 2y 4y =ty
-y =+ -y
Los factores diferentes son:
(x+yyx—1y)
El mayor exponente con que aparece (x + y)es 2, yelde (x — y)es I.

Luego, mem = (x + y)*(x — y)

b) Obtener ¢l mcm de:

Solucion
Se factoriza:
P-4 =x+Dx -2
=8 =(x — D+ 2+ 4)
x3 = 4x® + 4x = x(x — 2)?
Luego, mem = (x + 2)(x — 2)%(x? + 2x + 4)x

Se sabe que una fraccién es el cociente de dos cantidades que toman los nom-
: ... P
bres de numerador y denominador. Asi, en la fraccion —, P es el numerador

y Q es el denominador (Q # 0).
Las operaciones con fracciones se efectian en dlgebra del mismo modo que
en aritmética.

i3

i
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Puesto que la divisién es la operacién en la que se originan las fracciones,
todo lo relativo a dicha operacion es aplicable a las fracciones.

Una fraccidn algebraica es una fraccidn simple cuando el numerador y el
denominador son expresiones racionales enteras; esto es, cuando los exponentes
Que aparecen son solaniente enteros positivos.

Son fracciones simples:

3 2y + | 3 =27
x =2 X+ +4 x-=2

Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador se trata
de una fraccion propia.

Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador
se dice que es una fraccion impropia.

De lus tres fracciones anteriores las dos primeras son propias, la tercera es
impropia.

Después de efectuar la divisién indicada en ura fraccién impropia, ésta se
puede escribir como la suma de un polinomio (el cociente), mds una fraccién
propia (el residuo entre el denominador).

Para operar con fracciones es fundamental el siguiente teorema: Si el nume-
rador y el denominador de una fraccion se multiplican o dividen por una misma
cantidad no nula, el valor de la fraccion no se altera. Asi.

X x? . xt = 32 x4t =3

x+ 2 X2+ 2 253 2x

Las fracciones asi determinadas son fracciones equivalentes.

4.2, Simplificacion de fracciones

Una fraccion estd totalmente simplificada o reducida a sus términos mads
sencillos cuando no existe ningtn factor comun al numerador y denominador,
distinto de uno.

Cuando una fraccién no estd totalmente simplificada, ello puede hacerse divi-
diendo numerador y denominador entre sus factores comunes. Conviene ntonces
factorizar primero numerador y denominador para hacer la simplificacion.

Ejemplo 2
Simplificar:

)x2+x—~6 (x — 2)(x + 3) x+3
a —_— _
xP - 5x + 6 (x — Dx — 3) r— 3
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b)

c)

Evidentemente la fraccion dada no estd raducida a sus términos mds sen-
cillos; el factor comiin gue se presenta en el numerador y denominador
es (x — 2), que se elimina al dividir numerador y dencminador entre
dicho factor.

X2 — Ix + 12 _ k= Hx = 3)
16 — x? (4 — )4 + x)

Se observa que el factor (4 — x) del denominador es el simétrico del
factor (x — 4) del numerador; luego, transformando el numerador a! mul-
tiplicarlo dos veces por {(— 1): (x — 4)(x — 3) = (4 — x){(3 — x), queda
el factor comin (4 — x) que puede reducirse.

x2—7_r+l2=(x—4)(x——3)=(4—x)(3—.r)_3—x
16 — x? 4-—xd4+2 @A —-—DE+x 4+x

Efectuar l1a division indicada en la fraccidn impropia y simplificar. si es
posible, el resultado.

203 — 32 - x + 4

Vo2

x* =1
Se efectia la division:
2¢v — 3
.r2—1l2r3——3x2— x + 4
2x? - 2x
—.a_r2+ X
- 3x? +3
x + 1
Queda:
20 — % —x+ 4 + 1
- Y PR WL S AL P Y
x¢ =1 x- =1 xr — 1
ya que:
x + 1 x + 1 ]

x2 =1 =(x+l)(x—l) x =1

£
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4.3. Operaciones algebraicas con fracciones

4.3.1. Adicién y sustraccion

Si dos fracciones tienen el mismo denominador, la suma o diferencia de ellas
se obtiene escribiendo la suma o diferencia de los numeradores entre el denonii-
nador comuin. Asi:

a + 1 b-3 a+b -2

+ =
xz xz x2
3x? X +7  ur -7
x + 1 x + 1 x + 1

En esta misma forma se pueden sumar algebraicamente tres o mds fraccio-
nes con denominador comin.

Dos fracciones que no tengan el mismo denominador pueden ser transfor-
madas de tal manera que tengan un comin denominador para proceder como se
indico antes. Dicha transformacion puede hacerse buscando que las fracciones
tengan como denominador un miiltiplo comun de los denominadores, pero con-
viene que éste sea el mcm de ellos. Para sumar aigebraicamente mas de dos frac-
ciones se procede en forma andloga.

Ejemplo 3

Efectuar la operacion indicada.

a) Sumar;
X + a X — a
o] + )
2ax” da-x
Salucion

Como el mcm de los denominadores es 4a*x?, se transforman las frac-
ciones dadas, multiplicando el numerador y el denominador de cada una
por el factor que multiplicado por el denominador respectivo da como
resultado el mcm.

X+ a N x—-—a _ (x+ a)(2a) x — a)x)
2ax? da’x 2ax’(2a) 4a’x(x)
2ax + 2a? 2 —ax x4+ ax + 24°

- =
da’x? 4q3x? 4a%x?
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b) Sumar:

1 3 2
+

+
x -9 x? + 3x = 352

Solucion
Se factorizan los denominadores para determinar el mem:
2 —9=(@x+ Hx — 3)
X2+ 3= x(x + 3)
- 3t = xix = 3)
El mcm ile los denominadores 2s:
mcm = (¢ + 3)x — 3)x2
Se transforman las iracciones para después sumarlas:

Y

gk + x — 3 . iy + D "
(x + x — 3)x3 (x + 3x — I)x? £ + D{x — Nix

-

XX+ 3t - %k 2x + 6
(x + D{r — 3n°

Al simplificar gueda:

i 3 p) dx® — Tx r 8

-3 F b) + 3 = =

vco—= 9 ok 3y vo— 3x” (r + 3IPx - 2n

¢} Reslar:
2x X
-5+ 9 2 — 30 -3
Solucion
V- 69 = (- D W — By - 3= (x — 3)2x + )

mem = (¥ — 3)2(21 + 1)

S e
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2x X

x2 —6x + 9 2% — 5x — 3

2xCx + 1) x(x — 3)

(x — 3*C2x + 1) x - 32 + 1

4x% + 2x xt - 3x

x — 32 + 1 x — 3H2x + D

4x> + 2x — x% + 3x 3x? + Sx
x — 322 + 1) x - 2 + 1)
d) Sumar:
2r° +
r—s
4o + S2
Solucion
2r° r— s
el 2 +
r-+rs+s 1
_ 2r° N (r — ) + rs + 59
rP4rs + 57 P+ s+ s?
_ 2r2 + 3 = 3 _ 42— 5t
P+ ors + s? rz-':—rsﬁ—s2

4.3.2. Muluplicacién y Division
El producto de dos fracciones es otra fraccién cuyo numerador es el produc-

to de los numeradores de las fracciones dadas y cuyo denominador es el producto
de sus denominadores. Asi:

Esto se generaliza sin ninguna dificultad para mas de dos fracciones. Por
ejemplo, si se trata de multiplicar tres fracciones:
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—_— — . =

Para dividir una fraccion entre otra cabe tener en cuenta que dividir una ex-
presion entre una cantidad es lo mismo que multiplicar la expresion por el reci-
proco de la cantidad. Esto es:

Esta operacion se puede mecanizar ficilmente si se multiplica ‘‘en cruz’,
como se observa en el ejemplo:

A~ e~ _vd

b TG Tpe
Ejemplo 4

Multiplicar y simplificar:

- SN S 2x(ax) _ 2ax’
a’ + a x — x? (02 + a)x — x?) a{a + Dx(l — x)
: 2x
@+ 1)1 — x)
b)bz-—2b+1_2b2—b—3__ (b? — 26 + D> — b — 3)
b — 1 32 - b -2 (b* — D32 — b — 2)
Para simplificar es conveniente primero factorizar, siempre que esto sea
posibie, para después reducir los factores comunes. Asi:
(b7 — 26 + D2 - b - 3)
b* = D3P — b — 2)
-2 -Hb+ ) 26 -3
b+ I — D(d —1N3Eb + 2) 3b + 2
2 2
SR S R
2ty + 207 + 2)°
PR ‘ 24y

1 2%y + 200 + 2y°



@ = W+ ) = et 4 o+ )+ )
szy + .7',1‘)'2 + 2),'3 2)'(1‘2 oo+ )‘2)

(x — x>+ ¥H)
2y

Dividir v simplificar:

)xz_ x ¥ 2 %W X

¢ 3'2 3 X Jx 3
ab ab b+ 1 ab
s+ ) = + =

ﬂa+l ' ) a+ i ! @+ DB+ 1

(Lina ver que se multiplicé “‘en cruz’’.)

X = 4 S ' — A = 1)

S R T e+ )+ x - 6

(x + Dlx — v+ Dx = 1) (x+ 2Dx — 1)

(x + 13x + 3Hx — 2) x+ 3

4.4. Fracciones compuestas

T
i
| Definicion. Una fraccion compuesta es aquella que tiene una o inds frac-
| ciones, ya sea 2n ¢l aumerador o en el denominador.

L

Ejemplo 5

R
I — 2 X “
a1 ¥y + 3
c+1 x-1 4 -x
: + - -5
X xr + 2 X

Simplificar una fraccién compuesta es transformarla en otra fraccidn simple
reducida a sus términos mads senciifos y que sea equivalente.
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Una forma de lograrlo es transformar el numerador v el denominador en
fracciones simples (si no lo son), y efectuar la divisidn como se dijo antes. Asi:

Cuando una fraccién compuesta tiene la forma:

c—|m

an

a y d se llaman exrremos; b y ¢ son los medios.

Una regla sencilla para transformar una fraccién compuesta como la ante-
rior en una fraccion simple es escribir el producto de los extremos entre el pro-
ducto de los medios. Por ejemplo:

(extremo) a
" (medio) b ad (producto de los extremos)
(medio) c bc  (producto de los medios
{extremo) d

Ejemplo 6

Smplificar las fracciones compuestas.

-\‘
X = -
X

a) = = — S =

X
.‘ ) - -
v

Conviene distinguir lo raya del quebrado principal de otras que aparez-
can para no confundirlas.
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b)

)

a+ 1 a—1 (a+ 1Ma+2)—-(a— 2)a-—1)

a - 2 a+ 2 (a — 2¥a + 2)

8 4(a — 2) + 8
a— 2 a—2

4 +

[ta+ D@+ 2) —(a - 2(a— Dla — 2)
(a — 2¥a + 2)[4(a — 2) + 8]

(a+ Na+2)—(a—-2a— 1D
da(a + 2)

at +3a+2—-a*>+3a~2
4a(a + 2)

6a _ 3
dat@ +2) 2@ + 2)

El denominador es, a su vez, una fraccion compuesta que debera simpli-
ficarse primero.

I L S y_ Y rl-y
1 ¥+l ¥+ y o+
y+ —
y v

Se simplifica el numerador también en forma separada.

! L+ O -y _ ¥ —y+]
+y= =
y =1 y =1 y =1

Se dividen las fracciones simplificadas del numerador y denominador.
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Yi—y+1l oy =y+l P =y + DR+ Y+
y—1 ¥+ G-DeP-y+ D y-1

4.5. Descomposicion de una fracciéon racional en
una suma de fracciones parciales

Una fraccidn racional en x es una fraccién simple donde los exponentes de
X SOn enteros positivos.

Como ya se dijo, la suma de dos 0 mds fracciones algebraicas simples es
una fraccién cuyo denominador es el minimo comin miltiplo de los denomina-
dores de las fracciones dadas, por ejemplo:

-4 2 5 xI + 23x — 18
+ + =

x+ 2 x — 1 2x — 1 x+ 2)x — D2x = 1

Ahora se trata de resolver el problema inverso; o sea, descomponer una frac-
cion dada en una suma de fracciones simples m4s sencillas, que son las fracciones
parciales de la primera fraccién.

En la igualdad anterior, las tres fracciones del primer miembro son las frac-
ciones parciales de la fraccién del segundo miembro.

Se consideran solamente fracciones racionales propias con una sola literal,
es decir, fracciones propias donde el numerador y denominador son polinomios
de una sola literal con exponentes enteros y positivos. El caso de una fraccién
impropia se trata, como ya se dijo, descomponiendo la fraccidn en un polinomio,
mads una fraccién propia. ~

Es indispensable factorizar totalmente el denominador de la fraccién que se
va a descomponer, ya que la descomposicién depende de los factores de dicho
denominador.

La descomposicion de una fraccidn racional en fracciones parciales se basa
en el siguiente teorema, que se enuncia sin demostracion:

Toda fraccion propia reducida a su minima expresion puede descomponerse
como una suma de fracciones parciales de acuerdo con los siguientes casos:

1. A cada factor de primer grado ax + b que no se repita como factor del
denominador le corresponde una fraccién parcial de la forma:

A
acx + b

En donde A es una constante distinta de cero.
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A cada factor de primer grado ax 4+ b que aparezca k veces como factor
dei denominador le corresponde la suma de k fracciones parciales de la
forma:

Ay A, A
t S Sy
ax + b (ax + b) (ax + b)
En donde A4,, 4;, . . . A; son constantes y A; = 0.

. A cada factor de segundo grado ax? + bx + ¢ que no se pueda factori-

zdr y que aparezca una sola vez como factor del denominador le corres-
ponde una fraccién parcial de la forma:

Ax + B
ax? + bx + ¢

Donde 4 v B son constantes y al menos una de ellas no es cero.

A cada factor dc segundo grado ax? + bx + ¢ que no se pueda factori-
zar y que se repita k& veces como factor del denominador le corresponde
la suma de & fracciones parciales de la forma:

A+ B, N Ax + B, s A + By
w?’ + bx + ¢ (a.Jr2 + bx + ¢)? (ax* + bx + c)k

Er donde 4., By, A3, By, . . ., A, B, son constantes y 4; y B, no son
simuitaneamente nulas.

Para determinar los valores de las constantes mencionadas en los cuatro ca-
s0s presentados anteriormente, se escribe la identidad que resulta de multiplicar
por ei denominador de la fraccion dada los dos miembros de la ignaldad estable-
cidu en el planteamiento de la descomposicion en fracciones parciales. Una vez
heclhe esto, se puede seguir alguno de los dos procedimientos siguientes.

Este procedimiento puede aplicarse cuando no se repiten los factores del
denotsinador. Se asignan a x tantos valores como constantes se tengan.
Lstos valores varn a ser las raices de cada uno de los factores. Se sustituyen
dichos valores dc & en la identidad, y se van obteniendo asi los valores
dc 1as constantes.

. Este es un procedimiento general, aplicable a cualquier caso. Se desarro-

lan los productos indicados y se agrupan los términos de cada una de
las potencias de x. En seguida se igualan los coeficientes de potencias
iguales de ambos miembros de la identidad rnencionada. Con esto resulta
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un sistema de ecuaciones de cuya solucién se obtienen los valores de las
constantes buscadas.

NOTA: si el estudiante no tiene préctica en la solucion de sistemas de ecuaciones
se recomienda consultar previamente el madulo 7.

Ejemplo 7

Descomponer la fraccién dada en sus fracciones parciales.

X7 4 23x — 18
(x — Dx + 2)2x = 1)

a)

Solucion

Los tres factores de primer grado del denominador no se repiten: Juego.
la descomposicién comprende tres fracciones cuyos denominadores son
estos {res factores y cuyos numeradores son las constantes A, By C por
determinar. Queda la identidad:

x4+ 23 - 18 _4 . B . C
(x — Dx + 2)(2x = 1) x — 1 x + 2 2y — |

51 se multipiican ambos miembros por el denominador de 1z fraccion da-
da, resulta:

X4+ WBr - 18S= A+ 22 — D+ B — DG — D+ Cl = D(x + 2)

Esta igualdad. que es vn2 identidad, debe ser cierta para cualquiei valor
de x. Los factores del denominador no se repiter: entonwes., puede upli-
carse el primer procedimiento indicado anteriormenie para determinar los
valores de 4, By C. Se le dan a x tres valores apropiados (los que hacen
cero a alguno de los factores):
Para x = |

1 + 23 — 18 = A(3)(1), luege: 4 =2

Para v = =2

4 — 46 ~ 18 = B(—3}—5). de donde B = —4
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1
Para x = —
2
1 5
i + 23 _ 18 = C(——) (——) luego C = 5
4 2 2/\2

Por lo tanto, la descomposicién deseada es-

x? + 23x — 18 2 4 3
G- +2)2x -1 x-1 x+2 -1

o2+ 1

b —
) xix — 1)3

Solucion

Se presentan en el denominador los factores de primer grado, x sin repe-
tirse, y (x — 1) repetido tres veces; asi que el planteamiento de la des-
composicion, segun los casos 1y 2, es:

x3 + l A A| Az A3
——— = — 4+ + -+
xx = 13 r  x -1 x-D" «-1D3

Se multiplican ambos miembros por x{x — 3
X rl=A = D+ Ax(x — D+ Adux(x — 1) + Apx

Se desarrollan los productos del segundo miembro y se agrupan términos
segun potencias de x para aplicar el segundo procedimiento.

X+
= Ax3—3Ax2+3/£r—A+A|x3——2A|x2 + A, + Agx2 —~ Ayx + Axx
CHl=A+ AN+ (=34 =24+ AP+ BA+A — Ay + Ax — A

Se igualan los coeficientes de las potencias de x con el mismo exponente
en los dos miembros:
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A+ A =1 (1)
—34 - 24, + A, =0 (2)
3JA+ A — A + A3 =0 (3)
—A =1 (4)
De (4):
A= -1
Al sustituir este valor en (1) resulta A, = 2. Se sustituyen 4 = — 1y

A = 2 en(2), y queda 4, = 1. Estos dos valores se sustituyen en (3)
y se obtiene que: A; = 1. Por tanto, la descomposicion buscada es:

X+ 1 -1 2 1 2
— = + + -+ — 3
x(x — 1) X x — 1 x — D~ (x — 1)
) 1 .
€) ———
X+ 8 .
Selucion

Se factoriza el denominador y se obtiene:

1 ]

A48 (= 2+ Ax + 2)

Aparece el factor de segundo grado no repetido (x? — 2x + 4). vy el fac-
tor de primer grado (x 4+ 2) que tampoco se repite, entonces, segun los
casos 3 y 1, respectivamente, debe lenerse:

] Ax + B C
+

(.r2—2x+4)(x+2)-x2—2x+4 X+ 2

De aqui:

| = (Ax + B)(x + 2) + Cx? — 2x + 4)
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Se procede como en el ejemplo anterior:

] = Ax? + 2Ax + Bx + 2B + Cx? -~ 2Cx + 4AC
A+ Ox>+ 24+ B —20x + 2B + 40)

] =

Se igualan los coeficientes de las potencias de x con el mismo exponente:

A+ C=0 (1)
24 +B ~2C=0 (2)
2B + 4C = | (3)
De() A = ~C )
| — 4C )

De(3)B = —————
2
Se sustituyen (4) y (5) en (2): 2(—-O) + —]—_ji — 2C =

0

1

—4C 4+ 1 —4C —4C =0, 12C = 1, luego C = .
i2

+ == — ———

Al sustituir este valor en (4) resulta: A T

-

Se sustituye el valor de C en (5) y se obtiene B:

1 ! 3~
b de - =
12 3 3
B = e = =

2

2 1 1
=— =-—-;¢estoes; B=—
6 3

[£S]
[S%)

Asi que la descomposicién pedida es:

1 ]

O+ 8 % — 2v + Dx + 2)
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—v + 4
_ 12 H _ 4 = x N 1
-+ 4 R+ 2) 1202 — 2¢x + 4)  12(x+2)
2+ x + 3
(x> + 1)°

E]l denominador presenta un factor de segundo grado repetido dos
veces: asi que, segun el caso 4, la descomposicion en traccicnes parcia-

les es;

2¢' + x + 3 A + By N Asx + B,

2+ D2 x| o+ 12

Se multiplica por (x* + 1)?

20+ x + 3 =(Ax + B+ 1)+ Ax + B,
= A]_l‘3 + B|X2 + A,_\’ + Bl + /1}‘.‘

= .’1|.\‘3 + B!.\':3 + (A[ + Az).\' + .B[

Se igualan coeilcientes:

Ay + Ay = 1 luego, 2 + A4; = 1 porlo que A, =
B+ B,=3,como B, =0, B.=3

La descomposicion solicitada es:

20 4+ 1 k3

2+ 1)° X+l (x? + 1)°

Ejercicios

Halle el mem de los polinomios dados (déjelo en forma factorizada):

1. 6xv2,

ax’y.  36ay

2

2.4 — 4, x° -1

+ B,

+ B,

-1
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3.2+ 2x — 4, 3P+ Tx +2

4. x* — 8?* — 9, 4x’ — 36x

5.203+ag—30, az—b—a+ab, 2a°

Simplifique:
a + ab
a — b
=y
X +y

el
2x — x° -

8. —
X’ —~ 3x + 2

Efectiie la division y simplifique, si es posible:

5 X+ 4xt — 20+ ]
' X+l

Efectie las sumas o resias algebraicas indicadas:

a Ta
10, — - — + —
5 10 25
) 3
11. - —
y — 5 )
] ] ]
12 + — +
x + 1 by x —- 1
Im o~ | 2m + 5
13, — - >
m- - 4 im — )
2m — 3 2
4.5 - —— -~ —
m -1 m
3
15, ——— — 2y = 3)

3y - 5

UNIDAD 1. ALGEBRA ELEMENTAL

+ 2ab + 3a + 3b
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1 -~ x 1 +x Ix
16. - — - 3
2 +x 2 - x° -4
3 2 1
17. + - + .,
2+ x = | 6 +x — 2x° 4" + 4x — 3
5x°y 9a°b
18. ral "
3ab 10xv”
x* +x y + 1
19, . .
yo =1 x + 1
ax x a
2. -(—--—)
a—+ x a X

= 9y’
2

21. (_r2 — 2xyv - 3_\'2) .
x° = bxy + 9y

Divida y simplifique:

9ab’ 27ab
22. + >

34x 17x°

a—b 2v — x
23. = —

x — 2y 2b — 2a

X —x-6 ¥ - 6r+9
24, + —

¥ —x =2 X + Bx + 7

a’ a
25. (——x) = (—+l)
X X
Simplifigue las fracciones compuesias:

1
3
26.

8 ]
+

Tx + 21y
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1
— =1
X
27.
1
— + 1
X
1 2
_——"-i-]
X X~
28.
3 4
———_,+1
x x°
r — 6
3— hi
x" — 6y + 8
29
x + 7
? +
v~ v — 8
3
0.1 -
4 2
- i
i

Descompoiga en fracciones parciales:

xr =35
31.
(v + I}x — b
7 —~ 8¢
32,
2y — 1)°
o+ v — 1
33, .
X — 23y + 3
I — 13x — 1027
4. -
2+ e+ 1y - 2)
3 4+ 4y — 5
3s. - -
{x~ + 2y
3 z
) X+ 2+ 3¢
36, -

0x? + x -+ 1)°
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Objetivos especificos
Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

Simplificard expresiones algebraicas, aplicando las leves de los exponentes.
Efectuard operaciones con exponentes fraccionarios.

ldentificard un exponente fraccionario de un exponente negativo.
Efectuard operaciones con exponentes negativos.

65
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Cuadro Sinéptico

Leyes de io0s
Exponentes

Significado

Ejemplo

Producto de varias
potencias de una

;
315)’2'2.(')73

—_ 3(2)x5 + 2},2 + 3

misma base. = 6x'y’
I @™t = a™ Potencia de una (%3 = x8% = x'®
potencia
1. (ab)™ = a™b" Potencia de un (Sxy)z = 52x2y2 — stzyz
producto.
m m 3
Iv. (i -4 Potencia de una (lOax) _ (1o ax)’
b b" fraccion Shy (5by)?
# 0 _ 1000 &°%°  8a’s?
125b%y? by’
™ 4,8
A% a - a™ " Cociente de dos x2b6 =x*—p8 -6
a" potencias de una x“b
sim > n misma base = x2p2
VI a” 1 Cociente de dos 6x?y? _ 2
' n g~ ™ potencias de una 3xy8 x5 38 -2
nusma base. .
sin>m _ 2
x2y®

5.1. Leyes de los exponentes

La expresion a”, donde al nimero a cualquiera se le denomina base, y n
es un nimero entero positivo llamado exponente, representa el producto de n fac-
tores iguales a a; se dice que ¢” es la enésima potencia de a. No se acostumbra
escribir el exponente 1, y las potencias a’ y a* reciben el nombre de cuadrado
de a y cubo de a, respectivamente.

Sim y n son nimeros enteros positivos, y a y b son expresiones algebraicas
cualesquiera, con la condicion de que al aparecer en un denominador no sean
nulos, se tienen las siguientes leyes de los exponentes:
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Leyes de los exponentes

1. (am)n = g™

L. (ab)™ = a™b"

v, (a) -2 =0
b b7

a .
V. =a" " sim>n
an
am | _
VI. — = ——— sin>m
! a
Ejemplo 1

a) 3x°y? -erzy:’ =323t 2y? 3 = axy’ (aplicando ). N
b) (2x%? = 2°(%)? = 8«18 (aplicando 11 y III).

¢) (5xy)* = 25x%y? (aplicando III).

d) ( 10ax )3 _ (10ax)? _ 1000a3x?
Sby (5by)* 125633
8a’x? ‘
= -73)3-—— (aplicando IV y II).
6x°*p8 )
e) “_%)6— = (x* " H(b¥ % = x> (aplicando V).
X )
6xy? 2 :
by, T = RN = 28 (aplicando VI).

Debe tenerse en cuenta que estas leyes han sido establecidas para exponen-
tes enteros y positivos. Si se consideran casos donde los exponentes no son enteros

y positivos, es necesario establecer el significado que debe darse a los exponen-
tes fraccionarios y negativos.

k4
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5.2. Exponentes traccionarios y negativos

Sea g un ntiimero entero positivo y por tanto 1/g una fraccién positiva. Consi-
|

dérese el significado de 1/g como exponente, o sea, el significado de a 7, cuan-

do g = 0. Para que la primera ley de los exponentes sea valida para este expo-
nente fraccionario, deberd verificarse que:

1
+ -7

r o ¢ LN .1, L L
a‘aa®...a® =a% °? T=g' =aqa
L v,

q factores
]

Esto es, a ¥ debe tener la propiedad de que su potencia de grado g sea
)]

igual a a. Por lo anterior se define 2 @’ como una rafz de indice g de a.

a’ = Y4

En donde el simbolo v se llama radical y el entero positivo g es el indice
de la raiz.

Para g = 2 se acostumbra omitir el indice, que corresponde a la raiz cuadrada.

5.3. Raices principales

Cualquier nimero excepto cero, tiene q raices distintas de indice ¢. Por ejem-
plo, el nimero 4 tiene dos raices cuadradas, que son +2 y —2. Para evitar ambi-

L
giiedad se asignard a a ¥ un valor unico llamado rafz principal, que se defi-
ne como sigue:

1. Cuando el indice g es par. Si a es positivo, existen dos raices reales de
igual valor absoluto y de signos contrarios. En este caso, la raiz princi-
pal es la raiz positiva. Asi, la raiz cuadrada principal de 4 es +2, que
se escribe 417,

2. Cuando el indice g es impar. Si a es positivo, existe solamente una raiz
real que es positiva y que se toma como la raiz principal. Si a es negati-
vo, existe una raiz real negativa que se toma como la raiz principal. Por
ejemplo:

El valor principal de la raiz cibica de 8 es +2, representada por
8'7; el valor principal de la raiz ciibica d¢ —8 es —2, representada
por (—8)'".
|
Cuando a es negativo y g es par, a * no representa un nimero real.
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Ejemple 2
a) (16?)”2 = V16y? = 4y
b) (@)t = Yau

Generalizando. si p y ¢ son enteros positivos, para que se verifique la segun-
da ley de los exponentes se deberd tener que:

%‘? E,
a =qa" = a?

De donde, por definicion:
y:a

g® = Yar

2
Es decit, que a * significa la raiz de indice g de la potencia de grado p
de a.

Ejemplo 3
a) 87 = 8T = VY64 =4
b 37 = V@05 = V2435

Si se toma Unicamente ia raiz principal, una potencia de exponente fraccic-
naric se puede calcuiar efectuando la potencia y la raiz en cualquier orden, asi
que. en un exponetite fraccionario, el numerador de éste corresponde a una po-
tencia y el denominador a una raiz.

El exponente negativo se origina al dividir dos potencias de la misma base
cuando el exponente del dividendo es menor que el exponente del divisor. Asi,
por ejemplo;

. X
=g = a o bien — = X = x

Toda cantidad elevada a un exponentc negativo equivale a una fraccion de
numerador 1y cuyo denominador cs la misma canudad con exponente positivo.

De acuerdo cen esto, en los ejemplos anteriores tenemos que:

]

4

l
u_l - ——— ¥ X 4 =

1 X
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Segtin lo anterior, cualquier factor del numerador de una fraccién se puede
" escribir en el denominador y viceversa, si se cambia el signo de su exponente.
Por ejemplo, sea la expresion:

a3

PRI

De acuerdo con el significado del exponente negativo, se tiene:

a™%? 1 xY Y

x—4y—5 ab? 1 ST

Obsérvese que los factores a =2y b3, que aparecen en el numerador de
la expresion original con exponentes negativos, pasan al denominador con expo-
nentes positivos, y los factores x % y y ™3, que estdn en el denominador de la
expresion original con exponentes negativos, pasan al numerador con exponen-
1es positivos.

El exponente cero proviene de dividir potencias iguales de la misma base. Asi:

2

a -
—2=a2 S
a

5

X -
~—5=x5 S — 40
b

Por lo anterior, se puede concluir que toda cantidad elevada a la potencia
cero equivale a 1.
En efecto, segiin las leyes de los exponentes:
Hn n

a 0
— =a =a, pero — =1

a a

Ahora bien, dos expresiones iguales a una tercera son iguales entre si, por
lo tanto: '

Ejercicios
Efectiie el siguiente producto:

1. (—4xy’2)( — 2x2yz)(xyz?)



Desarrolle:
2. (7x6:H)?

3. (3){2_\'3 - 7x3y2)2

Simplifique:
2a'bx — 3a’b’y ~ 2a’b>
a’b
le'_\'c’z2
36-/\6_\'324

Exprese con signo radical:

/
6. xy' 2
3 [IE} /
7. x 2‘ It , ZIS
2 418 217
8. 3x77, v z

Exprese con exponente fraccionario:
9. W7

10. Va7 AE

1. 5a¥xhye°

Simplifique
1
12. 5.2

Escriba con exponentes positivos:

W

1, -2_-13

X Yy Z

a~ 508

13.

Escriba con exponentes positivos v simplifique:

-2 -2
14 Ry

S

3a’x’y !

—23 e

S PRramll

15. 2,12

x*yz
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7z
2.

Exprese cor signo radical y exponentes positivos. Simplifique:

XJIS
16. _\, - 23
17, (x¥h 2

L= W2 12
18, {r )
Exprese con exponenies positivos:

16, 2Jx

62/.:
20. —=
Na
-~ =23
33
T _
2! —
Vy
2% LEscribe en cada paréntesis de la coluimna derecha la letra del inciso de la columna

izquietda que complete una proposicién correcta.

a) (a™)" puede expresarse como: ( Ya™ "
B cma" pucde expresarse como: ( ) a™"
‘,r‘l‘
* 514
) — _ B ] ( Ty
a’ st m = n, también se escribe:
-5
a2 raenre o o P ( ) x
d) 2 eipresado con signo radical:
Ay ( ) @b’
) Ve expresado con exponents
freccionarnio: ( ya™ "
1
H— expresado con expenentc negativo: ( ) BT
X
N 0 { )1
£) BV valor 37 es.
3
¢ -
am b3
R,
h— ( )3

a st m < n lambién se escribe;
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i) La raiz principal de 9" es:

2

a

b

;

se puede escribir:
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MODULO 6. RADICALES

Objetivos especificos
Al finalizar el estudio de este modulo, el alumno.
o Efectuard con expresiones algebraicas la extraccion e introduccion de fac-

tores en radicales.
s Lfectuard la racionalizacion del denominador de una fraccion.

Cuadro Sindptico

Leyes de los radicales Expresion en lenguaje comin
1. ¥a¥b = ¥Vab El producto de raices con el mismo indice
es igual a la raiz del producto de los sub-
radicales.
i Va _ml 9 El cociente de dos raices con el mismo in-
M b dice es igual a la raiz del cociente de los

subradicales.

n Im mn m La raiz n de la raiz m de un nimero es
IiI. a = Na=_|Va |. ] . .
igual a la raiz mn del mimero, e-igual a
la raiz m de la raiz n del nimero.
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6.1. Generalidades

La expresion Va representa la raiz principal de indice g de la cantidad
a. Al simbolo v se le llama radical, y a la cantidad a bajo el radical se le
nombra radicando o subradical; al mimero entero positivo g, como se mencio-
nd, se le denonmna indice de la raiz o indice del radical.

En el module 5, relativo a exponentes, se establecié que

fo cual indica que es posible sustituir los radicales por exponentes frac-
cionarios; par tantg, las operaciones con radicales pueden efectuarse utilizando
ias leyes de los exponentes, si se entiende que la raiz utilizada es la raiz

principal.

1
a"=%

6.2. Leyes de los radicales

L Ve - b = Vab

Ejemiplo 1

. N
T
Ejempls 2

Yax %@T = %fabxy

mn ;
\/;— para b = 0

Y24 6 / 2a

9% N3

m"h@:mﬁ=“wa
N N

Ejemple 3

\

3 ‘\/[— = (@) = g2V 2 g6 _ 8
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6.3. Extraccion e introduccion de factores en radicales

La extracci6n de factores en radicales se lleva a cabo cominmente en la sim-
plificacién de radicales.

Se dice que el radical ¥a estd simplificado cuando satisface las siguientes
condiciones:

¢ El subradical no contiene factores afectados de exponentes mayores que
el indice ¢ del radical.

¢ El subradical no contiene fracciones.

¢ E] indice del radical es el menor posible.

En la seccion 6.4 se estudiard otra forma de simplificacion de radicales lla-
mada racionalizacion.

Ejempio 4
Simplificar los siguientes radicales:

a) Y8a’ b) —2;—— c) ¥27

Solucion

a) ¥8a5 = Y23a%a? = 2aa?

/-7 \/— _¥33 33
NF) V2

V2T = Y33 =3¥ =312 =3

Para introducir el coeficiente de un radical bajo el signo radical se eleva di-
cho coeficiente a la potencia que indique el indice del radical. Esia operacién
es inversa a la simplificacién de radicales.

Ejemplo 5

Introducir bajo el signo radical:

I+
a) 3a2¥a®p b (1 ~a) |- a
a
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Solucion

a) 3a*Ya? = J(3ayalb = V274

ha - a ’1+a=\[(l—a)~(l+a)
I —a (1 — a)

= V({1 — a1 + a) = V1 —-a?

6.4. Racionalizacion

Racionalizar el denominador de una fraccion consiste en convertir una frac-
cién cuyo denominador es irracional en una fraccidén equivalente cuyo denomi-
nader sea racional.

Cuando se racionaiiza el denominador irracional de una fraccion desaparece
todo signo radical del denominador. Se presentan los siguientes casos:

Caso 1. Racionalizar el denominador de una fraccion donde éste es un mo-
nomio.

Cuando se presenta este caso se multiplican los dos términos de la fraccion
por el radicail del mismo indice que el del denominador, que multiplicado por
éste dé comno producto una cantidad racional.

Ejemplo 6

Racionalizar el denominador de

3
V2

Solucion

Se multiplican numerador y denominador por v2x

3 3 V2r  3V2x

VIr V2 V2r o 2x

Ejemplo 7
2
Racionalizar el denominador de 35—
VO
Solucion

El denominador V9« es igual a ¥32a. Para que en el denominador quede
una raiz exacta hay que multiplicar:
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3% por 342

y para que la fraccién no se altere se multiplica también el numerador por:

342
2 2 Y342 23347 23342

¥9a B Paz YBa® 3a

Caso 2. Racionalizar el denominador de una fraccion donde éste es un bino-
mio que contiene radicales de segundo grado.

Cuando se presenta este caso se multiplican ambos miembros de la fraccion
por el conjugado del denominador y se simplifica el resultado.

Binomios conjugados. Dos expresicnes que contienen radicales de segun-
do grado, como Va + b y\/E — b, ¢ bien, a + Vb ya — Vb, que
difieren solamente en el signo que une sus términos, se dice gue son conju-
gados. Asi, el conjugado de 3v2 — /5 es 3W2 + /5; el conjugade de 4
- 35 es 4 + 35

El producto de dos binomios conjugados es racional. Asi:
(V2 - V5)3V2 + V5) = (3V2)? — (V5)2 = 18 -5 = I3
Ejemplo 8

Racionalizar el denominador de;

Solucion

Se multiplican el numerador y el denominador por 2 — SV2:

4-V2 4a-VI  2-502
2 + 5V2 2+572 2 -5"2

B —22V2 410 18 — 22V2
4 — 50 ~46

Se simplifica:

]

9 — 11V2 11V2 - 9

=23 23
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“

Para racionalizar el denominador de una expresién que contiene tres radicaies

de segundo grado hay que repetir dos veces el procedimiento descrito antes, co-
mo se muestra en ¢l siguientc ejemplo.

Ejemplo 9

Racionalizar el denominador de:
V2 - V5
V2 + V5 - V6

Solucion

Considérese el denominador como el binomio:

(V2 + 5 - V6
Por lo tanto:
V2 - V5
V2 + V5 - V6

_ 2 — V)2 + V5 + V6)
(V2 + V5 — Ve)vzT + V5 + V6)

_ 23 -4V30 -3  2V3 - V30 -3
(V2 + V5)' = (V6 i + 2V10

Se multiplican ambos términos nuevamente por el conjugado del denominador:

V3 — V30 — 31 - 2V10)
(1 + 2V10)(1 - 2V10)

22V3 ~ 530 - 3 + 610
| — 40

3 — 6VI0 + 5V30 — 22\3
29
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Ejercicios

Simplifique los factores que puedan extraerse de los radicales.

1. V25x%3
2. V18xZ®

3. 2544%°
4, 43250 a? «°

Introduzea en el signo radical todos los factores que no esién dentro de él y simplifique:

5. szy\/—j

6. 3ar’3ax
2x
T.x+ 1)
x +1
8. nyzefa_y

t
2a

49b°

9, 7a3b3. 3

Racionalice el denominador de cada fraccion.

!0 3
N
5
1. ——
V3
a -+ b
12, ~—————
Aal + b
" Va + Vb

Ja - vVib
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14\/5—3\/5
T2 + VS

2 -3

" 2+43 +45

UNIDAD 1. ALGEBRA ELEMENTAL

~



MODULO 7. ECUACIONES

Objetivos especificos
Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

® Resolverd ecuaciones de primer grado con una incégnita.
¢ Resolverd ecuaciones de segundo grado, aplicando los métodos de:

— Completar cuadrados.
— Por formula general.
— Por descomposicion en factores.

® Resolverd sistemas de dos ecuaciones de primer grado, con dos incégni-

tas y de tres ecuaciones de primer grado con tres incégnitas, aplicando
los métodos de:

— Sustitucion.
— Reduccion.

— lgualacion.

® Calculard el valor de determinantes de segundo y tercer orden.

83



Cuadro sinoptico

Formula general para la resolucién de ecuaciones de segundo grado

—b £ Vb® — 4dac

X =

2a

Ecuaciones de segundo grado

Descripcion

Completa

ax® +bx +c¢c =0

Términos:

— Segundo grado.
— Primer grado.
— Independiente.

Incompleta
ax’ +c=0

Carece del término de primer
grado.

Incompleta Carece del término
ac> + bx =0 independiente.
Sistemas de ecuaciones Descripcion

Compatible

Determinado: Una sola solucidn.

Indeterminado: Una infinidad
de soluciones.

{ncompatible

No tiene solucién.

7.1, Gegeraslidades

fgualdad es la expresion en la cual dos cantidades atgebraicas tienen el mismo

valer. Por eiemplo, son igualdades:

a=5b+ c

3x? = 4x + 15

Definicién. Ecuacion es una igualdad en la que hay una o varias cantidades
desconocidas llamadas incégnitas y que sélo se verifica, o es verdadera,
para determinados valores de las incognitas.
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Asi, 5x + 2 = 17 es una ecuacidn, porque es una igualdad en la que hay una
incégnita (x) y sélo se verifica para el valor x = 3, o sea:

53))+2=17, 15+2=17
17 = 17

Identidad es una igualdad que se verifica para cualquier valor de las letras
que intervienen en ella. Asi, se tiene que:

(@ — )% =(a— ba — b)

-

a* — b? ={(a + b)a — b

son identidades porque se verifican para cualquier valor de las letras a y &.
El signo de identidad es =, que se lee ‘‘idéntico a’’.
Asi, la identidad (x + )% = x? + 2xy + y?, se lee: (x + y)?, idéntico a
x? 4+ 2xv v
Una ecuacion numérica es aquella que no tiene mds letras que las incognitas,
como 4x — 5'= x + 4, donde la unica letra es la incognita x. .
Una ecuacion literal es la que ademds de las incégnitas tiene otras letras,
que representan cantidades conocidas, como 3x + 2a = 5b — bx.
Una ecuacion es entera cuando ninguno de sus términos tiene denominador,
como en los ejemplos anteriores. Es fraccionaria cuando algunos o todos sus
términos tienen denominadores, comao:

Ix 6x 5
4= =54+ =
2 5 X

Grado de una ecuacion con una sola incdgnita es el mayor exponente que
ticne la incognita. Asi:

4x — 6 = 3x — 1

es una ecuacion de primer grado porque el mayor exponente de x es |.

[La ecuacién x* — 5x + 6 = 0 es una ecuacién de segundo grado porque
el mayor exponente de x es 2.

Raices o soluciones de una ecuacién son los valores de las incdgnitas que
verifican o satisfacen la ecuacion; es decir, que sustituidos en lugar de las
incdgnitas convierten la ecuacién en identidad.

Asi, en la ecuacidén S5x — 6 = 3x + 8 la raiz es 7, porque haciendo x = 7

57 -6 =3(7) + 8 =29 = 29
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Por tanto, ‘‘resolver una ecuacién’’ es encontrar sus raices; es decir, el valor
o los valores de las incégnitas que satisfacen la ecuacidn.

7.2. Reglas de las ecuaciones

¢ Si a Jos dos miembros de una ecuacién se les suma una misma cantidad,
positiva o negativa, la igualdad subsiste.

® Sj a los dos miembros de una ecuacién se les resta una misma cantidad,
positiva 0 negativa, la igualdad subsiste.

¢ Si los dos miembros de una ecuacién se multiplican por una misma cantidad,
positiva o negativa, la igualdad subsiste.

* Sj los dos miembros de una ecuacion se dividen entre una misma cantidad,
_ positiva o negativa, la igualdad subsiste.

¢ Si los dos miembros de una ecuacién se elevan a una misma potencia, o

si a los dos miembros se les extrae una misma raiz, la igualdad subsiste,

La trasposicion de términos consiste en cambiar los términos de una ecuacién
de un miembro a otro.

Cualquier término de una ecuacién se puede pasar de un miembro a otro
cambidandole el signo.

Términos iguales, con signos iguales en distinto miembro de una ecuacién,
pueden suprimirse. Asi, en la ecuacién x + b = 2a + b se tiene ¢l término b
con signo + en los dos miembros. Este término puede suprimirse, quedando x
= 2a.

Cambio de signo. Los signos de todos los términos de una ecuacién se pueden
cambiar sin que la ecuacién se altere, ya que esto equivale a multiplicar los dos
miembros de la ecuacién por (—1), con lo cual la igualdad no varia.

Si en la ecuacién —2x — 3 = x - 15 se multiplican ambos miembros por
— 1, se tiene:

2x + 3= —-x+ 15

que es la ecuacion dada con los signos de todos sus términos cambiados.

7.3. Ecuaciones de primer grado

Reglas generales para resolver ecuaciones de primer grado.

1. Se efectian las operaciones indicadas, si las hay.
2. Se hace la trasposicion de términos reuniendo en un miembro todos los

términos que contengan la incégnita y en el otro todas las cantidades
conocidas.
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3. Se reducen los términos semejantes en cada miembro.
4. Se despeja la incOgnita obteniendo asi el valor buscado.

Ejemplo 1
Resolver la ecuacidn:
35 - 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32
Solucion

Se efectua la trasposicion de términos; en el primer miembro todos aquellos
que contengan la incdgnita, y en el otro todos los que no la contengan. Asi:

~22x — 18+ 30x = 14 + 32 — 35 - 6

Se reduce:
—10x = 5§
Se simplifica: .
2x = —1
Se despeja:
1 )
X = =- — i
2
Verificacion:
Al sustituir x = — ? en la ecuacién dada se tiene:

1
35 —- 22(—_) + 6 — 18(—i) = 14 - 30(—-i) + 32
2 2 2

35+11+6+9

14 + 15 + 32

61 = 6l

Ejemplo 2
Resolver la ecuacion:

10(x — 9) — 95 — 6x) = 2(4x — D + 5(1 + 2x)
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Solucion
Se efectdan los productos indicados:

Hx — 90 — 45 + 54«

It

Bx — 2+ 5 + 10x

Se suprime 10x en ambos miembros, se trasponen términos y se reduce, con lo
que queda:

54x — 8v = —2 + 5 4 90 + 45
46x = 138

Se despeja x:

Verificacion
Haciendo x = 3 en la ecuacion dada se tiene:
103 —9) =95 — 18) =2(12 — 1) + 5(1 + 6)
—60 + 117 = 22 + 35

57 57

Ejemplo 3

Resolver la ecuacion:

Solucion

Se¢ encuentra el minimo comin multiplo de los denominadores 40, 4 y 8,

que es 40, y se multiphcan los dos miembros por €I, con lo que se obtiene la
ecuacion:

40(2) — (x — 1) = 102x — 1) — 5(4x — 5)
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89.

Se efecuian las operaciones indicadas:

80 — x + 1 =200 — 10 — 20x + 25
Se trasponen términos y se reduce:

—x=-10+ 25 — 80 1
—-x = =66 .. x=60
Por tanto. la raiz de la ecuacion o el valor que la satisface es:

x = 66

Ejemplo 4

Resolver la ecuacion;

Solucion

El mcem de los denominadores es 30x: después de multiplicar ambos miem-
bros por éste, queda la ecuacion:

10(2) ~ 30(5) = 3x(7) — I5(3) 4+ 30x

Se efectian las operaciones indicadas:

20 — 150 = 21x — 45 + 30v

Se trasponen términos y se reduce:

it

—21x = 30x —45 —~ 20 + 150

~51x = 85
Se despeja x:

85
51
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Se divide entre 17 numerador y denominador:

Ejemplo 5

Resolver la ecuacion:

6x + 5 5¢ + 2 2x + 3

- = -1

15 Ir + 4 5

Solucion

E! mcm de los denominadores es 15(3x + 4); queda entonces la ecuacién:
(6x + 5)(3x + 4) — 15(5x + 2) = 3(3x + 4)(2x + 3) — 15G3x + 4)
Efectuamos las operaciones indicadas:

18x% + 24x + 15x + 20 — 75x — 30
= 18x% + 27x + 24x + 36 — 45x — 60
Trasponemos términos y simplificamos:

39x — 75x — Slx + 45x = 36 — 60 — 20 + 30

Despejamos x:

Ejemplo 6
Resolver la ecuacién:

x(3 —2b) — 1 =x(2 - 3b) — b2

Solucion

Primero se efectian las operaciones indicadas.

3Ix — 2bx — 1| = 2x — 3bx — b?
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Se trasponen términos:
3x — 2bx — 2x + 3bx = 1 ~ b?
Se reducen términos semejantes:
x+bx=1-0b%
Se factoriza en ambos miembros:
x(1 + ) =@ — bl + b

Se despeja x:
(1 + b)(1 = b)

(1 + b)
Queda:
x=1-25»
Ejemplo 7
Resolver la ecuacion:
a—l_2a(a—1)__ 2a
X —a Jc2 — 02 X + a

Solucion
El mcm de los denominadores es x?
(x +a)a — 1) — 2ala — 1) = =2a(x — &)
Efectuamos las operaciones indicadas:
ax - x + a* — a — 2a* + 2a = —2ax + 24*
Reducimos:
dax — x = 3a’ — a

Facrorizamos:

x(3a — 1) = a(Ba ~ 1)

— a?%; queda la ecuacién:

91
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Despejamos x:

_a(3a - 1)
B3a — 1)
Simplificamos:
X =a

Ejemplo 8

Una persona paga $870.00 por un libro, un traje y un sombrero. El sombre-
ro ¢esté $50.00 mds que el libro y $200.00 menos que el traje. ;Cudnto pagd
por cada cosa?

Solucion
Sea x el precio del libro.

El sombrero costd $200.00 menos que el traje, por lo tanto el traje costd
$200.00 mds que el sombrero.

Asi:
x + 50 + 200 = x + 250 = precio del traje
Como las tres cosas costaron $870.00, se tiene:
x+ x4+ 50 4+ x+ 250 = 870
3v = 870 — 250 — 50

70
3v = 570, x = ST; x = 190

Por tanto:
x = precio del libro = $190.00

precto del sombrero = x + 50 = 190 + 50 = $240.00

precio del traje = x + 250 = 190 + 250 = $440.00
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Verificacion:
190 + 240 + 440 = 870

870 = 870

i

Ejemplo 9

La suma de dos mimeros es 77: si el mayor se divide entre el menor, el co-
ciente es 2 y el residuo 8. Determinar estos nimeros.

Solucion

Sea x el nimero mayor. Por lo tanto. 77 — x = nimero menor.

De acuerdo con las condiciones del problema. al dividir el nimero mayor
x entre el menor 77 — x, el cociente e€s 2 y ¢l residuo es 8; pero si al dividendo
X se le resta el residuo 8, la division de x -- 8 entre 77 — x es exacta y resulta
el cociente 2, asi se tendrd la ecuacion:

x — 8
77T — x

Se resuelve:
x—8=2(77 —x);, x — 8 =154 - 2%
3x = 162; x = 54

El nimero mayor es 54, luego el menor es 77 — 54 = 23.
Entonces, l10s numeros buscados son 23 y 54,

7.4. Ecuaciones de segundo grado

Ecuacion de segundo grado es toda ecuacion en la cual, una vez simplifica-
da, el mayor exponente de la incégnita es 2. Asi:

4x* + Tx + b =0

es una ecuacion de segundo grado.
Las ecuaciones completas de segundo grado son ecuaciones de la forma:

axl + bx +¢c =0
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que tienen un término en x%, un término en x, y un término independiente de
x. Asi:

22+ - 15=0 y x*-8& = —15

son ecuaciones completas de segundo grado.
Las ecuaciones incompletas de segundo grado son ecuaciones de la forma:

* ax? + ¢ = 0, que carecen de término en x,
* ax’> + bx = 0, que carecen de término independiente.

Asi:
2 —16=0y 3 +5r=0

son ecuaciones incompletas de segundo grado.
Las raices de una ecuacién de segundo grado son los valores de la incégnita

que satisfacen la ecuacion.
Toda ecuacion de segundo grado tiene dos raices o valores de la incégnita

que satisfacen la ecuacion.

7.5 Resolucion de ecuaciones de segundo grado
con una incognita por el método de completar
cuadrados

Meétodo de completar cuadrados. Este método se explicard mediante la reso-
lucién de un ejemplo.

Ejemplo 10
Resolver Ia ecuacion:
2 - 2r—1=0
Solucion
El término indepepdiente se pasa al segundo miembro de la ecuacién:

2 — 2x = 1
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Ahora, se divide toda la ecuacién entre el coeficiente de x?, y queda:

12—x=—1—
2

El primer miembro resultard un cuadrado perfecto si se agrega el cuadrado de
la mitad del coeficiente de x en ambos miembros de la ecuacién:

e () - ()
—x+ |-} =(-—=] +—
2 2 2
Se simplifica:

| 3
- x — =

4 4

Ahora, el primer miembro es un cuadrado perfecto.

(-7) =
X — =) =—
2 4

Se extrae rajz cuadrada en ambos miembros:
[ S JE _+ Y3
2 4 2

] £ V3
2

Se despeja x:
X =

Finalmente, los valores que resuelven la ecuacién son:

I+ V3 1 — V3

Xy =

X =
2 2
7.6. Resolucion de una ecuacion de segundo grado

con una incognita por medio de la formula
general

Dada una ecuacién de segundo grado de la forma ax? + bx + ¢ = 0, pue-
den obtenerse sus raices por medio de la férmuia general:
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~ b £ Vb? ~ dac
2a

de la que se obtienen los valores:

— b + Vb2 — dac — b — Vb? - 4dac

X =
: 2a y 2a

Con la aplicacidn directa de la formula general se cuenta con la ventaja de
poder determinar qué tipo de raices tiene la ecuacion, caiculando primero el va-

lor del indicador o discriminante: I = b* — dac.

® Si 7 > O las raices son reales, desiguales.
» SiJ = 0 las raices son reales, iguales.
® 5i [ < 0 las raices son complejas.

Ejemplo 11
Resolver por férmula la ecuacién:

-2 -3=0

Salucicn

2 TV=22 — (=D 2EV4+ 12

x =
2(D) 2

Se obtienen los valores:

e

|

ft

| o

Il

LS
S

i
(9P

Los valores x; = 3 y x = ~ 1 resuelven ia ecuacion,



27
7.7. Resolucidon de 2cuaciones de segunde 2rado con
yana incignita nor factorizacion

2

Caso l. Dadoac* + bx + ¢ =0, c =0 = ax’ + br = 0
Al facrorizar 3¢ obticne:

Xax + by =90

10 qua 2quivale 2 dos 2cuaciones lineales, pues un praducto es czro 3610 si algu-
a0 de sus factores es cero.

Orimera solucidn:

Segunda solucién:

b
ax+hHh=0=x=-—
a
Ziemplo 12
Rasolver la ecuacidn:
Ut + 6 =0
Solucion
Faciorizamos:
X2x + 6) =0
Primera solucion:
X, = 0
Segunda solucion:
6
2x+6=0=x2= —?= -3

Los valores x; = 0 y x, = —3 resuelven la ecuacién.
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Caso 2. Dadoax? + bx + c =0, b =0 = ax* + ¢ = 0; o0 sea:

Si a y c tiene el mismo signo, las raices son imaginarias. Si a y ¢ tienen
signos contrarios, las raices son reales y simétricas.

Ejemplo 13

Resolver la ecuacidn:

6x2 —24=0
Solucion
x2=:%4=4=x=i\/z= t 2
Xy =—2 y x =2
Los valores x;, = —2 y x, = 2 satisfacen la ecuacion dada.
Ejemplo 14

La longitud de un terreno rectangular es el doble que su ancho. Si la longi-
tud se aumenta en 40 m y el ancho en 6 m el drea se duplica. Encontrar las
dimensiones de! terreno.

Solucion

Sea x igual al ancho del terreno. Entonces 2x es igual a la longitud del terreno.
Por tanto, el darea del terreno es (x)}(2x) = 2x%. Si aumentamos su longitud en

40 m tenemos (2x + 40). Si aumentamos el ancho en 6 m queda (x + 6). El
area es ahora

(2x + 40)x + 6) = 2x? + 52x + 240

Sin embargo, dadas las condiciones del problema, esta drea debe ser el doble
que la anterior 2x?.

Entonces:

2x° + 52x + 240 = 4x*
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Trasponemos y reducimos:
—2x? + 52x + 240 = 0
Cambiamos signos y dividimos entre 2.
x* —26x — 120 =0
Al resolver la ecuacion se obtiene:
=30 y x=-—4

Tomamos la solucién x; = 30, pues una medida de longitud nunca es nega-
tiva. Asi, el ancho del terreno es 30 m y la longitud es 2x = 60 m.

7.8. Sistemas de ecuaciones de primer grado

Sistema de ecuaciones es la reunion de dos o mads ecuaciones con dos o mas
incognitas. Asi.

2x+3y=13 4xr—y=5

es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.

Solucién de un sistema de ecuaciones es un grupo de valores de las incogni-
tas que satisfacen todas las ecuaciones del sistema.

La solucidn del sistema anterior es: x; = 2, vy = 3.

Un sistema de ecuaciones es compatible cuando tiene solucidn y es incom-
patible cuando no la tiene. Un sistema compatible es determinado cuando tiene
una sola solucion e indeterminado cuando tiene una infinidad de soluciones.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones simultidneas de primer grado con
dos incognitas es necesario obtener de las dos ecuaciones dadas una sola ecua-
cion con una incognita. Esta operacién se llama eliminacion.

Los métodos de eliminacién mds usuales son tres: igualacion, sustitucidn y
reduccion; éste dltimo se llama también de suma y resta.

Mérodo de igualacion

Dado el sistema de ecuaciones, se despeja cualquiera de las incognitas de
ambas ecuaciones y se igualan entre si los valores obtenidos, con lo que resulta
una ecuacién con una incdgnita. Se resuelve esta ecuacidn y el valor que la satis-
face se sustituye en cualquiera de las ecuaciones dadas, generalmente en la mds
sencilla, para obtener asi el valor de la otra incGgnita.
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Fjemplo 15
Resolver el sistema:

Tx + 4y = 13
S5« — 2y =19

Solucion

Se despeja x de ambas ecuaciones:

13 — 4y

Tx =13 -4y . x = 3 )
-

19 + 2y

Sx=19 +2y . x= 5)

Se igualan los valores de x obtenidos:
13 — 4y 19 + 2y

7 5

Resulta entonces una sola ecuacién cch una incognita.
Se resuelve la ecuacion:

513 — 4y) = 7(19 + 2y)
65 — 20y = 133 + 14y = =20y — 14y = 133 — 65
. =34y = 68; y= —12
Se sustituye este valor de y en cualquiera de las ecuaciones del sistema dado
Tx + 4(=2) = 13 Tx —8=13
Tx = 21 Sox =3

La solucién del sistema es entonces:

Método de sustitucion

Dado el sisterna de ecuaciones, se despeja cualquiera de las incégnitas de
una de ellas, y al sustituir este valor en la ecuacidn restante resulta una ecuacion
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con una incégnita. Se resuelve esta ecuacion y el valor que la satisface se sustitu-
ye en cualquiera de las ecuaciones dadas, para obtener asi el valor de la otra
incégnita.

Ejemplo 16

Resolver el sistema

2x + S5y = =24
8v — 3y = 196

Solucién

Se despeja una de las incognitas de una de las ecuaciones dadas:

—94 — §y
W= —24 -5y o x= 2T
2
Este valor sc sustituye en la otra ecuacion:
—24 — Sy
8 —= =3y = 19
2
y se obtiene una sola ecuacion con una incégnita.
Se resuelve la ecuacidén:
4(—24 — S5v) — 3y = 16; —96 — 20v — 3y = 19
—25y =96 + 19 —23y = 115
115
= ——— y = —5
23
Se sustituye y = —35 en cualquiera de las ecuaciones dadas:
2 + 5{=5) = =24: 2x — 25 = =24
1
2x = | x =

La solucion del sistema es:
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Método de reduccion

En este método se igualan los coeficientes de una de las incdgnitas sumando
o restando, seglin convenga, una ecuacion de la otra para eliminar una de las
incognitas y asi obtener una ecuacién con una sola incognita. Se resuelve esta
ecuacidn y el valor que la satisface se sustituye en cualquiera de las ecuaciones
dadas, para obtener el valor de la otra incognita.

Ejemplo 17
Resolver el sistema:

5¢ + 6y = 20
4x — 3y = -23

Solucion

Se igualan los coeficientes de una de las incognitas. Se escoge y, pues en
este caso resulta lo mads sencillo. Se multiplica la segunda ecuacién por 2 y se
obtiene:

20
—46

5y + 6y
8x — 6y

Como los coeficientes de y que se han igualado tienen signos distintos, se
suman estas ecuaciones, porque con ello se elimina y:

5 + 6y =20

8 — 6y = —46

13x = —26
De aqui:

13x = =26 Cx = _%9 = 92
13
Al sustituir x = —2 en la primera de las ecuaciones dadas (puede ser en cual-
quiera de ellas) se tiene:
5(=2) + 6y = 20; —10 + 6y = 20; 6y = 30 .oy =35

La solucion del sistema es:
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La diferencia de dos niimeros es 14, y un cuarto de su suma es 13. Encon-

trar estos numeros.

Solucion

X = numero mayor; ¥ = numero menor

De acuerdo con las condiciones del problema se tiene el sistema:

x — vy =14
x +y=13
4
Resolvemos el sistema:
X - ¥ = 14
x +y=352
2x = 66 J.ox =33

Sustituimos x = 33 en cualquiera de las ecuaciones:
33 -y =14 Sy =19

Asi los nimeros buscados son 33 y 19.

7.9. Determinantes

Un determinante de orden n, designado por A,. se representa por un arre-
glo en forma de cuadrado de »° cantidades llamadas elementos, dispucstos en

n renglones y n columnas, como se muestra
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Se acostumbra encerrar ¢sie arregio entre doc lineas rectas verticales.

Ya que ri representz el oiden de un determinante, se dice que un deieriminante
de segundo arden tendré dos renglones y dos columinas; un determinante de tercer
order tres filas y tres columnas, y asi sucesivamente.

Un determinante dc segundc orden se represenia como:

|
a, b]

as bz

Donde los elememios a; ¥ b, {orman la diagonal principal. El valor de A, se
define como ei producio de los elementos en la diagonai principal, menos el
producte de los elemeritog en la otra diagonai. Es decir, por defintcién:

|
a, b
a; = = aib; — axb
I a; b
El segunde micmbro de esta igualdad se llama desarrolio de A,.

Ejemplc 15

Resolver el siguiente determinarite de segunde orden:

Solucion,
=21 —(=4)3) =24 12 =14
—4 1 ‘
Un determinante de tercer orden se representa como:
ay bl Cy
A3 == az bz Ca

ay by 3
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E! modo mas sencillo de hallar el valor de un determinante de tercer crden
es aplicande la Regla de Sarrus. Esta sencilla regla se explicard por medio de
un ejemplo.

Ejemplc 2C

Resolver el siguiente determinante por la Regla de Sarrus.

1 =2 =3
-4 2 1
5 —1 3

Pasos a seguii

a; Debajo del tercer rengldn se repiten los dos primeros renglones:

1 -2 =3
—4 2 i
5 -1 3
1 =2 =3
-4 2 ]

b) Se trazan tres diagonales de derecha a izquierda y tres de izquierda a de-
recha. como se indica a continuacion:

| -2 -3
/

X
>/><

1
/ \
-4

/

-4
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¢) Se multiplican entre si los tres nimeros por los que pasa cada diagonal.

d) Los productos de los nimeros comprendidos en las diagonales trazadas
de izquierda a derecha se escriben con su propio signo.

¢) Los productos de los mimeros que comprenden las diagonales trazadas
de derecha a izquierda se anotan con el signo cambiado. Asi:

(HR)3) + (=4 (—D(=3) + BG)=2)(D)
—(=3)@A)G) — M(=11) — B)(=2)(-4)
=6+ (—12) + (=100 — (=30) — (—-1) — (29)
=6—-12-10+30+1-— 24
= -9
Ejercicios
Resuelva:
1. Bx +9 — [2¢x = 4x - 13 — 5S¢
2.x+3x =1 =6 —4(2x + 3)

-4+ 5 =2+ Nx -4 +5

3x 2x 1
4, — = — 4 e
5 3 5

(-3

5 3 6
6. — - =
Il + x ] — x 1 — x°

=0

|
W | =
~——

I

-J

|
/._-""'\

-

t
b | =
e S

15y + 3 12 20 + 4

710.:-7 3x + 8 5x* - 4

B. (m + 4)3m + x) = (2x — m)2 + m(15x — m)

T+ a (x — b)° 3ab — 3b°
g. = +
3 3x — a Ox — 3a
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10.

k1.

12.

13.

14.

15.

17.

I8,
19.

20).

21.

A tiene 14 anos menos que B, y ambas edades suman 56 anos. ;Qué edad tiene cada
uno?

Reparta $310.00 entre 3 personas de modo que la segunda reciba $20.00 menos que
la primera y $40.00 mds que la tercera.

Una pluma y un lapicero costaron 18 délares. Si ta pluma hubiera costado 6 menos
y el lapicero 4 mds, habrian costado lo mismo. ;Cudnto costé cada uno?

Divida 260 en dos partes tales que el duplo de la mayor dividido entre el triple de
la menor, dé 2 de cociente y 40 de residuo.

Una persona tenia cierta suma de dinero. Gasté $20.00 y prestd dos terceras partes
de lo que le quedaba. Si ahora tiene $10.00. ;Cudnto tenia al principio?

Resuelva la siguiente ecuacion completando cuadrados.

42 + 3x = 2 =0

. Resuelva la siguiente ecuacion por la formula general.

5¢2 - Ix - 90 =0

Resuelva:

-

5¢- — 0 =46

2

Xt = 3x = 3% — 4dx

A tiene 3 anos mds que B, y el cuadrado de la edad de A aumentado en el cuadrado
de la edad de B equivale a 317 anos. Determine ambas edades.

Resuelva por el método de igualacion el sistema
3v + 5y = 7
2 — vy = —4
Resuclva por el método de sustitucion el sistema

32v — 25y =13
16x + 15y 1

22. Resuelva por el método de reduccion el sistema

9¢ + v
Ilx — 13y

— 4
—48

I
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23. Un cuarto de la suma de dos nimeros es 45 y un tercio de su diferencia es 4. Deter-

mine los numeros.

Resuelva los siguientes deierminantes:

NI
>

3.

28.
79 -3 4 |
5 -2 2 -3 0
127
9 —11
29.
-3 7 5 2 3
6 1 2
_5 -3 3 4 5
-5 =2}
30.
25 10
~20 43 7 4 —3

Relacione las expresiones de lu columna de la izquierda con las de la derecha, segiin
COmM CHEA. )

a) Expresion en la cual dos cantidades () Identidad.
algebraicas uenen el mismo valor:

-

by lgualdad en lu gue hay una o varias
Incdgnitas y que se verifica para deter-
minados valores de las incognias:

} Trasposicion de términos.

¢) lgualdad que se verifica para cualquier ( ) Ecuacién incompleta de segundo
valor de las letras que intervienen en grado.
ellu:

¢y Los valores de las incégnitas que veri-
fican o satisficen la ecuacidn se Haman: ()
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e)

f

g)

h)

)

k)

Accién de cambiar los términos de una
ecuacion de un miembro a otro:

A toda ecuacion en la cual, una vez
simplificada, el mayor exponente de la

incognita es 2 se le llama;

A la ecuacién ax> + ¢ = 0 se le
llama:

Aplicacion de la formula:

—b T Jb?T < dac
X =
2a

Un sistema de ecuaciones es:

Determinante de segundo orden:

I.a Regla de Sarrus es para:

109

Resolver un sistema de ecuaciones,

Igualdad.

Raices o soluciones de la ecuacion.

Obtener las raices de una ecuacion
de segundo grado.

Resolver un determinante de ter-
cer orden.

Ecuacion.
Ecuacion de segundo grado.

La reunion de dos o mds ecuacio-
nes con dos o mds incognitas.



MODULO 8. DESIGUALDADES E

INECUACIONES DE UNA
VARIABLE

Objetivos especificos
Al finalizar el estudio de este médulo, el alumno:

® Identificard los conceptos de desigualdad, desigualdad absoluta e ine-
cuacion.

* Resolverd problemas aplicando las propiedades de las desigualdades.

* Dada una inecuacion aplicara las propiedades de las desigualdades hasta
obtener el dominio de la incognita que contenga.

111
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Cuadro sinoptico

Propiedades de las desigualdades

Se conserva el sentido Se invierte el sentido
de la desigualdad de la desigualdad

(Y a>b=2atec>btc

ac > be ac < bc
2) a>byec>0= a b 3) a>byc< 0= i<_b_

—..->_

. c ¢ c

() a>byc>d=a+c>b+d

3y a>byb>c=a>c

1 i
(6) a, b, c,d >0 M a>b=—< —
d b

y = ac > bd

u>byc>d

a" > b" 9 a<0,b<0ya>hb=

8) a>byn>0-= = a" < b" para n par

B.1. Generalidades

Desigualdad es una expresion que nos indica que una cantidad s mayor o
Mmenor que otra.

Los sentidos de una desigualdad son dos:
> mayor que: a > b (a mayor que b)

< menor que. b < a (b menor que a)




MODULO 8. DESIGUALDADES E INECUACIONES 113

Se llama primer miembro de una desigualdad a la parte que esta a la 1zquier-
da y segundo miembro a la que estd a la derecha del signo de desigualdad.

8.2. Propiedades de las desigualdades

1. El sentido de una desigualdad no se altera si se suma o se resta la misma can-
tidad a ambos miembros.

a>b=atc>bhzxc"

2. El sentido de una desigualdad no se altera si ambos miembros se multiplican
o dividen entre la misma cantidad positiva.

ac > bc
a>byc>0= b

''C

a
—_— >
c

3. El sentido de una desiguaidad se invierte si ambos miembros se multiplican
o dividen entre la misma cantidad negativa.

a>byc< (=

4. St se suman miembro a miembro dos desicualdades del mismo sentido, la su-
ma da origen a una desigualdad de! mismo sentido.

a>byc>d=a+c>h+d
5. Las desigualdades son transitivas.
a>byb>c=a>c

6. Si dos desigualdades entre nimeros positivos tienen ! mismo sentido, se pue-
den multiplicar miembro a miembro y los productos son desiguales en ¢l mis-
mo sentido.

.
.
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a b, c,d >0
y = ac > bd

a>byc>d

7. Si en una desigualdad se sustituyen ambos miembros por sus reciprocos, se
invierte su sentido.

1 i
a>b=—<—
a b

8. Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a una misma
potencia positiva, o se les extrae una misma raiz positiva, el signo de desi-
gualdad no cambia.

a” > b"
a>byn>0=
Ya > Vb

9. Si los dos miembros de una desigualdad son negativos y se elevan a una mis-
ma potencia par positiva, el signo de la desigualdad cambia.

a<0,b<0Oya>b=a"< b paran=2,4,6,8,...

8.3. Desigualdades absolutas

Una desigualdad absoluta es andloga a una identidad tal como: *‘Sia y b
son mimeros positivos desiguales, a®> + b> > a’bh + ab*”.

Es posible demostrar una desigualdad absoluta mediante pasos ldgicos, apli-
cando las propiedades de las desigualdades hasta lograr una desigualdad mds sen-
cilla y evidente. No es facil averiguar los pasos que conviene seguir en la
transformacion de la desigualdad; sin embargo, con la prictica se adquiere des-
treza en el analisis.

Ejemplo 1
Demostrar la siguiente desigualdad:

Si a y b son positivos y diferentes, a® + b* > a%h + ab?
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Solucion

Partimos de la desigualdad dada y tratamos de llegar a un resultado conocido.

® Se factoriza el segundo miembro:
a*+ b > abla + b)

¢ Como a y b son positivos, (a + b) es positivo y por lo tanto podemos divi-
dir ambos miembros entre (@ + b) sin alterar el sentido de la desigualdad
(véase el producto notable 8, seccion 3.1).

a’ — ab + b* > ab
¢ Se traspone ab al primer miembro:
a® — 2ab + b> > 0
® Se sustituye el primer miembro por su equivalente:
(a — 1’7)2 >0

lo cual es evidentemente cierto para dos nimeros positivos y diferentes.
[La demostracion de la desigualdad dada se obtiene ahora considerando los
pasos anteriores en sentido inverso.

8.4. Inecuaciones de una variable

Inecuacion es una desigualdad en la que hay una o mds cantidades descono-
cidas {incognitas), y que solo se verifica para determinados valores de estas in-
cognitas.

Tal es el caso de la desigualdad 2x — 3 > x + 5. que es una inecuaciOn pues

ticne “'x*’ como incognita y sélo se verifica para valores de v > 8.

Solucién de inecuaciones. Resolver una inecuacion es hallar los valores de
las incdgnitas que la satisfacen. La solucién de inecuaciones se funda en las pro-
piedades de las desigualdades expuestas al principio de este mddulo, y en las con-
secuencias que de las mismas se derivan.

Ejemplo 2
Resolver la inecuacién

2x—3>x+5
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Solucion

22 —x—-3+3>x—-—x+5+3

.
2x —x>5+ 3

x>8

| L |

-1012345678¢%10 11 12
N Y O |

Ejemplo 3

Resolver la inecuacidn

Solucion

L 4
1

valores permisibles

-
[
t | e
A"
w2

Multiplicamos por 6:

Trasponemos:

Reducimos:

Invertimos el sentido:

Dividimos entre 13:

22 - 3z > 10z —-36

—3z — 10z > —-36 — 42

—13z > —-78

13z < 78
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Ejemplo 4
Resolver la inecuacion

-2t =-3<0
Solucion
Se factoriza el primer miembro y queda:
x+ Dhx —3) <0

Aqui se puede observar que la expresién x° — 2x — 3 vale cero si x = — |
o si x = 3. Para cualquier valor de x diferente de —1 o 3. el primer miembro
es positivo © negativo: es decir, es mavor (ue Cero 0 menor que cero:

Es mayor que cero cuando los dos factores (x + 1) v (x — 3) tienen el mis-
Mo signo. y es menor que cero cuando los signos de esos factores son distintos:
nos interesa el iltimo caso.

Para que dichos factores tengan signos distintos hay en principio dos posibi-
lidades; una de ellas es:

x+1 <0 x=—3>0

Ahora bien:

r+ 1l < 0=y < —1
x—3>0=x>73

Pero. como se observa. estas condiciones no pueden ser satisfechas en forma si-
multinea por ningun numero x.
La otra posibilidad es:

X+ 1 >0 x—-—3<0

x+1>0=x> -1
x—3<0=x<3

Estas condiciones si pueden ser satisfechas en forma simultanea. Por tanto, la
solucidn es:

-1 <«x <3
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Ejercicios

Resuelva las siguientes inecuaciones:

8
1. 2r — 2 > —x — 6
3
] 2
2 —~x+10)» —x+35
4 3
X Sx
33 -4+ — < — +2
4 2

| 7
4. —(3x + ) < —x — 4
2 3

Y -4 +3 <0

|1

a4

6. 7" —x — 6 <0



MODULO 9. VALOR ABSOLUTO

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este modulo, el alumno:

Explicara el concepto de valor absoluto.
Enunciard las propiedades elementales del valor absoluto.

Resolverd una ecuacion de una variable que contenga valor absoluto ob-
teniendo el conjunto solucion.

Resolverd una inecuacién de una variable que contenga valor absoluto
obteniendo el conjunto solucion.

119
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Cuadro sindptico

Definicion de valor absoluto

lal= asia =0

la| = —asia <O

Propiedades elementales

la} = 0 (el valor absoluto nunca es negativo)

la| = implica @ = 0.

+ Vo' = lal

Propiedades del valor absoluto para los mimeros reales

fxl = b implica —b < x < b

jx —a|=<b implica -b=sx—a=x<b

ix —a|<b implicaa —b=<x<a+b

vl = b implicax < box = b

la + b| = la|+ |b]

¢+ b| = |a|+ |b| implica que gy b tienen igual signo

¢ + b| < |al + |b] 1implica que a y b tienen signos opuestos

lab| = la||b]

9.1. Generalidades

El valor absoluto o valor numérico de cualquier nimero real a se representa
con |a) y se define:
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la|l=a st a=20
la|= —a si a<0

Note que el valor absoluto de cualquier nimero distinto de cero es positivo.

Ejemple 1

a |3 =3
by | =71 =7
&) 0] =0

9.2. Propiedades del valor absolutc
Las principales propiedades del valor absoluto son las siguicntes:
Para todo nimero real a se tiene:

l. la]| 2 0 o sea. que el valor absoluto nunca es negativo.

2. la] =0 implicaag =0

3. l¢|]* = da°

4. +Va* = |a|

5. —|a] <a=x T
Ejemplo 2

a) 21" =22 =4

b) +V6> = |6! = 6

¢) +V(=11)I = + V121 = |11 | = 11
d) Para a = 4, la propiedad 5 queda:

—|4| =4 < |4| estoes: —4 <4 =4
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Ademds de las propiedades anteriores del valor absoluto, se tiene que para
cualesquiera nimeros reales a, x y b, con b = 0,

6. |x| = b mmplica —-b=x=<b

7.lx —aj=<b implica —-b<x—a

1A
o

8. |lx —al=<b implica a —-b=<=x=<a+b

9. |x| = b implica x = —b,obien,x = b

Ejemplo 3
a.) |x| = 5 es verdadera si y solamente si: —5 = x < 5
b) |[v — 4| =9 esverdaderasiy solamentesii —9 <y — 4 < 9
¢) fx = 3] =2 csverdaderasiy solamentesi: 3 — 2 s v <3 + 2
estoes, I = v 55

dy |x| =7 esverdaderasiy solamentesi: x < — 7,obiensi:x = 7

El valor absoluto cumple también la propiedad:

10. El valor absoluto de la suma de dos niimeros reales a y b es menor o
igual que la suma de sus valores absolutos.

la + b| =< |a|+ |b]
Ejemplo 4

a) Sta =5y b =3,

la+b|=|5+3|=|8;=8
lal=15]=5.1b|=13|=3y|a|l+ |b|=5+3=38
En este casoen que: @ > Oy b > O,

5 +31=15]+ 3]
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bySia=7yb= -9,

la+b|=|7T+ (=N |=]7T-9|=]-2]=2
lal=1|7|=7,16|=|-9l=9y |al+[b]|=T7+9 = 16:
2 < 16

En este caso en que: ¢ > 0y b < 0,

|7+ (=9 | < |7]+ |9

¢) Tomandoa = — 10,4 = 13,
la +b|={-10+ 13|=1[31=3
la| + |b|=]—10]+ |13]| = 10 + (3 = 23:
3 <23
0 seda que:

| =10 + 13| < {=10] + |13}

d) Paraa= -4y b= —1,
la +b|=|-4+(-D|=]-4—-1|=|-5|=35
lal = lhi=f=4]+|—1|=4+1=5
| =4 + (=t | =]—-4]+ | —1]

Pucde observarse que $i dos numeros reales a y b tienen el mismo signo,
entonces [a + b{ = |a| + |b]. y si tienen signos contrarios entonces |a¢ +
b| < la|+ |bl

Por uttimo. otra propiedad del valor absoluto es:

1. El valor absoluto del producto de dos niimeros reales a y b es igual al
producto de sus valores absolutos.

lab | = |a]| |b
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Ejemplo §

a) Sia=8yb =3,
jab i = |8(3)| = |24| =24
la| |b] = |8}13]|=83) =24

o183y | =48] 3]

by Paraa = —11yb = 4,
lab| = {(=1D4| = | —44 | = 44
jalle|=|—=11]}14]= (114 = 44

So(=104 | = | =11} |4

¢) Sita= -3 vb= -9,
((=3=D | = 27| =27

| =319 =39 = 27

(=30=9 ] =|-3]|-6!

Ejemple ¢

Resolver la ecuacion:

v — 31 =5

Solucion

Por la definicion de valor absoluto, la expresion |a| = b (con b = 0) es
verdadera si y solamente si ¢« = —b oa = b, por lo cual

fx — 3| =5implicax ~3=530x —3 = =5

Al despejar x:

son las soluciones de la ecuacién |x — 3| = 5.
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Comprobacion:
Para x; = 8
i8 —3|=51|5|/=55=5
Parax, = —2
|—2-3|=5|-5]=55=5
Ejempio 7

Resolver la desigualdad | v — 2 | = 4 v expresar la solucion como un inter-
valo (es decir, como una expresion del tipoa < x < b).

Solucion

La expresion [x — 2| < 4 es verdadera si y solamente si

por lo cual
2 -4 =<x=24+4
esto es:
-2 =x=<6
Ejemgple 8

Resolver la desigualdad:
lx — 4] >3
Solucion
[x — 4] > 3 es verdadera si y solamente si
x—4< ~3 0 x—4>3
La proposicion

x—4 < -3
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es equivalente a

r< 1
y la proposicién
x—4>3
es equivalente a
x >17

entonces la solucién de la desigualdad |x — 4| > 3 es
r<lox>7
Ejemplo 9
Resolver la ecuacidn:
3x + 21 =5 — x
Solucién

La ecuacién propuesta implica
3x+2=95—1=x 0 Ix+2=—-(5 - x

Se resuelve la primera ecuacidn:

Ix+2=5-—-x

4y =3
3
X = —
4
Ahora se resuelve la segunda:
x+2=—(5-2x
Je+2=-5+1x
2x = =7
X = ——
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Por tanto, las soluciones de la ecuacion propuesta son:

Ejercicios

Resuelva las ecuaciones:

I jx — 4] =3

2. |2x + 3| =4 — x
3013 — x| =11 4+ x|
4. jx+4 | =]xv+ 2]

Resuelva las desigualdades siguientes v exprese su solucion en la formaa = x < bo
en la forma a < x < b, segin el caso.

5. |x| =5

6. |3x| < 27

7. |lx =21 =1
8. [Zx =3 <5

Resuelva las desigualdades:
9. |2x{ > 8
0. Jx - 1| =5

1. j3x — 5} >4



MODULO (6. LOGARITMOS

Objetivos especificos
Al terminar el estudio de este modulo, el alumno:

* Dado un mimero real positivo obtendrd su logaritmo decimal o natural
en tablas.

® Dado un numero logaritmico obtendrd su antilogaritmo en tablas.

¢ Empleando logaritmos efectuard operaciones aritméticas de multiplica-
cion, division, potenciacién y radicacion; simples y combinadas.

Cuadro sindptico

("
a) La parte entera es la caracte-
ristica.

Decimales o de b) La parte decimal es la mantisa;
base 10 4 se obtiene por medio de tabias.

* ¢) El nimero que corresponde a un
logaritmo dado es el antiloga-
ritmo.

Logaritmos <

A diferencia de los logaritmos deci-

Naturales o de males, la caracteristica y la mantisa
base e de los logaritmos naturales se obtie-
L nen por medio de las tablas.

129
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10.1. Generalidades

Para toda base positiva “‘b’’ con b # 1 y para todo mimero positivo **y"’
existe un numero real “'x’’ tal que:

b< = y , (1)

[N

A tal nimero ‘‘x”’ se le denomina logaritmo de base *‘b’’ del numero "'y’’;
lo cual se expresa:

x = log, y 2)

Existen tantos sistemas logaritmicos como bases se pueden tomar; sin em-

bargo, los mds usuales son los logaritmos decimales (base 10) y los logaritmos
naturales (base e).

Componentes de un logaritmo. Todo nimero logaritmico se compone de una
parte entera llamada caracteristica y una parte decimal llamada mantisa. La man-
tisa es siempre positiva, a diferencia de la caracteristica, que puede ser negativa,
lo cual se indica con una raya o *‘testa’’: 3, 10, etcétera.

Ejemplo 1
Dada una ecuacion logaritmica obtener el dato faltante.
a) Si3 = logyy,y =7
3 = logyy = 20 = y; como 23 = 8, entonces y = 8
by Six = logy8l, x =7
x = logi81 = 3" = 81; como 3* = 81, entonces x = 4

1
c) Sid4 =log,—; b =27
) 8516

1 4 1 1\¢ 1 1
4 =log,— = b = —; como (—) = ——, entonces b = —
16 16 2 16 16

10.2 Logaritmos decimales o de base 10

El sistema logaritmico de base 10 presenta la ventaja de que su caracteristica
es facilmente determinable, y la mantisa que se obtiene en tablas es la misma
para todos los numeros cuya tnica diferencia es la colocacidn del punto decimal,
tales como 5.7349,5734.9,0.00057349, etcétera.
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Notacion. Este sistema logaritmico se denota:
logioy = x asociadoa 10° =y

Aunque para base 10 también se acostumbra omitir 1a base:
logy =x= 10" =y

Obtencion de la caracteristica. Si definimos como posicion de referencia
(P.R.) \a ubicada entre los dos primeros digitos significativos que forman un nu-
mero, por ejemplo:

a) 32527 b) .009, 318 ¢) 01, 053.9 d) 9.87
P.\ R. P.\R. P..R. P. R

Entonces. la caracteristica del logaritmo en base 10 es igual al nimero de
digitos existentes entre la P.R. y el punto decimal; es positiva si el nimero es
mayor que 1 y negativa en caso contrario.

Asi pues, para los ejemplos anteriores las caracteristicas son:

a) 2 b) 3 0) 3 d) 0

Obtencion de la mantisa en las tablas. La mantisa del logaritmo se obtiene
en las tablas, haciendo caso omiso del punto decimal, tomado ya en cuenta en
la caracteristica. Por ejemplo: Obtener el logaritmo del nimero 375.61. Eviden-
temente, la caracieristica es 2; ahora bien, la mantisa se obtiene como sigue:

Tabla de logaritmos

Partes proporcionales

1 2 3 4 5 6 7 8 9

N|]O1 234 5 6789

37 5740 7

5740
+ 7

5747 (Mantisa)

. log 375.61 = 2.5747
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Como se ve, sélo pueden ser consideradas cuatro cifras significativas de este nu-
mero: dos en la columna N, una en el rengldn y la dltima en las partes proporcio-
nales e interpoldndolas. Para los niimeros que exceden a cuatro cifras significativas
se considera una aproximacion.

Ejemplo 2
Obtener los logaritmos siguientes:

a) log 153.14 = 2.1850 (compruebe en tablas).

1.8611

b) log 0.7263
¢) log 3.562 = 0.5516
d) log 0.000,010,01 = 5.0004

e)loé1=0

El proceso inverso a obtener el logaritmo de un mimero es encontrar su anti-
logaritmo. Asi, si log 507.4 = 2.7053, entonces, antilog 2.7053 = 507.4.

Evidentemente, el proceso a seguir para la obtencién del antilogaritmo co-
rresponde con el seguido para la obtencién del logaritmo de un nimero.

Sabemos que todo mimero logaritmico estd compuesto de una caracteristica
y una mantisa, las cuales son ahora conocidas. La caracteristica nos indica la
posicién del punto decimal respecto a nuestra itil posicion de referencia (P.R.),
situada entre las dos primeras cifras significativas del nimero. Para caracteristi-
cas positivas (P.R.) estd a la izquierda del punto decimal, para negativas a la
derecha.

La obtencion de las cifras significativas que forman el niimero se hace a partir
de la mantisa, la que es leida en las tablas de antilogaritmos. Para mayor claridad
se ohtiene aqui antilog 2.5152

La mantisa, gue es .5152, leida en tablas:

Tabla de logaritmos

Partes proporcionales
Nijl0O1234 5 6789

I 2 3 4 5 6 7 8 9

0.51 3273 2
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3273
+ 2

3275 (cifras significativas)

Como la caracteristica es 2, el punto decimal esta dos digitos a la derecha de
la P.R.:

antilog 2.5152 = 327.5
Ejemplo 3
a) antilog 3.2731 = 0.001875 (compruebe en tablas).
b) antilog 0.4352 = 2.724
¢) antilog 4.9368 = 86 460

Ew

d) antilog 9.3010 = 2 000 000 000

10.3. Propiedades de los logaritmos

Las propiedades logaritmicas que se enuncian a continuacion ayudan a efec- -,
tuar operaciones aritméticas combinadas de cierta dificultad, convirtiéndolas en .,
operaciones sencillas y practicas.

® Para un producto. El logaritmc del producto de dos o mds mimeros posi-
tivos es igual a la suma de los logaritmos de dichos nimeros.

logy[m - n - p] = logym + logyn + logyp (3)

® Para un cociente. El logaritmo del cociente de dos nimeros positivos es

igual a la diferencia del logaritmo del numerador menos el logaritmo del
denominador.

logb(ﬂ) = log,m — logyn (4)
n

* Para una potencia. El logaritmo de la enésima potencia de un mimero m
positivo es igual a n veces el logaritmo del nimero.

log, (m") = n logym (5)

-

Lo .



134 - UNIDAD 1. ALGEBRA ELEMENTAL

® Pagra una raiz. El logaritmo de la raiz enésima positiva real de un nime-
ro, es igual a dividir el logaritmo del nimero entre el indice n de la raiz.

1
log,¥m = Ofp'T (6)
n

10.4 Reglas auxiliares para operaciones
con logaritmos

Como sabemos, la mantisa y la caracteristica de un logaritmo son indepen-
dientes, lo cual provoca que las operaciones entre nimeros logaritmicos sean di-
ferentes a las que se realizan entre nimeros reales. Probablemente es este el punto
donde el estudiante encuentra mayores dificultades si no cuenta con una orienta-
ci6n adecuada. El propésito de este subtema es establecer reglas sencillas que
permitan la facil operacion entre logaritmos.

Regla para la suma

Sume en forma independiente las mantisas y las caracteristicas, sumando fi-
nalmente ambos resultados,

Ejempio 4
a) 5.9507 + 2.3010 = 5 + 2 + .9507 + .3010 = 3 + 1.2517 = 2.2517
by 43973 + 1.8792 =4 + 1(.3973 + .8792) =5 + 1.2765 = 6.2765
Reglas para la resta
* Reste en forma independiente las mantisas y las caracteristicas, sumando fi-
nalmente ambos resultados.
* Si la mantisa del minuendo es menor que la del sustraendo, complemente to-
mando una unidad de la caracteristica del minuendo.
Ejemplo §
a) 2.6799 — 23109 =2 — 2 + (.6799 — .3109) = 0.3690
b) 3.0792 — 2.6091 =4 — 2 + (1.0792 — .6091) = 6 + 0.4701 = 6.4701

c) 1.7868 — 47782 = 1 —(4) + (7868 — .7782) = 1 + 4 + 0.0086

= 3. 0086
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Regla para la multiplicacion

Multiplique en forma independiente las mantisas y las caracteristicas, sumando
finalmente ambos resultados.

Ejemplo 6

a) 2(3.9566) = 23 + 0.9566) = 6 + 1.9132 = 5.9132

b) 3(1.8574) = 3(1 + .8574) = 3 + 2.5722 = 5.5722

Reglas para la division

¢ Divida en forma independiente las mantisas y las caracteristicas, sumando fi-
nalmente ambos resultados.

¢ Si la caracteristica no es exactamente divisible, compleméntela cediendo uni-
dades a la mantisa y restindolas a la caracteristica.

Ejemplo 7
1 - 1 - - -
a) ?(3.9031) = —2~(4 + 1.9031) = 2 + 0.9515 = 2.9515
b) %(7.8576) = -%——(6 + 1.8576) = 2 + 0.6192 = 2.6192

Una vez comprendidos los métodos de operacion de los logaritmos, pasare-
mos a efectuar dichas operaciones combinadas aplicando sus propiedades.

Ejemplo 8
Aplicando las propiedades de los logaritmos efectuar el producto &.

k = (735.92)(.000937)

Solucion

Se aplica (3):

log k = log 735.92 + log .000937 = 2.8668 + 4.9717

=2+ 4 + (.8668 + .9717) = 2 + 1.8385 = 1.8385
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Se toman antilogaritmos:

k = antilog 1.8385 = 0.6895

Ejemplo 9

Efectuar la divisién aplicando las propiedades de los logaritmos.

k = 97690/687.5

Solucion

Se aplica (4):

log k = log 9769C — log 687.5 = 4.9898 — 2.8373 = 2.1525

Se toman antilogaritmos:

k = antilog 2.1525 = 142.1]

Ejemplo 10

Empleande las propiedades de los logaritmos efectuar la potencia.

k= (4.835)%*

Solucion

Se aplica (5):

log k = 3.4 log 4.835 = 3.4(0.6843) = 2.3266

Se toman antilogaritmos:

k = antilog 2.3266 = 212.1

Ejemplo 11

Calcular la raiz indicada por medio de las propiedades de los logaritmos.

k = 4009431
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Solucion
Se aplica (6):

1 - | - -
log k = %log.OO943l = —7—(3.9745) = 7(7 + 4.9745) = | + 0.71064 =

= 1.71064

Se toman antilogaritmos:

k = antilog 1.71064 = .5136

Ejemplo 12

Aplicando las propiedades de los logaritmos efectuar las operaciones in-
dicadas.

L = [ /0.0805 (17.39)° T
(0.00905)% (1108.5)

Solucion

i

- _ 1
log k = 4 ( )(2.9058) + 3(1.2402) — (2(3.9566) + 3.0446)J

ml-—-

log 0.0805 + 3 log 17.39) — (2 log 0.00905 + log 1108.5)}

]
3

R _
log k = 4 (—5—(3 + 1.9058) + 3.7206) — (2(3 + .9566) + 3.0446)}

log k = 4[(1 + 0.6352 + 3.7206) — (6 + 1.9132 + 3.0446)]

log k = 4{(2.3558) — (2.9578)] = 4(2 — 2) + 4(1.3558) — .9578)
log k = 4(4) + 4(.3980) = 16 + 1.592 = 17.592
Se calculan antilogaritmos:

k = antilog 17.592

k = 390 800 000 000 000 000
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10.5 Logaritmos naturales o de base e

El sistema logaritmico narural es aquel cuya base es el nimero ¢ =
2.71828. . . Para este sistema adoptamos la notacién siguiente:

Iny =x asoctadaa e =y
A diferencia de los logaritmos decimales, tanto la mantisa como la caracte-
ristica de los logaritmos naturales se encuentran en tablas impresas. Dichas ta-
blas contienen los logaritmos naturales de los nimeros comprendidos entre 1 y
10, pudiéndose obtener el in de cualquier nimero mediante su descomposicién
en potencias de 10.
Para tlustrar mejor estos conceptos y el manejo de las tablas véase lo siguiente:

In 862 = In 8.62 + 2 In 10, ya que 862 = 8.62 x 10°
in .00862 = In 8.62 — 3 In 10; ya que .00862 = 8.62 x 103

Ahora en las tablas:

N 1 2 3456789 m [ In 107

2.3026
4.6052
6.9078
9.2103
11.5129

8.6 2.1541

L B W R e

In = 862 =In8.62 + 21n 10 = 2.1541 + 4.6052 = 6.7593

La dnica regla operacional qu agregamos en este sistema es para el In de
un numero comprendido entre cero y uno. Esta operacion se realiza restando a
la mantisa de la potencia de 10 la mantisa del nimero, y restando las caracteristi-
cas en el orden acostumbrado. Asi:

in .0862 = In8.62 — 2 1n 10 = 2.154]1 — 4.6052
=2 — 4 + (.6052 — .1541) = 2.4511

Ejemplo 13
Obtener los logaritmos naturales indicados:

a) In 1789 = in 1.789 + 3 In 10 = .5816 + 6.9078

In 1789 = 7.4894
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b) In 0000915 = In9.15 — 51n 10

=2 — 11 + (5129 — .2138) =

In 0000915 = 9.299]

¢) In .00237

=0 -6+

In .00237 =

Ejercicios

l
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2.2138 — 11.5129

Ne=)
3]
D
Do

|

In2.37 — 3 In 10 = 0.8629 — 6.9078

(.9078 — .8629) = 6.0449

6.0449

1. Enuncie los conceptos que se indican en la siguiente expresion.

2. 8i r = log, z, elija la expresion correcta:

ayr =z"

a) x = logy1296:

by 1 = logyg, q ="

{ 1
¢} 3*= log,—/—: b

343

a) log 2 =
b) log .0002 =
c) log 25376.8 =

dy log 8716 =

a) antilog 6.4753

b) antilog 8.2105

= log, - =

X

}

?

"

Obtenga los siguientes logaritmos:

Dadas las siguientes ecuaciones logaritmicas,

. Determine los siguientes antlogaritmos:

N

v =r

obtenga el date faltanie.
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¢) antilog 0 =
d) antilog 1.6927 =

6. Efectiie las siguientes operaciones:
a) 3.8517 + 2.2931 =

b) 4.1532 — 1.2745

o) 2.3527 — 6.4912

d) 5(4.8763) =
1 _

e) —(6.2248) =
4
I

i) ?(12.2675) =

7. Obtenga los siguientes logaritmos naturales:
a) In 4397 =
b) In .000 395 =
¢) In OOO 001 01 =

8. Efectiie lus operaciones indicadas, aplicando las propiedades de los logaritmos naturales:

(0.00749)(49.37)"
29.16

ay k =

Y2778 Va8 91

by k =
J0018

~ [ (1.001)°(.0339)° T
~ L 9999 ¥ 0007
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PROBLEMA 3.1 Si f=fi(Ni+ (D) + [(Hk ¥ a=a,i + a,} + a,k, entonces demostrar
que

lim [(t) = a (3.4)

t—tg

sy solo si

41
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lim () =a, i=1,2, 3. (3.5)

t=ty

Solucién:  Silim f() = a, entonces, para cada numero real € > 0, existe 5§ > 0 tal que
=1y

1£(£) —a 1 < e siempre que 0 < |t — £, | <&. Asi que,
[(t) - a=[£,(t) =ali+ [£,(t) - 8,]i + [f,(t) ~ &a]k,
ypara Q< lr—to1< 8,
() —a,|S1H(6) - a) <€,

donde i = 1, 2, 3. Por consiguiente,
111'11 f,(t) = d;.

ttg

Reciprocamente, s:rhm f{=a;, (i=1, 2, 3) para cada € > 0, entonces existe § >> 0 tal que

If () —a; 1< ef3 s:ernpre que 0 < 1t -1, | <&. Entonces usando la desigualdad del tridngulo
para valores absolutos,

Li(f) —al = |[f,(t) - a,)i + [‘!,(t) —-a,li + [£(t) — a,lk |
SR -a, ]+ [ £(¢) —a, | + If,(t)-a,l
< E.

Por consiguiente, lim f(f) =a.
t- 1y

PROBLEMA 3.2  Demostrar que ¢l limite de la suma de dos funciones vectoriales es la
suma de sus limites; esio es, si lim f{f) =ay hm g(¢)="b, entonces

t=tg + 1o
lim [(f() + g{)] =a -~ b. _ (3.6)

Solucién:  Si hm f(r) a y hm g(t) b, entonces para cada € > 0, existe § > 0 tal que
para0<ir—1t, I<5

lf(y-al<3e vy le(d-b|<3e.

Entonces, usando la desigualdad del triangulo para valores absolutos,
e ~ gl —@+bwj=|tle)—al+ igle) - bl
S |1(t) - aj + |g(t) —b]

< g

Por consiguiente, lim [f(¢f) + g(f)] =a + b.
r+ip

PROBLEMA 3.3  Silim f(t)=1a,y lun ¢ (1) =c, entonces demostrar que

LI )] rai,

iim () = ca. an

1ty

Solucién:  Silim f(r) = ayhmd)(r) ¢, entonces para 0 < ¢’ < 1 (¢ se hallara después),

t=ig
existe & > 0 tal que para I — 1, | <5, 1f(f) —al<e'y i¢(¢) - c | < ¢'. Entonces, .

16| =tc+[d)—c]l <lcl+e <lcl+1.
Escribiendo
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SO —ca=dOIN) -d(Na+ d()a—ca
& () LE(t) - a) « [ (6) - cla,

1l

tenemos

1l

|& () () — a]l = [&(e) —clai
S|S0 i1 -ai+1d{)—c! !

PGS (OI()—caj

<(

cl+1)e"~¢€"lal

)

Asi que escogiendo €° < €/(|c| +1 + |a}) y también £ <1,
h b)) —cai < E.

=& (lct+1+]a

Por consiguiente,

lim & () [{¢) = ca. (3.7

11y

PROBLEMA 3.4  Demastrar que una funcibn vectorial £(£)=1f,(£h + f,(£)j + f5(k es
continua en f, si f{t} (i =1, 2, 3) es continua en t,.

Solucién:  Como f(f) es continua en f = t,, tenemos que him f(r) = f(t, ). Otra vez
=~

f(z) =f, (Dt + f2(8)j + 13()k; por consiguiente f(t5) = f1{to i + f2(20)j + f3(fo )k. Usando
(3.6),

Lim () = lim [£,(0)0 + £,()5 + £,(¢)k]
oty t—tg
= him £()i - lm L,()) - bm f,(O)k.
t~tg trtg -ty

Como i, j, k son constantes, se sigue de (3.8),

hm ()~ @ him [,(1) - Iim f(¢) - k him (1)

rovtg IR g t ety
Por otra parte, f,(t) es continua en t = ¢y. Por consiguiente,

ilm f(6)-1hm (0 -k lim L8 = ()0 - Kt - &)k,

g g LTS
Entonces por la definicidén de igualdad de vectores,

him [‘(f) = f,(to)l donde i = l, 2, 3

t—tg

3.2 Diferenciacidbn de vectores
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" {‘,,,‘1;%5 \
w- [A(t) I!(r)} = A(t} 8(!)3

— IA(r) B(z)xcu)l = A"(0)- B(t)xc(r)+ A(t) B (t}xc(f)

+ A(t)- B} v-C O

(6) — lA(r) x [B(1) x c(:)ll = A(t) x {B{) x C(r)l + A(o x |B(1) x C(!)]
+ Adr) x |B{t) x C(n).
(7) Regla de la cadena: Si t = g(s) es\ diferenciable, entonces

dA() - dAlg(s) - dA(l) dg(s)
ds ds dt ds

PROBLEMA 3.5  Demostrar(3.14).

Solucidn: Sif(f) = ¢(r) A(r), entonces tenemos f(r + Ar) = ¢z + Ar) A(t + At), ¥y
[t -A) =Tt} =d( ~ ADAU + A - () AQD)
=t - A (A~ A - A + [t + A = ()] A (0).

Se divide a ambos lados por At y se acerca At hacia cero para obtener
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d N
I[q‘)(t)ﬂ(i)] = T(8)

f(t ~ Ar) — £(t)

= hm
Ar=0 At

- lim &(t - A [A—(‘—*—A')—'i(-‘l} lim [d(“m”d(’)]am
Ar—0 Ar At—0 At

=) A1)+ () A

Casos nspamalas. Sn é(r) = 3 s ‘una constante escalar Kentoanes
p ,_’ T, b

PROBLEMA 3.6  Demostrar (3.15).
Solucion:  Siy(H)= A(t) - B(t), entonces H

Gt~ A =G () = Ale ~ A)-B(t = A) - A (D) - B(r) ‘
=A(t-AN-BE-A)-BO - {A{ - A= AN} B

Se divide a ambos tados por Ar v se hace tender At hacia cero para obtener

() = dit [A()-B()] = A()-B(t) ~ A(e)-B(t).

Solucién alterna: Sean A(f)=14,(8), A1(t), As(1}] ¥ B{f) = [B, (), Ba(1), Bs(D)].
Entonces, por la definicién del producto punto (2.24),

a‘{» AQ)-BO) - % [4,06) Bu(6) ~ Ay() BL(6) - A0 B ()]

= A (OB {0)- A'() B,(0) - A, (1) B, (1) - A/ (1) B,(¢6)

~ A BJ(t) - AJ() B(1)

(A B, (- A ) B (1) - A () B(D] - LA (1) B ()
-~ A B() - AJ(1) By(D)]

A0 B() - A () B(1).

PROBLEMA 3.7  Mostrar que la denvada de un vector de magnitud constante es
ortogonal a él. (Esto incluye la posibilidad de que la derivada sea el vector cero.)

Solucién:  S5i B{r) = A(r) en (3.15), entonces
di: [A-AMN] =2A0) A (D). (3.22)

Pero,
Aty A(t) = | A(#)? = constante {3.23)

Asi que la derivada es
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g; [A@)-A@®]=0. (3.24)
Entonces, por (3.22),
24(0) - A'(6) = 0, (3.25)
Por consiguiente,
A()-A(H)=0; (3.26)

0 sea que un vector es ortogonal a su derivada,

PROBLEMA 3.8  Demostrar (3.16).

Solucidn:  Si f(¢)= A(r) X B(f), entonces
[+ AD-FD=At+A) xB(t + A = A(t) x B(t).
Sumando y restando Az + A7) X B(r) y simplificando se obtiene
ft+AD—f()= A+ A < [B(t + A =B (@) + [A(t + A = A(O)] x B(e).

Dividiendo 2 ambos lados por At y tomando el iimite cuando Af —+ Q,
() = % A xBO] =A() x B () + A’(0) x B(0).

Se recalca de nuevo que debe conservarse el orden de los factores.

PROBLEMA 3.9 Mostrar que

% LA x A = A(6) < A (0). (327

Solucion:  SiB{f)=A'(t)en(3.16), entonces
% [A() x A°(0) = Al x A™(0) « A1) x A'(E)..

Por (2.30),
A'(t) < A(1) = 0,
y se sigue (3.27).

PROBLEMA 3.10  Sif(z) = e?'a + ¢¥b, donde a y b son vectores constantes, mostrar que

£7°(e) = 50°(t) + 61(1) = 0.

Solucidn:  Como f(£) = €*'a + ¢¥'b, entonces por (3.13) y (3.21),
F°() = 2¢¥*a + 33D,
() = 4e? a + 9e'h.
Por consiguiente,
£7(t) = SE°() + 6(t) = 4e?*a + 93 b — 106 a - 15e b + 6e2* a + 66 b

=(4-10+6ea+(3-15+6)eb
=0.
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* 3.3 Derivadas parciales de funciones vectoriaies de
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PROBLEMA 3.11

Siflu, v, w)=filu, v, whi + fa(u, v, wli + f3(u, v, Wik, entonces
demostrar que
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f,=—=—i+—j+ —Lk. (3.36)

Solucién:  Por la definicidn de derivada parcial (3.29),
f(v + Au, v.w) =1(u, v, w)

f,. = li
“ a:.:tflvo Au
) [f,(u + Au, v,w) - f,(u, v,w) f(u + Au, v, w) = f,(u, v, w)
= lim i+ j
Au—0 Au Au
f.(u + Au, v, w) = f(u, v, w) ]
+ k
Au
af, a1 af,
= —1i+ —] + — k.

du du du

PROBLEMA 3.12  Si f(u, ) =€ i + (u —v)j + u(sen v}k, calcular (a) f,, (b) f,, (c) £,
y () f, Xf,

Solucion: Por (3.36),

(@) f,= -(;a—u.(e"")l + -;; (v =v)j~ :9% {u sen v}k
= ve""i + j+ (sen v)k; ‘
(b rﬁi(e“)n;—v(u-v)n%(u sen V)k ~
=ue¥"i-j+ulcos vk: 3
d d d d
[uu = f = — uv —— (1 —_— k
() 7 3a {ve"")i+ 70 (1yi+ e (sen v)

= V! euvi;

(d) de acuerdo con (2.27) y por los resultados de las partes {a) y (b),

i ] k
f,<f,= |ve"" 1 senv
vevV -1 uveosv

=(ucos v+senvii+u(sen v—vcos vie'Yj—-(v+u)e’ k.

3.4 Curvas en el espacio

ddndc
f% e s
Hum verton fra

EOL
Fed it Y 257
# iyo puato,  inicial esth en-el-origen
SETR Oy AT e N,,g{umu:@%mwhx%& ”"“&wﬁ’
iCa U |

&
Bl v o g
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= llu). =50 ”"1*‘5’” {,(ﬁ ““3‘?'? e

X ea ..,,,“_n.u,u-

‘lr-uk ¢ . z

Las ecuaciones (3.39) se Haman ecuaciones ﬁwumé de 1a cunraC et el ¢ espmo quc e ¢
i

1

5 -
oy e PO R -‘."53 e

una funcion de f(r) con ¢ como pardmetro. .77 ETT L
Como se muestra en la figura 3.1, sea Pun punto de unacurvaC para el cuaf f = f(.r)
y Qel punto que corresponde a f(f + Ar). Entonces,

e+ A -1 PQ o
1 ————r X 1 — =1 N .40
aflTu Ar A:Tﬂ At ( ) [ (3 )

Una tangente a una cufrva en

el espacio.
y no tiene puntos singulares.
PROBLEMA 3.13  Trazar la curva C representada por a funcidn vectorial
f(t)=(acost)i-{asent)j, 0Z¢Z2x, {341
en el espacio, y hallar su direccion en el punto (0, a, 0).
Solucion: Las ecuaciones paramétricas de la curva C representadas por f{f) son
x-acost, v-asnt, z-0. (3.4}
Por{3.42).
x} - v¥=al(cos’t+sen’ ) = al.
En:¢=0. z
x=a, v=0, z=0, s
ven!=2m,
x=a y=0 z=0. 0, e, O
: /
irculo en el plano xv centrado en el origen con radio a. que comiensa y
:eanil:r';aei ZT ::nctlom(: 0,0 c:ando t‘cambia de 0 a 2n. ('i/éase figura 3.2?. Av y
El punto (0. e, 0) corresponde a de £ = /2. Ahora por {3.41), . \\(0, 0. 0)
f(t)=—asenti+acost].
Asi que. . Figura 3.2 :S’::‘:;c-on al problema
£ (E)= ~asen (f)i-a cos (E)j
2 2 2
=-ai.

Por tanto, la direccién de la curva en {0, 4, O) estd en la direccion negativa del eje x,

PROBLEMA 3.14  (a) Hallar la funcion vectorial f{r) que representa la recta /. que pasa
por un punto {d,, A, A3}y es paralela a un vector dado no nulo B = {8,, B;, B,].
(b) Hallar las ecuaciones paramétnicas para la recta L,

Solucion:  (a) Se representan los puntos (4|, 43, A5 ) y (x. ». 2) por los vectores de
posicidon A =[A,, A;, A3] y r=[x, y. 2], respectivamente.



Figura 3.3

Solucion al problema
3.14,

-
™~
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~

Figura 3.4

Sotuctdn al problema
3.15.
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En la figura 3.3 se ve que el punto (x, y, z) estard situado en la recta pedida si y
solamente si r — A es paralelo a B. Ahora, por (1.4) dos vectores son paralelos si y s0lo si
son multiplos escalares uno del otro: asr,

r-A=tB, (3.43)
donde ¢ es algin escalar. Escribiendo de nuevo (3.43),
r=A-tB. (3.44)
Por consiguiente, haciendo r = f(¢) abtenemos la funcidén vectorial deseada
f{(t)= A +¢B, (3.45)
(b) Escribiendo (3.44) en términos de las componentes de los vectores,
x=A,+tB, y=A,+tB,, z=A,+1tB,, (3.46)

que son las ecuaciones paramétricas para la recta L que pasa por (4,, A3, 4.} y es
paralela a B={B,, B,, 85].

PROBLEMA 3.15 (a) Hallar la funcidn vectorial f(r) que representa la recta L que pasa
por los puntos (4 ,, A3, A3) y (B,, B, B3). (b) Hallar las ecuaciones paramétnicas para la
recta L.

Solucidn:  (a) Representar los dos puntos {4 ,, A, 43) ¥y (B, B2, B;) por los vectores
de posicion A=[A4, A3, 4:]y B=[B,, B,, B;}, respectivamente. Sea (x, y, z) un punto
de L representado por el vector de posicion r =[x, y, z]. Entoncesen la figura 3.4, se ve
gue debe haber un escalar ¢ tal que

0P - QR.
Por 0:raparte§=r—Ay@5= B — A; asi que,
r-A-t(B-A, (3.47)
o, simplificando,
r=A:t(B-A)=(1~t)A -+ (B, (3.48)
Entonces, haciendo r = f{r), obtenemos la funcidn vectorial deseada
f)=(1-6)A - ¢tB. (3.49)

(b) Escribiendo {3.48) en términos de las componentes de los vectores, obtenemos
las ecuaciones paramétricas para la recta; Le.,

x=(l-0A -tB,, y={1-04,+tB,, z=(1-1)A4A, +tB,. (3.50)

Eliminando el pardmetro ¢ de (3. 50) . T e

x - A _}’ A) z~—AI
B,-A, B,-A, B,—A,

N Y

que es la ecuacion no paramétrica de la recta.

L

PROBLEMA 3.16 Siunacurvzenel espacioC estd representada por una funcién vectorial
suave f{( r) paraa < ¢ < b, entonces demostrar que su longltud estd dada por la imcgn]

J’ %i tm }x: f It (s) e (o]"= de. :l:s.i @Sy
Solucibn:  Sif(n)=f,(Ni + f,(:). 4 £,(0k, entonces C se puedc describis por las
ecuaciones paramétricas x = £, (1), y=1(8), z=f3(t) paraa <t <b.

D n A,
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PROBLEMA 3.17 Hallar la longitud de la curva representada por la funcién vectorial

f(h=(acost)i+(asent)), 0S5t<2m {3.41)
Solucién:  Laderivada de f(¥) es l
f'(=—-astnti+acostj, O05t322n, (3.56)
y su magnitud es
i£°(6): = (a* sen? t + &’ cos? )% = &. (3.57)

Asi que por (3.52) la longitud de la curva es
T 2T
1:f 10°) | de =f adt < 2na. (3.58)
0 0

COFe XTI L] TR N AT LR weuzﬂs}&x? Y
ubmmddems(t)demmamﬁmﬁn&hmbkmg% 3
algin punto fijo 2 hasts ¢. E:uuhlmpmdlchmdlfm:tempeﬁmbdé(Z.SZ)";* 3

sustituido por f; ie., L e

hl

am-farmi 1

e tng i S

PROBLEMA 3.18 Demostrar que la longitud de arco s puede servir como un parimetro
en las representaciones de curvas sin puntos singulares. ”

Solucién: Diferenciandolalongitud de arco, (3.59), de una curva, obtenemos para

ast<bh, ds

== >0, (3.60)

Asi, que 5 es una funcién creciente y continua en g < ¢ < b. Esto implica que s tiene una
unica inversa ! = ¢ (5s) para 0 < s < [ Por consiguiente, una funcion vectorial suave con

parametro . § g(s) = 1q (&) (3.61)

puede representar la misma curva C' que se representa por f(t).
Determinando el vector de posicion r = |x, ¥, z] como

= g{s) = g,(8)i + g,(s)i ~ &,(s)k, (3.62)
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obtenemuos las ecuaciones paramétricas de C con pardmetro s; i.e.,

X = gl(s)a ¥ = gz(s). Z= g,(S). (3.63)

R G
2 LT )

PROBLEMA 3.19 Una curva C se denota por la funcién vectorial
f@)=acosti+asentj 0<¢<2nm

Representar a C por una funcion vectorial con lza longitud de arco s como parametro. (Cf.
problema 3.17).

Soluciéon:  Por la definicién de longitud de arco (3.59) y usando (3.57),

r t
s =f | 1°() | dt =f adt - at. (3.66)
0 0

Por consiguiente, ¢ = s/a y 1a funcion vectorial pedida es

g(s) = r(z) - [a cos (Z)] i~ [a sen (E)] i, 0Ss<2ra.  (367)

PROBLEMA 3.20 Cuando unacurva C se representa por una funcidn vectorial g(s) con

longitud de arco s como pardmetro, demostrar que
d
dels) _ ey =, (3.68)
ds

donde T es el vector unitario tangente a C en cualquier punto,

Solucidn:  Por (3.40) el vector tangente a la curva C que se representa por una funcion
vectorial suave f(7) en cualquier punto es el vector £'(t). Por consiguiente, para 1f'(#) 15 0,
el vector unitario T tangente a C en cualquier punto se expresa

@
180N
Ademds, puesto que g(s) = flg(s)] y 1 = g(s), tenemos que diferenciando vy usando la regla
de la cadena,

(3.69)

dg(s) . o dt 1) £°()
dets) | =f() — = —2 & — 7 70
s g (s) (t) ds ds YZo1 (3 )‘
dt
Por consiguiente, por (3.69-70),
. M €))
()= ——— =T.
NRTIOY

PROBLEMA 3.21  Hallar el vector unitario tangente a la curva C representada por la
funcidn vectorial
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f()=(acost)i+(asentdi, 05¢E 27,
en t = /2. (Cf. problema 3.13}).

Solucidén:  Por (3.67), la curva C se representa también por

g(s) = [a cos (f)] i+ [a sen (E)] j, 0%s&2na. [3.67]

Por (3.68), et vector unitario T tangente a C en cualquier punto es

T- :‘(S) = = [SCH(E)] i+ [COS (E—)] j, 0<s<2rna. (3-71)
a a

1
Ahora, por (3.66) tenemosen t =n/2,5= atl, _ a2 = zam. Por lo tanto, en el punto
t=n/2 os=an/2, el vector tangente unitario es

R I I

pues sen (7/2)= 1y cos (n/2)=0.
Alternativamente, s¢ puede obtener et mismo resultado de (3.69) usando (3.56) y
{3.57). Asi que para 0=t < 2r
(0

T=-—--[ (a sen )i + (& cos 1)j]
a

100 |

=~—(sen 1) i+ {cos £}]. (3.73)

e o]

PROBLEMA 3.22 Mostrar que el vector definido por dT/ds es normal o perpendicular al
vector unttario tangente T en cualquier punto de ta curva C.

.Entonces. en r = 7/2,

Solucién:  Como T es el vector tangente unitario, el producto punto da
T-T-=1 (3.74)
Diferenciande ambos lados con respecto a §,

LY (3.75)
ds

lo que implica que dT/ds es normal a T. (Véase problema 3.7).

3.5 Superficies

“+Enla seccion 3.4 las curvas del espacio s¢ describen medaame
ecuacumes vectoriales del npo

Bt} = (D1 y (O + 20X RTERNRSH s } 76)
en donde interviene un solo parametro 1. La rcpnsentactén pamnémca de cunu en d
espacio es L j, . S
' L xex(0, yey@ zexO oo ng:z 7?);

~Las superf cies.se dcscnbcn en gcnetal por. mednode ecu;scaona pmniétricu dei ’f

m : et T e
PO. : . x~x(u.v}. y y(u.v). z==s(n,v), T g

;donde u'y v son parametros. Si se ﬁja v, ie ;v= r ‘una constante enwnm (3 78} se vudve
“unaex presidn paramétnca de un pamnetro quc descrihe Una curvi en cl espac:o a io in!go

A E e e g Hnee n D B0



Figura 3.5

Una superficie en el
espacio.

PROBLEMA 3.24 Mostrar que el vector unitario n definido por

r, xr, .
= ]r—xrl' (3.80)

donder, = % r, = % , es normal a la superficie S representada porr{w, v) sir, Xr, #0.

Solucién:  De acuerdo con (3.40), en cualquier punto P,
_9dr ¢ X4 dy d z,
r — .
“" du c}u auj+ au (3.81)
es un vector tangente a una curva constante » en . De modo similar,
Lo _9xy 9y, 8z, (3.82)

av v dv ov

es un vector tangente a una curva constante u en £. Por consiguiente, se sigue que en
cualquier punto P, el vector r, X r,, es normal a la superficie S en F. Como Ir, X1, lesla
magnitud de este vector,

I, xT,

Cir xr,

€s un vector unitario normal 2 S en P,

hmm:mzite tmgentu ngpunmde

s e o et

PROBLEMA 3.24 Hallar un vector unitario normal n para una superficie S representada

por x=x, y=y, z=z(xy), (3.83)
donde x € y son parametros.
Soluciébn:  Por (3.83), la superficic § se puede representar por
r(z,y)=xi+yj+ z{x, y)k. (3.84)
Por consiguiente las derivadas parciales son
r,=g—;=%i Si’ gik i+g—:-k, (3.85)
r,=a—'=§—‘i+§11+ﬁk=j+ﬂk (3.86)

dy Ody dy oy dy
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El vector producto de r, conr,, es

¥
i Jj k
dz dz dz
r,xt, =11 0 —| =-—i-—j+k 387
Ty dx dx dy i+ (3.87)
01 a—z
dy
O sea que la magnitud es
9z [azY %
|t xr,| = [(6_::) + (5;) + 1} . (3.88)
Por consiguiente, por (3.80) ¢l vector unitario normal es
_dz i- _r?_zj + Kk
P, xT, dx ¥y
(3.89)

SN (C NG
dx ay
PROBLEMA 3.25 Hallar un vector unitario normal n para una superficie § que esté
representada por

$(x,y,2) = 0. (3.90)

Solucibébn:  Siconsideramos a {3.90) como una funcidén de x ¢ ¥ que define implicitamente
a z, podemos suponer que ¢, ¥ 0. Entonces por cdlculo elemental y por (3.85), (3.86), las
derivadas parciles son

3s
d dx
r,—1+—zk=1— k:i—&k, (391)
dx de =
dz
9¢
dz dy b,
r, =i+ —k=j———Hk=j-—k 392
AT 56 - (392)
dz
Pur consiguiente, el producto vectorial es
i k
r 1 0 il
e X, = -
¥ .
0
01 --=
b,
D
=Zi+ ZLjick
1 . .
= q’)— (Pei+ P, i+ P k), (393)
Asi | _
s1 que el vector unitario normal es iéi+ 5_¢j+ i’ik
Iy =T, ¢,i+(}5},j+¢)zk dx ay dz

= = — 394
et 1B + (6,7 + BT [(a¢)’+(5_¢)’+(a¢)’]w (3.94)

ax ady dz

L)
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Un elemento diferencial

de drea de una superficie,
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Sig, #00 ¢); # 0, con un cédlculo similar se obtendra el mismo resultado.
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PROBLEMA 3,26  Hallar el drea de una superficie S representada por
(3.99)

x=aswnfcos¢, y=asenfsen¢, z=acosdb,

donde 0 <6 <y 0 <o <2

Solucién:  Aqui los dos pardmetros 6 y ¢ se usan en Jugar de u y v. Por consiguiente,

gr _dx, dy. éz, '
36 " 36" " 36" " 30

=acosfcospi+acostsencdi—asen bk,

dr Jdx_  dy dz
lp=—=—i+ —j- —
dd  dod dd do

—asen G sen b i + & sen 6 cos @ .

g =

1

Asr’ que el producto vectorial es
i J k

ré xty =) acosflcosd acosfOsengd -asend

—asen ffsen & asen O cos ¢ 0

a®sen’ 6 cos & i ~&® sen® 0 sen ¢ j + a* sen @ cos 6 Kk,

¥ su magnitud es
a’ sen flsen? 6 cos? ¢ + sen? 6 sen? ¢ + cos? 6%
= &’ sen O(sen® 6 (cos® ¢ + sen? ) + cos? 6]%

il

fro x rg |

a’ sen 6.

Entonces, per (3.96), la magnitud del elemento diferencial del drea es

dS = & sen 6 d@d . (3.100)

Asy, integrando, el drea superficial es
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2m kzd T
=ffd$=j f a’sen6d6d¢=2na’j sen 6 d 6
[+] [v] 4]

= 2ma’(~cos 9)1:r
=2ma*-[(-1) - 1}}

=4na’.

et

S
e

ise! puede obtener( or-obheervacion. ASi que st

T 3.,;:;;;

o S8n G de

FAgura 3.7 Un elemento diferencial de area de la superficie de una esfera,

PROBLEMA 3.27 Expresar el elemento diferencial de drea de la superficie dS para una
superficie § representada por

z=z(x,y} (3.102)
Solucion:  Pcr(3.88),

‘ gz\' [az\1"
IFex by | = [1+{ =] +{— .
ox dy
Entonces, usando (3.96),

: dz\ dz\'|*%
dS =|r, x1,| dxdy = |1+ =) 33 dxdy. (3.103)
X
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La dervada direccional.
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4

3.6 Derivada direccional y gradiente

S ST Ty A T T
" delosescalaresé.
Irlean g o 3

X
A 15
.

AR Ty

34}

2+ Az) -~ d{x, y,

£

tor que

e

PROBLEMA 3.28 Mostrar que la derivada direccional de ¢{x, v, z) ¢n la direccion de la
curva C puede expresarse como

A
r_’—cé =grad &- T, (3.106)

5

donde T es el vector unitano tangente a C.

Solucion: Por (3 68). el vector unitariv T tangente a C en cualgurer punto es
d dy
T 4r b, dyy odz (3.107)
ds d=s ds ds

Por calculo,
4 Ao dx de dy  dé dz (3.108)

s dx ds dy ds dz ds'
que es la forma de un producto escalar de grad ¢ y T. Por 1anto,

!
1 grad ¢ - T.

s

R YRS VRPVE SN

Introduciendo el operador diferencl'a}, V{lém nabla o del),

el gradiente de ¢ se escribe . S

K fiont
! ©o o edt PR S

R R R
“‘:‘1-;3‘;4'«"‘“‘;%@&”:*'{4}% H’i}w
. 3
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“-i+-9—1+,f-ék‘ 300
dz -

rf""‘ R

$(3.111)
SWERTS))
6. us;ﬁ

: const.ante
PROBLEMA 3.29 Verificar (3.113)

Soducion:  Por la definicion de gradiente (3.110),

V(e - 2 G 2 @i+ 2L bk
ax dy dz

PR 1 2 PO PR LD PR (PS4 AL .
_(é6x+¢6x)l'(¢6y ‘J’ay)j (¢Bz+¢8z)k

dd . o, ¢ dd . d¢ . d¢ )
= — j+ —j+r Tk —_— —X j+ Lk
é(r}xl &y’ dz )+¢‘(6xl+8y] dz

= ¢V - IV b

PROBLEMA 3.30 Mostrar que la magnitud y direccion del gradiente V¢ es independiente
del sistema coordenado. Esto es, mostrar que la magnitud del gradiente | V¢ les igual al
vator maximo de la derivada direccional de ¢(x, y, z) y su direccion es la de la rapidez
maxima de crecimiento de la funcion ¢.

Solucion:  Porlas definiciones de derivada direccional (3.106) y el producto escalar
(1.25), la derivada direccional de ¢ en el punto (x, ¥, z) es

3—¢=V¢-T=|VQS[|T|cos€:|v¢|c059, (3.114)
5
donde & es el dngulo entre V¢ y el vector unitario T tangente ala curva €. Como —1 < cos

§ < 1, 0¢/0s es maximo cuando § =0, i.e,, cuando ia direccion de T es la direccién de Vo y

Bl _val (3.115)
ds

max

Asi que la magnitud dei gradiente es #/3sl_,, ¥ su direccion es la de la mixima rapidez
de crecimiento de la funcién

PROBLEMA 3.31  Si¢(x, y, z) esuna funcion escalar y V¢ # 0 en un punto Pen el
espacio, entonces mostrar que V¢ es perpendicular a la superficie § definida por

é(erU2)=cs . (3-116)
donde ¢ es una constante.

Solucion:  Usando (3.94) del problema 3.25, un vector unitario normal n para la
superficie S definida por (3.116) es
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0, d¢ . do
99,998,994
 9x M TR Vo

(2 -(2)- VT - o5

Entonces, concluimos que V¢ es perpendicular a S.

(3.117)

Solucién alterna: Sisuponemos que una curva C del espacio, situada en una superficie §
esta representada por
r{t) =x({®)i+y()i+z(Ok,

entonces por (3.116) tenemos, para ¢ constante,
#lx (), y (), z(8)] = c.
Diferenciando esto con respectoa?,

do

ax

TO+%§YT&+%9210=Vé410=0, (3.118)

z
donde por (3.40), el vector tangente aC en Pes
r’{)=x()i+y )i+ 2’ (Ok
Por otra parte, (3.118) implica que VpL1r'(z), i.e., es perpendiculara C en P.

»

Este razonamiento se puede aplicar a cualquier curva suave sobre la superficie S que
pase por P. Por consiguiente, V¢ es perpendicular a todas esas curvas en P, 1o que puede
cumplirse sélo si V¢ es perpendicular a la superficie S.

PROBLEMA 3.32 Hallar (a) la derivada direccional de ¢(x, y, z) =x* + y* +z* enla
direccion de A1, 1, 0) a @(2, 1, 1) ¥ (b} su valor mdximo y direccidén en (1, 1, 0).

Solucidn: (a)Seanr; ={1,1,0)yr, =[2, 1, 1] los vectores de posicién que representan
los puntos A1, 1,0) y Q(2, 1, 1) y sea T el vector unitario en la direccidén de P hacia (.
Entonces por la definicion de vector unitano y (2.23),

-1,  (2-Di+(1-Di+(1-0k i+K

T= = ;= —
-t [(2-1Y+1-1P+(1-0)y1% V2o
1 1
=—i+—=k
V2 2
1 1

Por otra parte, por (3.110) con ¢(x, ¥, z) dado,
Vo =2xi+2yi+2zk.
Asiqueen(], 1, 0) el gradiente es
Ve =2i+2j+0k=1[220],
y su magnitud es
Vi =(22+ 22+ 0)% = 22
Por consiguiente, por (3,106) la derivada direccional de ¢ en (1, 1, 0) es

oo 1 1 -
2 -vs-T-@ (ﬁ) L DO+ 0 (\_ﬁ) _ V2.
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Esto significa que €] valor de ¢ se incrementa en +/2 por unidad de distancia mientras pasa

de(1,1,00a0Q(2, 1, 1).
(b) El valor mdximo de 3¢/s en (1, 1, 0) es | A¢ I= /2 y su direccion es la de A¢

=[2,2, 0}.

PROBLEMA 3.33 Hallar un vector unitario n normal a la superficie dada por z = x* + y?

enel punto (1,0, 1).
Solucion: Como z = x? + y?, la superficie se define como

dx,y,z)=x*+y’ =2z =0
El gradiente es Vé =2xi+2yi-k
Asien (1,0, 1), V¢ = 2i - k. Por tanto, segin (3.117), el vector unitario es

veé 2i-k J2-k 2
ng L]

_%]

"= Ive| [22+0+(-11% 5

R

i i FHA
e R ;
fertarra ‘,,g':‘mx \m&@%;m&. A

Solucidn: Seaa=|[a,, a,, a;]; puesto que r =[x, ¥, Z],

s a-f=ax+ay+az .

Asi que,
. d .0
Va-n-= ;-(alea,y+a,z)l+ a—y— (a,x+a,y+a8,2)j + Ky (e, x+a,y +a,2)k
=a l+aj+ak .
=f.

dr=dxi+dy]j+dzk.

Por (3.110), V¢ = g—ii + Ea)—i.-l + g—fk. Por consiguiente, tomando ¢l producto escalar,
Vé-dr=2% dx s 9% gy, 2% gy L ag

ne

S B 35T 5

PROBLEMA 3.36 Si¢=¢(x, y, 2, 1), mostrar que

dé =dr.Ve + t:;—‘f dt. (3.122)

Solucion:  Si¢d=¢x, y, 2, 1), entonces, por procedimientos de cdlculo su diferencial es

e

-,
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do do dep deo
= —= dx + — —+ dz + —L dt.
do P x+ay dy+az z + e t

Por los resultados del problema 3.35,

d¢ = (Vp)-dr + %2; dt

6:;5
_—d. - dt.
Ve + P t

PROBLEMA 3.37 Hallar Vg sig=r= Irl=(x? + y? +22)V2,

Soluciéon:  Lasuperficie definida por ¢ =r=(x* + y* + 2?)"? = const es una esfera
con centro en el origen (0, 0, 0). Por consiguiente, de acuerdo con el resultado del problema
3.31, Vr es normal a la esfera y por lo tanto es paralelo al vector de posicion r = [x, y, z].

Asi, podemos escribir Vv = kr. Por (3.120),
dr = Jr-dr=kr-dr = kr dr.

Asi que

= -

y por tanto
1
Vr=-~-r=-¢,,
r

donde e, es el vector unitario en la direccidn del vector de posicion r,
Solucidn alterna: Por(3.110) el gradiente es

Ur=Vx?+y?az?¥

(3.123)

= g (x’+y’+:.r’)l"=l+i (x’+y’+z’)14j+ 9 (x’+y’+z’)%k
dx dy z

1 2x | 2y 1 2z
P Vil B e V2l |

2 (x’+y’+z’)/2. 2 (x:+y’+z’)/3

L A

r r r

1

=7
r

= er

PROBLEMA 3.38 Si ¢ = ¢(u), donde u = u(x, y, z), entonces mostrar que

V¢ =V ) =¢W)Vu.
Soluciébn:  Por(3.110), el gradiente es

} _9¢, 99, 9%
Ve =Vod(u) = axl+ 6yj+ Bz'k

. . Ou . o Ou du
= —w—i — ’ —
¢(U)ax +¢(U)ayj+qb(u)azk
e du du du
= ¢"(u) (—-—ax i+ -—-—ay J+ —-—-—az k)
= ¢ W)Vu.

* 2 (x* + y? + z)%

(3.129)
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PROBLEMA 339 Sir=Iri=(x? +y* +:22)"2 hallar V7" y V(1/r), donde n es cualquier
nimero real.

Solucion: Sead¢=¢(r)=r". Entonces por (3.124} y el resultado (3.123) del problema
3.37,

ne" =1 gr
-nr"le,
=nr""r (3.125)

V) - -3; (MvVr

Haciendo n = —1 en (3.1235),

2

V(l)-—-% r:-—l— e,. (3.126)
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PROBLEMA 3.40 Sify g son dos funciones vectoriales, mostrar que
V-I+e)=V.I+V.g (3.128)
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Solucidn: Seanf=[f,, f2, 3] Yy8=I[g1, £2. £3]. Entonces,
f+g=(f +8)i+(f,+ &)+ +g)k

Por (3.127),
d
V-(f+g)=—a—(f1+g,)+ i(!,+g,)+ — {fy, + &)
dx ady dz
(an o1, af,) (ag. &, ae,)
= 4 = + —
dx dy oz dx dy dz
=V.1+V.g

PROBLEMA 3.41 Sir es el vector de posicion, hallar 1a divergencia V- r

Solucién:  Sir=xi+ yj+ zK, entonces por (3.127),

PROBLEMA 3.42 Hallar la divergencia de f = xyzi + x?y2zj + yz3k.
Solucion:  Por(3.127),la divergencia es
af, af, of,

—_— —

dx dy 0Oz

divi=V-I

dx
=yz+ 2x'yz + 3yz.

= i {xyz) + i (x*yiz) + _&_ {(yz%)
dy dz

PROBLEMA 3.43 Verificar (3.131).

Solucian:  El gradiente es

dd do do
=—>j+ = — k.
Ve dx +ci‘)erfaz

Entonces,

div (grad ) = V- (V) = i (a‘b) 9 (396) aaz (_t?_é

dx ay

_d¢ e '
ax?  dy? | 9z

dz

S —
TR <& ALY

Ws‘%ﬁ%‘ ;
i
a R

)

& ord Ay igr

VST TS, ym‘ﬁﬁuaﬁ%w&&wwm

(3.129)

(3.130)
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Ty SR

G a Y
Rt e R s AR R
T ecvacidn de Laplace

J}Q%‘Eﬁ%‘;}‘%!ﬁ s
PROBLEMA 3.44 Mostrar que la funcién 1/r,donde r=Irl=(x* +y? +z2)? esuna
funcion armoOnica, siempre que r ¥ 0,

Solucién:  Claramente 1/r es continua, pues x?, 2, z? y r son continuas. Entonces por
(3.131), el Laplaciano es

) 2 H
v? (l) = (36;; + 5@; + 3‘22—;) (x* + y? + 284,
r L}

Por otra parte la primera y la segunda derivadas parciales de 1/r con respecto a x son

ai (x*~y*+ 297 h —ex(x? ¥4 27,
x
: 2 n-% d 2 2 =%
Fpe (x*+y*+ 2% =é—[—x(x Y
x x
=3x (P ayi+ 20 - (x4 yi e 2
=3xr - (3.134)
De modo similar, las segundas derivadas parciales de 1/r con respectoay y az son
2
ga_}' (¢ +yt+ 2% = 3y~ (3.135)
¥ :
a]

(X +y*+ z’)_l"g

Fpr 3z3rF =17, (3.136)
z

Como x, y, z Y r son continuas, las segundas derivadas parciales son continuas también si

r+0.
Agregando (3.134-6),

v? (l) =3 (x+yr e 2 =3 =3 = 3 =37 = 307 2 0, (3.137)

con tal que r #* 0. Asi que se satisface 1a ecuacion de Laplace y 1a funcién 1/r es armoénica.

3.2 Rotacional de una funcién vectorial

PN
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PROBLEMA 3.45 Sifygsondos funciones vectoriales, mostrar que

V- -g=V-[:V-rg (3.140)
Solucian: Seanf=[/}, f2. f3] y2=2.. £2. 83 ]. Entonces,
E-(f+ g)i- U+ 8)i- (- gk
Por consiguiente,
(EH df, ) (cié _ r& )
dy dz oy gz
=Vx{+-Vxg
PROBLEMA 3.46 Sir es el vector de posicion, hallar V X r.
Solucién: Comor=xi+ yj+ zk, por(3.138) el rotacional es
i J k|
Var- % Tj? ;": - 0. (3.141)
' ¥y 2

PROBLEMA 3.47 Hallar el rotacional de f = xpzi + x?p2zj + yz3k.

Solucidn: Por (3.138). el rotacional es
| i b} k|
v.1- 2 2 7
dx Ay dz . .
2 3

= (2} = x*¥Di - (xy) « 2xy’z - x2)k.

e € o t e e

' :” Swesunafuncséncscalueonmdasdemzdumhnua,eumdmw

PROBLEMA 3.48 Verificar (3.142)

Solucidon: El gradiente de ¢ es
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a—‘al i‘i>-j+a—¢>-li

Ve = dx " dy dz
Por consiguiente, suponiendo que ¢ tiene segundas derivadas parciates continuas,
i b] k
g d @
Vx(Vé)= -é; dy Odz
¢ 9¢ 9¢
dx dy dz
¥4 2
o _ ¢\, (I _ 3’¢)j+(3q5 _ a¢>)k
ay dz dzdy dzdx dxdz dxdy Odydx

=0

pues las segundas dérivadas son continuas y por lo tanto,
d’¢ _ d'¢ *é dd die _ a*e
dydz dzdy dzdx 0Jxdz dxdy dyodx

W"m “;;;;:.xw \.:
el

PROBLEMA 3.49 Verificar (3.143).
Solucién:  Sif=fli+ faj + fak, entonces por (3.138) su rotacional es

. (ar af)i (af af)j (af af)k
" T\ay “6z/ \oz 9x/  "\ax oy

Por lo tanto, suponiendo que f tiene segundas detivadas parciales continuas, por (3.127),
la divergencia del rotacional es '

a4 fof, di, d f[df, df, o fof, of,
v.(vxn=————+_—_—+_——___
dx \dy gz dy \dz dx dz \dx oy

a?f, af, a*f, atf, o f, a*f,
axay- dxdz dydz ‘ayax azax_azéy
=0

pues las segundas derivadas son continuas y por lo tanto,
a*f, d°f, 2%, a2, a*f, af,
dxdy dydx'  dxdz dzdx  dydz dzdy

PROBLEMA 3.50 Mostrar que si B=V X A, entonces A no esti univocamente determinada
por B.

Solucidén:  Si esuna funcién escalar arbitraria, sea
A' = A + vw- (3-]44)

Entonces por (3.140) el rotacional de A' es
Vx A =Vx(A+7Ty¢)
=V xA+Vx (T¢)
“UxA - (3.145)

ey
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pues V X (Vi) = 0 por {3.142). Asi que B se puede expresar como B=V X A', lo que
indica que A no estd determinada univocamente a partir de B, pues \/ es arbitrario.

3.10 Operaciones con V y algunas identidades
vectoriales

3%;;‘& v.wg»ngw A
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PROBLEMA 351 Determinar el significado que puede asignarse a (f*V)¢ y (f-V)g.
(Véase problema 3.35).

Soluciéon: Como ¥V es un operador diferencial con respecto a las coordenadas en el
espacio; sOlo opera con lo que le sigue Asi’ que interpretamas (f+V)¢ como producto
vectorial del vector f con el gradiente V¢; i.e.,

(-V)gp =1.(Vg). (3.146)
Se pueden obtener resultidos similares interpretando a ¥ como un vector simbdlico; i.e.,
d d d

=—1i+ —j+ —K.

dx dy dz

Entonces tomando su producto escalar a izquierda con f,

d d d
f.V=f — +f, — +f, —. 3.14
' 3x 2 dv + Iy 9z { 7)

Asl' que,
d d d
(Do =f, —+f, = + 46 L
e ( ix ey ,az)q&
i6 | b . 9
1,22 5 22y 02
Y dx T dy mh dz
=[-(Ve).

Como Vg no est4 definida, usamos el operador diferencial (3.147) qﬁe opera sobre g
para obtener

d d d
f- = {5 2 o L
(r-9g (f: dx + 5 Jy + £y 6‘2)‘
14

e, 98
dx dy

r

=, +f == (3.148)

PROBLEMA 3.52 Hallar (f-V)¢ y (f-V)gen (1, 1, 1)si f = —pi + xj + zk, g = 3xpz3i
+ 23 —x?yzk y ¢ = xyz.

Solucién: Como
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Vo= 9 (xyz}i + 76— (xyz)i + 9 (xyz)k = yzi + xzj + xyk,
" dx oy oz .

tenemos
(F-V)d = - Vo= (-yHyz) + (x)(xz) + (2) (xy)
==ylz + x'z + xyz.
Portantoen(l,1, 1), (f- Vi¢=-1+1+1=1,
Multiplicando f - V por g 2 la derecha da

d

(F-Ne=(y) 3 (3xyZ*i + 2xy%i — x*vzk)

X

L0 5‘9— Gryz®l + 209° — xyzk)
y

+{2) ai (3xyz’i + 2xy'j - x'yzK)
z

= (-y)(3y2%i - 2y°j - 2xyzk) + (%) (3x2°i + 6xy?j — x’zk)
+ (2)(6xyzi — x*yk)
= (=3y'z?+ 3x%z% + 6xyz?)i + (= 2y* + 6xyN)j
+ (2xy?z - x’z = x*yz) k.
Entonces en (1,11, 1),
(1-9)g=(-3-3+6)i+(-2+6i+(2~1-Dk=4i=[04,0l.

PROBLEMA 3.53 Sir es el vector de posicidén, mostrar que
((-Vir=*. (3.149)

Solucidon:  Sjr=xi+ yj+ zk, entonces

W 9yr=g, 20 ap 90 Ly 8
ax ¥y

d dz
=f,i- £~k
= f.
PROBLEMA 3.54 Mostrar que
(dr-V)f =df. (3.150)
Solucién:  Por(3.147),
dr-V = dx 4 +dy < +dz _8__
dx ay oz
Por consiguiente,
e Tyt edx 38 oy 00, 4, 08
dx dy dz
LI 1
dx dy oz
=d1

PROBLEMA 355 Sif=1f(x, y, z, 1), entonces mostrar que

- [
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dt = (dr-V)t+ g—:dt. (3.151)

Solucién: Como f=1{x, y, z, f), tenemos por la definicién de diferenciales,

df=a—rdx+i-’—dy+a—rdz+ ﬂchf
x dy dz dt

=dxa—'+dy§£+dzﬂ+ﬂdr
ax dy dz dt

=(dr.\7')r+§—'d:.
ot

PROBLEMA 3.56 Determinar el significado que puede darse a (f X V)¢ y (f X V)g.

Como ¢! operador V sélo actia sobre lo que le sigue, interpretamos (f X V) ¢

Solucién:
como el producto vectorial de f por el gradiente V¢; i.e.,
IxV)e = I x (V). (3.152)
Se pueden obtener resultados simitares interpretando V como un vector simbdlico; i.e.,
d d d

i i k
txV=|f f, fy
d 9 9
dx dy d=z
3 a 9 E) 3 3
Lo L), < o = £ 2k (3153
(’az ‘ay) +(’ax 162)1+(18y ’ax) (3.153)

Asf que,
3 ] d 9 9 d
IxWob=|[f; — —fy — )i+ [fy ——f, —|i+|f ——1, — |k
=¥ [( oz ay)”(’ax az)”( 3y ax) ]‘f’
9o d ( dd aé) op . dp
= {2—_:_‘_ + f:__ [ I -
( ay)' ax haz “([ a3y " ax)"

= fx (V).
No se asigna definicion alguna a (f X V)g ya que éste es un tipo de operador diferencial
con cantidades vectoriales,

S e =i g

R T L SR S A NS W.Mf’m" Tapspmanpet )
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PROBLEMA 3.57 Sify g son dos funciones vectoriales, mostrar que
(IxV)-g=F(Vxg). i (3.154)

Solucidon:  Por(3.153),
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0

d d
-2 2.
+( 3 6x)( E)
d d d d d
=([2ﬁ_f!ﬁ)+ ({!ﬁé_{l_é).,.({x_gl_;zi)
dz dy dx oz ay dx

(ag, d¢, ( 98, ag,) (6 & 8g,)
= f, -2+, -2l pl— - =
dy dz oz ox ox dy

=f.(Vxg

g d d d
(fo)-x=(f;$- —*)(l 8)+( E?'f'a_z)u")

puesi-g=g,,j'8=g, yk-g=g;.

I e

[ ARGra coRsiderareings U gTUPO 68 e UAMIES YoCtoTales
"muyenalowradmv. Rt 1T "35& e, W 1
it

‘Aut cuando &

prig-itry »Wgﬁ%@ AR
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PROBLEMA 358 Demostrar que
VgD =¢V-1+1:-Vo. (3.155)

Solucién:  Como ¥ es un operador diferencial, la regla para diferenciacion de un
producto puede expresarse como

VN =Vg (o) + V- (&1).

El producto punto C¢+(¢f) significa que f es fijo y V opera sobre ¢. De modo similar,
V f+(¢f) significa que es fijo y V opera sobre f, Como 9 ¢ no esti definido,

Ve (dl)=1-V¢,
Vi-(al) = ¢V -1,
Sumando las dos ecuaciones anteriores,
V() =1V + d-VL.

S‘olucibn alterna: Usando componentes,
d
V-(&1) = a(téh) (¢'f,) *3 (s‘bf,)

d d d d d
=¢>7r,,+f,—¢+¢-fi+ AL ¢

dx dy ' dy E+’5;

af,  df, af,) ( d¢ dé &qs)
= = £ — L=
¢( ay az/" '6x+!zay+f’32

. =¢V-f+1.9¢.

PROBLEMA 358 Demostrar que

Vx(pl) =V xl+ (V) x f= gV x [~ [ x Ve, {3.156)

Solucion:  Como VX (¢f) = Ve X (¢f) + VI X (¢f) y V X¢ no estd definido,
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Vs x ($1) = (V) x I = ~F x V9,
Vix (@)= ¢V x I,
Entonces, sumando estas dos ecuaciones,
Vx(pl)=(V) x I+ ¢V xT=0V xT-[xV.

PROBLEMA 3.60 Demostrar que
Ve{fxg)=g-(Vx1) -1-(V xpg). (3.157)
Solucién:  Podemos escribir
V-Ixg=Ve-(fxg)+Vg-(fxg),

donde los subindices tienen el mismo significado de antes; esto es, V*(f X g) significa que
g es fijo y V opera sobre f, Por (1.77),

Vi (Ixg)=g-VxI,
Ve (Ixg)=-1-Vxeg,
Asi que,
V-(fxg)=eg-VxI-1-Vxeg

PROBLEMA 3.61 Verificar

Vx(Ixg)=1f(V-g)-g(V:-D)+(g-NI-(f-V)&. (3.158)

Solucién: ComoV X (f X g)=VIX (f X g) + Vg X (f X g), aplicando la regla del
término central para el triple producto vectorial (1.83) da

Vix(I=xg =(g-NI-g(V-1),
Vex(Ixg)=0KV-g) -(f-V)g.
Por consiguiente,
Vx(Ixg=07V-8)~g(V-0)+(g-NI-(I-V)g.
Las cantidades (g V) y (f+V)g se definen en (3.148).

PROBLEMA 3.62 Demostrar que
V-8 =Ix(Vxg)+gx{VxI)+(-V)g+(g:-V)L (3.159)

Solucidn:  Aplicamos la regla del término central para el triple producto vectorial (1.83)
af X (VX g), donde la funcidn vectorial f es una constante, Entonces,

[x(Vxg)=Vg(f-g)-(-V)e. (3.160)
Por consiguiente,

Vel(f-g)=Ix(Vxg) +([-V)g, {3.161)
e intercambiando fy g,

Vi(g 1) = Vi(t-B) = Ex (U x 1) + (8- DL (3.162)
En consecuencia, usando (3.161-2),
V(l-g) = Vi(l-g) + Vg(I-g)
=gx{(VxE)+Ix(Uxg)+(g- NI+ (f-Pe. ‘

Si f &3 una funcién vectorial
-del rotagional de fes
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PROBLEMA 3.63 Verificar (3.163).

Solucion:  Porla férmula para el triple producto vectorial {1.83),
Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C; {1.83]
entonces haciendlo A=B=VyC=f,
Vx(Vx)=VV-0) (V- V)t
=V(V-[)-VL

En lugar de escribir (V- )V, debemos escribir V(V - f) de modo que V opera sobre f.
Entonces por (3.163},

VH=V(V-I)-Ux{(VxI), (3.164)

que es la férmula para calcular Vf,

PROBLEMA 3.64 Calcular V- [f{r)r] si r es el vector de posiciény r= lrl,

Solucién:  Por (3.155) )
7Ll = ()T -t + e G,

y por (3.129),

Va=13
Entonces por (3.1234),
VO] = £(0)Vr = £7(0) :' - f'(Ne,. (3.165)
por tanto, puesto que r-r =% |
V-l = 34¢) + "r(') ror= 366) + o). (3.166)

PROBLEMA 3.65 Calcular V- (r""'r).
Solucién:  Haciendo f(r)=+""" en (3.166),
V™= 3" < {np - 1)r!

={n+ D (3.167)

“Haciendon=~2 en {3.167), obtenemos, parar # 90,

U v.(i').o. (3.168)
L o 4

;\Ahora,lp{‘)r (3.126) tenemoas V(1/r) =—1/r*_r; porlo tanto {3.168) indica que parar # 0,

DR
!
A

L -V-v(-‘-)= v*(l) 0. R ERE Y
T - r AT . . .
e e Lt - ioow Y - e, a1 ..‘?J

[

PROBLEMA 3.66 CalcularV X [f(r)r].
Solucién:  Usando (3.156),
Vxf@Oel =)V xr+ VIO x 1. .
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Ahora, por (3.141), V X £= 0y por (3.165), V[f(r)] =f '(r) t/r. Por tanto,
£7(r)

r

Vxlir =

exr=0

puesr X r=0 por (1.58).

PROBLEMA 3.67 Calcular V-V[f(r)] = V31 (s).
Solucién:  Por (3.165),

e,
r

VIf)] =

Asi que por (3.155),

V-V = v-["r(’) r]
:mv.m.v[f_@]-
r r
Entonces por {3.129) y (3.165), obtenemos Ver=3y
v[Le]. L4 [E0] 1L L)
r T r

r r dr r

Asf, puesto que rer=r?,

V.-V = 3 () + -1~I:—1- £7°(r) - -1—2 f'(r)] r-r
t]r r

r

[ ]

=—{"(r}+ (e}

~

PROBLEMA 3.68 Calcular V-Vr" =93/,
Solucién:  Haciendo f(r) =r" en (3.170),

2
R I S
r dr dr?

=2ar""? s n(n = 1pr—12

=n(n+ D2,

Haciendo n=~1 en (3.171), tenemos para r # 0, V? (% ]= 0,quees (3.137).

PROBLEMA 3,69 Mostrar que

V-(eVy -uVe)= VY -yVid.
Soluciébn:  Haciendo f =V en (3.155),

V- (@VY) =V -V + VY-V =aV' + V-V,
entonces intercambiando ¢ y ¢ en (3.173),
V-(YVh)=uVd + Ve Vi

Sustrayendo (3.174) de {3.173) se obtiene

V-(eVy -yVe)=Vy-¢Vig
pues VoV =V -Vo.

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)

(3.174)
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3.1% Problemas suplementarios

PROBLEMA 370 Sean A()=ti+22j+ rPkyB(HD=i+ 4+ (1 ~1)k Ent=1, calcular
(a) A'(r), (b)(d/de) [A()'B()] vy (c) (d/df) [A(D) X B(r)],
Respuesta: (a)[1, 2, 3],(b)3,(c) [-1, 1,0].

PROBLEMA 3.71 Mostrar que si las terceras derivadas de la funcion vectorial f(7) existen,
entonces

() % (fe) x 1)) = 046) x 17°C0),
(b) 5; LEGe) £708) 170} = L1e) 1) £°7(ol.

PROBLEMA 3.72 Si f(r) X f'(t) =0, entonces mostrar que f(f) tiene una direccién fija.
[Sugerencia: Seaf(#)=f{r) e (f), donde e(¢) es un vector unitario. Deducir que e(f) X e'(¢)
=0y e(t)-e'(£)=0]. '

PROBLEMA 3.73 Verificar la regla de la cadena para derivadas (3.19).

PROBLEMA 3.74 Sif=urwi +uw?j— 2’k y g=u?i —urwj + u?wk, calcular

2

aen ¢l origen,

(a)
udv
b 2
{b) jvf * % enel punto(1, 1, 0).

Respuesta: (a) 0, (b) [0, -36, 0].

PROBLEMA 3.75 Trazar las curvas representadas por las siguientes funciones vectoriales:
(a) r{&)=costi+sentj+sentk, 0Z¢<2m
(b) r{t)=acosti+asentj+bth, >0 y 0=2¢<e
() £(6) = £~ 1, —e0 <t < oo,

Respuesta: (a) Una elipse, (b) una hélice cilindrica.

PROBLEMA 3.76 Hallar la longitud de las curvas representadas por las siguientes
funciones vectonales:

{a) r{t)-costi.sentj+«sentk, 0<¢<2n,
(b) r{f)=ti+sen 2mtj-cos2nth, 0=¢21,
(c) r{t)=cos 3ti+sen3tj 05152,

Respuesta:(a} 3n, (b) /1 s 45", (c) 6n.

PROBLEMA 3.77 Hallar e] vector unitario T tangente a las curvas representadas por las
siguientes funciones vectoriales en los puntos especificados:

(@) r(t)-costi+ sentj+tk, ent=rm,

3 3

(b) r{t)= (1—%)i+ t3 -+ (r +t—3> k, en¢ - 1;

{c) r(t}- a{t —sen )i + a(l — cos ¢)j, en cualquier punto ¢,

1 1 1 1 t t
R ( ) 0, -—, =], (b 0, —, — |, - H — 13
espuesta:(a [ 7 \/f] (b) [ 72 ‘\/2] (c) (sen 2)| + (co«s 2)1.
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PROBLEMA 3.78 Hallar un vector unitario n normal en (0, 0, 0} a la superficie S
representada por z = 3x% + 4y7,

Respuesta: [0,0,-1].

PROBLEMA 3.79 Hallar un vector unitario n normal en (1, 1, 1) a la superficie §
representada porx? + y% -z -1=0.

Respuesta: Z g --1-
puetit|s 30 73l

PROBLEMA 3.80 Hallar un vector unitario n normal a la superficie S representada por
la ecuaciones paramétricas x =u cosv, ¥ =u sen v, 2 = 2(u).

Respuesta: [~z'(u) cos v, —z'(u) sen v, 1].

i
V1+ [ @]
PROBLEMA 3.81 Hallar la derivada direccional de ¢(x, ¥, z)=z%y + y*z + z®x en
(1,1, 1) en la direcci6n de C representada por r(f) = fi + r2j + k.
Respuesta: 18/+/14.

PROBLEMA 3.82 Si®(x, y, z)=xy + yz + zx, hallar
(a) Vaen(l,1l,3),

(b) g—d’ en(l,1,3) enladireccionde [1, 1, 1],
5

(c) la derivada normal g—i =V¢ nen(l, 1, 3), donde n es un vector unitario normal

a la superficie § definida por una constante ¢(x, y, z).
Respuesta: (a) [4, 4, 2], (b} 10A/3, (c) 6.

PROBLEMA 3.83 Hallar la divergencia y el rotacional de f=(x —y)}i + (¥ —z)j + (z -~ x)k
y g=(? +yz)i+ (7 +zx)j + (2 + xp)k

Respuesta: V-f=3, VX f=[1,1,1], Veg=2x+yp+z) y VXg=0.

PROBLEMA 3.84 Si¢=3x* —yzyf=3xyz%i + 2xp*j—x%zk, hallaren (1,1, 1),

(a) Vo, (b) V-f (¢} V=i (d) f-Va, (&) V.(sD), (N Vx (D ¥

(g) V.

Respuesta:(a) i6,-1,11, (&) 4, () [-1,-8,=-5], (d) =15, (e} 1,
(f) [-3,-41,-35], vy (g) 6.

PROBLEMA 3.85 SiV X f=0, donde f = (xyz)™ (x"i + "} + z"k), mostrar que m =0
obienn=-1.

PROBLEMA 3.86 Para un vector arbitrario constante a, y el vector de posicion r, mostrar
que

(a) V.{axn)=0,

b) V. -(a~r=2a,

(c) v("}')—vy(“’:')w,
r r

(dy ¥ (a-v l)+\7x (ayvl)=0.

r

PROBLEMA 3.87 Para cualquier funcion vectorial f diferenciable y el vector de posicién
r, mostrar que
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VxpD=t-FWx0).

PROBLEMA 3.88 Mostrar que si ¢ y ¥ son armonicas, entonces ¢ + { y ¢ ¢, para una
constante arbitrana ¢, son también armoénicas.

PROBLEMA 3.88 Si las segundas derivadas de las funciones ¢ y ¥ existen, entonces
demostrar que

() V(pu) = V% + 290 -V + YT, () v(%) _ qu;zqsw -

PROBLEMA 3.90 Si u es un vector unitario constante y f es una funcion vectorial
diferenciable, mostrar que u - [V(f-u) - VX (f X u) =V -f,

PROBLEMA 391 Sif=2zi+ x?j+xky ¢ =2x*p*z2 haliar (f X V) ¢ en el punto
(1,-1,1).
Respuesta: [-8,-4, 4].

PROBLEMA 392 Se dice que el campo vectorial f es solenoidal si f es diferenciable y
V-f =0, se llama irrotacional si f es diferenciable y V X f= 0. Mostrar que si f y g son
irrotacionales, entonces f X g es solenocidal. '

PROBLEMA 3.93 Si ¢ y ¥ son funciones escalares que tienen segundas derivadas
continuas, entonces mostrar que V¢ X V' es solenoidal.

PROBLEMA 3.94 Si ¢ es arménica, entonces mostrar que V¢ es solenoidal e irrotacional.

PROBLEMA 3.95 Si f =V¢, donde ¢ es una constante, entonces mostrar q'ue f-VXf=0.

PROBLEMA 3.96 Mostrar que si f es cualquier funcién vectorial diferenciable, entonces

{f-Vr= %V([-f)—[x(fo).

PROBLEMA 3.97 Mostrar que para funciones escalares diferenciables cualesquiera u(x, y, 2),
v(x, », 2) y wix, ¥, z},

du u au
dx dy 0Oz
dv dv odv
VuVeVw]=|— — —
. u VvVl dx dy Jdz
gw dw dw
dx dy dz

Este se llama el Jacobiano de u, v, w y se denota por

(u, v, W).I _ d(u, v, w)
(x,v,2)]  d(x,y.2)

PROBLEMA 3.98 Demostrar que una condicién necesaria y suficiente es que el jacobiano

de u, v, w se anule para u, v, w para ser funcionazlmente dependiente; esto es, u, v, w satisfacen
la ecuacién F(u, v, w) = 0.

PROBLEMA 3.99 \Verificarqueu=x+y,v=x—y+z,yw=(2x +z)* + (2y —z)* son
funcionalmente dependientes.

~

N
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PROBLEMA 4.1 Si ¢ =xy, calcular j ¢ dr desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 0) a lo largo de
c
(a)1a curva C especificada por y = x*, z =0 y (b)la recta C que une (0, 0,0) y (1, 1, 0).

Soluciéon:  (a)La curva C puede répresentarse paramétricamente por
x=t, y=t, z=0, 0<t<l,

Por consiguiente, a lo largo de esta trayectoria,
dr=dxi+dyj+dzk=dti+2tdtj

y ¢ ={t) (#*)= 1. Entonces,

(1,1,0) 1
f - pdr =f £ + 2t§) dt
(0,0,0) 0

1 1
=ift‘dt+jj 2t dt
(1] 0 _'»:

]
+
|
.
e

v
®

(b) Por el resultado del problema 3.15, la linea recta C que conecta (D, 0, 0) y ¥

(1, 1, 0) puede.representarse paramétricamente porx =t, y=£2=0,0<r< 1,

w54,
<

PR

Por lo tanto, a lo largo de esta trayectoria,

e

dr=dxi+dyj+dzk=dti+dtj
= (1}t)= £, Entonces,

(r.1,0) 1
0,0.0) 0

“da
by .
thy

e rnrel CHEETL e e dap e s ¥R g L TN Ll M Dt e, T o 3,0 Jr-ﬂ%wﬂ%ym

##Como mussiran los resuitidos def problema 4 4.1 los. val de este tipo de integml +

PROBLEMA 4.2  Calcular é dr a lo largo del circulo representado por x? + y* =22,

z=0.

Solucién:  Por el resuitado del problema 3.13, el circulo de x? + y? =4 & =0 puede
representarse paramétricamente por

x=acost, y=asent, z=0, 0<t<2nm,

Por consiguiente,
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dr=dxi+dyj+dzk =-asentdti+acostdtj.

an
édr:j (-asent i+ acos tj)dt
0
- 2m Fa 4
='f —asentdnjf acos t dt
0 o

=iacos t|27

= i(a -a)+j(0-0)
=0. _ (4.8)
R P A S T LN Pyt B SR

»mh mtegnl de lm({J}uhml

g \%ﬁg@ae&r@% 5
1

Entonces,

+ j asen :iﬁ”

k;:m o mMu

PROBLEMA 4.3  Si T es el vector unitario tangente a lo largo de una curva C, mostrar

‘ fr-dr=f [T ds. (4.10)
c 9

Solucion:  Sien(3.38), t = s esla longitud de arco de € medida desde algiin punto fijo,
entonces C puede representarse por

r(s) = x(s)i+ y(s)j + z(s)k, a<s<bh, (4.11)

Por (3.68) el vector unitario tangente T a lo largo de C es
-9, (4.12)
ds
Entonces, por (4.12),
dr - P ds - T ds. (4.13)
ds

Por lo tanto,

f f-dr:f f f—'ds_f f-Tds. (4.14)
c c ds c

Como el producto vectorial f+T es igual a la componente de f en la direccién de T,
i.e., l1a direccion de C, (4.10) muestra que la integral de linea de f es equivalente a la
integracion de la componente tangencial de f a 1o largo de C con respecto a la longitud de
arco.

PROBLEMA 4.4  Sif=/f(x, ¥y, 20+ f2(x, y, 2)j + f3{x, ¥, )k, mostrar que

f l-dr=f (f, dx + F, dy + f, d2). (4.15)
c c

Solucién: Comodr=dxi+dyj+dzk
[-dr=1{ dx+ [, dy + {, dz,
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y por consiguiente, _ .
f f-dr:j (f, dx + {, dy + [, d2). -~
C C

PROBLEMA 4.5 Si f=x?i +yj + xyzk, calcula:f f+drdesde (0,0,0)a (1,1, alo
c

largo de (a) una recta que conecta estos dos puntos y (b) un camino C, como se muestra en
la figura 4.1, que consiste en tres segmentos de recta €y, C3, C3 que ligan estos dos puntos
via(1,0,0)y (1,1 "

Solucién:  (a) Por el resultado del problema 3.15,larecta C que conecta (0, 0,0) y
(1, 1, 1) puede representarse paramétricamente por

x=t y=t 2z2=I¢
‘Por consiguiente, la curva C estd representada por
r=ti+tj+tk, 0<t<]l.
Entonces, a lo largo de esta trayectoria,
dr = dti+ dtj+ dtk, f=ti+tj+1'k,

fl.dr f(r2+t+t’)d!
(o3 ]

(b) En este caso,

fl’-dr:f f-dr+f f-dr+f f.dr.
c c c c

1 2 3

asi que,

13

w|b-'

N||-
+

-

—

(%)

Para C,, dr=dxiyf=x%i; pbr consiguiente,

1
f I-dr:f x’dx:l.
c ¢ 3

Para C,, dr=dy jyf=(1)%i + yj =i+ yj; por consiguiente,

! 1
ff-dr:f ydy ==
c o 2

2

Para C;, dr=dz ky f=(1)*i+ (1)j + (1) (1)zk =i + j + zk; por tanto,

! 1
f f-dr=f zdz=—.
[# 0 2

AsT que,
ST e D s b S L
ﬁt}i;mun;qampgvecwrhl depen mhiéntnzgencra! d
BTSNt me.ﬁm“v%r ¥ o S TR A Ll

PROBLEMA 4.6  Sif=xi+ 2yj + zk, calcular f f-dr desde, (0,0, Oy hasta (1,1, 1) a
c

lo largo de (a) una recta que conecte estos dos puntos y (b) una trayectoria C, como

Figura 4.1

Solucién al problemna
4.5,

Tho
~
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se mu2stra en la figura 4.1, que conmsiste en tres segmentos de recta €y, C;, C5 que ligan
estos dos puntos via (1, 0, 0) y (1, 1, 0). (Cf. prob. 4.5).

Solucidbn:  (a) Porlos resultados det problema 4.5,
dr=dtl+dt}+dtk.
Como la representacién paramétrica de f es f = i + 24§ + 1k, la integral es

1 1
f.-dr= {(t+2t+ t)dt = 4t de=2.
[ 0 [

(b) Para una trayectoria C, consistente en segmentos lineales C,, C3, C,,

f-dr = f.dr + f.-dr + f-dr.
c c, c, C, .

Para C. dr=dxiy f=xi; por consiguiente,

f-dr= x dx =
c, [}

B | P

Para C,, dr=dy jy f=i+ 2y j; por consiguiente,

1
l’-dr=f 2ydy=1. ‘
c, 0

Para Cs, dr =dz k y f =i + 2j + zk; por consiguiente,
1
fcdl’: Zdz=

1
2

Asi que,




PROBLEMA 4.7  Hallar ér'dr a lo largo del circulo C representado por x* 4 y? =42,
C

z=0.
Soluciébn:  Con referencia al problema 4.2, la ecuacién paramétrica de la curva es
t=acosti+asentj, 0<t<2m

Por consiguiente, dr = —z sen t dti + a cos £ dtj. Entonces
r-dr=—-a’cos tsen { dt + a’ nt cos t dt = 0 dt = 0.

Por lo tanto,

¢ r-dr=0. (4.16)
C

PROBLEMA 48  Sif=f,i+ f2j + f3k, mostrar que

fl’xdr=if(f,dz-—f",dy)+jf(f,dx—fldz)
C [ [
+k f {, dy - 1, dx). (417
C

Solucién:  Por (2.27), el producto vectorial de f con dres

i j k
fxdr= fl !: f,
dx dy dz

= i(f, dz - {, dy) + §({, dx - {, dz) + k({, dy - [, dx).
Por jo tanto, la integral es

fl'xdr=if(fzdz—f,dy)+jf(f,dx—f‘dz)+kf(f,dy—f,dx).
c c c c

+

PROBLEMA 4.9  Calcular ér X dralo largo del circulo representado por x* + y, =a*
z=0. )
Solucién:  Con referencia al problema 4.2, C se representa paramétricamente por
r=acosti+asentj, 0<t<2n,
¥y por consiguiente, dr=—asen tdf i + a cos £ dt j. Asi que
i ] k
rxdr=| acost asen t 0
—~asentdt acostdt 0
=k(a’cos?t + a® sen? () d¢
= a’ dt k.

De modoe que integrando sobre C,
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; awT T e pde
rxdr= _.ka’ di=ka? dt = 2na’k, {4.18)
c [1] 0

lo que muestra que el resultado es un vector en la direccion de z con magnitud 27a°, que
es el doble del area de un circulo. (Véanse problemas 4.68 y 4.69).

. 4.2 integrales de superficie

L

&/«zts‘dm 51 gv'-,‘

Solucién:  Por ¢l resuttado del problema 3.26, la esferax? + y* + 2% =¢® puede -~
representarse paramétricamente cambiando 8 enu y ¢ en v. Asi que,

r{u,v)=astnucosvi+asenusen vji+acosuk, (4.22)

donde 0 < u < 7, 0 < v < 27. El elemento diferencial dS del drea de la superﬁcielel
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dS =r, x 1, dudv

= a* sen® u cos vdudv i+ & sen® u sen v dudv j
+ &% sen u cos o dudv k. (4.23)

Como S es 1a parte de la esfera donde 2> 0, ¢l recorrido u debe cambiarse 2 0 < u < /2
pues cos & < 0 para 7/2 < u < 7, Por consiguiente,

Fxcd /2
J’J-ds f f r, x [, dudv
a 0

S
27 ,TSE m U2
if f &a* sen’ u cos vdudv+jf f a® sen® v sen v dudv
¢ 0 0 0
2T 2
+k f f sen u cos u dudv.
0 0

27 2w
Como f cos vdv =f sen vdv =0,
(i o

27 /2 in w/2
f f a® sen? u cos v dudv a’f cos Vdvf sen? u du = 0,
o ~o ) 0

2 /2 2 w/2 ,

f J- a® sen? u sen V'dudv=a’f sen vva‘ sen?u du =0, i

o 0 . 0 o E

2 AT/l ‘_’ 21 e

f j a® sen v cos u dudv = a’f dvf sen u cos u du :
o ) 0 0 .

n/2 =

=2na’f sen u cos u du :

0 “{

A

/2
=2na’J‘ sen u d (sen u)
0

1 /2

=2na*- — sen’u
2 o

=2ra- — z

= na

Por consiguiente,
ff dS = na’k, (4.24)
- s

lo que muestra que el vector resultante estd dirigido en la direccion de z y tiene magnitud
ma® | i.., el drea rodeada por la interseccion de la esfera con el plano xy. (Véase figura 4.2).

Figura 4.2  Ls esfers del problema
4.10.

PROBLEMA 4.11 Mostrar que sobre la esferax® + y? + 2% =42,

ﬁ ds = 0. ‘ (4.25)

s -

~Y
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“

Solucién:  SiS, ¥ §; son las partes de lu esferax? + y* + 2% = 4% para las cualesz >0
y z < 0 respectivamente, entonces

g

Por los resultados del problema 4.10.

J]- ds = mra’k. (4.29)

5

Para S, , puesto que z <.0, el recorrido de u en (4.22) y por lo tantoen (4.23),es 1/2 Su

< 7. Entonces,
anw ki )
jfds=f f I, % r, dudv,
s 6 vn/3
y por célculos similares,

297 ” 27 ”
f j a® sen? u cos vd’udv=f f a® sin® u sen v dudv =0,
(1] /2 i 0 /2 '

o
= 2na? (— 1) = =nal,
2

2 kil 1
f f &t senucosududv=2na’-5 sen? u
o Yn2 /2

Por consiguiente,

ﬂ'dsh;m'n. (4.26)
gds =ma’k —na'k =0.

5

Sumando (4.24) y (4.26),

La relaci6n (4.25) es vdlida para cualquier superficie cerrada. (Véase prabiema 4.50).

PROBLEMA 4,12  Si S se represents por r(u. v), mostrar que el flujo de f a través de S es

f j [-ds= f f (tr, r,] dudv, (4.28)
s Ryy

donde [fr, r,] =f-r, X r, esel triple producto escalar y R, es la regi6n en (u, ¥) que |
corresponde a §,

Solucién:  El elemento diferencial de drea de la superficie es
dS =r, x 1, dudv.

Por consiguiente el flujo de f a través de S ez
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fff-ds:ff[-ruxrvdudv=fJ‘[lrurv]dudv.
R

s Ruv uv
PROBLEMA 4.13 Sif=cosucosvitcosusenvj—senuk,donde0<susn y

0 <v < 2n, calcular J'J-f-ds sobre la parte de la esfera x? + y? + 2% =4 parala cual
z>0. s

Solucion:  Porel problema 3.26, las componentes del vector que genera la superficie
son

I, =—acosucosvi+acosusen vj—asen uk,

u
r,=—a senusen. vi+asenucos vj
De acuerdo con la definicién de triple producto escalar (2.53),
COsS U COos5 v COS u SEN v -Sen u
[Er,r,J=|acosucosv acosusenv —asenu|=0,

—asnusen v asenucosv 0

Como las filas primera y segunda del determinante son proporcionales, su valor es cero. En

consecuencia, por (4.28)
ﬂ' £.dS = 0. (4.29)

s

PROBLEMA 4,14 Hallar 'U‘r'as, donde S es la superficie de la esfera x® + y* 4+ 2% =%,
5

Solucién:  En el punto (x, y, 2) de la superficie de la esfera S, el vector de posicion
r=xi + yj + zk y el vector unitario exterior n normal a la superficie S apuntan directamnente
hacia el lado opuesto del origen. Asi que,

n-e, = —. (4.30)

y como el irea de la superficie de una esfera es 4na® por el problema 3.26,

ffr-ds:fjr-nd5=afjd5 = a(dra®) = 4na’.
s

5 5

PROBLEMA 4.15 Sif=f,(x, y, 2)i + fa(x, y. 2)j + f3(x, ». 2)k, mostrar que la integral
de superficie de f se puede expresar como

'U‘I-ds =ff f-nds =1 ff!, dydz iff f, dzdx * J:r fy dxdy, (4.31)
3 s Ry, R,

ny

donde R .. R,, y R,, son las proyecciones de S sobre los planos yz, zx y xy,



Figura 4.3  Solucidn al problema

{1,0,0)

x

Figura 4.4

0.0, 1)

G

El cubo del problema
4.16.
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respectivamente y los signos de las integrales de la derecha de (4.31) estin determinados por
los signos de (n-i), (n*j) y (n-k), respectivamente.

Solucién:  Sia, 8y ysonlos dngulos entre los ejes coordenados rectangulares y el
vector unitario n, entonces, por el resultado de! problema 2.18,

n-i=cosd®, n-j=cosB, o-k=cosy. [2.50)
Por consiguiente, por (2.65), n puede escribirse como
' n=@Di+ @i+ @Kk
= {cos Q}i + (cos 8}i + (cos y)k, (4.32)
y por consiguiente, .
dS =ndS = (cos ®)dSi+ (cos B)dS j + (cos y)dS k. (4.33)
Ahora podemos escribir (véase figura 4.3),
dS(n-i) = dS(cos o) =  dydz,
dS(n-J) = dS(cos B) = + dzdx,
dS(n-k) = dS(cos y) = £ dxdy,
donde los signos estin determinados por los de (n+i) = cos a(n*j)=cos §, (n*k) =cos 7,
respectivamente, Entonces,
dS =ndS = (* dydz)i + ( dzdx) j + (£ dxdy)k. (4.349)

Asi,sif=fii+ faf + fak,

fff-d5=ifff,dydzifj f, dzdxiff f, dxdy,
§ R:l

R

Ryz xy

donde Ryz, R,, Y R,, son las proyecciones de S sobre los planos yz, zx y xy, respectivamente,

y los signos estin determinados como en (4.31).

PROBL.EMA 4.16 Calcular j f +dS,donde S es la superficie del cubo limitado porx =0,
s

x=1,y=0,y=1,z=0,z= 1 como se muestra en la figura 4.4, El vector normal exterior
unitario n y el vector de posicion r de los puntos de la superficie del cubo estdn dirigidos
hacia el lado opuesto del origen.

Soluciéon:  Dividimos el cubo ¢en las dreas S| —Sg.
Scbre S, para AOCB, z = 0, n = —k; por consiguiente,
ren=(xi+yji+zk)-(-k)--2z=0,
Sobre §, para AFEQ, y = 0, n=-j; por consiguiente,
rem=(xi+yj+zk) (=) - —y - 0.
Sobre §; para OEDC, z =0, n =~j; asi que,
ren=(xiryj+zk)-(=i)--x-0
Sobre S, para AFGB, x = 1, n =i; por consiguiente,
ron-(xi+ydezk)- () - x - 1.
Sobre S5 para BGDC, y = 1, n = j; por consiguiente,
ron (xivyizk)-( -y~ 1.
Sobre §; para FEDG, z = 1, n=k; asi que, . " .
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rro=(xi+yj+zk).- W =2=1.

Entonces, como las integrales sobre §; — S, son cero y sobre §4 —S¢ son uno,

H .dS = J'fr.nds+ﬂr...ds+_ﬂr.nds
[fras [fraa: [[rs
[ I

1+1+1
= 3.

f

PROBLEMA 4.17 Sif=zi +yj+ 2k, calcularfff'ds, donde § es la parte de la

superficie del paraboloide x* + y, = 1 —z para el cual z > 0. (Véase figura 4.5.)
Solucién: En el problema 3.31, un vector unitario n normal a la superficie ¢(x, y, 2) =0
es .
Vo
Vel

donde V¢ es el gradiente de ¢. Por consiguiente, si ¢{x, y, 2) =x% +y? 4z~ 1 =0, entonces
por la definicién de gradiente (3.105),

[3.117]

»

do 9 I o .
Vé=—i+—j+—k=2xi+2yj+k Figura 4.5  Una parte de lo superficie
dx dy 9z - del persholoide del .
probiema 4,17, el

Por consiguiente, (3.117) viene a ser

V& 2xi+2yi+ K
n= = .
Ve | (4x"+4y*+ D)%

Los productos punto de n coni, j, k son

. 2x
ni= ———,
dx?+4y?+ 1%

. 2y
n-j= -,
(Ax*+4y* + 1)’3

1

n-k =

(xt+dy?is 1%

Asi que n-i y n+j son positivos o negativos dependiendo de si x ¢ y son positivos o
negativos, mientras que n-k es positivo para todos los valores de x e y. Por consiguiente,
5i s¢ usa

fj f-dS:fff-ndS=i jff, dydziff i, dzdxiff f, dxdy [4.31) _;'
s Ry, Ry, Ry, . o

S

para calcular la integral, S debe subdividirse en dos superficies, Para calcular el primer
términe, debe haber una superficie parax > Oy otra parax < 0.
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De modo similar, para calcular el segundo término, debe haber una superficie para y > 0
y otra paray < 0.

El primer término J‘ [ dydz de (4.31) se calcula como sigue. Para x > 0,

Ry2

x=(1-y?- z)lf? sobre S; por consiguiente,

fj f, dydz = fJ‘ x dydz
Ry
f f (1 —y*= 2)% dzdy

y==1 “z=a

1
) gf a "Y:')J/’ dy
3 -1

- NIRRT N
oo | W
]

Para x <0, x ==(1 —y* —2)"? sobre §; escogiendo el signo negativo,

- jf {, dydz = - ff x dydz
Ryz

Ry,
1 1=y .
f f (1-y*- z)4 dzdy
y==1 Yz=0

1
dIn | =
3

El segundo términof [, dzdx de (4.31) se calcula como sigue. Paray > 0,

RZX

1r
= (1 = x* = )" sobre §; por consiguiente,

ff[ dzdx = ffydzdx
f f (l - x* - z)"s dzdx
1

&

’

pues la integral es la misma que para el caso Ry, Paray <0,y = ~(1-x* —z)"* sobre §;
escogiendo el signo negativo,

J.J. f, dzdx = jj y dzdx
f f (l—x - 2)% dzdx
x=—1

z=

EN )
:
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Para el tercer término de (4.31), comon- k>0,

1 J1—x
fffgdxdy=jf2zdxdy=2f f (1 =x* -y dydx
ny x =-] yz—\/l-_x5

Ry

i
=2.%f A - x% dx
-1

1

woo

oo |w
3

= N.

Sumando los resultados anteriores para los tres términos de (4.31) se obtiene

fjf-d5=(1n+ln)+(~l-n+—1-n)+rr=2rr.
4 4 4 4

S

PROBLEMA 4.18 Si S se representa por z = z(x, y) mostrar que el flujo de f a través de

Ses
J.J’ l'-dSzJ.ff-ndS
5 s
= '[J’ f.n sec y dxdy
Ryy
n
_ f j £ dxay, (4.35)
n-k
Ryy

2 1 y
donde sec y = S (8_2 + 9z + ],1 !
n-k 61{ ay J

Solucidén:  Si S se representa por z = 2{x, y), entonces por el prob. 3.24, el vector
normal unitario es

dz . dz

-—il=-—j~k
dx oy
= - . —. [3.89]
G-
dx ay/-
Por consigutente, si v es el angulo entre n y X,
nk=cosy= oo 1 _ (4.36)
sec y (d_z ) (d_z o i
dx dy
Luego, por (3.103), el elemento diferencial del area S, 4S5, es
oz\  [dzY %
dS=||—| + {— 1 dxd
[(a) (ay) ' ] i
= sec y dxdy
1
= dxdy.
n-K) xdy {4.37)

Entonces el flujo de f a través de Ses
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fff-ds=jff-nds
s [
fff-n sec y dxdy
Ryy

n
j]nf-;T: dxdy.
Ryy

PROBLEMA 4.19 Sif=zi+ yj + 22k, usar (4.35) para calcularJ’ff-dS, donde S esla
3

n

parte de la superficie del paraboloide x* + y? =1 -z parala cual z > 0. (Cf., problema 4.17
y figura 4.5).

Solucidn:  Como S se representa porz = 1 —x? — y? con z > 0, el vector unitario
normal de (3.89) es .

RGRGR

2xi+2yj+ k

i (4x® + 4y* + 1)1/2 .

Ahora,
nk=—1
(4x’+4y’+1)4
Yy
1 2x? 2,
fone (@0 + (D@ + 22)1] = P2 122

) (4x7 + 4y % 4 1)*% (4x* + ay* + 1)% )

Asi que, de acuerdo con (4.35),

2x* + 2yt + 22 y
[.dS= || ———————(4x? + 4y* + )% dxdy
(2x7 + 4y + %

s xy

= J‘f'ux’ +2y*+ 2(1 - x* = y9)] dxdy
R

xy
1 Vi=x?
=2 f dxdy
Tmal

yu=/T=x?

=4f(1-x=)‘4dx
-1

= 4.

r A

=2n.

PROBLEMA 420 Calcular J- f r X d8, donde § es la superficie del cubo limitado
s

"~ —
[
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porx=0,x=1,y=0,y=1,2=0,z=1, res el vector de posicion y n es el vector normal
unitario dirigido hacia afuera. (Cf., problema 4.16 y figura 4.4.)

Solucidn:  Con referencia a la figura 4.4, tenemos sobre §, para AOCB, n=—k,
dS = ndxdy = — dxdy k; por consiguiente,

rxn=(xi+yj+zR)x(-K)=-yi+x].

fjrv dS='f1 f'(—yi+xj)dxdy
s o

[
1

1 a1 1,1
=—i y dydx + j f f x dxdy
o o s Yo

:-ll-rlj.

2 2
Sobre §; para AFEOQ, n=-j,dS en dzdx = -dzdx j; por consiguiente,

Asi que,

rxn={xi+yj+zK)x(-i)=2zi- xk.

1 el
ffrde:J- f (zi— xk)dzdx
0 Yo
1 Al 1 A1
=jffzdzdx-kffxdxdz
o Jo o o

Entonces,

Sobre Sy para OFEDC, n=-i, d$= ndygz = -dyd: i, asi,

Ixn={xi+yi+z)x(-i)=-z]+yk

1 Al
jfrde:f f (-zi+ yk) dydz
s o “o

Por lo tanto,

Sobre S; para AFGB, n=1i,dS = n dydz =dydz i; por lo tanto,
rxn=(xi+yd+zk)xi=2zj-yk.

,U rop 1, 1
ds = {-yk)dydz==§- 2k,
rx '[j(z yk) dydz 21 2k

0

Asi que

Ss
Sobre S5 para BGDC, n = j, dS = n dzdx = dzdz j; asi que,
rxn=(xl+yl+zk)xj=-2i+ xk.

Por tanto,
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1 pt
J]rde:f f (-z1 + xk) dzdx = - i+lk.
o Yo 2

Sy

B |-

Sobre Sg para FEDG, n =Kk, dS = n dxdy = dxdy k; por consiguiente,
txn=(xi+yj+zE) xk=yi-xj.

1 a1 1 1
ﬂrde: f(yi—xj)dxdy:—i--j.
] ' 2 2 .

Sg

Entonces,

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene

' ﬂ £x dS = 0. (4.38)

)

a

PROBLEMA 4.21 Calcular f r X &S donde S es la superficie esférica cerrada representada
3

por x* + y* + 2' = &7,

Solucion:  Por el problema 4.14, el vector unitario exterior n normal en § es

x
ir
Asique, por (1.58)r X n=(1/a)r X r=10, Por c‘onsiguiente,

jfrde: J]rxndS:O. (4.39)

L) s

n=el’= =

*

b |™

4.3 Integrales de volumen

S SRR TR G

Mo dé youmes: dV

e

SR s LA ENIIp IS o
- 5 e 25
QQO)MW ; ‘;@%@my
e iy Rl s 2 Sho g g
TG e (x, ¥, 2) dudyds,-
i s

- ‘24‘», .E;: [ . ?::o-wg
Sy e
“&f“%/;‘k /‘:‘3{%9@. 22 ﬁ’ o




PROBLEMA 4.22 Calcularfjf V+rdV, donde R es cualquier region con volumen V'y

r es el vector de posicion,

Solucién:  Pc-12,129), V+r= 3. Por consiguiente, usando (4.44),

fﬂ‘V-rdh fﬂscfhs _gfdnsv. (4.46)

PROBLEMA 423 Calcular fffv X {dVsif=yi—xjy R es cualquier regién del

espacio con volumen V, R

Solucidn:  Por(3.138), el rotacional de f es

i § kK
Jd ad 9
(-2 2 2. 2k
v x dx dy 9z
y -x 0

Por consiguiente,

.[[‘.Vxl'dV=—2kJ. dV = -2Vk.
R R

4.4 Definiciones alternas de gradiente, divergencia y
rotacional

b

o

. Ty o n LY .‘J‘;y -

def'ne - : *“‘:("x i R *j:;
v A "”’w
"2 . P e» Frie
TrreggET L e s e ISR

. . . m,i&' X Wy it
l.adwerxencmdef mntodwfév'f qedcf'mecomo o .‘:nh,;-‘

RES % ,‘ ' b ; & i ;-\: ‘“‘si':ﬁ A
dondeAS esla fuperfme ilm:tada por una cuwa arrgda n:npie Cyn,

wnormal unitario zsocisdg conAS tal que- lnw

x"w.,
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S &aw;:ﬁ%ﬁw

Ao

PROBLEMA 4.24 Dar la interpretacién fisica de A -f definido en (4.47),

Solucién: En(4.27), la integral de superficie f f+dS se define como el flujo de f que

pasa por la superficie S. Entonces g f+dS es el flujo total de salida de f a través de la
s .

superficie cerrada §. Por tanto, (4.47) muestra que la divergencia de f en ¢l punto Pes el
limite del flujo de salida en la red por unidad de volumen mientras S se reduce al punto P.

Si el pequeiio volumen que rodea a P contiene una fuente o un sumidero de un campo
vectorial f, entonces el flujo de f divergird de P 6 convergerd a P, segin que V +f sea positivo
o negativo. Por tanto V+ f puede considerarse como una medida de la intensidad del vector
fuente o sumidero en P.

PROBLEMA 425 Usando (4.47), deducir la formula para V+f dada en (3.127).

Solucién:  Siel punto(x, y, z) en el centro de un pequefio paratepipedo rectingulo
tiene aristas Ax, Ay, Az, como se mustra en la figura 4.6, entonces AV = AxAyAz. Si
f=f,i+f2j + 3k, entonces

. sobre S, paraAFGB, n=1i, dS=dydzi,
sobre S,paraFEDG, n= -1, d8=-dydz 1,
sobre 5,paraBGDC, n=j, dS = dzdxj,
sobre S, paraAFEH, n=-J, d8=-dzdxj,
sobre S,paraFEDG, n=k, dS = dxdyk,
sobre S,paraAHGB, n=-k, d8=—dxdyk.

Por consiguiente, ignorando las contribuciones diferenciales de orden superior,

{.ds (t o A’)AA
J]’ N +6x 2 yaz,

Figura 4.6  Solucién al problema

4.25, 5,
t.ds '(f o4 A")A A
fj IEET\'Tex 2 /7
Sz .
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i, A
J-J.l-ds = "(f: - -_z ——y)AzAx,
dy 2

Sy

£-ds (f ad AZ)AA
J-J e !+6‘z“i_ *O%
S

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene

(s (6!1 at, af,)A AA (ar, o, af,)M
_g R 8x+8y+az o= ax+ay+az :
s

Por lo tanto, por (4.47),

3, of, of,
V'fz lim ﬂ"ds=;+y+—. [3127}

AV =0

PROBLEMA 4.26 Dar la interpretacion fisica de ¥V X f como se define en (4.48).

Solucién:  Laintegral de la derecha de (4.48) 0 (4.49), i.e., ? f-r esla circulacién de
< : o

f airededor de C definida en (4.9). Por consiguiente, (4.48) muestra que 1a magnitud de

V X fen un punto P es el limite de la circulacién por unidad de drea mientras la curva C

se reduce al punto P, i.e., la intensidad de circulacién en P. En general, la circulacion de f

alrededor de C depende de la orientacitn del plano de C. La direccién de VX fesla

direccion en la cual ocurre la circulacidn mixima.

PROBLEMA 4.27 Usando (4.50) deducir la definicién de rotacional de f como el
producto cruz de V ¥ f como se da en (3.138). No se tengan en cuenta los términos de
orden superior.

Solucidn:  Si un rectingulo EFGH con respecto al punto (x, y, 2) tiene ladosAy y
4z, como se muestra en la figura 4.7, entonces AS =iAS =iA yAz. Sif=f,i + f,j + f3k,
entonces

df, Az
para el lado EF, dr=dy ], f f-dr= {{, - —= —] Ay,
£F dz 2
af, Ay
parael lado FG, dr=dzk, f f-dr={f,+ = -Z]Az,
FG dy 2
afz Az x
para el lado GH, dr=-dyj, f f-dr=-[f, + =— — ) Ay,
GH dz 2 Figura 4.7
daf, Ay
para el lado HE, dr=-dzk, f f-dr=-[f - -— —}Az
HE dy 2

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene

¢ (4 (6!, 6[,)A A (8!, 6[1) AS
e c?y—az yoz = 8y-62 '

C

Por lo tanto, por (4.50),

H GT
L Lz
4
Ef— 2y —iF
6} y

Solucidn al problema
4.727.
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(4.51)

Mediante integracidén semejante airededor de rectingulos en los planos zx, xy 6 por simple

permutacidn ciclicadex, y,zy 1,2, 3,

at,
g) , (4.52)
of,
dy ) ' (4.53)

Como para un vector arbitrario A, por (2.65), A=(A+i)i + (A -j)}j + (A -k)k, obtenemos

af,

j'(fo)=(a'—z""

Iﬁ'(V’xl’)=(c‘?“[‘3"'

dx

(3.138):

af, éfL\
fo=(5;-£)|+
i I k
_|{g 99
dx dy odz
f, f,

(6!1 af,) _
dz Ox I+

(Gf, 6!,)
- )k
dx dy

(4.59)

 donde AV es el volumen'de la region R:

B T TR LT NI

r una

supe

PROBLEMA 4.28 Mostrar que (4.55) es consistente con la definicion V¢ dada por (3.105).
No se tengan en cuenta lus términos de orden superior.

Solucién:
(Cf., figura 4.6). Asi,

Se sigue el procedimiento del problema 4.25 y se usan las mismas notaciones.

A K
'U’ds¢='(¢+g?7y)AzAx, -
L3 Y
fqu¢=_j(¢_59 z—y)AzAx,
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Sumando todos los resultados anteriores se obtiene

Foso- D)1 (8] oo
L)

Por consiguiente, por (4.55), obtenemos (3,105):

déb do
Vo = lim ——gdSé~l——-+]——-+k—.
4V a0 oy dz

PROBLEMA 4.29 Mostrar que 4.56 es consistente con la definicion de V X f dada por
(3.138). No se tengan en cuenta los términos de orden superior,

Solucién:  Se sigue ¢l procedimiento del problema 4.25 y se usan las mismas notaciones,

(Cf.. figura 4.6). Tenemos para la superficie §,,

deth J-J‘ix(fli + L1+ LK) dydz
5, 5, .
= ff kf, -if,) dvdz
EN '

af, Ax af, Ax
f+ — — ] AyAz-j {f,+ — — | AyAz.
dx 2 X

De modo similar, para las otras cinco superficies,

df, Ax df, Ax
fdeyI':-l( -— — | AyAz+j f—T—— AyAz,
dx 2 ox 2

53

df, Ay f; Ay
jdexl‘:-k {‘+—;— AzAx o+ i + — —— ) AzAx,
dy 2 dy 2

.ﬂ‘ dS x [ ( df, Az AxA / af, AZ)A
= = - —_— - ——
! dz 2 X8y~ Lih dz 2 xAy.
s

L]

Sumando todos los resultados anteriores se obtiene

ATPRE. L AN 1)

.
)
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sl i(af, af,) j(ar, 6!,) li(af, af‘)]AAA
ﬁ} 120Gy T2/ TGz Tax/ T i \ax Ty /) 0X0YRE

‘(af, af,) j(ar, af,) I‘(fsnr, af,) Ay
- —_— - — —_—— —} s —_—_— - — A
3y 9z/ '\az  ox 3xr  dy

Por tanto, por (4.56) obtenemos (3.138):

. ﬁds . i(e;f, ' af,) ’(af; 6!,) I‘(af, af,)
= =f|— - —_——-—)t k| — - —].
X av=o 8 dy dz *I\3z " ax dx dy

s

S

PROBLEMA 4.30 Hallar una representacion integral equivalente del operador V.

Solucion:  Por(4.55-6), V se representa por

"1
V=1 —_— ds. 4.57
A;'“-'ao AV ( )

4.5 Teorema de divergencia o de Gauss

e

ah

112).

Hetted o,

PROBLEMA 4.31 Verificar el teorema de divergencia (4.58). -

Solucién:  Considérese una superficie finita cerrada § que encierra una regién R con
volumen V. Se divide R en NV subregiones con volimenesAV,, AV,,--- , AV, Enel
punto (x; ¥, z;) dentrode AV, dondei=1,2, -, N,la definicion de divergencia

(447)da V-f == {) 145+ ¢, donde ¢, 0 cuando AV~ 0. Asi que
f ;S'
V'IAV; = -g f.-d8+ E,AV]- (4'59)
as,

La suma del volumen total ¥ es

N N N
Y v-1av,=) gfod8+z £, AV,

=] i=1 3%, 1=
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Ahora consideremos el limite de esta expresion cuando N -+ <=, La frontera de la
superficie AS§ de cada AV, consiste en numerosos segmentos que son o parte de la
frontera S o frontera de dos subregiones adyacentes. Las integrales de superficie de las
superficies adjacentes con frontera comin se cancelan pues las normales externas tienen
direcciones opuestas sobre la superficie frontera comin. Asi’ que s6lo queda la integral de
superficie sobre §. Ademds por la definicion de integral miltiple,

N
Jim Zv-mv,njﬂv-rdu
R

iel
Debido a que .
N
Jim g!-d8=-ﬁ‘l-d8.
N0
I=1 As; s
tenermnos
N
fffv-rdV=§r.d5+ lim Z g, AV). (4.60)
dintaler
R s =

Para el segundo término de la derecha de (4.60),

N N N
3" eV, < el avse, | Y AV =|entv,

izl . U=l I=t

“

donde €,,, = max ;. Sin embargo, €, > 0 cuando N e y A¥, - 0. Por consiguiente,

N
lim Z g,AV, — 0.

N o0
i=

([ 5-av- ff .08

R 5

Ast que tomando limites,

PROBLEMA 4.32 Dar Ja interpretacion fisica del teorema de divergencia (4.58).

Solucidn:  Como se muestra en el probiema 4.24, ia divergencia de un campo vectorial
fen un punto dado es la densidad del fiujo de salida desde ese punto, La divergencia, o
teorema de Gauss (4.58) establece que el fluje total hacia afuera desde una superficie
cerrada S es igual a la integral de la divergencia a través de la regién R limitada por S.

PROBLEMA 4.33 Mostrar que si r es el vector de posicion, entonces

gr-d5=3v, (4.61)

5
donde ¥ es el volumen de la regidn R limitada por la superficie cerrada 5.

Solucibén:  LadivergenciaV-res

Vi —+ — + -— =3, [3.129]

Asi que aplicando el teorema de Gauss (4.58),

kS

A
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g‘,.dsigfv.r.dhsfl dv = 3v.

PROBLEMA 4.34 Usando 4,61, hallar J.r +dS para la superficie S de una esfera
5

x? + y?* + 2% =g*, (Cf, problema 4.14). .

~

Solucion:  El volumen V de una esfera con radio g es V = (4/3)r 2°. Por consiguiente,

por (4.61),
4
ﬁ. r-ds=3- 3 na'® = 4na’.

s

I

PROBLEMA 4.35 Usando (4.61), calcular f f r*dS, donde S es la superficie de un cube
s

limitado porx=0,x=1,y=0,y=1,2z=0,z =1, como se muestra en la figura 4.4, El
vector exterior unitario normal n y el vector de posicién r de los puntos situados sobre
la superficie del cubo estin dirigidos hacia el lado opuesto del origen. (Cf., problema 4.16).

Solucién:  Como el volumen del cubo es 1, entonces por (4.61),

gr-ds=3V=3-l=3.

11

PROBLEMA 4.36 Mostrar que
ff %dV:ﬂr'?s, ‘ (4.62)
r
R s f

donde 5 encierra la region R, r es el vector de posicién y Irl=r.

Solucién:  Por(3.167),

V- trl=(a+2)e"~L
Sin=-1,
V- (L) S-142) - (4.63)
T r

Por consiguiente, aplicando el teorema de divergencia (4.58),
r 1 r-ds
[Ifo-(z)ov- ] 5o 2
R R s

PROBLEMA 4.37 Mostrar que, para cualquier superficie cerrada S,

ng[-dS=0. (4.649)

5

Solucién:  Por (4.58), .

gvx:.ds=ﬂfv-(vxndv. 4.6
5 R

Pero por (3.143), V(V X f) = 0; por lo tanto,
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ﬁfo-dS:O.
5

PROBLEMA 4.38 Sif=Plx, y, 2)i+ Q(x, v, 2)j+ R(x, y, 2)k y R es 12 region limitada
por una superficie cerrada S, mostrar que el teorema de divergencia (4.58) expresado en

coordenadas rectanguiares es
J:[[ (—- + E)— jR) dxdydz = 'ﬁ' (P dydz + Q dzdx + R dxdy). (4.66)
¥ z

Solucién:  Si escnblmos
f=Pi-@{ij+ Rk,
n=costi+cos3i+cosyk,
entonces, en general, para cualquier superficie S,
n-idS=cosadS=dydz,
n-jds=cos f3dS = dzdx,
n-k dS = cos ydS = dxdy.
{Cf., problen;a 4.15). Como la divergencia de f es

op 20,
’ dy az

_ ap 9@

J‘.ﬂ‘v‘[d‘/ﬁ .[U-(ax dy az)dxdydz
R R

gl-d8=ﬁ‘(Pi+Qj*Rk)-ndS

s s .

=§(Pcosa-—0cos,8~Rcosy)dS

Vo=

Como antes.

=ﬁ'(1= dydz - Q dzdx - R dxdy)

Por tanto. (4.58) se reduce a

J-ff (ﬂi N a0 " a_R) dxdydz = ﬁ (P dydz + Q dzdx + R dxdy).
dx dy 7z
R 5

PROBLEMA 4.39 Usando ¢l teorema de divergencia (4.66) calcular

1= ff x dydz + y dzdx + 2z dxdy,

5

donde S es una superficie que consiste en la superficie del paraboloide x2 + y2 =1~z

0 <z <l.veldiscox® +3? €1,z =0, como se muestra en ia figura 4.8 (Cf., problema
4.17),

Solucion:  Por el teorema de divergencia expresado en coordenadas rectangulares (4.66),

Figura 4.8  La superficie de preblema
4.39.



104 Andlisis vectorial

[ B g2 [
e fffo

=4f1n(1-z)dz
0

qﬁé es el rr;ismo resultado obtenido en el problems 4.17. Obsérvese que la contribucién del
disco x? + y* € 1,z = 0 es cero, pues sobre este discon =~k y f*ni,_,=-2z1,_, =0.

PROBLEMA 4.40 Usando el teorema de divergencia (4.66}), calcular

= f (x® dydz + x'y dzdx + x*z dxdy),

I
/bT\ donde S es la superficie cerrada que consiste en el cilindrox? + y? =4, 0<z < b, y los
Nl discos circulares x? + y* <a?, 7 =0y x* + y? < a?, z = b, como se muestra en la figura
| 4.9.
: P Solucidn:  Por el teorema de divergencia (4.66),
| -
|

Pre 6x dxiz
N T
L]
=5 J]] x* dxdydz
R

Figura 4.9  La superficie del problema
4.40. =5 f J. j x* dxdydz
at= Y
=5. 4f f f xdxdydz
a 1 /
=20 — (a?— ¥y dydz ’
o “o
0
_ 206 (a® — y")'4 dy
3
v
_ 20 3 rat
3 16
=—-rna&'h

PROBLEMA 4.41  Mostrar que el teorema de divergencia (4.58) puede extenderse al
volumen infinito exterior a una superficie cerrada con tal que
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lim r? €] =0, (4.67)

donde r es la distancia desde el origen a cualquier punto del espacio,

Solucidn:  SeaS una superficie cerrada linitada por una esfera S, de radio r con su
centro en el origen. Si f es un campo vectorial en una regién R limitada por S y S, entonces,
aplicando el teorema de divergencia (4.58),

-[J’J’V fdV = ﬁ.f d5+gf ds, (4.68)

(Véase figura 4.10). Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz (1.45), [f-h i< {f}; entonces,

ol |[feaef e o

Por Jo tanto, si |f 1< e/r* en todos los puntos de S,

€
gr.ds sﬂmds —,g ds = dne
s, s,

pues §PdS = 4nr*. As:‘,-si lim 2 ifi=0,

rF=0c

5,

de lo cual se obtiene

JT V-raugr-ds.
R s

Obsérvese que en esta integral de superficie, la normal apunta hacia adentro.

B e e s

“Enla ﬁgum 4.1 !*reselvector dc posm{m que tepresenia un punto}’ sobre: laf*\jg‘z;ﬁ
mperﬁc:e §. El dngulo solido dY subtcndldo enédl ongen 0 por un elemento dS de la i

cen . oK
wpcrﬁcseSscdcf‘mecmno o _‘“Z“‘

t-ds . -

SR FERR
EI angulo sélndo total 0 sub:cndndo porS es e
i (e ds
2! :

PROBLEMA 4.42 Mostrar que el dngulo sélido total subtendido por una superficie

cerrada S en el origen O es cero si  estd fuera de la region R limitada por S,y que es 4n
si O estd dentro de R,

Solucibén: Por el teorema de divergencia (4.58),
r-ds r
g [[fo(5) o
5 R

Sin embargo, por (3.168),V *(r/r*) = 0 dentro de R si r # 0. Por otra parte, si O estd
fuera de R,

.~ Figura 4,10 Lasuperficie cerrada

del problema 4.41.
-

Figura 4.11 Anguio sélido,
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entonces » # 0, como se muestra en la figura 4.12 (a). Por tanto, cuando O esti fuera
de R, ¢! angulo total subtendido por § es

Q =g rd8 o (4.71)

5

Si O estd dentro de R, construimos una pequefia esfera §, de adio 7, y consideramos la
region R’ limitada por S y Sy, como se muestra en la figura 4.12 (b). Si aplicamos el
teorema de divergencia(4.58),

ﬁ‘ r.rc:s.:-g s +sjof ":,’S =gf v.(%) v =0

S+50

pues r # 0 dentro de R', Asf que

r-ds _ r-ds
e '

s 5o

En los puntos de S, 7= 7, y la normal positiva o exterior estd dirigida hacia 0, o sea que
n =-—1/r,; por consiguiente,

e [ o

So So

_ ds

o
So

) =-— ds
(b} fo
Sp
Figura 4.12 Solucién al problema . 1
4.42, === 4nrrg

To
= —-417;

y cuando O esta dentro de R, el dngulo total subtendido por S es

g:ﬁf == =—ﬁ. 95 oty =dn. (4.72)
r r

s So

. T TR e L i T et VAR 23,
.escalares que tienen segundas derivadas continuay en una regi
superficie cerrada S, entonces el
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PROBLEMA 4.43 Verificar el primer teorema de Green (4.73).

Solucidn:

V@V =V -V + VT = ¢V + Ve - Vi

Integrando sobre Ia region R,

f,-! v-(ww)dV:.q GV + V- D) dV.

Apliéando el teoremna de divergencia (4.58),

J’:ﬂ- V- (¢VydV = ngJl-dS-

Asi que,

.U.[ (ST + Vb TY)dV = ﬁ«éw-ds.
R s

PN T LT Sy, S AR e 0 e

Por ia deﬁmcmn dc derwada dlreccmnal (3. 98) l.e., awas = grad q‘: T

Usando el vector identidad, V *(¢f) = ¢V + £-V ¢, donde f= V¢,

(4.76)

(477

{4.78)

PROBLEMA 4.44  Verificar el segundo teorema de Green (4.74).

Solucion: lntercambfandoqb y Y en(4.73),

jf (UV* @ + Vip - Vp)dV = ﬁwv«#-ds.
R s

Entonces, sustrayendo (4.81) de (4.73),

(4.81)

B

it

Ty, R4
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jf (VY ~ YV )dV = g(qﬂw ~ ¢ V). ds. [4.78"
R 5
Por (4.79),
V¢-ds=%ds, V¢-ds:a—¢'ds;
on . A on

Por consiguiente, (4.74) s¢ puede expresar como
9
ff (VY - YV P)dV = g(¢%-¢§;)d& (4.82)
R s

PROBLEMA 4.45 Si J es arménica en una regién R encerrada por §, entonces demostrar

que 3
ngb-dS= g—‘!’dsw. (4.83)
on
$ 3

Solucién:  Si hacemos ¢ = 1 en el primer teorema de Green (4.73),

gw-dh ﬂf Vi dV (4.84)
8 R

pues V(1) = 0. Como r es armoOnica, entonces por la ecuacion de Laplace (3.133), V2 ¢ = 0.
Por consiguiente, (4.84) se reduce a

2%
gw-ds: §v¢-n ds = g—d3=0.
dn
s

s S

PROBLEMA 4.46 Si ¢ y ¥ son arménicas en una regién R encerrada por §, entonces
demostrar que

d 7] '
ff @vs -wver-as- g(¢gf_¢£)ds=o. (4.85)
s

5

Solucibn:  Si¢y ¢ son armoénicas, entonces por la ecuacién de Laplace (3.133) tenemaos,
V3¢ =92y = 0, Asi que por el segundo teorema de Green (4.74),

g(év¢ -¢YVd).ds= ff (V% -V g)dV = 0.
s R

PROBLEMA 4.47 Deducir el tercer teorema de Green (4.75).

Solucidén:  Aplicando el teorema de divergencia (4.58) a los vectores f(V+g) y
fX(VXg),

ff V-V )dV = gr(v-g)-ds, (4.86)
R

s
ﬂ V- tx(Txgldv = -glx(ng)-dS. (4.87)
R s
Por las identidades vectoriales (3.155) y (3.157),
V-rw-e)l = (v-0@-0+ V(-0
V-x(Tx))=(Vxg)(Vx1)-1-Vx(Vxg)
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Por consiguiente,

J;! 7. [(V-)dV = ﬂ (V-0)(@-0)+ -9V -@)dV, (490)

ijv~[fX(ng)]dV= 'g (V=g (Tx)-1-9x(Vxgldv. (491)
R R

Intercambiando los papeles de f y gy restando,

'U’ f-9(V-g)-e-V(V-DldV = g[l(v-g)-l(v-f)]-d& (4.92)
R s
‘U‘ f-Ux(Vxg-8gTVx(TxDdV
R
=- g[rx(vxg)-gx(vxr)]-ds. (4.93)
Sumando (4.92) y (4.93) y usando

=9V --Ix(@Tx1), (3.164]

obtenemos

ﬂ ((-V'g-g V)dV = .,
R

ﬁ‘[IX(V><g)+f(V-g)-gx(Vxf)-g(v-f)]-ds. [4.75]

£

4.7 Transformaciones de integrales de volumen a
integrales de superficie
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PROBLEMA 4.48 Demostrar el teorema del gradiente (4.94),

Solucidn:  Seaf = ¢a, donde a es cualquier vector constante. Aplicando el teorema de

divergencia (4.58),
V-(¢pa)ydV= ¢a.ds. (4.97)
[o-ener- 4

V-(¢a)=¢pV.-a+2a-Vo.
Como a es una constante, V+a = 0; por consigniente,
V-{da)=a-Ve.

Asi que (4.97) puede escribirse como

a Uf Ve av - g¢ ds)=0. (4.98)
R s

Como a es cualquier vector constante, la expresion del paréntesis se anula y queda demostrado
(4.94).

Pero por (3,155),

PROBLEMA 4.49 Demostrar el teorema de rotacional (4.95).

Solucién:  Sia ¢s cualquier vector constante y sustituimos f en (4.58) por f X a, entonces

.U]V-(fx a)dV = -g(lx a)-ds, (4.99)
R s

V-(fxay=a-(Vx[)-[-(Vx a)
Como a es constante, V X a = 0); por consiguiente,
V-(Ixa)=a(VxI)
Por la regla de permutacion del tnple producto escalar (1.77) 0(2.53),

Pero por (3.157),

fxa-dS=a:dsS x 1.
Asi que (4.99) se puede expresar como

a- VxFdV- dsx ) =0. (4‘.1(11)
(fe-rer- ffeur)

s
Otra vez, puesto que a es cualquier vector constante, la expresion del paréntesis se anula

y queda demostrado (4.95).

PROBLEMA 4.50 Mostrar que para una superficie cerrada S,

ﬁ ds < 0. - (4.101)

5
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Salucion:  Por el teorema del gradiente (4,94},

ﬁzﬁ ds = ﬂ. Ve dV.
5 R

Si ¢ = 1, entonces V¢ = 0; por consiguiente,

ff as-o.

s

PROBLEMA 4.51 Usando la representacion integral de V{4.57) i.e.,

1
V= 1 ﬁds, mostrar que
h\t}n-l-o AV q
s

Ve (dl)= T I+ 1-9¢. (3.155]

Solucién:  Sean ¢g ¥ £, los valores de ¢ y fen algin punto Py, y sea A V una region
pequefia que rodea a Py. Sabre la superficie § que limita a AV los valores de ¢ y f son
0=do + A¢, f =1, + Af. Usando (4.57),

VgD - lim < gds-(dﬂ)‘
5

= lim — .
dm, gy ffasicon vo

g

1
- lim L ds. ds-(AdY
avao AV [qb" jff r g ¢ é)]
3 5
1 :
- lim <o [q&u gds.n gds-(¢_¢n)(ro+m)]
£ 5
1 .
=AM A (“5" ﬁds'hr"' gd”—é"'”' gds
s

5 5

. g ds-AcsAf). (4.102)

5

Pero por el resultado del problema 4,50,

gd5=o. } [4.101}

s ’

Como la dltima integral gds - A Af €5 un término de orden superior, puede descartarse

[
en el limite. Entonces, en el punto Py,

([ = Y S
V- (&) lll'I_'I.OAV ( o ﬁds f+1, gdSoﬁ)
S
¢, li L ﬁdsr f 1 g
"t ay et (i 5 fase)
s 5

=gV -[+1-Va,

-n

I



Figura 4.13 Demostracion del teorema
de Stokes.
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donde todas las expresiones estén calculadas en el punto P,. Como P, es arbitrario, queda

demostizdo (3.155).

PROBLEMA 452 Sires un vector de posicién, mostrar que para unz superficie cerrada

S,
ﬁ- rxdS=0. (4.103)

s

Solucién:  Por el teorema del rotacional {4.95),

ﬁ-der=J‘J‘ VxrdV.
s R

Pero por (3.141), V X r = 0; por consiguiente,

ﬁrde:—ﬁder:D.

5 5

v

4.8 Teorema de Stokes

PROBLEMA 4523 Demostrar el teorema de Stokes (4.104),

Solucion:  Considérese una superficie § limitada por una curva cerrada simple C. Se
divide § en N subregiones tan pequeifias que puedan considerarse planas con dreas AS,,
45;, -+ ,45,. Enlos puntos (x;, y;, z;) de AS;, la definicion (4.50} del rotacional da

n-VxfAS, =¢ f.-dr+ g; AS,, (4.105)
<y

donde ¢ ~0, cuando AS; =0,y nes el vector unitario normal asociado conAS;. (Véase
figura 4.13.) La suma sobre la superficie total § da

N N N
Z n.vxms,=Z§S f.dr+ Z €, AS,.
ie1 i=1 "€ =1

Ahora consideremos el limite de esta expresion cuando N — . La frontera C; de cada
AS; consiste en pedazos que son o parte de la frontera C o parte de las fronteras de las
dos subregiones adyacentes. Las integrales de linea a to largo de curvas fronteras adyacentes
se cancelan, pues los vectores dr tienen direcciones opuestas; asi que queda s6lo 1z integral
de linea a lo largo de C. Por consiguiente,

N

lim n»Vx[/\S,=ffn-V><de=J.J’fo-dS,
N"""’.l 5 s
N
lim- é l'-dr=§ f.dr.
N oo c

im] <
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Asf que cuando NV - oo,

N
f vn-as:(ﬁt-dn lim £, AS,. (4.106)
[

Para el término restante,,

N
£, AS;
2

donde €, = max ¢;. Pero¢,_ — 0cuando N =, VS~ 0. Entonces,

N
lim Z g, AS; — 0.

N oo

=1
f fo-ds=¢ [-dr.

5 c

N N
<Y Heds Slen| ) AS =l eals,

1=1 i=1

Asi, en el Iimite,

PROBLEMA 454 Dar la interpretacion fisica del teorema de Stokes.

Solucion:  El rotacional de un campo vectorial f es la intensidad de circulacién en un
punto para f (viase problema 4.26). El tecrema de Stokes (4.104) establece que la
circulacién total alrededor de una curva cerrada C es igual al flujo del rotacional f a través
de una superficie S encerrada por C.

PROBLEMA 455 Mostrar que sir es el vector de posicion, entonces
4) redr = 0. (4.107)
Je

Solucion:  Por(3.141), V X r = 0. Por consiguiente, por el teorema de Stokes (4.104),

?r-dr:ffor-dS:O.
T $

PROBLEMA 456 Usando el teorema de Stokes (4.104), mostrar que; para cualquier
superficie cerrada S,
ﬁ VxIi.d5=0.
s

Solucién:  Sean S, y S, dos regiones en las cuales una curva cerrada C divide a una
superficie cerrada S, como se muestra en la figura 4.14. Aplicando el teorema de Stokes

(4.108)aS, yas,;,
J‘ Vxf.-d§ =¢ f.-dr,

5 c

[[oxvas-fra-Gra

5, c c

Por consiguiente, para la superficie cerrada S,

oL
afgap o7 T
-

i

2 -
=

Figura 4.14 Solucién ol problema
4.56.

[~



Figura 4,15 Solucién aiterna al
problema 4.56.
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=¢ l‘-dr+§ f-dr
c c

=0.

Solucién alterna: Considérese una superficie S casi cerrada con una pequefia abertura
limitada por una curva cerrada simple C como se muestra en la figura 4.15. Aplicando el

teorema’de Stokes (4.104),
ﬂv < 1.dS mfﬁ [ dr.

5 c

Ahora rediizcase méds y més la pequefia abertura de modo que en el limite sea un punto,
Entonces la superficie se vuelve cerrada y la integral de linea tiende hacia cero. Por

consiguiente,
g VxI{.d85=0.
s

PROBLEMA 4.57 Si C es una curva cerrada, mostrar que

¢ Vo -de=10. {4.108)
<
Solucidn:  Por el teorema de Stokes,
éVgﬁ-dr:-ﬂ‘Vx(VqS)-dS, [4.104]
c 5

donde S es la superficie encerrada por C. Pero por (3.142),V X V¢ =0;por consigujente,
queda demostrado (4.108).

PROBLEMA 458 Demostrar que V X f= 0 es una condicidn necesaria y suficiente para

¢ f«dr = 0 alrededor de cualquier curva cerrada C.
<

Solucién:  Paralasuficiencia, V X f= 0; entonces por el teorema de Stokes (4,104),

?f-drk-”‘ (Vx0)-d8=0.
[o) 3

Para la necesidad, supongase que ?f *dr =0 para cualquier curva cerradaCy que VX f
C

# 0 en algin punto P. Entonces si V X f es continua, hay alguna regién que rodea a P donde
V X f # 0. Se escoge una pequeiia superficie plana S en esta region y un vector unitario
normal a § paralelo a¥ X f, esto es, VX f = gn, donde @ > 0. Si C es la frontera de §
entonces por el teorema de Stokes, (4.104),

él’-dr:JﬁJ‘VXf-dS ;J‘J‘an-nd3=affd5=as>0,
c 5

s s

lo que contradice la hiptesis de queﬁf ~dr=0.
c
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PROBLEMA 4.59 Verificar (4.109),
Sif=Pi+Qjt+Rk entoncesf-dr=Pdx+Qdy+Rdz y

Solucion:
i h ] k
d d J
Vxlf=|— — —
* dx dy 9dz
P Q R

dR 40 dP dR (ao ap)
— —_— - —< -k
(By az)l+(az' Eix)j+ éx dy

Ahora, como en ¢l problema 4.38,

ffof—dS:J VxE.ndS
s s
ff i+ ?..E_-Q.R—)J (.Q_ig) ‘nds
ay 82 dz ox dx dy
'U‘ [(8R )cosa+(%—§-3—f) cosﬁ+(g—g-g§) cosy] ds
dP dR dQ dP
-_— - — - — | dzd —= = —| dxdy-
ﬂ( )d”d“(az 6x)zx+(8x ay) e
Por consiguiente, el teorema de Stokes {4.104) se reduce a
?de*@dy+Rdz-{[[(a—R-—)dyd (ig-i&)dzdx
oz dx z

(?—Q— - ig) dxdy. [4.109)

no

PROBLEMA 4.60 Sif=4yi+ xj+ 22k, calcular 7 = JTV X f-dS sobre el hemisferio

5

X2+t 4+t =42 220,

@)
Solucion:  Como /[ estd en forma de integral de superficie en el teorema de Stokes (4.104), 7
C
I=4)t'-dr=¢ 4y dx + x dy + 22 dz, *
¢ ¢ Figura 4.16 £l hemisferio del
prohlema 4.6Q,

donde Ces el circulo x* + y? =42, z 2 . dirigido como se muestra en la figura 4.16,
La representacion paramétrica de C (problema 3.13)esx=acost, y=asent, z=0,
donde 0 < ¢ < 2. Entonces dx = —u sen ¢ dt, dy = @ cos I dt, dz = 0. Por consiguiente,

Tk,
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H

[}

‘J‘h 4{a sen £)(-a sen t dt) + (& cos t){a cos t df)
(]

2
=a’f (=4 sen? ¢ + cos? £) dt
o -

=& Fﬂ(l—SRn' t)dt
0

2 1
=a’f [1—5»—(1-cos2t)]dt
A 2

PROBLEMA 4.61 Verificar el teorema de Green (4.110) para un plano.

Solucién: Sif=Fi+ Qj ydS =k dxdy, entonces (4.110) se sigue directamente del
teorema de Stokes (4.104).

Alternativamente, (4.110) es un caso especial de (4.109) con R = 0. Ahora,si f=Pi +
{Jj. entonces

L. k
da 4 4 aQ JP dQ oP
f=|— — =+ — — - —]k
VX dx dy @ &zi+azj+(ax ay) ’
P Qg 0
f.dr=Pdx+Q dy,
fo-dS:bxf-kdx@:(ig-a—P)dxdy.
dx ody

Por consiguiente, por el teorema de Stokes (4.104),

?de+0dy=ﬂ (g—g-—j—:’-)dxdy.
R

[

PROBLEMA 4.62 Mostrar que ¢l teorema de Green (4.110) para un plano puede

expresarse también como
¢l-nds=‘ﬂ‘v-ldxdy, (4.112)
c R
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donde f = Qi ~ Fj, n es el vector normal unitario hacia afuera de C, como se muestraen la
figura 4.17 y s es la longitud del arco.

Solucién:  Por (3.107), el vector unitario T tangente a C es
_dr_dx; dy,
ds ds ds

Ahora, por ia figura 4.17,

n=Txk-= g§1+gl'j xk=ﬂ’j_£j_
ds ds ds ds

De acuerdo con esto,

; . [dy dx dy dx
ftn=Qi-PH-[—=i-—}]=0 —+P —.
©i-Pj) (ds ds’) 0L.p
Asi que,
?l’-nds=¢ (Qﬂ+Pﬁ)ds=¢de+Qdy.
c - ds ds A
Luego

v.r. 92, 3CP) d0 P

dx  dy dx dy

Por consiguiente, el teorema de Green (4.110) para un planc puede expresarse como

él-n ds=J‘J‘ V- [ dxdy.
c R

PROBLEMA 4.63 Mostrar que el drea A de una region R del plano xy limitada por una
curva cerrada simple C es

A=¢ xdy=¢—ydx=l¢ xdv -y dx.
c c 2

SiP(x, y)=0y Q(x, ¥)=xen (4.110), entonces

éxdy:'”- dxdy = A.
c R

Si hacemos P=-y y 0 = 0en (4.110), entonces
(ﬁ—y dx &J‘J- dxdy = A.
c R

Sumando los resultados anterjores, obtenemos 4 = %¢ x dy —y dx_Si hacemos P=—V, ¥
J=xen(4,110),

ﬁ(—y)dx + xdy= éxdy-ydx: ff [ii - 3(_—y2] dxdy
o x dy
C c R
=2 J‘f dxdy

R

= 24,

{4.113)

Solucibén:

&~

Figura 4,17 Teorema de Green en
un plang,

"4:;;:\4—'
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Por consiguiente,

. A=%éxdy-ydx.

PROBLEMA 4.64 Determinar el drea A de una region R linutada por una elipse C cuyos
€jes mayor y menor son 22 y 2b, respectivamente.

Solucidn:  La ecuacién de una elipse C con eje mayor 22 y eje menor 2b es

X y 1

—_— —=

prie z=0

Por consiguiente, C puede representarse paramétricamente por
= acos t, y=bsent, z=0, 02¢s2n.

Entonces dx = -a sen t dt, dy = b cos t dt. Por consiguiente, por (4.112),

A= ¢dyydx

= %f {a cos £)(b cos t dt) — (b sen t)(-a sen ¢ dt)
1]
1 2
= —-f ab(cos? ¢t + sin? £) dt
2
0
27
= l abf dt
2 o
= mah.
4.9 Transformaciones de integrales de superficie a
integrales de linea
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- '“«..

Si S es una superficie’ finits limitada'f ‘poY umcurvacemdaCyfesdm ﬁmon
vectorial con derivadas contmuas;cnwnoes

. j(dewxz. édrxl. L 24116)

c" PR ER

- - N . 3
T LS . ; .
B s b o

Obsérvese que los teoremas (4. 104)y (4 1 15-6) pueden expresarse €Omo

a5

ff{ds 3 V)# “,H é I’:Gr}”} r . 'j:«, '"‘:\(44:!"17‘!}

! »

,‘F .**é\‘.w-f S

donde a es cvalquier cantidad escalar o vectonal ¥ 18 estreBa (") representa cualqmer fonna

aceptable de muttiplicacion, i.e., punto, ctuz o producto sunp}e o :i‘ s

PROBLEMA 4,65 Verificar (4.115).

Solucién:  Seaf = ¢a, donde a es cualquier vector constante. Aplicando ¢} teorema de

Stokes (4.104),
ffo(¢a)-dS= égﬁa-dr. (4.118)
s ¢

Vx(ba)=dV xa-ax Ve
Como a es un vector constante, V X a = 0; por consiguiente,
V=x(da)=Vdxa

Por la regla de permutacién del triple producto escalar (1.77),

ff{dea)-dS: jfa-deVqS.
s ’ s

Por consiguiente, (4.118) se reduce a

a- fde>Vé=a- éd) dr,

S C

a.(jfds-%-(ﬁddr):o. (4.119)
s C

Como a es cualquier vector constante, la expresion del paréntesis se anula y queda demostrado
(4.115).

Por (3.156).

(@i}

PROBLEMA 4,66 Verificar (4.116).

Solucion:  Sia es cualquier vector constante y reemplazamos f en (4.104) por f X a,

J:(Vy([x a)-d8S = ¢([xa)-dr. (4.120)
. 5 C

Por (3.158).
Ve(fra)=8(V-a)-a(l -1}« (a-Df - (F-P)a.

.
Como a es un vector constante, V-a= 0y (f- V) a = 0; por consiguiente,
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Ix{fxa)=(a-TI-a(F- 1) {4.121)
As{ que

ffvx(rx a). dS = j [(a-V)E-dS - a-dS(V-1)]
s . 5

-a jj[V,(f-dS) - dsS(V-n)],
s

donde V, indica que V opera solamente sobre f.
Aplicando la regla del término medio para el triple producto vectona.l (1.98)a
dSXV)XT,

(dS x V) x [ = V,(1- dS) - dS(V- 1), (4.122)

ffo(lxa)-dS:ll- J. (dS x Ty x 1.
5 5

Por la regla de permutacion del triple producto escalar (1.77),

é (f x a)-dr=¢ a-{drxf) = a-? dr x f,
c c c

Por consiguiente, (4.120) se reduce a

a-f(deV)xl:a-?drx[,- ‘
5 [»

a- (J‘ (d8x Fix - ¢drxf)=0. {4.123)
§

<

y podemos escribir

O s€a

- Como a es cualquier vector constante, la expresion del paréntesis se anula y queda demostrado
(4.116).

PROBLEMA 4.67 Demostrar que si r es un vector de posicion, entonces

¢ dr=0. (4.124)

éd: dr = 'U-ds x V.
c s
Si ¢ =1, entonces V¢ = 0; por consiguiente,

¢ dr=0
[=

PROBLEMA 4.68 Mostrar que, integrando alrededor de una curva cerrada C del plano A

XYy,
¢ rx dr
c

donde r es el vector de posicion y A es el drea encerrada por la curva C.

Solucién:  Por (4.115),

=24, 4.12¢
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Solucién: Sif=rydS=kdxdyen (4.116),

¢drxr=f (k x Y) x r dxdy.
s

[
Como V-r= 3 por (3.129), usando (4.122),
(kxP)xr=Ykt)- k(V-F) = V(z) - 3k = k - 3k = -2k

Por consiguiente,

?rxdr=- ¢drxr=2k fj dxdy = 24Kk, (4.126)
c c 5
¢ rx drl = 24A.
C

PROBLEMA 4.69 Si S es una superficie abierta limitada por una curva cerrada simple C,

mostrar que
(ﬁrxdr=2 ffds. (4.127)

c §

Solucién:  Sien el teorema de Stokes (4.104) f = r X a, donde a es un vector constante,
entonces

¢ (rx a)-dr_: J- ¥ x (rx a)-d8. (4.128) N
C ' 5

Como a es un vector constante, tenemas por (4.121),
Vx(rxa)=(a.-V)r-a(V-1.
Ademis por (3.141) y (3.121), como
(a-V)r=a,
ver=3
tenemos
Vx{rxa)=a-3a=-2a.

Por la regia de permutacion del triple producto escalar (1.77), (r X a8)-dr=—ga-(r X dr).
Por consiguiente, {4.128) se puede expresar como

a- ¢rxdr=2a- ﬂ.ds.
C S

Como a es cualquier vector constante,

Grvaa [
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PROBLEMA 4,70 Mostrar que la condicion necesaria y suficiente para que la integral de

Q
linea J;f »dr sea independiente de la trayectoria de integracion desde el punto P hasta el
punto (7 es que el campo vectorial continuo f satisfaga (4.129).

Solucion:  Para demostrar la suficiencia, supéngase que f+dr = V¢+dr = d¢. Entonces
por (3.120),

L o o
Figura 4.18b Una regién que no es Y por consiguiente, f f-dr = f dd = & (@) - ¢ (P). (4.130)
2 P

simplemente conexa,

Si ¢ es uniforme, el lado derecho de(4.130) tiene un valor definido que depende solamente
de los puntos extremos Py (J y no de la trayectoria.

' Q
Para demostrar la necesidad, supongase que J. f-dr es independiente de la’
trayectoria de integracion. Sea P

Q
é(@)-—f £-dr,
Q P

donde P es un punto fijo y { es un punto variable de R. Como la integral de linea es
independiente de la trayectoria, ( se mueve a lo largo de una curva que pasa por P sobre
la cual es continuo el vector unitario tangente T, (Véase figura 4.19). A lo largo de esta

curva, o o dr o
é:f f-dr-f f--—ds:f I-Tds
P P ds P

es una funcion de la longitud de arco 5. Asi que,

LR (4.131)
s ds ) .
p La curva PQ podria escogerse de modo que tenga una direccion dada en Q. Por consiguiente,’
Figura4.10 Soluerdn al problema (4.131) muestra que ¢ tiene una derivada direccional continua en cualquier direccién. Pero
4.70, do
— - V¢ T. (3.100
ds . ..

Ahora, comparando (4.131) y (3.106), - S




Calculo integral vectorial 123

(f~9¢)-T=0. (4.132)
Como (4.132) se cumple para cualquier direccion de T,
[-Vé=0, o [=Vep {4.129]

PROBLEMA 4.71 Si f=V¢ en todas partes de una region simplemente conexa R y Ces
cualquier curva cerrada de R, mostrar que

95 f-dr = 0. , (4.133)
C

Solucion:  Si f=V¢en todas partes de R, entonces por el problema 4.70, la integral de

h‘neaf f+dr es independiente de la trayectoria de integracion, Si la trayectoria de integracion
C

es cerrada, entonces £ = O en {(4.130). Asi que,

P
gS :.dr=¢ Vxﬁodr:f dé = $(P) - $(P) = 0.
C C P -

" Este problema-se resolvio en el pmb]ema 4.57 apllcando el teouma de Stokes 4 !04).
Obsérvese que (4.133) es vilido solamente cuando des una funcnon umfonne vy R.es
simplemente conexo. SiR no es snmplemente conexo, emonces es pos;hie te'ncnf V¢ y-
la cireulacion de f alrededor de una: lraye«.tona cerrada C en una reg:on R. puede noe scr

};ﬁ« ‘w~‘

Cero; 1.¢... podemos tener - éf dr#-'(l El pmbiema '4.72 ilustra este punto IR

ee lae B

PROBLEMA 472 Seaf=-

pe i'yz i +x2 -fy’ J- (a) Mostrar que f se puede expresar

como V¢, donde ¢ = tan™" (p/x}. (b) Calcular

!=(ﬁ [-dr
C

si C es un circulo de radio @ sobre el plano xy cuando su centro esta en el origen'y cuando
estd en (a, 8, 0) con &® + £2? > 4%,

Solucidn:  (a) Como ¢ =tan™! (¥/x),

3 Etan
{1 o

= i+ i
x* + y? x

=1

(b} Cuando el centro de C estd en el origen,

,93 s 93 Vs -dr-Gp do - o [‘ (”)]

La representacion paramétrica de C es

x=acos!, y=asent, z=0.
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Asi que,

2 y an m
I =J. d [tan“ (—)] =j dltan=* (tan #)] =f dt =2m £ 0.
o x ° o

El resultado no es cero porque la region definida para la cual f= V¢ no es una region
simplemente conexa, pues ¢ =tan"' (¥/x) no estd definido en el origen y la regidn esti
perforada en et origen.

Cuando el centro de C estd en (o, f, 0) su representacion paramétrica es

r=0+acost, y=FB+asent, z=0.

Por consiguiente,

i + asen (\|*7
o [ o (2)] e (B
o x O+ acos tfp

PROBLEMA 4.73 SiR es una region simplemente conexa, mostrar que la condicion
necesaria y suficiente para que V X f= 0 es que f= V¢ cuando f tiene derivadas continuas.

Solucidn: Sif=Vy¢,
Vxf=VxYb=0. [3.142)

Por otra parte, st V X f= 0, entonces por la solucion del problema 4.58, o por el teorema

de Stokes (4.104),
é f-dr=0
C

para cada curva cerrada simpie C de R. Por la solucion del problema 4.71, esto indica que
la integral de 1inea de f es independiente de la trayectoria de integracion y que f puede
expresarse como f=V¢.

' Ei problema 4.73 proporciona una manera simple de verificar si un campo vectorial
f es el gradiente de un campo escalar ¢. Esto se ilustra en el siguiente problema.

PROBLEMA 4.74 Dos campos vectoriales estdn dados por f=3y?i+zj+2vk y g=yzi +
xz j + xyk,. Determinar si estos campos vectoriales son los gradientes de campos escalares,

Solucion: Comof=3y%i+ zj+ 2yKk,

i Kk
4 4 0
(-] 2 £ 9
v dx dy dz
3y* z 2y
=i-6yj
£0.

Por consiguiente, { no es 2} gradiente de un campo escalar.
Como g = yzi + xzj + x)k,

1 ] k
Ve |2 8 @
dx dy 9z

Yz xz xy

=(x-x}i+(y=y)i+(z-2)k
= 0.



. Célculo integral vectorial 125

Por consiguiente, g es el gradiente de un campo escalar. Obsérvese que g =V (xyz +

constante).
PROBLEMA 4.75 Si en una region simplemente conexa R, V X f VXg, demosnm que

f=g+Vo.
Solucién: Como Vx 1=V x 8,
Vx{-g)=0
Entonces, por el resultado del problema 4.73,
I- g= v¢n :
y por consiguieﬁte,
[=g+Vo. (4.134)

U T w‘}ﬁ‘&'ﬁ’?"“?"‘*’“‘i’?@"

”""’éf"&u'?sﬂﬁ*“m‘m\a;} *Stf ] :

ITED

s w‘;é,;sz:m»% RS
- tres
AR '
,“@Q' g2l ,4‘% e R
“(l) F;’X%—;&w,%
e AT

PROBLEMA 4.76 Demostrar gue si existe un escalar X # 0 tal que Af sea irrotacional,
entonces

£-VxI=0 {4.136)
Solucion:  Si M es irrotacional, existe una funcién escalar ¢ tal que
Al =Vé.
Tomando el rotacional en ambos lados,
Vx{Al) =V~ (Vd)=0.
Pero por (3.156),

Vr AN «AV %+ VA x{=0

It

o sea
AV > [=-VAxt=1>VAi,
Si efectuamos el producto punto en ambos lados con f, obtenemos {por el problema 2.21).
ATV - I=1.1-VA =0
Como A no es cero,

1-V>1=0. .

Obsérvese que el reciproco es cierto también.

L
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PROBLEMA 4.77 Mostrar que un vector { que sea el rotacional de owro vector A, es
solenoidal.

Solucién: Sif=V X A, entonces por (3.143),
Vi=V-(VxA)=0;
por consiguiente, f es solenoidal.

e

L BE Una fu,;c,gn vectarml de potenad A en una n:gxbn es-pecxf'm R" es un camiab vecwrnl

= L,

~3para ei cuat un campo 3 vectonal soienmdal f satrsfnce

PRI

A YL AR
e

PROBLEMA 4.78 Sif es un campo vectorial solenoidal, mostrar que existe una funcior™™
vectorial de potencial A tal que
[=VxA. [4.138]

Solucidn:  Laexistencia de A se demuestra calculindolo. Sea f=f,i+ f33+ f3k y
A=A,i+ A,j+ A;zk. Ahora necesitamos mostrar que existen funciones escalares A,, 4,
y A5 tales que ’

=V x A,
0 sea
04 0A
fi=— 1 (4.139a)
dy oz
dA, JA,
f, = —~ _ 4.139%
Y9z dx ( %)
= 9494, 4.13%)
Uoax dy “.
Para haliar cualquier A, supongamos que 4, = 0; entonces,
dA JA
fi=— - 2, (4.1402)
ady dz
dA,
fy = = —, (4.140b)
dx
dA,
- f‘ = (4-]4&:)

Er
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Integrando s¢ obtiene

A, = J.x fy dx + g(y, 2),

A, =— f f, dx + gy(y. 2),
xg

donde g, y £, son funciones arbitrarias de y y z pero no de x. La diferencia de las derivadas
parciales de A3 y A es

2 * (afz Hf,) og, d4,
-t == — r—]dx+ — - .
dy dz _J: dy dz oy dz

dx

Por consiguiente,

dA, dA, _ x % dx s 94, dg,
J: dx dz dz

dy dz ,
g, dg, T
= K% 3, 2) = £k, 3, D) + = 2 .
63, 2) = ko, y, 2) + dz oz o
!
Para satisfacer (4.140a), .
0 0
[1=f1(x1y12)_f|(x01ylz)+ "'_g:" _gzu (4.]41)
dy iz

Como por hip6tesis, g2 y £4 son funciones arbitranas de y y z, (4.141) se satisface si

g =0, (4.142)

g = f " (e v, 2) (4.143)
¥

Q

donde y,, es una constante. Por tanto, si g; y g, estdn dadas por (4.142) y (4.143) podemos
construir A como

A - jf £(x, v, 2) dx

1]
+ k I:f’ f.{x,, y, 2) dy —J‘ f{x, ¥, 2) dx]. (4.144)
Yo xg

En esta demostracion, se han hecho varias selecciones arbitrarias; obsérvese también

que la region R* en la cual se construyd A se ha supuesto que es un paralelepipedo
rectangulo.

PROBLEMA 479 Si ¢y ¥ son escalares con segundas derivadas parciales continuas en
una region R, mostrar que

f=Vd V¢ {4.145)
es solenoidal en R,

Solucidn:  Por{3.157)y (3.142),
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V1=9.(Vé x Vi)
=Vy -V x (V)] =V - [V x (V)]
=0.

Por consiguiente, f es solenoidal.

- "
St AT

PROBLEMA 4.80 Demostrar ¢l teorema de unicidad.

Solucibn:  Demostramos este teorema por contradiccion. Supongamos que f y g son
dos vectores que satisfacen las condiciones dadas; i.e., si n es ¢l vector unitario normal a

S,
Vt=V.g, VxI=Vxg en R

f-n=g.-n sobreS.

Entonces haciendo h=f-g,

V-h=V.I-V.g=0
Vxh:VZI’—VVX§=0 } enk (4.146)
h-n=f.n-g-n=0 sobre § (4.147)
Como V X h =0, el vector h es irrotacional; i.e., si ¢ es una funcion escalar,
h=Voé. (4.148)
Ahora,
' V-h-V.(V$)=V'6=-0 enR (4.149)
h‘n=Vc_b-n=g§=0 sobre § (4.150)

Luego, haciendo ' = ¢ en (4.80),

2]
J:ﬂ‘ 6V +Vd>-V<z‘:)dV:ﬁd: —{;-ids {4.151)
R s n
b
ff SVid dV + ff IV 1*dV = g«;& 3 ds, {4.152)
R R s n

De acuerdo con las condiciones (4.149-50), (4.152) se reduce a

0 5¢a

ﬂ |V |? dV = 0. _ (4.153)
R
Pero como el integrando 1V¢ 1 no es negativo, 1V¢ 2= 0; .,
h-Ye - 0. (4.1

Por consiguiente, f = g, lo que contradice nuestra hipétesis original de que f y g fueran distintas.
Por consiguiente queda demostrado el teorema.
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4.11 Problemas suplementarios

PROBLEMA 4.81 Calcular f ¢drparagp=x’y +2y,de(1,1,0)a(2,4,0)alolargo
c

de (a) la pardbola y =x?, z =0,y (b)la recta que une (1, 1, 0} y (2, 4, 0).

Respuesta:  {a) [91/6,359/7, 0}, (b) [143/10,.429/10,0].

PROBLEMA 4.82 Calcular f fedr para f = yi + (x + 2)*j + (x —2)*k desde (0, 0, 0)
c

hasta (2, 4, 0) a lo largo de (a) la pardbola y = x*, 2 =0,y (b)la recta y = 2x.

Respuesta: (a) 32/3, (b) 28/3.

PROBLEMA 4.83 Calcular f f+dr para f = Zxp2i + 2(x%y + y)j desde (0, 0, 0) hasta
c

(2,4, 0) alo largo de (a) la pardbola y =x?, 2 =0,y(b}larecta y = 2x.
Respuesta: (a) 80, (b) 80.

PROBLEMA 4.84 Calcular f f+dr para f = 3xi + (2xz —y)j + zk desde (0, 0, 0) hasta
C

(2,1,3)alolargode (a)lacurvade x=2¢*, vy =1,z =41 —t,donde 0< < 1,y(b) la
recta desde (0, 0, 0) hasta (2, 1, 3).
Respuesta: (a) 71/5, (b) 16.

PROBLEMA 4.85 Calcular J’ f X dr para f = yi + xj desde (0, 0, 0) hasta (3,9,0) alo
c

largo de ta curva dada pory =x%/3,z=0.
Respuesta: [0, Q, 36).

PROBLEMA 4.86 Si a es un vector constante, mostrar que ¢ a~dr=0y {;ﬁ aXdr=0.

PROBLEMA 4.87 Sif=xi+ yj+ zk, calcular fffds donde S es la superficie cilindrica
5

representada porr=cosui+senuj+ vk, 0<u<2r, 0<v<1,dS=ndS,ynesel vector
unmitario normal exterior.

Respuesta: 2n.

PROBLEMA 4.88  Sif=4xzi+ xyz*?j + 3zKk. calcular ff f-dS,dondeS es la superficie

s
hmitada por z2 =x? + y*,2=0,z=4,dS =ndS,y nes el vector unitario normal exterior.

Respuesta: 320.

PROBLEMA 4.89 Sif=(y+z)i+(z+x)j+{x+y)kysS eslasuperficie del cubo

limitado porx=0,¥y=0,z=0,x=1,y= 1,z = 1, calcular (a) fds,
s

o [ v [fro

Respuesta (a) [6, 6,6], (b)O (©)0.
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PROBLEMA 490 Calcular f:[[ rdV, donde r es el vector de posicion y R es la region
R

limitada por las superficies x =0, y =0,y =6,z=4y z=x2,
Respuesta: [24, 96, 384/5].

PROBLEMA 4.91 Usando la representacion integral equivalente de V (4.57), verificar
que¥ X (pN=¢ VX f+ (Vo) X f.

PROBLEMA 4.92 Demostrar que si f =V¢ y V+f =0 para una region R limitada por S,
entonces
ff H}? dV = gqbf-ds.
R s

PROBLEMA 4.93 Calcular ﬁ (@ x* + b?y? + 2227V g8 sobre la superficie del
s

elipsoide ax? + by? +c2? = 1.
Respuesta:  4n/v/abc.

PROBLEMA 494 Sif=axi+ byj + czk, calcular g f-dS sobre cualquier superficie

s
cerrada § que encierre una region de volumen V.

Respuesta:  {a+ b+ c)b.

PROBLEMA 4.95. Si f = yi + xj + z%k, calcular J]‘j- V+fdV, donde R es la region

R
limitada porz = (1 —x2 = y2}*,yz = Q.
Respuesta: w2,

PROBLEMA 4.96 Si f=u(x, y)i + v(x, »)j, demostrar que

élxdr:kfjv-[dxdy,
c 3

donde C es una curva cerrada en el plano xy que limita una regién S,
|Sugerencia:  Aplicar el teorema de divergencia (4.58) a f sobre un cilindro de base S con
z=1]

PROBLEMA 4.97 Demostrar que el volumen encerrado por cualquier superficie cerrada

Ses
V- %gV(r’)-dS.

5

PROBLEMA 4.98 Usando el teorema de divergencia (4.66): calcular

J-f x dydz s y dzdx + z dxdy,
s

donde S es la superficie de la esfera x* + y* + 22 =1,y n es el vector unitario normal
exterior.
Respuesta. 47,
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PROBLEMA 4.99 Sea S la superficie frontera de una region R cuyo volumen en el
espacio es F y sea n su vector unitario normal exterior. Demostrar que

oo ([ xavae =[] i [ 2 en

5 s s

~

% ff x dydz + y dzdx + z dxdy
s

= lfjr-ds.
3

S

PROBLEMA 4.100 Siexiste ftix, y, 2)tal que Vigp=hoy V2 =hyenuna region R
limitada por §, demaostrar que

g DV -uVS).d8=0.

5

PROBLEMA 4.101 Si ¢ es armonica en una region R limitada por S, demostrar que
gd;Vcﬁ-dS = ﬂ. |V [ dV.
s R

PROBLEMA 4.102 Demostrar que

g .96 dV=gdr-dS—ffchV-IdV.

5 R

PROBLEMA 4.103 Demostrar que

sgjardhgrs as.

s

PROBLEMA 4.104 Sj a es un vector constante arbitrario v ¥ es el volumen de una regién
R himitada por §, demostrar que

ﬁn> {a~nNdS=2Va.

5

PROBLEMA 4.105 Sif={x? + v ji—(x?+3%)xj+ s’ + 27k, calcular? f-dr
c

donde Cesel circulox? + v2 =4% z=0.
Respuesta —2ma*,

PROBLEMA 4.106 Sif=(x? + p? =4)i + 3xyj+ (2xz + 2% )k, calcular ”v X f+dS,
5

donde S es la superficie definida por z =4 ~(x* + %), y nes el vector unitario normal
eX1eror.
Respuesta: —d7.

PROBLEMA 4.107 Laesferax? +y? + % =47 intersecta los ejes positivos x, v, z en A,
By Crespectivamente. La curva cerrada C consiste en
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tres arcos circulares AB, BCy CA. Sif=(y + z)i + (z + x} + (x + z)k, calcular directamente

¢ f-dr. )
C

[Sugerencia: Usar el teorema de Stokes (4.104) para verificar esta integral de linea
calculando una integral de superficie sobre (a) la superficie ABC det octante de la esfera
en el cuadrante positivo, y (b) en los tres cuadrantes de los arcos circulares de los planos

coordenados.)
2

Respuesta: —am

'PROBLEMA 4.108 Por ¢l teorema de Stokes {4.104) demostrar que A X (4¢)=0.

PROBLEMA 4.109 Demostrar que

?gbv.p-dhg V¢ x Vi - dS.

PROBLEMA 4.110 Usando el teorema de Green (4.110) para un plano, calcular

I=¢ (Bx + 4y) dx + (2x - 3y) dy,
c

donde Ces el circulo x% + y2 =4,
Respuesta:  —8m.

PROBLEMA 4.111 Usando el teorema de Green para un plano (4.110), calcular

I=¢ ay dx + bx dy,
c

donde @ y b son constantes arbitrarias y C esuna cur\;a regular arbitraria cerrada,
Respuesta: (b —a) A, donde A es el drea de la region limitada por C.

PROBLEMA 4.112 Cambiando variables de (x, ¥) a (u, v) de acuerdo con la transformacién
x =x(u, v),y = Y{u, v), mostrar que el drea A de una region simplemente conexa R limitada
por una curva cerrada regular Ces

Ml 9x,» f J‘ (x, y)]

A = B = —

lf T dudv 7 [(u’ | dudv,
R

donde el jacobiano de la transformaci6n es

ax ay

J[(x.w}:a(x.y): du  u

(u, v) dlu, v) . a_x ﬂ
v ©ov i

PROBLEMA 4.113 Demostrar que

fdexr:% ?r’ dr.
C

s

PROBLEMA 4.114 Demostrar que
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J‘J‘—I:—xc‘!S= ﬂ
r? r
c

s

PROBLEMA 4.115 Establecer la independencia de la trayectoria de integracion y
calcular
(4,2) y dx — x dy

x!

()

(1,—-1)

(17, 0,1)
(b) sen x dx + y* dy + e* dz.

€0,1.0)
Respuesta:(a) =372, (b) e+2/3.

PROBLEMA 4.116 Si Ceslacurvax? 4 % =g, demostrar que

é (cos x senh y = xy*) dx + (senx cosh y + x*y) dy = 0.
c

PROBLEMA 4.117 Hallar una funcién escalar de potencial pa}a el campo vectorial
f=(y+zcos x2)i +xj+ (x cos xz)k.
Respuesta: ¢ = yx + sen xz + k, donde k es una constante arbitraria.

PROBLEMA 4.118 Mostrar que un vector constante a tiene un potencial escalar ¢ =a-r
y un vector de potencial A = (a X r)f2. )

PROBLEMA 4.119 Considérese cualquier campo vectorial f tal que Vf=py VX f=¢,
El escalar p y el vector ¢ son funciones dadas de x, y, z; p puede interpretarse como una
densidad de fuente y ¢ como densidad de circulacion. Mostrar que si ambas densidades se
anujan en el infinito, el campo vectorial f se puede expresar como la suma de dos partes,
una irrotacional y la otra solenoidal. (Este se llama teorema de Helmholtz.)

PROBLEMA 4.120 Demostrar que si ¢ es arménica en una region simplemente conexa
cuya frontera es la curva cerrada C, entonces

évcb-nds=0,
<

donde n es el vector unitario normal exterior con respecto a C.
[Sugerencia:  Usar (4.112).]

PROBLEMA 4,121 Sih =% VX g,yg =V X f, mostrar que

(oo 3 oo o

R R

donde R es la region limitada por una superficie cerrada S.

Tt

¥



COORDENADAS
CURVILINEAS

ORTOGONALES

CAPITULD

Hasta ahora en nuestro andlisis vectorial, nos hemos restringido casi completamentc
a un sistema coordenado rectangular (o cartesiano), que ofrece como dnica ventaja que
los vectores base i, j, k son constantes. Sin embargo, es frecuentemente itil emplear otros
sistemas coordenados. En este capitulo desarrollamos expresiones para el gradiente,
divergencia y rotacional en estos otros sistemas coordenados.

5.1 Coordenadas curvilineas
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i 0

b ’sf K e N

? e pc . z
nammles iamtan"'_

eyt Y #wm x\l’-v =
oncntacién de puato gipunto,

i
PROBLEMA 5.1 Mostrar que s r =xi + yj + zk, los tres vectores unitarios
e,.e,.e,.enP tangentes alas curvas coordenadas u, v, w se pueden expresar como )
: o 1 ¢
u=_le’ V=L'._rv e =——£l (5-4)
h, du h, dv h, dw <
donde Figura 5.1 Vectores base para
h, = |25 Ir 9t (5.5) en general,
du dv aw

Solucién: Sir es el vector de posicion desde el origen de un sistema coordenado

rectangular hasta el punto P (x, y, z), entonces r=xi + yj + zk =r (x, y, z). Usando
(5.1), r puede expresarse también como una funcidn de i, », w;i.e.,

r=ru, v, w),

donde (i, v, w) son coordenadas curvilineas de P. Si v, w son constantes, entonces
(5.1) es la ecuacion paramétrica de la curva ¥ con parametro u. Por consiguiente, de
acuerdo con (3.40), un vector tangente en P a la curva i es dr/0u. De manera simijlar, - 4
ar/0v y or/dw son tangentes en P a las curvas v, w respectivamente.

- G AT nimgeTE
S = A% M‘*féi"%‘?:{g% SN -
En general, - % iguales s la unidad: ki
s e
) 8r A -|ard. ';;7:’,
‘v‘ ‘6” 1] L 4 a ¢

Obsémse que hu, bv, yh,, sonen genenl funcmnes dé u, v*
h # 0, y h,,-# 0, por consiguiente, e, e,, ¢, son también’ funmonesdeu.v w.

Vg

4
A 3T ?

PROBLEMA 5.2 ' Mostrar que los tres vectores unitarios e, ey, e, normales en P a las
superficies coordenadas v, ¥, w respectivamente, se pueden expresar como

e, = F}:‘ Vu, e, = Elj Vv, e, = Til_": VW-,' (5'6)
donde
=Vul|, H,=|Vv|, H,=|9wl| G-

Solucion:  Por el resultado del problema 3.31, vemos que el vector V u es perpendicular
ala superficie u(x, y, z) = ¢, en P. De manerasimilar, Vv y V w son normales a las
superficies v y w respectivamente. Por consiguiente, si

=|Vu|, H,=|Vv|, H,=|Vw]

obtenemos

1 1 1
"—_I: E:VV, e,:E—VW.

coordenadas curvil ineas

+ e
P
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Los conjuntos de vectoresa,, 83, 83 ¥ by, by, by son reciprocos si
a’m 'bn = amnp {1.10

donde 5, es la delta de Kronecker, De la secci6n 1.8, para conjuntos reciprocos de
vectores,

2, xa, &, X 8, a, xa,
R S N R R 1.114
. [a,9,8,]" b (a,2,8,]" ° [a,a,a,] [ )
_ b, x b, b, x b, _ b, x b, (1.115)
B O Y R T Y A Y ) '
1
{a,e,a,) - TSR [1.122)

PROBLEMA 5.3 Mostrar que dr/du, dt/dv, dr/d* y Vu, Vv, Vw son conjuntos
reciprocos de vectores.

Solucién: Como

UEU(XAYlZ)

= u[x(u, v, W)u Y(U: v, W)u Z(u, v, W)], (5'8)
diferenciando con respecto a u se obtiene
du 9x  9u dy , Ju fz _, (5.9)
dx du dy du Jz du
dr  dx dy . dz du du du .
C — = —i+=—=j+—k Vu=—1+— —k, pod esc
ome du du +6u1+6u y “ dx * 6yj+az podemos escn
(5.9) como
9 Gu-1. (5.10)
du
De modo similar
ar or .
— =1, —. =1. 5.11
7o Vv=1, w Vw ( )‘

Ahora, diferenciando (5.8) con respecto a v,

bu dx  du dy  du dz

du dx -0,
dx dv dy dv dz dv
0 s€a
r -Vu =0 (5.12)
dv
De modo similar,
or ar ar dr dar
L 9u=-0, Lgv-0 ZL.ygv-0 ZE. -0 2*. =0. (5.
ow Vu du vy ow Vv du Vw =0 v Vw=0. (.13

Siu=gq,,v=q,. w=qs, entonces (5.10-3) puede resumirse como

or
- '(vqu) = amn: (5‘14)"'
J 9m /
donde &,y es la delta de Kronecker. Entonces, por la definicion (1.109) de conjuntos
reciprocos de vectores concluimos que dv/du, 8r/dv, dr/dw y Vu, Vv,son
conjuntos reciprocos de vectores, )
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PROBLEMA 54  Mostrar que

or 1 a1 a1 -
_6:=EVVXVW, aV_ a VWXV"- Iw = o VUXVV, (S'ls)
1 /or dr 1 fdr oOr 1 for dr
= — | — —— = -— | — = —_ |/ e 1Y 5.16
Vu 3(av ) aw)' Vv=3 (aw g au)' Ve - g (au 8 av) (5.16)
donde
a={VuVvVwl=Yu.Vv xVw, ‘ (517
ar dr Odr ar ar dr 1
=z 2 —_— — = = 5.18
A= [Bu dv aw] du dv " Gw o (518)

Solucién:  Como los vectores 9r/du, 91/dv, or/fow v ¥V 1,V v, Vw forman conjuntos
reciprocos de vectores, 10s resultados de la seccion 1.9 se pueden aplicar. Por consiguiente
(5.15—6) se siguen directamente de (1.114—5). La relacion (5.18) se sigue de (1.122).

5.2 Coordenadas curvilineas ortogonales

e s S e R R St

mnMW&h%@Q
P SRy ¢ Y ORI

cano, 108 tres Vectores o el «ﬁ\

i
S R x,!{
A A%}v;" 3§ a”%
ﬁﬁgiwm \-:}}«’\g @

58" m«g z"(:&m

ﬁfze **’

% r%‘* : %Z‘%iim

i 2
éi% 5‘3{ R =

L que e,
: aff\i”aﬁfﬁ‘wg %é?*iy*’*% S 55
,%ww %‘ SE *??'i h »gm v o
L4 : .ux.f:t.q-,w ;ig [REte i

PROBLEMA 55  Si un sistema de coordenadas curvilineas es ortogonal, mostrar que

o AN
Ao iS,20)

e, =-ey, e, =86y, e, ==¢ty. (5.21)

Sol‘ucibn: Por el problema 5.3 sabemos que e, , e, ¢, y e, e, €, son conjuntos
reciprocos de vectores. Ahora, el sistema ortonormal e, e, , e,, satisface

e, =e,x@e,, €, -e,xe, e,=e,xe,. {5.22)

Por consiguiente, por los problemas 5.2 y 5.4, tenemos el resultado (5.21).

PROBLEMA 5.6  En un sistema coordenado ortogonal curvilineo, mostrar que

(a) S R T W (5.23)
H, H, H,
(b) e, =h,Vu, e,=h, Vv, e,=h,Vw, (5.24)
(©) (FuGvUwl = Yu-Tvx 9w - — L (5.25)
' huhvhw
Solucidon:  (a) Por (5.4} y (5.6) y puesto que (5.10) se cumple,
1 or 1 1 ar 1
eu g = — —). | — = —_ = —— .
v (h, au) (Hu v") b H, (au V") hoH, (5.26)
En un sistema ortogonal, por (5.21),
hulﬁu e, ey -¢e,-e, = 1.

Por consiguiente, , = 1/Hu. De manera similar podemos obtener h,=1/H, h, =1/H,.

e R B et el

4
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(b) Por (5.21), (5.6) y (5.23),

1

e, =ey = — Yu = h, Vu,

U H, " “
e, -g —LVv—h Vv
v - V—Hv - v r
e, =@ —-—]'—Vw—h Vw
w w HW w

{c) Por (5.24),
Vu:h—lueu, vv=h—1v'e,, V"':—hl,, e.. (5.27)

Por consiguiente, por (5.20),

[(VuVvVw] =Vu.VvxVw
1

=g, 8, X €,
h.h h,

" bbb

PROBLEMA 5.7 En un sistema coordenado curvilineo ortogonal, si s,,, s, §,,
representan longitudes de arco a lo largo de las curvas &, v, w demostrar que

(@) ds, = b, du, ds,=hy dv, ds.=h. dw, (5.28)
(b) (ds)* = (hy du)? + (By dv) + (b dw)?, (5.29)
© dV = hy by by, dudvdw, (5.30)

donde ds representa la longitud de arco infinitesimal entre los puntos (u, v, w)y
{u +~du, v +dv, w+dw)ydV es el elemento de volumen.
Solucidén:  Usando las longitudes de arco s, 5,, Sw.

dr dr ds, dr dr ds, or dr ds,

du udu'a=8sv dv’gi-v_:asw ds

du  ds .31

El vector unitario tangente a la curva C de longitud de arco s en cualquier punto Pesla
derivada del vector radio r a P con respecto a s. Asi que,

Jr ar or

=&, —_— = ev, = we 532 ¢
ds,, € gs, ds, € (332)
Por consiguiente, de (5.31) y (5.4) se sigue,
dr  ds, N Jr ds, 5 dr ds, 3
au = du e, =h,e,, 9 = dv e, =h,e,, b—; = d_w e. =h,,,e.,. (5-3 ),\/\
De modo que
ds, ds, ds,,
h,=—=, hy=—, h,= (534)

du dv T dw ’
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0 sez
ds, = h, du, ds,=h.dv, ds, =h, dw.

Asi que las coordenadas diferenciales du, dv, dw deben multiplicarse por A, &, h,, para
obtener longitudes de arco.
{b) Puesto que (5.33) se cumple,

dr= g_rdu+a—rdv+ﬁdw h,due,+h, dve, +h, dwe, (5.35)

u v w

Por consiguiente, la longitud de arco ds entre los puntos (, ¥, w) y (u +du, v + dv, w + dw)
es
ds® =dr-dr = (h, du}® + (h, dv)* + (h, dw)’

yaquee,, e, ¢, forman una base ortonormal.

(c) El elemento diferencial de volumen esun paralelepipedo, tres lados del cual son

los vectores
9 du-b,due, dven, dve, 2L dw-h, dwe,.
du dv dw

Por lo tanto el elemento de volumen dV es
dV = (h, due,)-l(h, dve,) x (h, dwe,)]
=[e,e,e,} b h, b, dudvdw
= h, h.h, dudvdw.

Enel i »|ﬂ~ﬂ'-“f~~ti l"& mgww wu}fﬁa‘%&’l""“"” w!ﬁ“\ I“’“ “;“
L e E, e s 12 td J%(!%A—V?» B s

'cmp,ci,z Emmm ’conwﬁa wum&’is “in em S
xmnhsmdenﬂamﬁnu,w wpm

s

et 0 LEE 2 ,wﬁwfw Feiin
N it $ SRR ‘“ym,»m:mﬁ&»m\» %—M‘f@i@;@
PROBLEMA 5.8  El sistema de coordenadas cilindricas se define por la transformacion

X=UCOSY, y=usnv, z=w, (5.36)

Los recorridos de v, ¥, w estdn dados poru20,0sv < 21r y—=<w<-,
(a) Determinar h,,, h, b, y los vectorese , e ,e . (b) Hallar H , H,H vy los
vectores e, €, (c) Demostrar que el snstema coordenado cﬂ:ndnco es ortoganal

Solucion: Por (5.2), el jacobiano de la transformacion es

cosv —=usenv 0
d(x,y, z)

J=— sen v wcosv 0| =u(cos® v+sent v)=u, (5.37)
I, v, w)
0 0 1
que no es cero, excepto sobre el eje z. La transformacion inversa es
u={x*+ y’)l‘/’. v = tan™! (Z), w =z (538)
X

(a) Como el vector de posicitn es
r=uycosvi+usenvj+wk,

sus derivadas parciales son
ar dr

r
— =cosvi+senvj, — ==usenvi+uwucosvij, — =k.
du dv dw
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Por consiguiente, los factores de escala son

h, = i!_ = (cos? v+ Sﬂl‘l2 v)% =1,
du
h, = or| . [(-u sen v? + (u cos v)*]% = u, )
dv
dar
hw= — =1'
ow
y los vectores base son
e 1 or . )
u'=-_ - = -lp
hu au cCos v1+8en v
1 dr .
e, = — — =-8eNn vi+cosv],
h, dv
1 dr
e, - — =L _x
h, 9w

{b) Por la transformacion inversa (5.38),

Vu-=

1 , 1 )
e Y xi+yij), Vv:m(-yi+xj), Vw = k.

Por consiguiente, los factores de escala son

HooWyle L1 __1_1
P+y) u A,
1
Hw=|VW|=1=-'I:,
y los vectores base son
1 -1
ey = — Vu= ——— (xi+yj)
H, (x* + y)4
1 .
= —(ucos vi+usenvj)
u
=cos vi+senv)
= €y,
ey=LVv=(x’+y’)%—1——(—yi+x])
H, (x* + %)
1 (-yi .
=—-——g-yx+x:)
{(x* + y¥

=l(_usenvl+ucosvj)
u

==-senvi+cosvij

= eVl
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{c) Efectuando el producto punto ¢, ¢, y e, entre elios,
e,-e, = (cos vi(-sen v) + (sen v)(cos v) = (,
e,-e, = (—sen v)(0) + (cos v){(0) + (0)(1} =0,
e, e, =(0){cos v) + (0)(sen v} + (1){0) = 0.

Por consiguiente, e,, e, €, son mutuamente ortogonales.

PROBLEMA 5.9  El sistema coordenado esférico se define por la transformacién

X=USN VCOSW, Y=UGSgenv SENw, 2 =uCOS YV, (5.39)
donde u>0,0<v<m 0<w<2n,
(a)Hallar h,, &,k ye,, e, ¢e,. (b)Determinar H, H , H, yey, ey, ey.
{c) Demostrar que el sistema coordenado esférico es ortogonal.

Solucién:  Por{5.2) el jacobiano de la transformacion es
SEN VCOSW U COSVCOSW —u Sen v senw.

ax, y,2)
= ———— = |S$nvsNw UCOSVSenw 1 Sen v cos w
dlu, v, w)
. cos v —-usen v 0
=u? sen v, (5.40)

que es diferente de cero en todas partes, excepto en el eje z. La transformacion inversa es
Y
L (x: + yl) 2 y
u=(x2+y*~+ )%, v =tan™} [————— , w=tan"'[ =], (5.41)
Zz X
{a) Como el vector de posicidn es
r=usShvcoswi-+-usen vsen wj - u cos vk,

sus derivadas parciales son

dar ) .
— =8N vcoswi+ Senvsenwj - cos vk,

du

dr . .
a—=uc05vcosw1+ucos vsenw J —u sen vk,
v

[

ar . .
a—:—u senl v sen w i + u Sen v cos w j.

w

Por consiguiente, los factores de escala son

o ,
h, = d_r = [(senv cos w)* - (sen v sen w)* + (cos v)’]l’l =1,
u
ar Z )
h, = Fy i ul{cos v cos w)? + {cos v sen w)* + (- sen v)*12 = u,
v
ar 2 1/
h, = T =ul(-senvsen w)* - (sen v cos w)*]? = ysen v,
w

v los vectores base son
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eu:—!——a—s-=senvcoswi+senvscnwjucosvk,
h, du

e,:Lﬂ—=cosvcoswl+c05vsenwj—scnvk,
h, ov
1 dr

e,=— — =—Senw i+ coswj.
h, dw

(b) Por (5.41),

Vu=—-——-—1—-;-(xl+y.i+2|l).
(xz-ﬂ—y’+z‘)é

Vv= - 1 lzxi+zyJ=(x*+ yOkl,
(xz+y1)/3 (x:+y24_z:)

Vw = o (=yi+xi)
ey )

Por consiguiente, los factores de escala son
1
H,=|Vu|=1=—,
u=Vul h

1 1 1
H,=|Vv|=s ———— =~ = —

(x*+ ¥y + z’)l”2 u h

1 1 1

Hw: ‘VWl = T = = —
(x’+_v’)4 uvsenv A,

L

y los vectores base son

eU=-1—Vu=—-——1——-—-—l—(xi+yj+zli)
H, (x*+ y? + 2%
=Ssenvcoswi+senvsenwj+cosvhk
=eul
1 1 . .
ey = — Vv= - - [2xi+zyi-(x*+y)kl
Hv (x? + },2)4 (x? - }.1 + oz
=cosvcoswl+cosvsen wj—sen vk
=eVl
1 .
ew=-l——VW=———-;7(-_Vl+xJ)
H. (x* + ¥

=—Senw i+ coswij
=e,.
(c) Efectuando ¢l producto punto de e, €, e, entre ellos,
e,-€, = SEN vCOS v COS® W + $én v Cos vsen® w —cos v sen v = 0,
e,.e, = —COS vCOS W 5¢n w + COS v sen w cos w = 0,

e,.-e,=—SeNwSEN vCOos w + cos w 5en vsen w = 0.

Por consiguiente, e,,, €, €, son mutuamente ortogonales.

PROBLEMA 5.10 Usando la relacién

ds)? = (dx)? + (dy) + (d2)? = h, du)® + (h, dv)* + (h, dW),

(5.42)
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hallar los factores de escala h,,, h,, h,, en coordenadas (a) cilindricas, (b) esféricas.

Solucion:  (a) Por (5.36)

dx = cos vdu —n sen vdv,
dy = sen vdu + u cos vdv,
dz = dw.

Asi que
(dx)® + {dy)P® + (d2)* = cos® v (du)® + u* sen’ v(dv)® — 2 u sen v cos v dudv
+ sen? v{du)® + v? cos? v(dv)® + 2u sen v cos v dudv
+ {dw)?
= (sen? v + cos® v)(Qu) + u? (sen? v + cos? V) (dv)? + (dw)?
= (du)® + (u dv)* + (dw)*
={h, du)* + (h, dv)* + (h,, dw)’.
Por consiguiente, h, =1, A, =u, b, =1.
(b) Por (5.39),
dx =sen vcos wdu + u cos veos wdv —u 58n v sen w dw,
dy =sen v sen w du + v cos v SN w dv + u sen v cos w dw,
dz = cos vdu -usen vdv.
Asi que,
(dx)’ + (dy) + (d2)*
= sen? v cos? w{du)® + u? cos? v cos® w(dv)® + u?® sen? v sen? w (dw)’
« 2y sen v cos v cos® w dudv—2u’® sen v cos v sen w cos w dvdw
— 2u sen? v sen w cos w dwdy
+ sen’® v sen® w {du)’ + u® cos’® v sen® w(dv)® + u? sen® v cos® w(dw)?
+ 2y senv cos v sen’ w dudv + 2u? sen v cos v sen w cos w dvdw
-~ 2u sen’ v sen w cos w dwdy
+ cos? vi(du) + u' sen? v(dv)? = 2u sen v cos v dudy
= [sen? v(cos? w + sen® w) » cos? vl (du)?
+ y?lcos? vicos® w + sen® w) - sen? v] (dv)?
~ u? sen? visen? w + cos? w)(dw)’
= (du) + (u dv}® + {u sen vdw)
= (h, du)® + (h, dv)® + (h,, dw)’.

Por consiguiente, h, = 1, h, =u, h,=u sen v. Obsérvese que (5.42) es cierto solamente
para coordenadas ortogonales.

5.3 Gradiente, divergencia y rotacional
eh coordenadas curvilineas ortogonales
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S
. PROBLEMA 6.11  Verificar (5.43).

Soluciébn:  El gradiente en las coordenadas rectangulares es

dx oy dz

Siy = 4 (u, v, w) = ¢ lulx, y, 2), vix, ¥, 2), wix, y, )], entonces

dy dy du Iy dv Iy dw

dx du dx dv 9x  ow dx’
dyy Jd¢ du Iy dv Y Iw
5y 9w By oy 3y dw 3y
dy dy¢ du dy¢Y dv d¢Y dw
6z du 0z v 9z @ 9w 9z
Por lo tanto,

v¢=6_¢v du du du a_:,b ov dv

PROBLEMA .12 Verificar (5.44)

i k —i
du \dx dy dz +6V dx ayj

Lagats

(3.110]
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Soluciébn:  Sustituyendo
Vu=ieu, Vv=Lp,,, Vw=hLe.., [5.27]
en (5.43),
Ty 1 du 1 v 1 dy
=— — — 8+ — T B,
v 1_,Bue""‘-.h‘, av +hw dw

PROBLEMA 5§.13 Verificar (5.45)

Solucién:  Sabemos quee,, ¢, €, forman una base ortogonal derecha. Usando (5.24),

e, =e,xe,=h,h, VvxVw,
e, =e,.xe,=h h, VwxVu, T (5.48)

e, =e,xe, =h,h, Vux Vv

Asi que,
f=fe, ~f,e,+f,e,
=h, hof, VvxVw + h b, f, Vw xVu +h,h,{, VuxVv. (549
Como _ ﬁ
V@D =071+ 1.Vs, (3.155] g
tenemos

V.f,e,) =V -(hyhyf, VvxVw)

=hohufu, V- (Vv xVw)+ (Vv xVw)-Vib, b, £,) {5.50)

Otra vez, puesto que
V-(f-g)=eg-(V=<H-1-(Vxg), (3.157]
y usando V X (V¢) =0 por (3.142),
Vi(VvryUw)=Yw - (V>Tv)=-Tv . (VxVw)=0.

Luego, por {5.44) y (5.48),
Vihoho f,) = hL diu (hob,f)e, + —1— —i (h,hufule, + % ;‘; (h.h,f)e,,

Vv Vwo —
hvhw

uw

e

u-

Comoe, *e,= lye, *e,=¢, - e, =0, tomando el producto punto se obtiene

(Vv s Iw) -V, hof)= ! 'i (h,h, f,)
h h, h, odu
Asi que
Vel e)s —— 2 aonot), (5.51)
huboh. du o

De modo similar (o por cambios ciclicos de indices),

L A (5.52)

v-([vev) =
hoh, h, dv

<3

"
L TeEyeAES
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V. e)e —— ‘;iw (hyhoby). (5.53)

h,h,h,

Sumando (5.51-3), obtenemos (5.45).
PROBLEMA 5.14  Verificar (5.46).

Solucién:  Aplicando (5.45) al vector V ¥, dado por (5.44), i.e., sustituyendo

p 1 dy¢ y 1 du 1 dv
“" h, du Y h, dv v h,, ow
en (5.45), obtenemos (5.46). .

PROBLEMA 5.15  Verificar (5.47).

Solucidén:  Usando (5.24),
r= fuel-l + f‘mrev + fwew

=hyf, Vu+h, £, Vv + byl Vw. (5.54)
Comeo

Vx(pD) =¢VxIT+(VdxI [3.156]
y VxVu=0

Vx(f,e,)=V = (h, f,Vu)
= (hu'fu)V xVu+ Vb, f,)xVu

- V(b £,) x Vu. (5.5,
Ahora, usando (5.44) y (5.27),
V(b £,) x Vs = hi, a" (B £) €y X € + h..lh., ;—v (o f.)e, x e,
1
e a

Comoe,,e,, e, forman una base ortonormal derecha,
e, xe, =0, e, xe,=-€,, €,xe,==8,,
¥y por tanto

Vo« (f,e,)=Vh, f,} xVu

1 d 1 9
= ——— — (h,f,)e, — — (h f)e,. 5.56
h,h, ow ( ) h,h, av( e (5.56)

w ity

De modo similar, o por cambio ciclico de indices,

1 0 1 2
v ({v ev)= o hv {v w v viel€y, 5.5
x x Bu( de hohe 9w hyt,)e (5.57)
Vxliwe) = —— % rot)en-—e L orde,.  (558)
hvhw 8v hwhu au woweTy

Sumando (5.56—8), obtenemos (5.47).

T AT T A T e e

o, u;v,~u,:w§{ ”%Wg EBE! > v S
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PROBLEMA 5.16  Usando la definicion de divergencia dada por

V-I[= lim L [.4S, [4.47]
AV -0 A

deducir (5.45).

Solucién: Sea P(i, v, w) el punto central del elemento de volumen curvilineo dV, como
se muestra en la figura 5.2, y sea

dV = h,h,h, dudvdw. {5.30]

Sif=f,e, +fe, +f, e, entonces el flujo para la normal externa a través de la superficie
ABCD para u constante es

—f by b, dvdw + % 5‘3- (L, b, B,) dudvdw, (5.60)
u
y a través de la superficie EFGH es
fohyh, dvdw + % a—a— (f b h,) dudvdw. (5.61)
u

(Desechamos los infinitésimos de orden superior.} Sumando (5.60) y (5.61), el flujo de
salida a través de las dos superficies para v constante, es

d
— (fu b, b, ) dudvdw. (5.62)
du
Sumando los resultados semejantes para las otras dos parejas de superficies,

g [.dS = [i (uhoh) s - (hoh) e 2 (f,,hubv)] dudvdw.  (5.63)
du dv odw

Dividiendo (5.63) por dV, dado en (5.30), se obtiene

1 b fl o
Veles ——— | — (b b)) - — (R hy) ¢ — (L by B,) . 5.45
huhyh, [du ¢ Y5 i aw D) 1545

PROBLEMA 5.17  Usando la definicién de rotacicnal dada por

n-VxB)= tim —--—¢ f-dr, [4.50]

AS=o0

deducir (5.47).

Solucién:  Sea f=f,e, + f,e, + [ e, secalcula primeroe, - (V X f). Considérese
una curva cerrada C, (ADCB) de la superficie # = constante, como se muestra en la figura
5.3. El elemento de superficie dS encerrado por C, es

dS = h, h, dvdw. (5.64)

La circulacion alrededor de la curva cerrada C,, es

D c B A
é l'-dr:f f-dr+f f.-dr +f f-dr +f f-dr.
[ A D c B

z

ds,, = hydw]

ds., = ’lvdv-

Figura 5,2

Elemento de volumen
curvilineo,

Figura 5.3

Elemento curvilfneo
de superficie,
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Descartando tos infinitésimos de orden superim;,
.
j f.dr=f,h, dv,
A

€ d
f f.de=f_h, + — (fuhy)dv |dw,
b dv

> ]
J fedr == |f,h, + 2= (F,h,) dw | dv,
ow

c

i

A
f £.dr==fuh, dw.
B

Sumando estos resultados se obtiene

tedr=|2 (tno) - 2= 6 o) | dvdw. (5.65)
< dv dw
Dividiendo (5.65) por dS, dado por (5.64),
(5.66)

e, (¥ x )= —— aiv (fo o) - % (b |-

v w
Por la permutacién ciclica de los indices se obtienen las dos componentes restantes de

VX f. En consecuencia,
1 _a— (flvhw)- _a—' (Ivhv)] e,
ow

fo:
vilw v
1 d d
— (f =7 \VUwlilwy v
+h,,hu [aw("h") £ (foh.)|e
1 d 0
— (,hy) - — (s by, w 5.4
+huh,[6u('b) av(h)e £5.47)

5.4 Sistemas coordenados especiales

5.4a Coordenadas cartesianas rectangulares (x, y, z}

et R et
Py WET para e

* 5
Yo st ViR
g% 3 &

s ¥




Pix,y, 2}
=Plo, ¢ z)
|
2
0 | S
o | y
) el
T 0
C)
l F 4
A
Ah
o
P
z i
‘ 0 1 >
@ \P / 4
PROBLEMA 5.18  Para coordenadas cilindricas circulares (p, ¢, 2),si ¢ = ¢ (p, ¢, 2), (b} ’
t=1frep+ fpeqs + 1k, calcular (a) (ds)’, (BYdV, (N, @V I, (e) VxT,
(f) V3. . - Figura 5.4 Coordenadas cilindricas
i lares.
Solucibn:  Por (5.29), (5.30), (5.44), (5.45), (5.59) y (5.46), e
(@) (ds) = (dp) +(p dop)* + (dz)’; (5.74) )
()  dV = p dpdddz; (5.75)
oy 1 dy o ) -
(c) V\b=£ep+;§$e¢+£k. (5.76) o 7
@ V.t 1 a(l 1 dfy df, 7
PR AP TR (5.77) o
e, pey k RS
113 9 29 ‘
===~ = =
@ Uxt=2l= 52 o (5.78)
Ip fg f,
1 faf, ot af, Of 1/di of
: --(=-52 fo = N2 (6.79) :

p \36 " 9z) % "\3z "3,/ % T p\T, " g

1 3/ ag\ 1 9% 9 : -
p o\ ap) pag (5.80)

(f) V=
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PROBLEMA 5.19  Hallar las relaciones entre i, j, k del sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares y ¢, €4, k del sistema coordenado cilindrico circular.

Solucién:  Por los resultados del problema 5.8,

ep=cospi+senoj, (5.81a)
ep =-sen ¢ 1 + cos ¢ §, (5.81b)
k=k (5.81¢c)
Por (2.70),
ep=(ep )i+ (e i+ (ep-k)k, (5.82a)
ey =(egp )i+ (eg-Ni+(eq Wk (5.82b)

Comparando (5.81) y (5.82},
ep-fi= s <] =8N o, -k = 0’
pedi=cos ¢, ep] ¢ ep (5.83)
ep-i=-sen ¢, eg-j=cos¢, ep-k=0.

La tabla 5.1 muestra los resultados de (5.83) en forma tabular,

TABLA 5.1 Relacion entre vectores base

rectangulares ¥ cilindricos,
1 i k
€y cos ¢ sen & 0
es —sen ¢ cos ¢ 0
k 0 0 1

Obsérvese que (5.83) puede obtenerse también de la figura 5.4 aplicando la definicién
de producto punto (1.25).
Usando (5.83), i, j, k en términos de e, ey, k son

i=(ireg)ep +{i-eg)es + (i-k)k

=cos P e, —sen ¢ ey, (5.84a)
i=(es)ep +(ireplep +(G-KIk

=sen ¢ ey +cos B ep, (5.84b)
k=k. (5.84c)

Usando notacion matricial, las transformaciones entre i, j,k y e,,e5,k, (5.81) y
(5.84) pueden escribirse respectivamente como

[eo] [cos¢d seng 01[i

es [=|-sen¢d cos¢ O[], (5.85)
k) L o 0 1Jik]
(ﬂ [cos ¢ -sen ¢ oTep

J|=|sen¢ cos¢ 0liep!. (5.86)
LkJ Lo 0 1]k

Debe recalcarse que los vectores unitarios €,, €, varian en direccion de punto a puntc

PROBLEMA 520 Si
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f=fi+hLi+hk="Fpeo +peq +1,k, (5.87)
hallar Ia relacidnentre 1, f2. /5 ¥ for f¢’ fs.
Solucion:  Usando (5.84),
f=fi+fi+hk
=f(cos P ey, ~sen ¢ ep) + f,(sench ep + cos p ey} + £k
=(f, cos & + [, sen P)ep + (~f, sen ¢ + £, cos p)eq + k. (5.88)

Como f =f e, + fy&4 + [3K, comparando coeficientes se obtiene

fp =1 cos ¢+, sen ¢, {5.89a)
fg = ~f, sen ¢ + f, cos @, (5.89b)
[ot, (5.89¢)

De modo similar, usando (5.81),
f=fpoep +fpep + 1,k
=fo(cospi+sen ¢ )+ fp(-sen ¢ i+cos i)+ Lk
=(fpcos ¢ - [y sén )i +(fp sen ¢ + {4 cos @) § + {,k.

Otra vez, puesto que f= f1i + f5j + f3k, comparando coeficientes se obtiene

fi =fp cos ¢ — g sen @, (5.90a)
fy=1tp sen & + {p cos @, (5.90b)
f, = f,. (5.90¢)

En notacién matrical, (5.89) y (5.90) pueden expresarse respectivamente como

£, [cos¢ sen ¢ O|[F ]

fo |=|-send coso 0|, (5.91)
1 L o o 14,
A [cos ¢ -sen¢ O p_

fil=|send cosé 0| fgl. (5.92)
L 4, L 0 0 10Lf,

Comparando (5.85) y {5.91), (5.86) y (5.92) observamos que las transformaciones de los
vectores base y las componentes de un vector tienen la misma matriz.

PROBLEMA 5.21 Transformar f = xi + pj + zk en coordenadas cilindricas circulares.
Solucion: Comof, =x,f,=p y f5 -=2,p0r(5.89),
fp=1f cos¢+f,sen p=1xcos ¢ +ysend,
fg = ~f, sen¢p + fcos & =~x sen + y cos ¢,
f,=f =z
Sustituyendox =pcos ¢ y y =psen ¢,
fp=pcos’+psen’ch=plcoste +sen* ) = p,
fgp=-pcospsend +psen ¢ cos ¢ =0,
f, =2z
Por consiguiente, f=pey + zk.

Solucidon alterna: Usando (5.84),
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xi+y}+2zk
x(cos pep—sencheg)+ y(sen ¢ e, + cos ¢ eg) + zk
(xcos @ + ysen d)e, +(—xsen ¢ + y cos Pp)ey + zk.

It

Sustituyendox =p cos¢ e y = p sen ¢,
f=p(cos’ P +sen® @)ey + (-p cos ¢ sen ¢ + p sen & cos P)ey + zk

=pep + zk.

1
PROBLEMA 522 Transformar f = — e, en coordenadas cartesiamas rectangulares.
p

Solucién: Comof, = 1/p, fp, =0,y f3 =0, por (5.90),
[, = fpcos ¢ - ¢ sen ¢v=%cos &,

f,:fpsen¢+f¢cos¢a=%sen¢,

. f,=f=0
¢ % L * Yo ¥
Sustituyendo p = (x* + y)?, cosp=—= —, ysenon ¢ =~ = ,
P+ yH% P (x*+yH%
[ X x f y Yy
™o P(:;::;z; ®) et xrayt T pt xtey?
Por consiguiente,
i
[ X i Y
+
o | (x+y) ()
X } . » Solucion alterna: Usando (5.81),
I // Y y
N~ 1 1 os ¢ sen ¢
. f--ep=—(cosdi+send]) = i+ i.
P p P
kg
{a) Por consiguiente, sustituyendo cos ¢ = x/p, sen ¢ = y/p, y p*> = x? + y*,
A x oy x y

f==i+ 0=+

P xt+y x* +y?

5 4c Coordenadas esféricas {r, 0, ¢)

(b}

Figura5.5 Coordenadas esfénicas.
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PROBLEMA 5.23  Para las coordenadas esféricas (r, 8, ¢),si ¢ = ¢(r, 8, ¢)

¥
f=-fe +fsez+ fpeq, calcular (a) (ds)’, (b) dV, () Vy, (V- I, (e) 7 x f,

(6 V.
Sotucién:  Por (5.29), (5.30), (5.44), (5.45),(5.46), y (5.59),
(a) (ds)? = (dr)? + (r dO)? + (r sen © dg)%; (5.95)
{b) dV = r? sen 0 drdfdg;
EY 1 dyr 1y
h=—e, + — — - — eg; 5.96
() v dre+r c':'Oe'EVrrsaané’-:'Seqs ( )
: 1 J ) ET
(d) V-r—.rzsena[sen@a—r(rf,)+r5-é(sen6f,;)+r$
14 1 4 1 dfy
s — () e —— — - —_— 2 5.97
557 TG 35 (N0 fo) Tend e (597
e, reg rsenfegy ‘
1 0 4 ]
fe—— | Z = |, 5.
(e) Vel el a0 e (5.98)
{, r15 r Sern Of,b
por tanto
. 1 [a . afg] 1[16!,6[]
T send 66(sen ‘b)_&cs € lseno 8¢a_6r(r ?)| @6
12 { il 5.99
5. (te) - 5] &2 (3.99)
1 d A 4 (M) 1 d%
f O _— E I £ o— |y ee———
O v rzsena{mgar(' ar) oo(“")aa sen 0 6&]
1 J ( 1&,&) 1 d ( gc?d;) 1 ay 00
g \" a) e s a0 \*"050) g ag G100
PROBLEMA 5.24  Usando (5.96-100), deducir
(a) Vi) = Fle)e,, [3.165]
(b) V-l = 3i¢r) - e£7(r), [3.166]
(e) T x[f(r)r} = 0, (3.169]
(d) V() = f- £(e) + £7(0). (3.170]
Solucién:  (a) Por (5.96),
di(r)

Vi) = "'-C_i— e ={"(re,.

T

{(b) Como r=re, y f(r)r = rf(r)e,, entonces por (5.97),
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-Unrt V-l (n)e,)
10,
Tt gy (ol
1 .
T, [3r21(r) + P21 (0))
- 3(r) - rI(0).

(c) Por (5.98),
v~ il ¥ xlef(ne,l

e, reg rsenfie.

’ 1 q "’.
risenf) | I d0 9e
rf(r) © 0
0.
{d) Por (5.100),
1 4 (N(r))
2 - 7 __L
Vi - 5 ar( or
L )
r T
l -~

(2r1°(e) + 72 £77(0)]

r

=N~ {7(n).

PROBLEMA 525 Hallar las relaciones entre i, j, k del sistema coordenado cartesiano
rectangular y e, eg, € del sistema coordenado esférico.

Solucién:  Por los resultados del problema 5.9,

e, =senflcos &i~sentsendij-costk, (5.101a)
e: " cos ! cos & i . cos 0 sen &b j — sen G Kk, (5.101b)
€. -—send i~cos & J. (5.101c)
Por (2.70),
e, (e.-i)i+(e.j)j+ (e kK, {5.102a)
eg= (eg-i)i+(eg-Pij+ (eg-k)K, (5.102b)
es - (er-Di+(ey-Ni+(ep- kK. (5.102¢)

Comparando (5.101) y (5.102),
e -i-senflcosch, e,-j=sen ! sen, e,k - cos (),
ea-i-costlcos b, eg-j=cosfOsingd, ez-k -~sent), (510"
es-i--seng, ez-j-cos ¢, ep-k =0,

Los resultados de (5.103) estdn tabulados en la tabla 5.2. Las relaciones (5.103) se pueden
obtener también de la figura 5.5 aplicando la definicion del producto punto (31.25).
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TABLA 5.2 Relacidn entre vectores base

rectangulares y esféricos,

. i i k
e, sen 6 cos & sen f sen & _cos §
e: cos 6 cos & cos 0 sen & —sen 6
e. - send cos ¢ 0

Usando (5.103) pddemos expresar ahora i, j,k en términos de e,, eg, ey, ie.,
={i-e)e, +(i-eges+{i-eplec
=sen & cos ¢ €, + cos Gcos & eg — sen P €y, (5.104a)
i=(@-e)e, ~(j-eslez+{i-eq)ey
sen @ sen ¢ €, + cos 0 sen ¢ eg + cos @ eg, {5.104b)

]

-
It

(k-e)e, + (k-eg)eg ~(k-egleg
=cos B e, — senf egs. (5.104c)

. T S T T R
Obsérvese que los vectores umtmos e,, €g,65va um en dngcu&n :
mientras que los vectores unitarios i, j, k' manuenen sus dueccmm ﬁ}as:
7 SEEL e G
En notacion matricial, las t.mnsfomcloms ent LTI

yeries
pueden escribirse, tespecuvaxmnte comio’ o

e, T sen 0 cos ¢ senB
el = |cos 6 cos- X 36053 sen' - _-*si:i‘l‘a: :
eg | -send

i sen 6 cos ¢ cos & cos: - —sen
§l=lsen@ send cosOseng t
| cos @ -sen @ 0.

PROBLEMA 5.26 Hallar las relacionesentre f; f5, fa v [, fo. fo, 8i
f=fii-f,i~fik="Fe ~{fsez~fses. (5.107)
Soluciéon:  Usando (5.104),
f=fi+fj~fk
=f(senfcos & e, +cos O cos & eg - sen ¢ eg)
+ f,(sen 6 sen & e, ~ cos 0 s¢n & e, . cos ¢ ey)

+ fy(cos B e, - senf egz)
=(fysen O cos & + f, sen 0 sen & + {, cos G)e,

~(ficosflcos &+, cos ! send~ f, sen O)ey

+{-f,sen @ + {, cos P)e,. (5.108)

Comof={,e, - fge, + {;e,, comparando coeficientes se obtiene )
) f,=1 sen @ cos ¢+ f,sen A sen & + f, cos #, {5.109a)
fg=1f coslcosch+f,cos ¥ sench -1, senb, (5.109b)

fz - —f, %0 & + f, cos 6. {5.109¢)
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De manera similar, usando (5.101),
f=1fe, +fgeg+fpey

=f,tsenfcos i +sen O sen ¢ j + cos 6 k)
+fo(cos 6 cos ¢ i+cos @ sen & j - sen G k)
+fg(-sen g i+ cos & J) |

=(f, sen B cos ¢ + fgcos € cos ¢ -~ Fpsen )i
+(f,sen @ sench + fg cos @ sen & + {4 cos )
+(f, cos 6 - fgsen B)k.

Otra vez, puesto que [ = f,i + £, j + {,k, la comparacién de coeficientes da

F=f,%n0cos ¢ + {5 cos 6 cos ¢p - {3 sen o, (5.110a)
f;=f,sen 8 sen ¢ + f5 cos @ sen ¢ + {4 cos @, (5.110b)
f,=f, cos - fgsen 6. (5.110c)

n matricial lax transformacinies ?f;sfy*tssﬁ“o“* :

PROBLEMA 5.27 Transformar f = xi + yj + zk a coordenadas esféricas.
Solucidon: Comof, =x, fa =¥, f=z,por(5.109) 6 (5.111),
f,=xsen®cosch+ v sent sencd + z cos 6,

fo=xcos@cos ¢ +ycos @sen¢h-2z send,

—X 5eNn ¢ + y cos .

—_
<
n

Sustituyendo x =rsenfcos ¢, y=rsen@send, y z=rcosb,
f,=rsen’ O cos®p + rsen? @ sen® ¢ + r cos? @

r sen’ 0 (cos’ & + sen’ @) + r cos* @ = r(sen® @ + cos?® )

=f,

fo=rsen0cosfcos’+rsendcosBsen’d —rcos 6 sen
=r sen & cos O(cos’ & + sen® p — 1)
=0
fo = —r senf sen & cos ¢ + r 5en Gsen ¢ cos ¢
= 0.

Por éonsiguiente, f=1le =re,.

PROBLEMA 5.28 Transformarf = —1—5 €4 acoordenadas rectanguiares.
r sen
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Solucién:  Usando (5.101c),

] 1 1 ( . . senéd | cos @
_r—se_nge‘:‘:rsenﬁ—sen‘m*cosd)])_—rsen9’+rsin61'

Ahoraporx=rsenf cos¢,y=rsenfsen¢, z=rcosd

y i 2 2 2
sen = — cOS = xt s =rtsen?g,
¢ rsend’ ¢ rsenf’ d
Por consiguiente,
Y : X . y . X
= - i+ i=- i+
rlsen? g ri’sen? @ x4 y? x?+ y?

PROBLEMA 5.29 Hallar las relaciones entre e,, €4, k del sistemna de coordenadas
cilindricas circulares y e,, &g, €4 del sistema coordenado esférico.

Solucidn:  Sustituyendo (5.84)en (5.101)
e, = sen 0 cos d(cos ¢ e, — sen ¢ ey) + sen 0 sen d(sen ¢ e, + cos @ eg)
+ cos Bk
= sen O{cos” & + sen’ ¢ Je, + (—sen ¥ cos & sen & +sen € sen & cos pley
~cos UK
=sen 0 e, + cos 0K, ‘ (5.113a)
2 =cos 0 cos d(cos ¢ e, — sen o> ey)

+cos 0 sen d(sen ¢ e, + cos ¢ ep) — sen Hk
- cos f(cos’ ¢ + sen’ ) e, + (~cos @ cos ¢ sen ¢ + cos 6 sen ¢ cos Plegy

-~ sen §k
- cos 0 e, — sen Gk, ' (5.113b)
ey -—senc¢(cos d e, - €N ¢ ey) + cos A(sen d ey + cos b ey)

=(~send cos & + cos @ send)e, + (sen’ S - cos’ dley

ey, (5.113¢)
De manera similar, sustituyendo (5.104} en (5.81),
e.=senfle,~cos Jez, {5.114a)
s - eg, {5.114b)
k=cosfe, —sentes. {5.114¢)

Usande notacion matricial, (5.113) y (5.114) pueden expresarse respectivamente como

e, ] [sen6 O cos 6] [e,]

ez|=|cosf 0O —senf |ley|, (5.115)
Le«] L O 1 0 |k
(e, | [sen6 cos6 0}[e, ]

es|=| © 0 1]les | (5.116)
Lk {cosf -sené 0| e,

Las ecuaciones (5.115—-6) se pueden obtener también ficilmente por simples operaciones
de producto matricial usando (5.105), {5.86) y (5.85), (5.106) respectivamente.

VR R Pt ale et Yo
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e
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5.5 Problemas suplementsarios

PROBLEMA 5.30 Mostrar que el jacobjano

J(x'y'z) =huhvhwv

u,v,w

asi que el elemento de volumen d¥ dado por

¥z

u,v,w

dV =] ( )dudde

es h, h hdudvdw, de acuerdo con (5.30).

PROBLEMA 5.31 Usando coordenadas curvilineas y la identidad vectorial
V-VI=VH=F(V-1)-Vx(VxT), [3.164]

obtener la forma curvilinea del vector laplaciano v 2f.

PROBLEMA 5.32 Mostrar que la definicion del inregral de volumen del operador V

dada por
1

b 1= lim — ni 1dS [4.57)
v svao AV
5
lieva a la expresion
1 d d d e
= — (h,h +=(hy by e, ~ =—{h,h, e, LT
v . [au(h" weu b D-—m(huhie, i o= (hhoe, 1)]

PROBLEMA 533 Usando la forma del operador ¥V dada en el problema 5.32,
hallar 7 ¢, 7 « f,y X f; mostrar también que se reducen a (5.44), (545)y (5.47)
respectivamente.

PROBLEMA 5.34 En coordenadas cilindricas circulares (p, ¢, 2), si el campo

vectorial f es
[(P! ¢) = fp(P.Of’)eo - !tb(P: d’)e;’i ’

mostrar que V X f tiene solamente una componente Z.

x
PROBLEMA 5.35 Transformar f= —i a coordenadas cilindricas circulares.

Respuesta: cos cotd e, - cos & ez,

PROBLEMA 5.36 Transformar f = pe, + pe,, a coordenadas rectangulares.
Respuesta:  (x—y) + (x + y}j.

PROBLEMA 537 Mostrar que las siguientes tres formas, en coordenadas esféricas,
de V 2y/(r) son equivalentes:

1 d [, dyn
— = 1
(@) r? dr [r dr ] !
(b }:—r, fre (),

o) 2 dy(n
e

C
N dr? r dr

.’]\ WL
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1
PROBLEMA 6.38 Transformar f = — e, a coordenadas rectangulares.
: r

x y z
Respuesta: i+ k.

+
2 2 2
x*+yi 42t ¥ +yty 2? *+y'+z

PROBLEMA 5.39 Para las coordenadas cilindricas elipticas (u, v, z) la transformacion
entre las coordenadas (x, y, z) y {i, v, z) estd dada porx=a cosh ucosv, y=a senhu
sen ¥, z =z, donde 4 es una constante. .
{a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son:
(1) cilindros elipticos, u = const, 0 u <=;
(2) cilindros hiperbdlicos, v = const, 0 <v <27 ;
(3) planos paralelos al plano xy, z = const, —= <z <=,
(b) ;Es ortogonat este sistema?
(c) Hallar los factores de escala.
Respuesta:  (b) 8i. (c) h, = a(senh? v +sen? v)VJ, h, = a(senh? y + sen? V)y]’
hz = }.

PROBLEMA 5.40 Para las coordenadas cifindricas parabolicas (¢, 1, 2}, la transformacion
entre las coordenadas (x, ¥, z) y (¢, n, z)estidada por x=&n, y =% (m* -E*),z=z
(a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son:
(1) cilindros parabdlicos, £ = const, —= <§ <~ ,
{(2) cilindros parabdlicos, 7=const, 0 < <~
(3) planos paraletos ai plano xy, z =const, —= <z <=,
{b) Hallar los factores de escala,

Respuesta:(b) hg = (&% + qz)l/z, by = (£ + qi)‘/z, h, = 1.

PROBLEMA 5.41 Para las coordenadas esferoidales alargadas (u, v, ¢), 1a transformacion
entre las coordenadas (x, ¥, ) y (4, v, @) es x =2 senh & sen v cos ¢, ¥ = a senh u sen v sen ¢,
z =@ cosh u cos v, donde # es una constanta.
(a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son:
(1) esferoides alargadas, u = const, 0 S u < =;
(2) hiperboloides de dos hojas v =const, 0 < v <7
(3) semipianos por el eje z, ¢= const, 0 < ¢ < 27.
(b) Hallar los factores de escala.
Respuesta: (b) h, = a(senh? u + sen? v.r)55 = a{cosh’u - cos? v)%,
h, = a(senh® u + sen? v)l/’,

hy = a senh u sen v,

PROBLEMA 5.42  Para las coordenadas esferoidales achatadas (u, v, ¢), la transformacion
entre las coordenadas (x, ¥, z) y (u, v, ¢} es x =a cosh u cos v cos ¢, y =g cosh u cos v sen ¢,
= g senh u sen v, donde 2 es una constante.
(a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son:
(1) esferoides achatadas, # = const, 0 St < =;
(2) hiperboioides de una hoja, v = const, — % <v<

N

(3} semiplanosporel eje z, ¢ = const, 0% ¢p< 27,
(b} Hallar los factores de escala.
Respuesta: (b) h, = a(senh? u + sen? v)'/l = a{cosh? u - cos? v)V’,
h

v

ke

a(senh? v + sen® v)%,

a cosh ucos v.
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PROBLEMA 5.43 Pan las coordenadas parabdlicas (£, 1, ¢), las ecuaciones estin dadas
porx=¢ncos¢, y=insend, z=%(n* —-§).
(a) Mostrar que las familias de superficies coordenadas son:
(1) paraboloides alrededor del eje positivo z, § =const, 0§ <~ ;
(2) paraboloides alrededor del eje negativo z, n =const, 0K <=}
(3) semiplanos por el eje 2, ¢ = const, 0 < ¢ <27,
(b) Hallar los factores de escala.
(c) Mostrar que e; X e, = —¢y
Respuesta: (b) hg = (&~ nd% by = (& +7)% hg = £

PROBLEMA 5.44 Verificar que en coordenadas cilindricas.
Vinp=Vx (ko). -

PROBLEMA 5.45  Verificar las siguientes relaciones en coordenadas esféricas:
(@) V % =Vx{cos 8Vg); () V=Y x(rV6/send).

PROBLEMA 5.46 Usando ¢l métodode multiplicacion matricial, deducir (5.115-6)a
partir de (5.85-6) y (5.105-6).

PROBLEMA 5.47 Expresar 3/0x, 8/3y, 0/9z en coordenadas esféricas.

Respuesm.'_a._ =sen @ cos ¢ 9 4+ cos O cos 6 - = - ——X L,

ox dr r dd rsenf od¢
9 —senfseng d +cosfseng L O  Cose 9
dy I r 36 rsenf 9¢

9 _cos6 9 _sengl 2.
dz dr r of

PROBLEMA 5.48 En la seccién 3.5
x=x(u v), y=y(uv), z=z(yv [3.78]

se interpretan como ecuaciones paramétricas de una superficie § en el espacio. Pueden
considerarse como un caso especial de {5.1) en la cual w es una constante; la superficie
S corresponde entonces a una superficie w{x, ¥, 2)= const. Las coordenadas curviliness
sobre Ssonu y v. Sear=xi+ yj +zk. '
(a) Demostrar que las curvas ¥ = const, v = const, se intersectan en dngulos rectos, -
de modo que las coordenadas son ortogonales si y s6lo si
dx dx L9 dy 0z 9z

Yoy 90202
G ov  ow Ov  3u Iv

{b) Mostrar que el elemento de un arco sobre una curva u = u(t.), v = v(t) sobre
Ses ds* = E du? + 2F dudv + G dv}, .
E = |9t/d4" F =(3t/du) - (3r/dv), G = |ar/ov|>.
(c) Mostrar que las coordenadas son ortogonales cuando
ds?= E du® + G dv*.

(d) Mostrar que el irea de 1a superficie § es

. S- f VEG = F7 dudv.

Ryy -
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Respuesta: gz + % + -]2- v? =¢, donde ¢ es una constante.

PROBLEMA 8.30 Mostrar que, sin pérdida de generalidad, la funcion () de (8.39) se
puede igualar a cero.

[Sugerencia: Como v = V¢ podemos agregar a ¢ cualquier funcién de tiempo. Se sustituye

¢ por ¢»+J’c(t)dr.]

PROBLEMA 8.31 Si el fliido es incompresible y su movimiento es 2-dimensional, mostrar -
que existe una funcion de flujo ¥ (x, y) tal que

v o

Vo == —,

v, = . —,
dy ox

donde v = ¥,i + ¥,j es la velocidad del fliido.
PROBLEMA 8.32 Si el movimiento del fliido es 2-dimensional, incompresible e

irrotacional, mostrar que ia funcién de flujo ¥ (x, y) del problema 8.31 satisface la
ecuacion de Laplace.

PROBLEMA 8.33 Siun fliido es incompresible y tiene una vorticidad constante £2,
mostrar que

<1
<
n
e

donde v es la velocidad del fldido.
(Sugerencia: VX {(VXv)=VX 1=0]

PROBLEMA 8.34 Si el campo de fuerza externa que actta sobre un fliido es conservativo
y la densidad del fliido depende solo de la presion del fldido, entonces demostrar la

ecuacion de Helmholtz
2(9 _ E.V)v_
dt \p p

[Sugerencia:  Véase problema 8.19 y Gsese la ecuacion general de continuidad (8.4).]

PROBLEMA 8.35 Mostrar que las lineas de vortice o tubos de vortice no se pueden
ticiar o interrumpir dentro del fldido; asi que o son cerradas o llegan a la frontera,

PROBLEMA 8.36 Para el flujo irrotacional de un fliido incompresible en la region R
limitada por § y un campo conservativo de fuerza externa, i.e,, f = —VV, mostrar que

?: ﬁva-dS-;-ﬁpv-dS.
t

En otras palabras, la raz6n de crecimiento de la energia cinética de un cuerpo fhiido es
igual a la suma del trabajo de las fuerzas externas y las presiones que actdan sobre su
superficie.
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9.1 Ecuacién de continuidad
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PROBLEMA 9.1 Usando el primcipio de conservacion de carga, deducir la ecuacion
de continuidad.

Solucién:  Sipir. fyes la densidad de carga, entonces Ja carga total ¢ dentro de una
region R encerrada por S es

Q- p dV. (9.5
Ahora, por (9.2},

220
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gJ-dS: ﬁJ-ndS (9.6)
s s

es una medida de la razon a la cual la carga sale de R a través S, pues n es el normal hacia
afuerade S.
Sin embargo, la razén a la cual decrece la carga en R es

Bt e e

En (9.7), debemos usar dp/dt dentro de la integral, pues p (r, ) es una func1on deryt

lgualando {9.6) y (9.7),
dp '
‘gJ-dS=— fj — dV, (9.8)
dt
5 R

Por el teorema de divergencia (4.58),

gJ-ds= J]]V-JdV; (9.9)
R

s

asi, (9.8) se puede escribir como

fﬂ (v.u';—f) dv = 0. (9.10)
R .

Como (9.10) vale para cualquier region R, el integrando debe ser cero;ie.,
v 2% [9.3)
gt

Usando (9.1}, (9.3) se puede expresar como
Ip [9.4]
T-(pv) + 3" 0.

Por analogia con la ecuacton correspondiente de continuidad de dinamica de los flaidos
(8 4),{9.3) 6 (9.4) se dencmina usualmente la ecuacién de continwmdad.

9.2 El campo electromagnético
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PROBLEMA 9.2 Mostrar que (9.18) se puede deducir de (9.16).
Seolucidon: Tomando la divergencia de (9.16).

V@ E-7.{ 8]0
at

como G - (VX E)=0por(3.143).

B
V- (V<xE)=-V. 3/ 0. {9.20)

S1 tudus las derivadus de B se suponen continuas. intercambiando la diferenciacion con
respecto al espacio v al tempo se obtiene

VaB a(B 0
\or/ 5 VB-0 ‘

por tanto. ¢n el tiecmpo,

V-Bac.

~

T



p——

Aplicaciones a la teoria electromagnética 223

donde ¢ es una constante. Sien cualquier ocasién pasada B =0, esta constante debe ser
cero. Porque puede suponerse que el campo originado en algun tiempo anterior,

V:-B=10.

PROBLEMA 9.3 Mostrar que (9.19) se puede deducir de (9.17) con la ecuacion de
continuidad (9.3).

Solucién:  Tomando la divergencia de (9.17),
D
V- (VxH)-V- 3 =V-J,

o. puesto que V * (v X H) =0 por (3.143) y

v (an) 0 (V-D (9.21)
ot/ "5V D '
si suponemos que todas las derivadas de D son continuas,

V-J+;—t(V-D)=0. (9.22)

Ahora, usando la ecuacion de continuidad (5.3),
d
—_(7-D - =0
Y Y p)

o sea que en el tiempo, si ¢ es una constante, entonces
V-D-p=c.

Como antes, si el campo originado en algin tiempo pasado y como todas las cargas
pueden removerse de cualquier region finita del espacio, esta constante debe ser cero;
entonces,

V-D=p,

Obsérvese que, por el argumento de la anulacién de los campos y la densidad de carga
en aigin tiempo dentro de una region finita del espacio, las dos ecuaciones de divergencia
{9.18-9) no son relaciones independientes si se supone la conservacion de carga. Este
argumento no es necesario desde luego, pues las ecuaciones de Maxwell (9.16-9) estan
sujetas a verificacion experimental independiente.

T T TR

La lev de induccion de Farmlav establece qun b fuerza

n
rE

T cui,a,s 1%" [

Sw"m - _..>uwa,‘~. CB

PROBLEMA 9.4  Usando (a ecuacion de Maxwell {9.16), demostrar la Iey de¢ inducciodn
de Faraday.

Solucién:  Integrando (9.16) sobre una superficie S limitada por una curva cerrada C

se obtiene
fj-VxE-dS+f%?-dS=0. (9.24)
5 s .

Aplicando el teorema de Stokes (4.104) al primer término de (9.24),
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oB
E-d .
§ £ ﬂ at
c 5
Si C est4 fija, 0/0r puede sacarse del signo de integracion; i.e.,

@E-dr:-?—r-ﬂ‘s-d& [9.23]
s

[

El flujo magnético, i.e., el flujo de B por S es

G- ffB-dS. (9.25)
5

Asi que la circulacion de E alrededor de C o fuerza electromotriz alrededor de C es

fem =56 E-dr. (5.26)
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PROBLEMA 9.6 Usando (9.19), deducir la ley de Gauss bara ¢l campo eléctrico.

Seclucian: Como V- D=p,aplicando €l teorema de divergencia de Gauss (4.58) da

gn.dsz ﬂ' V-Ddv - J]fpdV=Q,

S R R

donde @ es la carga total contenida en 5. Asi,

gn.dsgol

5

WY QI e SIEEIREIIAAS X S e s g e St i SRS e S e e v

"% Lalevde Gouss para ] mmpo magnem'o -establece que el ﬁu?d m“agnét -0 neto h $ 5%-

e ""w«m ‘,-%) . ,,Y, . x_\v o, st e, x;"'\ o
-afuers de una superf' cié-cerrada’Ses 1d£nt:cameple cero e

i e
A

PROBLEMA 9.7 Deducir la ley de Gauss para el campo magnético.

Solucion:  Como ¥ - B=0 por(9.18), aplicando el teorema de div&rgencia de Gauss
s¢ obtiene

.g.B-ds: fffV-BdV:O.

s R

PROBLEMA 9.8 Mostrar que no puede haber distribucion permanente de carga libre
en un medio homogéneo cuya conductividad no sea nula.

Solucién: En un medio de conductividad no nula ¢ (9.19) y (9,13} muestran que

VD=V .(EE) = p, {9.34)
mientras que las ecuaciones de continuidad {(9.3) y (9.15) dan
V12 gm0 (9.35)
at at
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Ahora, usando (3.155),

V-(EE)=¢V-E+ E.VE =g, (9.36)
dp -
V-(aE):aV-E+E-Vo=-é—r. (9.37)
Eliminando ¥V - E entre (9.36) y (9.37),
£d E-E
p+—- bl =0E: (——--—-—av Va) = J-V(E) . (9.38)
o dt o? o

Este resultado se obtuvo usando la identidad vectorial del problema 3.89 (b). Si el medio es
homogéneo, V (¢/a) =0y (9.38) se reduce a

% - (9.39)
Pr e ’
donde
1-£ (9.40)
ag
es el llamado tiempo de relgjamiento. La solucion de {9.39) es
p(t) = p,e=t’" = p,e=tE, (9.41)

donde p, es el valor de p en r = 0. Asi que la densidad’de carga decae exponencialmente

y es independiente del E aplicado. Por consiguiente, concluimos que no puede haber
distribucion permanente de carga libre en un medio homogéneo con conductividad no nula.
El tiempo de relajamiento 7 es igual al tiempo requerido para que p decaiga a 1/e de su
valor original y varie inversamente con la conductividad. Asi que la carga desaparecera

casi instantineamente del interior de un buen conductor tal como cobre, perc permanecera™
por un largo tiempo dentro de un buen aislador tal como cuarzo fundido.

9.4 Funciones potenciales del
campo electromagnético

‘ H - / ::‘;‘.V}:, o ; gg
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N

PROBLEMA 99  Verificar (9.42-3).

Solucion:  Como B satisface (9.18), esto es, V » B= 10, entonces por el problema 4,78
existe una funcion vectorial A tal que

B=-7xA, [9.42,

Por consiguiente la primera ecuacion de Maxwell (9.16) se transforma en
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V X (E + E;“é) = 0- (9,44)
at
As{, segin el resultado del problema 4.73, si ¢ es alguna funcién escalar,
E+ %}& =-v¥¢, o, por consiguiente,
JA
E=~-— . 9.43
= - e 19.43]

PROBLEMA 9.10  3i A se reemplaza por
A=A+ Vi, (9.45)
mostrar que ¢ debe reemplazarse por
a.;,
¢ =¢ - (9.46)
para que (9.43) permanezca inalterado.

Solucién:  Sise reemplaza Apor A'= A+ vy, (9.43) se transfonpa en
E=_3(A'-v¢)-v¢=-a—”-v( -a—"’). (9.:47)
dt ot
Por consiguiente, si hacemos ¢ ~ = ¢~ dy/ot, (9.47) se vuelve

o

ry -, : (9.48)

que es idéntico a (9.43)

P gwx*( Sl SIS ST T S Ay g o

PROBLEMA 9.11 Mostrar que en un medio isotropico homogéneo lineal en el cual e, 4
son constantes v ¢ = (), el potencial escalar ¢ y el vector potencial A satisfacen.

. o0
VA - pg —— Eye —V(V-A+ HE E» = —ul, (9.49)
' Vi 4 2 9.50

S (9.50)

Solucion: Usando (9.13} y (9.14), la segunda ecuacion de Maxwell (9.17) puede
escribirse como

VxB-pE %?:p.l. (9.51)

Sustituyendo a By E segun (9.42.3),

F a¢
Ux{VxA)+pE — +ut ¥ = ul, (9.52)
ar’ ot
Sustituyendo la identidad vectorial,
V x{Vx A) = V(V- &) - VA, [3.163]

en (9.52),

V A\SY{&&” .

. ke
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Vi - e 22 v (v A+ pE ad’) (9.4
gt PArRE G )
Luego, usando (9.13),(9.19) puede escribirse como )
V:E= P . (9.53)
E
Sustituyendo a E segiin (9.43)
oA 2 (9.54
V-—at—qu—E. 54)
por consiguiente,
d P
i —V:A=-—, 9.50
Vié+ dt v E L !

SN I Y
AR W £ g
e

Solucién:  Silos potenciales A y ¢ satisfacen (9.55), entonces

V-A ans 9.58
P (958)

Por consiguiente, (9.49) se reduce a (9.56). Sustituyendo (9.58) en (9.50), obtenemos
(9.57).

PROBLEMA 9.13  Mostrar que existen potenciales escalares y vectoriales que satisfacen
lacondicidon de Lorentz (9.55).

Solucion:  Supdngase que los potenciales A y ¢ no satisfacen (9.55); i.e.,
¢
V:A+ptE —é?;é 0. (9.59).

Haciendo una transformacion indicadoraa A’y ¢', i.e.;

. . oy
A=AV, @ =¢--—,
ot
obtenemos
L % . &Y
VA" +putE at=V-A+p£at+V¢—p8 re (9.60)

Por lo tanto es suficiente hallar una funcion indicadora que satisfaga

'y aqb)
Vi - pt Fyi —(V-A+ pE 3/ (9.61)
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Entonces los nuevos potenciales A’ y ¢’ satisfaran la condicion de Lorentz (9.55).

Feage S ity Py B T B, AR S e W T

:Como dos: potencm}es A "y éjﬁﬁ&ff r@&mﬁm > por.la: cnndﬁén degi:.m'éatz (255

N S N T

el campo’ clectrmnagnehco E‘"‘!ﬁw :M tameﬁcn tenmnos ‘de. una funcién vectorial
- imica. . Esto se muestra en el png}:lgma 191410 £ e
RGO X4 -gsgwé W wﬂv NI AR o P eoad
E vector Hertz [l es v m‘fmi YA $y
w, P \55;}\5: AFECLY %W},}@g;}s gmwm
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PROBLEMA 9.14 Mostrar que en un medio con constantes u y €, los vectores de campo
E y B se pueden representar en términos del vector Hertz I1 como

E--ue 22 p(v-), (9.63)
B -ue Ux D, (9.64)

También se encuentra la ecuacion 1 que debe satisfacer

Solucibn:  Sustituyendo {9.62) en (9.42-3) se obtiene

B=VxA=Vx(pE%—q) p.SVx%l—rI . (9.64]
E--2A gy ue T _yg, (5.65)

at dt?

Ahora se puede escribir la segunda ecuacion de Maxwell (9.17) como

VxB:pJ+pEZ—f. (9.66)

Sustituyendo (9.64-3) en (9.66),

E a( om
E— -
RE ST VXTI = i+ pe 3 (e oo Vq&).

o, simplificando,

d J
6:[ X(VXID*«#Ea, Vd’]:E' (9.67)
Integrando (9.67) con respecto al tiempo ¢,
a!
Vx (T x1l) + p& ar?+v¢=f%dt, (9.68)

donde la constante arbitraria se hace igual a cero pues no afecta la determinacion del
campo,

Usando la identidad vectorial {3.163). (9.68) puede expresarse como
2

a'n
v - s - [V 1)+ V] = f—dr. (9.69)

Por tanto, si la condicién
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v@V-M+Ve=0, (9.70)
o sea o,
V¢ =-V(V-I) (9.71)
se impone sobre ¢ y I1, entonces I satisface la ecuacién de onda no homogénea
. en__ (&
v - pe Fi JE dt. (9.72)
Sustituyendo (9.'7 1) en (9.65) se obtiene
E-—pe 20, 9w 0. ' [9.63]

dt?

e T v 5 W l i
=5 »a‘:wg‘iﬁwtﬁf?-ww“ NV

A 1403 E% Bty
AR e g E oo G g - ML et i T

9.5 Energia en el campo electromagnético
y en ¢! vector de Poynting

PROBLEMA 9.15 En un medio isotrépico homogéneo con constantes € y u, mostrar que

vp+ 2. _3E (9.75)
at
Solucidn: Usando la identidad vectorial (3.157),
VP=9(ExH=H-YXxE-E:-VxH, (9.76)
Sustituyendo las ecuaciones de Maxwell (9.16-7) en (9.76),
JB JD .
“P-H:|-—=|-E.[J+=—
vor-n(-2) (*a,)'
por consiguiente,
ap JB
-P E-—+H . —=-E-J. Ni
V-P+ FPRE Ry E-J ] (9.7
Ahora, por (9.13-4)
db JE 1 _d 190 a (1
E-—=EfE-—=-E —(E-E}=~- 2 (E. ——=(-E.
ot at 2 ot (E-E) 2 9t (E- EE) d (2E D)’ (9.78)
JB JH 1 d 14 df1
“- = H-—:— —“-H - — - =T . . .
ET t 2“ar( ) 2 a:(" uH) dt(2“ B) (0.79)

Asi que (9.77) se reduce a
V‘P+%[%(E'D+“-B)]=_E.J’ (9.80)
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por consiguiente,
v. P+§E=—E J. : [9.75}

Ha b g v
g;xm%"ﬁ" bt "5»‘( &iﬁi R R ;m.m-«

PROBLEMA 9.16 Demostrar ¢l teorema de Poynting ¢ interpretarlo fisicamente.

Solucidn:  Como (9.75) puede escribirse

—%T—-—v P+J-E, (9.83)

integrando (9.83) sobre R y usando el teorema de divergencia (4.58),

'a% fﬂww f!fV-PdV+f£[J.EdV
ﬁ?-dS+ ﬂ:fJ.Edv. (9.82)

S R

Si W es la densidad de energia del campo electromagnético,

j f f W dv | (9.84)

R

es la energia total del campo electromagnético almacenado en la region R. Por consiguiente,
el lado izquierdo de {9.82) representa la razén de decrecimiento de la energia total del campo
electromagnético almacenado en R. La pérdida de energia almacenada y disponible debe
evaluarse por medio de los términos de la derecha de (9.82). Si la conductividad del medio
es g, entonces, por (9.15) el segundo término de la derecha de (9.82) se transforma en

-’;ﬂ"'w“ m"’"‘“dv ﬂ Lav. (9.85)

que es la pérdiéa ohmica o pérdida de calor en joules.
El primer término de la derecha de (9.82) es el flujo de la energia que fluye de la
regién R por la superficie S. Asi que el decrecimiento de energia del campo electromagnético
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medio 1

Medios limitados por una
superficie comin.
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almacenado en R se contabiliza parcialmente por la pérdida de calor en joules y el resto
fluye de R a través de la superficie limitante S.

P AR o
S e
; 3&«%"&”%’

l_,;,{.

123 ecuaciones e Maxwall (9,167 FYson g o impariancia”

o b PR b N CoR A T ) bt v, ‘“.l‘(.‘\xﬁ

m ico %thmmﬁnmd .
A T VR i 1

t»‘é&},{«m‘-ﬁ‘@‘w Tt S L R

PROBLEMA 9.17 Mostrar que las componentes normales de B a través de una superficie
que separa dos medios son continuas.

Solucién:  Para dos.medios limitados por una superficie comiin §, como se muestra,

en la figura 9.1, se construye un cilindro recto infinitesimal cuyas caras terminales tienen

rea A S en los medios adyacentes. Las superficies terminales son paralelas a la frontera

comun y estdn separadas por una distancia A h. i
Aplicando la ley de Gauss para el campo magnético (9.33) a la regién encerrada po

el cilindro,
ﬁB-ndS =0 (9.86)

cuando se integra sobre las paredes y superficies terminales del cilindro. El vector unitario
n normal a S se traza del medio 1 al 2. Si B, y B; denotan el valor de B en un punto de §
en los medios 1 y 2, respectivamente, entonces

lim gB-ndS:(B,-n—Bl-n)Aszo. (9.87)

Ah-0

ElJimite & h ~ 0 se toma para asegurar que no hay contribucion de las paredes del
cilindro. Asi,

(B,-B)-n=0 (9.88)
por consiguiente,
Bz -0 = B‘ °n, (9.89)

lo que expresa que las componentes normales de B a través de una superficie que separa
dos medios son continuas.

PROBLEMA 9.18  Mostrar que las componentes normales de D a través de una superficie
que separa dos medios satisfacen

(DZ—D,)-I'I=p., (9-‘ 0)
donde p_es la densidad de carga superficial.

Soluciébn:  Este caso puede tratarse de manera similar al problema 9.17, pero en este
caso, la ley de Gauss para el campo eléctrico (9.32) es Lo
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gn-ndS=Q. {9.91)

donde Q es la carga total contenida en el cilindro; i.c.,
Q = p AhAS.
En el limite cuando A A — 0, la densidad de carga de volumen p se hace infinita ya que

la carga total O permanece constante. Como una densidad de carga de superficie p esla
carga por unidad de drea,

Q=pARAS =p_AS. (992)
Entonces por (9.91),
(D, -D)}-n=p,.

Conclurmos que las componentes normales de D son continuas a menos que haya una
carga superficial sobre la superficie frontera de los dos medios. n

edio 2
PROBLEMA 9.19 Mostrar que las componentes tangenciales de E a través de una superficie ™ :M,

que separa dos medios con continuas.

Solucién:  Para una trayectoria rectangular C_, como se¢ muestra en la figura 9.2, se n

integra la primera ecuacion de Maxwell

Figura 9.2  Trayectoria rectanguler a )
través de una superficpque ', t-

JB

VxE+ ; =0 [9.16] separa los medios. B
sobre la superficie S limitada por un marco rectangular € da % oy
. ) " o
W i
. aB . . C
VxE-n,dS=- v n, ds, (9.93)"- i
t . . e
So N Sq -_._~.
- A i
donde ng esla norma{ positiva a §¢, como se muestra en la figura 9.2, Aplicando el :
teorema de Stokes (4,104) al miembro de la izquierda de (9.93) se obtiene . . ’
@E-dr:- j %-no ds. (9.94)
Co Sy

Como se muestra en la figura 9.2, si el vector unitario tangente T es
T=nxn, (9.95)
entonces el limite cuando A A — 0, (9.94) puede aproximarse por

T-(E, - E,)AI:—%—?vnoAhAl,

por consiguiente,

nnxn-(E,—E1)+no-3—?Ah=0. . (9.96)

Puesn Xn-E=n_-nXEsegin(1.72) y en el limite cuando Ah — 0, AI—0,

n, - [n x(E, ~E)) + lim (6_E_l Ah)] =0, 9.97)
ah-0 \dt
Como la orientacién del rectingulo y por tanto también de n , €s arbitraria,
nx(E -E)=- lim (&_B Ah) =0, (9.98)
An=0 \dt

con tal de que dB/d¢ sea acotada. Asi que,
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nxE<nxE, (9.99)

lo que expresa que las componentes tangenciales de E a través de una superficie que
separa dos medios son continuas.

PROBLEMA 9.20 Mostrar que las componentes tangenciales de H a través de una
superficie que separa dos medios satisfacen

N x (H1 - Hl.) = J.I (9-lm)
donde J_ es la densidad de corriente superficial.

Solucién:  Este caso puede tratarse similarmente al problema 9.19. Integrando la
segunda ecuacion de Maxwell (9.17),

éﬂ-c{l‘= J.f.l-nods-rf %?-nods. (9.101)
Co Se 5o

Por consiguiente, procediendo de una manera similar a la que se us6 para obtener (9.98),

nx (- H)= lim [+ a-—) Ah, (9.102)
Ah-0 at

El segundo término de la derecha de (9.102) se anula cuando A h — (), pues 3D/dt es

acotada. Sila densidad de corriente J es finita, i.e., o es finito, el primer término también

se anula. Perosilacorriente/=J-n & h Al através del rectingulo permanece finita .

aln en el limite A # —.0, definimos una densidad de corriente en la superficie J_ como

corriente por unidad de longitud,

[=3.n, AKAI =3, -nj AL - . (9.10
Entonces (9.102) se reduce a 6 !

nx (H, -H)=J,,

9.7 Campos estiticos

R :Losmpmesmmsoaaqud}os pamloscu’aﬁ(lﬁ,m

s B w‘wfﬁ £
al txempo son cero; 1 e., no hay vnnacnén de nempo en los’ catnpm. S g
- Fe LRSI T PR *’”w:;n&

PROBLEMA 921 Deducir las ecuaciones de Maxwell para campos estéticos.

Solucién:  Con la restriccion 3/9f = 0, (9.16-7) se transforma en

V x E(1) = 0, (9.104)
V x H(r) = ¥(1). (9.105)
Las ecuaciones {9.18) y (9.19) quedan las mismas;i.e.,
. V-B{n=0, (9.106)

V-D(r} = p(n). (9.107)
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PROBLEMA 922 Mostrar que el campo electrostdtico E es irrotacional y por consiguiente,
conservativo; esto es, puede representarse como el gradiente de la funcion ¢ de potencial
escalar;i.e.,

E = -V¢. (9.108)
Solucién:  Como para un campo electrostitico

VxE-=0, 19.104]
E es irrotacional y por el problema 4.73, puede expresarse como

E=-Ud,

Con (9.104) 0 (9.108) y por los problemas 4.71 y 7.15 la integral de linea de E
alrededor de cualquier trayectoria es cero y el campo es conservativo.
Obsérvese que (9.108) es también el caso especial de (9.43) con 8A/9r=0.

e gt !

B o
paramfmim&¢ de:potencia
oy AR 20k

0,

‘“don lde*_‘éslade?imdadde : Tonstante e By *
S :: {5- S : , 2

PROBLEMA 9.23 Deducir la ecuacion de Poisson para la funcién ¢ de potencial escalar
del campo electrostitico.

Solucién: Como
E=--Vo, [9. 108]
por (9.107) y (9.13),
V.D=97-(CE) = p. . {9.111)
Si € es constante, V- {eE}=¢ V- Ey (9.111)se transforma en

V-E=%. (9.112)

Sustituyendo E en (9.112) por (9.108), obtenemos V 2¢ = —p/e.
PROBLEMA 9.24  Mostrar que para un campo estdtico, el potencial escalar ¢ {r) es el

negativo del trabajo realizado por el campo sobre una unidad de carga positiva para traer
la carga desde el infinito hasta e} punto r.

Salucién:  Con g =1, ¢! trabajo realizado por la fuerza de Lorentz (9.11) sobre una
carga positiva unitaria es

r r
W:f f-dr:f (E+vxB).-dr

r r
=J. E.dr_f B-v x dr, (9.113)
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donde la iiltima expresion se obtiene con el uso del (1.77).

Como el movimiento producido porvesalolargo dedr,v X dr=0y el campo
magnético no contribuye al trabajo realizado sobre la carga. Asi que como g¢{=) =0,
usando (3.120),

w:_f'l-:.dr:f'(-v@.dr:_f'dgf,=qs(u=)-cb(r)=-¢(r). (9.114)

Segiin (9.114), el potencial escalar de un campo electrostatico puede interpretarse
también como el trabajo requerido para traer una unidad de carga positiva desde el infinito
hasta un punto dentro del campo;i.e.,

d;(r):-f'E-dr. (9.115)

o

PROBLEMA 9.25 Haliar ¢l campo eléctrico E y el potencial ¢ de una carga puntual de
magnitud g.

Solucidn:  Siuna carga puntual g se localiza en el origen, la ley de Gauss para el campo
eléctrico (9.32) se transforma en

gb-ds= gn-nds”. (9.116)
g 5

Si § es una superficie esférica de radio r con centro en el origen, entoncesn=e¢_y D+ n=
D-e =D_ donde D_es la componente radial de D. Asi que (9.116) se transforma en

gn, ds = q. (9.117)

S

Por la simetria de la configuracion, D =D e,y sobre la superficie de radio constante D_es
una constante. Como el drea superficial de una esfera de radio r es 47?2,

gD, d§=D,(r)4n? = q.
s

Por consiguiente, D (r) = gl4nrtyy

q
D=D,e,= —e,. (9.118)
dmr

Como D = ¢E,

E:ﬁ:e,. (9.119)

Ahora, puesto que E tiene solamente una componente radial, usando coordenadas esféricas la
expresion (5.96) de &4¢, E=— A ¢ se reduce a E_ =—dg(r)/dr, o por lo tanto, d@(r)/dr =
—g/4ner’ . Integrando a ambos lados,

5 deéy(r) d b gdr q b dr
F = = = e —— —_
J: dr J; 4rer? 4nE A e?!

y por consiguiente,

1
cb(b)-qb(a):f—(l_-). (9.120)

mE\b a

Sia== b=r y¢{«)=0,
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& (D) = Er%s_ (5.121)

La ley de Cotlomb pam campos electrostiticos establece que ia fuerza f entre dos
cargas q; ¥ ¢, es inversamente proporcional:al cuadrado dela dustanc:n ry; entre ellas;
ie.,sie eselvector umtano desdeq; aq,,entoncﬁ. s

J=--~—— - e 9.122)-
[ . . :“:j4"5{:' ef" . "i\%: ST ) " . ( ),

-t o N . R )

PROBLEMA 9.26 Demostrar la ley de Coulomb para campos electrostiticos.
Solucion:  Segin la definicién de fuerza de Lorentz (9.11), la fuerza f experimentada

por una carga puntual g, en el campo electrostitico es
f=gq,E. (9.123)

Si el campo E es producido por una carga puntual g, , entonces sustituyendo (9.119) por E
en (9.123), obtenemos la ley de Coulomb para campos electrostiticos (9.122).

FE AT e

“Un dipolo eléctrico se'fi orma por dos: cargas :guales} opuestas separadas por una
distancia arbltmrmmente pequeﬁa !" donde e] ve:ctor & cormenza en la ca:ga negatwa y
termina en la carga’ pos:m e ; L ca

l;i.e., " - ,.‘ Ay,l_ T R A ,c_ \:'.:‘ -‘\ v
‘ B A (9124)

Se forma un dtpolo puntual cuando i —0 Yyg—+= de modo que el momento de -

dlpolo eléctrico p permanece constante.

PROBLEMA 9.27  Si el dipolo eléctrico esté localizado en el origen y ¢l momento de

e
[f

dipolo eléctrico esta en la direccion positiva de z, mostrar que el potencial y el campo eléctrico

del dipolo en un vacio cuya permitividad €5 €g, 50N

r 1 1
b6 = 4ng,r’ - 4rnE, D'V(f), (9.125)
3(p-Nr-r?p
Ef)s—mM8M
(r) pyrpe , (9.126)

donde r = re_es el vector del origen al punto de observacion y r > > [11
Solucion:  Enlafigyra 9.3, el potencial en un punto P debido a p es, segin (9.121),
-q g {1 1
() - (- -).

4rr£r 4:?5,,1'2 4rE, r,

Si { < <r, entonces

1 1« 1 _ 1
r, r, r—(/2)cosf r+(l/2)cosb
_ lcos 6 1
r? 1 -(! cos 8/21)
~lcos @

r!

Sustituyendo esto en el valor de ¢ (r),

i

f]

q
TRE
!

-q
x

Fipura 9.3 Un dipolo en ef origen v ol
punto de observacién enr,

V Y

»IRT

s

P
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ql cos 6
D= ————. 9.127
$® 4 r? ( )
Como la direccion del momento de dipolo eléctrico p es a lo largo del eje z, se ve en la
figura 9.3 que
p-r= qlk.r=gqlr cos @,
Por consiguiente, segin {9.127),

= 9.128
@(n) dnr ( )
También
v(l) N S [3.126)
r T r
Por consiguiente,
T 1 1
T) = = - - Y
¢ 4n£°r 4nE, v v(r)
Usando (3.113), el campo eléctrico E es
1 p- r)
E-—V¢=-4ﬂ50 v(r’
1 (') _f1 )
= - -—9 =l 9.129
4ng r? Vip-n 4rg, v(r’ ( )
Ahora, por (3.119),
Vip-=p (9.130)
y por {3.125),
1 r
=)]=-3-. 9.131
VCJ r ¢ )
Sustituyendo {9.130—1) en (9.129),
3(p-nyr-rp
B 4nE,rt )

PROBLEMA 9.28 Mostrar que en un campo estatico producide por una corriente
estacionaria,

v.3=0, (9.132)
Soluciéon:  Las ecuaciones basicas para los campos magnetostiticos son

UxH=1, [9.105]

v-B-0. " [9.106]

Como  V+(VX H)= 0segin (3.143), tomandao la divergencia a ambos lados de (9.105),
ViVxR)=V-3=0.

Obsérvese que (9.132) se puede obtener también de la ecuacion de continuidad (9.3)
haciendo ép/or=0.

. w hkydedwlmdem“mw‘w ostitica esta

i
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Esta ley cormponde a la ley de Gmmen elaetmstzihca. L e

o :'q; -ei s SR

PROBLEMA 9.29 Demonstrar la ley de circuitos de Ampere en magnetostatica.

Solucion:  Integrando (9.105) sobre una superficie § limitada por una curva cerrada C,
tenemos por (9.2) paia la corriente estacionaria total [ a través de S,

ffvui-ds: ff.l-ds:l. (9.134)
5

)

Aplicando el teorema de Stokes (4.104) a (9.134) se obtiene

g) H.dr=1.
C

Obsérvese que {9.133) puede obtenerse directamente de (9.30) haciendo aD/ar = 0.

S P g d s e P P re AT

la ley de c;rcmtos de Am;;ere (9 133) puedéamam para ¢ calcular los vectores de
- campo magnétnco para casos en que exlsmsun a;tg grado dc nmetna. N )
PROBLEMA 930 Haliar el‘fca.mpo magnético H de un alambre recto infinito que lleve
una corriente estacionaria /.

Solucidn:  Considérese un alambre recto extendido sobre el eje z de —~a=. Como -
hay simetria cilindrica, se escoge un camino circular con un punto del eje z como centro
con radio  , como se muestra'en la figura 9.4. Por la simetria, el vector H es no solamente Fy)

azimutal sino también tiene la misma direccion de dr y su magnitud es constante alrededor
del contorno. Por consiguiente, por (9.133),

S;Sn-dhnuzna):!.

¢
Asi que T

1
H=Hyeo = ma & (9.135)

PROBLEMA 9.31  Muostrar que en el campo magnetostitico, el vector potencial A(r)

satisface )
Figura94  Un alembre infinito que

A = —p, J, (9.136) lleva una corriente J ¥ su

con la condicién ¥ - A =0, donde y, es la permeabilidad del vacio. oo memdtieo B
Solucion: ComoB=V X AyB=pu_H,por(9.105),

V= (V= A)=p,d, (9.137)
que se reduce a

VV-A)-T'A=p,d
Asi, si imponemos la condicién de Lorentz (9.55) bajo estado estacionario, i.e.,
V-A=0, (9.138)

obtenemos
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VA=
Obsérvese que (9.136) puede obtenerse también de la ecuacioén de onda no
homogénea (9.56) con 3*A/3¢% = 0.

9.8 Camposcon variacion de tiempo
armonicos o sinusoidales
B R Loswnpmprodwdospmca:gasycmntucuyavadgﬁaﬁi
con el tiempo es mplementennq&nm, o
monocromdticos. :

¥
REY S
¥ L ST

Supongmnos que. lafw:ntevanatnel uempomo

J(r,t) Rela(r)e’*"”"’l,
‘ ",‘}_.“=Re[.;(r)e 9"'] W

¥*Rer(r)e'“‘] ; G

.yuna funcnén decoordenndnsde! upnciosolamen s
La fase del vector. complejo .i(!)wd:‘“f’*ﬁ?:{” e,
- Como ¢l factor.de tiempo e""'"esun multxplmdor comiin, todaslas
respecto al' ucmpoa/atscpueden reemplazar porj.- Asx, i

{9.16— T)sereducena} . V»xE+JwB e
La ecuaci de ronmmdnd {9.3)|e m:fumn ahon enﬁ*’
T gE g 0L

Para campos armomcos en medsos Imealel, isotrépacos y homogéneos Y
armonica de las ecuaciones de Maxweﬂ (9.141-2) se reduce a

VxE+jupli=0,

VxH-jwEE = J. L
PROBLEMA 9.32  Mostrar que las ecuaciones de Maxwell (9.144-5) en regiones sin
corriente son invariantes para la transformacion

=, B o— = _ /8=
E = t]/:ll. H =%1/—E. (9.146)
€ K

Solucién:  §iJ =0, entonces (9.144—5) se transforma en
UxE+jopH =0, (9.147)
VxH- jweE = 0, (9.148)
Segiin (9.146)

— o= = £ _,
E-3 Eli, H=*%y/—FE. (9.149)
y H

Sustituyendo (9.149) en (9.147-8),
VxH -jutE =0, (9.150)
VxE +jouH =0, {9.151)
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+

lo que expresa que los nuevos vectores E y R’ satisfacen también las ecuaciones de Maxwell.
Obsérvese que la transformacion (9.146) es, en esencia, un intercambio de Ey H,
excepto para factores de escala.

El lema de Lorentz establece que siE ;A y E,. P, representan soluciones 2 las
', ecuaciones de Maxwell (9.147-8) en una region sin fuentes, partiendo de fuentes
" diferentes que operan a la.misma frecuencia fuera'de la'regién considerada, entonces

GAB, xHy —Eyxl)=0. - b (9.152)

PROBLEMA 9.33 Demostrar el lema de Lorentz.
Solucién:  Usandc la identidad vectorial (3.157),
V-(Eax Hy) =Hy -V xE, — E.-V x Hp. (9.153)
Como E_, H, satisfacen (9.147-8),
VxE,=—jopH,, VxH,=wEE,.
Sustituyendo estas en (9.153),

VAE, x Hp) = —jouH,-Hp, - JwEE, -E,, (9.154)
Intercambiando subindicesa y b, “
e e (Ep x Hp) = —jopH, - Hy - joEE, - E, (9.155) %
pues el produﬁ?g punto es conmutativo. Por consiguiente, sustrayendo (9.155) de (9.154),
‘ V-(Eax Hy - Ep x H,) = 0. ' [9.152]
3
X
o
El teorema de reciprocidad de Lorentz establece que si Ea, Ba y E . Hb son soluciones “Hig

a las ecuacicnes de Maxweli (9.147—8) en una region sin fuentes, entonces

g(i.xﬁb-ﬁbxi.)-d3=o. (9.156)
5

Este resultado se obtiene aplicando el teorema de divergencia de Gauss al lema de Lorentz
(9.152).

PROBLEMA 9.34 Mostrar que en el campo armonice, la condicion de Lorentz se reduce
a

V- A+ joped =0, (9.157)
vy los vectores del campo complejo E(r) y B{r) se pueden expresar como
B:-Vxa, ' (9.158)
E--wA+——9(7-A, (9.159)
Jwpt
Solucidn:  Como en el campo armonico, todas las derivadas con respecte al tiempo

9/0¢ pueden reemplazarse por juw, (9.157) se deduce de la condicién de Lorentz (9.55).
De modo similar {9.158) y (9.159) se obtienen respectivamente de (9.42) vy (9.43)
sustituyendo

L Ty (9.160)
Jout

que se obtiene de (9,157).
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‘PROBLEMA 835 Mmunrqm,mumrepdnmfumtodmhmdempo
nmmnuo,iommoqwe!cspotencxa!esm&mm.ntdm laseemcmdcl-lehnhom

Yo . CErw e ' b
X OJ“J . v N,‘ b I (“'*\;c K ._1:.\_ o 65} Sy
v . T . LY A P adaene e i

Solucion:  El rotacional de {9 I47) es

VE<KE-8° S e (9!61)
vi-KH-0, f Q (9162)
PR KR-0, .

donde . . . -:.:' - .

Ux(VxE)= - jou¥ x H. {9.166)
Por (9.148), V X R = jweE; por consiguiente, sustituyendo por V X R en (9.166),
V x (Vx E) = -jop(ju)E = w*yeE = K*E. (9.167)

Segun (3.163),
Vx(UxE)=V(7-E)-VE=-VE
pues 7« E = 0 en una regidn sin fuentes. Por tanto, (9.167) puede volver a escribirse como
VE+K'E=0.
De modo similar por {9.147) y (9.148),
7R+ K*'E=0.
Obsérvese que (9.163—4) puede deducirse también de (9.56—7) haciendo ¥ =0,5 =0,
y reemplazando 32/37% por (jw) (jw)= - w?.

9.9 Ondas planas

SP—
El vector de onda o propaguczau e un vector cuya mlgni «;3:(;%.««

5«,33«:;1;,;:?&« 5
RN s TN

es igual a w\/E;i.c., :

’ bl : “%ﬁi: %ﬁgﬂw G
K=K,i+ K, §J+K, K , L168)
donde IKi=K= (K2 + K2 + K2 %= wy/§E, ummmdxsenamunmzﬁand&}%

e i R V\\{f g, £

ondga, JR

T A
e o ARG, Y'ﬁ ‘uf'gt

PROBLEMA 9.36 Si res el vector de posicion, EO £5 un vector complejo constante y

E(D =Ee*X'r, (9.169)
mostrar que
V-EW) = 2 jK-E(D, (9.170)
U xEM=+jK x E({). (9.171)
Solucibn: Si E(r)=E0"K *", entonces segin (3.155-6),
V-E() =V (E e™X) = ™R 17 E, + V(YK 7). E,, (9:172)

UxE(M) =V x(E,et¥')= e ry x E, + V(*/® ") x Eo. (9.173)

Como Eo es un vector complejo constante, V-E, =0, ¥ x E—D = 0. Por lo tanto, (9.172-3)
se reduce a :
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V-E@ = 9(e**'").E, {9.174)

7 x E(r) = Y(e® ") x E,. (9.175)
ComoK-r=K_x+K,y +K,z,

]

a_._(ei!l('r) = inx et}l(-:
x

y expresiones similares con respecto a y y z. Por consiguiente, en virtud de (3.102),
(et ey = +je KK 4 K, i+ K K) = 2jK(e2 %) (9.176)
Sustituyendo (9.176) en (9.174-5),

tj!(-r)

V.E(r) = tjeMK K. E = +jK (E, ¢ = +jK-E(),

UxE()=tjetE T K x E, = +jK x (E, e¥E*T) = 1K x E(r).

e, ws{x!‘“ﬁg L

PROBLEMA 9.37 Mostrar que el vector de campo {9.169) satisface la ecuacion de
Helmholtz (9.161).

Solucidbn:  Porlaidentidad vectorial (3.163),
VE=V(V-E)-Ux(VxE) (9.177)
SiE= Eoe*ix ", donde E es un vector complejo constante, podemos-reemplazar Vpor el
vector /K. Asi por (9.177), con el uso de la identidad vectorial (1.83) y Pf=-1,
V'E = tjK(£jK-E) - (+jK) x (£jK x E)

= (K-E)K+Kx(KxE)

=-(K-E)K+ (K-E)X - (K-K)E

= -K*E. (9.178)
Por consiguiente,

VE+KE= (-K*+KHE=0. [9.161}

Una onda plang {monocromdtica) que se propaga en la direccion del vector de onda K
€3 UN campo armonico representado por

E(r, ) = Re[E{D) e/*!] = Re(E, /(¥ -%"0], 9.179)
La superficie de fase constante se define
wt—-K-r=const, ’ (9.180)

La velocidad de propagocion v, s define como la velocidad a 12 cual se mueven ios
planos de fase constante.
Una onda transversa es una onda para la cual los vectores de campo magnetmo y
eléctrico Ey R son perpendiculares a ia direcion de propagacion K.
.La impedancia caracteristica 7 de un medio con constantes € y g es la.razon de fa
magnitud del vector de campo eléctrico E a la del vector de campo magnético H:i.e.,
Sy |E|
PN I Hl

o - . "
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PROBLEMA 9.38 Mostrar que (a) una superficie de fase constante es un plano normal a
K, {b) ia velocidad de propagacién de una onda plana v, es
1
v

p = T/

Vit

(¢) el vector del campo eléctrico E es normal a la direccidn de propagacion K, (d) el vector
de campo magnético H es perpendicularaKy aEyes

(9.181)

n-XxE (9.182)

wpt

y (e) la impedancia caracteristica nes

=LE_|=]/E (9.183
"7 ‘ )

Solucion:  (a) Sise halla una superficie de fase constante haciendo ¢ = const en (9.180),

obtenemos la condicion de fase constante
i

K- r = const, (9.184)
que es fa ecuacién de un plano normal a K. (Cf., problema 6.16.)

(b) Si £ es el componente de r en la direccion K (véase figura 9.5), entonces por (1.30)
podemos escribir K * r=KE y (9.180) se transforma en w!f — K£ = const. Diferenciando con
respecto al tiempo £ se obtiene

plano de fase constante

E-—VxH (9.185)
JwE
Asi que
V-E=,—1—v-(vxﬁ)=0. (9.186)
5 WUnaonda plana propagdndose JwE
alo targo de K. Reemplazando ¥V por — /K.
-jK-E=0, (9.187)

to que implica que E{r) es normal a la direccion de propagacion K.

{(d) En una region sin fuentes, por (9.147),

A--—1 VxE (9.188)
Jwp
Reemplazando V por - jK,
ﬁ=___1_(._,-uxi)=“"E_ [9.182]
jop Wit

io que muestra que H es perpendicular a K y 2 E.
Por el requisito V * B = 0 podemos obtener también la relacion

~jK.H =0, (9.189)

lo que muestra que H es también normal a K,
Reemplazando V por — /K en (9.185),
F._KxH Hx K
wE wt

(9.190)
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Asi que (9.182) y (9.190) muestran que (E, H, K) forman un conjunto derecho de vectores
ortogonales. (Véase figura 9.5.)
(e) Por (9.182) y como E, K son ortogonales,

Asi que la impedancia es

9.10 Problemas suplementarios

PROBLEMA 9.39 Mostrar que en medios isotropicos homogéneos, E y H satisfacen las
ecuaciones de onda no homogéneas,

J°E aJ 1
V?E - ue =p— = Vp,
" ar? “ar £ P
J*H
V?H - ¢ ==V~ L
# dr?

PROBLEMA 9.40 Mostrar que en medios isotropicos homogéneos y una regién sin
fuentes, E v H satisfacen

FE_ B

V3E - pe “— —~ ya =0,
= e TR
0*H JH
ViH - ¢ - pa — = 0.
K di? # dt

PROBLEMA 9.41  Un indicador util para el campo electromagnético en el caso en que
no hay cargas es el indicador de Coulomb, donde ¥V * A =0. Mostrar que en este caso los
potenciales A v ¢ satisfacen

d*A s

=—pd - gV —,

Via -pk —
gr? at

Vig=-L.

£
Mostrar también que para que los nuevos potenciales satisfagan la condicidn del indicador
de Coulomb, la funcidn indicadora ¥ debe satisfacer la ecuacion de Laplace ¥ 2y =0.

PROBLEMA 9.42 Mostrar que los potenciales en el punto definido por el vector de
posicidn r en campos eléctricos y magnéticos uniformes son

1

¢=~E-r A=—
2

(B - ).

PROBLEMA 9.43  Mostrar que el flujo magnético & y el vector de potencial A estin
relacionados por '

¢’=¢ A.dr,
c

y por consiguiente, que la fem en un circuito fijo C es
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fern = ié A.dr
dt J.

PROBLEMA 9.44 Mostrar que Ja fuerza por unidad de volumen fv. Hamada a veces la
densidad de fuerza de Lorenrz, sobre una region de espacio libre (vacio) que contiene cargas
y corrientes debidas a un campo electromagnético se puede expresar como

fy =pE +JxB.
PROBLEMA 9.45 Usando las ecuaciones de Maxwell, mostrar que

f. =-s.,ai (ExB)+ e, E(V-E)- —;— E,V(EY - g,(E-V)E
L

1 1
+ L B(V-B) - =~ V(B)+ — (B-V)B.
o 24, Ho
La cantidad €, E X B=D X B se llama a veces densidad de momentum del campo

electromagnético.
[Sugerencia: Usar la identidad vectorial g x (V x g) = ; V(g?) - (8- V) g,que puede
deducirse de (3.159) tomando f = g]

PROBLEMA 9.46 Hallar el campo eléctrico E y el potencial ¢ debido a una linea de
carga infinita con densidad de carga por unidad de longitud p,

P P! P2
€pn, - = |
dnep @ (p.) = Spa) 2ne n(p,)

Respuesta: E =

PROBLEMA 9.47 Un volumen esférico de radio a centrado en el origen contiene una
carga eléctrica de densidad uniforme p,,. Hallar el campo eléctrico E(r) y el potencial &r)
debido a esta distribucidn de carga.

Respuesta:Para0 £ r<a, E(=—re, o(r)= P 8l + b {r? = a*).
g, 3g, 6¢e
a’ a
Paar>a,  E@= —t% e, o(r)- ——t2
3g,r? 3€or

PROBLEMA 9.48  Un cable coaxial consiste en un conductor sélido interno de seccion
transversal circular de radio g rodeado por un cilindro hueco conductor de radio interior

b y radio exterior c. Una corriente total / fluye en el conductor interno y regresa por el
conductor externo con distribucion uniforme. Suponiendo que el eje del cable coincide
con el eje z y su longitud es infinita, hallar el campo magnético H dentro de y entre los dos

conductores.
! I

Respuesta- For p = a, H - s, a<psh H=—ey.
D p T Pes P 2np
I ct-p?
ForbSpSc, H=— i eg.
2mp & =B

PROBLEMA 9.49 Mostrar que la fuerza sobre un dipolo eléctrico en un campo eléctrico
Ees

f=(p-V)E.

PROBLEMA 9.50 Mostrar que el momento sobre un dipolo eléctrico colocado en un f':)
campo eléctrico uniforme E es

=px E.
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PROBLEMA 9.51 Hallar la expresion para la fuerza ejercida sobre un alambre que lleva
una corriente / cuando el alambre se sumerge en un campo magnético B.

Respuesta: | - l? dr x B,

c

PROBLEMA 9.52 En un campo arménico, si ¢l vector complejo de Poynting se define
como

_P_= (E)(ii*)l

[ SR

mostrar que
V.P- 2;m(l p B2~ L |E|=) _-L (E-T%),
4 .4 2
donde AB* y J* son vectores complejos conjugados de R y J, respectivamente y
|H|*=H-B*, |E]*-E.E*;
dar una interpretacion fisica de esta ecnacion.

PROBLEMA 953 Hallar ¢l campo éléctrico a una distancia  de una linea de carga de
longitud infinita y fuerza p; coulombs/m.

[Sugerencia: Usar la ley de Gauss {9.32).]

Respuesta:E = E:, e,=p)/2ng,ae,.
PROBLEMA 9.54‘: Mostrar que el campo eléctrico del dipolo eléctrico de 14 figura 9.3
puede expresarse ¢como T

14
E = (2cos Be, ~sen G e,).
4me,r? 2

PROBLEMA 9.55 Mostrar que la energia almacenada en un campo electrostitico se

puede expresar come
1
= E-DdV=_2 & dv,
IJJemer-3 e

donde p es la densidad de carga y ¢ es el potencial escalar del campo electrostitico.

ot

PROBLEMA 956 Mostrar que la energia almacenada en un campo magnetostdtico se

puede €XPresar coma
LIfg . wav-1|[|5. aav,
2 2

donde J es la densidad de corriente y A es el vector potencial del campo magnetostético.

e
—z,

i
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RESUMEN DE

c

C 0 ES APENDICE
C1.  Ecuaciones de dlgebra vectorial
Ecuacidn No. Ecuacién
(1.31) A-B=B.A =
(1.32) A-(B+C)=A-B+A.C 7 A
(1.55) AxB=-BxA o o
(1.56) Ax{(B+C)=AxB+AxC b
(1.58) AxA=0 v A
(1.72) A.BxC=AxB.C" ' ""E‘ﬁ*%‘é-.
(1.76) A.B x C = [ABC] SH
(1.77) [ABC] = [BCA] = [CAB] = —[ACB] = - [BAC] = Z{CBA]
(1.83) Ax(BxC)=(A-C)B-(A. B)C e
(1.98) (AxB)x€C=(A-C)B-(B.CYA AN
(3.112) Vi + &) =V + T
(3.113) V(SY) = SV + YV
(3.124) Vé = Vélu) = ¢ (u) Vu
(3.128) V-([+g)=V-[+V-g
(3.131) div {grad ¢) = V - (V) = V¢
(3.140) Vx(F+g)=VxT+Uxg
(3.142) Vx(Vd)=0
(3.143) V(VxD=0
{3.154) UxP).g-1-(Vxg
(3.155) V- (oD =gV. 1+ 1.(VS)
(3.156) Vx (@D =gV x4+ (V) x =0T xf-Tx Ve
{3.157) V- Ixg)=g-WVxD-1.(Vxg
(3.158) Ux((xg)=tV-8)-eV-D+@&-VI-([-Vg
C(3.159) VI =IxVxQ+ex ¥V xD+({- Vg +(&-WI
(3.163) ot (rth=VxWx0DH=V-0-T1
(3.164) VI=V(V - -Vx{@TxD

{Prob. 3.89%b)]

v (g) _ 4% - 4y
v v

279
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C2. Ecuaqiones de céilculo vectorial

Ecuacién No. Ecuacibén

(4.58) Jj’r V-de=ﬁ[-dS

s

R
4.94) Jﬂ Vo dV=gde>
R

S

(4.95) _ﬂ. fodV:ﬁ‘def
R N s
(4.104) ﬂvxr.45=§ndr

C

(4.115) J‘dequB:?q&dr
C

5

s

(4.116) J (deV)xl:é dr » [
c
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PROLOGO

La geometria y la trigonometria son antecedentes primordiales para las ca-
rreras del 4rea fisicomatemaética en el nivel de licenciatura. Estas importantes
ramas de las mateméticas son una base esencial para el estudio de otras que,
como el célculo diferencial € integral, constituyen los fundamentos tedricos
necesarios para el desarrollo de las diversas disciplinas que se estudian en las
carreras de Ja mencionada 4rea.

El presente material es un compendio de los conceptos bésicos de la
geometria y la trigonometrfa, y puede utilizarse como apoyo did4ctico en los cur-
sos de matematicas que se imparten en los niveles medio superior y superior.

El contenido est4 estructurado en unidades temdticas que a su vez se dividen
en parles 1lamadas médulos. En éstos se dosifican los temas a partir de un orden
légico y didéctico, a {in de lograr una mejor comprension de Jos mismos.

Por otra parte, la obra cuenta con elementos diddcticos que constituyen una
metodologia de aprendizaje; tienen por objeto facilitar €l estudio y permitir un
mayor aprovechamiento del contenido. Por lo tanto, se recomienda al lector que,
desde el inicio, comprenda su funcién y los utilice adecuadamente. A™
continuacion se describen dichos elementos.

Al principio de cada unidad aparecen:

* Objetive general. Es una gufa para e] aprendizaje de] contenido; indica la
conducta que debe obtenerse al finalizar el estudio de 1a unidad.

* Introduccién. Muestra al lector un panorama general del contenido; destaca
los temas principales y su importancia.

Los elementos did4cticos de que constan Jos maodulos son:

+ Objetivos especificos. Se derivan del objetivo general de la unidad.
Describen y delimitan la conducta especifica que debe adquirirse en relacion
con un tema determinado; precisan las condiciones, €l nivel y el criterio de
ejecucion aceptable como deberd manifestarse dicha conducta.

5
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UNIDAD 1.
GEOMETRIA

Objetivo general

Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

* Aplicard los conceptos fundamentales de dngulos, tridngulos y circunferencia
en la resolucidn de problemas geométricos.

Introduccion
En esta unidad se estudian los conceptos, teoremas y principios bdsicos de la

geometria plana, con el objeto de que estos fundamentos se apliquen en la
resolucion de problemas geométricos.

11



MODULO 1. EL ANGULO, MEDIDAS
ANGULARES
Y TIPOS DE ANGULOS

| Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

* Definird los conceptos de dngulo, grado sexagesimal y radidn.

* Convertird a radianes el valor de un dngulo dado en grados sexagesimales y
viceversa.

* Definirg cudndo dos dngulos son adyacentes, complementarios o conjugados.

Cuadro sindptico

a2
Angulo es la abertura entre dos rectas que se intersecan en un punto
llamado vértice.
* Medidas de un * Grados sexagesimales

dngulo . _
Radianes

* Equivalencia 1rad = —1? grados —» 1 rad = 57.2958 grados

o T

1 grado = 130 radianes — 1 grado = 0.01745 rad

» Tipos de dngulos * Adyacentes: Ticnen ¢l mismo vértice, un lado
N comun y son exteriores uno del otro.

/
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Cuadro sindptico Continuacion
- n w
* Tipos de dngulos ° Rectos: Aquel que mide 90° 0 3 rad
* Agudos: Mide menos de 90°
° Obusos: Mide més de 90°
* Complementarios: Cuando la suma de dos
angulos es igual a 90°
* Suplementarios: Cuando la suma de dos 4ngulos
es igual a 180°
* Conjugados: Cuando la suma de dos 4ngulos s
igual a 360° :
N Y

1.1. Concepto de angulo

Consid€rese que una linea recta OA, gira alrededor de su extremo O a una
posicién OB, permaneciendo en el mismo plano, como se muestra en la figura
1.1. Con este giro se dice que se genera un 4ngulo plano AOB = a.

Figura 1.1

Al lado OA, se le llama lado inicial de] éngulo y al lado OB, lado terminal del
dngulo o .

El punto O se conoce como el vértice del dngulo a..

1.2. Medidas de dngulos

Las principales unidades para expresar la medida de un éngulo son el grado
sexagesimal y €l radidn, que también se conoce como unidad ciclica.
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1.2.1. El grado sexagesimal

Esta unidad, que pertenece al sistema sexagesimal, tiene como base el nd-
mero 60.

La circunferencia se divide en 360 partes iguales, cada una de las cuales
corresponde a un grado sexagesimal. El grado sexagesimal se subdivide a su vez
en 60 minutos, y cada minuto en 60 segundos. Los grados, minutos y segundos
se representan respectivamente por a’ b’ c¢”.

1.2.2. El radian

Definicién: Un radian es el dngulo tal que, si su vértice est4 colocado
en el centro de un circulo, interseca sobre la circunferencia un arco
de longitud igual al radio del circulo.

Asi, si en Ia figura 1.2 se toma sobre Ia circunferencia un arco AB de longitud
igual al radio y se trazan las rectas OA y OB, el dngulo AOB = o mide un radian.

Figura 1.2

Para medir cualquier dngulo 0 en radianes, se coloca su vértice en el centro de
un cfrculo de radio r (véase la figura 1.3); si L es la longitud del arco intersecado
en el cfrculo por el dngulo 0, entonces se tiene:

El valor de 0 en radianes = -Iri
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()o |1

Figura 1.3

1.2.3. Conversion de medidas angulares

Cuando 6 es igual a 180°, entonces el arco L, que interseca sobre un cfrculo
de radio r, es una semicircunferencia tal que L = r, donde x es aproximada-
mente igual a 3.1416. De acuerdo con lo anterior, si se aplica la ecuacion para
obtencr la medida de un dngulo en radianes, se tiene:

180°=%rad=£r£rad=nrad

180°= ;t rad

Esta Gltima igualdad se utiliza como base para convertir €] valor de un dngulo
de grados a radianes y viceversa. Asf, de esta igualdad se obtiene:

Lo I :
1° = 180 rad, donde 180 equivale aproximadamente a 0.017453

asf que: 1° =0.017453 rad

180 donde 180

y también 1 rad = equivale aproximadamente a 57.296°

asfque:  1rad =57.206"
Ejemplo 1
Expresar cada uno de los siguientes dngulos en radianes.

a) 45°

Solucion

Dado que 1° = 0.017453 rad
45° = 45 (0.017453) = 0.785 rad
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Expresado en términos de m; como 1° = ~1—g-6 rad

NP S|
45—45180rad=4nrad
b) 385°

Solucidn
Se procede igual que en el ejemplo anterior:
385° = 385 (0.017453) = 6.719 rad

Expresado en términos de

385° = 385 —— rad = 2.1388 x rad

180
Ejemplo 2
Expresar cada uno de los siguientes 4ngulos en grados.
n
a) 5 rad
Solucion

L

Dado que 1 rad = l?ti)—

T oad™ 180°
22

=%.

b) 2 rad

Solucién

En forma anéloga:

180°
n

2rad=2

= 114.59°

1.3. Tipos de angulos

1.3.1. Angulos adyacentes

17

Se dice que dos 4ngulos son adyacentes cuando tienen el mismo vértice, un

lado comin y son exteriores €l uno del otro.
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Por ejemplo los 4ngulos a y B de la figura 1.4, son adyacentes.

Figura 1.4

1.3.2. El 4ngulo recto

Definicién: Un 4ngulo recto es aquel que mide exactamente 90°, lo que
en radianes equivale a %2 rad. (Véase la figura 1.5.)

a = 90° = Z rad

Figura 1.5

1.3.3. El Angulo agudo

Definicion: Un éngulo agudo es aquel que tiene una magnitud menor
de 90° ("2 rad). (Véase la figura 1.6.)

a<90°

Figura 1.6
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1.3.4. El 4ngulo obtuso

Definicion: Un angulo obtuso es aquel que tiene una magnitud
mayor de 90° (% rad). (Véase la figura 1.7.)

Figura 1.7

1.3.5. Angulos complementarios

Definicion: Si la suma de las medidas de dos dngulos es de 907, los
dngulos se llaman complementarios y cada uno de ellos se llama el
complemento del otro.

En la figura 1.8, los 4ngulos a y f§ son complementarios.

Figura 1.8

Se puede observar que si dos dngulos son complementarios, entonces ambos
son agudos.
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1.3.6. Angulos suplementarios

Definicién: Si la suma de las medidas de dos dngulos es 180°, se dice
que los dngulos son suplementarios y cada uno de €llos se 1lama el
suplemento del otro.

Los dngulos o y B de la figura 1.9, son suplementarios.

0

Figura 1.9

1.3.7. Angulos conjugados

Definicién: Si la suma de las medidas dec dos 4ngulos es 360°, se
podra decir que los édngulos son conjugados, y que cada uno es el
conjugado del otro.

En la figura 1.10 los dngulos @y B son conjugados.

o

Figura 1.10

Ejemplo 3
Si la medida de un angulo o es dos veces la medida de su complemento B,
(cudnto miden a y B?
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Solucion
Del enunciado, a = 2 B, y como a y fi son complementarios:
a+p=90"; 2p+P=90";, 38=90

3

de donde P = = 30°

por lo tanto:

B=30°", &=90"-30"=60"

Ejemplo 4
Determinar la medida del suplemento del 4ngulo a, cuya magnitud es 135°.

Solucion

Se tiene: a + suplemento de a = 180°
Suplemento de a=180° - a = 180° - 135° = 45°

Ejemplo 3

Si la medida de un 4ngulo a es cinco veces la medida de su conjugado B,
(cuédnto miden a y B?

Solucién
Del enunciado, a = 5 3, y como a y B son conjugados:
a+fB=360" 5B+p=360°

68 = 360", ﬁ=320 = 60°

por lo tanto:
p=60°, a=360"-60"=300°
Ejercicios

Medidas angulares

Expresar cada uno de los siguientes dngulos en radianes:
1. 800°
2.210°

3.150°
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Expresar cada uno de los siguientes dngulos en grados:

4. E11-3~’£ra¢:1

Tipos de dngulos

7. Determinar la medida del complemento del 4ngulo a, cuya magnitud es 23°.

8. Si la medida de un 4ngulo a es tres veces Ia medida de su suplementario 3, jcuanto
midenca yp ?

9. Si 1a medida de un 4ngulo « es once veces 1a medida de su conjugado B, jcuinto miden
ayf?



MODULO 2. EL TRIANGULO, SUS TEOREMAS
PRINCIPALES Y SEMEJANZA
ENTRE TRIANGULOS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este mdédulo, el alumno:

» Enunciard los principales teoremas sobre tridngulos.
» Aplicard la semejanza de tridngulos en la resolucién de problemas.
* Resolverd tridngulos rectdngulos aplicando el Teorema de Pitdgoras.

Cuadro sindptico

Tridngulo es el espacio limitado por tres rectas que se cortan.

* Clasificacion de los * Equildtero: Cuando sus tres lados son iguales.
tridngulos segiin sus '

lados
* Isdsceles: Cuando dos de sus lados son iguales.

* Escaleno: Cuando sus tres lados son diferentes.

J
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Cuadro sinéptico Continuacién

4 A
* Teoremas 1. La suma de los tres dngulos interiores de todo
tridngulo es igual a 180°.

2. En todo tridngulo is6sceles los dngulos opuestos
a Jos lados iguales son iguales.

3. La suma de dos lados cualesquicra de un
tridngulo es mayor que el tercer lado; y la
diferencia, menor.

Dos tridngulos son semejantes si sus dngulos correspondientes son iguales o
sus lados correspondientes son proporcionales.

» Teoremas sobre 1. Si dos tridngulos son mutuamente equidngulos,
tridngulos semejantes son semejantes.

2. Si dos tridngulos tiencn un 4ngulo igual, com-
prendido entre lados proporcionales, los dos
tridngulos son semejantes.

3. Si los tres lados de un tridngulo son respectiva-
mente proporcionales a los de otro tridngulo,
ambos son semejantes.

4. D¢s tridngulos que tienen sus lados respectiva-
mente paralelos o perpendiculares, son semejan-
tes.

}

Teorema de Pitdgoras. En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de Jos catetos.

N /

2.1. El tridngulo

Se llama tridngulo al espacio limitado por tres rectas que se cortan. Los pun-
tos de corte se llaman vértices, y los segmentos comprendidos entre 1os vértices,
lados del tridngulo.

En la figura 2.1 se presenta un tridngulo de vértices A, B y C y de lados g, b
y ¢. Los tridngulos comtnmente se designan por sus vértices.



25

Figura 2.1

Con respecto a Ja magnitud de sus lados, los trifngulos se clasifican en:
equildteros, isdsceles y escalenos.

2.1.1. El tridngulo equilatero

Definicién: Un tridngulo es equildtero si sus tres lados tienen la
misma magnitud.

El tridngulo ABC de ]a figura 2.2 es equilteroyaque a=b = c.

A ¢ B

Figura 2.2

2.1.2. El tridngulo isGsceles

Definicidn: Un tridngulo es isdsceles si las magnitudes de dos de sus
lados son igualcs.
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Los lados iguales se llaman laterales y el tercer lado se llama base del
ridngulo. El tridngulo ABC de la figura 2.3 es isésceles, ya que sus lados a y b
son iguales.

A c (base) B

Figura 2.3

2.1.3. El tridngulo escaleno

Definicién: Un tridngulo es escaleno si las magnitudes de sus tres
lados son diferentes.

El tridngulo ABC de la figura 2.4 es escaleno, yaque a= b = c.

axb=c

Figura 2.4
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2.2. Principales teoremas sobre tridngulos

A continuacin se enuncian algunos teoremas importantes sobre tridngulos,
por ser de utilidad para €] desarroilo de conceptos trigonométricos, asf como para
comprender algunos otros tOpicos matematicos.

Teorema 1. La suma de los tres dngulos interiores de todo tridngulo s igual a
180°, o bien, a x rad.

Enlafigura 2.5, se tiene que: a + B +y = 180°.

Figura 2.5

Teorema 2. En todo tridngulo isGsceles los dngulos opuestos a los lados
iguales son iguales. )
En Ja figura 2.6, como ABC es un tridngulo isGsceles, a =0, por lo tanto

a=p.

Figura 2.6

Teorema 3. La suma de dos lados cualesquiera de un tridngulo €s mayor que
el tercer lado; y la diferencia, menor.
Del tridingulo ABC de 1a figura 2.7, se tiene que:
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a+b>c, a+c>b, b+c>a
a-b<c, a-c<bh, b-a<c
b-c<a, c-a<b, c-bea

A ¢ B
Figura 2.7

Ejemplo 1
Para ¢l tridngulo rectdngulo ABC de la figura 2.8, si o =40°, determinar la

magnitudde By y.

Figura 2.8 -

Solucion
Como el tridngulo es rectingulo, y = 90°. La suma de los d4ngulos interiores de
un tridngulo es 180°, entonces:
o+ p+y=180° 40°+f +90° = 180"

De donde:
f=180° - 90° - 40" = 50°

2.3. Triangulos semejantes

Definiciéon: Dos tridngulos son  semejantes  Si sus angulos co-
rrespondicntes  son  iguales, o si sus Jados correspondientes son

proporcionalcs.
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En la figura 2.9 los tridngulos ABC y A'B’C’ son semejantes, ya que:

a b

C
ap=az;PB1=P2 ¥y Yi=Y2, Y prilrein

c

Y1

‘\cu B

A B

Figura 2.9

Los siguientes teoremas determinan la semejanza entre tridngulos:

Teorema 1. Si dos tridngulos sort mutuamente equidngulos son semejantes.

De estc teorema se desprenden los siguientes corolarios:

Corolario 1. Dos tridngulos son semejantes si ambos tienen dos angulos
respectivamente iguales. '

Corolario 2. Dos tridngulos rectdngulos son semejantes si ticnen un dngulo
agudo igual.

Teorema 2. Si dos tridngulos ticnen un angulo igual comprendido entre lados

proporcionales, 1os dos tridngulos son semejantes.
. . : b
Con base en la figura 2.10, este teorema dice que: sia =3 ¥ I 5 en-

tonces los tridngulos ABC y A'B’C’ son semejantes.

c

c B A ¢ B
Figura 2.10

Teorema 3. Si los tres Jados de un (ridngulo son respectivamente propor-
cionales a los de otro, los dos tridngulos son semejantes.
Con base en la figura 2.11, este teorema dice que:

entonces los tridngulos ABC y A'B’C’ son semejantes.
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C
b a
A c 8
CJ
b’ a’
Al c' Bl
Figura 2.11

Teorema 4. Dos tridngulos que tienen sus lados respecuvamente paralelos o
perpendiculares son semejantes,

Ejemplo 2
Si en la figura 2.12, BC es paraleloa DE y BC = 50 m, DE =25 m y AD = 30

m ; Cuénto mide AB?

C
E
50
25
A 30 D B
Figura 2.12

Solucion
Como los lados de los tridngulos ABC y ADE son paralelos, entonces son

semcjantes, por lo tanto:

AB BC AB_30

AD "DE ’ 30 25
De donde:

KE=50X30=60m
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2.4. El teorema de Pitagoras.
Aplicaciones

El tcorema de Pitdgoras, que relaciona los catetos y la hipotenusa de todo
tridngulo rectdngulo, se enuncia como sigue:

En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catelos.

De acuerdo con el teorema, para el tridngulo rectdngulo de la figura 2.13, se
tiene que:

a? +b% =c?

A b C

Figura 2,13

Ejemplo 3

En un tridngulo rectdngulo ABC, ¢ es la longitud de Ja hipotenusa y ay b son
las longitudes de los catetos.

a)Sia=12 y b=16, ; cuénto mide ¢ ?

Solucion

Del teorema de Pitdgoras:
c?=a%+b%=(12) 2+ (16) 2 = 400
por lo tanto:

c? =vado =20
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b)Sia=24yc =25, ;cudntomide b?
Solucion
Del teorema de Pit4goras:

c?=a?4b? b2=c?-a?=(252-(24)% =49

por lo tanio:

b=VA9 =7

Ejemplo 4

Una persona camina 7 kilémetros hacia el norte, 3 kilémetros hacia el este y 3
kil6émetros hacia ¢l sur. ; A qué distancia esta del punto de partida?

Solucion

Se traza una figura que representa las longitudes recorridas.

AB=7,BC=3y CD=3

Figura 2.14
De 1a figura 2.14 se observa que AED es un tridngulo rectangulo y que:
ED=BC =3,EB=CD =3,
AE=AB-EB=7-3=4

Como la longitud buscada es AD, se aplica el teorema de Pitdgoras al
tridngulo AED:

(AD)*=@E)*+ED): =#)? +(3)%=25
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por lo tanto:

Ejercicios

Teoremas sobre tridngulos

1. Si un 4ngulo interior de un tridngulo rectangulo mide 65°, determinar la magnitud de
sus otros dngulos interiores.

Tridngulos semejantes

2.Sienlafigura 2.15, BC es paraleloa DE y AB = 10m, AD =3m y AC =20 m.
i Culnto mide AE?

C
E
A D B
Figura 2.15

El teorema de Pitdgoras. Aplicaciones

3. En un trifngulo ABC, c es la longitud de la hipotenusa y a y b son las longitudes de los
catetos.

a)Sia=1yb =2, ;culnto mide c?
b)Si b =18y c =20, ;cuinto mide a?

4. Una persona camina 1 milla hacia el norte, 2 millas hacia ¢l este, 3 millas hacia el norte
y 4 millas hacia el este. ;A qué distancia esti del punto de partida?



MODULO 3. LA CIRCUNFERENCIA

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

* Enunciard la definicidn de circunferencia.
* Explicard los conceptos de cuerda, didmetro, secante y tangente de una
circunferencia.

Cuadro sinéptico

: N
Sea P un punto de un plano y sea t un niimero positivo. La circunferencia con
centro P y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que estdn a
una distancia r del punto P.

» Elementos de la cir- * Cuerda: Es todo segmento rectilineo que une
cunferencia dos puntos de la circunferencia.

Didmerro: Es toda cuerda que pasa por €l centro
de la circunferencia.

Secante: Es toda recta que corta a la circun-
ferencia en dos puntos cualesquiera.

Tangente: Es toda recta, en el mismo plano, que
toca a la circunferencia en un solo punto,
L llamado punto de tangencia.
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3.1. La circunferencia

Sea P un punto de un plano dado y sea r un nimero positivo.

Definicién: La circunferencia con centro P y radio r es el conjunto
de todos los puntos del plano que estén a una distancia r del punto P.

La figura 3.1 muestra una circunferencia.

Figura 3.1

3.2. Conceptos de: cuerda, diametro, secante
y tangente de la circunferencia

3.2.1. Cuerda

Definicion: Se 1lama cuerda a todo segmenito rectilineo que une dos
puntos de una circunferencia y cuya magnitud es igual a Ja mfnima
distancia entre dichos puntos.

En la figura 3.2 €l segmento AA” es una cuerda.

A

Al

Figura 3.2
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3.2.2. Didmetro

Definicién: Se llama didmetro a toda cuerda que pasa por el centro
de la circunferencia.

3.2.3. Secante

Definicién: Una secante a una circunferencia es una recta que la
corta en dos puntcs cualesquiera.

B

Figura 3.3

3.2.4. Tangente

Definicion: Una tangente a una circunferencia es una recta, en el
mismo plano, que toca a la circunferencia en un solo punto.

El punto anterior se lama punto de tangencia o punto de contacto, y se dice
que la recta y la circunferencia son tangentes en el punto de contacto.
En la figura 3.4, €] punto A es ¢l punto de tangencia.

Figura 3.4
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3.3. Teorema para trazar la tangente
a una circunferencia

Un teorema importanie porque se utiliza para trazar la tangente a una circun-
ferencia es:

Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio
trazado por el punto de contacto.




UNIDAD 2. ,
TRIGONOMETRIA

Objetivo general

Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

* Aplicaré los conceptos fundamentales de la trigonometria plana en la
resolucién de problemas.

Introduccion
El propésito fundamental de esta unidad, es el estudio de las funciones

rigonométricas y sus propiedades, ast como su aplicacién en la resolucidon de
problemas trigonométricos.
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MODULO 4. RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE ANGULOS AGUDOS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

* Definird las razones seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante
de un dngulo agudo.

* Calculard, sin el uso de tablas, el valor de todas las razones trigonométricas
de los dngulos de 30°, 45° y 60°.

Cuadro sinéptico

Razones trigonométricas de los dngulos de 30°, 45° y 60°

Angulo
30° 45° 60°
sen 1 A ._‘/3
2 V2 2
o5 ¥3 A 1
2 vZ
= tan 1
3 =
§ 73 ! 3
4 ) )
CO
ﬁ —_
! i
sec 2
A vZ 2
2
CSC _
2 vZ A

41
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4.1. Definicion de las razones trigonométricas
de un angulo agudo

Considérese un tridngulo rectdngulo con un dngulo y = 90°, como se mucstra
cn la figura 4.1.

Figura 4.1

Se pueden establecer 6 razones diferentes de un lado del tridngulo a otro.
Estas razones que se conocen como razones trigonomeétricas, son aplicables a
cualquiera de los dngulos agudos a o B.

Razones trigonométricas del dngulo a. Con relacién a la figura 4.1:
c es la hipotenusa del tridngulo
a es el cateto opuesto al dngulo a
b es €l cateto adyacente al dngulo a

Las 6 razones trigonométricas para el 4ngulo o son:

é cateto opuesto  a )
SCNO O ; send =—; =
hipotenusa ¢

costnea, Ccos A=

cateto adyacente b
hipotenusa ¢

cateto opuesto  a
cateto adyacente b

tangente ¢ ; W@ANa =

i

cotangente o ; cot & =

cateto adyacente b
catelo opuesto  a

hipotenusa <
cateto adyacente b

secante @ ; seC O =

Ll

hipotenusa c
cosecante a; CSC O = =
cateto opuesto  a
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Es conveniente observar que la cosecante, la secante y la cotangente son
respectivamente reciprocas del seno, coseno y tangente. Con esta observacion se
pucden memorizar focilmente las 6 razones trigonométricas.

Ejemplo 1

Encontrar los valores de las razones trigonométricas para ¢l d4ngulo agudo «,
del tridngulo ABC que se muestra en la figura 4.2.

Figura 4.2
Solucién

Datos:a=3 ¢=5
Por medio del teorema de Pitdgoras se encuentra el valor del cateto adyacente b:

b=Vc? -a® =V5% -3% -vig =4

Entonces:
catelo opuesto 3 hipotenusa ~ §
sen QL= — - Py =z csca = PO ==
hipotenusa 5 cateto opuesto 3
cateto adyacente 4 hipotenusa 5
cosas= ; =— sec d = =—
hipotenusa 5 cateto adyacente 4
cateto opuesto 3 cateto adyacente 4
ana= = cota = -
cateto adyacente 4 cateto opuesto 3
Ejemplo 2

Encontrar los valores de las razones trigonométricas de un 4ngulo agudo a,
Cuyo seno ¢€s igual a 1/2.

Solucion

cateto opuesto 1
Como se sabe: sena = - P ==
hipotenusa 2

Se puede representar un tridngulo rectingulo con un dngulo agudo a; cuyo
caleto opuesto sea igual a 1 y con una hipotenusa igual a 2 (véase la figura 4.3).
El valor del cateto adyacente b se encuentra aplicando el teorema de Pitdgoras.

b=V2?2 12 =V3



b

Figura 4.3

Al aplicar las férmulas de las razones trigonoméiricas se tiene:

1 .

sena =— csca=2
2

cos v3 seca——z—
2 V3
1

tan o = —— cota=v3
v3

4.2. Razones trigonométricas de los angulos
de 30°,45°y 60°

4.2.1. Razones trigonométricas de los dngulos
de 30° y 60°

Para determinar las razones trigonométricas de los dngulos de 30° y 60°, se
traza un tridngulo equildtero ABD de 2 unidades por lado, con una unidad de Jon-
gitud adecuada; por ejemplo, centimetros (vedse la figura 4.4). Enscguida se
traza una perpendicular a la base AD del triéngulo desde el vértice B.

Como se muestra en la figura 4.4, ABC ¢s un tridngulo con:

V3

[
I
|
|
!
f
[
I
C

Figura 4.4
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BAC = 60°, ABC = 30°, ACB = 90'
AB=2 AC =1,
y por €l teorema de Pitdgoras:

BC-VAB?-AC?=V2? -1 =V3
De la definicién de las razones trigonométricas para un dngulo agudo, se tiene:
v3

sen 60° =—2-= cos 30°

c0s 60° =—= sen 30°

B |

tan 60° = =ﬁ=cot30'

-~

oot 60° =-—== tan 30°
2
1

3

sec 60 =—=2= csc30°

-] ._2_ L]
¢sc 60 =73 " sec 30

4.2.2. Razones trigonométricas del 4ngulo de 45°

Para determinar las razones trigonométricas de un 4ngulo de 45° se construye
un tridngulo rectdngulo con ambos catetos iguales a la unidad (véase la figura
4.5), y el dngulo en C igual a 90°. Por lo tanto, los dngulos a y P son iguales a
45°,

B

45°

Figura 4.5

Del teorema de Pitdgoras, la longitud de la hipotenusa del tridngulo es:

AB-V AC2 +TB? V2 + 12 =Vv2
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De la definici6n de las razones trigonométricas para un dngulo agudo, se tiene:

. 1 V2
scn 45 =5
o oL V2
st =T
1
tan45° =—=
n 1 1
1
45° =—=
oot 1 1
2
sec45°=—?=ﬁ
csc45°=—{-1§—=\ff
Ejemplo 3

Encontrar el valor de las siguientes expresiones:

=1+1=
2

2 V3_,
a) (sec 30%) (sen 60°) + tan 45° V3 2
2

1
2 cos 60°

(cot 302 +tan 45’ (V3)%+1 341 .
b) 0] = = =4
2 cos 60 2(%4) 1
Ejercicios
Razones trigonométricas de un dngulo agudo

1. Encontrar los valores de las razones trigonométricas para el dngulo agudo f del
tridngulo ABC que se muestraen la figura 4.6,sia=2y b = 3.

Figura 4.6

2. Encontrar el valor de las razones trigonométricas de un dngulo agudo a, cuya cotan-
gente esigual a 1/3.



Razones trigonométricas de los dngulos de 30°, 45" y 60°
Encontrar el valor de las siguientes expresiones:

2 tan 45' - 4 cos 60°
csc 60° tan 60°

(sec 45° csc 45°)°
" tan 45" + sec 60°

(cot 30° tan 60° + tan 45°)?
5. -
csc 30
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MODULO 5. RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE UN ANGULO EN GENERAL

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

» Calculard el valor dc todas las razones trigonométricas, sin el uso de tablas,
de los dngulos de 120°, 135°, 150°, 210°, 225°, 240°, 300°, 315" y 330".

* Determinard, con el uso de tablas, el valor de una razén trigonométrica de un
dngulo cualquiera dado y viceversa.

Cuadro sindptico

4 Signos de las razones trigonométricas h
Cuadrantes
Segundo  {Tercer Cuarto
cuadrante  |cuadrante  jcuadrante
seno y
R lcosecante + + - -
a
z
o coseno y
sccante + - - +
H
e
s tangente y
cotangente + - + -
N J

49




30

Cuadro sindptico Continuacion
~ N
150°, 210°, 330° _ °
Razones Son iguales en 0
trigonométricas . . . |valor absoluto .
de los dngulos 120°,240°, 3007 15 Jas. del angulo 60
de: de:
1357, 225°, 315° 45°
Razones trigonométricas de un dngulo en general
ordenada y abscisa  x
distancia ~ d COSENO = Gistancia ~ d
tangente = 2rocnada _y langente = -20501s8 X
& abscisa x COMANEENTE = S denada ~ y
secante distancia d X distancia d
abscisa  x coseaante = rdenada - y
\. /

5.1. Definicion de las razones

trigonométricas de un
angulo en general

Sea O un 4ngulo en posicién comin (véanse las figuras 5.1 a 5.4), y sea Pun
punto de coordenadas rectangulares (x, y) perteneciente al lado terminal del

angulo 0.

"y

P{x.y)
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P(_le)

XY

P(xl "‘Y)

Figura 5.4

Si en cada una de las cuatro figuras se traza una perpendicular desde €l punto
P al eje X, se tendré un tridngulo rectdngulo OPP’, de lados x, y, y d como s¢
muestra en las figuras. Si se considera que d, distancia de P al origen, es positiva
y que los valores de x y y dependen de la posicién de P, las razones
trigonoméiricas para cualquicra de los dngulos 0 se definen como sigue:
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4 ordenada  y )
n O =T =
distancia d
B abscisa X
" distancia d
ordenada
AN =-——= Y
abscisa X
oL 0 = abscisa X
" ordenada  y
distancia _ g
"~ abscisa  x
_ distancia _ g_
~ ordcnada  y
. J

Estas definiciones también son aplicables para los 4ngulos negativos o
mayores de 360°.

Se entiende como 4ngulos coterminales aquellos cuya diferencia cs igual a
360°. Asi por ejemplo, el 4ngulo de 390° es coterminal del dngulo de 30° y
viceversa.

De las definiciones s¢ puede concluir que, para dos dngulos que son coter-
minales, sus respectivas razones trigonoméiricas son idénticas. Entonces, para
encontrar las relaciones trigonométricas de dngulos negativos o mayores de 360°,
se determina su respectivo coterminal entre 0° y 360° y enseguida se aplican las
definiciones.

Lo anterior también se puede expresar de la siguiente forma: Los valores de
las razones trigonométricas de un dngulo O son Jos mismos que para cualquicra
de los 4ngulos § =+ n 360°;donde n=0, 1,2, 3, ...

Ijemplo 1

Si el punto P (-6, 8) estd sobre ¢l lado terminal del dngulo 0, encontrar las 6
razones trigonomélricas de 0.

Solucion

Se ubica ¢l punto P de coordcnadas (-6, 8) en un sistema coordenado reclan-
gular: x = -6, y = 8 (véase la figura 5.5).



TY
P ( -'61 8 )
——————— 8
i
|
I
, d
1
|
| N
1
_6 o X
Figura 5.5

Por el tcorema de Pithgoras se tiene:

d=V(-6)%+82% =V36+ 64 =VI0 = 10

d=10

Por aplicaci6n de las definiciones de las razones trigonomélricas:

“0-5 %73 LB

-3 cond.2.

ono-L- -4 w0203
Ejemplo 2

Encontrar el valor de sen 405°
Solucion
Se determina el coterminal de 405° entre 0° y 360°
405° - 360° = 45°
de dondc:
V2

sen 405° =sen 45° = -
Ejemplo 3
Encontrar ¢l valor de tan (-300%).

53



54

Solucion

Se encuentra el coterminal de -300° entre 0° y 360°

-300° + 360" = 60°

de donde:

tan (~300°) = tan 60" = V3

5.2. Signos de las razones

trigonométricas en los

cuatro cuadrantes

Puesto que d siempre es positiva y sen 0 es igual a y/d, entonces sen 0 tiene
el mismo signo que y. Asf, sen 0 es positivo cuando 0 termina en el primer o
segundo cuadrantes (y €s positiva) y negativo cuando termina en ¢l tercer o cuar-
to cuadrantes (y es negativa). Haciendo consideraciones similares para las otras 5

razones, se obtienen los resultados que se muestran en la figura 5.6.

y
A

Segundo cuadrante Primer cuadrante

Solo seny csc Las seis razones

son positivas. son positivas.

— X

Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

Sdlo tany cot Sblo cos y sec

son positivas. son positivas.

Figura 5.6

Ejemplo 4

Decir en qué cuadrante termina cada dngulo y establecer el signo del seno,

COSENO y tangente.
a) 320°

Solucion

Como 270° < 320° < 360°, 320° termina en €] cuarto cuadrante.
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sen 320° = "% ; ¥ €8 negativa, entonces sen 320° es negativo.

. X . . s
cos 320° = 4 + Cumo x es positiva, entonces cos 320° es positivo.

tan 320° = f , ¥ €s negativa y x positiva, entonces tan 320° es negativa.
b) 480°

Solucion

Se encuentra su coterminal entre 0° y 360°

480" - 360° = 120" ; 480° y 120° son coterminales.

Como 90° < 120" < 180°, 120° termina en ¢l segundo cuadrante.
sen 120° = 3 ; COMO y es positiva, entonces sen 120° es positivo.
x

cos 120 =7

como x es negativa, entonces cos 120° es negativo.

tan 120° = -5 , ¥ positiva y x negativa, entonces tan 120° s negativa.

5.3. Razones trigonométricas de los
angulos de 120°, 135°, 150°, 210°, 225°,
240°, 300°, 315° y 330°

5.3.1. Razones trigonométricas de los 4ngulos
de 150°,210° y 330°

Las razones trigonométricas de los dngulos de 150°, 210° y 330" son iguales
en valor absoluto a las razones trigonométricas del dngulo de 30°; o sea que,
cuando més, difieren en el signo, dependiendo de la razén y del cuadrante donde
esté el lado terminal de dichos dngulcs.

En la figura 5.7, se muestra ¢! dngulo de 150° en posicién normal. A partir de
esta figura se pueden calcular las razones trigonométricas de 150° trazando el
tridngulo recténgulo OPP’.

4
P(-V3,1)
N
150°
l NN .
P 73 0 X
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En la figura anterior puede verse que:

* a=180"-150° =30°
+ ¢l tridngulo rectdngulo OPP’ es scmejanlte al tridfngulo ABC de la figura 4.4
del apartado 4.2.

En virtud de lo anterior, Jos valores de los Jados del tridngulo OPP' se pucden
hacer iguales respectivamente a Jos valores de 1os lados del tridngulo ABC dce la
figura 4.4; es decir:

OP ' =BC=V3,PP'=AC=1yOP=AB=2.

Entonces, como el punto P se encuentra en e] segundo cuadrante, tendré por
coordenadas P (-V3, 1) y la distancia dc este punto al origen sera: d = 2.

Al aplicar la definicién de las razones trigonométricas para un 4ngulo en
general se tiene:

1 x V3
150°=X=— 1150 === — = —
sen 7=2 co o V3
. X V3 . d 2
cos 150 == sec 150 =7
.Y 1 d 2
ia 50 =T = == .:=-‘='—=

Para calcular las razones trigonométricas del dngulo de 210° se procede de
igual forma que para ¢l caso dc 150°, sélo que ahora las coordenadas del punto P
son (-V3, -1) (véase la figura 5.8).

Y A

210°

Figura 5.8

Entonces, se¢ {icne:
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oy 1

sen 210 i

. x V3

oos 210 ==
_y_ZL 1
oot210‘=£=£=\/3—

y -1

scc210=g=—-%~

X 3
csc210°=-q=-3-=—2

y -l

57

Para ¢l caso dc las razoncs (rigonomélricas del dngulo de 330° también se
procede de 1a misma manera, s6lo que cn este caso las coordenadas del punto P

son (V3 ,-1) , (véase la figura 5.9).

330°

(N 3 o,
N R

2 i
P(V3, K -1)

Figura 5.9
Entonces se tlicne:

1

330° = % = ——

sen 330 7 >

x V3

$330" === —

cos 330 il
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Ejemplo §

Calcular el valor de las siguicnles expresioncs:

a) 3 csc 150° + sen 210° - oot 330° =
1 1 11
3(2)-2+\/§=6—2+\/§= 5 +V3

(tan 330°) (0t 210°) +1 CW3)(V3)+1 -1+41
csc 150° B 2 T2

b) 0

5.3.2. Razones trigonométricas de
los dngulos de 120°, 240° y 300°

Los valores de las razones trigonométricas de los dngulos de 1207, 240° y
300° son iguales en valor absoluto a los del 4ngulo de 60°.

En la figura 5.10, se muestra el 4ngulo de 120° en posicién normal. Al trazar
¢l tridngulo rectdngulo OPP’ en la figura, se puede ver que:

* a=180"-120° = 60° :
+ ¢l tridngulo OPP’ es semejante al tridngulo ABC de la figura 4.4 del apartado
4.2.

Y A

P(-1,V3)

|

|

I\ 2

|
vz

' 120°

N
P -1 |o X

Figura 5.10
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Entonces OP’ =1, PP’ =V3 y OP =2. En este caso ¢l punto P tendrd por
coordenadas a (-1, v3') y la dislancia de este punto al origen seré: d = 2.
Al aplicar las razones trigonométricas de un 4nguio en general se tiene:

sen 120'=‘§=g

006120'=—=——;1l-

tan120'=i,-=-\_/§=—\/37

cot 120°=§=—%

se 120'=—=-2—=—2
-1

mc120°=£;-=—f-3=

Para calcular Ia razones trigonoméiricas del dngulo de 240° se procede en

igual forma que para el caso de 120°, s6lo que ahora las coordenadas del punto P
son (-1, — V3 ) (wase la figura 5.11).

Y4

g - /‘\240"
o

P(-1,-/3)
Figura 3.11
Entonces se tiene:
T L)
SN s =d= 2
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X 1
4°=’—=——
cos 240 4 5
an 240" =2 =3 _ 3
x -1
LE_-l 1
cot 240 = =" 7
sec240°=g=l=—2
x -1
d 2
4°=-"=—'—_
csc 240 v A

Para ¢l caso dc las razones trigonométricas del dngulo de 300° también se
procede de la misma manera, s6lo que en este caso las coordenadas del punto P
son (1, -3 ) (véasc la figura 5.12).

"

300° T~
L -
\o X
N :
I
| V3
2\ |
!
|
P(1,-V3)
Figura 5.12
Por lo tanto, se ticne:
o—x__-g { °=-};=--—‘l—
cx_ 1 .42
oc5300~d_2 sec 300 _x-l-2
» /3
an300° =2 =2 _ 3 csc300" 2oL
X 1 y 3
Ejemplo 6

Calcular ¢l valor de las siguicntes expresiones:
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a) -4 cos 240° + scc 300° - scc 120° =

~4(-%)+2-(~2)= 2+2+2=6

(tan 300°) (csc 240°) + 1 _
sec 120° B

b)

VIR +1 2+1
-2 G

3
2

5.3.3. Razones trigonométricas de los Angulos
de 135°,225° y 315°

Los valores de las razoncs trigonomélricas de los dngulos de 135°, 225° y
315°, son igualcs cn valor absoluto a las razones trigonométricas del angulo de
45°.

En la figura 5.13 sc mucestra ¢l 4ngulo de 135° en posicién normal. A partir de
esta figura sc pucden calcular las razones trigonométricas de 135°, trazando ¢l
tridngulo rectangulo OPP’.

Y4

a W \135 .

P’ -1 O X

Figura 5.13
En la figura pucde verse que:

* a=180" - 135" = 45°
* el tridngulo rectangulo OPP’, ¢s semcjante al tridngulo ABC de 1a figura 4.5,
del apartado 4.2.

En virtud dc lo antcerior, los valores de los Jados del tridngulo OPP’ sc pucden
hacer iguales respectivamente a los valores de los lados del tridngulo ABC dc la
figura 4.5 dcl apartado 4.2; ¢s decir:
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OP‘=AC=1, PP'=BC=1, OP:AB-.::\[Z—

Entonces, como ¢l punto P sc encuentra en el segundo cuadrante, tendré por
coordenadas (-1, 1) y la distancia de este punto al origen serd: d = V2.

Al aplicar la deflinicion de las razones tr
general se ticne:

.__2’_2

sen 135 =7
L] -{:

cos 135 =7
tan 135° =% =
x

ot 135° == =
y

sec 135 =£=
X
cs<:135°-d
Yy

igonométricas para un é&ngulo en

1

2

1

V2

Para calcular las razoncs trigonoméiricas del dngulo de 225° se procede de

igual forma que para €l caso de 135°, s6lo que
son (-1, -1), figura 5.14.

ahora las coordenadas del punto P

Figura 5.14



Entonces se tiene:

Ly __ 1
sen 225 =i~ 7
x 1

05 X oo L.
cos d-"Vz

4

=1
-1

tan 225° =% =
x
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-1

ot225 =X =To a1
y -1

500225‘=£=Q=—ﬁ
x -1

csc225'=‘—i=£=—\/f
y 1

Para ¢l caso de las razones trigonométricas del dngulo de 315° también se

procede de la misma manera,

s6lo que en este caso las coordenadas del punto P

son (1, —1), (véase figura 5.15).

Entonces se ticne:

———————dTo
|

P(1,-1)

Figura 5.15
oo Y __ L
. x 1
cos 315 =57
1an315'=3=%=-1
o x 1
cot 315° = -_.1-—1
sec315°=£=g=\/§
x 1
v2
csc315°=£=—“—=—\/7



64

Ijemplo 7
Caicular ¢l valor de las siguicntes expresiones:

a)4tan 135° + 2sec 315° + 2csc 225° =

4(-1)+2(VZ)+2(vVZ)=4

(csc 135°)% - cot 315°
tan 225° B

VZ)*-(-1) 2+1
- 1 =77

5.4. Determinacién con el uso de tablas
del valor de una razén trigonométrica
de un angulo agudo

Los valorcs dc las razones trigonomélricas de los dngulos se pucden en-
contrar, en forma aproximada, mediante el cmpleo de tablas trigonométricas.
Estas sc presentan cn difcrentes textos con 3, 4 0 5 cifras decimales.

En algunas dc estas tablas, los valores de las razones trigonomélricas se
presentan en intervalos de 10°, y en caso de que el édngulo cuya razon
trigonométrica sc desca cncontrar tenga un ndmero de minulos que no sea
multiplo de 10, sc utilizan las partes proporcionales. Es rccomendable, para los
cjemplos que a continuacion sc presentan, que se disponga de un ejemplar de
¢stas tablas.

jemplo 8

Hallar ¢l valor de cos 44° 52,

En la tabla del coseno natural s¢ localiza, en la columna cuyo encabezado €s
N, ¢l ndmero 44 y se sigue por ese mismo renglén hasta 1a columna cuyo en-
cabezado es 50, encontréndose el valor de 0.7092. Se sigue por el mismo
renglon hasta la columna de partes proporcionales de encabezado 2’ donde se en-
cuentra el ndmero 4, que equivale a 0.0004. Como se especifica en Jas columnas
de partes proporcionales que €stas sc restan, se tendré:

0.7092 - 0.0004 = 0.7088
de donde:

cos 44° 52" = 0.7088
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5.4.1. Determinaci6n del 4ngulo agudo,
dada una de sus razones
trigonométricas

Considérese el mismo tipo de tablas del apartado 5.4. La determinacién del
dngulo, dada una de sus razones, s¢ muestra en €l siguicnte ejemplo:
Ejemplo 9

Dado sen a = 0.5040, encontrar el dngulo a.

En la tabla del seno natural, se busca en las columnas €l valor de 0.5040. Se
encuenira que el valor inferior mé4s cercano al dado es 0.5025, y corresponde a:
30°10°.

Se calcula la diferencia entre el valor dado, 0.5040, y el hallado en las tablas,
0.5025. La diferencia 0.00135, que equivale a 15 partes proporcionales, s¢ busca
en el mismo rengl6n en Jas columnas de partes proporcionales, y se localiza en la
columna cuyo encabezado es 6.

Como el seno de un 4ngulo agudo es mayor conforme aumenta el dngulo, en-
tonces se suma 6’ a 30° 10’ y se tiene:

30°10° + 6’ =30° 16’
de donde:

a =30 16’

Ejercicios
Razones trigonométricas de un dngulo en general

1. Si ¢l punto P (-3, — 4) esta sobre el 1ado terminal del 4nguio 0, encontrar el valor d¢ las
6 razones trigonométricas de 0.

Encontrar el valor de 1as siguientes expresiones:
2.csc 750" =
3.sen(-315") =
4.tan 420° =

Signos de las razones trigonométricas en los cuatro cuadrantes

Decir en qué cuadrante termina cada 4ngulo y establecer el signo del seno, coseno y
tangente.

5.125°
- 6.750°
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7.-120°
Razones trigonométricas de los dngulas de 1507, 210y 330°
Calcular el valor de las siguientes expresiones:

8.3c0t150" +4sen 210" ~-2cc330' =
9. 2 sen 150° —%csc 150° - 2 sen 330° =

10 (csc 210%) (esc 150°) + 8
: osc 330° -

(sec 150°) (cot 210%) + csc 330°
11. > -

Razones trigonométricas de los dngulos de 1207, 240" y 300°

Calcular el valor de las siguientes expresiones:
12. sen 120° - cos 300" ~ cos 240" =
13. 3 tan 240" + 2sec 120" - sec 300° =

14 {csc 120°) (tan 300°) + 1
i sec 240° -

15 =6.008 120" + (tan 240°)?

) sec 300 -

Razones trigonométricas de los dngulos de 135°, 225"y 315°
Calcular el valor de las siguientes expresiones:

16. cot 315* + 10 tan 225" —~sen 135° =

17. — 4 tan 135" + cot 225° +tan 315° =

ES 315*)? - tan 225°
) csc 315° -

(tan 315°) (tan 135°) - (cos 225°) (csc 315°)
19. ~ -
sen 135

Determinacion con el uso de tablas del valor de una razén trigonométrica de un
dngulo agudo

Hallar el valor de:

20.5n 29" 20" =
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21.cos 60° 34’ =

22.n42° 09" =

Determinacién del dngulo agudo dada una de sus razones trigonométricas
Dado el valor de una raz6n trigonométrica, encontrar el 4ngulo:

23. sen a = 0.9407

24. cos 3 = 0.7671

25. tany = 1.198



MODULO 6. IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

» Enunciard las identidades trigonométricas fundamentales.
* Reducird expresiones trigonométricas utilizando las identidades trigonométricas.

Cuadro sinéptico

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

° 2 2
L] Pirago'ricas SCI] 6+(IB e=‘ 1
. 1+tan20=scc?O

. 1+cot?B=csc?0

* Inversas .

69
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Cuadro sinéptico | continuacion

4 B
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
» Por cociente . sen 0
tan 6 =
0
* cotf= cos 6
sen 6
N S

6.1. Identidades trigonométricas
fundamentales

Las identidades trigonométricas fundamentales se clasifican en tres grupos

que son:
ldentidades pitagdricas:
sen?0+cos?@=1
1+tan% 0 =sec? @
1+cot’B=csc®O
Identidades inversas:
1 1
f=—— =
sen =c 0 0 csc B %n0
1 1
Q08 8 = [8) B =——ro
sec 0 e cos 9
1 1
- 0=
tan 6 po—— o cot o0 6
Identidades por cociente:
sen O cos O

= 0=
tan O COseooot "

1)
@
&)

“

®)

©)

7
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6.2. Aplicaciones

En la ingenierfa, frecuentemente es necesario simplificar expresiones que
contienen razones trigonométricas, o bien, transformarlas en una forma par-
ticular. Las identidades trigonométricas fundamentales son utiles en tales
situaciones, como se veré en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1
Simplificar cada una de las siguientes expresiones:
a)scce-secesen28=scc0(1—scr129)

Solucion
De la identidad (1):

sen29+cos28=1, 1-sen’0=cos?@
entonces:

scce—seceser128=sececoszﬁ

De la identidad (5):

1
sec0=159

entonces:
1
secB—secescn29=——-—cosze=oosB

cos 8

b)tanzﬁcos28+ootzesen20

Solucién
De 1a identidad (7):

sen 0 cos O
tan9=——,cot 0=

cos 0 sen O

entonces:
2 2
sen“ 0 cos“ 0

tan® 0 = , 0=
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por lo tanto:

2
sen© 0
c0s% 0 +

tan%0 cos? 0 + cot> 0 sen’ O = 3
cos“a

Zg
sen? O = sen’ 0 + cos?

+
s-f:n2 3]

De 1a identidad (1):
senZ 0 + cos2 0 =1
entonces:

lanzems29+oolzescnze=1

Ejercicios
Identidades trigonométricas fundamentales

Simplificar cada una de las siguientes expresiones:

tan O
1.-—-2——-
sec -1

2.sen? 0 (1 + cot® 6) =
3.senOsecBcotD =

4.senzﬂsec20—sccze-



MODULO 7. FORMULAS DE REDUCCION

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

» Aplicard las fé6rmulas para reducir razones trigonométricas de dngulos entre
90° y 360°, a razones de dngulos agudos.

Cuadro sindptico

/_
Férmulas para reducir razones trigonométricas de dngulos entre 90° y 360°
sen(90° + 8) = cos 9 csc(90°+ 8)= secB
cos(90° + B)=-sen O sec(90° + O)=-—csc B
tan(90° + 0)=-cot cot(90° + 6)=-tan O
N /

7.1. Método de reduccion a angulos agudos

Cualquier razén trigonométrica de un dngulo entre 90° y 360° se puede re-
ducir a una razdn trigonométrica de un dngulo dgudo, aplicando una o varias
de las siguientes férmulas:

sen (90° + 6) = cos 6 cos (90° +6) =—sen O
sec (90" +B8) =~ csc B ¢sc(90° +6)=~secHd
tan (90° + 8) = —~cot 8 cot (90° +8)=-tan 0
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Cuando 0 resulta ser 0°, 90°, 180° 0 270°, dos de las férmulas anteriores no s¢

aplican, ya que¢ dos de las razones trigonométricas para cada uno de estos
4ngulos no estan definidas.

Cuando s¢ van a reducir razones trigonométricas de dngulos mayores de 360°
0 negativos, primero se encuentra su respectivo coterminal entre 0° y 360° y
luego se aplican las f6rmulas de reduccién:

Ejemplo 1

Reducir cada una de las siguientes expresiones a una razén trigonométrica de
un 4ngulo agudo positivo.

a) sen 200°

Solucion

sen 200° = sen (90° + 110°) = cos 110° = cos (90° + 20°) = —sen 20°
b) cot 930°

Solucién

Se calcula su coterminal entre 0° y 360°:
930° - 360° = 570° ; 570° - 360° = 210°
Entonces:
cot 930° = cot 210° = cot (90° + 120°) = —tan 120° =
= ~ tan (90° + 30°) = cot 30°
¢) scn (-100%)

Solucion

Se calcula su coterminal entre 0% y 360°:
-100° + 360° = 260°

Entonces:

sen (—100°) = sen 260° = sen (90° + 170°%) =
= cos 170° = cos (90° + 80°) = —sen 80°

Ejercicios

Método de reduccién a dngulos agudos
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Reducir cada una de las siguientes expresiones a una razén trigonométrica de un
anguio agudo positivo.

1. cos 160" =

2.tan 220" =

3.sec 2010° = -
4, sen (~30°) =

5.tan (-500°) =



MODULO 8. RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE
DOS ANGULOS, DEL ANGULO
DOBLE Y DEL ANGULO MITAD

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

» Aplicard las férmulas para calcular el seno, coseno y tangente de la suma y
diferencia de dos dngulos.

» Aplicard las férmulas para calcular el seno, coseno y tangente del dngulo
doble y del dngulo mitad.

Cuadro sinéptico

- ™
FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA Y
DIFERENCIA DE DOS ANGULOS, DEL ANGULO DOBLE Y DEL
ANGULO MITAD

" sen(a+P)=senacos f+cosasenf
‘cos{(a+P)=cosacos B-senasenf

* Suma de dos dngulos

tan a + tan f

° tan(cH'ﬁ)gl—t.'anottanB

* Diferencia de dos dngulos ° sen(a—~f)=sen acos ff - cos asen p
*cos(a-p)=cosacosP+senasenf

tan o - tan B

l+tanatanf

* tan (a-p)=
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Cuadro sinéptico Continuacion

(" FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DELA SUMAY )
DIFERENCIA DE DOS ANGULOS, DEL ANGULO DOBLE Y DEL
ANGULO MITAD

« Angulo doble * sen2a=2sendcosa
* cos2a=cosla-senla

2tana

* tan2a=—~—-§——
l-tan“a

» Angulo mitad .

N;

fum—y

+
“§

£

il

NIQNIQNIQ

+COSCI

8.1. Razones trigonométricas de la suma
y diferencia de dos angulos

8.1.1. F6rmulas para la suma

Sin entrar en Ja demostracién, se presentan a continuacion las férmulas para
calcular sen (a + 8),cos (@ + B) y tan (a + B) :

sen (a +P)=senacos f+cosasen P
cos (@ +P)=cosacos f-senasenfP

tan o + tan B
1-tanaotan

tan (o + B) =

Para las formulas sen (o + B) y cos (@ + ), ay B pueden tener cualquier
valor; mientras que para la f6rmula tan (a + f), @ o f no deben ser multiplos
impares de 90°, ya que en tal situacién tan « o tan § no estdn definidas.

8.1.2. Férmulas para la diferencia

A partir de las férmulas para la suma se deducen facilmente las férmulas para
la diferencia:
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sen{a ~-f)=senacos P -cosasenfP
cos (~P)=cosaacos B +senasen P

tan ¢ ~ tan B
l+tanatan B

. tan(a~p)=

También en este caso, para tan (a — B), @ o f no deben ser miltiplos impa-
res de 90°.

Ejemplo 1

Por medio de las férmulas de suma o diferencia de dos dngulos, calcular el
valor de Ias siguientes expresiones:

a) sen 105°

Solucion
Scaa =45, 8=60°

sen 105° =sen (45° + 60°) = sen 45° cos 60° + cos 45° sen 60° =
V21 VZVI VZ V6 VI+VE

—_ =

=2 2% 2274 4
b} tan 15°

Solucién
Seaa =60, § =45°

. . . tan 60° - tan 45°
tan 15" = tan (60 _45)=1+ tan 60° tan 45°

v3-1 V3 -1
T1(V3)() 1+V3

8.2. Razones trigonométricas del
angulo doble y del angulo mitad

8.2.1. Formulas para calcular el seno, el coseno
y la tangente del 4ngulo doble

Por medio de las férmulas para Ja suma de dos d4ngulos y haciendo B = a, se
pucde demostrar que:
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sen 2a =2 sen o cos o

cos 2a =m52a—scn2a

2ana
lan2a=-~——-—?:—-
1l -tan“a

8.2.2. Férmulas para calcular el seno, el coseno
y la tangente del dngulo mitad

A partir de la férmula para cos 2a, s¢ pueden establecer las siguientes ex-
presiones para ¢l 4ngulo mitad:

1oosa
2

1+cosa
2

NIQ tolQ N|

+COSCL

Para la tangente del dngulo mitad se tienen las siguientes expresiones:

Ejemplo 2
Calcular el valor de cos 60° mediante cos 30° y sen 30° utilizando la férmula
para ¢l coseno del dngulo doble.

Solucidn
vIVE 1y 3 11
L 2 ° _ 2 o=___ 1= = ——— = —
cos 60° = cos“ 30° - sen” 30 (2) (2) 2°2°7
Ejemplo 3

Calcular el valor de sen 22.5° mediante cos 45°.

Solucion

Como 22.5° termina en el primer cuadrante, s6lo se toma la rafz positiva de la
férmula para sen %4.
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s 45* 4f1-cosd5 7-V2
SN £2. = 501 2 = 2 — = 4 =
2-v2
B 2

Ejercicios

Razones trigonométricas de la suma y diferencia de dos dngulos
Calcular el valor de las siguientes expresiones:

1.sen 75°, haciendoa = 45" y § = 30°

2.tan 105°, haciendo a = 45° y g = 60°

3.cos 15°, haciendo a = 60° y § = 45°

4.sen 15°, haciendo « = 60'y f3 = 45°

Razones trigonométricas del dngulo doble y del dngulo mitad

5. Calcular el valor de sen 60° mediante sen 30" y cos 30°

6. Calcular e{ valor de tan 240® mediante tan 120°
v3

7. Calcular el valor de sen 105°, si cos 210° = - 5

8. Caicular ef valor de tan 22.5° mediante sen 45" y cos 45°
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MODULO 9. LEY DE LOS SENOS Y LEY
DE LOS COSENOS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este mddulo, el alumno:

* Aplicard la ley de los senos en la resolucién de un tridngulo.
» Aplicard la ley de los cosenos en la resolucién de un tridngulo.

Cuadro sindptico

\

/Ley de los senos. En todo tridngulo, los lados son proporcionales a los senos
de sus dngulos opuestos.

La ley de los senos se puede expresar como:

a b c
= =
sena  senP  seny

En donde:




Cuadro sinéptico Continuacién

4 Ley de los cosenos. En todo tridngulo, el cuadrado de un lado cualquiera es\
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, mencs €l doble producto
de estos lados por el coseno del dngulo comprendido entre ellos.

La ley de los cosenos se puede expresar como:

a’l=b%+c?-2ccosa
b%=a%+c?-2accos P
c?=a?+b%-2abcosy

9.1. Ley de los senos. Aplicaciones

La ley de los senos, que se aplica en la soluci6n de algunos tridngulos
oblicuéngulos, se enuncia de la siguiente manera:

Ley de los senos. En todo tridngulo los lados son proporcionales a los
senos de sus 4ngulos opuestos.

Con referencia a la figura 9.1, la ley de los senas se puede expresar como:

a b c
= =
sena senf seny

de donde son inmediatas las siguientes razones:

a sena b senfl ¢ seny

b senB’ ¢ seny’ a sena

Figura 9.1
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Ejemplo 1
Resolver el tridngulo ABC, dados:
a=625,a=112"20"y y = 42° 10’ (véase la figura 9.2).

Figura 9.2

Solucion

Este problema se puede resolver por medio de la ley de los senos.
Incégnitas: B, b, c.
Como la suma de los 3 4ngulos interiores de un tridngulo es 180°, se tiene:

B =180" - (a +7v) = 180" - (112° 20’ + 42" 10°) = 25° 30"

Se aplica la ley de los senos para b:

a_sna. b asen P
b senf’ ~  sena
b=ascnl3___62.5 sen 25° 30 =62.5 (0.4305)=29.1

sen a sen 112° 20° 0.9250
Se aplica la ley de 1os senos para c:

sen y aseny
. =

c
a sena’ sen o

oo aseny 62.5 sen 42° 10" 62.5 (0.6713)

ena - sollz 20 - 09250 B4

Por 1o tanto:

B=25"30", b=29.1, ¢c=454
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Ejemplo 2

Resolver el tridngulo ABC dados b =480, c =628y y=155" 10" (Véase Ia
figura 9.3).

A ¢ =628 B

Figura 9.3

Solucidn

Como y es agudo y ¢ > b, ¢l problema tiene solucién Gnica. Se aplica 1a ley
de los senos.

IncOgnitas: B, a y a.

Se aplica la ley de los sencs para f:

b senf bseny
c

; senf=

=0.6271

bseny 480senS55°10° 480 (0.8208)
sen f§ = P =

628 628

sen B =0.6271

Por lo tanto:

p =38 50

Para a :

a=180"-(p+y)=180"-(38° 50" + 55" 10’) = 86°

Ahora se aplica la ley de los senos para a:

TN

&

o
™

&

3
=
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480 (scn 86°) 480 (0.9976)
7% sen38° 50" T 06271

=764

Por lo tanto:

a =86, B=38"50", a="764

9.2. Ley de los cosenos. Aplicaciones

Para la solucién de problemas de trifngulos, también se utiliza 1a ley de los
cosenos que dice:

Ley de los cosenos. En todo tridngulo, el cuadrado de un lado
cualquiera es igual a Ja suma de los cuadrados de los otros dos lados,
menos el doble producto de estos lados por el coseno del dngulo
comprendido entre elics.

Con referencia a la figura 9.4, Ja ley de los cosenos se puede expresar como:
a?=b*+c*-2bccos a

b2=a2+c2-2accosﬂ

ct=a’+b*-2abcosy

Figura 9.4

Ejemplo 3
Resolver ¢l trifingulo ABC, dados a = 132, b = 224 y y = 28° 40",
(Véase la figura 9.5.)



Solucion

Incognitas: ¢, a , B.
Se aplica la ley de los cosenos para c:

¢ =a® + c% - 2ab cos y = (132)% + (224)% -
- 2(132) (224) cos 28° 40’

¢ =15714; ¢ =125.36

Se aplica la ley de los senos para o :

a Sna aseny
—= , sena =
c seny

aseny 132sen28°40° 132 (04797)
=T 12536 12536

sen a = = 0.5051

sen a = 0.5051

Por lo tanto:

a =30°20" 17"

Para § :

P =180~ (a+y)=180" - (30° 20’ 17" + 28" 40’) = 120" 59’ 43"
Por lo tanto:

c=12536, a=30°20" 17", P=120°59 43"

Ejemplo 4
Resolver el trifingulo ABC dados a =25.2, b =378 y ¢ = 43.4.
(Véase figura 9.6)



Solucién

IncOgnitas: a , B, v.
Se aplica la ley de los cosenos para a :

b? + % - g
az=b2+c2—2bccosa; oosa-—-T
b2+ 2o g2 8)2 A2 _ (25.2)2
05 o= = = 8)2 33?;)4()43.4()25 - 0816
cos a =0.816
Por o tanto:
o =35"18" 497
Se aplica la ley de los cosenos para f3
2,2 ;2
b2=az+cz—~2:zcoosﬁ; cos{3=aT +2Cac b
cos B - a* + c* - b? ) (252)% + (‘43.4)2 - (37.8)% 04082
2ac 2(25.2) (43.4)
cos f} = 0.4982

Por 1o tanto:
ﬁ = a)o 07’ (B!!

Paray:

Y = 180° ~ (@ + B) = 180" — (35° 18’ 49” + 60° 07’ 08”) = 84° 34’ 03"

89
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Por lo tanto:
a=35°18"49", B=60°07 08", y=284"34"Q03"

Ejercicios

Ley de los senos

1. Resolver ¢l triangulo ABC dados ¢ = 25, @ = 35° y § = 68°

Ley de los cosenos

3. Resolver el triangulo ABC dados b = 120, ¢ = 270 y a 118° 40°.
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4. Resolver ¢l tridngulo ABC dados a = 6.34, b= 7.30 y ¢ = 9.98.

A c =998 B8



EXAMEN DE AUTOEVALUACION

1. Seleccione en cada uno de los casos la opcién correcta.

El) 45. - ( )
A mtrad B. 2x rad C.%rad D.Erad
b)55°48° "= ()
T )
A 09739 md B.mmd C. E rad D‘E rad

2 Relacione la columna de la izquierda con la respuesta correcta de la columna de la
derecha.

A. Dos dngulos son adyacentes cuando: ) su suma es igual a 90
B. Dos &ngulos son complementarios si: ) su suma es igual a 180°

C. Dos aAngulos son suplementarios si: ) su suma es igual a 270°

S S e~

D. Dos 4ngulos son conjugados si: ) tienen un mismo vértice,
un lado comin y son exteriores

el uno del otro.

( ) susuma esigual a 360%; o sea,
cuando su suma cs igual
a un perigono.
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3. Para cada una de las siguientes aseveraciones, indique si son falsas o verdaderas.
@) La suma de los 3 dngulos interiores de todo tridngulo es igual a 7 radianes.
( ) verdadero ( )falso |
b) Todo triangulo equilétero es equidngulo.
( )verdadero ( )falso
¢) La suma de los &ngulos interiores de un tridngulo acutédngulo no es igual a 180°
() verdadero ( )falso

d) Si los tres lados de un tridngulo son respectivamente proporcionales a los del otro,
los dos tridngulos son semejantes.

( ) verdadero ( )falso

e) Dos tridngulos son semejantes si la suma de sus dngulos es igual a 180°

( ) verdadero ( )falso

/) Dos tridngulos que ticnen sus lados respectivamente paralelos o perpendiculares son
semejantes.

( ) verdadero ( )falso

4. Seleccione en cada uno de los siguientes casos la opcidn correcta.

a) Considérese la figura:

10.0

Elvalorde hes: ()

A 10.00 B. 141421 C.7.5548 D. 8.6603
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b) Un hombre se encuentra parado a una cierta distancia de un farol. Si la sombra que
proyecta €l hombre sobre ¢l suclo mide 2.40 m y la distancia lineal entre su cabeza
y el extremo de su sombra es de 3.00 m, ;cuinto mide el hombre? ()

A 1.60m B.180m C.150m D.200m

5. Seleccione la apcién correcta.
Una circunferenciaes: ()
A. Una curva tolalmente cerrada.
B. Un conjunto de puntos del plano.
C. Un conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro.

D. Un conjunto de puntos del plano cuya distancia a un punto fijo llamado centro es
menor o igual a una longitud llamada radio.

6. Anote en cada paréntesis la letra que corresponda a la descripcién correcta de cada
elemento.

A. Recta que corta a la circunferencia en dos puntos. Radio ( )
B. Distancia entre dos puntos de la circunferencia. Diametro ( )
C. Recta que toca a la circunferencia en un solo punto. Cuerda ( )
D. Segmento rectilineo determinado por dos puntos

de la circunferencia. Secante ( )
E. Distancia del centro a un punto cualquiera '

de la circunferencia. Tangente ( )

F. Segmento determinado por dos puntos de la
circunferencia, que pasa por el centro.

7. Anote la opcién correcta en cada caso.

En un tridngulo rectingulo se definen las razones trigonométricas para un dngulo
agudo a como sigue: :
caleto opuesto
cateto adyacente

B h:@lcnusa 08 O = ( )

" cateto opuesto

ssna=( )}

cateto adyacente

tana =
hipotenusa na= ()
. hipotenusa ' cota= ()
cateto adyacente
E. catt.:toggumslo sccom ()
hipotenusa

cateto adyacente
cateto opucsto

sca= ()
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8. Sin recurrir al uso de tablas trigonométricas, relacione correctamente la columna de la
izquierda con la columna de la derecha.

A ...0 sen0' = ()
B...1 ands' = ()
2 ]
C“/-—‘? sec30"= ()
-1 )
D—ﬁ cos 90° - ()
E..v2 cot 120° = ()
F...vV3 csc135'= ()
9. Determine en cada caso la opcidn correcta.
. .1 .
1.Slsen30-~2- sen35'= ()
A.032
B.0.57
C.0.82
2.Sitan 45" = 1 an39" = ()
A.0.81
B.1.22
C.03

3.Sisena-—\/22 — a=uf)', sena=09% - a={ )

A. 547
B. 118

C.o4

10. Indique si es falsa ( F ) o verdadera ( V ) cada una de las siguientes expresiones.

a)'\/sen2A+ooszA-san+oosA : )
b)tan A -sec? A w -1 ¢ )

)1 -cos® A =sen’ A ()
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1 1
+ =]l
wt? A cos?A (
e)1+00t2A-csc2A (
HVesc?A—cot? A =1 (
g)sen A=Vl +cos A (
hMsenAccAm=l (
:')tanAn-cscA (
Jycos A=sen A cot A (
k)tan2A+seczA-1 (
11. Seleccione la opcién correcta en cada caso.
2
2 1+tan“ A
A (1 +tana) 1)——~---———san -
B. 0 1+cos A
' )1-oosA-(
1 -sen A cos A
C.1-2ZsenA 3) A “1+senA-(

sena tana seca
+ + -
COS Cota Csca

D. sec’A csc A 491+
E cot? A+ sc?A+ 200t A esc A
F. (csc A - oot A)?

G. 2(1 +tan a)

12. Indique si son falsas o verdaderas las siguientes expresiones.

a)sen (~A) = —sen A
b) cos (~A)} = —cos A
c)sec (-A) = sec A

d)sen (90° + A) =mcos A

(

A . ™ B



98 EXAMEN DE AUTOEVALUACION

e) cos {90° + A) =sen A ¢ )

DDOSQS.- —"‘2‘2: ( )

g)sen315'-g ()

h)tan330’-g C )
120° 1

i) sen - ( )

13. Relacione correctamente la columna de la izquierda con la columna de la derecha.

A.sen acos 3 + cos asen sen{a+f)= ()
B.cosacos -scnasen p 2)tan (45° + 60°) = ()
C.-2-V3 PNsen(75%)= ()
V6 +V2 4)yoos (a+f)= ()
4
E2+\/§

"1-v3

2v2
E. 4

14. Seleccione la opcién correcta:

a) La férmula para calcular sen 2 aes:
{ )%senaoosa ( )2senacosa ( )Zscnzaoosza
b) La férmula para calcular cos 2A es:
() cos’A-sen’A () cos® A +sen’A ( ) sen’A-cos’A

¢) La f6emula para calcular tan 2a es:

) l—tanza 2tan a 2tana
Zuna 1 +tan’a 1-tan’a

(
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—roe ()
€)1+ oot? Amesc’ A ‘ ()
 pVe? AcoollA -1 o ()
g)sen A =Vl +cos A ( )
Kysen Acsc A =1 ()
i)tanA-glx ()
j)cos A=sen Acot A ¢ )
kytan® A +sec’ A =1 ()

11. Seleccione la opcién correcta en cada caso.

1+tanA

A (1+tamc1.)2 1) oy

l+c0s A
l—oosA-( )

1-sen A cos A
cosA  l+senA

B. 0 2)

C. 1-2senA 3)

s€na tana seca

D. sec’A osc A 41+ + " -
cosa oota csca

E cot?A+cc’A+2c0tA csc A

F. (csc A - oot A)?
G. 2(1 +tan a)

12. Indique si son falsas o verdaderas las siguientes expresiones.

a) sen (-A) = - sen A ()
b) cos (-A) = - cos A ()
¢) sec (-A) = sec A ()
d) sen (90° + A) = cos A ()



d) El valor de sen 60° es:

2
( )§xF ( )V3
€) El valor de cos 120° es:

1
( )-3 ( )2
f) El valor de tan 30" es:

1
(V7 ( )3

Considérese la figura:

EXAMEN DE AUTOEVALUACION

V3
( )7
()3
( )V3

15. En lo que sigue, seleccione la opcibn correcta.

a) Si: A =33
entonces b= ()
A 71511
B. 17.511
C. 5117

b) Si: A = 104" 30.3’

entoncesC= ()

A 50°29.7

B. 26" 50.7

C. 79257

B=25" y b=34785

99

x-S
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16. En lo que sigue, seleccione la opcién correcta.

Considérese la figura:

-

a)Si: a=2500 b=3500 y c=4500
entonces B= ()
A 46 B0
B. 50° 42

C. 86" 40

b)Si: a=00035 5=0.0029 y ¢=00038
entonces A= ()
A 6115
B. 59° 35’

C. 1'4%
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PROLOGO

La geometria analitica plana es uno de los antecedentes prinordiales pa-
ra las carreras del drea fisico-matematica en ¢l nivel de licenciatura. Esta im-
portante rama de lus matcmaticas es una base esencial para el estudio de
otras que, como el calculo diferencial e integral, constituyen los fundamentos
tedricos necesarios para el desarrollo de las diversas disciplinas que se estu-
dian en las carreras de la mencionada area.

El presente material es un compendio de los conceptos bisicos de la geo-
metria analitica plana, y puede utilizarse como apoyo didactico en los cursos
de matematicas que se imparten en los niveles medio superior y superior.

El contenido esté estructurado en unidades temiticas que a su vez se divi-
den en partes Hlamadas médulos. En éstos se dosifican los temas a partir de
un orden logico y didactico, a fin de lograr una mejor comprensidon de los
mismos.

Por otra parte, la obra cuenta con elementos didiicticos que constituyen
una metodologia de aprendizaje; ticnen por objéto facilitar el estudio y per-
mitir un mayor aprovechamiento decl contenido. Por lo tanto, se recomicnda
al lector que, desde el inicio, comprenda su funcién y los utilice adecuada-
mente. A continuacién se describen dichos elementos.

Al principio de cada unidad aparccen:

o Objetivo general. Es unu guia para el aprendizaje del contenido; indica la
conducta que dcbe obtenerse al finalizar ¢l estudio de la unidad.

e Introduccion. Muestra al lector un panorama general del contenido; des-
taca los temas principales y su importancii.

Los elementos didacticos de que constan los modulos son:

5
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o Objetivos especificos. Se derivan del objetivo general de la unidad. Descri-

ben y delimitan la conducta especifica que debe adquirirse en relacién con
un tema determinado; precisan las condiciones, el nivel y el criterio de eje-
cucidén aceptable como deberd manifestarse dicha conducta.

Cuadro sindptico. Presenta la sintesis del contenido en forma esquemdtica.

Ejemplos. Elementos que explican o ilustran las caracteristicas de un con-
cepto o de un procedimiento; facilitan la comprensién y la generalizacién
del contenido.

Ejercicios. Actividades de aprendizaje, cuyo propdsito es fa aplicacién de
los elementos tedricos. Asimismo, permiten comprobar si se ha logrado la
conducta indicada en los objetivos especificos.

Al final se encuentran;

Examen de autoevaluacion. Tiene como finalidad que el lector, por si mis-
mo, pueda valorar objetivamente en qué medida ha alcanzado un dominio
aceptable de los conocimientos y habilidades considerados en los objetivos
de aprendizaje.

Soluciones. (De los ejercicios y del examen de autoevaluacién.) Permiten
la verificacién de las respuestas.

Bibliografia basica. Proporciona las fuentes de informacién a las que
se puede recurrir para aclarar alguna duda o bien profundizar en ciertos
temas.

Indice analitico. Facilita la localizacién de los conceptos y términos técni-
cos definidos, y de los nombres propios citados.

Por 1ltimo, es de justicia agradecer a todas las personas que de alguna ma-

nera colaboraron con los autores en la elaboracion de este material, muy es-
pecialmente a las licenciadas Irma Hinojosa Félix y Maria Cuairdn Ruidiaz
quienes realizaron la estructuracién diddctica.

RoODOLFO SOLis UBALDO
ARNULFO ANDRADE DELGADO
FELIPE OREGEL SANCHEZ
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UNIDAD 1. ,
GEOMETRIA ANALITICA

Objetivo general
Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

o Obtendrd los elementos necesarios para el manejo de representaciones geo-
métricas de un conjunto de puntos en el plano cartesiano, asi como el mane-
jo de lus ecuaciones que lo definen.

Introduccion

En el contenido de esta unidad estdn los elementos bdsicos de la geometria
analitica plana. Se presentan desde el principio cartesiano y el sistema de coor-
denadas rectangulares, hasta los principales conceptos y caracteristicas de la li-
nea recta y las curvas conicas.

La geometria analitica plana constituye una herramicnta de suma importan-
cia y utilidad en la solucion de problemas de la ingenieria.

11



MODULO 1. CONCEPTOS GENERALES

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este modulo, el aliinmno:

o Trazard puntos en un sistema rectangular cartesiano a partir de sus coorde-
nadas.

« Determinara las coordenadas de un punto, cuando se conoce la localizacion
de éste en el sistema.
Calculara la distancta entre dos puntos de coordenadas conocidas.

e Calculard las coordenadas del punto que divide a un segmento dado en una
razon dada.

Cuadro sinéptico

Condicion geométrica Representacion analitica

Un punto se define en el sistemna de x,y; P(x,y)
coordenadas rectangularcs por me-

dio de su localizacién con respecto a

dicho sistecma, la cual esta dada por

una pareja ordenada de nimeros

reales.

N o

13
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Clladl‘O SinéptiCO [ Continuacion
g R
Condicién geométrica Representacion analitica
Localizacidn de un punto en el Y
sistcma de coordenadas rectan- b
gulares mediante sus distancias a
los ¢jes
XyY.
g X Py
+
r———] ,
— 0 " — X
Distancia (d) entre dos puntos dados d=vVx:—x1)t+ (y2— y)?
Pilx1y1) y Pax2y2).
Un segmento es la porcion de recta P.P;
limitada por dos de sus puntos;
P, YPz.
Coordenadas del punto P(x, y) que x=x1+r{xz—x))
divide al segmento P1P; en una razén y=yi1+ryz—yu)
dada r = il
PP,

-
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1.1. Principio cartesiano

Un sistema coordenado rectangular en el plano establece una co-
rrespondencia uno a uno entre cada punto del plano y una pareja
ordenada de nimeros reales.

Este principio implica que a cada punto en el plano le corresponde una y
s6lo una pareja ordenada de nimeros reales y, reciprocamente, a cada pareja
ordenada de nimeros reales le corresponde uno y sélo un punto del plano.

1.2, Sistema de coordenadas
rectangulares en el plano

Un sistema de coordenadas rectangulares en el plano esta constituido por
dos rectas perpendiculares que se intersecan en un punto O al que se le llama
origen . Se acostumbra representar una de las rectas en posicién horizontal y
se la denomina eje X o eje de las abscisas ; la otra recta, vertical, se denomi-
na eje Y o eje de las ordenadas, y ambus constituyen los dos ejes de coordena-
das rectangulares, los cuales dividen el plano en cuatro partes Hamadas
cuadrantes (véase la figura 1.1).

B <

Segundo Primer
cuadrante cuadrante
- X
O
Tercer Cuarto
cuadrante cuadrante

Figura 1.1
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Al sistema anterior se le Hama también sisterna carntesiano, en honor del fi-
l6sofo francés René Descartes (1596-1630), ya que fue ¢l quicn planted for-
malmente la idea dc resolver problemas geométricos por medio def dlgebra, a
partir de un sistema de coordenadas rectangulares.

La posicién de un punto P en el plano queda definida por una pareja orde-
nada de nimeros reales (x, y) de los cuales ¢l primero (x) rcpresenta la dis-
tancia del punto al eje coordenado Y, v ¢l segundo (v) representa la distancia
del punto al eje X; esto lo expresamos como:

‘ P(x, v)

La distancia de un punto al eje Y se llama abscisa del mismo; la distancia
de un punto al eje X ¢s la ordenada, y ambas constituyen las coordenadas del
punto.

Las abscisas son positivas para los puntos situados a la derecha del origen
y ncgativas para los que estan situados a la izquierda.

Las ordenadas son positivas cuando los puntos estdn situados arriba dcl
origen y negativas cuando estdn situados abajo.

Las abscisas y las ordenadas nulas corresponden a puntos contenidos en el
ejc Yo eneje X respectivamente.

Para representar puntos de coordenadas conocidas, hay que trazar los ejes
coordenados y establecer una escala adecuada sobre cada uno de ¢llos. Am-
bas escalas pueden ser iguales o distintas.

Ejemplo 1

Localizar en un sistema de coordenadas rectangulares los siguientes pun-

Los:
A (2,1),B(-2,3),C (=3, —6),D (7, -3)

Y
b

[

Solucion

A3 8 __ 3 B [

1%

A2, 1)

D(7, -3)

L
—r—rTr—f T r

Figura 1.2
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1.3. Distancia entre dos puntos
Scan dos puntos Pi(x 1,y 1) y Pa(x o,y 2) (Véase la figura 1.3).

Y
4

y2
I
: Ye - ¥1
|
Yy
O X1\ v /X2 =X

Figura 1.3

La distancia d entre los puntos P; y Pz estd dada por:

d=V{x,—x )2+ (y2—yi1)?

Ejemplo 2
Calcular la distancia entre los puntos Pi(4,-1) y P3(7,3).

Solucion
Por la térmula (1) se sabe que:
d=vV(x2—x1)2+ (y:—y))?; alsustituir se tiene:
d=V{T =87+ (3= (=) = VBT ¥ ()7 = Vo516 = v25
Asi la distancia entre Py y P; es:
d = 5unidades

Ejemplo 3
Calcular el perimetro del poligono cuyos vértices son los puntos
Pl('37°l): P2(0>3)) P3(3s4) yP4(4=1)

Solucion

Para dcterminar el perimetro del poligono, se encuentran primero las
distancias entre los vértices y posteriormente se efectiia la suma de estas
distancias.
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PP, =vV0-(-3))+3-(-D)F=v25=5
PP =v(3 - 07+ (& -3) =VI0 = 3.16
PP =V({@ =37+ (1—-4) = V10 = 3.16
PP =V(-3-4+(-T1-1)=V53 =728

Por lo tanto el perimetro es:

P=P\P; + P:P; + PPy + P.P,

P=5+4+316+3.16 + 7.28
Perimetro = 18.6 unidades

1.4. Division de un segmento en una razén dada

Sea un segmento PP, limitado por los puntos PiP: limitado por los puntos
Pi(x 1y 1)y Po(x 2y 2) (véase la figura 1.4).

Y
4
P2(x2, y2)
/q, Pix, y)
Q hY
Pi{x1, y1)
0 — X
Figura 1.4

Las coordenadas del punto P(x, y) que divide al segmcento PiP: en una ra-
z6n dadar, tal que:

33

—_
S
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estan dadas por:

x =x;+ r(x2 — x1)
y=y1+r(2=y)

En particular las coordenadas del punto medio del segmento P,P; son:

X _I1+x;!_

| 2
_nty

ym_ 2

Ejemplo 4

Sean Pi(1,1) y P»(6,6) los puntos extremos de un segmento, Determinar las
coordenadas del punto P(x, y) que divide al segmento en la razdn r = 2/3.
Solucioén

Por las expresiones x=x; + r(x2 — x1); y = y1 + r{y2 — y;) se tiene:

et () 6-pme (2) m14 823
y=1+ (%)(6-—1)=1+(%)(5)=1+1?0= 13_3
13 13
P(33)

Ejemplo §
Uno de los puntos extremos de un segmento es Py(7, 8) y el punto que lo
divide en la razén r = 1 es P(15, 10). Determinar las coordenadas del otro

5
extremao.

Solucion

De las expresiones conocidas se obtiene:

x~X1+x1 y yzzy—)h

X = +y1
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Ejercicios
Distancia entre dos puntos

1. Demostrar que los puntos Pi(3, 3), Px(=3, =3) y Py(—3V3,3V3)
son vértices de un tridngulo equildtero.

2. Demostrar que los tres puntos siguientes son colincales:
A(-3, —2),B(5,2),C(9,4)

Division de un segmento en una razén dada

3. Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud 5, es el pun-
to (3, -2). Sila abscisa del otro extremo es 6, hallar su ordenada.

4. Los puntos medios de los lados de un tridngulo son:

(2,5),4,2y(1,1) |
Determinar las coordenadas de los tres vértices.



MODULO 2. GRAFICA DE UNA ECUACION Y
LUGARES GEOMETRICOS

Objetivos especificos

Alterminar el estudio de este modulo, el alumno:
Dada la ecuacion de una curva, deterniinard:

Simetria con los ejes coordenados y con el origen del sistema.
Intersecciones con los ejes coordenados.

Extension de la curva.

Ecuaciones de las asintotas de la curva.

Puntos de la curva.

Grdfica de la ecuacion.

Cuadro sinoptico

( Concepto Condicion Representacion
! geométrica analitica
e Simetria ° Simetria con el eje X. fG,y) =f(x,~y)
° Simetriaconcleje Y. f,y) =f(=,y)
° Simetria con respecto al f@,y) = f(=x-y)
origen
° Simetria con respecto a fy) =10

larectay = x.

21



Cuadro sinéptico

Continuacién
4 Concepto Condicion Representacion N
geométrica analitica
e Simetria ° Se obtienen interseccio- y =20
nes con el gje X.
@ Intersecciones ° Se obtienen interseccio- x=0

@ Extensidn

0 Asintotas

¢ Obtencién de algu-
nos puntos que de-
finen la curva

o

nesconeleje Y.

Se consideran sélo valo-
res reales de x yy para
determinar puntos que
satisfagan la ecuacion.

Al tomar un
punto de la cur-
va cada vez mds
alejado del ori-
gen, la distancia
entre este punto
y la asintota es
cada vez menor y
tiende a cero.

Se dan valores a una de
las variables y se calcu-
lan los valores corres-
pondientes de la otra
variable.

-033

033

1.5

1.8

221254 3 5

~d

Ecuacién dada f (x)

@ Trazado de la
grifica

Q

Se utiliza la informacidn
de los puntos anlcriores
para trazar la grilica.

Y
A
(e, y) P, y)
_Ix)
Y= 9w
o X
o) K=o N
y
A
i 4 X
————
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2.1. Grafica de una ecuacion
(primer problema fundamental
de la geometria analitica)

En la geometria analitica plana se plantean dos problemas fundamentales:

1. A partir de una ecuacién dada, determinar las caracteristicas de la curva
que es la grafica de la ecuacién.
Las coordenadas dc todos los puntos que pertenecen a la curva satisfa-
cen la ecuacién; y reciprocamente, cualquier punto cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacidn, pertenece a la curva. A ésta se le llama lugar geo-
métrico de la ecuacion.

2. Dada una curva que es la grafica de una ecuacidn, determinar dicha
gcuacton.

Para resolver el primer problema fundamental es necesario analizar las si-
guientes caracteristicas del lugar geométrico.

2.1.1. Simetria

Si la ecuacién de una curva no se altera cuando se reemplazax por =, esto
es, sif (x, y) =f(=x, y), entonces la curva es simétrica con respecto-al eje Y. Si
la ecuacidn de una curva no se altera cuando se reemplaza y por -y, esto es, si
f (6 y) = f(x-y), entonces la curva es simétrica respecto al eje X. Si al reem-
plazar x por —x y y por -y en una vcuacion, se tienc que f (x, y) = f (=x,-y),
entonces la curva es simétrica con respecto al origen.

2.1.2, Intersecciones

El punto o los puntos donde una curva cruza al eje X pucden scr cncontra-
dos haciendoy = 0 en la ecuacidn y resolviendo parax. Estos puntos son lla-
mados puntos de interseccion. Las intersccciones con el eje Y se obtienen de
manera analoga; se hace x = 0 en la ecuacién y se resuelve paray.

2.1.3. Extension

El lugar geométrico es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas
(x, y) satisfacen la ecuacién dada. Por definicion, (x, y) es una pareja ordena-
da de niimeros reales.

Analizar la extension de una curva consiste precisamentc ¢n determinar
para qué valores de cada una de las vanables, la otra variable toma valores
reales, lo cual nos indica los intervalos de valores de x y y para los cuales la
curva estd definida.
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La cxtension la podemos determinar despejando cada variable (cuando es
posible) en funcién de la otra y determinando los valores reales de la variable
no despejada, que originan valorces rcales en la variable despejada.

Cuando en una ccuacién aparecen potencias pares de una variable, el des-
pejarla puede involucrar raices cuadradas u otras raices pares. La extension
de la curva podri entonces estar restringida por la condicion de que niimeros
negativos no tienen raices pares rcales.

2.1.4. Asintotas

Si para una curva existe una recta tal que, al tomar un punto de la curva
cada vez més alcjado del origen, la distancia entre este punto y la recta cs ca-
da vez menor y tiende a cero, dicha recta se llama asintota de la curva.

Sila ecuacién de la curva es del tipo

= L&) (M
TogwE)

donde f () y g(x) son polinomios sin factores comuncs, ysix =c ¢s una raiz
de la ecuacion g(x) = 0, entonces la coordenada x de la trayectoria del punto
P (x, y) sc acerca al valor ¢, y suceden dos cosas:

1) y >, dado que la distancia OP » o,y

2) (x =) =0, esto cs, la distancia horizontal PP ¢ntre la curva y la linea
vertical x = ¢ tiende a cero (véase la figura 2.1).

Y

Figura 2.1
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En otras palabras, la linca x = ¢ es una asintota de la curva dada por la
ecuacion (1), six = ¢ hace que ¢l denominador g(x) sca nulo. Tales asintotas
son obtenidas o determinadas haciendo la ecuacion explicita paray en térmi-
nos de x; si ¢l resultado ¢s una fraccion, se iguala ¢l denominador de la frac-
cion a cero v se determina la solucidn numérica dex.

En forma similar, despcjando x ¢n funcidn de y, el denominador de la ex-
presion resultante mucestra los valores de y que hacen al denominador nulo en
la expresion

(¥) (2)

X = ——

(»)

Esos valores determinaran las asintotas horizontales de la curva. Una al-
ternativa para determinarlas es bacer que x » = « (previendo quce la exten-
sidn de la curva permita esto) en la ccuacidn (1) y encontrar los valores limite

paray.

o9

2.1.5. Obtencion de algunos puntos de la curva

Se pueden obtener algunos puntos de la curva dando valores a una dc las
variables y calculando los valores corrcspondientes de la otra; es decir, obte-
nicndo parejas ordenadas de nimeros reales que satisfagan la ecuacion de la
curva.

2.1.6. Trazado de la grifica

Con la informacidn obtenida en los apartados anteriores se procede a tra-
zar la grafica del lugar gcométrico correspondiente a la ecuacién dada.

Analizar las caracteristicas del lugar gcométrico de una ecuacidn, como sc
ha descrito en los apartados 2.1.1 al 2.1.5, se conoce como lu discusion de la
ecuacion de una cuna.

Ejemplo1 -

Hacer la discusion de la siguiente ccuacion y trazar su grafica.

Solucion

Se anahzan los puntos anteriormente mencionados para el caso de la ccua-
cion dada:



26  GEOMETRIA ANALITICA

¢ Simetria

Respecto al eje Y, se reemplaza x por —x:

S S
YT -2

Como pucde observar, un cambio de signo en x altera la ecuacién, por lo
que la grafica no es simétrica respecto al eje Y.

Respecto al eje X se reemplaza y por -y:

Como se observa, un cambio de signo en y altera la ecuacién; por lo tanto
la grafica no es simétrica respecto al eje X.
Respecto al origen, se reemplazaxpor-x y v por-y:

. _ -1
—x-2 YT ¥2

—y =

Al cambiar el signo a ambas variables la ccuacidn se altera, por lo que la
grafica no es simétrica respecto al origen.

o Intersecciones

. 1
Conel eje X: =0; ——F%=
J y b T _ 2 |
Obviamente, no existe ningin valor real que satisfaga esta Gltima expre-
sion; por lo tanto no hay interseccidn con el eje X.

ConelejeY: x =10; y=—_:15

)

o |

por lo tanto, la curva interseca al eje Y en el punto ( 0, —

© Extension

Dado que cualquier valor real de x determina un valor real de y, y todo va-
lor real de y esta definido por un valor real de x, a excepcion de los valores
x =2 y y=0 lacurva es abicrta y se extiende en ambos sentidos de los
ejes coordenados.

© Asintotas

Se tiene:
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poL
x—2

Se iguala el denominador a cero y sc obtiene la ecuacién de la asintota ver-
tical; esto es:

Para la segunda asintota, sc despeja.x en funcidén de y y se iguala a ccro ¢l
denominador de la expresion resultante.

1
x-2)y=1, x=2=—; x=—-2
y

|

por lo tanto, la ecuacidn de la asintota horizontal es:

y=20
e Obtencidén de algunos puntos
X y
-3 0.2
-1 -0.33
1 -1
1.5 -2
18 -5
22 5
25 2
R} 1
5 0.33
7 02
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\

Ejemplo 2

Hacer la discusion de la ecuacion:
xy—4y+x=0
Solucion

o Simetria

Respecto al gje Y':
(—0)y —4dv—x=0
x*y—4y—-x=10

Como se obscrva, un cambio de signo ¢n x altera la ecuacién; por lo tanto
la grdfica no ¢s simétrica respecto aleje Y.
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Respecto al ¢je X :
x (=) —H-yv)+tx=U-> —xv+d +x=0
Como se¢ observa, un cambio de signo y altera fa ccuacidn; por lo tanto la
grifica no es simétrica respecto al ¢je X
Respecto al origen:
(=x) (=) = 4(=) + (=0) =0 > —x 44y —x=0
xy—4y+x=0

Como se observa, sc obtuvo la ecuacion original; por lo tanto, la curva es
simétrica respecto al origen.

o Intersccciones

Conelegje X :

y=0->x(0)~-4 ) +x=0->x=0
Coneleje Y:

x=0->0)y—-4+0)=0->y=0
Por lo que la curva interseca a los ¢jes coordenados en el origen.

¢ Extension

Ninguna de las variables toma valores imaginarios para valores reales de la
otra, por lo que la curva es abierta y se extiende a ambos sentidos de los ¢jcs
coordenados. La curva no esta definida parax = % 2.

& Asintotas

Se despeja y para obtener las ccuaciones de las asintotuas verticales:

X X
2—'4 + = N ,3— = ~=X" = — =
XYy —dy+x=0; yi-d=-x; o y=-oTn yEoo S
_ X 2=x=0;, x= 2
YERTH 2 +x) 2+x=0; x=-2

por lo que la curva tienc dos asintotas verticales que son:

x=-2yx=2
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Se despeja x para obtener las ecuaciones de las asintotas horizontales;
resulta una ccuacidén de segundo grado en x que se resuelve aplicando la

formula:

—1* V(1): = 40) (=)

2 - = - =
wl+x—-4y=0—>x %

Asi se obtiene:

o ZlxVIFI6y?
= >

por lo que la ecuacidn de la asintota horizontal es:

y=10
» Obtencidn de algunos puntos
X -3 -1 1 15 1.8 22 25 3 5 7
¥ -02 (-033 [-1 -2 -5 5 2 1 0.33 0.2
s Grifica AY
+
+ + 2 t - 1 > t + ;
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Ejemplo 3
Hacer la discusion de la siguiente ccuacidn:
xiy—x2—-y=0
Solucion

@ Simetria
Respectoaleje Y:
(=¥)2y = (=x)1=y=0 > xiy—x2=y=0
El cambio de signo en x no altera la ecuacidn; por lo tanto la curva es si-
métrica respecto al eje Y.
Respecto al eje X
X2 (=y) =xi=(-y)=0 > —xly—x2+y=0
El cambio de signo en y altera la ecuacion; por lo tanto la curva no es si-

métrica con respecto al eje X.
Respecto al origen :

(=) (=) = ()2 = (=) =0 > —x2y-x2+y=0

Segin lo anterior, no se obtuvo la ecuacidn original, por tanto la curva no
es simétrica respecto al origen.

e Intersecciones

Coneleje X:
y=0-» -x20 »x=0
ConelepeY:
x=0-> —y=0->y=0
Por lo que la curva interseca a los ejes coordenados en el origen.

e Extension

De la ecuacién original, se despeja y en funcién de x

__x? (1)
y_xz--l

y no estd definidaparax = = 1
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Ahora, sc despejax en funcién de v

v (2)

X =+ =
v‘: - I

Como sc obscrva, x no estd definida paray = 1y0<y<1.
D¢ lo anterior se deduce que, a excepeidn de los valores antleriores, y €s

rcal para cualquier valorx y viceversa, por lo que la curva ¢s abicrta y se cx-
tiende a ambos sentidos de los cjes coordcnados.

e Asintotas

De la ecuacidn (1), se iguala a cero ¢l denominador y sc obtienen las ecua-
ciones de las asintotas verticales:

x1=1=0; (x—1) (x+1)=0 .. x= =1

De la ecuacién (2), se iguala a cero ¢l denominador y sc obtienc la ecua-
cién de la asintota horizontal:

}:—]_:0-—)}1:]

@ Obtencidn de algunos puntos

X 0 +05 =0.75 *15 +1.75 x2 x2.28
y 0 .33 -13 18 1.5 1.33 1.25
e Grifica
Y 4
1
—+ + Q ¥ $——> X
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Ejercicios

Grdfica de una ecuacion y lugares geométricos
1. Para las siguientes ecuaciones, hacer la discusion y trazar la gréfica.

a)x?+2x—-y+3=0
b)xy~-2y—x=0
x:y+4y—8=0
d)xy:—9x—v—-1=90



MODULO 3. LINEA RECTA

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:
o Calculard la pendiente de una recta dada.
e Calculara el éngulo de inclinacién de una recta dada.
o Determinard la ecuacion de una recta, dados:
— un puntoy su pendiente
— su pendiente y su ordenada al origen
~ dos de sus puntos
o Calculard la distancia de un punto a una recta, dadas las coordenadas dcl
punto y la ecuacion de la recta.
o Determinard si dos rectas son paralelas o perpendiculares.
Dadas las ecuaciones de dos rectas, calculard el 4ngulo entre ellas.

Cuadro sinéptico

\
Condicion geométrica Representacion analitica
Entre dos puntos cualesquiera Py y Y=y
P ; la pendiente m es constante. m= 2 =X cte.

El 4ngulo de inclinacién de una recta y2—¥i
14 lo® f 1 _ 6= ang tan =

es el dngulo 6 que forma la parte po X2 —X4

sitiva del ¢je Xy la recta, medido en

sentido contrario a las manecillas del

Qelo;. Y
35

0 tanf =m
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Cuadro sindptico

Continuacién

Condicién geométrica

Representacién analitica

\

LA RECTA
Punto — pendiente:

Pendiente — ordenada al origen:

Dos puntos:

Ecuacidn general:

Distancia entre un punto P y una
rectaAx+By+C=0:

Condicidén para que dos rectas sean
perpendiculares:

Condicién para que dos rectas sean
paralelas:

Angulo a formado por dos rectas
dadas con pendientes m ym 2:

-

FORMAS DE LA ECUACION DE

Cy=yi1=m{x—x)

y=mx+b
—y, = 22X
y—Yi xz—-xl(x X )
Ax+By+C=0
d_AX1+By1+C
+VATT B?
(mi)(mz)=-1o m|=-—F2
ny=n;
a=angtan —2_ "1
& 1+miym,

3.1. Generalidades

resulta siempre constante.,

Definicién: Se llama linea recta al lugar geométrico de todos los
puntos del plano tales que, tomados dos puntos difercntes cuales-
quiera P1(x 1,y1) Yy P2 (x2y2) del lugar, el valor de la pendiente m

En donde:

2 X1
nl=ymy
X2—X

X1 & X3
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3.2. Angulo de inclinacién de una recta

El dngulo de inclinacién de una recta es el dngulo que forma la recta con
la parte positiva del eje coordenado X, y se mide desde el eje X' alarectaen
el sentido contrario al de las manecillas del reloj (véase la figura 3.1).

En esta figura, € representa al dngulo de inclinacién de la recta, el cual es-
ta dado por la expresidn:

6 = ang tan <H)

Pafx2, y2)

I
I
l
_ 2_..__1 X2 = Xi

tan g = _Ye—-y1
P1(x1, y1)
7 0 - X
L
Figura3.1
de donde:
X2 — X

De acuerdo a la definicién de linea recta dada anteriormente, tenemos
que la pendiente de la recta es igual a:

Yo - N

m=——

X2 — X1
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es decir:

m = tan @

La pendiente de una recta es igual a la tangente del dngulo de inclinacién.

m = tan 6 =N
Xy — X1

Obsérvese que el 4ngulo de inclinacidn esté restringido para
0=<0 <180

Si el dngulo estd entre 0 < 8 < 90° la pendiente es positiva y si esta entre
90° < @ < 180° la pendiente es negativa.
Ejemplo 1

Calcular la pendiente y el 4ngulo de inclinacién de la recta que contiene a
los puntos (1,6), (5, -2) (véase la figura 3.2).

Figura 3.2
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Solucién
Y:— W -2 -6 -8
= = = — = —2
m X2 — X 5-1 4
# = ang tan(—2) = 116° 34’
Ejemplo 2

Demostrar que los puntos A(--3, 4), B(3, 2) y C(6, 1) son colincales

Solucion
; 2—-4 1
Pendiente de AB = 3+3- "3
. 1-4 1
Pendiente de AC = 6+3- "3

Como las pendientes de AB y de AC son las mismas, los tres puntos estan
situados sobre la misma recta.

Analiticamente, una recta tiene una ecuacion lineal o de primer grado en
dos variables. Reciprocamente, la representacion grifica del lugar geométri-
co cuya ecuacidn sea de primer grado en dos variables es una linea recta.

Una linea recta esta completamente definida si se conocen dos de sus ca-
racteristicas; por ejemplo, dos puntos; un punto y su pendiente, etcétera.

3.3. Ecuacién punto-pendiente

La ecuacién de la recta que contiene al punto Pi(x;, y1) y cuya pendiente es
m, es:

Yy =yi=mx —xi)

Ejemplo 3

Determinar la ecuacién de la recta cuya pendiente es -2/3 y que contiene
al P(5, 7) (véase la figura 3.3).

Solucion

y—yi=nmx —x)
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Figura 3.3

Al sustituir valores se tiene:
y=T= -56-9)

3~-7)= -2x+10
3y -21= —2x+10
3y+2x=31
Por altimo, se ordena la ecuacion:
2x+3y-31=0

Ejemplo 4

Determinar la ecuacién de la recta que contiene al punto(4,-1) y tiene un
angulo de inclinacién de 135° (véase la figura 3.4).
Solucion

La pendiente de estarectaes m = tan 135°
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Figura 3.4

m = -1
y=yi=mx—x)
Se sustituye y se obtiene:
y=(-D= -1 -9
y+l=—-x+4
SLxty—3=0

Ejemplo 5

Determinar la ecuacién de la recta que contiene al punto (2, -5/2) y tiene
pendiente cero.

Solucion

& —y) =mx —x1)

y=(=2)=0@~2)

S _
y+2-0
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3.4. Ecuaciéon pendiente-ordenada al origen

La ecuacién de la recta de pendiente 1 y que corta al eje coordenado Yen
el punto (0, b), siendo b la ordenada al origen, es:

y=mx+b

Una recta paralela al eje Y no tiene ordenada al origen y su ecuacion serd
de la forma:

x— k=0 k= constante

Ejemplo 6
Determinar la pendiente m y la ordenada al origen (b) de la recta:
2y+3x=7

Solucion

Se escribe la ecuacién enlaforma y = mx + b:

3 7

= — 1 = —= -

2y 3x+7, y X + 5
Luego:

3 .
m=—>es la pendiente.
7 .

b= 5 €8 la ordenada al origen.

Ejemplo 7

Determinar la ecuacién de la recta de pendiente -3 y cuya interseccidn

conel eje Yes % .
Solucion

. . . 1
Interseccion con el eje Y = ordenada al origen = 4
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y=mx+b;, y=-3x+7; m=-3

I

3.5. Ecuacién de la recta que contiene
dos puntos conocidos

La ecuaci6n de la recta que contiene los puntos Py(xy, y1), FP2(x2y2) estd da-
da por:

y-yx———i-—z:ﬁ:(x—xl) Xy #X;

Cuando x; = x;, la recta es paralela al eje Y, y su ecuacién esta dada por:

Ejemplo 8

Determinar la ecuacion de la recta que contiene los puntos (-2, -3) y
(4,2).
Solucién

Se aplica la forma:

y se tiene quc:

(y+3)=%—:—3(x+2)

Se realizan operaciones:
5
y+3)= 3 (x+2)

6y +18=5x+10

Sx-6y—8=40
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Ejemplo 9

Determinar la ecuacion de la recta que contiene al punto (-3, 1) y es para-
lela a la recta determinada por los puntos (0, -2) y (5, 2) (véase la figura 3.5).

"<

L2

3
L]

Figura 3.5

Solucion

Como se conoce un punto de la recta pedida (L,), solamente es necesario
obtener su pendiente, la cual es la misma que la de la recta paralela (L»).
La pendiente de L; es:

yY2—=w
X2 — X

nm =

Se sustituye:

Se aplica la expresidn:

—y) = 22
-3 =22 - x)
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-

4
- 1=—=(x+
y—1 5(1r 3)

Sy~-5=4x+12

4x—-5y+17=0

3.6. Ecuacion general de la recta

Sca una ecuacidén lincal o de primer grado enx, y, de la forma:

Ax+By+C=0

Esta ecuacién representa una recta cuando 4 # 0 y/o B # 0. En la cual
la pendiente de la recta y su ordenada al origen estdn dadas respectivamente
por:

m

b [

Sien la ecuacién general C = 0, entonces la recta contiene al origen.

Ejemplo 10

Hallar la pendiente m y la ordenada al origen dc larecta2y + 3x =7

Solucion

Se escribe la ecuacién en la forma:
Ax+By+C=0
y se obtiene:
3x+2y—-7=0

La pendiente m es:

nm = -

o
bW
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y la ordenada al origen:

NS |
ST
N
I
o |~

3.7. Distancia de un punto a una recta

La distancia d del punto Pi(xy, y1) a larectaAx + By + C = 0 se obtiene
como:

d__AX1+By1+C
S

en donde el signo del radical debe ser opuesto al signo de C.

En el caso de que el punto P, y el origen estén localizados a uno y otro la-
do de la recta, la distancia d se considera positiva; si se localizan en un mismo
lado, d se considera negativa (véase la figura 3.6)

\%’

Pq

P1

0 X
L

Figura 3.6

Si C = 0, entonces sc ..ede escoger arbitrariamente el signo positivo o el
negativo en el radical y no considerar interpretacién geométrica al signo de la
distancia.
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Ejemplo 11
a) Calcular la distancia d del punto P(-2, -3) alarecta
8x+ 15y —24=0
Solucion
La expresién que nos permite obtener d es:

_Axl+By1+C
T * VAT + Bl

d

Se sustituyen los valores indicados:
A =8, B-=15 = 24
Py, y1) = P(~2, =3)

g 8(=2) +15(=3) —24 -85
T+ VP F (A5 T 17

SLood=-=-5

~5

Como d es negativa, el punto (-2, -3) y el origen estdn del mismo lado de
la recta.
b) Calcular la distancia del punto P (-1, 7) alarecta6x —8x+ 5=10

Solucion

d= 6(-1)—-S(H+5 _ =57 _ 57

T F (R -0

. d=57
Como d es positiva, el punto (-1, 7) y el origen estan en distintos lados de
la recta.
Ejemplo 12

Determinar el valor de k para el cual la distancia d del punto (2, 3) a la
recta

8x+ 15y +k=0

es igual a 5 unidades
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Solucion

48 +153) +k _

SVEE A
_16+45+k

+5
*17

61 + k
+17

= *5

o k= —(5)(17) - 61

Sk = —146

3.8. Rectas paralelas. Rectas perpendiculares

Sean dos rectas Ly y L, cuyas pendientes son /1, y n1; respectivamente.

Las rectas L; y L, son paralelas si y s6lo si sus pendientes son iguales;
o sea:

ny = m;

Las rectas L; y L; son perpendiculares si y s6lo si sus pendientes son
reciprocas y de signo contrario; es decir:

1 }
nm=-—-— obien mm= -1
m;

Ejemplo 13 -

Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los puntos A(8, 6),
B(4, 8) y C(2, 4) son los vértices de un tridngulo rectangulo.

Solucion

Pendiente de 4B = i—z-é -1
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Pendiente de BC = g—:—i =
Como la pendiente de 4B es el reciproco con signo contrario de la pen-
diente de BC, estos dos lados del tridngulo son perpendiculares.

Ejemplo 14

Determinar la ecuacién de la recta que contiene al punto (-2, 3) y es per-
pendicular alarecta2x -3y + 6 = (.

Solucion

Si las rectas son perpendiculares, la pendiente de una de ellas es el reci-
proco con signo contrario de la pendiente de la otra.

La pendiente de 2x-3y + 6 = 0 que est4 escrita en la forma general
Ax+ By + C=0es:

o IR
I
W o

n = —

la pendiente de la recta pedidaes = — %

Por otro lado, sea (x,y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por

(-2, 3) y tiene de pendiente — %

Entonces, se sustituye en la ecuacién de la forma:
y—yi=m-x)
y se tiene:
y-3= (-—%) x+2); 2(0-3)=-3(x+2)

2y—-6=-3x-6; 2y+3x=0
Al ordenar:

3x+2y=0

3.9. Angulo entre dos rectas

Sean las rectas L, y L, con pendientes 1, y m; respectivamente. Sea el 4n-
gulo a medido en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del re-
loj, desde la recta L, hasta la recta L, (véase la figura 3.7).
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2 L1
N \
a )
62
61
e /O =X
L2
Figura 3.7
El 4ngulo « est4 dado por:
« = ang tan 2= o bien tang = M
& 1+mym, 1+mim,
Ejemplo 15

Si el 4ngulo formado por las rectas L1 y L; es de 45°, y la pendiente my de
L, es 2/3, calcular la pendiente m; de L, (véase la figura 3.8)

"y

L1/O

Figura 3.8
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Solucion

Se sustituye:

Ejemplo 16

Calcular los angulos interiores del tridngulo cuyos vértices son A(-3, -2),
B(2,5) y C(4, 2) (véase la figura 3.9).

Y§

Figura 3.9
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Soelucion

tanA4 = =

7
MaB — Nica 5
1 + piap ca +

A = ang tan%

A =24"431

e — NMap _
1+ mpcmas

tan B =

29
B = ang tan 1

B =69°13.6'

4 (_2)
Fica — MBC 7 2 29
tan C = = =7
+

1+ Mca Mpe B _‘_‘_ é
1+(5)(-3)
29
C = ang tan )
C =86°33
Comprobacidn:
A+ B+ C=180¢F

24°43.1" + 69°13.6' + 86°3.3" = 180°
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180° = 180°

Ejemplo 17
Obtener la representacion grafica de las siguientes rectas:
a)3x—-2y+2=0

Solucion
2y =3x+2
y= %x +1
De donde

m =

to |
o
il
[y

b)x+y+1=0

Solucion

Ahora se utiliza la ecuacidn general:

h = -
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)y=2-4x

Solucion

Directamente de la ecuacion:

X

d3-2y=1
Solucion
x—6y=3
6y=x~3
_x 1
YT6 2
De donde

1 1
m=e:b=-3

i

[————————

o

o

—o X

L J

s g e

\

-
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Ejercicios

10.

Inclinacion y pendiente de una recta

Calcular la pendiente m y el dngulo de inclinacién 8 de las rectas que
contienen a los siguientes pares de puntos:

a) (-8,-4),(59)

b) (-11, 4), (~11, 10)

c) (8,6),(14,6)

Ecuacién punto-pendiente

Determinar la ecuacién de la recta que contiene al punto §(1/3,2/3) y
tiene una pendiente infinita.

. Determinar la ecuacién de la recta que contiene al punto A(-6, -3) y tiene

un 4ngulo de inclinacién de 45°.

Ecuacion pendiente-ordenada al origen

Determinar las ecuactones de las rectas que satisfacen las condiciones
siguientes:

a) Pasa por (0,-1), m
b) Pasa por (0,3), m

0
-453

Ecuacion de la recta que contiene dos puntos conocidos

Los vértices de un cuadrilatero son : A(0, 0), B(2,4), C(6,7), D(8,0).
Determinar las ecuaciones de las rectas que contienen a sus lados.

Determinar la ecuacion de la recta que contienc al punto R(S, 3) y es
perpendicular a la recta cuya ecuaciénes 7x + 9y + 1 = 0.

Ecuacién general de la recta

Determinar la ecuacidn de la mediatriz del segmento determinado por los
puntos (7,4) y (-1, -2).

Determinar el valor de & de forma que la recta 4x —ky -7 = O tenga
pendiente 3.

Distancia de un punto a una recta

. Calcular la distancia del punto (4, ~1) alarecta3x—4y + 12 = Oe

interpretar el signo dc la distancia.

Calcular la distancia del punto (7, -4) alarecta2r + 3y + 8 = 0.
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Rectas paralelas y perpendiculares

11. Demostrar que los puntos P1(9, 2), P11, 6), Py(3, 5), P«(1, 1) son
vértices de un paralelogramo.

Angulo entre dos rectas

12. Calcular et 4ngulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son:
A(-2,1), B(1,5), C(10,7) y D(7,3).
El primer paso en este problema sera indicar la direccién positiva del
dngulo que se busca, o sea, el dngulo C; entonces el lado BC de

pendiente inicial m, y el lado CD de pendiente final m, forman el
angulo buscado.



MODULO 4. CIRCUNFERENCIA

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este modulo, el alumno:

o Obtendrd la ecuacién de una circunferencia, dados el centro y el radio.
o lIdentificard la ecuacion general de la circunferencia, obteniendo de éstu el ra-
dio, el centro y su grdfica.

Cuadro sinéptico

(Condici(m geométrica Representacion analitica

P, y)

Todos los puntos dc una circunfe-
rencia equidistan de un punto fijo
C (centro).

57
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Cuadro sindptico [ Continuacién

/

Condicion geométrica Representacion analitica
Centro en ¢l origen (0, 0): x24y2=r2

Centro en (h, k): x-mi+y—-kt=rz
Ecuacion general: x24+y?+Dx+Ey+F=0
Circunferencia real: siD2+E2—-4F>0

Un punto: siD!+E?=4F =0
Ningin lugar geométrico: siD*+E1—-4F <0
N

4.1. Generalidades

Definicién: Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los
puntos del plano que equidistan de un punto fijo C llamado centro.

Px.y)

Figura 4.1



CIRCUNFERENCIA 59

La distancia constante r entre el centro Cy cualquier punto de la circunfe-
rencia se llama radio de la circunferencia.

4.2.Ecuacidn de la circunferencia
con centro en el origen

Sca una circunferencia con centro en el origen y radio r. La ecuacién de
esta circunferencia es:

> <

ol cw, 0

Figura 4.2

Ejemplo 1

Determinar la ecuacién de la circunferencia de radio 3 y con centro en el
origen.

Solucién

La ecuacidn es de la forma:

x2+y2=r2
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Entonces:

Ejemplo 2

Determinar la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y que
contiene el punto (4, 3).

Solucion
Las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuacién de la circunferen-
cia:
x14+yi=r?
Se sustituye:
@2+ @)=r2

16+9=r2
De donde:
r2=25 r=5
xI+y2=125

4.3. Ecuacion de la circunferencia
con centro no coincidente con el origen

Sea una circunferencia con centro en ¢l punto (i, k) y de radior, tal que
It # 0y/o k # 0. La ecuacién de esta circunferencia es:

=M 2+ (y—k)2=r2

— X

Figura 4.3
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Ejemplo 3
Determinar la ecuacion de la circunferencia para los siguientes casos:
a) Centro en el punto (0, 3) y radio 1
b) Centro en el punto (-5, -3) yradio 4
¢) Centro en el punto (4, 0) y radio 2

Solucion

Se sustituyen en cada caso los valores en la ecuacién de la circunferencia
x—-mr+@y—-kt=r2
y se obtiene:
ayxt+(y—-3)t=1
b)x+5t+(y+3)2=16
x—4dH2+yr=4

Ejemplo 4

Determinar la ecuacién de la circunferencia de centro (5, -2) y que contie-
ne ¢l punto (-1, 5).

Solucion

Se procede a encontrar el radio de la circunferencia, que es el dato
faltante.

El radio es la distancia del centro a un punto cualquiera de la
circunferencia.

r=VE+ D+ ((1-37 =V8S
Asi, la ecuacion de la circunferencia es:
x—-5t+(y+2)2=85
Ejemplo 5

Determinar la ecuacion de la circunferencia para la cual uno de sus dia-
metros es el segmento que une los puntos (5,-1) y (-3, 7).

Sofucion

El centro de la circunferencia estd en el punto medio del segmento que
une los puntos dados; por lo tanto las coordenadas del centro son:
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S C=(1,3)
El radio se obtiene como sigue:
ri=(x-mN:+y -k rt=5-1D2+(-1-3)% r2=16+16
r=v32;, r=4v2
O también con el otro punto dado:
rt=(3-1)24(7-3)3 rt=16+16
r=4v2
Con los elementos obtenidos, 1a ecuacidn de la circunferencia es:

=12+ (y-3)2=32

4.4. Ecoacion general de la circunferencia

Sea una ecuacién de segundo grado enx, y, del tipo:

x2+y2+Dx+Ey+F=0

SeaN=D!+E?~4F

« SiN > 0, laecuacién representa una circunferencia cuyo centro es el punto

D E
c(-2-3)

y radio:

' r=%»\/D2+E2—4F
o SiN = 0, la ecuacién representa un punto cuyas coordenadas son:

-2-5)

« SiN < 0, laecuacion norepresenta ningilin lugar geométrico.
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Ejemplo 6
Dada la ecuacién general de la circunferencia
x?+y2—-2x+4y—-4=0
expresarla en la forma ordinaria
(x—h)2+ (y —k)2=r2
y determinar las coordenadas del centro y el radio.

Solucion

Se agrupan términos y se completan cuadrados:
x2=2x+1+(@t+4y+4)—-4-1-4=0
c—1)2+@y+2)2=9
Por lo tanto, las coordenadas del centro son:
C(1,-2)

y el radio es: ‘

r=3

Se comprueba, aplicando las expresiones que se derivan de la ecuacién ge-
neral para la obtencién del centro y el radio.

D E -2 4
c{-272) ¢l-2o2)s €D

r=%\/(—-2)2+(4)2—4(—4) =%\/m=%f33=

-

r=3

B |

) 6=3

Ejemplo 7

Dadas las siguientes ecuaciones generales de la circunferencia, decir si re-
presentan o no una circunferencia, y obtener su centro y su radio, de ser
posible.

a)2x?+2yt—6x+10y+8=0
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b) 16x2 + 16y 2 — 64x + 8y + 177 =0

Solucion
a)2x?+2y?—6x+10y+8=90

Se divide toda la ecuacidn entre 2:
x2+y2+3x+5+4=0
Se puede observar que: |
D=3 E=5y F=4

Se analiza el término D 2 + E 2 — 4 F para determinar a cual de los tres ca-
S0S pertenece.

(-3)2+(5)2-4(4)=9+25~16=18 >0

Por lo que la circunferencia es real con centro cn el punto:

D E -3 5 3 5
C=272) ¢l=273) €(373)

y radio:

r=%\/D2+E2—4F

1
r—?/-fg

_3V2
T2

r

by16xt+ 16y2 —64x+8y + 177 =0
Se divide toda la ecuacidn entre 16:

y , 177

2 A —_— ==
xl+y 4x+2+ 16 0
En este caso:
D=-4,
1 177
E=5y F=7
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Scanalizael término D+ E2 - 4 F:

7y 16+ 117 64+14—177 28 <0

177

16+——4(

Por lo tanto la ecuacién no representa ningiin lugar geométrico.

Ejemplo 8

Determinar la ecuacion de la circunferencia que contiene los puntos (5, 3), .
(6s 2) y (31 _'1)

Solucion

La ecuacion general de la circunferencia es:
xt+y:+Dx+Ey+F=0
Esta ecuacién contiene tres constantes indeterminadas, por lo que serdn
necesarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferencia debe
contener a los tres puntos dados, se pueden hallar los coeficientes sustituyen-
do las coordenadas de los puntos en lugar de las variables x y y, resolviendo a
continuacion las tres ecuaciones linealesen D, £ y F.
254+ 9+ 5D+3E+F=0
36+4+6D+2E+F=0
9+1+3D~E+F=0
Se simplifica:
SD+3E+F+34=0
6D+2E+F+40=0
3D-E+F+10=90
Se resuelve el sistema y se obtiene:
D=-8 E=-2y F=12
Por lo que la ecuacion general de la circunferencia es:
x?+y?—-8x—-2y+12=90
Ejemplo 9

Obtener la representacion grifica de las siguicntes circunferencias:
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a)(x~3)2+y2=16

b)y=+v25-(x+2)2 +1

O)x2+y2-2x+4y-4=0

Solucién

a) Segln la ecuacién de la
circunferencia: —+

C@3,0) r=4

Por lo tanto su gréfica es
como se muestra a la derecha,

byy=2V25 -(x+2)2+1
Noétese que la ecuacion dada

puede escribirse en la siguiente
forma:

y-1=+2V25-(x+2)?
y-1)2=25-(x+2)?

(x+2)24+{y-1)2=25

Por lo que se deduce que su
centro estd en C(-2, 1) y su
radioes r=5.

La gréfica se muestra a la
derecha.
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)xt+yr-2x+4y-4=0
Segin la transformacién efec-
tuada en el ejemplo 6, se llega a la
ecuacion:
x-1)2+{y+2)2=9
De la cual se obticne:
C@1,-2)y r=3

La grafica se muestra a la derecha.

Ejercicios
Ecuacion de la circunferencia (centro, radio)
1. Determinar la ecuacidn de la circunferencia en cada caso:
a) Centroen (0, 0) y radio 1
b) Centroen (3, -1) yradio 5
c¢) Centroen (0, —4) y radio 9
d) Centroen (1, 0) y radio 3

2. Determinar la ecuacién de ta circunferencia de centro (4, -1) y que
contiene el punto (-1, 3).

3. Determinar la ecuacién de la circunferencia para la cual uno de sus
didmetros es el segmento que une los puntos (-3, 5) y (7, -3).

Ecuacién general de la circunferencia

4. Dadas las siguicntcs ecuaciones, decir si representan o no una circun-
ferencia, y obtener su centro y su radio, de ser posible. Aplicar las
férmulas y comprobar completando cuadrados.

a)xt+y?=0
byx2+y?-8x+10y-12=0
)xt+y2-8x-7y=0
d)3x2+3y*-4x+2y+6=0

5. Determinar la ecuacion de la circunferencia que contiene los puntos:

4,5),(3,-2)y (1, 4).



MODULO 5. PARABOLA

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulio, el alumno:

o Obtendrd la ecuacion de una pardbola a partir de datos tales como: vértice,
foco, directriz y valor del lado recto.

o Dada la ecuacion de una pardbola, obtendrd su grdfica y sus elementos tales
como: vértice, foco, valor del lado recto y directriz.

Cuadro sinéptico

-~

Condicién geométrica Representacién analitica

Q
]
i

eTodos los pun-
tos de una paré-
bola equidistan
de un punto fijo
F(foco) y una
recta fija L (di-
rectriz).

L ' (eje focal)

L (directriz)

69
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Cuadro sinéptico | Continuacion ’
( —

Condicién geométrica Representacién analitica

oVértice en ¢l ori-° Eje focal y2 =4px Xp > 0 abrc ha-
gen (0, 0) en el eje cia la derecha.

%p < 0 abrc ha-
cia la izquier-

da. ;
!
° Eje fgcal P = dpy Hp. > O.abrc ha-
eneleeY cia arriba.

Hp < ( abre ha-
cia abajo.

oeVértice en (h, k) ° Eje focal (v — k)2 =4p(x—h) TP > 0 abre ha-
paralelo cia la derecha.
alee X ‘
Mp < ( abre ha-
© cia la izquierda.

° Eje focal (x—h)2=4p(y—k) Ap > ( abre ha- |

paralelo al cia arriba.
geY
tp < (0 abre ha-
cia abajo.
el ongitud del la- | 4p |
do recto:
eFcuacion general Ax’ 4+ Cy +Dx+Ey+F=0
oRepresenta una S1iA=0,C=#0, D=0

pardbola cuyo
eje es paralelo o
coincidente con
el eje X-




71

Cuadro sindptico [ Continuacién |
(Condici(’m geométrica Representacion analitica w
eRcpresenta una SiA#0,C=0, E=(
pardbola cuyo
cje ¢s paralelo o
coincidente con
eleje Y.
| eRepresenta SiA=0,C#0, D#0
1 dos rectas o o
. hingln lugar Sid=0,C=0,E=0
| geomelrico:
\ /

5.1. Generalidades

Definicion: Una parabola es el lugar geométrico de todos los puntos
del plano que equidistan de un punto fijo F lamado foco y una recta
fija L. llamada directriz.

E!l punto F no csta contenido en L.

L’ (ejefocal)

L (directriz)

Figura 5.1
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I.a recta L’ perpendicular a L y que conticne a F se llama ¢je focal de la

parébola.

Si QO es la interseccion de L y L’ entonces el punto medio V del segmento
QF estd en la pardbola, ya que cquidista de L y dc F; a este punto V se le lla-
ma vértice de la pardbola (véase la figura 5.1).

5.2, Ecuacidn de la pardbola con vértice
en el origen y eje focal coincidente
con un eje coordenado

Sea p la distancia dirigida VF = OV

Sea una pardbola cuyo vértice coincide con cl origen'y cuyo eje focal coin-
cide con el eje coordenado X, La ecuacion de esta pardbola es:

yr=4dpx

El foco tiene por coordenadas (p, 0) y la dircctriz L es una recta de
ecuacidn:

x=-p

p puede ser positiva 0 negativa, lo cual nos plantca dos casos:
st p es positiva, la pardbola s¢ abre hacia la derecha (véase la figura 5.2).
st p es negativa, la parabola se abre hacia la izquierda (véase la figura 5.3).

%%

p>0

> X

Figura 5.2




Y
A p<0
F(p, 0) '
o~ X
p
L:x =-p

Figura 5.3

Consideremos ahora una paridbola con vértice en el origen y eje focal coin-
cidente con ¢l eje Y; su ecuacion es:

x2=4py

El foco ticne por coordenadas (0, p) y la ecuacién de 1a directriz es:

y=-p

Si p ¢s positiva, la parabola se abre hacia arriba (véase ta figura 5.4).

Sip es ncgativa, la pardbola se abre hacia abajo (véase la figura 5.5).
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—

p>0
¢ F(0, p)
0 -
vV }p
Ly =-
0 P
Figura 5.4
Y
) p<0
Q
Liy=-p
}p
v o )
0O
$F0.p)

Figura 5.5
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5.3. Lado recto de una parabola

Sca la siguiente grafica de una pardbola:

1 A

B

Figura 5.6

En csta grafica sc ha representado el segmento 4B que es una cuerda per-
pendicular at eje focal y que contiene ¢! foco; a esta cuerda se le llama fado
recto (L. R.) de la pardbola.

La principal caracteristica del lado recto de una pardbola ¢s que su longi-
tud es igual al valor absoluto de 4p, esto es:

LR.=14p|

Ejemplo 1

Sea una pardbola cuyo vértice esta en el origen, su eje focal coincide con el
eje Y, y conticne el punto (4, -2).

a) Determinar la ecuacién de la paribola, las coordenadas de su foco, la
ecuacién de su directriz y la longitud de su lado recto.

b) Trazar la grafica correspondiente.

Solucion

a) La ecuacidn de la pardbola es de la forma:

Xt=dpy
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Como la parabola contiene el punto (4, -2), las coordenadas de este punto
deben satisfacer la ecuaciony? = dpy .
Por lo tanto se tienc:

16 8
16=4p(=2); S=4p, p=-73 ~ p=-2

y la ccuacion buscada scra:
x2= -8y
El foco ¢s el punto (0, p), 0 (0, -2). La ecuacidn de la dircctriz es:
y=-p osea y=2
La longitud del fado recto es:
LR.=8

b) Con los datos obtenidos procedemos a trazar la grafica correspondicnte
(véase la figura 5.7).

Figura 5.7

Ejemplo 2

Determinar el foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto
“de la parabola3y® = 8x
Solucion

Se sabe que y2 = 4 p x, de donde se deduce que y* = %1, por lo que:
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oo
A~

il
W e

4p =

El foco es el punto de coordcnadas:
2
=,0

x=—§ yaque x=-p

La ecuacion de la directriz es;

La longitud dellado recto se calcula asf:

ST

-
7~
I

W oo

Ejemplo 3
. . 4
Determinar la ecuacién de la pardbola cuyo foco cs el punto F (O, - 5) y

directrizlarectay — % = (). Calcular ademas la longitud del lado recto.

Solucion

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la parabola; de la férmula para calcular
la distancia entre dos puntos, se tiene:

Distancia del foco al punto:

d=v(:—=x)P+ (2 - )

Se sustituye:

d=\/(x-0)z+ (+3)

Como esta distancia debe ser igual a la comprendida entre el punto P(x, y)

. : . 4
y la directriz de ecuacién y — 3 entonces:
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0.7:+y-——i;w

\/(x—0)1+ (y+%)2

ESE

(Véase el apartado 3.7)
De donde:

\[ ) o _ _4
=0p+ (y+3) =y-3
Se eleva al cuadrado y se simplifica:

x2+y3+—8—X+E=),2_8X+1_6

39 39
O sea:
4 8y 8y
X+ 3 0
x2+&'z=0 x!= «-—"1‘6—)—,
3 3
La longitud del lado rectoes: | d4p | = l - 1?6 l
16
LR.=73

5.4. Ecuacién de la pardabola con vértice
no coincidente con el origen y eje focal
paralelo a un eje coordenado

Sea una parabola cuyo vértice tenga por coordenadas (f, k) y eje focal pa-
ralelo al eje X, tal que h # 0 y/ok # 0. La ecuacidn de esta pardbola es:

0Ky =4p @ —h)

El foco tiene por coordenada (h + p, k) y la directriz L es una rectade la
ecuacidn:
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x=h-p

Sip es positiva la pardbola se abre a la derecha; si p es negativa la parabola
sc abre a la izquierda (véase la figura 5.8).

Consideremos ahora los casos de una pardbola cuyo vértice tiene por
coordenadas (i, k) y eje focal paralelo aleje Y, tal que 1 # 0 y/ok # 0.

La ecuacién de esta pardbola es:

(x=hy=4p (=K

Y Y
4 p>0 } <o
F(h + p, k) F(h + p, k)
< —0
V(h, k)
V(h, k)
0 \"X o/ X
41
L:x=h-p L:x=h-p
Figura 5.8

El foco tiene por coordenadas (h, k + p) y la directriz L ¢s una recta de
ecuacion:

y=k-p

Sip es positiva la parabola se abre hacia arriba; si p es negativa la pardbola
sc abre hacia abajo (véase la figura 5.9). En estos casos la longitud del lado
recto también es igual a |4p |.
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\\ lFin. & + p) | Liy=k-p

\\\_ V(h, k)
Vih, k) //’“h"\\\\
/ +F(h.k+ﬁ?)

Ly=k-p

o> X o X

Figura 5.9

Ejemplo 4

Determinar la ccuacion de la pardbola con vértice (3, 4) y foco F(3, 2).
Detcrminar también la ecuacion de su directriz y la longitud de su lado recto.

Solucion

Como el vértice y el foco de una pardbola estdn sobre su ¢je, y como cada
uno de estos puntos, en este caso tiene la misma abscisa 3, se concluye que €l
eje de la parabola es paralelo al eje Y. Por lo tanto, la ecuacién de esta para-
bola es de la forma:

(=hp=4p(y - k)
Se sustituyen los valores de (3, 4) y se tiene:
(x=3p=dp -4
Ahora bien:
ip | = |FV |; F=floco, V= vértice
lpl=14-2]=2

Como el foco esta abajo del vértice, la pardbola se abre hacia abajo y p es
negativa:

p=-2
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Asi, Ta ecuacidn de la pardbola cs:
(x—=332=-80—-4)

La longitud del fado recto es 8. Como ¢l vértice ¥(3, 4), es el punto medio
del segmento comprendido entre el foco y la directriz, las coordenadas del
puntoA sobre la directriz (véase la figura 5.10) es (1 6) y por lo tanto la ecua-
cion de la dircctrizesy = 6.

Yi

Ly =6

Figura 5.10

Ejemplo 5

Determinar la ecuacidn de la parabola de vértice V' (3, 2) y foco F(5, 2).

Solucion

Como el vértice es (3, 2) y el foco F (5, 2), se tiene que p = 2 y la ecua-
cién adquiere la forma:

& — k)P =dplx—h)

0 sca

(v — 2): = 8(x ~ 3)

Al desarrollar y simplificar:

yi—4y -8 +28=0
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Ejemplo 6

Hallar la ecuacidn de la parabola de vértice V(2, 3), de eje paralelo al eje
coordenado Y, y que contiene el punto 4(4, 5).

Solucion

La ecuacién que se ha de aplicar es:
(=) =4p ¢y = k)
es decir:
(-2r=4p (- 3)
Como el punto A(4, 5) pertenece a la curva, se ticne:
(4= =4 (5-3)
Al desarrollar y simplificar:
4=8
-l
Por lo tanto la ecuacién pedida es:
(c—22=2(-3)
o bien:

X—4x-2y+10=0

5.5. Ecuacion general de la parabola

Sea una ecuacién de segundo grado enx, y, del tipo:

A+ O+ Dx+Ey+ F=0

Esta ecuacién representard una parabola cuando cumpla con las siguien-
tes condiciones:

e S1A=0,C#0yD 0, laecuacién representa una pardbola cuyo eje es
paralelo o coincidente con el eje X,

-
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o SiA#0,C=0yFE =0, rcpresenta una pardbola cuyo cjc es paralelo o

coincidente coneleje Y.
En los casos anteriores, cuando D o E valen cero respectivamente, la ecua-

cion de segundo grado deberd analizarse de la siguiente manera:

SeaM =Cy2+Ey+ F=10

e Sid=0,C#0yD =0, cuando las raices de M son reales y diferenics, la
ecuacifén representa dos rectas no coincidentes paralelas al eje X; si las
raices de M son reales e iguales, la ecuacidn representa dos rectas coinci-
dentes paralelas al eje X; si las raices de M son complejas, la ecuacidén no
corresponde a ningdn lugar gcométrico.

SeaM=A2+Dx+ F=90

o Sid=0,C=0yE =0, cuando las raices de M son reales y diferentes, la
ecuacion representa dos rectas no coincidentes paralelas al eje Y; si las rai-
ces de M son reales e iguales, 1a ecuacidn representa dos rectas coinciden-
tes paralelas al eje Y; si las raices de M son complcjas, 1a ecuacién no
corresponde a ningin lugar geométrico.

Ejemplo 7

Demostrar que la ecuacion 4x? — 20x — 24y + 97 = ( representa una pa-
rabola. Determinar las coordenadas del vértice y del foco, la ecuacién de su
directriz y la longitud de su lado recto.

Solucion

La ecuacién general es:
A+ 2+ Dx+Ey+ F=0
En este caso:
4xt—20x—-24y+97=0
A=#0,C=0,E=0
Por lo tanto, la ecuacidn representa una parabola cuyo eje es paralelo al
eje Y.
Se reduce la ecuacidn:

4xt~20x~24y+97=0; x1—5x—6y+24z=0

Se completan cuadrados:
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y se obtienc:
-3 a3

En esta ecuacidn se observa que las coordenadas del vértice son:

()

Como 4p = 6,p = 3/2 y la parédbola sc abre hacia la parte positiva dcl ¢je
Y, cntonces el foco esta sobre un eje paralelo al eje Y, por lo que sus coorde-
nadas son:

O s¢a.

La ccuacion de la directriz es:

y=3“%
o sea:
-3
La longitud del lado recto es:
1=+ (3) | =

LR. =6
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Ejemplo 8 _
Obtener la representacion grifica de las siguientes parabolas:

‘a)y = i.ﬁ —x+1

Solucion
Multipliquese la ecuacion por 4 :
4y =x2—4dx+4; la cual s¢c puede escribir como: dy = (v — 2)? o biem:

(x — 2)? = 4y; de lo cual sc obtiene: gje focal paralelo al eje ¥, 112, 0), F(2, 1)
y longitud del lado recto = 4. Como p > 0, se abre hacia arriba.

Y
4

b)y=-2x2+8r—4

Solucion

Factorizando -2 :
=-2@x1—-4x+2)
completando un trinomio cuadrado perfecto dentro del paréntesis:
y=-2@xr—4x+4-2) |
y==2@x-22+4

y—4=-2@x-2);
- 1
obien (x - 2)t = — 50, -4

por lo quc se obtiene: cje focal paralelo al eje ¥, V' (2, 4), F (2, 3.875).
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Longitud del ladorecto = 1/ 2. Como p < 0, s abre hacia abajo.

y=2vV8x -8 -2

Solucion _
La ecuacién dada se puede expresar como:
y+2=xV8x-8
(y + 2)? = §(x — 1); de donde se obtiene: ejc focal paralelo al ejé X,
V(1,-2),F(3,-2).

Longitud del lado recto = |4p | =8. Como p >0, se abre hacia la
derecha.
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Ejercicios

Ecuacién de la pardbola de vértice en el origen y eje focal sobre un eje

coordenado

L.

4

Determinar las coordenadas del foco, la longitud del {ado recto y la
ecuacion de la directriz de las siguientes parébolas:

a)y*=6x
byxt=8 =0
2. Determinar la ecuacién de la pardbola con foco F(3, 0) y directniz
x+3=0
Ecuacion de la pardbola con vértice en (h, k) y eje focal paralclo a un cje
coordenado '
3. Determinar la ecuacién de la parédbola de vértice V' (-2, 3) y foco F (1, 3).

Determinar la ecuacién de la pardbola con foco en el punto F (-2, -1) y
cuyo lado recto es el segmento entre los puntos 4 (-2, 2) y B (=2, -4).

Ecuacion general de la pardbola

Demostrar que la ccuaciény 2 +y — 3x + 1 = 0 representa una parabola.
Determinar las coordenadas del vértice y del foco y la ecuacion de la
directriz.



MODULO 6. ELIPSE

Objetivos especificos

Al tenmunar el estitdio de este moédilo, el alumno:

o Obtendrd la ecuacion de la elipse a partir de datos tales como: focos, centro,
eje mavor, eje menor, lado recto.

o Dada una ecuacion identificard si se trata de una elipse v obtendrd caracte-
risticas tales como: focos, centro, eje mavor, eje menor, lado recto y la grifica
respectiva.

Cuadro sindptico
’ ~

Condicion geométrica Representacion analitica

e En unaelipse, la
suma de las dis-
tancias de cuales-
quicra de sus
puntos a dos pun-
tos fjos Fry F»
(focos) es cons-
tante,

L (eje focal)

Q

oCentro en ¢l ori- Eje focal cn el 2y
gen (0, 0) cje X St a=lia>b

- _/

89
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Cuadro sinéptico | Continuacién
Condicion geométrica Representacion analitica w
° Ejefocalenel 2 2
: Y-
Y —5 + =1;,a>0b
cjc p2 42
o Centro en (h, k) ° Eje focal pa- v —m)? (v-k)?
ralelo o coin- 5 , =1 a>b
cidente al gje a b
X
° Ejc focal pa- ¢ - py?2 y— k) 2
ralclo o coin- { 2) 4 0 2) =1; a>b
cidente al eje b a
Y
e l.ongitud del fado 2ph2
recto: a
o Longitud del eje 2a
mayor:
o Longitud del eje 2h
menor:
e Distancia entre 2¢;c2=a’-b% c=Vai=b
los focos:
e Ecuacion general: Ax 4+ Cy>+Dx+Ey+F=0
e Indicador: N=CD2 +AE 2 —4ACF
o Elipse cuyo ¢je es A=0, C#0, A, Cdel mismosignoy N>0
paralelo al eje X
oaleje Y:
@ Un punto: N=10
o Ningin lugar geo- N <0
métrico:

N /
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6.1. Generalidades

Definicion: Una elipse es ¢l lugar geométrico de todos los puntos del
plano tales que la suma dc las distancias de cada uno de cllos a dos
puntos fijos F, y F», ltamados focos, cs constante.

o —— o

ks —— s m—— o —

a
Figura 6.1

La recta L que contiene los focos de la elipse sc Hlama eje focal.

Los puntos V1 y V3 en los cuales se interseca la elipse con su cje focal se
llaman vértices.

El punto C estéd en el eje focal y es ¢l punto medio del segmento Fy F; este
punto cs el centro de la elipse.

La recta L’ que contiene ¢l centro de la elipse y es perpendicular al eje fo-
cal, se llama ¢je transversal.

Al segmento del eje focal comprendido entre los vértices Vy y Va se le lla-
ma eje mayor y su longitud es igual a 2 g, en donde a es llamada semieje ma-
yor.

Al scgmento del ¢je transversal comprendido entre los puntos By y B: (in-.
tersccciones de la clipse con su eje transversal) se le llama ¢je menor y su lon-
gitud es igual a 2b, en donde b ¢s llamada semieje menor.

La distancia ¢ que hay entre el centro de la elipse y cualquicra de sus dos
focos se lama distancia focal y es igual a:

al__bl

0 sCa uc
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6.2. Ecuacion de la elipse con centro
en el origen y ¢je focal coincidente
con un eje coordenado

Sea una clipse con centro en ¢l origen v eje focal coincidente con el ¢je
coordecnado X La ecuacidn de csta elipsc cs:

Los focos tienen por coordenadas Fi(—c,0), F:(c,0) y los vértices
Vi(=a,0)y V. (a,0) {(véase la figura 6.2).

Figura 6.2

Ahora consideremos una elipse con centro en el origen y ejc focal coinci-
dente coneleje Y. Suecuacidn es:

(3]

X

~z
tw

|

+-==1]a>b

o
[

2
2

Los focos ticnen por coordenadas F1i(0, ~c), F~(0, ¢} y los vértices V1(0, —a)
y 13(0, a) (véase la figura 6.3).

a=»b

—

Va{(C. a) Fi(0. =)
P> F2(0. ¢}
C(0.0) X
J
v1{0, -8)

Figura 63
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6.3. Lado recto de la elipse

Considérese la siguiente grafica de una elipse.

Vi C ' Vo
Fi Fo

Figura 6.4

En la grélica se ha representado el segmento Af Ay, que es una cuerda per-
pendicular al eje focal y que contiene un foco de la clipse; a esta cuerda se lc
llama lado recto de la clipse y su longitud es igual a 2 b* /a o sea:

Ejemplo 1

Dada la elipse 9x 2 + 16y 2 = 576, calcular las longitudes del semicje ma-
yor y semicje menor, las coordenadas de los focos y la longitud del lado recto.

Solucion

Laecuacion 9x? + 16 y 2 = 576 también se puede escribir como:

LI
TR

Por lo tanto:
Scmieje mayora = 8
Semicje menorbh = 6

Comoc =vVaZ-b?=2VT ycleje focal estd cn cl cje X, las coordenadas
de los focos son:
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Fi(-2v7,0) y F:(2V7,0)

La longitud del lado recto cs:

o]

2b

a2

L.R. =

o
4]

Ejemplo 2
Determinar la ecuacién de la clipse con centro en ¢l origen, uno de sus fo-
cos el punto (0, 3) y semieje mayor igual a 5.

Solicion

Datos:

Ahora bien:

Por lo tanto:

Como ¢l eje focal se encuentra en el eje Y, la ecuacién de la elipse es:

6.4. Ecuacién de la elipse con centro
no coincidente con el origen y
eje focal paralelo a un eje coordenado
Sea una elipse cuyo centro tiene por coordenadas (i1, k) y eje focal parale-

lo al eje coordenado X, tal que it # 0 y/o k = 0. La ecuacidn de csta clipse
es:

x-=h?: (=K _
P + b2 =1 a>b

Los focos ticnen por coordenadas Fi(li - c, k), F>(h + ¢, k) y los vértices
Vith —a,k)yyV:(h + a, k) (véase la figura 6.5).
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Y &
Vi(h —a, k) "
Fith-c, k) 1

~—

Figura 6.5

Si consideramos que la elipse tiene su centro con coordenadas (/1, k) y que
su eje focal es paralelo al ejc coordenado Y, su ecuacién es:

@=h:, @=R>_,

b2 o2 a>b

Los focos tienen por coordenadas Fi(h, k ~c), Fa(h, k + ¢) y los vértices
Vilth,k —a)yV,(hk + a) (véase la figura 6.6).
En estos casos la longitud del lado recto es tambiéniguala2b?/a

Y4
Fih,k-c)
Folh, k + ¢)
o F1
Vith, k —-a
. 1( ) -
Figura 6.6
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Ejemplo 3

Decterminar la ccuactdn de la ¢lipse con centro C(2, -3), un foco F{-1, ~3)
y semicjc menor igual a 4.

Solucion
st

0 sca que:
a=vI+16 =5
El eje focal es paralclo al cje X, por lo que la ecuacion de la elipse es:

(x=2) (r+3)2_
25 16

1

Ejemplo 4
Dada la ecuacién de la clipse:

=12, =2 _
5 Y 71

Calcular las longitudes del semicje mayor y el semicje menor, las coorde-
nadas del centro y de los focos y la longitud del lado recto.

Solucion

De la ecuacion:

a=v45 =3V5
b=v20 =2V3

Las coordenadas del centro son:
C(1,2)
Se encuentra el valor de ¢ para obtener las coordenadas de los focos:
c=Val-br'=Va5-20=vV25=5 .. ¢=5

Como el eje mayor ¢s paralelo al ¢je X] las coordenadas de los focos son:
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F1(65 2): F-‘.(—4’ 2)

Lado recto:

2hH2
LR;HE _2(20) _8Y3%

T 3VS T3
_8V5

LR.
R 3

6.5. Ecuacion general de la elipse

Sea una ccuacidn de segundo grado cn x, y, del tipo:

Ax?+Cy’+Dx+Ey+F=0

ScaN=CD+AE*—4ACF

e SiA#0,C#0,A<CN>0yAyC tienen ¢l mismo signo, la ccuacion
represcnta una clipse con eje focal paralelo o coincidente con el gje X.

e SIA#0,C#20,A>C,N>0yAyC tienen el mismo signo, la ecuacién
representa una clipse con eje focal paralelo o coincidente con el cje Y.

o Si N =0, la ecuacidén representa un punto Gnico cominmente Hamado
punto elipse.

« SiN <0, la ecuacién no representa ningin lugar geométrico.

Ejemplo 5

Dada la ecuacién general:
x*+dy2—-6x+16y+21 =0

a) Determinar si representa una elipse.

b) Deducir su ecuacién en la forma ordinaria.

¢) Obtener las coordenadas de su centro.

d) Obtener la longitud de los semiejes mayor y menor.
e¢) Obtener las coordenadas de los focos.

f) Obtener la longitud del lado recto.

Solucién

a) De la ecuacidn general sc obtiene:
A=1C=4D=-6 E=16yF=21

N=CD:+AE2—4ACF=4(—6)2+ (1) (16)2 — 4 (1) 4 (21)
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N=64>0

por lo cual la ecuacién esta definida para valores reales de x y y, o sea que si
representa una elipse.

b)x2+4y2—6x+16y+21=0
Se agrupan términos y se completan cuadrados:
x2—-6x+9+4(y2+4y+4)+21-9-16=0

(x=3)2+4(y+2)2=4

O bien:
(x—43)1+ (y+12)2= 1
De la ecuacién anterior se deducen los incisos ¢) y d):
¢) Centro:
C@3, -2)

d) Semieje mayor:

a=?2

Semieje menor:
b=1

¢) Las coordenadas de los focos se obtienen por medio de la expresion:
F(h £c,k)

Se calcula el valor de ¢:

c=vVal—p2=vd-1=V3
Fi3-V3, -2) Fi3+V3,-2)
f ) Lado recto:
2b2

a

b [0
=
s
il
[y

Ejercicios

Ecuacién de la elipse con centro en el origen y eje focal sobre un eje
coordenado
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1. En cada una de las elipses siguicntes, calcular la longitud del semieje ma-
yor, la longitud dcl semieje menor, las coordenadas de los focos y la longi-
tud del lado recto.

2. Decterminar la ecuacién de cada una de las siguientes elipses, dec manera
que satisfagan las condiciones que se indican.

a) Focos (% 4, 0), vértices (% 5, 0)
b)Y L. R. = 5, vértices (+ 10, 0)

Ecuacion de la elipse con centro en cualquier punto (h, k) y eje focal parale-
lo a un eje coordenado

3. Determinar la ecuacidén de la elipse de centro C(4, ~1), uno de los focos
F(1,-1) y que contiene el punto A(8, 0).

4. Dada la ecuaci6n de la elipse:

=22 (y+3)?
16 T =1

determinar las coordenadas del centro, el semieje mayor, el semieje menor,
las coordenadas de los focos y la longitud del lado recto.

Ecuacion general de la elipse

5. Dada la ecuacidn:

4x2+9y2—48x+ 72y +144 =0

a) Decir si la ecuacion define una elipse.

b) Deducir su ecuacién en la forma ordinaria.

c¢) Obtener las coordenadas de su centro.

d) Obtener las longitudes de los semiejes mayor y menor,
¢) Obtener las coordenadas de los focos.

f) Obtener la longitud del lado recto.



MODULO 7. HIPERBOLA

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este modildo, el alumno:

o Obtendrd la ecuacion y la grifica de la hipérbola a partir de sus caracteristi-
cas, tales como: focos, centro, eje transverso, eje conjugado y lado recto.

» Dada una ecuacion identificard si se trata de una hipérbola y determinard
sus caracteristicas, tales como: focos, centro, eje transverso, eje conjugado,
lado recto y grifica.

Cuadro sinéptico

Condicion geométrica Representacion analitica \

o En una hipér-
bola, la dife-
rencia en va-
lor absoluto
de las distan-
cias de cuales-
quicra de sus
puntos a dos
puntos fijos
F] Y F: (fO-
COS) €S cOons-
tante.

101
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Cuadro sinéptico

Continuacién

Condicion geométrica

o Centroenel
origen (0, 0)

Eje focal en el
cje X

Ejc focal en el
cjeY

\
Representacion analitica
2 2
T _Y
521
a b
v 2 2
X
e 1
a b~

o Centroen ° Eje focal para- -0 -k?*
(h, k) lelo o coinci- 5 s =1
dente al eje X a b
° Eje focal para- v-k3> x=-mn2
felo o coinci- . 3 1
dente aleje Y a b
Equildtera
o Centro en el ° Eje focal en-el xl__y2=al a=>h
origen (0, 0) eje X ’
° E'jefocalenel yz—x2=az,a=b
ejeY
° Eje focal gira- xy=K, K=cte.#0
do a 45° con
respecto a los
gjes coordena-
dos
Conjugada
® Centro en el °® Eje focal en el 2 }i
origen (0,0 eje X S =l
gen (0, 0) ] Y
conjugada:
v 2 ¥ 2
A
a’ bl
° Eje focal en el 2 2
eje Y .;13 - ﬁ =1
vy
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Cuad ro Siﬂ(’)ptiCO , Continuacidn |
4 N
Condicion geométrica Representacion analitica
@ Centroen el ® Eje focal en cl conjugada:
origen (0, 0) cjeY
2 _y?
27271
a b
o Longitud del 2p2
lado recto: a
o Longitud del 2a
eje transverso:
o Longitud del 2b
eje conjugado:
o Longitud en- 2¢; c=vVa2l-b?
tre los focos:
® Ecuacion ge- Ax2+Cy2+Dx+Ey+F=O
neral:
e Indicador: N=CD*+AE*—4ACF
e Hipérbola con gje focal paralelo o-coin- A=0,C#0 N0,

cidente coneleje X oconeleje Y:

e Dos rectas que se intersecan en un

puato:

Ay C, designo contrario.

A=#0, C#0, N=0,

Ay C,designo
contrario.
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7.1. Generalidades

Dcfinicion: Una hipérbola es el lugar gcométrico de todos los
puntos dcl plano tales que la diferencia en valor absoluto de las
distancias de cada uno de ellos a dos puntos fijos Fi y F> llamados
focos, es igual a una constante,

|FP - PF,| = ctc.

PX, y)

L (eje focal)

A1 L’ A2

Figura 7.1

La recta L que contiene los focos de la hipérbola se llama ¢je focal.

Los puntos V' y V2 en los cuales se interseca la hipérbola con su eje focal,
se llaman vértices.

El punto C estd cn el ¢je focal y es el punto medio del scgmento FiFy; este
punto es ¢l centro de la hipérbola.

La recta L’ que contiene el centro de la hipérbola y es perpendicular al
eje focal se llama eje normal.

Al segmento del eje focal comprendido entre los vértices V7 y Vs se le lla-
ma ¢je transverso y su longitud es igual a 2a, en donde a es llamada semi¢je
transverso.

Las rectas.4 1y A 2 son las asintotas de la hipérbola.

Al segmento del eje normal comprendido entre los puntos B 1y B>, los
cuales se¢ relacionan con las asintotas y los focos, como se muestra cn la figura
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7.1, sc le ltama ¢je conjugado y su longitud ¢s igual a 2b, en donde b ¢s ¢l semi-
eje conjugado.

La distancia que hay entre ¢l centro de la hipérbola y cualquicra de sus
dos focos sc lama distancia focal y es igual a:

VaTT B

0O 5¢€a:

¢c=VaTTh?

7.2. Ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y
eje focal coincidente con un eje coordenado

Sea una hipérbola con centro en cl origen y ¢jc focal coincidente con ¢l cje
coordenado X. Su ccuacién ¢s:

-~
(]
rT.-
—

o
(8]

<
t

LLos focos ticnen por coordenadas Fi(-c, 0), Fc, 0) y los vértices Vi(-a,
0) y Vi(a, 0) (véase la figura 7.2),

' %

Fi(-c, 0)
Fa(c, 0)
V1i(-a, 0)
Va(a, 0)
Fi Vi Vo F2 N
< 0l C, o) = X
i
|
{
e —
a .
Figura 7.2

Si se tiene una hipérbola con centro en cl origen y eje focal_coincidente
con clejc Y, su ecuacion es:
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e
Lo
1~

=]
o
1
o r'
t
I
b,

Los focos tienen por coordenadas Fi(0, ¢), F:(0, ¢) y los vértices V1(0, — a),
V2(0, a) (véase la figura 7.3).

' F1(0, -c)
1(0, -
F2 F2(0, c)
V2(0, a) _[
a
O|c,0) .
V1(0, -a)
¢
Fi
Figura 7.3
7.3. Lado recto de una hipérbola
Considérese la siguientc grifica de una hipérbola.
4
M
Fil YV QC Vo[ P2
M
Figura 74

El segmento A M, representado en la grafica corresponde a una cuerda
perpendicular al eje focal y que contiene a un foco de la hipérbola; a csta
cuerda se le llama lado recto de la hipérbola y su longitud es igual a 2 b%a
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Ejemplo 1

Los vértices de una hipérbola son los puntos V1(0, 3) y ¥ (0, -3) y sus fo-
cos los puntos F (0, 5) y F1(0, -5). Determinar la ecuacién de la hipérbola,
las longitudes de sus cjes transverso y conjugado, y la longitud de cada lado
recto.

Solucion

Como los vértices y los focos estdn sobre el cje Y, el ¢je focal coincide con
el eje Y. Ademds, el punto medio del ¢je transverso estd evidentemente en cl
origen. La ecuacidn de la hipérbola sera de la forma:

y:_x:_
al b:?
La distancia entre los vértices es: 2a = 2(3) = 6 que cs la longitud del eje
transverso.

La distancia entre los focos es: 2¢ = 2(5) = 10

Por lo tanto:

Ahora se aplica la relacidn:
ct=ql+bh?
y se despeja b:
bl=c¢?—a?=25-9=16
b=vV16 =4

La longitud del ¢je conjugado es:
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La longitud de cada lado recto ¢s:

_ 2@
3

e

2b
a

e
=
>

I

Ejemplo 2

Determinar la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen, eje focal
enelcje Y yque conticne los puntos A (4,6) v B (1, -3).
Solicion

Se sustituyenx y y por las coordenadas de los puntos dados en la
ccuacton

y resultan dos ecuaciones ena y b:

©F_@:_, (3 1
S22, ——=1
a: h? 2 b2
36_-16=1 (1)
a* b
9 1 _ (2)
a? bl_1

Para resolver el sistema de ccuaciones formado por las expresiones (1) y
(2), se multiplica la expresion (2) por — 4 y se cfectia la suma.

36 1
almbl—l
36 4
PR bz"_4
_13___-—3
-12
S _p: s pl=4
-3

Para obtener el valor de @ * sc sustituye b 2 = 4 en la cxpresion (2):
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9 1

A —

a* 4
95 ., 3%
a?! 4 5

7.4. Ecuacion de la hipérbola con centro no
coincidente en el origen y eje focal paralelo a un
eje coordenado

Sea una hipérbola cuyo centro ticne por coordenadas (1, k) y eje focal pa-
ralelo al eje coordenado X, tal que 7 # 0 y/o k # 0. Su ecuacion es:

(k- (y—k)?

a? b:

Sus focos tienen por coordenadas F y (h — ¢, k), F 2 (1 + ¢, k) y sus vértices
sonVy(h—a,k)yV,(h + a, k) (véase la figura 7.5).

Vi(h - a, k)
Vo(h + a, k)

Fith-c, k) Folh + c, k)

Figura 7.5
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St el centro de la hipérbola es C (1, k) y su ¢jc focal es paralclo al eje Y, en-
tonces su ccuacidn ¢s:

(y —k)? _(.r——l:)2_1
al b

Los focos tienen por coordenadas:
Fi(hk-c), Fa(h,k +c)
y los vértices:

Vl (h,k - a), Vz(h,k + a)

2
En estos casos la longitud del lado recto es también igual a -23—

AY , Fi(h, k- c¢)
\ Fath, k + ¢)
F2
Vo(h, k + a)
‘C(h, k)
Vi(h, k —a)
F1
o) / \ =X
/
Figura 7.6

Ejemplo 3

Determinar la ecuacién de la hipérbola con centro en C(- 4, 1), un vériice
en V(2, 1) y semieje conjugado igual a 4.
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Solucién

La distancia entre ¢l centro y el vértice ¢s 6; luegoa = 6
El semicje conjugado es 4; lucgo b = 4
Se sustituye en:

(,r:—h):_(y—k)?=1

al b?
y se ticne:
G+ (=12,
36 16
Ejemplo 4

Dada la hipérbola 9 (x — 1) 2 — 16 (y + 2) 2 = 144, dcterminar su centro,
vértices , focos y trazar su grafica.

Solucién

Se escribe la ecuacion en la forma:

G- (p+2?_,

16 9
De donde el centro es:
C (1,-2)
y los vértices son:
Vi(-3,-2)
Vi (5,-2)

Se calcula c:

c=V1I6+9=V25=5
Por lo que los focos son:

Fi(4,-2) , F1(6,-2)

La grifica es:
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Vi(-3, -2)
Va(5, -2)

Figura 7.7

4

7.5. Asintotas de la hipérbola

En el apartado 2.1.4 se definid qué es una asintota. La hipérbola tiene dos
asintotas, como se muestra en la siguicnte figura.

Figura 7.8
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. A 2 , .
Para una hipérbola de ccuacion = _}b}_’ = 1 sus asintotas ticnen por
a -
Ccuacioncs:
y=—x y=- Q,‘
a
. ., . L.y oxt , .
Si una hipérbola ticne ccuacidén 22 T ps 1, las asintotas tienen por
ecuacioncs:
a a

Si la ccuacién de una hipérbola estd en la formadx2+ By2+ F = (, las
ecuaciones de las asintotas pueden obtenerse haciendo F = 0 y factorizando

la expresion resultante; con cada uno de los factores igualado a cero obtene-
mos la ecuacidn de una asintota.

Ejemplo 5
Determinar las ecuaciones de las asintotas a la hipérbola de la ecuacién:

y:

xZ
16" 4 =1

Sohicion

Dado que el eje transverso coincide con el eje Y, las asintotas tendran por
gcuaciones:

y=2x y=-2x
Ejemplo 6
Determinar las ecuaciones de las asintotas a la hipérbola:

9x2—4y2—36=0
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Solucion
Se hace F = O

Ox2—4y2=90
Se factoriza la expresion anterior:
Bx+2y)Bx+2y)=0
De donde:
3x+2y=0 3x-2y=0

Ejemplo 7

Determinar la ecuacién de Ia hipérbola que contiene el punto A(6, 2), tie-
ne su centro en el origen, su ejc transverso esté sobre ¢l eje X' y una de sus
asintotas cs larecta2x — 5y = 0.
Solucion

De acuerdo con las ecuaciones de las asintotas, la otra asintota es 1a recta
2x+ 5y =0.

Las ecuaciones de ambas asintotas pueden obtenerse haciendo k = Oen la
ecuaciéon (2x — 5y) (2x + 5y) = k. O sea:

4x2—25yt=k
Como la hipérbola buscada debe contener el punto A(6, 2), las coordena-
das de este punto deben satisfacer 1a ecuacion de la hipérbola. Por lo tanto:
Se sustituyenx = 6. y y = 2 en la ecuacion anterior y se tiene que:
k=44
La ecuacion de la hipérbola que sc busca es:
4x?—-25yr=44
Ejemplo 8

Determinar los puntos de interseccién de la recta 2x — 9y + 12 =0 con
las asintotas de la hipérbola:

4x2-9y2=11

Solucién

Se iguala a cero:
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4x21-9y2=0
Se factoriza:
Rx+3y)2x-3y)=0
De donde:
2x+3y)=0 y 2x~-3y)=0
O también:

y:--3~x; y:gx

Al sustituir estos valores de y en la ecuacion de la recta se tiene:

@ Paray = %x
2

2x—9(‘3“x) +12=0

2x—l§8"x+12=0

.x( 6—18) +12=0

3

® Paray = —%x
2x—9(—§ﬂ-+u=o

2x+l8“x+12=0

3
2@ _ 3
24 T 72

115
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Asi, los puntos son:

Pi(32) vy P:(—'%,l)

7.6. Hipérbola equildtera o rectangular

Un caso particular de la hipérbola se presenta cuando sus ejes conjugado y
transverso son de igual longitud. A una hipérbola con esta caracteristica se le
lama equuildtera o rectangular.

(%]

X
a

2
- Yoo y es equildtera, entonces @ = b,

Si la hipérbola es del tipo b

I~

., x? ;2
por lo que su ecuacion se pUCdC cxpresar como '5‘2‘ - % =1;05Ca:

que es la ecuacion de una hipérbola equildtera con centro en el origen y ¢jc
focal coincidente con el eje coordenado X.
Si la hipérbola tiene centro en el origen y su ¢je focal coincide con el ejc Y,

su ecuacion es:
y 2 -y 2 = a ZJ

Cuando el centro tiene coordenadas (h, k) y el eje focal cs paralelo al eje X
o al ¢je Y, las ecuaciones respectivas son:

(x—-Mr1—-(y—k)yr=gq?

y—-ky:—@—-hrt=ag?

Una forma particularmente simple y Gtil de la ecuacion de la hipérbola
equilatera es:

xy=K K = constante, diferente de cero
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En este caso la hipérbola cquilétera tiene su centro en cl origen, pero sus
cjes estan girados 45° con respecto a los ejes coordenados, por lo que las
asintotas de la hipérbola resultan ser estos altimos (véase la figura 7.9).

Y Y
A A
Va Vo
45° 45°
X e X
V1 O el /O Vi
xy =k, k>0 Xy =K k<0

Figura 7.9

Cuando una hipérbola equildtera de este tipo ticne su centro en un punto
de coordenadas (h, k), su ecuacion queda expresada como:

(x =) (y—k) =K | K = constante, diferente de cero

—

t
N N
Vo Vo
N,
ot R C(h, k)
—— V1
Vi
'6 | — X | — X

/
0
-

x-h) v~k =K, K>0 h (y-k) =K, K<0

Figura 7.10
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Las asintotas estdn dadas por las ecuaciones:

x—h=0(ly—-k=0

Ejemplo 9

Determinar la ecuacidn de la hipérbola equilitera que contiene el punto
B(~1, -5), tiene por asintotas los ejes coordenados y centro en el origen.
Solucion

x y = k; al sustituir en esta ecuacidn las coordenadas del punto

B(-1,-5)
se ticne:
D(5)=K
D)5y =5

el valor de Kesiguala 5
Y la ecuacién de la hipérbola equilatera sera:

xy=35

Ejemplo 10
Obtener las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola de ecuacién:
xy—4y=>5
Solucion
Al factorizar se tiene:
(= 4)y=5

de donde las ecuaciones de las asintotas son:

x—-4=0; y=0
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7.7. Hipérbolas conjugadas

" Looxtooy?

Sea la hipérbola de ecuacién T ps 1 como s¢ muestra con linca
gruesa en la figura 7.11.

Las asintotas de esta hipérbola son también asintotas de la hipérbola dibu-

jada con linca delgada y cuya ecuacién es:

2 2
rLoxt
bZ a?
x? _v?_,
a? b?
v:_x® 3
bz_a‘?ﬁ
Figura 7.11

Ademis de tener las mismas asintotas, entre estas dos hipérbolas se tiene
que ¢l eje transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de la otra. En
este caso decimos que las hipérbolas son conjugadas o que cada hipérbola es
la conjugada de la otra.

X _yi_oq. : y:_oxr
pr bz_l’ sucon]ugadaes.b2 a2_1
2 2 2 2

y—z—%=1; suconjugadaes:‘g—z—i“z=1

Ejemplo 11

Escribir la ecuacién de la hipérbola conjugada de la hipérbola:

x?
9

Y
(=% B
il
'-ﬂ
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Determinar ademds. las ccuaciones de las asintotas y las coordenadas de
los focos de ambas hipérbolas.

Solucion

La ecuacién de la hipérbola conjugada es:

[E]

yrox:_g
6 9
En las dos hipérbolas:
c=v9+160 =5

Las coordenadas de los focos de la hipérbola dada son:

(x50)

y los de la conjugada:

(0, =5)

Las ecuaciones de las asintotas son las mismas para las dos hipérbolas:

y= % -x

W |k

7.8. Ecuacion gencral de la hipérbola

Sea una ecuacidn de segundo grado enx, y, del tipo:

Ax?+Cy?+Dx+Ey+F=0

Seaa N=CD!+AE*-44ACF.

e SiAd#0, C#0, N#0,.4yC son de signo contrario, la ecuacion repre-
senta una hipérbola con eje focal paralelo o coincidente con ¢l eje X o con
cleje Y.

e SiA =0, C=0, N=0, AyC son dc signo contrario, la ecuacidn repre-
senta dos rectas que se intersecan.
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« SiAyCsondcsigno contrario y N = 0, la ccuacion representa un par de
rectas que s¢ intersecan en un punto.

Ejemplo 12~
Dada la ccuacion general:
9x2—16y2—-18x - 64y — 199 =0
a) Detcrminar sirepresenta una hipérbola,
b) Obtencr su ecuacion en la forma ordinaria.
¢) Determinar las coordenadas de su centro, de sus focaos y sus vértices.

d) Calcutar la longitud de su lado recto.
¢) Determinar las ecuaciones de sus asintotas y su hipérbola conjugada.

Solucion

a) De la ecuacidn gencral tenemos:
A=9 C=-16 D=-18 E=-64 F=-199
N=CD>+AE>-44CF=82944#0
La ecuacién representa una hipérbola.
b) Se completan cuadrados y se agrupan términos:
G —2x+1)—16(y2+4dy +4) =199 — 64 + 9
O —1)2—16(y +2)2 = 144

: ix—l):_(y+2)2ﬂ]
a 16 9

)C(1,-2),F1(-4,-2), F:(6,-2), V1 (-3,-2), V1 (5, -2) °
d) Lado recto = 22 - LR. = %

H

e)y+2=%(x—-]); y+2=-—%(x—l)

(asintota) (asintota)
(2 -1y
9 16

Conjugada:

Ejemplo 13

Obtener la representacidn grafica de las siguientes hipérbolas:

Ay=2Vxi=4 bBy= =V(9/4)x—-2)2+9~1
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c)9x2—16y?—18x—- 64y — 199 =0

Solucion

a) Se elevan al cuadrado am-
bos miembros de la ecuacion:

y2=x2_4

Por lo que la ecuacién se
puede escribir como:

xl_y2=4

Lo cual resulta ser una hi-
pérbola cquilitera cuyos lados
miden 2, con centro en ¢! ori-
gen y eje focal el cjedX,
Vi1(2,0),V,(-2,0),F,(+ V8,0
F.(-V8,0)yLR. = 4.

Ecuactiones de las asintotas:

y= *x

b) La ecuacién se pucde es-
cribir como :

y+1l= =V(9/4)x—-2)2+9

Se elevan al cuadrado ambos
miembros de la ecuacidn:

Va

Vi

G+ 1)2=(9/4)(x—2)2+9

& X

Se multiplica toda la ecua-
cidén por 4:

4y+1Dr=9@x—2)2+36
por lo que
dy+1)2-9(x~2)2=36

Se divide toda la ecuacién
entre 36:
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s+ 9=

36 36
por lo que
(4+1)13__(x—2)2__1
9 4

de donde se obtiene:

Eje focal paralclo aleje Y
Vi(2,2,V2(2,4),F1(2, -1+ V13),

W |00

F.(2,-1-— ﬁ), LLR.=

Ecuaciones de las asintotas:

y=§x-4; y——§x+2
2
¢) En el ejemplo 12, la hipérbola
Y
'Y
9x2—16y2—18x — 64y — 199 =0 +

se transformo en la ecuacién:

G-1)2 G+2)_,
16 9
Con los datos anteriores se puede
obtener la grafica de la derecha.

Ejercicios
Ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y eje focal sobre un eje coor-

denado.
1.Determinar la ecuaciéon de la hipérbola de cjes coincidentes con los

coordenados, de centro en el origen, si la longitud del lado recto es 18 y la

distancia entre los focos es 12.



124 GEOMETRIA ANALITICA

2. Determinar la ccuacion de la hipérbola de centro en el origen, ¢jes coin-
cidentes con los ejes coordenados y que contiene los puntos A(3, 1) y B(9, 5).
Fcuacion de la hipérbola con centro en (h, k)

3.Dadalahipérbola(x =2)?—=9(y—-2)=9

a) Encontrar las coordenadas de su centro.
b) Encontrar las coordenadas de sus focos.
¢) Encontrar las coordenadas de sus vértices.

d) Calcular la longitud de su lado recto.
e) Trazar su grifica.

4. Determinar la ecuacién del lugar gecométrico de los puntos cuya diferen-
cia de distancias a los puntos fijos Fy (-6, —4) y F 2 (2,-4) es igual a 6.

Asintotas de la hipérbola

5.Determinar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones

de las asintotas, la longitud del lado recto y Ia representacion grifica de la hi-
pérbola:

9x2—16y2 =144

6.Dada la hipérbola (x - 2) 2~ 9 (y — 2) 2 = 9, obtencr las ccuaciones de
sus asintotas.

7.0Obtener {a ecuacién de la hipérbola que contienc el punto A(4, 6) y cu-
yas asintotas son:

y= +V3x

Hipérbola equildtera o rectanguiar

8.Obtener la ecuacion de la hipérbola equildtera que conticne cl punto
S(3,1) y tiene por asintotas larectax — 1 = 0ycleje de las X.

9.0btencr las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola de ccuacién
xy =1L

Hipérbolas conjugadas

10. Determinar las coordenadas de los vértices y de los focos de la hipérbo-
la conjugada a la hipérbola de ecuacién:

Ox2~4y?=36
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Ecuacion general de la hipérbola

11. Dada la ccuacidn general de a hipérbola:
Qx2—4yr-—-54x -8y +113=0

Determinar:

a) Su ecuacion en la forma ordinaria.

b} Las coordenadas de su centro, vértices y focos.
¢) La longitud de su fado recto.

d) Las ccuaciones de sus asintotas.

e) La ccuacion de la hipérbola conjugada.
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MODULO 8. SECCIONES PLANAS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

o A partir de la ecuacién general de segundo grado, identificard el tipo de
conica.

o Graficard el tipo de cénica a partir de la ecuacién dada.

Cuadro sinéptico

~
Condicion geométrica Representacion analitica
© Circunferencia: Pla- ‘!W
no & perpendicular v
al eje del cono. l
“ S
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Cuadro sinoptico Continuacion

- D

Condicién geométrica Representacion analitica

o Pardbola: Plano =n v
- paralclo a una posi-
'

cion de la genera-
triz.

.o Efipse: Plano & for-
ma un dngulo «
con la horizontal y

no paralelo a la ge- ‘
neratriz. ( A\

| e Hipérbola: Plano 7
. paralelo al eje del
cono.
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Continuacion T

Condicién geométrica

Representacién analitica

\

¢ Ecuacién general Ax2+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0
de segundo grado:
° Indicador: I=B1—44C
#SiB=0
® Circunferencia, un A=C
punto o ningln lugar
geométrico.
® Pardbola, dos rectas A=0 o C=0
o ningln lugar geo-
métrico.
° Elipse, un punto o A=0, C#0, A # Cydesignos
ningGn lugar geomé- iguales.
trico.
° Hipérbola, o dos rec- A =0, C = 0ydesignos contra-
tas que sc intersecan rios.
en un punto.
eSiB =
® Pardbola, dos rectas I1=0
o ningiin lugar geo-
métrico.
® Elipse, un punto o I<0
ningin lugar geomé-
trico.
° Hipérbola o dos rec- I1>0
tas que se intersecan
en un punto.
-

8.1. Secciones planas de un cono circular recto

El nombre de secciones cénicas, o de conicas simplemente, con que se de-
signan la circunferencia, parabola, elipse ¢ hipérbola, tiene su origen en el he-
cho de que estas curvas se obtienen como secciones planas de un cono
circular recto cortado por un plano.
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Considérese un cono circular recto de vértice V, cortado por un plano n
que no pase por ¢l vértice. Las secciones conicas se obtienen dependiendo de
la posicidn que tome el plano 7 al cortar el cono.

Si el plano 7 es perpendicular al eje del cono, o sea, toma una posicién ho-
rizontal, la seccién obtenida serd la circunferencia, como se puede observar
en la figura 8.1

Si el plano & forma un 4ngulo « con la horizontal, de tal manera que corte
la base del cono, o sea que el plano sca paralelo a una posicién de la genera-

triz del cono, la seccién obtenida es la pardbola, como se muestra ¢n la figura
8.2.

Si el plano 7 forma un dngulo a con la horizontal de tal manera que éste
no sea paralelo a una sola posicién de la generatriz del cono, la seccion que
se obtiene es la elipse, como se observa en la figura 8.3.

Figura 8.1

P

V

Figura 8.2
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Figura 8.3

Si el plano 7 es perpendicular a la horizontal, o sea, es paralelo al ¢je del

cono, la seccién que se obtiene es la hipérbola, como se muestra en la figura
8.4.

Figura 8.4
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8.2. Ecuacion general de segundo grado

A una ecuacidén de la forma:

Axt+ Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0

se le llama ecuacion general de segundo grado. Para el estudio de csta
ecuacion podemos considerar dos casos basicos:

1. No existe término enxy, es decir, B = 0. Para este caso la ecuacion pue-
de representar una cdnica cuyos ejes son paralelos o coincidentes con los ejes
coordenados, de acuerdo con las siguicntes condiciones:

o SiA = C la ecuacién representa una circunferencia, un punto o ningin lu-
gar geoméltrico.

e S1A =00 C=0, representa una parabola, dos rectas coincidentes, dos
rectas paralelas o ningiin lugar geométrico.

e S1A#0, C#0, A# Cytienen ¢l mismo signo, representa una elipse, un
punto o ningdn lugar geométrico.

« SiA#0, C# 0y tienen signo contrario, representa una hipérbola o dos
rectas que se intersecan.

2. Si existe el término xy, es decir, B # 0, la ecuacién puede representar
una conica cuyos ejes no son paralelos ni coincidentes con los ejes coordena-
dos, conforme a las siguientes condiciones:

Seal = B - 4 4 C, llamado indicador o discriminante.

« Si] = 0la ecuacién representa una pardbola, dos rectas paralclas, dos rec-
tas coincidentes o ningin lugar geométrico.

« Sil < 0, representa una elipse, un punto o ningln lugar geométrico.

o Si-7 >0, representa una hipérbola o dos rectas que se intersecan ¢n un
punto.

Ejemplo 1

Cada una de las siguientes ecuaciones representa una coénica; determinar
de qué conica se trata.

Solucion

ayx+y?—2x—-6y—-3=0

A=1C=1 =~ A=C

La ecuacién representa una circunferencia.
b)x?+9y2—4x+36y ~41=0

A=1 C=-9, .. A C (consignos contrarios)
La ecuacidn representa una hipérbola.
C)y?+4x+2y+9=0
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A=0 C=1
Por lo tanto, al ser cero el coeficiente de x 2, la ecuacion representa una
parédbola.

d)x?—2V3xy+3y2—V3ix+y=0

A=1 B=-2Y3 C=3

Se calcula [

I=12-®H1)3)=0

La ecuacidn representa una parabola.
e)dxt—2xy+3y?=18

A=4, B=-2, C=3

[=~B2—4AC; I=4—(4)(4)(3) =44 <0
Por lo tanto la ecuacion representa una elipse.

Ejercicios

Forma de la ecuacion general de segundo grado
1. Dadas las siguicntes ecuaciones, decir qué conica representan:

a)dx?+2y2-Tx+y—-5=0
B)3xt—y2+30x+78=0
c)x?—6x+5y—-11=0
d)8x2—25xy +18y2— 104x+ 52y + 162 =0



EXAMEN DE AUTOEVALUACION

A. En cada inciso, escriba una V o una F dentro del paréntesis segin la
afirmacion sea verdadera o falsa respectivamente.

a) Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales.

b) Una recta queda determinada completamente si se conoce cuando
menos una de sus condiciones.

¢) Dada la ecuacion general de una circunferencia, su radio se puede ()
conocer mediante la expresion:

re %\fm‘
d) La ecuacién de una pardbola puede ser de la forma: ()
yi=4px
e) La ecuacion general de una parabola puede ser de la forma: { )

Ax2+Dx+Ey+F=0

/) Una elipse queda completamente definida si se conocen al menos ()
dos de sus condiciones.

g) Hipérbola es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de dis- ()
tancias a dos puntos fijos €s constante. »

h) La ecuaci6n general de scgundo grado es de la forma: ( )

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0
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B. Seleccione la respuesta correcta marcando una X en el paréntesis respectivo.

1. El dngulo entre dos rectas estd dado por la expresidn:
Ly — 1y

a) tana =
manty—n
ma:—m)

b)tang = —~—-——

) 14+mim;

¢) tana = (ma—my?
- 1+ vm 1172

2. La forma pendiente-ordenada al origen de la recta es:

a)y=mx+b
b)yy—yi=m(—x,)
X . ¥
,_ﬁ+ =
C)a b 1

3. La ecuacién de la recta que contiene dos puntos conocidos es:
a)y=mx+b
by -yi=m{x—x))

_yr—ys
X2 X

)y =y (¢ —x1)

4, La ecuacio6n de la circunferencia de centro (4, k) y radio r es:

a)(x2-h)+(yr=-k)y=r2
bY(x —h) 2+ (y — k)2 =r2

C)(x;:z)z+(v;;<)2=,z

S. Dada la ecuacién general de la circunferencia:
Ax?+ Cy2+ Dx+Ey+F=0
la coordenadas de su centro son:

D E
A (=3-7)
F E
b)(_z’ 5)

(

)
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6. La ecuacién de una pardbola puede ser:
ayx*+y2+Dx+Ey+F=0
by (x = hyt=4p (y - k)
)@ =hy+(y-kr=r | ()

7. Para determinar todas las caracteristicas de una elipsc al menos
se deben conocer:

a) Las coordenadas de dos puntos.
b) Las coordenadas de dos de sus puntos y de su centro.
¢) Las coordenadas de un punto y de uno de los focos. ( )

8. La ccuacion general 4x2+ Cy*+ Dx+ Ey+ F =0 repre-
senta una hipérbola o dos rectas que sc intersecan si:

a) A = C ticnen el mismo signo. ( )
b) A y C tienen signos contrariosy4A # 0, C = 0 ()
)A=0,C=0 ()

9. Las ecuaciones de las asintotas de una hipérbola con centro en
el origen y eje transverso el X, son:

ay==*_x )
b)y=i§x ()
c)y==*bx ()

C. Resuelva los siguientes problemas.

1. Si el punto (9, 2) divide el segmento que determinan los puntos P (6, 8)
y P (x,y) enlarelacién r = 3/7, determinar las coordenadas de P ».

2.Dadalaecuacidnx?y 2+ 4x2 — 9y2 =0, trazar su grafica.

3. Determinar la ecuacidn de la recta que contiene el punto 4 (2, 3) y cuya
abscisa al origen es el doble de la ordenada al origen.

4, Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en el eje X' y que
conticne los puntos 4 (-2,3) y B (4, 5).
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. Dada la ccuacién de la pardbola y? ~ 4y — 6x+ 13 =0, determi-

nar:
a) Las coordenadas del vértice.
b) Las coordenadas del foco.
c) La longitud det lado recto.

. Determinar la ecuacién del fugar geométrico de los puntos P (x, y) cuya

suma de distancias a los puntos fijos (2, -3) y (2, 7) es igual a 12.

.Dadala hipérbola9x2—16y* — 18x — 64y — 199 = [,

determinar:

a) Su centro.

b) Las coordenadas de sus vértices.
c¢) Las coordenadas de los focos.

d) Las ecuaciones de las asintotas.
e) Su gréfica.

. @) Determinar la ecuacién de la hipérbola con centro en (0, 0), un vérti-

ce en (3,0) y ecuacién de una asintota 2x — 3y = 0.

b) Dcterminar ademads la ecuacidén de la hipérbola conjugada
del inciso a).

9. Dadas las siguientes ecuacioncs, decir qué conicas representan:

a)x:+2yr+4x+4y+4=90
b)3x*—4y2+3x+16y—-18=0
c)7x+ 7y = 10x-10y — 12 =10
d)3x*+ 12xy+ 12y =27

10. Determinar la ecuacion de la circunferencia que contiene los puntos

A(2, 3) y B(-1, 1) y cuyo centro estd situado en la recta
x—=3y—-11=0
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(i.n ORDINARIA, La ecuacién contiene derivadas de una o més
( variables dependientes o funciones, respecto de una sola variable
independiente. " p
Ejemplos: ¥4 +4Y-36Y = /65673X
4 29 =490+ 414’
a-2) EN_DERIVADAS PARCIALES, La ecuacién contiene
derivadas (parciales) de una o més variables dependientes respecto
de dos mas variables independientes. (
Ejemplos: QU(X, 4,¢) . A2 D% (x4, ¢)
Lt =L + 24(x,49, 1)
> UplX, )= KUy (X, T)

b-1) Primer orden: - £ (X, _41 .y)_
b) QRDEN: Esta determinado por la derivada mas alta b b-2) Segundo Orden: F'( X, 4, 4 'Y

en la ecuacidn diferencial,
b-n) N-ésima orden : F{x, 4,4,... ,y”)=0

a) TIPQ: El tipo se refiere a [a clase de derivadas que
contiene la ecnacion diferencial.

ECETACION DIFERENCIAL,
Vne eocuacidn diferencial es

ws igusldad que contiene ¢-1) LINEALES: Una ecuacitn diferencial es lineal si:
derivadas o diferenciales. _ . v"  La funcién y sus derivadas son de primer grado.
c) GRADQ: Esta definido por la potencia o exponente v Los coeficientes o términos que multiplican 8 la
NQTA: Deberd  contener de Ia derivada mas alta en Ia ecuacion. firncion y sus derivadas son constantes o funcionses
difemenciales de por lo menos NOTA: Una ecuacion diferencial es de grado K si esta < de 1a variable independiente. o
dos wariables. expresada como polinomio de grado K en su derivada v"  La ecuacion no debe contener términos como: 7.5, b4, &
de mayor orden. ¢-2) NO LINEAL: §i no se cumple cualquiera de las condiciones
anteriores. )
>~
d-1) COEFICIENTES CONSTANTES: Cuando todos son cscalares
< O constantes.
‘ d-2) COEFICIENTES VARIABLES: Cuando por lo menos uno de
d) POR SUS COEFICIENTES. eflos es variable.

>g-3) HOMOGENEOS 0 NO HOMOGENEOS EN xy

e-1) HOMOGENEAS: Si ef término independiento es nulo; es decir

9POR SU TERMINO INDEPENDIENTE: Es squel < e
que no contiene ni a la funcidn ni a sus derivadas y ¢-2) NO HOMOGENEAS O COMPLETAS: El término

puede ser unz constante & una funcién de la variable . . .
\ independiente. \independlenteesdtfm de cero; es decir: Q(X)= 0 16

T T o T e oI T pi = IR -
§orlhm et P e el et T T




el orden de la ecuacion diferencial y es derivable en un intervalo I, por lo menos, tantas
veces como el orden de la ecuacion diferencial a 1a cual debe verificar,

El intervalo I , es & que define al modelo matemitico que ia ecuacidn diferencial
representa.

La solucidn general representa una familia de curvas.

PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES: Este problema generalmente se tiene

cuando ia variable independiente es el tiempo y las condiciones del problema se danent =0

PROBLEMA DE CONDICIONES DE FRONTERA: En éste tipo de problemas las

condiciones son dadas en las variables de espacio o posicidn (x, y).

b) SOLUCION PARTICULAR: Es una funcién que se obtiene de la solucidn general al
- : ) valuar las constantes arbitrarias conforme a las condiciones del problema y la grifica
SOLUCION DE UNA ECUACION correspondiente ser4 una de la familia de la solucion generat.

DEFERENCIAL: Es una funcidn
decivable en un intervalo 1, tantas c) SOLUCION SINGULAR; La solucién singular es una funcién que no se obtiene ni de la
veces como el orden de ecuacidn general ni de la particular pero verifica a la ecuacion diferencial.

difierencial a la cual verifica. La gréfica de la solucion singular (eavolvente) es tangente (en un punto) a cada graficade la
familia de graficas de la solucién general.- Este tipo de solucién es propia de ecuaciones
diferenciales no lineales.

[ a) SOLUCION GENERAL: Es una funcién que contiene tantas constantes arbitrarias como

sea: F(X, 5,3.)=O (1)  E.D. de primer orden. ‘ : -
y G{X,4,c¢)=0 (2) soluciéngeneral T

La ecuacion (2) representa una familia de curvas uniparamétrica, donde ¢ es ¢l pardmetro,

Del calculo diferencial sabemos que 1a curva envolvente de una familia uniparamétrica de
curvas; se obtiene eliminando el parimetro ¢ en ¢l siguiente sistema de ecuaciones:

o , G(x,4,¢) =0 (1)
T e 26G6(x,4,¢) =0 (2)
TR L IC-

k Silafuncibnenx, y que resulte, verifica a la ecuacién diferencial, entom serh una

solucidn smgular de dicha ecuacidn,
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Ejemplos:

L S R

{r N°  [ECUACION DIFERENCIAL [TIPO ORDEN |GRADO JLINEALIDAD |HOMOGENEA + |DE COFTES
. . H .
| 1 WAUK; 1)% ORDINARIA |2° 2 NO LINEAL |[HOMOGENEA -:- —VARIABLES-- -
x@4') '+ (9')°= 9 , |
2 Cl/ 20 OM g s
Zon * Z_? - 22 PARCIAL ] LINEAL HOMOGENEA i CONSTANTES |
3 5-" + XY = x ORDINARIA |3™ 1 NO LINEAL |NO HOMOGENEA \ARIABLES
K i
. | ; .
a Verficarsic 4 = Cx° essolucionde X4 = 24 ' C ke
' . { -~ < S :
SOLUCION: 4= 22x . X(26x)F 28X . siessolucion de la ecuacion, L i

-X 22X
o Dadalafuncion 9 = (18102l +25nK :obtener la ecuacion diferencial a la cual verifica. ;

SOLUCION: Teniendo la funcmn dos constanles arbitrarias, debe verificar a una ecuacion de 2° orden:
H-G:é J-.f'z.é -/-Zé(/?)( -, I

— g

bzt £+ ZCL.‘Z:K-/-Z Cos % o o
Y= Cr& +4028  25rX AR
Eliminando £, y "z entre las tres ecuaciones anteriores se obtiene la ecuacion diferencial: ‘ . P X
b , S A

jél .3_‘/4&:57#254/71 + b6 los X = 02 , T

- b e T Tae Yl . .
e N
i

3 Dada la ecuacién: 4]((6) + 2X 4" Y= o susolucion: (4-¢) = Cx obtener, si existe una solucién smgu]ar A
SOLUCION:  (4-2) - 2% = o (1) '

: gc ~2(9-¢)-x =0 (2 ) |

Ehmmando cu cntrc (l)y(2) se Obtlcnc 2{ = O D E$ saiiicienN SINGULIAR. BE i

- X+4YdY=0 s/ v v v,




)QE.WMLE& S:lasﬁmc:mes M‘[x,y) 1% A/(x H)delaeamén(l)pmdmmarsemod
ptodxmcdedosﬁmomudumvmmemtémnmsdeumsblavamble,sedwequehmmbnesdewmbles*{
separables; es decir: . .

1.

Al 9)=F(x) 1909)
Arx, Y)= /[)C)ﬂ’[ﬁ) de modo que:

(x)qly)dx ( )ord)dy = o
Enéstalﬁhmaexptwbnﬁ x-ag . . 3

pudmsepmcemtegmse obtenwlasolumondelaeumondxfmai,a ‘

,!m 98 gy = o

R AL)) o
Integrando: /,J(x)a/x «gz[-‘f;a/q = C - L
(9 3
Ejemplo: (_9 —/)O/)( (23476.‘{)6/_‘1 o
Separando variables: _dxX_ _ _ic_f_ﬂ_
X +2 Ao/
Integrando: //7/1’*3/—-‘5{-*//7/9‘1//
b) DE COEFICIENTES HOMQGENEOQS: snoscoeﬁciemesdetasdiremdal«mlaeamdon(l)mwm@m f

exponeres de sus ténminos en x, y, suman un valor constame en todos, se dice que la ecuacién es de coeficientes -

homogéneos.

2 =0
Ejemplo: Resoha:[Z ¥2-9" )de +3x 4l Esta ecuacion es de coeficientes homogéneos de grado 2.

SOLUCION: Escribamos ka ecuscién de la siguiente forma: jﬁ =-=£ 5’{:;"5 g (z)
Sustituyamos: ._ffc_zzx o Y=mx -A3) - jf u+xd;‘ --44:);::
Sustituyendo (3)y (4)en (2): Z{ +# ng = _2§2£22x2=%i-&_2__ |
Simptcado  x g =EE

Separando variables e integrando: /ﬁ/%/z - 3 Inla®t] +

Susttuyeado z1=_-3_ se tiene finalmente: //?/X./--—-—-—- /n /(—i)+//+€

. J'G- ‘ ;_i,“'w



ajw_ﬂmﬁmm_ Sea F(LJJ,;C donds o ura constante

Ladnferenctalwtaldcestaﬁmcxénes o) F{x y)--wdx + _L(’Ef_f’)cfy O

Esta Gltima expresion es una ecuacién diferencial si

hacemos: '____%F(x‘ 9); MX, 9)

S -
W"-—A//X 5) | T

Por otra parte sabemos que si £, # Py, By B son continuas en una regién R del plano xy, .-
entonces.  F = 2, { o

Por lo que: Myfx,ﬁ) = Nx[)(,.. .9)

, siendo esta la condicién necesaria y suficiente para que la
ecuacién diferencial sea EXACTA.

Ejemplo: Resolver: (2,{ 4+ 3x%y )dx 4 [,‘L’B.. '/)Q/j' =0

Solucion: Primero veamos si es e.xacta

WX . 4)= 2X +3x°Y (% 9)=3x72 v
Ndx,4) = X7 A/(x y) = 3x%

Luego: ﬁ?z +3Xﬂ)d)< _i/( /)o/j =
g_.
Xt XYY

1G.



e d) ECUACIONES DE FACTOR INTEGRANTI!  Algunas ecuaciones diferenciales do este tipo no san exdctas, pero que ai
s tiuflipticadas pot una funcion (factor integrante; so transforman en exdotas.
; Sea: MIX 4)dx 4+ M(X Y4)dy = o gue no
Es exdcta; entonces: (- LM Jal=
C u)=e" "~

: ] {A/;-Mgd
,u(y)=e/"” a

. Pueden ser factores integrantes:
Reover  (¥* 4 5% 4z )dx + X9 = 0 S
Vamossi exitsi pfy = 24 o L ain
N = 4 R )+

No es exacta. . i ;" o
De las formulas de factores integrantes se observa que el denominador mas sencillo es A/ = X & porlo que: .

(229 )olx =x Jnx i
() = Z/ =4 = 2/ Xl = € ”x':. X
Lamevacoacienseri: (X 34 ¥ 424 ¥ 2 )dx + X29dY = o . TpH
Veamossiahorayamex.{cm: l/g: ox Y s ‘ ‘
/ ANy = 22X Y v 25 exatta Aledtz: Sl L -
fucin o5 J(XP+x4%4x?)dx = ¢
e) ECUACION DIFERENCIAL LINEAL: Si la ecuacion (1) toma las formas:
1S+ PO)Y
o C/X

JE— + PlYjx = Yo 4;
queeslinealenyoenxrespecﬁvamme.g *

Mediante el método del factor integrante pueden resoiverse estos tipos de ecuaciones; donde:

) = cﬁﬁ;‘jj; = Yu)= fubdQcc)dx + ¢

uld) = > duly]= [«(9)R@FI + €
Ejemplo: Resolver: a—dg— + Z 4 = x4 | [r
Dividiendo por x: c_lg y 2. Y = Xs £ cu el /wrma/zaafa
IdX ox
J"‘;{—"‘ /nx 2
6
2 2 3
yx¥ = [x¥(xP)dx = Z—+ C
— = X', ex




ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES DE ORDEN “n”
{E.D.O.L. 0 O. “n"}

Estas ecuaciones tienen la farma:

n -1 2
b,,(x)%y@ +b,,(x )d dxf.(f) +b-2( )d dx,{g")+ +b1(x)@( )+b o(X)W(x) = R(x)...(1)

Esta ecuacion se clasifica en:

De coeficientes constantes: si todos los bn (x}; n=0,1,2.....n; son escalares o constantes.
De coeficientes variables: si por lo menos uno de sus cosficientes es variable
Homogénea: Si el término independiente es cero; R(x)=0

No Homogénea o completa: si R(x)=0;

Normalizacion de la ecuacién (1) Se dice que una ecuacion esta normalizada si el coeficiente
de su término en la mayor derivada es la unidad.

Asi la ecuacién (1) se puede escribir como:

L] n-—l n2
fo -l(x) y+a,._z(x)d y+ +al(x)dy+au(x)y==Q(x) ..... 2)

Donde:

as(0= 21D (= 22D, g - RO

b () by (%) XE)

SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA LINEAL DE ORDEN “n” HOMOGENEA (mmcmo
DE SUPERPOSICION):

Sea la ecuacion;

an(X) Y +8n (X)y"™ ... 484 (x)y +ao(x)y=0 ...(3)
Una ecuacion homogénea.
Siendo la ecuacion diferencial de orden "n" y si fusra posible integraria directamente como la
ecuacion y"'(x)=0; es légico que integrariamos {integrales indefinidas) n veces, lo quse implicaria
que y (x), solucién de |a ecaucion diferencial, tendra n constantes (arbitrarias) y en consecuencia
n funciones de x {variable independiente) qua multiplican a cada constante arbitraria; es decir:
Conjunto de constantes arbitranias: {ty, ¢, Ca, ...Cp} .....(4)
Conjunto de funciones de x:  {yy(x), y2{x), ya(X)....,¥n{X)} ...(5)
De modo gue la solucidn de la ecuacion homogeénea (1) serd:

Y(X)=Cty1+Co¥24Ca¥a*.. ... +Ca¥n(X) .....(6)

Una combinacidn lineal del conjunto de funciones (5) (principio de superposicidn, propio de
ecuaciones lineales.



Debe hacerse notar que cada una de las funcicnes del conjunto(5), verifica por si sola a la
ecuacién (3). Igualmente debe recalcarse que toda ecuacion diferencial lineal es verificada por
{a solucion trivial y(x)=0 -

Para que cada una de las funciones del conjunto (5) constituyan un término fundamental en la
combinacion lineal (6) solucion de (3), es necesario que dicho conjunto (5 ) sea linealmente
independiente y esto sucede si su Wronskiano es diferente de cero en algun intervalo | que
define a la ecuacion (3}, es decir;

W(y: y2¥s .-..yn} 20, en |
Cuando el conjunto (5) es linealmente independiente se dice que constituye un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion (3), (subespacio de dimensidén “n®).

En estas condiciones se dice que la combinacion lineal (6), es una solucién general de la
ecuacion diferencial (3).

EL OPERADOR DERIVADA (DIFERENCIAL) D:

) . . . 2 d .
Si x es la variable independiente, entonces D define como: D_E : 8 fuera t, en vez de x,

entonces: D= i
dt
En éstas condiciones:
dy _
e Dy
d’ Y 2
a7
d D"y

dxn



utilizando éste operador, la ecuacidn (2) puede escribirse como:
[D"+801(X)D™" +a0Ax)D" ...+ (x)D+ao(X)ly=Q(X) -.......(7)

POLINOMIO DIFERENCIAL: EI polinomio diferencial P(D}, sera un operador linea! de orden “n”

en un intervalo |, si puede escribirse como aparece entre llave, en la ecuacién (7), donde los

coeficientes de los términos en D son funciones continuas en L

SOLUCION DE UNA ED.O.L.. HOMOGENEA DE ORDEN “n” CON COEFICIENTES
CONSTANTES.

Resolvamos una ecuacion sencilla de éste tipo:

d
il +ay = (; donde a es una constante

dx

ax

adr
Resolviendo por F. Integrante: (x)= eI =e

coye™ = I(O)e“"dx+ c=c¢

””%@ﬁ

Esto nos hace suponer que éste tipo de ecuaciones tiene como funciones solucién; y=e*, donde
* es un escalar que podemos determinar de la siguiente manera: :

Sea: [a,D"+an D™ '+a,,D" %+ .. +a,D+agly=0 .......{8)

Una ecuacién homogénea con coeficientes constantes, cuyas soluciones tienen la forma:
y=e20; luego:

De=he™

DzeAX:lzeﬂ

' %)

Dne}_x=kne:-.
Sustituyéndo {9) en (B) se tiene:

[ah"+a, A" a0 e +a A +agle™=0
Dividiendo por €20, se obtiene.
ar"+an A" +a, A+ +a,A+8,=0.....(10)
Ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial (8).
Al resolver (10) se obtendran n raices caracteristicas, cada una de las cuales genera una funcién
soiucion; es decir:
A = y=e

. |
= yime [omom o ]

A > yn=em



Siendo por lo tanto, la solucién de (8):
y=ce* +ce™ +. . +ce™

Podemos concluir que ta solucién de éste tipo de ecuaciones depende de las raices de la
ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial, por lo que se tienen los siguientes casos:

*Raices reales diferentes
P(3%)=0 *Raices reales repetidas

*Raices complejas

*Raices compilejas repetidas

Ejemplos, resolver:

d’y _dy
4Y 39 12,20
e

Eeuecenen términos de D:
(D?-3D+2) y=0

Ecuacion caracteristica: A%-32+2=0; A=, y,=€" % e e
A2= » y;_:v=ez.t
Sop(x) = et +c e
d’y _dv
b) -3=+2y=0
a7
[D?-4D+4}y=0
Ecuacion caracteristica: A%-42+4=0; M2, yi=e™ ’ e? xe* }
A2=2 > y2=xez"
Souxy=c et + chcezjr
d'v dy
c) —-4 Y +13=0
dx* dx
[D?*4D+13)y=0
Ecuacién caracteristica AZ-dr+13=0; Dy =243i ., § ez"oossx, e”sen3x ';

. y(x)=C,e%cosx+Ce"sen3x



SOLUCION DE UNA E.D.O.L. DE ORDEN “n” NO HOMOGENEA:

[a)Squciér. de: la Ecuacion Homegénea asociada a la no Homogénea

E. Caracteristica P(Dy=0 (1)
P(»)=0 A1
u ad JIX Ao }
et e e 2
PéD!)Fg(X) . 2
olucion:
YeTYutYe o

P(D)y,=0 Recorqemos que tantp_ yn como cada una de las funciones del conjunto
Restando (2) verifica a la ecuacion (1) _ _
P(D)[yo-ynl= Q(X) (e Método de los coeficientes indeterminados:
vp Este método se aplic':a si. ‘
- P(D)yp= Q(x) Solucion Pa-ticular ye: © tge?"g:':r?tlgg g::;f: rﬁfsl es de
o Los términos de Q(x) son aniquilables.
+ Método de variacion de parametros o
métode general; este método se aplica en
K kcualquier caso.

= IS V. | A
P{D)ye=Q(x) < YH=Ci€" +28" 04 +Che

METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS PARA OBTENER LA ye:

a) Dada P(D) y=Q(x} (I}
E. Caracteristica Py =0 22
{a“", e e (2)

AN

b} Se determina un polinomio en D, Q{D) que al aplicarlo a los téminos de Q(x) los anula; es
decir

QD) Q(x)=0

Aplicande Q(D) a la ecuacién (I} se obtiene otra ecuacion homogénea (AMPLIADA) cuya
solucion correspondera a la yg; es decir:

QD)PD)Y=0

Las soluciones fundamentales de asta ecuacion comprenderan las correspondientes alayy y a
la yp, por lo que comparandolas con las de! conjunto (1) se obtiene por eliminacién los términos
de la yp (FORMA DE LA yg).

Los ceeficientes de la yp {indeterminados) son determinados al comparar los coeficientes de
términos semejantes en la ecuacion:

P(D) ye = Q(x)



Ejemplo : Resolver y'-2y +5y=ecosdx (1)
a)EHA [D?-2D+5)y=¢e"cos3x
E.C. AZ-22+5=0; Dyo= £ 2i; {e"cos2x, e"sen2x}
yiu = Cie'cos2x + Ce sen2x

b) Q(x) = e"cos3x
Q(D) = (D-1)°+9

Luego : [(D-1)*+9](D%2D+5]y=0 Ecuacion Homogénea ampliada

E.C. [(A-1)+9) AZ-21+5)y=0, Dy =112 {e'cos2x, e*sen2x, e"cos3x, e"sen3x}
D, =113i

. ys=Ae"cos3x+Be"sen3x donde A y B son constantes

ye Verifica a la ecuacion (1):

y'p-2y p+5yp=€"cos3x

sustituyendo yP en esta ecuacién se obtiene:

-5Ae"cos3x-5Be’sen3x = e*cos3x

lgualando coeficientes de términos semejantes se obtiene:

BA=1 . A=-1165
-58=0 . B=0

yp=-1/5 e'cos3x

y finaimente:

Yo (X)=yn+yp=C e cos2x+C.e*sen2x-1/5e"cos3x
METODO DE VARIACION DE PARAMETROS.- Este método consiste en formar la yp a partir de
yn al cambiar cada constante arbitraria por una funcién de x; es decir:
yr=C1y1+Cayz+.. +Coyn
Solucién de la homogénea asociada, entonces la yp tendra la forma:
yp=t (X)y1+Ux{X)y2+... +Un(X)yn
donde hemos sustituido:

Ci=uy{x)
Ca= ua(x)

Cr=Un(x)



Estas funciones u1(x), u2(x), ..., un{x} verifican al siguiente sistema:

YU +y2U (X)+.. +yall nfX) = O
YU ()Y 20 AX) 4y o(X) = 0

YU (XY X Ay () = Q)

donde Q(x) es el término independiente de la ecuacion normalizada.
E! sistema anterior puede escribirse en forma matricial como:

i Y Yo |#i) | O
Y ¥ Y 'y _ 0
yn-—ll yw—l2 yn-ln ll'n Q(-x)
——

W(yy2,...¥n)
Ejemplo:
Resolver y'+3y'+2y =

1+e*
EHA (D*+3D+2)y=0
E.C. A2+3442 =0 D=1 {e* ¢}
Dz= -2
yh = Cye™+Ce™
yp=ue*+ve ™
e’ e |u" Cl)
e eyl
I—€ -2(. v[ ]+e:|
Q7
,_du e
dx l+e*
, dv eZI
V==—=—
dx +e”

Integrando:

u = In (1+€")
v = In (1+€")-€"

yp=e"In(1+e")+e>{In(1+e*)-e|
=e™In{1+e")+e In(1+e")-e™

- Yo(X)= Ce™+Ce™+In(14€")(e™ +)
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CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL (e*) UTILIZANDO EL
TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON:

Sea la matriz cuadrada A=[a;] de orden n, cuyo polinomio o ecuacion
caracteristica puede expresarse como:

A A 4o "R AR A oA oAt an= O (1
Despejando: A" se obtiene:
YT Ry Ry LU0 R R Py Ly Y (1

Por otro lado desarrollando e“, en series de Maclaurin:

3 _ti tn-1 tn

e}“=1+7ut+?.2% +),33t;! I TE N R ) (1
Sustituyendo ahora (I1) en (lll) y factorizando 2%, &, 22, ..., A" se obtiene:
e}'t=(1-an;% )?.0+(t—an_1;—r; )1+(-£2~! -an-zfl—n! )12+(;—3! -an-an-n! )?»3+.-.+((,f_]—_22)! ~az:,—n! 2
+((nt—‘_1'11—)-! —a1;—n! ! (V)

Si en esta ecuacion se sustituye cada coeficiente de A%, A, A2, ..., A"™ por Bo, B1. B2,
..., Bn1 respectivamente; (1V) se reduce a:
e"'=Bor +P i+ 24 Par + L B (V)

Esta ecuacion corresponde a la forma exponencial del polinomio caracteristico de
la matniz A; por lo que aplicando el Tecrema de Cayley-Hamilton se obtiene la
forma de la matriz exponencial, es decir:

M= ol+PrA+ AT B A . 4By AT SV

En esta expresion de la matriz exponencial de A, los coeficientes: Bo, B, B2, ..., Pn-1
todos son funciones de t y pueden obtenerse directamente de la ecuacion (V).




i 1 0
Ejemplo: Dada A=| -1 -1 0] obtener su matriz exponencial.
1 1 1

1-4 1 0.

Su polinomio caracteristico es; - -1-4 0 '=k3-k2+0k+0=0; de donde se
1 ] 1-1
obtienen:
a, =-1
a, =
a; =
n=3

De la ecuacion (IV):

2 k] 2 3 2 3 3 un 2 3 2 3
R L e Dol T [ PR R
TRl I T 1) B TR TR P 2" 3t 273

pero Zr =¢' .ps=e-t-1, sustituyendo Bo, By B2, en (VI) y considerando n=3;

n=0n!
00 0
e™M=[3ol+B A+BA% siendo A%=| 0 0 0;
111
1 0 0 1 1 0 00 0 (B,+5 B, 0
e"=B,10 1 0|+B1-1 -1 0|+4,]0 0 0|=| -8 B -5 0
0 0 1 111 1 1 1) \B+B, B+B, Bo+B +5
+1 !




Siendo la forma de obtener §,, By, B2, ... Bn1 de la ecuacién (V) no siempre facil y
considerando que del polinomio caracteristico de la matriz A ecuaciéon () se
obtienen n raices caracteristicas que al sustituirlas (cada una de ellas) en la
ecuacion (V) generan un sistama de n ecuaciones lineales no homogéneas con n
incognitas (Bo, B, P2, -.- Bn1), resulta mas sencillo resolver este sistema y sustituir
estos valores (Bo, B1, B2, .-- Bnt) €n la ecuacidon (VI) para obtener finalmente la

matriz exponencial de A.

EJEMPLO:

Determinar la matriz exponencial de la matriz A=

1-4 2 -1 A, =-2
12 1-2 1 =A-2-51+6=0y 4, =1
-1 1 -4 i, =3

e = /Bo + }911 + ﬁziz

Si h=-2 = Bo-2P1+4p.=e (1)
Sirx=t = B0+B1+B2=e‘ (2)
Si =3 = Po+3p+9p=e™ (3)

Resolviendo el sistema:

Be 2 —6e* +30e!

30

—8e% +3e¥ + 5!

ﬂw = 30

_ 2 +3e” -5¢'

)82_ 30
6 3 1

AP=|3 6 —1| - eM=pol+piA+pLA
1 -1 2




Bo+3,+65,
eM=| 28, +3p8,

—ﬂl +)62

30

At_| — 1 06_2' +1 583_! —_5_6_!

a "= _———————
30

30

4 ] N
[ e ff';’.‘bl e

jOe‘z’ —10e’

10e™ +15¢” + be'

2/61 +3/82 _ﬂ1 +ﬁ2
ﬁo+ﬁ1+6ﬁ2 ﬁt“ﬁz
JB1 - ﬁz ﬂo + zﬂz
~10e™ +15e* —5¢'  10e™* —10¢'
) 30 30
106 +15e* +5e¢' -10e™ +10e’
30 30
-10e™ +10¢' 10e™® +20e'
30 30

f:o

1041545 1D 415-5 ‘o _ 1o
3y Y 30
IO +IE 5 ler $15+ 5 _lo &0
20 20 30
v _ 10 - NI [ 2 20
30 30 30
{ o o 1
c 1 o |
o 0 { )
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Lo anterior es una muesira de unas tablas que hs desarrollado el Ing. Joel Gémez, profesor
de la Facultad de Ingenier{a, y a los lectores que se interesen por ellas, se ies invita a que

se pongan en contacto con £ profeser.

Correo electrénico: mnﬂum

MATEMATICAS Y CULTURA

s

BOLETIN
25.05.1898 ' o No. 171
DEPARTAMENTOS DE ALGEBRA -~ °

Y GEOMETRIA ANALITICA Y DE CALCULO

EDITORIAL ' s EDITRIAL

Hace 17 gitos, la Divisién de Clencias Basicas vio nacer de su Departamento de Matexmisficos
al Boletin Matemiéticas y Cultura. En él se ha deJadb constancia, entre otras cosas, iie ka
formalidad con la que se debe tratar a las Matemdticas, de otros tépicos qus complennentsn
y enriquecen la formacién currlcular de nuestros alumnos y La actualizacién de bos docens,

- de la utilidad que elias tienen, y de la recreacién que se percibe cuando se tratan ésttos ons

enfoques {rescos y diferentes,

Es claro que las matemiticas son cultura, por ello; desde el nacimiento del Boletim, »n &
se decldié vincular a las matemdticas con un rico y hermoso abanico de temiticar sobre
poesia, miisica y demas bellas artes; proverbios, felicitaciones, manifestaciones de jjiibila.
valores, reflexiones acerca de la ética profesional, de las ciencias soclales ¥ die b
humanidades; puesto que todas ellas constituyen expresiones culturales. S R

LTRSS I 2% < S

L RTINS

LY .

El Boletin es un espacio en ¢l que se manifiesta con gran nitidez que !a comunidad diedsta
y demds Divisiones de nuestra Facultad; Ingenleros, profesores y alumnos tienen en mury
alto aprecio a los valores humanos, que debemos seguir aquilatando ¥ fomentandm para
desterrar la falsa visién que algunos tienen sobre el Ingeniero: que no Je interesa mfis ggor
la parcefa de la cultura que traia de lo raclonal; dejando al olvido o a) desinterés, o me
tenga que ver con la faceta humana y sentimental de su proplo ser.

También es claro que los académicos y alumnos que han contribuido durante una aifio mibs
2 darle vida a) Boletin, ya en plena juventud, merecen nuestras [elicitaciones; cuantms han
coniribuido y particularmente los profesores Erik CastaBeda, Pablo Garcla y Oxtavio

Estrada; quicnes desde hace 17 afios y en diferentes etapas, han sido responsables de ba

aparicién puntual y de! ameno contenido de cada niimero,
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PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA {
Y PROBLEMAS DE VALOR INICIAL |
|

Como yi s¢ ha comentado en la introduccion de este capitulo, no estumos in
teresados en la bisqueda de o solucion general de las ceunaciones diferenciales
en derivadas parciales yae aqui tratamos. Mds bien pretendenmtos encontrar lus
soluctones particulares que verifiquen la ccuucion diferencial en derivadas parciales,
junto con ciertas condiciones auxiliares.

El tipo de condiciones auxiliares que considerarcmos asociadas a cada ecuacion
dilerencial en denvadas parciales conereta, va a depender, esencialmente, de que csia
conlenga o no el tiempo como variable independiente. Asi, distinguiremos entre
las ecuaciones de evolucidn (ccuaciones de ondas y de difusion) que describen
procesos que cambian con cf tiempo y que, por tanto, conticacit a éste como
variable independicnte, y las ccunciones eslacionarias {ccuacion de Luplace} que
describen procesos estilicos y, en consecucnciy, no dependen del tiempo,

Para las primeras aparccen de forma natural en las aplicaciones dos tipos de
condiciones auxiliarcs:

o Condiciomes iniciales: Al igual que en ol cuso de las ccuaciones ordinirias,
prescriben ¢l valor de la funcién y/o sus derivadas en cierto instante ¢, Supondre-
mos siecmpre que £, = 0, lo que no restard geacralidad a los resultados que se
obtengan, El namero de condiciones miciales a considerar depende del orden de la
derivada parcial con respecto al tiempo que contenga la ccuacian y coincide con
¢ste. Asi, pura fa de ondas (i, = Ciu,, + Alx, 1)) s¢ consideiarin dos condiciones
iniciiles:

du

wx, O} = fi(x) 5 ufx, 0) = 5 = f3(x)
=0

mientras que para a de difusion (v, = ku,, + A(x, 1)), solamente una:

 Condiciones de frontera (o de contornoj: Estin asociadas a variables que
representan giguna dimension espacial y que, por tanto, se hallan restringidas a una
cierta regidén Q finita o semi-infinita del espacio. Si la ccuacion diferencial ¢n
derivadas parciales es de scpundo orden, va a ser nccesario conocer ¢l valor de
solucion, de su denivada o de una combinacion lineal de cllas, en {a frontera 68 de
fa rcgion considerada. Asi pucs, tratarcmos tres tipos de condiciones de frontera:

1) Condiciones de Di~ichler: Consisten en prescribir ¢l valor de [a solucion en
la frontera y pucden representarse por

u(x, Hlen = g1
Jii) Condiciones de Newumana: Consisten en prescribir ¢l valor de la derivada
segan la dircecion normal de la solucion cn a frontera y pueden represen-
tarsc por:

cu
— (%, Ol:q = 2lf
L (x, Dlza = 80

i)  Condiciones de Robuwr: Son de caracter mixto, pucs prcscribcn ¢l valor de
una combinacion lincal de la solucion y su derivada segln Ia dircecidn
normal en la fronicra. Se pueden representar por;

.
u(x, Olag + k ;; (0 Dl = gl) (ke ®)

donde x representa ¢l conjunto de variables que delinen la rcglon Qde

cspac:o

BRI T TR A ety P b - BT O e A R A R SR,

]



3

|

En resumen, part las ccuaciones de evolucién nos ocuparcmos de resolv
problemas de valores iniciales con condiciones de {rontera de uno dc los tres tipas
anteriores. Damos a centinuacion algunos cjemplos de cste -tipo de problemas
cuando se considera uia region unidimensional acotada, que representaremos por
la variable x: ' ' :

i) Problema de Dirichlet para-la ccuacion de ondas:
wy = Cu, + Al ) 5 0<x <! reRY
w0, 1) = g) ;  ull, ) = ga(t) (condiciongs de frontera)
wlx, 0) = fi(x) ; ufx, 0) = fo{x) (condiciones inicialcs)
ii} Problema d¢ iNeumann para la ccuacion de difusion:

o= ku + A, s O<x <! ; teR”

{0, 1) = g () ; wdl, 1} = g.(f) (condiciones de [rontera)

—— oy -
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uly, ) = f(x) (condicion idicial)

i) Problema de Robin para la ccuacion de ondas:
e = Cu o+ A D D v o relt

W, 1)+ (0, 1) = fiti)
ulf, & + haefl, 0 = fi(0)

wlx, B = g, 5wl 0 =g,(x) (condiciones iniciales)

} {condiciones de frontera)

Cn cuanto a las ccuaciones cstacionarias {ccuacion de Laplace), solo conside-

i) Problemu de Dinchlet para la ecuacion de Laplice:

w, +u, =0 ; 0<xy<a ; 0<yp<b
WO, ¥y = Al ;5 we, v) = Sfiy) (e de frontera en x)
v, 0F = 2 (x) o 1wy, ) = g.(x) {c de [rontera cn y)

i) Problema de Neumunn para la ccuzcion de Poisson:

Upe T 1t = Al 1) L O<x<ue ; O<y<d

w0, 5) = [1(3) 5 uda, y)
wlx, 0) = g.(a) 5 wlx, b) = g,(x) (c. de frontera en y)

Sy} (c. de frontera cn x)

i) Problema de Robin para la ccuacion de Laplace:

i, +u, =0 ; 0O<x<a ; O<yp<bh

XX 3
w0, ) + (0, ) = fify)

) : “de frontera ¢n &

wla, v) + haua, 1) = [l (c. de [rontera cn x)

L.y condictones de fronters andtogas en v

rarcmos problemas de {rontera, puesto que son independientes del tiempo. Abor-
daremos, per tanto, ios problemas de Dirichlet, Neumann y Robin para este tipo de
ccuaciones, Cjemplos de este tipo de problemas, formulados en coordenuadas carte-
stanas pary un rectansulo de longitud ¢ y anchura A, son .



Cwndo s ata de domnmos no acotados, seosuelen dai clertas condiciones de
regalaridad para b solucion. Conto gemplios e este tipo de problenis procdemos
considerar:

1) Para la ecuacion de ondus: )

|

t, = Clu,, + A(x, 1} ;xe B re R
u(x, 0) = fi(x), u(x,0) = f,{x) (condiciones inicialcs)

u(0, 1)

It

2,01) Hm u(x, 1) < + o (condiciones de frontera)

X =Ty
1)  Para la ccuacion de difusion:
t, = ki, + Ale, ) xeRY jre Bt

u(x, 0} = f(x) (condicidn inicial)

#(0, 1) = g, (1), hm u(x, r}) < + oo {condiciones dc frontcras)

X il

i) Para la ecuacién de Laplace:

O;r>a,0<0 < 2z

Uy + Wy

u(r, Q)

I

u(r, 2z} ; uglr, 0) = u,y{r, 2x) {c. de frontera cn 0)

(0. 0) = f(0); lm ufr, ) < +co (c. de frontera en r)

r—e@m

donde r y O representan lus coordenadas polares en el plano.

En general, ¢l problema de dectdir gué tpo de condiciones iniciales y/o d:
frontera son apropiadas para una ecuacion diferencial en derivadas parciales dad:
¢s bastante complicado. Hadamard sugirio tres condiciones que deben cumplis
cuando sc formula un problema de valor inicizl yfo de [rontera asociado 2 ure
ccuacion diferencial en derivadas parciales, para que esté bien delinido. Estas sen

i) La sotucion debe cxistir.
i} La solucién debe ser Unica,
iy La solucion debe depender de forma continua de los datos inicuales y o
de los datos de frontera.

Las dos primeras condicrones exigen que el problema formudo por la councicz
diferencial en derivadas parciales y las condiciones auxiliares tengi una Gnica solo-
cion. La tercera establece que, pequedas vanaciones de las comdiciones aenaliare
deben provocar pequenas variaciones de la solucion; ¢s decir, exige ki estabilid.d
de la solucidon con respecto 2 las condiciones auailiares,



OBTENCION DE SOLUCIONES PARTICULARKES

Desenibireman a continuacion los dos tpos de mctodos que utilizarcmos para L
1esolucion de fos problemas de valor imwial yjo de frontera propuestos en ¢l apai-
tado anterior. EF primero de ellos se conoce con el nombre de método de separacion
de variables, y se fundamenta en la construceion de un adecuado problema de
Sturm-Liouville, def que s¢ obticne un conjunto de autofunciones cn erininos de
las cuales se conslruye IR soluunn L el segundo whlizaremos L transfornmada de
Laplace.. . 7 - o » 1 Lkisten vtros métadus, que ne contempla -
mes ¢ cste leato, ¥y que son tambicn de gran ubilidad, comw, pol qunplo. ¢l Gue
hace uso de tas funciones de Green o de fas transformadas Jde Fowrier. ..

- En general, todos ¢stos métodos se complementan en ¢l m.nudo de
que, cada uno de cllos s apropiedo para ciero tipu de problemas.

Meétodo de separacion de variables

Presentimos aqui el mdtodo de separacion de variables aplicado 2 i resolucion de
los problemas de valor inicial y/o de frontera deflimidos en ef apartado anterior, para
ceuaciones diferenciales en derivadas parciales en doninios acolados, situacion en la
que este métode resulta mas apropiado. Consideremos ecuaciones dufercuciales ¢n
derivadas parciales homogéneas cn dos varables independicntes y condiciones de
frontera tambien homogenceas. En los capitulos siguicntes vercmos como ¢ste pro-
cedimicnto s¢ pucde ulilizar para obtener la solucién en probiemas no homogéncos
y, también, cémo s¢ puede extender al caso de tres variables independicnigs.

La descripaion del método se hard simulldncamente para las tres formas cano-
nicas de ceuacidn dderencial en dernivadas parciales establecidas
v clegiremos cicrtas condiciones de contorne coneretas. La forma cn que csle
meétodo se aplica a problemas con otro tipo de condiciones de [rontera sc pucde
Jdeducir faciimente de la que cxponcmos aqgui, y s¢ propondrd como ¢jercicio pos-
leriormente.

Consideremos los problemas; -

i} Para las ccuaciones hiperbdlicas (0 < x < [; 1 e ®?

0 udl 1) =
u, = ctu,, f“( A+ R0,y = 0 (c. de [ronlera)
P 1;{(.", 1)+ Ml ) =0 .
w{x, 0) = [ilx); wfx, 0) = f5(x)  {c. inictales)
1) Para las ccuaciones parubdhcas (0 < v < /; 1 R”

/ =
= K, w0, 0 + (0, 1) = 0 {c. de frontera)
Lep Wl 1) + h () = 0
Ty, 0) = filx) (cinicial)
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a0, v) + A0, 1) = ()l
Moo oty =5 0 Iu(:’, Yol haadd, ) =0

wlx, 0) = fi(x); wlx, b) = fi(x) {(c de frontera en y)
. ~ '

o, de froniera en a)

El método de scparacién de variables consiste cn buscar la solucion como br
producto de dos funciones, dependientes cade una de cllas de una de las variables
Es decir, supondremos

ulx, 1) = M(x)- Ny

para los casos hiperbélico y parabolico, y

ulx, y) = Mx}- Ny)

para ¢l caso cliptico. Sustituyendo « por esta cxpresion en la correspondicnie
ccuacion dilerencial en derivadas parciales y dividiendo a continuacién por la propia
funcion, se obticne:

N'(8) AL"(x)

—= hiperboli
A ) {caso hiperbolico)

1 A"(!) Mu(x) - e
KN T Mo (caso parabolico)

() _ Mix)
“_!\_IFJ = H_JM(.\'} {caso cliptico)

[(¥]

f‘\f.—

Puesto que ios dos micmbros dc estas expresiones dependen de variables distintas,.
ambos deben ser iguales a una constante. Denotando por — A esta constante d-:I
separacidn, se obtienen las siguicntes ecuaciones diferenciales ordinarias para A

i
y N

Al"(x}) = =~ 2M(x) ({cn los lics casos)

[

Ny + c2iN()
N + kANQD)
N'(v) — AN(y) =

0 (caso hiperbdlico)
0 (caso parabdlico)
0 (caso eliptico)

Il

Asi pues, s¢ ha pasado de una ccuacion diferencial en derivadas parciiles en dos
virizbles independientes @ dos ccuaciones diferenciales ordinarias scpuradas pars
cada una de cllas,




.| La teoria de Sturm-Liouville y los problemas
con valores en la frontera
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En esta seecidn estudiaremos una clase dc problemas llamados problemas de
Sturm-Liouville. Un tipico problema de Sturm-Liouville involucra a una ecuacion
diferencial definida en un intervalo junto con condiciones que debe satisfacer la
solucién y/o su derivada en los cxtremos del intervalo. Como veremos, la ccua-
c16n diferencial tendrd a una funcion g como uno de sus cocficicntes, y surgirin
funciones f,, /i, . . . ortogonales con la funcidn de peso p, como soluciones de [a
ecuacon diferencial.
Para empezar consideremos la ecuacidon diferencial

y7 A R(x)y' + [Q() + AP(x)]y = 0. (7.38)

Buscamos valores para las constantes A para las cuales existan soluciones no
triviales en un intervalo dado [a, 4). También queremos gque estas soluciones y
sus primeras derivadas satisfagan ciertas condiciones, llamadas condiciones en
iafrontera, en ay b. La ccuacidn diferencial (7.38) y lzs condiciones en Ia frontera
conslituyen un probicina con valores ci la frontera.

Especificar condiciones para una solucién y sus derivadas en los extremos
dz un intervalo (problema con valores en la frontera) es muy distinto a especificar
los valores de una solucién y su derivada ¢n un punie dado (problema con valor
n:cial). Los problemas con valeres cn la frontera usualmente no ticnen solucién
unica, y es cxactamente esta falta de unicidad lo que hace que cierios problemas
ton valores en la frontera scan importaates al resolver ecuaciencs en derivadas
ruciales en la fisica y Ia ingenieria.

Es méas facil hacer Ia discusion sobre la ccuacidn (7.38) si tz escribumos de
manera difcrente. Multiplicamos la ecuacion (7.38) por ef % para obtener

et B 4 Rix)el B0y £ [Q(x) + AP(x)]ye! F¥ 4 = 0, (7.39)

Como o R 5, esta ccuacion diferencial tiene las mismas soluciones que la
stuacion (7.38). Nos dames cuenia de que

yr-ej'mx}dx + R(x}t.,j'f\'lx)dxyr _ £}.ve[R(xld=]'_

Sean
rix) = TR aix) = Qxjel By p(x) = Px)el TR
Ahora la ccuacién (7.39) pucde escribirsc como
[ry'T + (g + apy = 0.

Esta ccuacion diferencial se llama ecuacion diferencial de Sturm-Liouville y
también es la forma de Sturm-Liowville de la ccuacida diferencial (7.38).



LJEMPLO 7.6

Cunsideremos la ccuacion diferencral

3 i

FESy +(x-ix)y =0 s
X :

en cualquier intervalo que no contenga a cero. Esta ¢s de la forma de la ecuacisr
(7.38) con R{x) = 2/x, O(x) =xy P(x) = -x.

Para obtener la forina de Stunm-Liouville de esta ecuacion, la multiplicamos
por ¢l 0% Calculamos

2
oilainds intn)  Glated) o 2

=

PV R

Para obtener

oo

x2y" 2y + (x* = ixP)y = 0.
Escribimos ¢sta como
Ey] + (x* = )y =0,
que es la forma de Sturm-Liouvitle de la ecuacion diferencizl con la que empe-

zamos. Esta tiene lzs mismas soluciones que la ecuacién original en cualquic
intervalo gue no contenga a cero. & ' :

Consideraremos tres clases de problemas que involucran a ecuacioncs dife-
renciales de Sturm-Liouville. Supongamos que p y g son funciones contintas =
[e &]. !
Caso 1: El problema regular de Sturm-Liouvilic on [g, 5] Suposis -
mos que r(x) > 0y p(x) > 0 para a = x < b, Buscamos numeros A y solucions: i :
triviales de

Y +(@+iply=0

que satisfagan las condiciones ¢n la frontera de la forma

Ayla) + A;3(@@) =0,  Bipb)+ B,y'(by=0,

—r— TE——— e e e

i

cn donde A, y A: estdn dados y, al menos, uno ¢s distinto de cero, y B,y B, estdn
dados y, al menos, uno es distinto de cero.

Caso 2: El problema periddico de Sturm-Liouviile en fa, b} Supon-

gamos f;uc r(x)> 0y p(x)> 0 para ¢ S x < b. Buscamos nameros A v soluciones
no triviales de .

(r¥] g+ 2p)y =0
que satisfazan las condiciones cn la frontera

yla)=3(0),  y(a) = yb)

! . e e e e L .. T e e e

Vo+iv=0, Q) = l(zf) =0

Elintervalo es [0, #/2] y en lu notacién anterior

rix}) = p{x) = i Y 4{x}=0.

e em———— -

Iistc cs un problema regular de Stura-Liouville er [0, 272} con Ar=8,=1 y 1
= B,_== 0 cn da definicién. Encontrarcmos jos valares propios y las flmcion:::
propias para este problema. La ccuacion caracteristica de V't Ay=0ces

P+ 1=0,

e e — ——— ——-

con raices r =+t v—4i, Estonos lleva a considerar tres casos.



pros que AV U Y ) U Paae g T Buscamuos notieres Ay sofuciones no
nviales de

(42 ] (g4 Aphy =0
que satisfagan zso de los tres tipos de condiciones en la frontera:

a. Sir(a)=0, cntonces
Biyb)+ B,y'b) =0,

con By y B; dados y al menos uno distinte de cero; las soluciones deben scr
acotadas en a.
b, Sir(b)=20 entonces

Ayla) + Apy'(a) =0,

con A y A2 dados y al menos uno distinto de cero; las soluciones deben ser
acotadas cn &.

¢. Sir{a)=r(b)=0notencmos condiciones cspecificadas en fa frontcracnao
cn & pera se requiere que esas seluciones scan acotadas cn [a, 8],

En cada uno de estos problemas, un niimero A para el cual existe una solucion
no tnvial se llama un valor propio o un valor caracteristico del problema; la
solucidn no trivial correspondiente se llama funcién propia asociada al vaior
prapio A, Por definicidn la funcidn cero nunca puede ser una funcidn propia (a
reszr de que el cero puede ser un valor propio).

En muchos de los probl-mmas de Sturm-Liouville quec aparecen en fisica ¢
mgenieria, los valores propios ticnen un significado fisico relacionado con ¢l
pobtema. Por cjemplo, en ¢l comportamienio de la propagacién de las ondas los
ralotes propios representan modos fundamentales de fa vibracién.

EJEMPLO 7.6 Un problema regular de Sturm-Liouvilte

Consideremos el problema con valores en la frontera

Caso 1: 1= 0 Ahora la ccuacion diferencial es y” = 0 con la solucién general

y=ax + b

Entonces

fud as
;'(7) =5 =0 implica a=0.

La tnica solucién en el caso en qus A = 0 ¢s la solucidn trivial. Por lo tanto, el
valor cero no e3 un valor propio de este problema (va que no existen funcioncs
propias que, por definicidn, son sojuciones no triviales, asociadas con A = 0).

Caso 2: A> 0 Escribimos A= £ con k> 0. La solucién general de y” + &y
=0es

r{x) = a cos{kx) + bsenfkx).
Ahora
y0)=a=0,

cntonces y(x) = b sen(kx).
En seguida, requerimos que

n 14
_}(E) =p scn(?) =0

AN

Si hzcemos b = 0 tenemos la solucién trivial. Si b # 0, se puede Sntisf?c‘cr
y(/2)=0¢scogiendo k tal que sen(k/2) = 0. Por lo tanto kx/2 debe ser un multipid
entera ¥ positive de wo




A=y parn y=1,2

gy Py e as

Los ndmeros
A=ki=yy?

son valorcs propios de cste problema paran=1,2,3, ... Al valor propio 2 Ic

corresponde una funcién propia ¢,(x} = &, sen(2nx), con &, cualquicr constante
distinta de cero.

Caso 3: A <0 Eseribimos 2 =~# con &> 0. La solucién general de p” — iy =
Ocs

Hx) = ae** + bemts
Ahora

‘(O)=0=a+b'

de donde b= ~a y y(x) = a{e” - ™) = 2a scrh{kx). Pcro catonces

oo k
y(f) = 2(15cnh(—2—) =0

requicre gue @ = 0 ya que & > 0 implica que senh{kr/2) > Q. Por lo tanto, ¢l caso
4 <0 nos Heva sélo a la solucién trivial y csie problema no ticne valores propias
ncgalivos.

En resumen, el problema regular de Sturm-Liouvilic

ucne valores propios A= 4n% n = i, 2,3, ...,y alos valores propias 42 les
corresponden funciones propias @,(x) = b.s5en{2nx}, con b, distinto de cern pero
arbitrario. o

EJEMPLO 7.7 Un problema periddico de Sturm-Ljouvilie
Consideremos cl problema periédico de Sturm-Liouville en [;ﬂ', 7]
¥ ly =0 y(—nr) =), y{==) =y
Como en el cjempio 7.6, tenemos los siguicntes casos para i

Caso1:21=0p Entonces y= ax+ . Ahora

¥V—n)=—an+b=ypml=ax+b

implica que @ = 0, por fo tanto y = 5. Esta funcién constanic satisface ambas
condiciones en b frontera va quu

V-t =i =0

- ¥

en este caso. Asf que, cero ¢s un valor propio de este problema con las correspon-
dicntes funciones propias y = b, para cualquicr constante distinta de cero.

— - —_ -



Caso 2: A >0 Lscribimos 4 = 47 con &> 0, para ebtencer | solucion generai
y = a cosfkx) + bsen{kx)
de la ccuacidn diferencial. Ahora, y(~7) = () do
a cos{kn) — bsea(kr) = a cos{kn)} + Dscn (kn).
Entonces
2bsen(kn) = 0. {7.40)

La condicién y'(-7) = ¥'(x) nos da

ak sen(kn) + bk cos(kn) = —ak sen{kr} + bk cos{kn),

2akseafkn) = 0. (741

Como & > 0, las ecuacioncs (7.40) y (7.41) nos dicen que

bsen(kn) = asen(ln) = 0.

Sisen (k7) # 0, entonces @ = b = 0, y tencmos la solucidn trivial. Sisen(ka) < 0
entonces % debe ser un entero positivo y a y & pucden ser distiatas de cero. Porlo
tanto, A = #* es un valor prepioparan=1, 2, 3, . .., y las funcioncs propizs
correspondientes son

@, (%) = a,cos(nx} + b,sen{nx),

en donde a, ¥ b, son constantes al menos una distinta de cero y arbitrarias.

Cas0 3: A <0 Escribimos A = — £ con £ > 0 para obtener la solucion gead!
de la ecuacién diferencial

J(x) = ae** + be™H

ahora, 3{(-7) = () implica que

ge* 4 be*t = ae*t + beT

Y 3 (=7) = ¥'(%) nos da
hae ™' ~ kbe* = kac*® — fbe, ' (7.43)
Podemos cscribir 1a ccuacién (7.42) como
a(uln _ u—kn) = blett — c—in)
y concluinos que g = b Usando esto, ia ecuacién (7.43) se reduce a
eae ™ = 2kae*®.

Ya que & > 0 entonces ag** = ac**, que puede ser cierta solameonte si g = G. Pero
emionces también tendriamos Gue b = 0, obteniendo solamente Ja solucién irivial.
Por o 1anto, este problema periédico de Siurm-Liouville no tiene valores propios
negativos.

En resumer, el problema periédico de Sturm-Liouviile
Fraar=00 p=m)=prh Y(-1) = @)

tiene valor propio A = 0 con funciones propias @q(x) = b % 0 y para n = 1,2,3,
..., tiene valores propics A = n' y funciones propias @,(x) = a,c0s(nx) + b,sen(nx),
no con ¢, ¢ &,, ambos nulos. @



i s wlurm-Liouvitle

Consideremos 1a ecuacidn diferencial de Le

7 - gendre que pucde escribirse en I
furma de Sturm-Liouville como P 5 ccen la

[t =x3)y Y +iv=0

para=l<x3 1, Ahora, r(x) = | ~x2 yr(-)=
N dc{ problema singular de Sturm-Liouvile.
Ln 1a seccion 7.4 vimes que si A =n(n+1),conn=0,1,2 3

! r(1) = 0. Esto nos coloca en ¢f caso

]

i

i un2 solucién polinomial de Legendre P,(x). Por lo tanto csl’ hreblena tiens
vxores propios a(n + 1} para cualquier ¢ o n s e fones

| ot oo : q nte.ro ho negative # y las funciones

l e aerg, espo poziﬁo:lis;: p;(:geo c;u:;)]csquwra muitiplos coqst:’mtcs, distinios

| 2y ccuacién de Legendre q'ue esténpagoggzsq:rf [é—slt aj ;On e 05 s

| » 1}y que los anicos valores

¥uPios de este problema son los nimeros A = nin+ ) paran=0,]1 2 B
L Rt B

H . . .
asia este momento hemos discutido el tipo de preblemas que queremos

Imos a]g ] . OIen

o un Cmpl ra I
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TEOREMA 7.10 Teorema de Sturm-Liouville

1. Para los probicmas rcgular y periddico de Sturm-Liouville, existen una
infinidad de valores propios. Ademas, los valores propios sc pueden enume-
rar &, 42, . . . de manera que

i < A SIom<m

Ifm 2, = «.
n-—ao
2. Si A,y An» son valores propios distinios de cuaiquicra de los tres tipos de
problemas de Sturm-Liouville, con las funcioncs propias correspondicnies
'Y ©m, CRLONCTS 0, Y ¢ SON ortogonales cn {a. 4] con la funcidn de peso z.
Esto ¢s,

b
t
J PO G dx = 0 si i om,
a
3. Para los tres problemas de Sturm-Liouville, todos los valores propios son
reales.
Para un problema regular de Sturm-Liouville, cualquier par de funciones
propias correspondientes a un valor propio dado son lincalmente dependien-
tcs. 8

[ 78

La conclusion (1) del tecorema nos garantiza la existencia de solucionces no
triviales de los problemas regular y periédico de Sturm-Liouville, ya que cada
valor propio ticne asociada una funcién propia no trivial. La conclusién (1)
2mbién implica que los valores propios cstan “‘discminados™ y no se acumulan
en ningun punto fiaito (cemo porcjemplo, los nlimeros 1/a s¢ acumulan alrededer
del cero). La funcion de peso p que aparcee on la conclusion (2) es ¢l coeficiente
de A en la ccuacidn diferencial de Stuim-Licuviile, '
Observe cémo surgicron tas conclusiones (1} y (2) en les ejemplos que vimos.
En el ejemplo 7.6, los valores propios cran A =dnfparan=1,2,3, ..., con
funciones propias @,(x) = b, sen(2nx). Si tomames A, = 4x? cierlamente 1{my, .
#, = oo Ademds, la ccuaci6n diferencial del ¢jemplo cra y* <+ Ay =0, por lo tanlo
plx) =1, y tencmos

njx 2
J' pix)o(x)o.lx)dx = J sen(2ix)sen(2mx) dx

] 0

. _sen[(2n — 2m)x]  sen[(2n + 3:1:}x]]”'2 _

={

. 2(n — m) 2An+m} o

siamsm,

Como otro ejemplo, fos polinomios de Legendre son ortogonales en [}, 1]
con la funcidn de peso 1. Estos polinomios soa funciones propias de un problema
singular de Sturm-Liouville.

' La conclusion (4} afirma que, cn ci caso de un problema regular de Sturm-
’ Liouville, cualesquicra dus funcicnes propias correspondicntes al mismo valor




en lus problemas no regutares de Sturin-Liouville. En ¢l cjemple 7.7, cos(a) ¥
sen{x} son funciencs propias lincalmente independicentes asociadas con ¢l inismo
valor propio 1.

En los ejemplos que hemos visto hasta ahora, siempre hemos sido capaces de
encentrar los valores propios explicitamente. Muchas veces, lo mejor que pode-
mos hacer ¢s escribir una ecuacién que satisfaga los valorcs propios y aproximar
sus valores numdricos. £l siguiente ejemplo tlustra esto.

EJEMPLC 7.9

Considerar el problema regular de Sturm-Liouville en [0, 1]
¥+ ay=0, MOy =10, 3+ y (=0
Consideremos los casos posibles para 4.
Caso 1: A=0 Entonces y=ax + b. Como y(0) =0, b =0. Entonces
)+ y{)=3a+a=4a=0

De donde a = 0, asi que en cste caso, sélo obtuvimos la solucion trivial. Por o
tanto el valor cero no cs un valor propio.

Caso2: A<0 Escribimosh=-a? con a>0. Lasoluci6n general de la ccuaciGn
diferencizl ¢s

p(x) = au®* 4 be™*

Comoy(Q)=a+b=0,b=-ay
y{x} = 2ascah{ax).
Se sigue que
3p(1) + y(1) = Gasenh(x) + 2az cosh{a) = Q.
Si g # 0 csta ccuacién implica que

tanh{z) = —~4z.
Esto ¢s imposible porque, para @ > 0, tanh(a) > 0 y = i < 0. Por lo tante, no
exisic ninguna solucién no trivial con 4 < 0, y cste problema no tiene valores
propios negativos, T

Caso 3: A>0 Escribimos A = ¢, con @ > 0. La solucién general de ¥ + oty
=0cs

¥{x) = acos(ax) + bsen{zx).

y=1an(a)

y

wiD

Figura 7.8




Como ¥(0)=a =10, p{x) = bsen(ax). Ademds,
3p(h + (1) = Wsenix) + ab cos{z) = 0.
Suponiendo que b # 0, esto implica que
tan(z) = — 4z

Esta ccuacién no puede resolverse algebraicamente. Sin embargo, la figura 7.8
sugierc que las grafioas de y = tan(a} y y = =3 tienen una infinidad de puntos
en comun cn ¢l semiplano e > 0. Las primeras coordenadas de estos puntos de
interscccidn son valores propios de este preblema. Si usamos ¢l método de
Newton, encontramos que las primeras cinco seluciones positivas de tan(a) =
—@/3 son aproximadamente 2.4556, 5.2239, 8.2045, 11.2560 y 14.3434. Los
primeros cinco valores propios son aproximadamente los cuadrados de estos
nimeros, ddndonos

2, = 6.0300, Ay = 273822, £y = 0673138
ip 2 1266975, y 25 = 2037331,

Para cada nimero positivo ¢ que satisfaga tan(g) = —o/3, obienemos un valer
propio A = & y su correspondiente funcién propia ¢(x) = b sen{cx), en fa cual b
es una constante distinta de cero. Por 1a conclusién (2} del teorema 7.10, 11 Ay
2, son valores propies distintas,

1 -
J scn (\/;:stcn(\/)_z.\'J dx = 0.
0

Este resultado puede demostrarse mediante fa intcgracién, pero no es muy
sencillo, debido a la ccuacién quz determina a los valores propios.

Concluiremos esta seccidén con las demostraciones de algunas partes del-..-

tcorema de Sturm-Liouviile. La conclusidn {1) es un resultado de existencia que -
no intentarcmos probar aqui, '

— Sy U

Demostracion de la conclusion (2) del teorema 7.10 A partir dc la
ccuacion diferencial tenemos que

[ro Y + g+ 2plo, =0
[ron] + (4 + 4,p)e,, = 0.

Multiplicando la primera ecuacion por @, y la segunda por ¢, y restandolas
obtenemos

[rooY o, — [ren) 0n + (40 — 2n)p@a0, = 0.
Esta ecuacion puede escribirse como
[Mono, — 0,00)]" = i = 40) PO

Integramos ambes lados de la ccuacién de ¢ a b para obtener

b '}
[r(rpmrp; - fp..o;,)] = {in = »'-H}J PN @a(X) () dx.
Supongamos que A, ¥ A, La dltima ecuacién va a implicar la conclusion (2) si
podemos probar que el lado izquierdo es igual a cero. Para hacer esto, debemos
usar individualmente cada tipo de condicion en la frontera, dando lugar a tres
€as0s.



fan e prodienus reged O arm-taouvitle, s condiciobies o L frontaen 500
ciovla) i Apptta) =0
By + Bay(b) =0,
en las que A, y A, no son simultineamente iguales a cero y B, y 5; tampoco son
ambas cero. Estas condicicncs en la frontera deben ser satisfechas tanto por @,

como por @,. Primero aplicamos sélo la condicién AyAa) + Ay (@) =0 2 ambas
junciones propias. Obiencmos

Apfa) + A0} =0
A0a(a) + A200(a) = 0.
Como A4, v A4, no son ambas cero, ¢l sistema de ccuaciones

Pala}X + on(a)Y =0
gk + o)y =0

liene una solucién no trivial (a saber, X = 4, ¥’ = 4,). Por lo tanto

ala)  @a{a)

orta) o] aa)pnla) — @ala)eala) = 0. S (744)

Ahora aplicamos el mismo razonamicnto utilizando la condicion B y{(b) + By/(b)
=0, para obtener

Las ecuaciones (7.44) y (7.45) nos dan
b

() {on(x)p(x) - w...(A}qvi.(-’-‘)]] =0,

a

y esto es lo que necesitamos para concluir que 2 p(x)@.(x)@..(x) dx = 0.

Para los problemas periddico y singular de Sturm-Licuville, ¢l razonamicnio

cs similar, utilizando las eondiciones cn la frontera para probar que

]

r()o.(x)p(x) - wm(-\')r.-il.{x)]} =0 o

Demostracidn de la conclusién {3) del teorema 7.10 Supongamos que

un problema de Sturm-Liouviile tiene un valor propio compicjo
L=a+ifl

Sca ¢ la funcién propia coirespondiente; escribimos

@l x) = ufx) -+ iv(x).

-
—— e m ~ e I
e gy emn B T S OETenmi § . ETTESTTToR T O, TTUTTIL e el o

WDV (D) — @a(b)e,(b) = O. (7.45)

Sustituyéndola ¢n ¢l problema de Sturm-Liouville, encontramos que 2= @ — if
también c3 un valor propic cen la funcidén propia correspondiente @{x) = u(x)

- iu(x). Si B = 0 cntonces A y A son valores propios distintos y por la conclu-
sién (2}

b
J- p{xbp(x)p(x) dx = 0.

Pcro .
olx)a(x) = Tu(x) + iv(e)][ulx} = iv(x)] = u{x)? + v(x).

Por lo tanto

&
j. plx}ux)? + e(xPldx = 0.
Ahora, por hipétesis p(x) > 0 en (a, b). Ademas. como @ cs no trivial, w(x)® + v(xy
no puede scr idénticamente cero cn [a, &), Entonces p{)[u(x)? + v(x)] ¢
positiva cn algan subiatervalo de [a, b); por lo tanto [ p(x)[ax)? + v(x)dx > 0,
que cs una contradiccién. Concluimos que 8= 0y que cada valor propio debe
serreal. @




Demostracion de la conclusién (4) del teorcma 7.10 Supongamos gue
A ¢5 un valor propio del problema reguiar dz Sturm-Liouville

[yY+@+ipy=0; A+ 4y @=0,  Byb) + B,y(h)=0

e S s a

1 r—_-._—‘ D T —

en [a ). Sean @ y ¥ funciones propias asociadas a A. Queremos probar quc @ y
w son linealniente dependientes. Por la condicién de frontera en a, sabermos que

Aypla) + A pia) =0
Apla) + A,P'(a) = 0, 4

con A, y A; constantes no ambas cero. Por lo tanto ¢l sistema de ccuaciones

ola)X + p'la)Y =0
Yla)X + '@ =0

tiene una solucién no trivial. Lucgo
wlal o'(a)
Wrla) Wa)

Pero cste valor es g, w]{a). Como ¢ y v satisfacen una ccuacida difercncial

li- ncal homogénca de segundo orden, ¢ ¥ w son lincalmente dependicntes en {a, 5].
c

= 0.
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f:= sin(x)/x;
®Bmit(f, x=0);
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v fi= Sin(X /X
- limit(t, x=0);
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= sin(x)/x;
Amit(f, x=0);
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f:= n*sin(n!)/(n2+1);
1mit(t, n=1);
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1= n*sin(n!)/(n’\2+1); '
limit(f, n=10);
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f:= n*sin(n!)/(n"2+1);
@ mit(f, n=100);

e —T

—

00051

0014

f:= n*sin(n!)/(n"2+1);
limit(f, n=500);

500
250001

si(T(501))

Plotting error, non-numeric vertex definition



restart;

f:= x/abs(x);

7 X
x|
limit(f, x=0);
undefined
limit(f, x=0, left);
-1
limyt(f, x=0, right);
}
plot(f, x=-1..1);
1
0.54
3
1 08 06 D4 02 T 02 04 . 06 08
0 51
]
=4
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[ > restart; :
[ > £:= ((T+x)"(1/2)-3)/(x"2-4);

V7+x—3

-4

/=

> limit(f, x=2);

> limit (£, x=2, left);
> limit(f, x=2, right);

> plot{f, x=1..3);

e
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i > limit (f,x=-2);
| - undefined
> limit(f, x=-2, left);
> limit({f, »=-2, right);
—0
L €x
> plot(f, x=-3..-1);
SCIJT
2001
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1
200
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[ > restart;
(> readlib(fdiscont) :
Digits := 3:

> £fi= (1+x"3) /(1+x);
> fdiscont{f,x=-3..3,0.02);

P +x
l +x
L []
i > plot(f, x=-2..0);
: -7
-6
. ?
Ay ::5
L4
. [
. - r3
. ;
ey
~ ;
T~ =2

I S 3
-2 -18 -16 .14 12 1 08 06 04 02 O
L X
> plot(f, x=-1.1..-0.9):
33k,

3.21

3
4

31 oo

2.9 ~.,

2.8- \\

27 Ty Ty -
11 106 -102 -1 098 094 09

X

[) plot(f, x=-1.01..-0.99);
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303+,
3325 \
301

3:
2.9
2985

207+ - , N
-1.01-1.006 -1002-1-0.988 -0994 -0¢
L X

> plot(f, x=-1.001..-0.959};

3003“:

!

"> plot(f, x=-1.0001..-0.9999);

Ficating Point Overflow. Please shorien axes

Page 2



[ > restart:
> f:= x"2;

f>

14 16 18 2

1.2

1

LB

02 04 06 08

.2)
4

=0,

(> plot(f, x

0

[) plot3d{(f, x=0..2,y=0..2);

Page 1



[ > restart;

> f:=.exp(-0.1*x) *cos (x)

[ > plot(f, x=

7 =€ cos(x)
0..10%Pi) ;
11,
084t
064 '
4 II )
0.4 |
02{ | " ~
b 1[ I | .‘ - P - .
07727 4, & & 10, 12 14 16,18 20 22 24 26 2830
) 1 ! \ . " X ; N
1 ' ' Y P
02] ! -
-4 Ii .
Vo "
_0.4_ || :¢ ~
0.6 \ ;
I\'. I;'
(> plot3d(f, x=0..10*Pi, y=0..10);
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[ > restart;
[> fi1= u+v=x+y;
> g:= x*u+yrv=1;
f=u+v=x+y
g=xu+yv=1l
> implicitdiff{{f,qg},{uix,y), vi{x,v)},{u,v},x, notation=D1£ff) ;

¢ u+y (¢ u+x
iy =- Azv) = }
cx x=-) \Cx x—-y
¥ y

(> implicitdiff({£f,g},{u{x,y),v(x,y)}, {u,v},y, notation=Diff);

[6 ] V+x [6 J V+y
Uavl=T— 3w =- }
& ) xsy ")y

> 1mp11gitdiff({f,g},{x(u,v),y(u,v)),{x,y},u,notation=Diff):

(ij n+x (i]_ v+X
{E‘uyv_——u+v’ Eux v_—n+v}

> implicitdiff ({f,qg),{x(u,v),ylu,v)),{x,y),v, notation=Diff) ;

{ﬁ ) vy {i ] u+y}
{&} T w4 &J‘— —u+Vy
[ > implicitdiff({{f,qg).,{uix,yi,vi(x,y)},{u,v),u,notation=Diff) ;

| Exror, {in implicictdiffi Znd arg.ment, {uix,yl, vix,yi}, must be functions <, u

[ >
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mi

vV V

> restart;
> £:= u*cos(v)-x;
> g:= u*sin(v)-vy;
f =ucos(v)-x

g =usin(v)-y

> implicitdiff({f,g},{x{u,v),y(u,v)},{x,¥},u, notation=Diff) ;

& _ & '
{[.—y) =sin(v), (Tx] =cos(v)}
cu - U

> implicitdiff({f,g},{x{u,v),y(u,v)},{x,¥},v, notation=Diff) ;

() ) -
{ a1',,\cu—-—usm(v), év} u—ucos(v)}

> aimplicitdiff{{f, g}, {ulx,y),vix,yv)},{u,v},x, notation=Di£ff) ;
{[a J “ )’(a ] sin( v) ‘ B
M = v - =—
) =% ") }

> implicitdiff {{f,g},{ulx,y),vix,y)), {u,v},y, notation=Diff);

iu)—' v [_B_v):cos(v) | :
{[6), R red

> restart;
> with{plots);
>

[ animate, animate 3d, animatecurve, changecoords, complexplot, complexplot3d, conforma’),
contourpiot, contourplot3d, coordplot, coordplot3d, cylinderplot, densityplot, display, display3d,
Sieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d, implicitplot, implicitplot3d, inequal, listcontplor,
listcomplot3d, listdensityplot, listplot, listplot3d, loglogplot, logplot, matrixplot, odeplot, pareto,
poiniplot, pointplot3d, polarplot, polygonplot, polygonplot3d, polvhedra_supported,
polyhedraplot, replot, rootlocus, semilogplot, setoptions, seloptions3d, spacecurve,
sparsematrixplot, sphereplot, surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot]

v

> fi= x"24y"2=4;
> implicitplot(f, x=-2.,.2, y=-2..2);
f=xr+)y' =4
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= (u*cos(v))” 2+ (u*sin(v))*2=4;
> implicitplot(f, u=0..2, v=0..2*P1};
f=u* cos(v) +u’ sin(v)’ = 4
61
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