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PROLOGO

El agua es elemento esencial para el consumo humano, los procesos de manufactura de articulos
industriales, la transformacion de energia y la produccion de alimentos. En muchas partes del mundo,
el agua es un importante medio de transporte y un factor significativo en las actividades recreativas.

La irregular distribucién espacial y temporal de la lluvia y escutrimiento de rios ha propiciado la
construccion de obras para el control y el aprovechamiento hidraulico.

El control de avenidas, el drenaje de terrenos, el alcantarillado y la eliminacién de aguas negras
o residuales y el disefio de las estructuras de cruce de los caminos son aplicaciones de la ingenieria de
los recursos hidraulicos para el control del agua. El riego, el abastecimiento de agua a la poblacion e
industria, las mejoras de la navegacion y el aprovechamiento de la energia hidroeléctrica, son ejemplos
de la utilizacion del agua.

Los factores que deben considerarse en las fases de planeacion, disefio, construccion y
operacion de un aprovechamiento hidraulico son del tipo hidrolégico, hidraulico, geolégico, mecanico-
eléctrico, ambiental, econdmico, politico y social.

La planificacion se puede definir como la consideracion o tratamiento ordenado de un proyecto,

desde la declaracion original de objetivos, a través de la evaluacion de alternativas, hasta la decision
final sobre un curso de accién a tomar. La evaluacion de alternativas se rigen por los principios de la
ingenieria econdmica, los cuales tratan de optimizar la relacion beneficio-costo.

Debido a que la precipitacion y el escurrimiento varian ampliamente de afio en afio, es
antieconémico disefiar un proyecto para proporcionar proteccion contra la avenida mas desastrosa, o
para asegurar un abastecimiento adecuado de agua durante la sequia mas severa que pudiera
presentarse. En lugar de esto, el disefio del proyecto se sustenta en un riesgo admisible, producto de un
adecuado analisis hidrolégico.

El disefio de un aprovechamiento hidraulico depende de la respuesta que se dé a la pregunta
¢, De cuanta agua se dispone?. En este rubro, los gastos maximos anuales constituyen la base para el
disefio de proyectos para controlar los excesos de agua, en tanto que los volumenes de escurrimiento
anual o periddico son de interés para los proyectos que involucran la utilizacion del agua.

Cuando una estructura hidraulica es subdisefiada, mediante el empleo de datos y técnicas
inadecuadas, el resultado es, para la mayoria de los casos, la falla de esta. Por otra parte, el que una
estructura no falle no implica un disefio eficiente. Frecuentemente, las estructuras son sobredisefiadas,
considerandose muy seguras pero excesivamente costosas.

Debido a la naturaleza aleatoria de los fenémenos hidrolégicos es necesario modelarios a
través de un enfoque probabilistico.

Para estimar la probabilidad de ocurrencia de cierto evento se utiliza la técnica estadistica del
analisis de frecuencias. Esta técnica se emplea como ayuda para advertir desastres, ademas de




soporte para producir disefios eficientes de vertedores de presas, capacidades de drenaje en caminos y
poblaciones, el disefio de pilas de puentes, obras de proteccién, encauzamiento y defensa de rios.

En este libro se presentan los conceptos basicos de probabilidad, los modelos probabilisticos
mas utilizados en hidrologia, las técnicas de estimacién de parametros y el calculo de los limites de
confianza, los cuales sustentan el analisis de frecuencias de eventos extremos. Ademas, se consideran
las situaciones donde la informacién hidrométrica es suficiente, escasa o nula. Con respecto a los
uiimos dos casos se desarrollan las llamadas técnicas regionales hidroldgicas, que van desde la
extension de registros por correlacion lineal hasta la aplicacion de distribuciones multivariadas de
valores extremos.

Tambiéen se describen las técnicas disponibles para la construccion de hidrogramas asociados a
cierto periodo de retorno y el analisis de eventos extremos en la confluencia de rios aplicando
distribuciones de probabilidad bivariada.

Para el anélisis de los volumenes de escurrimiento o de lluvia, ya sea anual o periddica, se
presentan los modelos estocasticos.

El enfoque de las técnicas propuestas esta orientado hacia las aplicaciones, sin descuidar los
principios tedricos y restricciones que dan sustento a los procedimientos.

Se espera que esta publicacion brinde al lector una herramienta suficiente para el analisis de un
proyecto de aprovechamiento hidraulico.
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CAPITULO |
CONCEPTOS BASICOS

1.1. Conjuntos

Un conjunto es cualquier coleccion de objetos o elementos bien definidos. Los conjuntos se representan
con letras mayUsculas y sus elementos por minUsculas. Por ejemplo, si un conjunto A se compone de
los elementos X,,X,,X;,..., X, , entonces su representacion es A = {x,,X,,X;,..., X, }.

Para que se defina un conjunto se debe determinar si un objeto especifico pertenece (x e A) o
no (x ¢ A) a él. Para lograr esto se debe hacer una lista de sus elementos o describir alguna propiedad

conservada por todos ellos.
E! conjunto que contiene todos los conjuntos bajo consideracion se llama universat Q y al que
no contiene elementos se le llama nulo o vacio ¢.

Un conjunto A es un subconjunto de otro conjunto B, expresado como {Ac B}, si todo

elementode A es unelementode B.
Si AcB y Bc A entonces A y B son conjuntos equivalentes y si Ac B pero A=B
entonces A es un subconjunto propio de B.

1.1.1. Operaciones entre conjuntos
Hay dos operaciones basicas entre conjuntos que son la unién y la interseccion.

El conjunto de todos los elementos que pertenecen al conjunto A 0 B se llama union de A y
B y se escribe como AUB={xiXEA 0 xeB}. La definicion puede extenderse a mas de dos
conjuntos. Por ejemplo, si se tiene un nimero n de conjuntos A,,A,,..,A , entonces su union,

n

expresada como {
menos a uno de los A (i=1,2,...,n).

El conjunto de todos los elementos que pertenecen simultaneamente a A y B se llama
interseccion A(1B = {xjx eAyxe B}. Si se tiene un numero n de conjuntos A, A,,..., A, , entonces

A , es un conjunto tal que x es un elemento de él, siy solo si x pertenece al

i=t 1!

n

su interseccidn, expresada como ﬂ

todos los A (i =1,2,...,n).
. Dos conjuntos A y B son llamados disjuntos si su interseccion es el conjunto vacio, esto es
ANB=4¢.
Dos conjuntos A y B son llamados mutuamente excluyentes si no tienen elementos comunes.
El conjunto que consiste en todos los elementos de A que no pertenecen a B se llama la
diferenciade A y B y se expresacomo A-B=A-A(1B.
El complemento de un conjunto A, expresado como A o A, es el conjunto formado por todos

los elementos del conjunto universal que no pertenecen al conjunto A, esto es, x € A si y solo si
XeA.

A, , es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a

=t 1!




1.1.2. Teoremas relativos a conjuntos

Teorema 1.1. Ley conmutativa de las uniones
AUB=BUA

Teorema 1.2. Ley conmutativa de las intersecciones
ANB=BNA

Teorema 1.3. Ley asociativa de las uniones
AU(BUC)=(AUB)UC

Teorema 1.4. Ley asociativa de las intersecciones
AN(BNC)=(ANB)NC

Teorema 1.5. Primera ley distributiva
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Teorema 1.6. Segunda ley distributiva
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Teorema 1.7. Primera ley de Morgan

(AUB)=A'NB" o en forma general (U:’=1 A,.) =N_A
Teorema 1.8. Segunda ley de Morgan

n

(ANB)Y=A'UB’ 0 en forma general (ﬂ;&) =J_ A

=1 !
Teorema 1.9.

AUp=A; ANg=¢

Teorema 1.10.

AUQ=Q; ANQ =A



1.1.3. Eventos condicionales

Sean los eventos A = lluviay B = viento, entonces se pueden expresar las combinaciones “A dado
B", “Bdado A" y “A dado B " como:

AB = Lluvia si hay viento
BIA = Viento si hay lluvia

AB = Lluvia sin viento

1.2. Experimentos aleatorios

Se llama asi al experimento que a pesar de repetirlo en condiciones aproximadamente idénticas sus
resultados no son esencialmente los mismos. Por ejemplo, si se lanza un dado e! resultado del
experimento es cualquiera de los numeros en el conjunto A = {1,2,3,4,5,6}.

Al conjunto que consiste de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se le
llama espacio muestral ¢ y a cada uno de los resultados punto muestral. Con frecuencia habra mas de
un espacio muestral que describe los resultados de un experimento pero solo hay uno que suministra la
mayoria de la informacion.

Un suceso es un subconjunto A de 4, es decir, es un conjunto de resultados posibles. Si el
suceso consiste de un solo punto de 3 se le llama elemental o simple.

Como sucesos particulares se tiene el suceso seguro o el suceso imposible (elemento ¢) y

también A{JB es el suceso A o B o ambos; A{B es el suceso tantoA como B y A—B es el
suceso A perono B.

Eventos independientes son aquellos donde la ocurrencia del suceso A no implica la de suceso
B.

1.3. Probabilidad

Probabilidad es la manera con la cual se mide la ocurrencia de un suceso. Existen dos procedimientos
importantes por medio de los cuales se pueden estimar las probabilidades de ocurrencia de un suceso.

Enfoque a priori.- Si un suceso puede ocurrir en h maneras diferentes de un nimero total de n
maneras posibles, todas igualmente factibles, entonces la probabilidad del sucesoes h/n.

Enfoque como frecuencia relativa o a posteriori.- Si después de n repeticiones de un
experimento, donde n es muy grande, un suceso ocurre h veces, entonces la probabilidad del suceso
esh/n.

Ambos criterios presentan dificultades por la vaguedad de los conceptos “igualmente factibles”
y “numero muy grande”, por lo que la asignaciéon de probabilidades se sustenta en un enfoque
axiomatico utilizando conjuntos.




1.3.1. Axiomas y teoremas de la teoria de probabilidades

Las probabilidades que se asignan a los diferentes eventos relacionados con los fenémenos aleatorios
deben cumplir los siguientes axiomas:

1. La probabilidad de ocurrencia de un evento A es un nimero P(A) que se asigna a dicho
evento, cuyo valor queda en el intervalo 0 < P(A)<1.

2. Si $ es un espacio de eventos, entonces P(3)=1.

3. Para cualquier numero de sucesos mutuamente excluyentes

P(AUAU...)=P(A)+P(A)+..
De estos axiomas se desprenden algunos teoremas adicionales.

Teorema 1.11
Si A es un evento del espacio ¢ entonces

P(A)=1-P(A)

Teorema 1.12
La probabilidad del suceso nulo o imposible es cero

Plg)=0

Teorema 1.13
Si A y B son dos sucesos cualesquiera, entonces

P(AUB)= P(A)+P(B)-P(ANB)

Teorema 1.14
Para dos sucesos A y B

P(A)=P(ANB)+P(ANB)

1.3.2. Probabilidad condicional

La probabilidad condicional P(A;B) de evento A dado que el B ha ocurrido se calcula como

P(A{B)zpv(‘;q—(rB]TB) para P(B)>0

(1.1)



De aqui

P(ANB)=P(ABJP(B)= P(BAP(A)

(1.2)
Esta ecuacion se puede generalizar a mas de dos eventos como
PE,NE,N..NE,)=PEPEJE P E. E. PEE,Er.Ercr)
(1.3)

Sidos eventos A y B son independientes la probabilidad de A no se altera si ocurre el evento
B, es decir, dos eventos son independientes si

P(4B)=P(A)
(1.4)
En general, los eventos A,,A,,...,A, son independientes si y solo si
P(A NA,N..NA)=P(A)P(A,).P(A,)
. (1.5)

1.3.3. Teorema de Bayes

Si B,,B,,..., B, son sucesos mutuamente excluyentes cuya union es 9, con B, (1B, =¢ parai# j.
Entonces si A es cualquier subconjunto de § se tiene que

P(ANB,)_ P(B,)P(AB))

PA) 3-pla,)elas)

P (B/'EA):

(1.6)

La expresion anterior permite obtener las probabilidades de los diferentes sucesos
B,.B,,...,B, que pueden causar la ocurrenciade A.

1.4. Reglas de conteo

En muchos casos el numero de puntos en 3 no es muy grande y la cuenta directa de los puntos del
muestreo empleado para obtener las probabilidades no representa mayor dificultad. Sin embargo, en
otros casos el problema no es tan trivial. En tales situaciones se emplea el llamado analisis
combinatorio, que hace uso de los conceptos de permutacion y combinacion.




El arreglo de n objetos en cierto orden se denomina permutacién, y ‘puede obtenerse con la expresion
P, =n(n-1)n-2Xn-3)..1=nl
(1.7)

Por ejemplo, todas las permutaciones que pueden hacerse con las letras A, B, C son ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB, CBA, estoes,para n=3, nl=3*2*1=6.

Tambien se pueden ordenar n objetos tomados de r en r con la expresion
nl
P =

F=6-n

(1.8)

Si se tienen las letras A, B, C, D, el numero de maneras en que se pueden ordenar tomadas de
2en2 es 9=1{AB,AC,AD,BA,BC,BD,CA,CB,CD,DADB,DC},para n =3 y r = 2 el resultado es

4 _4%3*2*1_
4-2y 2

P, = 12

En una permutacién es importante la distribucion de los objetos, es decir, no es lo mismo la
agrupacion ABC que la BAC o la CBA.

Cuando el orden no es importante a los agrupamientos se les denomina combinaciones. El
numero de combinaciones posibles de formar de n objetos tomados de r en r es:

(7)o

Esto es equivalente a decir que ,C, es el numero de maneras distintas en que r objetos
pueden seleccionarse de n(r < n) sin reemplazo y sin importar el orden en que aparezcan.

(1.9)

El nimero de combinaciones que se pueden hacer con las letras A, B, C, D si se toman de 2 en

4 4

2 sinimportar el orden esiguala ,C, = =r—"—=6
nime R (2} (4-2) 2

1.5. Variables aleatorias

Una variable aleatoria es aquella que no se puede predecir con certeza al realizar un experimento y es
una funcion de valores reales definida en 3. Las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas.

Una variable aleatoria X se dice discreta si solamente puede asumir un nimero contable de
valores.



Una variable aleatoria continua X es aquella que puede formar un nimero infinito no contable de
valores.

Con referencia a la notacion, se considerard a una variable aleatoria con letras mayusculas
“X", y con mindsculas “x " para los valores particulares que puede tomar.

El comportamiento de una variable aleatoria X se describe por su ley de probabilidades, la cual
se especifica mediante la funcién de densidad o de distribucion de probabilidad acumulada.

Si la variable aleatoria X es discreta y puede tomar los valores x; su densidad de

probabilidades sera el conjunto de probabilidades

P(X=x)=f(x,) i=12..,n

(1.10)
En general f(x) es una funcién de densidad de probabilidad si se cumple
f(x)=0
(1.11)
D f(x)=1
i=t
(1.12)

Otra forma de especificar la ley de probabilidades es mediante la distribucion de probabilidad
acumulada

P(X < x)=F(x)= gf(x,)
) (1.13)

Ejemplo 1.1. Sea la variable aleatoria discreta X definida por la suma de los nimeros que queden
hacia arriba al lanzar dos dados. El espacio muestral es 9={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} y

=2,X, =3,.., Xy =12. Para obtener un dos, la Unica combinacion es (1,1), y para un siete las

posibles combinaciones son (3,4), (1,6), (5,2), (4,3), (6,1) y {2,5). En el experimento, el nimero total de
combinaciones es 36. La funcion de densidad de probabllidades es

w-fh2lies s 2tl
36'36'36°36°36°36°36°36°36° 36 36

De aqui se pueden obtener las probabilidades P(X < x) para x,, i=1,..11.

P(X <2)
P(X <2)

0
1
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P(X <3)=
%36 36
P(X < 4)_w 2. 3_6
3 36 36 36

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X < 12)= —t— =+t -
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

O también se pueden obtener las probabilidades P(X = x) para x,, i=1,...11.

1
36

2
P(X=3)=é€

P(X =2)=

Si X es una variable aleatoria continua, la probabilidad de que X tome un valor especifico, por
ejemplo, P(X =3) es cero. En este caso, se debera establecer el intervalo x, < x < x, para el cual

se requiere definir cierta probabilidad

P(x, <x <x,)= xif(x)dx
" (1.14)

En general f(x) es una funcién de densidad de probabilidad si se cumple

f(x)=0
(1.15)

F(x)= c]I’(x)dx =1
- (1.16)



Ejemplo1.2. Se desea obtener el valor de la constante C tal que f(x) se considere una funcion de
densidad. Ademas, se desea obtener la probabilidad P(0 < x <6), si

(Cx si0<x<4

f(x)=4C(8-x)si 4<x<8

kO six<0 o x>8

Para que se cumplan las condiciones (1.15) y (1.16) se puede plantear
4 8
F(x)=C [xdx+C [(8—x)ax =1
0 4

Que al resolver para C se obtiene

1x si0<x<4
16

f(x)=<%(8—x) sid<x<8

0 si x<0 0o x>8

Una vez definida f(x) es posible determinar la probabilidad buscada como

14 1° 7
P(Osxs6)=i-ééfxdx+%z[(8—x)dx=§

1.6. Distribuciones conjuntas

Los conceptos anteriores pueden generalizarse faciimente para el caso de dos o mas variables
aleatorias, dando paso a la construccion de las llamadas distribuciones conjuntas.
Si X,Y son dos variables aleatorias discretas, se define la funcién de probabilidad conjunta

como

P(X =x,Y =y)=f(x,y)
(1.17)




Donde
f(x,y)=0
(1.18)

>3 fxy)=1
(1.19)

Si X puede tomar cualquiera de los m valores x,, X,,..., X,, € Y puede tomar cualquiera de
los n valores y,,y,,..., ¥, entonces la probabilidad del suceso X =x,,Y =y, es

P(X =x,Y =y, )=f(x.y,)

(1.20)
La funcién de distribucion acumulada conjuntade X,Y se define por
F(xy)=P(X <x,Y<y)=>>f(uv)
= (1.21)
Para el caso de variables continuas, la funcion de densidad de probabilidad de X,Y se define
por
f(x,y)=0
(1.22)
ij(x, y)dxdy =1
o (1.23)

La probabilidad de que x esté entre a y b entanto y esté entre ¢ y d se obtiene como

b d
Pla<x<b c<y<d)= [ [f(xy) oxdy
X=@ y=C
(1.24)
La funcién de distribucion acumulada conjuntade X,Y se define por
y X
F(x,y)=P(X <x,Y<y)= 'f j'f(u,v)dudv
o (1.25)
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Conocida la funcion F(x,y) es posible obtener f(x,y) a través de

)= 3%
(1.26)

A partir de la expresion (1.25) es posible obtener las funciones de distribucion acumulada
marginal para las variables aleatorias X,Y como

F(x)=P(X <x)= aj' Xjf(u,v)du av

=0 =0

(1.27)

Y o]

Fly)=P(Y <y)= J' jf(u,v)du dv

V=m0 U=—w

(1.28)

Las funciones de densidad marginal se obtienen al derivar (1.27) y (1.28) con respecto a x e y,
respectivamente.

f(x)= nj'f(x,v)dv

V=—w

(1.29)

)= [y

U=

(1.30)

1.6.1. Independencia entre variables aleatorias

Dos variables aleatorias discretas conjuntamente distribuidas son independientes si y solo si el valor
asumido por x no provee informacion acerca de y y viceversa, lo cual puede expresarse como

P(X =x,Y =y)=P(X =x) P(Y = y)

(1.31)
Que es lo mismo que

Flx,y)=f(x)f(y)
(1.32)

11




Lo que implica que si una funcion de densidad conjunta puede expresarse como el producto de sus
funciones de densidad marginal, entonces las variables aleatorias X, Y son independientes. Si f(x,y)
no puede representarse asi, entonces las variables aleatorias son dependientes.

Estos conceptos pueden extenderse para el caso continuo como

PX<xY<y)=P(X<x)P(Y<y)
(1.33)

Que es lo mismo que

Flx,y)=F)F(y)

(1.34)

Donde F(x) y F(y) son las funciones de probabilidad marginal (1.27) y (1.28). La expresion (1.32)
también es valida para el caso de variables continuas.

Cxy O<x<4, O<y<5

Ejemplo 1.3. Sea f(x,y)= {0 de otra forma

.¢Son X,Y independientes?
De la expresion (1.23) se tiene

54
1
F(x,y)=C||xydxdy =1,deaqui C=—
-yt -
Entonces
1—xy O<x<4, 0O<y<5

f(x.y)=196
0 de otraforma

De las expresiones (1.29) y (1.30) se obtienen las densidades marginales

f(x):g%!xydng para O<x<4
14 8
f(y)z%(!xydy:gé para O<y<5

Para que X,Y sean independientes la funcion de densidad conjunta f(x,y) se debera expresar
como el producto de sus densidades marginales, ecuacion (1.32), esto es

12



f(x,y)= (g)(i y) =—xy .. XY sonindependientes.

1.6.2. Operaciones entre variables aleatorias

La suma de dos variables aleatorias continuas X,Y, U= X+Y, que tienen densidad conjunta f(x,y)
se determina por

glu)= T[f(x,u —x) dx
- (1.33)

Para el caso en que las variables aleatorias X,Y sean independientes la convolucion se
expresa como

gu)= [F¥(y)ex = [F¥(u-x)x

(1.34)

Ejemplo 14. Si X,Y son dos variables aleatorias independientes con densidades

fx)=p e, x>0 yfly)=p e, y>0.Se desea obtener la funcion de densidad para la
suma Z=X+Y.

Al aplicar la expresion (1.34) se tiene
glu)=[B* e e dx= B ” [dx=28%" para z>0
0 0

También es posible determinar las operaciones para la resta (U= X- Y), multiplicacion
(U=XY) ydivisién (U = X/Y) entre variables aleatorias como |

glu)= a]f(x,x —u)dx
B (1.35)

g(u)= T[x F(x,ux")dx
- (1.36)
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glu)= a}x f(x, xu™")dx

-3

(1.37)
1.6.3. Distribuciones condicionales
Si X,Y son variables aleatorias discretas
| f(x,y)
PlY=yX=x)=
(1.38)

Donde f(x,y)=P(X=x,Y=y) y f(x) es la distribucion marginal de x . De aqui es facil determinar
las funciones de distribucién condicionalde x dado y y de y dado x.

)=

f(y)

(1.39)

(1.40)

Que son similares para el caso continuo.

1.7. Esperanza matematica

Para una variable aleatoria continua X con funcion de densidad f(x) la esperanza de X se define
como

p=E[X]= Oj'x f(x) dx
- (1.41)

Similarmente, la esperanza de la variable aleatoria y = (x — ;z)2 es conocida como la varianza
o’de X y se expresa por

ot =E[X-uf = mj(x ~uf f(x) dx
b (1.42)

14



A la raiz cuadrada positiva de la varianza se le conoce como desviacion estandar.

o =-lo?
(1.43)

Otras caracteristicas que pueden obtenerse a través de la esperanza matemética son el sesgo
y la curtosis.

Con frecuencia una funcion no es simétrica con respecto a su maximo, sino que tiende a
concentrarse o sesgarse a la izquierda o a ia derecha. El coeficiente que mide esta dispersion es el
sesgo y puede obtenerse como

¥ £(x)dx

e Jo-

g

(1.44)

En algunos casos la distribucion tiene sus valores concentrados cerca de la media. El
coeficiente que mide el grado de apuntamiento es conocido como curtosis y se obtiene como

=y N1

(1.45)

Otras medidas de tendencia central son la mediana y la moda. El primero es aquel valor para el
cual F(X)=0.5.Lamoda es el valor que se presenta con mayor frecuencia en una distribucion.

1.7.1. Momentos

El momento r de una variable aleatoria X alrededor de la media 4, también conocido como el
momento central r, se define como:

= El(X —y)’J para r=1,2,...
(1.46)

Para variables discretas

M = 3 (- ) )

(1.47)
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Para variables continuas

PO

MY = [(x= ) f(x)ox
B (1.48)
El momento r de X alrededor del origen se define como
M, =E[X']= [ x'f(x)ax
(1.49)
La relacion entre los momentos con respecto a la media y aquellos al origen se obtiene por

MY = Z;=0(‘1)i(r.Jﬂer—i

J
(1.50)

Asi, la Varianza o de la expresion (1.42) puede obtenerse facilmente con

M =M,y = onz f(x)dx—(Ex f(x)dx)2

(1.51)

Similarmente, los coeficientes de sesgo y curtosis de las expresiones (1.44) y (1.45) se
obtendrian como

E(X - uf M, ~3M,u+24°
= R 3

g (o)
(1.52)
= E(X_/“)4 _ M, -4+ 6M, " -3¢
g ) 0'4
(1.53)

La relacion entre los momentos con respecto al origen y aquellos con respecto a la media se
obtiene por

M=3", (;)(ﬂy‘w.,

16



Asi,

M, =1
M =u
M, =M} + u?

M, = M{ +3uMf + 4
M, =M} +4uM¥ +6u°M5 + u'
(1.55)

1.7.2. Funcién generadora de momentos

Los momentos de una funcién pueden determinarse directamente de la expresion (1.49) o empleando la
funcién generadora de momentos, ia cual se define como

M(t) = Ele"]
(1.56)
Especificamente, para variables discretas la expresion es
M(t)= e f(x, )= e"f(x)
j=1
(1.57)
En tanto que para variables continuas se expresa como
M(t)= je"‘f (x)dx
(1.58)

Y los momentos M, se estimaran a través de la r-ésima derivada de M(t) valuadaen t =0

_d'M(t)|
M, = «—dt,—\

=0

(1.59)
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, : 27 x> , .
Ejemplo 1.5. Si f(x)= {Oe X <%, se requiere obtener la funcion generadora de momentos y los
X

primeros cuatro momentos.
De la expresion (1.58) se tiene
o o [ . 2
M(t)= [e* f(x)dx = {e* 26 dx =2 [e* ) gx =
0= Jo" o= | Je a2,

Y los primeros cuatro momentos con respecto al origen pueden obtenerse al derivar la funcion
M(t) y evaluadaen t =0

M,:-_@ =i’»2(2—t)'1§ =—3v§ 1
at |, o o @-tf, 2
2 2

R I
dt lu:() at t=0 (z_t) t=0 2
3 3

Mazg-”_"a@ SCATO I LA I
dt t=0 dt lt=0 (2-—t) t=0 4
4 | 4 ‘ }

M4=dM4(t) 21;12(2'-1')‘4 =‘i8? =§
ot t=0 t t=0 (2_t) t=0 2

1.7.3. Funcion caracteristica

Desafortunadamente, fa funcién generadora de momentos no siempre existe, por lo que en ocasiones
es mejor emplear la funcion caracteristica, que se define por

C(6)=Ele™|
(1.60)
Para variables discretas la expresion es
c(0)=3 6™ f(x)= T e™ (x)
j=t
(1.61)
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En tanto que para variables continuas se expresa como

c6)= ?e"‘" f(x)dx

~a0

(1.62)

Los momentos con respecto al origen son estimados con la r-ésima derivada evaluada en
6 =0 de la siguiente expresion

~r d'C(6) |
,=() 220

6=0

(1.63)

2% x>

0 o - .
0 se desea obtener la funcion caracteristica y los primeros cuatro

Ejemplo 1.6. Si f(x)= {
momentos.

De la expresion (1.62) se tiene

_ e Tl 02t gy 9 fail@-20) gy 2
C(e)_le f(x)dx_!e 2e dx—ZOj‘e dx_2—u9

Y los primeros cuatro momentos con respecto al origen pueden obtenerse al derivar la funcion
C(6) y evaluarla para 6 =0

20 -5 (A

o 2-i8

3 3
M=z My=7; M3=Z" M4=§

1oy =1
2’2

1.7.4. Transformada de Fourier

Los momentos de una funcién f(x) también se pueden obtener empleando fa transformada de Fourier

F(w)=T[f(x)]= j.f(x)e"”" dx

(1.64)
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Enlaque T denota la transformada de Fourier. Diferenciando r veces la funcion F(w) respectoa w y
evaluando la derivada para w = 0, se tiene

i
|

d Fw) = [y rix)ax =iy,

r
aw o

(1.65)

Ejemplo 1.7. Si f(x)=2e™*, para x >0, Obtener los primeros cuatro momentos mediante la
transformada de Fourier.

De la expresion (1.64)

Flw)=2[e"bax = 2
0

2+iw
Por lo que
r I
a FO=C
w="!

1.7.5. Transformada de Laplace
Para ciertas funciones puede no existir la integral representada por la funcion generadora de momentos

o la de Fourier. Entonces, sera necesario emplear la transformada de Laplace. Para funciones que son
ceropara x <0 se puede usar la transformada ordinaria de Laplace

F(s)= a]f(x)e-“dx
(1.66)

En funciones que tienen valores diferentes de cero para x < 0, se debe emplear la
transformada bilateral de Laplace, dada por:
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F(s)= Tf (x)e"dx
- (1.67)

Diferenciando r veces la funcién F(s) con respecto a s y evaluando la derivada para s =0,
se tiene: "

%F(s#szo = ]'(—1)’x’f(x)dx =(-1fM,

(1.68)

Ejemplo 1.8. Por medio de la transformada de Laplace se determinaran los primeros cuatro momentos
de f(x)=2e*, para x > 0.

De la expresién (1.67)

F(s)= 2?9XP[— (2+s)xx = 54273_

d’ ri2 Ld r!

2F(s)= (=1 5 M, =(-1)"—F =

dsr (S) ( )’(2+s)l+1 ( ) dsr (S)s=0 2r
1 1 3 3

=g =g M=y =3

1.7.6. Esperanza para distribuciones conjuntas

Si X,Y son variables aleatorias continuas con funcion de densidad f(x,y), la esperanza conjunta, las
medias y varianzas de las distribuciones marginales pueden obtenerse como

@ W

E[X,Y]= _”xy f(x,y)dx dy

—a0—g0

(1.69)
o =EX]= | fx fluy)aray
(1.70)
n, =ElY]= ﬂy F(x,y)dxdy
o (1.71)
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o =ElX-u )= | Jlu-m ¥ ly)oray

—o0--00

(1.72)
o2 =ElY -, Fl= [ [y, F flx.ylaxay
(1.73)
La covarianza se define como
0y =Cov[X,Y]=E|(X 1, XY - 11, )
(1.74)
Y en términos de la funcién de densidad conjunta f(x,y)
Oy = j' J‘(X_.uxxy —:uy)f(x'y)dx dy
) (1.75)
O también
0 = EX Y- EXJE )= E[X, Y] s,
(1.76)

Una medida adimensional de la dependencia entre dos variables aleatorias se obtiene a través
del coeficiente de correlacion

Xy

p=—" -1<p <1

0,0,

(1.77)

Si X, Y son independientes, entonces o,, =0

1.7.7. Esperanza condicional

Si X,Y tienen una funcién de densidad conjuntaf(x,y), entonces la esperanza o media condicional de
Y dado X esta definida por

®©

E[yix =x]= [y flyl)ox = ij %%)dx

—w0

(1.78)
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Donde f(x) es la funcién marginal de X . Si X,Y son independientes, entonces

E[Y|x = x|=E[y]
(1.79)
Y
E[v]= [E[¥}x =x]r(x)dx
- (1.80)

O<y<2, 0O<x<1
de otra forma
ademas, f (x' y), f (ylx) ¢son X,Y independientes?, p(x,y) yE [Y!X ]

2
Ejemplo 1.9. Si f(x,y)={§x y , se requiere determinar el valor de C,
Para obtener el valor de C se debe cumplir que F(X,Y)= _[ _[f(x, y Yixdy =1, en este caso

21 )
C”xzydxdy=1,de donde C=%, por lo que f(x,y):{(()3/2)x y 0<y<2, 0<x<i
00

de otraforma
Las funciones de densidad marginal se obtienen como
© 3 2
f(x)= _[f(x,y)dy =3 _[xzydx =3x* para0<x<1
—0 0
f(y)= u]'f(x,y)dx _3 ]'xzydx = 1y para O<y <2
- 2 0 2
Y las funciones condicionales
2
f(xiy)—f(x’y)—(3/2)xy=3x2 para 0<x<1 O<y<2

fly) T /2y
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f(ij) f()zxg) (3/3?2)” 5y para 0<x<1 O<y<2

Si X,Y son independientes, entonces se debe cumplir que f(x,y) = f(x)f(y)

f(x,y)= 3x2(§) = gxz y .. Sonindependientes

Recordando que p = 5{"—— , ademas, o, =E[X,Y]-E[XE[Y]=E[X.Y]- u,p,
Xy

3 2 ¥ 2 - 1 4 3
- E[x]= jxf(x)dx 3jx dxu Elx ]:Jx f(x)dx-36[x =y

ot = [E[x?]- u2]= 3 _(EJ _ 536 y o, =/(3780)

5 |4

=E[Y]= wjyf(y)dy=;~ 2Iyzdy =%: Elv*]= wjyzf(y)dy=% ifyady =2

o< )2 2o, - @9

9

Elx.y]= wﬁxyf(x,y)dxdy =5 [ [xy?dxdy =1

—w0—w

o))

U” = =0 .. X,Y son independientes

£ /(3/80)N 279)

Como X,Y son independientes, entonces

ool-l:

ElVix = x]=Ey]=
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CAPITULO 2
TECNICAS DE ESTIMACION DE PARAMETROS

2.1. Tipo de modelos tedricos

Los problemas hidrolégicos se analizan a través del uso de un modelo. Los modelos pueden ser del
tipo deterministico, paramétrico o estocéastico.

Un modelo completamente deterministico seria aquel que se obtiene a través de relaciones
fisicas y no requiere de datos experimentales para su aplicacion.

Un modelo paramétrico puede ser considerado como un deterministico en el sentido de que una
vez que se estiman los parametros del modelo, éste siempre genera la misma salida a partir de la
informacion de entrada. Por otro lado, un modelo paramétrico es estocastico en el sentido de que los
parametros estimados dependen de los datos observados y aquellos cambiaran cuando los datos
observados también lo hagan.

Un modelo estocastico es aquel en el cual las salidas son predecibles solo en un sentido
estadistico. En un modelo estocastico, el empleo repetido de un grupo dado de entradas del modelo
genera salidas que no son las mismas pero siguen cierto modelo estadistico.

Antes de hacer inferencias de cualquier modelo es importante la estimacion de sus parametros.
Cada estimador de un parametro es una funcién de los valores de la muestra, los cuales son
observaciones de una variable aleatoria. Asi, el propio parametro estimado es una variable aleatoria que
tiene su propia distribucion muestral. Un estimador que se obtiene a partir de un grupo de valores puede
considerarse como un valor observado de una variable aleatoria. Por lo cual, la bondad de un estimador
puede ser juzgado a partir de su distribucion.

Independientemente de la técnica que se use para la estimacion de los parametros se deben
cumplir las siguientes propiedades:

Sesgo nulo
Un estimador & de un parametro poblacional 8 se dice que tiene sesgo nulo cuando E( 5 J= 6.
De lo contrario es segado.

El sesgo se obtiene como B = E( é ) -0

Consistencia
A
Un estimador 6 de un parametro & se dice consistente si para cualquier nimero positivo ¢

im .. PG 6-9

> 5) =0 . Donde n es el tamaiio de muestra.

Eficiencia

A
Un estimador @ se dice el mas eficiente para @ si tiene sesgo nulo y su varianza es al menos tan
pequefia como cualquier otro estimador no sesgado para &.
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Generalmente es posible obtener mas de un estimador insesgado para el mismo parametro 6. Si 8, y
8, son dos estimadores insesgados de @, con varianzas V(é,) y V(8, ). respectivamente, entonces la

eficiencia relativa de 8 con respecto @; se define a través de la relacion V(8, )/ V(8 ).

Suficiencia

A A
6 es un estimador suficiente para@ , si 6 emplea toda la informacion relevante contenida en la
muestra.

A continuacion se presentan algunas de las técnicas de estimacion de parametros mas comunes en
Hidrologia.

2.2. Método de los momentos

El método de los momentos es un procedimiento muy sencillo para encontrar un estimador de uno o
mas parametros poblaciones. Consiste basicamente en plantear un sistema de ecuaciones, cuyo
tamafio depende del nimero de pardametros a estimar. Esto se hace al igualar los momentos
poblacionales con los muestrales.

Los momentos poblacionales pueden obtenerse con respecto a la media (expresiones 1.47 o
1.48) o con respecto al origen (expresion 1.49). Ya sea que se utilice una u otra se podra hacer las
transformaciones necesarias al emplear las expresiones (1.50) o (1.54).

Los momentos muestrales, también conocidos como estadisticos muestrales, se obtienen con
las siguientes expresiones.

Media
1 n
X =— X
n;: '
(21)
Varianza sesgada
18 :
Shy = 2 (6, —¥)
i=1
(2.2)
Varianza insesgada
S =" 5= S 0n)
insesg n._1 sesg n__1 = i
(2.3)
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Coeficiente de asimetria sesgado

n 3
13 (%)
gsasy = 377
(82e)
(24)
Coeficiente de asimetria.insesgado
ginsesg - (n _ 1Xn _ 2)gsesg
(2.5)
Coeficiente de curtosis sesgado
12 ‘
- Z (X i—X )
k = Vn i=1
sesg
)
(2.6)
Coeficiente de curtosis insesgado
n3
Koo = k
" (n=1fn-2)n-3) =¥
(2.7)
Desviacion estandar
S=-/8?
(2.8)
Coeficiente de variacion
Cv= S
X
(2.9)

En el analisis hidrolégico se recomienda el uso de los estadisticos insesgados, ya que
generalmente se trabaja con muestras relativamente pequenas.
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Ejemplo 2.1. Se requiere obtener el estimador por momentos B del parametro 3 si la funcion es
f(x)=8e”?* x>0,

Con la expresion (1.49) se tiene M, = S jx’e“”‘dx, por lo que
0

M, =-e” " =1

N X 1 "
:ﬂ{i__e%x —%-e‘/”‘} = -
* B g 1, B

Y asi sucesivamente.

Dado que solo se requiere la estimacién de un parametro, se igualara el primer momento
poblacional M, con el primer momento muestral (expresion 2.1)

1 S ) _1
E“"in‘x - ﬂ_x

i=1

—

3

2.3, Método de maxima verosimilitud

Sea f(x;a1,a2,...,am) una funcién de densidad de probabilidad de x con parametros a, i =1,...,m. Si
existe una muestra aleatoria x,,x,,.., x, de esta funcion de densidad. Entonces, su funcion de densidad
conjunta es f(x,,x,,X3,.., X,;,,8,.., a, ). Debido a que la muestra es aleatoria, la funcion de densidad
conjunta se puede escribir como

n

F(XyXp XX 8188 )= [ [ F(X1500850008, )
i=1

(2.10)

Interpretado en forma conceptual, la probabilidad de obtener un valor dado de x, digamos x,,
es proporcional a f(xa,a,,...a,). Por otro lado, la probabilidad de obtener la muestra aleatoria
Xy, Xy,.,X, @ partir de la poblacion de x es proporcional al producto de sus densidades de
probabilidad individual. Esta funcion conjunta es llamada la funcion de verosimilitud L

L= ﬁf(x,,'a1,a2,...,am)
i=1
(2.11)
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Los parametros a;,i =12,....,m son descanocidos.

El método de maxima verosimilitud estima los parametros desconocidos al maximizar L, esto
es, maximizando la verosimilitud de que la muestra bajo consideracion es la Unica que puede obtenerse
al seleccionar n observaciones aleatorias a partir de f(x;a,a,,...a , ). Los valores de los parametros

obtenidos se conocen como los estimadores por maxima verosimilitud. Debido a que con in L se
alcanza también su maximo para valores especificos de a;,i =1,2,....,m, como lo hace L, entonces, Ia
funcion de verosimilitud se puede expresar como

n
inL =in]]f(x,a,a,-..a,)
: =1
@ (2.12)
El procedimiento para estimar los parametros o la determinacién del punto donde la funcion

alcanza su maximo, implica la diferenciacion de L o de In L parcialmente con respecto a cada
parametro e igualando a cero. Por lo que se generan m ecuaciones

aL(a1:a2: a )
Ja,

o L(a,,a,,..3,)
Ja,

a L(a1yazJ""Jam) ___0
fa,

(2.13)

Estas m ecuaciones con m incognitas pueden resolverse para los m parametros
desconocidos.

Ejemplo 2.2. Se requiere obtener el estimador por maxima verosimilitud B del parametro S sila
1 funciénes f(x)= 8 e#*, x>0.

Empleando las expresiones (2.11) y (2.12) se tiene

n —ﬂzn:x,
L=T]rlc;B)=p"e =

i=1




InL=nipg -B> x,
i=1

Diferenciando In L con respectoa 8 e igualando a cero, se tiene

o”InL_ n

——=—=3 X, =0
aIB IB i=1
Resolviendo

n X,-
LI % 1_ Z;
B G : B n
1 1
— =X = -
B 4 X

2.4. Método de momentos de probabilidad pesada

Greenwood et al. (1979) introdujeron el método y mostraron su utilidad en la estimacién de parametros
de distribuciones cuyas formas inversas x = x(F) se definen explicitamente. Si F(x)=P(X < x),
entonces, los momentos de probabilidad pesada se definen como

M., =E[xXFi(1-FY]= hx(F)fFf (1-F)dF
o (2.14)

Donde M, ;, es el momento de probabilidad pesada de orden (i,j,k), E[] es el operador esperanza, e

i,j,k sonnumeros reales. Si j=k=0 e i es un enterono negativo, entonces M, , representa el
momento convencional de orden i con respecto al origen.

M, = c]'x’f (x)dx = E(x")
- (2.15)

Si M;,, existe y x es una funcion continua de F, entonces M, ,, existe para todos los
numeros reales no negativos j y k. Para valores enteros no negativos de j,k se tiene

Moy = i('f](—wi,,»,o

=

(2.16)
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= ;(i](‘1)kMi,0k
(2.17)

Si M, existey x es una funcion continua de F, entonces M, ,, también existe.

Si Mo, =M, se puede obtener un estimador no sesgado para M, y k = entero no negativo si
x;, i =1,...,n son los valores ordenados de mayor a menor como

a2 ()

(2.18)
M(o)—r ;x
(2.19)
nix,(n i)
" (2.20)
= s 1X" 2)‘L:‘x(n iXn—i-1)
(2.21)
)= He 1)(n Y- 3)Zx(n iXn—i-1{n-i-2)
(2.22)

Ejemplo 2.3. Se requiere obtener los estimadores por momentos de probabilidad pesada 0 y ¢ de

los parametros v y @ si F(X)= exp{— exp(— X- UH
a

La forma inversa de la funcion se expresa como

x=v - aln[-mnF(X)]
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Debido a que tiene dos parametros, es necesario determinar dos momentos de probabilidad pesada. Si
i=1 j=0y k=0, entonces por definicién

My = f[x (FIF (1-FYa j{u aLn-nF(X)]} F' oF

y v, [In(1+ j)+(’:!

)T G

(1+))

Donde ¢ es el nimero de Euler = 0.57716. De la expresion (2.17) se tiene
L1
M1,1,0 = Z (“ W M1,0,k = M1,o,o °M1,o,1
ko \K
Por lo que
M, =v+a £

MU-O — 2 +a [l:pg)_-i_li:l

2 2

Donde M, es el momento ordinario de primer orden con respecto al origen.

My, = _ﬂv a Ln(-LnF){1-F)dF = _‘3 Lat a Ln(2)
0, > ;
Por fo que
Moo —2M, o, =c Ln(2)
Finalmente
= M1‘0’0 - 2_.A_4_1'9_'1
Ln(2)
O=M,o-a’
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2.5. Método de minimos cuadrados

Sea una funcion f(x;a,,a,,.., a,) donde a,,i=12,...m son los parametros a estimar. El método

obtiene el conjunto de parametros al minimizar la suma de los cuadrados de todas las desviaciones
entre los valores observados y calculados. Matematicamente, esta suma S puede expresarse como

s=3d =3 [y0)-y.0)]*

i=1 =1

S =3 le()-F(x; ;2,8 8 )]
i=1

(2.23)

(2.24)

Donde y,(i) y y.(i) son los valores observados y calculados de “y". Y n>m es el nimero de
observaciones. El minimo de S se obtiene diferenciando parcialmente la ecuacion (2.24) con respecto

a cada parametro e igualando a cero

aZ[yO(i)_f(xi;a1'a2""’am )] 2
i

— =0
22
o3 lyo(i)-f(x;a,a,....a, )|’
i=1 =0
éz.
aZ[yo(i)—f(xifaﬁaz:---:am)] 2
i=t =0

2

(2.25)

Finalmente, se plantea un sistema de ecuaciones normales, que al resolverio se tienen los

estimadores por minimos cuadrados.
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Nay +a,) X, +8,) X, +85 0 Xy+-+a, D X, =¥,
Q) Xy F A D XE+8 ) XXy +8y D XXy +ee 8y D XXy =D XY
8 D X, +8, ) XX, +8,) X +a3’Zx2x3 Fot 8 D XXy =D Xa¥

gD Xy + @D XXy +8 ) XXy +85 D XgXp +o- 8, D X2 = XY

(2.26)

Ejemplo 2.4. Sea una linea recta expresada como y =a+bx. Se requiere obtener los estimadores

&y b por minimos cuadrados para una muestra de n valores de x,y.
De la ecuacion (2.24) se tiene

s=i";[yo(f)—a—bxi12

Diferenciando S parcialmente con respecto a los parametros a,b, e igualando con cero, se
tiene

7
E:—Zyo+na+2b2x, =0

28 2
T =D YoXi+a) X, +2bD x? =0
Y el sistema de ecuaciones normales a resolver es

na+bd x; =)y,
| ay x; +b> xt=3"xy,

En todas estas ecuaciones los términos de las sumatorias son conocidos a partir de la muestra.
Finalmente,

4= Zyilez ‘inzxiYJ
an,z—(in)z

5 - nzxiyi “inz}’i
3 -(Exf
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2.6. Método de los momentos-L

Los momentos-L son analogos a los momentos convencionales, sin embargo, tienen cierta ventaja
sobre ellos, ya que son capaces de caracterizar a un mayor numero de distribuciones, ademas de estar
virtualmente libres de sesgo aln para muestras pequenas (Hosking, 1990).

El primer estimador por momentos-L es la media, definida como

A= E[X]
(2.27)

Sea x;,) es la -ésima observacion en una muestra de tamafio n, ordenada de mayor a menor.

Entonces, para cualquier distribucién de probabilidad el segundo momento-L es una descripcion de
escala basada en la diferencia esperada entre dos observaciones seleccionadas de forma aleatoria

Ay = ;E[sz) - X(zxz)]

(2.28)
De forma similar, el sesgo y la curtosis se pueden obtener como
1
3T 53 T s T )
= 3 X = X0+ X
(2.29)
1
4= o S10 (4) TV 24) (34) ™ "Ha4)
A= 2 X=X+ X~ Xiga
(2.30)

Asi como la varianza o el coeficiente de asimetria de una distribucion son funcion de las
esperanzas E[X] E[X 21E[X 3], los momentos-L pueden estimarse en funcion de los momentos de
probabilidad pesada

B, =EXIF(X)]'}

(2.31)
Los primeros cuatro momentos-L son
Ay =P
(2.32)
A, = 2,B1 - B
(2.33)
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Ay =68,-6B+p

(2.34)
A =208,-308, +128,- f3,
(2.35)
Donde
1
B, =M, = [xF'dF
0
(2.36)

Los estimadores muestrales de los momentos-L, pueden obtenerse al sustituir los estimadores
insesgados de las ecuaciones (2.19) a (2.22) en las ecuaciones (2.32) a (2.35).

Los primeros momentos-L poblacionales se pueden obtener mediante la expresion (2.36), de la
forma

A= 1jx(F)arF

(2.37)
Ay = 1jx(F)(zF—1)urF
0 (2.38)
Ay = 1jx(F)(eF2 —6F +1)dF
0 (2.39)
Ay = 1jx(F)(20F2 —~30F% +12F ~1)F
0 (2.40)
Una vez conocidas A,,4,,4, y A, se pueden obtener las relaciones de los momentos-L
Coeficiente de variacion —L =7, = 1 ,/ A,
(2.41)
Coeficiente de sesgo—-L =7, =1,/ 4,
(2.42)
Coeficiente de curtosis - L =7, =4 ,/ 4,
(2.43)
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Ejemplo 2.5. Se requiere obtener los estimadores por momentos-L © y & de los parametros v y a

si F(X)= exp[— exp[—- X ;”ﬂ .

La forma inversa de F(x) se expresa como

x(F)=v-alnfinF(x)]

Que al sustituir y resolver en las ecuaciones (2.37) a (2.40) se tiene

1
j v-allinF(x)dF =a £+v
0

]’ —aInfinF(x)[{2F —1)F = a In(2)

0

Ay = [{o-anfinF(x)[{6F? —6F +1)dF = 2a In(3)-3a In(2)

De -

1

Ay = j {o—aInfin F(x)[{20F? - 30F2 +12F —1) = 16cx In(3) - 10 In(2)

0

Donde ¢ es el nimero de Euler.

Dado que solo son dos parametros a estimar, se planteara de acuerdo con (2.32) y (2.33) el
siguiente sistema

Ay =5

Ao =2P -5
Asi

al+v=pf

a In(2) =2p,- 5,
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Que al resolver para el conjunto de parametros se tiene

o=p,-al

_2ﬂ1_ﬂ0

Donde g, y B, pueden aproximarse por (2.19) y (2.40) como

N 1<
by = M = n in
i=1
. 1 n-1
B =My = E(E—_T)'Z:,Xi(n i)

2.7. Método del principio de maxima entropia

La entropia es una medida numérica de la incertidumbre o contenido de informacion asociada con una
funcién de densidad de probabilidad f(x), la cual describe el comportamiento de la variable X . Se
expresa matematicamente como (Shannon, 1948)

lIf]=1[x])= —j[f(x)lnf(x)dx

(2.44)
Donde /[f] puede considerarse como la media de Inf(x).
Si hay un nimero w de restricciones linealmente independientes C,, de la forma
C = J'g,.(x)f(x)dx
(2.45)

En las que y,(x) son algunas funciones donde se especifican los promedios sobre f(x),
entonces la distribucion que conduce al maximo de / sujeto a las condiciones de (2.45) es

f(x)= exp{— a,— éafgi (x )}

(2.46)
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Donde a,,i =12,...,w son los multiplicadores de Lagrange que se determinan a partir de (2.45) y la
condicion de normalizacién

[ =1
— (2.47)
Elmaximode / es
’[f] =&+ zai.yi (X)
i=1
(2.48)

Ejemplo 2.6. Se requiere obtener los estimadores por maxima entropia ¢ y 8 de los parametros a y

B si N
f(x)=5f%ﬂ(§) exp[—é} x>0

De la definicién de Entropia (expresion 2.44) se tiene

lf]= jf(X)In[ (,B)( )/H exp[— 2}}1)(
1=-[r(x [ — (@ T(8))+ (8- 1)n(x)- ,,,a)__},

I[f]=[na 1“(,B)+(,8—1)Ina]j:f(x)dx—(,H--1).|‘0°"In(x)f(x)dx+1 [ xf(x)ax
a
Dado que cumple los axiomas de la probabilidad, se tiene la siguiente restriccién

j:f(x)dx =1

Por lo que hacen falta dos restricciones, las cuales se obtienen de la ecuacién (2.45)
'[:xf(x)dx = E[x]
Lwln(x)f(x)dx =E[inx]
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De la ecuacion (2.46) se tiene la funcién a maximizar
f(x) = exp[-a, —a,x —a,In(x)|

Donde a,,a, y a, son los multiplicadores de Lagrange. Debido a que satisface los axiomas de la
probabilidad (expresion 2.47) se tiene

ff(x ok = I: exp[-a, —ax —a, In(x)x =1

Si se despeja a,, de esta expresion

exp(a,) = _[ X~ exp[-a,xix

Si se considera que y =a,x; dy =a,dy se tiene

exp(a,)= [ [ﬂ exp(—y)al dy

1 1

exp(a;)=—.— [y exp(~y oy

‘aZa
Empleando la definicion general de la funcién gamma se tiene que
[y expl-y)y =T(1-2,)

Por lo que

1
exp(a, ) = arer r(i-a,)

1

Finalmente, al aplicar logaritmos
a, =InT(1—a,)+(a, - 1)in(a,)]

Si se considera que

a,=In I: exp[— a,x —a, In(x px
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Los multiplicadores de Lagrange se relacionan con las restricciones dadas por

L

=C, i=12
0a,

Para a,,si u= re"’"e"’zm(") yu'= J‘“’_ e~ g 521X gy
$ 0 o

8, _oln(w)] _v
oa, oa, u

o8, _ [ - xexp[-ax—a, In(x)bx
da, J': exp[-a,x - a, In(x)pix

Como exp(a,) = J': exp[-ax —a, In(x )pix

o8, j': — xexp[—a,x —a, In(x)px
oa, expla, |

“% —a —ax—a.,l
2 _[0 xgxp[ a, 81,2‘(,) a, n(x)}i)g

oa ©
a_a? = fj" xf(x) = —E[x]
Para a,

o8, _ [, ~In(x)expl-aix —a, In(x)x

aa2 J': eXp[— a1X - 32 ln(X) X
oy - I:_ In{x)exp[—a,x —a, In(x)}dx
o oxpla, ]

o8y __ [ in(x)expl-a, — ax - a, In(x )Jax
02, ) Iq ‘
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%Zf == ["In(x¥(x)dx = ~E[In(x)]

De la expresion que se obtuvo previamente para a, = InT"(1—a, )+ (a, - 1)fIn(a,)] se pueden obtener

o8 y 98y de laforma

oa, =~ Oa,
%8 _a,-1
oa, a,
oa, 0
2L =i - InT1-a,)|+Inla
% -| 2rf-a)| e
Pero

%lnl‘@—az):—«//ﬁ—az)

Enlaque w es la funcién digamma de(1-a,). Por lo que

Py _ 1n(a,)-y(1-8,)
2

. . . oa oa .
Si se igualan las dos expresiones obtenidas tanto para —a—" como para 54’— se tiene
a, 4,

E[in(x)]-InE[x]= w(3)-In(3)
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Esta Ultima expresion se emplea para determinar el valor de 3 que posteriormente puede dar el valor
de a,.

Sustituyendo a, en f(x)

f(x)= = a; x* exp(-a,x)

1
a=—yb=1-a
a y )
1 (1/a)f ( xj
flx)=— exp| ——
() rp) x** A" a
Desarroliando
1 1
@@ X _x axY”
BT 1 7 8" aa’al a'' ala
'xb-1

Entonces
-3 ()

Por lo que los estimadores por méaxima entropia seran

B=1-a,
o=
a
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Donde 3 se resuelve para

exply (8)~Elin(x)}+ inEfx]}- =0

dz_E[_XJ
B
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CAPITULO 3
TEORIA DISTRIBUCIONAL
3 3.1. Distribucién Binomial o de Bernoulli
. Un experimento binomial es aquel que tiene las siguientes caracteristicas
1. Elexperimento esta formado de n pruebas idénticas
2. Cada prueba tiene dos resultados posibles, éxito y fracaso
i 3. Laprobabilidad de tener éxito en una sola prueba es p
4. La probabilidad de un fracaso en una sola pruebaes g =1-p
5. Las pruebas son independientes
6. La variable aleatoria es X, el numero de éxitos observados en las n pruebas.
‘ La probabilidad de que el suceso ocurra x veces en las n pruebas esta dado por la funcién de
| probabilidad
! n n!
f(x)=P(X=x)= =
()=P(X =) [ijq it
(3.1)
i Las propiedades de esta distribucion como la media, varianza, sesgo, curtosis, funcién
generadora de momentos y funcion caracteristica se presentan a continuacion.
i
| p=np
{ (3:2)
o’ =npq
(33)
; 9P
| N
(3.4)
: 1-6pgq
V K=3+
1 \/npg
: (3.5)
i
M(t)=(q+pe')
(3.6)
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c6)= (q +pe“’y

(3.7)
3.2. Distribucion de Poisson
Fx)=P(X = x)= &3;
(3.8)
Donde
A=np
(3.9)
H=A
(3.10)
ol=2
(3.11)
_ 1
"I
(3.12)
x=3+1
A
(3.13)
M(t)= gle'~)
(3.14)
c(6)= g1
(3.15)

3.3. Distribucion geomeétrica
La variable aleatoria con distribucién geométrica se define en forma similar a un experimento del tipo

binomial, con la diferencia de que la variable aleatoria X es el nimero de la prueba en la cual ocurre el
primer éxito, en lugar del nimero de éxitos en n pruebas.
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La funcion se representa por

f(x)=pg"" O0<p<t x=12..

(3.16)
Ademas,
1
H=—
p
(3.17)
ol = ;Lz
(3.18)

Esta distribucion se usa frecuentemente como modelo para las distribuciones de la longitud de
tiempos de espera.

3.4. Distribucion hipergeométrica

Supdngase que una poblacién contiene un nimero finito de N elementos, cada uno de los cuales tiene
una de dos caracteristicas. De esta forma r elementos podrian ser de un tippy a=N-r de un
segundo tipo. Si se selecciona una muestra aleatoria de n elementos de la poblacion y la variable
aleatoria de interés es X, el nimero de elementos del primer tipo, entonces dicha variable tiene una
distribucion hipergeométrica

rYN-r
f(x)=P(X =x)= @[_”:_XJ

(3.19)
Donde xesunentero0,1,2, ..., n suietoa x<r, n—-x<N-r
_nr
“EN
(3.20)
o? = ar(N-r)N-n)
N (N -1)
(3.21)
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3.5. Distribucion uniforme

X<a
F(x)=P(X <x)={(x-a)/(B-a) a<x<p
X2
(3.22)
f(x)= 1 a<x<p
B~qf
(3.23)
_a+p
#=732
(3.24)
o? = (B-af
12
(3.25)
Estimadores por momentos
a=%x--/38
(3.26)
ﬂ =X+ \/5 S
(3.27)
Estimadores por maxima verosimilitud
¢ = min{x}
(3.28)
B = méx{x}
(3.29)
3.6. Distribucion exponencial con parametro
F(x)=1-Be™*
(3.30)
f(x)=pe™
(3.31)
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Donde
B parametro de escala
Ademas,
1
H=—
B
(3.32)
1
o = ‘/}7
(3.33)
Estimadores por momentos y maxima verosimilitud
1 1
=0y
(3.34)
3.7. Distribucion exponencial con parametros 8 y x,
F(x)=1 —e{T)
(3.35)
F(x)= 1 e_(T)
B
(3.36)
Donde
X, parametro de ubicacion
S parametro de escala
Ademas,
H=X+p
(3.37)
0_2 — ﬂ 2
(3.38)
y=2
(3.39)
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Estimadores por momentos

p=s

£,=X-S

Estimadores por maxima verosimilitud

Donde

Xq) primer valor de la muestra ordenada de menor a mayor.

3.8. Distribucion Normal

X A x-n
F(x)= -[a—127 e %) dx

f(x)= 1 e_% (%ﬂ)z

O'\/2ﬂ'

Donde
M parametro de ubicacion

o parametro de escala

Ademas,

E(x)=n

50

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)



(3.48)
k=3
(3.49)
M(t)= gl 72)
(3.50)
C(B) _ ei;‘t;v-(a’t;v2 /2)
(3.51)
Estimadores por momentos y méxima verosimilitud
aA=X
(3.52)
Z(X i—X )Z
=
n-1
(3.53)
Estimadores por momentos-L
a=4,
(3.54)
o=17712 4,
(3.55)
3.9. Distribucion Log Normal con dos parametros
_ayo| POxHy 2
f(x)=——-——1———e [ o ] , x>0
X0 y v/
(3.56)
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Donde
4, parametro de ubicacion

o, parametro de escala
y>0

Estimadores por momentos y maxima verosimilitud

1 n
ﬂy =E§/nx,-

3.10. Distribucion Log Normal con tres parametros

1 1{m(x-xo Y4,
F) P
) (x=xo)o,~2r ¢

Donde
X, parametro de ubicacion

A, parametro de escala
o, parametro de forma

Estimadores por momentos

x0=x(1—gf]

Donde
S
nx = ;
1_W2/3
n = w3
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’ X>X

(3.57)

(3.58)

[

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)



o 0+4)" g
2

—inf S |- Yl
ﬂy—ln(nj 2/n(f71+1)

Z

8, =ln(n? +1)] "
Estimadores por maxima verosimilitud

L in{x, - &
ﬂyzz (/ 0)

P n

" 2
6’ =lz=1:[ln(x,.——xo)—ﬂy] /n

Y el estimador £, se obtiene al resolver

r-S ayl-ei S g i)
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(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)




0<x<w

f( ) xﬂ—1e—x/a ) 0 0
X)= e sia>0-»>y>
r
2’T(p) S
(3.70)
Donde
a  parametro de escala
S parametro de forma
r(B) funcion Gamma completa
Ademas,
H=pPa
(3.71)
0_2 - a2ﬂ
(3.72)
}/ — i,
VB
(3.73)
Estimadores por momentos
s2
a=—
X
(3.74)
X 2
p-(%)
(3.75)
Estimadores por maxima verosimilitud
X
&=
B
(3.76)
El estimador B se obtiene al resolver
F(B)= 1, ~In(a, )+ In(B)-y(B)=0
(3.717)
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Empleando como valor inicial del parametro

A
A+ [1+2C
B = 3
4C
(3.78)
C=mn(x)-y
(3.79)
La derivada de la ecuacién (3.77) es
! 1 )
F(8)= v ')
(3.80)
La aproximacion de la funcién digamma de S es
1 1 1 1 1 1
=IMp+2)- - + - - =
y(p)=inlp+2) 206+2) 12(p+2f 120(8+2) 2s2Ap+2f (B+1) B
(3.81)
La aproximacion de la funcion tigamma de S es
W'(ﬂ)=1+1+1—1+1—1+1+'1—
(B+2) 2(8+2f 6(p+2f 30(8+2) 42p+2) 30(8+2f (p+1f A
(3.82)
Estimadores por momentos-L
A
T, = /1—21
(3.83)
Para 0<7,<0.5
B =(1-0.3082)/(z-0.05812 2% + 0.017652°)
(3.84)
Z=r1,=314167,
(3.85)

55




Para 0.5<7,<1

B =(072132-05047 2%)/(1-2.1817 2 +1.2113 %)

z=1 -1,

(3.86)

(3.87)

El estimador @ se obtiene con la expresion (3.76) y el valor de (3.86).

3.12. Distribucion Gamma con tres parametros

Donde
X, parametro de ubicacion
o parametro de escala
£ parédmetro de forma

Ademas,
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a>0
Xy S X<

y >0
(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)



Estimadores por momentos

B
_S
B

%, = X-S\/B

Estimadores por maxima verosimilitud

,B‘_' 12

n

1

12(*2[(”]

i=

2

i=

LT . B
)

El estimador £, se obtiene al resolver

F(8)= 3n(x, ~%,)-nin(@)-ny(8)=0

i=1

Estimadores por momentos de probabilidad pesada (Jing et al, 1989)

Con las expresiones (2.19) a (2.22) se obtiene
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(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)




R M=) /3)
W~ (W) /2)
CS = —20.15278973 + 20.04052245 R

Si R<0 entonces CS=- CS

H =-6.528013777 +9.695774 R

,B='“—‘

,_llcs/cs)so)

JB

X’O = M(O)"d ﬁ

3.13. Distribucion Log Pearson tipo lil

f(x) = 1 (Inx—yo)ﬂ_'e{'f—xj&) D<x<w
al(B\ «a y>0

Donde
¥, paradmetro de ubicacion

a parametro de escala
B parametro de forma
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(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)



Estimadores por momentos (método directo)
a=_1_
A+3
(3.108)
p=Y% r=123
e
(3.109)
5 n(gs)=30n(zs)
In(g,)-2n(g,)
(3.110)
1
C=—=
B-3
(3.111)
Si35<B<6
A =-0.23019+1.65262C +0.20911C* —0.04557 C*
(3.112)
Si3<B<35
A =-0.45157 +1.99955C
(3.113)
5o __inlg)-20(a)
In(1-a} -In(1-2a)
(3.114)
¥, =In(g)+ B In(1-a)
(3.115)
Estimadores por momentos (método indirecto)
2
B="
g,
(3.118)
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iy
(3.117)
}70 =y- Sy \/—/g
(3.118)
Donde ¥,S,.,g, son los estadisticos de la serie y, = in(x,)

Estimadores por maxima verosimilitud

1

IB = nz
1—
n N
Slote)-3] z[m«—y—]
(3.119)
a= 1i[ln(xi)_yo]— f
n<s d 1
g[ﬁm} (3.120)

El estimador §, se obtiene al resolver

F(3u)=>ln(x)- - nin(a)-ny(8) =0

(3.121)
3.14. Distribucion de valores extremos tipo | (Gumbel)
F(x)= e"’—h]
(3.122)
f(x)= 1 —-e{T)e*‘{T] —o<x<w, a>0
(24
(3.123)
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Donde

v parametro de ubicacion

a parametro de escala

E(x)=0+05772a

2 ﬂ2d2

6

y =1.1396

K =5.4002

La variable reducida Gumbel es

Yi=—

a

Estimadores por momentos

0=X-045 S
a=3f§8=o.788
T

Estimadores por maxima verosimilitud

Considerando la variable reducida (3.128) se tiene el siguiente proceso iterativo

P=n—§n:e"'

i=1
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(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)




R =n—zn:y,. +iy,.e""
i=1

i=1

El criterio de convergencia es

P ~0 vy -R ~0

a a
Incrementos

6, =(111P, —-0.26R,)_a;"

a.

8,, =(026F, 061, )=
Nuevos valores

D/Jf'l = Di + 60,

ai” = ai + 6:1,-

Estimadores por momentos-L

v=1,-0577216a

Estimadores por maxima entropia

Considerando la variable reducida (3.128) se tiene el siguiente proceso iterativo

1 n
P—;;Yi

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)



_.1 . =Y
R_nZe

i=1

El criterio de convergencia es

0577216-P~0 y 1-R =0

Incrementos

8,, =0.4228+P, +In(R;)
6, =P 05772164,

Nuevos valores

0,,=0,+a
Q= aiaa,

i+

3.15. Distribucion general de valores extremos (GVE)

oo N

Si =0 —0< X <0 , entonces la distribucion es tipo | (Gumbel)
Si g<0 v +% < x <o , entonces la distribucion es tipo Il (Fréchet)
Si B>0  <o<x<v +% , entonces la distribucion es tipo 11l (Weibul)
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(3.139)

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)




Donde
v parametro de ubicacion
a parametro de escala, >0
[ parametro de forma

La variable reducida GVE es:

A

(3.145)

En el capitulo 5 se hablarda mas sobre las caracteristicas de las distribuciones de valores
extremos Gumbel y GVE, asi como su empleo en la construccion de distribuciones multivariadas.

Estimadores por momentos

Para —11.35< g <1.1396

S =0.279434 - 0.333535g + 0.048306g° +0.023314g° +0.00376g* + 0.000263g°

(3.146)
Para 1.14 < g <18.95
[ =0.25031—0.29219g +0.075357g2 + 0.010883¢° + 0.000904g* + 0.000043g°
(3.147)
A= u, +BE[y]=x +BE[y]
(3.148)
4 \@ng_) (172)
| var(y)
(3.149)
Var(x)= o’ = S?
(3.150)

Elyl=(1+ 5)
(3.151)
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Var(y)=T(1+28)+T2(1+ B)

Para <0
a=-p8
o=A+8B

Para 3 >0
a=p8
v=A-B

Para =0
v=x-0458
a=1/—6-8=0.788

w

Estimadores por méxima verosimilitud

Considerando la variable reducida (3.145) se tiene el siguiente proceso iterativo

n

P=n-) e

i=1

Q= Z":e-y.#/H)y; __(1_ ﬂ)Z":eD/,-
i=1

=1

R= "‘zn:y,' +iy1'e-y'
it

i=1
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(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)




El criterio de convergencia es

Incrementos

<0
a
1{P+Q) _
5
1 P+Q)|_
B{R—( a ﬂ~0
(3.162)
o MB+Q) [ (R+Q)
5‘,]———’7—{le+ 5 +--/[R,~——BT H
T PP R _(P,+O,)}
5a1— n{hQ’ a ﬂ; B/[Ri ;8,
1 (i Qi) c (PI+QJ)
6ﬁ]~—E{fQ,+gs(7}+E[R/—[ ﬂ, )J}
(3.163)

Donde a, b, ¢, f, gs y h son los elementos de la matriz de varianza- covarianza de los parametros de la
distribucién GVE para —1.5 < 3 < 1.0 (Raynal, 1982)

a=0.661437 - 0.562798 3 +0.985803 3 *~0.0590115 °

b =1.235356 —0.162161/3 - 0.115137 8 2+ 0.009577 3 °

¢ =0.4711-0.77627 3 +0.295825 3 - 0.0096453 *

f = 0.244435-0.10287 3 —0.19583 3 - 0.0168373 °

gs =0.15373-0.411923 5 - 0.479209 3 *~0.075004 3 3

h = 0.338937 —1.2095553 — 0.109822,3 2-0.0198014 °

(3.164)
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Nuevos valores

a =af+5az

ﬁj+1 =181 +6ﬂ/.

Estimadores por momentos-L

£ {2"?’(1) ~My)
M) ~M)

]

[ =T.859F +2.9554 £

A=T(1+p)

B=1-27%

C = (2~ M) )8

D=(A-1)/ 5

C
a=—=
AB

0=M(o)+Dd

M(r)' r= 0,1,2,3

de las expresiones (2.19) a (2.20)
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(3.165)

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)




3.16. Distribuciones mezcladas

F(X): p1F1(X1)+p2F2(X2)+...+mem(Xm)
(3.174)

Zpi =1
i=

(3.175)

Un evento extremo es una observacion que es muy diferente, ya sea mas grande o mas
pequefia del resto de los datos.

Un evento extremo que es improbable que ocurra dentro de la muestra es llamado “punto
extrafio”.

En el modelado de las series de eventos hidrologicos extremos, por ejemplo, los gastos
maximos anuales en una corriente, se puede considerar que éstos son generados por dos diferentes
procesos 0 tipos de tormenta. Es concebible que cierta proporcion “p” de la poblacion tiene valores que
provienen de una distribucion ﬁ(x), mientras que la restante “1 — p” tiene una diferente distribucion

F,(x), asi,

P(X < x)=F(x)=pFi(x)+ (1~ p)F{x)

(3.176)

3.16.1. Distribucion Gumbel Mixta

F(x)= e +(1—p)e*’{72]

(3.177)
f(x)= pe“"{%]e_[%) +(1- p)e*’{%;z)e{ ;’2]

(3.178)
x>0 a;>0, O<p<t

(3.179)

Donde .
v, parametro de ubicacion de la primera poblacion

a, parametro de escala de la primera poblacion

v, parametro de ubicacion de la segunda poblacion
a, parametro de escala de la segunda poblacion

p parametro de asociacion
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Estimadores por maxima verosimilitud

Los parametros se calculan por la maximizacién de la funcién logaritmica de verosimilitud sujeta a
(3.179).

InL=inT]f(x;;0.a,0,.,.p)

i=1

(3.180)
3.16.2. Distribucion General de valores extremos mixta

Pexp{_{X1 01] ] taxFJ{1{x—2a_2ﬂ]/92]ﬂ2

(3.181)
f(x) ﬂexp{1 5 ]A]E-'}—(’“ - ]ﬂiﬂ—‘
Q, Q,
( ) (e [ [ —@M
a,

(3.182)

Donde
v, parametro de ubicacion de la primera poblacion
a, parametro de escala de la primera poblacion
B, parédmetro de forma de la primera poblacién
v, parametro de ubicacion de la segunda poblacion
a, parametro de escala de la segunda poblacion

B, parametro de forma de la segunda poblacion
p  parametro de asociacion

Estimadores por maxima verosimilitud

Los parametros se calculan por la maximizacion de la funcién logaritmica de verosimilitud sujeta a
(3.179).

nL = lnHf(X,-,'U1,a1,ﬂ1,02,az,ﬂzrp)
=1

(3.183)
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3.16.3. Distribucion de valores extremos de dos componentes (TCEV), (Rossi et al, 1984)

F(x) = explhow™ eow )

(3.184)
F(x) = explhow ™ mow™'), [ 4 exp™ %+ % gypiater J
a, a,
(3.185)
a; >0, i=12
(3.186)
Estimadores por mé&xima verosimilitud
Los parametros se obtienen con el proceso iterativo
4 =4 (0(_@ j=12
O'I-ZG 7
) ) (3.187)
r X n
n e a;
o= = olx,) v j=12
n ——} n e a;
e 1 + e
20 2 o)
(3.188)
o(x)= Li exp ™/ 4+ -'B—exp"*"’z ]
a, a,
(3.189)
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CAPITULO 4
LIMITES DE CONFIANZA

4.1. Definicion

Los limites de confianza son empleados para estimar las incertidumbres asociadas con la determinacién
de los eventos para periodos de retorno especificos.

Puesto que una distribucion de frecuencias es Unicamente un estimado de la muestra de cierta
poblacion, es probable que otra muestra de igual longitud de esa misma poblacion, pero tomada en
diferente tiempo produzca otra curva de frecuencias. Los limites o intervalos de confianza definen el
rango dentro del cual se espera que se ubiquen estas curvas con cierto nivel de confianza.

X, =X, +u,S,

(4.1)
Donde

X, Limites de confianza superior e inferior
X, Evento obtenido a partir de la funcién de distribucion para cierto periodo de retorno T
u, Desviacion Normal estandar para un nivel de confianza a

Con fimites al 90 %
a=0.10 u, =1.645212

Con limites al 95 %
a=0.05 u, =1.960395

Con limites al 99 %
a =0.01 u, =2.576236
S; Desviacion estandar de los eventos estimados para un periodo de retorno T

A continuacion se dan las expresiones de X, y S, para aigunas distribuciones (Kite, 1988).

4.2. Distribucion Normal

Estimacion de eventos
X;=p+0 U,
(4.2)
Desviacion estandar de los eventos X; por momentos y maxima verosimilitud
1/2
U | o
S;={1+—| —
T [ 2 } n
(4.3)
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Donde n es el tamafio de la muestra analizada.

Para una probabilidad acumulada 0< F(x)<0.5

by + by +b,v?

T by +bvE 4 by
(4.4)
Donde
b, = 2515517 b, =1432788
b, = 0802853 b, = 0189269
b, = 0010328 b, = 0.001308
)
VSN[ ) p—
VP
(4.5)

Para una probabilidad acumulada  0.5<F(x)<1 se cambia F(x) por [1-F(x)] en la
expresion (4.5) y se le cambia el signo al valor U, calculado con la ecuacion (4.4).

4.3, Distribucion Log Normal con 2 parametros

Estimacion de eventos

X =expla, +U;0,)

(4.6)
Desviacion estandar de los eventos X; por momentos
2\"2 4
S, = [1 + 91] —&
2 ~/n
(4.7)
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Desviacion estandar de los eventos X, por maxima verosimilitud

S.=6
T n

~ /2
U 2
141 91
Xl 22

4.4. Distribucion Log Normal con 3 parametros

Estimacion de eventos

X; =%, +exp{py + UTdy}

Desviacion estandar de los eventos X, por momentos

& 2\
~/n 2

2

Desviacion estandar de los eventos X, por maxima verosimilitud

-

»
[

Donde

2
Var(z,)+ ZTZVar(,ay) +[UET§] Var(af )

+ ZZTCov(XO, py) +

y

U,z?
=t Covlo}, )

y

Z, = exp{,ay +UToy}
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+ Uiy Cov
o)

y

(xo'df)

1/2

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.47)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)



4.5. Distribucion Gamma con tres parametros

Estimacion de eventos
—~3
1 1
X; = %, +a, Up (=~
T + .B{ 9 ,B + T\/; ,B}
(4.22)
Desviacion estandar de los eventos X; por momentos
s 2 4 1/2
Sy = {ﬂ? {:1+k 7+—(3Z +1) 3k1i—(,}(y+%}+3(%) (2+372 +%~)}}
(4.23)
1 2 3 4 1 5
ke = U, + (2 —1(%}5(@ -suT(%) (2 —1{%) +UT[%) +£§)(%)
(4.24)
2 3 2 3
Fy _ (1] (U2 -1 1-3(3} +4UT(ZJ +(Z)(1) afu: - euT)-w(Z)
o \6 6 6 6 N\6 6
(4.25)
Donde
£% y 7 Sonlavarianza y coeficiente de asimetria estimados de la muestra analizada.
Desviacion estandar de los eventos X; por maxima verosimilitud
xY a Y X & 1"
Var a Va — | Var 8, +2— —_-Covla,
(&1) ar J{o”ﬁ] r ﬁ"{axo) ar % +2 2 ov(a, )
S; = >
x X X X
+ 25‘;§;COV(Q,XO)+25§ECOV(B,XO)
(4.26)
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Donde

s U T
{::B _5/;,573 3181/6}

Cov(a, B) 139[(,31_2)"(/?1 )}
Cov(e%,) ZD[ﬁéﬂhy/( )}

Cov(p,%,) = —;721% {(Eﬂrﬁ - 1}

1

g o
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1

2

X _ 30| 73— o T[4 2 U
ﬁﬂ ﬂ2/3 351/6 352/3 27ﬂ5/3 1857/6

|

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.35)

(4.36)



u/'(/?) funcién trigamma evaluada con la expresion (3.82).

4.6. Distribucion Log Pearson tipo i

Las expresiones (4.23) y (4.26) pueden emplearse para obtener S; , posteriormente, el error

estandar puede transformarse a unidades lineales

)'(T(es" —e‘s”)
2

ST,x =

(4.37)

Con esta expresion es posible obtener los limites de confianza de la distribucion Log Pearson tipo lil.

4.7. Distribucion de valores extremos tipo | {Gumbel)

Estimacién de eventos
X; =0 ~a In[-In(1-1T)]

Desviacion estandar de los eventos X; por momentos

1/2

2
s =[%(1+1.1396kT+1.10kf)]

Donde

z, = —ln[— ln(1 - 1)] donde T = n+
T m
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(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)




o,

S -y

& estimado con la expresion (3.125)

Desviacion estandar de los eventos X; por maxima verosimilitud

aZ 1/2
S = {_n_ (11086 +0.514y, +0.6079y? )}

o]

4.8, Distribucion general de valores extremos

Estimacion de eventos

xT=o+%{1—[-LnF(X)]"}
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(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)



Error estandar de los eventos X; por momentos

( ]
K? oK 6 10
1+ Ky, "'“41(72 ‘1)"'5;1{272 ~3y! "6+K1(73 "27172 "771)]"'
" 1
st L
2
oK; 8 2 3, }
By, =3pap, =6y, + oy + 29249
L(a}ﬁ}{h Va¥4 72"'471}’2"'471"' ]
(4.47)
Donde
7, Y 7, son los coeficientes de asimetria y curtosis de la muestra.
¥s= s
o (wey”
(4.48)
V4= Mé‘
4T 7N
(wng
(4.49)
KT - IYTﬂ —F(1";ﬂ)
[rG+2p)-r(1+ p)
(4.50)
1
Y, =—In[1-
‘ ”( T)
(4.51)
K _ {WnY,-6p)-(-6)s,-6:) (6 -GP) (5, -G
oy~ Ple, -G 6P -GG,(P +2R)+ 2GR |- (6, - 36,6, +2G; G, - GiP )}
(452)
G, =Ir(1+1B) r=123
(4.53)
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P=y(1+1B) r=123

(4.54)
Desviacion estandar de los eventos X, por maxima verosimilitud
, 2 172
dw dw
S, = {Var 0+ 2wCov (0, @ )+wVar @ + (E,E] Var B+ 23;5 [Cov(p, B)+ wCov(a, B)]
(4.55)
Donde
2
Varo=b%
n
(4.56)
2
Vara =a a
n
(4.57)
Var f = ¢
n
(4.58)
2
Cov(v,a)= %ﬁ
(4.59)
Covfo,p) =2
(4.60)
Cov(a, p)= %%
' (4.61)
1 _ e‘ﬁ 141
B
(4.62)
v _ Ve " —w
dp B
(4.63)
Y, = =In[in T in(T ~1)]
(4.64)

Donde a,b,c,f,gs y h son los elementos de la matriz de varianza-covarianza dados por las
expresiones en (3.163).
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CAPITULO 5
DISTRIBUCIONES MULTIVARIADAS DE VALORES EXTREMOS

5.1.Desarrollo de la teoria de valores extremos

La teoria de los valores extremos describe el comportamiento aleatorio de los n-ésimos valores mas
grandes o mas pequefios de una muestra de datos.

La historia de los estadisticos de valores extremos comenz6 en 1922, en Alemania, con un
articulo de L. Von Bortkiewicz, donde se pone de manifiesto que los valores mas grandes de muestras
tomadas de poblaciones normales son variables que tienen una nueva distribucion.

En 1923, R. Von Mises, también en Alemania, introduce el concepto matematico fundamental
del valor esperado del elemento mas grande de una muestra de datos, dando con ésto el inicio al
estudio de la distribucion asintética de valores extremos en muestras de distribuciones normales. Los
valores mas grandes en muestras diferentes a la normal fueron estudiadas por E. L. Dodd en 1923.

En 1925, L. H. C. Tippet obtuvo las probabilidades de los valores mas grandes para diferentes
tamafios de muestra de una distribucién normal.

En 1927, M. Fréchet publico el primer articulo donde describe la obtencion de la distribucion
asintotica del valor mas grande de una clase de distribucion individual.

En 1928, R. A. Fisher y L.H.C. Tippet publicaron el articulo que es considerado el cimiento de la
teoria asintética de las distribuciones de valores extremos. Elios encontraron, en forma independiente,
la distribucion asintética de Fréchet, y construyeron otras dos.

R. Von Mises (1936) y B. Gnedenko (1943) contribuyeron al dar las condiciones necesanas y
suficientes para validar las distribuciones asintéticas para los valores mas grandes.

Los desarrolios tedricos de los afios veintes fueron seguidos, en los afios treintas por
aplicaciones practicas usando los estadisticos de valores extremos de distribuciones del tiempo de
duracion de la vida humana (Gumbel, 1937 ), y la resistencia de materiales (Weibull, 1939).

Desde entonces, estos procedimientos han sido aplicados extensivamente a otros campos que
incluyen sismos, datos meteoroldgicos, efectos de corrosion, tiempos de sobrevivencia de
microorganismos, etc.

Con respecto a sus aplicaciones en el analisis de frecuencias de gastos maximos y minimos
estan los articulos hechos por Gumbel (1941, 1944, 1945, 1947, 1954).

En articulos pioneros Gumbel (1959, 1960a, 1960b, 1962) propone algunos tipos de
distribuciones exponenciales bivariadas y extendié su teoria a las distribuciones multivariadas de
valores extremos.

Los trabajos de Clarke (1980), Rueda (1981) y Raynal (1985) reportan reducciones
significativas en la variabilidad de los parametros estimados mediante las distribuciones bivariadas.

Después de estos trabajos, se ha reportado el desarrolio y aplicacion de la aproximacion
bivariada de valores extremos ajustada por maxima entropia y la extension del modelo logistico
trivariado, ajustado por maxima verosimilitud, a la solucién de algunos problemas hidrolégicos
(Escalante, 1991; Escalante y Raynal, 1994, 1998; Escalante y Dominguez, 1997, 2001 y Escalante
1998a,1998b).
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5.2. Génesis y caracteristicas de las distribuciones univariadas de valores extremos

El nombre de valores extremos es asignado a estas distribuciones debido a que estas pueden ser
obtenidas como distribuciones limite (n — =) de los valores mas grandes o mas pequefios entre n

variables aleatorias independientes, cada una teniendo la misma distribucién continua.

Las condiciones basicas que definen a las distribuciones asintéticas extremas son
a) Las observaciones de la cual los valores extremos son tomados deben ser independientes
b) Las observaciones deben ser confiables y estar hechas bajo condiciones idénticas
¢) El numero de observaciones extremas, n, debe ser grande. El qué tan grande debe ser n depende

de la distribucion inicial y del grado de precision buscado.

Si x,,X,,..,X, €5 una muestra aleatoria de una poblacion continua F(x), el r-ésimo valor
mas grande es Ilamado el estadistico de orden r ; su valor se denota como x, . El valor mas pequefio
es x, y el mas grande x, . Puesto que la distribucién F(x) puede interpretarse como la probabilidad de
que X < x, entonces, la probabilidad de que exactamente un nimero j de las x este en intervalo
(~0,x] y un nimero n-j este en el intervalo (x,.0) se obtiene sustituyendo F(x) por la
probabilidad en la serie Binominal

me(x>[1—F(x>r-f
(5.1)

el evento x[r]<z ocurre si y solamente si un nimero r o mayor de las x esta en el intervalo
(- ,z]. Por lo que:

]P0 <2133 P - Fe
(5.2)

En particular, la funcion de distribucién de los elementos mas grandes de la muestra de una
poblacién con distribucion F(x) es

Flx(r)]= Flx(n))
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Si existe una forma limite para los valores mas grandes de x,

Lim Flx(n)]=L(x)

(54)
Entonces la funcion se llama la distribucion asintética de los valores mas grandes.

Se dice que F[x(n)] es una distribucion estable para los mas grandes valores, si existen
coeficientes de atraccion a,>0y b, >0 tal que

[FOY =F (&, x+b,)

(5.5)
Esta ecuacion fue obtenida por Fréchet (1927) y es llamada el postulado de estabilidad.

Las distribuciones limites fueron obtenidas al resolver la ecuacion (5.5) considerando el valor
de a, =1 para la distribucion Tipo | (Gumbel) y a, =1 para las distribuciones Tipo It (Fréchet) y
Tipo Il (Weibull), sus formas finales son

Tipo |
F(x)=exp (-exp *), c0<x<w, >0
(5.6)
Tipo ll
F(x)=0 six<0
(6.7)
F(x)= expl-x*) six=0, £>0
(58)
Tipo lil
F(x)=1si x>0
(5.9)
F(x)=exp [ (x#)] si x<0, g<0
(5.10)
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Jenkinson (1955) obtuvo la solucion general de la ecuacion funcional que deben satisfacer los valores
extremos (expresion 5.5). A la solucion se le llama “distribucion general de valores extremos™ (GVE),
la cual representa directamente a las distribuciones Il y lll. La distribucion tipo | resulta como un
condicion limite de la distribucion general de valores extremos.

Como se mencion6 en el apartado 3.15, cada distribucién se caracteriza por el valor que toma
el parametro de forma g .

5.2.1. Genesis de la distribucion GVE

Si se consideran N muestras, cada una de tamafio n, que han sido tomadas de la misma poblacion. Y
en cada muestra hay un valor maximo y el valor mas grande en las Nn observaciones se obtiene de los
N valores maximos tomados de muestras de tamafio n. La distribucidn del valor maximo en las Nn
observaciones tendera hacia la misma expresién asintética tal y como la distribucion del valor maximo
en las muestras de tamafo n, siempre y cuando exista tal asintota.

Dado que una transformacion lineal no cambia fa forma de la distribucion, la probabilidad de que
el valor maximo sea menor que x debe ser igual a la probabilidad de una funcion lineal de x , (Gumbel,
1958), la cual se representa por fa expresion (5.5).

Si F= exp[—e" (‘)] y tomando dos veces el logaritmo natural en (5.5) se tiene que

in(n)-y(x)=-y(a, x+b,)

(5.11)
Si se expande (5.11) en potencias de (x-x, ), donde y(x,)=0, sellegaa
In(n) = -y(bn + anx0)+ (X - XO)[y'(XO)_ any'(bn +d8,X )]+
(x ‘2:(0 —[y"(xo)——afy"(b,, +a,,x0)]+
(5.12)

Dado que la expresion (5.12) es valida para el rango de valores de x , se pueden obtener las
siguientes ecuaciones

— y (b, +a, x,) = In(n)

(5.13)
y'(x,)-a,y'(b, +a,x,)=0
(5.14)
YO(x,) -2,y (b, +2,%) =0
(5.15)
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Donde (t) se asocia al orden de la derivada y . Para t > 1, y con las expresiones (5.13) a (5.15)

y(l)(anfan Xo) = y(l)(xo)

[y'(bn *a, X )}l) [y (x, )]m

(5.16)

El miembro de la derecha de la ecuacion (5.16) depende solo de t y puede escribirse como C, .
Dado que para valores que varian con n, (b,, ta, xo) toma todos los valores en el rango de x, se
tiene que para t > 1. Generalmente, la expresion (5.16) se transforma en

Y=Ly ()

(5.17)
Que al diferenciarla con respecto a x queda como
y*O(x)=tC.C, [y C)f
(5.18)
Y la relacion recursiva para C, es
C,=tC,C, para t21
(5.19)
De donde se obtiene
Cr = (t -1 )’ C; 2
(5.20)
De las expresiones (5.17) y (5.20)
y" (x)={t-1yC, !-z[y'(xo)]r
(5.21)
La expansion de y(x) en potencias de (x—x,) es
(X - x
y (0= 3% %) o)
=l 4
(5.22)

85




Y sustituyendo y(x, } como aparece en (5.21) y haciendo los cambios de variable de y'(x,) por w , C,

por k y 1 por a, se tiene
wk ’

y(X)=% i@(_})_‘

ot
(5.23)
Estoes
y(x) = _1 /nli - _),(___XQ:{
k a
(5.24)
(x-x)=a(t-¢)
(5.25)
1y 1
y'(x)= ;[a—(x—xo)]
(5.26)
Finalmente, de las expresiones (5.13) y (5.14) se tiene
a, =n"
(5.27)
b, = (x, +a)1-n)f
(5.28)
La expresién (5.5) se puede planetar como
F* =[xy + (x=x, )] = P[x, +a(t+n* )+ n (x=x, )
(5.29)

En la que situando arbitrariamente el origen de x en y =0, produce finaimente la solucién
general a partir de (5.25) como

x=a(1-e"")

(5.30)
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O bien su inversa

y(x)=- %In (1- g )
(5.31)

Si en esta solucion se considera la existencia de una parametro de ubicacion v y si la
constante a representa el cociente del parametro de forma £ sobre el parametro de escala a, se
tiene la forma final de la funcién de distribucion de probabilidad general de valores extremos de la
expresion (3.143).

Las caracteristicas y propiedades de las distribuciones Gumbel y GVE son de acuerdo con
Natural Environment Research Council (1975).

a. Distribucién de valores extremos Tipo | (Gumbel)

La funcion de distribucién acumulada y la densidad se expresan de acuerdo con (3.122) y
(3.123). Si se considera la variable reducida de la expresion (3.128), entonces se tiene

F(x)=exp|-(exp" )]

(5.32)
1 B .
)= expl-y (x|
(5.33)
Ademas, la media y varianza de la variable reducida son
u=0.5772
(5.34)
2
2.7
76
(5.35)

b. Distribucion general de valores extremos

Las caracteristicas y propiedades para esta distribucion deben ser establecidas para cada una
de sus ramas.

La refacién entre la general de valores extremos y la variable reducida de valores extremos tipo
les

Xx=v+a W
(5.36)
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Donde W es la variable reducida general de valores extremos

(6.37)
La distribucién general de valores extremos es Tipo Il cuando
a
a>0 B <0, v+—<x<0
(5.38)
Si se define una variable reducida y para la distribucion de valores extremos tipo il como
.V2=1_(§;g),3: 05}'25°°
a
(5.39)
Sus correspondientes funciones de distribucion y densidad son
6(y,)=expl-y"*)
(5.40)
1/ -1
9(y,)= —%exp(— yi'?)
(5.41)
La media, varianza, sesgo, mediana y moda de la variable reducida y, son
p=T(1+ 8 )
(5.42)
o?=r(1+24 )-1*(1+ 8 )
(5.43)
y=F(1+3,B )-30(1+2B8 Jr(1+ B ) +2r°(1+ B )
[rt+2 )-r2 1+ )}
(5.44)
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y,* ={0.69315)”

(5.45)
y#=(1-8 )
(5.46)
La distribucion general de valores extremos es Tipo Il cuando
a
a>0 B >0, ~o<XSV+—
(5.47)

Si se define una variable reducida y para la distribucién de valores extremos tipo Il como

—y3=1—-[x—‘—'i)ﬂ, sy, <0
a
(5.48)
Sus correspondientes funciones de distribucién y densidad son:
G(ys)=exp |- y)/7))
(5.49)
oy WA
00)=- 1] ol (7]
(5.50)
La media, varianza, sesgo, mediana y moda de la variable reducida y, son
p=-T(1+p)
(5.51)
o?=T (1428 )-T*(1+ B )
(5.52)
= ~T(1+38 )-3r(1+28 J(1+ 8 ) -2’01+ 8 )
Ic@+2p )-r2(1+ g )"
(5.53)
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y,* =—(0.69315)”
(5.54)

y#= ‘(1' B )ﬂ
(5.55)

5.3. Génesis y caracteristicas de las distribuciones bivariadas de valores extremos

Los articulos pioneros de Finkelstein (1953), Gumbel (1958) y Tiago de Olivera (1958) dieron
los fundamentos tedricos para el anélisis de las distribuciones bivariadas de valores extremos.

Una distribucion asintética bivariada se caracteriza por las siguientes propiedades
a) Las distribuciones marginales son asintéticas extremas

b) Es estable (cumple el postulado de estabilidad)

c) Posee una funcién de densidad

d) Se elimina el caso trivial donde la distribucion multivariada es el producto de las
distribuciones marginales extremas.

Sean (x,,y;) pares de variables aleatorias independientes, cada uno con la misma distribucion
conjunta F(x,y). Puesto que x,,..,x, son variables aleatérias continuas, independientes e
identicamente distribuidas, es posible encontrar transformaciones lineales

X, = 8, Xpe + b,

n""max

(5.56)

tal que x, tenga una distribucion limite para n — o0 que sea uno de los tres tipos de distribuciones de
valores extremos.

Habra también una transformacion del tipo (5.57) con propiedades similares.

yn =Cnymax +dn
(5.57)

La funcién de distribucién conjunta de [méax(x;),max(y,)] es

Plmax(x,) < x,max(y,)< y]=F"(x,y)
{5.58)
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Expresando la funcion de distribucion acumulada bivariada por F(x,y), se tiene

F(X,Y)zn’:i—’)noo[an X+b, c, y+dn]

(5.59)
Esta expresion es una extension de (5.4) y (5.5).

La distribucion conjunta limite de x, y y, para n — oo es una distribucién bivariada de valores

extremos.

Entre las distribuciones bivariadas se encuentran los llamados modelos diferenciales (aquellos
que cuentan con una funcién de densidad ) y los no diferenciables. Entre los de la ultima clase se
encuentran (Tiago de Oliveira, 1982): el modelo biextremo, el modelo Gumbel y el modelo Natural.
Estos modelos no cuentan con una funcién de densidad de probabilidad explicita, lo cual hace que la
estimacion de parametros sea muy complicada.

Entre los modelos diferencibles se tienen el logistico y el mezclado. Tales nombres les fueron
asignados debido a que en el primer caso, la diferencia de las variables reducidas, cuando ambas
marginales son distribuciones Gumbel, tiene una distribucion logistica estandar. En el segundo caso, el
modelo tiene una funcién de dependencia que parte de una mezcla de las funciones marginales para los
casos de independencia y dependencia, cuando éstas son distribuciones Gumbel.

El modelo mezclado es de 1a forma

-LnF(x)  -LnF(y)

el ]|

(5.60)
Donde
m, (0<m<1) es el parametro de asociacion
Para m =0 se tiene el caso de independencia
F(xy.m)=F(x) F(y)
(5.61)

5.4. Modelo logistico bivariado

Dado que el modelo logistico bivariado tiene mayor versatilidad que el modelo mezclado (amplios
rangos del coeficiente de correlacion y del indice de dependencia, los cuales permiten aiternativas mas
alla del caso de independencia), es aconsejable (Raynal, 1985) su aplicacion a la solucion de problemas
de analisis de frecuencia en Hidrologia.

El modelo tiene la forma

F(xym)= eXPH("” FO) T+ (- Fly) 1 |7

(5.62)
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Para

FOF(y) < Flx.y) < min[F(x)F(y)]
(5.63)
Donde
F(x)y F(y) son las funciones de distribucién marginal

m, (m>1) es el parametro de asociacion bivariada

Para m = 1, la funcion de distribucion bivariada se reduce al caso de independencia (5.61).

Gumbel (1962) mostrd seis posibles funciones de distribucion bivariada, mediante el empleo de
las tres asintotas [(5.6),(5.8)y(5.10)] como funciones marginales dentro del modelo logistico. Raynal

(1985) redujo las posibles combinaciones a tres, al utilizar como marginales a las distribuciones Gumbel
y GVE. Escalante (1998a) propone el empleo de la distribucién de valores extremos tipo | de dos
poblaciones (Gumix) como marginales del modelo logistico.

Si se utiliza el niumero 1 para identificar a la distribucién Gumbel, el 2 para la GVE y finalmente
el 3 para la Gumix, entonces las posibles combinaciones de las distribuciones de valores extremos
bivariadas (VEB) son VEB11, VEB12 0 VEB21, VEB22 y VEB33.

Por ejemplo, si F(x) y F(y) son del tipo de la expresion (3.122), entonces las funciones de
distribucién acumulada y densidad bivariada (VEB11) tendran la forma

- 0y o[ yve 1/m
F(Xi'yi;uvapuz,az,m )= exp < -| e ""['{;1*) +e [yaz )
(5.64)
R x- vy 1o 1/m
f(x,,yi;u1,a1,02,a2,m)=e (a1 iea(azJ expd - [ e'm(a‘aJ + e (yazJ } l
10
X- vy vy 1/m -2 x- o, " 1/m
[" = 3 } <m-1>+{e = e"’(’a’]} |
J
(5.65)
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Estimadores por maxima verosimilitud

La funcién de verosimilitud de n variables aleatorias esta definida como la densidad conjunta de esas
n variables, y es una funcién de los parametros.

Si (x,,y,) es una muestra aleatoria de una densidad bivariada, la correspondiente funcion de
verosimilitud es

L(xy.6,)= ﬁf(xi»)'uoi)

i=

(5.66)

Dado que las muestras que se analizan no tienen igual longitud de registro (Figuras 5.1 y 5.2),
es necesario tener una formulacion suficientemente flexible para cubrir todos los posibles arreglos de
los datos. Tal formulacion esta basada en la generalizacion hecha por Anderson (1957).

Sitio A XX,

Sitio B YooY,

Figura 5.1. Minimo arreglo muestral bivariado

Sitio A Xpoer Xy 1 X X

N+ Pngng
Sitio B

ynpd""!yn,«tnz !yn,+nz+1""’yn|+n,+n3

Figura 5.2. Maximo arreglo muestral bivariado

La correspondiente funcion de verosimilitud para el maximo arreglo muestral es

L(xy,8)= [Hf( P w)]h [lﬂlf( X\ Vi @(2))}’ z [f‘[f( q, 9‘,(3))}'3

i=9

(5.67)

93




Donde

n,  eslalongitud del registro univariado antes del registro comun n,

n, eslalongitud del registro univariado después del registro comun n,

p es la variable que representa a los eventos del registro n, antes de n,

q es la variable que representa a los eventos del registro n, después de n,

X,y  son las variables relacionadas en forma bivariada durante el periodo n,

=1 si n>0
=0 si n=0

7 vector de parametros

Dada la propiedad de que el méaximo de una funcidn y de su logaritmo ocurren en el mismo
punto y debido al hecho que las expresiones que se obtienen al sacar el logaritmo de la ecuacion (5.67)
son mas faciles de manipular, entonces, se empleara la funcion de verosimilitud logaritmica

nL{%,0)= [Z":I" f(pi, 9,'(1))]“2 [Zn: In f(x,., Vi @(2)):} +h [Zn: In f( 9 9:(3))}
= pe

i1

(5.68)

Los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros de las distribuciones bivariadas de
valores extremos son aquelios para los cuales la ecuacion (5.68) es maximizada. Para obtener dichos
estimadores se requiere de un procedimiento de optimizacion del tipo de busqueda directa, ya que el
método indirecto proporcionado por el célculo diferencial no puede llegar a soluciones analiticas, debido
a la complejidad de las funciones asociadas a las densidades de probabilidad bivariadas.

Dadas las caracteristicas de la funcion a optimizar, el procedimiento recomendado
(Raynal,1985) es el algoritmo de optimizacion no lineal multivariado restringido de Rosenbrock
(Rosenbrock 1960; Kuester y Mize, 1973).

Para el caso de la funcion VEB11 la funcién de verosimilitud logaritmica a optimizar es

InL( xy,8,) =, {—m Ina, +§:(A1 —AQ)}+I3 {—n3 Ina, +i(B1 —Bz)}+

12{— ny(ina, +Inay)+ 3[C, +D, +In(E3)+In(m—1+E2)+E2]}

i=t

(5.69)
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Sujeta a

a; >0, i=12
m>1
n, >10
(5.70)
Donde
;i — U
a={ 222 | 4, = enln)
aP
B,=-| % =% | B, —exp(B,)
\ %
¢, =~ X7t J C,=mC,, C, =exp(C,)
a,
D, =- :Vi_‘ﬂz,} D, =mD,, D, = exp(D,)
a,
E1 _ Ca +D3, Ez - E1(1/m), E3 — E1[(1/m)-2]
(5.71)

Estimadores por maxima entropia

Si se extiende el procedimiento visto en el apartado 2.7 al caso bivariado, las expresiones (2.41) a
(2.45) se transforman en

[ - o]

I[f]=l[x,y]=—_" ff(x,y)ln[f(x,y)]dxdy 0<x<ow; 0<Sy<w

-0 -

(5.72)
C,'='f fgi(x,y) f(x,y)axdy; i=12..w
N (5.73)
.y exp[ Zalg X,y :]
i=t
(5.74)
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[+ oI o]

[ ] flxy) dxay=1

-0 =00

(5.75)

Para la distribucion VEB11 y considerando solamente el caso del arreglo muestral de la figura

5.1y la funcion de densidad conjunta (5.65) se tiene (Dominguez, 1995)

~0 —0

n-17 {e""'(‘;i"] e

o o«

.f .ff(x, y pixdy =1

-0 -~

Las restricciones son:
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(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)



_ . 1/m
C,=E{n {e—m(x"‘u’L e_m(y—";q =1-m¢

(5.81)
Cs=E{in (m—1)+[e-m(%]+e_m(%:z]]
~ in(m—1)+ =& [In(mn—;1)]—£ 6™ _em- ; g—_1)*k(r:!—1)‘
(5.82)

Donde ¢=0.57716 (Constante de Euler).

Jowitt (1979) and Phien (1986) desarrollaron un procedimiento para estimar los parametros
univariados de la distribucidn Gumbel por maxima entropia. Si se extiende el método al caso bivariado,
los parametros se pueden obtener al resolver el sistema de ecuaciones no lineales por el proceso
iterativo de Newton-Raphson. Con el fin de obtener una rapida convergencia se sugiere iniciar el
procedimiento con los valores de los parametros (uv,a,,v,,@,) obtenidos con el ajuste de la

distribucion univariada, expresion (3.122), a las dos muestras analizadas.

Gumbel y Mustafi (1967) obtuvieron la relacion numérica entre el coeficiente de correlacion p y
el parametro de asociacion m para la distribucion bivariada Gumbel como

(5.83)
De esta expresion un valor de m = 2 corresponde con un valor del coeficiente de correlacion

lineal igual a 0.75. Tal valor puede considerarse como un valor inicial del parametro de asociacion m
dentro del proceso bivariado.

El procedimiento para obtener los parametros bivariados por POME es resuelto mediante un
proceso iterativo (Escalante y Dominguez, 1997).

El conjunto de parametros se estiman como
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(o]  [a] [P]
v, U, Q
a,| =|a,|-M"|R
v, v, S
(ml Lml LT)

Donde

i=

T=i In{(m—1)+[e~m[%J+e—m(!%]] "} _

n1{ln(m 1)+ 1-e™[In(m-1)]-¢ e &' i (=1 (m-1) } _0

m m kk!

98

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)



o’ ® &P &> P]
oa, ov, oa, ov, om
QA A A A
o, ov, oa, ov, om
M- % R R R R
oa, ov, oa, ov, om
s s &/ X &
oa, v, oa, ov, an
a g a.a. g
| O, ov, da, ov, an |
(6.90)
Aproximando los elementos de M por sus correspondientes esperanzas se obtiene
([l Jee] Jeel Jee] Jeo]
E| — E — E| — El — E| —
| Oa | | du, | | Ca, | | O, | ul
el f 0 T 0] el el
dal dal Ja] Ja] Ja
Lﬁa1 _&)1_ __5a2_J Lauz_ L am |
o] " 0 1 r o © ]
Mi=lg R| HR| fR| JR| H&
oa, | | Ov, | oa, | | OV, | | am
& | [ &8 ] [ &8 ] [ &5 ] (&S]
E| — E| — E| —— E| — E| —
oa, | Oy | | Oa, | | Ov, | | am |
g ] dT| dT| Hor
oa, | | Ovy | | Jar, | | OV, | | am ] |
(5.91)
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’21[3-25—4;1/(3) 1 21

—} r=12
2

ot
4m 4m
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(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)



(5.104)
E fr_}p-"' r=12
| Ov, | 2me,
(5.105)
a] ¢ C 1 B-m B&(-1)A" (1 1) 2, (- 1) A"
=2y AT ANETR LBl L
[a'm] i e RSP TR 3 P2
(5.106)
Donde
A=m-1)  A=ih(A)
B,=exp(m-1), B,=AB,
C,=1+¢B,+8B,, C,=1-(B,-B,
(5.107)

El proceso puede resumirse como:

Paso 1: Proponer los valores iniciales de a, v, @, v, y m expresados como a’, v’, &, v° y m’.

Paso 2: Calcular P, Q, R, S, y T de acuerdo con las expresiones (5.85) a (5.89). Si son cercanos a
cero, entonces se detiene el proceso, de lo contrario se continua.

Paso 3: Calcular las correcciones da,dv,,da,,dv, y dm considerando que day = @y, ~ Ay, -

Paso 4: Actualizar los estimadores con ¢, = @’ +da,.

Y se repite el procedimiento.
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5.5. Génesis y caracteristicas de las distribuciones trivariadas de valores extremos

Sean (x,, ¥,,2,) triadas de variables aleatorias independientes, cada uno con la misma distribucion
conjunta F(x,y). Puesto que x,,..,x, son variables aleatorias continuas, independientes e
identicamente distribuidas, es posible encontrar transformaciones lineales

Xn = anxmax + bn
(5.108)

tal que x, tenga una distribucién limite para n — <« que sea uno de los tres tipos de distribuciones de
valores extremos.

Habra también una transformacion del tipo de las expresiones (5.109) y (5.110) con propiedades
similares.

Yo :CnYmex+dn

(5.109)
Zn = fnymax + hn
(65.110)
La funcién de distribucién conjunta de [max(x, ), max(y, ) méx(z, )] es
Plmax(x;) < x,méx(y,)< y.méx(z,) < z]= F"(x,y,2)
(5.111)
Expresando la funcion de distribucion acumulada trivariada por F(x,y,z), se tiene
F(X’y’z)=nl_'_i_,)noo[an X+ bn 'Cn y+ dn'fn y+ hn]
(5.112)

La distribucién conjunta limite de x,, y, y z, para n — o es una distribucion trivariada de
valores extremos. Para la distribucion logistica, la distribucion limite trivariada tiene la forma

Fixy.zm)= exp{-[ (- F(x) Y+ (- F(y) '+ (- F@) Y ]
(5.113)
Para

FOOF()F(y) < F(x.y,z) < min[F(x)F(y JF(2)]

(5.114)
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Donde
F(x),F(y), F(z) son las funciones de distribucion marginal
m, (m>1) es el parametro de asociacion bivariada

Para m = 1, la funcion de distribucion bivariada se reduce al caso de independencia.

Si se utiliza el numero 1 para identificar a la distribucion Gumbel, el 2 para la GVE y finaimente
el tres para la Gumix, entonces las posibles combinaciones de las distribuciones de valores extremos
Trivariadas (VET) son (Escalante,1991, 1998b); VET111, VET112, VET122, VET222 y VET333.

Por ejemplo, si F(x), F(y) y F(z) son del tipo de la expresion (3.122), entonces las funcion
de distribucién acumulada (VET111) tendra la forma

1/m
F(X,¥,2; 000, Up 00 a,m)=exp i -l @ * @ /+e % /4g 1@

(5.115)
Estimadores por méxima verosimilitud

Siguiendo el procedimiento propuesto para las distribuciones bivariadas, los parametros se estiman
considerando los posibles arreglos de las muestras analizadas (figuras 5.3 y 5.4).

Sitio A XpersXp,
Sitio B Yo,

Sitio C Z,...,2,

Figura. 5.3. Minimo arreglo muestral trivariado

Sitio A Xy,...,X, , X X

n+124001 Apyan, 'xn,+n2+1""'xn.+n,+n3

Sitio B

yn,+1""! yn,+n2 'yn1+n2+1""ryn,+n2+n3 'yn,+nz+n3+1!"'l yn1+n2+n3+n4

Sitio C Z b4

n‘+n2+11'“’zn,+n2+n3 'Zn{+n2+n3+1""! Ny+Ny+My+0y 'Zn‘+n2+n3+n.+1!"'Zn,+n2+n3+n.+n5

Figura. 5.4. Maximo arreglo muestral trivariado
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La correspondiente funcién de verosimilitud para el maximo arregio muestral es

m

L(xy.2,6)= {Hf(P,, ][,ij(f?i.qiﬁ)}“ {’ij(x,,y,,z, }[Hf ’“s"e}“[nf(r’ﬁ)}lﬁ

i=1

(5.116)

Donde

n, es la longitud del registro univariado antes del registro comun bivariado n,

n, es la longitud del registro univariado después del registro comUn bivariado n,

n, es la longitud con registro comun en forma trivariada

p es la variable que representa a los eventos del registro n, antes de n, y/o n,

q es la variable que representa a los eventos del registro n, antes de n,

r es la variable que representa a los eventos del registro n, después de n, ylo n,

q es la variable que representa a los eventos del registro n, después de n,

Xx,y,Z son las variables relacionadas en forma trivariada durante el periodo n,

=1 si n>0
;=0 si n=0

[ vector de parametros

La funcién de verosimilitud logaritmica a optimizar con el esquema de Rosenbrock sera muy
similar a la expresion (5.68), solo que para el caso mas general se tendran dos parametros de
asociacién bivariada y uno trivariada.

InL(xy.z,0)= |, {ilnf(p;, 0)]+I2 [Zln f(p. q, 0)} +1, [ilnf(x,.,y,,z,, 0)}
i=4 i=1 i=1

+l, [Izz;lnf(r,, s, 9)] I, liélnf(r,-, 9)]

(5.117)
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CAPITULO 6
ANALISIS DE CORRELACION Y REGRESION LINEAL

6.1. Conceptos de correlacion y regresion

La correlacion se define como una medida de dependencia lineal entre una variable aleatoria y otra u
otras variables. Para el caso de la asociacion entre dos variables se tienen los procesos hidrologicos
lluvia - escurrimiento, escurrimiento - descarga de sedimento, lluvia - descarga de sedimento y
temperatura del agua - contenido de oxigeno. Para el caso multivariado, se puede asociar al
escurrimiento las caracteristicas fisiograficas y/o meteorolégicas del sitio analizado.

A la expresion matematica que define la relacion entre variables se le llama ecuacion de
regresion. Cuando se correlacionan dos variables la relacién se conoce como regresion simple. Cuando
una variable se correlaciona ccn dos 0 mas se trata de una relacion o regresion mditiple.

El analisis de regresion se lleva a cabo considerando que las variables dependiente e
independiente (s) cumplen que:

1) Pertenecen a una distribucion Normal. Si este no es el caso, se debe efectuar un proceso de
transformacion normalizante.

2) Estan espacialmente correlacionadas (coeficiente de correlacion lineal diferente de cero).

3) Son serialmente independientes (apartado 7.3).

6.2. Proceso de normalizacion de Box-Cox de doble potencia

La mayor parte de la teoria de probabilidades y de las técnicas estadisticas se ha desarroliado tomando
en cuenta que las variables que se modelan se distribuyen en forma Normal (y =0, x = 3).

En Hidrologia es bastante dificil encontrar muestras normales ya que a menudo presentan
valores del coeficiente de asimetria g > 0.

Con el fin de utilizar los modelos de regresion se requiere establecer un proceso de
normalizacion que puede llevarse a cabo aplicando las expresiones (6.1) y (6.2), que son parte del
proceso de transformacion conocido como de Box-Cox (Chander, et al, 1978).

A
w’=—(—&—)zﬂ l¢0, XI>0
(6.1)

w,=Inx, A=0, x,>0
(6.2)

Donde
X;,i=12,...,n serie a normalizar
w,,i=12..,n serie transformada de primer paso
A parametro de transformacion de potencia.
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Cabe mencionar que esta técnica solo normaliza el coeficiente de asimetria (g = 0) pero no el de
curtosis (k = 3).

La correccion para la curtosis se puede lograr con una segunda transformacion de la forma.
] _ 3
t = (’Wi - Wf)

(6.3)
Donde

t,i=12,.,n serie transformada de segundo paso, el signo de ¢, es igual al de (w, — w).
W media de los valores de la serie w;.

o~

3 parametro de transformacién de potencia (35 > 0)
0<3 <1 silacurosis de la serie w,, k, > 3.
3I>1

si la curtosis de la serie w,, k, < 3.

Ademas de transformar cualquier serie de datos, este procedimiento puede emplearse en
estudios hidrologicos para obtener el gasto maximo anual de cierto periodo de retorno Q.

Si en la expresion (6.1) la serie x, representa a los gastos méximos anuales Q,,i =12,...,n, de
una estacion cualquiera, entonces el evento Q; se puede obtener como

QT = (A« WT + 1)1/1

A=0
(64)
Qr = exp(w;) A=0
(6.5)
Donde
W, =w,'+w
(6.6)
W,'= Gt} )“S, w;' tiene el mismo signo que f;
6.7)
vo!Sw
ng
(6.8)
f.=f+8, U;
(6.9)
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(6.10)
12
=]
(6.11)
U; = N(0,1) variable con distribucién Normal estandar
(6.12)

Ejemplo 6.1. Normalizar la serie de gastos maximos anuales de la estacion Axusco mediante la
transformacion de Box-Cox de doble potencia.

Serie Registrada  Serie Normalizada Serie Normalizada

Afio Q(m/s) A=-0083  1=-0.0833=0.8984
1960 369 3.118 -0.567
1961 22.1 2.729 -0.928
1962 432 3.234 -0.454
1963 1285 3.996 0.385
1964 135.7 4.032 0.421
1965 61.7 3.491 0.191
1966 96.6 3.803 0.185
1967 58.9 3.457 -0.227
1968 31.8 3.007 -0.672
1969 52.5 3.375 -0.313
1970 70.6 3.586 -0.084
1971 108.2 3.880 0.267
1972 1735 4.194 0.579
1973 257.8 4.448 0.816
1974 475 3.303 -0.386
1975 1249 3.977 0.366
1976 70.2 3.562 -0.089
1977 80.5 3.677 0.039
1978 260.6 4.455 0.823

Estadistico

s X 97.98 3.650 -0.001
S 69.53 0.472 0.496
g 1.37 -0.0003 0.018
K 5.19 3.274 3.000

Tabla 6.1. Serie normalizada de la estacion Axusco con la transformacion Box-Cox de doble potencia
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6.3. Regresion lineal simple

Las técnicas de regresion son el medio para estimar los parametros de un modelo matematico que
expresa la relacién de una variable dependiente o respuesta Y, la cual no se puede controlar en un

experimento, en funcion de una o mas variables independientes o de regresién X, X,,..., X,, las cuales

se miden con un error despreciable y en algunos casos se controlan en el experimento.

La relacion fija para un conjunto de datos experimentales se caracteriza por una ecuacion de
prediccion que recibe el nombre de ecuacion de regresion. Para el caso de una variable dependiente
Y, y una sola variable independiente X, se puede plantear un modelo de regresién lineal simple
poblacional del tipo.

My =a+pBX
(6.13)

Donde
a y f parametros que se estiman a partir de los datos muestrales

Hyx valor esperado de Y dado que X ha ocurrido.

Si se consideran como estimadores de My« YB @ §,ay b, entonces el modelo de
regresion muestral o linea de regresion ajustada se puede plantear como

¢ =a+bx
(6.14)

El simbolo y se utiliza para distinguir entre el valor estimado que da la linea de regresion
muestral y un valor experimental real observado y, para algun valor de x;.

El modelo del tipo de la expresidon (6.13) no es exacto fisicamente, pues X e Y, son

normalmente variables aleatorias y, mas aun, su dependencia puede no conocerse en forma exacta.
Por ello, es mas preciso escribir el modelo como

Y=p, +E=a +B X+ E
(6.15)

Donde E es una variable aleatoria denominada término de error o perturbacion estocastica, la cual se
caracteriza por tener un valor esperado nulo, una varianza constante S?, es independiente de la
variable explicativa X y son independientes entre si.

Si existen n pares de valores (x;,y,) de las variables aleatorias (X,Y) y estén relacionadas
linealmente por la funcion

yi=a+bxi+€i i=1;2:'--1n
(6.16)
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Entonces

g=y,-9 =y, —(a+bx,)
(6.17)
Donde

g; se llama residuo y describe el error en el ajuste del modelo en el punto / de los datos.

Con las propiedades Elg,]=0, E [(g,. - ,us)zj= Ele?]=52 y Ele, g]=0.

El método de minimos cuadrados (apartado 2.5) entrega estimadores 4 y b de los parametros
de la expresién (6.16) al minimizar la suma de los cuadrados de los errores &;.

n n 2
min S = miny_ ? =minY [y, - (a+ bx,)]
i=1 i=1
(6.18)

Para encontrar el minimo se deriva la expresion con respecto a cada uno de los parametros y
se igualan con cero 8SS/6a=0y 0SS/ob =0, asi,

23 (y, ~a-bx)=0

i=1

(6.19)
-2>(y;—a-bx; ), =0
i=1
(6.20)
Que al resolver para el conjunto de parametros se tiene
Zyizxiz "inzxiyi
a=12 l':1 i=1n i=12 =y-bx
ny x: —[Z x,)
i=1 i=1
(6.21)
"foyi ‘Z:.XIZY«- 21(";' —XXY«' "7)
b= —i= i= i=2_=i= _ )
anf—(Zx,) Z(x,—x)z
i=1 i=1 =
(6.22)
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(6.23)
x I:n 1;()( _X)z]
(6.24)
n;y,
(6.25)
[ S0 y)ﬂ
(6.26)

La suma de los cuadrados y productos cruzados aparecen frecuentemente en calculos de
regresion, y se definen como

Sy = ’_ZL‘,(XI' -xJ = {sz —%(,-Z:‘X’Jz}

(6.27)
n n 1 n
Sy=20,-v¥ ={ny—5(;y,j }
i= i=1 \ I=
(6.28)
Sxy:Z(Xl_xxyi_y)'—_{inyi ZX Zy,}
i=1 i= i=1 j=1
(6.29)
Asi,
b=S,, /S,
(6.30)
El coeficiente de correlacion lineal simple se define por
1
r=~C—LV(X’Q=§5’——[B*1L, -1<r<1
S \ sf S,S,
(6.31)
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El coeficiente de determinacion, que es igual a la porcion de la varianza de y que es explicada por la
ecuacion de regresion, se expresa como

2
S", 0<r?<1

r’=p*7%
S,

(6.32)
De esta Ultima relacion se desprende que para r’ =0 la regresion no explica nada de la

varianza de las variables independientes. Cuando r? =1 no existen desviaciones o errores en torno a la
linea de minimos cuadrados, es decir, se tiene un ajuste perfecto,

6.3.1. Intervalos de confianza y pruebas de hipétesis

Lo que se puede esperar de un conjunto de datos (x;,y;;i=12,..,n) los cuales no forman
exactamente una linea recta, son los estimados para a y b. Sin embargo, si a la muestra se le
adicionan nuevos datos, entonces los estimadores 4 y b cambiaran.

En particular, las varianzas de los estimadores y residuales estan dadas por las expresiones

s23%

Var(a) = —n-'si‘u—
(6.33)
SZ
Var(b) = §;
(6.34)
2 _ 1 _ (Sxy)2
S - 'n—_——(syy Sxx \]
(6.35)

Si los residuales del modelo ¢ estdn normalmente distribuidos, esto eseg; ~ N(O,az),

entonces los estimadores a y b también lo estaran, asi, a ~ N[a,Var(a)] y b ~ N[b,Var(b)]

Los intervalos de confianza del 100(1—a )% de los estimadores 4 y b quedan definidos por
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a it{n—2,1~a/2)ﬂ’1‘; nS

(6.36)

b+t £
Tln-21-a72))
V Sy

(6.37)

Donde
t tiene una distribucion t de Student con (n—2) grados de libertad

Las expresiones (6.36) y (6.37) seran intervalos de confianza del 95% si « =0.05.

También se pueden hacer hipétesis sobre si los parametros estimados son significativos para la
prediccion de la variable dependiente, esto es, si es valida la hipotesis de que a =0, entonces el
modelo seria de la forma

y=bx+e
(6.38)
Esto es verdad si y solo si se cumple que H,:a=0
a
'r‘:l ,‘, <tp-21ar2)
Sy
o=t
i\ nS,
(6.39)
Si esto no se cumple se acepta la hipotesis H, :a# 0
Si ahora se considera valida la hipétesis de que b =0, el modelo de regresion seria
y=a+e¢
(6.40)

Esto es verdad si y solo si se cumple que H,:b=0
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1

b

el <H21-0r2)

! S

i S.
(6.41)
Si esto no se cumple se acepta la hipotesis H, : b # 0

También se pueden establecer intervalos de confianza del 100(1-a)% de la linea de
regresion § =a+ bx.

Var(p)= sﬁ[n ;11. . Qgi{f}

XX

s G

La amplitud del intervalo de confianza para y es funcion de un valor asignado x . La amplitud
es minima en x = X y se hace mas grande a medida que aumenta |x — X|.

(6.42)

(6.43)

6.4. Extension de registros por regresion lineal simple

La disponibilidad de registros simultaneos en dos estaciones de medicién puede ser Util para extender
el registro de uno de ellos a partir del otro.

No siempre los resultados son satisfactorios al extender un registro corto a partir de uno largo,
ya que los estimadores de los parametros de la muestra extendida deben ser estadisticamente
superiores a los que se obtienen con la muestra original.

Si se considera un par de secuencias de variables aleatorias, una corta y otra larga, de la forma

Y Yo,
X1, ’xn, !xn +1 'xn,+nz
(6.44)
La media y varianza de la serie corta se obtienen como
Zy,
"1 i=1
(6.45)
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(6.46)

La media y varianza de la serie de las x's en el periodo comin n, se obtienen de las
expresiones

1 &
X1=*Zx,

n =
(6.47)
S = ! i(x'_)ﬁ)z
X4 n1 _1 = t
(6.48)
La media y varianza de la serie de las x's para el periodo desde n, +1 hasta n,son
g = in‘+nzx
: n2 j=n+1 /
(6.49)
1 Ny+Ny
e p— X, —X
X3 n2 1/%1( j 2)2
(6.50)
Para la secuencia completa de la serie larga la media y varianza se expresan como
. 1 m+"sz - n1X1 +n2X2_
(n+n,) 45 m+n,
(6.51)
1 g 1 2nn
T — X, —XYf = | (n, =182 +(n, - 1)S% + 12 _(x,-x
= i o 3 = o 8+ 2
(6.52)

Las medias y varianzas de los estimados de las expresiones (6.45) a (6.52) son
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E[V1]=ﬂy

2

Var(y,)=

1
els; =]

28!
var(s;, )= (_'71%0

Elx,]= Elx,]=Elx]= 1,

2
Var(x,)= %
1

2
Var(x,)= %—

2

SZ
(n,+ ’72)

Var(x)=

Els;, |=€ls:, = Elsi]=s:

(st )= 25

(n~1)
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(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)




28]

Var(S?
( ) ('71 +n, 1)
(6.64)
El modelo de regresion lineal simple se puede expresar como (Matalas y Jacobs, 1964)
yi= My + ﬂ(xl — Hy )+ \/?:;Eio-ygi
(6.65)

Donde

~N(0,1) variable aleatoria Normal con media cero y varianza uno

2 .
1= pzay representa la componente de ruido

fo, coeficiente de correlacion poblacional

Si el término de ruido se multiplica por a8 y los parametros poblacionales se reemplazan por
sus estimadores muestrales, la expresion (6.65) se transforma en

9=y, +blx, - %)+ aew"liﬁrfsy‘a,

(6.66)
Donde
Zyl (X X!
b=
Z(X x«)z
(6.67)
ol = nz("1 _4)("1 -1)
- (nz - 1Xn1 - 3Xn1 - 2)
(6.68)
S,
r= bg;
(6.69)

8 Indicador para incluir (8 =1)o no (9 = 0) la componente de ruido
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Matalas y Jacobs (1964) obtuvieron los estimadores insesgados por maxima verosimilitud de la media
y y varianza Sf de la serie total extendida y,,.... Y, . ¥y 415+ Y, un,

y=y+ (1 )b(X2 X,)
(6.70)

8= _1)[(n1 —1)82 +(n, —1)p°S? +(nz—1)a292(1 r ‘n1n22)’b2(xz X1)2]

("1"’"2 h ( n

(6.71)

6.4.1. Criterios de mejora en la estimacion de la media y varianza

La mejora en la estimacion de la media y varianza en una muestra extendida se mide a traveés del
criterio del contenido de informacién relativa

_ Var(9)
var(3,)
(6.72)
Donde
Var(&) varianza del parametro 3 estimado del registro con longitud n,.
Var(8,) varianza del parametro 9 estimado del registro con longitud n, +n,.
[>1 para que exista superioridad al usar las dos estaciones.
Para el caso de la media, la varianza cuando se usan ambas estaciones es
2
Var(y) = —-{1 ~ T {rz - r)]}
n, +n, n,—3
(6.73)

La varianza de la media, tomando solo el registro original n, se obtiene con la expresion (6.54).

Para que exista una mejora en la media se debe cumplir que / > 1, es decir, Var(y) < Var(y,).

/=;Si/"_1= 14 ”2(2_ﬂ) >1
Var(y) (n,+n,Xn, -3)
(6.74)
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Para el caso de la varianza se tiene

Var(Sf):( r's; 20-rfs {H(anj . ny(n, +2) n2(n1+n2+2)}

n2+n1—1)+(n1+n2~-1)2 -3)n, - 5) (n,-3Y(n,-5)

.\ 4rf(1 - f/2 ﬁf [2(,,1 +n,)+n,—1+ "EI(SZ gﬂ (1( ﬁ)}s 4 [1 " (n, Sné;':fn::)— 1)}2

(6.75)

La varianza de la varianza, tomando solo el registro original n, se obtiene con la expresion
(6.56).

El estimado de la varianza se mejora si

,_Var(s; )

VariSf , >

(6.76)

Ejemplo 6.2. Extender el registro de gastos maximos anuales de la estacion Piaxtla, a través del uso de
la informacién registrada en la estacion Ixpalino.

En la Tabla 6.2 se presentan tanto los eventos registrados como las correspondientes series
normalizadas, al aplicar logaritmos naturales.

De acuerdo con el arreglo (6.44), la serie a modelar tendra los siguientes periodos: comun de
1958 a 1973 (n, =16 afios) y para ampliar de 1974 a 1983 (n, =10 afios).

De los datos se obtiene

g, = 162y, = 6.90499
i=1

/2

_6.90499) | =0.76869
S,, [16 1Z(y, )2}

1 16
X, =— > X, =1.10284
1 16§XI
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Estacion Piaxtla ~ Estacion Ixpalino  Estacion Piaxtla  Estacion Ixpalino

Afio a(m’/s) aQ(m’/s) y=h[a(m/s)]  x=mlam/s)]
1953 1046 6.9527
1954 709 6.5639
1955 1045 6.9518
1956 322 5.7746
1957 240 5.4806
1958 1344 1902 7.2034 7.5507
1959 510 722 6.2344 6.5820
; 1960 444 556 6.0958 6.3208
1 1961 821 864 6.7105 6.7616
; 1962 1276 1766 7.1515 7.4765
1963 2855 2205 7.9568 7.6985
: 1964 652 707 6.4800 6.5610
i 1965 614 1334 6.4200 7.1959
: 1966 631 842 6.4473 6.7358
1967 937 1056 6.8427 6.9622
1968 6399 6200 8.7639 8.7323
1969 799 872 6.6834 6.7708
1970 765 1020 6.6399 6.9276
1971 503 546 6.2206 6.3026
1972 3527 4365 8.1682 8.3814
1973 640 801 - 6.4615 6.6859
1974 1957 7.5792
1975 450 6.1092
1976 975 6.8824
1977 949 6.8554
1978 405 6.0039
1979 939 6.8448
1980 1374 7.2255
1981 2582 7.8563
1982 660 6.4922
1983 1440 7.2724

Tabla 6.1. Series registradas y normalizadas en las estaciones Piaxtla e Ixpalino.

1/2
S, = {16112()@ 710284)2] ~0.70219
i=1

126

3 'x, =6.91214

X
104
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% 1/2
[ Z(x —691214)2} = 0.59804

26
%= x, =7.02950
=1

1 % 1/2
S, = [EZ(X,( —7.02950)2} =0.65844
k=1

_Cov(xy) 051729
32 fsz (0.70219)0.76869)

=0.95835

r* =0.91844

16
> y,(x,~7.10284)

b= =1.04912
> (x, —7.10284)

i=1

10(12)15) 1"
[(9)((13))((14))} ~1,04828

Para la serie extendida y

10

y= b90499+%1 .04912(6.91214 —7.10284) = 6.8280

St=__
¥ 25 162(:50)(1 04912)(6.9124 - 7.10284

Si no se considera la componente de ruido, esto es 8 =0, entonces

S, =0.7114

120

—1<r<1

, [ 150. 7689) +15(1.04912) (0.65844 ¥ +15(1.04828) 6*(0.08156 )(0.76869)



Var(y, )= @11%4_)2_ ~ 0.03163

var(y)=© 712 41 { . [o 9181 Q;Q{,gl%)}} ~0,02053

- ((y ) =1.5404 >1 .. hay gananciaenlaestimacionde lamedia

)

4
Var(s? )= 2(0':151 4 — 003415

Var(§?)= 2(0.9583)° (0.7114)° _ 2(1- 09184)2(07114)‘[1+ 210) , 10(12) . 10(23)}
, 5 - (25 REDRBID)

(o 9184)(1-0.9184)0.7114)’ 10(12)
57 [2(26)+16—1+ (T(a){l

4 2
L A1-09184F Q7114 f, 28 ', o
m 13(23)

_Var(s?) 0.03415
" Varsz)~ 0.018

=1.8972>1 .. haygananciaen laestimacionde la varianza
El modelo de regresion para la extension se plantea como
9, = 6.9049+1.04912(x, — 7.1028)+1.04828(0.76869)\1-0.9184 G

Si se desea utilizar la componente de ruido @ =1, en caso contrario 8 = 0.

Los numeros aleatorios ¢, deben tener una distribucion Normal estandar. Estos numeros se
pueden generar con el procedimiento conocido como de Box-Miller.
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En las tablas 6.3 y 6.4 se muestran los valores estimados para las series normalizadas y
desnormalizadas considerando (C.C.) o no (S.C.) la componer.te de ruido en la ecuacion de regresion.

Ixpalino Piaxtla Piaxtla
Afio X Y(S.C) Y(C.C.)
1974 75792 7.4047 7.3994
1975 6.1092 5.8626 5.8596
1976 6.8824 6.6738 6.6737
1977 6.8554 6.6454 6.6380
1978 6.0039 5.7521 5.7522
1979 6.8448 6.6343 6.6344
1980 1.2255 7.0337 7.0314
1981 7.8563 7.6955 7.6867
1982 6.4922 6.2644 6.2679
1983 1.2724 7.0829 7.0823

Tabla 6.3. Serie extendida normalizada para la estacién Piaxtla

Ixpalino Piaxtla Piaxtla

Afo X Y(S.C) Y(C.C)
1974 1957 1643 1634
1975 450 351 350
1976 975 791 791
1977 949 769 763
1978 405 314 314
1979 939 760 760
1980 1374 1134 131
1981 2582 2198 2179
1982 660 525 527
1983 1440 1191 1190

Tabla 6.4. Serie extendida desnormalizada para la estacién Piaxtia

Cuando se incluye la componente de ruido se obtienen valores negativos, por lo que se
generaron 10,000 muestras aleatorias, rechazando todas aquellas que presentan valores menores a
cero y se calculan los valores esperados para cada afio. Como se observa en la tabla 6.4 los valores
esperados que incluyen la componente de ruido son muy semejantes a los que no la consideran.
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6.5. Regresion lineal miltiple

El modelo lineal simple puede generalizarse a un mayor nimero de variables. Sin embargo, la
complejidad matematica aumenta en proporcidn con el numero de variables independientes incluidas.
Si existen un conjunto de variables {Y,X,,X,,...X,}, el conjunto de n unidades basicas de

datos seran {y,, X, Xy, X, } para i =12,...,n.
El modelo de regresion multiple se puede expresar como

Yi=a+bXx, +bXy, +..+b X, +¢ i=12,..,n
(6.77)
O también por
yi=a+ ,31()(1,[ "X1)+ ﬂ2(X2,i - X, )"‘ et ﬂk(xk,i =X )"‘ &
(6.78)
Donde
a=a+ X + BX, +..+ BX,
(6.79)
1< .
X}' =E§X}"i ] =1,2,...,k
(6.80)
Entonces,
E=Y, -V =Y - [a + ﬂ1(x1,i - X1)+ ﬂz(xz,i - X2)+ ot ﬂk(xk,i - Xk)]
(6.81)
Nuevamente se debe de minimizar la suma de los errores al cuadrado
n n 2
min SS = mln}::g,.2 = minZ{y, ~ [a + ,B,(xu - 7,)+ Ji (le,. - X2)+ vt By (x,m. - X, )]}
i=1 =1
(6.82)

Para encontrar el minimo se deriva la expresidn con respecto a cada uno de los parametros y
se igualan con cero 0SS/0a =0,8585/68, =0,65S/0p,=0,...,0S5/0f, =0. De la derivada

QS§ ={ setiene
oa

1 n
a= ;Zy,' =y
i=1
(6.83)
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Y el conjunto de parametros f,, B,,..., B, se pueden obtener al resolver

-1
ﬂ = Sxx Sxy
Donde
b
p-| "
B
r n
XXy XXyttt Xy Xg
Su | Trex S v Xp Xy
[Sen Sme o Su |
o b
X1y
] XY
Sy
..S"k'yd
n n 1 n ] = 1,2,___,}(
Six = (x..—x.Xx ,—X ): X Xoi=— D) X D Xy para
XX fi Ji 2] [4 T pd I p.t
e i=1 ,_21 n i=1 i=1 p = 1,2,...,k

n

n 1 “—"
ijy=' (X}.‘l.-—ijyi—‘V)’:;X,’,iyi"};;xj,i;yi

i=1

S, =30-7) =S (3n)

=1 i=1 i=1

124

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)

(6.90)



.6.5.1. Intervalos de confianza y pruebas de hipétesis

Una vez que se obtienen los estimadores &, B, f,.... B, es posible calcular la varianza de los
parametros y de los residuales

2
SS

Var(a) = -

(6.91)

Como los estimadores f,,/,.... B, no son mutuamente independientes, hay diferentes &’
varianzas y covarianzas asociadas con ellos.

Var( 1) Cov(ﬂvﬂz) o Cov(ﬂvﬂk)
COV(,BZ,A) va’( 2) T COV('BZ"Bk)

V, =
COV(ﬂu/i) COV(ﬂk,,B1) ce var(ﬂk)
(6.92)
Y pueden calcularse con la matriz (6.88) de la forma
V, = SjS,;(1
(6.93)
1
Sz = m—_*:l (Syy - lB1Sx1,y - lBZsz,y T T ﬂksx, ¥ )
(6.94)

Los intervalos de confianza del 100 (1~ )% de los estimadores @ y B; quedan definidos por

@7
at t(n-k‘1,1—a /2) \j ﬁ
(6.95)
ﬂ,’ T t{n—k—1,1-a/2)\fvar(ﬂj)
(6.96)

Donde
t tiene una distribucion ¢ de Student con (n—k —1) grados de libertad

Las expresiones (6.95) y (6.96) seran intervalos de confianza del 95% si a = 0.05.
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También se pueden hacer hipétesis sobre si los parametros estimados son significativos para la
prediccién de la variable dependiente, esto es, si es valida la hipétesis de que « =0,entonces el
modelo seria de la forma

Yi= ,31(X1,i "X1)+ ﬂz(xz,i - X2)+ ot By (xk,i — X )+ &
(6.97)

Esto es verdad si y solo si se cumple que H, 1 =0

-

Varla) <lp-ktrar2)

(6.98)

Si esto no se cumple se acepta la hipotesis H, :ax # 0

Si ahora se considera valida la hipitesis de que H; : B, =0 para cada uno de los |
parametros.

Esto es verdad si y solo si se cumple que

< Fn-k-1-cr2)

(6.99)

Si esto no se cumple se acepta la hipdtesis H, : /?/. # ( para cada uno de los j parametros.

También se pueden establecer intervalos de confianza del 100(1-a )6 de la linea de
regresion.

Var(p)=82 X, S, X!

(6.100)
Donde
Xy = [(X1,w —X1).(X2,, "Xz)-'-:(xk.w =X )]
(6.101)
t k-11—a/2\/d X 8-1 X
(6.102)
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El coeficiente de correlacion multiple se puede estimar por

L 0<f<1

(6.103)

6.5.2. Criterios de mejora en la estimacion de la media y varianza por extensién multiple

Moran (1974) obtuvo los estimadores insesgados por maxima verosimilitud de la media y y varianza
Sf de la serie total extendida yi,..., Y, ¥y s Va,4n, CUGNdO Se emplean el modelo de regresion
multiple.

y=9+p8x-x)

2_pl  Sa k(n,+n,-k-2) | S, - B'S,,
5=/ lim_"';?:lﬂ*—‘}— (n—kXn, +n2"1)}[ (m, ‘k—1):l

(6.104)

(6.105)

La mejora en la estimacion de la media y varianza en una muestra extendida se mide a través
de la expresion (6.72).

Para el caso de la media la varianza cuando se usan ambas estaciones es

vy} 11 B0

! ny +n, Xn, —k-2)
(6.106)

La varianza de la media, tomando solo i registro original n, se obtiene con la expresion (6.54).

Para que exista una mejora en la media se debe cumplir que / > 1, es decir, Var(y) < Var(y,).

I= —S-yzlnl >1
Var(y)
(6.107)
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Para el caso de la varianza se tiene (Moran, 1974)

'1+__W_rggg_w+ ny(n -20n, +k+1) |
(n,—k=2) (n,—k-1)n,—k-2)n,~k-4)

sy oft-r'fst ny(k =1k +2)

Var(S? )=
r(’) (n2+n1~1)+(n1+n2—1)2 (n, =k —=1)n, —k —2)n, —k — 4)

. ny(n,—2)n, +n, —k - 2)
| (n—k=1)n, ~k -2 (n,~k-4)

2(4_,2)o4 —-r’rs k- 2
+——u (1 r L[Z(rh+n2)+n1—1+n2(n2+k+1)]+2(1 r)ZSyP_ k(n,+ 1, ~k-2) )}

(n,+n,—1f (n-k=2) | (n—=k=1)| (n,—k=2)n,+n,—1

(6.108)

La varianza de la varianza, tomando solo el registro original n, se obtiene con la expresion
(6.56).

El estimado de la varianza se mejora si

_var(s; )

| = 1
VariSy2 i g

(6.109)
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, CAPITULO 7
ANALISIS DE FRECUENCIAS DE EVENTOS EXTREMOS

Las fases de planeacion, disefio, construccion y operacion de los aprovechamientos hidraulicos estan
siempre relacionadas con eventos hidrolégicos futuros. La complejidad de los procesos fisicos de estos
eventos hace casi imposible tener estimaciones confiables de disefio basadas en las leyes de la
mecanica o la fisica, ya sea porque estos metodos son insuficientes 0 porque el modelo matematico
resultante es muy complicado. Una alternativa en el andlisis hidroldgico es la aplicacion de los
conceptos de la teoria de probabilidad y estadistica.

El analisis de frecuencias de los gastos maximos anuales se emplea para proveer la magnitud
de un evento Q,, de cierto periodo de retomo T, para el disefio de una obra hidraulica; el manejo de las

llanuras de inundacién, y sirve como ayuda en la planeacion y manejo de las cuencas hidrolégicas. Sin
embargo, el proyectista no solo debe estimar la magnitud del evento de disefio, sino que también debe
proporcionar la probabilidad de excedencia, con el fin de fijar la seguridad del funcionamiento de la
obra, o bien el riesgo de falla.

7.1. Periodo de retorno

En el analisis de frecuencias de una serie Q,." de la estacion j, para un conjunto de datos i =1,2,...,n i

el primer objetivo es determinar el intervalo de recurrencia o periodo de retorno T en afios, de un evento
hidrolégico dada una magnitud x .

El periodo de retorno se define como el numero de afios que transcurren en promedio para que
un evento de magnitud dada x sea igualado o excedido por lo menos una vez en ese periodo de
tiempo.

S 1
P(X>x) [1-P(X<x)]

(7.1)

1.2. Pruebas de homogeneidad

Las caracteristicas estadisticas de las series hidrologicas, como la media, desviacion estandar y los
coeficientes de correlacion serial, se afectan cuando la serie presenta tendencia en la media o en la
varianza, o cuando ocurren saltos negativos o positivos; tales anomalias son producidas por la pérdida
de homogeneidad y la inconsistencia.

En general, la falta de homogeneidad de los datos es inducida por las actividades humanas
como la deforestacion, apertura de nuevas areas al cultivo, rectificacion de cauces, construccion de
embalses y reforestacion. También es producto de los procesos naturales stbitos, como incendios
forestales, terremotos, deslizamiento de laderas y erupciones volcanicas.

Las pruebas estadisticas que miden la homogeneidad de una serie de datos presentan una
hipbtesis nula y una regla para aceptarla o rechazarla.
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7.2.1. Prueba estadistica de Helmert

Esta prueba es sencilla y consiste en analizar el signo de las desviaciones de cada evento Q/ de la
serie j para i =12,...,n;, con respecto a su valor medio Q’. Si una desviacion de un cierto signo es

seguida de otra del mismo signo, entonces se dice que se forma una secuencia S, de lo contrario se
considera como un cambio C .

La serie se considera homogénea si se cumple

~n1s(-0)< i

(7.2)

7.2.2. Prueba estadistica f de Student

Cuando la causa probable de la pérdida de homogeneidad de la serie sea un cambio abrupto en la
media, la prueba del estadistico t es muy (til.

Si se considera una serie Q/ para i =12,..,n ;» del sitio /, la cual se divide en dos conjuntos

n, . .
de tamaiio n, =n, = 7’ , entonces, el estadistico de prueba se define con la expresion

X1 = X2

2 2 172
ns; +n,s, {1 N 1
n+n,-2\n, n,

x,,8? son la media y varianza de la primera parte del registro de tamafio n, .
X,,S% sonla mediay varianza de la segunda parte del registro de tamafio n, .

t, =

(7.3)

Donde

El valor absoluto de t, se compara con el valor de la distribucion ¢ de Student de dos colas, y
con v =n, +n, —2 grados de libertad y para un nivel & = 0.05.

Si y solo si el valor absoluto de t, es mayor que el de la distribucion ¢ de Student, se concluye

que la diferencia entre las medias es evidencia de inconsistencia y por lo tanto la serie Q/ se considera
no homogénea.
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7.2.3. Prueba estadistica de Cramer

Esta prueba se utiliza con el propésito de verificar homogeneidad en el registro Q/ de la serie j para
i=12,..,n,,ytambien para determinar si el valor medio no varia significativamente de un periodo de
tiempo a otro. Con este propésito se consideran tres bloques, el primero, del tamafio total de la muestra
n;; el segundo de tamafio ng, (60% de los Gltimos valores de la muestra n;); y el tercero de tamafio
Ny, (30% de los Gitimos valores de la muestra n, ).

La prueba compara el valor de Q’ del registro total con cada una de las medias de los bloques
elegidos QJ, y Q, . Para que se considere la serie analizada como estacionaria en la media, se debera
cumplir que no existe una diferencia significativa entre las medias de los bloques.

" 0

Q' = Z%’- , para una sola muestra analizada j =1
= 1

(7.4)
- 1/2
S/ = Ql_(jl
o]
(7.5)
o dw Q!
=3 %
% gns@
(7.6)
M
0=
® g”ao
(7.7)
j Gslo"aj
T60=‘—?——~
)
(7.8)
; _Qp-0Q
3 s!
(7.9
(n _2) 12
tw_{ n,\n; ‘ ,} 1—‘1 paraw =60y w=230
","”w1+(ffv)2]
(7.10)

El estadistico t, tiene distribucion t de Student de dos colas con v =n, +n, —2 grados de
libertad y para un nivel a =0.05.

Si y solo si el valor absoluto de t,, para w =60 y w =30, es mayor que el de la distribucién
t de Student, se concluye que la diferencia entre las medias es evidencia de inconsistencia y por lo
tanto la serie Q/ se considera no homogeénea.
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7.3. Prueba de independencia de eventos

Para que se pueda llevar a cabo el analisis de frecuencias se requiere que la muestra Q/ de la serie |
para i=12,..,n;, este compuesta por variables aleatorias. Para probarlo se aplica la prueba de

independencia de Anderson (Salas et al, 1988), la cual hace uso del coeficiente de autocorrelacion
serial ;] para diferentes tiempos de retraso k . Si se analiza un solo registro, entonces j =1.

La expresion para obtener el coeficiente de autocorrelacion serial de retraso k es:

n

- Ylor-ofen-a)

r) =i ; parar/=1yk =1,2,...,%’l

Sle-a'f

i=1

(7.11)
Donde
y j
Q=)
(7.12)
Ademas, los limites al 95% de confianza para r/ se pueden obtener como
. ~1£1.96 /n, -k -1
r (95%)=- b=k
n.—k
(7.13)

La gréfica de los valores estimados para r/ (ordenadas) contra los tiempos de retraso k
(abscisas), junto con sus correspondientes limites de confianza, se llama correlograma de la muestra.

Si solo el 10% de los valores 1, sobrepasan los limites de confianza se dice que la serie Q!
es independiente y por lo tanto es una variable que sigue las leyes de la probabilidad.
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7.4. Prueba de bondad de ajuste

Kite (1988) propuso un estadistico que permite seleccionar la mejor opcion, entre diferentes modelos en
competencia, para el ajuste de una muestra de datos Q/ para i =12,...,n ;» de unsitio j.

Este estadistico es conocido como el error estandar de ajuste, y tiene la forma

172

>(01-0:)
EE=|#® _
n i mp

(7.14)
Donde

Q! sonlos eventos Q/ ordenados de mayor a menor con un periodo de retorno

1
asignado T= "_l’_ni y una probabilidad de no excedencia P =1 —% .

n;  longitud en afios del registro analizado.

m  ndmero de orden del registro.
m=1 para el evento mas grande.
m=n; para el evento mas chico.

Q! eventos estimados por cierta distribucion de probabilidad para cada periodo de
retorno T asignado a la muestra ordenada Q! .

mp  namero de parametros de la distribucion ajustada, por ejemplo
mp =1 para la exponencial-1
mp =2 para la Normal, Log Normal-2, exponencial-2, Gamma-2, Gumbel
mp =3 para la Log Normal-3, Gamma-3, Log Pearson Ill, GVE
mp =4 para la de Valores extremos de dos componentes TCEV
mp =5 para la Gumbel de dos poblaciones, Wakeby.

La distribucién de mejor ajuste sera aquella que proporcione el minimo valor del estadistico
EE . Si una 0 mas distribuciones tienen valores similares del EE , entonces, se deber4 optar por aquella
distribucién que tenga el menor nimero de parametros.
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1.5. Andlisis de frecuencias de gastos maximos anuales

El andlisis de frecuencias de los gastos maximos anuales de una muestra Q;,i =12,..,n, se emplea

para proveer la magnitud de un evento Q, de cierto periodo de retorno T, por medio del ajuste de una
distribucion de probabilidad. la cual es seleccionada como la mejor entre un grupo de elias.

La secuencia de analisis es la siguiente:

Paso 1. Recabar la informacion de los eventos Q;, i=12,...,n. En este punto se debe verificar la
calidad y cantidad de la informacion.

Paso 2. Verificar la homogeneidad de la serie mediante las pruebas de Helmert, ¢ de Student y
Cramer.

Paso 3. Con las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos muestrales de la serie Q;:
x, 88,9 kyCv.

Paso 4. Verificar con la prueba de Anderson la independencia de eventos de la serie Q.

Paso 5. La serie Q, se ordena de mayor a menor, se le asigna un periodo de retorno T y una
probabilidad de no excedencia.

T= ”_;1 (Ley empirica de Weibull
(7.15)
1
P(X < x)=1-—
(7.16)

Donde
n tamario de la muestra analizada en afios.
m numero de orden del registro.
P(X <x) probabilidad de no excedencia.

Paso 6. A la serie Q, se le ajustan las diferentes distribuciones de probabilidad para el analisis de

méaximos (Normal, Log Normal con 2 y 3 parametros, Gamma con 2 y 3 parametros, Log Pearson tipo
I1l, Gumbel, General de Valores Extremos, Valores Extremos de dos Componentes y Gumbel Mixta), y
se selecciona aquel que proporcione el minimo error estandar de ajuste EE.

Paso 7. Una vez que se obtiene la distribucion de mejor ajuste del registro Q;, es posible calcular los

eventos @, y sus limites de confianza para los periodos de retorno T = 2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000,
5000 y 10,000 afios.
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Ejemplo 7.1. Al registro de gastos maximos anuales de la estacion hidrométrica Calapilla (Tabla 7.1) se
le ajustara la distribucion Gumbel por la técnica maxima verosimilitud.

Orden
(m) Afio Q(m’ss)
1 1955 117.8
2 1956 139.1
3 1957 37
4 1958 192.8
5 1959 126.1
6 1960 715
7 1961 15.4
8 1962 345
9 1962 68.5
10 1964 2405
11 1965 48.2
12 1966 65.7
13 1967 526.4
14 1968 1356
15 1969 1344
16 1970 1286

Tabla 7.1 Registro de gastos méximos anuales de la estacion Calapilla

De acuerdo con el paso 2 de la secuencia propuesta para el anélisis de frecuencias de gastos
maximos anuales, se llevan a cabo las pruebas de homogeneidad de la muestra.

Prueba estadistica de Helmert

Tamafio de muestra n=16

Media de la muestra X =130.13 m%/s

Numero de secuencias S=7

Numero de cambios C=8
S-C=-1

Tolerancia Jn-1=38729

La serie se considera homogéneasi  [(S-C) <+/n-1

—1<3.8729 .. Laserie eshomogénea

135




Prueba estadistica t de Student

Tamafio de la muestra total n=16
Media de la muestra total X =130.13 m®/s

L : < n
La muestra se divide en dos conjuntos de tamafio n, =n, = 5 entonces

Tamafio de la submuestra (1) n,=8

Media de la submuestra (1) X, =91.77 m’/s
Desviacion estandar de la submuestra (1) S, =61.90m°/s
Tamafio de la submuestra (2) n,=8

Media de la submuestra (2) X, =168.48 m’/s

Desviacion estandar de la submuestra (2) S, =156.82m?/s

El estadistico de prueba se define como

t = 91.77-168.48 12038

{8(61.9)2 +8(156.82) (1 ) 1ﬂuz

14 8

8 8
El valor absoluto de t, se compara con el valor de la distribucion ¢ de Student de dos colas, y

con v=n,+n,-2=16-2=14 grados de libertad y para un nivel a =0.05.

tyars = 2.1449

La serie se considera homogénea si |t,!<t,, .,

1.2038/ < 2.1449 . La serie es homogénea

Prueba estadistica de Cramer

Tamafio de la muestra total n=16
Media de la muestra total X =130.13 m%/s
Desviacion estandar de la muestra total S =121.79m%/s

La muestra se divide en dos bloques, el primero con el 60% de los ltimos valores, y el segundo por el
30% de los ultimos valores.
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Tamafio del bloque 1
Media del bloque 1
Desviacion estandar del bloque 1

Tamafio del bloque 2
Media del bloque 2

n, =11
X, = 133.57 m*/s
S, =144.75m’/s

n,=6
x, =173.15 m’/s

Desviacion estandar del bloque 2 S, =177.11m%/s

La prueba compara el valor de la media del registro total con cada una de las medias de los bloques.

Primer bloque

=1 11(16-2) | !(133.5;21—;30.13)#0.1569
1611 1+(133.57—130.13) : - ‘
121.79
El bloque se considera homogéneo si [te,| <t .,
10.1569 < 2.1449 ... El bloque es homogéneo
Segundo bloque
. 3 /2
t, = 6(16-2) ~ '(173‘121‘;;0'13)121'0642
16—6 1+(173.15_—1‘3_0“.]§) ! :
| 121.79 J

El bloque se considera homogéneo si |t/ <t,, .,

1.0642 < 2.1449 .. Elbloque es homogéneo

Dado que los blogues son homogéneos, la serie es homogénea.

De acuerdo con el paso 3 y empleando las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos
muestrales de la serie.
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x =130.13
S=121.79
g=2503

k =12.238
Cv =0.935

Para que se pueda llevar a cabo el andlisis de frecuencias se requiere que la muestra esté
compuesta por variables aleatorias. Para probarlo se aplica la prueba de independencia de Anderson.

Al aplicar las expresiones (7.11) a

(7.13) se obtiene el correlograma de la tabla 7.2. En este
 caso todos los puntos estan dentro de los limites de confianza, por lo tanto la serie es independiente.

k Limite inferior i Limite superior
1 -0.5555 -0.0721 0.4222
2 -0.5762 -0.1356 0.4333
3 -0.5992 0.1812 0.4453
4 -0.6250 -0.0443 0.4583
5 -0.6543 -0.0890 0.4725

Tabla 7.2. Correlograma de la serie de gastos maximos anuales de la estacion Calapilla.

De acuerdo con el paso 5 del anélisis de frecuencias, la muestra se debe ordenar de mayor a
menor, asignarle un periodo de retorno con la distribucién empirica de Weibull, y una probabilidad de no

excedencia (Tabla 7.3).

Orden ,

m  Q(m¥s)  Tlahos) P(1-1/T)
1 526.4 17.0 0.941
2 2405 8.50 0.882
3 192.8 5.66 0.823
4 139.1 4.25 0.764
5 135.6 3.40 0.705
6 134.4 2.83 0.647
7 1286 242 0.588
8 126.1 2.12 0.529
9 117.8 188 0.470
10 715 1.70 0.411
11 68.5 154 0.352
12 65.7 141 0.294
13 48.2 130 0.235
14 37.0 1.21 0.176
15 345 113 0.117
16 15.4 1.06 0.058

Tabla 7.3. Muestra de gastos maximos anuales ordenada de mayor a menor de la estacion Calapilla.
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Para el paso 6 solo se aplicara la distribucién Gumbe!l por maxima verosimilitud para ajustar la serie de
datos.

Dado que se requieren los parametros iniciales v y a para el proceso iterativo de maxima
verosimilitud, se empleara la técnica de momentos, asi

Estimadores por momentos

0° =130-0.45(121.79)=75.32

a°® =0.78(121.79) = 94.96

Estimadores por maxima verosimilitud

La variable reducida Gumbel para la primera etapa de iteracion sera

_Qo7832 4 16
'~ 9496
0 almis) i exp(-y,)  yiexp(-y,)
1 5264 4.750 0.009 0.041
2 2405 1.739 0.176 0.305
3 192.8 1237 0.200 0.359
4 139.1 0.672 0.511 0.343
5 1356 0.635 0.530 0.336
6 134.4 0.622 0.537 0.334
7 128.6 0.561 0.571 0.320
8 126.1 0535 0.586 0.313
9 117.8 0.447 0.639 0.2686
10 75 -0.040 1.041 -0.042
11 68.5 0,072 1.074 0,077
12 65.7 0.101 1.107 0.112
13 48.2 10.286 1.331 -0.380
14 37.0 -0.404 1.497 0.604
15 345 0.430 1537 0.661
16 15.4 0,631 1879 -1.186
3 9.234 13315 0.424

Tabla 7.4. Variable reducida Gumbel para la primera etapa de iteracion por maxima verosimilitud.
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P= n—Ze‘y’ =16-13.315=2.685

i=1

%

R=n-y,+dye™ =16-9.234-0.424 = 6.342
i=1

i=1

El criterio de convergencia es P =0y - R ~0
a a
=D 2080 2820
a® 94.96
R 6342
C,=—— == =-0.0667
277 5 " 9496 670
Incrementos
8,, =[1.11(2.6854)—0.26(. 3421)]95% =7.9052
5, =[0.26(2.6854)-0.61(6.3421)R |~ 94 96 = -18.8179
Nuevos valores

0' =75.32+7.9052 = 83.22
¢'=94.96-18.8179=76.14

Q-82

Y la variable reducida Gumbel para la segunda etapa de iteracion serd y, = 7614

El procedimiento se repite hasta que se cumpla el criterio de convergencia. En la tabla 7.5 se
muestra el resumen del proceso.

) a P R C, C, s 5 D a

v a

8322 7614 0.9928 28126 0.0130 -0.0369 17645 -6.9369 84.99  69.21
8499 6921 02306 0.6981 0.0033 -0.0100 0.3223 -1.5826 8531  67.62
8631 6762 0038 01240 0.0005 -0.0018 0.0451 -0.2773 8536  67.35
85.36 6735 0.0061 0.0200 0.0000 -0.0002 0.0069 -0.0446 8536  67.31

Tabla 7.5. Proceso de busqueda de parametros de la distribucion Gumbel por maxima verosimilitud.

Finalmente, © =85.36 y a =67.31.
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Se requiere tener un criterio de bondad de ajuste, por lo que se obtendra el error estandar (Tabla 7.6).

()  Tlafos) PA-1/T) Qi(m¥s)  Qi(m’ss)
1 17.0 0.941 526.4 274.0
2 8.50 0.882 240.5 225.2
3 5.66 0.823 192.8 195.7
4 4.25 0.764 139.1 1739
5 3.40 0.705 135.6 156.4
6 .2.83 0.647 134.4 141.3
7 242 0.588 128.6 128.0
8 212 0.529 126.1 115.8
9 1.88 0.470 117.8 104.4
10 1.70 0.411 7.5 93.4
" 1.54 0.352 - 685 82.6
12 1.41 0.294 65.7 71.8
13 1.30 0.235 48.2 60.5
14 1.21 0.176 37.0 48.3
15 113 0.117 34.5 34.2
16 1.06 0.058 154 15.3

Tabla 7.6. Estimacion del error estandar de ajuste para la distribucion Gumbe! por maxima verosimilitud.

Los valores estimados se obtienen con la expresion (4.38)
Q) = 85.36-67.31n[-In(1-1/T)] para i=12..,n

Finalmente,

16 . . 1/2

3 (@) -qif

EE=| = =69.13
16-2

Con las expresiones (4.19), (4.38), (4.44) y (4.45) se pueden obtener los eventos Q, para

periodos de retomo T = 2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000, 5000 y 10,000 afios, asi como sus limites de
confianza (Tabla 7.7).
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T@ios) PA-1/T) v, S QM (mys) Qms) Q¥ (ms)

2 0.5000 0.37 19.76 71 110 149

5 0.8000 1.50 30.32 127 186 246

10 0.9000 2.25 38.90 161 237 313

20 0.9500 297 47.59 192 285 379

50 0.9800 3.90 59.18 232 348 464
100 0.9900 4.60 68.01 262 395 528
500 0.9980 6.21 88.68 330 504 677
1000 0.9990 6.91 97.63 359 550 742
5000 0.9998 8.52 118.49 426 659 891
10000 0.9999 9.2 127.49 455 705 955

Tabla 7.7. Eventos de disefio y limites de confianza de la distribucion Gumbel por méxima verosimilitud
ajustada a los gastos méximos anuales de la estacion Calapilla.

Ejemplo 7.2. Para el registro de gastos maximos anuales de la estacion hidrométrica Calapilla (Tabla
7.8) se obtendran los estimadores de parametros de las distribuciones aplicables del capitulo 3.

Orden

(m) Afio Q(m’s) y =in(Q)
1 1955 117.8 4.7689
2 1956 139.1 49351
3 1957 37.0 3.6109
4 1958 192.8 5.2616
5 1959 126.1 48370
6 1960 715 4.2696
7 1961 15.4 2.71343
8 1962 34.5 3.5409
9 1962 68.5 4.2268
10 1964 240.5 5.4827
11 1965 48.2 3.8753
12 1966 65.7 4,1850
13 1967 526.4 6.2660
14 1968 135.6 4.9097
15 1969 134.4 49008
16 1970 128.6 4.8567

Estadistico

Media 130.13 45413
Desviacion estandar 121.79 0.8529
Coeficiente asimetria 2.503 -0.1884
Coeficiente Curtosis 12.238 4.5599
Coeficiente Variacion 0.9359 0.1878

Tabla 7.8. Series registrada y logaritmica de los gastos maximos anuales de la estacion Calapilla.
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Con las expresiones (2.19) a (2.20) se calculan los momentos de probabilidad pesada de la muestra

Mg =130.13
M) = 93.96
Mg, =T76.10
M) = 65.34

Con las expresiones (2.32) a (2.35) se obtienen los momentos-L

A, =130.13

A, =2(93.96)—130.13 = 57.80

A, =6(76.10)—6(93.96)+130.13 = 22.92

A, =20(65.34)— 30(76.10)+12(93.96) - 130.13 = 21.35

Con las expresiones (2.41) a (2.43) se encuentran las relaciones de los momentos-L

£, =080 _ 04442

713013

22.92
£, = 2=7° 20,3966
37 57.80

=21 e,
57.80

Distribucién Normal
Estimadores por momentos y maxima verosimilitud

f1=130.13

6 =121.79

Estimadores por momentos-L

£=130.13

¢ =1.772 (57.8054)=102.43

143




Distribucion Log Normal con dos parametros
Estimadores por momentos y maxima verosimilitud
4, =4.5413

&, =0.8529

Distribucion Log Normal con tres parametros

Estimadores por momentos

_ 25035 +4]"* 25035

- 0.3504
2
/3
R (0 S P
(0.3504)
xo=130.13(1~@§9] —40.584
0.7134
12179 1 ,
_ i 12190 k0. 71347 11] = 4.9706
Ay (07134) 2 (071347 +1

&, = {n[(0.7134) +1]" = 0.5538

Estimadores por maxima verosimilitud

£, =-3.8528 y se obtuvo al resolver conjuntamente

16 -
p, - Z/n[o,. (163.8528)] _ 45068

i=1

i {In[Q, — (- 3.8528)]- 0.7803}* "

8, =4+ 6 =0.7803

F#)=2, 6~ (3.859) (0.7803- (45968 ) ZG{[ -3 8528)]] nlQ, - (- 3.8528)]} =0

=1
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Distribucion Gamma con dos parametros

Estimadores por momentos

(121.79%
a= =113.99
13013 >
2
ﬂ:(@] ~1.1415
121.79

Estimadores por maxima verosimilitud

= In(130.13)- 4.5413 = 0.3272

1+\/1+“ 03272)

———— =1.6799

p= 4(0.3272)

F(8)=4.5413-1n(130.13)+ In(1.6799)~ (1.6799) ~ 0

a= 130.13 _ 77.462

1.6799

Estimadores por momentos-L

t, = 0.4442
Como 0<17,<05

7 =3.1416/(0.4442) = 1.3955

p- [1-0.308(1.3955)] L
r955 0.05812(1.3955)° +0.01765(1.3955)° J

_130.13

=06.789
" 1.3444
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Distribucién Gamma con tres parametros
Estimadores por momentos

4

= - =0.6382
g (2.5035Y

(2503312179 _ 0 46

a=
2(121.79)

=32.83
2.5035

%, = 130.13~

. Estimadores por moméntos de probabilidad pesada

Con las expresiones (2.19) a (2.22) se obtiene

[76'10"(&%9)} 32.723
R =00 11322

[93.96-(13—%1?1)] 26.895

CS = -20.15278973 + 20.04052245 (1.1322) = 2.5374

H = -6.528013777+ 9.695774 (1.1322) = 4.4496

CV = 4.4496 ( 93.9683

130.1313

) - 0.5] =(.9886

SD = 4.4496 93.9683 -(13%13]} 128,608

B J0.6212

%, =130.13—(163.16)0.6212) = 28.76

25374
{(-25—572](128.609}
a= =16316
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Distribucion de valores extremos tipo | (Gumbel)

Estimadores por momentos-L

0 =130.13-0.577216(83.395) = 81.99

_ 57.8054

= 2% 833
) -8

a

Estimadores por maxima entropia

Con las expresiones (3.138) a (3.142) se tiene un proceso iterativo similar al de maxima verosimilitud
(Ejemplo 7.1), por lo que los parametros finales son

0 =87.45

a=17392

Distribucion general de valores extremos (GVE)
Estimadores por momentos

g = 25035

Para 1.14 < g <18.95

£ =0.25031-0.29219g +0.075357g° + 0.010883g° +0.000904g* + 0.000043g° = —0.1486

14834.59 -
A=130.16+ [ {1+ 2(- 0.1486)]+ T*[1+ (- 0.1486)]}} i+ (-01480)

B= . 14834.59 /2)
L+ 2(-0.1486)]+ {1+ (~0.1486))
Como S <0

@ =0.1486 8 = 74.51

OD=A+B=7438
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Estimadores por maxima verosimilitud

Considerando las expresiones (3.159) a (3.165) del proceso iterativo se obtienen
0 =7413
a =55.089

B =-0.3327

Estimadores por momentos-L

£ {2(93.96)— 130.13}{ m(z)]

~3(76.10)- 130.13 | In(3)

S =T7.859E + 29554 E? = —0.3257
A=T[1+(~0.3257)]

B=1- 2—(—0‘3257)

C ={2(93.96)~130.13]-0.3257)

{rf1+(-0.3257)]-1}
~0.3257

g=-C 5544
A B

0 =130.13+D(55.44)=72.13

Distribucion Gumbel Mixta
Se proponen como parametros iniciales
v, =57.81,¢, =33.36,0, =173.93, ¢, = 126.43, p = 0.3125
Los cuales se obtienen al ordenar la muestra de menor a mayor y considerar que el 30% de los
valores mas grandes corresponden a la segunda poblacidn, asi, con la muestra dividida en 70% y 30%

se procede a obtener los parametros Gumbel por momentos para cada subconjunto. El parametro de
asociacion se obtiene al dividir el tamafio de muestra del 30% de los datos entre el tamanio total.
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Con el conjunto de parametros iniciales y optimizando a funcion

InL = Inflf(x,';u15a1;02!a2’p)
i=1

Se tiene v, = 7217, @, = 47.37,0, = 293.69, @, = 171.78, p = 0.9008

Ejemplo 7.3. Una vez definidos los parametros de las distribuciones aplicables al registro de gastos
méximos anuales de la estacién hidrométrica Calapilla, se obtendran los estimadores Q; y los errores

estandar de ajuste.

Distribucion Normal

De acuerdo con la expresion (4.2) y (7.14) se tendran que calcular los valores U, de la

expresion (4.4) para cada uno de los periodos de retorno asignados a la muestra ordenada de mayor a
menor (Tabla 7.9) y también para los periodos T = 2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000, 5000 y 10,000 afios,

(Tabla 7.10).

Qm¥s)  T(afios)  P(1-1/T)

U,

526.4 17.0 0.941
240.5 8.50 0.882
192.8 5.66 0.823
139.1 4.25 0.764
135.6 340 0.705
1344 2.83 0.647
128.6 242 0.588
126.1 212 0.529
117.8 1.88 0470
7.5 1.70 0.411
68.5 1.54 0.352
65.7 1.41 0.294
48.2 1.30 0.235
37.0 1.21 0.176
34.5 1.13 0.117
154 1.06 0.058

1.5650
1.1869
0.9288
0.7212
0.5410
0.3769
0.2226
0.0736
-0.0736
-0.2226
-0.3769
-0.5410
-0.7212
-0.9288
-1.1869
-1.5650

Tabla 7.9. Valores U, con periodos de retorno asignados a la muestra ordenada de mayor a menor de

la estacion Calapilla.
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T(afios) P(1-1/T) U,
2 0.5000 -0.0000000851
5 0.8000 0.8414567333
10 0.9000 1.2817287723
20 0.9500 16452114556
50 0.9800 2.0541886039
100 0.9900 2.3267853475
500 0.9980 2.8785061221
1000 0.9990 3.0905222399
5000 0.9998 3.5402444757
10000 0.9999 3.7191243097

Tabla 7.10. Valores U, con periodos de retorno T = 2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000, 5000 y 10,000
afos.

Estimacion de eventos por momentos y méxima verosimilitud (M y MV)
Q, =130.13+121.79 U,
Estimacion de eventos por momentos-L (M-L)

Q; =130.13 +102.43U,

My MV M-L

Tafios) P(1-1/T)  Q(ms) G (m%s)
2 05000 130 130
5  0.8000 233 216
10 0.9000 286 261
20 09500 331 299

50  0.9800 380 341
100  0.9900 414 368
500  0.9980 481 425
1000 09990 507 447
5000  0.9998 561 493
10000  0.9999 583 511
EE. 69.92 70.82

Tabla 7.11. Eventos Q, (m3/s) estimados con el ajuste de la distribucion Normal al registro de gastos
maximos anuales de la estacion Calapilla.
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Distribucion Log Normal con 2 parametros

Estimacion de eventos por momentos y maxima verosimilitud (M y MV )

Q; = exp(4.5413 + 0.8520U; )

My MV

T(afios) P(1-1/T)  Q(m%s)
2 0.5000 94
5 0.8000 192
10 0.8000 280
20 0.9500 382
50 0.9800 541
100 0.9900 683
500 0.9980 1093
1000 0.9990 1310
5000 0.9998 1922
10000 0.9999 2239
EE. 48.39

Tabla 7.12. Eventos Q; (m3/s) estimados con el ajuste de la distribucion Log Normal-2 al registro de
gastos maximos anuales de la estacion Calapilla.

Distribucion Log Normal con 3 parametros

Estimacion de eventos por momentos (M)
Q; = —40.584 + exp(4.9706 + 0.5538U; )
Estimacion de eventos por maxima verosimilitud (MV)

Q, = —3.8528 + exp(4.5968 + 0.7804U, )
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M MV
T(afos) PU-1/T)  Q(m’s) Qi (m’s)

2 0.5000 104 95

5 0.8000 189 187

10 0.9000 253 266
20 0.9500 318 354
50 0.9800 409 489
100 0.9900 482 606
500 0.9980 669 934
1000 0.9990 758 1102
5000 0.9998 983 1567
10000 0.9999 1090 1803
E.E. 63.87 55.96

Tabla 7.13. Eventos OT(mals) estimados con el ajuste de la distribucion Log Normal-3 al registro de
gastos maximos anuales de la estacion Calapilla.

Distribucion Gamma con dos parametros

Estimacion de eventos por momentos (M)

— 3
1 i 1
={1.1415113.99k1 - ——— +U. |——
Q; = (1.1415)X >{ + TM. }

9(1.1415) 1415)
Estimacion de eventos por maxima verosimilitud (MV)

16799) "~ 9(1.6799)

& =(1.6799X77.46){1-QL U /ﬂj}

Estimacion de eventos por momentos-L (M-L)

Y
71/9(1.3444)

Q; = (1.3444)(96.78){1 +U

1
- 9(1.3444)
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M MV M-L

T@afos) P(-1/T)  Q(m%s)  Qlm¥s) @ (ms)
2 0.5000 96 106 100
5 0.8000 206 198 203
10 0.9000 288 262 217
20 0.9500 369 325 350
50 0.9800 479 407 446
100 0.9900 562 468 519
500 0.9980 760 611 691
1000 0.9990 847 672 766
5000 0.9998 1052 816 943
10000 0.9999 1143 879 1020
E.E. 51.79 60.03 55.07

Tabla 7.14. Eventos Q; (m3/s) estimados con el ajuste de la distribucion Gamma-2 al registro de gastos
maximos anuales de la estacion Calapilla.

Distribucion Gamma con tres parametros

Estimacion de eventos por momentos (M)

!

L + U, | 1 3
9(152.46) ' 9(152.46)

Q, = 32.83 +(0.6382)(1 52.46){1 -

Estimacion de eventos por momentos de probabilidad pesada (MPP)

~—

3
1 i
— 28,76+ (0.6212)(163. 16} 1- U
& +(06212) ){ 9(163.16) " T\]9(163.16)}
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M MPP
Tafios) P(1-1/T)  Q(m¥s) G (m¥s)

2 0.5000 88 85

5 0.8000 191 194

10 0.9000 278 286
20 0.9500 369 383
50 0.9800 497 518
100 0.9900 597 625
500 0.9980 843 887
1000 0.9990 954 1006
5000 0.9998 1221 1292
10000 0.9999 1341 1420
E.E. 53.35 51.09

Tabla 7.15. Eventos Q (m3/s) estimados con el ajuste de la distribucion Gamma-3 al registro de gastos
maximos anuales de la estacion Calapilla.

Distribucion de valores extremos tipo | (Gumbel)

Estimacién de eventos por momentos (M)

Q, =75.32 —94.96 In[-In(1-1/T)]
Estimacion de eventos por momentos-L (M-L)

Q, =81.99 —83.39 In[-In(1-1/T)]
Estimacion de eventos por maxima entropia (ME)

Q, =87.45 —73.92 In[-In(1-1/T)]
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M M-L ME
T@fos) PO-1/T)  Qlm¥%s)  Qfm¥s) & {m¥s)

2 0.5000 110 13 115

5 0.8000 218 207 198

10 0.9000 289 270 254
20 0.9500 357 330 307
50 0.9800 446 407 376
100 0.9900 512 466 428
500 0.9980 665 600 547
1000 0.9990 31 658 598
5000 0.9998 884 792 "
10000 0.9999 950 850 768
E.E. 57.23 60.31 64.62

Tabla 7.16. Eventos Q; (m"‘/s) estimados con el ajuste de la distribucion Gumbel al registro de gastos
maximos anuales de la estacion Calapilla.

Distribucion general de valores extremos

Estimacion de eventos por momentos (M)

74.51 -0.1486
O, =74.38 - 4 —[-In(1-1
3 0.1486 [ n(1 /T)] }

Estimacion de eventos por maxima verosimilitud (MV)

B 55.089( 3327
@, = 714.13— 03327{1 [-m(1-1/T)}**%}

Estimacion de eventos por momentos-L (M-L)

_ _ o544 ¢ . -0.3257
0, =72.13 -—-0327{1 [ In(1-1/T)]*%"}
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M MV M-L

Tlafios) P(I~1/T)  Q.(m%s)  Ofmss) O m¥s)
2 0.5000 102 96 94
5 0.8000 200 181 179
10 0.9000 274 259 256
20 0.9500 353 353 350
50 0.9800 468 515 509
100 0.9900 566 674 664
500 0.9980 836 1217 1190
1000 0.9990 973 1667 1517
5000 0.9998 1351 2725 2630
10000 0.9999 1544 3455 3321
E.E. 56.62 56.58 57.48

Tabla 7.17. Eventos QT(mals) estimados con el ajuste de la distribucion GVE al registro de gastos
maximos anuales de la estacion Calapilla.

Distribucion Gumbel Mixta

Estimadores por Maxima Verosimilitud (MV)

(1 - %)-{(o.gooa)e'e{%ﬁg’ﬂ] +(1-p ) } -0

MV

T(afios) P(1-1/T)  &(ms)
2 0.5000 97
5 0.8000 167
10 0.9000 239
20 0.9500 364
50 0.9800 550
100 0.9900 679
500 0.9980 963
1000 0.9990 1083
5000 0.9998 1360
10000 0.9999 1479
E.E. 61.46

Tabla 7.18. Eventos QT(m”/s) estimados con el ajuste de la distribucion Gumbel Mixta al registro de

gastos maximos anuales de la estacion Calapilla.

156



CAPITULO 8
ANALISIS REGIONAL HIDROLOGICO

El andlisis de frecuencias se emplea para estimar eventos de cierto periodo de retorno Q,, en un sitio
de proyecto. Si el periodo de retorno T es grande, comparado con la longitud n de fa serie analizada,
entonces el error del estimador Q, puede ser muy alto e ineficiente para propésitos de disefio. Mas
aun, en algunos sitios de interés se carece de informacion hidrométrica, lo que dificulta la obtencion de
@, . Estos inconvenientes han propiciado la generacion de modelos de estimacion regional, los cuales
hacen uso de la informacién proveniente de cuencas vecinas.

La mayor parte de los modelos regionales propuestos en la literatura requieren que la region
considerada en el estudio sea homogénea de alguna manera cuantificable.

Tanto las técnicas de delimitacion de regiones homogéneas como los modelos regionales

hacen uso de las caracteristicas fisiograficas de las cuencas, es por ello que se hard una breve
descripcion de las mas importantes.

8.1. Caracteristicas fisiograficas de una cuenca

Asi como el ciclo hidrolégico es el concepto fundamental de la Hidrologia, la cuenca hidroldgica es la
unidad basica de estudio.

La cuenca esta delimitada por el parteaguas, que es una linea imaginaria formada por los
puntos de mayor elevacion topografica y la separa de las cuencas vecinas.

En ocasiones sera necesario dividir una cuenca de gran tamafio en sub-areas o sub-cuencas,
las cuales estan a su vez delimitadas por sus respectivos parteaguas.

8.1.1. Area drenada (A)

El area drenada de una cuenca es la superficie medida en km? y delimitada en proyeccion horizontal
por el parteaguas, y tiene como punto de salida una estacion de aforo o un sitio de interés. Hoy en dia
esta caracteristica se obtiene facimente mediante herramientas computacionales como son los
Sistemas de Informacion Geografica (SIG).

8.1.2. Coeficiente de desarrollo de la linea del parteaguas (m, )

L
m, = 0'282\/—%
8.1)
Donde

L, longitud del parteaguas en km

A érea drenada de la cuenca en kmz,
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Figura 8.1. Area y parteaguas de una cuenca.

8.1.3. Parametro de forma (P, )

Esta caracteristica es un buen identificador de como sera la respuesta al escurrimiento a partir de la

forma de la cuenca, ya que entre mayor sea el valor de P, mayor sera el perimetro por Km2 de &rea que
se encuentre limitando la cuenca.

Figura 8.2. Informacion para obtener el coeficiente de desarrollo de la linea del parteaguas y el
parametro de forma de una cuenca.
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8.1.4. Coordenadas del centro de gravedad de la cuenca (XY, )

El centro de gravedad es el lugar geométrico en donde se supone se concentra toda la superficie
drenada por la cuenca. Este punto se determina para efectos de disefio y se designa como el centro de
la tormenta que es empleada en un modelo lluvia-escurrimiento.

Los ejes coordenados empleados para este calculo son los de latitud y longitud. Para una
exacta determinacion de este punto, se sugiere descomponer el area total de la cuenca A en |/
superficies regulares, cuyos centros y areas A, son conocidos. De tal forma que se logre reproducir la
forma de la cuenca.

El siguiente paso es calcular fas coordenadas del centro de gravedad, para esto se hace uso de
la formula para superficies geométricas compuestas y un sistema de referencia X —Y , de tal forma que

XA +HXA L+ XA

X
A

Y = YA +Y,A +...+Y A,
¢ A

Donde

distancia para cada figura de su centro de gravedad al eje vertical de referencia
distancia para cada figura de su centro de gravedad al eje horizontal de referencia
area para cada figura en que se divide la cuenca en km?

area drenada de la cuenca en km?2

. distancia del centro de gravedad de la cuenca al eje vertical de referencia

distancia del centro de gravedad de la cuenca ai eje horizontal de referencia.

xX>» > <X X

o<

8.1.5. Longitud de la cuenca (L. )

En la practica se tienen dos tipos de cuencas, las llamadas regulares y las irregulares, en cualquiera de
los casos se debe de obtener la longitud de la cuenca. Si esta es regular se puede considerar encerrada
en un rectangulo, siendo la longitud de la cuenca L, (km) el lado mayor de éste. Por el contrario, si es

irregular se tendran que trazar circulos dentro de la cuenca, y la longitud L se obtiene de la linea que
se forma al unir los puntos centrales de cada circunferencia.
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CUENCAREGULAR S S

Figura 8.3. Determinacion de la longitud de una cuenca regular.

CUENCA IRREGULAR

- _,..,-“";;’ \ -}—;:_;::":-__
- /-—-.. ; , / e ;L _’__,f" \ / "*-.\..v:\\
y //V* \v‘.\_\ ||| - -
/,! ;J._ _ _,-?Uf, \‘———* Y j
LT K A

L e Longitud dela cuenca

Figura 8.4. Determinacion de la longitud de una cuenca irregular.
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8.1.6. Ancho méaximo de la cuenca (B, )

El ancho maximo B, es la longitud medida en km, de la perpendicular mas grande a la linea de
longitud L, obtenida en el apartado anterior.

ANCHO MIHND DE LA CLENCA

Figura 8.5. Estimacién del ancho maximo de una cuenca.
8.1.7. Ancho medio de la cuenca (B, )

El ancho medio de la cuenca se define como el cociente del area drenada A, en km?, entre la longitud
L, medidaen km.

(8.5)
ANCHO MEDIO DE LA CLUENCA

Area 14)

Srred

tc

Figura 8.6. Estimacion del ancho medio de una cuenca.
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8.1.8. Coeficiente de asimetria de la cuenca (C,, )

Este coeficiente adimensional define que tan simétricas son las areas de aportacion de la cuenca, a la
izquierda (A,, ) o derecha (A,, ) de la corriente principal, la expresion es

A —
Co = -»»’i—::d"i ; 2<C,<2
Py ¥ Pr
2
(8.6)
COERCIENTE DE ASIMETRIA DE L ACUENCA fQee)
Vd - w - T S~
4 oS
_ Brea Dereca [ADeY) k/ ~o
s e \\
A ~
,/ f..f /,." j auce Principal ___>\
-~ Pl T 3\
’ ; A e {
4 ,v/ __,_ﬁ_ — - /
/ 7 - — ;
{.\{ﬂ—_\{:\-__.—f‘ J__\Nn llqitlii ln—?_qi _ = "///
~ e Aaiackate
~ ~ ~ . /)-r'
Figura 8.7. Estimacion del coeficiente de asimetria de una cuenca.
8.1.9. Pendiente media de la cuenca (S;)
Meétodo de Alvord
En este criterio se analiza la pendiente que existe entre curvas de nivel.
d
S, =—-
W,
(8.7)
a
W, =-1
I
(8.8)
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Donde

d desnivel entre lineas medias. Como son lineas intermedias entre curvas de nivel se puede
aceptar que es el desnivel entre dichas curvas
S, pendiente media de a franja referida a esa curva de nivel

a, area de la franja en km?
I, longitud de la curva de nivel en km.

El valor de S; sera el promedio pesado de la pendiente de cada franja en relacion con su area.
Si se consideran n franjas, entonces

- %,.ai_;{.dAlzua_zJ{_' +ﬂ"_§ﬂ_

S;
a A a A a, A
(8.9)
Ordenando
Se =%(/1 ly+l+.0)
(8.10)
Por lo que
dL
S. ="+
A
(8.11)
Donde

A areade lacuenca en km?
d desnivel constante entre curvas de nivel en km
L longitud total de las curvas de nivel dentro de la cuenca en km.
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PENDIENTE MEDIA DELAC UBNCA S¢
Metbds de Hurd

Figura 8.8. Estimacion de la pendiente media de la cuenca por el método de Alvord.

Método de Horton

En este método se debe trazar una malla sobre el area de la cuenca en estudio, la cual se orienta en el
sentido de la corriente principal. EI nimero minimo requerido de intersecciones en la malla es 100, con
lo cual se tendra una buena aproximacion de la pendiente.

Una vez definida la malla, se mide la longitud de cada linea comprendida dentro de la cuenca y
se cuentan las intersecciones y tangencias de cada una de éstas con las curvas de nivel. La pendiente
media de la cuenca en cada direccion de la malla se determina como

_N.d s =

S
"nyyL

y

(8.12)
Donde

d desnivel constante entre curvas de nivel en km

L, longitud total en km de las lineas de la malla en la direccion x , comprendidas dentro de
la cuenca.

L, longitud total en km de las lineas de la malla en la direccion y , comprendidas dentro de
la cuenca.

N, namero total de intersecciones y tangencias de las lineas de la malla en fa direccion x,
con las curvas de nivel.
N, numero total de intersecciones y tangencias de las lineas de la malla en la direccion

con las curvas de nivel.
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S, pendiente de la cuenca en direccion x , adimensional.
S, pendiente de la cuenca en direccién y , adimensional.

Finalmente, Horton considera que la pendiente media de la cuenca se determina con la expresion

g - Ndsecé _ (N, +N, )X seco
oL L)

(8.13)

Donde
@ es el angulo entre las lineas de la malla y las curvas de nivel.

Como resulta demasiado laborioso determinar la sec @ de cada interseccion, Horton sugiere
utilizar un valor promedio de 1.57. En la practica resulta igualmente eficaz ignorar el término sec €, o
bien considerar el promedio aritmético de las pendientes S, y S, como pendiente de la cuenca.

S, +S,
Se = Ty

(8.14)

PENDIENTE MEDIA DELA CUENCA, (5¢)
Métedo de Hoon

Curas de nivel

Cauce Principal

Figura 8.9. Estimacion de la pendiente media de la cuenca por el método de Horton.
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8.1.10. Elevacién media de la cuenca (E )

La elevacion media se obtiene faciimente mediante una malla generada sobre el plano topografico del
sitio en estudio. Para cada una de las intersecciones dentro de la cuenca se obtiene el valor de la
elevacion E, (msnm), por lo que solo se requiere obtener el promedio entre al menos 100 puntos de la
malla para determinar la pendiente media.

N
E;
E =i __

m
nT int

(8.15)

Donde
n.,. numero total de intersecciones en la malla, n;,, =100

ELEARC ION MEDIO,DE LA CUENCA Earp
METD DO DE LA MALLA

Cunas de nive!

Ceuer Rindpal

Figura 8.10. Estimacién de la elevacion media de la cuenca.

8.1.11. Red de drenaje

Dentro de las caracteristicas mas importantes en una cuenca esta el arreglo de los cauces naturales, ya
que de éste depende la eficiencia del sistema para drenar el escurrimiento.

La red de drenaje se describe de acuerdo con las siguientes caracteristicas: orden de
corrientes, longitud de tributarios, coeficiente de sinuosidad, densidad de corriente y densidad de
drenaje.

Las corrientes pueden dividirse en tres clases que dependen del tipo de escurrimiento, perenne,
intermitente y efimera.
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Una corriente perenne lleva agua todo el tiempo, ya que aln en época de sequias es abastecida
continuamente, pues el nivel freatico siempre permanece por arriba del fono del cauce.

Una corriente intermitente lleva agua la mayor parte del tiempo, pero principaimente en época
de lluvias, su aporte cesa cuando el nivel freatico desciende por debajo del fondo del cauce.

Una corriente efimera solo lleva agua cuando llueve e inmediatamente después.

Orden de corrientes (i)

El orden de las corrientes es una clasificacion que proporciona el grado de bifurcacion dentro de la
cuenca, el procedimiento mas comln para esta clasificacion es considerar como corrientes de orden 1,
aquelias que no tienen ningun tributario; de orden 2 a los que solo tienen tributarios de orden 1; de
orden 3 a los que solo tienen tributarios de orden 2, etc. De este modo el orden de la corriente principal
indicara la extension de la red de corriente dentro de la cuenca. Para hacer esta clasificacion se
requiere de un plano de la cuenca que incluya tanto corrientes perennes como intermitentes. Una vez
que se sabe cual es el orden de la red de drenaje, es muy facil determinar cual es la corriente principal.

/ ” .’/ g g . -z i 'I'l
/ ;?, S [t _1_1 \
_F.—/—___ " 1 - 1 4
S )
I{ ’ -‘4-\“ - S _,_,.-o—"_f
" ~ f,f"'
\,\ / /
M\'*x____ -
T v, _F_,—d"

Figura 8.11. Determinacion del orden de las corrientes de una red de drenaje.

Longitud de los tributarios (I} ) y del cauce principal (L, )

La longitud de los tributarios, medida en km, es un indicador de la pendiente de la cuenca, asi como def
grado de drenaje. Las zonas escarpadas y bien drenadas, usualmente tienen numerosos tributarios

pequefios, mientras que en las regiones planas donde los suelos son permeables se tienen tributarios
largos que generalmente son corrientes perennes.

La longitud L, del cauce principal se mide en km y se estima para la corriente de mayor orden
de la cuenca (O, ).
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Coeficiente de Sinuosidad (K )

Este coeficiente mide el grado de curvatura de la corriente principal, y se estima al dividir L., en km,,
entre la longitud de linea recta L, también en km., que une e! punto de inicio con la salida de la
cuenca. Asi, si la corriente es practicamente una recta K, =1

(8.16)

COEFICIENTE DE SINUOCIDAD (Ks)
S L

e ¢
\‘.
o

I, -~ T
Fans ™, \' ."J .t"‘}
/f A o .t S, LA
P h
LSS

———
EAld "
.

L

Figura 8.12. Estimacion del coeficiente de sinuocidad de la corriente principal de una cuenca.

Densidad de corriente (D, )

Este coeficiente se expresa como la relacion entre el nimero total de corrientes (N, ) y el area
drenada A en km2,

b MNe

c

(8.17)

Para determinar el nimero de corrientes solo se consideran las perennes e intermitentes, la
corriente principal se cuenta como una desde su nacimiento hasta su desembocadura. Después se
tendran todos los tributarios de orden inferior.
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Densidad de drenaje (D, )

Esta caracteristica proporciona una informacién mas real que la anterior, ya que se expresa
como la longitud total de las corrientes perennes e intermitentes L, (km) por unidad de &rea (km?), es

decir:
C
N
Ly

(8.18)
Donde

N;. numero total de corrientes en la red
O orden de la corriente principal.

Pendiente media del cauce principal (S, )

La pendiente del cauce principal constituye un factor importante en Ia respuesta de una cuenca, ante fa
ocurrencia de una tormenta. Dado que la pendiente varia a lo largo del cauce, es necesario definir una
pendiente media. Una buena estimacion se logra al aplicar la técnica de Taylor y Schwarz, la cual
considera que el rio se forma de una serie de canales con pendiente uniforme, cuyo tiempo de recorrido
es igual al del rio.

Si se subdivide el rio en m tramos iguales de longitud Ax, entonces

2

m
A I I
NN RN N
(8.19)
Donde
m numero de segmentos de igual longitud, en los cuales se subdivide el tramo en

estudio
S,,i=1...,m pendiente de cada segmento /.

Esta ecuacion tiende a una mayor aproximacion cuando mas grande sea el nimero de
segmentos en los cuales se subdivide el tramo del rio. También se puede obtener una expresion para el
caso en que las longitudes de los tramos no sean iguales.
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(8.20)

Donde

" longitud del cauce principal en km
l,,i=1,..,m longitud de cada segmento i en km

S,,i=1..,m pendiente de cada segmento /, adimensional.

PENDIENTE MEDIA DEL CAUCE PRINGIPAL (St}
Método de Taylor-Schuatz

£t

. \\
£ e
E3 l B

Figura 8.13. Estimacion de la pendiente media del cauce principal.

8.1.12. Tiempo de concentracion de una cuenca (t,)

El tiempo de concentracion se define como la diferencia temporal entre el inicio de la lluvia hasta el
momento en que se establece el gasto de equilibrio. Es igual al tiempo de viaje de una onda que avanza
desde el punto mas distante de la cuenca hasta su salida. Kirpich encontrd que el tiempo de
concentracion es una funcion que depende basicamente de dos variables L, y S, . Asi, la formula de

Kirpich se expresa.

L0.77
t, =0.000325—%

0.385
cP

(8.21)
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Donde

t. tiempo de concentracion en horas
L. longitud del cauce principal en metros
Sce pendiente del cauce principal, adimensional.

8.2. Delimitacion de regiones homogéneas

En general, fa delimitacion regional se ha sustentado en considerar areas geograficamente continuas,
limites politicos o administrativos. Sin embargo, si la variabilidad espacial de las caracteristicas
fisiograficas o hidrologicas es grande, la consideracién de homogeneidad no se puede garantizar.

A las técnicas que ubican estaciones en forma iterativa, con base en un aigoritmo puramente
matematico se les denominan técnicas de racimo. Con esta metodologia no es necesario que una
cuenca se encuentre dentro de un grupo que sea geograficamente contiguo. Estas regiones podria
decirse, seran comunes respecto a sus series de datos en un espacio variable multidimensional antes
que en el espacio geografico. Sin embargo, existen numerosos problemas asociados a la
regionalizacion, y en particular al analisis de grupos. El primer problema comin en las técnicas de
regionalizacion, es el relacionado con la seleccion de las variables para evaluar el grado de similitud
entre las diferentes cuencas.

Algunas cuencas son similares con respecto a cierta variable, como la cubierta forestal o fa
lluvia anual, pero no a otras, como las caracteristicas fisiograficas. Ademas, con el andlisis por racimos,
literaimente cualquier conjunto de variables es capaz de generar grupos. Lo cual es muy Util ya que de
esta manera se podra seleccionar las variables de acuerdo con la importancia del problema.

Si dichas variables son medidas a partir de longitudes de registros grandes, esto contribuira a
obtener una mayor similitud de aquellas caracteristicas que se obtienen a partir de registros cortos.

Otro problema en el analisis por racimos, es la variedad de los diferentes algoritmos que
pueden emplearse para formar grupos. Desdichadamente, las diferentes técnicas de agrupacion
aplicadas a un mismo registro, a menudo producen estructuras que son sustancialmente diferentes.

Puede pensarse que la seleccion de la regién es un problema trivial, sin embrago, la inclusion o
exclusion de informacion dentro del modelo regional puede producir estimadores Q, poco confiables.

% A continuacion se presentan cuatro criterios que pueden emplearse para la identificacion de
regiones homogéneas. Cabe mencionar que estas técnicas no son excluyentes entre si, sino que
manejadas adecuadamente pueden ser complementarias y definir de manera mas confiable la region.

8.2.1. Método geografico
Esta técnica se basa en suponer que una region es homogénea, dada la proximidad de sus cuencas,
donde la delimitacion se puede realizar trazando un radio de 80 km a partir del centro de gravedad del

sitio de proyecto y tomando toda la informacién proveniente de los sitios que quedan dentro de este
radio.
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8.2.2. Método de los trazos multidimensionales

Nathan y McMahon (1990) desarrollaron una técnica de regionalizacién que resuelve los problemas
asociados con la seleccion de una adecuada técnica de racimos, la definicion de la regién homogénea y
la prediccion del grupo de membresia al cual petereceria una nueva cuenca.

El método emplea la técnica de regresion lineal multiple para seleccionar las caracteristicas
fisiograficas y/o meteoroldgicas mas adecuadas.

La heterogeneidad de los grupos que se forman de manera preliminar se eval(ia mediante una
técnica de posicionamiento propuesta por Andrews (1972), en la cual un punto en el espacio
multidimensional se representa por una curva en dos dimensiones via la funcién

f(t)= % + X, sin(t)+ X, cos(t)+ X, sin(2t)+ X, cos(2t)+...
,\/
(8.22)

Donde X,,X,,...son las caracteristicas fisiograficas y/o meteoroldgicas obtenidas del andlisis de
regresion y la funcién se evallaenelrango —z <t<r.

El hecho de que esta funcion preserva las distancias la hace una técnica ideal de comparacion
visual para la formacion de grupos homogéneos. Los racimos de cuencas con comportamientos
similares aparecen como una banda de curvas muy proximas unas de otras.

Una caracteristica del método, que no se identifica en forma inmediata, consiste en que los
resultados que se obtienen dependen del tipo y del ordenamiento de las variables seleccionadas. Las
primeras variables son asociadas con componentes ciclicas de baja frecuencia y las dltimas de alta
frecuencia. Las bajas frecuencias son mas faciles de observar, de esta manera, X, representaré a

aquella que en el analisis de regresion resultd mas significativa desde el punto de vista estadistico, X,
alasegunda, y asi sucesivamente.

Una vez que se han desarrollado las funciones del tipo f(t) para cada uno de los sitios

involucrados, se generaran envolventes que formen conjuntos de curvas de comportamiento similar y se
derivara una curva media f (t) que represente los atributos fisicos de cada grupo formado.

Para las curvas donde se tenga duda sobre si pertenece 0 no a un grupo particular se hara la
siguiente prueba

ss- 3P 0]-foL)

t=-r

(8.23)

Donde SS es la suma de las diferencias al cuadrado entre los puntos que forman la curva en el sitio j,
y la curva caracteristica f(t) de cada uno de los k grupos ya formados. La cuenca se localizara en la
region k donde se haya obtenido el menor valor de SS .
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8.2.3. Método del coeficiente de variacion .

Esta técnica también hace uso de una comparacion grafica entre atributos estadisticos de los registros
analizados.
Para cada una de las series j, por ejemplo de gastos maximos anuales, se obtendran con las

expresiones (2.1) y (2.9) los estadisticos muestrales x; y Cv,. Posteriormente, se construye una
grafica situando en el eje de las ordenadas los coeficientes Cv; y en las abscisas las relaciones
(X i1 A ) donde A, son las areas drenadas de cada uno de los sitios j. Los grupos se forman por la

concentracién de puntos alrededor de determinado valor del coeficiente de variacion.
Es importante considerar que la tecnica requiere que los estadisticos x; y Cv; se estimen de

registros con distribucion Normal, de tal manera que ninguna de las dos variables tenga tal influencia
que pueda desproporcionar a la otra. Como esta condicion no siempre se cumple sera necesario
transformar las series originales mediante el procedimiento descrito en el apartado 6.2 del capitulo 6.

8.2.4. Método de la region de influencia

En esta técnica cada sitio se considera el centro de su propia region (Burn, 1988, 1990). La
identificacion de una region de influencia se apoya en la medicién de la distancia Euclidiana en un
espacio de atributos multidimensionales. El conjunto de atributos (caracteristicas fisiograficas y/o
climatologicas) se relaciona a las caracteristicas de los eventos extremos. También se define una
funcion de peso que refleja la importancia relativa de cada sitio dentro de la regién.

La distancia Euclidiana D, entre una estacion cualquiera j y la estacion base b, para fa cual se
genera la regién de influencia, se expresa como

(8.24)
ci- X
7 s)
(8.25)
Xi
P
%= 5(x)
(8.26)
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Donde
p  numero de atributos considerados

C;yC, valores estandarizados del atributo i para los sitios j y la estacion base b

X;  valores del atributo i del sitio j

X, valores del atributo i de la estacion base b
S(X ') desviacion estandar de! atributo i considerando todos los sitios j y la estacion b.

El proceso de estandarizacion elimina las unidades de cada atributo y reduce cualquier
diferencia de escala dentro del rango de valores.

El grupo de atributos seleccionados son funcion de la informacién disponible en la red de
estaciones. La eleccion de los atributos requiere cierto juicio ingenieril, sin embargo, pueden obtenerse
como en la técnica de delimitacién multidimensional al examinar la correlacidn entre las caracteristicas
estadisticas de los eventos extremos y las caracteristicas fisiograficas y/o climatologicas

El préximo paso dentro del proceso de identificacion de la region de influencia implica proponer

un valor de tolerancia que acote la medida de la distancia. Asi, se pudieran excluir todas aquellas
estaciones que tengan una distancia mas grande que el valor promedio D, desde el sitio base.

Dado que no todas las estaciones se incluyen en la region de influencia se propone una funcién
ponderada que refleje la importancia relativa de cada estacion en la estimacion de los gastos extremos
en el sitio base. La funcién ponderada es de la forma:

c
W =1.0{%’3}

Zw p=1 j =12,..nimero de estaciones enla region

(8.27)

(8.28)

Donde

w factor de peso de la estacion j en la region de influencia del sitio b

b
@y C,(C>0) son parametros a estimarse.

El efecto de go es para darle un valor de tolerancia a la funcion ponderada para las estaciones.
Por esta razon, el valor de godebe ser mayor o igual al valor de la tolerancia. Si g es igual a la
tolerancia, las estaciones en el umbral no tendran contribucion para la determinacién de los gastos
extremos en el sitio base. Los valores mayores incrementaran la ponderacién de todas las estaciones
incluidas en la region. La constante C determina la tasa de decremento de los pesos con la distancia.

Una vez que se ha definido una probable regién de influencia para un sitio especifico se
requiere determinar si alguna de las estaciones vecinas presenta cierta discordancia con la estacion
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base, para ello se establece una medida en términos de las relaciones z,,7,y r, de los momentos-L
(expresiones 2.41 a 2.43).

Si se considera (Hosking y Wallis, 1993):

u =|z, 2,7 f
(8.29)
1 ms
ms ; !
(8.30)
1 ms T
SC=——) (U -Uufu,—-1u
ms — ;( i X i )
(8.31)
Donde
u,  vector que contiene las relaciones de los momentos-L de cada sitio / en la region
U  promedio no pesado de los valores u;
SC matriz de covarianza muestral de los valores u;
ms  numero total de estaciones en la region
T indica transpuesta.
Entonces la medida de discordancia D, de un sitio i se define como
D, = (0, -uY (5C) ' -v)
(8.32)

Se establece que si D, >3 indica que el sitio i tiene diferencias significativas en el conjunto

de estaciones dentro de la regién de influencia de la estacién base, por lo que debe considerarse su
exclusion e incorporacion en ofra region.

Una vez que se ha delimitado la regién de influencia para un sitio base, se debe determinar su
homogeneidad.

Hosking y Wallis (1993) propusieron una prueba sustentada en la varianza pesada V de los
coeficientes de variacion-L 7, (expresion 2.41).
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(8.33)

Donde
7, coeficiente de variacién-L para el sitio i
7, promedio de los coeficientes 7, en la region

ms numero total de estaciones en la regidn, incluyendo la estacion base
n; longitud de registro de la estacion i .

La medida de homogeneidad requiere de un estimado de la media y desviacién estandar de V,
definidos por x4, Y o, . Estos deben obtenerse mediante un proceso de simulacion, el cual consiste en

generar 500 muestras aleatorias de tamafios n,,i=12,..,ms, siguiendo la distribucion Wakeby o
Kappa, para posteriormente obtener para cada una de ellas los valores der, y 7, que al emplear la
expresion (8.33) generara una muestra simulada de varianzas pesadas V,,V;,...,Vs, ¥ por lo tanto, es

posible obtener los valores 1, y o,. Con estos valores es posible calcular fa medida de
heterogeneidad como:

H= V-u
Oy

(8.34)
Donde Hosking y Wallis (1993) proponen ios siguientes indicadores

Si H<1 La regidn es aceptablemente homogénea
Si 1<H <2 Laregion es posiblemente heterogénea

Si H>2 La region es definitivamente heterogénea
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8.3. Técnicas regionales

E! analisis regional hidrolégico suministra la forma de inferir eventos para ciertos periodos de retorno en
sitios con escasa o nula informacién, a través del empleo de las caracteristicas fisiograficas y/o
meteoroldgicas de la cuenca en el sitio de estudio y/o de sus cuencas vecinas.

La mayoria de las técnicas regionales se basan en series de maximos anuales y unos pocos en
series de excedentes anuales.

A continuacion se presenta la notacion y definiciones que seran comunes para las técnicas
regionales.

Q/ son los eventos analizados para cada estacion j , para j=1 hasta el nimero total de

ms
sitios ms, y desde i=1 hasta el tamafio de muestra n,, con un registro total de n, =an
j=
estaciones-afio, y es una muestra aleatoria que pertenece a una poblacién comun de la region.

Generalmente, las técnicas regionales requieren de procesos de estandarizacion de las
muestras del tipo

Q/ -,
o

/

(8.35)

Q/
Q/
(8.36)

Donde ¢;,@,,y Q/ son algunos estadisticos de ubicacion y escala de la muestra.

La estandarizacién del tipo de la expresion (8.36) se asocia directamente con la técnica de la
avenida indice. Generaimente, Q/ se toma como el valor medio Q’de la serie Q/ 'y [a variable

analizada es X = Q/ y, con las propiedades E[X]=1, S, =C,(Q) g, =9,

8.3.1. Técnica de las estaciones-aiio

3 Este método considera el tratamiento de una sola muestra de datos conformada por un registro
' estandarizado de eventos, el cual una vez que se construye se ajusta a un conjunto de distribuciones de
probabilidad. Esta técnica regional a diferencia de otras no requiere que las muestras tengan una
longitud de registro comdn (Cunnane, 1988). Con referencia al tamafio de muestra aceptable en cada
muestra participante en el anélisis, se recomienda que al menos sea de 10 afios. Esta recomendacion
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no es del todo estricta, ya que si se tiene un sitio con, por ejemplo, 9 afios, pero dentro de este estan
eventos extremos que puedan afectar el comportamiento del fenémeno en la region, entonces se
deberan incluir en el estudio.

Existe otra recomendacion en cuanto el nimero de estaciones-afto que se requieren para una
correcta estimacion del evento Q;,y es que L > 5T donde T es el periodo de retorno en afios.

La secuencia puede resumirse como

Paso 1. Probar dentro de regién analizada la homogeneidad de las series de datos. Para este propésito
se emplean las técnicas del apartado 7.2.

Paso 2. Con las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos muestrales de las series Q/:
%,,82,8,,9,,k;,Cv, para j=1..,ms.

i

Paso 3. Para cada serie j se verifica mediante la prueba de Anderson la independencia de eventos
(apartado 7.3).

Paso 4. Para cada serie j se genera una muestra modulada de la forma

o Ql
qi ="
X

(8.37)

ms
Paso 5. Se forma el registro llamado estaciones-afio, de tamafio n, = Zn, con todos los eventos
J=1

modulados ¢/ .

Paso 6. El registro se ordena de mayor a menor y se le asigna un periodo de retorno (apartado 7.1) y
una probabilidad de no excedencia.

1Mt
m
(8.38)
1
P(X<x)=P =1"T
(8.39)
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Donde
T  periodo de retorno en afios
n, tamaiio de muestra del registro estaciones-afio
m  n(mero de orden del registro, desde m =1,...,n,
P probabilidad de no excedencia.

Paso 7. Al registro formado en el paso 5 se le ajustan las diferentes distribuciones de probabilidad para
el andlisis de maximos (Normal, Log normal con 2 y 3 parametros, Gamma con 2 y 3 parametros, Log
Pearson tipo Hll, Gumbel, General de Valores Extremos, Valores Extremos de dos Componentes y
Gumbel Mixta), y se selecciona aquel que proporcione el minimo error estandar de ajuste (apartado 7.4)

Paso 8. Una vez obtenida la distribucion de mejor ajuste, es posible estimar los eventos regionales r
para diferentes periodos de retorno, los cuales seran validos para cualquier punto dentro de la zona
analizada.

R
@Q)F = [g] , T=2,5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000, 5000 y 10,000 afios
T

(8.40)

Paso 9. Si se quiere obtener un evento Q! en un sitio j que tiene escasa informacion, basta multiplicar
la relacion regional obtenida en el paso anterior por el correspondiente valor de x;. Por el contrario, si

se desea un evento Qfen un sitio no aforado (e) que esté dentro de la region, se debe construir la

relacion x; — A, donde A;,j=1..,ms son las areas drenadas, para que a partir de ella se pueda

inferir el valor correspondiente de X, para el area A, del sitio (¢). Esta Gltima relacién puede ser del
tipo lineal, potencial o polinomial.

Ejemplo 8.1. Se desea obtener una estimacion regional por la técnica estaciones-afio de
=, T =2,5,10,20,50,100,500,1000, 5000 y 10000 afios, para la cuenca definida por la estacion
hidrométrica Piaxtla.

Para definir el conjunto estaciones-afio se toman en cuenta las hidrométricas vecinas Acatitan,
Ixpalino, Ef Quelite y Santa Cruz, y no se considera el registro de gastos maximos anuales de Piaxtla,
por lo que para propésitos del ejemplo se toma como no aforada (Q? =QF )

En la tabla 8.1 se presentan las caracteristicas estadisticas de las estaciones involucradas en el
ejemplo.
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Estacion

Estadistico Acatitan Ixpalino El Quelite: Santa Cruz Piaxtla
X 1031 1317 468 1269 1419
S 864 1218 445 1216 1587
g 2.63 2.79 1.71 2.94 2.48
k 12.79 12.68 6.26 14.86 10.79
C, 0.83 0.92 0.95 0.958 1.1
M(o) 1031 1317 468 1269 1419
My ) 718 929 347 905 1058
M(z) 575 752 284 732 896
A ) 489 646 243 628 795
A 1031 1317 468 1269 1419
A, 404 541 226 541 698
y 176 255 91 230 447
A 102 203 44 199 295
7, 0.39 0.41 0.48 0.42 0.49
A 0.43 0.47 0.40 0.42 0.64
7, 0.25 0.38 0.19 0.37 0.42

Tabla 8.1. Caracteristicas estadisticas de las series de gastos maximos anuales para las estaciones
vecinas al sitio Piaxtla.

En este ejemplo el nimero de estaciones es ms = 4. De acuerdo con la expresion (8.37), se debe
modular cada una de las muestras.

Si j =1, los gastos modulados de la estacion Acatitan son

i Q 579

o' = L) 350 . 2470
T 3031° % T 1031

= 0561, Qlogs = - = 0.339,..., Grops = 1031

=2.395
1031

Este proceso se realiza para las otras tres estaciones

Q 1046 709 1440
2 Q. ~0.794, 2, = 102 _0538,....2 ~1.093
9 =1317 Y= T q3q7 Grom = 1317 Graws = 1317

Q 17 290 610
5 ~0.25,¢%. = °N _0619,... .4 ~1.303
9 = 268" 9% = 455 %1 = 458 Gious = 458

Q' 2103 2142 875
oo Qg0 20 e 2 _ 1687, 875 _ 0689
9 =7269° T T 4269 9o = 1269 Gis = 469
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ms
Se forma el registro llamado estaciones-afio, de tamafio n; = Zn =31+ 31+ 26 +43 =131 con todos
j=1

los eventos modulados g/ .
q" ={0.561,0.339,...,2.395,0.794,0.538, ...,1.093,0.25,0.619, ..., 1.303,1.657,1.687, ..., 0.689}

A esta serie modulada de 131 elementos se le aplica el andlisis de frecuencias de gastos
maximos anuales y se selecciona la mejor distribucion de ajuste.

Estaciones aiio

Estadistico Valor Estadistico Valor
X 1 A 1
S 0.9 A, 0.42
g 2.51 A 0.17
k 10.75 A 0.12
C, 0.91 T, 0.42
/ 0 1 T, - 0.41
Mﬁ) 0.71 T, 0.28
M 0.57
M(a) 0.48 n 131

Tabla 8.2. Caracteristicas estadisticas de la serie modulada de estaciones afio asociada al sitio Piaxtla.

De acuerdo con el andlisis de frecuencia el mejor ajuste se logra con fa distribucion Gamma-3 por
momentos de probabilidad pesada, por lo que los estimadores regionales §F para los periodos de
retorno requeridos se muestran en la tabla 8.3.

T(afios) P=11/T gt
2 0.5 0.66
5 0.8 1.45
10 09 243
20 0.95 285
50 0.98 3.87
100 0.99 4.67
500 0.998 6.66
1000 0.999 7.56
5000 0.9998 9.74
10000 0.9999 10.71

Tabla 8.3. Estimadores ¢} para la region asociada al sitio Piaxtla
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Al registro de gastos maximos anuales de la estacion Piaxtla se le realiza el analisis de frecuencias,
lograndose el mejor ajuste con la distribucion Gumbel Mixta.

En la tabla 8.4 se comparan los eventos Q, estimados con la muestra registrada en Piaxtla con
aquellos obtenidos mediante la técnica regional QF = 47 (Xp,.u, ) = 47 (1419 m3ls).

T(afos) P=1-1T Q,(m’s) QR (ms)
2 0.5 770 936
5 0.8 1682 2057
10 0.9 3455 3022
20 0.95 4711 4044
50 0.98 6196 5491
100 0.99 7271 6626
500 0.998 9715 9451
1000 0.999 10760 10727
5000 0.9998 13182 13821
10000 0.9999 14224 15197

Tabla 8.4. Gastos maximos anuales para diferentes periodos de retomo estimados en forma puntual y
regional para la estacion Piaxtla.

Ejemplo 8.2. Se desea obtener una estimacién regional por la técnica estaciones-afio de
R, T=12,5,10,20,50,100,500,1000,5000 y 10000 afios, para la cuenca definida por la estacion
hidrométrica El Quelite.

Para definir el conjunto estaciones-afio se toman en cuenta las hidrométricas Acatitan, Ixpalino,
El Quelite y Santa Cruz por lo que para propésitos del ejemplo se considera El Quelite con escasa
informacion.

Al ajustar las diferentes funciones de distribucién a los gastos maximos anuales de la estacion
El Quelite se obtuvo como mejor opcidn la distribucion Gamma-3 por momentos de probabilidad
pesada.

En la tabla 8.5 se comparan los eventos Q, estimados con la muestra registrada en EI Quelite
con aquellos obtenidos mediante la técnica regional del ejemplo 8.1: QF = A% (Xe,quere )= 07 (468 M5 ).
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T(afios) P=1-1/T &, (ms) QR (ms)

2 0.5 289 309

5 08 716 679

10 09 1077 997

20 0.95 1460 1334

50 0.98 1996 1811
100 0.99 2420 2186
500 0.998 3462 3117
1000 0.999 3933 3539
5000 0.9998 5072 4558
10000 0.9999 5580 5012

Tabla 8.5. Gastos maximos anuales para diferentes periodos de retorno estimados en forma puntual y
regional para la estacion El Quelite.

8.3.2. Técnica de correlacion y regresion muitiple

Las caracteristicas en la frecuencia de los gastos maximos anuales pueden expresarse en términos de
algunos indices geomorfolégicos y/o factores climatologicos de la cuenca. La dependencia o
independencia de las variables se estima para cada sitio aforado mediante un proceso de correlacion y
regresion discriminante, donde la aportacion de cada variable independiente es probada hasta lograr un
modelo de regresion, en el cual todas las variables que en él intervengan sean estadisticamente
significativas para la estimacion de la variable dependiente analizada. En la practica, el nimero de
variables independientes no debe exceder aproximadamente un tercio del niumero de observaciones.
Por lo tanto se debe tener cuidado de no arriesgar la confiabilidad de la estimacion de los coeficientes
por incluir variables de mas.

El modelo de regresion puede ser del tipo

Y=a+bX,+..+bX,
(8.41)
O tambien
Y =aX{, X;2,.., X

yereg Ng

(8.42)

Donde
Y variable dependiente
X, caracteristicas fisiograficas y/o climatolégicas (k =1....,s)

a,b, conjunto de parametros a estimarse de los datos

La secuencia de calculo es la siguiente:
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Paso 1. Recabar la informacion sobre los eventos por ser analizados en cada una de las estaciones de
la region, asi como fa determinacion de sus caracteristicas fisiograficas y climatologicas.

Paso 2. Probar dentro de region analizada la homogeneidad de las series de datos. Para este propdsito
se emplean las técnicas del apartado 7.2.

Paso 3. Con las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos muestrales de las series Q/:
%;,5,8,,,,k;,Cv, para j=1.,ms.

J

Paso 4. Para cada serie j se verifica mediante la prueba de Anderson la independencia de eventos
(apartado 7.3).

Paso 5. Para cada una de las series Q/ se le ajustan las diferentes distribuciones de probabilidad para

el analisis de maximos (Normal, Log normal con 2 y 3 parametros, Gamma con 2 y 3 parametros,
LogPearson tipo lll, Gumbel, General de Valores Extremos, Valores Extremos de dos Componentes y
Gumbel Mixta), y se selecciona aquel que proporcione el minimo error estandar de ajuste (apartado 7.4)

Paso 6. Una vez que se obtiene la distribucion de mejor ajuste para cada uno de los sitios j =1,...,ms,

es posible calcular los eventos Q{' para los periodos de retorno T =2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000,
5000 y 10,000 afios

Paso 7. Para cada periodo de retorno analizado se plantea un sistema de ecuaciones.

Q; = a+bX, +b,X, +b,X, +b,X,
(8.43)

Por ejemplo, Si T = 50 afios y se tienen seis sitios aforados y cuatro caracteristicas fisiograficas el
sistema es

0 =a+bA"+b,E +b,L, +b,D;
=a+ + + +
02 =a+b,A? +b,E2 +byl2 +b,D
Q% =a+bA° +b,E} +b,L2 +b,D]
o =a+bA* +b,E} +b,L} +b,Dj
Q% =a+bA® +bE] +bL3 +b,D]
Q% =a+b,A° +b,EL +byLS, +b,Df
(8.44)
Paso 8. Para resolver el sistema de ecuaciones se debe recordar que las series involucradas deben ser

Normales. Para probar esto se deberan obtener los estadisticos muestrales para cada una de las series
del sistema. Si esto no se cumple se debe proceder a transformarlas, por ejemplo por Box-Cox.
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Paso 9. Una vez que se plantea el sistema de ecuaciones normales, se debe realizar un analisis
discriminatorio para determinar cuantas variables independientes deben incluirse finalmente en el
modelo de regresion. Asi, se podria tener una ecuacién regional donde una de las cuatro variables
iniciales no fue significativa para la estimacion del evento para T = 50 afios

Qf =a+6,A+6,E, +b,D,
(8.45)

Paso 10. Si se quiere obtener un evento QZ, en un sitio j que tiene escasa informacion, basta sustituir
las caracteristicas fisiograficas A’,E. y D] en la ecuacion regional obtenida en el paso anterior. Por el
contrario, si se desea calcular el evento QF en un sitio no aforado (e) que esté dentro de Ia region, se
deben obtener las caracteristicas A°,E; y D] y sustituiria en la misma ecuacion.

Este procedimiento se debera realizar tantas veces como periodos de retorno se analicen.

Una forma de simplificar el método es el considerar como variables dependientes los parametros de la
distribucion caracteristica de la region. Por ejemplo, si se tienen los mismos seis sitios y la distribucion
caracteristica es del tipo Gumbel con parametro de ubicaciéon o y escala &, entonces se tendrian que
resolver los siguientes dos sistemas de ecuaciones normales.

o' =a+bA" +b,E} +b,L, +b,D;
0 =a+bA* +b,E: + b, +b,D]
0® =a+b,A° +b,E} +bL3 +b,D}
o' =a+bA" +b,E{ +b,Ly, +b,D;
0° =a+b,A° +bE +bL5) +b,D;
0° =a+bA° +b,E] + bl +b,D;

(8.46)
a¢' =a+bA'+b,E, +bL, +b,D]
a’ =a+b A" +bEZ +bl2 +b,D}
&’ =a+bA*+b,E} +bL3 +b,D]
a' =a+bA* +b,E] +b,Ll, +bD;
% =a+b A% +b,ES +byL% +b,D’
¢’ =a+bA® +bE] +b,L} +bD;

(8.47)

Al resolver el sistema y verificando que las cuatro caracteristicas son significativas para la
estimacion de la variable dependiente, en este caso los parametros 0 y @, se tendrian las ecuaciones
regionales
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Oy =8+b,A+b,E +b,L, +6,D,

(8.48)
G =8+bA+b,E +b,L, +b,D,

(8.49)

Asi, ya sea que se requiera estimar un evento de disefio en una cuenca con escasa o nula
informacion, solo sera necesario sustituir las caracteristicas fisiograficas y/o climatolégicas en las
ecuaciones regionales para obtener los parametros de ubicacion y escala de la distribucion Gumbel.

Finalmente, basta sustituir estos valores en la expresion (4.38) para obtener un evento de cierto
periodo de retorno.

Ejemplo 8.3. Se desea obtener una estimacion regional por la técnica de correlacion y regresion lineal
de QF,T =2,5,10,20,50,100,500,1000,5000 y 10000 afios, para la cuenca de la estacion hidrométrica
Piaxtla.

Para definir el sistema de ecuaciones normales se tomaran en cuenta las estaciones Acatitan,
Ixpalino, El Quelite y Santa Cruz, y no se considera el registro de gastos maximos anuales de la
estacion Piaxtla, por lo que para propésitos del ejemplo se toma como no aforada.

Si se considera que la region se puede caracterizar por la distribucién de valores extremos tipo |
por la técnica de momentos, entonces, los sistemas de ecuaciones a resolver son del tipo de las
expresiones (8.46) y (8.47).

En la Tabla 8.6 se presentan algunas caracteristicas de las estaciones involucradas.

Estacion Q(m3/s) S, (m3s) 0 a Alkm?)  P.M.A(mm)
Acatitan 1032 865 642.75 674.7 1884 1047
Ixpalino 1318 1218 769.9 950.04 6166 1007
El Quelite 468 445 267.75 347.1 835 720
Santa Cruz 1270 1216 722.8 948.48 8919 1069
Piaxtia 1420 1588 705.4 1238.64 5307 1045

Tabla 8.6. Parametros estimados de la distribucion Gumbel por momentos, area y precipitacion media
anual (P.M.A.) de cada una de las estaciones analizadas.

Para la aplicar las técnicas de regresion se requiere que las series se normalicen, con este
proposito se obtienen los logaritmos naturales de cada una de ellas (Tabla 8.7).
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Estacion O a Alkm?)  PM.A(mm)

Acatitan 6.4657 6.5142 7.5411 6.9536
Ixpalino 6.6462 6.8565 8.7268 6.9147
El Quelite 5.5900 5.8496 6.7274 6.5792
Santa Cruz 6.5831 6.8548 9.0959 6.9744
Piaxtla - - 8.5767 6.9517

Tabla 8.7. Series normalizadas de parametros y caracteristicas fisiograficas y climatoldgicas de la
region en estudio.

El sistema de ecuaciones para el parametro de ubicacion v es

6.4657 = a + 7.5411b, + 6.9536b,
6.6462 = a + 8.7268b, + 6.9147b,
5.5900 = a + 6.7274b, +6.5792b,
6.5831= a + 9.0059b, + 6.9744b,

Y para el de escala

6.5142 = a + 7.5411b, + 6.9536b,
6.8565 = a + 8.7268b, + 6.9147b,
5.8496 = a + 6.7274b, + 6.5792b,
6.8548 = a + 9.0959b, + 6.9744b,

Que al resolver se obtiene solo el area como variable significativa, asi

D, =0.7824 A
a, =0.8070 A

Al sustituir el area y la precipitacion media anual de Piaxtla en las ecuaciones regionales se tiene

Oy = 0.7824(8.5767) = 6.7113

a, = 0.8070(8.5767) = 6.9223
Finalmente
Or = exp(6.7113) = 821.66

ay = exp(6.9223) = 1014.67
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En la tabla 8.8 se comparan los eventos @, calculados con los parametros de la distribucion Gumbel

por momentos de la muestra registrada en la estacion Piaxtla, con aquellos obtenidos mediante la
técnica regional.

T(afios) P=1-1/T QT (mals) Qﬂm3 /9

2 05 1159 1193

5 0.8 2563 2343

10 0.9 3492 3105

20 0.95 4384 3835

50 0.98 5538 4781
100 0.99 6403 5489
500 0.998 8401 7126
1000 0.999 9261 7830
5000 0.9998 11255 9464
10000 0.9999 12113 10167

Tabla 8.8. Gastos méaximos anuales para diferentes periodos de retorno estimados en forma puntual y
regional para la estacién Piaxtla.

8.3.3. Método de Dalrymple

Este método (Dalrymple, 1960) es del tipo de la avenida indice y considera que las muestras se ajustan
a la distribucion de valores extremos tipo | (Gumbel). Un requisito para esta técnica es que las muestras
tengan igual longitud de registro n, =n, =...=n,, =N -

La secuencia de calculo es la siguiente:

Paso 1. Recabar la informacién sobre los eventos por ser analizados en cada una de las estaciones de
la region y proponer una longitud de registro 1, -

Paso 2. Probar dentro de regién analizada la homogeneidad de las series de datos. Para este propésito
se emplean las técnicas del apartado 7.2.

Paso 3. Con las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos muestrales de las series Q/:
%,,5%,S,,9,,k;,Cv, para j=1,..,ms.

Paso 4. Para cada serie j se verifica mediante la prueba de Anderson la independencia de eventos
(apartado 7.3).
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Paso 5. Para cada una de las series Q/, el registro se ordena de mayor a menor y se le asigna un
periodo de retorno y una probabilidad de no excedencia.

T = Fﬂmﬂ
m
(8.50)
P’ :1—»1.
Tl
(8.51)

Donde

T' periodo de retorno en afios para cada evento i .
m numero de orden del registro, desde m =1,...,n -

P’ probabilidad de no excedencia para cada evento i .

Paso 6. Para cada una de las series Q/ se le ajusta la distribucion Gumbel y se estiman los eventos
para T = 2.33 afios y para los periodos de retorno asignados a la muestra T',7 =1,..., 7 i

Paso 7. Cada una de las series j se estandariza de la forma

X% = Q{ / Q%.aa
(8.52)

Paso 8. Para cada periodo de retorno T se obtiene el valor de la mediana X, del conjunto

SX = {X X 2 .Xm } Para obtener la mediana de cada periodo T, el conjunto SX se debe ordenar

de mayor a menor. Si ms es par, entonces la mediana sera el promedio de los dos valores que dividen
a la muestra ordenada. Si ms es impar la mediana es el valor que queda exactamente dividiendo a la
muestra.

Paso 9. Los valores X, se ubican con sus correspondientes periodos de retorno T en papel de
probabilidad Gumbel.

Paso 10. Los puntos ubicados en el paso 9, son ajustados mediante una curva suavizada para generar
la curva regional X; —T.

Paso 11. Una vez obtenida la curva regional es posible estimar los eventos X7 para los periodos de
retomo T =2, 5,10, 20, 50, 100, 500, 1000, 5000 y 10,000 afios
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Paso 12. Si se requiere un evento Q! en un sitio j que tiene escasa informacion, basta multiplicar la
relacion regional X obtenida en el paso anterior por el correspondiente valor de Q! ,, . Por el contrario,
si se desea el evento Qf en un sitio no aforado (e) que esté dentro de la region, se debe construir Ia

relacion Q) ~A; donde A;,j=1..,ms son las areas drenadas, para que a partir de ella se pueda

inferir el valor correspondiente de Q3,, para el area A, del sitio (e). Esta Ultima relacion puede ser del
tipo lineal, potencial o polinomial.

Ejemplo 8.4. Se desea obtener una estimacion regional por la técnica de Dalrymple de
5, T =2,5,10,20,50,100,500,1000,5000 y 10000 afios, para la cuenca definida por la estacion
hidrométrica Piaxtla.

Como en los ejemplos anteriores, se toman en cuenta los registros de las estaciones Acatitan,
Ixpalino, El Quelite y Santa Cruz (Tabla 8.9), y se considera a la estacion Piaxtla como no aforada.

Afio Acatitan Ixpalino El Quelite Santa Cruz

1960 1510 556 17 1074
1961 646 864 290 1280
1962 1674 1766 624 1002
1963 622 2205 157 3680
1964 457 707 272 861
1965 710 1334 1600 889
1966 1191 842 563 1166
1967 563 1056 101 950
1968 4600 6200 1008 7000
1969 400 872 183 484
1970 568 1020 173 921
1971 422 546 166 812
1972 1830 4365 1080 3332
1973 792 801 160 898
1974 2005 1957 464 2790
1975 1410 450 464 620
1976 380 975 296 1495
1977 625 949 253 836
1978 542 405 55 940
1979 355 939 110 3080
1980 1404 1374 664 1550
1981 1555 2582 1743 306
1982 638 660 115 151
1983 921 1440 532 83

Tabla 8.9. Gastos maximos anuales en m3/s en el periodo comun de registro.
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A cada una de las estaciones involucradas se le ajusta la distribucion Gumbel. En este caso la mejor
opcion fue la de momentos (Tabla 8.10).

Con los parametros es posible determinar los eventos Q; correspondientes a los periodos de
retorno T = 2.33 afios y aquellos asociados al registro (Tablas 8.10 y 8.11).

Posteriormente se procede a estandarizar las series de acuerdo con la expresion (8.52) y a
obtener la mediana X, (Tabla 8.12). Si esta serie se grafica en papel de probabilidad Gumbel se

obtiene una curva regional donde se pueden extrapolar valores para diferentes periodos de retorno

(Tabla 8.13).

Ahora se requiere estimar un valor de Q,,, para el sitio Piaxtla, el cual se obtiene al obtener la
refacion @Q,,, — Areas de la region. En este caso Q;™ = 1422 m’/s. Este valor si se multiplica por la
ecuacion regional se obtendra la curva correspondiente a Piaxtla (Tabla 8.13).

Afio Acatitan Ixpalino El Quelite Santa Cruz
0 666.72 820.29 257.97 824.07
a 708.13 1043.93 360.88 1185.58
Q, 5 (mss) 1076.44 1424.30 466.77 1610.04

Tabla 8.10. Estimadores por momentos de la distribucion Gumbel ajustada a cada una de las
estaciones analizadas.

T(afios) P(1-1/T) Acatitan Ixpalino El Quelite Santa Cruz
25.00 0.96 2931.69 4159.33 1412.24 4616.18
12,50 0.92 2425.94 3413.75 1154.50 3769.43
8.33 0.88 2123.36 2967.68 1000.30 3262.84
6.25 0.84 1903.59 2643.69 888.29 2894.88
5.00 0.80 1728.87 2386.12 799.25 2602.36
4.17 076 1582.35 2170.12 724.59 2357.06
357 0.72 1455.01 1982.39 659.69 2143.86
3.13 0.68 134142 1814.93 601.80 1953.68
278 0.64 1238.03 1662.52 549.11 1780.58
2.50 0.60 1142.39 1521.52 500.37 1620.45
227 0.56 1052.67 1389.27 454.65 1470.25
2,08 0.52 967.50 1263.71 411.24 1327.65
1.92 048 885.73 1143.16 369.57 1190.75
1.79 0.44 806.40 1026.21 329.14 1057.93
1.67 0.40 72862 911.55 289.50 927.71
1.56 0.36 651.55 797.92 250.22 798.67
147 0.32 574.28 684.02 210.85 669.31
1.39 0.28 495.81 568.33 170.86 537.93
1.32 0.24 414.86 449.01 129.61 402.41
1.25 0.20 32973 32349 86.22 259.87
1.19 0.16 237.78 © 187.95 39.36 105.93
1.14 0.12 134,53 35.73 -13.25 -66.94
1.09 0.08 10.61 -146.94 -76.40 -274.40
1.04 0.04 -161.10 -400.09 -163.92 -561.91

Tabla 8.11. Eventos Q, para los periodos de retorno asignados a las muestras.
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Acatitan

T{afios) P(1-1/T) Ixpalino El Quelte  SantaCruz  MEDIANA
25.00 0.96 2.7235 2.9202 3.0255 3.0569 2.9729
12.50 0.92 2.2536 2.3967 2.4733 2.4962 2.4350

8.33 0.88 1.9725 2.0836 2.1430 2.1607 2.1133
6.25 0.84 1.7684 1.8561 1.9030 1.9170 1.8796
5.00 0.80 1.6061 1.6752 1.7123 1.7233 1.6938
4.17 0.76 1.4699 1.5236 1.5523 1.5609 1.5379
3.57 0.72 1.3516 1.3918 1.4133 1.4197 1.4025
3.13 0.68 1.2461 1.2742 1.2892 1.2937 1.2817
2.78 0.64 1.1501 1.1672 1.1764 1.1791 1.1718
2.50 0.60 1.0612 1.0682 1.0719 1.0731 1.0701
2.27 0.56 0.9779 0.9754 0.9740 0.9736 0.9747
2.08 0.52 0.8988 0.8872 0.8810 0.8792 0.8841
1.92 0.48 0.8228 0.8026 0.7917 0.7885 0.7971
1.79 0.44 0.7491 0.7205 0.7051 0.7005 0.7128
1.67 0.40 0.6768 0.6400 0.6202 0.6143 0.6301
1.56 0.36 0.6052 0.5602 0.5360 0.5289 0.5481
1.47 0.32 0.5335 0.4802 0.4517 0.4432 0.4659
1.39 0.28 0.4606 0.3990 0.3660 0.3562 0.3825
1.32 0.24 0.3854 0.3152 0.2776 0.2664 0.2964
1.25 0.20 0.3063 0.2271 0.1847 0.1720 0.2059
1.19 0.16 0.2209 0.1319 0.0843 0.0701 0.1081
1.14 0.12 0.1249 0.0250 -0.0283 -0.0443 -0.0016
1.09 0.08 0.0098 -0.1031 -0.1636 -0.1817 -0.1334
1.04 0.04 -0.1496 -0.2809 -0.3511 -0.3721 -0.3160

Tabla 8.12. Series estandarizadas Q! /QJ,,,j =1223,4 y mediana para la region en estudio.

T(afios) P=1-1T (OT‘ / Qm): O (m3/s)
2 0.5 0.85 1207
5 0.8 1.56 2224
10 09 2.04 2897
20 0.95 249 3543
50 0.98 3.08 4379
100 0.99 3.52 5005
500 0.998 454 6452
1000 0.999 498 7075
5000 0.9998 5.99 8519
10000 0.2999 6.43 9141

Tabla 8.13. Curva regional (Q; /Q,4, f v estimadores QF para la estacion Piaxtia,
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8.3.4. Aplicacion regional de la transformacion de Box-Cox

Chander et al. (1978) propusieron el uso de una transformacion normalizante para la estimacion de
eventos hidrologicos Q. en una estacion de aforos con registros Q,,i = 1.2,...,n como

v
X;JQ£_1 A#0, Q>0
(8.53)
X, =hQ A=0, Q>0
854
1 Los eventos Q, se obtienen por
; XT = :[‘x + deT
| (8.55)
QT = (1 + jXAT )VA
(8.56)

Esta técnica se puede extenderse facilmente para aplicarse regionalmente a las series
1 homogéneas e independientes.

Paso 1. Para cada una de las series Q; se obtiene el valor de la transformacion normalizante .

Paso 2. Debido a la variabilidad del coeficiente 4; se obtiene un valor regional £,

; A=A=—>1
ig ' ms,g1 !
| (8.57)
Paso 3. Se generan las series X/,i = 12,..,0;,j=12,..,ms
: ﬂ:g%;i J, %0
1 (8.58)
X =@ 1 =0
(8.59)
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Paso 4. Para cada una de las series X/ se obtienen o/ y ¢/ con las expresiones (2.1), (2.3) y (2.8).

Paso 5. Si se requiere el evento Q! , entonces

Xi=pl+6lU;
(8.60)
& = (4 Xi+1)"* 420
(8.61)
! = exp(X!) 4, =0
(8.62)

Donde
U, Variable Normal estandar N(0,1)

Ejemplo 8.5. Se desea obtener una estimacion regional por la técnica de Box-Cox regional de
=, T =2,5,10,20,50,100,500,1000,5000 y 10000 afios, para la cuenca de 5307 km? definida por la
estacion hidrométrica Piaxtla.

Como en los ejemplos anteriores, se toman en cuenta los registros de las estaciones Acatitan,
Ixpalino, El Quelite y Santa Cruz, y se considera a la estacion Piaxtia como no aforada.

Al aplicar la expresion (8.59) a las series de gastos méximos anuales de las estaciones
involucradas, se pueden obtener para cada una los valores de la media £, y desviacion estandar &,

(Tabla 8.14).

Caracteristica Acatitan Ixpalino El Quelite Santa Cruz
L, 6.7069 6.9190 5.7638 6.8146
8, 0.6523 0.6991 0.9028 0.8564
Area (km?) 1884 6166 835 8919

Tabla 8.14. Caracteristicas estadisticas y areas de las series normalizadas con la transformacion de
Box-Cox.
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Dado que se considera el sitio Piaxtla como no aforado, se deberan obtener estimadores regionales de
afy &~ alasociar los valores de la tabla 8.14 en modelos de la forma

u, =a+b Area

o, =a+b Area

De acuerdo con los valores obtenidos de las muestras, las regresiones finales son

£, =6.1061+0.00009996 Area

&} =0.7686 + 0.000002029 Area

Para el caso de Piaxtla, el area es de 5307 km? y los estimadores regionales son
af =6.6366 y ¢,° =0.7793

Al aplicar las expresiones (4.4), (8.60) y (8.62) se pueden obtener los estimadores regionales
R
T, (tabla 8.15).

T(afios) P=1-1/T U, QR (ms)
2 0.5 -0.0000000851 762
5 08  0.84145673 1469
10 09  1.28172877 2071
20 095  1.64521146 2749
50 098  2.05414886 3780
100 099 232678535 4675
500 0998  2.87850610 7187
1000 0999  3.09052220 8478
5000 09998  3.54024440 12038
10000 0.9999  3.71912430 13839

Tabla 8.15. Estimadores QF de la técnica regional Box-Cox para la estacién Piaxtia.
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8.3.5. Método de los momentos estandarizados de probabilidad pesada

Este metodo regional fue propuesto por Wallis (1980) y consiste de

Paso 1. Recabar la informacion sobre los eventos Q/,i =12,.,n,;j=12,..,ms.

Paso 2. Probar dentro de region analizada la homogeneidad de las series de datos. Para este propésito
se emplean las técnicas del apartado 7.2.

Paso 3. Con las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos muestrales de las series Q:

%,,5%,8,,9,,k;,Cv, para j=1.,ms.

Paso 4. Para cada serie j se verifica mediante la prueba de Anderson la independencia de eventos
(apartado 7.3).

Paso 5. De las expresiones (2.16) y (2.17) se obtienen los momentos de probabilidad pesada
Moy, My, Ml y M(sy para las series Q

Paso 6. Para cada estacion j se procede a estandarizar los momentos de probabilidad pesada de la
forma
Ml = ML"‘J
Mg
(8.63)

Paso 7. Se estiman los momentos regionales de probabilidad pesada promediandolos de la forma

. ms

(8.64)
Donde

n; longitud de registro en la estacién j

n; longitud total de las estaciones-afio de la region.

Paso 8. Los momentos regionales se emplean para estimar los parametros de las distribuciones
Gamma-3, Gumbel, GVE, Weibull, 0 Wakeby.

Paso 9. Una vez que se obtiene la distribucion de mejor ajuste para cada uno de los sitios j =1,...,ms,
es posible calcular los eventos Q! para los periodos de retorno T =2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000,
5000 y 10,000 afios, como

0l =Q'X!
(8.65)
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Donde
Q’ media de la serie Q/
X! valor estimado directamente del paso 8, recordando que la serie modelada esta
estandarizada de acuerdo con la expresion (8.63).

Es importante mencionar que una vez obtenido los momentos regionales de probabilidad
pesada, también se puede utilizar la técnica de los momentos-L para el calculo de los parametros de las
funciones de probabilidad.

% Ejemplo 8.6. Se desea obtener una estimacion regional por la técnica estaciones-afio de
: R, T =2,5,10,20,50,100,500,1000,5000 y 10000 afios, para la cuenca definida por la estacion
hidrométrica Piaxtla.

Como en los ejemplos anteriores, se toman en cuenta los registros de las estaciones Acatitan,
Ixpalino, El Quelite y Santa Cruz, y se considera a la estacién Piaxtla como no aforada.

Al aplicar la expresiones (2.19) a (2.22) y (8.63) a las series de gastos maximos anuales de las
estaciones involucradas, se pueden obtener para c¢ada una los valores de los momentos estandarizados
de probabilidad pesada (Tabla 8.14).

Estacion
Estadistico Acatitan Ixpalino El Quelite Santa Cruz Piaxtla

i M(o) 1031 1317 468 1269 1419
? My, 718 929 347 905 1058
: M(z) 575 752 284 732 896

M(a) 489 646 243 628 795
| M 1 1 1 1 1
j My 0.6964 0.7054 0.7414 0.7132 0.7141
| My 0.5577 05710 0.6068 0.5768 05781
| M 04743 04905 05192 0.4948 04947

Tabla 8.14. Momentos de probabilidad pesada calculados y estandarizados de las series de gastos
maximos anuales para las estaciones de la region analizada.
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Aplicando la expresion (8.64) se obtienen los valores regionales de los momentos estandarizados de
probabilidad pesada, y a través de éstos, los momentos regionales L (tabla 8.15).

e, 1 F3 1 " 04262
e, 0.7141 Py 04282 2 0.4297
g, 0.5781 b 0.1840 £ 0.2807
me, 04947 P 0.1202

Tabla 8.15. Momentos de probabilidad pesada estandarizados y tipo L para la region analizada.

Con los estimadores regionales de la tabla 8.15 es posible ajustar, por ejemplo, la distribucion
Gamma-3, que, de acuerdo con las expresiones (3.99) a (3.106) se tiene R =1.1434, CS =2.7613,

H = 4.5581, CV = 0.9758, SD = 0.9758, B =0.5246, a" =1.3472 y #,° =0.2932,

Los estimadores regionales de los eventos XT se obtienen con la expresion (4.22), los cuales
al multiplicarlos por el valor estimado del gasto medio anual para la estacion Piaxtla (expresion 8.65)
nos da los valores QF (Tabla 8.16). También es posible aplicar las expresiones (3.136) y (3.137) para

obtener estimadores regionales QF de la distribucion Gumbel por momentos-L (Tabla 8.17).

T(afios) P=1-1T XR QX (m’ss)

2 0.5 0.6392 907

5 08 1.4409 2045

10 0.9 2.1426 3040

20 0.95 2.9011 4117
50 0.98 3.9747 5640
100 0.99 4.8332 6858
500 0.998 6.9591 9875
1000 0.999 7.9252 11246
5000 0.9998 10.2769 14583
10000 0.9999 11.3319 16080

Tabla 8.16. Estimadores Q7 de la técnica regional de momentos estandarizados de probabilidad
pesada con la distribucion Gamma-3 para la estacién Piaxtla.
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T(afios) P=1-11T XF QR (ms)
2 05 0.8697 1234
5 0.8 15698 2227
10 09 2.0334 2885
20 0.95 2.4780 3516
50 0.98 3.0536 4333
100 0.99 34848 4949
500 0.998 4.4815 6359
1000 0.999 4.9101 6967
5000 0.9998 5.9044 8378
10000 0.9999 6.3326 8985

Tabla 8.17. Estimadores QF de la técnica regional de momentos estandarizados de probabilidad

pesada con la distribucion Gumbel por momentos-L (oR =0.6434, a" =0,6177) para la estacion
Piaxtla.

8.3.6. Método de estimacion multivariada de valores extremos
Esta técnica busca mejorar los estimadores en un sitio de proyecto transfiriendo informacién de uno o
dos sitios vecinos (Raynal 1985, Escalante 1991). El modelo utilizado es la distribucion logistica
bivariada o trivariada de valores extremos (expresiones 5.62y 5.113).

En este método no es necesario que las muestras que se modelan tengan una longitud de

registro comin, con excepcion del uso de la distribucién VEB11 por maxima entropia (Dominguez,
1995).

Para mejorar la estimacion de los eventos Q; de una estacién con escasa informacion se debe
seguir el siguiente procedimiento:

Paso 1. Identificar el conjunto de estaciones vecinas a relacionar con la estacion base (b).

Paso 2. Probar dentro de region analizada la homogeneidad de las series de datos del paso 1. Para
este propdsito se emplean las técnicas del apartado 7.2.

Paso 3. Con las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos muestrales de las series Q/:
%;,82,8,.9,,k;,Cv, para j=1.,ms—1b.

Paso 4. Para cada serie j se verifica mediante la prueba de Anderson la independencia de eventos
(apartado 7.3).
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Paso 5. Con el objetivo de contar con un conjunto de parametros iniciales para el proceso de
optimizacion de las distribuciones multivariadas se deben ajustar por maxima verosimilitud las
distribuciones Gumbel, General de Valores Extremos y Gumbel Mixta a cada una de las series
Q/ (j=1..ms—1b).

Paso 6. Para cada modelo multivariado elegido se deberan explorar las diferentes combinaciones entre
los datos, ya sea en grupos de dos o de tres estaciones. Por ejemplo, si el primer modelo a explorar es

el VEB11 para la estacion base (b) y cinco estaciones vecinas (j =1,2,3,4,5) se plantean para cada una
de las cinco combinaciones las funciones

j 1/m
), 4
b j., b b f i - a
F(X,-,y,.’,u1,a1,ué,a2',m)—exp - e “lte :

(8.66)

Donde vy, e, vl,a),m son el conjunto de parametros a estimar en forma bivariada mediante el
procedimiento propuesto en el apartado 5.4.

Paso 7. Para todas las combinaciones exploradas de la estacion base, ya sea bivariada o trivariada, se
deberéa obtener el error estandar de ajuste (apartado 7.4), eligiéndose la mejor de ellas para el minimo
valor de éste.

Paso 8. Para obtener los estimados Q° en la estacion base, solo se deben sustituir los parametros de

la mejor combinacion obtenida del paso anterior en la distribucién marginal univariada. Por ejemplo, si la
mejor combinacién se obtuvo con el modelo VEB11, entonces

R =0 -a ln[- ln(1 - %ﬂ

Donde 0,4’ son los parametros estimados en forma bivariada para la estacion base.

(8.67)

Ejemplo 8.7. Se desea obtener una estimacion regional por la técnica multivariada de valores extremos
R, T =2,5,10,20,50,100,500,1000,5000 y 10000 afios, para la cuenca definida por la estacion
hidrométrica Piaxtla.

Las estaciones consideradas para mejorar los estimadores en la estacion Piaxtla son Acatitan,
Ixpalino, El Quelite y Santa Cruz.
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En la tabla 8.18 se presentan los parametros iniciales univariados Gumbel, GVE y Gumbel Mixta
requeridos para maximizar la funcion de verosimilitud logaritmica (expresion 5.68).

Con lo parametros iniciales se exploran las combinaciones Piaxtla- Acatitan, Piaxtla-Ixpalino, Piaxtal-El
Quelite y Piaxtla-Santa Cruz con los modelos VEB11, VEB12, VEB22 y VEB33

En la Tabla 8.19 se muestran los parametros finales y los errores estandar de ajuste de la
distribucion marginal de la estacion Piaxtia.

De acuerdo con los resultados obtenidos se observa que la mejor combinacion se obtiene al
asociar los registros de gastos maximos anuales de la estacién Piaxtla con los de la estacion El
Quelite, mediante el modelo VEB33.

Con los parametros finales estimados en forma bivariada es posible obtener los eventos Q7 en
la estacion Piaxtla (Tabla 8.20) al resolver para cada periodo de retorno T la expresion

%] {5
(1-1/7)-0.798%° +(1-0.7989)~° =0
Estacion
Distribucion Acatitan Ixpalino El Quelite Santa Cruz Piaxtla
Gumbel
0 642.54 769.56 268.20 722.28 705.32
a 674.32 950.22 347.24 948.84 1238.44
EE. 364.7 566.34 146.78 541.4 844.03
GVE
O 636.73 762.91 264.00 717.16 692.93
a 519.86 © 718.29 308.95 705.08 973.94
Yij -0.1571 -0.1664 -0.079 -0.1744 -0.1473
EE. 321.16 490.62 139.77 448.78 803.74
Gumbel Mixta

0 491.06 765.03 133.85 681.30 645.50
a, 149.29 388.41 58.40 - 41252 188.80
0, 1372.74 3195.46 512.91 2927.71 3530.82
a, 629.06 1579.63 317.89 1166.93 1132.98
p 0.6184 0.8949 0.4479 0.8691 0.8115
EE. 285.27 491.07 135.50 365.79 652.14

Tabla 8.18. Parametros iniciales y errores estandar de ajuste de las distribuciones de probabilidad
utilizadas en el proceso multivariado.
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Distribucién marginal en

Estacion asociada

Piaxtla Acatitan Ixpalino El Quelite Santa Cruz
Gumbel con VEB11
0 845.16 728.35 893.92 629.35
a 622.98 595.22 752.47 591.64
EE. 1142.51 1202.65 1032.73 1246.06
Gumbel con VEB12
1)) 875.37 726.13 900.55 586.44
a 817.32 608.06 785.57 684.29
EE. 991.81 1192.18 1009.16 1184.17
GVE con VEB22
O 662.60 622.22 661.95 597.91
a 277.24 292.99 289.71 332.81
Jij -0.8261 -0.6069 -0.6329 -0.4013
EE. 896.82 1175.69 996.34 1312.67
Gumbel Mixta con VEB33
0, 636.77 633.99 646.62 563.75
a, 209.31 265.08 191.47 274.37
0, 3228.22 3209.88 3481.94 2965.26
a, 513.34 617.52 1304.46 750.36
p 0.7880 0.8963 0.7989 0.8845
EE. 78740 1178.61 482 .45 1175.14

Tabla 8.19. Parametros finales y errores estandar de ajuste de la distribucién marginal de la estacion

Piaxtla al utilizar los modelos bivariados.

T(afos) P=1-1/T AR (mss)
2 05 792
5 0.8 1710
10 0.9 3970
20 0.95 5115
50 0.98 6425
100 0.99 7363
500 0.998 9489
1000 0.999 10396
5000 0.9998 12499
10000 0.9999 13403

Tabla 8.20. Estimadores QF de la técnica multivariada de valores extremos para la estacion Piaxtla.
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, CAPITULO 9
ANALISIS CONJUNTO DE EVENTOS HIDROLOGICOS

9.1. Estimacion de avenidas de diseio

Los eventos hidrologicos extremos generan efectos de diferentes magnitudes, que van desde los dafios
materiales hasta la pérdida de vidas humanas.

Las caracteristicas de los gastos maximos anuales se utilizan en el disefio de presas, redes de
alcantarillado, carreteras, puentes, sistemas para el control de inundaciones y en el disefio de las
plantas hidroeléctricas.

Por muchas décadas, la practica hidraulica se ha basado en el ajuste de funciones univariadas
de probabilidad para las series de maximos o minimos anuales. Sin embargo, algunos problemas
hidrolégicos involucran la ocurrencia simultanea de eventos. Por ejemplo, en el disefio de una presa, la
descarga maxima sobre el vertedor no solo depende del gasto de pico de entrada a la presa, sino
también del volumen, la duracion y la forma de! hidrograma de entrada.

La mayoria de la literatura disponible sobre las técnicas de estimacion de avenidas le da mayor
importancia al anlisis de la distribucion marginal de los gastos de pico Q, y menos a los volimenes

totales V, de dichas avenidas, sin embargo, existen algunos métodos que pretenden reducir las

incertidumbres inherentes al proceso de estimacion de las avenidas de disefio. Estos métodos pueden
dividirse en tres grupos bien definidos: aquellos que se basan en la construccion de curvas de
reduccion; aquellos que utilizan la relacion gasto - volumen, y los que realizan un analisis multivariado
de las componentes de los hidrogramas registrados a través de distribuciones de probabilidad.

9.1.1. Técnica de mayoracion de la avenida mas adversa registrada

El primer paso de esta técnica (Dominguez et al., 1980) consiste en seleccionar la avenida méxima
registrada, la cual puede considerarse bajo cierto criterio como la mas adversa. Una vez elegida, se
debe construir un hidrograma adimensional, donde cada ordenada se obtiene como Q,/Q, parai=1

hasta la duracion d (horas o dias). Posteriormente, con el objetivo de estimar los eventos de disefio Q;
para diferentes periodos de retorno T en afios, se debe realizar un analisis de frecuencias a los gastos
maximos anuales y, mediante un criterio de bondad de ajuste (Kite, 1988), seleccionar aquella
distribucion de probabilidad que mejor describa el comportamiento de ia muestra analizada. Finalmente,
para obtener la avenida de disefio solo se requiere multiplicar las ordenadas Q,/Q, del hidrograma

adimensional por el valor estimado de Q;, obteniendo asi una avenida con las mismas caracteristicas
de la mas adversa registrada, solo que mas grande.

De acuerdo con lo anterior el método es rapido y facil de aplicar, sin embargo, presenta algunas
debilidades, la més obvia, es la correcta determinacion de la avenida mas adversa, ya que existen tres
posibilidades para seleccionarla: el valor registrado mas grande de Q,, de V; o una combinacion de

ambos. Otra incertidumbre que se puede adicionar se refiere al nimero de avenidas disponibles para
llevar a cabo el analisis, ya que muchas veces se propone cierta avenida base para el proceso de
Mayoracion y al aio siguiente se presenta otra con condiciones mas adversas.
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Ejemplo 9.1. Estimar mediante la técnica de mayoracion las caracteristicas del hidrograma
correspondiente a un periodo de retorno de 100 afios de la estacion San Pedro.

De las avenidas maximas registradas se obtiene la mas adversa, cuyas caracteristicas Q se
muestran en la tabla 9.1. Posteriormente, se procede a generar el hidrograma adimensional dividiendo
cada ordenada Q entre el gasto de pico Q, = 2685.8 m’ /s.

A la serie de gastos maximos anuales se le ajustan las diferentes distribuciones de probabilidad
y se selecciona la mejor. Con esta distribucion se obtiene el evento Q,,, = 3354 m®/s. Si se multiplica

este valor por cada relacion Q/Q, se obtiene un hidrograma de las mismas caracteristicas de la mas
adversa, solo que mas grande (Tabla 9.1).

d(dias)
1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

Q(mS/s) 2836 3124 7606 26858 14019 7653 4312 2848 2197 1713
Q/Q, 00105 00116 0.2832 1 05219 0.2849 0.1605 0.1060 0.081 0.063
QT(Q/'QP) 352 389 9498 3354 17505 955.6 5383 3555 2717 2113

Tabla 9.1. Hidrograma mas adverso y estimado para T = 100 afios de la estacion San Pedro.

9.1.2. Técnica de las curvas de reduccion

El National Enviroment Research Council (1975) propuso un método para estimar avenidas, a traves de
la relacion entre el promedio de los gastos medios maximos anuales con duraciones d =1.2,...,10 dias,
y el promedio de los gastos maximos anuales instantaneos. Estas relaciones se obtienen faciimente de
la informacidn proporcionada en los boletines hidrométricos. Por ejemplo, para una duracién de un dia,
el gasto medio maximo anual es igual al gasto maximo de los 365 dias de cada afio analizado. Para el
caso de dos dias de duracion, el gasto medio maximo anual es el promedio méximo de dos dias
consecutivos de cada ano analizado. Una vez obtenidos los gastos maximos anuales para diferentes
duraciones se procede a calcular sus valores promedio, para lo cual se toma todo el tamafio de muestra
disponible. A continuacion se construye la curva de reduccion (Figura 9.1) para cada sitio analizado j
con el siguiente procedimiento:

Paso 1. Obtener las relaciones de reduccion r'(d), para cierta duracion d

r'(1)=Q.,, (1dia)/Q.,, (maximo instantaneo)

prom
r'(2)=Q},,(2dias)/Q},, (maximo instantaneo)

r'(10) = Q},, (10 dias)/Q/,, (maximo instantaneo)
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Paso 2, Suavizar la tendencia de la relacion r/(d)—-d mediante el ajuste de una curva del tipo:

» 1
rifd)=-———
© (1+ Bd)"
(9.2)
Donde NQ y B son parametros que se obtienen empiricamente al ajustar r/(d)-d.

Para obtener el gasto de disefio Q! de cierto periodo de retorno T (afios) se debe utilizar la
expresion

. [ Qf(maximo instantaneo) onal
i[9 ol
& {Q"m(méximo instanténeo)l G r'e)

(8.3)

Donde . —— ~—=~| es el valor que se estima mediante el ajuste de la mejor
Qo (Maximo instantaneo) |

distribucion de probabilidad para la serie modulada de todos los sitios j =1,2,...,ms de la regién, que
tienen una serie de gastos maximos instantaneos Q/, i =1,2,..., n.
El gasto Q7% se obtiene al asociar los QJ,,(méximo instantaneo) a las caracteristicas

fisiograficas y/o climatologicas de los j sitios analizados en la region, si se trata de estimar avenidas
en sitos no aforados. Para el caso de estaciones aforadas se asume el valor real de
Q! (maximo instantaneo).

Cabe mencionar que las estaciones analizadas deben pertenecer a la misma region
meteoroldgicamente homogénea.

El valor del radio de reduccién r’(d) se obtiene para el correspondiente sitio j a través de la
ecuacion (9.2).

Para estimar el volumen total de la avenida de disefio V, para cierto periodo de retorno T se
debe repetir el procedimiento anterior, solo que la variable analizada sera el volumen correspondiente a
cada uno de los hidrogramas de los cuales se obtuvieron los gastos maximos anuales.

Esta técnica si toma en cuenta al volumen para la estimacion de la avenida de disefio, ademas
del proceso de transferencia de informacién mediante la modelacion regional, sin embargo, una posible
debilidad del método es que los tiempos de pico (t,) y base (t,) no se pueden obtener y por tanto, la

distribucion del volumen V, no queda bien definida dentro del hidrograma.

Una posibilidad seria e! considerar que la avenida de disefio tiene la forma de un hidrograma
triangular y los tiempos de pico (tp) y base (t,) son funcion del tiempo de concentracion de la cuenca,

el cual puede estimarse a través de la formula de Kirpich (expresion 8.21).
Otra lo seria en suponer que el hidrograma de disefio mantiene fa misma relacion ¢, - t; de la
avenida maxima registrada.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Duradién d (dias)

Figura 9.1. Curvas de reduccion para cierta region con tres estaciones.

Ejemplo 9.2. Estimar las caracteristicas del hidrograma correspondiente a un periodo de retorno de 100
afios de la estacién San Ignacio.

El primer paso es formar un registro con los valores de los gastos medios anuales con
duraciones d =12,...,10 dias, y otro con los gastos maximos anuales instantaneos. Para cada uno de
ellos se obtienen sus promedios. Con la expresion 9.1 se obtiene la curva de reduccion para la estacion
San Ignacio (tabla 9.2).

Para aplicar la expresion (9.3) se debe obtener el valor correspondiente de

( Q/ (méximo instantaneo)

. e - , €l cual considera un registro modulado de datos pero de toda la regién
Q... (maximo instanténeo) |

homogénea. En la tabla 9.3 se presenta el registro modulado de fa estacion San Ignacio. Este
procedimiento se hizo para las 23 estaciones de la region a la cual pertenece San Ignacio (Apéndice A).

d(dias)
1 2 3 4 5 ) 7 8 9 10

Q= (m’/s) 1084 923 775 701 636 583 537 493 478 468
Qe (m’/s) 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622
r(d) 067 057 048 043 039 036 033 031 02 028

Tabla 9.2. Curva de reduccidn construida para la informacion de la estacién San Ignacio.
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afno 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976

Qunm’/s) 1341 1164 960 860 884 1740 3075 1897 1002 4020
OQpw(m’/s) 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622
Que/Orsiy 083 072 059 053 055 107 189 147 062 248

afio 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985

Que(m’/s) 861 1696 2210 876 1765 1369 1795 1413 1898
Qo (M®/s) 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622 1622
Quoon/Quen 053 105 136 054 1.09 084 111 087 117

Tabla 9.3. Serie modulada para los gastos maximos instantaneos de la estacion San Ignacio.

Al registro de 510 estaciones-afio se le realiza el analisis de frecuencia resultando el mejor
ajuste con la distribucion general de valores extremos por maxima verosimilitud, asi,

~0.1504
Qusim | _ 55445 29493 4 _ [— In (1 - 1)
Qins tan /1 0.1504 T
De aqui
(ginsfan_j = 4499
Qinstan 100

El sitio de analisis tiene un tiempo de concentracion de 23.5 horas, por lo que se puede utilizar
como relacion de reduccion la correspondiente a un dia. Finalmente, de la expresion (9.3) se tiene

Qe = (4.499)1622m%/5)0.67) = 4890 m’ /s
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9.1.3. Técnica de ajuste con la distribucion bivariada Normal

Hiemstra y Francis (1979) proponen un método para obtener una familia de hidrogramas con la misma
probabilidad de excedencia, caracterizadas por su gasto de pico y su volumen, las cuales son
modeladas con una distribucion de probabilidad bivariada Log Normal. La técnica se basa en el analisis
de series de excedentes anuales y el nivel de umbral o truncamiento debe seleccionarse de tal forma
que el nimero de avenidas corresponde con el nimero de afios de registro.

Peagram y Deacon (1992) aplican la técnica de Hiemstra y Francis en el anélisis de maximos
anuales, con el inconveniente de que se reduce el espacio muestral de las avenidas extremas
analizadas. El método toma en cuenta que las muestras analizadas cumplan con las siguientes
condiciones: 1) registros de 10 0 mas afos, 2) areas drenadas mayores de 10 km?, y 3) los volimenes
de escurrimiento directo de los hidrogramas analizados se estiman al considerar un gasto base
constante igual al 10% del gasto maximo. Las curvas de llenado y vaciado de cada hidrograma se
extienden para no incluir el efecto de los hidrogramas antecedentes o subsecuentes.

Para el desarrollo del modelo se emplea la funcion de distribucion de probabilidad Normal en su
foma estandarizada. Las series analizadas Q, y V, se transforman mediante la aplicacion de

logaritmos naturales y se emplea un algoritmo de integracion para evaluar la probabilidad conjunta de
que In(Qp) y In(V,) sean excedidos. Adicionalmente, fijando el valor de Q, se genera una funcion de

distribucion condicional para V. El producto de este anélisis es la tabla 9.4, donde se representa la
variacion de V, en funcion del valor de Q, para tres diferentes combinaciones probabilisticas
condicionales seleccionadas P(V,‘Qp) y diferentes valores del coeficiente de correlacion r(Qp,V,) yT.

Una vez que se estiman las tres diferentes relaciones ( p,V,)T para cierto periodo de retorno T,

la forma de los hidrogramas se obtiene empleando las relaciones de la distribucion Gamma de tres
parametros (Hiemstra y Francis, 1979). La desventaja es que se tienen tres diferentes hidrogramas y se
requiere seleccionar alguno de ellos como el de disefio. Ademas, la restriccion impuesta de las
relaciones condicionales probabilisticas entre los eventos Q, y Vi de 25%-75%, 50%-50%, 75%-25%
para estas tres avenidas generadas parecen muy restrictivas, es decir, una mejor avenida calculada
pudiera tener, por ejemplo, la relacion 85%-15%.

Ejemplo 9.3. Estimar las caracteristicas del hidrograma correspondiente a un periodo de retorno de 100
afios de la estacion San Ignacio.

De las series de hidrogramas méaximos anuales registrados se obtiene sus gastos de pico Q, y

sus correspondientes volimenes totales V.

Para aplicar el procedimiento se requiere obtener los logaritmos naturales de éstas series,
Y= In(Qp) y, =In(V,), asi como la media y desviacion estandar de cada uno de ellas (y,,Sy‘ Y25, )

asi, y, =6.936,S, =0467,7,=5295y S, =0411. El coeficiente de correlacion entre las series
es p(y,.y,)=0.85. Ahora de la tabla 9.4 se tendrian tres tipos de hidrogramas que dependen de la
probabilidad de excedencia condicional P(V,]lQp ) p(y,,y,) y T =100 afios.

Para estimar las caracteristicas del hidrograma para cada una de las tres combinaciones se
deben aplicar las expresiones
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(), =exply, + (Gasto de pico esténdar + S, |
W), =exply, + (Volumen total estandar + S, )J

Asi, para la primera combinacion con P(V,[QP )= 0.75y p(y,,y,)=0.85 se tendria
(@,)., = exp[6.936+ (2.216 + 0.467)] = 2898m°/s

(%), = exp[5.295 +(1.760 + 0.411)] = 411.43Mm®

Probabilidad Gasto Volumen  estandar
T condicional de pico '
(afos) excedencia estandar | p=70 p=75 p=80 p=85 p=90 p=.95
10000 100 BTUT it e v e
75 3.646 2.315 2.540 2.766 2,943 3.124 3.321
50 3.540 2.707 2.902 3.079 3.236 3.358 3.404
25 3.353 3.078 3.209 3.345 3.498 3.562 3.630
5000 100 3540 e e e,
75 3.463 2.174 2.393 2614 2.787 2.964 3.158
50 3.353 2.568 2.757 2,928 3.081 3.199 3.307
25 3.156 2.938 3.063 3.194 3.341 3.400 3.463
2000 100 3290 it i e e e e
75 3.208 1.981 2.191 2.405 2.571 2.743 2933
50 3.090 2.376 2.556 2719 2.864 2976 3.078
25 2.878 2.745 2.961 2.983 3.122 3.175 3.230
1000 100 3090 e e e
75 3.004 1.830 2,033 2.240 2.401 2.568 2.754
50 2.878 2.225 2.396 2553 2.692 2.799 2.896
25 2.652 2.591 2.700 2.816 2.947 2.995 3.043
500 100 2878 s e v e e
75 2.783 1.669 1.863 2.063 2.218 2.381 2.591
50 2.652 2.067 2.230 2.379 2510 2.612 2.702
25 2.409 2431 2,531 2.639 2.762 2.804 2.843
200 100 2576 it v e e v e
75 2.475 1.451 1.632 1.822 1.967 2.122 2.295
50 2.326 1.846 1.995 2132 2.253 2.345 2427
25 2.054 2,204 2.292 2.387 2497 2.529 2.557
100 100 2326 et i i i o v,
75 2.216 1.230 1.443 1623 1.760 1.908 2,075
50 2.054 1.668 1.805 1.931 2,042 2127 2.201
25 1.751 2,019 2.095 2.178 2271 2.301 2317
50 100 2054 e e o e
75 1.932 1.085 1.241 1.409 1.536 1.676 1.835
50 1.751 1477 1.600 1.713 1.813 1.885 1.952
25 1.405 1.818 1.880 1.949 2.033 2.046 2.050

Tabla 9.4. Valores estandarizados de gastos de pico y vollimenes de avenidas.
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9.1.4. Técnica de ajuste con la distribucion logistica bivariada

Escalante (1998a) propuso una técnica que consiste en estimar hidrogramas asociados a un periodo de
retorno T, a través de la modelacion conjunta bivariada de 4 variables aleatorias: gasto de pico Q,,

volumen total V;, volumen acumulado antes del gasto pico V, y el volumen acumulado después del
gasto de pico V,. Las relaciones bivariadas Q,-V;, Q,-V,, Q -V, y V -V, se ajustan con la
distribucion de probabilidad bivariada de valores extremos, conocida como el Modelo Logistico

Flxym)=expl-[=n FO) +(n Fiy)P] "}

(9.4)

_ El método considera que todas componentes analizadas ocurren conjuntamente con la misma
probabilidad, es decir F(Q,.V;)=F(Q,,V,)=F(Q,.V,)=F(V,V,). El procedimiento establece la

formacién de un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas a través del uso de la funcion (9.4), de tal
forma que se plantea las siguientes relaciones funcionales

F@,Vm)=ent-[-n FQ) +Cm FG )] ™|

(9.5)
o m)-onb o Fo I+ )] )

(9.6)
F(@, Vom,)=esp}- [-in Q) +(-im F, )] ™

(9.7)
Fl,vom)= expt- [ PO )7+ FOP ] ™)

(9.8)

Las distribuciones marginales F(Q, }F(V,).F(V, )y F(v,) pueden ser del tipo Gumbel, General

de Valores Extremos o Gumbel de dos poblaciones, dando, de acuerdo con la notacidn del capitulo 5,
las siguientes combinaciones bivariadas VEB11, VEB12, VEB21, VEB22 y VEB33.

En el caso particular cuando las marginales se consideran Gumbel el sistema a resolver tiene la
forma

(Qe-vy) -m, (V_l—fz_)

-my-

f=e " +e © —[—InF(Qp,V,)}”‘zo
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_mz(QP"UB) “m ( ’Ud

h=e % [“In F(Qp"/p)]"2 =0

(9.10)
-m, (QP'Us) -m (Vu‘Us)
f=e = +e = —[-nF@Q,V)"=0
(9.11)
-m‘(VP‘Uﬂ ~m, Vu'“s)
f,=e @ ~[=m Fly v, )fe =0
9.12)

Si se considera que V, =V, +V,, el sistema se transforma de 4 ecuaciones con 4 incognitas en

otro de 4 ecuaciones con 3 incognitas, caracteristica que puede ser aprovechada en el esquema de
solucion.

El sistema no lineal puede resolverse por cualquier técnica disponible como: Newton-Raphson,
modificado de Newton-Raphson o la de Broyden (Burden et al, 1981).

Si el sistema se resuelve a través del método iterativo en k etapas para bisqueda de raices de
puntos ajustados para funciones de varias variables, el esquema de solucion sera

. W (k11 1))
Qp(k)= 01—-:711In{[—ln F(Qp,vl)}n1 T a }
(9.13)
a N
vp(k)=o4—m—42/n{[—lnF(o v, ) - }
(9.14)
-m CP(k 1) J)
Vd(k):os In{[—ln F(QP,V) }
3
(9.15)

En caso de encontrar sobre flujos en las ecuacions:s (9.14) o (9.15) se propone utilizar las
ecuaciones (9.16) 0 (3.17) para el calculo de V, o V, en laiteracion k.

vp(k)=07 -%ln{[—ln F(Vp,Vd)}"‘ —e " a }
4

(9.16)
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_, Vo lk1)-07)
V,(k)=0, —-%In {[— In F(V,,,Vd)}”‘ -e " }
4

(9.17)
Estos esquemas se pueden plantear para los modelos VEB12, VEB21, VEB22 y VEB33.

Una vez formulado el sistema a resolver, se debera realizar para cada probabilidad o periodo de
retorno analizado el siguiente procedimiento:

Paso 1. Para cada una de las avenidas maximas anuales registradas se procede a obtener los valores
correspondientes de Q,,V,,V, y V.

Paso 2. Con las expresiones (2.1) a (2.9) se obtienen los estadisticos muestrales para cada una de las
series del paso 1: X;,S7,S,,9,,k;,Cv, para j=1234.

Paso 3. Para cada serie j se verifica mediante la prueba de Anderson la independencia de eventos
(apartado 7.3).

Paso 4. Con el objetivo de contar con un conjunto de paradmetros iniciales para el proceso de
optimizaciéon de las distribuciones multivariadas se deben ajustar por maxima verosimilitud las
distribuciones Gumbel, General de Valores Extremos y Gumbe! Mixta a cada una de las cuatro series.

Paso 5. Se construyen las relaciones bivariadas (9.5) a (9.8) y se procede a estimar los parametros de
acuerdo con los procedimientos sugeridos en el capitulo 5.

Paso 6. Con el fin de determinar cual de los modelos bivariados describen mejor el comportamiento de
las avenidas registradas, se procede a obtener para cada una de las probabilidades de no excedencia
la avenida pronosticada. El valor del periodo de retorno T y de la probabilidad de no excedencia
(1-1/T) seran asignados al ordenar de mayor a menor los Q,, la cual es considerada como la variable

principal del proceso. Para cada Q, se mantienen asociados sus correspondientes V,,V, y V,.

Paso 7. Dada una probabilidad de no excedencia del paso 6, se deben proponer valores iniciales de
Q,, V.,V yV, para la etapa k =1. Para tal propdsito y con el fin de evitar la no convergencia del

método, se proponen como valores iniciales, aquellos obtenidos al sustituir en las distribuciones
marginales Gumbel, GVE o Gumbel mixta los parametros estimados en el paso 4.

Paso 8. Se utilizaran las ecuaciones (9.13) a (9.15) 0 en su caso la (9.16) o0 (9.17) para obtener valores
mejorados de Q,,V,,V, y V, de tal forma que el valor absoluto de la diferencia entre los valores de una

etapa (k) y (k ~1) sean menores que cierta tolerancia.

Paso 9. Una vez que se cumplen las tolerancias especificadas se debe verificar que las funciones
f,.f,, f, y f, son cercanas a cero.
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Paso 10. El procedimiento debe realizarse para todos los modelos bivariados disponibles y finalmente
seleccionar aquel en que las avenidas gjeneradas se aproximen mas a las registradas.

Paso 11. Seleccionado el modelo bivariado que mejor ajusta a las componentes de las avenidas
registradas se puede proceder a obtener las caracteristicas ( AAA yV‘,)T para diferentes periodos

de retorno T, tales como de 2, 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000, 5000 y 10000 afios.

Paso 12. Para darle la forma a la avenida se propone definir el tiempo de pico como una funcion de la
refacion (Vp /V,) y al tiempo base (t, } como funcion del tiempo pico tp) Este proceso se llevara a cabo

considerando las componentes de los hidrogramas registradas.

Paso 13. Definidas las caracteristicas (Qp,\4, .y \/d)T . t, ¥ t,, dada una probabilidad, se construira la

avenida considerando la forma inicial como triangular y se ajustara de acuerdo con los volimenes
v, yv),

Ejemplo 9.4. Se desea obtener las componentes de los hidrogramas asociados a periodos de retorno
de 50, 100, 500, 1000, 5000 y 10,000 afios al registro de 50 afios de la estacion Huites, Sinaloa,
localizada en el Noroeste de México. Los modelos analizados seran VEB11 y VEB33.

En la tabla 9.5 se presentan los valores de las componentes de los 10 primeros hidrogramas
maximos anuales registrados, los cuales han sido ordenados de mayor a menor considerando como la
variable primaria el gasto de pico Q,.

orden T(afios) P(1-1T) afo  Q(m’s) yMm) v.(Mm*) v, (Mm)

1 51.00 0980 1960 15000 2395.95 903.77 149217
2 25.50 0961 1943 14376 2886.81 709.27  2177.53
3 17.00 0941 1990 11704 2314.64 79423  1520.40
4 12.75 0922 1949 10000 387344 258352  1289.91
5 10.20 0902 1983 8280 1667.44 429.09  1238.34
6 8.50 0882 1973 7960 1329.31 393.32 935.99
7 7.28 0.863 1979 6860 1130.67 287.83 842.84
8 6.37 0.843 1984 5580 1429.24 875.61 563.62
9 5.66 0824 1981 4828 874.84 530.02 344.81
10 5.10 0.804 1978 4790 875.67 292.65 583.01

Tabla 9.5. Caracteristicas de los 10 primeros hidrogramas ordenados de la estacion Huites.

En la tablas 9.6 y 9.7 se muestran los pardmetros univariados de méaxima verosimilitud al
ajustarle las distribuciones Gumbel (expresiones 3.131 a 3.135) y Gumbzi Mixta (expresion 3.180) a las
componentes Q,, V;, Vp y V, de los 50 hidrogramas maximos anualzs,
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Componente O @

Q, 1878.11 2609.35
v 411,63 569.27
v, 7141.39 311.99
v 231,56 344.30

Q

Tabla 9.6. Pardmetros univariados Gumbel de cada componente de los hidrogramas en la estacion
Huites.

Componente 0, & 0, a, P
Q, 1534.68 743.28 6204.31 3292.45 0.770
v, 345.58 204.43 1437.56 767.03 0.798
V, 117.50 65.301 454.39 296.31 0.666
v, 181.33 113.49 808.77 427.66 0.773

Tabla 9.7. Parametros univariados Gumbel Mixta de cada componente de los hidrogramas en la
estacion Huites.

Se establecen las relaciones bivariadas F( p,\/,)F(Qp,Vp),F(Qp,Vd)y F(Vp,Vd) y los

parametros son calculados siguiendo los procedimientos propuestos en capitulo 5, (expresion 5.68). Los
estimadores de los parametros estimados en forma conjunta se muestran en las tablas 9.8 y 9.9.

Para cada una de las probabilidades analizadas se procede, segin el caso, a obtener los
valores iniciales de Q,,V;,V, yV,, utilizando para ello los parametros de las tablas 9.6 0 9.7 y las

funciones de las expresiones (3.122) o0 (3.177). Con estos valores y mediante el empleo iterativo de las
ecuaciones (9.13) a (9.17) se obtendra, de acuerdo con el criterio de convergencia establecido, el
conjunto de valores finales (Qp,V,,V,, de)T que definen al hidrograma para cada probabilidad

seleccionada. En la tabla 9.10 se presentan y comparan los valores obtenidos mediante los ajustes
VEB11y VEB33 para los tres primeros hidrogramas de la tabla 9.5.
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Relacion bivariada  parametro valor

Relacion bivariada  parametro valor

0, 221718 o, 2159.56
a, 1723.86 a 1629.91
Fa,.v;) o, wras  F,V,) o 264.91
a, 347.52 & 218.87
m, 2.61 1y 2.77
0, 2190.81 o, 187.28
& 1730.54 &, 165.89
F(Q,.V,) 0, 187.66 Fiv,,v,) O 267.86
a, 162.14 a, 232.88
m, 141 m, 135

Tabla 9.8. Estimadores VEB11 de las relaciones bivariados de Ia estacién Huites.

Una vez que se obtienen todos los hidrogramas para cada una de las probabilidades de la
muestra histdrica, se procede a seleccionar la distribucion que produce el mejor ajuste. En el caso de

estudio la mejor distribucion resultd ser la VEB33.

En la tabla 9.11 se muestran los valores de las componentes de los hidrogramas de disefio para

diferentes periodos de retorno.
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Relacion bivariada  parametro  valor  Relacién bivariada  parametro  valor

0, 1535.79 0, 1401.51
a, 736.76 a, 616.27
o,  5950.40 Oy 5036.82
a,  3796.91 a,  219.14
b, 0.756 3 6767
F@,V,) 0, 344.24 F(,,v,) o 175.72
a, 197.17 a, 108.49
0, 1280.55 Oy 670.58
a, 858.97 &y 398.37
b, 0.795 3 7197
m, 3.47 m, 3.3483
05 1591.88 Dy 124.79
as 786.26 Ay 69.75
Oy 7144.69 Dyy 499.92
a, 412394 Ay 367.74
b, 0.805 3 7336
Fl,v,) 0, 131.75 Fiv,,v,) O 182.93
a, 77.41 Ay 113.84
Oy 547.29 Dy 817.43
@y 431.52 Qe 479.65
b, 0.786 0, 7715
m, 2.08 m, 1.8002

Tabla 9.9. Estimadores VEB33 de las relaciones bivariadas de la estacion Huites.

Probabiidad ~ Evento  Q (m’/s) V(Mm®) v (Mm®) V,(Mm*)

Registrado  15000.00 239595  903.77 1492.17

0.98 VEB11 8978.22 2950.88 1775.19 1175.69
VEB33 13182.63 3120.78 1285.21  1835.57

Registrado  14376.00 2886.82  709.27 2177.54

0.96 VEB11 7768.38 232644 129567 1030.75
VEB33 11309.78 2588.80 107041 1518.38

Registrado 1170400 231464 79424 1520.40

0.941 VEB11 7053.21 212313 1176.97  946.16
VEB33 12952.97 226283  940.34 1322.49

Tabla 9.10. Valores reales y ajustados para los tres hidrogramas mas grandes de la estacion Huites.
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Tafos)  qQ(m/s) vium) v (Mm) Vv, (Mm')
50 1312678 310586 1279.15 1826.70
100 15018.72 362229 1489.15 2133.13
500 1943090 479881 196965 2829.15
1000 2133945 530202 217548 3126.53
5000 2578718 6468.32 265273 381558
10000 2770839 6970.28 285817  4112.11

Tabla 9.11. Avenidas sintéticas generadas para diferentes periodos de retorno mediante las
combinaciones bivariadas VEB33 de la estacién Huites.

9.1.5. Técnica de estimacion regional en sitios no aforados

Cuando se requiere estimar los eventos de disefio en un sitio particular que cuenta con poca o nula
informacion hidrométrica se puede hacer uso de las técnicas regionales de analisis hidrolégico, las
cuales transfieren informacion desde sitios vecinos hacia la zona de estudio. Generalmente, estas
técnicas requieren de una cantidad importante de informacion, la cual en muchas ocasiones no es facil
de obtener, sin embargo, han demostrado ser un excelente medio para reducir la incertidumbre
inherente a los eventos @; .

Escalante y Reyes (2000) propusieron el empleo de las técnicas de estaciones-afo y de
correlacion y regresion mattiple (apartados 8.3.1 y 8.3.2) para obtener estimaciones regionales de los
hidrogramas de avenidas extremas en sitios no aforados. La secuencia es la siguiente

Paso 1. Para cada estacion seleccionada se deberan obtener las caracteristicas de los hidrogramas de
acuerdo con el siguiente procedimiento: Primero, el tiempo base (¢, ) de cada evento se define como el

tiempo desde el inicio de la curva de lienado del hidrograma hasta el punto sobre la curva de vaciado
donde cambia su pendiente. Dado el t,, el volumen de escurrimiento base V, se obtiene al definir los

valores de Q, ,Q, y Q, de acuerdo con la figura 9.2.

El t, de cada evento es dividido en dos partes ¢, y f,, que corresponden al tiempo de pico y
tiempo de vaciado o recesion. Asi, cada hidrograma estudiado quedara caracterizado por el gasto de
pico Q,, el volumen total V;, el cual es dividido en dos partes (volumen previo al gasto de pico V., yel
volumen después del gasto de pico V, ) y por los tiempos t,, t, y t.. Como ejemplo del procedimiento,

en la tabla 9.12 se muestran las caracteristicas de los hidrogramas de las avenidas maximas anuales
registradas en la estacion Alamos.

Paso 2. Para cada uno de los sitios estudiados se requiere obtener algunas caracteristicas fisiograficas
y climatologicas que puedan emplearse como variables independientes en los modelos de estimacion
regional. Estas caracteristicas pueden obtenerse faciimente siguiendo los procedimientos
recomendados en el apartado 8.1.
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Figura 9.2. Componentes de los hidrogramas registrados.

t, t t v v, v, Q Q @ q
Afio  (dias) (dias) (dias) (Mm% (Mm3) (Mm3) (Mmd) (m¥s) (m3s) (mds) (mds)
1949 5 2 3 86 217 303 46 102 102 183 1993
1950 5 3 2 31 21 52 05 08 08 32 410
1951 4 1 3 14 36 50 07 12 12 37 321
1952 6 3 3 168 92 260 36 55 55 117 879
1953 6 3 3 17 19 36 13 18 18 36 183
1954 5 2 3 61 40 101 09 13 13 38 550
1955 8 3 5 156 494 650 129 64 64 461 2710
1956 4 2 2 101 114 212 19 14 14 193 1605
1957 4 1 3 53 133 186 22 01 01 161 1237
1958 5 3 2 181 107 288 34 46 46 212 1893
1959 4 1 3 113 249 32 34 09 09 261 2607
1960 4 2 2 110 141 251 45 78 78 299 2400
1961 5 2 3 35 55 90 19 25 25 95 5401
1962 3 1 2 16 21 37 09 29 29 48 372
1963 6 3 3 232 312 544 104 166 166 311 2588
1964 7 4 3 36 38 74 07 02 02 43 M6
1965 4 2 2 93 71 164 19 32 32 129 1071
1966 4 2 2 159 86 245 72 175 175 304 1528
1967 4 2 2 01 01 02 01 01 01 01 14
1968 8 7 1 171 15 186 279 400 400 475 338

Tabla 9.12. Componentes de los hidrogramas de las avenidas maximas anuales en la estacion Alamos.

Paso 3. Con la informacion recabada en los puntos 1 y 2 se procede a realizar la delimitacion de

regiones homogéneas (apartado 8.2).
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Paso 4, Empleando la técnica de estaciones - afio (apartado 8.3.1) se estima una curva regional de
frecuencias para los gastos maximos anuales Q, de cada region homogénea, la cual permite obtener

un evento disefio para un periodo de retorno seleccionado.

Paso 5. Con la técnica de correlacion y regresion multiple (apartado 8.3.2) se procede a obtener
ecuaciones regionales para cada una de las variables dependientes V,,V,,t, y {,, considerando como

variables independientes los valores de Q, (paso 1) y las caracteristicas fisiograficas y/o climatologicas
(paso 2).

Ejemplo 9.5. Se desea obtener las ecuaciones regionales que caracterizan las componentes de los
hidrogramas en la subregion definida por 23 estaciones hidrométricas (Apéndice A).

De acuerdo con la informacion hidrométrica recolectada en fas 23 estaciones, se procede al
andlisis de frecuencias regional para los gastos maximos anuales Qp, mediante la técnica de las
estaciones - afio. De acuerdo con los resultados, el mejor ajuste se obtuvo mediante la distribucién
General de Valores Extremos (GVE) por méxima verosimilitud, por lo que el conjunto de parametros
resultantes para la modelacion de los Q, /Q,,,, sono = 0.55445,¢ = 0.59493 y = -0.1504.

Con este conjunto de parametros se podra utilizar la siguiente distribucion de probabilidad para
obtener un evento de disefio asociado a cualquier periodo de retorno seleccionado:

L[] (07O k0] 1
F(Q, / Ques )= €Xp )

En el caso de los sitios aforados se conoce Q,,,. Para cuencas no aforadas se procede a
obtener una relacion entre el area de la cuenca y el gasto medio correspondiente. Las opciones pueden

ser lineal simple, potencial o polinomial de segundo grado. Las expresiones para la region analizada
son:

Q,.; = 242.28+0.0384Area

Q,., = 0.95238Area"®"

Qs = 44718+ 0.1166Area—.00000236Area”

El mejor ajuste se obtiene al comparar la raiz cuadrada de la suma de las diferencias al

cuadrado entre los valores reales de Q,,., Y los calculados con las expresiones anteriores. De acuerdo
con este criterio se adopta la funcion polinomial de segundo grado.
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Mediante la técnica de correlacion y regresion mdltiple se construyen las ecuaciones regionales que
relacionan cada una de las componentes de los hidrogramas con sus caracteristicas fisiograficas y/o
climatoiégicas. El analisis empieza considerando por ejemplo el volumen V, como variable dependiente

y como variables independientes los valores de Q, y el nimero propuesto de caracteristicas

fisiogréficas y/o climatolégicas, hasta que todas las variables incluidas en el modelo sean significativas
desde el punto de vista estadistico para la prediccion de a variable dependiente.

De acuerdo con este procedimiento se obtuvieron las siguientes ecuaciones regionales para la
estimacion de las componentes de los hidrogramas en la region en estudio. Donde cada variable
independiente corresponde con la notacion del apartado 8.1.

v, =0.12061277(0, )
V, =0.08925481(0, ). +0.00168175A
t, = 0.000563 E,, +0.008569 Ly, +18.3873 D,

t = 0.00426L, +34.9678S,, +12.2022D, +0.344890,

—0.1504
©,) = {0.55445— %5%46? {1 —[— In (1 - m }}o,,,e,,

Si se aplican estas ecuaciones regionales, considerando que la cuenca de 4106 km2 definida
hasta el sitio de la estacion hidrométrica La Veranera fuera no aforado, se obtendrian las caracteristicas
de los hidrogramas medidos (M) y estimados regionalmente (E) para las seis avenidas mas grandes
registradas de la tabla 9.13.

Donde

T &M 6E &M HE VM V(E) VM) ViE) QM) QE)
(afios) (dias) (dias) (dias) (dias) (Mm3) (Mm3) (Mm3) (Mm3) (m¥s) (m¥s)

13 4 6 2 3 7219 762 528 594 8589 5883
6.5 6 6 3 3 464 558 652 461 5893 4387
43 7 6 4 3 661 459 304 386 2984 3547
3.2 13 6 10 3 819 383 221 333 2429 2956
26 8 6 6 3 28 323 163 291 21568 2491
2.1 5 6 2 3 8.1 2712 231 257 1716 2100

Tabla 9.13. Comparacion entre las caracteristicas reales y estimadas de los hidrogramas de la estacion
La Veranera.

De acuerdo con los resultados de la tabla 9.13 se observa que las ecuaciones regionales
caracterizan de manera confiable a los hidrogramas que se pueden presentar en la region homogénea.
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9.2. Analisis en confluencias de rios

Linsley y Franzini (1979) proponen una técnica para modelar gastos maximos anuales aguas abajo de
la confluencia de dos rios, cuando hay informacién disponible aguas arriba de la confluencia para los
casos de dependencia e independencia total, cuya secuencia se presenta a continuacion.

Paso 1. Se determina un tiempo base comun en las dos estaciones de aforos aguas arriba de la
confluencia.

Paso 2. Los gastos maximos anuales de las dos estaciones se ordenan de mayor, se les asigna un
periodo de retorno de acuerdo con la ley de Weibull y una probabilidad de no excedencia.

Paso 3. Se normalizan las series de probabilidad de no excedencia y de gastos maximos anuales a
través de la aplicacion de los logaritmos naturales.

Paso 4. Utilizando un papel de probabilidad logaritmico se ubican en el eje de las ordenadas los valores
normalizados de la probabilidad de no excedencia y en el de las abscisas los valores normalizados de
los gastos de las dos estaciones hidrométricas.

Paso 5. Se obtendran lineas de tendencia para cada una de las estaciones.

Paso 6. Para cada una de las probabilidades de no excedencia del periodo de registro, se procede a
obtener el valor estimado por la linea de tendencia.

Paso 7. Para el caso de dependencia total, si un evento estimado en cada estacién tiene una
probabilidad de no excedencia, por ejemplo P = 0.9375, entonces, el gasto maximo anual en la
confluencia es la suma de los eventos estimados para esa probabilidad, la cual es considerada como la
conjunta.

Paso 8. Para el caso de independencia total, si un evento estimado en cada estacion tiene una
probabilidad de no excedencia, por ejemplo P = 0.9375, entonces, el gasto maximo anual en la
confluencia es la suma de los eventos estimados para esa probabilidad, pero la probabilidad conjunta es
igual al complemento del producto de las probabilidades marginales P = 1 - (0.0625) (0.0625) = 0.9961.
De acuerdo con esto, los gastos obtenidos en la confluencia siempre seran mayores en el caso de
dependencia total que en el caso de independencia.

Paso 9. Los valores estimados para los casos de dependencia e independencia total obtenidos en los
pasos previos se ubican en la misma grafica del paso 4 y es posible obtener estimadores
Q.,T =2,5,10,20,50,100, 500,1000, 5000 y 10000 afios.

Ejemplo 9.6. Determinar para los casos de dependencia e independencia total los eventos

Q;,T=2,10 y 20afios en el sitio de la estacion Tuxtepec, si se dispone de informacion de gastos
maximos anuales en las estaciones Canton y Jacatepec (Figura 9.3).
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Figura 9.3. Ubicacion de las estaciones en la confluencia de rios.

Canton Jacatepec Canton Jacatepec

m Tlafios) P(1-1T) Pi=P*100 Q,(m’ss) Q,(ms) ()  In(Q)  In(Q,)

16 09375 93.75 3968 2800 45406 82860  7.9373

8 0.8750 87.50 3960 2120 44716 82639  7.6591
533 0.8125 81.25 3835 1995 43975 82519  7.5983
4  0.7500 75.00 3596 1804 43174 81875 74977
32 06875 68.75 2548 1785 42304 7.8430  7.4871
266  0.6250 62.50 2505 1580  4.1351  7.8280  7.3651
228  0.5625 56.25 2470 1388  4.0298 78119  7.2356
2 0.5000 50.00 2443 1262 39120 7.8009  7.1324
1.77 04375 43.75 2355 1233 37784  7.7642 71172
10 1.6 0.3750 37.50 2212 1220 36243 7.7016  7.1066
11 145 03125 31.25 1845 1059 34420 7.5202  6.9650
12 133 0.2500 25.00 1725 1033  3.2188 74529  6.9402

OO0 N O £ WK —

13 123 01875 18.75 1685 988 29311 74295  6.8956
14 114 01250 12.50 1609 943 25257 7.3833  6.8490
15 1.06  0.0625 6.25 1440 920 1.8325  7.2723  6.8243

Tabla 9.14. Series de gastos maximos anuales registrados y normalizados de las estaciones aguas
arriba de la confluencia cercana al sitio de la estacion Jacatepec.

De acuerdo con la informacion normalizada de la tabla 9.14 se obtienen dos ecuaciones de
regresion que permiten obtener los eventos estimados en cada sitio aguas arriba de la confluencia para
cierta probabilidad de no excedencia.

Q, = exp[6.331277913 + 0.394433252n(P, )]
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Q, = exp[5.862298648 + 0.37331078 In(P, )]

Con estas expresiones se obtienen los estimadores en cada estacion aguas arriba de la
confluencia, como aquellos para el caso de completa dependencia, considerando cada uno de los

periodos asignados a la muestra ordenada de mayor a menor (Tabla 9.15).

En la tabla 9.15 se presentan los gastos maximos anuales registrados Q, (m3/s) en la estacion
Tuxtepec, para el mismo periodo comun.

Canton  Jacatepec
m  Tafies) P(-1M)  Q(m’5s) Q(m¥s) Q,+0Q, Qms)

Tuxtepec

1 16
2 8
3 5.33
4 4
5 3.2
6 2.66
7 2.28
8 2
9 1.77
10 1.6
11 1.45
12 1.33
13 1.23
14 1.14
15 1.06

0.9375
0.8750
0.8125
0.7500
0.6875
0.6250
0.5625
0.5000
04375
0.3750
0.3125
0.2500
0.1875
0.1250
0.0625

3367
3276
3182
3084
2980
2870
2753
2629
2494
2347
2185
2001
1787
1523
1160

1914
1866
1815
1761
1705
1646
1582
1514
1440
1360
1270
1169
1050

902

696

Tuxtepec
5281 5220
5142 5120
4997 4830
4645 4669
4685 4235
4516 3340
4335 3310
4143 3263
3934 3038
3707 3015
3455 3002
3170 2780
2837 2750
2426 2562
1856 25635

Tabla 9.15. Eventos estimados y registrados en la confluencia de dos rios para el caso de completa

dependencia.

En la tabla 9.16 se muestran los valores Q,,T =2, 10 y 20afios para el caso de completa

dependencia.

Canton

Jacatepec
nimero  T(afios) P(1-1T)  @,(m¥s) Q,(m%s) @, +Q,

1
2
3

2 0.5000 2829
10 0.9000 3313
20  0.9500 3384

Tuxtepec
1514 4143
1885 5198
1924 5308

Tabla 9.16. Eventos estimados @; en la confluencia de dos rios cercana a la estacion Tuxtepec.
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Al considerar el caso de completa independencia, los valores estimados en la confluencia son
reasignados de acuerdo con la probabilidad Ps (Tabla 9.17), es decir, el evento de 5281 m3/s en el caso
de completa dependencia ocurrira con un probabilidad de no excedencia de 93.75%, en tanto que para
el caso de completa independencia lo haré para una probabilidad de 99.6%.

Canton Jacatepec  Tuxtepec  Canton  Jacatepec  Tuxtepec Tuxtepec
PUIM)  Q,(m%s) Q,(m*s) O,+0Q, Pi1M) P PiP2  Ps=1-PiP;
0.9375 3367 1914 5281 0.0625 0.0625 0.0039 0.9960
0.8750 3276 1866 5142 01250 0.1250 0.0156 0.9843
0.8125 3182 1815 4397 0.1875 01875  0.0351 0.9648
0.7500 3084 1761 4645 0.2500 0.2500  0.0625 0.9375
0.6875 2980 1705 4685 03125 03125 0.0976 0.9023
0.6250 2870 1646 4516 03750 0.3750  0.1406 0.8593
0.5625 2753 1582 4335 04375 04375 0.1914 0.8085
0.5000 2629 1514 4143 05000 0.5000  0.2500 0.7500
0.4375 2494 1440 3934 05625 05625 0.3164 0.6835
0.3750 2347 1360 3707 0.6250 0.6250  0.3906 0.6093
0.3125 2185 1270 3455 0.6875 0.6875 0.4726 0.5273
0.2500 2001 1169 3170 0.7500 0.7500  0.5625 0.4375
0.1875 1787 1050 2837 08125 0.8125 0.6601 0.3398
0.1250 1523 902 2426 08750 0.8750  0.7656 0.2343
0.0625 1160 696 1856 0.9375 09375 0.8789 0.1210

Tabla 9.17. Reasignacion de probabilidades para el caso de completa independencia

Tuxtepec

numero  T(afios) P(1-1/T) Q,+4Q,
1 2 0.5000 3751

2 10 0.9000 5022

3 20 0.9500 5158

Tabla 9.18. Eventos estimados @, en la confluencia de dos rios cercana a la estacion Tuxtepec, para el
caso de completa independencia.

La estimacion de los eventos @, en la confluencia de dos rios para el caso de dependencia

parcial es propuesta por Raynal y Salas (1987) y sus resultados extendidos para los sitios aguas arriba
por Escalante y Dominguez (1998).

El modelo es construido mediante la convolucion para la suma o resta de dos variables

aleatorias, y constituye una aproximacion de los procesos fisicos actuales, los cuales pueden ser
representados a través de un modelo que produce la convolucién de los gastos medios diarios.
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Si se dispone de los gastos maximos en dos estaciones de aforo localizadas aguas arriba de la
confluencia de dos rios, y su correspondiente distribucion bivariada es conocida o puede ser ajustada
con base en los datos empiricos. Se puede construir un modelo para la funcion de distribucion de la
suma de dos variables aleatorias en la confluencia, (Woodroofe, 1975):

t

F(t)= fff(t s, )dsdt

—00—00

(9.18)

Donde
t Representa la suma de dos variables aleatorias.

Si se considera que los gastos maximos anuales pueden representarse a través de la
distribucion VEB11, entonces la expresion (9.18) se transforma.

St he H}

—a0—00

F(t)=
) a,a,

1 1
exps — {e_m(t?’:ﬁ) + e—m(%]}m (m-1)+ [e-m([—"‘ﬁ} + e—m[—"?}j!m dsat

Si se dispone informacion de gastos maximos anuales en dos estaciones de aforo localizadas,
una aguas abajo de la confluencia de dos rios, y la otra aguas arriba de la confluencia ya sea sobre la
corriente principal o el tributario, y sus correspondiente distribucion bivariada es conocida o puede ser
ajustada con base en los datos empiricos, entonces se puede construir un modelo para la funcién de
distribucion de la diferencia de dos variables aleatorias en el tributario.

F(t)= j jf(t+s s )dsat

-~ Q000

(9.20)
Donde

t Representa la resta de dos variables aleatorias.
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Si se considera que los gastos maximos anuales pueden representarse a través de la distribucion
VEB11, entonces la expresion (9.20) se transforma.

(9.21)

Las expresiones (9.19) y (9. 21) se evaluan numéricamente utilizando cualquiera de los cédigos
existentes de integraciéon numérica bidimensional.

Se pueden obtener expresiones similares considerando que los gastos maximos anuales se
distribuyen en forma conjunta de acuerdo con las funciones VEB12, VEB21, VEB22 y VEB33.

Paso 1. Se determina un tiempo base comun en las dos estaciones de aforos analizadas, ya sea aguas
arriba de la confluencia o aquellas para determinar los eventos en el tributario.

Paso 2. Los gastos maximos anuales de las dos estaciones se ordenan de mayor, se les asigna un
periodo de retorno de acuerdo con la ley de Weibull y una probabilidad de no excedencia.

Paso 3. Se procede a obtener para cada serie de datos los estimadores univariados de los parametros
de las distribuciones Gumbel, GVE y Gumbel mixta.

Paso 4. De acuerdo con el procedimiento propuesto en el capitulo 5, se procede a determinar los
parametros estimados conjuntamente para las funciones VEB11, VEB12, VEB21, VEB22 y VEB33.

Paso 5. Para cada probabilidad seleccionada F(t) y con los parametros del paso 4, se integra
numéricamente las expresiones (9.19) y (9.21).

Ejemplo 9.7. Determinar para los casos de dependencia parcial los eventos
Q,,T =2, 5,10,20,50,100,500y 1000 afios en los sitios Tuxtepec, Canton y Jacatepec (Figura 9.3).

En la tabla 9.19 se presentan los gastos maximos anuales registrados en la estacion
Tuxtepec, ordenados de mayor a menor con un periodo de retorno y una probabilidad de no excedencia
asignada. También se dan los valores estimados al aplicar la expresion (9.18) considerando que la
funcion de distribucion de probabilidad conjunta entre los gastos méaximos anuales de las estaciones
Jacatepec y Canton es del tipo VEB11, VEB12, VEB21, VEB22 y VEB33. En la tabla 9.20 se muestra en
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primer término, los estimadores @, para los gastos ajustados con la mejor distribucion univariada de la
estacion Tuxtepec, que para fines reales serian desconocidos, sin embargo, se obtienen para comparar
la bondad del ajuste obtenido por la expresion (9.18) y los diferentes modelos bivariados. En las tablas
9.21y 9.22 se dan los estimadores Q. para la estacion Jacatepec.

De acuerdo con la figura 9.3, los eventos en el sitio Canton pueden estimarse al considerar la
convolucion para la suma de los eventos registrados en las estaciones Santo Domingo y La Estrella, o
también mediante la convolucién para la resta si se dispone de informacion en las estaciones Tuxtepec
y Jacatepec. Para el primer caso se disponen de 25 afios comunes, mientras que para el segundo soélo

de 15 afios. En las tablas 9.23 a 9.26 se presentan los estimadores Q; para los dos casos analizados.

P(1-1T) Medido VEB11 VEB12 VEB21 VEB22 VEB33
T(afios) (%)  Qm’s) Qm's) Qm's) Qm¥s) Qms)  Qmdss)

m

1 16.00 93.75 5220 5817 6043 5996 6586 5813
2 8.00 87.50 5120 5077 5153 5158 5488 5090
3 5.33 81.25 4830 4637 4652 4677 4904 4655
4 4.00 75.00 4669 4318 4300 4334 4501 4335
5 3.20 68.75 4235 4061 4025 4062 4185 4078
6 2.67 62.50 3340 3842 3795 3833 3932 3856
7 229 56.25 3310 3648 3595 3631 3712 3655
8 2.00 50.00 3263 3469 3415 3448 3517 3467

9 1.78 43.75 3038 3300 3247 3276 3339 3285
10 1.60 37.50 3015 3137 3086 3110 3167 3101
11 1.45 31.25 3002 2974 2929 2946 2999 2911
12 1.33 25.00 2780 2806 2768 2779 2836 2712
13 1.23 18.75 2750 2625 2598 2600 2670 2509
14 1.14 12.50 2562 2416 2405 2395 2476 2309
15 1.07 6.25 2535 2138 2152 2124 2208 2099

Tabla 9.19. Eventos estimados para la convolucion de la suma Q;guec = Qacatepec + Qanton

Gumbel
ajuste
P(1-1/T) areales VEB11 VEB12 VEB21  VEB22 VEB33

No. Tiafios) (%)  Qm¥s) Qm’s) Qms) Qms) Qm¥s) Qmiss)
1 2 50.00 3149 3469 3415 3462 3517 3467
2 5 80.00 4665 4566 4573 4600 4815 4584
3 10 90.00 4999 5316 5434 5425 5832 5327
4 20 95.00 5275 6055 6342 6274 6850 6049
5 50 98.00 5614 7038 7645 7466 8750 6982
6 100 99.00 5863 7786 8719 8431 8987 1722
7 500 99.80 6432 9538 11556 10912 9247 9612
8 1000 99.90 6675 10295 12945 12100 9301 10408

Tabla 9.20. Eventos Q; para la convolucion de la suma Qreme = Qacaispec + Qanton -
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P(1-1/T) Medido VEB11 VEB12  VEB21

m  T(afios) (%) Q(m3/s) Q(m3/s) O(m3/s) Q(m3/s)

1 16.00 93.75 2800 2064 2184 2179
2 8.00 87.50 2120 1865 1894 1902
3 5.33 81.25 1995 1739 1734 1746
4 4.00 75.00 1804 1643 1619 1634
5 3.20 68.75 1785 1564 1530 1545
6 2.67 62.50 1580 1493 1455 1470
7 2.29 56.25 1388 1429 1388 1403
8 2.00 50.00 1252 1368 1327 1342
9 1.78 43.75 1233 1309 1269 1284
10 1.60 37.50 1220 1249 1212 1227
11 1.45 31.256 1059 1189 1154 1169
12 1.33 25.00 1033 1124 1091 1109
13 1.23 18.75 988 1051 1020 1041
14 1.14 12.50 943 961 932 960
15 1.07 6.25 920 832 800 840

Tabla 9.21. Eventos estimados para la convolucion de la resta Q socatapee. = Qruntepec — Qcanton -

Gumix
ajuste
P(1-1/T) areales VEB11 VEB12 VEB21

No. Tfafios) (%)  Qm’s) Qm’is) Qm’s) Qmss)
1 2 50.00 1269 1368 1327 1342
2 5 80.00 1933 1718 1706 1721
3 10 90.00 2212 1931 1984 1989
4 20 95.00 2458 2125 2284 2275
5 50 98.00 2765 2365 2743 2808
6 100 99.00 2992 2540 3092 3115
7 500 99.80 3512 2932 3955 4173
8 1000 99.90 3735 3097 4508 4619

Tabla 9.22. Eventos Q; para la convolucion de la resta Q ,.uepec = Qurtopac =~ Qanton -
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P(1-1/T) Medido VEB11 VEB12 VEB21 VEB22 VEB33
m  T(afios) (%) Q(m3/s) O(m"/s) O(m3/s) O(m3/s) O(m3/s) O(m3/s)
1 16.00 93.75 3968 3771 3733 3770 3692 3749
2 800 8750 3960 3353 3340 3351 3306 3494
3 533 81.25 3835 3093 3090 3091 3061 3300
4 400 75.00 3596 2897 2900 2896 2874 3111
5 320 6875 2548 2736 2742 2735 2719 2897
6 267 6250 2505 2597 2640 2595 2583 2662
7 229 56.25 2470 2470 2479 2469 2459 2455
8 200 50.00 2443 2353 - 2362 2351 2343 2293
9 1.78  43.75 2355 2240 2249 2239 2233 2159
10 160 3750 2212 2129 2138 2128 2123 2042
11 145 3125 1845 2018 2025 2016 2013 1934
12 1.33  25.00 1725 1900 1908 1899 1897 1827
13 123 18.75 1685 1772 1779 1772 1770 1717
14 1.14 12.50 1609 1622 1627 1621 1621 1591
15 1.07 6.25 1440 1414 1419 1414 1416 1420

Tabla 9.23. Eventos estimados para la convolucién de la resta Q.,.,,, = Qriuntepsc ~ Qacatepec -

Gumix
ajuste
P(1-1/T) areales VEB11 VEB12 VEB21 VEB22 VEB33

No. Teafios) (%) Q(m’ss) Qm¥s) Qm¥s) Qm¥s) Qm¥s) Qms)
1 2 50.00 2237 2353 2362 2351 2344 2293
2 5 80.00 3711 3050 3049 3048 3020 3263
3 10 90.00 3883 3490 3471 3489 434 3583
4 20 95.00 4013 3901 3853 3899 3809 3822
5 50 98.00 4173 4418 4320 4417 4267 4113
6 100 99.00 4292 4798 4656 4797 4597 4364
7 500 99.80 4582 5658 5470 5659 5441 5830
8 1000 99.90 4720 6023 6011 6026 6202 6416

Tabla 9.24. Eventos Q; para la convolucion de la resta Q,a = Qruepee — Qscatepse -
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P(1-1/T) Medido VEB11 VEB12 VEB21 VEB22  VEB33
T(afios) (%)  Qms) Qm¥s) Qm¥s) Qm¥s) Qm’s) Qm3s)

26.00 96.15 4880 4180 4314 4530 5215 3968
13.00 92.31 3968 3664 3750 3854 4233 3637
8.67 88.46 3960 3383 3424 3481 3721 3402
6.50 84.62 3835 3160 3191 3224 3380 3227
5.20 80.77 3596 2979 3010 3026 3129 3053
433 76.96 3060 2834 2860 2866 2930 2903
3.71 73.08 2548 2714 2731 2730 2766 2750
3.25 69.23 2505 2613 2618 2611 2626 2609
2.89 65.38 2470 2523 2516 2505 2503 2478
2.60 61.54 2443 2437 2422 2409 2394 2364
2.36 57.69 2355 2354 2335 2320 2295 2263
217 53.85 2212 2272 2254 2238 2204 2172
2.00 50.00 2176 2192 2177 2160 2119 2086
1.86 46.15 2175 2113 2103 2085 2039 2008
1.73 42.31 2000 2035 2031 2013 1964 1936
1.63 38.46 1958 1960 1960 1943 1891 1866
1.53 34.62 1845 1888 1889 1873 1819 1796
1.44 30.77 1835 1818 1819 1804 1750 1724
1.37 26.92 1725 1750 1749 1735 1682 1654
1.30 23.08 1685 1684 1677 1663 1612 1589
©1.24 19.23 1609 1616 1599 1589 1539 1527
1.18 15.38 1565 1544 1515 1508 1464 1462
113 11.54 1440 1461 1420 1419 1383 1392
1.08 7.69 1287 1354 1310 1313 1284 1307
1.04 3.85 995 1187 1160 1167 1157 1187
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Tabla 9.25. Eventos estimados para la convolucion de la suma Qg = Qsaro pomingo + Quastote

Gumix
ajuste
P(1-1/T) areales VEB11 VEB12 VEB21 VEB22 VEB33

No. T(afios) (%)  Qm’s) Q(m¥s) Qm¥s) Qm¥s) Qmss)  Qmss)
1 2 50.00 2134 2192 2177 2159 2119 2086
2 5 80.00 2288 2948 2978 2991 3086 3023
3 10 90.00 3424 3482 3539 3611 3897 3498
4 20 95.00 3952 3981 4099 4266 4835 3846
5 50 98.00 4210 4609 4854 5211 6126 4168
6 100 99.00 4510 5154 5446 5931 7210 4378
7 500 99.80 4731 6324 7505 8343 8424 4537
8 1000 99.90 5268 6826 7633 9148 10112 4554

Tabla 9.26. Eventos Q; para la convolucion de la suma Qe = Qsants pomingo + Qastols -
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9.3. Procesos condicionales lluvia-volumen de escurrimiento-gasto de pico

Este procedimiento permite, a través de una distribucidon bivariada de valores extremos y de la
construccion de relaciones funcionales marginales y condicionales, obtener el gasto de pico y el
volumen de escurrimiento directo de un hidrograma a partir de cierta lamina de lluvia asociada a un
periodo de retorno.

La funcién de probabilidad condicional de tualquier modelo continuo se expresa por (Mood y
Graybill, 1963)

Flypx)= Iﬂ’{gdy dx

(9.22)
Donde

f(x,y) Es lafuncion de densidad bivariada
f(x)  Eslafuncion de densidad marginal de x (expresion 1.29).

Para el caso particular de la distribucién VEB11, Ia expresion (3.22) se define como

S R e Bt | A

1

(9.23)
El procedimiento se resume a continuacion.

Paso 1. Dado un sitio de estudio, se procede a obtener las caracteristicas: volumen de escurrimiento
directo, gasto base y gasto de pico del escurrimiento directo de cada hidrograma maximo anual.

Paso 2. Definir para cada hidrograma del paso 1, la lamina de lluvia que io genera. La lamina de
precipitacion media se obtendra con todas las estaciones climatolégicas que influyen en el escurrimiento
del sitio en estudio mediante el método de los poligonos de Thiessen.

Paso 3. De los pasos 1y 2 se obtiene un registro que contiene una lluvia total Hp, que genera un gasto
de pico Q, y un volumen de escurrimiento directo V, . Para estas tres variables se procede a ajustar las
combinaciones Hp,-V,, V,~Q, y Hp,-Q, mediante la distribucion VEB11, ya sea por maxima
verosimilitud 0 maxima entropia.

Paso 4. Con los parametros bivariados del paso 3 y empleando la expresiones (1.27), (1.28), (5.64) y
(9.23) se obtienen las probabilidades conjunta, condicionales y marginales de los procesos Hp, —V.,

Ve—Qp y Hpt —Qp'
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Paso 5. Con el objetivo de obtener hidrogramas para diferentes periodos de retorno, se procede a
calcular relaciones funcionales lineales o no lineales a partir de las distribuciones condicionales.

Paso 6. Con las relaciones funcionales condicionales se puede obtener para cierto periodo de retorno
una lamina de lluvia (Hp,)T, con esta y de acuerdo con la relacion funcional marginal o condicional

adecuada se estima el valor de (v, ), =f[(Hp,);] o (Q,). =f[(Hp, )], y a partir de este ditimo se
calcula también con su relacion funcional, la caracteristica restante.

Ejemplo 9.8. Obtener las relaciones funcionales que definen las caracteristicas de los hidrogramas
maximos anuales en la cuenca de la estacion Jaina,

En la tabla 9.27 se presentan las caracteristicas de los hidrogramas maximos anuales y la
tamina de lluvia media que los generan.

Con el fin de obtener los parametros requeridos por el proceso de optimizacion para la
estimacion conjunta de parametros del modelo VEB11, se debe ajustar a cada una de las series la
distribucion Gumbel.

Con estos parametros iniciales y de acuerdo con la metodologia del capitulo 5, se procede a
obtener los parametros por maxima verosimilitud del modelo VEB11 para las ftres
combinaciones Hp, -V,, V, -Q, y Hp, —Q, (Tabla 9.28).

No Afo Hp,(mm) v, (Mm®) Q,(m’s)
1 1961 92.6 148.13 612.6
2 1962 90.5 162.68 886.2
3 1963 107.1 219.78 1031.0
4 1964 98.7 100.73 314.8
5 1965 37.7 44.41 2517
6 1966 76.1 192.41 639.9
7 1967 102.1 167.87 654.9
8 1968 44.5 99.03 478.9
9 1969 73.1 46.83 163.1

10 1970 59.3 93.50 162.8

11 1971 115.9 192.37 818.5

12 1972 82.5 133.39 746.0

13 1973 85.0 162.02 936.8

14 1974 73.9 118.73 920.8
15 1976 415 67.15 262.6
16 1976 95.9 125.71 529.6
17 1977 69.9 139.15 404 .8

18 1978 95.9 138.01 642.7

19 1979 113.2 304.72 1380.5

20 1980 76.1 103.07 261.9

Tabla 9.27. Datos de lluvia, volumen de escurrimiento directo y gasto pico del escurrimiento directo,
asociados a los hidrogramas maximos anuales de la cuenca drenada hasta la estacion Jaina.
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Parametro Hp, -V, v,-Q, o0,

, 22.76 49.69 22.39
a, 69.95 109.11 69.55
o, 52.44 253,27 276.07
a, 110.77 442,09 44519
m 2.2877 3.4800 19417

Tabla 9.28. Estimadores de parametros det modelo VEB11 ajustado a las relaciones Hp, -V,, V,-Q, y
Hp, ~Q, de la estacion Jaina.

Con los parametros de la tabla 9.28 y con los valores registrados de la tabla 9.27 se procede a
obtener las probabilidades conjunta, condicional y marginal para cada una de las combinaciones
Hp,-V,, V,-Q, y Hp, - Q,, por ejemplo, para el afio 1961 y la combinacion Hp, -V, se tiene

2877 326-2276 (14815244 1/2.2877
F( Hp, <92.6,V, <148.13 ) = exp {- [ e ‘ ( 63.% ) +e [ 110.77 ) jl

[926-2276 ~
ol )+(2.2877—1(%§_§l§j

1/22677
-2.2377[%%@) -2.2377[143'111%-:72“) r
€ ' +e :

.= )

F(Hp, <926V, <148.13)=exp;

-22377(92“276) _22377(11&_11-62_44) (17226774
e 8% J4g 11077

F(V, <1483 )= FLHP 926, <14813 )
T F(Hp, <926, <148.13)
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i _(143.13-5244)
e

" J (2.2877 _ 1{1‘}813—52ﬁ) +

1722877
-2.2877[ 3252—75) -22877[148'111%_7572_"_1_4)
e ’ +e X

F(V, <148.13Hp, < 92.6)=exp!

_ ” (1/22877)1
-2.2377(93'25%73) -2.2377( s 7572"“)
o % )4g .

F( Hp, <92.6,V, <148.13 )

'’ g —

F(V, <148.13Hp, <92.6)

F(Hp, <92.6)=

Con este proceso se obtienen las probabilidades para cada una de las variables analizadas
(Tabla 9.29). Posteriormente, se obtiene la matriz de coeficientes de correlacién lineal entre cada una
de las series para poder determinar las relaciones funcionales predictoras. (Tabla 9.30).
La funciones que se ajustan a los datos de la tabla 9.29 son del tipo lineal, logaritmico, polinomial,
potencial y exponencial.

En este caso, las mejores expresiones predictoras son

F(Hp,V, )= 0.6438387 + [F(Hp, )P =

F(Hp/Q, )= 0.198404]F (Hp, v, ) +0.666649[F(Hp, v, )]+ 0.113576

p

Donde F(Hp,) se obtiene de la relacion bivariada Hp, —Q

p

La bondad de ajuste de estas relaciones se obtiene al comparar los valores reales de las
componentes de los hidrogramas con los estimados por estas expresiones (Tabla 9.31).

Finalmente, se pueden estimar las componentes de los hidrogramas para diferentes periodos
de retorno (Tabla 9.32).
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Hp,—ve Ve—Qp pr——Qp
| I i ; !
Ao P | Ve VoMo | HPV. | Ve [Q | Qo |V,Qp | Hpo | Q| QHP | HpQ,
1961 06909 06123 04400 07144 06338 06005 04574 06375 06996 05797 04165  0.7488
1962 06667 06896 06325 05466 07116 0.8410 09288 0.1472 06755 08168 08424  0.3738
1963 08224 08824 08178 04288 08978 09069 06698 05200 08295 08871 08124 04997
1964 07537 02979 0.0584 09621 0.3061 0.1915 01967 07200 07619 02011  0.0476  0.9595
1965 00162 00289 02498 0.1150 00253 0.1200 07819 00421 00158 0.1332 05462 00328
1966 04661 08099 09548 01048 0.8294 06326 00798 0.9640 04741 06102 07141  0.3761
1967 07838 06654 03577 08170 06874 06495 04447 06678 07916 06263 03468  0.8428
1968 004690 02862 07903  0.0409 02938 04212 07551 0.2221 00468 04127 08349  0.0294
1969 04186 00339 00129 09138 00301 00493 04364 0.1829 04260 00621 00398  0.8287
1970 02025 02490 04774 03247 02543 00492 00248 09059 02059 00620  0.0985 05574
1971 08756 0.8098 0.4186 08212 08293 07975 04340 07219 08815 07721 03878  0.8705
1972 05620 05222 0.4828 06063 05415 07399 09306 0.1167 05708 07144 07774  0.3838
1973 05967 06864 07261 04201 07084 08678 09646 0.0869 06056 08449 09182  0.2357
1974 04313 04235 0.4895 05127 04387 04805 06105 04168 04389 04675 05438 04737
1975 00305 0.1005 04887 00865 00976 0.312 05001 02658 00302 01441 05132  0.0616
1976 07263 04713 01915 0.8876 0.4887 04927 05311 05121 07347 04788 02471  0.8615
1977 03670 05587 07710 02515 05791 03139 00780 09287 03736 03143 03794  0.5254
1978 07263 05516 02850 0.8345 05718 06358 07072 03774 07347 06132 04166 07708
1979 08611 09755 09899 00862 09807 09757 04295 0.7664 0.8673 009668 09673  0.2240
1980 04661 03140 02746 06971 03233 01304 00798 08538 04741 01434 00985  0.8017
Tabla 9.29. Probabilidades marginales y condicionales de las combinaciones Hp, -V, , VQ—Q,, y
Hp, - Q,.
Hp, -V, V,-Q, Hp, -Q,
Ho, | V. [VHp, |HpV, | Vo |Q, |QnlV, |V,iQp | Hp | Q, | Q,Hp, | Hp,Q
Probabilidad ? ’ *e PR T
Ho, | 1
v | 0751 1
e
Val, 0.007 0.638 1
21
; 0602 -0010 -0.734 1
Hptlve 0
v | 0753 1000 0632  0.000 1
e
Q. | 0693 0908 0573 -0.001 0.909 1
P
0.045 0077 0065 -0023 0081 0479 1
Qol,
V.Qp 0276 0347 0188 0032 0346 -006 -0.889 1
e
Hp | 1000 0751 0006 0685 0753 0692 0M5 0276 1
Q | 0693 0909 0576 0010 0909 1.000 0476 -0.062 0.692 1
]
Q in’ 0.056 0543 0793 -0592 0539 0731 0627 -0372 0055 0735 1
p
HplQ | 0807 0088 0509 0899 0096 008 0422 0442 0609 009 0729 1
pt, [

Tabla 9.30. Matriz de coeficientes de correlacion entre las probabilidades marginales y condicionales de
las combinaciones Hp, -V,, V,-Q, y Hp,-Q,.
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Registrados Estimado Estimado
Ao [Ho |V, | Q | Ftb) | Flov) [ v | Flea,) [ G,

1961 926 14813 6126  0.6996 0.5260 170.71 0.5191 801.8
1962 905 16268 886.2  0.6755 0.5157 166.20 0.5101 775.9
1963 1071 219.78 10311  0.8295 0.5792 202.42 0.5663 980.2
1964 98.7 100.73 3148  0.7619 0.5520 183.94 0.5420 877.0
1965 377 4441 2517  0.0158 0.0616 58.98 0.1554 8.7
1966 76.1 19241 6399  0.4741 04220 135.84 0.4303 595.4
1967 1021 157.87 6549  0.7916 0.5641 191.39 0.5528 918.8
1968 445 99.03 4789  0.0468 0.1139 72.40 0.1921 136.4
1969 731 4683 1631 0.4260 0.3972 129.65 0.4097 556.8
1970 593 9350 1628  0.2058 0.2632 101.71 0.3028 370.2
1971 1159 19237 8185 08815 0.5995 222.02 0.5845 1088.3
1972 825 13339 7460  0.5708 0.4688 149.20 0.4697 676.3
1973 850 162.02 9368  0.6056 0.4847 154.47 0.4834 707.6
1974 739 11873 5208  0.4389 0.4040 131.29 0.4153 567.14
1975 415 6715 2626  0.0302 0.0888 66.48 0.1744 82.0
1976 959 12571 5296  0.7347 0.5408 177.85 0.5321 842.5
1977 699 13915 4048  0.3736 0.3688 123.09 0.3864 515.1
1978 959 138.01 6427  0.7347 0.5408 177.85 0.5321 842.5
1979 1132 30472 13805 0.8673 0.5940 215.98 0.5796 1055.1
1980 761 103.07 2619  0.4741 0.4220 135.84 0.4303 595.4

Tabla 9.31. Valores reales y estimados de los hidrogramas de la estacion Jaina.

T(afios) Hp,(mm) V,(Mm*) Q,(ms)

2 17.76 139.27 616.5

5 103.13 193.66 931.5
10 119.93 231.08 1137.8
20 136.05 267.58 1335.9
50 156.91 315.27 1592.7
100 172.54 351.17 1785.3
500 208.67 434.30 2230.6
1000 224.20 470.07 2422.0
5000 260.24 553.11 2866.5
10000 275.76 588.87 3057.8

Tabla 9.32. Caracteristicas de los hidrogramas de la estacion Jaina dada una lamina de lluvia asociada
a un periodo de retorno.
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9.4. Inferencia de eventos mediante subconjuntos botrosos

La teoria de los subconjuntos borrosos se emplea para cuantificar descripciones verbales del
comportamiento del fendbmeno en estudio a partir de proposiciones borrosas. Ademas, es una
herramienta insustituible en problemas en los que se involucra un tipo muy particular de incertidumbre.

Los modelos borrosos hacen predicciones que se basan en informacion conocida de cierto
fendmeno y se pueden desarrollar ain con datos histéricos escasos.

En general, un modelo matemético borroso involucra las siguientes tareas:

a) Identificar, nombrar y determinar los universos de discusion de las variables involucradas en el
modelo.

b) Determinar las funciones de membresia necesarias para describir el universo de discusion de
cada variable involucrada en el modelo.

c) Establecer las reglas logicas que asocian el comportamiento de las variables del modelo.

El conjunto de reglas logicas descritas en el Ultimo punto, recibe el nombre de base de
conocimiento experto, y representa el alma del modelo matematico. La base del conocimiento tiene la
cualidad de que se expresa en términos de proposiciones verbales del tipo

Proposicion Si X es A entonces Y es B
Premisa Xes A

Inferencia Yes B
(9.24)

Donde
X es un evento conocido
Y  esuneventoasociadoa X
A,By A’ son conceptos borrosos 0 ambiguos conocidos (adjetivos)

B es un concepto desconocido, generalmente un adjetivo.

Asi, se puede expresar
Proposicion Si la lamina de lluvia (Hp) es alta (A) entonces el escurrimiento (Q) es grande (G)
Premisa  (Hp) es (A)

Inferencia  (Q) es (G)
(9.25)
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Ay B de la expresion (9.24) se pueden expresar por las llamadas funciones de membresia (Orlovsky,
1990) ,(X) y ws(Y). Estas funciones determinan el grado con el cual un elemento X o Y
pertenecen a los subconjuntos borrosos A y B. Las funciones de membresia son funciones reales que
toman sus valores en el intervalo [0,1]. Un elemento X puede pertenecer totalmente al concepto

borroso A, u,(X)=1; no pertenecer u,(X)=0, o bien, pertenecer parcialmente u,(X)e(0,1).

Las funciones de membresia u,(X) y 1,(Y) pueden representarse de forma triangular, como
se muestra en la figura 9.4.

Figura 9.4. Caracteristicas de la funcion de membresia de forma triangular.

Donde X, X, y X, son las cotas izquierda, centro y derecha de la funcion de membresia
relativa al subconjunto A, analiticamente:

0 X <X,
X=X, X, <X<X,
X. - X,
Ha(X) =5 X.—X
a X <X<X,
X,-X,
0 X>X,

(9.26)
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El eje de las ordenadas de la figura 9.4 es llamado universo de discusion y representa el rango de
valores que puede tomar la variable X.
La proposicion condicional borrosa dada en la expresion (9.24) se puede expandir de la siguiente forma:

Proposicion Si X es Ae Y es Bentonces Zes C
Premisas X es A,Yes B

Inferencia Zes C
(9.27)

Donde
X,Y,Z eventos
AB,C,A,B' yC' conceptos borrosos representados por subconjuntos borrosos.

Suponiendo que A,B,C,A'yB' son conocidos y C' es desconocido, la expresion (9.27) se
describe simbélicamente de este modo:

P(AB = C)
(9.28)

Zadeh (1975) propone la llamada regfa compuesta de inferencia. Si la estructura gramatical de
la proposicion borrosa es del tipo conjuntivo, el concepto C' puede estimarse usando la siguiente
expresion

C'= p, (X)N g (Y ) = Min{ie, (X), 15 (Y )}
(9.29)

Por otra parte, si la estructura gramatical de la proposicion borrosa dada por la expresién (9.28)
corresponde al tipo disyuntivo, el concepto C' puede inferirse a partir de

C'=p, (X)U Hpg (Y) = Max{l‘A (X)’ Hg (Y)}
(9.30)
El valor de la membresia C' se puede determinar con el criterio def centro de gravedad de la
funcion de membresia (Fujita et al, 1992).

La funcién de membresia 4, (Z) se ajusta al valor  de corte, el cual corresponde al valor

inferido de C', (@ = C'). Asi, la funcion triangular se transforma en una funcién trapezoidal tal como se
muestra en la figura 9.5.

239




R |
1,—..__.__...7\
J] \\
/’ h
FlN
/ \
/ I N
[+ A .-"' T Y
|
Hp&) - —— P
]
. L] -
bi x oz a2

Figura 9.5. Funcion de membresia triangular transformada por el alfa de corte.

Las coordenadas [Zp, Hy (Z)J del centro de gravedad P se obtienen considerando que el
origen del sistema de coordenadas se sitda en el punto (Z,,0)

7 _g LA LA LA LA,

P (A +A, +A +A,)
(9.31)
1 1
(_aj(A’ + A4)+(—a)(A2 +A)
1 (@)=3 AN
P (A +A, +A +A,)
(9.32)
Y
2,~2lo(z.~2)
(9.33)
2, =alz.-2)+ ) (1-a)z, - 2)
(0.34)
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Z,=(z, —Zi)+%[(1—a)(zd —Zc)]

(9.35)

2,=(2.~2)+[(1-aXz, - 2.)]+ 5 (2~ 2.)

(9.36)
4-%.-2)

(9.37)
A = a(1—a)(zc -Z)

(9.38)
A =a(l-a)Z,-2,)

(9.39)
A4 = %(Zd —Zc)

(9.40)

Ejemplo 9.9. Se desea determinar los tiempos de concentracion de las 42 estaciones que conforman la
region hidrologica namero 10 (Figura A.1), a partir de la informacion contenida en la tabla A.1 de!
apéndice A.

El tiempo de concentracion es el tiempo de viaje de una onda que avanza desde el punto mas distante
de la cuenca hasta su salida. Kirpich encontrd que el tiempo de concentracion es una funcién que
depende basicamente de la longitud del cauce principal y su pendiente (expresion 8.21).

De fa informacion contenida en la tabla A.1 del apéndice A se puede obtener los valores de Ly, ¥ S

de las 42 estaciones que conforman la region hidroldgica niumero 10. En la tabla 9.33 se presentan los
rangos de los universos de discusion (Soto y Escalante, 1999).

Variable Unidades Valor minimo Valor maximo
Ser km/km x 100 0 3
Lep km 0 500
te H 0 120

Tabla 9.33. Universo de discusion para la determinacion del tiempo de concentracion en la region
hidrologica nimero 10.
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Los subconjuntos borrosos correspondientes a cada variable de entrada se establecen subjetivamente a
partir de nuestra propia experiencia.

El nimero de subconjuntos para cada variable depende de la extension del universo respectivo
y de la precision que se requiera en la respuesta del modelo. El tamario, el espaciamiento y la forma de
los subconjuntos en cada universo de discusion condicionan el comportamiento de las variables. Las
cotas izquierda, central y derecha corresponden a los vértices de las funciones triangulares de
membresia.

Las tablas 9.34 y 9.35 presentan los subconjuntos borrosos para cada variable de entrada, asi
como las cotas propuestas para cada funcién de membresia. En una etapa posterior se obtendra los
subconjuntos borrosos  las funciones de membresia para la variable de salida t;.

Subconjunto Descripcién lzquierda Centro Derecha
MP Muy Pequefia 0 0 0.1
P Pequena 0.1 0.3 0.5
M Media 0.4 0.4 1.6
G Grande 1.3 24 3.0

Tabla 9.34. Subconjuntos borrosos y funciones de membresia para la variable de entrada Sg,.

Subconjunto Descripcion Izquierda Centro Derecha
MP Muy Pequefia 0 83 167
P Pequefia 83 167 250
M Media 167 250 333
G Grande 250 333 416
MG Muy Grande 333 416 500

Tabla 9.35. Subconjuntos borrosos y funciones de membresia para la variable de entrada L.

La base de conocimiento representa la parte medular del modelo de inferencia, y esta
constituida por un conjunto de sentencias verbales del tipo de las expresiones (9.24) y (9.27), las cuales
relacionan las variables Sgp, Lep ¥ fc.

La variable t, se puede representar con los subconjuntos: muy pequefio (MP), pequefio (P),

mediano (M), grande (G) y muy grande (MG). La tabla 9.36 muestra el comportamiento de la variable
t. en funcion de las variables de entrada S., y L.

Es importante mencionar que el niimero de sentencias logicas que constituyen la base de
conocimiento es igual al producto algebraico del nimero de subconjuntos de los universos de las
variables de entrada. Un ejemplo de sentencia logica es (Tabla 9.36): Si la pendiente es grande (G) y la
longitud del cauce principal es muy pequefia (MP), entonces, el tiempo de concentracion es muy
pequefio (MP).
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Tabla 9.36. Base del conocimiento para inferir el tiempo de concentracién t. en la region hidrologica
numero 10.

Una vez que se establece la base de conocimiento se procede a ajustar el modelo. En esta
etapa, los subconjuntos correspondientes a la variable de salida se establecen adecuadamente. Con
fines de verificacion del modelo se seleccionaron arbitrariamente la informacién de siete de las 42
cuencas disponibles (Tabla 9.37), con las cuales se estima mediante la expresion (8.21) el tiempo de
concentracion correspondiente.

., Ler Sce te
Estacion (km)  (km/km x 100) (h)
Cazanate 93 0.156 26
Zapotitian 440 0.342 64
Bamicori 20 0.490 5
Las Caiias 342 0.538 44
Urique 127 1.537 14
Toahayana 131 1.130 16
Badiraguato 59 2.118 7

Tabla 9.37. Informacion utilizada en la fase de ajuste del modelo.

La Tabla 9.38 presenta el universo de discusion y las funciones de membresia para la variable
t.. Los valores de esta tabla se obtienen subjetivamente de las tablas (9.34) a (9.37).

Subconjunto Descripcion Izquierda Centro Derecha
MP Muy Pequefia 0 0 17
P Pequefia 4.5 13 45
M Media 31 42 65
G Grande 50 56 84
MG Muy Grande 78 83 120

Tabla 9.38. Subconjuntos borrosos y funciones de membresia para la variable ¢ .
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Si se considera una cuenca con valores de S, =0.02 km/km y L., =435km, entonces, de acuerdo

con las tablas 9.34 y 9.35, la pendiente se encontrara en el subconjunto G y la longitud en el
subconjunto MG.

Con los valores de los subconjuntos borrosos, la expresion 9.26 y la base de conocimiento, la
regla logica borrosa aplicable se escribe: Como el valor de membresia para una longitud MG es 1.0 y el
valor de membresia para una pendiente G es 0.65, entonces, la regla viable para la inferencia de un
tiempo de concentracién Medio (M) (Tabla 9.36) tiene un valor de membresia de 0.65. La estructura de
esta sentencia corresponde al tipo conjuntivo (expresion 9.29), asi:

C'=P(AB = C)=ANB=1.000.65=Min{A B} = 0.65
La funcion de membresia para el tiempo de concentracion Medio (M) tiene los valores

Z,=312,=42y2Z, =65 (Tabla 9.38), y se modifica usando un alfa de corte igual a 0.65, de modo

que la funcion triangular se transforma en un trapezoidal. La abscisa del centro de gravedad de la
funcién de membresia modificada, el cual sera el tiempo de concentracion buscado se obtiene con la
expresion ( 9.31) como

= % [0.65(42 - 31)] = 4.7667
Z, =0.65(42-31)+ %(1 ~0.65)42 - 31)=9.075

Z,=(42- 31)+%[(1 —0.65)65 - 42)] = 15.025

Z, = (42-31)+[(1-0.65)65 - 42)] + 9% (65— 42) = 24.033

A = @—%ﬂ@z 31) = 2.3238

A, =0.65(1-0.65)42 - 31) = 2.5025

A, = 0.65(1—0.65)65 — 42) = 5.2325

A, = e 65) (65— 42) = 4.8588
Z,=31+ 2912 _ 4636,
14.9176
t, =46 h
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Ahora bien, si se considera una cuenca con valores de S, =0.015 kmkm y Ly =290km,

entonces, de acuerdo con las tablas 9.34 y 9.35, la pendiente se encontrara contenida entre los
subconjuntos My G y la longitud entre los subconjuntos M y G. Utilizando estos valores, a la vez que la
ecuacion (2) y la base de conocimiento, las regla légica borrosa aplicable se escribe asi:

Como el valor de membresia para una longitud M es 0.53 y el valor de membresia para una
pendiente M es 0.09, entonces, la regla viable para la inferencia de un tiempo de concentracion P tiene
un valor de membresia de 0.09.

Como el valor de membresia para una longitud M es 0.53 y el valor de membresia para una
pendiente G es 0.21, entonces, la regla viable para la inferencia de un tiempo de concentracion P tiene
un valor de membresia de 0.21.

Como el valor de membresia para una longitud G es 0.47 y el valor de membresia para una
pendiente M es 0.09, entonces, la regla viable para la inferencia de un tiempo de concentracion M tiene
un valor de membresia de 0.09.

Como el valor de membresia para una longitud G es 0.47 y el valor de membresia para una pendiente
G es 0.21, entonces, la regla aplicable para la inferencia de un tiempo de concentracion P tiene un valor
de membresia de 0.21.

Este grupo de proposiciones se pueden interpretar a partir de disyunciones légicas, esto es:
c'=C',uUc,Uc,Uc, =0.08U0.21U0.09U0.21 = méx{C',,C',,C', ,C', } = 0.21

La funcion de membresia para el tiempo de concentracion Pequefio (P) tiene los valores
Z, =45 27, =13y Z, =45 (Tabla 9.38), y se modifica usando un alfa de corte igual a 0.21, de modo

que la funcion triangular se transforma en un trapezoidal. La abscisa del centro de gravedad de la
funcion de membresia modificada, el cual sera el tiempo de concentracion buscado se obtiene
nuevamente con la expresion 9.31, asi, el tiempo de concentracion buscado es ¢, ~ 26 h.

Con el fin de que el modelo reproduzca aceptablemente al modelo de la expresion (8.21) las
funciones descritas previamente tienen que repetirse a lo largo de los universos de discusion de todas
las variables de entrada, ajustando, de ser necesario, sus funciones de membresia y, en casos mas
drasticos, la base de conocimiento. ’

Finalmente, en la tabla 9.39 se muestran los valores obtenidos a través de la expresion (8.21) y
aquellos inferidos mediante fa teoria de los subconjuntos borrosos. De acuerdo con estos, se puede
observar que existe una muy buena aproximacion del fenémeno.
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No. Estacion Alkm?)  Lep(km) Sy (kmikm) t, Kirpich  t. Modelo
1 Zapotitlan 34450 440 0.00342 64 65
2 SanBlas 33590 402 0.00353 59 60
3 LaTina 275 30.3 0.00413 8 10
4 Bamicori 223 20.2 0.00490 5 5
5 Las Cafias 29529 342 0.00538 44 45
6 ElMahone 29428 337 0.00548 44 45
7 Choix 1403 82 0.00234 20 20
8 Huites 26020 267 0.00685 33 33
9 Palo Dulce 6323 184 0.01028 21 23
10 Chinipas 5098 131 0.01449 14 12
11 San Francisco 17531 246 0.00720 31 30
12 San Ignacio 10920 209 0.01041 24 22
13 La Veranera 4106 137 0.01565 15 14
14 Urique 4000 127 0.01537 14 14
15 Gerachic 6262 145 0.01249 17 15
16 Alamos 2270 124 0.00184 3 29
17 Cazanate 1813 93 0.00156 26 26
18 Jaina 8179 177 0.01014 21 20
19 Toahayana 5281 131 0.01130 16 17
20 Tecusiapa 3773 90 0.01504 1 1"
21 Los Molinos 501 35 0.02159 4 5
22 Naranjo 2064 107 0.00760 16 16
23 Zopilote 666 68 0.00690 12 1
24 Guamuchil 1645 65 0.00698 1" 10
25 Pericos 270 31 0.00613 7 7
26 Tierra Blanca 11614 276 0.00603 36 36
27 Pte. S. Pacifico 11434 268 0.00632 35 34
28 Palos Blancos 11409 256 0.00649 33 30
29 ElVarejonal 10987 233 0.00680 30 30
30 Badiraguato 1018 59 0.02118 7 7
31 Guatenipa 8252 178 0.01202 20 21
32 LaHuerta 6149 17 0.01569 13 15
33 Pte. Cafiedo 4086 117 0.00470 20 20
34 Sanalona 3657 85 0.00438 16 16
35 Picacho 3280 85 0.00438 16 16
36 Tamazula 2241 48 0.01024 8 6
37 ElBledal 3N 31 0.00799 6 6
38 Santa Cruz 8919 180 0.01267 19 18
39 Acatitan 1884 115 0.01131 14 13
40 Ixpalino 6166 174 0.01310 19 18
41 Piaxtia 5307 142 0.01689 15 15
42 El Quelite 835 42 0.00579 9 7

Tabla 9.39. Tiempos de concentracion obtenidos por férmula de Kirpich y modelacién borrosa.
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_ CAPITULO 10
ANALISIS DE SERIES DE TIEMPO

10.1. Caracteristicas de las series de tiempo

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones {x,} realizadas de forma secuencial,
normalmente a intervalos iguales.

Las series de tiempo pueden ser anuales o periédicas. Estas Gltimas pueden ser estacionales,
mensuales, semanales, diarias u horarias.

Las series de tiempo hidrolégicas pueden ser univariadas, como la precipitacion o escurrimiento
anual o mensual en una estacion de aforos, 0 multivariadas como la precipitacion o escurrimiento anual
0 mensual en varias estaciones de aforos.

Las series univariadas se describen generalmente a través de sus caracteristicas estadisticas
como la media, desviacion estandar, coeficiente de asimetria, coeficiente de curtosis, distribucion de
probabilidad y de la estructura de dependencia en el tiempo (Salas et al, 1988.)

Las caracteristicas estadisticas de las series anuales x,,t =1,2,..., n afios de registro, son:

Media
1 n
X=—) X,
n t=1
(10.1)
Varianza sesgada
sesg Z(Xt
(10.2)
Varianza insesgada
n
Slisesg sesg Z(Xt )
n-1 n-14
(10.3)
Coeficiente de asimetria sesgado
12 ’
H Z (Xt —-X )
gses = = T
(10.4)
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Coeficiente de asimetria insesgado

n2

Ginsesg = (Wn: 1 Xﬁj Osesg
Coeficiente de curtosis sesgado

i(xr -

=]

S| =

Coeficiente de curtosis insesgado

3

msesg (n 1Xn 2Xn 3) sesg

Desviacion estandar

S=+8§

Funcién de autocovarianza lineal

n-k
—J—kz ~XXx.,—X) 0<k<n

t=1

Donde
k tiempo de retraso o distancia entre los pares (x,,x,,,)

Coeficiente de autocorrelacion serial

Donde
r, estimador del coeficiente de autocorrelacion serial poblacional o,
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(10.5)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

(109)

(10.10)



Si x,,, parav=12..nafos, y r=12,..,@ periodos en el afio representa una serie periddica,

entonces, las caracteristicas estadisticas de cada periodo = se estiman como:

Media
1 n
X, = '”va,r: t=12,..., @
n v=1
Varianza insesgada
2
1 n
2
Sr = ;_71 s (Xv,r - xr)

Coeficiente de asimetria insesgado

2
n sesg

- Nn-2)”

Coeficiente de curtosis insesgado

3
k = n sesg

" (n-1){n-2)\n-3) *

Coeficiente de autocorrelacion serial

1

E Z(Xv,r - Xr Xxv,r—k - xr—k)
r — v=1 .
or S.S

[t 2 ¢

Donde

... estimador del coeficiente de autocorrelacion serial poblacional p,

7T
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(10.11)

(10.12)

(10.13)

(10.14)

(10.15)




Cuando 7-k <1 los términos % v=1x

1 !
hi?! V= 2' Xv—1,a)+r—k’ Xorek ¥ S(u+r—k :

veir Xo ¥ S, de la expresion (10.15) se reemplazan por

Para las series multivariadas, ademéas de las caracteristicas de cada serie individual, es
importante determinar la relacion de dependencia entre estaciones (Salas et al, 1988).

Si se tienen series anuales X;,t=12,..,n afiosy s=12,..,ms sitios, entonces, la

estructura de dependencia entre el sitio j y el sitio j se determina a través del coeficiente de correlacion
cruzada r;” que es un estimador del valor poblacional pj .

n—k

I )
i = t=1 ]
k

n-k B o Mk ) ) 12
S xS |
=1

t=1

(10.16)
Donde
x%) media de los primeros n -k valores de las series .
) media de los Gitimos n—k valores de las series j.

Paralas ms series de tiempo la matriz de correlacidn se representa por

[ L
M ~ rk2,1 rk2,2 . rkZ,ms
=
A pms2 ;
i rkms rkms L. rkms ms ]
(10.17)
Para series periodicas |a estructura de dependencia entre las series xﬁ‘l y xﬁfZ se determina por
TS (0 _gOYy ) | _ xO)
i YAt
o Z (xv,r - X; Xxv{r—k - Xrl—k )
= = el
! Sr, S‘ﬁ—k
(10.18)
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Donde
r,!  estimador del coeficiente de autocorrelacion serial poblacional o,

x) media periddica en el intervalo 7 de las series .
) media periédica en el intervalo 7 de las series j.
8% desviacion estandar periodica en el intervalo = de las series |.
SU) " desviacion estandar periodica en el intervalo = de las series ;.

Cuando 7—k <1 los términos ,17 v=1,x",, %D y8U de la expresion (10.18) se reemplazan por

)
—w+r—K? w+r~k y Sw+r—

_1_1‘, 2X(’

Paralas ms series de tiempo la matriz de correlacién de cada periodo = se representa por

R 1,2 1ms
rklr rk'r e rk T
21 2, 2ms
M _ rk,-r rk,t rk 7
ko =
ms, ,.ms,2 ms,ms
rk 4 rk [ ';( T

(10.19)

Gran parte de las técnicas disponibles para la modelacién de las series de tiempo requieren que
éstas tengan una distribucion Normal, lo que muchas veces no se cumple. Para cubrir este requisito, es
recomendable transformar las serie registrada x, a otra y, mediante el procedimiento del apartado 6.2.

Una vez logrado esto y de acuerdo con el tipo de serie de que se trate, ya sea anual o periddica, se
debe estandarizar la serie como:

z, =y, -y, t=12..,n
(10.20)

z,=yfs-‘7,t=1,2,...,n

y

(10.21)

Donde
y y S, sonlamediay desviacion estandar de la serie normalizada y,.
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10.2. Modelo autoregresivo anual AR(p)

La forma general del modelo es (Box y Jenkins, 1970)

P

p
Z = Z¢jzt—j té& = z¢jzf—j +0.¢

j=1 j=1

(10.22)

Donde

p orden del modelo auto regresivo

Z, variable estandarizada con la expresion (10.20), con E[y,]: pyVar(y)=c
g serie de residuales que es independiente de y,, con Ele,|=0y Var(e, )= o
o, desviacion estandar de la serie de residuales &,

&, serie con distribucion Normal estandar E[&,]=0 y Var(&,)=1.

2

Las varianzas o®y o’ se relacionan como

o= 0'2(1 - i¢ipi]
(10.23)

Donde
¢, coeficiente autoregresivo

p; coeficiente de autocorrelacion serial de la variable y, .

D
Pk =hPea T PPia Tt Gppi, = z¢/P\k_,-g, k>0
=
(10.24)

Los parametros ¢;,4,,...4, se estiman al resolver el sistema de p ecuaciones no lineales
(10.24), donde los coeficientes p; se sustituyen por los estimadores r, de la expresion (10.10) y los
parametros ¢, se reemplazan por é;.

Fe = Qilq + Glig + ot Bl k>0
(10.25)
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Los parametros ¢y,4,.,...,¢, del modelo (10.22) deben cumplir las condiciones de estacionareidad, esto

es, si las raices de la ecuacion caracteristica (10.26) se ubican dentro del circulo unitario (Yevjevich,
1972)

uP —guP = guP? -~ ¢, =0
(10.26)

La serie &, se obtiene a través del procedimiento propuesto por Box y Miller (1958), el cual

consiste en proponer nimeros u, Yy u,con distribucion uniforme en el intervalo (0,1) y sustituirlos en

las expresiones (10.27) y (10.28). Este procedimiento calcula numeros aleatorios con distribucion
Normal estandar por parejas y se debera realizar tantas veces como el tamafio de muestra deseado
para el objetivo de generar muestras sintéticas.

£ = [2in(t/u,)]"* cos(2zu, )
(10.27)

& = [2['7(1//“1)]”239"(2””2)
(10.28)

Una vez que se han obtenido los parametros del modelo y se ha probado que cumplen las
condiciones de (10.26) se debe verificar que la serie de residuales &, (expresion 10.29) tiene una

distribucién Normal y es independiente.

p
& =14 _Z¢izt—j’ t=12..,n
j=1
(10.29)

La normalidad se verifica considerando que el coeficiente de asimetria de los residuales
g, = 0. La independencia se comprueba a través de la prueba de Anderson (apartado 7.3) o utilizando

la Prueba de Porte Manteau (Salas et al, 1988), la cual utiliza el estadistico

L
Q=n> ri(e)
k=1

(10.30)
Donde
rZ (s) es el correlograma obtenido al aplicar la expresion (10.10) a la serie de residuales ¢,

L es el maximo retraso considerado, L ~ 0.30n.
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El estadistico Qesta distribuido en forma Chi-cuadrada con L —p grados de libertad. Si para cierto
nivel de confianza Q < Z&_p) , entonces ¢, es independiente y el modelo adecuado.

Para seleccionar el mejor modelo que describe el comportamiento de la serie de tiempo se
utiliza el criterio de informacion de Akaike (Akaike, 1974)

CIA(p) =nin(6? )+ 2p
(10.31)

Dentro de las opciones que se manejen en el modelado, la mejor opcion sera aquel que
proporcione el minimo valor de CIA.

10.2.1. Modelo autoregresivo anual AR(1)

La forma del modelo es

2, =¢,2, +¢&

(10.32)
Z, =z, +0,6
(10.33)
De la expresidn (10.24), la funcidn de autocorrelacion es
pc=9¢, k=20
(10.34)
De acuerdo con la expresion (10.25) el parametro auto regresivo se estima como
¢31 =1
(10.35)
Para cubrir la condicion de estacionareidad (10.26) se debe cumplir que
-1< g, <1
-1< p, <1
(10.36)

La serie de residuales se obtiene para t = 2,3,...,n con la expresion (10.37) y se considera que
£ =0.
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& =2, -z,

La varianza de los residuales se obtiene a partir de la expresion (10.23) como

o; = 0'2(1’4512)

Donde

2

La version insesgada de la expresion (10.38) se obtiene por

s; = (’;%)'02(1‘4512)

10.2.2. Modelo autoregresivo anual AR(2)

La forma del modelo es
Z, =42+ 2, +¢&

z,=¢z,,+¢,2,,+0.¢

De la expresion (10.24), la funcién de autocorrelacion es

P k=t
i (1"¢2)’

Pr = B\ Py + $rPys k> 1

La expresion debe resolverse recursivamente considerando los valores p, =1 y

(10.42).

De acuerdo con la expresion (10.25) los parametros auto regresivos se estiman como

& - r1(1“r2)

o es lavarianza de la serie normalizada y, .
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(10.37)

(10.38)

(10.39)

(10.40)

(10.41)

(10.42)

(10.43)

py de

(10.44)




4=""
2 1__,.12

Para cubrir la condicion de estacionareidad (10.26) se debe cumplir que

b+, <1
b, — &, <1
~1<d, <1
-1< p, <1

-1< p, <1

pi <(1+p,)/2

(10.45)

(10.46)

La serie de residuales se obtiene para t = 34,...,n con la expresion (10.47) y se considera que

&=0ye¢, =0

& =2 - ¢31Zt-1 - 4522:—2

La varianza de los residuales se obtiene a partir de |a expresion (10.23) como

o =02%ﬁ%{(1—¢2)2—¢3]

Donde

o’ es lavarianza de la serie normalizada y,.

La version insesgada de la expresion (10.48) se obtiene por

L 2ﬁ(1+q32) IR AT
de"(n_z)o' (1_¢2)[(1 éz) ¢1]

256

(10.47)

(10.48)

(10.49)



Ejemplo 10.1. Obtener una muestra sintética a partir del registro de los volumenes de escurrimiento
anual de la estacion Jacatepec.

Aio V anual (Mm3) Ao V anual (Mm3)

1953 2304.3 1962 2454 .4
1954 3388.5 1963 2536.1
1955 3244.0 1964 2698.1
1956 32914 1965 3348.6
1957 2385.4 1966 3070.1
1958 4415.9 1967 2875.8
1959 3234.8 1968 3623.6
1960 3748.6 1969 3909.1
1961 4027 1 1970 2768.5

Tabla 10.1. Serie de volimenes de escurrimiento anual de la estacion Jacatepec.

Con la informacién de la tabla 10.1 y las expresiones (10.1) a (10.8) se obtienen las
caracteristicas estadisticas insesgadas de fa tabla 10.2. Con el fin de determinar si la serie es
independiente se calcula el correlograma con las expresiones (10.9), (10.10) y (7.13) y los resultados
se muestran en la tabla 10.3. De acuerdo con estos, la serie es independiente al 95% de confianza y
por tanto se puede ajustar un modelo estocastico.

Estadistico Serie : V anual (Mm3)
Media 3184.7
Desviacién estandar 605.5
Coeficiente de asimetria 0.341
Coeficiente de curtosis 3.168
Coeficiente de variacion 0.190

Tabla 10. 2. Estadisticos insesgados de la serie de volimenes de escurrimiento anual de la estacion
Jacatepec.

k Cy Lim. inf. r, r, Lim. sup.r,
0 346290.6 1

1 -39623.7 -0.5200 -0.1144 0.4023
2 -25674.4 -0.5369 -0.0741 0.4119
3 -12124 1 -0.5555 -0.0350 0.4222
4 -34759.3 -0.5762 -0.1003 0.4333
5 -128731.4 -0.5992 -0.3717 0.4453
6 -78526.4 -0.6250 -0.2267 0.4583

Tabla 10.3. Correlograma de la serie de volimenes de escurrimiento anual de la estacion Jacatepec.
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La serie de volumenes de escurrimiento anual de la estacion Jacatepec es normalizada via la
transformacion de los logaritmos naturales (Tabla 10.4).

Ao Y=in(Vanual)  Afio Y =/n(Vanual)

1953 7.7425 1962 7.8056
1954 8.1281 1963 7.8384
1955 8.0846 1964 7.9003
1956 8.0991 1965 8.1163
1957 7.7711 1966 8.0295
1958 8.3930 1967 7.9641
1959 8.0817 1968 8.1952
1960 8.2291 1969 8.2711
1961 8.3008 1970 7.9261

Tabla 10.4. Serie normalizada de los volimenes de escurrimiento anual de la estacién Jacatepec.

Con la informacion de la tabla 10.4 y las expresiones (10.1) a (10.8) se obtienen las
caracteristicas estadisticas insesgadas de la tabla 10.5. Con el fin de determinar si la serie es
independiente se calcula el correlograma con las expresiones (10.9), (10.10) y (7.13) y los resultados
se muestran en la tabla 10.6. De acuerdo con estos, la serie es independiente al 95% de confianza y
por tanto se pueden utilizar los coeficientes de autocorrelacion serial para la estimacion de parametros
por momentos de los modelos estocasticos.

Estadistico Serie : Y = In(V anual)
Media 8.0490
Desviacion estandar 0.1900
Coeficiente de asimetria -0.0090
Coeficiente de curtosis 2.8790
Coeficiente de variacion 0.0240

Tabla 10. 5. Estadisticos insesgados de la serie normalizada de los volumenes de escurrimiento anual
de la estacion Jacatepec.

k Cx Lim. inf. r, r Lim. sup.r,
0 0.0342 1

1 -0.0035 -0.5200 -0.1028 0.4023
2 -0.0034 -0.5369 -0.1011 0.4119
3 -0.0034 -0.5555 -0.1019 0.4222
4 -0.0021 -0.5762 -0.0623 0.4333
5 -0.0107 -0.5992 -0.3124 0.4453
6 -0.0066 -0.6250 -0.1937 0.4583

Tabla 10.6 Correlograma de la serie normalizada de los volimenes de escurrimiento anual de la
estacion Jacatepec.
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Aplicando la expresion (10.20) se procede a estandarizar la serie normalizada de los volimenes de
escurrimiento anual de la estacion Jacatepec (Tabla 10.7).

Ao Z=Y-Y Ao Z=Y-Y
1963 -0.3065 1962 0.2434
1954 0.0791 1963 -0.2106
1955 0.0355 1964 -0.1487
1956 0.0500 1965 0.0673
1957 -0.2719 1966 -0.0196
1958 0.3439 1967 -0.0849
1959 0.0327 1968 0.1462
1960 0.1801 1969 0.2220
1961 0.2518 1970 -0.1230

Tabla 10.7. Serie estandarizada de los volimenes de escurrimiento anual de la estacion Jacatepec.

Para el modelo AR(1):

El parametro ¢, se estima por momentos como

La condicion de estacionareidad se cumple ya que

Z, =024 +¢

d, =r, =-0.1028

~1< ¢, =-0.1028 <1

La serie de residuales de la tabla 10.8 se obtiene para t = 2,3,...,n con los valores de la tabla

10.7 y la expresion (10.37).

Afio & =2~ Afio £ =2~ 2,
1953 0.0000 1962 -0.2175
1954 0.0476 1963 -0.2357
1955 0.0437 1964 -0.1704
1956 0.0537 1965 0.0520
1957 -0.2668 1966 -0.0126
1958 0.3160 1967 -0.0870
1959 0.0681 1968 0.1375
1960 0.1835 1969 0.2371
1961 0.2703 1970 -0.1001

Tabla 10.8. Serie de residuales del modelo AR(1) ajustado a la serie estandarizada de los volimenes de

escurrimiento anual de la estacién Jacatepec.
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Ahora se debe probar la normalidad e independencia de la serie de residuales, para lo cual se obtienen
sus estadisticos y el correlograma (Tablas 10.9 y 10.10). De acuerdo con los resultados, la serie si
cumple las dos condiciones.

Estadistico Serie: &, =2, - d,2,_,
Media 0.0018
Desviacion estandar 0.1730
Coeficiente de asimetria -0.0290
Coeficiente de curtosis 3.0100
Coeficiente de variacion 9.7800

Tabla 10.9. Estadisticos insesgados de la serie de residuales del modelo AR(1) ajustado a la serie
estandarizada de los volimenes de escurrimiento anual de |a estacion Jacatepec.

k Cy Lim. inf. r, r, Lim. sup.r,
0 0.0342 1

1 -0.0035 -0.5200 -0.1028 0.4023
2 -0.0034 -0.5369 -0.1011 0.4119
3 -0.0034 -0.5555 -0.1019 0.4222
4 -0.0021 -0.5762 -0.0623 0.4333
5 -0.0107 -0.5992 -0.3124 0.4453
6 -0.0066 -0.6250 -0.1937 0.4583

Tabla 10.10. Correlograma de la serie de residuales del modelo AR(1) ajustado a la serie estandarizada
de los volimenes de escurrimiento anual de la estacion Jacatepec.

El estimador para la varianza de los residuales se obtiene como

6t = 0197 f1- (- 0.1028) )= 0.038

: o’(1-47)=
@ 1) ‘ ( 1)
El criterio de informacién de Akaike para el modelo AR(1) es

CIA(1) = 18/n(0.038)+ 2 = —-56.86
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Parael modelo AR(2):  z, =z, + 0,2, + ¢
Los parametros ¢, y ¢, se estiman por momentos con las expresiones

5 = r{1-r,) _ —0.1028[1—(-0.1011)]

= = —0.1144
1-r? 1—(~0.1028)°

_r,—r?  ~0.1011~(~0.1028)"

- = =-0.1129
1-r} 1-(-0.1028Y

¢

La condicion de estacionareidad se cumpleyaque @, +¢, <1, @, -, <1y -1<g, <1

Los residuales del modelo se obtienen con la expresion (10.47). Al igual que con el modelo
AR(1) se debe probar que esta serie se distribuye en forma Normal y es independiente.

La varianza de los residuales se obtiene a partir de la expresion (10.49) como

2 D 02(1+¢32) AV _22|_
og_(n_z) i ¢2)[(1 é,) ¢1] 0.03986

El criterio de informacion de Akaike para el modelo AR(2) es

CIA(2) = 181n(0.03986) + 4 = —53.99

La mejor opcion para la serie analizada es el modelo AR(1) ya que CIA(1) < CIA(2)

El proceso de generacion de la muestra sintética se lleva a cabo con la expresion
Z,=¢2,,+0.

Los numeros aleatorios con distribucion Normal estandar se obtienen con las expresiones

(10.27) y (10.28)
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Para dos niimeros generados con distribucion uniforme (0,1), u, = 0.674 y u, = 0.565
&, =[2In(1/0.674)]""? cos[272(0.565)] = -0.815

&, =[2In(1/0.674)]""? sen[27(0.565)] = —0.352

Dado que se requiere generar una muestra de 18 afios, el proceso anterior se debe repetir 8
veces mas, asi

&, =[2In(1/0.371)]" cos[27(0.009)] = 1.406
&, =[2In(1/0.371)]"*sen[27(0.009)] = 0.075
& =[2In(1/0.581)]"* cos[27(0.376)) = ~0.742
&, =[2In(1/0.581)]"* sen[27(0.376)} = 0.733
&, =[2In(1/0.670)]"* cos[27(0.464)] = ~0.872
& =[2In(1/0.670)]"* sen[272(0.464)] = 0.200
& =[2In(1/0.538)]" cos[2(0.882)] = 0.823
&, = [2In(1/0.538)]"? sen[2(0.882)] = —0.750
&, = [2In(1/0.286)]"* cos[27(0.021)] = 1.569
&, =[2In(1/0.286)]"* sen[27(0.021)] = 0.210
&, = [2In(1/0.546)]"? cos[27(0.084)] = 0.951
&, =[2In(1/0.546)]"*sen[27(0.084)] = 0.553
& =[2In(1/0.218)]"? cos[27(0.680)) = -0.744
& = [2In(1/0.218)]"* sen[27(0.680)] = —1.580
&, =[2In(1/0.136)]"? cos[27(0.793)] = 0.538

&, = [2In(1/0.136)]"* sen[27(0.793)] = —1.923
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Con los nimeros aleatorios & y los valores de ¢, =-0.1028 y &, =0.1949 se procede a estimar la
serie sintética estandarizada con la expresion 2, =-0.1028 2,_, +0.1949 &, asi,

2,=-0.1028 (0)+0.1949 (-0.815)=-0.159

2, =-0.1028 (-0.159)+0.1949 (-0.352) = ~0.052
2, =-0.1028 (-0.052)+0.1949 (1.406)=0.279

2, =-0.1028 (0.279)+0.1949 (0.075)=-0.014

2, = 01028 (-0.292)+0.1949 (0.538)=0.135
2,4 =—0.1028 (0.135)+0.1949 (-1.923)=-0.389

La serie sintética desestandarizada se obtiene aplicando 9, =2, + y. Donde el valor obtenido
de la media para la serie normalizada es y = 8.0490.

$,=-0.159+8.0490 = 7.890

15 = —0.389+8.0490 = 7.660

Finalmente, la serie sintética £, (Tabla 10.11) se obtiene al desnormalizar la serie generada g, ,
aplicando el antilogaritmo, £, = exp(p, ). Asi, %, = exp(7.890) = 2670.74

t £, (Mm? ) t 2,(Mm?)

1 2670.74 10 2662.17
2 2971.35 11 4322.44
3 4140.23 12 3155.47
4 3087.09 13 3765.20
5 2713.11 14 3421.88
6 3664.99 15 2683.42
7 2598.88 16 2337.42
8 3318.32 17 3583.39
9 365360 18 2122.24

Tabla 10.11. Serie sintética generada de volimenes de escurrimiento anual de la estacion Jacatepec.

Los estadisticos de la serie generada se presentan en las tablas 10.12 y 10.13.
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Estadistico

Serie generada £,

Media
Desviacion estandar

Coeficiente de asimetria

Coeficiente de curtosis

Coeficiente de variacion

3159.55
617.07
0.244
3.065
0.195

Tabla 10.12. Estadisticos insesgados de la serie generada £, de los volimenes de escurrimiento anual

de la estacion Jacatepec.

k Cy Lim. inf. r, o Lim. sup.r,
0 359630.58 1

1 -108525.24 -0.5200 -0.3017 0.4023
2 28822.06 -0.5369 0.0801 0.4119
3 93931.87 -0.5555 0.2611 0.4222
4 -139989.23 -0.5762 -0.3892 0.4333
5 -25613.81 -0.5992 -0.0712 0.4453
6 51364 .48 -0.6250 0.14282 0.4583

Tabla 10.13. Correlograma de la serie generada &, de los volimenes de escurrimiento anual de la

estacion Jacatepec.

Este procedimiento se debe repetir tantas veces como muestras sintéticas se deseen. En la
tabla 10.14 se comparan los estadisticos de la serie original de los volimenes de escurrimiento anual
de la estacién Jacatepec, con aquelios valores esperados al generar 10,000 muestras sintéticas. De
acuerdo con los resultados se observa que el modelo AR(1) si preserva las caracteristicas de la serie
original, por lo que las muestras sintéticas son confiables y aplicables en el analisis de un

aprovechamiento hidraulico.

Estadistico Serie registrada x, Series generadas £,
Media 3184.68 3193.94
Desviacion estandar 605.52 637.93
Coeficiente de asimetria 0.341 0.474
Coeficiente de curtosis 3.168 4.005
Coeficiente de variacion 0.190 0.199
Coeficiente r, -0.114 -0.294
Coeficiente r, -0.074 -0.027
Coeficiente r, -0.035 0.196

Tabla 10.12. Estadisticos insesgados de la serie registrada x, y los valores esperados de 10,000 series
sintéticas £, de los volumenes de escurrimiento anual de {a estacion Jacatepec.
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10.3. Modelo autoregresivo periodico PAR(p)

La forma general del modelo es (Salas et al, 1988)

Donde

Q ©

€T

N J
<
-

Donde
yv.t

zv,t = ¢1,rzv,r-1 t..+ ¢p,rzv,1*p + O-erév,t
(10.50)

orden del modelo auto regresivo periodico
desviacion estandar de la serie de residuales ¢, ,

serie con distribucion Normal estandar E [gv,, ]=0y var(g,,)=1
serie estandarizada de acuerdo con (10.51) a (10.53)y Elz, . ]=0y Var(z,,)=1
z, = Yor 7He
O-T
(1051)
1 n
lur = ;, Zyv,ﬂ T= 1!2: ya)
v=l
(1052)
1 " 2 1/2
o] s S m)|
(10.53)

registro normalizado de la serie x, . para v =12,...,nafios y z=12,...,@ periodos,
y Ely,.]=uy varly,,)=0?

Las varianza de los residuales se puede obtener como (Salas et al, 1988)

Donde
¢j,r
pj,r

P
0'5, = 1 - Z¢[,ij,t
j=t

(10.54)
coeficiente auto regresivo periddico
coeficiente de autocorrelacion serial de la variable y, . .
p
pk,t = Z1¢j,rﬂk—j|,r—li' k> O
j=
(10.55)
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Donde
£ = min(k, ) ¥ pq, =1

La expresion (10.55) se utiliza para determinar los parametros de los modelos periodicos, al
sustituir los coeficientes p, . por los estimadores r, . de la expresion (10.15).

En general, las condiciones que deben cumplir fos parametros periodicos ¢, no son faciles de

derivar, sin embargo, se pueden utilizar como una aproximacion las condiciones derivadas de la
expresion (10.26) para cada periodo 7.

Las series &, . se generan para cada periodo r con las expresiones (10.27) y (10.28).
Una vez que se han obtenido los parametros del modelo y se ha probado que cumplen las

condiciones aproximadas de (10.26), se debe verificar que las series de residuales &, tienen una
distribucion Normal y son independientes.

14
e =2y, =D B2y v=120,m =12, @
j=1

(10.56)
10.3.1. Modelo autoregresivo periédico PAR(1)
La forma del modelo es
Zv,_r = ¢1,rzv,r—1 + gv,r
(10.57)
Zv,r = ¢1,rzv,r-1 + O-ergv,r
(10.58)

De acuerdo con la expresion (10.55) los parametros auto regresivos periddicos se estiman como

$.=r, parar=12..0

(10.59)
Para cubrir la condicion de estacionareidad (10.26) se debe cumplir que
-1< ¢, <1
(10.60)
La serie de residuales se obtiene a partir de ¢,, con la expresion (10.61).
8V.T = Zv,r - ¢1,rzv,r—1
(10.61)

266



La varianza de los residuales se obtiene a partir de la expresién (10.54) como

6521 = 1 - éfr
(10.62)
10.3.2. Modelo autoregresivo periodico PAR(2)
La forma del modelo es
Zv,r = ¢1,rzv,r-—1 + ¢2,rzv,r—2 + Ev,r
(10.63)
Zv,r = ¢1,rzv,r—1 + ¢2,rzv,r—2 + o-e-rgv,r
(10.64)

De acuerdo con la expresion (10.55) los parametros auto regresivos periddicos se estiman como

f T r,r— r. T -~
¢1r = l—1—:1—,—'1'2—:—_-1-2v—, 7=1 ,2,...,(0
(10.65)
lor —hea 1y
=4 M r=12,..,0
¢2 T 1 _ ,,1’21.-_1 T
(10.66)
Para cubrir la condicion de estacionareidad (10.26) se debe cumplir que
¢1,‘r + éZ,r < 1
¢2,1 - ¢1,r < 1
-1<¢,, <1
(10.67)
La serie de residuales se obtiene a partir de &, , con la expresion
6‘v,r = Zv,r —¢1,rzv,r—1 - ¢2,rzv,r—2
(10.68)
La varianza de los residuales se obtiene a partir de la expresion (10.54) como
0'52'1' = 1 - ¢1,rr1,r - ¢2,rr2,r
(10.69)
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Ejemplo 10.2. Obtener una muestra sintética a partir del registro de los volimenes de escurrimiento
mensual de la estacion Jacatepec.

Aio Ene Feb Mar Abr May Jun Ju Ago Sep Oct Nov Dic

1953 63.0 41.8 40.5 38.0 35.7 724 2519 2844 3660 6815 3393 89.8
1954 69.0 634 778 62.3 796 6108 8763 2205 5540  513.0 1793 82.7
1955 55.0 51.9 428 314 276 486 9925 3415 5892 5969 2102 2564
1956 132.9 62.8 58.3 555 2240 4244 5531 3268 6613 3373 2637 1913
1957 108.4 68.7 59.4 50.1 619 1201 4449 3568 5579 2847 164.2 99.3
1958 7190 451 431 38.0 385 2137 9765 6384 7039 8517 4188 3772
1959 1299 1066 1242 1376 1020 4767 4682 4300 3168 4050 4107 1271
1960 97.8 60.5 85.9 49.2 348 1840 9353 6694 8932 2495 2867 2322
1961 143.1 91.5 92.8 527 398 2013 9565 7040 5907 3963 6070 1514
1962 102.9 56.1 49.1 96.4 57.1 1482 5360 2307 5146 4354 1275 1004
1963 84.0 52.0 523 434 454 989 7139 3884 5994 2398 106.7 1119
1964 835 57.7 493 515 472 2991 5180 2527 3416 3138 2250 4587
1965 2458 938 819 68.5 880 2757 5755 5174 4408 5768 2596 1261
1966 1253 1124 1162 89.3 87.1 3206 5121 2973 4839 5900 2276 1083
1967 82.1 62.7 61.7 52.6 674 3732 5385 3138 4411 4846 2068 1913
1968 135.5 1293 1017 844 1034  200.1 7218 6965 6027 3627 2119 2716
1969 185.3 816 825 89.7 1006 2306 9174 1369 13921 351.6 1824 1584
1970 86.8 94.4 823 45.7 389 1470 4157 4903 6257 3789 2779 84.9

Tabla 10.7. Series registradas mensuales x,, de volimenes de escurrimiento (Mm?3) de la estacion
Jacatepec.

Con las expresiones (10.11) a (10.15) se procede a determinar las caracteristicas estadisticas
de las series x, . (Tabla 10.8).

Ene Feb Mar Abr May Jun  Ju  Ago Sep Oct Nov Dic

X 11118 74.01 7076 6312 7105 24746 66133 40530 593.05 44719 26140 178.77
S 4747 2517 2573 2686 4597 14882 22034 17588 243.13 16227 12085 105.75
g, 1.61 0.84 0.81 1.62 2.50 1.03 0.16 0.60 241 1.03 1.65 1.63
k 6.72 345 3.36 604 1118 4.51 2.52 292 10.94 4.58 6.88 5.81
CVT 0.427 0.34 0.36 042 0.64 0.60 0.34 0.43 0.41 0.36 0.46 0.59
I, 0785 0542 0875 0690 0362 0522 -0015 0310 -0.025 -0.208 0276  0.121
0037 0440 0480 0584 0292 0416 0159 0204 0542 0017 0113  0.09
I, 0133 0032 0444 0437 0277 0421 -0182 -0179 0150  0.061 0554  0.022
0120 0200 0138 0482 0416 0217 -0073 -0.138  0.107  0.001 0165  0.222
Iy 0276 0150 0393 0507 0411 0142 0099 0186 -0.023 -0.180 0052 0319
I, 0087 0159 0118 0474 -0006 0190 -0.001 0313 0038 0148 0403  -0.040

Tabla 10.8. Estadisticos muestrales de las series mensuales x, . de la estacion Jacatepec.
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Para cada periodo 7 se procede a normalizar la muestra con la expresion y”=!n(x”).
Adicionalmente, con las expresiones (10.11) a (10.15) se obtienen sus estadisticos insesgados.

Aio Ene Feb Mar Abr May Jun  Jul Ago Sep Oct Nov Dic

1953 4143 3732  3.701 3637 3575 4282 5529 5650 5902 6524 5826 4497
1954 4234 4149 435 4132 4377 6414 6775 5395 6317 6240 5189 4415
1955 4007 3949 3756 3446 3317 3883 6900 5833 6378  6.391 5348 5546
1956 4889 4140 4065 4016 5411 6050 6315 5789 6494 5821 5574 5253
1957 4685 4229 4084 3914 4125 4860 6097 5877 6324  5.651 5101  4.598
1958 4262 3808 3763 3637 3650 5364 6884 6459 6556 6747  6.037 5932
1959 4866  4.669  4.821 4924 4625 6166 6148 6063 5758  6.003 6.017 4845
1960 4582 4102 4023 3895 3549 5214 6840 6506 6794 5519 5658 5447
1961 4963 4516 4530 3964 3683 5304 683 6556  6.381 5982 6408 5019
1962 4633 4027 3893 4568 4044 4998 6284 5441 6243 6076 4848 4609
1963 4430  3.951 3957 3770 3815 4594 6570 5962 6395 5479 4670 4717
1964 4424 4055 3897 3941 384 5700 6250 5532 5833 5748 5416  6.128
1965 5504 4541 4405 4226 4477 5619 6355 6248 6088 6357 5559 4829
1966 4830 4722 4755 4492 4467 5770 6238 5694  6.181 6380 5427  4.684
1967 4407 4138 4122 3962 4210 5922 6288 5748 6089 6183 5331 5253
1968 4909 4862 4641 4435 4638 5298  6.581 6.546  6.401 5893 5356 5604
1969 5222 4401 4412 4496 4611 5440 6821 4919 7238 5862 5206 5065
1970 4463 4547 4410 3822 3661 4990 6030 6195 6438 5937 5627 4441

Tabla 10.9. Series normalizadas mensuales y, . de volimenes de escurrimiento (Mm?) de la estacion
Jacatepec.

Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic

4637 4253 4200 4071 4116 5327 6432 5912 6323 6044 5478 5049
S 0387 0328 0352 0384 0532 0658 0375 0452 0347 0349 0425 0517
g 0523 0337 0316 0614 0720 0524 0593 -0274 0847 0245 0290 0.723
k

g
-

3881 2854 2675 3713 4207 3912 4072 3606 5848 3286 4272  3.29

CV, 0083 0077 0084 0004 0129 0424 0058 0076 0055 0058 0.078 0102
r,, 0772 0652 0894 0689 0612 0646 0067 0181 -0057 -0.242 0338 0.209
0175 0510 0601 0632 0487 0543 -0100 -0.098 0588 -0018 -0.138  0.002
I, 0114 0163 0480 0602 0450 0520 -0086 -0236 -0.112 -0.062 0503  0.102
r,. 0074 0164 0247 0510 0582 0383 0027 0198 0033 -0.019 0016 0239
0348 0117 0302 0499 0501 0374 0003 0141 008 0129 0158 0418
Iy 0187 0126 0080 0360 0135 0257 0.049 0236 -0.025 -0.118 -0.121  0.036

Tabla 10.10. Estadisticos muestrales de las series mensuales y, . de la estacion Jacatepec.
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A partir de los valores de las tablas 10.9 y 10.10 se obtiene la serie z, = y»*'—gjl

T

Aio Ene Feb Mar Abr May Jun Ju Ago Sep Oct Nov Dic

1953 1275 1585 1417 -1128 1017 1586 -2408 0579 -1.212 1374 0820 -1.066
1954 1040 0314 0438 0157 0489 1653 0916 -1.142 -0.017 0560 -0679 -1.226
1956 1626 0925 -1.260 -1.626 1501 -2.191 1.248 -0174 0159 0994 0305  0.961
1956 0652 -0343 -0.381 0143 2434 1100 -0.310 -0.271 0492 -0640 0227 0395
1957 0126 -0069 -0328 0408 00t7 -0707 -0.891 0077 0002 -1125 -0.886 -0.872
1958  -0966 -1.353 -1.240 1128 0875 0057 1205 1210 0672 2012 1316 1.707
1959 0593 1270 1768 2219 0955 1276 -0.755 0335 -1628 0116 1270 -0.395
1960  -0.139 -0457 0501 0456 -1.065 -0169  1.090 1314 1358 1503 0424  0.769
1961 0843 0804 0939 0277 0813 -0033 1150 1426 0167 -0178 2189  -0.057
1962  -0.008 0687 0870 1293 -0134 -0498 -0394 -1.042 -0230 0091 -1482 -0.851
1963 0532 0919 0690 -0.783 -0565 1112 0370 0110 0209 -1616 -1.901 -0.641
1964  -0547 -0601 0858 0337 -0492 0568 -0485 -0.840 -1411 0846 0145 2085
1965 2.241 0880 0584 0404 0678 0447 0204 0743 -0676 089 0190 -0426
1966 0500 1432 1579 1094 0659 0673 0516 -0481 0407 0961 -0118 -0.704
1967 0591 0348 0220 -0.282 04177 0904 0382 0361 -0674 0397 -0.344 0395
1968 0.703 1869 1265 0947 0981 0042 0399 1402 0225 -0432 -0.286 1.072
1969 1.511 0455 0605 1106 0929 0173 1039 -2197 2637 -0.52t 0639  0.030
1970 0447 0900 0598 -0648 0856 0510 -1.072 0625 0333 0307 0351 -1.175

Tabla 10.11. Series estandarizadas mensuales z,, de volumenes de escurrimiento (Mm3) de la
estacion Jacatepec.

Con los valores de los coeficientes de autocorrelacion r,, de la tabla 10.10 y con las

expresiones (10.59), (10.65) y (10.66) se obtienen los estimadores por momentos de los parametros
periddicos de los modelos PAR(1) y PAR(2). Con estos valores es posible obtener para cada modelo los

estimadores de &7 (expresiones 10.62 y 10.69) y del criterio de informacion de Akaike (expresion
10.31) para seleccionar la mejor opcién de ajuste.

Ene Feb Mar Abr May Jun  Jul Ago Sep Oct Nov Dic
PAR(1)

‘51 0772 0652 0894 0689 0612 0646 0067 0181 -0.057 -0.242 0338 0.209
T

P 0063 0065 0026 0082 0187 0267 0148 0209 0127 0121 0169  0.271
&t

CIA(1) 4750 4710 6350 4299 -2815 -21.76 -3237 -26.16 -3513 -35683 -29.96 -21.50

P}TEZ) 0772 0639 0873 0613 0527 0502 0226 0188 -0.169 -0.244 0342 0.236
&2 . 0175 0016  0.03t 0084 0124 0235 -0247 -0110 0619 -0.032 -0059 -0.077
O_ET 0019 0069 002 0090 0199  0.261 0143 0220 0066 0129 0183  0.284
CIA(2) 6661 4393 6176 -3917 -2497 -20.12 -3093 -23.22 4467 -32.81 -2651 -18.60

Tabla 10.12. Parametros periodicos de los modelos PAR(1) y PAR(2) ajustados a los volimenes de
escurrimiento mensual de la estaciéon Jacatepec.
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De acuerdo con el criterio de seleccion, el mejor modelo de ajuste es el PAR(1). Ahora se obtienen los
residuales del modelo empleando la expresione, . =z, —4,.z, ., con los valores de la tabla 10.11.

Aioc Ene Feb Mar Abr  May Jun  Jul Ago Sep Oct Nov Dic

1953 1275 0753 -0.001 -0.152 -0325 0928 -2302 -0.142 1245 1.079 0355 -1.239
1954 1040 0364 0719 0144 0393 1336 06806 1308 0083 0556 -0.869 -1.083
1955  -1.626 0135 0433 075 0505 -1.221 1395 -0.401 0.149 1.033 0642  1.025
1956 0652 0.769 -0074 0119 2522 0473 0384 -0215 0476 0520 0444 0347
1957 0126 0152 0266 -0.183 0267 0718 0843 0084 0001 1124 -0505 -0.686
1956  -0966 0723 -0030 0274 0184 0623 1201  0.991 0.741 2175 0634 1431
1959 0593 0883 0632 1000 -0403 0658 -0840 0472 -1609 -0.511 1.309  -0.661
1960 0138 0366 0002 0111 078 0519 1101 1117 1434 1173 0933 0680
1961 0843 0254 0220 -0925 -0642 0492 1152 1217 0248 0137 2249 -0516
1962  -0008 -0682 0255 1893 -0927 0411 0361 0970 -0290 0.035 1512 -0540
1963 0532 0572 0431 0307 008 0746 0444 0043 0215 1566 -1.353 -0.242
1964  -0547 0244 0320 0253 -0.285 0887 0523 0752 -1459 -1.189  0.141  2.116
1965 2241 0581 0202  0.001 0430 0006 -0.234 0780 0633 0732 -0.112 -0466
1966 0500 1105 0288 0006 -0.011 0247 -0561 -0.387 0435 0862 -0444 -0.679
1967  -0.591 0037 0090 0130 035 0790 -0442 0292 0695 0233 0478 0467
1968 0703 140t 0407 0082 0400 -0676 0402 1330 0305 -0.377 0140 1132
1969 1511 0530 0198 0689 0262 0427 1027 -2385 2511 0119 0463  0.164
1970 0447 1192 0206 -1.061 0458 0.042 -1.038 0820 0368 -0226 0455 -1.248

Tabla 10.13. Series de residuales ¢, del modelo PAR(1) ajustado a los volumenes de escurrimiento
mensual de la estacion Jacatepec.

Con las expresiones (10.11) a (10.15) se procede a determinar las caracteristicas estadisticas
de los residuales ¢, y se verifican las condiciones de normalidad e independencia de las series.

Ene Feb Mar Abr May Jun  Ju  Ago Sep Oct Nov Dic

y 0000 0000 0.000 0000 0000 0000 00000 0000 0000 0000 0000 0.00

Sr 1000 0724 0326 0685 0762 0730 0997 0981 0998 0967 0934 0975
g, 0523  0.831 0907 1266 2351 0075 0433 0737 06980 0397 0676 0.695
kr 3.881 3070 4129 6639 11101 2679 3708 4349 5246 3828 4582 3375
,-1"r 0754 0050 0459  0.103 -0020 -0097 0432 0017 -0.114 -0015 0005 0.038
I, 0229 0004 0056 0213 0036 0011 008 0043 0809 -0049 -0.029 -0.039
n, 0137 0048 0009 0275 0138 0518 -0173 -0.142 0179 008 0549  0.143
I 0054 0399 0161 0164 0280 0176 0038 -0412 0107 0.045 0028  0.061
I, 0320 0222 0472 0434 0302 0003 -0052 0230 -0.129 -0.048 0316 0426
I 0186 -0.150 -0.058 0178 -0.343 0124 0024 0263 -0.080 -0.102 -0.084  0.071

Tabla 10.14. Estadisticos de las series &,, del modelo PAR(1) ajustado a los volimenes de
escurrimiento mensual de la estacion Jacatepec.
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Una vez que se han cubierto las condiciones generales del modelo se generan nimeros aleatorios con
distribucién Normal estandar de acuerdo con las expresiones (10.27) y (10.28).

Ene Feb Mar Abr May Jun  Ju Ago Sep Oct Nov Dic

0868 -1725 1064 1860  1.007 -1.111  -0.541 0546 0044 -0507 0982  0.599
0008 035 -1.279 0307 0071 -0.628 -0.984 -0.481 0175 0074 0486 -0.063
-1.205 0466  1.393 0503 -0926  0.851 0227 0452 -2.352 1238 3129  -0.686
0492 0508 -0466 1.249 0344 1207 0276 1443 0737 -1.833 -0.846  0.487
0375 1026 -1187 -0683 0380 1063 -1490 -1.762 0477 -0678 -1.025 -1223
0.952  -0.538 1316 0135 0353 -1.817 1407 -2284 0067 1.084 -0559 -0.319

0.701 0495  -0.301 0257 0577 0531 -1.336 0225 -0.385 1481 -0972 0221
0524 0584 0011 -0844 -1488 0740 -1255 0178 0912 2015 -0.093 0013
0441 -2018 1592 0263 -0588 -1.188 0157 1225 -0.566 -0.682 0223 0435
10 1.001 0251 0729 -1.234  1.090 -0.803 -0.718 0901 -0.103 0044 -1.132 1318
1 -1495  -0067 0.049 2816 -1025 -1455 1069 0316 -0.270 1464 0501 -0.59
12 0435 -2803 0974 2050 0476 -0.531 0549  0.271 0.061 -0.388 0967 1432
13 1074 1531 0115 -0814 -0220 0872 0204 -1.861 -0069 0479 -2124 -1.342
14 0119 1828 0647 -0230 -2111 0284 0783 0751 -0554 0646 0126 -0.467
15 1.297 1391 0524 0939 0608 1521 -1439 0764 0338 0071 -1.101  -0.071
16 1124 0446 -0061 -0029 0095 0625 -1.586 -0499 0330 0939 -0.195 -0.341
17 0280 -2525 0521 0059 0150 -1.261 008 1910 -1.181 0834 0607 0905
18 1935 0111 1157 -0.001 2351 1007 0064 1346 0470 0013 -0469  0.050

WO ~NOO OB WRN .

Tabla 10.15. Numeros aleatorios £, . generados mediante el procedimiento de Box-Miller.

Con los valores de la tabla 10.15 y los parametros periédicos de la tabla 10.12 se procede a obtener la
serie sintética estandarizada como 2, =¢,.z, ,+0,¢&, ..

Ene Feb Mar Abr May Jun  Jul  Ago Sep Oct Nov Dic

0220 -0298 -0094 0468 0723 -0107 -0215 0211 0003 -0.178 0344 0384

0.168 -0.103  -0.291 023 0474 0394 0393 0182 0.062 0.069 0317 0048
0328 0333 -0072 0095 -0343 0218 0102 0225 -0.851 0.638 1504  -0.041
0120 0347 0440 0423 0359 0482 0099  0.701 0312 0794 0162 0245

009 0324 0097 -0129 -0243 0392 -0547 0905 0222 0290 -0520 -0.746
-0.168 0074 0300 -0127 -0.302 -0685 0505 -1.209  0.011 0.448 -0406 -0.322

0177 0242 0167 0189 0365 0511 -0480 0190 -0126 0485 -0.565 -0.003

0.004 0307 0148 0112 0420 0712 -0515 -0116 0332 0820 -0.229  0.006
0111 0588 -0.784 0465 0539 0963 -0.004 0559 -0234 -0.181 0.031 0.233
10 0167 -0320 -0820 0674 0441 1038 -0.277 0514 -0.023 0059 0455  0.735
1 0378 -0.264 -0.228 0650 -0.045 -0.781 039 0210 -0108 0537 0388 -0.229
12 -0.182 0889 -0362 1035 0234 0779 0236 0162 0028 0265 0529  0.697
13 0272 0214 0173 0114 0165 0344 -0.056 -0.861 0025 0.161 -0.820 -0.871
14 0240 0607 0259 -0145 1015 0369 0298 0187 0199 018 -0.226 -0.426
15 0328 0570 0424 0023 0277 095 -0489  0.261 0.106 -0.050 -0470 -0.135
16 0538 0485 0369 0008  0.211 0947 -0643 -0.181 0112 0339 -0239 -0.206
17 0071 0599 -0620 -0411 -0.187 -0772 0018 0870 -0471 0176 0190  0.511
18 0544 0363 -0.742 0283 0903 -1.020 0026 0773 0194 0038 -0129 0133

OO NDO o WN g

Tabla 10.16. Serie sintetica 2,, generada con el modelo PAR(1) de volimenes de escurrimiento
mensual de la estacion Jacatepec.
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Finaimente, la serie sintetica 2, se obtiene a partir de los valores de la tabla 10.16 como
2v,r:exp(y»l,r) € yv,IZYI+Sr(Zv,r)‘

t Ene Feb Mar Abr May Jun  Jul Ago Sep Oct Nov Dic
1 1285 521 607 936 1263 1848 5009 4561 5503 3531 3376 2288
2 120 633 498 741 985 1387 4194 3080 5931 4518 3285 1635
3 743 503 620 644 435 2559 6881 4627 2379 7983 10769 1496
4 907 496 579 895 428 1269 5627 7446 7612 1906 2813  199.2
5 134 974 735 515 481 3045 3505 1494 6959 3155 1422 739
6 872 766 900 516 453 1036 10207 1103 5637 6603 1594 1129
7 1232 895 788 708 883 3427 3845 3055 4912 2805 1361 1554
8 1036 955 773 524 403 4194 3712 3290 774 9578 1902 1569
9 923 390 304 368 37 785 6189 6465 4412 3519 2468 1968
10 1219 510 203 298 706 728 4712 6175 5445 4475 1517 325
1 707 539 530 1123 586 942 8899 4557 5002 7213 3528 1240
12 860 289 464 1651 485 943 7864 4345 5732 3234 4064 3132
13 786 870 792 523 520 2002 5877 1561 5713 4954 1054 652
14 811 1289 864 507 222 2976 8369 4456 4568 5081 1910 1018

15 143.2 1242 1019 60.0 809 5402 3810 4796 6194  401.0 1495 1361
16 176.7 1141 96.4 59.0 757 5304 3266 3084 6232 5922 1884 1269
17 110.7 38.6 35.8 38.9 50.9 950 6100 8820 3480 3535 2895 2598
18 177.8 48.9 317 441 151.3 741 6055 8005 6770 4382 2104 17841

Tabla 10.17. Serie sintética %,. generada con el modelo PAR(1) de volimenes de escurrimiento
mensual de la estacion Jacatepec.

Con las expresiones (10.11) a (10.14) se procede a determinar las caracteristicas estadisticas
de las series %, . Al comparar los estadisticos de la tabla 10.8 con los de la tabla 10.18 se observa el

modelo PAR(1) si preserva las caracteristicas de la serie original, por lo que las muestras sintéticas son
confiables y aplicables en el analisis de un aprovechamiento hidraulico.

Ene Feb Mar Abr May Jun  Jul Ago Sep Oct Nov Dic

X, 110.1 7.5 63.4 66.5 655 2247 5794 4496 5575 4789 2747 1704
Sr 320 30.9 23.2 324 333 1558 2029 2212 135.1 1994 2183 734
g, 0.99 0.60 0.00 2.03 1.43 0.95 0.79 0.40 -0.61 1.04 348 0.86
kr 412 2.86 2.59 8.35 5.40 3.48 3.61 3.35 4.62 444 16.34 4.02
Cv 0.29 043 0.36 048 0.50 0.69 0.35 0.49 0.24 0.41 0.79 0.43

Tabla 10.18. Estadisticos insesgados de la serie generada £,, de los volimenes de escurrimiento
mensual de la estacion Jacatepec.
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10.4. Modelo autoregresivo multivariado anual MAR(p)

Si se dispone de informacion en mas de un sitio de aforos, se puede construir un modelo multivariado.
Este modelo permite transferir informaciéon entre los sitios, mejorando con esto el proceso de
generacion sintética en un sitio de proyecto.

Si x,’) representan las series hidroldgicas anuales para t =12,..,n e i =12,...,ms sitios;
y" las series transformadas con distribucion Normal y z{) las series estandarizadas de acuerdo con

Zti)= t_ﬁ)“_ﬂ_
(10.70)
u = %ny’), i=12,..,ms
t=1
(10.71)
1 . 2 172
o= S (0= p@) |, i=12,..,ms
n-1=
(10.72)

Entonces, de acuerdo con Salas et al (1988) se puede plantear un modelo general multivariado
auto regresivo anual de la forma

Z,=AZ_+AZ_,+..+Bg
(10.73)

Donde

Z,  esunamatriz compuesta de variables estandarizadas (10.70) de orden (ms x 1)
A, y B matrices de parametros por calcular de orden (ms x ms)
g  matriz de residuales de orden (ms x 1)
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10.4.1. Modelo autoregresivo multivariado anual MAR(1)

El modelo es de la forma (Salas et al, 1988)

Z,=AZ_ +Bg

(10.73)

Los estimadores de las matrices de los parametros se obtienen como (Matalas, 1967)

A =MM,’

(10.74)
BBT = M, - AM!

(10.75)
D=M,-AMT

(10.76)

Donde

M, y M, se obtienen con las expresiones (10.16) y (10.17)

Los elementos de la matriz triangular inferior B se estiman con el siguiente procedimiento.

Si Des una matriz positiva definida (determinante > 0), entonces, los elementos diferentes a
cero se obtienen como (Graybill, 1969)

b =d*/b¥ para j=1i=1..ms

(10.77)
-1 1/2
b’ :{d” —Z(b"")zj, para j=2,..,ms; i=j
- (10.78)
b ={d”’—§b""b”‘]/b” para j=2,.,ms—1 i=j+1..,ms
- (10.79)
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Si Des una matriz positiva semidefinida, entonces, los elementos diferentes a cero se obtienen como
(Lane, 1979)

b¥ =0 paratodo k <i

(10.80)
b¥ =0 paratodo k > i cuando d* - 3" (b <0
" (10.81)
¥ =3 b'b"
b¥ = i paratodo ki cuando d -3 (b") >0
]
N (10.82)

Las expresiones (10.80) a (10.82) se aplican para calcular todos los elementos de la primera
columna, de arriba hacia abajo, posteriormente la segunda, tercera, etc.

La matriz de residuales se obtiene como

e, =8"z,-Az._]
(10.83)
10.4.2. Modelo autoregresivo multivariado anual MAR(2)
El modelo es de la forma (Salas et al, 1988)
Z,=AZ_ +AZ_, +Bg
(10.83)
Los estimadores de las matrices de los parametros se obtienen como (Matalas, 1967)
A, = [\, - m W5 w7 | [0, - iy |
(10.84)
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A, = W1, — g, [wa, - wahn; T

(10.85)
B8" = M, - (AN + AN} ]

(10.86)
D =M, - [A] + AW |

(10.87)

Donde
M, M,y M, se obtienen con las expresiones (2.16) y (2.17)

Los elementos de la matriz triangular inferior B8 se estiman en forma similar al apartado
anterior.

La matriz de residuales se obtiene como

& = B [Zr - A1Zl—1 - Azzt—z]
(10.88)
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Ejemplo 10.3. Obtener una muestra sintética a partir del registro de los volimenes de escurrimiento
anual de la estacion Jacatepec, asociando la informacion de la estacion Canton.

En la tabla 10.19 se presentan las series registradas, normalizadas con logaritmos naturales y
estandarizadas para cada uno de los dos sitios analizados. Cabe mencionar que aunque se trata de
series anuales, en este caso la estandarizacion se lleva a cabo con la expresion (10.70) en lugar de la
(10.20).

Jacatepec Cantén

Afio X i 4 X; yi Z

1953 2304.3 7.742 -1.609 38449 8.254 -1.734
1954 3388.5 8.128 0.415 6435.7 8.769 0.336
1955 32440 8.084 0.186 7136.9 8.873 0.751
1956 32914 8.099 0.262 6752.1 8.817 0.529
1957 2385.4 1.777 -1.427 4644 4 8.443 -0.975
1958 44159 8.393 1.805 8450.4 9.042 1.431
1959 3234.8 8.081 0.171 4818.7 8.480 -0.827
1960 3748.6 8.229 0.945 7618.1 8.938 1.014
1961 4027 1 8.300 1.321 6807.9 8.825 0.562
1962 2454 4 7.805 -1.277 4712.4 8.458 -0.917
1963 2536.1 7.838 -1.105 4954 .5 8.508 -0.715
1964 2698.1 7.900 -0.780 4638.7 8.442 -0.980
1965 3348.6 8.116 0.353 5922.4 8.686 0.001
1966 3070.1 8.029 -0.102 5579.1 8.626 -0.238
1967 2875.8 7.964 -0.446 4849.0 8.486 -0.802
1968 3623.6 8.195 0.767 6668.1 8.805 0.478
1969 3909.1 8.271 1.165 10181.1 9.228 2.180
1970 2768.5 7.926 -0.645 5783.7 8.662 -0.093

Tabla 10.19. Series de volumenes de escurrimiento anual en las estaciones Jacatepec y Canton.

La expresion (10.16) permite obtener los coeficientes de correlacion cruzada de las series
registrada y normalizada. Con los coeficientes de la serie normalizada se calculan las matrices de
parametros para el modelo MAR(1)

. 1 0.872 i - ~0.0505  -0.0333
0710872 1 "71-0.0927  -0.0559
- 44791  -3.6450 o - -0.0505  -0.0927
0 7136450 4.1791 " 71-0.0333  -0.0559
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De la expresion (10.74)

A- ~00505  -0.0333][4.1791  -3.6450] [-0.0896 0.0448
“1-0.0927  -0.0559||-36450 4.1791| [-0.1837  0.1043

De la (10.75)

1 0872| |-0.0896 0.0448 | | —0.0505 -0.0927
BB = -

0.872 1] {-0.1837 0.1043| | -0.0333 -0.0559

Y de la (10.76)

B pa - [0.9969 0.8663}

0.8663 0.9887

Los elementos de la matriz triangular inferior B se obtienen aplicando las expresiones (10.77) a
(10.79), asi,

by, =-/d,, = /0.9969 = 0.9984

- d, 08663 .0y
17 b, 0.9984

by2 =0~ (6, ] = [0.8663- (0.8677F ] * = 0.4856

Finaimente,

_[0.9984  0.0000
“10.8677  0.4856

Las series sinteticas para los dos sitios se estimaran con la expresion Z, = A/Z,_, + Be,

—-0.0896  0.0448 N 0.9984  0.0000
= £,
71-0.1837 0.1043| " | 0.8677 0.4856 |
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Asi,
2/ =-0.08962, , +0.044822, +0.9984¢, +0.0000¢’

27 =-0,18372! , +0.104322, +0.8677¢ +0.4856¢

Donde
t & &
1 -0467 2141
2 0.096 -0.684
3 0062 0.042
4 0899 2021
5 0245 -0182
6 -0.050 -0.840
7 0091 -0.261
8 0.770  0.565
9 -1.08 -0.087

10 0.020 -0.983
11 1575 -0.898
12 0107  0.406
13 17271  0.895
14 0113 1119
15 1.283 0.260
16 -1.105  0.565
17 -0.387  0.655
18 0228 -1.2%1

Tabla 10.20. Numeros aleatorios con distribucién Normal estandar de acuerdo con Box-Miiller.

Siguiendo el proceso de desestandarizacion y desnormalizacion se obtienen las series £, para

Jacatepec y Cantén (Tabla 10.21). Los estadisticos insesgados de las series sintéticas de los dos sitios
se presentan en la tabla 10.22.
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t 5 %

2864.6 69315
31156 55439
3162.2 5996.3
37125 91642
20873 5518.3
3106.7 53123
31756 5794.3
2698.9 5337.0
25716 4750.3
10 31745 5409.2
11 42054 73664
12 31353 6064.5
13 22558 45533
14 32643 5576.9
15 39729 79279
16 2509.0 4862.3
17 29469 6088.5
18 3290.2 5440.0

OO ~NOOOT A WN —

Tabla 10.21. Series sintéticas %! y %‘de volumenes de escurrimiento anual para las estaciones
Jacatepec y Canton.

t 2! &

x. 31194 59798
S 486.6 11795
g, 0617 1577
k 4554 5996
cv, 0156  0.197

Tabla 10.21. Estadisticos insesgados de las series generadas %/ y £2de volimenes de escurrimiento
anual para las estaciones Jacatepec y Canton.
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10.5. Modelo autoregresivo multivariado periodico MPAR(p)

Si xﬁ’;), representan las series hidrolégicas anuales para v=12..n, 7=12..0 e
i=12,..,ms sitios; y') las series transformadas con distribucion Normal y z) las series
estandarizadas de acuerdo con

(@) (i)

iy _Yve  He
z)) =2 L
T O_TG)
(10.89)
£ 02130 i212,..ms
n v=1 ’
(10.90)
1 . 2 1/2
d-f(i) = {—‘MZ 93’ ——Iur(l)) } b} i = 1I2J""ms
n__1 v=1 '
(10.91)

Entonces, de acuerdo con Salas et al (1988) se puede plantear un modelo general multivariado
auto regresivo periodico con coeficientes periodicos de la forma

zv,f = A1,fzv,r-1 + AZ,va,r—Z t..t BfEV'T

(10.92)
Donde
Z,.  matrizcompuesta de variables estandarizadas (10.89) de orden (ms x 1)
A,, y B, matrices de parametros por calcular de orden (ms x ms) para el intervalo 7
Eve matriz de residuales de orden (ms x 1) para el intervalo 7

Las secuencias Z, . y &, , tienen medias iguales a cero y varianzas iguales a uno. La matriz
£, se considera no correlacionada, esto es E[e)e! |=0.

vty
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10.5.1. Modelo autoregresivo multivariado periédico MPAR(1)

El modelo es de la forma (Salas et al, 1988)

Zv,t = A1,tzv,r—1 +B1’ Eve

(10.93)
Los estimadores de las matrices de los parametros se obtienen como (Salas y Pegram, 1978)

A1,1 = M1,1M0_,1—1

(10.94)
BrBrT = MO,r - A1,1M}:r

(10.95)
Dr = MO,r - A1,1M11:r

(10.96)

Donde

My, My, .y M,, se obtienen con las expresiones (10.18) y (10.19) correlacionando zﬁ‘), con
0
z

v,r~K"*

Los elementos de la matriz triangular inferior B, se estiman con el procedimiento ya
mencionado.

La matriz de residuales se obtiene como

Eve = Br_1 [ZV,‘! - AI,er,r—1]
(10.97)
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10.5.2. Modelo autoregresivo multivariado periodico MPAR(2)

El modelo es de la forma (Salas et al, 1988)

Zv,r = A1,12v,r—1 + AZ,rZV,r—Z + BTEVJ

(10.98)
Los estimadores de las matrices de los parametros se obtienen como (Salas et al, 1988)
- a am g m - B 1
A1,t = [M1,r - M2,rM0,1r—1M1T,t] [MO,t - M1,1M0,1r—1M17:1T
(10.99)
“ A a4 e - AT i 4 on 1
Az,r = [MZ,r - M1,1M0,11-—1M1,r] [MO,r - M1T,TM0,1-1M1;
(10.100)
BBT = MO,T - [A1,1M1):r + A?,IM;J]
(10.101)
D = Mo,r - [A1,7M17:r + A2,1M2T,1]
(10.102)

Donde
M. ,M,, .M, y ¥, se obtienen con las expresiones (2.18) y (2.19) correlacionando z\")

con 2\ .

Los elementos de la matriz triangular inferior B se estiman en forma similar al apartado
anterior.

La matriz de residuales se obtiene como

Eve = B-r~1 [Zv,r - A\,rzv,r—1 + AZ,'[ZV.T—2]
(10.103)
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APENDICE A
Estacitn A PMA. Se E, Lep Sce P, D, D,
San Miguel Zapotitlan 34450 78942 0.0406 165070 440 0.00342 0.0336 0.0046 0.0128
San Blas 33590 799.52 0.0414 168276 402 0.00353 0.0324 0.0046 0.0120
La Tina 275 65473 0.0167 40500 30.3 0.00413 0.2109 0.0036 0.0738
Bamicori 223 800.45 0.0061 41500 202 0.00490 0.3363 0.0045 0.0906
Las Carias 29529 82514 0.0445 175982 342 0.00538 0.0328 0.0049 0.0118
El Mahone 29428 826.08 0.0445 175982 337 0.00548 0.0326 0.0049 0.0117
Choix 1403 97206 00221 105000 82 000234 0.1447 00050 0.0513
Huites 26020 82280 0.0493 = 191295 267 0.00685 0.0324 0.0051 0.0097
Palo Duice 6323 911.37 0.0569 174205 184 0.01028 0.0614 0.0044 0.0269
Chinipas 5098 909.69 0.0600 194000 131 0.01449 0.0651 0.0047 0.0235
San Francisco 17531 77347 00504 201574 246 0.00720 0.0379 0.0058 0.131
San Ignacio 10920 80223 0.0536 200243 209 0.01041 0.0497 0.0067 0.0183
La Veranera 4106 739.77 0.0363 235462 137 0.01565 0.0852 0.0049 0.0312
Urique 4000 73856 0.0358 240880 127 0.01537 0.0843 0.0050 0.0300
Guerachic 6262 81871 0.0423 232216 145 0.01249 0.0564 0.0053 0.0216
Alamos 2270 634.25 0.0158 505.00 124 0.00184 0.1093 0.0035 0.0520
Cazanate 1813 654.11 0.0156 556.36 93  0.00156 0.1120 0.0033 0.0458
Jaina 8179 98260 00518 1279.18 177 0.01014 0.0560 0.0056 0.0241
Toahayana 5281  1003.39 0.0579 160267 131 0.01130 0.0583 0.0064 0.0235
Tecusiapa 3773  1040.37 00666 189368 90 0.01504 0.0861 0.0053 0.0220
Los Molinos 501 919.96 0.0417 130000 35 0.02159 0.1936 0.0020 0.0639
Naranjo 2064 809.04 0.0209 586.36 107 0.00760 0.1177 0.0029 0.0484
Zopilote 666 743.32 0.0283 43750 68 0.00630 0.1922 0.0030 0.0871
Guamuchil 1645 76717 0009 20111 65 0.00698 0.1173 0.0030 0.0383
Pericos 270 73426  0.0130 150.00 31 0.00613 02778 0.0037 0.1111
Tierra Blanca 11614 97722 00434 154127 276 0.00603 0.0527 0.0030 0.0215
Pte. Sud-Pacifico 11434 97850 0.0434 154127 268 0.00632 0.0525 0.0031 0.0214
Palos Blancos 11409 98229 0.0434 156329 256 0.00649 0.0508 0.0031 0.0210
El Varejonal 10987 990.33 00470 1653.33 233 0.00680 0.0519 0.0029 0.0191
Badiraguato 1018 983.50 0.0520 59500 59 0.02118 0.1473 0.0029 0.0570
Guatenipa 8252 1006.34 0.0491 199490 178 0.01202 0.05%4 0.0032 0.0194
LaHuerta 6149  1019.94 00412 229757 117 0.01569 0.0631 0.0036 0.0171
Puente Cafiedo 4086 104549 0.0433 77480 117  0.00470 0.0710 0.0037 0.0289
Sanalona 3657 1080.66 0.0518 89524 85 0.00438 0.0662 0.0036 0.0202
Picacho 3280 1106.39 0.0518 89524 85 0.00438 0.0729 0.0040 0.0213
Tamazula 2241 117195 0.0684 114643 48 0.01024 0.0848 0.0036 0.0192
E! Bledal 371 856.13 00206 26750 31 0.00799 0.2372 0.0027 0.0809
Santa Cruz 8919 1068.89 00532 1689.60 180 0.01267 0.0561 0.0085 0.0202
Acatitan 1884  1046.59 0.0497 72692 115  0.01131 0.1131 0.0080 0.0215
ixpalino 6166  1006.73 0.0430 139368 174 0.01310 0.0592 0.0070 0.0264
Piaxtla 5307 104476 0.0496 164452 142 0.01689 0.0660 0.0066 0.0239
El Quelite 835 720.06  0.0084 21167 42  0.00579 0.1653 0.0096 0.0515

Tabla A.1. Caracteristicas fisiograficas de las cuencas que drenan hasta las estaciones que pertenecen
a la region hidrolégica ndmero 10.
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Estacion
Ao 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1924 4562

1925 2624

1926 3821

1927 3102

1928 1122

1929 947

1930 3580

1931 1320

1932 5751 2848
1933 1350 1780 486
1934 1268 2427 1377
1935 2006 3755 1570
1936 725 1690 994
1937 1426 2676 692
1938 335 1579 2412 868
1939 217 162 299 2453 5699 4160 1943
1940 170 35 255 2335 1648 1526
1941 90 10 65 4008 2808 1904
1942 1405 400 445 5039 5113 939
1943 1776 819 1550 11000 8340 1952
1944 221 110 392 4000 2091 2276
1945 403 116 916 4755 3000 3232
1946 304 194 241 701 582 429
1947 61 23 530 782 1009 332
1948 659 690 648 790 1006 398
1949 1320 776 375 2760 2209 455
1950 374 182 2712 5228 4140 151
1951 31 75 422 330 475 74
1952 96 386 3 398 842 42
1953 90 487 173 3480 2794 64
1954 185 54 219 1227 1264

1955 475 206 3507 3152 2780

1956 57 377 165 361 753

1957 180 70 526 378 485

1958 3093 1030 1014 5715 3883

1959 593 334 1610 1280 361

1960 34 177 137 39 5048 1226 435

1961 19 230 525 170 1845 1656 276

1962 434 331 985 227 830 1034 4220

1963 433 806 459 353 992 400 420

1964 223 82 390 69 104 166 236

1965 534 293 449 230 150 168 213 675

1966 330 611 688 141 m 69 922 565

1967 684 710 720 ]l 172 480 2037

1968 1720 452 200 152 725 435 5000

1969 255 10 312 82 97 64 435 175

1970 435 838 520 322 240 250 798 659

1971 600 318 1045 219 86 435 1670 530

1972 405 275 34 307 82 470 4230 1931

1973 1150 518 13 198 140 585 2431 1251

1974 800 298 186 335 600 1717 1260

1975 349 561 186 1713 290 488 273

1976 1995 508 76 72 320 3127 1250

1877 73 370 143 236 250 451 331

1978 230 93 176 1633 245 860 322

1979 104 43 103 1633 890 3050 1605

1980 755 320 308 135 461 825 451

1981 2040 924 353 1860 9245 3392 1475

1982 1630 796 362 256 2388 1350 609

1983 889 189 236 92 217 1650 1303

1984 296 334 267 66 481 976 683

1985 542 447 258 268 614 3937 1774

Tabla A.2. Gastos maximos anuales instantneos registrados en la estaciones hidrométricas que
pertenecen a la region hidrologica nimero 10.
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Estacion

Ao 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
1937 505

1938 962 766

1939 1587 597

1940 1088 170

1941 1220 19 1562

1942 833 65 2284

1943 1704 157 2103 12675

1944 1896 197 2142 3447

1945 2560 414 1023 1636

1946 375 291 838 1154

1947 346 174 1161 1142

1948 233 233 1062 3280

1949 485 185 784 9200

1950 158 44 1086 3800

1951 227 227 488

1952 169 169 677

1953 669 669 807 1046

1954 54 K| 563 709

1955 415 152 1252 579 1045

1956 94 91 370 350 322

1957 283 283 330 321 240

1958 615 433 1958 840 1902 1344

1959 240 132 762 702 722 510

1860 529 529 1074 1510 556 444 "7 563 60
1961 378 122 1280 646 864 821 290 488 73
1962 1000 1304 1000 1002 1674 1766 1276 624 213 75
1963 327 894 336 3680 622 2205 2855 157 648 K23
1964 276 592 258 861 457 707 652 2712 609 120
1965 153 228 92 889 710 1334 614 1600 127 17
1966 173 607 122 1166 1191 842 631 563 1480 71
1967 303 907 326 950 553 1056 937 101 512 13
1968 1600 723 1576 7000 4600 6200 6399 1008 1131 778
1969 264 292 228 484 400 872 799 183 41 30
1970 136 509 82 921 568 1020 765 173 82 2
1971 326 590 276 812 422 546 503 166 498 115
1972 421 1246 380 3332 1830 4365 3527 1080 720 10
1973 304 463 296 898 792 801 640 160 " 47
1974 504 361 3N 2790 2005 1957 464 479 10
1975 629 564 490 620 1410 450 464 69 110
1976 45 564 60 1495 380 975 296 69 2
1977 66 364 123 836 625 949 253 60 160
1978 185 620 255 940 542 405 55 729 58
1979 473 313 303 3080 386 939 110 1529 2
1980 228 362 226 1550 1404 1374 664 198 156
1981 238 443 210 306 1555 2582 1743 2786 122
1982 74 375 67 151 638 660 115 193
1983 450 518 51 83 921 1440 532 72
1984 183 584 160 126 907 382

1985 603 278 875 2470 610

Tabla A.2. Gastos maximos anuales instantaneos registrados en la estaciones hidrométricas que
pertenecen a la region hidrolégica nimero 10 (Continuacion).

293




Estacion
Ao 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

1941 2085 1326

1942 2531 1558

1943 14376 2292

1944 2580 1376

1945 1499 894

1946 1165 559

1947 127 137

1948 842 623 1668

1949 10000 2298 4710

1950 4579 3229 2920

1951 58 946 677 493

1952 153 2264 1266 695 88

1953 124 1210 1025 678 120 209
1954 405 1619 955 683 kY 260
1955 379 7471 112 4780 3101 1343 595
1956 379 659 74 532 583 138 496
1957 170 129 73 593 248 434 143 181
1958 192 3888 220 1045 455 3750 861 354
1959 67 1624 299 1908 743 1572 384 525
1960 89 8562 1150 15000 6800 6640 561 5300
1961 155 697 159 1396 472 880 250 320
1962 46 329 376 1620 347 997 285 422
1963 110 824 407 2702 584 2134 407 1860
1964 94 607 250 1319 481 735 565 547
1965 650 172 464 1944 1360 1178 952 272 495
1966 93 1507 197 275 2420 674 406 2144

1967 49 595 2 300 2506 635 843 1175 1341 282

1968 438 10000 194 336 1534 530 363 1308 1164 216

1969 22 213 203 248 1508 1100 21 605 960 115

1970 138 420 176 136 1558 390 417 980 860 B8

1971 4 766 150 360 2200 1283 1420 950 884 308

1972 70 164 273 2225 688 1162 2129 1740 274

1973 141 180 351 7960 1370 1516 4855 3075 319

1974 650 192* 194 4001 1588 1742 1897 354

1975 100 215 192 1067 383 430 1002 308

1976 495 205 580 3233 740 420 4020 293

1977 214 207 189 1119 333 752 861 79

1978 94 189 348 6178 535 1446 1696 300

1979 54 196* 576 4443 1825 2158 2210 716

1980 363 189 417 1474 562 720 876 338

1981 134 216 1700 2508 1180 980 1765 285

1982 54 217 748 1530 951 1001 1369 243

1983 165* 588 8000 1010 1740 1795 282

1984 218 5496 190 1271 1413 563

1985 224 3385 483 1605 1898 387

1986 1374

1987 1245

1988 2299

1989 1345

1990 11350

1991 2509

1992 2006

1993 1180

Tabla A.2. Gastos maximos anuales instantaneos registrados en la estaciones hidrométricas que
pertenecen a la region hidrologica nimero 10 (Continuacion).
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Estacion
Ano 37 38 39 40 41 42

1941 759

1942 2065

1943 6991

1944 580

1945 714

1846 746

1947 m

1948 137 693

1949 395 2614

1950 133 2336

1961 7 437

1952 248 594

1953 42 546

1954 177 516

1955 542 1600

1956 297 639

1957 246 362 420

1958 445 2232 1560 601 85
1959 669 616 343 387 33
1960 376 2003 2239 1525 99
1961 14 795 793 581 116
1962 115 137 888 816 231
1963 521 1226 1814 1547 161
1964 175 454 392 2N 206
1965 258 650 329 496 82
1966 292 958 812 620 262
1867 7 21 900 1251 1010 172
1968 74 80 1338 1298 767 273
1969 106 199 340 295 287 182
1970 218 357 n 212 167
1971 3223 1109 1060 894

1972 715 932 908 2521

1973 185 1349 1570 3075

1974 424 680 963 976

1975 1M1 488 368

1976 198 900 809

1977 258 791 672

1978 475 989 1500

1979 509 1620 1930

1980 685 400 KX

1981 1365 2832 952

1982 988 4440 2580

1983 255 179 1713

1984 375 694 736

1985 250 1213 1580

1986 494

=T

Tabla A.2. Gastos maximos anuales instantaneos registrados en la estaciones hidrométricas que
pertenecen a la region hidroldgica numero 10 (Continuacion).
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Nimero Estacion hidrométrica

1 Naranjo

2 Zopilote

3 Guamuchil

4 Pericos

5 Tierra Blanca
6 Puente Sud-Pacifico
7 Palos Blancos
8 El Varejonal

9 Badiraguato
10 Guatenipa |l
1 La Huerta

12 Puente Cafledo
13 Sanalona

14 Picachos

15 Tamazula

16 El Bledal

17 Santa Cruz
18 Acatitan

19 Ixpalino

20 Piaxtla

21 El Quelite

22 San Miguel Zapotitlan
23 San Blas

24 La Tina

25 Bamicori

26 Las Carias

27 El Mahone

28 Choix

29 Huites

30 Palo Dulce

31 Chinipas

32 San Francisco
33 San Ignacio
34 La Veranera
35 Urique 1l

36 Guerachic

37 Alamos

38 Cazanate

39 Jaina

40 Toahayana
41 Tecusiapa

42 Los Molinos

Tabla A.3. Nombre de las estaciones hidrométricas que pertenecen a la region hidrolégica nimero 10,
cuyo numero coincide con el encabezado de la tabla A.2.
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Region homogénea A

Region homogénea B

NUmero Estacion hidrométrica Estacion hidrométrica
1 San Miguel Zapotitlan Tierra Blanca
2 La Tina Puente Sud-Pacifico
3 Chinipas Palos Blancos
4 Urique El Varejonal
5 Alamos La Huerta
6 Cazanate Puerto cafiedo
7 Toahayana Picachos
8 Los Molinos Badiraguato
9 Naranjo Tamazula
10 Zopilote Acatitan
" San Blas Ixpalino
12 El Mahone Piaxtla
13 Huites Guatenipa
14 Palo Dulce Sanalona
15 San Francisco Ei Bledal
16 San Ignacio Santa Cruz
17 Guerachic El Quelite
18 Bamicori Guamuchil
19 Las Caflas Pericos
20 Choix
21 La Veranera
22 Jaina
23 Tecusiapa

Tabla A.4. Regiones homogéneas definidas con los criterios de delimitacion del capitulo 8 para la region
hidrologica niimero 10.
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Figura A.1. Localizacion de las estaciones hidrométricas dentro de la regidn hidrologica numero 10.
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