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PREFACIO

The time soon will come, or is already here,
when mathematical analysis will be applied
in almost all branches of engineering.

THEODOR VON KARMAN (1940)

La rapida evolucién tecnolégica, caracteristica de nuestro tiem-
po, exige nuevas orientaciones en la preparacién del ingeniero. Nue-
vos materiales, nuevos aparatos, nuevos criterios de disefio aparecen
dia tras dia; las técnicas que aprendimos hace pocos afios se aban-
donan, para dejar lugar a otras, desconocidas hasta ayer; el mismo
motivo de ser de la profesién va cambiando. El ingeniero que no
esté en condiciones de reajustar en cualquier momento sus conoci-
mientos, no sélo en el sentido de ir ampliando su cultura profesional,
sino en el sentido mas inmediato de hacer suyas las nuevas técnicas,
dificilmente vencera la competencia de quienes, amparandose en ellas,
pueden ofrecer soluciones mas econémicas y mas sequras. La ense-
fianza universitaria se ve hoy obligada a alejarse del antiguo objeto
de capacitacién profesional, consistente en producir técnicos infor-
mados, para enflentar la tarea, mucho mas ardua, de preparar
profesionistas capaces de informarse.

Una consecuencia caracteristica de este nuevo enfoque es la
importancia siempre mayor que van adquiriendo las Matematicas,
que parecen ofrecer una base permanente para entender y atacar
los problemas técnicos. Esto se debe a que, mientras que el proble-
ma pertenece a la naturaleza, las matematicas son algo humano, en
cuanto constituyen esencialmente un modo de pensar, el mas ade-
cuado para reducir la extrema complicacién de los fenémenos natu-
rales a una medida tal que nuestro intelecto pueda prever su des-
arrollo y aprovechar sus efectos.
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Pensar matematicamente es una facultad que todo hombre posee
en mayor o menor grado; pero las teorias y los métodos matema-
ticos de que disponemos constituyen una coleccién de procesos de
razonamiento, que fueron concibiendo y desarrollando individuos
de inteligencia superior, al enfrentarse con problemas no resolubles,
o bien resolubles de manera insatisfactoria, por medio de los cono-
cimientos de su época. Esos problemas pudieron tener entonces un
interés técnico o bien no tenerlo: por lo general al matematico, como
al poeta, poco le importa de donde venga su inspiracién, interesan-
dole mas bien la belleza estética de la creacién engendrada por ella.
Por lo contrario el ingeniero necesita, y con urgencia, resolver un
problema determinado; en el caso de que, habiendo consultado todos
sus recuerdos y apuntes de escuela y la literatura disponible, no lo
halle ya resuelto, tendra que intentar obtener él mismo la solucién,
utilizando los métodos matematicos disponibles, con tanta mas pro-
babilidad de éxito cuanto mayores sean su familiaridad con tales mé-
todos y su destreza en emplearlos.

~ Ahora ;qué es, en el inmenso dominio de las Matematicas, lo
que puede ser de auxilio al ingeniero? La pregunta es imposible de
contestarse, ya que, en el afan de echar mano de todo lo que nos
saque de apuros, hasta a las teorias que hoy parecen mas abstrac-
tas mafiana les encontraremos aplicaciones. La realidad actual nos
lleva sin embargo a considerar tres campos principales: Analisis
Matematico, Probabilidad y Estadistica, Calculo Numérico y Pro-
gramacién. Con referencia al primero, que es el que aqui nos inte-
resa directamente, existen en las Escuelas de Ingenieria cursos de
Calculo Diferencial e Integral, mas o menos desarroilados, pero que
se inspiran todos en un programa basico comin: todos tienen eviden-
temente un mismo origen, que es instructivo conocer. A fines del siglo
XVIII se fundé en Paris la Escuela Politécnica, con la intencién de
adecuar la ensefianza de la ingenieria civil y militar a los conoci-
mientos cientificos y técnicos de la época. A dictar la clase de
Calculo se llamé a un matematico sexagenario, llegado unos 10 afios
antes, por invitacién del rey, a Paris, donde habia quedado no sin
temores y dificultades originadas por ser subdito de un pais enemigo,
el Reino de Cerdefia, durante el periodo subsiguiente a la Revolucién
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Francesa. Ahora bien, es en el curso que dicho matematico, José Luis
Lagrange, dict6 desde 1799 en la escuela mencionada, que hallamos
por primera vez desarrollado en esencia ese programa de Calculo
Diferencial, que durante mas de siglo y medio ha seguido constitu-
yendo el paso obligado para todo estudiante de ingenieria.

Desde luego no hay que creer que desde Lagrange al Analisis
Matematico no haya producido nada que sea de interés para las
aplicaciones técnicas: todo lo contrario. Cauchy con las funciones
de variable compleja, Abel y Jacobi con las elipticas, Gauss con la
geometria diferencial, Laplace, Poisson y Green con la teoria del
potencial, Fourier con el analisis arménico, Ricci y Levi-Civita con
el calculo diferencial absoluto, Volterra e Hilbert con el calculo fun-
cional, proporcionaron nuevos métodos basicos; se cre6 el calculo
vectorial; se integraron diversos tipos de ecuaciones diferenciales
ordinarias, llegandose a definir nuevas importantes funciones; las
ecuaciones integrales no s6lo demostraron su utilidad intrinseca, sino
que permitieron alumbrar con nueva luz la teoria general de las ecua-
ciones diferenciales; ecuaciones linezles y no lineales en las deriva-
das parciales fueron atacadas por poderosos métodos de analisis;
se desarroll6 la teoria de las transformaciones integrales y el calculo
operacional de Heaviside adquiri6 forma rigurosa. Ademas, y esto
es de suma importancia, muchos métodos matematicos que, al apli-
carse, permitian obtener férmulas resolutivas de interés puramente
tedrico, por la imposibilidad practica de realizar en términos finitos
ciertas operaciones implicitas, hoy dia se han vuelto utilizables con
fines practicos gracias al empieo de calculadoras electrénicas.

Este manual, que ambiciona ofrecer una visién no superficial de
parte de estas teorias que todavia no han merecido derecho de ciu-
dadania en los cursos profesionales, quisiera estar al alcance de
quienquiera se encuentre familiarizado con las matematicas que se
ensefian en el primer bienio de una escuela de ingenieria o de fisica;
sus lineamientos generales, algo diferentes de los corrientes en obras
de este tipo, merecen sin embargo una aclaracién. A veces he oido
expresar la opinion de que lo que el ingeniero aprovecha en cuanto
a matematicas es dinicamente conocer bien las férmulas y saberlas
emplear; esto implica desde luego que posea una idea clara de los
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principios basicos y una informacién general acerca de las teorias,
pero deja sobreentender que todo lo que es aclaracién rigurosa de
conceptos, demostracién de teoremas o razonamiento orientado hacia
la obtencién de las férmulas es algo meramente especulativo, super-
fluo para quien no tenga intereses que no sean las aplicaciones. A
mi parecer esto no es correcto, y por dos motivos: primero porque
todo resultado matematico, como conclusién de una labor mental
ordenada, dificilmente puede separarse de ésta sin menoscabo para
una apreciacién correcta y completa del resultado mismo; y en se-
gundo lugar porque los procesos conocidos de razonamiento mate-
matico son de por si una valiosisima herencia humana que estamos
utilizando, de manera mas o menos consciente, cada vez que escu-
drifiamos la naturaleza; y cuanto mas los hayamos asimilado, trans-
formandolos en patrones de nuestro propio pensamiento, tanto mas
resultara multiplicada nuestra capacidad para la investigacién.

De aqui que me haya propuesto orientar decididamente este
manual hacia la exposicién detallada de teorias y métodos, buscando
la simplificacién necesaria, para que resulte al alcance del técnico,
en la maxima aclaracién de conceptos y algoritmos y en la elimina-
cién de todo desarrollo superfluo o de interés secundario. A esta
tendencia simplificadora obedece por ejemplo el empleo frecuente
del calculo vectorial y, dentro de él, las definiciones adoptadas para
los operadores diferenciales gradiente, rotacional y divergencia; de-
finiciones cuyas ventajas se aprecian toda vez que se trabaje con
coordenadas que no sean las cartesianas y muy especialmente en la
deduccién rapida y conceptualmente sencilla de férmulas fundamen-
tales, como son las relaciones integrales de Stokes y de Gauss ola
expresion de Lamé para el laplaciano. :

Los temas principales tratados en el libro pertenecen a los cam-
pos siguientes: analisis vectorial y teoria del potencial, funciones de
variable compleja, desarrollos en series de potencias y de Fourier,
calculo de variaciones, calculo funcional, transformacién de Laplace,
ecuaciones diferenciales lineales, ordinarias y en las derivadas par-
ciales, y geometria diferencial. Dentro de este marco general, tal vez
de por si hasta demasiado ambicioso para un manual de este tamafio,
he aprovechado sin embargo toda ocasién favorable para introducir
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otras nociones ttiles: funciones especiales algebraicas, como los poli-
nomios de Legendre, Laguerre, Hermite y los armé6nicos homogéneos,
y trascendentes como las funciones gamma y beta, las de Bessel,
las esféricas, la funcién de los errores, etc.; problemas relativos a ecua-
ciones diferenciales: los de Cauchy y de Sturm-Liouville, de Diri-
chlet y de Neumann; aplicaciones fisicas como el principio de
Hamilton y las ecuaciones de Lagrange de la Mecanica, la teoria
del potencial de masa, la ecuacién de la cuerda vibrante, los fené-
menos hereditarios y de histéresis, el principio de Duhamel relativo
a la propagacién del calor.

No he abundado mayormente en ejemplos de este altimo tipo
porque no ha sido mi intencién hacer de éste, un libro de Matema-
ticas Aplicadas. En el manual de Mecanica de los fluidos, que se ha
publicado simultaneamente, el lector que se interese hallara, en el
desarrollo de esos tépicos tan importantes hoy en dia, una grande
variedad de aplicaciones, que lo guiaran paulatinamente a hacerse
duefio de férmulas y métodos aqui presentados.

A propésito de ejercicios, creo que debo una palabra de expli-
cacién a quienes extrafien las listas de preguntas de fin de capitulo,
usuales en libros como éste. Ideadas con el objeto de que el lector
pueda contestarlas sin la guia del maestro, esas preguntas acaban
por ser inevitablemente aplicaciones demasiado simples de férmulas
o teoremas, y pueden crear en quien las haya contestado la ilusién
de que ya sabe todo, ilusién destinada a desvanecerse la primera vez
que ¢| tenga que enfrentarse a un problema realmente complejo. En
efecto el verdadero ejercicio no consiste en la utilizacién inmediata
de una férmula, sino en la resolucién de problemas que exigen la
utilizacién amplia de conceptos, métodos y teoremas diferentes, com-
binados entre si, implicando, si es posible, la interpretacién fisica de
los elementos utilizados y de los resultados obtenidos. El lector es-
tudioso utilizard con mucho mayor provecho esos libros de ejerci-
cios, resueltos y por resolver, tradicionales en la ensefianza europea,
que hoy en dia se van difundiendo también en Norteamérica.

No tengo la pretensién de que este libro se lea como una no-
vela, pero si considero que sélo leyéndolo con orden y sosiego se
puede captar en toda su amplitud esa visién de diferentes aspectos
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del pensamiento matematico, que me agradaria dejar con el lector.
Para eso quisiera sugerir a quien se acerque a estos temas por prime-
ra vez que proceda a la lectura en tres fases sucesivas: una primera
intentando entender con toda claridad los conceptos basicos, el linea-
miento general de las demostraciones y el significado de los resul-
tados, aunque algo se le escape en relacién con los desarrollos
analiticos; la segunda lectura se dedicara mas bien a entender con
todo rigor los calculos sin olvidar detalles, reconstruyendo, si sera
del caso, esos pasos sencillos que he estado dejando al lector, con
tanta mayor frecuencia cuanto mas la tratacién va avanzando; final-
mente una tercera lectura completa, realizada ya sin preocupaciones,
abrira los ojos del lector a toda belleza de estas teorias y le ayudara
a hacerse duefio de ellas. Para que el libro, una vez asimilado su
contenido, pueda servir permanentemente como manual de consulta,
se anexan indices analitico y alfabético muy detallados.

México, D. F., febrero de 1965

Enzo Levi
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CAPITULO 1

ANALISIS VECTORIAL
Y TEORIA DEL POTENCIAL

I. RESUMEN DE CONCEPTOS BASICOS

1. Concepto de vector. Un vector es un ente geométrico carac-
terizado por su magnitud y por su direccién. Se indicara con 4B al
vector engendrado por el transporte de un punto mévil desde el punto
A hasta el punto B, siguiendo la recta AB. La magnitud del vector
se llama médulo del vector y se indica con AB o con { AB|, o bien,
para mayor claridad, con méd AB. Se llaman escalares los entes ca-
racterizados tan s6lo por su magnitud. El médulo de un vector es un
escalar.

Llamase componente de un vector, con respecto a una recta, la
magnitud de su proyeccién ortogonal sobre esa recta. En particular,
las componentes con respecto a una terna cartesiana ortogonal x, y. z,
son las magnitudes de las proyecciones del vector sobre los ejes
coordenados. Si u es un vector, llamaremos u,, u,, u, sus compo-
nentes con respecto a los ejes x, y. z, respectivamente. Se tiene

médu = Vul? + u? + ul. (1.1)

2. Suma de vectores. Un vector w se llama suma de los vec-
tores u y v. y se escribe
i w=u+v
cuando se tiene
w, = U, + v, wy, = u, + U, w, =u, + v,.

Todo vector del espacio puede siempre representarse como com-
binacién lineal de tres vectores no coplanares dados. En particular,
si se toman tres vectores unitarios (de médulo 1) i, j, k. dirigidos
segun los ejes coordenados: i segin el eje x, j segun el eje y, k segun
el eje z, se puede escribir

u = ad + u,j + uk. (2.1)
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3. Producto escalar. Producto escalar (o puntual) de dos vec-
tores u y v es el escalar que resulta al multiplicar los médulos de
ambos vectores entre si y por el coseno del angulo formado por sus
direcciones

u-v=v -u=médu .- médv . cos(u,v) =uv,+uv,+uv, (3.1)
Se escribe u? el producto escalar del vector u por si mismo:
ul=u.u= (médu)l
Se tiene por (3.1)
f=i.i=1, P=j.j=1, B=k-k=1, (32)
i-j=j.i=j-k=k-j=k-i=i.k
Propiedad distributiva de la suma y del producto escalar:

u- (v4w=u-v4+u-w. (3.4)

4. Producto vectorial. Producto vectorial (o cruzado) de dos
vectores u y v es un tercer vector cuyo médulo es el resultado del
producto de los médulos de ambos vectores entre si y por el seno
del angulo formado por sus direcciones

méd (u X v) = médu - méd v - sen (u, v), (4.1)

y cuya direccién es normal al plano que contiene los dos vectores
multiplicados y orientada de tal manera que un giro de un angulo
(u.v) alrededor del vector u X v tomado como eje, en sentido
opuesto a las manecillas del reloj (sentido antihorario), lleva el vec-
tor u a la direccién del vector v. Se tiene
i j k
uXv=|u u u, (4.2)
vs v, v,

Invirtiendo el orden de los factores, el producto cruzado cambia
de signo:

uXv=—9vXu. {4.3)

s T B e S 300 et e it et
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En particular, se obtiene de (4.1)
ixi=jxj=kxXk=0.
iXj=—jXi=k iXk=—-kxj=i (44)
kxXi=—ixXk=j
Suma y producto vectorial gozan de la propiedad distributiva

uX(v+wl=uXxXv+uXxw. (4.5)

5. Productos multiples. Producto mixto de tres vectores no co-
planares u, v, w es el escalar u - (v X w). Su valor no cambia al
permutar circularmente los [actores, o sea

u, u, u
U Uy ”:I (5.1)
w, w, w:|

u-(v)(ﬁ):v-(w)(u):w-(u)(v):

El producto mixto mide el volumen del paralelepipedo cuyos lados
son u, v, w.

El doble producto vectorial u X (v X w) tiene el desarrollo
uX{oXw)=(u. -w)v—(u-v)w (5.2)

La demostracién de esta férmula se logra como sigue. Primero ob-
servemos que el vector u X (v X w) es perpendicular a la normal al
plano que contiene los vectores v y w. Por consiguiente es un vector
que estd en ese plano y puede por tanto expresarse por la combi-
nacién lineal

uX(vXw)=av + bw, (5.3)

siendo a y b dos coeficientes convenientes. Ademas, por la perpendicu-
laridad del vector u X (v X w) con u, se tiene [u X (v Xw)] - u=0,
y luego por (5.3)

av-u+bw-u=0
o sea
w-u

a
av.u=—bw.u; =" a’

A
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de donde, indicando con & un ndimero conveniente,

a=k(w-u), b= —k(v-u)
y reemplazando en (5.3)
uX (vXw)=k[(w-u)v— (v-u)w] (5.4)
En el caso de que sea v = u, se comprueba facilmente que k = 1.
En efecto, entonces
uX (uxw)y=k[(u -w)n-—(u-u)w)
y multiplicando escalarmente por w
w- [uxX(uxw)]=k[(s  w) — v uw]
o sea por (5.1)
—(u X w)=Fk[(u- w) — uw]
y recordando las férmulas (3.1) y (4.1)
! w? sen?(u, w) = k12 u? [cos’ (u, w)—1]
de donde resulta, sin mas, que k = 1, o sea
uX(uXw)=(n w)u—(u.u)w (5.5)
En el caso general, también es kK = 1. En efecto, multiplicando

escalarmente el producto por v, y tomando en cuenta (5.1), se
obtiene

v-[uX(oXw)]=(v Xw) - (v Xu)=—(uXv)XVv W=
=—vX(vXu) w

y aplicando (5.5)
v-[ux(vXw)]=—[(v - u)p— (v v)u] - w=(v-v)(u-w)—

—(v-u)(v wy=v. [(u wov— (u.  v)w]

Esta ultima, comparada con (5.4) permite afirmar que k = 1, o sea
que vale la (5.2), como queriamos demostrar.
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Permutando circularmente los tres vectores u, v y w, calculando
las expresiones (5.2) correspondientes y sumando, se obtiene la
otra férmula importante

uX(vXw)+voX(wxXu)+wx(uxv)=0 (56)

El producto triple (u - v X w) s tiene dos desarrollos importan-
tes. El primero

(u-vXw)z= (3 -v) (wXu)+ (5-w) (uXxXv)+
+ (5 - u) (v X w) (5.7)

se comprueba facilmente ya que, al multiplicar puntualmente ambos
miembros por u, después por v y finalmente por w (con lo que se
obtienen magnitudes proporcionales a las componentes de la expre-
sién (5.7) con respecto a la terna cartesiana, generalmente no orio-
gona!l, formada por los ejes u, v, w), se obtienen los mismos valores.
El segundo desarrollo es

(w-vXwW)s= (s - vXwWu+(s - wxu)v4 (s - uxov)w (5.8)
y se comprueba de manera parecida, multiplicando puntualmente

ambos miembros por los vectores u X v, v X wy w X u.

- 6. Diferenciales de puntos y de vectores. Sea 0 un punto fijo
del espacio y P otro variable. Si P se desplaza a una posicién infi-
nitamente préxima P’, entonces el

vector infinitamente pequefio P
PP’ = OP' — OP dP
se llama diferencial del punto P P
y se escribe
PP’ = dP. o
Si el punto P tiene coordenadas x, y, z, resulta
dP =dxi+ dyj+dzk. (6.1)

Consideremos ahora un vector QP que una a dos puntos, ambos
méviles, Q y P, y supongamos que se desplace a una posicién infi-
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nitamente préxima Q’P’. Entonces se define como diferencial del
vector QP al vector

dQP = Q’P’ — QP (6.2)

Por otro lado, resulta de la figura que
QP 4+ dP =dQ + Q'P

o sea, reemplazando en la definicién (6.2),

dQP = dP — dQ (6.3)

Esta férmula, muy importante, expresa la diferencial de un vector
por medio de las diferenciales de sus puntos extremos.

Si ponemos QP = u, obtenemos de (6.2) la férmula en coorde-
nadas cartesianas

du = du,i 4 du, j + du, k. (6.4)
Las reglas de diferenciacién. de los productos de vectores son las
siguientes:

diu-o) =u.dvo+du-v (6.5)

diuXv) =uxXdvo+duXv (6.6)

y la del prodicto de un escalar por un vector es
d(fu) = [du + udf. (6.7)

7. Derivadas de punto y de vector. Presentamos a continua-
ci6bn los conceptos de derivadas de un punto y de un vector con
respecto a una variable escalar.

Si P es un punto que se mueve de tal manera, que a todo valor
de la variable ¢ corresponda una posicién bien determinada de P, se
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dice que P es funcion de t y se escribe P = P(t); entonces se define
como derivada del punto P con respecto a t, y se escribe dP/dt, el
vector que multiplicado por dt da la diferencial dP:

dpP

Analogamente, si a cada valor de la variable escalar ¢ corresponde
uno y sélo un valor del vector u, se dice que u es funcion de ¢, y se
escribe u = u(t). Entonces también las componentes de u son fun-
ciones de ¢t. Se define como derivada del vector u con respecto a t,
y se escribe du/dt, al vector que multiplicado por dt da la diferen-
cial du:

%’—:——dt = du. (7.2)

8. Homografias vectoriales. Un operador E es aditivo cuando,
siendo x, y dos magnitudes (escalares o vectoriales, segin el opera-
dor) a las cuales puede ser aplicado, se tiene que

E(x + ) =E(x) + E(y). (8.1)

es decir, que el resultado de la operacién efectuada sobre la suma
de las dos magnitudes es igual a la suma de los resultados de las
operaciones efectuadas sobre cada una por separado. Un operador §
es homogéneo, cuando, siendo m un nimero cualquiera y x una
magnitud a la cual el operador es aplicable,

E(mx) = mg(x) (8.2)

es decir, que el resultado de la operacién efectuada sobre mx es
igual a m multiplicado por el resultado de la operacién efectuada so-
bre x. El operador que es aditivo y homogéneo al mismo tiempo se
llama operador lineal. Por ejemplo el operador a - (multiplicacién
por el namero a) es un operador lineal, ya que

a. (x+y)=a-x+a-y , a.(mx) =m(a.x).

Por el contrario, el operador a + (adicién del nimero a) no es adi-
tivo ni homogéneo, ya que

a+(x+y)=(a+x)+(a+y) . a+mxsm(a+x).
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Se conocen bajo el nombre de ““homografias vectoriales™ los opera-
dores vectoriales lineales que, aplicados a vectores, dan vectores. Los
tensores son precisamente operadores de este tipo.

Si # es un vector cualquiera, entonces el operador ux es una
homografia vectorial. En efecto, si x,y son dos vectores también
arbitrarios, se tiene

sX(x+y)muxx+uxy ., uxX(me)=muXx x.

9. Matriz de una homografia vectorial. {na homografia vec-
torial resulta completamente determinada cuando se conocen los trans-
formados de tres vectores no coplanares dados. En efecto, sean x, y, »
tres vectores no coplanares. Si la homografia es «, entonces los
transformados son a(x), a(y), a(s). que suponemos conocer. Por
otro lado un vector u cualquiera puede expresarse como combina-
ci6n lineal de x, y, s, bajo la forma

u = ax + by + cs.

Aplicando luego a u la homografia, de la cual tomaremos en cuenta
las propiedades aditiva y homogénea, resulta

a(u)=alax + by + c3) = alax) + a(by) + a(cz) =
=aa(x)+ baly)+ ca(s) (9.1)

y esta ultima expresion se calcula inmediatamente en cuanto todos

sus términos se conocen,
Supongamos en particular que conocemos los vectores transfor-
mados de los vectores unitarios i, j, k, vy que sean

al(i)=ani+apj+ank
a(j)=ani+anj+ ank (9.2)
a(k) =ani+ anj+ ank

donde los coeficientes a,;. ap. etc. se conocen. La matriz

. an an an
{a} =qananan
a3 ax asn

(9.3)
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se llama matriz de la homografia. Por lo que se acaba de decir, el
conocimiento de esta matriz es suficiente para obtener el transfor-
mado de cualquier vector.

10. Derivada de un vector con respecto a un punto. Una ho-
mografia vectorial muy importante es la derivada de un vector con
respecto a un punto. Sea P(x, y. z) un punto mévil en el espacio y u
un vector gue varia con el punto P. Entonces llamamos derivada del
vector u con respecto al punto P,

e indicamos con du/dP, a la homo- ul p)
gralia que aplicada a un despla-
zamiento infinitésimo 8P de P da p
como resultado el incremento co-
rrespondiente §u de u. O sea

4 &p — 5u.  (10.1) u(P-6pP)

dpP

Calculemos la matriz de esta homografia. Demos a P un desplaza-
miento infinitésimo paralelo al eje x

dP = idx.

Entonces tenemos por definicién

%:- (idx) = du,
o sea por (8.2)
dx —:Ii;)—i = du
y dividiendo entre dx
du . _ Ou
dP "~ o9x’
es decir, por (2.1)
du ., 9du, ., Odu, . Iu,
7 20 el A Pl
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Férmulas analogas se sacan para —:;;- iy P k. La matriz de esta

homografia es por tanto

(Qu, du, Ju,
dx dx dx

) ou, du, 0u,
dy 9y oy |
du, Jdu, Ju,
dz 9z 0z )

(10.2)
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II. OPERADORES DIFERENCIALES

11. El gradiente. Consideremos el punto P, variable como se
quiera en una regién del espacio, y a cada posicién de é]l asociemos
un valor de una variable escalar f. Diremos que [ es funcion del
punto P y escribiremos

F = [(P).

Llamaremos gradiente de f, y escribiremos grad f, el vector que,
multiplicado escalarmente por un desplazamiento infinitésimo arbi-
trario dP del punto P, da el correspondiente incremento de f:

grad f . dP = df (11.1)

Comprobaremos que, si el gradiente de [ existe, es dnico. En
efecto, sea u otro vector tal que

u - dP = df.
Restando de la relacién (11.1), resulta
(grad f — u) - dP = 0.

Siendo dP un desplazamiento del punto P en una direccién cual-
quiera, esta relacién indica que, si el vector (grad f — u) no es nulo,
tiene que ser perpendicular a todas las rectas que pasan por P, lo
que no es posible. Por tanto se tiene grad f — u = 0, o sea

u = grad [,

lo que comprueba la unicidad del gradiente.

De la definicién (11.1) sigue inmediatamente que, si f se man-
tiene constante al variar P, su gradiente es nulo. En efecto, si f = cte,
resulta df = 0 y luego ha de ser

gradf - dP = 0
idénticamente, cualquiera que sea el desplazamiento dP. El vector

grad f = O satisface esta ecuacién, y constituye la unica solucién
por la observacién anterior.




12 ANALISIS VECTORIAL Y TEORIA DEL POTENCIAL [CAP. |

12. Primeras propiedades del gradiente. Si f es funcién de
otras variables r, s, ... que a su vez son funciones del punto P, se
dice que [ es funcion compuesta de P. Entonces tenemos

at
ds

S'j—[-gradtf -dP + afgrads dP + af gradt - dP 4+ .
ar ds

gradf-dP:dfzg—{dr-{- ds+gitdt+...

(afgradr+ afgrads-f—af grad ¢t + ) - dP

s ot
de donde resulta por la arbitrariedad de dP
grad f(r,s, ...)= gf grad r 4 gf grads 4 . (12.1)

férmula que expresa el gradiente de una funcién compuesta.
Si aplicamos esta férmula a la funcién f = r + s, obtenemos
grad (r 4+ s) = grad r 4 grad s (12.2)
o sea que el gradiente de la suma es la suma de los gradientes. Si la
aplicamos a la funcién f = rs, obtenemos el desarrollo del gradiente

del producto: ‘
grad (rs) = sgrad r 4 r grad s. (12.3)

13. Gradientes de distancias. Sea O un punto fijo del espacio
y P un punto variable; la distancia r entre O y P resulta una funcién
escalar del punto P. Queremos calcular el gradiente de dicha fun-
cién. Se tiene 2 = (OP)? y luego tomando en cuenta la (6.3) con

la consideracién que dO = 0,
d(?)=20P .d0OP =20P . dpP.

Pero d(?) = 2 rdr. Reemplazando en la anterior y despejando dr.

obtenemos
opP

r

dr = . dP (13.1)
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gradr-dP::‘—)rf—-dP

y por la arbitrariedad de dP

gradr = (13.2)

r

En conclusién, el gradiente de la distancia entre an punto fijo O y
un punto variable P es un vector unitario, dirigido segin la recta
que une O y P, en el sentido desde O hacia P.

Ahora queremos calcular el gradiente de la distancia r entre un
punto P variable y un plano fijo. Sea Q el pie de la perpendicular
bajada desde P sobre el plano. Entonces tendremos como antes
2 = (QP)? y luego por (6.3)

d(?) =2QP .dQP = 2QP . dP — 2 QP . dQ.

Pero el punto Q se desplaza sobre el plano; por tanto el vector dQ
es siempre perpendicular a QP, siendo

QP . dQ =0.

Reemplazando en la relacién anterior, se obtiene

2edr=2QpP.dP, dr =22 ap

de donde resulta
grad r = Qr—P— =n (13.3)

siendo n un vector unitario, dirigido segun la perpendicular QP, en
el sentido desde el plano hacia el punto.

14. Expresiéon cartesiana del gradiente. Estamos ahora en
condiciones de dar la expresion de las componentes del gradiente
segun una terna cartesiana ortogonal x, y, z. Consideremos una fun-
cién f(x, y,z). Por la férmula (12.1) tenemos

of

grad f(x, y.z) = gé grad x + % grad y + 3z grad s
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Pero se deduce de (13.2) que
gradx =i, grady = j, gradz = k (14.1)

y luego reemplazando

_ o, of, af -
grad[_é;z-i-gg]-{-é;k (14.2)

Si se introduce el operador VV (nabla), definido por

_ .0 . d )
V—-la“x-i-]a—y-i-ka—z (14.3)
la (14.2) se puede escribir simbélicamente
grad f = V f. (14.4)

15. Problemas de maximo y minimo. Si en una posicion P,
del punto P la funcién [(P) es maxima o minima, entonces el grad
es nulo en P;. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo que,
siendo [ maxima en P, el grad f sea diferente de cero. Tormemos
un desplazamiento dP que forme un angulo agudo con grac f. En-
tonces, forzosamente

df = gradf.dP >0

o sea, hay un punto infinitamente préximo a P, tal que, si P va de
B, a ese punto, la funcién [ crece, lo que ec contrario a la hipétesis.
Una demostracién analoga se hace en el caso del minimo.

Una aplicacién interesante del teorema anterior es la resolucién
del siguiente problema de Steiner: dados tres puntos fijos-A, B, C
cualesquiera en el espacio, hallar el punto P tal que la suma de sus
distancias a los tres puntos dados es minima. Llamemos ry, r; y r; esas
distancias, y pongamos

n+n+n=RK.
Se tiene que grad R ha de ser cero. Pero por (13.2)

gradR = AP BP _ CP

r r; I3
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Igualando a cero, queda

AP BP cp

ry r ry

y elevando al cuadrado

1+l+2cosAf3b=l

de donde resulta que cos A/P>B = — ¥ Aﬁ\B = 120°. Lo mismo se
deduce para los otros adngulos. El punto P tiene que ser tal que sus
visuales a los tres puntos dados formen angulo de 120° entre si;
naturalmente, siendo que 120° X 3 = 360°, resulta, en particular, que
P esta en el plano ABC.

16. Rectas normales y planos tangentes a superficies. Sea P
un punto mévil y f(P) una funcién de P. Si el punto P esta obligado a
moverse sobre una superficie ¢, la funcién f(P) es maxima o minima
en correspondencia a esas posicio-
nes de P para las cuales el vector
grad [ es normal a la superficie. En
efecto supongamos, por reduccién
al absurdo, que grad f no sea nor-
mal a ¢ en un punto de maximo
de f(P), y que forme por ejemplo
un angulo agudo con la normal n.
Entonces existe un desplazamiento
dP, tangencial a ¢ y coplanar con
n y grad {, que forma también un
angulo agudo con grad f, resul-
tando

df = gradf-dP > 0

en contradiccién con la hipétesis de maximo. Una demostraciéon ana-
loga vale para el caso de minimo.

Sea una superficie ¢ y sea [(P) una funcion de P que conserva
un valor constante cuando P se mueve como se quiera sobre la su-
perficie. Entonces la normal en tedo punto de la superficie esta diri-

[
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gida segiin el vector grad | en ese punto. En efecto, para todo des-
plazamiento superficial dP, ha de ser f(P) = cte, luego df = 0.
Teniendo dP direccion arbitraria y debiendo ser siempre

grad{ . dP = 0,

grad [ resulta perpendicular a la superficie.

De lo anterior se deduce de inmediato la ecuacion del plano
tangente a una superficie. Sea [(x.y.z) =0 la ecuacién de la
superficie. Por lo que acaba-
mos de decir, el vector grad f es
normal a ella. Tomando el plano
tangente en el punto P y otro
punto M sobre el mismo plano,
resulta

grad f

PM . gradf =0. (16.1)

Si las coordenadas del punto P
genérico de la superficie son x, y, z,
y las del puato M del placo tan-
gente son X. Y, Z la ecuaciébn (16.1) se escribe bajo la for-

ma usual

(X — x)g{- L (Y — y)gg—+ (Z—-z)S—f;: 0. (162)
La ortogonalidad del vector grad f con la superficie f = cte im-
plica que, si llamamos n al vector unitario normal a la superficie
misma, la magnitud de grad f puede expresarse por el producto
escalar grad f - n. Si sobre el vector n, y a empezar de su punto de
aplicacién P sobre la superficie, medimos abscisas n, un desplaza-
miento infinitésimo del punto P siguiendo a la normal resulta

dP = n dn,
de donde despejamos n = dP/dn. Por tanto se puede escribir
__gradf.-dP 9}
gradf - n = T = = (16.3)

o sea que grad [ - n es la derivada normal de la funcion | sobre la
superficie f = cte considerada.
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17. El rotacional. Sea u(P) un vector funcién del punto P. Si
P sufre un desplazamiento dP, sea du el incremento correspondiente
del vector u, y para otro desplazamiento 8P sea §u el incremento.
Llamase rotacional de u y se escribe rot u, el vector cuyo producto
escalar por el producto cruzado dP X 8P da como resultado la dife-
rencia du - SP —§u . dP, o sea

rotu - (dP X 8P)=du . QP —SQu . dP: (17.1)

El vector rotacional asi definido es iinico. En efecto, si hubiera otro
vector a diferente que satisficiera (17.1), entonces restando obten-
driamos

(rotu—a) . (dP X 8P)=0.

El vector dP x 8P tiene direccién arbitraria. Por lo tanto el vector
(rota — u), de no ser nulo, debiera ser perpendicular a todo vec-
tor del espacio, lo que es absurdo.

De la definicién (17.1) resulta inmediatamente que, si un vector u
es constante, su rotacional es nulo (por ser entonces du = du = 0).
También, siendo la diferencial de una suma igual a la suma de las
diferenciales, lo mismo pasa con el rotacional:

rot (u + w) = rot u 4 rot w. (17.2)

18. Primeras propiedades del rotacional. Se tiene
du . 8P — 8u . dP = d(u - 8P) — §(u - dP), (18.1)
por ser d8P = &dP. Por tanto, si reemplazamos en (17.1), tenemos
rotu - (dP X 8P)=d(u - 8P)—§(u - dP). (18.2)

Ahora, supongamos que u sea el gradiente de una funcién numé-
rica [:

uw = grad f.
Entonces resulta de (18.2)
rotgrad f - (dP X 8P) = d(grad f - 8P) — §(grad [ . dP)
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y recordando la definicién (11.1)
rotgrad f . (dP X 8P) = d(8f) — 8(df) = 0.
De aqui, dada la arbitrariedad del producto dP X 8P, resulta que
rotgrad f = 0, (18.3)

o sea el rotacional de un gradiente es siempre nulo.
Calculemos ahora el rotacional del producto de una funcidn es-
calar m por un vector u. Aplicando la férmula (17.1), tenemos

rot (mu) . (dP X 8P) =
=(mdu +dmu) - 8P —(m3u 4 Smu) . dP =
=m(du -8P ~8u . dP)+ u . (dm8P —8mdP). (18.4)

Pero tenemos
u.(dm8P —8mdP)=u -[(gradm . dP)8P — (grad m . §P)dP]
y esto, recordando la férmula (5.2), se puede escribir
u.(dm8P — §mdP)=u . [grad m X (8P X dP)],
o también por (5.1)

u. (dm8P —8mdP)=(8P X dP) . (ux grad m) =
=(dP X 8P) . (grad m X u). (18.5)

Reemplazando las expresic;nes (17.1) y (18.5) en (18.4), resulta

rot (mu) . (dP X 8P)= mrotu . (dP x 8P) +
+ (dP X 8P) . (grad m X u)

o sea, dada la arbitrariedad del vector dP x 8P,

rotmu = mrotu 4+ grad m X u (18.6)

19. Rotacional de una funcién vectorial compuesta. Si el
vector u es funcién de diferentes variables r. s, ¢. . ., que a su vez son
funciones del punto P, se dice que u es funciébn compuesta del punto
P. En tal caso, aplicando la definicién (17.1), resulta
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rot u - (dPxBP):( g" dr + g“ ds + | ).sp_

au. du _ Ou
(a L +...)-dP_—aT-(dr6P—8rdP)+

+-38 (dsBP—8sdP) + ... (19.1)
Pero se tiene por ejemplo, analogamente a (18.5),
% . (dr&P — 5rdP) = (dP X BP) . (gradr X g_‘r‘)

y reemplazando en (19.1),
rotu - (dP X 8P) =

du du
=(dP X 8P) . [gradr X3+ grad s x3—§+ ]
Luego, dada la arbitrariedad de dP X 8P,

rotu(r,s,. )_gradrxg +gradsxg +...](19.2)

20. Expresion cartesiana del rotacional, Si se toman como va-
riables independientes las coordenadas cartesianas x, y, z, se obtiene
en particular

rot u (xyz)_gradxxg +gradyxg +gradzxg—

., ou . du Ju
—1X5§+]Xa +kxaz
O sea

rotu—_—a%c(i u)+ (,xu)+—(kxu) (20.1)

Reemplazando u por su expresién (2.1), queda la conocida f6rmula

—(8% _ 8w,  (Bu  3u.). ﬂ_aux)
’°“‘—(ay - az)'+(6z 6x)’+(3x dy k

(20.2)
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que, empleando el operador V definido por (14.3) y recordando la
expresién (4.2) del producto vectorial, puede escribirse simbélica-
mente

rotu =V Xu. (20.3)

21. La divergencia. Dado un vector u funcién del punto P, su
divergencia div u es el escalar que, si se dan al punto P tres despla-
zamientos infinitésimos no coplanares arbitrarios dP, 8P, P, para los
cuales u adquiera los incrementos du, 8u, 3u respectivamente, satis-
face la identidad

divu(dP . SP X BP) =
=du-8P X OP + Su - OP X dP + 3u - dP X SP

(21.1)

La divergencia asi definida es anica. En efecto, si hubiera otro es-
calar f que cumpliera con la relacién (21.1), restando miembro a
miembro se obtendria

(divu— f) (dP - SP X BP) = 0.

El factor dP - 8P X OP es un escalar no nulo; por tanto el escalar
(divu—f) ha de ser nulo, lo que esta en contradiccién con la hipé-
tesis de que f sea distinto de div u.

Se ve de inmediato por (21.1) que, si u = cte, entonces divu =0;
en efecto, entonces seran nulas las diferenciales du, u y du. Tam-
bién, tomando en cuenta la propiedad de que d(u + v) = du + dv,
resulta de inmediato que

div(s + v)=divu + divo. (21.2)
Vamos a comprobar ahora que, si m es un escalar cualquiera,
div(mu) = mdivu + grad m - u. (21.3)
En efecto, se tiene por (21.1)
div (mu) (dP . 8P X OP)=(mdu + dmu) - 8P x 6P +
+ (m8u + 5mu) - OP X dP + (mdu + dmu) . dP X SP =

e
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=m(du - 8P X OP 4 8u - OP X dP + du . dP X 8P) +
+(grad m - dP) (u - 8P X OP) 4 (grad m - 8P) (u - OP X dP) +
+(gradm . OP) (u . dP X 8P)= mdivu - (dP - QP X OP) +
4+ gradm . [dP(u - SP X OP) + 8P(u - OP X dP) +
+ OP(u - dP X 8P)]
y recordando (5.8)
div(mu) (dP . SP x OP) =

= mdivu(dP . 8P X OP) 4 gradm . u(dP . QP X OP).
Por no ser nulo el factor dP . 8P X 9P, sigue la relacién (21.3).

22. Divergencia de una funcién vectorial compuesta. Siu =
=u(r. s t...), aplicando la definicién de divergencia (21.1), se

tiene

divu(dP . 8P X BP):(%L:dr+%L:ds + ...)-spxop+

du du ‘
+(3?8r+$85+...) - OP X dP +

+(%’—:ar+gis‘as+ ...)-dPxBP:
:%Lr‘. [(gradr - dP) (8P X OP) +(grad r - SP) (0P X dP) +
+(grad s - OP) (dP X SP)]+ o [(grads - dP) (8P X OP) +
+ (grads . 8P) (0P X dP) 4 (grads - OP){dP X 8P)] + ...

y por (5.7)
divu(dP - 8P X OP) = —g‘r‘— (dP - 8P X OP)grad r +
+%s‘i. (dP . 8P X OP)grads + . ..

Por no ser nulo el factor dP - 8P X OP, sigue la férmula

. d d
dlvu(r,s,...)=gradr-5l;‘+grads-5§+ o] (221)
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que permite calcular la divergencia de una funcién vectorial com-
puesta,

23. Expresion cartesiana de la divergencia. Sitomamos como
variables independientes las coordenadas cartesianas x, y, z, obtene-
mos en particular

. _ du du u
divu(x,y,z) = grad x . 3% + grady - 3y + grad z - 3 =

_g . dw L w9 03
—l‘ax+]ay+k'az—ax("u)+ay(]'u)+a—z(k'u)'

de donde, expresando u de acuerdo con (2.1),

dou, du, du,
ax T dy + 9z

divu.= (23.1)

Esta expresién, introduciendo el operador ¥V definido por (14.3), y
recordando el desarrollo (3.1) del producto escalar, puede ser es-

crita simbdélicamente
dive =V . u. (23.2)

24. Operadores diferenciales compuestos. Las definiciones
(11.1), (17.1) y (21.1) de los operadores diferenciales gradiente.
rotacional y divergencia se apoyan en la posibilidad de realizar uno,
dos y tres desplazamientos puntuales infinitésimos arbitrarios inde-
pendientes entre si. En el espacio de tres dimensiones no es posible
efectuar mas; por tanto, la produccion de operadores de este tipo
queda agotada con los tres sefialados. Es interesante también obser-
var que el gradiente es entre ellos el que aplicado a un escalar da
un vector, el rotacional, el que aplicado a un vector da un vector y la
divergencia el que aplicado a un vector da un escalar.

Al querer ahora estudiar operadores diferenciales compuestos
por dos de los anteriores, vemos que, por lo que acabamos de decir,
no tienen ningun significado las expresiones grad grad f, grad rot u,
rot div u, div div u. Quedan los siguientes operadores

_— grad divu

rot grad | rot rot u
div grad | div rot u -
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El primero, rot grad f, es nulo por (18.3):

rot grad f = 0 (24.1)

Se tiene también, cualquiera que sea el vector u

i_div rotu =0 (24.2)
como se comprueba de inmediato por ser, de acuerdo con (20.2) y
(23.1),
- _ 8 (8u GL) 6(115___3&_)
d‘”°“‘“ax<ay‘ 9z +6_y 0z ax ) T
d ( du, du, \ _
t % (—é; - —agr) =0
Ahora analicemos el operador div grad f. Se tiene
. .. [of of . 8[ )
dwgrad[_dtv(a—l+ "+82
2 2 2

El operador

R
2 .
Vi=ga T T a2 (24.4)

que puede considerarse el producto escalar simbélico V - V, estando
V definido por (14.3), se llama operador de Laplace (o laplaciano).
Podemos escribir la relacién (24.3) bajo la forma

divgrad f = Vf (24.5)

y expresarla diciendo que la divergencia del gradiente de [ es el lapla-
ciano de f. Si ponemos u = grad f en la férmula (21.1), recordando
que d(8P X OP) + §(OP x dP) + 0(dP X 8P) = 0, obtenemos la
expresion

+ S8(grad f . OP X dP) + d(grad f . dP X &P)]
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que fue encontrada (en forma no vectorial) por Lamé, a través de
un calculo muy laborioso.

Una aplicacién interesante de la férmula (24.5) se tiene al calcu-
lar el laplaciano del producto de dos funciones [ y g. Recordando la
(12.2), resulta

Vi(fg) = div grad (fg) = div (g grad | + f grad g),
y luego por (21.3) y (24.5)

Vi(fg) =gV} + [V + 2grad| . gradg (24.7)

Los operadores grad divu y rotrot u no tienen interpretacion
sencilla si se toman por separado, pero si la tiene su diferencia. En
efecto resulta, como es facil comprobar,

grad divu — rotrotu = Vu (24.8)

entendiéndose con V?u (laplaciano del vector u) el vector

Vi =iV, + jVu, + k Vi, (24.9)

25. La ecuacion de Laplace. Consideremos el campo formado
por vectores u(P) definidos para todos los puntos P de cierta regién
del espacio. Si es posible encontrar una funcién escalar f(P) tal que
en todo punto

u = grad [,

se dice que [ es el potencial del campo vectorial u. En muchas teo-
rias fisicas aparecen campos vectoriales de tipo solenoidal, o sea tales
que la divergencia del vector del campo es nula en cada punto; si un
campo solenoidal posee potencial, entonces resulta en todo el campo,

por (24.5),

Vi =0 (25.1)

La ecuacién (25.1) se suele llamar ecuacién de Laplace; por tanto
el resultado anterior puede expresarse diciendo que el potencial de
un campo solenoidal tiene que satisfacer la ecuacion de Laplace.
Ejemplos de campos de este tipo son el campo de fuerzas creado
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por la atraccién newtoniana y el campo de velocidades de un fluido
perfecto en movimiento irrotacional. Un potencial que satisface la
(25.1) se llama a veces potencial newtoniano.

Las funciones f uniformes (o sea de un solo valor), finitas y
continuas con sus derivadas primeras y segundas que satisfacen la
ecuacién de Laplace se llaman funciones arménicas. Por lo que aca-
bamos de decir, la teoria del potencial de los campos solenoidales
coincide esencialmente con la teoria de las funciones arménicas.

Un ejemplo importante de funcién arménica en el espacio lo te-
nemos en la funcién

=1 (25.2)

donde, siendo O un punto fijo.y P un punto mévil en el espacio,
r representa la distancia OP. En efecto, recordando las relaciones
(24.5), (12.1), (13.2) y (21.3), tenemos

\72-1— = diV grad—]—-: div —:qr,ak— = — diV —(—)Ji =
r r re r

— —-;gdiVOP—graer}-Ol'.
Pero se tiene por (21.1)
div OP (dP . &P X 6P) —
=dOP .GP X OP + §OP . OP X dP + YOP . dP X SP =
=dP .QP X OP + GP . OP X dP + 6P . dP x SP —
= 3(dP . SP X OP)

Yy por tanto

div OP = 3. (25.3)
Ademas '
1 3 .3 0P 3
gradF= —-}Tgradr: _?_[—: ——-;S-OP.

. 2 1
Reemplazando en la expresion de V2 —, resulta
.

1 3 3 3 3
2 — —
\V/ - =54+ --0P .0P = — +r5~.r

2
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0 sea que

VL}:O (25.4)

como queriamos comprobar.

26. Polinomios armoénicos homogéneos. Acabamos de ver que
la funcién 1/r es arménica. Consideremos ahora las derivadas par-
ciales sucesivas de esta funcion con respecto a x, y, z, siendo éstas
las coordenadas cartesianas de P con respecto a un sistema con
centro en O. Tenemos

a(l/r) _ a(l/t‘) &_(_l)i\/mq?=

ox ~  9r ox 7 )ax

e

y analogamente

e/ oy /) 2z
dy - o’ 9z - 9
Pasando a las derivadas segundas, resulta
#(1/r) 8 x _ P=33r 4332 22—y 7
axt T T axo T r - IS - r
ey 8 x_ 3xy
axdy ~—  dyr~ T 5

y férmulas analogas para las deméas derivadas segundas. Los nume-
radores de las derivadas anteriores son los siguientes polinomios de
19 y 2¢ grado:

—x —y —z
22—y 22, 2p—22—x?, 22-—-x'—y.
3xy 3yz 3xz

El analisis de las derivadas terceras lleva a polinomios de tercer
grado, divididos entre r’, y asi sucesivamente. Todos los polinomios
asi obtenidos son homogéneos y su grado de homogeneidad es n(*).

(") Se dice que f(x,y,z) es una funcién homogénea con grado de ho-
mogeneidad k en las variables x,y,z, cuando f(tx,ty, tz) = ¢ f(x.y, z). Para
una funcién de este tipo vale el teorema de Euler: OP . grad f = kf.
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Si indicamos con P,(x, y, z) uno de estos polinomios y con D"(1/r)
la derivada de orden n que lo engendra, podemos escribir

1 b,
Dr— =34 (26.1)

De aqui se deduce en particular que D*(1/r) es también una fun-
cién homogénea, y que su grado de homogeneidad es n— (2n41) =
=—(n+41), y aplicando a D"*(1/r) el teorema de Euler sobre fun-
ciones homogéneas, resulta

OP . grad D" - = — (n + 1)0".1_. (26.2)

Las funciones P,/r***! son evidentemente arménicas en cuanto
son, por (26.1), derivadas de la funcién arménica 1/r:

\72(D~ 17) - D"( \72’7) -0, (26.3)

Queremos comprobar que también los polinomios P,(x, y. z) son ar-
monicos. Tenemos, recordando las férmulas (26.1) y (24.7),

vz pn —_ vz(rbul Dn ‘}‘_) — Du__l_ vZ r2u4l + anel vz Dn%_ +

r

+ 2 grad r**! . grad D"—i—. (26.4)

Ademas se tiene por (12.1) y (13.2)

grad ! = (2n 4 1) gradr = (2n + 1) OP
y por (26.2)
grad ~2*+! . grad Dn% = (2n + 1)r» ' OP . grad D"%- =

— _(n 1) (20 4 1) D'f}. (26.5)

También .
Vil = divgrad 2! = (2n 4 1) div (/' OP),
de donde, por (21.3) y (25.3)

Vit == (2n 4 1) [*-'div OP + grad /"' . OP]
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= (2n 4+ 1) 3 4 (20 — 1) 222 oP]

=(2n 4+ 1) [3>1 4+ (2n — 1) P21] =
=(2n+ 1) (2n 4 2) 2!

O sea

Vil =2(2n 4+ 1) (n 4 1) 21 (26.6)

Reemplazando en (26.4) las expresiones (26.3), (26.5) y (26.6),
resulta que V2D, = 0, como queriamos comprobar,

También es posible demostrar que los polinomios P, que aca-
bamos de definir son los inicos polinomios armdnicos homogéneos
posibles, o sea que cualquier otro polinomio homogéneo que sea
arménico ha de ser uno de los P,, eventualmente multiplicado por
un factor constante.
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III. FORMULAS INTEGRALES Y FUNCIONES ARMONICAS

27. Coordenadas curvilineas. Si referimos los puntos del espa-
cio a un sistema de ejes cartesianos ortogonales x, y, z, entonces
un punto Py(xo, yo. 20) puede considerarse obtenido por la inter-
seccion mutua de los tres planos x = x5, y = yo, 2 = 2y, Que se cor-
tan en angulo recto en P, En general, podemos imaginar llenado
el espacio por tres familias compuestas de planos paralelos entre si:
la de los x = cte, la de los y = cte y la de los z = cte; por cada
punto pasa uno y tan sélo un plano de cada familia, cortandose los
tres ortogonalmente. La interseccién de un plano y = cte con uno
z = cte es una recta sobre la cual s6lo varia la variable x, y asi
analogamente sobre la interseccién de un plano z = cte con uno
x = cte sblo varia la y, y sobre la interseccién de un plano x = cte
con uno y = cte sdlo varia la z.

Imaginemos ahora que todos estos planos sean deformables,
pudiendo encorvarse y extenderse o encogerse, pero de modo que
cada familia siga llenando, sin huecos ni sobreposiciones, todo el
espacio. Al efectuarse la deforma-
cioén, los planos se transformaran
en tres familias de superficies cur-
vas; por cada punto del espacio
seguira pasando una superficie
de cada familia, pero sin cortarse
ya necesariamente las tres en an-
gulo recto. Introduciremos tres pa-
rametros r, s, t de modo que sean
r —= cte, s = cte, t = cte respec-
tivamente las ecuaciones de las
tres familias. Una s = cte cortara
a una ¢ = cte segun una curva so-
bre la cual sblo r es variable, y asi
analogamente sobre una curva in-
terseccion de una superficie r = cte

con una t = cte varia s y sobre una curva interseccién de una su-
perficie r = cte con una s = cte varia ¢. Las r, s, ¢ constituyen un
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sistema triple de coordenadas curvilineas en el espacio, pudiendo
todo punto P identificarse por los valores de r, s, ¢ que le corres-
ponden. A veces es util asociar al punto P, en lugar de las super-
ficies coordenadas que se cruzan en él, los tres vectores unitarios
normales a las mismas n,, n, n, Estos vectores estan ligados a los
gradientes de r, s, ¢ por las relaciones (ver N° 16)

grad r = |grad r| n,, grad s=|grad s| n,, grad t=|grad ¢|n,. (27.1)

28. Coordenadas cilindricas y esféricas. Tomemos en el espa-
cio un eje rectilineo x con un origen O, y un plano fijo w, por él.
Todo punto P del espacio puede localizarse, una vez trazada la
perpendicular PQ al eje x, por medio de la abscisa x del punto Q,
la distancia p = PQ y el angulo ¢ que el plano = que proyecta P
desde el eje x forma con el plano fije m: x, p, ¢ son las coordenadas
cilindricas de P. Las superfi-
cies coordenadas en este caso
son: las x = cte, planos nor-
males al eje x, las p = cte,
cilindros coaxiales con el eje
x y las ¢ = cte, planos que
pasan por dicho eje. Los vec-
tores

QP

grad x =i, gradp:T

son evidentemente unitarios. Por otro lado, si el plano n sufre un
desplazamiento infinitésimo d¢, el médulo del desplazamiento dP
normal al plano mismo es !dP!|= pdp, y luego resulta

|dP|

grado - dP = dop =

pero dP y grad ¢ son paraleios, 'y por tanto el médulo de grad ¢
tiene que ser 1/p. Llamados n,, np, ny los vectores unitarios nor-
males a las superficies coordenadas, las férmulas (27.1) se hacen
ahora

gradx = n,, gradp = np, gradq;:%—n,,. (28.1;
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Las coordenadas esféricas r, 0, ¢ se definen a partir de un origen
O sobre el eje x, midiendo la distancia r = OP, el angulo § que OP
forma con el eje x y el angulo @, definido como para las coordenadas
cilindricas. Asi las superficies
r = cte son esferas con cen-
tro en O, las § = cte conos
con vértice en O y eje el eje
x, las ¢ = cte planos por el
mismo eje. Con razonamien-
to parecido al de antes se
concluye que ahora

: 1 1
gradr = n, gradf = — e, grad ¢ = Tseng ™ (28.2)

Como aplicacién, queremos expresar por medio de estas coorde-
nadas el laplaciano de una funcion f. Admitiendo primeramente que
tenemos en coordenadas cilindricas

[=FHx 0. 9).

los vectores dP, 8P, 8P de la formula de Lamé (24.6) pueden
escribirse

dP = n.dx, 8P =n,dp. OP = ny(pdo)

y siendo los tres ortogonales entre si, por ser tales las superficies
coordenadas, resulta

8P X OP =pn,dpdgp, OP X dP = pn,d¢dx,
dP X SP = ngodxdp, dP -GQP X ®P = pdxdpdep.

Siendo ademas por (16.3)

dgradf.n,‘zd—az%, 59radf-np=5%,

dgrad f . ny :i};——‘—,

la (24.6) se hace
Vi G () 5 ()]
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o sea, desarrollando los calculos y simplificando,

y_Of O 1of 1 3
vf—' axz + ap pap+92 a—tpf (28'3)

féormula que expresa el laplaciano en coordenadas cilindricas.

En coordenadas esféricas sea
[ = [0 0).
Tendremos

dP = n,dr, QP = n,(rdd), OP = ny(rsenbdo)
SP X OP = r?senfn,dddp, OP X dP = rsenfOn,dodr
dP X 8P = rnydrdd, dP . 8P X OP = 2 sen 0 drdf do

.y ademas por (16.3)

_ gof of
dgradf—n,_d,a—r, dgradf - no = 8§ —~ 25

dgradf .- ny = ar_;é;l—egc—p'

de donde resulta por la férmula de Lamé (24.6)

Vi ._; lne[ 9 <r seneaf)+ ae<se“9§£)+a¢ (seile gﬁ’)]

desarrollando los calculos y simplificando, se obtiene la expresion
del laplaciano en coordenadas esféricas

s - Of 2 df 1 9. of 1 f
VI= G T e tesnn oo\ Vae) T rseny g

(28.4)

29. Teorema de la integral del rotacional. Consideremos una
porcion de superficie S abierta u horadada, limitada por una linea L.
Supongamos que la superficie S sea una superficie coordenada
t = cte. Entonces sobre ella se tendrd un sistema de coorde-
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nadas curvilineas r, s, dispuestas de modo tal que las dos familias
de lineas r = cte, s = cte la cubren por completo, correspondiendo
a cada punto P de la superficie un par bien determinado de valores
de r y s. En particular, supongamos que se han escogido las coorde-
nadas de manera tal que el contor-
no L esté compuesto por dos arcos
r=r, r=r, y por dos arcos
s=35;, §=5. Si 8P representa
un desplazamiento infinitésimo del
punto P siguiendo la tangente a la
curva r = cte que pasa por él, dP
un desplazamiento infinitésimo si-
guiendo la tangente a la s = cte, y
n el vector unitario normal a la
superficie S en P, entonces

dPxSP:ndS

habiendo indicado con dS el area del rectangulo elemental de lados
dP y 8P. Por tanto, recordando la definicién (17.1) y la relacién
(18.1), resulta para cualquier vector u funcién de P.

Lrotu-ndS: Lrotu- (dP X 8P) =

= Ldu . SP—LSu . dP = Ld(u . 8P) _LS(“ . dP)

y luego
 rotu.nds= 5 j .a% (u - 8P)dr~5: Xa% (u . dP)ds =

=[f w-mp] 4 [[Tu-op] +[f uap] +[[ u-ar],

1

Pero esta altima suma representa la integral de u - dP extendida a
todo el contorno L. Concluyendo, resulta

L rotu.nd3=§Lu.dP (29.1)
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Esta férmula expresa el teorema de la integral del rotacional, o de
Stokes. En vista de la arbitrariedad que se tiene en la eleccién de las
coordenadas curvilineas, la demostracién vale evidentemente cual-
quiera que sea el contorno L.

Una aplicacién importante del teorema del rotacional se tiene
cuando el 4rea S es plana. En tal caso, tomadas sobre el plano coor-
denadas cartesianas ortogonales x, y, y la coordenada z normal a él,
se tiene n = k y dP = dxi + dy j. Por tanto, introduciendo en la
formula (29.1) el vector bidimensional

u= ll,l' + u, j 4
se obtiene

; ou, Jdu, L
J. (‘a‘x— _ '3‘;‘) dedy = ¢ (uds + udy) | (292)

siendo L el contorno plano que encierra S. Esta férmula sera de
gran utilidad en lo sucesivo.

30. Teorema de la integral de la divergencta. Consideremos
ahora, dentro del campo vectorial del vector variable u(P), un
volumen V limitado por una superficie cerrada S. Establezcamos
un sistema de coordenadas curvi-
lineas r, s, £, de tal manera que
la superficie S resulte compuesta
por superficies r = cte, s = cte
y t = cte. Mas concretamente,
supongamos que, en el interior
del volumen V, r varie entre los
valores r; y r;, s entre s; y' s; y ¢
entre f; y t;, adquiriendo estos
valores extremos sobre el con-
torno.

Ya que por cada punto P del
espacio pasa una curva sobre la
cual varia sélo r (que llamaremos curva r), una sobre la cual varia
s6lo s (curva s) y otra sobre la cual varia sélo ¢t (curva t), curvas
que son las intersecciones de dos en dos de las superficies r = cte,
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s = cte, t = cte que se cruzan en P, demos a P tres desplazamientos
infinitésimos tangentes a dichas curvas, llamando dP el tangente a
la curva r QP el tangente a la s y OP el tangente a la ¢. Sabemos
que la divergencia de u satisface la ecuacién (21.1)

divu(dP - 8P X OP) = du - 8P X OP +
+3u.9P x dP + du - dP x 8SP.

El producto mixto dP - SP X OP representa ahora el volumen dV
del paralelepipedo curvo infinitésimo con caras formadas por ele-
mentos de las superficies r = cte, s = cte y ¢t = cte que pasan por P,
mientras que el producto 3P X OP representa el vector n, dS,, obte-
nido multiplicando el elemento dS, de la superficie r = cte por el vec-
tor unitario normal a ella n,, y analogamente tendremos OP X dP =
= n,dS,, dP X 8P = n,dS,. Reemplazado en la ecuacién anterior e
integrando sobre todo el volumen V, tenemos

[ divadv = du . n,ds, +Sv8u - n,dS, + [ du - ndS,. (30.1)

Pero el vector n,, normal a una superficie r = cte, es funcién de
sy t, y no de r; de modo que se puede escribir du - n, = d(u - n,),
y luego

SV du - n,dS, = SV d(u - n,)dS, = L[S: d(u - n,)]dS, =

= 5 (u - n,:)dS,—S (u - n,)dS,. (3C.2)
S,

Sr,

Ahora, los vectores n, y n,,, normales a las caras r=rnyr=n
de la superficie S, estan orientados ambos en el mismo sentido, re-
sultando el n, hacia el interior del volumen V' y el n, hacia el
exterior. Si convenimos, como es corriente, considerar el vector n
normal a S orientado positivamente cuando esta dirigido hacia el
interior de V, entonces n,, resulta orientado al contrario que el vec-
tor n sobre la superficie r = r,. Tomando en cuenta este hecho, reem-
plazando en (30.1) los desarrollos (30.2) y los anilogos que se
obtienen para las otras integrales, y observando que las superficies
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Sev S Ssp S, Sty Sy, cubren
totalmente la frontera S, obtene-
mos por fin

[ diveav = 0 u.nds
JV

‘s

(30.3)

que expresa el teorema de la inte-
gral de la divergencia., o teorema
de Gauss.

31. Teoremas derivados del teorema de Gauss. Aplicando el
teorema de Gauss a los vectores u,i, u,i, u,i respectivamente, ob-
tenemos

du, ) du .
SV = dV:—Lux (i - n)dS, SV“‘ax’"dV - Lu, (i - n)dS.
[ Pqv = ] (i n)ds (31.1)
vooox -S

Pero
uxi+ qu+ uzk= u,

du, . du, . du, , Jdu
ax Pt It e k=g

Por tanto, multiplicando las igualdades (31.1) la primera por i, la
segunda por j y la tercera por k y sumando, resuita
Ju .
e dV = — . . .
), 5 d Lu(l n)ds (31.2)
Analogamente, aplicando el teorema de Gauss a los vectores v,j,
vyj, vj y después a los vectores w.k, w,k. wk, se tiene

dv £ (s dw
f. S dV =—[v(i-n)ds. _{v.&_dv =—{ w(k . n)ds.(313)




30-31] FORMULAS INTEGRALES Y FUNCIONES ARMONICAS 37

Sea ahora a(n) el resultado de aplicar al vector n = n,i + n, j +
+nk=(n.i)i+(n.j)j+(n.Ek)k la homografia vectorial q;
tendremos por (9.1)

aln)=al[(i-n)i+(j-n)j+(k-n)k]=
=(i-m)ali)+(j - n)alj)+ (k- -n)alk). (31.4)
Asi, si ponemos en (31.2) y (31.3)
u=uo(i). v=al(j), w=ualk)

y sumamos miembro a miembro, recordando (31.4). obtenemos

S‘_ [aaéii) +aaé(y]) +aaa(zk)]dV:——Ss a(n)dS {(31.5)

formula que constituye una extension del teorema de Gauss a las
homografias vectoriales.

Por otro lado, aplicando el teorema de la divergencia (30.3)
sucesivamente a los vectores [i; }j. fk. siendo f un escalar arbitrario,
se obtiene

. of e . ¢ of [ e(s
5‘.5:\761‘/:#.\5}(".")(&' jvé—ng:——Jsf(]-n)dS,

j Qidvz_‘j F(k - n)dS.

vaZ s

Multiplicando la primera igualdad per i, la sequnda por j v la ter-
cera por k y sumando, resulta

jvgradfdvz—_jsfnds (31.6)

Esta formula expresa el teorema de la integral del gradiente, o de
Green.

Finalmente, si ponemos
u = grad f
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siendo [ una funcién escalar, y recordamos que divgrad f = V¥ y
que grad { - n = 9f/9n (foérmulas (24.5) y (16.3)), el teorema de
Gauss (30.3) da

_ af
SVV’[dV._——J(sg;IdS (31.7)

identidad muy importante. que liga entre si el laplaciano de la fun-
cién [ dentro del volumen V y su derivada normal sobre la super-
ficie frontera S.

32. Férmulas fundamentales de Green. Consideremos ahora

el vector
u=fgradg

siendo f y g dos funciones escalares. Por (21.3) y (24.5) se tiene
dive = fdivgradg + gradf - gradg = [V?g 4 grad | - grad g,

y reemplazando en (30.3) tomando en cuenta (16.3),

[ (F Vg +gradf gradg)av = — f%%ds (32.1)

que es la primera férmula fundamental de Green. Esta puede es-
cribirse

_ ag
2 —_ . V..
L[V gdV = L[ 3 ds Svgradf grad gdV.
Analogamente intercambiando las funciones [ y g se tiene
[ ]
2 = 9 . Vv
SygV[dV = Lg 3 ds gvgradg grad f d

y restando miembro a miembro

[, tVig—gvipav = — (f gf _gg_}:)ds (32.2)

segunda formula fundamental de Green.

i ad
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Dos identidades caracteristicas de funciones armoénicas definidas
en el volumen V encerrado por una superficie S. se deducen de las
(31.7) y (32.2). De la primera resulta

[ A gs=0 [siVy=0] (32.3)
s 0On
y de la segunda

J( (f ag—-——g—gﬁ—)dszo [si V¥ = Vg = 0]. (324)

s \' on

33. Expresion de una funcién conociéndose su laplaciano
en un volumen dado y valores de frontera. Si suponemos que en
la formula (32.2) f sea una funcién regular arbitraria y g sea la fun-
cién 1/r, obtenemos una férmula de gran importancia, que permite
determinar el valor de una funcién regular en un campo en un punto
cualquiera de ¢l, conociéndose el laplaciano de la funcién en el inte-
rior del campo y los valores que adquieren sobre la superficie fron-
tera la funcién y su derivada normal a la superficie misma.

Sea V el campo y S la superficie que lo eancierra, O un punto
fijo y P un punto mévil, ambos pertenecientes a V. Si la distancia
OP es r, la funcién g = 1/r se vuelve infinitamente grande en O.
Excluiremos el punto O por medio
de una esferita con centro en O y
radio R, y llamaremos X la super-
ficie de dicha esferita y W el vo-
lumen encerrado en ella. Entonces
la funciéon g es regular en todo el
campo V — W, campo que resul-
ta limitado exteriormente por la
superficie S e interiormente por
la . Recordaremos ademas que,
como se demostré en el No. 25, la
funcién g = 1/r es arménica. Asi,
aplicando la segunda férmula fundamental de Green en el volumen
V — W, cuya frontera exterior es la superficie S y cuya frontera
interior es la X, obtenemos
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fog7 ViV ={ (25— 22 )as +
+jz (f a(;’{r) ——l— gﬁ )d}:. (33.1)

Por otro lado, indicandose con f, el valor que la funcién f adquiere
en O y observando que sobre la superficie de la esfera se tiene
r = Ry que, coincidiendo aili las direcciones radial y normal, resulta
d/0n = 9/9r, la dltima integral se hace

RE R A R R
=—gaf Ut +E1a— | L ax -

1 1 1
=—p| (=L dE— b - 4R — | g,
Reemplazando en (33.1) y poniendo dX = R?*da (da se llama el

dngulo sélido bajo el cual se ve desde A el elemento superficial dX),
obtenemos

[ iVZfdv=js (f o(l/e) 1 g,{ )ds_j:”(f_fo)da—

vew f on r

_41tfo—Rj;”—aa£da.

Si ahora reducimos la esferita £ haciéndola tender al punto O, con
lo que el volumen W vy el radio R tienden a cero y [ a f,. la dltima
ecuacion resulta en el limite

[ Lotav=] (f—a—(y—'—)-~—~l——gr)d$—4nfo

an r

de donde se obtiene, despejando

b=l J, (2 —E 2 )as — [ L v av] | (332)

=~ 4x on r

Esta es la [érmula de Green, que expresa el valor [, de la funcién f
en un punto cualquiera O interior al campo V, conociendo el V[ en
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V y [ y su derivada normal 3f /dn sobre S. Nétese que r representa
las distancias a los puntos P medidas desde el punto O que se con-
sidera, y por tanto varia al cambiar el punto O.

34. Propiedades de las funciones armoénicas tridimensio-
nales. Supongamos ahora que [ sea una funcién arménica. Enton-
ces la férmula de Green (33.2) se hace

R L E)s] e

y manifiesta que los valores que una funcién armonica adquiere den-
tro de un campo, estan totalmente definidos en cuanto se conozca a
la funcion y a su derivada normal sobre la frontera del campo.

Si hacemos f = 1 en la ecuacién (34.1), obtenemos

a(l/r) _
J, S5ds = 4n. (34.2)
Pero si recordamos que 1/r es arménica y le aplicamos la (32.3),
obtenemos

a(l/r)
[ AU/ 45—, (34.3)
férmula que parece en contradiccién con la anterior. La explicacion
de esta contradiccién aparente esta en que la férmula (34.3) vale
para el contorno S de un campo que no incluye al punto singular
r =0, y la (34.2) para el contorno de un campo que si lo incluye.
En campos de este altimo tipo la funcién 1/r no es regular donde-
quiera, y por tanto no puede considerarse armdnica (ya que, como
sefialamos en el No. 25, la definicién de funcién arménica implica
entre otras cosas su regularidad).

De la maxima importancia en la teoria del potencial es el teorema
del valor medio de Gauss relativo al valor que una funcién arménica
adquiere en el centro de una esfera. Supongamos que el espacio V
sea una esfera X de radio R y que O sea su centro. Entonces la
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normal interna n a la superficie esta dirigida como el radio, pero en
sentido opuesto, resultando

a(lfe) — a(l/r) 1
on or T
La ecuacién (34.1) se escribe entonces
X ___l_ _1_ ! ___1 8['
lo= 4 [Rzgz[dz R—jzﬁdz}'

Pero la ultima integral es nula por (32.3); por tanto resulta

b= —ﬁlpz- L fdx (34.4)

Esta formula constituye el teorema del valor medio, que puede enun-
ciarse asi: el valor que una funcién arménica adquiere en el centro
de una esfera es el promedio de los valores que ella adquiere sobre la
superficie.

Una consecuencia del teorema de Gauss es la siguiente: una
funcién arménica regular en un espacio V no puede tener ni maximo
ni minimo en el interior de V; sus maximos y minimos estaran sobre
la superficie frontera S, que encierra V. En efecto, supongamos por
reduccién al absurdo que un maximo de la funcién arménica { se en-
cuentre por ejemplo en el punto interior O. Tracemos una esfera de
radio R con centro en O y toda incluida en V, y sea ¥ su superficie.
En todo punto de la superficie de la esfera se tiene por hipotesis

F < [.. y por tanto
[ fdz < - 4R

en contradiccién con (34.4). Analogamente se comprueba la impo-
sibilidad del minimo.

Si una funcién arménica en el interior de un campo V foma un
valor constante sobre toda la superficie frontera S, entonces debera
de tener ese mismo valor en todo el interior de V, ya que de otro
modo tendria en el interior un maximo o un minimo, en contradic-
cién con el teorema anterior. En particular, si la funcién arménica
se anula sobre la frontera, vale cero también en todo el espacio
interior,

s ¥

S
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35. Problemas de Dirichlet y de Neumann. La resolucién de
una ecuacién diferencial del tipo de la de Laplace (25.1) es factible
cuando se dan sulicientes “condiciones de frontera”, que sirven para
determinar los valores de las constantes arbitrarias que resultan en
ia integracién. Las condiciones de frontera pueden ser, segun el pro-
blema que se enfrente, de tipos muy variados, y pueden determinar
tan sélo una o muchas integrales de la ecuacién.

Para la ecuacion de Laplace hay dos tipos usuales de condiciones
de frontera, que dan lugar a los llamados problemas de Dirichlet
y de Neumann. El problema de Dirichlet consiste en determinar una
funcién arménica regular en el interior de un campo V, cuando se
conocen los valores que ella toma sobre el contorno S del campo.
Se demuestra que este problema tiene siempre una y tan sélo una
solucién; vamos a comprobar la unicidad. Supongamos que f,. f, son
dos funciones arménicas que adquieren los mismos valores sobre el
contorno. Entonces la diferencia [, — [, adquiere el valor cero sobre
el contorno, y es armoénica por ser diferencia de dos funciones armé-
nicas. Por lo que acabamos de ver al final del No. 34, f{ — f; ha de
valer cero en todo el campo, luego

f:zfz

en todo V y sobre S. La unicidad de la soluciéon queda asi com-
probada.

El problema de Neumann consiste en determinar una funcién ar-
ménica [, regular en el interior de un campo V, supuesto conocer
los valores de su derivada normal 3f/dn sobre el contorno S. Aqui
también se p sede comprobar la unicidad de la solucion, siempre que se
acepte en este caso que ella incluya una constante aditiva arbitraria,
ya gque el hecho de conocer sobre el contorno no la funcién sino la
derivada de ella, deja a la funcién indeterminada por una constante
aditiva. La comprobacion de la unicidad se efectia asi. Supongamos
tener, a un mismo tiempo, dos funciones f, y f.. arménicas y cuyas
derivadas normales adquieren sobre la superficie S valores iguales.
Entonces la diferencia f, — [; es armonica y tiene derivada normal
nula sobre S. Apliquemos ahora la primera férmula de Green (32.1)
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en la que se tome para f y para g la misma funcién f, —},. Ob-
tenemos

|, (h—E)V(h—F)dV + | [grad (h—[)PaV =

= — | (h—F) o (h— S

La primera y la tercera integral son nulas por lo que acabamos de
decir; ha de ser, luego

grad (,— ) =0
en todo el espacio V, de donde resulta
f, ~— fz = Cte

como se queria comprobar.

Con respecto a la solucién de los dos problemas anteriores cabe
una observacién importante: mientras que en el de Dirichlet los
valores de la funcioén incégnita sobre el contorno pueden asignarse
de manera arbitraria, no pasa lo mismo con los valores de la deri-
vada normal en el problema de Neumann, puesto que hay que ase-
gurarse de que dejen satisfecha la condiciéon (32.3).

36. EIl potencial de masa. A continuacién presentaremos una
aplicacion fisica muy importante de la teoria del potencial. Supon-
gamos que un campo V esté lleno de masa atrayente distribuida en
forma continua, pero con ley variable de un punto a otro, M, del
campo. Si m es la masa, la densidad p(M), en el punto M, esta dada

por la derivada

dm

v (36.1)

p(M) =
calculada en el punto M. Consideremos ahora otro punto P del es-
pacio, exterior al campo V, y que en ¢l se halle concentrada una
masa unitaria. La atraccion newtoniana d4 de la masa dm ubicada
en el punto fijo M, sobre la masa unitaria ubicada en el punto va-




35-36] FORMULAS INTEGRALES Y FUNCIONES ARMONICAS 45

riable P, indicandose con r la distancia MP, se expresa vectorial-
mente (en unidades convenientes) por
dd — _fi_’?_ﬂ’_ __ M M

r r? r

dV =

— o(M) [grad_}-]PdV — [grad _(f’.?ldv.

La atraccién total ejercida por la masa que esta en el campo V sobre
el punto P es

A(P) = gv [grad —9—(¥2-]Pdv = [grad SV g—(i}l—)— dV:lp (36.2)

habiéndose podido permutar la integracion con el gradiente en cuan-
to, por suponerse P exterior a la masa V, p/r resulta finita y con-
tinua. Se llama potencial de la masa atrayente V la funcién

U(P) = [V LACLAP 74 (36.3)

y la relacién (36.2) puede escribirse
A(P) = grad U (P). (36.4)

En el caso en estudio, o sea cuando P esta situado fuera de la masa
V. el potencial LI (P) es una funcién arménica (teorema de Lagran-
ge). En efecto tenemos

v = v | PM) gy
% r
e intercambiando el operador V? con la integral, con la observacién
.de que p ha de considerarse constante con respecto a él, siendo fun-
cién de M y no de P, resulta

Vi = | p(M)V’-:—dV
)

y esta integral es nula por ser 1/r arménica.




b e SR

46 ANALISIS VECTORIAL Y TEORIA DEL POTENCIAL [CAP. i

Supongamos ahora que el pun-
to P sea interno al campo V. Sea
S el contorno de V y sea S’ otra
superficie cerrada, interna a V' y
que incluye el punto P. Sea V' el
volumen encerrado por §’. Parta-
mos de la formula resultante de

(36.2) y (36.4)

grad U = E pgrad——lr—dV.
14

multipliguemos ambos miembros
por el vector unitario n’, normal
interior a la superficie S’ en un punto cualquiera de ella e integre-
mos sobre toda S’. Obtenemos por (16.3)

[ as = [ [f, 20 av]as

s on’ an’
e intercambiando el orden de las integraciones
ou o, _ 9(1/r) ,a
[ 55das =] o[ S5ias]av. (36.5)

s on’

Ahora observemos que la integral extendida al volumen V puede
reemplazarse por otra extendida a todo el espacio (ya que fuera
de V se tiene p = 0). Ademas la integral

S a( 1/'r) dS’
s an

siendo r = mod MP, resulta igual a 41 mientras M esté en el campo
V’. que contiene ¢l punto singular r = 0 (férmula (34.2)) y resulta
igual a cero cuando M esta fuera del campo V’ (férmula (34.3)
aplicada a la funcién 1/r en todo el espacio exterior a V’). Reempla-
zando estos valores en el segundo miembro de la ecuacién (36.5) y
transformando el primer miembro en una integral de volumen por
medio de (31.7). queda

f‘“j VU dV’ = j 4npdV’
v v
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O sea

jw(vzu 4 4mp)dV =0.

Esta relacion debe cumplirse en cualquier volumen V’ interno a V.
por lo que, en todo punto M interno al campo atrayente V, ha de ser

VU = —4np(M) (36.6)

Esta es la célebre férmula de Poisson para el potencial de masa.
Concluyendo, el potencial de masa, que es la funcién definida por
la féormula (36.3), goza de la propiedad fundamental de que su
laplaciano vale cero fuera del campo V, mientras que. en todo punto
M interno al campo, vale — 4n p(M).

37. Teorema de la divergencia y férmulas de Green para el
plano. Queremos ahora exponer las teorias que, en el plano, co-
rresponden a las que acabamos de ver para el espacio. Empezaremos
presentando la férmula analoga
a la de la integral de la diver-
gencia (30.3).

- Consideremos en el plano un
area A limitada por una curva
cerrada L. Tengamos definido, ‘
en todo punto interior y del con- |
torno, un vector

u(P) = u.(x. y)i + u,(x y)j

siendo x, y las coordenadas del
punto P. Consideremos al vector

w(P)=uyi—u,j

normal al anterior. Apliquemos a este ultimo vector el teorema de
Stokes (29.1) extendido al area A, teniendo en cuenta que ahora el
vector unitario normal a la, superficie es el vector k. Resulta

(B Ny pdAa=d w.dp. (371
SA(ax + ay)k ke d —J)Lu
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Sobre una curva plana cerrada se conviene tomar como sentido po-
sitivo de circulacion el que deja a su izquierda el interior del area
contenida en la curva. En estas condiciones, considerado en un pun-
to P’ del contorno L, el desplazamiento infinitésimo dP tangencial a
la curva y el vector unitario normal n dirigido hacia el interior, re-
sulta, como se ve en la figura,

W - dP =u.ndl

siendo dL, médulo de dP, la longitud del elemento de arco del con-
torno. Reemplazando en (37.1) y tomando en cuenta que

. du, du,
divu = T + —517,
se obtiene la férmula
{
E divudA.—_——(}) n - ndl (37.2)
A 2

que expresa el teorema de la divergencia para el plano.
De aqui. poniendo f = f(x, y) y u = grad [, se obtiene la férmuia
analoga a (31.7)
[ 7aa=—4 Lgr. (37.3)
A jo on

Ademas, procediendo-como en el No. 32, consideradas dos funciones
Hx, y) y glx. y). la primera formula fundamental de Green (32.1)
adquiere la forma

[ (/7% + grad [ - grad g)dA = 4 f‘;—ZdL (37.4)
L

v la sequnda (32.2) adquiere la forma

er (tVig —gVif)dA :—(’EL (f gfz’ —gg—,{)dL‘ (37.5)

38. Expresion de una funcion conociéndose su laplaciano en
un drea plana dada y valores de frontera. Son funciones armé-
nicas en el plano las funciones f(x, y) uniformes, finitas y continuas

w3
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con sus derivadas primeras y segundas, que satisfacen la ecuacién
de Laplace en dos dimensiones

9’f Ff _

—-—a—xz— + ‘—2-ay —_— O- (38’1)
, Si consideramos en el plano la distancia r entre un punto fijo O y un
' punto variable P, la funcién 1/r ya no es arménica, pero si lo es la
! funcién

f=lnt=—lnr. (38.2)

En efecto recordando (12.1) tenemos
1 d oP - OP
gradln—r— =—7 (Inr) . gradr:—-r— =

Ahora si x, y son las coordenadas de P con respecto a un sistema
cartesiano con centro en O, resulta
OP  xi+ yj
r2 - xl + y?

y por tanto

1 ) 1 Jd x Jd v
2ln 4 = L .
Viin— = div (gtad In r)_ Erdrart

suma que vale cero por ser

——a— x _ a y _ _x2+y2

ox Xy? —  dy X4y T (P4
Por tanto la funcién —In r es armdnica en el plano, donde se presta
a una utilizacién analoga a la de la funcién 1/r en el espacio.

Pongamos g = — In r en la segunda férmula fundamental (37.3).

Si repetimos el desarrollo efectuado para el caso tridimensional en
el No. 33, reemplazando volimenes por &reas y esfera por circulo,
obtenemos de manera absolutamente parecida la férmula de Green:

io=—2—ln—[(£ el a;‘;’)dL+L1nrv2fdA] (38.3)

R A el e S L et e e e e i e i B e, B 0 e e o . L i . .
i ik s s T S st B e b i i e 0 e AR




50 ANALISIS VECTORIAL Y TEORIA DEL POTENCIAL [CAP. 1]

siendo [, el valor que f adquiere en un punto O cualquiera interno al
area A, de contorno L.

39. Propledades de las funciones armodnicas planas. Si
f(x,y) es una funciébn arménica en el plano, la férmula anterior
toma la forma

1 of ,alnr
fo= | (m: S —p2pt)ar, (39.1)

L

y permite, como la analoga tridimensional, calcular la funcién | en el
punto O interno al area A, conociendo los valores que f y su deri-
vada normal adquieren sobre el contorno L.

Si la figura A es un circulo ¢ de radio R y centro O, entonces
se deduce de la fé6rmula anterior el teorema del valor medio de Gauss

1
= 2am 4, F oo

que, por ser do = Rd0, siendo 0 la anomalia alrededor del centro del
circulo ¢, puede escribirse

2

f,,:%jo fdo (39.2)

o sea. la funcién arménica f toma en el centro del circulo el promedio
de los valores que adquiere sobre la circunferencia. Como en el
No. 34, se deduce de esto que una funcién arménica regular dentro
de un area A no puede tener ni maximo ni minimo en el interior de A,
y que si toma valor constante sobre el contorno, toma ese mismo
valor en todo el interior de A. De aqui resulta que dos funciones
arménicas en cierta area, si toman los mismos valores sobre el con-
torno, coinciden en toda el area.

Aqui nos quedaremos, por ahora, en el estudio de las funciones
arménicas en el plano. Al tratar la teoria de las funciones de variable
compleja, enfocaremos el mismo tema bajo un punto de vista nuevo,
de alcance mucho mayor.



CAPITULO II
FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

I. FUNCIONES MONOGENAS SEGUN CAUCHY Y RIEMANN

40. Numeros complejos. La representacién de los nimeros
complejos por puntos del plano es muy conocida. Tomados dos ejes
cartesianos ortogonales, el uno como eje real, el otro como eje ima-
ginario, el nimero complejo a + ib
queda representado geométrica- i
mente por el punto A, cuya abs-
cisa (sobre el eje real) es a y cuya
ordenada (sobre el eje imagina-
rio) es b. El punto A se llama
indice del numero complejo a + ib;
éste a su vez se llama afijo del
punto A. Si, tomando como eje al
eje real, se introducen coordena-
das polares, entonces el punto A o
resulta definido por su médulo - ——

- eje real
r= Va’+ b’ y por su argumen-
to 0, que se llamaran respectiva-
mente mddulo (o valor absoluto) y argumento (o anomalia) del na-
mero complejo a 4+ ib. El médulo se indica con |a + ib| o bien
mod(a .+ ib), el argumento con arg(a + ib).

Con el objeto de que la correspondencia mencionada sea biuni-
voca, o sea que a cada niimero complejo corresponda un punto indice
y viceversa, es necesario admitir que el plano representativo (o plano
complejo) posea un solo punto en el infinito (o punto impropio), o
sea que, contrariamente a lo que se admite en Geometria Proyectiva,
todo punto mévil sobre el plano que se vaya alejando indefinida-
mente del origen tienda hacia el mismo punto, cualquiera que sea la
direccién de su movimiento. Una idea mas clara de este plano con
un solo punto en el infinito, también llamado plano de Argand-Gauss,

e/ée imaginario

[
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la podemos adquirir al considerarlo como proyeccion estereografica
de una esfera. En efecto, tomemos una esfera tangente al plano, y
consideremos sobre ella el punto K, diametralmente opuesto al punto
de contacto. Si desde K proyectamos todos los puntos de la esfera
sobre el plano, a cada punto M de
la esfera corresponde por proyec-
cién un punto M’ del plano situado
a distancia finita, y viceversa, con
excepcion de que a todos los pun-
tos K/, a distancia infinita sobre
el plano les corresponde el tnico
punto K, centro de proyeccién.

Debido a lo que acabamos de
mencionar, es frecuente reemplazar el término plano complejo por
el de.esfera compleja, cuando se quiere recordar su propiedad en el
infinito.

41. Funciones de variable compleja. Consideremos una va-
riable compleja

z=x+1y

cuyo indice se mueve en el interior de un campo € del plano com-
plejo. Sea

w=u-+iv

una segunda variable compleja que depende de z de tal manera que.
para cada valor de z en @, la w adquiere un valor perfectamente
determinado; en otras palabras supondremos que la parte real u y el
coeficiente imaginario v de la variable w son funciones, en el sentido
ordinario (de Dirichlet), de las dos variables reales x, y.

Si no impusiéramos a u y v mas condicién que ésta, el estudio
de las funciones de una variable compleja no seria diferente del de
un par de funciones de dos variables reales. Pero el concepto de fun-
cion de variable compleja implica ademas ciertas condiciones relati-
vas a su continuidad y a su derivabilidad, que le confieren un interés
muy especial en las Matematicas.
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En primer lugar supondremos que u y v, consideradas como
funciones de las dos variables reales x, y, son continuas en proximi-
dad de todo punto del campo G. En segundo lugar tenemos que
suponer que la funcién w posee derivadas parciales primeras dw/dx,
dw/dy también finitas y continuas en €. Por tanto, considerada una
linea cualquiera L en el plano complejo y sobre ella un punto M, de
afijo z,, si al desplazarse la variable z sobre L desde M, a un punto
préximo M, de afijo zy + Az, la funcién w adquiere un incremento
Aw, la razén incremental Aw/Az tiene que converger hacia un limite
finito bien determinado, cuando M se acerca indefinidamente a M,.
En efecto, indicando con s el arco de la curva L, cuando z se mueve
a lo largo de L, z y w pueden ser consideradas como funciones de s,

y se tendra
lim Aw lim (Aiu— /E)
Az-0 Az a0\ As [ As
y luego
Qw dx , 9w dy
lim A% _ 9x ds 9y ds (41.1)
a0 Az dx 9y
ds ds
Este limite, que depende unicamente de la direccién de la tangente
a la curva L en el punto M, se llama derivada de w segin dicha
direccién. En particular las derivadas direccionales de w tomadas
segtn las paralelas al eje x y al eje y que pasan por M, resultan

respectivamente

ow 1 dw
T ey (41.2)

Ahora, para llegar al concepto de funcién de variable compleja,
tenemos que imponer, con Cauchy, una dltima condicién de maxima
importancia, a saber: que la derivada de w en el punto M, sea inde-
pendiente de la direccién segiin la cual ha sido calculada. Por ejem-
plo se necesitarda que las derivadas (41.2), calculadas segin las

direcciones de los ejes, sean iguales, o sea que

(41.3)
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Pero, si esta condicion resulta satisfecha, reemplazando en (41.1)
se obtiene

ow [ dx . dy
i A® _ 0% (—d; +‘“d§)= dw
az-0 Az dx . dy ax '
ds T'ds
lo que comprueba que la derivada conserva el mismo valor cualquiera
que sea la curva sobre la cual nos acercamos al punto en que tiene que
ser calculada. La ultima relacién puede escribirse también asi:

dw du . du

P = ) + 1 Pl
Resumiendo, podemos dar la siguiente definicién: w se llama funcién
de la variable compleja z en el campo € cuando a todo valor de z en
€ corresponde un valor determinado para w, siendo ademas w fun-
cién continua de las variables x, y, y provista de derivadas parciales
del primer orden 9w/dx, Qw/dy finitas y continuas en &, siempre que
éstas estén ligadas entre si por la relacién (41.3). Esta relacién se
llama condicién de monogenidad.

La categoria mas sencilla de funciones de variable compleja es la
constituida por las funciones holomorfas, que queremos definir a con-
tinuacién. Pero antes, tenemos que aclarar algunos conceptos acerca
de los campos de variabilidad de z. Sea una regién € del plano,
limitada por una o mas lineas ce-
rradas, sobre las cuales tomaremos,
segin la convencién del No. 37,
como positivo el sentido de reco-
rrido que deja la regién a la iz-
quierda. Se dice que € constituye
una region conexa cuando ésta es
de una sola pieza, o mas exacta-
mente cuando dos puntos cuales-
quiera A y B de la regién se pue-
den juntar por un camino continuo que no sale de la region misma.
También una regién agujereada como la de la figura (a) es
conexa, mientras que no son tales los dos campos dibujados en (b),

(41.4)
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pues para el primero no resulta claro si M es una regién interior
o exterior, ya que parte del contorno la deja a la izquierda y parte
la deja a la derecha. y para el segundo. una de las regiones M y N
es seguramente interior y la otra exterior, pero hay ambigiiedad en
saber cual. Llamasc curva simple una curva cerrada tal que la region
que ella encierra en su interior resulta conexa. Las curvas (b) no
son tales.

Se llaman funciones uniformes o monddromas las que adquieren
un solo valor para cada valor de la variable, multiformes o polidromas
las que adquieren varios valores. Se dice que una funcién de la va-
riable compleja z es holomorfa (o regular) en el interior de un campo
conexo ¢, cuando dicha funcién es finita, continua y uniforme para
todo valor de z contenido en el campo. Este concepto de funcién
holomorfa, que extiende el de las funciones continuas uniformes en
el campo real, resultara de grande utilidad en lo sucesivo.

42. Condiciones de Cauchy-Riemann. Si separamos la fun-
ciébn w en sus partes real e imaginaria, podemos escribir la ecuacién

(41.3) bajo la forma
du v 1 [ Qu . ov
w Tiax = 7(—ay t ‘a‘y)

e igualando las partes reales entre si y las imaginarias entre si,

du _ dv  du _ dv

ox % ' g = ax (421)

Estas relaciones. equivalentes a la condicién de monogenidad (41.3),
se conocen bajo el nombre de condiciones de Cauchy-Riemann.

Se demostrara mas adelante (No. 58) que una funcién de va-
riable compleja posee derivadas no sélo de primer orden, como se
supuso por hipétesis, sino también necesariamente de todos los 6r-
denes superiores al primero. Admitiendo por ahora este resultado,
si derivamos la primera ecuacién (42.1) con respecto a x y la se-
gunda con respecto a y, obtenemos

du _ v du 9%

x> T 9xdy ' 9y T Oxdy

oA e ke T
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Sumando miembro a miembro, las derivadas mixtas desaparecen y
queda

d’u d’u

5 + =5 = 0. 42.2
Si, viceversa, derivamos la primera ecuacién (42.1) con respecto a y,
la segunda con respecto a x y restamos, llegamos a

d% 9%

—— + =5 = 0. 42.3

= T ay? ( )
Por tanto ya sea la parte real, ya sea el coeficiente del imaginario de
una funcién de variable compleja satisfacen la ecuacion de Laplace,
o sea, son funciones arménicas. Todo par de funciones arménicas u, v,
ligadas entre si por las relaciones (42.1) se dice que son un par de
funciones arménicas asociadas.

43. Serles de potencias en el campo complejo. Las relacio-
nes de mayor y menor no valen entre dos nimeros complejos m y n.
Estas relaciones se han definido para nimeros reales expresando el

concepto de hallarse un nimero
Ay ubicado mas a la derecha o mas a

la izquierda que otro sobre la recta
numérica, concepto que no puede
transportarse al plano complejo.
Los que si pueden compararse en-
tre si son los médulos de m y n,
expresdndose con |m| > |n| la
idea de que el punto indice de m
estd mas lejos del origen 0 que el
punto indice de n.

Como la nocién de convergen-
cia de una serie esta ligada con el
realizarse de una desigualdad, asi
también no se puede decir sin mas que una serie de términos com-
plejos es convergente, sino Gnicamente se podra hablar de conver-
gencia absoluta (o en valor absoluto) cuando converge la serie
formada por los médulos de sus términos. El concepto de conver-
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gencia uniforme de una serie de términos variables se extiende al
campo complejo por el concepto de convergencia absoluta y uniforme.
Consideremos una serie de potencias de la variable compleja z:

o0

ao+a12+a222+...=§a,.z". (43.1)

Esta serie evidentemente converge (y vale a) cuando z = 0. Su-
pongamos que exista otro valor z = z, para el cual la serie converge
también en valor absoluto. Entonces, descrito en el plano complejo
un circulo con centro en el origen

que deja a z, afuera, en todo el i
interior y contorno del circulo la y
serie (43.1) converge en valor ab-

soluto y uniformemente, por préxi- z,
ma que esté la circunferencia al °
punto z. 0

f >

Demostracion. Tenemos que
comprobar la convergencia unifor-
me de la serie de los médulos

20[ a,| |z"|, o sea que, dado un

namero ¢ positivo arbitrariamente
pequefio, se puede hallar un nd-
mero entero m bastante grande para que, para todos los valores de z
comprendidos en el interior del circulo,

R.=lan||z"| +lamal]2™' |+ ... <e.

0
Por hipétesis la serie X a, z," converge; luego todos los términos

n=i
son limitados. Podemos pues hallar un nimero positivo finito k tal
que, para todo valor de n, sea

lan |l z0]" < k-
Escribiendo ¢ = |z |/ | 20| . resulta
Ru=lan!|2|™@" + | @msy 20| ™™+ ... <
<k(g"+q™'+...) (43.2)

e 5
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o sea, efectuando la suma de la serie entre paréntesis,
m
.
R < k2=

Luego, siendo q < 1, bastarad tomar m lo suficientemente grande
para que sea
nt
k-—— <,
[-—q

para lograr que R, < &. Con esto el teorema queda demostrado.

Del teorema anterior se deduce el siguiente corolario: si en un
punto 2, la serie (43.1) no converge, con mayor razén no conver-
geré en cualquier punto que diste del origen mas que z,. En efecto,
si convergiera en un punto asi, tendria que converger también en z.

Ahora bien, clasifiquemos los circulos con centro en 0 en dos
clases: a) los circulos tales que en todo su interior la serie (43.1)
converge, b) los circulos tales que en todo su exterior la serie
(43.1) no converge. Todo circulo pertenece evidentemente a la clase
(a) o ala clase (b); ademas, si un circulo pertenece a la clase (a),
también pertenecera a la clase (a) todo circulo de radio menor; si
un circulo pertenece a la clase (b), también pertenecerad a la clase
(b) todo circulo de radio mayor. Por tanto, no puede haber mas que
un circulo, a lo sumo, que pertenezca al mismo tiempo a ambas clases.
Existe luego un circulo-limite (mejor llamado circulo de convergen-
cia) C, tal que en todo punto interior a C la serie (43.1) converge
y en todo punto exterior la serie no converge, no pudiéndose gene-
ralmente prever el comportamiento de la serie sobre la circunferencia
de C, sino estudiando cada caso en particular.

Resulta de lo que acabamos de demostrar que la suma

S=5% a2 (43.3)
n=0

de la serie de potencias, en todo campo interior al circulo de conver-
gencia, representa una funcién finita y continua de las dos variables
reales x y y. Veremos a continuacién que no sélo es asi, sino que S
es precisamente una funcién de la variable compleja z, segin la defi-
nicién dada en el No. 41.
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: 44. Series derivadas. Empecemos comprobando que la serie
: derivada de la (43.3)
J B _ 3 na, (44.1)

([Z n !

tiene el mismo circulo de convergencia C que la serie primitiva. De-
mostraremos con este objeto, que

a) en todo punto interior a C la

o e e by

serie de los modulos £ nja,l!lz!

n=0
converge, z
b) en todo punto exterior a C c
dicha serie no converge. o %

.. X
Demostracion: - -—
Z
a) Sea R el radio del circulo de of
convergencia C, y sea z, interior a
C. Entonces
I | < R.
Sea z, otro punto tal que
2] <]z <R.

Se tiene
€0 , s . .z n-t
Sonlaiinit =% nlalial= (127
n=| n=1 ‘ 4 !

. :

— Z n ! a, ] } P n-1 qn--l

n=1

habiéndose escrito q = | 29| /| z,|. Pero la serie
o0
> nqg"! (44.2)

n=1
es convergente, ya que dos términos sucesivos de ella son

wm, =nq=", u,, = (n+1)q"




————

60 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA [CAP. Il

. u
lm =22 . =—g<1,
H X0 "
y las cantidades positivas | a, | | z; I““‘ van decreciendo por la conver-

«
gencia de la serie ¥ a,z"!= (S —ag)/z cuando z = z;. Luego

n=1
también la serie (44.1), que se obtiene multiplicando los términos
de la serie (44.2) por dichas cantidades, converge.

©0
b) Sea z’ exterior a C; en este caso la serie £ n|a,||z’|*"! no con-
n=1{

verge. En efecto, si convergiera, también convergeria la serie

o0
X |an| |2’ [", que se obtiene de ella multiplicando respectivamente
n=1

sus términos por los factores decrecientes |z’ | /n, lo que es absurdo,
ya que entonces 2’ seria punto de convergencia para la serie (43.3),
contrariamente a la hipétesis.

Basandose en el resultado anterior, se demuestra inmediata-
mente que la serie (43.3), en el interior del circulo de convergencia,
es funcion de la variable compleja z. En efecto, dicha serie es deri-
vable en el interior de C, y derivando se tiene

S _ dS 9z & nt
ox ~ dz 9x ,,Z, Mzt
S dS 9z . & i
9y  dz dy l ,.Z_l 7z

resultando por tanto satisfecha la condicién de monogenidad (41.3).

Otra consecuencia del teorema anterior es que la funcion S posee,
en el interior del circulo C, todas las derivadas de todos los 6rdenes
(ya que todas tienen el mismo circulo de convergencia), y que
también cada una de esas derivadas es funcién de la variable com-
pleja z.

45. Funciones exponencial y goniométricas. Las series de

potencias
n 3

0 ZZ P
g—h—‘(:l—}-:-‘}--z'z'-{—ﬁ'-*—...
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@ ” ,2n+1 ) 23 zS
2 =)y = syt ey
© ,2:1 :Z ~.4

Z D g =gty

son series cuyo radio de convergencia es infinitamente grande, o sea
convergen en todo el plano complejo. Esto se comprueba aplicando
el criterio de d'Alembert (o de la razén), ya que, por ejemplo para
la primera serie. se tiene para todo z finito

Unri j—hm ‘~§—0<1

n ; s o

lim —=

n - o0

y analogamente para las otras. Si z es real, 0 sea si - = x, dichas
series representan respectivamente las funciones e* senx y cos x;
como también para valores complejos de z dichas series tienen un
significado bien definido, puesto que representan funciones de la
variable compleja z finitas, continuas y uniformes (o de un solo va-
lor) en todo el plano, se conviene representar a dichas funciones por
los simbolos (hasta ahora sin sentido si z no es real) e%, senz y cos =
respectivamente. En otras palabras, aceptaremos como definiciones
las expresiones siguientes

e::l+:+~22-T+-—§—!+... (45.1)
23 25
senz=zo- 4L (45.2)
12 24
cosz =154 2. (45.3)

Estas tres funciones estan ligadas entre si: en efecto, si en la pri-
mera reemplazamos z por iz, obtenemos

2 »3 24 25
et =1 iz g iy g g
2 . 2 P
=(lu—ir-}-z—!—'—-...)+l(2——3—!-+-5—!—...)

O sea

e* = cosz 4+ isenz (45.4)
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Esta relacién entre funciones exponencial y goniomeétricas es suma-
mente importante y se conoce como formula de Euler. De la misma
forma se comprueba que

(45.5)

et = cosz-—isenz

Si z y 2’ son dos nimeros complejos, tenemos que

, 2 23 , 2? z3
eze‘=(1+z+-2—!+3—!—+...)(l+z +7+3T+)
ZZ 2’2 Z'Z 2
:1+Z+Z,+ZZ,+—ZT+7+Z§T+2—2—T+?+‘3.T+

2 ’ ”
=14+(z+2)+2 +2§T tz

" 2+ 3222';}!- 322"t 4 27 .

- ’y2 ’\3
=14(z+2)+ L.%_.z_)_ + A_(f-%T{_)__

o sea que en el campo complejo sigue valiendo la propiedad funda-
mental de las exponenciales

eter = ¥ (45.6)

Tomando en cuenta las relaciones (45.6) y (45.4), obtenemos la
siguiente descomposicion de la funcién e’ en sus partes real e ima-
ginaria

I'_e‘“" = e¢*(cosy + iseny) (45.7)

de donde resulta que la funcién exponencial conserva el mismo valor
si la variable y crece en un miltiplo de 2%, o sea que la funcion
exponencial es periédica de periodo 2ni. Sumando miembro a miem-
bro las (45.4) y (45.5), se obtiene

cosz = _e_i%_e:‘j (45.8)
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y restandolas miembro a miembro

ei: —_— e—iz

sen z = -
2i

(45.9)

Siendo e* periédica de periodo 2mi, resulta de estas wltimas dos
férmulas que sen z y cos z son periédicas de periodo 2n. Por fin
tomando en cuenta las férmulas (45.6), (45.4) y (45.5), obtene-
mos de (45.9) que

') — 1 i(z+2) ~(242)] — 1 i o2 ___ pmil p=il'] —
sen(z+z)_f[e e ]_Z[e et ——eitemit'] =
=%[(cosz+isenz)(cosz'+isenz')—

— (cosz—isenz)(cosz’' —isenz2’)] =
= 711— [2icoszsenz’ + 2isenzcosz’]
o sea vale la férmula de adicion,

extensién de la que ya conocemos i
en el campo real, y

sen(z+2’) =sen z cos 2’ + "
4+coszsenz’. (45.10) r cos X+iy

Si procedemos analogamente con
el coseno, obtenemos (

r sen¢

cos(z+42') =cos z cos 2’ —
—senzsenz’. (45.11) \ X

Y

La férmula (45.4) permite dar
una expresion interesante para los
nimeros complejos. Si un numero complejo x + iy tiene médulo r
y argumento 0, entonces x = rcos0, y = rsen, y por tanto

z=x+ iy = r(cos 4 isenB) = re?® (45.12)
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Esta formula, que reine las tres representaciones, cartesiana, gonio-
métrica y euleriana, de los numeros complejos, debe complementarse
por las relaciones

r= Va4 gy, 0 = arctg % (45.13)
que ligan r, 0 con x, y.

46. Funcién logaritmica. Las consideraciones anteriores per-
miten dar una definicién de la funcion logaritmica en el campo com-
plejo, de modo que resulte una extension logica del logaritmo de los
niimeros reales. En efecto podemos escribir formalmente

Inz=In(re®)=1Inr + Ine® =1Inr + 9 (46.1)

con lo que se obtiene una funcién de la variable compleja z, ya que
sus partes real e imaginaria

— _.1 2 2 P — y_
u_lnr._71n(x + y?), z,_B_arctg—x

se comprueba inmediatamente que satisfacen las condiciones de Cau-
chy-Riemann (42.1).

La funcién logaritmica asi definida resulta polidroma, y precisa-
mente adquiere en cada punto infinitos valores. En efecto, si aumen-
tamos el argumento § en multiplos de 2r, resulta de (45.12) que :z
conserva el mismo valor; pero no asi el Inz, que por (46.1) crece
en miiltiplos de 2ri.

Esta polidromia. que parece impedir que se pueda considerar al
legaritmo como funcién holomorfa, se evita con la consideracién
siguiente. Si en un punto P del plano elegimos para el argumento 0
uno de sus valores y después, partiendo de ese mismo punto, hace-
mos que z describa una linea continua cualquiera, en cada punto de
ella quedara fijado por la ley de continuidad el valor que hay que
tomar para 0; en particular, si z recorre una linea cerrada L que no
incluye en su interior al origen de los ejes real e imaginario, regresa
al punto P con el mismo valor de @ con el cual habia salido, puesto
que la variacién del angulo § no ha podido pasar de 2r. Por tanto
en el interior de un campo que no incluye el origen. basta fijar el
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valor de In z en un punto cualquiera del campo para que dicha fun-
cién resulte finita, continua y uniforme en todo el campo; pode-
mos afirmar que In z es funcién holomorfa en el campo indicado.
Si por el contrario el punto P

pudiera recorrer curvas como L', *}’

rodeando el origen, entonces por

cada vuelta el Inz aumentaria o L’

disminuiria en 27ti, segun si la vuel- ,//"\ P x
ta es en el sentido antihorario / \/_

{con el que se conviene crezcan /
los angulos) u opuesto a él. El / d
origen es para la funcién Inz un K
punto tal que, si la variable com- o

pleja z gira alrededor de él y vuel- —] N
ve al punto de partida, la funcion
adquiere un valor diferente al de
salida; se dice que el origen es un punto critico para la funcién In z.
La holomorfia de Inz se pierde en cuanto la variable z rodea el
punto critico. '

La funcién z¢, siendo el exponente ¢ un niimero real cualquiera,
se puede definir ahora por la férmula

2= e'n: _ (46.2)

y sus partes real e imaginaria son por (46.1)

u=-¢e""cosch, v =e"""sench (46.3)

que, como es facil ver, satisfacen las condiciones de monogenidad.
Debido a la polidromia del logaritmo, .el argumento 8 queda inde-
terminado por miltiplos de 2%, y luego el argumento cf queda
indeterminado por miiltiplos de 2rc, a los cuales, si ¢ no es entero,
corresponderan valores diversos del seno y del coseno, y por lo
tanto, por (46.3), diferentes valores de z°. Si ¢ es un nimero real
entero, la funcién z° es uniforme; si c es real quebrado (o racional),
z¢ es polidroma de un namero finito de valores; en los demas casos, z°
es polidroma de infinitos valores. Para poder considerar a z¢ como
funcién holomorfa, hay que impedir, como para la funcién Inz, la




66 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA [CAP. NI

circulacién de la variable z alrededor del origen de coordenadas, que
resulta punto critico también para 2°.

47. Superficies de Riemann. Consideremos en particular la

funcién Vz. Para ella tenemos ¢ = 4, y por.tanto el argumento cf
queda indeterminado a menos de miltiplos de &. De esto sigue que la

funcién VZ es de dos valores, el uno positivo y el otro negativo,
en cuanto cambia de valor a la primera vuelta de z alrededor del
origen, pero vuelve al valor inicial después de dos vueltas, porque ¢
ha variado en 2x, y sen cf, cos cf han recuperado su valor de origen.

Siendo Vz una funcién de dos valores, podemos representar su
primer valor sobre un plano a y su segundo valor sobre otro plano a’
paralelo al anterior. Pero los dos planos no resultan desligados, ya

que hay que pasar del uno al otro

\ cuando el punto indice da una
vuelta alrededor del origen. Se lo-

gra una representacién convenien-

te juntando los dos planos en una

y  superficie de Riemann, de la ma-

—
nera siguiente. Imaginemos cortar
" N los planos en cuestién a lo largo
\ 7 N de una semirrecta que parte de 0,
N por ejemplo a lo largo del semieje
\x real positivo, y juntar después la

orilla derecha del tajo de & con la
izquierda del de «’, la izquierda del de a con la derecha del de a'.
Los dos planos quedan asi entrelazados como se ve en la figura.
Tenemos ademés que convenir que un punto z que recorre esta su-
perficie de Riemann esta obligado, por la conformacién misma de la
superficie, a cambiar de plano cada vez que en su recorrido corta
al semieje de las x positivas. Sobre la superficie de Riemann asi
construida, la funcién f = Vz pierde su polidromia y resulta holo-
morfa; de aqui el gran interés de esta representacién.
Puede desagradar a nuestro sentido geométrico la suposicién
hecha, de que la superficie de Riemann se atraviese a si misma sin



46-47) FUNCIONES MONOGENAS SEGUN CAUCHY Y RIEMANN 67

que por esto resulte ninguna conexién entre los tramos cruzados;
podemos evitarlo. Supongamos, con tal objeto, que separamos los
planos a y a', giramos el plano a’ dandole una vuelta de 180° alre-
dedor del eje real, juntamos entre si las dos orillas derechas y las dos
izquierdas de los tajos, y final-
mente aplastamos a’ contra a.
Tendremos asi un solo plano de
dos caras, cortado a lo largo del
semieje Ox, plano cuya cara su-
perior corresponde al plano a, la
inferior a a’. Asi ya no hay que
cruzar para pasar de un plano a
otro: es suficiente darse vuelta
de la cara superior a la inferior
cada vez que se encuentre el cor-
te, como haria una hormiga pa-
seando sobre una hoja de papel.
Todavia podria no gustar este paso de una cara a otra, que no

se apega al concepto de plano como figura sin espesor. También
esta dificultad no es esencial: existen superficies, llamadas superfi-
cies unildteras, que gozan de la

[ — propiedad de que se puede pasar
8 [ J 4 con movimiento continuo y regular
— . de una cara a otra de ellas, pu-

: & diéndose transformar topolégica-

mente nuestro plano de dos caras
\ en una de éstas. La mas conocida

es la cinta de Moebius, obtenida

8 de una tira plana ABB’'A’, torcién-

A' dola y juntando sus extremos de

modo que A coincida con B’ y A’

con B, tal como se ve en la figura.

Un punto que recorre la superficie saliendo de una cara, termina
una vuelta llegando a la cara opuesta.

Si ahora consideramos la funcién V z, siendo n un entero cual-

quiera, vemos como antes que su argumento tiene n determinaciones
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posibles, que difieren en 2n/n. Esta funcién debera representarse
sobre n planos que, con cortes y juntas adecuados a lo largo del
semieje real positivo, vienen a constituir de manera parecida a lo
visto antes una superficie de Riemann de n hojas, sobre la cual la

funcién es holomorfa. Para la fun-

~td

_— ————- cién z¢ siendo a racional. tam-

o .. . . .
— 7~ bién se necesita una superficie de

; e
_'"AQ\—\ Riemann de un namero finito
:74 — de hojas mientras que, si a es

=" irracional, la superficie es de in-

finitas hojas.
Hasta aqui hemos visto ejemplos de funciones con un punto cri-
tico en el origen. Consideremos ahora la funcién Vz-—1: ésta tiene

un cero, que corresponde a z = 1, o sea al punto 41 del eje real.
Si efectuamos una traslacién que lleva el origen al punto z =1,
volvemos a la funcién Vz; por lo tanto esta funcién ha de tener su
punto critico en z = 1. Analogamente Vz + 1 tiene su punto critico
en z = —1,y Vz?—-1, producto de las anteriores, tendra dos pun-
tos criticos, uno en z = +1 y otro
en z — 1. La superficie de Riemann
para esta iltima funcion se obtiene
por tanto impidiendo la vuelta so-
bre un mismo plano alrededor de
uno de los dos puntos criticos (no
de los des a un mismo tiempo). lo
que se consigue por ejemiplo con cortes y juntas cruzadas a lo largo
del segmento (+1. —1). En general. cuando una funcién tiene dos
puntos criticos, es suficiente cortar el plano a lo largo de un arco
de curva que une los dos puntos, para evitar la polidromia.

Ahora, como el plano complejo posee un punto en el infinito, es
interesante investigar acerca de la posibilidad de que éste resulte
un punto critico. Consideremos una funcién que, como Vz, tenga un
solo punto critico a distancia finita. Una linea cerrada simple L divide
el plano en dos regiones; decimos que ella rodea un punto A cuando,
considerado el plano como esfera compleja, resulta que el punto A
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y el punto impropio no quedan en la misma regién. Por tanto, para
impedir la circulacién alrededor de un punto critico a distancia finita,
hay que impedirla también alrededor del punto impropio solo. Es por
esto que en el caso de V2 se trazoé una semirrecta indefinida como
linea de corte. En general, si una funcién tiene un sélo punto cri-

tico A, hay que considerar también como punto critico al punto im-
propio y cortar el plano sobre un arco de curva que una los dos. Si

la funcién tiene, como V22 —1, dos puntos criticos A y B a distancia
finita, entonces una vuelta alrededor del punto impropio no afecta
la monodromia; luego éste no es punto critico, y es suficiente el corte
entre Ay B.

Si P, (z) es un polinomio de grado m en z, por el Teorema Fun-
damental del Algebra {ver mas adelante, No. 63), P, posee m ceros.
Luego también la funcién VP, (z), siendo n un nimero entero
cualquiera, tiene m ceros. que son todos puntos criticos para ella.
Si m es par, el razonamiento que acabamos de hacer comprueba que
no hay otros, y por tanto se conseguird una representacién moné-
droma de la funcién por medio de una superficie de Riemann de n
hojas con tajos que unen los puntos criticos de dos en dos, sin cru-
zarse; si m es impar, el punto critico sobrante tendra que unirse con
el punto impropio del plano complejo, que habra que considerar tam-
bién como punto critico.
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48. Transformaciones conformes. Queremos presentar a con-
tinuacién una importante interpretacién geométrica de la teoria de las
funciones de variable compleja.

Sea w = u 4 iv una funcién de la variable compleja z = x + iy,
holomorfa dentro del campo € del plano z. Ademas de este plano z,
en el cual se toman x, y como coordenadas cartesianas ortogonales,
consideremos otro plano w, en que las coordenadas cartesianas orto-
gonales sean u, v. La relacién funcional que liga w con z hace que
a todo par de valores de x, y (punto del plano z) corresponda un
bien determinado par de valores u, v (punto del plano w). Se esta-
blece asi una correspondencia entre puntos, lineas y [iguras de los
dos planos, puesto que a un punto del primero corresponde uno del
segundo, a una linea del primero una del segundo, a una figura
del primero una del segundo, y viceversa. Esta correspondencia
puede considerarse también como una transformacion de [iguras de
un plano en figuras del otro. A continuacién vamos a analizar qué
caracteristicas de la transformacién resultan del hecho de que w es
funcién holomorfa de z.

Supongamos con tal objeto que P(x, y) y P’(u, v) son dos pun-
tos correspondientes en la transformacién considerada

w = f(z). (48.1)

Sea y = y(x) una curva I del plano z, que pasa por P, v = v(u) la
curva correspondiente I’ que pasa por P, y sean 0, §’ los angulos que
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sus tangentes en P y P’ forman con los ejes x, u respectivamente.
Llamemos ds, ds’ los elementos de arco de I, I’; se tendra

ds = Vdx* + dy* = | dz |, ds’ = Vdu! + dv? = |dw|
y luego
dz =dx + idy =dse®, dw=du+ idv=dse?. (48.2)

Pero, por ser w funcién de la variable compleja z, tenemos en P

o = (L)

y luego, reemplazando dw y dz por las expresiones (48.2),

o df .
PN A a2 i0 .

ds’ e® = (dz)Pdse ) (48.3)
Puesto que

.‘_j.i = '_d_i_l of ars(dfsd)r

dZ P gdZ]p ’
reemplazando en (48.3) e igualando entre si médulos y argumentos,
se tiene

, _ |df
dS = -a;\lpds (48.4)
0 =0+ arg (%)p' (48.5)

La primera de estas relaciones expresa que el elemento de arco ds’
transformado del elemento ds, se obtiene de éste multiplicAndolo
por el médulo de la derivada de la funcién f calculada en el punto P
Ahora, la monogenidad de la funcién w implica que la derivada df/dz
sea funcién del punto P, pero no de la curva I sobre la cual se
mueve el punto z. Por tanto, considerada otra curva I por el punto P
y su transformada II’ que pasa por I, entre sus elementos de arco
dS y dS’ tiene que subsistir también la relacién

. _ |df

dS’ = 7

de donde, comparando con (48.4), resulta que, si df/dz no es nula
o infinitamente grande en P, se tiene

ds:dS =ds’ : dS’ (48.6)

ds,

P
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en proximidad de P y de P’. Haciendo un razonamiento similar para
la expresion (48.5), sacamos que, llamado © el angulo formado con el
eje x por la tangente a /] en P, ® el formado con el eje u por la tan-
gente a II’ en P’, se tiene

ar
dz)

P

@’_—.@)+arg(

y restando miembro a miembro de la (48.5)
-6 =0—0 (48.7)

Esta dltima relaciéon expresa que el angulo (8 — ®) comprendido
entre las tangentes a las dos curvas [ y Il en P es igual al angulo
(' — @’) entre las tangentes a las dos curvas transformadas I’ y II’
en P, o sea que la transformacién (48.1) conserva los dngulos. Por
otro lado la relacién (48.6) expresa la proporcionalidad entre ele-
mentos de arco correspondientes. Luego un poligono del plano z de
lados infinitamente pequefios se transforma en otro semejante (an-
gulos iguales y lados proporcionales) en el plano w. La transforma-
cién (48.1) conserva la forma de las figuras infinitamente pequenas;
de aqui el nombre que suele darsele de transformacion conforme.
Concluyendo, si las variables cartesianas (x,y) y (u.v) de dos pla-
nos son tales que u + iv sea funcion holomorfa de x + iy, entonces
toda figura de uno de los planos resulta ser representacion conforme
de la figura correspondiente del otro. Esto con excepcién de los pun-
tos en que es nula o infinitamente grande la derivada dw/dz, que
son puntos singulares para la transformacién, ya que, en tales con-
diciones, pierden significado las relaciones (48.4) y (48.5).

El nimero de puntos arbitrarios en una transformacion conforme
queda definido a través del teorema fundamental de Riemann, que
no vamos a demostrar, segtn el cual, dadas dos areas planas H y H’
simplemente conexas, es siempre posible representar biunivocamente
de modo conforme una de las areas sobre la otra, disponiendo como
se quiera de tres constantes arbitrarias, por ejemplo imponiendo que a
tres puntos A, B, C del contorno de H correspondan precisamen-
te tres puntos prefijados A’, B’, C’ del contorno de H’.
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49. Transformaciones conformes elementales. Pasando a
considerar algunas transformaciones conformes. empecemos por la

transformacion

w = z? (49.1)

que conserva la igualdad de angulos en todas partes, con excepcion
unica de los que tienen vértice en el origen z = 0, donde la derivada
dw/dz = 2z vale cero. Se ve inmediatamente de la férmula (49.1)
que dos puntos del plano z que sean simétricos con respecto al origen
corresponden al mismo punto del plano w; mas exactamente. si escri-
bimos la férmula asi

u+ iv = x* + 2ixy — y?

y separamos las partes reales y las imaginarias, obteniendo

X—y=u, 2xy = v, (49.2)

vemos que los dos cuadrantes en que x y y tienen el mismo signo.
se transforman ambos en el semiplano v > 0, y los dos cuadrantes en
que x y y tienen signo opuesto, se transforman en el semiplano v < 0.
Por consiguiente una mitad del plano z, por ejemplo el semiplano
z = 0, se transforma en todo el plano w. Si escribimos la primera
de las ecuaciones anteriores bajo la forma y* + u = x, vemos que
ella vale sélo si u no es menor que —y?% por tanto al eje y =0
del plano z, contorno del semiplano considerado, le corresponde en
la transformacion la semirrecta v = 0, u = 0 del plano w, o sea un
corte segun el semieje de las u positivas.

La transformacién conforme

w=Ccosz (49.3)
cuyos puntos excepcionales son aquéllos en los cuales dw/dz= —senz
es nulo, o sea los puntos z = = nn(n = 0,1,2. ...). se puede es-

cribir, separando partes reales e imaginarias,

u + iv = cos x cosh y — i sen x senh y . (49.4)
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De aqui se desprende que, mientras que la variable w puede adqui-
rir cualquier valor complejo, la variable z no tiene necesidad de
adquirir sino los valores incluidos
en una faja vertical de ancho 2x,
por ejemplo la que corresponde a
0 < x < 27w, ya que en ese inter~
valo seno y coseno adquieren to-
dos los valores posibles. La trans-
formacién (49.3) transforma una
faja vertical de ancho 2w, conte-
nida en el plano z, en todo el plano w. Separando las partes reales y
las imaginarias en la férmula (49.4), se obtiene

u = cos x cosh y , v = —senx senh y

de donde resulta, tomando en cuenta que cos?x +4 sen’x = 1, que
las rectas y = cte del plano z corresponden en el plano w a las
elipses homofocales (con focos en los puntos z = £ 1).

2 2

u? v
“cosh’y T “senh? y ! (49.5)

y tomando en cuenta que cosh?y—senh’y = I, que las rectas
x = cte del plano z corresponden en el plano w a las hipérbolas
homofocales (cuyos focos son los mismos que los de las elipses)

2

u? v
o x T sene = 1 (49.6)
Siendo que la transformacién es conforme, podemos concluir que,
como las rectas x = cte, y = cte, asi también las conicas (49.5) y
{49.6) constituyen dos familias de curvas que se cortan mutuamente
en dngulo recto, hecho que por otro lado no es dificil comprobar
directamente.

La transformacién

z—1i
w = T (49.7)
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se puede escribir

de donde resulta de inmediato que si z es real, y se escribe
z = tang -i
2
siendo ¢ un angulo conveniente, resulta
w=—(cos? + isend)=—e®.
Luego al eje x (linea sobre la cual z es real) corresponde en el
plano w la circunferencia de centro en el origen y radio unitario
(linea sobre la cual w = — e?), y precisamente recorriendo z el eje
real desde — « hasta + o, w
recorrera la circunferencia unita-
ria en sentido positivo, saliendo
de w = 1 y volviendo al mismo
punto. Los dos semiplanos en que
el eje x subdivide el plano z co-
rresponden uno a la zona interior
y otro a la exterior a ia circunfe-
rencia unitaria del plano w, y precisamente el semiplano y = 0 corres-
ponde al interior de la circunferencia, ya que, por ejemplo, el punto
z =i corresponde por la férmula (49.7) al centro w =0 y el
punto z = —i corresponde al punto impropio w = co.
De interés es también la transformacién

w= (49.8)

b4

que hace corresponder a un punto P de médulo r y argumento #, un
punto Q de médulo 1/r y argumento —39. Si sobreponemos los pla-
nos w y z, haciendo coincidir los
ejes coordenados x, y con los u, v,
vemos que el punto Q viene a ser
el simétrico, con respecto al eje u,
del punto P”, correspondiente de P
por transformacién por radios vec-
tores reciprocos con respecto al
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circulo unitario con centro en el origen, o sea el punto alineado
con Oy Py tal que OP . OP’ = 1. El campo interior al circulo
unitario en el plano z se transforma en el campo exterior al circu-
lo unitario en el plano w.

50. Transformaciones sucesivas. A veces se pueden transfor-
mar entre si dos figuras por procedimiento indirecto, transformando
la primera en otra, ésta en otra y asi siguiendo, hasta llegar a una
que pueda transformarse en la segunda; la férmula que da la trans-
formacién buscada se obtendra combinando las férmulas correspon-
dientes a las transformaciones intermedias. Imaginemos por ejemplo
querer transformar una faja vertical en un circulo. Sabemos trans-
formar la faja en un plano, el plano en un semiplano y el semiplano
en un circulo; se trata luego de aplicar las tres transformaciones
sucesivamente.

Supongamos que la faja sea la de ancho 2r considerada en el
parrafo anterior y que sea z su plano; la férmula que la transforma
en el plano de una variable compleja auxiliar Z sera por (49.3)

Z =cosz.

El plano Z se transformara en el semiplano superior de una segunda
variable ¢ por la transformacién, analoga a la (49.1),

zZ=0.

Finalmente, el semiplano superior { se transformara en el circulo
de radio unitario y centro en el origen del plano de una tercera
variable compleja w, por la transformacién, analoga a la (49.7),

_ L
Tt
La transformacién que lleva directamente de la faja al circulo resuita

de eliminar entre las tres formulas anteriores las variables auxiliares
Z y {, obteniéndose su expresion:

w

w:ﬁi&li.f;’,. (50.1)
\/Cosz+t
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II. INTEGRALES DE LAS FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

51. Puntos ordinarios y puntos singulares. Llamanse puntos
ordinarios para una funcién de variable compleja f(z) los puntos del
plano z que pueden encerrarse dentro de una regién conexa (aunque
sea muy pequefia) en que la funcion resulta holomorfa. Los puntos
que no gozan de esta propiedad se llaman puntos singulares. Hay
cuatro especies de puntos singulares: los puntos criticos, los puntos
que pertenecen a tajos de las superficies de Riemann, los polos y los
puntos singulares esenciales. Los primeros dos tipos ya los cono-
cemos. Llamanse polos los puntos en que el médulo de la funcién | se
hace infinitamente grande, siempre que los mismos sean ordinarios
para la funcién reciproca 1/, como por ejemplo es el origen para
la funcién [ = 1/z. Llamanse puntos singulares esenciales los puntos
en que resultan a un mismo tiempo infinitas la funcién [ y su reci-
proca, o bien en los que la funcién f resulta indeterminada; asi es el
origen para la funcién f = sen(1/z). Al estudiar los desarrollos en
series de potencias para-las funciones de variable compleja, llegare-
mos a analizar mejor las caracteristicas de sus singularidades; por
ahora basta con lo que acabamos de decir para aclarar el concepto
de puntos singulares.

52. Teorema de Cauchy. Sea w = u + iv una funcién de la
variable compleja z, holomorfa en una regién conexa ¢, y L una
linea cerrada interior a {, pero que no encierra ningtn punto singular
(como podria ser por ejemplo una curva que rodea el agujero con
el cual se ha excluido del campo ¢ un punto critico). Entonces el
area S encerrada por la linea L pertenece integramente a la zona
de holomorfia de w. Dentro de esta area, si aplicamos el teorema de
Stokes (29.2), poniendo u, = u, u, = — v. obtenemos

(
.‘3 (—-—.————;)dxdy = ()DL {udx - v dy)

y si procedemos de la misma forma poniendo u, = ¢, u, = u. ob-

tenemos
Ju dv
Ss (ﬂ_@)dxdy - (J£L (vdx + udy).
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Los primeros miembros de las relaciones anteriores son nulos debido
a las condiciones de monogenidad (42.1), de modo que

{
9, (wdx—vdy)=0, §L (vdx +udy)=0.  (52.1)
Multiplicando la segunda ecuacién por i y sumando, queda
§, (u + iv) (dx + i dy) = 0.

Siendo u 4 iv = w, dx + idy = dz, la integral anterior no es otra
sino la integral de la funcién w(z) extendida al contorno cerrado L.
El resultado que acabamos de obtener

th(z)dz —0 (52.2)

se conoce bajo el nombre de teorema de Cauchy y afirma que, si
dentro del area S, incluyendo su contorno L, w(z) es funcién finita,
continua y monddroma de la variable compleja z, la integral de w(z)
extendida a todo el contorno L es nula.

De este teorema fundamental se deduce que el camino que se
tome para integrar una funcién holomorfa entre dos puntos extremos
A y B no influye sobre el resultado de la integracién, siempre que
todos los caminos elegidos dejen
de un mismo lado los eventuales

puntos singulares. En efecto, sien- L A
do L, y L, dos caminos de inte-

gracién que unen A y B sin salir /

de la region conexa ni encerrar /Lz

singularidades, resulta por el teo-
rema de Cauchy

§L_L w(z)dz = 0
y luego
fl w(z)dz =§L w(z)dz. (52.3)
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Esta importante observacién permitira en lo sucesivo elegir, para
efectuar la integracién, caminos especialmente sencillos, como los for-
mados por segmentos de rectas o arcos de circulo. En el caso de
querer seguir una recta que pasa por puntos singulares M, N, P, . ..

e, \ TN TN

oY o Wi S o Y -~ N
A M N P 8

evitando tales puntos, podremos por el mismo motivo utilizar curvas
compuestas por segmentos de dicha recta y pequefios semicirculos
con centros en los puntos singulares.

El teorema de Cauchy vale también en regiones conexas hora-
dadas (regiones miiltiplemente conexas), siempre que se tome como
contorno al conjunto de todas las curvas simples que delimitan la
region, orientandolas de tal manera que cada una de ellas deje el area
S a la izquierda. En el caso de la figura (a), esto puede justificarse

pensando que el contorno esté formado por la curva cerrada simple
ABACDCA, con el segmento AC recorrido dos veces, en sentido
contrario. Entonces, si tomamos un mismo sentido de giro sobre las
curvas L, y L;, la férmula (52.2) se escribe

§Ln w(z)dz +I w(z)dz——(§

AC L2

w(z)dz~—} w(z)dz =0
AC
y simplificando se obtiene la f6rmula

£ w(z)dz:(g w(z)dz, (52.4)
) J i

Ly
que difiere de la (52.3) en cuanto se refiere a dos curvas cerradas,
una interna a otra. Obsérvese que en el interior de L, y en el exterior
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de L, pueden existir puntos singulares de la funcién w, pero no entre
L, y L, por la condicién de regularidad. La férmula (52.4) expresa
que, si dos curvas cerradas que no se cruzan incluyen los mismos
puntos singulares de la funcién analitica w(z), la integral § w(z)dz
tiene el mismo valor si se calcula sobre la primera o sobre la segunda.

El resultado anterior se extiende a regiones con muchos agujeros
(figura b) con un razonamiento analogo. Se encuentra que la inte-
gral sobre el contorno exterior es igual a la suma de todas las inte-
grales sobre los contornos de los agujeros.

53. Calculo de integrales de linea. Vamos a dar ahora unos
ejemplos de aplicacién del teorema de Cauchy. Primero calculemos
la integral de la funcion 1/z sobre una linea cerrada simple L que
rodea el polo z = 0. Puesto que la tinica singularidad de z esta en
dicho punto, la integral buscada podra calcularse sobre cualquier
linea de ese tipo, obteniéndose siempre el mismo valor; en particular,
podemos calcularla sobre el circulo ¢, de radio unitario y centro en el
origen. Sobre ese circulo es

z=1¢", dz=ie?dd, (53.1)

de modo que resulta ‘
T

d_z=§ iz:j idd = 2mi . (53.2)
L Z c Z 0

Supuesto que se elige como linea L una circunferencia con centro en
el origen y radio xq, si la subdividimos en dos partes, la que esta por
encima y la que esta por debajo del eje x, deducimos por razones
de simetria que la integral entre los dos puntos del eje x de abscisa
—Xy Y +x vale
[ L p—— (53.3)
-z 2

con signo menos si el camino de integracién pasa por encima del ori-
gen, con signo mas si pasa por debajo. ’

Analogamente, la integral de la funcién 1/2? sobre una curva
cerrada L alrededor del origen sera

ol Lot A AL
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Ahora, a cada valor e? que la variable r adquiere sobre la semi-
circunferencia (0, &), corresponde un valor contrario e'®™ = — e
sobre la semicircunferencia (%, 2w), y ademas se tiene d(0 + =) = d@.
Por tanto las dos ultimas integra-

les son de signo opuesto, y su |

suma es nula; resulta que y
[ dz
i]‘)»' == 0. (53.4) > .
Finalmente calcul la i ¢
inalmente calcularemos la in- . ol_@ \g 0-0
e

-

tegral de la funcion 1/(z2*--1)
entre z =0 y z = . Notoria- S
mente se puede efectuar la des- -€ /

composicién

dz dz dz
2[ = = j“_ g
bzt —1 s 1 bz 41
Ahora bien, para integrar esta funcién, lo mas simple seria escoger
como camino de integracion el semieje de las x positivas; pero, mien-
tras que la segunda integral es regular sobre todo el camino, la
primera tiene el polo z = 1, que podemos evitar siguiendo el semi-
circulo ¢ trazado en la figura. Separando la integral entre los
intervalos (0,2) y (2, ). podemos escribir

S R D EST M REE

0 <

L]

Ahora. puesto que sobre ¢,z —1=

—=e®, resulta
_\_—:?él.ziglida: in

y ademas

}; zii: = [ln(z + 1)]: =1In3

n f_j:_l_]n = —1I|n —:!5— = ln 3
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de donde, reemplazando en (53.5), queda finalmente
» dz I
jo e (53.6)
Si hubiéramos escogido en lugar del semicirculo ¢ su simétrico con
respecto al eje x, habriamos obtenido para la integral el valor 4 in/2.

54. Aplicacién al cdlculo de ciertas integrales impropias.
La teoria general de Cauchy permite también realizar integraciones
de funciones de variable real que serian sumamente complicadas de
quererse efectuar en el campo real, y que por el contrario se efec-
tian de manera bastante sencilla si la funcién integranda se extiende
al campo complejo. Para dar un ejemplo, consideremos la integral
impropia

" < dx. (54.1)
o X
Para calcularla, estudiemos la integral
§ £ a (54.2)
Ju 2

extendida al contorno cerrado L constituido por los semicirculos
C, Y cg de centro en z = 0 y radios r y R (R > r) respectivamente,
orientados como se ve en la figura, y los segmentos (—R, —r) y
(+r +R) del eje x. En el cam-
po S interno a este contorno la
funcién e?/z es holomorfa, en
cuanto sus singularidades, que son
un polo para z = 0 y una singu-
laridad esencial para z = e, que-
dan excluidas del campo. Por lo
tanto por el teorema de Cauchy la
integral (54.2) es nula, o sea,
separando el camino de integracién en sus cuatro partes y conside-
rando en cada tramo como positivo el recorrido de izquierda hacia
derecha.

[ g [ =] g | Sdr (543)

z o 2 z

-R 2 'y cr
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Ahcra se ve de inmediato que, si pasamos al limite para r—>0, R—> oo,
el primer miembro de (54.3) se transforma en la integral (54.1) que
se desea calcular, de modo que el problema quedara resuelto al calcu-
larse los valores que las integrales del segundo miembro adquieren
en el limite.

Recordando el desarrollo (45.1), vemos que se puede escribir

e’ 1
L=l is()
siendo S(z) una funcién regular en el origen, y por tanto también

Lr——g:—dz = L S(z)dz + S _fiz_ = L’S(z)dz + T

por (53.3). Por otro lado la integral de la parte regular S(z) tiene
que tender a cero cuando el radio r decrece indefinidamente, de
modo que resulta

1im§ € dz = mi. (54.4)

r0 ¥4
A lo largo de la semicircunferencia cp es

z = Re?, dz = Re?idd = izdd
luego
eiz , L it . T
S ——dz = i S eReT dYy =i S eiR cosd g-R send
cr z 0 0
y tomando los médulos, considerando que e®? es un nimero com-
plejo de médulo unitario,

iz | 4 2
[ ¢ 4z =S e‘R”""cﬁ):ZS eRsnb gy (54.5)
r4 0

0

1
- CR

Fijado un nimero ¢ positivo tan pequefio como se quiera, esta ultima
integral podra descomponerse en dos, extendidas respectivamente a
los intervalos (0,e) y (e m/2). Pero se tiene

&
para 0 < ¥ < ¢, e~Rsend £ 1, L e~Rsend g < ¢
para ¢ < ? < —‘g—-, e—Rx=nd < e Rsene

=/2
S ! e—Rseno d.a S (_‘%____ E) e—Rsene < _12‘__ e—Rscn [
[
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y estando ¢ fijado de antemano, es siempre posible tomar R bastante
grande para que esta ultima cantidad resulte menor que ¢:

T
had} e-Rsenc < g.

Tomando en cuenta estas limitaciones, se obtiene de (54.5) que,
para R suficientemente grande,

,(. ez~ dz{ < 2(e + €)= 4e
y por tanto
lim S dz = 0. (54.6)
Roow Jcg

Pasando al limite para r — 0, R— o en (54.3) y tomando en cuen-
ta los resultados (54.4).y (54.6), se llega a
re eix
)—w X

dx = i (54.7)

con lo que se ha efectuado la integracién deseada. Separando la
funcién integranda en las partes real e imaginaria, se sacan de (54.7)
dos integrales importantes:

r COSX 4y =0, r Sez" dx = 1, (54.8)

X

o sen x ) . .
y también, observando que no cambia de signo al cambiar x

en —x,

*senx , T
[ rax=3. (54.9)

55. Integrales abelianas. Sea { una funcién algebraica de la
variable compleja z, en el sentido de que subsiste una ecuacién alge-

braica
[(§z)=0 (55.1)

que liga a ambas. Si indicamos con R(Y, z) una funcién racional
cualquiera en estas dos variables, toda integral

w = jR(g,z)dz (55.2)

se llama integral abeliana (del nombre del mateméatico noruego Abel).
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Si en particular la ecuacién (55.1) es del tipo simple

2= D,(z), (55.3) ;

donde P, indica un polinomio de grado n en la variable z, la integral
(55.2) resulta '

w = [R(VP,(2). 2)dz. | (55.4) |

Si el grado n es 1 6 2, la integral (55.4) se expresa notoriamente
por medio de trascendentes elementales: el logaritmo, el arcoseno y ]
el arcotangente. Si el grado n es mayor de 2, la integracién no es ya, ‘
por lo general, posible por trascendentes elementales; cuando n vale
3 6 4, la integral se dice eliptica y cuando n es mayor de 4 se dice
hipereliptica.

56. Integrales elipticas de primera especie. Legendre anali-
z6 las integrales elipticas, reduciéndolas a tres especies fundamen-
tales. A continuacién estudiaremos la integral eliptica de primera
especie, que es particularmente interesante en vista de la represen-
tacién conforme que ella establece entre los planos z y w. La integral
en cuestién se puede expresar como sigue

= S : dz (56.1)
o V(1 —22) (1 — k%)

siendo k una constante real menor que la unidad. Esta relacién indica

claramente que w varia en funciéon del extremo superior de integra-

cién z y del parametro k. Queremos analizar cémo varia w cuando z

recorre el eje real x.

La funcién integranda es el producto de los cuatro factores

1 1 1 1
, , 56.2
V1 4z Vi—z V1+4+kz V1—kz ( )
que poseen polos respectivamente en los puntos z = —1, z = 4 1,
z=—1/k, z = 4+ 1/k. Para evitar tales puntos singulares, el ca-

mino de integracién, que recorre el eje x, se hara girar por encima

St AR R b ¢ s e 5 G s < e e S R L i R LR e



86 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA [CAP. Ul

de ellos, siguiendo semicircunferencias infinitamente pequefias. Ahora
bien, mientras z va de 0 a 1 sobre el eje real, todos los factores
(56.2) se mantienen reales, y lo mismo resulta entonces para w, que
ira sobre el eje u del valor cero al valor

! dz
o V(1 —z22) (1 — k%2)

Cuando z esta entre 1 y 1/k, el factor 1/V 1 -— z se vuelve imagi-
nario, y se tiene

K =§ (56.3)

1

Vi—z Vz—1
siendo Vz— 1 real. Entonces se puede escribir, tomando en cuenta
(56.3).

: . dz )
t V(2 —1)(1 —kZ)

La altima integral es real, y varia del valor cero, para z = 1, al valor

w:K—{—iS

1

k dz
V(21 (1--k2)

K = (56.4)
de modo que la variable w, que para z = 1 se halla en el punto K del
eje x, para z > | se desvia normalmente a dicho eje, llegando para
z = 1/k al punto w = K + iK’. Si z sigue creciendo ya seran dos los
factores (56.2) que se vuelven imaginarios: 1/vV1--—-zy 1/V1 —kz.

e
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Su producto es real pero negativo, de modo que, tomando en cuenta
las relaciones (56.3) y (56.4), queda

. z dz
w=K+tK——L_ T =T
%

hallandose w sobre la paralela al eje u, a distancia K’. Para z = «,
efectuada la sustitucién z = 1/ks, la dltima integral se hace

5” dz __S° ds —K
L V(Z—1)(Fz22—1) t V(1 — Bs?) (1 — &%)

y se obtiene w = iK".
v Concluyendo, al ir z de 0 a =, w recorre el contorno rectangular
i abierto (0, K, K + iK’,iK’); si z va de 0 a — =, se ve de manera
] analoga que w recorre el contorno simétrico del anterior (0, —K,
—K 4 iK’,iK’), de donde se concluye que la relacién funcional
(56.1) transforma el eje real del plano z en el contorno rectangu-
lar (K,K + iK', —K + iK', —K) del plano w. Luego la misma rela-
cién hace corresponder los dos semiplanos en que el eje x corta el
plano z, el uno al area interior y el otro al area exterior al rectangulo
sefialado. Precisamente, se comprueba que es el semiplano de las y
positivas el que corresponde al interior del rectangulo. La férmula
(56.1) ofrece por tanto la transformacién conforme que representa
un semiplano en un rectangulo. Los puntos singulares de la trans-
formacién son los vértices del rectangulo, donde dw/dz = .
Obsérvese que las dimensiones 2K y K’ del rectangulo no son
ambas arbitrarias, por estar K y K’ ligadas a k, y luego entre si, por
{ las relaciones (56.3) y (56.4). K y K’ se llaman integrales elipticas
completas de primera especie. La relaciéon (56.1) se escribe a veces
en la forma abreviada

w = F(z, k), (56.5)
simbolizando F(z, k) la integral eliptica de primera especie.
57. Transformacién de Schwarz-Christoffel. Generalizando

las ideas expuestas en el articulo anterior, se puede llegar a una
relacion integral que permite transformar un semiplano en un poli-
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gono cualquiera. Para mayor sencillez, nos limitaremos a analizar el
caso de que el poligono sea un triangulo. Consideremos la integral

w:j(: (z—a)* ' (z—b)B' (z—c)7¥'dz (57.1)

donde a, b, c son tres constantes reales distintas cualesquiera y a, §, v
tres constantes reales positivas menores que la unidad y tales que

a+B+ry=1. (57.2)

En la practica, a. 8 y vy son racionales, por lo que la integral (57.1)
es del tipo abeliano. Supondremos, para fijar las ideas, que a, b, ¢
sean positivas y que a < b < c. Llevaremos la integracién (57.1) a

MM

lo largo del eje real, evitando con semicircunferencias de radio r pe-
queiio los tres puntos singulares z =a, z=by z =c.

Supongamos que el punto z se halle sobre el eje real, inmedia-
tamente antes del punto a, y que, recorriendo la semicircunferencia,
vuelva al eje x, entre a y b. Con la sustitucién

z—a = re?,

se ve que, para z real y < a, se tiene @ = — 7, para z real y > a, se
tiene d=0, y por tanto, al sobrepasar el punto a, el factor (z—a)=*"!
de la integral (57.1) pasa del valor

ro-1 e—in(a.—l) = — -} e-ina

al valor
ra.—l ei.O — ra.-l



o s s O E deg rrt

57] INTEGRALES DE LAS FUNCIONES DE VARIABLE COMPLESA 89

creciendo su argumento en un angulo an. Los otros dos factores de
la integral no varian en su argumento, de modo que también la
integral aumenta bruscamente su argumento en ar. Si ponemos

. (z—a)el (z--b)B1 (z—c)7'dz,

A=

lo anterior puede expresarse diciendo que, al pasar z por a, el punto
variable w pasa por A, desviando bruscamente su direccién de avan-
ce en un angulo arx. Mientras z siga avanzando entre a y b, w
avanzara siguiendo una linea que se comprueba, analcgamente al
caso estudiado en el N° 56, ser una linea recta, hasta llegar al punto

b

B={ (z—a)= (—b)F! (z—c)"'dz
0

cuando z llega a b. Alli w sufrirad otra desviacién en un angulo fx.

y después seguira un tramo recto, hasta llegar al punto

C={ (z—a) (z—b) (z—c)r-dz
donde girara en un angulo yx. Después seguira un camino rectilineo,
que, en vista de la condicién (57.2). lo llevara hasta el punto A,
cerrando el triangulo ABC. La transformacién (57.1) transforma el
semiplano de las y positivas en el triangulo ABC del plano w.
Una generalizacién del razonamiento anterior convence de que
la transformacion de Schwarz-Christoffel

w=m [ (z—a)e (z—b)b' ... (z—k)='dz| (57.3)

donde a, b, ... k., son n constantes reales, a. 8, ... x son n constantes
positivas tales que

a+B+ ... +x=n—2 (57.4)

y m es un factor constante que determina la escala de la transforma-
cién, transforma un semiplano en un poligono de n lados ABC ... K,
cuyos angulos internos son de amplitud ar. B, ... xm. Obsérvese

.2

4 e R AR DR
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que la transformacién (56.1) es precisamente de este tipo, con
a =08 =1v=08=1/2 ya que se puede escribir

w =-llc—{; (z + 71‘—)_% (z + 1)—5 (z——I)—%<z——]1;)—%dz.

58. Férmula de Cauchy. Sea w(z) una funcién de la variable
compleja z, holomorfa en el interior de cierta regién conexa S de con-
torno L, y sea z’ un punto de la regién S. La funcién w(z)/(z—2")
tiene un polo en 2. Aislemos 2’
por un pequefio circulo de cen-
tro z' y radio g, cuya circun-
ferencia llamaremos c, y apli-
quemos la relacién (52.4) a la
region obtenida quitandole a S
el circulo, regién en la cual la
funcién w(z)/(z—2’) es ho-
lomorfa. Obtenemos

wiz) dz=<](; wlz) g,
JL z2—2 c

(58.1)
Ahora, cuando z esta sobre la circunferencia c, se tiene z—2"=¢ge? y
z2=2 +4+¢ee®, dz=iee®™=i(z—2")d0

con lo que la integral del segundo miembro se hace

Pasando al limite cuando ¢ —» 0, el primer miembro, cuyo valor, por
(58.1). no depende de ¢, no varia, mientras que el segundo tiende
al valor 2wiw(2’); por tanto

(

(J) w(z)l dz = 2ni w(z2’)

c Z—2

y reemplazando en (58.1),

w(z =-l._§,L:“-’L—zLdz (58.2)
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Esta es la férmula de Cauchy, que permite expresar el valor de la
funcién w(z) en cualquier punto 2’ de su region de holomorfia S, por
intermedio de los valores que dicha funcién adquiere sobre el con-
torno de la region misma. Resulta de aqui el hecho, que ya se podia
prever en vista del ligamen que existe entre funciones de variable com-
pleja y funciones arménicas, que los valores que una funcién de va-
riable compleja adquiere sobre un contorno cerrado que no rodea
puntos singulares, la determinan completamente en toda la region
interior.

Derivando sucesivamente la férmula de Cauchy con respecto a
2’, por aplicacién del principio de derivacién bajo el signo de integral,
llegamos a las siguientes férmulas

’ ’ 1 r
w(z):z.b
f

w(z)' dz
w . (z—2")2
2 s w(z)
2ni Jo (z—2')°
etc. En general, la derivada de orden n resulta
nl [

e, (z‘_"_(zz?)m,d.-. (58.3)
Siendo que la expresién integranda en esta altima férmula es conti-
nua y limitada sobre el contorno L, la integral siempre existe. Pode-
mos concluir que una funcién de variable compleja z posee derivadas
de todos los drdenes, siendo éstas también funciones de la variable
compleja z.

dz

w"(z’) =

w™ (2') =

59. Polinomios de Legendre. Haremos una aplicacion de la
férmula de Cauchy a ciertos polinomios utilizados en problemas re-
lacionados con la teoria del potencial: los polinomios de Legendre.
De acuerdo con Olindo Rodrigues, definiremos como polinomio de
Legendre de orden n a.la funcion

— 1 d" ~2 "
p"(z)-—ZT';lTFZ_"_(‘ '—1) ’ (591)
de donde resulta inmediatamente que
Po(Z) =1

Pi(z)= =




92 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA [CAP. il

Py(z) = 5 (32— 1) (59.2)
Pi(z) = ;—(Dz 32
Py(z) = 1@(352 302 + 3)

etc. Aplicando la férmula (58.3) a la funcién (22— 1)”, que es holo-
morfa en todo el plano. se obtiene. indicando ahora con ¢ la variable
de integracion,

d LAl (1)
E A el =il P e Lo

y reemplazando en (59.1), queda la férmula de Schlaefli

1 [ (gZ—1)" -
P,(z)= 9.
w(2) 2mi - 2" jbn (—z)m*! g (59.3)
siendo L un circuito cualquiera a distancia finita.
Por medio de esta expresion es facil demostrar que los polino-
mios de Legendre satisfacen la ecuacion diferencial del segundo orden

a:P dp
2y o n " —
L(l 2?) 77 2z P +n(n+1)P, =0 (59.4)
En efecto, derivando la (59.3) dos veces con respecto a z

ie'}___ n+1 ({ (Z—1) d¢

dz — 2m-2" j. ({—2z2)"?

d&P, (n41)(n4+2) [ Cz—l)"

dZZ - 21.:1 . 2n (J])L (c )n+1 dl

y reemplazando estas expresiones y la (59.3) en el primer miembro
de la ecuacién (59.4). éste se hace

dp,, dpn

d, Ty __2;3:,3 [(1— ) (n + 2)— 22 —2) + n(§ —2)] &
(59.5)

_ on+1
+n(n+ NPy = 5
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Ahora, se comprueba inmediatamente que la expresién en el parén-
tesis rectangular puede escribirse

(1 —22)(n+2)—22(C—2z)4+ n({—2z)' =
=20(n 4+ 1)({—2z)—(n + 2)(Z—1).

Por otro lado se tiene

d (Q@—1)m _ (@ 1)" i
7 (L—2)" = (L —z) [28(n+1)(§—2z) —(n4+2) (Z—1) 1.

De todo esto resulta sin mas que la integral en (59.5) es
d (:2 —1 )rul
L d¢ ({—z)™? %
y, siendo la integral de una diferencial exacta, vale cero cualquiera

que sea el contorno cerrado L. La validez de la ecuacién de Legendre
(59.4) queda asi comprobada.

(
®
J

60. Teorema de Morera. El teorema de Morera es el inverso
del teorema de Cauchy, y puede enunciarse como sigue: si la variable
compleja w resulta ligada a la variable z de tal manera que, movién-
dose z en una region conexa, valga la ecuaciéon (52.2) sobre cual-
quier linea cerrada L interior a la region y que no rodee singulari-
dades de w, entonces w es funcién de la variable compleja z.

En efecto, si es w = u + iv, la ecuacién (52.2) se escribe

(Jlg (u + iv)(dx + idy) =0

L

o sea, efectuando los productos y separando las partes real e ima-
ginaria,

j{;z. (udx —vdy) = 0. (J£1 (vdx + udy) = 0.

Aplicando el teorema de Stokes (29.2) en el area S encerrada por
el contorno L, estas relaciones se hacen

dv du — du dv _
gs ( ax T ‘W)dxdy =0, L (W—*W)dxdy =0
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y dada la arbitrariedad del contorno L y luego del area S. se con-
cluye que ha de ser idénticamente

dv du

_811 duv
dx dy

9x 9y
o sea que tienen que valer las condiciones de Cauchy-Riemann
(42.1). Luego w es funcién de la variable compleja z.

Es importante observar que el teorema de Morera y el de Cauchy
juntos afirman la equivalencia de la condicién de unicidad de la in-
tegral, resultante del hecho que la integral entre dos puntos tiene
un valor independiente del camino recorrido, con la de unicidad de la
derivada expresada por la condicién de monogenidad.

=0, -=0

61. Principio de la reflexién analitica. Consideremos en el
plano complejo dos regiones S, y S, contiguas, separadas por una
linea H, y supongamos que exista una funcién w,(z) holomorfa en S,
y otra funcién w;(z) holomorfa en S, (incluyendo los contornos),
que adquieren los mismos valores sobre H. Queremos comprobar que
entonces w; y w, constituyen una
unica funcién de variable comple-
ja, holomorfa en toda la region
S, + S; en el sentido de que no
s6lo los valores de las funciones
mismas, sino también por ejemplo
los de sus derivadas no presen-
tan discontinuidades al cruzar la
frontera H (principio de la re-
flexion analitica). Para demos-
trarlo es bastante comprobar que,
puesto

w=w enS
w=uw, endS,

y llamado L cualquier contorno cerrado interior a la regién S, + S,.
resulta

{>L w(z)dz = 0, (61.1)
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ya que entonces el teorema de Morera nos asegura que w(z) es
holomorfa.

Si L es todo interior a S, o todo interior a S;, (61.1) resulta sa-
tisfecha por la holomorfia de w; y de w; respectivamente. Si mas
bien L corta la linea H, llamando h la parte de H que queda en su
interior y L;, L, las dos partes de L que quedan respectivamente en
S: v S, se tiene

i;, wl(z)dz = CJL (z)dz + }: w(z)dz (61.2)

LH«II h+L;

siendo efectuadas las integraciones en el sentido de las flechas de la
figura. Pero el contorno (L, 4+ h) pertenece todo a la regién S, y
el contorno (h + L,) todo a la regién S,, asi que podemos escribir

r

® w(z)dz =<}() w(z)dz =0

Li+h Lish

§  wiz)d =§ wy(z)dz = 0

J h+l3 I+ Ly

y luego reemplazando en (61.2) sigue (61.1).

Un corolario muy importante del principio de reflexién analitica
es el principio de Schwarz. Sea S una regién simplemente conexa,
cuyo contorno incluye un segmento rectilineo H, y sea w(z) una
funcién holomorfa en S que adquiere valores reales sobre H. En tal
caso, considérese la regién S, si-
métrica de S con respecto al seg-

mento H y en ella la funcién wy(z) °P
que se obtiene tomando en cada i
punto P, el valor complejo conju- s AR
gado del que w adquiere en el s, ;!
punto simétrico P. Con esto tam- EP
&Fe

bién w, toma valores reales sobre
H y por el principio de reflexién
analitica w y w, constituyen una
anica funcion holomorfa en la region ampliada S + S,. Se suele decir
que la funcién w(z) ha sido prolongada analiticamente al otro lado
de la recta H. En el caso de que w(z) tome sobre el segmento H
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valores imaginarios puros, su prolongacion wy se definira en S, como
esa funcion que adquiere en puntos simétricos los valores complejos
conjugados cambiados de signo. En férmulas, si en P se tiene

w=u+Iv,
en el primer caso se toma, en P,

wy = u -—— v
y en el segundo

wy = ~u+iv.




CAPITULO IIT -
DESARROLLOS EN SERIE

I. DESARROLLOS EN SERIE DE POTENCIAS

62. Desarrollo en serle de Taylor. Sea w(z) una funcion ho-
lomorfa dentro de una regién conexa que incluye un circulo con cen-
tro en el origen y radio r, cuya
circunferencia llamaremos c. Indi- Ay
cando con z’ un punto interior al
circulo, la férmula de Cauchy"
(58.2) permite expresar el valor c
que w(z) adquiere en dicho punto:

g
N
a
N
Q
>

(62.1) ¥ 4

Observemos que por hipdtesis se
tiene |z’ | < r, mientras que sobre
1 ¢,|z| = r. Luego, sobre c resulta
también |z’/z| < 1, y por tanto
podemos escribir

1 1

1 = /27\n
P =—;§)
z(I-VA——) ( )

-~

habiéndose desarrollado 1/(1 — z’/z) en la serie geométrica de ra-
z6n 2’/z, serie que, por ser | 2’/z | < 1, es absolutamente convergente.
Reemplazando en (62.1), resulta

n_ 1 w(z)& [27\" 2 1 ,,,r w(z)
w(z') = 27 jgc z g(?) dz = ,.z-o 2ni ()Dc zn+l dz

es decir que, si se llama a, el nimero complejo

_ 1 w(z) '
a, = —Z——Tti—j£ Z'"'l d (62.2)

97
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queda
w(z')= 3 a, 2", (62.3)
n=0

férmula que da el desarrollo en serie de potencias positivas de la
variable z de toda funcién w holomorfa dentro de un circulo con cen-
tro en z = 0. Una expresién mas cémoda para los coeficientes a, se
obtiene tomando en cuenta la expresién (58.3), que para z’ = 0 da
sobre la circunferencia

nl [ w(z)dz

w(n)(o):_ 7 0. e

de modo que, reemplazando en (62.2), se llega a

1
a,,=;!-w(")(0). (62.4)
El desarrollo en serie de Taylor (62.3) se puede por tanto escribir
) (n)
w(z)= 5220 . (62.5)
n=0 n.

Lo dicho anteriormente con respecto a funciones holomorfas en
circulos con centro en el origen se extiende .con un razonamiento
similar a funciones holomorfas en circulos con centro en un punto
z = 2, cualquiera. Se obtiene con toda facilidad la férmula

w(;’):uéL"’rfr@l (2 — z)" (62.6)

Por tanto toda funcién holomorfa se puede expresar, dentro de un
campo circular, por medio de un desarrollo en serie de potencias de
Taylor.

63. Polinomios y trascendentes enteras. Si una funciéon w(z)
es holomorfa para todo valor finito de z, lo que acabamos de ver
asegura que dicha funcién admite un desarrollo en serie de Taylor
convergente en todo el plano. Para una funcién asi pueden darse tres
casos por lo que se refiere a su comportamiento en el punto impropio,
a saber: w(z) en dicho punto (a) es regular, (b) tiene un polo y
(c) tiene una singularidad esencial.
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Referente al primer caso, vamos a demostrar el siguiente feorema
de Liouville: una funcién w(z) holomorfa en todo el plano y también
en el infinito no puede ser sino una constante. Observemos primero
que en ese caso se puede hallar un nimero M que sea mayor que
cualquiera de los médulos de los valores que la funcién adquiere en
todo el plano complejo, incluyendo el punto impropio. Ahora, com-
paremos los valores que w(z) adquiere en el origen 0 y en otro
punto cualquiera z = z,; comprobaremos que son iguales. En efecto,
por la férmula de Cauchy (58.2) extendida a cualquier circulo ¢ con
centro en 0 y radio mayor que | z;|, tenemos

‘U(ZO)dw(0)=%$c w(z)<~ ! ———i—)dz:

Z— 2y

1 [ zow(z)
2T j)c z(z — z5) dz.

Supongamos que se ha elegido la circunferencia ¢ de tal manera
que su radio R sea mayor que 2|z, |; entonces sobre ella se tiene

lz]=R, lz—z]|>%R.

Siendo ademas por hipétesis | w(z)] < M, |z | < R, se deduce de
la férmula anterior

. (63.1)

w(zo) — w(0) {< —2‘%— ;f—'%!?g dz

Pero si se escribe sobre ¢
z = Re®, dz = iRe*d,

resulta

r\

| 2%
O dz| = S Rd6 = 2=R.,
Jc 0

y reemplazando en (63.1) se tiene por fin
. M
jwlz)—w(0)] <2|z|q

Pero | z,| y M estan fijados, mientras que R, sujeto tan sélo a la
condiciébn de ser mayor que 2 |z, |, puede elegirse tan grande como
se quiera; por tanto la diferencia | w(z)-— w(0)| puede hacerse
tan pequefia como se quiera, cualquiera que sea el punto 2z, Sigue
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que ha de ser siempre w(z)= w(0), es decir que w(z) es cons-
tante, como se queria demostrar.

Pasando al caso (b), diremos que una funcién w(z) tiene un
polo de orden m en el infinito, cuando el limite de | w(z)/z™ | para z
tendiendo a o es una cantidad finita, no nula. Vamos a comprobar
que las funciones desarrollables en serie de Taylor en todo el plano
con un polo de orden m en el infinito no son otra cosa sino los poli-
nomios en z de grado m. En efecto, supongamos que la funcién

w(z)=a+az+ a2+ ... +a.,z"+ a,,.ﬂzf"“‘ + ...,
que podemos escribir también
w(z)=(a+az+ ... +8m12"!) +2"(@an+amaz+...) (63.2)
tenga un polo de orden m en el infinito. Si la serie
am + 8mi1Z2 + @ma2 22+ ... (63.3)

tuviese un polo de orden k en el infinito, el altimo término de la
expresién (63.2) tendria un polo de orden m + k& (y por tanto
mayor que m) en el infinito, y lo mismo pasaria con w(z), contraria-
mente a la hipétesis. Luego la serie (63.3) ha de quedar siempre
limitada y, por el teorema de Liouville, no puede ser sino una cons-
tante; la (63.2) expresa entonces a w(z) por un polinomio de grado
men z.

De los resultados anteriores se concluye que, si w(z) puede ser
representada por una verdadera serie de Taylor convergente en todo
el plano complejo, posee necesariamente en el infinito una singula-
ridad de tipo esencial. Estas funciones, sumamente importantes, do-
tadas de una sola singularidad esencial en el infinito, se llaman
trascendentes enteras. Recordando que los desarrollos en serie (45.1),
(45.2) y (45.3) valen en todo el plano, concluimos que €% senz y
cos z son ejemplos de trascendentes enteras.

Una aplicacién interesante del teorema de Liouville es la demos-
tracién del teorema fundamental del Algebra, o sea que toda ecua-
cién algebraica

ag+taz4+az... +az2"=0
posee a lo menos una raiz. Consideremos en efecto el polinomio
P(z)=ay 4+ az+ ... + a,2"
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y supongamos por reducciéon al absurdo que no se anule para ningin
valor de z. Entonces la funcién reciproca Q(z) =1/P(z) resultaria
holomorfa en todo el plano, incluyendo el punto impropio. Por el
teorema de Liouville, Q(z) seria entonces una constante, y lo mismo
resultaria para P(z), contrariamente a la hip6tesis de que sea un
polinomio.

64. Concepto de funcién analitica. Los resultados del No. 62
permiten entrever una equivalencia entre el concepto de funcién
holomorfa y el de serie de potencias en el campo complejo. Sin em-
bargo se presenta una dificultad fundamental y es que, mientras
que una funcién holomorfa esta definida dentro de una regién conexa
cuya forma depende de la funcién misma, la segunda, como se de-
mostrd en el No. 43, resulta definida tan s6lo dentro de un circulo
conveniente, que hemos llamado su circulo de convergencia, fuera
del cual diverge perdiendo todo sentido. Para obviar este inconve-
niente, Weierstrass introdujo el concepto de funcién analitica, defi-
niéndola como un oportuno conjunto de series de potencias, que
permite representar a una funcién de variable compleja en el interior
de todo su campo de holomorfia.

Para entender este nuevo concepto, tenemos que definir el de
prolongacién analitica de una serie de potencias. Consideremos dos
series de potencias wy(z) y wy(z), la primera convergente dentro de
un circulo ¢y con centro en z, que escribiremos

wo(z) = So(z — z4), (64.1)
indicando simbélicamente con S, una serie de potencias enteras po-
sitivas de (z —z;), y la segunda convergente dentro de un circulo
c; con centro en z;, que -escribiremos analogamente

w,(z) =Sl(2——21). (64.2)
Supongamos que los dos circulos ¢y y ¢; tengan una parte comun,
constituida por la linula £, y que, a lo largo de cierto segmento de
curva AB, interior a (., se tenga

So(z —2z0) = Si(z — z). (64.3)
Vamos a comprobar que la igualdad (64.3) vale no sélo sobre AB,
sino en todo el interior de la linula .

P T
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Con este objeto, prolonguemos la curva AB, juntandola con las
intersecciones M y N de las circunferencias ¢, y ¢, con arcos de
curva simples AM y BN, y consideremos la diferencia

wo(z) — wi(z) = h(z).
Esta funcién es nula por hipétesis sobre el arco AB; vamos a com-
probar que también lo es a lo largo de toda la curva MABN.

Supongamos por reduccién al absurdo que, en un punto C de
esta ultima curva, que tomaremos por ejemplo sobre el tramo MA,
sea h(z) = 0. La h(z) es una funcién continua a lo largo de BAM
(debido a la holomorfia de w, y
w;); siendo nula en BA y no nula
en C, y debiendo variar con conti-
nuidad entre estos dos valores,
tiene que existir sobre AM un
punto D determinado (que también
puede ser el mismo A), de sepa-
racién entre los puntos de la curva
en que h(z) no es nula y los pun-
tos en que si lo es. En D sera nula
h(z) y también todas sus deriva-
das (ya que éstas, por el principio
de monogenidad, pueden ser calcu-
ladas a lo largo del arco BAD,
sobre el cual h = 0), pero siempre
existiran puntos tan préximos como se quiera a D en los cuales
h(z) s 0. Describase ahora un pequefio circulo ¢ con centroen D y
todo interno a la lunula. Si en D, z = z;, la funcién holomorfa h(z)
puede desarrollarse en el interior del circulo ¢ en serie de potencias
de la diferencia (z — zp); pero esta serie debe de tener todos sus
coeficientes

_ ()

- n!

iguales a cero, por ser nulas en D todas las derivadas de h. Luego
resultaria A(z) = 0 en todo el circulo o, lo que contradice a la hipé-
tesis de que existan en la proximidad inmediata de D puntos en los
cuales A(z) no es nulo.
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Con lo anterior queda demostrado por reduccién al absurdo que
se tiene h = 0, o sea que vale la igualdad (64.3), sobre todo el arco
de curva MABN. Aplicando el principio de la reflexion analitica
(No. 61) con respecto a dicho arco, resulta que wy(z) y w;(z) son
partes de una misma funcién holomorfa w(z) dentro del area ence-
rrada por los dos circulos ¢, y ¢;. Por tanto la igualdad (64.3) ha
de ser valida en toda la lanula £, como queriamos comprobar. En el
interior de £, la funcién w(z) puede representarse indiferentemente
por wy o por w;.

La serie de potencias S;(z — z,) puede por consiguiente consi-
derarse como prolongacion de Sy(z — 2z,) en la linula sombreada de
la figura, fuera de su circulo de convergencia cy. Se dira que S;(z—z;)
es una prolongacion analitica inmediata de Sp(z--2;). A su vez
puede existir una nueva serie de
potencias S;(z-—2z;) que sea una
prolongacién analitica inmediata
de Si(z—z) y no de Sy(z — 2):
diremos que S; es una prolonga-
cion analitica (yva no inmediata)
de Sy. Asi siguiendo, podemos ha-
llar toda una sucesién de series
de potencias So(z—2), Si(z—2;),

.. S:(z—=z,), que en su con-
junto definen una funcion analitica
w(z) igual a Sgen ¢y, aS;ency, ...
a S, en c,. Cada una de estas series constituye, segun la definicién
de Weierstrass, un elemento de la funcién analitica w(z). Por lo que
acabamos de ver, una funcién analitica resulta totalmente definida
al conocerse uno cualquiera de sus elementos.

Se entiende por lo visto en el No. 62 que la funcién analitica
w(z) asi definida es, dentro de su campo de existencia, una funcién
holomorfa de la variable compleja z, y que viceversa toda [un-
cién holomorfa dentro de 'cierta regién conexa tiene que poderse
representar por un conjunto de series de potencias, las unas prolon-
gacién analitica de las otras. tales que sus circulos de convergencia
cubren la region. La hipdtesis relativa a la conexién de la regién es
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fundamental, puesto que asegura la posibilidad de efectuar la pro-
longacién. El campo de existencia de una funcién analitica puede
estar limitado por puntos singulares, que o bien son puntos aislados,
o bien cubren regiones dentro de las cuales no es posible penetrar
por prolongacién y que constituyen lagunas de la funcién analitica.
Se comprueba que estas lagunas son las mismas zonas de singula-
ridad que posee la funcién de variable compleja equivalente.

65. Desarrollo en serie de potencias negativas. A veces se
da el caso de quererse desarrollar en serie de potencias una funcién
que es holomorfa en todo el plano, inclusive en el punto impropio,
con excepcién de un grupo de puntos o de una zona singular ubi-
cados a distancia finita. En tal caso, aislada la zona singular por
medio de un circulo con centro en
el origen, conviene buscar un des-
arrollo en serie que converja ex-
teriormente a dicho circulo.

by

Sea pues w(z) una funcién
holomorfa en la regién exterior al
circulo ¢’ con centro en z =0 y
radio ¢/, e indiquemos con 2z’ un
punto cualquiera de dicha regién.
Aplicando el teorema de Cauchy,
tendremos

W1 w(z)
wiz)= 5 2

S dz.
(65.1)

Por otro lado

1 —1

1 & [ z\m
z—2 " 2(1—2z/2) "'—2_',"2:0 (?i)

siendo la serie absolutamente convergente sobre la circunferencia por
ser|z|=1¢|2"| > ¢, yluego|z/2’| < 1. Reemplazando en (65.1),
queda

"o 1 ( 1 o z \m

m=0
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2 zl—(l)l~l) ( ( ) d -,z_ :/_u 1 ) ld
= — - w(z) 2"dz: = — —p wi(z)2z"'dz,
mz-‘-‘o 2ni j)l-" n=1 2T Je 4
habiéndose puesto n = m + 1. Entonces, si se escribe E
1 7 :
b“ = z_mjl)(.’ u)(z) :”-] dZ . (652)
t se obtiene el desarrollo segun las potencias negativas de z
0
w(z')=—2b,z". (65.3)
n=1

En el'caso de que el centro de ¢’ no esté en el origen, sino en z = z,.
obtendriamos en forma similar el desarrollo

X

w(z') = —2 b, (2" — z)™", (65.4)
n-l
estando los b, dados por
1
b,,:-2ﬂ—ij)c,w(z)(z—:o)”“dz. (65.5)

66. Desarrollo en serie de Laurent. Supongamos ahora que,
por la presencia de puntos o zonas singulares, que incluyan ya sea
el origen, ya sea el punto en el infinito, no sea posible hallar un circulo
con centro en el origen, interior o
exteriormente al cual la funcién de
variable compleja w(z) sea holo-
morfa dondequiera. Entonces pue-
de darse el caso de que exista una
corona circular ¢ comprendida en-
tre dos circulos ¢ y ¢’ con centro
en z =0, en que la funcién sea
holomorfa. La regién ¢ puede con-
siderarse como la regién que que-
da a un mismo tiempo interior
a la circunferencia ¢ y exterior a
la ¢’; asi que resulta, por la fér-~
mula de Cauchy, aplicada a todo
el contorno de la corona, y por los
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desarrollos (62.3) y (65.3), que en todo punto 2z’ del anillo se
tiene

w1 w(z) 1 | w(z) _
wiz’) = 2 j) z-—2' dz - 2ni \jbuz-«z' dz =
- m < b“
=S a4 3D (66.1)

Este desarrollo en serie de potencias enteras positivas y negativas
de z’, para una funcién holomorfa dentro de una corona circular
con centro en el origen, se llama desarrollo de Laurent. En el caso de
que el centro no esté en el origen, sino en otro punto z = z;, se ten-
dria un desarrollo de Laurent del tipo

(66.2)

w
w(z') =2 an(z’ -~ z0)
ne-0

Como ejemplo, buscaremos el desarrollo de la funcién racional

w(z) = —

que tiene dos polos, uno el origen z = 0 y otro en z == 1; si nos inte-
resan sus valores en la zona comprendida entre los dos polos, pode-
mos desarrollarla ya sea en una corona con centro en z = 0, ya sea
en una corona con centro en r = }. que pase entre dichos puntos.
En el primer caso. desarrollando en serie de potencias de z y to-
mando en cuenta que 0 < ]:l < 1, se obtiene

i
z(z=1)

1 )
:—?-(l +z422..)=
—_le—z— 22— ... {66.3)

que es el desarrollo de Laurent (66.1) con
bl‘-_-ag‘-:aj:...Z—' , b2=b3=b4=...=0.

En el segundo caso, desarrollando en serie de potencias del binomio

(z-—1) y tomando en cuenta que es 0 < [z—1! < 1, encontramos

1 1
2(z—=1) 7 z—1 (z—1)41
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—_— 1 ~ 2 —
B P P L |
N T P L S S ERR (66.4)

r—1
que es un desarroilo del tipo (66.2).

67. Teorema de los residuos. Sea w(z) una funcion de variable i
compleja que tiene un punto singular aislado en z = z,. En proximi- !
dad de dicho punto, es posible desarrollarla en una serie del tipo

(65.4), resultando su primer coeficiente, segun (65.5),

| b1=—--—»l—.([> w(z)d:.

2wi o

Este coeficiente, que es el tinico de los b, en cuya expresién no apa- i
rece el numero zy, pero que si depende indirectamente de z, en cuanto \
el camino de integraciéon lo rodea, es un nimero complejo muy im-
portante para el estudio local de la funcién; se llama residuo de w(z)
en el punto z = z; y se escribe

Res [w(z):lz‘J = —2‘1,-:—1;- (Jl[)c’w(z)dz . (67.1) "
De esta relacién, despejando la integral, se obtiene

LJL w(z)dz = 2x%i Res [w(z):l ,

< :u

es decir que la integral de la funcion w(z) calculada a lo largo de la
circunferencia ¢’ con centro en z, vale 2ri multiplicado por el residuo
en z, de la funcién misma. Como sabemos (No. 52), esta férmula
vale no sélo para la circunferencia ¢’, sino para cualquier otra curva L
que incluye al punto singular z,, con tal que no contenga mas puntos
singulares; luego se puede escribir

§)L w(z)dz = 2xi Res [w(z):l

. (67.2)

o 3
En el caso de que la curva L incluya varios puntos singulares E
aislados z,, z,, ... zm, se puede encerrar cada uno de ellos por peque-
flos circulos ¢}, ¢; ... ¢, y siendo (No. 52)

n

(JLL w(z)dz = 3 <[) w(z)dz,

n=1 ) ca

|
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se obtiene la férmula mas general

n=1 in

qr, w(z)dz = 21\:ii Res[zu(z):l (67.3)
N2 :

o sea que la integral de una funcién de variable compleja, calculada
a lo largo de una curva cerrada L, es igual a 2ni multiplicado por la
suma de los residuos de dicha funcién en cada uno de sus puntos
singulares internos a L. Este teore-

by ma, llamado teorema de los resi-

L duos, se debe a Cauchy y consti-
tuye una extensién del teorema de

/ L Cauchy del No. 52, puesto que

/ a m X si no hay puntos singulares, los re-

E /I., \__/ "~ siduos son todos nulos y la férmula
(67.3) se reduce a la (52.2).

Como ejemplo, sea L, una curva

cerrada que incluye al origen y

no al punto z=1,L, otra que

incluye a z = 1 y no al origen, y L; una tercera curva que incluye
a ambos. Por (67.1) y (66.3) se tiene

[ d:z . 1 . .
j)l..m = 2xi Res l:z—(—z———ljl) =2xi(— 1) = —2xi,
por (66.4) ‘
f dz . 1 . .
\Jbl.:i(l— Y= 27i Res l:z—(z_—_l_):ll =2ni - 1 = 2ni
y por (67.3)

= 27i {Res[m]j—T—)]0+ Res[—z(—z-{jﬁ]‘ } =

=2rni(—141)=0.

En el caso de que una funcién w(z) sea desarrollable, dentro
de un anillo con centro en z = z;,, en una serie de Laurent en que
todos los coeficientes b, sean nulos con excepcién del b;. es facil
calcular el residuo; en efecto, basta observar que entonces

b | S(z—2) (67.4)

Z— 2

II dz
v —F
Jl.:z(z_])

w(z) =
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habiéndose indicado con S una serie de potencias positivas de
(z — zy). Invirtiendo, resulta

1 zZ— 2

w(z) = b+ (z—2)S(z—2)

z—2 S(z— z)

= A ST

Ahora el factor que multiplica (z — z;)%, que resulta finito para
z = 2, representa una funcién S’(z — z) holomorfa en proximidad
de ese punto; escribiremos

1 _z—2 ) ,
w(z) — b — (2 —2)28(z—z).
Derivando con respecto a z y poniendo z = z, tenemos
d 1 i 1 ‘
[ﬁ(mﬁﬂw =% = Res[w(z)T (67.5)

por ser S’(z— z,) y su derivada primera finitas en el punto z,. De
aqui resulta que, si w(z) puede expresarse por un desarrollo de
Laurent del tipo (67.4), su residuo es igual al valor de la inversa
de la derivada de la funcién 1/w(z), calculada en el punto z,.

Como aplicacién, volveremos a calcular los residuos de la funcién
1/2(z—1) para z = 0 y para z = 1. Se tiene

Ly S e

w(z) dz L w(z)

y lueéo
Res [:(’21?1 )]o = [‘2‘2“]"_"1‘]0 =—1

Res[z(?lt‘l 7= (1] =1

68. Andlisis de los puntos singulares aislados. Sea z = z, un
punto singular aislado de la funcién w(z). Esto quiere decir que sera
siempre posible trazar dos circunferencias concéntricas, con centro
en z, (la primera de radio £ muy pequefio), tales que en la corona
circular € comprendida entre ellas la funcién w(z) es holomorfa.

T TT B oo B e e P S o D T R B R T B T TR meEnd
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Esto permite, segiin vimos en el No. 66, desarrollar en ¢ la funcién
w(z) en la serie de Laurent (66.2)
] u -] bn
w(z)—nzﬂan(z 2) +Z,Tz—_zo)_ (68.1)

Ahora, pueden presentarse dos casos: (a) que la segunda serie en la
férmula anterior se reduzca a un polinomio en la variable 1/(z — z,),
por ser los coeficientes b, nulos de cierto valor de n en adelante, y
(b) que dicha serie sea una serie verdadera. Se comprueba que,
analogamente a lo que vimos (No. 63) que sucede para el punto
impropio, en el caso (a) el punto singular z, es un polo de la fun-
cién, mientras que en el caso (b) es una singularidad esencial.

En efecto, si los coeficientes b, son nulos desde cierto valor
n = m + | en adelante, la serie (68.1) se escribe

- bl b2 bm

w(z)= "Zzoan(z—zo)"'Jr P +(z—zo)2 +... +m,, (68.2)
y luego resulta
(z—2z)"w(z) = S(z—z), (68.3)
habiéndose indicado con S(z — z;) la serie de Taylor
S(z—~20) = by + b1 (z2—2) + ... +
+ by (z—2z)m ! + goan(z—Zo)"*"'- (68.4)

La serie anterior representa una funcién holomorfa en el punto z; y
en su derredor que adquiere el valor no nulo b, en z,; luego su
reciproca 1/S(z — 2,) es también holomorfa en z, v en su derredor,
asi como la funcién (z — 2z,)"/S(z — 2¢). Pero por (68.3) se tiene

(z —z0)™ 1

S(z—2) — w(z)’ (68.5)
Luego la funcién 1/w(z) es regular en z, mientras que w(z) ad-
quiere en ese punto valores infinitamente grandes, lo que por defi-
nicién (No. 51) significa que 2z, es un polo para w(z). Si por el
contrario la segunda serie del desarrollo (68.1) es una serie verda-
dera, pierde validez el razonamiento anterior, 1/(w(z) resulta sin-
gular en 2o, y por tanto w(z) posee en z, una singularidad esencial.
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En el caso de que w(z) tenga un desarrollo del tipo (68.2), se
dice que tiene en z, un polo de orden m; su reciproca 1/w(z) tendra
entonces por (68.5) un cero de multiplicidad m en z,. Por ejemplo,
el desarrollo (66.4) manifiesta que la funcién 1/2(z— 1) posee un
polo del primer orden en z = 1, y es evidente que su reciproca tiene
en dicho punto un cero simple, raiz de la ecuacién z(z—1) = 0.

69. Funciones meromorfas. De la férmula (68.3)

es facil concluir que, cuando el médulo de z — z, tiende a cero, el
médulo de w(z) crece indefinidamente, cualquiera que sea el ca-
mino que el punto variable z sigue para acercarse al polo z,. En
efecto, sigue de (68.4) que S(z — z) no es nula para z = 2y, y por
tanto se puede siempre hallar una vecindad bastante pequefia que
encierre zy, dentro de la cual el médulo de S(z — z)) quede mayor
que cierto nimero positivo M conocido de antemano. Luego, llamado
r el médulo de z — z, resulta | w(z)| > M/r", y esto comprueba
que | w(z)| crece indefinidamente cuando r tiende a cero. Por otro
lado, siendo que S(z — z,) es una funcién regular para z = z, se
puede siempre hallar un circulo ¢ con centro en z, dentro del cual
S(z — zy) es holomorfa. El cociente S(z — z)/(z — z,)™ es por
tanto una funcién holomorfa para todos los puntos de este circulo, -
con excepcién del centro z, unicamente. Concluyendo, en proximidad
del polo, la funcién w(z) no admite otro punto singular que no sea el
polo mismo, es decir, que todo polo es un punto singular aislado.
Toda funcién uniforme que, en cierta regién, tiene tan sélo sin-
gularidades polares, se dice que es meromorfa en dicha regién. Una
funcion meromorfa en todo el plano puede poseer infinitos polos,
pero éstos solo podran ser en cantidad finita en toda regién A situada
a distancia finita. En efecto, si la funcién w(z), meromorfa en el
interior de A y sobre su contorno, tuviese infinitos polos dentro de A,
por un conocido teorema de Bolzano el conjunto de todos estos polos
poseeria un punto de condensacién P, tal que en toda vecindad,
por pequefia que fuera, de P, siempre se hallarian polos de w(z).
Pero un punto asi no podria ser un polo, ya' que acabamos de ver
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que un polo es necesariamente aislado, ni mucho menos seria un
punto ordinario. Por tanto P, tendria que ser una singularidad esen-
cial, lo que estad en contradiccion con la hipétesis de que w(z) es
meromorfa.

A continuacién vamos a determinar un desarrollo en serie para
[unciones que son meromorfas en todo el plano. Consideremos una
regién @, limitada por un contorno cerrado L sobre el cual no se halla
ningin polo, y supongamos que en su interior estén los n polos z,,
Z3 ... z,. En proximidad de z = z,, la funcién w(z) se puede escri-
bir, por lo expresado en el No. 68,

w(z) = Sy(z—z) + P, (_ ! )

Z— 2

siendo S; una serie de potencias, P, un polinomio. Escribase
1
wiz)—Pi(s15) = wi(2)

zZ—2)
donde w,(z) representa una funcién regular en z,, pero que si posee
los demas polos de w. En proximidad de z, sera

w(z) = Si(z —z) + P, (__1_>

zZ— 2

y podremos escribir

wl(z)—Pz(—-—l

zZ— 2

)= wy(z)

donde un(z) es regular en z, y z,, pero conserva las demas singula-
ridades polares. Si sequimos asi hasta 2, obtenemos el desarrollo,
vélido en todo punto del campo €..

wie) = P25 )+ P2 ) 4o 4 P25+ Ea) (601

Z2—2 z Z2—2z,

siendo f(z) una funcién que ya no tiene los polos zj, 2, . . . 2z,

Ahora bien, sea z’ un punto de € que no es un polo y tratemos
de expresar el valor de w(z) en z’ por medio de los valores que
dicha funcién adquiere sobre el contorno L. Siendo f(z) regular den-
tro del campo, podemos escribir por la férmula de Cauchy (58.2)

1) = 5, L e
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Reemplazando en ambos miembros la expresién
Fz) = w(z)—3 P, (_z__‘_._)
que se obtiene de (69.1) despejando f(z), llegamos a
--S P, =
w(z) z (z —z)
L f w(z) 4 12{ 1 p,( 1 )dz‘

2ri ), z—2' 2ni 5 ), z—2 z—2z,

Las integrales que aparecen en la ultima suma son nulas, porque las
funciones integrandas relativas son holomorfas en toda la regién
externa a L. Queda luego

R e 2P () (©02)

2ni JLz—2z —z

Si los polos son tan sélo n, también la otra integral se anula por el
mismo motivo, y la expresién anterior se reduce a

(z) = ZP ('z“—"z“,)

Las funciones racionales, cocientes de dos polinomios en z, son evi-
dentemente funciones meromorfas, ya que no tienen mas polos que
los ceros del polinomio divisor. En este caso el resultado que acaba-
mos de obtener expresa la conocida regla algebraica acerca de la
posibilidad de descomponer toda [uncién racional en una suma de
quebrados simples. Si los polos son infinitos, pero se da el caso de que
en cualquier regién finita la integral

} w(z) 4, (69.3)

calculada para todo punto z’, converja absolutamente hacia cero al
ensancharse progresivamente el contorno L, entonces (69.2) se trans-
forma en el desarrollo en serie de [unciones racionales valido en
todo el plano

\

()= 3 Pu( 5 ) (69.4)

L
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II. LA FUNCION GAMMA

70. Desarrollos en serie y en producto infinito para fun-
ciones goniométricas. Busquemos un desarrollo en serie para la
funcién cotg z, cuyos puntos singulares estan ubicados en los puntos
z = nr del eje real, siendo n entero, positivo o negativo cualquiera.
Estos son polos, ya que alli tang z es finito; y precisamente son polos
del primer orden, porque

nx

. . x
= lim cos x lim ==+1.
10 z-»0 Sen x

. . x
lim (zcotgz)= lim (cosx
0 z-0 se

Los residuos relativos pueden obtenerse luego aplicando la regla
indicada al final del No. 67. Con w(z) = cotg z, se tiene

L tan j—- : =1
w(z) — 8z, I w(z)) ™ cos’z
y esta derivada, para z = nx, vale 1. Por la férmula (67.5), resulta

luego que los residuos de cotg z son todos iguales a 1, de modo que
los polinomios P, del desarrollo (69.2) valen

1 1 1 1
po:—;', pl:z—‘n’ pzzz—zn,....pn——‘z_n:rE:
1 1 1
-1 = z+1‘t’ _2—:—"'—“2%,...1p..,,—z+n1t,...

Ahora, escojamos para los contornos crecientes L, rectangulos con
centro en el origen. La integral

& cotgz g, (70.1)
Loz

es nula, ya que el contorno es simétrico con respecto al origen y que
cotg(—z) = — cotg z, de modo que las integrales extendidas a los

lados opuestos, que se recorren en sentido contrario, son iguales y
de signo opuesto. Ahora se puede demostrar que, fijado un punto 2’
y escogida convenientemente la ley de crecimiento del contorno L,
la integral

{) cotgz 4, (70.2)

L z2—2
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equivalente a la (69.3) en este

4\ y caso, tiende absolutamente hacia

cero a medida que se ensancha el

T [~ _} rectangulo de integracién. No va-

! ! mos a dar la demostracién, pero el

il +2 resultado se justifica considerando
!

que, por ser 2’ fijo y z siempre
mas grande, la diferencia z —2’
se acerca cada vez mas a z, y por
tanto la integral (70.2) se acerca
siempre mas a la integral (70.1)
correspondiente, que como sabemos
es nula.

S 4 En vista de los resultados an-
teriores, podemos aplicar la f6rmu-
la (69.4), con lo cual obtenemos

Cotgz:__z_l,_"ll:z_n"t z_:'mr].

|

8

es decir

cotgz = - + : - (70.3)

z

Pasando el término 1/z al primer miembro e integrando entre 0 y z,
con el cuidado de que el camino de integracién evite los polos, se
llega a

¢ , 1 & (r 2z
go (cotg z—-}—) dz = "zd So }f;—ﬁz—ﬂzdz’
Ahora, para calcular la integral del primer miembro es licito emplear
la férmula, conocida en el campo real,

r (cotgz——%—)dz =In se:z ,

0

mientras que la n-ava integral del segundo miembro es

I rads = ’”(l“z‘zz}?)'
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Asi se obtiene

sen z i 2t

y luego

w0 Z2
senz:zl’[(l——;z-_r?) (70.4)

n=1

formula de Euler que expresa el seno por medio de un producto
infinito. Si reemplazamos la variable z por mz, la (70.4) se puede
escribir también bajo la forma

o/ 2
SN (1___27) (70.5)

n=1 n

que aprovecharemos en el articulo siguiente.

71. La funcién gamma; expresiones de Welerstrass y de
Gauss. Consideremos el desarrollo en serie de funciones racionales

= {1 l
Ha)=—c+ 3 (_.n__-;_:n.) (71.1)
donde ¢ es una constante que se determinard mas adelante. Este des-
arrollo es del tipo (69.4) y representa, como se ve enseguida recor-
dando lo indicado en el No. 69, una funcién meromorfa en todo el
plano, con infinitos polos del primer orden, ubicados en los puntos
del eje x de abscisas —1, —2, ..., —n, ... Procediendo con la se-
rie (71.1) analogamente a lo que acabamos de hacer con la serie
(70.3), integremos f(z) entre los limites 0 y z, siguiendo un camino

de integracién que evite los polos. Obtenemos

n
z + n_) :

| S: Hz2)dz = —cz + gl (% + In

Ahora, introduzcamos una nueva funcién I'(z) tal que sea por de-
finicién

jo Hz)dz =In[2T(2)].

Comparando con la férmula anterior, resulta que

I(z)=*" 1 " e (71.2)
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Esta es la expresion de Weierstrass de la célebre funcion gamma
de Euler.

La constante c, que lleva el nombre de constante de Mascheroni,
se determina imponiendo que

(71.3)

de donde se saca

y luego
o0 1 n

n . r 1
c=3(nrim ) =tm 3 (o + )=

n=1

n

= lim Z[lnr—ln(r+ 1)+%]-_—

naoc p=]
= lim [1n1——1n2+ln2—... +
1 1 1
+lnn—ln(n+1)+1+7+7+ +;]=
. 1 1 1
:}Lnl[——ln(n+l)+l+-2—+—§+ +—n-:|.

Esta expresién, observando que es

lim In(n + 1)= lim Inn,

n- o0 n— oo

se suele escribir

. 1 ,
c = lim [1+7+—;—+ +—’11————lnn]

n—w

(71.4)

y permit‘e calcular la constante de Mascheroni, para la cual se halla
el valor

c = 05772156 ...

S AR e
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Reemplazando la expresiéon (71.4) en (71.2), obtenemos otra
importante expresiéon de la funcién gamma. Resulta

-]

1
r z)= lim —_ e“(l+”+...+1/n-]n n)z
( ) naw Z 1[1—1 zZ4r

o
— lim __1,e—(l+n+...+1/n—lnn)z+(l+n+...+‘/..)z H r =
naw Z r=1 Z4Tr

.1 < r . nt
= lim — etnmz I = lim —; ;
now Z r=l 24T neo o zZ4r

r=1

O sea

. n! n?
L(z)=lm — Y3 2) e n) (71.5)

que es la expresion dada por Gauss para la funcién gamma.

72. Propiedades de la funci6én gamma. Es facil deducir de

la férmula anterior la propiedad fundamental de la funcién gamma,
a saber que

T'(z+4 1)=zT(z) (72.1)

En efecto, se tiene

T(z4+1) _ .. z z+41 z4n T n
T (z) —.P.?:o[nz+l z42 " z+n+1]—z,.l£.nlz+n+1'

Pero, siendo z un namero finito, es

lim n 1;

nowzZ4+n+41 =
por tanto es valida la expresién (72.1). Recordando la condicién
(71.3), se encuentra sucesivamente

r2)=1r(1)=1, T(3)=2r((2)=2!, TI(4)=3r(3)=3!

y en general para todo niimero entero positivo m

I'(m+ 1)=m! (72.2)
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o sea que la funcion gamma constituye la extension del [actorial a
valores no enteros positivos de la variable. Para z entero negativo,
se deduce inmediatamente de la expresién (71.2) que la funcién
gamma se hace infinitamente grande, hecho que podia esperarse, en
vista de la relacién que la liga con la funcién (71.1), funcién que
tiene precisamente polos para z = —1, —2, —3 ..,

Otra férmula fundamental es la que relaciona la funcién gamma
con la funcién seno:

r(z)r(1 —z)= Sen"m (72.3)

En efecto tenemos por (72.1)
I'(l —z)= —2z2TI(—2)

o sea, si expresamos I'(— z) por (71.2),

-]

—— — pCl _'Z___ -z/n
r( 2= El——z+ne )

Multiplicando por I'(z), también expresada por (71.2), y sacando
la inversa, resulta

1 S .
r(z)r(l—z)_zm( n " n )—ZEI(I_HZ'/,

que comparada con (70.5) da la (72.3). De ésta se deduce, para
z = 1/2, el valor

r(—;—) = V= (72.4)

73. La integral euleriana de segunda especie. Finalmente va-
mos a comprobar que la funcién gamma puede escribirse también
bajo forma de integral:

I'(z) = j: et ¢2-1dy (73.1)
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Recordando que la exponencial e~* puede expresarse como limite, por

medio de la férmula

-t _ 1 _ty"
e”’ = lim (1 n)' (73.2)

n-w

vemos que la integral que aparece en (73.1) puede considerarse
como el limite para n— o de la funcién

Hen)= | (1—%)" ¢ dt

Haciendo ¢ = ns, ésta se escribe
1

I(z,n)=nzj (1 —s)n st=1 ds. (73.3)
0

Integrando por partes, la integral del segundo miembro se hace

USSEN CR Y G

Observando que el primer término del segundo miembro vale cero
y volviendo a integrar por partes sucesivamente n veces, resulta

t n (!
nez-1 —_— — n-1 o2 ——
L(l—s)_s‘ ds_zjo(l s)"tsids = ...
_ n(n—1)...1 Y emet e
“z2(z+1)...(z4+n—1) So st ds =
n(n—1)...1 1

T Zz+ 1)...(z+n—-1)z4n"
Reemplazando en (73.3), queda
I n! n?

(zn)= oD v -
siendo por (71.5), su limite para n — <« precisamente la funcién
T'(z). Asi se ha comprobado la férmula (73.1); la integral que apa-
rece en ella se conoce bajo el nombre de integral euleriana de segun-
da especie.

74. La funcién beta. Llamase funcion beta de Euler la fun-
cién definida por la férmula

B(p. q) = j; (1 — ¢)2-1 go-1 dt (74.1)
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siendo las variables p, ¢ reales positivas; la integral del segundo
miembro se llama integral euleriana de primera especic.

La funcién beta se liga con la funcién gamma por la relaciéon
fundamental

_ L(p)T(q)
B(p'Q)_I‘—(E+—q) (74.2)

que nos proponemos comprobar a continuacién. Con este objeto,
consideremos la funcién

Hx, y) = 4x¥-1 y2a-1 e-% - (74.3)

que es continua y siempre positiva en el cuadrante x > 0, y > 0;
queremos calcular la integral de esta funcién extendida a todo el
cuadrante. Vamos a proceder de dos maneras: primero integraremos
en un cuadrado con un vértice en
el origen y dos lados sobre los ejes

y haremos crecer indefinidamente ?)’
la longitud del lado; después inte-
graremos en un cuarto de circulo
con centro en el origen y lados
sobre los ejes, y haremos crecer el
radio indefinidamente. De las dos
maneras debemos llegar al mismo o
resultado. Q

Si a es el lado del cuadrado,

la integral extendida a su area & -
tiene el valor

lim Ho 2531 e=% dx L“)zyzf:—l edy | =T(p)T(q) (74:4)

puesto que, si en la integral (73.1) se pone por ejemplo t = x2, z = p,
se obtiene

I'(p)= j: 25301 o= dx (74.5)

y analogamente para la otra integral.
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Si por otro lado expresamos la funcién (74.3) en funcién de
coordenadas polares r, § y la integramos sobre un cuarto de circulo
de radio R, tomando en cuenta que el elemento de &rea es

dA =dr . rdd,

llegamos a
R /2
So 2p2p+a)-le-r dr So 2 cos ?P-1Q sen 2P-19df .
La primera integral, para R — oo, tiende al valor I'(p + ¢), mien-
tras que la segunda, puesto sen? = ¢, se transforma en la integral
euleriana de primera especie (74.1). Podemos luego escribir

lim [r 2r2r+o-1 g~ dr S:/z 2 cos -1 sen u-! Gde] =

Row 0
=T(p + q)B(p. q).
Comparando con (74.4) y teniendo en cuenta que los limites de los
primeros miembros tienen que ser iguales, resulta
I'(p)T(q)=T(p + q)B(p. q).

o sea la férmula (74.2).
En particular, supongamos p comprendido entre 0y 1,y g=1—p.
Entonces, recordando la (71.3), obtenemos de (74.2)

B(p.1 —p) =T(p)I(1—p)
o sea por (74.1) y (72.3)
E, (1 —¢)p-tg-rdt = —TF £74.6)

sen pr’

Se llama funcién de los errores (de Gauss), y se escribe erf z, la
funcién

erfz = _2_3" e~?dz
== o (74.7)

Si escribimos p = 1/2 en (74.5) y recordamos (72.4), obtenemos que

2 (= .,
exf oo '77?]02 2z =1, (74.8)

resultado muy importante para el Calculo de Probabilidades.
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III. DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER

75. Clasificacién de las funciones periédicas. Se dice que
una funcién de variable compleja es periédica cuando es posible
subdividir el plano complejo en una infinidad de regiones todas
iguales entre si, tales que la funcién adquiere los mismos valores
en puntos correspondientes (u homdlogos) de dichas regiones. Asi
por ejemplo las funciones cos z y sen z son periddicas, puesto que se
reproducen idénticamente en fajas verticales de ancho 2r (ver
No. 45). Naturalmente para una periodicidad de este tipo, llama-
da periodicidad simple, las fajas no necesitan ser paralelas al eje
imaginario, sino que pueden ser inclinadas como se quiera. Imagi-
nemos ahora un segundo sistema de fajas iguales, oblicuo con res-
pecto al primero. Los dos sistemas cortaran el plano complejo en una
doble infinidad de paralelogramos iguales entre si. Las funciones
que adquieren los mismos valores en todos los puntos homélogos
de tales paralelogramos se llaman doblemente periddicas o elipticas.

No es nuestra intencién tratar en este curso el tema, muy extenso,
de las funciones elipticas. Sin embargo queremos justificar su nom-
bre explicando en qué sentido estas funciones se relacionan con las
integrales elipticas de las cuales se hablé en el No. 55. Consideremos
con este objeto la integral

SZ dz

0o V1—22

que no es otra cosa sino la funcién arc sen z. Si no conociéramos la
funcién inversa, que es sen z, un estudio de esta integral seria bas-
tante dificil, puesto que, mientras que sen z es una funcién simple-

mente periddica uniforme, el arcsenz es polidroma de infinitos
valores.

Abel tuvo la idea de invertir de manera analoga las integrales
elipticas, cuyo estudio se dificultaba precisamente debido a su poli-
dromia, ¥ descubrié, con Jacobi, que las funciones inversas son fun-
ciones doblemente periédicas, que es suficiente estudiar dentro de
uno de sus paralelogramos de periodicidad para conocerlas en todo
el plano. Fueron éstas las primeras funciones elipticas conocidas,
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extendiéndose después el nombre a todas las funciones doblemente
periddicas.

76. Desarrollo en serie de funciones simplemente periédicas.
Vamos a comprobar que es posible, por medio de las dos funciones
simplemente periddicas seno y coseno, construir desarrollos en serie
aptos para representar cualquier otra funcién simplemente periédica
uniforme. Estos desarrollos en serie de senos y cosenos se llaman
series de Fourier. Demostraremos el siguiente teorema fundamental:
si f (z) es una funcién periédica uniforme de la variable compleja z,
con periodo 2L, y en el interior de una faja del plano z, comprendida
entre dos rectas MM’ y NN’ paralelas a la direccion del periodo 2L,
no tiene ningun punto singular, entonces es posible desarrollarla en
una serie de Fourier de la forma

(z)=a + i [ancosf—z—{+b"senﬁ%—z—] (76.1)

n=1

que converge uniformemente en toda region interna a dicha [aja.
La demostracién sigue facilmente del teorema de Laurent del

No. 66. En efecto, transformemos el plano z en un plano u, por
medio de la transformacién con-

forme

Tz

u—-el (762)

con lo que la funcién [(z) se
transformara en una funcién F de
la nueva variable u

[(2) = F(u),

funcién que también es uniforme,
porque si u describe un camino
cerrado alrededor del origen u = 0, el exponente de e en (76.2)
aumenta en un miltiplo de 2ni y se hace

(F + 2om)i= AL 2 2 (o 4 2L,
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con lo que z aumenta en un mualtiplo de 2L y f(z) por hipétesis vuelve
al mismo valor. Ahora supongamos que la variable z, saliendo de un
punto 2z, de su plano, vaya moviéndose sobre una recta paralela al
periodo 2L; entonces resulta

zZ =2 + ZaL

siendo o un parametro real que varia de — « hasta + o, y la varia-
ble u toma los valores
min
u=-e L (cos2rma + isen2na).

o sea describe en el plano u una circunferencia con centro en u = 0
y radio

Tiz
L

R =

I
e ' .
Si el desplazamiento rectilineo de z es de longitud |2L| (desplaza-
miento de z; a z, en la figura), u recorre la circunferencia completa.
Por tanto la transformacién (76.2) cambia un tramo de longitud
| 2L | de la taja MM’NN’, paralela a la direccién del periodo, conte-
nida en el plano z, en un anillo circular con centro en el origen.
contenido en el plano u. Siendo por hipétesis la funcién f(z) holo-
morfa dentro de la faja, también sera holomorfa su transformada
F(u) en el interior del anillo circular, y la podremos expresar por el
desarrollo en serie de Laurent del tipo (66.1)

x = B,
F(u)= Z A, u + Z O

n=0 n=1

Volviendo a la variable z por medio de la transformacién (76.2), se
obtiene

Hz2)=Ac+ 2 [(A,, + B,) cos nnz 4 i(A, — B,) sen f"_t_z_]
n=1 L L
y esta férmula, poniendo
a=A, a=A,+B,. b =i(A,—B) (763)

es precisamente la (76.1). Por lo dicho mas arriba, la serie converge
uniformemente en toda region interior a la faja MM'NN".
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Los coeficientes a, y b, se expresan por medio de integrales defi-
nidas en funcién de F(z), de la manera que se indica a continuacién.

Por (62.2) y (65.2) se tiene

1 F(u) 1
A,, = -4~ y = n-1
c;m—du Bn 21“ jgc F(u)u du
siendo ¢ una circunferencia interna y concéntrica al anillo. Si efec-
tuamos la transformacién inversa a la (76.2), pasando del plano u al
plano z, aquellas dos integrales se transforman en las siguientes inte-

grales rectilineas, calculadas sobre un segmento de recta z, z, paralelo
a las fronteras de la faja MM’NN’ y de longitud | 2L |:

L HTZ 21

An-'—‘-z—ll_:-j:f(l)e"l‘fdz; B":flt—j f(Z)e"EZg d

k4]

de donde, reemplazando en (76.3), se deducen las férmulas funda-
mentales

a(,:_zlL.jf' flz)dz,  a, ZIES F(z)cos 272 d
» ) » (76.4)
b"=%ji f(z)senﬂ;:t—zdz

que permiten calcular los coeficientes del desarrollo de f(z) en serie
de Fourier.

77. Desarrollo de Fourier en el campo real. El caso de des-
arrollo en serie de Fourier que mas interesa en las aplicaciones, es
el que se refiere a las funciones de variable real, que no son otra
cosa sino la intersecciéon de las funciones de variable compleja con el
eje real. La periodicidad de una funcién de variable compleja en fajas
paralelas y de anchos iguales en el plano, implica la periodicidad de
su interseccion real en segmentos iguales del eje x. Con una reduc-
cién o ampliacién de escala conveniente, se podra siempre hacer de
manera que dicho periodo 2L se reduzca a 2w, con lo que el punto
x = — « podra tomarse como z; y el punto x = 4 w como z. Esto
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tiene la ventaja de que el argumento nnx/L se transforma en nx, con
lo que las férmulas (76.4) se simplifican asi:

ao:._l_r F(x)dx: a,,:ij1r [(x)cos nx dx
27 ).z T J-.x
[ on (77.1)
b, = —;j_”f(x)sen nx dx
y la serie (76.1) resulta simplemente
Hx)=a + i;l (a, cos nx + b, sen nx) (77.2)

Una funcién f(x) definida en cierto intervalo a < x < b se dice
seccionalmente continua cuando es posible subdividir dicho intervalo
en un namero finito de sub-intervalos, en cada uno de los cuales
f(x) sea finita, continua y dotada de limites finitos cuando x se
acerca a cualquiera de los extremos de cada seccién desde su interior
(con lo que se excluye un comportamiento como el de tang x entre
—x/2 y m/2, pero si se aceptan discontinuidades en los extremos
de los sub-intervalos). Si estos sub-intervalos se pueden a su vez
subdividir en otros, de tal modo que en cada uno de ellos la funcién
no crezca o bien no decrezca, se dice que [(x) es seccionalmente

. mondtona (esto no seria posible
ix, por ejemplo para sen 1/x en proxi-
midad de x = 0).

Dirichlet demostré que toda
funcién f(x) periédica de periodo
27, que sea seccionalmente con-
tinua y mondtona en el intervalo
(—m, =), puede siempre desarro-
llarse en una serie de Fourier del
tipo (77.2) con los coeficientes
(77.1). Comprobé ademas que en los puntos de discontinuidad, en
los cuales la funcién toma a un mismo tiempo dos valores distintos
fi y fa su desarrollo adquiere precisamente el valor medio

1
—2-(f1 + f2).
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Se dice que una funciéon f(x) de variable real es par cuando es
simétrica con respecto al eje y, o sea cuando

fl—x)=[(x):
analogamente se dice que la funcién es impar cuando
fl—x)=—f(x).

Por ejemplo, la funcién coseno es par, la funcién seno es impar.
Ahora bien, las funciones periédicas pares o impares admiten des-
arrollos de Fourier especialmente simples. En efecto, supongamos
que f(x) sea par en el intervalo (—m +m). Entonces, siendo
F(—x)=f(x) y sen(—x) = -— sen x, se tiene

So f(x)sen nxdx = — S: [(x)sen nx dx

y reemplazando en (77.1) se ve que todas las b, son nulas. Por
tanto toda funcién par es desarrollable en serie de puros cosenos;
analogamente se ve que foda funcién impar es desarrollable en serie
de puros senos, en cuanto para ella se anulan los coeficientes a,.
Viceversa toda funcién desarrollable en serie de cosenos es eviden-
temente par, toda funcién desarrollable en serie de senos impar, ya
que son tales todos los términos de sus desarrollos.

A estos conceptos se ligan dos férmulas muy utiles que vamos a
establecer a continuacién. Sea f(x) una funcién cualquiera desarro-
liable en la serie de Fourier (77.2). Cambiando x en —x, se obtiene

N
fl—x)=as+ Z (a, cos nx -- b, sen nx)
n.1

y luego sumando miembro a miembro con (77.2) y dividiendo entre
2. se saca

%[[(x)+f(—x)] = a + "i;la,,cosnx (77.3)

y restando

_;_[i(x)_.[(_x)] = z:b,,sennx (77.4)
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que son también desarrollos en series de puros cosenos y de puros
senos, hecho que podia esperarse, en cuanto f(x) 4+ f(—x) es una
funcién par, f(x) — f(—x) una funcién impar.

Finalmente conviene hacer una aclaracién importante. Puede pa-
recer que la condicién de la periodicidad de la funcién f(x) sea
demasiado restrictiva, en cuanto limitaria el empleo de las series de
Fourier a las solas funciones periédicas. De hecho cualquier funcién
que cumpla con las condiciones de Dirichlet entre —x y &t es desarro-
llable en serie de Fourier (77.2); sélo que su desarrollo la represen-
tara tnicamente en ese intervalo; fuera de él, el desarrollo volvera a
adquirir periédicamente los mismos valores, y si en los extremos de
los periodos resultara una discontinuidad, el valor de la serie seria alli
el promedio aritmético entre los dos valores adquiridos en el salto.

78. Ejemplos de desarrollos en serie de Fourier. Empecemos
buscando un desarrollo para la funcién (constante) f(x) = 1. Tra-
tandose de una funcion par, se obtendria una serie de cosenos; pero
al efectuar los calculos sale ag=1,

a, = 0, resultando la identidad }ﬂ”

1 = 1 que no interesa. Intentemos — N | S

entonces buscar un desarrollo en -7 () 1\ x
. 29 I}

serie de senos, valido entre 0 y . : -7 :

Para esto la funcién tiene que ser

impar, de modo que en el inter-

valo entre —x y O debera de valer —1, y asi sucesivamente con
alteraciones periédicas tal como se ve en la figura. Ahora b.en, por
(77.1) tenemos

b =LSO (—l)sennxdx+Lr(+l)sennxdx=
" ™ /-« ™ Jo

=—2—j sennxdx:-z—(l—cosnﬂ).
n Jo nw

, 4
o sea b, =0 si n es par, b, = T sin es non. Por tanto resulta el

desarrollb, valido entre 0 y =,

l=__‘l_(senx_'_

sen 3x +sen5x 4 )

5 (78.1)

T 1 3
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La funcién [(x) =x puede
ser representada por una serie de
senos o por una de cosenos. En

ot
/ o :|7r / , ¢l primer caso tendremos entre
- 1
/ T ) - —TmYyT
| e .
b, = -——S x sen nx dx
. T J-=

o sea, integrando por partes,

by, _%[_fﬁ?%ﬁ +—’—11— Scosnxdx:lr =

-7

1 = 2nm 2
— . — (1)1 Z°0 — (. 1)n+1 2
=— [nx cos nx — sen nx]_’r =(-1) = (—1) et

de donde resulta el desarrollo (de Euler) valido entre —ty &t

_ofsenx sen2x sen3x sen4x \
x_2( >t — 3 +) (78.2)

Desarrollando en serie de cosenos,
se representa a la funcién que vale
x entre 0 y =, pero vale —x entre
—7n y 0, funcién cuya grafica se
ve en la figura. Los coeficientes
resultan

1 j’o d 3 d ™
=5 —x)ax + xXax [ = 5
so= g [|, (=x)dx t [ xdx | =3

2 w 2 4

a,.:—j xcosnxdx:—z——l:nxsennx-i-cosnx
™ Jo nmn 0
. 4 . .
es decir a, = 0 para n par, a, = — 5z para n non. Asi se obtiene

el desarrollo, valido entre 0 y ,

_ T 4 fcosx  cos3x = cos5x (78.3)
x_—z——-n—( 1 + 9 + 25 + "')
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Por fin, quiérase desarrollar la funcién f(x) = x* en serie de
Pourier en el intervalo (—m, =). Empezaremos por desarrollar la
funcién

{ { hatx)
-m w
en el intervalo (—m, ). Siendo 7 LN 7 /x"
ésta una funcién par, la serie ha \/ V
de ser de cosenos. Tendremos

RN IS -
__-11?5 ( 1:’—~———x1)cosnxdx_
S cos nxdx———:?g xtcosnxdx = 112tn [sen nx]: —

(_1)n+l

1 : " _
—m[ancosnx + (nx’—-—Z)senmc:l_’r =

Luego es, entre —nt y =,
1 =2 lxz=cosx cost cos 3x

ZrFF=T1T ¢ tg -
de donde se obtiene finalmente la formula. también de Euler,
_ 1 cos x cos2x . cos3x
xz_?fa—‘;[ L _] (78.4)

79. Andlisis arménico. La determinacién de los coeficientes
8, y b, del desarrollo de Fourler de una funcién f(x) se llama
andlisis arménico de la funcién. Los célculos efectuados en el ar-
ticulo anterior llevaron precisamente a realizar el anélisis arménico
de las varias funciones tomadas como ejemplo; pero es facil darse
cuenta de que no siempre el .célculo de las integrales (77.1) es sen-
cillo, ni siempre posible. Es frecuente tener que analizar una curva
dada por una gréafica (por ejemplo un oscilograma), o por una tabla
de valores, a fin de obtener sus componentes senoidales. A conti-
nuacién damos una idea de uno de los métodos que se pueden usar.




132 DESARROLLOS EN SERIE [CAP. 1]

Supongamos que se ha reducido, por medio de una transforma-
cién de escalas conveniente, el intervalo de periodicidad de la funcién
en estudio al intervalo (0, 2x), y que se tienen los valores numéricos

: Y1, Y2 - .. Yx de la funcién en co-

Ay rrespondencia de los extremos de-
rechos xy, x5, ... x; de k sub-inter-

/( N valos iguales, de ancho Ax =2n/k,
/ en que se ha descompuesto el in-

tervalo total. Entonces, reempla-
zando las integrales (77.1) por

7 a )
i I sumas, escribiremos las igualdades
aproximadas
X
| -
- o k 1 k
OX/X: 277' a z_—l .Ax—_
0= 2r iz 9i k ,=1y’

y analogamente

»

an

[

2 & ( .211:)
yjcos nx; = -3 y;cos ( nj -
1=

-
"

b,

In

e IV N

2 & . 27
yisennx,-z—;-izly;sen nj— |-

Conocidos los valores y; de la funcién, es bastante por tanto multi-
plicarlos respectivamente por los senos y cosenos indicados, efectuar

~
-

‘Ma

las sumas y multiplicarlas por 2/k (lo que equivale-a-tomar el doble

del promedio aritmético de tales productos), para obtener los coefi-
cientes a, y b, del desarrollo, con aproximacién tanto mayor cuanto
mayor es el nimero k de los sub-intervalos.

Existen varios métodos de analisis arménico, analogos al que
acabamos de sefialar, que se prestan para el calculo con computado-
ras electrénicas. También existen maquinas que realizan directament
esta clase de analisis; se llaman analizadores armdnicos.



CAPITULO IV
CALCULO FUNCIONAL

I. ELEMENTOS DE CALCULO DE VARIACIONES

80. Concepto de funcional. Consideremos en el plano x, y dos
puntos A(x;, y1) y B(x2, y2), y sea y = f(x) una curva que une A
con B; naturalmente tiene que ser

Hx)=1., [(x)=1y,. (80.1)
Supongamos que el plano x, y se
hace girar dando una vuelta com-
pleta alrededor del eje x: enton-
ces la linea y = f(x) describira
una superficie S, cuya area | se
calcula, con las notaciones de la
figura, por la férmula

B

B
J={ (ry)di=2x] yV&TT 7
o sea
x2
]=211:[ yV1 + y?dx (80.2)
habiéndose indicado con y’ la derivada df/dx.

La expresién (80.2) es una integral definida, y por tanto una
constante, siempre que esté fijada la curva y = f(x); pero en el caso
de que admitamos la posibilidad de ir variando dicha linea, mante-
niendo fijos sus extremos, | resultara funcién de y. No se trata desde
luego de una funcién en el sentido de Dirichlet (o sea que a cada
valor de la variable independiente le corresponde un valor bien deter-
minado de la funcién), sino en el sentido méas amplio de que se tiene
un valor de ] para cada conjunto de valores de y que definen una
linea AB diferente. Se escribira con paréntesis cuadradas

J=Tly(x)]

133
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y se dird que ] es una funcién de linea (Volterra), o bien una
funcional (Hadamard). La funcional (80.2) pertenece a una clase
muy importante, la de aquéllas que se expresan por integrales defi-
nidas del tipo

iyl =] Flx.y. ) dx (80.3)

siendo y = y(x) y siendo F una funcién de las tres variables x, y, y’.

Vito Volterra y los matematicos de su escuela consiguieron
analizar este nuevo concepto de funcionales, extendiendo a ellas
operaciones como diferenciacién, derivacién e integracién, y mas
recientemente introducir a los campos funcionales elementos como
puntos, distancias y vectores generalizados. Se formé asi el Calculo
Puncional, que constituye hoy unc de los capitulos mas importantes
y fecundos del Analisis Matematico.

81. Mdximos y minimos de funcionales. Ciertos conceptos de
calculo funcional son antiguos y empezaron desarrollindose hace
mas de dos siglos. Es precisamente en esa época que se inicié el
Calculo de Variaciones, que se ocupa de la determinacion de los
valores méximos y minimos de las funcionales. El objeto de dicho
| calculo consiste esencialmente en
by buscar esa funcién argumento y(x)
en correspondencia a la cual una
integral del tipo (80.3) adquiere
un valor méximo o minimo; este
valor se llama genéricamente un
extremo de la funcional, y la fun-
cién y(x) que le corresponde se
dice la extremal. El problema se
ha extendido méas recientemente a
la biisqueda de extremales de fun-
cionales de cualquier tipo.

En el calculo diferencial ordinario se suele decir que una fun-
cién y = F(x) alcanza un valor extremo (relativo) para x = x;
cuando es posible determinar un intervalo (xo— h, % + k), grande
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o pequefio (vecindad (h) de la abscisa x,), tal que F(x,) es menor
(o mayor) que F(x) en todos los demas puntos del intervalo. En
el campo funcional el concepto de punto x, del eje x se reemplaza
por el de funcién y = f(x) y el de vecindad del punto x, por el de
vecindad de la funcién y = f(x), definida como sigue: dada una
cantidad positiva h, se dice que una funcién y = [*(x) estd en la
vecindad (h) de una funcion y = f(x), en el intervalo (x, x;),
cuando se tiene

If{ix)—[*(x)| < h para x = x=x

o sea cuando la curva y = [*(x), en dicho intervalo, esta incluida
dentro de una faja de ancho 2h, cuyo eje es la curva y = f(x). El
problema fundamental del Célculo de Variaciones puede expresarse

' correctamente asi: en el dominio
124 de las funciones argumento admi-
sibles para una funcional determi-
nada, hallar esa funcién argumento
(extremal) para la cual la funcio-
nal alcanza un valor extremo, con
respecto a los valores que ella ad-
quiere para todas las demas funcio-
nes argumento del dominio, que se
hallan en una vecindad suficien~
temente pequefia de la extremal.

l :rl > I
!
e

X

X
x
N

Un ejemplo clasico de problema variacional es el siguiente: entre
todas las superficies de revolucién engendradas por la rotacion alre-
dedor del eje x de un arco de curva que une dos puntos fijos A y
B del plano x, y, hallar aquélla que posee drea minima. Por lo que
se dijo en el articulo anterior, la resolucién del problema implica
buscar la funcién y = f(x) que es extremal de la funcional (80.2).
El dominio de las funciones argumento y = f(x) posibles esta evi-
dentemente limitado por ciertas condiciones: en primer lugar la de
que todas ellas satisfagan las condiciones de frontera (80.1), a fin
de que las curvas correspondientes pasen por A y B, y en segundo
lugar que todas las curvas AB que se aceptan para determinar la
superficie de revolucién satisfagan ciertas condiciones comunes, como

P A Nl RS i
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por ejemplo la de ser continuas y sin quiebres (lo que equivale a
pedir que la funcién f(x) sea continua y posea su primera derivada
en todo el intervalo x;, x,). Por otra parte la suposicién de que las
funciones argumento se puedan expresar precisamente por una ecua-
ci6én del tipo y = f(x) lleva consigo la admisién implicita de excluir
todas esas curvas AB que resultan intersectadas en mas de un punto
por algunas paralelas al eje y.

En el caso actual la anica limitacién que hay que imponer al
ancho de la vecindad de la extremal que incluye las funciones argu-
mento, es la de que las curvas relativas no pueden cortar el eje x, ya
que entonces resultarian areas negativas.

82. La ecuacién de Euler. El problema mas elemental del
Calculo de Variaciones consiste en deferminar un extremo de la in-
tegral (80.3) conociendo los valores x;, x5, Yy = y(x1), y2 = y(x2).
Se admite que la funcién F(x, y, y’) se pueda derivar dos veces con
respecto a sus tres argumentos x, y, y’ y que esas derivadas sean
continuas. Se supone también que exista y sea continua la segunda
derivada y” de y con respecto a x. Sea y = f(x) la extremal bus-
cada, es decir que, si se consideran todas las posibles funciones
argumento y(x) que se hallan en una vecindad suficientemente pe-
quefia de la funcién f(x) y coinciden con ella en los extremos
(%1, 71), (x2 y2), la integral J[y] tiene precisamente un méaximo o
un minimo cuando y = f(x).

Conviene interpretar las funciones argumento de la vecindad de
[(x) de manera analoga a lo que se hace en el Calculo Diferencial al
manejar los puntos préximos al extremo, por medio de pequefios
incrementos de la variable independiente; con tal objeto se introduce
el concepto analogo al de incremento, que en el Calculo Funcional
es el de variacion (de donde precisamente viene el nombre de
Calculo de Variaciones). Considérese una funcién continua m(x),
definida en el intervalo x; = x =< x;, con derivadas primera y se-
gunda también continuas, nula en los extremos y por lo demas arbi-
traria, y un parametro ¢ que puede hacerse pequefio como se quiera;
se llama variacién de la funcién y = f(x), y se escribe 8y, la funcién

8y = en(x). (82.1)

S——
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Ahora bien, todas las funciones
y*=[(x) ten(x) =y + 8y
pertenecen al dominio de las funciones argumento y, para un valor

suficientemente pequefio de ¢, se hallan en una vecindad arbitraria-
mente pequefia de la extremal y = f(x). La funcional

Jly*1 = Jli (%) + en(x) ],

que puede considerarse como funcién y(e) de la variable ¢, tendra
para ¢ = 0 un maximo o un minimo, relativamente a todos los valores
de ¢ incluidos en una vecindad suficientemente pequefia de ¢ = 0.
Aplicando los resultados de la teoria elemental de maximos y mini-
mos, llegamos a la conclusién de que condicién necesaria para que
y = [(x) sea una extremal es que

dy

de
Por (80.3) se tiene que

=0 parag=0. (82.2)

x(e) = L Flx.y +eny + en')dx;

de donde, derivando bajo el signo de integral con respecto a € y to-
mando en cuenta la condicién ¢ = 0, que se sefialara con un indice 0

a la derecha, |
[%]o - 1. [%Hg—fm’]dx- (82.3)

Integrando por partes la segunda parte de la integral anterior,
resulta

x aF , _ aF x2 x2 d aF

[ agndr= g ] — [ ngzl5y]e=
El primer término del segundo miembro es nulo por ser 1(x;) =
= n(x) = O por hipétesis; luego se tiene, reemplazando en (82.3),

dyl _(=_[dF draF
(&), = nig —w=lap]le= (824)
La ecuacién (82.2) puede escribirse por tanto
N 8F  d 1oF
L"(") {W‘E[ﬁ_{f]]dx=0 (82.5)
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y debe valer para funciones 1 (x) arbitrarias, con derivadas primera
y segunda continuas, y nulas para x = x; y x = xa.

Llegados a este punto, tenemos que demostrar el lema funda-
mental del Calculo de Variaciones, que se expresa asi: Si M(x) es
una funcion de x continua en (x, x;) y si se tiene

j"n(x)M(x)dx =0 (82.6)

cualquiera que sea la funcion n(x), continua con sus derivadas pri-
mera y segunda y nula en los extremos x; y x, entonces tiene que
ser idénticamente

M(x)=0 para x;<x<x.

Para demostrarlo, supongamos que la tesis no sea cierta, o sea que
exista en el intervalo (x;, x;) un punto x, en el cual sea por ejemplo

M(x)> 0.

Dada la continuidad de M (x), debe de existir un pequefio subinter-
valo (a,, a,) del intervalo (x;, x;) que incluye el punto x,, en el cual

M (x) es positiva. Aprovechando
| la arbitrariedad de m(x), la esco-
n(x) geremos de tal forma que resulte
positiva en el subintervalo (a,, a;),
nula en los subintervalos (x), a;)
y (az x;). Entonces el producto
n(x)M(x) resulta positivo en el
Xz primer subintervalo, nulo en los

otros dos, y por tanto

Xy

rn(x)M(x)dx >0

X1
contrariamente a la hipétesis (82.6).

Aplicando el lema anterior a la identidad (82.5), resulta que ha
de ser

%*%[%?]zo (82.7)
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Siendo que

F
ax [ay] ‘:—[ay] + :y [gﬁy + aay [gy]y

F o’F , PF
=93y TV ogay TV a5
la ecuacién (82.7) puede escribirse también

ZOF L OF  FF  OF
Y 597 Y YV 50y T axay a9 =

=0. (82.8)

Esta ecuacién diferencial ordinaria del segundo orden en la va-
riable y es la ecuaciér de Euler, y expresa una condicién necesaria
para la existencia de un extremo de la integral (80.3). En otras
palabras, toda funcién y = f(x) que hace maxima o minima la fun-
cional (80.3) tiene que satisfacer la ecuacién de Euler (82.7). Siendo
que la integral general de toda ecuacién diferencial del segundo orden
contiene dos constantes arbitrarias, podemos afirmar que, para cada
problema variacional del tipo que estamos estudiando, existen en el
plano (x, y) dos familias constituidas cada una por una infinidad
de curvas soluciones y = y(x). La curva extremal que resuelve el
problema se obtiene tomando en cuenta las condiciones de frontera
y(x1) = y1, y(x2) = y,, para determinar el valor de las dos cons-
tantes arbitrarias. De acuerdo con Kneser, se ha tomado la costumbre
de llamar generalmente extremales del problema a todas las integra-
les de la ecuacién de Euler relativa, ya sea que satisfagan o no las
condiciones de frontera.

83. Dos problemas. En el caso especial de que la funcion
F(x,y,y’) no contenga la variable x en forma explicita, la ecuacion
de Euler se reduce a una ecuacion del primer orden. En efecto, si

F=F(y.y).
el tercer término de la (82.8) desaparece, resultando

” yF(y' y') ’ aZF(y' y’) aF(y y)
e T 5y =0 (831)
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Por otro lado tenemos

gd;[y' ———~——8ng39') —F(y. y’)] =

_[.. oF | ¥F ,  F
= Y (6969’ T )]—“
oF , oF 1 _ ,r., &F » OF oF
“[5}“-" +‘a‘57-"]—9[9 agay T Y ay'z—'a‘g]
o sea comparando con (83.1)

dr ,oF(y.y) a7
g;[y -—W———F(y»y )]-0

e integrando

14 F i4 !
F(y.y')—y -a—%g#—)=cte (83.2)

Como ejemplo de aplicacién de esta férmula, busquemos las ex-~
tremales del area de la superficie de revolucion mencionada en el

No. 80. Siendo por (80.2)
Fly.y')=2ryVv1 4+ y?, (83.3)

se tiene

orF _ _2myy’
W VT + v
F_y,_a_li _ 2my (1 + y?)—2myy” _ 2wy
oy’ Vit s it
resultando que la ecuacién (83.2) adquiere la forma

—F __ — k. (k=cte).
V1 + y?

Desarrollando queda

y luego

2
1+y'2=-yp

. yz—kz
y="""% "
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y reemplazando y’ por dy/dx y separando las variables

dx=_’fzi’-‘l_k2, x=kln(y+ VF—F) + h
y.—

siendo A una nueva constante. De aqui pasando a exponenciales y
efectuando los calculos se obtiene finalmente

y = k cosh x;h;

luego las extremales del problema general son arcos de catenaria.
Fijados los puntos A y B, las condiciones de paso por esos puntos
permiten calcular las constantes h y k y por tanto determinar preci-
samente la extremal que corres-
ponde al problema especifico plan-
teado. Estas superficies de revolu-
cion de area minima se llaman
catenoides, y su aspecto es el que
se ve en la figura. Al estudiar
Geometria Diferencial se resolvera
el problema mas general de deter-
minar la superficie de area mini-
ma que se apoya a un contorno
cerrado cualquiera.

La catenaria se liga con la so-
lucién de otro problema célebre del
calculo variacional: determinar la
forma que adquiere un cable uni-
forme y homogéneo con extremos A(x, y) y Blxs,y,) [ijos,
bajo la accién de su peso propio. Este pertenece a una categoria
de problemas llamados isoperimétricos., porque incluyen entre sus
condiciones de frontera la de que cierta linea contorno (en este
caso la que representa al cable) mantenga siempre la misma lon-
gitud. Dejando para mas adelante (No. 87) un estudio general
de los problemas isoperimétricos, podemos ahora analizar el pro-
blema del cable de una manera elemental, observando que, llamada
y = y(x) la ecuacién de su perfil, la condicién de equilibrio, que
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consiste en que el centro de gravedad esté¢ lo méas bajo posible,
implica que la ordenada

Jiyl = yds/ | ds

del centro de gravedad adquiera su valor minimo. Pero por la isope-
rimetria la integral del denominador es constante; luego el problema
se simplifica en buscar el minimo de la funcional

B = I EEG
Jly] = Lyds:Ll yvV1 4 ydx.

Aqui tenemos como funcién integranda a

F=yV1+y?

que es practicamente la misma funcién (83.3) que encontramos en el
problema anterior; por tanto, utilizando la ecuacién de Euler, se llega
precisamente al mismo tipo de curvas extremales, o sea catenarias.

84. Variacién de una funcional. En el No. 82 introdujimos la
variacion 8y de la funcién argumento y = y(x) a través de la defi-
nicién (82.1), inspirandonos a la idea de incremento Ax de la varia-
ble independiente x, concepto tan dtil en el Calculo Diferencial si
considerado simultineamente con el incremento Af de la funcién
f(x). Esto sugiere la conveniencia de definir también una variacién
8] de la funcional (80.3), lo que puede hacerse de la manera siguiente.

En el Calculo Diferencial, conociéndose el valor de la derivada
df/dx en el punto x = x,, es posible definir el incremento Af(x) que,
en la cercania inmediata de dicho punto, corresponde a un incre-
mento Ax = € de la variable independiente, por medio de la férmula

_ . [9f
Af =€ [Ix—]a .
De manera analoga escribiremos, con las notaciones del No. 82,
d
Syl =[] . (84.1)

asi que la condicién (82.2) se escribe
§/ =0, (84.2)
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y puede expresarse diciendo que condicién necesaria para un extremo
de la funcional J[y] es el anularse de su variacién primera. Cuando
vale la relacién (84.2), se dice también que la funcional | se hace
estacionaria. Reemplazando en (84.1) la derivada por (82.4) y to-
mando en cuenta la (82.1), se obtiene la importante expresion inte-
gral de la variacién

5 = f Sy {%—%[%”dx (84.3)

Un analisis completo del extremo de una funcién implica deter-
minar precisamente si se trata de un maximo o si se trata de un mi-
nimo. En el Calculo Diferencial esto se consigue anulando la deri-
vada primera, y estudiando ademas los signos de las derivadas
sucesivas; lo mismo pasa en el Calculo de Variaciones. Se definen
variaciones segundas por medio de derivadas sequndas con respecto
a g, variaciones terceras por medio de derivadas terceras, y asi si-
guiendo, y se comprueba la existencia de condiciones suficientes
para el minimo que toman en cuenta el signo o el anularse de éstas.
La investigacion de diferentes condiciones necesarias y suficientes
y el deseo de perfecionar la teoria variacional en muchos otros aspec-
tos, llevé a desarrollos que hacen de este Calculo uno de los prin-~
cipales capitulos del Analisis Matematico; los nombres de Euler,
Lagrange, Legendre, Jacobi, Weierstrass y Hilbert, para no sefialar
sino los mas grandes, estan ligados a él. Nosotros nos contentare-
mos con haber establecido la condicién de Euler y con algunas
generalizaciones de ella, que presentaremos a continuacién.

85. Extremos de funcionales de varios argumentos. Supon-
gamos que ] sea una funcional dependiente de varias funciones argu-

mento u;(x), u(x) ..., y que pueda escribirse bajo la forma
I[ux-uz----] =
x2
= j FLx; uy(x), ua(x), ..., u'(x), u(x), ...]dx. (85.1)

Siguiendo un razonamiento analogo al del No. 82, determinaremos
una condicién necesaria para que, en correspondencia a ciertas fun-
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ciones extremales u; = f(x), u; = g(x),... dicha funcional tenga
un extremo.

Agqui también se introducen funciones arbitrarias n(x), {(x)....
que se anulan en los extremos x;, x; y se afirma que la funcién

X(Ely Ez,...) =
= S: Flx, [(x) + an(x), g(x) + azC(Jf),...,
F+an.g +eal,...1dx

debe de tener un extremo cuando g, =g = ... = 0; la teoria de
maximos y minimos para funciones de varias variables asegura luego
que ha de ser

O _ox _  _
e, 9s; =...=0

Esta consideracién lleva a anular la variacién

8]=El[g—:]o+iz[%§;]o+

(indicando el indice O que se toman respectivamente g, =0, e,=0,...).
Una transformacién como la (82.4) permite expresar la ecuacién
que resulta de anular /, bajo la forma explicita

w (9F d [ oF w, [9F  draF
of e — el el G — ] ae =0
Ahora, la arbitrariedad de las funciones n(x), {(x), ... autori-
za a suponer a todas ellas menos una, idénticamente nulas, con
lo que la aplicacién en cada caso del lema fundamental del Céalculo
de Variaciones lleva sucesivamente a las ecuaciones, analogas a

la (82.7):

para g =€ = ... =0.

OF d raF
Su— ar Laar) = O
oF d [9F (852)
5 dx Lagz) =9

..................
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Este sistema de ecuaciones diferenciales del sequndo orden expresa
la extensién de la condicién de Euler al caso actual; sus integrales
son precisamente las funciones extremales buscadas

w=f(x), wm=g(x), ...

86. Extremos con condiciones auxiliares. Es frecuente tener
que resolver problemas variacionales algo mas complicados que los
que hemos estudiado hasta ahora, en cuanto el extremo que se busca
resulta limitado por condiciones auxiliares. De este tipo son por ejem-
plo los problemas que se proponen buscar propiedades variacionales
de curvas vinculadas a estar sobre cierta superficie. Si

y=y(x), z=2z2(x)
es la ecuacién de la curva, y si
G(x,y,z) =0 (86.1)

es la ecuacién de la superficie, se trata de hacer variar cierta integral
X2
Iy, 2] = g F(x.y.y,z 2)dx
xt

con las condiciones no sélo de que se conozcan de antemano los va-
lores y(x;), y(x;), z(x;).2(x;), sino que también y,z se hallen
siempre ligados por la relacién (86.1).

Una condicién del tipo (86.1), que consiste en una relacién en
términos finitos entre x, y, z se llama, de acuerdo con Hertz, holo-
némica (o sea de ley entera); si la condici¢é =~ - =%« hien del tipo

G(x,y. ¢y, 227)=

apareciendo en ella relaciones diferenciales.

El problema mencionado, planteado de la manera mas general, puede
expresarse como sigue: volver estacionaria la integral (85.1) de una funcién F
dependiente de n funciones argumento u ,(x), uy(x), ..., con m condicones
auxiliares, holonémicas o no holonémicas,

Gix,u ,u 'uyusy’,...) =0 = 1,2,....m). (86.2)
Indicadas con

M(x), A(x), ..., Am({x)
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m funciones indeterminadas regulares en (x, x;), consideremos la
funcién

F*(x; u,, lll', u,, 112’, . ) =F+‘}\,l G1+)\.2 G2+ e +)‘-m Gm- (86.3)
Si valen las condiciones (86.2), o sea si todas las G; son nulas, el
problema de buscar un extremo de la integral (85.1) equivale al de
buscar un extremo de

x2

Jlu,up ... ] = j F*(x; u;, u, up, u, ...)dx. (86.4)

O sea, si igualamos a cero la variacién §]* y tomamos en cuenta las
ecuaciones (86.2), obtenemos condiciones necesarias para el extremo.
Aplicando lo visto en el parrafo anterior, el anularse de §/* lleva a
las n ecuaciones de Euler, del tipo (85.2),

oF* d [ap*] —0

3111 T 2; allll

- p - (86.5)
d d
By "“EE[E:?’] =0

en las cuales F* esta expresada por (86.3). Juntando las ecuaciones
(86.5) con las (86.2), se obtiene un sistema de n 4 m ecuaciones en
las n 4 m funciones incdgnitas

u1, uz, s u’p le )-2; CERERY )-mv

cuya integracién lleva a la resolucién del problema. Las funciones
M. A2 ... Am se llaman multiplicadores de Lagrange. El método de
analisis de Lagrange, que acabamos de exponer, tiene el grande mé-
rito de cambiar un problema de n — m grados de libertad (integra-
ci6n del sistema (85.2) con los vinculos (86.2)) en uno de n + m
grados de libertad, en el cual los vinculos han desaparecido.

Es interesante observar que el método de los multiplicadores indetermina-
dos permite ampliar el alcance del Cdlculo Variacional a funcionales que de-
penden de derivadas de orden superior al primero.

En efecto, por ejemplo la busqueda de un extremo de la integral

Iyl = [ Flxyg.yy")ds
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equivale a buscar el extremo de la integral
Lily. z] = 3 F(x,y,2 2 )dx
con la condicién auxiliar no holonémica z = y’, o sea
y—z=0.
En este caso la (86.3) se hace
F*=F 4 \Mx)(z—y")
y el sistema (86.5) resulta
aF* d [aF*]
=0

9y dx Loy
aF*  d [aF* _
—az—“‘:;;[??]—o

87. Problemas isoperimétricos. Los problemas isoperimétricos
pueden estudiarse como caso particular de problemas variacionales
con condiciones auxiliares. Consideremos el problema isoperimétrico
general siguiente: entre todas las curvas que unen dos puntos xi, x,,
para las cuales cierta integral definida

K[yl = KIG(x y. y')dx (87.1)

adquiere un valor fijado de antemano, determinar aquélla que vuelve
méaxima o minima la otra integral definida

JTyl = EZF(x, y. y')dx. 4 (87.2)

Para la resolucién conviene introducir la funcién de x
8(x) = E G(x, y.y')dx,

por medio de la cual podemos escribir

0'(x) = G(x9.y),
expresando en tal forma a G como funcién de la sola variable x. El
problema planteado equivale a volver estacionaria la integral (87.2),
tomando en cuenta la condicién auxiliar

8’(x)—~G(x, Y. y') =0.

s s sy SRR T
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Aplicando el método que acabamos de explicar en el No. 86, pode-
mos concluir que nuestro problema se transforma en el siguiente:
hacer maxima o minima la integral

J*ly.€] = | [F--1(6’'—G)]dx

siendo A un multiplicador de Lagrange, funcién de x.
Las ecuaciones de FEuler (86.5) son ahora

( a N ’ d 1 a ’ ‘1__.

J*a?f [F— MO —G)] — g |- [F— 10— G) ] = 0
l-a_[F—x(e'_G)]__d— 2 [F_\@—G)]}=0
FT) dx | 36’ P

La segunda ecuacién, siendo que F y G se consideran funciones no
dependientes de ®, se reduce a

-‘;_17)‘ = 0, es decir A = cte.
x

Reemplazando en la primera y tomando en cuenta que ® se consi-
dera funcién de x, no de y o de y’, obtenemos

8 [F + \G] e {-?L [F + )VG}}» =0
dy dx |dy’ J '
que es precisamente la condicién de Euler para que la integral
g" [F + \Gldx (87.3)

con ) constante sea maxima o minima. Concluyendo. el problema
isoperimétrico enunciado al principio de este parrafo equivale al
problema variacional sencillo de determinar los extremos de la fun-
cional (87.3), con A\ constante.

88. Variacién de una integral doble. Los desarrollos efectua-
dos para estudiar los extremos de integrales simples se extienden sin
dificultad a las integrales dobles del tipo

J(z1= | Flx.g.2p qdA (88.1)
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siendo z = z(x, y) y habiéndose puesto, con notacién clasica,

.g_i__zp, —g—;—-:q (88.2)

A es un area fija del plano x, y. Se admite que la funcién z adquiera
valores determinados de antemano sobre la curva L, contorno del
area A.

En el caso actual la variacién principal tiene que afectar a las
dos variables independientes x,y, de modo que, procediendo de
manera analoga a lo que se hizo en el No. 82, conviene introducir
una funcién arbitraria 1(x, y), que se supondra después ser igual a
cero sobre el contorno L, imponiendo que se anule la variacién

s,l:g[g?/(zﬂn)]m (88.3)

Pero

d
/(Z+an)=SAF|:x,y.z+sn, p+e%2—. q+e¢ an]dA

y luego derivando bajo el signo de integral con respecto a ¢, igua-
lando ¢ a cero y reemplazando en (88.3), obtenemos

_ oF oF om | 9F 9
8/ —Ej [8” + 8p ox +5qhﬂangA‘ (88.4)
Ahora se tiene
oF an aF_a_n_
9p 3x ' 3q dy
_[a oF ( ) d oF
—[ax( 8p)+8y 8x op+3y aq]

de donde sustituyendo en (88.4) y aplicando la transformacion
(29.2), resulta

NEAE AR T

RN )
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Igualando 8§/ a cero e imponiendo que 1) se anule sobre L, obtenemos
por fin

dA =

9z 9x dp 9y 9q
Ahora el lema fundamental establecido en el No. 82 para integrales
simples vale también para integrales dobles, como se comprueba in-
mediatamente siguiendo el mismo método de demostracién. Por tanto
de la identidad anterior deducimos que ha de ser

[aF a oF 9 aF]

r

aF a[aF] a[aF]zo (88.5)

9z axtopl dylag

Esta es la ecuacion de Euler para integrales dobles, que expresa una
condicién necesaria para que la [uncional (88.1) se vuelva esta-
cionaria.

89. Principlos variacionales de la Mecdnica. Consideremos
un sistema constituido por n puntos materiales P, P,, ... P,, a los
cuales se aplican respectivamente las fuerzas activas Fy, F,, ... F,.
Si el sistema esta sujeto a determinados vinculos, que supondremos
carentes de friccién, la accién de éstos podra reemplazarse por fuer-
zas ficticias llamadas reacciones, que se afiaden vectorialmente a las
fuerzas activas. Indicaremos respectivamente con R, R, ... R,
las reacciones en Py, P, ... P,. Los vinculos permiten ciertos des-
plazamientos posibles (o virtuales) de los puntos materiales que
constituyen el sistema; si dichos puntos se desplazan asi a las posi-
ciones P, + 8P, P, -+ 8P,, ... P, 4+ 8P,, diremos que el sistema
ha sufrido un desplazamiento virtual 8Py, 8P,, ... 8P,. La reaccion
R; correspondiente al punto P; cuando éste realiza el desplaza-
miento 8P; produce el trabajo elemental R, . 8P;; se llama trabajo
virtual de las reacciones del sistema la suma de todos los trabajos ele-
mentales de reacciébn correspondientes a sus puntos materiales, en
correspondencia a un desplazamiento virtual determinado:

R,-BP,-{-R,-BP,-{-...+R,.-8P,.=§R,.8P‘-.
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El “principio de los trabajos virtuales” afirma que, en condiciones
de equilibrio dinamico, el trabajo efectuado por las reacciones para
cada desplazamiento virtual del sistema tiene que ser nulo:

S R,.8P,=0. (89.1)
i=1

La idea anterior se aclara mayormente a través del principio de
d’Alembert. Si m; es la masa del punto P; y a; la aceleracién que
dicho punto adquiere por efecto de la fuerza activa F; y de la reac-
cién R; de los vinculos, se puede escribir por la ley de Newton

(Fl—{—R,)—m,a,:O (l=1,2,n) (89.2)

o sea que durante el movimiento las fuerzas activas, las reacciones y
las fuerzas de inercia —m; a; se equilibran. Este resultado constituye
el principio de d'Alembert, que es verdaderamente el fundamento de
toda la Dinamica, en cuanto permite reducir todo problema dinamico
relativo a un sistema material en movimiento a un problema estatico
de equilibrio de fuerzas. Despejando las reacciones R; de las ecua-
ciones (89.2) y reemplazando en la expresién (89.1) del principio
de los trabajos virtuales, obtenemos

n

_zl(Fi——miai) -8P; =0. (89.3)
<

Es muy importante observar que los desplazamientos virtuales
8P mencionados arriba no son como los desplazamientos reales, que
requieren cierto tiempo para efectuarse. Un desplazamiento virtual
permite pasar de una posicién P posible en cierto instante a otra
posicién P’ que, tomados en cuenta los vinculos, es también posible
en ese mismo instante. Por tanto las posiciones P y P’ son sincronas
y la ecuacién (89.1) se refiere a un instante determinado. Si consi-
deramos un fenémeno mecanico que empiece en cierto instante ¢, y
termine en otro instante ¢,, y consideramos que en cada instante vale
la relacion (89.3) para los desplazamientos virtuales 8P; posibles
en ese instante, podemos expresar el principio de d'Alembert bajo la
forma mas general

r"(n_mmysnmzo, (89.4)
1

t i=
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habiéndose asociado a cada tiempo elemental dt el trabajo virtual
correspondiente. Ahora bien, integrando por partes e indicando con
v la velocidad de un punto cuya aceleracion es a, se tiene

S, ma . 8P dt = I:mv : sp]: — S mo - <%8P) dt  (89.5)

donde
d dp
—8P =§ —— = bv.
dt 53 =%

Supongamos ademas, como es frecuente en las aplicaciones, que
los vinculos sean tales que en los instantes inicial y final ¢, y t, no
haya posibilidad de desplazamientos virtuales, o sea que las confi-
guraciones inicial y final del sistema no puedan variar; entonces
8P = 0 para t = ¢, £, y luego

4]
[mv . EP :I = 0 .
Reemplazando en (89.5), resulta
ta n
X ma-ﬁPdt:—S mv - Svdf.
1 n
Por otro lado, siendo la fuerza viva
1
T = 5 mv - v,
se obtiene diferenciando
§T = mv . §v

y reemplazando en la ecuacién anterior

2 2
[ ma.8Pdt= —~["sTat.
n n
Por tanto la (89.4) puede escribirse
(" S (Fi-BP; + 8T))dt = 0. (89.6)
1 i=

Si los campos de las fuerzas activas poseen potenciales U; (ver
No. 25), o sea si

F; = grad U{ '
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siendo entonces por (11.1)

F,’ . 8P1= gradU,- . 8P,= Su.',
la ecuacién (89.6) se hace finalmente

("% @7 + su)de =0

o bien, poniendo

sj" (T + U)dt = 0 (89.7)

Sea A la integral con respecto al tiempo de la suma de las energias
cinética y potencial:

A= j (T + U)dt, (89.8)

integral que se suele llamar accion de Hamilton. La (89.7) mani-
fiesta que la variaciéon de dicha accién para cualquier desplaza-
miento virtual del sistema, tiene que ser nula. Este es el principio
de Hamilton, que se expresa asi: si las configuraciones inicial
y final del sistema estan determinadas, la accion de Hamilton (89.8)
ha de alcanzar un valor estacionario para cualquier desplazamiento
virtual del sistema.

90. Ecuaciones de Lagrange. Supongamos que las caracte-
risticas del movimiento dependan de m parametros (o coordenadas
lagrangianas)

Q.9 ... qm

que a su vez dependen del ticmpo t. Entonces T y U dependeran
de las q;. de sus derivadas con respecto al tiempo q; y del tiempo, y
por tanto podremos escribir

T + U = Flt; qi(t), qu(t). q2(t), Ga(t). .. .. gm(t). Gm(t) ].
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La funcional A (89.8) resulta luego del tipo (85.1), estando la
variable ¢ en lugar de la x y las g; en lugar de las u;. Las ecuaciones
de Euler (85.2) son ahora las m ecuaciones

ad dra .

aq (T + U)—I[E:(T +U])=0 (i=12..m
Si se supone, como es usual, que la energia potencial U no varia
con el tiempo, queda el sistema

draTv @ .
HT[BE}_E(T+U)=0 (i=12....m) | (90.1)

Estas son las ecuaciones de Lagrange, tan importantes en la Meca-
nica, entre otras cosas por su notable propiedad de ser invariantes
con respecto a transformaciones arbitrarias de las coordenadas. Se
puede comprobar sin dificultad que, asi como estas ecuaciones, todas
las demas relaciones fundamentales de la Mecanica Racional, estan
implicitas en el principio variacional de Hamilton. En otras palabras,
dado un sistema material, la funcién escalar T + U relativa es sufi-
ciente para definir totalmente su comportamiento dinamico.

91. El problema de la cuerda vibrante. Los resultados ante-
riores valen naturalmente no sélo para sistemas formados por una
cantidad finita n de puntos materiales, sino también para sistemas
discretos o continuos de infinitos puntos. Como ejemplo de estos
ultimos, vamos a establecer la
ecuacién de la cuerda vibrante.

Supongamos una cuerda homo-
génea sumamente delgada fija en
sus dos extremos x =0, x = L,
sujeta a una fensién <t constante,
que efectia en un plano (x, z) pe-
quefias vibraciones transversales
alrededor de su posiciéon de equilibrio estable, que es el segmento
(0, L) del eje x. Indicada con z(x, t) la ordenada del centro de gra-
vedad de la seccion de abscisa x en el instante ¢, queremos expresar
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por medio de una ecuacién las variaciones de z con x y con ¢. Perma-
neciendo fijos los extremos de la cuerda, se tiene, cualquiera que sea ¢,

2(0,¢)=2(L,¢t)=0. (91.1)
Si indicamos con p la densidad lineal de la cuerda (masa por
unidad de longitud), la energia cinética de la cuerda es

1 L ” .
7.'-:-'2—50 PZ: d.r (91.2)

habiéndose puesto para abreviar z,” = 3z/dt. La energia potencial U
se define como U = —=<Al siendo Al el incremento de longitud de la
cuerda con respecto a su longitud L en estado de reposo. Si escri-
bimes z,” = 3z/dx, la longitud I(¢) de la cuerda en una posicién
cualquiera es

L L
1=jo V1 +z,,'2'dx=jo (1 +—;-z,’2+ ...)dx:
L

1

— 2 ”
=L 4+ > Soz, dx 4 ...

y su incremento resulta

Al=l—L =1 j" 24
=i— —'7'02; x4+ ...

Despreciando los términos que contienen potencias de z,” superiores
a la segunda, podemos por tanto escribir
1 L
Us=-—- jo tz 2 dx . (91.3)
La accién de Hamilton (89.8) es ahora por (91.2) y (91.3)

A——l—r r( 2,? — 72,?)dx dt
= 2 a0 Jo P2z TZx ’

y ésta tiene que resultar estacionaria. Tratandose de una integral
doble, aplicaremos la condicién de Euler (88.5) a la funcién inte-
granda

F(x,t z, 2/, 2/) = F(z/, 2) = pz* — 7z,
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con el entendido de que la variable y de dicha féormula se reemplaza
por el tiempo £. Resulta asi

aZ aZ
13;25—;;—5;2=0 (91.4)

que es la ecuacidn de la cuerda vibrante. Esta ecuacién, que se co-

noce también como ecuacién de onda, por presentarse en el analisis
de la propagaciéon de una onda en sentido unidimensional, se estu-

diara con detalle mas adelante (Nos. 125, 140).
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II. FUNCIONALES LINEALES

92. Representacién integral de las funcionales lineales. Da-

das n variables x;, x, . .. x,, llamaremos forma lineal, e indicaremos
con P(x, x3, ... x,) = P,(x;), la combinacién
p,,(xi) = klxl + kzXz + ... + k,,x,, = Zl kix,- , (92.1)

siendo las k; constantes cualesquiera. El adjetivo lineal le corresponde
en el mismo sentido ya sefialado en el No. 8, en cuanto valen las
propiedades

P,(xi+y:)= zZ-l ki(xi+y;)= ; kix; + gl kiyi=P,(x;) +P.(y;)

pn(axi) =

! 'M;

—

ki(ax;) =a ﬁ;_ kix;=aP,(x;).

Las variables x;, x;, ... x, pueden considerarse como n valores
distintos adquiridos por cierta funcién y(x). Si imaginamos que
y(x) adquiera méas bien infinitos valores, y precisamente todos los
que le corresponden al variar x entre dos extremos a y b, a la suma
convendra reemplazar una integral, y la forma (92.1) se cambia en

Fly(x)1 = g" K(x)g(x)dx (92.2)

que, si consideramos a K (x) como una funcién dada y a y(x) como
una funcidén variable, es una funcional del tipo (80.3). La funcién
K(x) se suele llamar el nicleo de la funcional (92.2).

Es facil convencerse de que la funcional Fly(x)] asi definida es
una funcional lineal; en efecto se tiene

Fly+21 = | K(x)ly(x) +2(x) lde=
b

= S:K(x)y(x)dx-{- ["K(x)2(x)dx=Flyl+Flz]

Fleyl= | K(x)cy(x)dx=c j:K(x)y(x)dxch[y].

-a
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Pero es posible afirmar algo mas,

y precisamente que la expresidn

£ (92.2) incluye practicamente todas

las funcionales lineales (teorema

de Riesz). Mas precisamente, lla-

e(x) » memose(x) una funcién de la va-

P 'S riable x en (a, b), definida asi: en

el intervalo (a, x) se tiene e(x) =1,

y en (x, b) se tiene g(x) =0. Si la

funcional lineal F[y(x) ] es tal que se puede hallar una funcién K (x)
integrable en (a, b) tal que sea

<
|
|
i

Qo=

Fle(x)1 = j"K.(x)s(x)dx = ["K(x)dx

y si ademas Fly(x)] queda limitada cuando y(x) es una funcién
continua limitada en (a, b), o sea si existe una constante M que no
depende de la funcién y(x) tal que

|Fly(x)1] <M - max|y(x)|

en todo el intervalo (a, b), entonces el teorema de Riesz asegura
que la funcional lineal Fy] se puede expresar por la integral (92.2).

93. Espacios de Hilbert. Se llaman funciones de cuadrado
sumable en (a, b) todas las funciones f(x) definidas en dicho inter-
valo y tales que existe y es limitada la integral

j:p(x)dx.

Hilbert ide6 una teoria general de estas funciones, que resulta muy
util en el estudio de las funcionales lineales. El principio de la teoria
consiste en lo siguiente: asi como un punto en el espacio ordinario
puede considerarse como un conjunto de valores adquiridos por las
tres coordenadas x, y,z, una funcion f(x) en el intervalo (a,bd)
puede considerarse como el conjunto de los valores adquiridos por
la infinidad de coordenadas constituidas por todos los valores que la
funcién misma adquiere en (a, b), y por tanto a f(x) se podra lla-
marla punto del espacio de infinitas dimensiones asi definido (espacio
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de Hilbert). La importancia de la hipétesis del cuadrado sumable
esta en que permite extender al espacio hilbertiano el concepto de
distancia. En efecto, como la distancia de dos puntos A(ay, a, a;) y
B(by, by, b;) resulta ser

A[A B] = VI(a;—b;)? (i=1,223),

asi la distancia entre dos puntos [i(x) y [.(x) en el espacio de
Hilbert se define como

sh B =[] ) —hPax.  (931)

y esta expresién tiene un sentido sélo si f,(x), f.(x) son de cuadrado

sumable. Esta distancia goza de muchas propiedades analogas a las

de la distancia ordinaria: por ejemplo de que es nula si y sélo si los
dos puntos fi(x) y [2(x) coinciden. También es facil comprobar que,
dadas tres funciones fi(x), [2(x), [i(x), se tiene como en el espacio
ordinario

Alf F] + ALR B] 2 ALfL B (93.2)

Se llama origen del espacio hilbertiano la funcién idénticamente
nula f(x) = 0. Asi como en el espacio ordinario la recta que une
el origen con el punto A (ay, a;, a;) esta constituida por los puntos de
coordenadas Aaj, Aa;, Aa;, siendo A un parametro variable, asi tam-
bién en el espacio hilbertiano, la
recta que proyecta desde el ori- 4 8
gen el punto [(x) estd consti-
tuida por los puntos Af(x).

El angulo entre dos rectas
OA y OB que pasan por el
origen O puede definirse en
el espacio euclidiano partiendo
de la férmula trigonométrica
(AB)? = (AO)? 4+ (BO)? —
—2(AO) - (BO)cos w que, es-
tando definidas las distancias
AO, BO, AB, permite deducir el cos . Analogamente conviene defi-
nir en el espacio hilbertiano el coseno del dngulo w formado por las
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rectas que proyectan desde el origen los puntos [i(x), f.(x) a tra-
vés de la formula

S: [h—Fh]dx = j:fxz dx + 5: IR dx—A—Z\/S:[lzdx S:fzz dx cos w

que, tomando en cuenta la (93.1), equivale formalmente a la rela-
cién trigonométrica arriba mencionada. Desarrollando los calculos y
simplificando, se obtiene de aqui

[* () h(x)d
COS w = 2 (93.3)

N

Si dos funciones fi(x), f.(x) son tales que la integral de su pro-
ducto es nula '

E:fl(x)fz(x)dx =0 (93.4)

entonces resulta cosw = 0. Se suele decir por tanto que dos fun-

ciones que satisfacen la relacion (93.4) son ortogonales. Es intere-

sante observar la analogia formal de esta férmula con la relacién
3

u-v=0 o bien 2 uv,=0,

i=1
que expresa en el espacio ordinario la ortogonalidad de dos vectores.
Como en el espacio ordinario el angulo A O B no cambia si a
los puntos A y B se reemplazan respectivamente dos puntos A’ y B’
de las semirrectas OA, OB, asi es evidente que la expresién (93.3)
no cambia si f;(x), f.(x) se reemplazan por los puntos Afi(x),
uf2(x), con A y p arbitrarios, en cuanto esto implica multiplicar
numerador y denominador por el mismo factor Ap. Aprovechando
esta observacion, podemos escoger precisamente para A\ y p los va-
lores ho y po tales que

jb M fii(x)dx = fbuo’fzz(x)dx =1; (93.5)
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puesto entonces
oi(x)=Mfi(x),  @:x) = o falx), (93.6)
la fé6rmula (93.3) se simplifica en .

coswr = | gu(x)pnx)dx (93.7)

siendo por (93.5) y (93.6)
Sh ol(x)dx = r el(x)dx =1. (93.8)

94. Sistemas de referencia ortonormales. Las funciones ¢(x)
tales que

E e} (x)dx =1

juegan un papel de suma importancia en la teoria hilbertiana; se
llaman funciones normales. Las funciones normales representan todos
los puntos que tienen distancia unitaria desde el origen, y pueden
servir para definir las direcciones que salen del origen, de la misma
manera que los vectores unitarios que salen del origen del espacio
ordinario. En este espacio tiene importancia fundamental el sistema
constituido por los tres vectores unitarios, ortogonales entre si de
dos en dos, i, j. k, ya que todo vector u puede escribirse

u=(u-i)i+(u-j)j+ (u.k)k,
siendo u - i, u - j, u . k las componentes de u con respecto a i, j, k;
anélogamente en el espacio hilbertiano conviene considerar sistemas
de referencia ortonormales formados por un conjunto de n funciones
¢1(x), @2(x), ..., @a(x), normales y ortogonales entre si de dos
en dos, o sea tales que, si i, j son dos indices cualesquiera, y es i = j,

j: oi(x)dx =1, S: @i(x)@;(x)dx =0 (94.1)

Una funcién f(x) de cuadrado sumable en (a, b), se puede inter-
pretar, ademas que como punto del espacio hilbertiano, también
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como vector que une dicho punto con el origen. En este sentido se
suelen llamar sus componentes con respecto al sistema de referencia
las integrales

hy = Kf(x)cp,.(x)dx. (942)

En el espacio ordinario, siendo
w=(u-i)2+(u-j)l+(u.k)?,
resulta que el cuadrado de un vector no puede ser menor que el cua-
drado de una de sus componentes o que la suma de los cuadrados

de dos de ellas. Vamos a demostrar una propiedad analoga para el
espacio hilbertiano. Saldremos de la desigualdad

S, [f(")— Z,h <m(:c)]2 dx 20, (94.3)

que vale en cuanto la funcién integranda es siempre positiva o nula.
Desarrollando el cuadrado que aparece abajo del signo de integral,
resulta

( Fdx+thS pldx —2 Zhj fcp’,dx+

+z"ff'>h,h,5 oigydx >0,

L, 1=

o sea tomando en cuenta las expresiones (94.1) y (94.2)
h ” 1"
}.Fdx+Zhi’—ZZh.-2>0
a izl i=1

de donde simplificando y volviendo a reemplazar h; por su expre-
sibn (94.2), se obtiene la desigualdad de Bessel

j' P(x)dx > z[ Fx)gilx)dx | (94.4)

que expresa que el cuadrado del vector que une el origen con un
punto del espacio hilbertiano no puede ser menor que la suma de los
cuadrados de sus componentes con respecto a un sistema de refe-
rencia ortonormal.
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Las funciones ortonormales se prestan para ser utilizadas como
elementos para el desarrollo en serie de funciones [(x) de cuadrado
sumable cualesquiera. En efecto sea

@i(x), @a(x), ..., @a(x), ...
una secuencia de infinitas funciones ortonormales y supongamos que
se pueda escribir el desarrollo uniformemente convergente

f(x) =ag(x)+ arpa(x) + ... (94.5)

siendo a;, a; ... coeficientes indeterminados a priori. Entonces la
componente h; de f(x) con respecto a ¢;(x) sera

b b b b
Sﬂf(pidx=alga<p1<p,~dx+ aqu)zq)idx+ +ai$¢<pi2dx+

o sea recordando (94.1) y (94.2), resulta simplemente que h; = a;;
asi queda aclarado que los coeficientes del desarrollo en serie (94.5)
son precisamente las componentes de f(x) con respecto a las ¢;. Es
decir, se tiene

Flx) = higu(x) + hoopa(x) + ... [h,- = _[:fq,,.dx] (94.6)

Un ejemplo muy importante de aplicacién de lo que acabamos
de expresar es el que se refiere al sistema constituido por las si-
guientes funciones q:

1 cos kx sen kx
» — (k=1,2,3....
V2r Vr Vn )
que, como resulta de conocidas férmulas integrales, son normales y

ortogonales entre si de dos en dos en el intervalo ( ~mx, nt). El des-
arrollo de f(x) en serie de estas funciones resulta

Hx) = —Zlﬂ-ﬂwf(x)dx + gl {[% [Tf(x') cos kx dx] cos kx +

1

+ [-;t— j.;f(x) sen kx dx] sen kx}

o sea preciscmente el desarrollo en serie de Fourier (77.1), (77.2).

Y]
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95. Ecuaciones integrales lineales. Ecuaciones como las que
se escriben en el Calculo de Variaciones cuando se requiere que una
variacién §J/[y(x)] sea nula, son especiales ecuaciones funcionales,
en cuanto su incégnita es la funcién y(x). Las ecuaciones de este
tipo pueden considerarse como generalizacién de un sistema ordi-
nario de n ecuaciones en n incégnitas y, y2, ... Y,

fl(yh ¥ ... y..) =2

blowge ... 9 =2 (95.1)

f,.(yl. Y2 .. y,,) = Z,

En efecto, si a las n incégnitas y;, >, . . . y, reemplazamos los infi-
nitos valores de una funcién y(x) y a los términos independientes
21,22 ... 2y los de una funcién z(x) en intervalos convenientes, el
sistema (95.1) se transforma en una ecuacién funcional del tipo

F[x,y(x)] = z(x) (95.2)

siendo z(x) la funcién conocida, y(x) la inc6égnita. El problema de
resolver el sistema (95.1) despejando las incégnitas y,, se transforma
en el problema de invertir la funcional F[x, y(x)] con respecto a la
funcién y(x).

El caso especial de que el sistema (95.1) esté compuesto por n
ecuaciones lineales en n incégnitas

n=knxi+ kpnxa+ ... + kinx
Ya=knxi+ knxa + ... + kmxn
.............................. (95.3)

Yn=hknxi+ kaxs + ... + kuy xn

tiene su correspondiente en el Calculo Funcional, al suponerse que
F[x, y(x)] sea una funcional lineal de y(x). Entonces, por lo que
se vio en el No. 92, indicandose con K(x, &) una funcién conocida
de las variables x y &, la ecuacién (95.2) resultara del tipo

[ K= y(&) gt = 2(x). (954)

El nicleo K (x, E) reemplaza a los coeficientes k; del sistema (95.3).
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Noétese que ésta no.es la inica forma posible para una ecuacién
funcional lineal, ya que por ejemplo también la ecuacién

[ K(x8) y(&) e + y(x) = 2(x) (95.5)

es lineal, en cuanto es lineal el término y(x) que se agrega al primer
miembro. Las ecuaciones (95.4) y (95.5) se conocen como ecuacio-
nes integrales lineales: la (95.4) es la ecuacion integral de Fredholm
de primera especie, la (95.5) es la ecuacién integral de Fredholm de
segunda especie. De grande importancia son también las ecuaciones
integrales de limite superior variable:

[ K(x8) y(8) d = 2(x) (95.6)

que es la ecuacién integral de Volterra de primera especie y

5: K(x,E) y(E) d§ + y(x) = z(x) (95.7)

que es la de Volterra de segunda especie.

96. Resolucion de las ecuaciones de Volterra de segunda
especie. Estas fueron, entre todas las ecuaciones integrales, las
primeras en ser estudiadas (por Volterra, en 1896), y son de reso-
lucién relativamente facil. Efectivamente vamos a comprobar, si-
guiendo un método de Neumann, que, si las funciones z(x) y K(x, )
estan limitadas en el intervalo (a, b) de variacién de la variable x
(intervalo que determina indirectamente también el de la variable E,
que varia entre a y x), o sea si es

lz(x)| < M, |K(x,E)] XN (paraa<E<x<b) (96.)

siendo M y N dos nimeros positivos convenientes, la ecuacion de
Volterra de segunda especie (95.7) seguramente es resoluble. A un
mismo tiempo daremos una expresiéon de la solucién.

Consideremos la ecuacién, algo mas general que la (95.7),

y(x) + 1| K(x ) y(8) dE = 2(x) (96.2)
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que se reduce a la (95.7) cuando el parametro A vale 1. Suponga-
mos que la funci6n incégnita y(x), que resulta funcién también de A,
pueda expresarse por un desarrollo en serie de potencias de \

§(x) = oo(x) + @ (2)h + ()N + ... =S aa( (963)
Reemplazando en (96.2), se obtiene

g’.an(x))," + i A1 S‘ K(x,E)o,(E)dE = z(x)

n=0

e igualando los coeficientes de las mismas potencias de A en los dos
miembros, quedan las identidades

ao(x) = z(x) (96.4)
ar(x) = — | K(x.8) an(E)dE

as(x)=— [ K(x &) m(E)dE
y asi siguiendo. La n-ava identidad sera
n(x) = _5 K(x.E)an1(E)dE (n=1,2,3...) (96.5)

Esta es una férmula que, puesto n = 1 y reemplazando ay(x) por
su expresién (96.4), permite sacar a;(x). Puesto n = 2 y tomando
en cuenta la anterior expresién de «,(x), la misma férmula da a;(x),
y asi siguiendo. Se determinan asi sucesivamente por proceso iterativo
todos los coeficientes del desarrollo en serie (96.3) que expresa y(x).
Palta demostrar que esta serie converge absoluta y uniformemente.

Esto resulta de inmediato de las limitaciones (96.1) que, aplica-
das a las relaciones (96.4) y siguientes, dan

loo(x)] < M
laa(x)| < [ NMdt = MN (x— a)

|aalx)] < | NIMN(t—a)1dg = Mne 202"
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y asi siguiendo. El término n-avo sera
x-—a n
| an(x)] < MNw 220

Por tanto los términos de la serie (96.3) son menores o iguales en
valor absoluto a los de la serie mayorante

M + MIN(x —a)\] + 5 MIN(x —a)\]* +

+ _31_!M[N(x—a)x13 ¥ ...

que, separado el factor comian M, resulta ser una serie exponencial
en la variable N(x — a)\, y esta serie converge para todo valor de
A (ver No. 45). En particular ha de converger también para \ =1,
que es el valor que da la solucién de la ecuacién de Volterra de
segunda especie (95.7). Esta solucién estd por tanto proporcionada
por la serie convergente

y(x) = "ZO o (x) (96.6)
resultando las funciones a,(x) expresadas por las férmulas (96.4)
y (96.5).

Si se aplicase el método de Neumann a una ecuacion de Fredholm
de segunda especie, la serie mayorante no resultaria una exponen-
cial, sino una serie geométrica de razén N (b — a)\, que converge
s6lo si esta razén es menor que 1 en valor absoluto. De hecho, no
es posible establecer para la ecuacién de Fredholm condiciones de
resolubilidad tan amplias como para la de Volterra.

97. La convolucién. Se llama producto integral o convolucién
de dos funciones F(x) y G(x) y se escribe F(x)* G(x), la integral

F(x)*G(x) = || F(x—§) G(g)d (97.1)

Esta operacién puede considerarse como una extensién a las fun-
cionales del producto escalar de dos vectores u y v

3
u- -v= le,'v,‘.
izl
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Siendo que
[ Fx—8) [G(E) + 1(8)1dE = [ Flx—E) G(E)dE +
+ [0 Fx—8) J®)dE.
la convolucién goza de la propiedad distributiva

F*[G+]]1=F*G + F*] (97.2)

Efectuando el cambio de variables 1 = x — &, se obtiene que

[ Flx—8) G(&)dE = [ G(x—m)F(n)en
o sea vale la propiedad conmutativa

F*G=G*F (97.3)

También vale la propiedad asociativa

F*[G*]] = [F*G]*] (97.4)

Consideremos en efecto que se tiene
x x-E
PG = FE)[|  Glx—&—n) J(n)dn ]dE.

donde las dos integraciones se
efectuan, en el interior del triangu-
ﬁ g lo ABC de la figura, de la manera
siguiente: primero se integra el
(0xAC . producto F(E)G(x—§&—mn)/(n)
\ recfa{ y=x-§ con respecto a 7 entre 0 y x —E,
¢ Srx-7 siguiendo un segmento A,B; para-
lelo al eje 1, y después se integra °
t con respecto a §, recorriendo el
i 5, segmento A,;B, paralelamente a si
+T— g y mismo desde la posicién AB(£=0)
A 2 (x 0 - hasta la posicion C(E=x). Por

: otro lado se tiene por (97.3)

[F*G)*/=]*[F*G]l= | J(n) [[" G(x—n~8) F(g)dg]dn.

X
0
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lo que implica integrar el producto de antes dentro del mismo trian-
gulo ABC, pero primero con respecto a £ sobre un segmento A’C’
paralelo al eje E, y después con respecto a 1 recorriendo dicho seg-
mento paralelamente a si mismo desde la posicién AC (1) = 0) hasta
la posicion B(m = x). Las dos integraciones son evidentemente
equivalentes.

Si en la férmula (97.1) se pone G(x) = 1 y se toma en cuenta
la propiedad conmutativa (97.3), se obtiene la expresién

F*1 = L. F(E)dE (97.5)

que define el producto integral de una [uncion cualquiera por la
unidad. Reemplazando F(x) por su derivada y efectuando la inte-
gracién, queda

C:i—i*l — F(x)— F(0)
o bien
Fx)=3L+1 4 F0). (97.6)

Estas férmulas seran itiles mas adelante.

98. La ecuacién integral de Abel y los fenémenos heredita-
rios. La convolucién estad ligada con ciertas ecuaciones integrales
de suma importancia, la primera de las cuales fue estudiada por
Abel en 1823. El problema plan-
teado era el siguiente. Sea BMA & <C
una curva conterfida en un plano
vertical, BC su proyeccién horizon-
tal y CA su proyeccién vertical.
Supongamos que una particula ma-
terial baje a lo largo de la curva
BA por accién de la gravedad,
partiendo del reposo en un punto
M, y sea T el tiempo que ella re-
quiere para ir de M a A. Si se
pone, con las notaciones de la figura, AN = x, el tiempo T resulta
evidentemente una funcién T (x) de la ordenada x y de la forma de
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la curva. Abel suponia dar de antemano esta funcién T (x) y se pro-
ponia determinar la forma de la curva que le correspondiese.

Sea P un punto cualquiera de la curva entre M y A, y Q su
proyeccién sobre la vertical, pongase AP =s, AQ = E, y sea ¢t el
tiempo que la particula requiere para recorrer el tramo MP. Si m
es la masa de la particula, y su velocidad en P es v, su energia
cinética en P serda 1/2 mv? y su energia potencial serd mgg. Escri-
biendo que la energia total en P es igual a la que la particula tenia
en M, resulta

lmv2+ mgk = mgx

2
v=V2g(x—E§).

y despejando

Si medimos la longitud de curva s de A hacia P, tenemos v = — ds/d¢t,
y luego
dt=— 95 __ds d§
V2g(x—§) € V2g(x—E)
Péngase
F(eg) = 36 (98.1)

V2g

Reemplazando en la ecuacién anterior e integrando sobre la vertical
entre N y A, se obtiene

° F'(§)dg _ (* F'(E)dE
T(x)=— =2 = .
(=) S « Vx—E S o Vx—E
Por tanto el problema de hallar la forma de la curva BA cono-
ciendo el tiempo T (x) resulta expresado por la ecuacion integral
de Volterra de primera especie

T(x)=| (x—E)*F(E)d (98.2)

o bien, con la notacién (97.1), por
T(x) = x%* F(x). (98.3)
Abel consiguié integrar no sélo esta ecuacién, sino la méas general
z(x)=x"*F(x) paral0<n<l, (98.4)
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por medio de consideraciones directas relacionadas con propiedades
de la funcién gamma. Nosotros llegaremos al mismo resultado con
calculo operacional (ver No. 110).

La novedad matematica implicita en el problema de Abel consiste
en haberse hecho variar la ordenada x, con lo que la posicién de los
puntos de la curva BA viene a depender de la posibilidad de resultar
cada uno de ellos punto de partida del movimiento. Esto explica la
presencia, en la ecuacién integral (98.2), de un ndicleo (x —E)-%
funcién de las distancias verticales x — E entre puntos P variables
sobre la curva, como posiciones de la particula, y puntos M también
variables sobre la curva de manera totalmente independiente de los
anteriores, como puntos de arranque del movimiento. Analogos a
éste bajo el punto de vista analitico son los fendmenos hereditarios,
que son aquéllos que dependen no sélo del estado actual del sistema
que se estudia, o de los estados que lo han precedido inmediatamente,
sino de todos los estados por los cuales el sistema ha pasado, a partir
de cierto instante inicial £ = 0. El ejemplo mas conocido de estos
fenémenos dependientes de la historia del sistema es el de los efec-
tos de histéresis (elastica, magnética, eléctrica, etc.). Bajo conve-
nientes hipétesis simplificadoras, y principalmente la de suponer que
el fenomeno hereditario sea lineal y tenga siempre el mismo desarro-
llo si pasa sucesivamente por las mismas condiciones (principio del
ciclo cerrado), se comprueba que se llega también en este caso a
ecuaciones integrales lineales, con niicleos que son funciones de las
distancias en tiempo t-— t, entre el instante ¢ en que se estudia el
fenémeno y cualquier instante anterior 1 en que el fenémeno haya
tenido lugar. Un fenémeno de herencia lineal ciclica se expresa por
medio de una ecuacién integral de Volterra del tipo

2(¢) = ay(t) + S;K(t—-c) y(t)dv (98.5)

O sea

z(t) = ay(t) + K(e)* y(¢), (98.6)

donde z es un parametro cuyos valores con el tiempo ¢ dependen de
la variable y. La historia de y (historia primaria) resulta determinada
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por la funcién y(<), la historia de z (historia hereditaria) resulta
determinada por la funcién z(¢).

Por ejemplo en el caso de la forsién elastica de un alambre, si se
indica con m el momento del par de torsién, con w el dngulo de tor-
sién, suponiendo equilibrio estatico se tiene en primera aproximacién
la relacién lineal

w=km, (98.7)
siendo k una constante que depende de las caracteristicas del alam-
bre. Sin embargo ensayos cuidadosos comprueban que w depende
no sélo del momento de torsién m actual, sino también de todos los
anteriores. Si w(¢) indica el angulo de torsién en un instante # los
momentos de torsién m(<t) en los instantes T resultardn con aiiadir
en el segundo miembro de (98.7) un término corrector que depende
de todos los valores de m (<) desde el instante ¢ = 0 en que comenzé
a realizarse la torsién hasta el instante f que se considera. Si se
supone una herencia lineal y ciclica, se obtiene precisamente la
ecuacién

w(t) = km(£) + jo H(t—n) m(z)dx

del tipo (98.5), donde el nicleo H(¢-— <) caracteriza la ley de la
herencia.

99. Transformaciones funcionales lineales. Si interpretamos
los nimeros x), X3, ... x, que aparecen en el sistema de ecuaciones
(95.3) como componentes de un vector x de un espacio vectorial de
n dimensiones y los numeros yi, y, ... y, como componentes de un
vector y de otro espacio vectorial de n dimensiones, vemos que di-
chas ecuaciones, al variar las x; y las y; permaneciendo invariados
los coeficientes k;;, establecen una relacién lineal entre los dos espacios
mencionados. Esta relacién puede interpretarse como una homo-
grafia vectorial a que, aplicada a los vectores x, da los vectores y
(ver No. 8), es decir, como una fransformacion lineal que transforma
el espacio x en el espacio y, en cuanto hace corresponder a todo
vector del primero un vector bien determinado del segundo. Si
condensamos las (95.3) en la expresién

yi=2 kijx; (iLj=1,2...,n) (99.1)
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vemos la posibilidad de extender formalmente este concepto a los
espacios funcionales. Precisamente, considérense dos variables inde-
pendientes s y ¢, y sea F(t) una funcién cualquiera de ¢, f(s) una
cualquiera de s; tenemos asi dos espacios funcionales: el de las fun-
ciones F(¢t) y el de las funciones f(s). La relacién

His) = | K(s.) F(e)dt (99.2)

con nicleo K (s, ¢) dado, constituye la extensién 16gica de la (99.1)
al campo funcional, en cuanto es una transformacion funcional lineal
(por lo indicado en el No. 92), que a toda funcién F(¢) hace co-
rresponder una conveniente funcién f(s). Asi como la transforma-
ciébn vectorial establecida por la homografia a se puede eacribir
simbélicamente ¥y = a(x) (ver No. 8), la transformacién funcional
(99.2) se escribira

f(s) =T{F(¢)}. -~ (99.3)
interpretandose T como el operador que efectia la transformacién
de F(¢t) en f(s). A veces se considera también la transformacion
inversa que permite pasar de f(s) a F(¢). La transformacién inversa
de la T se indica simb6licamente con T-!, escribiéndose

F(t) = T {f(s)}. (99.4)

Las operaciones del tipo (99.2) se llaman también transformaciones
integrales.

100. Transformaciones de Fourier y de Laplace. En el No. 76
se consideraron los desarrollos en serie de Fourier (76.1) para fun-
ciones periédicas de periodo 2L. Si en las férmulas (76.4) que ex-
presan los coeficientes, suponemos que la variable n, que adquiere

los valores discretos 1,2, 3, ..., se reemplace formalmente por una
variable continua s, escribiendo
nx
=T

.y sustituimos ademés z por ¢, f(z) por F(t), zopor &, zy por by
escribimos

Lan=fl(3)' Lbu=f2(3).
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obtenemos

f1(5)=5bcosstF(t)dt (100.1)

fo(s) = senstF(e)de. (100.2)

Las relaciones (100.1) y (100.2) son del tipo (99.2), con el nicleo
K (s, t) dado respectivamente por cosst y senst. Consideradas,
siguiendo el criterio del No. 99, como transformaciones integrales
entre los espacios funcionales F(t) y [(s), éstas se llaman respecti-
vamente fransformacion cosenoidal y transformacion senoidal de
Fourier.
Péngase ahora
[(s) = Fi(s) + if2(s).

Tomando en cuenta las expresiones (100.1) y (100.2), asi como la
formula de Euler (45.4), resulta la nueva transformacién

CHs) = [ em F(ear (100.3)

de nicleo K (s, t) = e™. Supuesto que s sea una variable compleja

s=x+ iy,
la transformacién anterior se conoce como transformacion de Fourier-
Laplace, llamandose transformacién exponencial de Fourier cuando
corresponde a s real:

b
f(x)=j et F(¢)dt (100.4)
y transformacion de Laplace cuando corresponde a s imaginaria:
b
Fy) = [ enF(e)ae. (100.5)

Es evidente que toda funcién seccionalmente continua en un in-
tervalo (a,b) finito (ver N° 77) es transformable segiin Fourier y
segin Laplace (o sea existen sus transformadas (100.4) y (100.5)
en dicho intervalo). Siendo de importancia fundamental ciertas trans-
formaciones de Fourier y de Laplace en intervalos infinitos, interesa

e O
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definir cuales condiciones accesorias hay que afiadir entonces a la
continuidad seccional a fin de asegurar la transformabilidad.

Se llama transformacién de Fourier propiamente dicha y se indica
con el simbolo ¥, la transformacién

3{F(t)} = \” eist F(t)dt . (100.6)

Para que esta transformacién tenga significado, es necesario que se
pueda asignar a la integral impropia un valor finito bien determi-
nado, cualquiera que sea x. Como se tiene

!eixrlzl'

es suficiente, para que esto se realice, que exista y sea f[inita la in-
tegral

gw |F(e)|de = lim [ |F(e)|de. (100.7)

-0 T - -7

Se llama transformacion de Laplace propiamente dicha, y se in-
dica con el simbolo £, la transformacién

s{F(t)}=[ - F(¢)d¢ (100.8)

o
0

Para que una funcion F(t) seccionalmente continua en (0, w) sea
transformable segiun Laplace, basta que se pueda encontrar un ni-
mero o tal que ex¥sta y sea [inito el limite

im 1E(0)

’
t—» eat

condicién que se expresa diciendo que F(t) es una funcion del
orden de e* para t — oo, y se escribe

F(t) =0(e*) parat— oo. (100.9)

En efecto podemos escribir, siendo T un nimero positivo cualquiera,

0
T

C{F(t)}= j' e F(e)de + [~ e F(e)dt.
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La primera integral existe y esta limitada si F(t) es seccionalmente
continua. Por otro lado, si F(¢) es de orden exponencial, se puede
hallar un nimero A tal que, para todo ¢ > T, se tenga | F(t)| < Ae%,
es decir

e | F(t)| < Ae-G-aot,
quedando por tanto la segunda integral inferior en valor absoluto
a la integral

A[7 evrorde
T
que, siempre que sea y > a, es limitada.

101. Propiedades operacionales. Las transformaciones de
Fourier y de Laplace gozan de propiedades muy importantes en lo
referente a su manera de operar sobre funciones derivadas. En
efecto, apliquemos la transformacién general de Fourier-Laplace
(100.3) a la funcién F’(¢) = dF/dt; integrando por partes se obtiene

jje“"F’(t)dt: [efoF(t)]:_isg:eisfF(t)dt. (101.1)

En el caso de la transformacién de Fourier (100.4), que abrevia-
remos con el simbolo 3, 5 esta férmula da
. b
Fos{F'}=[e™F]| —ix 3.4 (F}. (101.2)
En el caso de la transformaciéon de Laplace (100.5)., que abrevia-
remos con £, 5, resulta

Co s {F'} = [e"‘F]: + gL s {F}. (101.3)

Si reemplazamos en (101.1) la funcién F(¢) por su derivada F’(t),
obtenemos

b X X b b X

j e"'F"(t)dt:[e"‘F’(t)] —is| esF(¢)dt

" a Ja
y sustituyendo la dltima integral por la expresién (101.1), queda

jb el B (£) dt =[e""(F’—isF)]: “SZS: et F(¢)dt, (101.4)

e s A A L
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es decir, en el caso de la transformacién de Fourier,
b
o n {F"} = [em (F'—ixF)] —x 3., {F} (101.5)
y en el caso de la de Lapiace

Lo s () = [er (' 4 yF)]:+ 4Ly {F}. (101.6)

Segtin las férmulas (101.1) y (101.4), las transformadas de
Fourier-Laplace de las derivadas F’(t) y F”(t) resultan funcio-
nes lineales de las transformadas de la funcién primitiva F(¢),
que se multiplica por la variable s en el caso de la derivada primera
y por la variable s en el caso de la derivada segunda; asi siguiendo
se podria ver que la transformada de la derivada de orden n se ex-
presa por una [érmula lineal en que aparece s" multiplicada por la
transformada de F (t). Por consiguiente, si transformamos por ejem-
plo una ecuacién diferencial lineal homogénea

aF(t) +a, F(t)+ a,F’(t)+ ...a,F™(t)=0, (101.7)
obtenemos una expresién del tipo
(ao+ bis+ ... + b,s")[(s) = g(s).
siendo @(s) una funcién conocida de s y f(s) la transformada
(100.3) de F(t). De aqui se obtiene despejando

- @(s)
i(s)_ao+bls+---+bnsu . . .,
(101.8) ecvacion 72 ecvacion

en/t - en
y antitransformando, o sea apli- |(complicada) (ma'ssffsmle}
cando la transformacién funcional
inversa, se puede obtener F(¢),
resolviendo asi indirectamente la %
ecuaciéon diferencial dada. Este

proceso permite reemplazar la in-
tegracién directa de la ecuacién
diferencial en la funcién incég-
nita F(t) por los pasos siguientes, que son generalmente mas fa-
ciles: °

-t
Fl1) |- & f(s)

a) transformacién de la ecuaciéon en otra mas simple en la in-
cégnita f(s) '
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b) resolucién de esta tltima (determinacién de f(s))
c) antitransformacién de f(s) en F(t).

El método de calculo indicado, que se llama Calculo Operacional,
se aplica con éxito también a ecuaciones diferenciales ordinarias mas
complicadas que la (101.7), asi como a ecuaciones integrales y a
ciertas ecuaciones en las derivadas parciales. Algunos ejemplos se
veran en la ultima parte de este capitulo, dedicada a la transforma-
cién de Laplace, que es la que se utiliza con méas frecuencia, porque
tiene la ventaja de mantener todo el calculo dentro del campo real:
esto no pasa con la transformacién de Fourier, como se ve por
ejemplo comparando la férmula (101.2) con la (101.3).

102. Inversion de las transformaciones de Fourier y Laplace.
Al hablar acerca del Calculo Operacional, se mencioné la impor-
tancia de antitransformar, o sea dada la funcién f(s) hallar la F(¢t)
que le corresponde. Para encontrar la férmula que invierte la trans-
formacién de Fourier-Laplace (100.3), empecemos analizando un
problema mas simple.

Considérese el desarrollo en serie de Dirichlet

%
o(s) = 2 Fe™ (102.1)
n=0
que puede considerarse como la operacion funcional que transforma
en ¢(s) el conjunto de todos los coeficientes F, paran = 0,1, 2, ...,
conjunto que interpretaremos como una funcién discontinua, que
adquiere los infinitos valores

F,. F,, ..., F,,
Puesto
er=E, ols)=1(g), (102.2)
la serie (102.1) se transforma en la serie de potencias
Ve = 3 Fe.

que podemos considerar como la operacién que transforma los
F, en ((t). El problema de antitransformar {(E) en F, ya se
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ha resuelto en el N° 62 por medio de la férmula (62.2), que ex-
presa que

_ 1 d(E)
F" - .5—7—'!_!.)[ ¢ Ell+l dE—‘
siendo ¢ una circunferencia con centro en el punto § = 0. Si en esta
férmula reemplazamos la variable § por la variable s por medio de
las relaciones (102.2), y observamos que la circunferencia c, sobre la

cual | § | = cte, se transforma, en el plano de la variable s = x + iy.
en una linea sobre la cual | e’ | = cte, o sea en una is = cte, ob-
tenemos
1 .
Fo=5-| ~isn o (s)ds . 102.3
2 (is:cte)e Q(S) $ ( )

Esta es la férmula que invierte la (102.1), antitransformando ¢(s)
en los F,.

Ahora bien, si consideramos que la transformacién de Fourier-~
Laplace (100.3) es la extensién al espacio hilbertiano de la serie
(102.1), en cuanto en lugar de la variable discreta n se considere la
variable continua ¢ y en lugar de la funcién ¢(s) la f(s), queda
justificada formalmente la expresién, analoga a la (102.3),

F(t) -_-z_l—j e f(s)ds . (102.4)
T J (is—cte)

En el caso de la fransformacién de Fourier (100.6), poniendo s = x,

resulta que la linea is = cte es una recta ix = cte, y por tanto para-

lela al eje x en el plano de la variable compleja s = x 4 iy. Pode-

mos escoger la constante igual a cero, y escribir asi con la notacién

(99.4).

3 {f(x)} = —zl—f: e f(x)dx (102.5)

3

En el caso de la transformacion de Laplace (100.8), poniendo s = iy,
resulta que la linea is = cte es una recta iy = v, siendo y una cons-
tante conveniente, como indicaremos de inmediato. Siendo esta recta
paralela al eje y en el plano de la variable s = x 4 iy, sus puntos
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impropios se podran expresar como y — {o0 y ¥ + ioo; reemplazando

en (102.4), resulta

+im

CHEy) = E%:T E:T e’ f(y)dy

(102.6)

Se comprueba que esta integral es convergente siempre que el ca-
mino de integracién deje a su izquierda todos los eventuales puntos
singulares de la funcién f(y). de donde se concluye que el nimero ¥y
tiene que escogerse mayor que la mas grande de las partes reales

de los afijos de dichas singularidades.
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I1I. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

103. Cdlculo de transformadas fundamentales. En lo que
sigue vamos a considerar que la transformacién de Laplace opere
entre el campo de la variable real ¢ y el campo de una variable s, que
generalmente se considerara también real. En el caso de que s sea
compleja, la transformacién ya no sera de Laplace, sino evidente-
mente del tipo de Fourier-Laplace. Escribiremos luego la (100.5) asi:

sa,,,{F(t)}=j"c—wF(:)dt (103.1)

y la (101.3) asi:
Co8{F'}=5C, s {F}+ e F(b)—e“F(a). (103.2)

En el caso de la transformacion de Laplace propiamente dicha

(100.8)

SF()} = j:e—up(f)dt (103.3)

siendo F(¢) una funcién de orden exponencial limitada por la con-
dicién (100.9), tendremos que, para toda s > a, la (103.2) se escribe

C{F'(t)} = sC{F(t)} — F(0) (103.4)

Aplicando esta relacién a la funcién derivada F’(t), se obtiene
C{F"(¢t)} = s*C{F(t)}—~sF(0) —F'(0) (103.5)
que es la (101.6) para este caso.

Las férmulas anteriores permiten calcular de inmediato las trans-
formadas de ciertas funciones elementales. De la férmula (103.4)
se deduce

para F(t) =1
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1

L{0} =sC{l}—1 vy luego * £{1}:--5— (103.6)
para F(t) = ¢
{1} = sE{t} y luego C{t}:}:—{ql—l:—:y.
para F(t) = £F ) ‘
2¢{¢} = s ¢{£) y lego  gfey= 25 _ 2
y asi sucesivamente. Para F(t) = ¢* resulta en gengral
£} = ;n;,-'T,— (n entero positivo) (103.7)

De la férmula (103.5) aplicada a las funciones circulares e hiper-
bélicas se obtiene

—kL{sen kt} = s’L{sen kt} —k y luego

L{senkt} = e _*li E: (103.8)
—k*£{cos kt} = s*L{cos kt}—s vy luego

L{coskt} = 5 j_ = (103.9)
k*£{senh kt} = s*£L{senh kt} —k y luego

L{senh kt} = —s—z—_—é—kz— (103.10)
k*£{cosh kt} = s?£{cosh kt} —s y luego

£{cosh kt} = s,—i-?- (103.11)

Otras transformadas se pueden calcular por integracién directa.
Por ejemplo la de la funcion t* con exponente k cualquiera es

0 1 L
gty = |7 emerdt = o [T erat
- 0 S 0
* En general, para cualquier transformacién funcional aditiva T se cum-
ple que

N0} =1{F(¢) —F(6)} = {F ()} —H{F(e)} = 0.
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habiéndose efectuado la sustitucién
st = x.
Por (73.1) queda luego

() = LELET) (103.12)

Sk+l

Noétese que esta formula vale sélo para k > — 1, por tenerse que
evitar los polos de la funcién gamma (ver N¢ 71). La (103.7) es evi-
dentemente un caso particular de esta ultima. Otro caso particular

es la fo'rmula
£ L - \/—: 103.13
ﬁj S- ( ) )

que se obtiene de (103.12) recordando (72.4).
La transformada de la exponencial e~* se obtiene como sigue:

o ™ .
..C{e““} = j e~ste~thdt = e"j e~ (+B (¢
0 0

y efectuando el cambio de variable

s+-%—t=u

Cle-¥} = 2 e 5" e du . (103.14)

Pero se tiene

Sj e " du = gw e du— S: e “ du

0
y luego por (74.8) y (74.7)

S, e “ du =" (1 —erfs).

Reemplazando en (103.14), llegamos a la f6rmula de transformacién

C{e-%} = Vre (1 —erfs) (103.15)

A continuacién determinaremos varias propiedades de la trans-
formacién de Laplace, suponiendo siempre que las funciones a las
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que se aplica sean seccionalmente continuas y, en el caso de trans-
formarse en intervalo infinito, de orden exponencial para t—» o

(ver N° 100).

104. Férmula del retroceso. Toda transformacién de Laplace
en un intervalo (a, b) cualquiera puede siempre reducirse a tener
extremo inferior en el punto t = 0. En efecto, si reemplazamos ¢ por
t + a, resulta

b b—a
S e~ F(t)dt = e~* L e~ F(t 4 a)dt

o sea vale la férmula del retroceso
Lap{F(t)} =e*Ly-{F(t +a)}. (104.1)

Aqui con F(t 4 a) se representa la misma funcién F(t), pero re-
corrida en una distancia a paralelamente al eje de la variable ¢. En
el caso de la transformacién en el intervalo (0, =), si indicamos
con F,(t) la funcién definida por

F,(t)=0 para 0<t<a

(104.2)
F,(t)=F(t—a) para ¢t2>a
)
FU) A1)
5,00)‘ '

obtenemos por (104.1)
£ {Fu(t)} =e=8 {F(t)}

£0,a {Fa(t)} - £0.a{0} = 0
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y sumando, con la consideracién de que £, + £, =& =¢,

C{F.(t)} = e-= £{F(¢t) } (104.3)

Una consecuencia interesante de la férmula del retroceso se re-
fiere al célculo de la transformada en (0, ) de una funcion F(t)
peridédica de periodo T, cuando se conozca su transformada en el in-
tervalo (0, T), y viceversa. Subdividase el intervalo (0, o) en los
infinitos intervalos parciales (0, T'), (T, 2T), (2T,3T), ..., con lo
que se puede escribir

£{F(t)} = 'g £nT,(n+l)T{F(t) } .

Reduciendo todas las operaciones del segundo miembro a transfor-
maciones con extremo izquierdo en el origen por intermedio de
(104.1), y tomando en cuenta la periodicidad, queda

o

SEO)=[ 3 e tor (F(0)} = 1——re o {F(0)},

n=0

es decir

Lor {F(t)}

] ——e-Is

L{F(t)} = (104.4)

Asi por ejemplo se obtiene de (103.8), empleando esta férmula
inversamente,

1 — e—Z‘rs

=TT (104.5)

L£oox {sent} =

105. Férmulas de amortiguacion y de similitud. En muchos
problemas de aplicacién aparecen funciones amortiguadas, que resul-
tan de multiplicar una funcién F(t) dada por la exponencial de
exponente negativo e~*. Transformarlas es simple; en efecto te-
nemos

L{e-mF(t)} = 5: e~te-M F(f)dt = 5: e~ F(t)dt,
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o sea que su transformada es la misma que la de F(t), siempre que
a la variable s se reemplace s + h. Simbélicamente podemos escribir

C{e™F(t)} = L{F(t) }ioem (105.1)

Como aplicacién, calculemos precisamente la transformada de la fun-
cién e ™, Poniendo F(t) = 1 en la férmula anterior, queda

Lle ™} = £{1}eem
o sea por (103.6)

_1
s+ h

Es de interés también la férmula que, por medio de otro cambio
en la variable s, permite calcular la transformada de la funcién
F(kt), obtenida de la F(t) por el proceso de similitud, consistente
en multiplicar la variable independiente ¢ por una constante k deter-
minada (factor de escala). Reemplazando la variable ¢ por </k,

obtenemos

S:e“-"’F(kt)dt = S: e““”‘F(‘t)d-} = —}\1— S: e~itF(t)dx

£leM} = (105.2)

O sea

S{F(kt)} = —Il(-s:{F(t) Yo (105.3)

106. Férmulas de la derivacién y de la Integracién. Derivan-
do bajo el signo de integral, se tiene

L e(F() = gs_f e F(t)dt = — | te= F(£)dt

[

O sea

%g{F(t)}= — £{tF(t)} (106.1)

(formula de la derivacion). Aplicando esta relacién a la funcién

F(¢t)/t. resulta
Lo _(-_} = —¢{F(t)}
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e integrando con respecto a s

¢ {Etﬁl} =—[ cF()yds = ctF(01ds.  (1062)

habiéndose indicado con ¢ un nimero tal que, cuando s = ¢, se
tenga L{F(¢t)/t} = 0. Pero por (103.4) se tiene que

F(¢)) 1 [d E(t) . F(¢)
£ {—t—f =+[¢ [m'—t‘} + lim 0 ]

y para que el producto del segundo miembro sea nulo para s = c,
no pudiéndolo ser el factor entre paréntesis por la arbitrariedad de la
funcién F(t), tiene que serlo el factor 1/s, resultando necesariamente
¢ = oo. Reemplazando en (106.2), resulta la formula de la inte-
gracion

r C{F () }ds = ¢ :#” (106.3)

Como aplicacién de esta férmula, calculemos la transformada de
la funcién sen t/t. Resulta por (106.3) y (103.8)

£ Pe—?—t} = jjcﬁ{sen t}ds = [arctg s:];ﬂ = —;—arctg s,

es decir

£ {_sin_t_} = arccotg s (106.4)

t

107. Transformada de la convolucién. Una de las propieda-
des mas dtiles de la transformacion de Laplace se expresa por el
: siguiente teorema de Horn: la transformada de la convolucién
i F(t)*G(t) de dos [funciones F(t) y G(t) es igual al producto de

las transformadas de cada una de ellas

C{F(t)*G(t)} = L F(t)}£{G(¢t)} (107.1)

En efecto, si aplicamos la relacién fundamental (103.4) a la fun-
cién (97.5), cuya derivada es F(t), obtenemos

GF*1} = %.\:{F}.
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Utilizando esta dltima relacién, la (97.6) y las propiedades del pro-
ducto integral, resulta ,

L{F*G} = {F*[G'*1 + G(0)]} = L{F*G'*1} +
+ L{F*G(0)} = ¢{F*G’*1} 4+ G(0) ¢{F*1} =

- %[JZ{F*G’} + G(0)¢{F}].

L g S e i R S RN N B T S T

Por otro lado se tiene, siempre por (103.4),
C{F}L{G} = C{F} - [£{G'} + G(0)] = - [L{F}£{G'} +
+ G(0) £{F}].

Restando los primeros y los tltimos miembros de las dos relaciones
anteriores, queda

£{F*G}___£{F}£{G}:%—[f{F*G'}——»{:{F}‘C{G’}]' {

Como ésta es una identidad, que tiene que valer como quiera que
se escoja la funcién G, no puede ser cierta a menos que sea siempre,
para F(t) y G(t) transformables cualesquiera,

C{F*G}—¢{F}€{G} =0,
lo que comprueba la (107.1).

108. Transformadas expresadas por desarrollos en serie.
En las aplicaciones del Calculo Operacional es muy importante,
ademas de determinar transformadas, poder anfitransformar.

La férmula general (102.6) para efectuar la antitransformacién ‘
no es ciertamente de aplicacién facil, por lo que se prefiere, mientras
sea posible, acudir a tablas que contengan listas de funciones y de
sus transformadas; tales son las que resultan de las fé6rmulas directas
obtenidas en el N° 103, la (105.2), la (106.4) y las que pueden de- :
ducirse de ésas aplicando las reglas generales del Calculo Operacio-
nal. Estas listas, aparentemente limitadas a un conjunto reducido de
funciones, pueden ampliarse notablemente al considerar la posibilidad
de que f(s) se exprese por un desarrollo en serie conveniente.
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Por ejemplo si f(s) se expresa por la serie de potencias negativas

Hs)= 2 oy (108.1)
por (103.7) resulta
F(¢) = Zo%t (108.2)

y se demuestra que, mientras esta altima funcién sea de orden ex-
ponencial, en el sentido aclarado en el N° 100, la (108.1) posee un
radio de convergencia no nulo.

Otro caso interesante se relaciona con la desarrollabilidad en la
seric de Dirichlet

oL

ae ™ e ™ fae 4 = D ae
n.0

donde los coeficientes a, y b, son constantes. siendo los b, positivos
y ordenados en orden creciente

0<bo< b <b < ...

Ahora bien, supongamos que la
funcién [(s) es del tipo A

F(s) = —i— iﬂ a,e™;  (108.3) &)

vamos a comprobar que se trata
de la transformada de la funcion
escalonada E(t), que adquiere el
valor a, para by, < t < by. el valor
ap) + a, para by <t < b, el va- a, i
lor ag + a; + a; para b, < t < b, &
y asi sucesivamente (Hamburger). b, ¢, b,
En efecto, por (103.2)

£,’"4 s {0} — s'cb,.,b,.n {1} _+_ e-bnﬂs_,_eb..x

g,

y siendo el primer miembro nulo (ver nota a pie de pag. 182), resulta

£ .. {1} = Lfems emieis (108.4)

N
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Por otro lado tenemos

C{E(t)}=¢, ,, {ao}-i-ffb,, nlaotai}+£, , {at+atal}+...

y aplicando (108.4),

C{E()} = -+ [aple™™ — &™) 4 (a + &) (e — &) +
+(a + a1 + ay) (e —eb¥) 4 | ] =

= [ae™—ae™ + age™ f aje —aet —

— ay e~bxs + aoe“"” + a e~bs + a; ety | .]

de donde efectuando simplificaciones resulta de inmediato que

E(t) = ¢! {% io a e"’"‘} (108.5)

o sea que la funcién escalonada E(t) es precisamente la antitrans-
formada de la (108.3).

Por dltimo, supongamos que [f(s) pueda desarrollarse en una
serie de potencias del tipo

f(s)=%§an [S“l]". (108.6)

S

La antitransformada de esta funcion se liga con los polinomios de
Laguerre. Se llama polinomio de Laguerre de grado n, siendo n entero
positivo o nulo, la expresién

Li)=3 (-—1)'=(',:)5,:T (108.7)

k=0

Por ejemplo se tiene
Ly(t) =1
Li(t)=-—¢t+1

Li(t) = .;_ (R — 4t + 2)
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1

Ly(¢t) = 3 (— 4+ 92— 18¢ + 6)

Li(t) = 2‘71 (#— 166 4 T2 — 96t + 24).

La transformada del polinomio L,(¢) es. por (103.7)

. (L0} = 3 (—D*({)gr £1#) =
s gy 1 1rs—17
=2 =0 = 5]

deduciéndose la altima igualdad del desarrollo del binomio (s — 1)":
(S——' l)n = " —— (»'1) sn—l + (g) Sn-Z_ .. + (___l)n —

= 2 (—D*H () s+
Luego
s— 13"
s

L)y =+

y de aqui se deduce la férmula de Tricomi

foa L.(¢) = ¢! {l? 3 a, [i—j—‘] " { (108.8)

que expresa formalmente la antitransformada de (108.6) por medio
de un desarrollo en serie de polinomios de Laguerre. Se comprueba
que la antitransformada (108.8) existe. siempre que la funcién f(s)
sea reqular exteriormente a un circulo conveniente, con centro sobre
el eje real.

109. Resolucién de ecuaciones diferenciales lineales ordi-
narias. En el parrafo 101 indicamos cémo se procede por medio
del Calculo Operacional a integrar ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas con coeficientes constantes. Si los coeficientes son
variables, el Calculo Operacional puede también ser de grande uti-
lidad. Veamos. como ejemplo, de resolver la ecuaciéon

F7(t) + KF(t) = G(¢) (109.1)
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siendo F(¢) la funcién incégnita y G(¢) una funcién conocida. Pa-
sando al campo transformado, queda por (103.5)

[s2F(s) —sF(0) —F'(0)] + K [(s) = g(s)
siendo [(s) = L{F(¢)}. g(s) = £{G(¢) }. De aqui, despejando [(s),

1 , s
[(s) = oy [g(s) + F'(0)] + F(0) Py e (109.2)
Ahora se puede escribir
1 1 k
38 = ¢ [spee)]
y el término entre paréntesis es el producto de la transformada

(103.8) de sen kt por la de G(¢). Por lo tanto, segin (107.1) y
(103.9), la antitransformada de (109.2) es

F(t) = —I]E-sen kt* G(¢t) + F’;(O) sen kt + F(0) cos kt
es decir por (97.1)
F() = ¢ | sen k(t—)G(x)dv + 1O cenke +
+ F(0) coskt. (109.3)

Siendo que el empleo de la transformacién de Laplace puede intro-
ducir soluciones extrafias, falta comprobar que F (¢) asi determinada
satisface efectivamente la ecuacién (109.1). Aplicando la regla para
derivar bajo el signo de integral *, llegamos a

F(t) = K cos k(¢ — )G (v)dx + F'(0)cos kt — k F (0) sen ke
F"(t) = —k g; senk(t—=)G(x)dt + G(t) —
— kF’(0)sen kt — k2 F(0)cos kt.

* O sea que, si la funcién ®(¢) se expresa por la integral entre extremos
variables '

qU1)
D(¢) =S (¢ t)dr,
o
su derivada es
dod te 9 di dj
= aeleTdtreltalg —olep(Ol 4 -
po)
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Reemplazando esta expresién y la (109.3) en el primer miembro de
la ecuacién (109.1), se obtiene precisamente G(t), lo que com-
prueba que dicha ecuacién queda satisfecha.

110. Resolucién de ecuaciones integrales. La transformacién
de Laplace resulta muy ftil en la resolucién de ecuaciones integrales
con convolucion, del tipo (98.5), que se presentan en el estudio de
fendmenos hereditarios.

Empezaremos por la ecuacién de Volterra de primera especie

G(t) = K(¢)* F(t), es decir
G(t) = L K(¢t—<)F(x)dx. (110.1)

donde las funciones G (¢) y K(¢) se suponen conocidas, F(¢) inc6g-
nita. Aceptando que existan las transformadas

g(s) =£{G(t)}, Kk(s)=¢{K(D)}, [(s)=2t{F(n)},
vemos que, por (107.1), la ecuacién (110.1) se transforma en
g(s) = k(s) f(s)

que en ocasiones puede ser de facil integracién. Como ejemplo, con-
sideremos la ecuacion de Abel (98.4), que escribiremos

G(t) = jo (¢ — )" F'(1)dv (110.2)

donde n es un nimero comprendido entre cero y 1. Por (103.12) se
tiene £{t"} = T(1 —n)/s'-", mientras que la transformada de
F’(t) se puede expresar por (103.4). Asi la transformada de Laplace
de G(t), de acuerdo con (110.2) y (107.1), queda

gts) = Ta ) (op(5) —F(0)3;
de donde

_ F(0) g(s)
fs) = s T r'(l—n)s™’

Si antitransformamos, recordando nuevamente la férmula (103.12)
ademéas de la (103.6), obtenemos

F(t) = F(0) + Frr—mypiay " C1)

=5

T
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y -por (72.3)

F(t) = F(0) + iglgt—t"“'*G(t).. (110.3)

Derivando la funcién asi obtenida, hallamos F’(¢), que es la incég-
nita de la ecuacién de Abel (110.2). :

Las ecuaciones integrales de segunda especie
‘ .
F(t) + | K(t--7)F(x)dr = G(e),

se transforman en

[(s) + k(s) [(s) = g(s)

de donde, despejando, resulta

f(s) = TZ%(:ET)' (110.4)

formula que expresa sencillamente la transformada de F(t). Por
ejemplo, sea la ecuacion integral

F(t) + j;senh(t-_T)F(»c)d-c = mt (1105)

donde m es una constante. Recordando que, por las férmulas
(103.10) y (103.7),

|
la (110.4) resulta ‘
m —m st—1 m 1 1

- s S

F(s) = 32(1 +—;—‘;—1)

y por lo tanto se tendra antitransformando por (103.7).

F(t) = m(t—-g!).

Reemplazando en la ecuacién (110.5), se comprueba facilmente que
esta ultima es efectivamente una solucién.
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111. Resolucién de ecuaciones lineales en las derivadas
parciales. Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales puede
resultar 1til el empleo del Calculo Operacional, en cuanto se consiga
aprovechar su propiedad de cambiar la derivacién en producto, para
eliminar las derivadas con respecto a una de las variables indepen-
dientes. Un ejemplo sencillo lo tenemos en la integracién de la
ecuacién de Laplace bidimensional

> °F
et =
suponiéndose conocer los valores que la funcién F(x, t) y su deri-

vada primera con respecto a t adquieren para ¢t = 0. Si aplicamos la
transformacién de Laplace siendo

F(x,s) = L{F(x,¢t)}.

-resulta por (103.5) que (111.1) se transforma en

gzxg+ $f = sF(x,0) + [65]

que es una ecuacién diferencial ordinaria del segundo orden con res-
pecto a la variable x. Integrando esta ecuacién y antitransformando
la funcién f(x, s) obtenida, se llega a determinar la funcién F(x, t)
que resuelve (111.1).

Otras aplicaciones de la transformacién de Laplace a la inte-
gracién de ecuaciones diferenciales se veran en el. capitulo siguiente.

0. (111.1)







CAPITULO V
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

I. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

112. Generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales
ordinarias. El objeto tradicional de la teoria de las ecuaciones dife-
renciales ordinarias es el siguiente: dada una ecuacién de la forma

F[x» yl y’) y”p .. y(")] = 0 (112-1)

(donde con los apices se indican las sucesivas derivadas de y con
respecto a x), integrarla determinando explicitamente una funcién y
de la variable x y de una o mas constantes arbitrarias c,, ¢, ... que,
reemplazada en la ecuacién (112.1), la deje idénticamente satisfecha.
Se pide ademas que la solucién (o integral) tenga un grado de gene-
ralidad suficiente obteniéndose, de ser posible, una férmula que
incluya todas las soluciones de la ecuacion. en términos finitos.

Esto no siempre se consigue; por tanto es usual contentarse con
la determinacién de la integral general de la ecuacién. a saber una
funcién

y=F[Hx.c e ...c,) (112.2)

de la variable independiente x y de n constantes arbitrarias c;, c,, . . .
¢s, que contiene a estas ultimas de tal manera que, atribuyendo a
ellas valores convenientes, sea posible satisfacer en cierto punto
x = xy a condiciones del tipo

y=v. Y =1 ... y" "=y, (112.3)
como quiera que se hayan fijado de antemano los valores y,. yo/,
yo™~" de la funcién y de sus primeras n — 1 derivadas en x,. Esias
se llaman condiciones iniciales. Llamanse integrales particulares las
que resultan de la integral general al dar valores a las constantes
arbitrarias. El problema de integrar la (112.2) con las condiciones
iniciales indicadas se llama problema de Cauchy, y se comprueba
que, dentro de condiciones muy amplias para las integrales, este

197
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problema admite una y tan sélo una solucion para cada conjunto de
valores (112.3). No se excluye la existencia de eventuales solucio-
nes de la ecuacién diferencial (112.1) que no puedan deducirse de
ninguna manera de las (112.2) dando valores a las constantes arbi-
trarias (soluciones que se conocen bajo el nombre de integrales
singulares de la ecuacién); sélo se requiere que la integral general
sea suficientemente flexible como para adaptarse a las condiciones
iniciales (112.3). Por lo general se comprueba que, al conocerse
la integral general de una ecuacién diferencial, es posible resolver
los principales problemas relacionados con la ecuacién misma, por
ejemplo el de determinar las soluciones de ella que satisfacen condi-
ciones accesorias (o de frontera) de tipo diferente de las (112.3).

Sensiblemente también la determinacion de la integral general
de una ecuacién diferencial es posible sélo para un namero relati-
vamente reducido de ecuaciones, y a veces, aunque sea realizable,
se expresa por férmulas tan complicadas que resultan de poca
utilidad. Por lo indicado, se ha desarrollado recientemente una ten-
dencia del Analisis Matematico en el sentido de intentar con dife-
rentes métodos el estudio directo de las propiedades principales de
las soluciones de la ecuacién, tomando en cuenta las condiciones acce-
sorias de cada caso. Se puede asi obtener directamente alguna inte-
gral particular que interesa, o definir el comportamiento de las
integrales en proximidad de puntos determinados, o bien cuando la
variable tiende a o (comportamiento asintético), o simplemente ver
si hay integrales que tienen caracteristicas dadas o satisfacen a
ciertas limitaciones.

En el presente capitulo analizaremos bajo este altimo punto de
vista ciertos problemas relacionados con las ecuaciones diferenciales

lineales, o sea las del tipo

ag(x)y™ + a(x)yg" V4 ... Fa(x)y +ax)y=>b(x). (112.4)
Mas especialmente se estudiaran las de tipo homogéneo

ap(x)y™ +a(x)y"-V+ ... +a,(x)y’ +a.(x)y=0 (112.5)

carentes de término independiente de la variable y(x). Como es
inmediato comprobar, las integrales de estas altimas ecuaciones go-
zan de las dos propiedades siguientes:
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_a) Si yi(x), y2(x) son dos integrales de la ecuacién (112.5),

3 también su suma y,(x) + y;(x) es integral de la misma
ecuacion.

b) Si yi(x) es una integral de la ecuacién indicada, también
cyi(x) es integral, cualquiera que sea el factor constante c.

De lo anterior sigue que, si se conocen n integrales particulares

independientes y;(x), y2(x), ... y.{x) de la ecuacién (112.5), una :
integral conteniendo n constantes arbitrarias puede ser ' i
' 2
ylx) =cayr + 2 + ... + Cayy (112.6) '

y se comprueba que ésta es la integral general de la ecuacin siempre

que el determinante wronskiano

yilx)  galx) ... yu(x) 3
W(x): yl'(x) y2’(x)-'- yn'(x) (1127) E

g (x) y3<"-’)(;) coe gu @V (x) i

no sea idénticamente nulo. También se sabe que la integracién de
una ecuacién diferencial lineal no homogénea (112.4) puede siempre
reducirse a la de la ecuacién homogénea correspondiente (112.5) por
el método de variacion de las constantes arbitrarias debido a La-
grange.

113. Resolucién del problema de Cauchy para ecuaciones
diferenciales lineales homogéneas. Quiérase resolver el problema
de Cauchy para la ecuacién diferencial lineal homogénea del primer
orden

y =plx)y. (113.1)

o sea determinar su integral bajo la condicion inicial de que para
x =a sea y = b. Traslademos el origen de las coordenadas al pun
to (a, b). escribiendo

X:x—a, Y:y—-——b, P(X):p(x), Q(X):bp(x)

Con esto la ecuacién (113.1) se transforma en la ecuacién no ho-
mogénea

Y =P(X)Y + Q(X)
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con las condiciones iniciales de que sea Y = 0 para X = 0. Inte-
grando se tiene

X
Y(X) = j P(E) Y(E) dt + R(X) (113.2)
donde
X
R(X)= | Q(E)d
es una funcién conocida. La ecuacién diferencial (113.1) se ha trans-
formado asi en una ecuacién integral de Volterra de segunda es-
pecie (95.7).
Un resultado analogo se obtiene para ecuaciones diferenciales

lineales de cualquier orden. Limitémonos por sencillez a considerar la
ecuacion del segundo orden

y" =p(x)y + q(x)y + r(x) (113.3)
cuyas condiciones iniciales supondremos haber reducido, por una
transformacién de coordenadas analoga a la anterior, a ser

y=0, y =0 para x=0.

Si efectuamos la sustitucién

y" = z(x), (113.4)
obtenemos integrando sucesivamente
g = 2(8)de (1135)
X n
y= SD [So z(E)dE]dn- (113.6)

Esta ultima expresién puede escribirse por (97.5) y (97.4)
y=[z*1]1*1=2z*[1*1].
Pero se tiene
1*1=[ dc=x

0

y luego la integral doble (113.6) equivale a la integral simple

y=ztx= [0 (x—E)z(E)dE . (113.7)
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Sustituyendo en la ecuacion diferencial (113.3) las expresiones
(113.4), (113.5) y (113.7) de y”. y’, y, se obtiene finalmente

X

20 = p()2(8)dE + | qlx) (x —E)z(E)dE + r(x)

O sea
2(x) = jo [p(x)+ (x —E)q(x)]2(E)dE + r(x). (113.8)

Esta ultima es una ecuacién de Volterra de segunda especie en la
incégnita z(x). con nicleo

K(x,&) = — [p(x) + (x—E)q(x)].

Por medio de los razonamientos anteriores, que pueden genera-
lizarse a ecuaciones de cualquier orden, se comprueba que el pro-
blema de Cauchy relativo a una ecuacién diferencial lineal homogénea
se puede reducir al problema analogo relativo a una ecuacion integral
de Volterra de segunda especie. En el N? 96 se comprob6 que este
ultimo tiene siempre solucidn y se expresé la integral general por
medio de la serie convergente (96.6). Luego también el problema
de Cauchy para ecuaciones diferenciales lineales es siempre resolu-
ble, y poseemos una [érmula que nos da su solucion.

114. Formas reducidas de las ecuaciones lineales del se-
gundo orden. Consideremos la ecuacion diferencial lineal homo-
génea del segundo orden

A(x)y” + B(x)y’ + C(x)y =0. (114.1)
Si sus coeficientes fuesen tales que se tuviese idénticamente
B(x) = A’(x), (114.2)

la ecuacién podria escribirse bajo la forma

2 [A(x)y') + Clx)y = 0. (1143)

Las ecuaciones del tipo (114.3), que se tratan mas facilmente que
las (114.1), se llaman ecuaciones autoadjuntas.

Ahora es interesante observar que cualquier ecuacion (114.1)
puede transformarse en otra del tipo autoadjunto con sélo multiplicar

i e B e ] B e R L 2 S i LS e e R R
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todos sus términos por un factor H(x) conveniente. En efecto, su-
puesta efectuada dicha multiplicacién. la ecuacién (114.1) se hace

A(x)H(x)y” + B(x)H(x)y + C(x)H(x)y =0 (114.4)

y la condicién (114.2) se transforma en
B(x)H(x) = %[Au)Hu)]

o sea desarrollando y dividiendo todo entre A{(x)H (x)

H'{x) _ A(x) B(x)
Hix) = 7 Alx) A
e integrando Blx)
x
lnH(x):~lnA(x)—i—jA( )d
H(x-)—_i_ej%d’ O (1145)
¥) = 2 .

Por tanto si elegimos para H(x) precisamente la expresién (114.5).
la ecuacion (114.4) resulta autoadjunta, y se escribe

;;[p(x)y’]+q(x)y=0 (114.6)
donde ,
(X} L e
plx)=e’ i o qlx) = C-% e (114.7)

Si se supone que los coeficientes A (x), B(x), C(x) de (114.1)
sean funciones continuas de x y que ademas sea A(x) = 0. la ex-
presiéon obtenida para p(x) asegura-que p(x) no sélo es continua.
sino que es una [uncién siempre positiva (por ser una exponencial)
y que su derivada primera es continua, siendo

iy = Bl 10

Otra observacién de grande importancia es que la ecuacion
(114.6) se puede siempre transformar en otra analoga con coef:-
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ciente p(x) idénticamente igual a la unidad (y por tanto carente de
término en la derivada primera)

d’y _
3?+Q(E)y—-0 (114.8)

con tal de escoger la nueva variable £ de modo conveniente. Preci-
samente es bastante tomar

x dx .
= , 14.
= { - (1149)
con lo que resulta
g 1 i _ 1 d
dx ~ p(x)’ dx T plx) dt
y reemplazando en (114.6)
1 d rdy _
i dg Lag )+ )y =0
que es la ecuacién (114.8), siempre que se ponga
Q(E) = p(x)q(x). (114.10)

115. Caracteristicas oscilantes. Llamanse “caracteristicas” de
una ecuacion diferencial (112.1) las curvas que representan en el
plano (x,y) las ecuaciones y = y(x) de sus integrales particulares.

Es muy importante poder deter-
‘ minar en ciertos casos cuales carac-
teristicas de una ecuacion diferen-
cial lineal ordinaria del segundo
orden tienen un desarrollo oscilan-
te y cuales no lo tienen. Con mas
exactitud el problema se plantea
asi: considérense todas las carac-
teristicas que cortan el eje x en un
punto determinado x = x,; seran
oscilantes en el intervalo (a, b)
las que volveran a cortar el eje x
por lo menos en otro punto del in-
tervalo. no oscilantes las que no lo

S
FAS N, ¥

>

}

86 i A SBATE
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vuelven a cortar. Las intersecciones de las caracteristicas con el eje x
son los ceros de la integral y(x) correspondiente; por tanto el pro-
blema de compropar la oscilacién equivale a buscar criterios para
determinar si una integral y(x) para la cual y(x,) = O tiene o no
tiene otros ceros en el intervalo (a, b).

Un criterio importante es éste: si en una ecuacidn diferencial del
tipo (114.6) el coeficiente p(x) es siempre positivo, no hay inte-
grales oscilantes dentro de todo intervalo (a, b) en que sea siempre
q < 0. En efecto. si consideramos la ecuacién bajo su forma equi-
valente (114.8). vemos que las condiciones p(x) > 0, g(x) <0
implican por (114.10) que ha de ser

Q) <0

y por tanto, tomando en cuenta la (114.8), resulta

&2
y g = —Q(E)y >0
o sea que la y y su segunda derivada tienen el mismo signo, lo que
significa que las caracteristicas dirigen siempre su convexidad hacia
el eje E, y luego también hacia el eje x que le es paralelo (ya que
por (114.9) se tiene £ = cte cuando x = cte): y esto no seria posi-
ble para una caracteristica que tuviese mas que una interseccién
con el eje x.

116. Teorema de comparaciéon de Sturm. Para el estudio de
los ceros de las integrales de ecuaciones del tipo (114.6) resulta
frecuentemente itil el teorema de comparacion de Sturm, que permite
“sacar conclusiones acerca de la posicién de dichos ceros, por com-
paracién de la ecuacién diferencial en estudio con otra que se sepa
integrar explicitamente, o cuyos ceros ya se hayan localizado:

Teorema de Sturm. Sean dos ecuaciones diferenciales

%— [p(x)y']+qi(x)y =0, a‘%— [p(x)n]+q(x)n=0 (116.1)

que tienen el mismo coeficiente p{x). pero tales que sea

p(x)>0. qx)>qix). (116.2)
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Entre dos ceros sucesivos de una integral de la primera ecuacion cae
siempre por lo menos un cero de cualquier integral de la segunda.
Para la demostracién, supongamos que y,(x) sea la integral de la
primera ecuacién que se considera y que x = a, x = b sean sus dos
ceros sucesivos. Ya que toda integral de una ecuacién diferencial
lineal homogénea se puede multi-

| 5% \ plicar por un factor constante cual-
y quiera sin dejar por eso de satis-
facer la ecuacion, podemos suponer
que (previa multiplicacién eventual
por —1) y,(x) sea siempre po-
b\ = sitiva entre a y b. con lo que se

%

tendra también (ver la figura) que

ye(a) > 0. y,(b) <O.
(116.3)

Supongamos ahora por reduccién al absurdo que existe una integral
1, (x) de la segunda ecuacién que no tiene ceros entre a y b, siendo
por ejemplo positiva en todo el intervalo incluyendo los extremos
(linea punteada de la figura).

Reemplacemos en (116.1) las integrales y, y m, a las variables.
multipliquemos la primera ecuacién por 7, y la segunda por y,. vy
restemos. Obtendremos

[9(x) — qi(x) ] ym, = n*;}i; [p(x)y.] — y*% [p(x)n,] =

= L Ip(x) (9% — yum)]
e integrando entre a y b
[ (@) — @u(x) g (<) (x) i =
= [P(x) (Mays — y*n;)]: (116.4)

Siendo que por hipétesis y,(a) = y,(b) =0, el segundo miem-
bro vale

p(b)n,(b)y.(8) —p(a)n,(a)yi(a)
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y por tanto es negativo (en vista de (116.2) y (116.3) y por ser
N.(x) > 0). Por el contrario, siempre por las hipétesis (116.2), el
primer miembro es positivo, de modo que la igualdad (116.4)
es imposible. A la misma conclusién habriamos llegado suponiendo
1n.(x) < 0 en (a, b). Concluyendo, es absurdo suponer que la ca-
racteristica 7, (x) no corte al eje x; si tendra que cortarlo en un
punto ¢ comprendido entre a y b, y esto comprueba el teorema de
Sturm.

Si aplicamos el teorema de Sturm a la comparacién de una ecua-
cién consigo misma (cuando la sequnda relacién (116.2) se reem-
plaza por la identidad q,(x) = qi(x)), obtenemos como corolario
que entre dos ceros sucesivos de cierta integral de una ecuacion dife-
rencial lineal del segundo orden cae siempre un cero de toda otra
integral, linealmente independiente de la primera. Hay mas: se puede
asegurar que. aili cae tan sélo un cero de la otra, porque si cayeran
dos, entre ellos no caeria ningun cero de la primera, contrariamente
a lo afirmado por el teorema. En otras palabras, llegamos al siguiente
teorema de la separacion: los ceros de dos integrales linealmente
independientes de una ecuacién diferencial lineal del segundo orden
se separan mutuamente. )

117. Distancia minima entre ceros de una integral. Los ceros
de una integral de una ecuacion diferencial lineal homogénea del
segundo orden son todos simples, es decir que sus caracteristicas no
pueden ser tangentes al eje x: si lo alcanzan, lo cortan. En efecto,
si una caracteristica y = y(x) fuese tangente al eje x en un punto
X = X, seria

y(x) =0. y(x)=0

Pero estas dos condiciones de frontera ya definen una integral de
la ecuacién: la que es idénticamente nula; y, en vista de la unicidad
de solucién del problema de Cauchy, no puede haber otra distinta.

Este resultado se puede interpretar en el sentido de que la dis-
tancia entre dos ceros consecutivos de una integral no puede nunca
reducirse a cero. Pero hay mas: no sélo esta distancia no puede
anularse, sino tampoco puede hacerse demasiado pequefia, ya que
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siempre es posible determinar una limitacion inferior para ella. Esta
es una importante consecuencia del teorema de Sturm, que vamos a

demostrar.
Supuesta la ecuacién diferencial escrita bajo la forma (114.8),

o sea, reemplazando § por x.

d’y
dxz+Q(X)u-0 (117.1)

y supuesto ademas que la estudiamos dentro de un intervalo en el
cual el coeficiente Q(x) es positivo, de modo que existen dos ni-
meros positivos m* y M?, el primero no mayor del segundo, tales que
sea en todo el intervalo

m < Q(x) < M2, (117.2)

el teorema de Sturm sugiere comparar la ecuaciéon (117.1) con las
dos ecuaciones diferenciales de coeficiente constante

& , d?
atmy=0 TH+My=0. (117.3)

Estas son ecuaciones del tipo llamado del oscilador arménico. siendo
sus integrales generales respectivamente

= Asenm(x —a), y=BsenM(x--b)
con A, a, B, b constantes arbitra-
rias. Si en ambos casos considera-
) mos precisamente esas integrales
que tienen un cero en x = Xxp, SUS
demas ceros estaran respectiva-
mente en

k k
SR

con k entero. Ahora por el teorema
de Sturm, entre dos ceros conse-
cutivos xp y x; de una integral de
la ecuacién (117.1) (curva Q de
la figura) debe de caer un cero
de cualquier integral de la sequnda

By R
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ecuacién (117.3) (curva M), y éste sera el primero después de x,
o sea el punto xy + /M. Analogamente entre x, y xo + ®/m, ceros
consecutivos de la integral de la primera ecuacién (117.3) (curva m),
debe de caer un cero de la caracteristica Q, y luego alli cae x,. Por
tanto subsisten las desigualdades

T s
x0'+'57 < x < x0+ pod

o sea si llamamos
&= x;—x,

la distancia entre los dos ceros x; y x, de la integral considerada de la
ecuacién (117.1), resulta

/M <8 < xn/m (117.4)

Esta férmula establece precisamente limitaciones inferior y superior
de la distancia entre ceros consecutivos de cualquier integral.

De la limitacién superior podemos deducir consecuencias intere-
santes. Si la condicion

Q(x) > m (117.5)

esta satisfecha en un intervalo de longitud no menor que 2m/m, en
el intervalo tendran que caer a lo menos dos ceros de cualquier inte-
gral de la ecuacién, y por tanto éstas seran todas oscilantes. Mas
generalmente, el nimero N, de ceros de una integral cualquiera
de la ecuacién diferencial considerada, que caen dentro de un inter-
valo de amplitud h en que esté satisfecha la condicién (117.5), ha
de ser

N;.>h-’§-1. (117.6)

Como ejemplo de aplicacién de las limitaciones (117.4), consi-
deremos la ecuacion de Bessel de indice n

%(xy'H(x_Eg)y:o (117.7)

siendo n una constante que se suele suponer positiva, ecuacién cuyas
integrales, llamadas funciones de Bessel. se determinaran en el
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N¢ 119. Es posible reducirla a la forma (117.1) por medio de la sus-
titucién (114.9), o tan sélo con poner

Viy=z, (117.8)
con lo que resulta
, 1 z
-z 2%
I=V: YTTVE
de donde, reemplazando en (117.7) con faciles simplificaciones, se
obtiene
dz 1/4—n?y
(14185 =0 (117.9)
que es precisamente del tipo (117.1) con
n?
Q(x) =1+ l_/ﬁxz_'i. (117.10)

Este coeficiente se vuelve infinitamente grande para x = 0. Para
excluir este punto excepcional, consideraremos valores de la varia-
ble x mayores que cierto niimero positivo vy.

Si se tiene n? < 1/4, resulta entonces
1/4 — n?

,YZ

1 <Q(x)< 1 o

y esto por (117.2) y (117.4) implica que, para x 2> v, la distancia §
entre dos ceros sucesivos de una funcién de Bessel esta limitada por

1/4 —n*7-3
Y ]
resultando en particular § = & cuando n? = 1/4; esto era de espe-

rarse, ya que entonces la (117.9) se hace

n[1+

<6< =,

d*z
a2 +z=0
con integral general
z2=cCsenx 4 ¢;CO08x .

En el caso de n* > 1/4, para que Q(x) se conserve positivo
tiene que ser

Yy>vVnt—1/4,
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lo que da

a2
0<1+—1—/%7~H—<Q(x)<l

1/4_n2)-5

De lo anterior se desprende que, siempre que sea x > v, Q(x) sera
mayor que una cantidad positiva, y por tanto la desigualdad (117.5)
estara satisfecha en un intervalo tan grande como se quiera a la de-
recha de x = y. Por otro lado la separacién § entre ceros esta limi-
tada superiormente. Esto permite concluir que toda integral de la
ecuacion de Bessel esta representada por una curva oscilante provista
de infinitos ceros, cuya distancia tiende a & para x — o (0 sea para
¥ —> o, Ya que entonces la variable

[1 N 1/4—n2]~5

.{l
tiende a 1).

118. Estabilidad de las integrales. Se dice que una integral
de cierta ecuacion diferencial es estable, si se mantiene limitada
cuando la variable independiente tiende a + « 0 a— o. En mu-
chas aplicaciones es de suma importancia decidir si todas las inte-
grales de cierta ecuacién son estables. Para las ecuaciones del tipo
(117.1) tiene mucha utilidad para ese objeto el siguiente teorema
de Ascoli, que no vamos a demostrar: Si todas las integrales de la
ecuacion

¥y + R(x)y =0 (118.1)
son estables para x — o, entonces también todas las integrales de
la ecuacion

y" + [R(x) + S(x)1y =0
son estables para x — oo, siempre que exista y sea f[inita la integral

g:ls(xndx.

indicando x, una abscisa [ija cualquiera.
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Si observamos que la ecuacién del oscilador arménico
y' +ky=0

tiene todas sus integrales de tipo sinusoidal, y por tanto estables, el
teorema de Ascoli permite concluir que, si el coeficiente Q(x) de la
ecuacién (117.1) tiende al limite k? para x — « y existe la integral

j°°|Q(x)_kz|dx,

entonces todas las integrales de la ecuacién (117.1) son estables para
X ~>» oo . .

En particular se halla en esta condicién la forma reducida (117.9)
de la ecuacién de Bessel, ya que, tomando k = 1, resulta de (117.10)

1/4—n?
Xo

dx = .

[Z1Q 1160 = |57

Luego todas las integrales de la ecuacién de Bessel, que segiin sabe-
mos son infinitamente oscilantes, son estables para x —» oo.

119. La ecuacién y las funciones de Bessel. A continuaci6n
nos proponemos integrar directamente la ecuacién de Bessel (117.7),
con las condiciones de frontera de que y(0) sea nula y y’(0) sea
finita.

Si desarrollamos la derivacién del primer término de (117.7) y
dividimos entre x, obtenemos

y"+-i—'+(l—§)y=0 (119.1)
Efectuemos la sustitucién
x"y = Z(x) , (119.2)
de donde resulta
y=x"2Z (119.3)
Y =—nx" D Z 4 x-n2Z’ (119.4)

Yy’ = n(n + 1)x"M0Z _2px- 02"  x-nZ" .
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Reemplazando en (119.1), ésta se transforma en
xZ" +{1—=2n)2' +xZ =0. (119.5)

Esta ecuacién diferencial lineal en Z(x) tiene la ventaja sobre la
(119.1) de que sus coeficientes son funciones lineales de la va-
riable x.

Apliquemos la transformacién de Laplace entre el campo de la
variable x y el de una nueva variable s, escribiendo £{Z(x) } = z(s)
y observando que Z{(0) y Z’(0) son nulas, como resulta al reempla-
zaren (119.3) y (119.4) las condiciones iniciales para y(0) y y’(0).
Tomando en cuenta las propiedades (106.1), (103.5) y (103.4) de
la transformacién de Laplace, se obtiene

{x2Z"} = —-%‘C{Z”} = ———C—ls— (s2) = — Zsz—sz—%
£{Z'} = sz
dz

asi que la transformada de la ecuacién (119.5) queda la ecuacién
diferencial del primer orden

(sz+l)g—§—+(l+2n)52=0.

Separando las variables, obtenemos

d s _
—-—=-—(1+2n)———52+]ds

z

e integrando
=1
z=c(s24+ 1) 2 {119.6)
siendo ¢ una constante arbitraria. Ahora hay gue antitransformar
para determinar Z(x). Conviene proceder por el método de desarro-
llo en serie de potencias negativas, explicado en el N¢ 108. Escri-
biremos la (119.6) como sigue:

2+l n+l Ml
z2=c(2)T (1 + s7) "7 = es~@ " (1 4 s72) —1~

y desarrollando la potencia del binomio

_ 2n + 11 12n4+1 2n 431
=g — T gty T
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o bien, dividiendo y multiplicando todo por I'(2n 4+ 1) y tomando
en cuenta la propiedad factorial (72.1) de la funcién gamma,

. c [F(2n+l)__ 1 F(2n+3)+
T T Ir(2n 4+ 1) s 2(2n + 2) s

+ 1 r(2n+5) ] _

2‘4(2" + 2) (2’1 + ‘}) gm+s e =

— c [F(Zn +1) 1 r'(2n + 3) N
- I"(Zn + l) 52""'1 Zf(n + 1) sZn-AJ

24.2!(n+ 1)(n+2) 5211+5 e | @

Pasando a la antitransformada, en base a la f6rmula (103.12), ob-
tenemos

— < -2n 1 2n+2

Z(x)‘r2n+1)[“ Pmyr Dy T

1 1+
+77.2!(n+1)(n+2)x“”'“]'

y reemplazando en (119.2), resulta para la integral y(x) la expresién

x4
y(x) = T“_zn+1'[ 22(n+1)+z42‘(n+1)(n+2) ]
(119.7)

Se define como funcion de Bessel (o funcidn cilindrica) de pri-
mera especie de indice n. y se escribe [,(x), la funcion

_(1 " 1 (3x)? (3x)*
]"(x)"(_z"‘) Th+1) I'F(n—l-2)+2'l“(n+3) ]
(119.8)
Comparando con (119.7). se obtiene
‘ oy _ 2T (n+41)
."(x)-—cm/n(x)~ (119.9)

La constante arbitraria c. cuya presencia se justifica en cuanto, siendo
la ecuacién de Bessel homogénea. la integral y(x) queda indeter-

sty e SRR
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minada por un factor constante, se puede escribir, introduciendo una
nueva constante k,,

_, I'(2n41)
c = k"m (]19.10)

con lo que la (119.9) se hace simplemente
y(x) = kJa(x). (119.11)

La funcién cilindrica J,(x), multiplicada por una constante arbitraria
k.. resuelve por tanto la ecuacién de Bessel (119.1). Es importante
notar que ésta no es la inica integral, existiendo otra linealmente in-
dependiente, llamada funcién de Bessel de segunda especie, de la
cual no nos ocuparemos.

La serie que aparece en la [érmula (119.8) que define las fun-
ciones de Bessel, es absolutamente convergente cualquiera que sea
el indice n. En efecto, llamados u;, u;+; dos términos consecutivos de
la serie, resulta

Ui+l
u;

— (3 x)?
i+ Dn+i+ 1)

y esta expresién tiende a cero cuando i —» o. Para dar un ejemplo
de aplicacién de la (119.8), calcularemos la funcién ], (x). Se tiene

se-1lR (3x)? (3 x)*
Jy(2) = Viz|——— —2 01— + — 2] ]
[_Z'F()‘) 1!'2“?1‘(’}) 2!?7—2—1‘(%)

y factorizando en la serie entre paréntesis la expresion

2 2
T)x = Vrx
(recuérdese la férmula (72.4)), queda simplemente
2 P
,”(x) =\/';x—[x—-3—r + G ]

o sea por (45.2)

I”(x>=\/%senx. (119.12)
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Se trata de una sinusoide, amortiguada proporcionalmente a V x. Las
demas funciones de Bessel tienen un aspecto analogo a ésta. En la
grafica se han representado las funciones [,(x) para n =0, 1,2, 3.
Se ven claramente en ella la separacién mutua de los ceros de dife-

rentes integrales (N® 116), las in-
olr) finitas oscilaciones de cada inte-
wta) gral (Ne¢ 117), y su estabilidad

dl para x — oo (N°¢ 118).

Finalmente observaremos de

mm paso que los resultados que aca-
-0 \B‘ N SO bamos de obtener llevan a una im-

+10

*05

portante férmula de Calculo Ope-
| 4 . racional. En efecto escribiendo que
' la funcién z dada por (119.6) es
la transformada de Laplace de la funcién Z = x"y, que por (119.11)
se escribe

-05,

Z(x) = x"kJa(x),
tomando en cuenta la (119.10) y dividiendo ambos miembros entre
k,, se obtiene

r'(2n+41)
2T (n41)

2n+1

(24+1)-—3 (119.13)

C{x"].(x)} =

En particular para n = 0 se tiene la atil férmula de antitransfor-
macién

Jo(x) = £ {(s2 + 1)*%} (119.14)

120. El problema de Sturm-Liouville. Hemos estudiado el
problema de Cauchy relativo a las ecuaciones diferenciales lineales
del segundo.orden. Queremos referirnos ahora a otro problema de
frontera muy importante en las aplicaciones, el de Sturm-Liouville.
Este resulta de asociar a la ecuacién (114.6)

L o)1 + qlx)y = 0 (120.1)
J
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las condiciones siguientes: dadas dos constantes A y A’ no ambas
nulas y otras dos constantes B y B’ no ambas nulas, buscar esas
integrales y(x) de la ecuacién que, para los valores (finitos) x = a,
x = b de la variable independiente. satisfacen las condiciones de
frontera

Ay(a) + A'y'(a) = 0}
(120.2)

By(b) + B'y'(b) =

Supuesto que se conocen dos integrales linealmente independien-
tes y1(x), y2(x) de la ecuacién (120.1), pero que no satisfacen nece-~
sariamente las condiciones de frontera que acabames de mencionar,
se sabe de la teoria general recordada en el N° 112 que todas las
demas integrales (y luego en particular las que satisfacen las condi-
ciones (120.2)) estan contenidas en la combinaciéon

y(x) = Ciyy(x) + Coya(x) (120.3)

siendo C; y C, dos constantes arbitrarias. Para que una integral
(120.3) satisfaga las condiciones (120.2), los valores correspondien-
tes de C), C; deben de ser tales que

(Ci[Ayi(a) + A'yi(a) ] + CilAy:(a) + Ay (a)] =0
\Ci[ By (b) + B'yy (b)]1 + Ci[By, (b) + By (b)] =0.

Este es un sistema de dos ecuaciones homogéneas de primer grado
en las incégnitas C; y C;; condicién necesaria y suficiente para que
sea resoluble es que el determinante A de los coeficientes sea nulo,
o sea que

_|Ay(a) + A'y(a)  Ayla) + A'yi'(a)
—lByl(b)+B'y1'(b) By, (b) + By, (b)

Sélo bajo esta condicién es posible satisfacer simultaneamente las
ecuaciones (120.1) y (120.2), o sea hay posibilidad de que se tengan
soluciones continuas y con su derivada también continua del problema
de Sturm-Liouville, ademas de la solucion y(x) = 0 que evidente-
mente siempre existe, por ser las (120.1), (120.2) todas homogéneas.

A =0. (1204)
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El conocimiento de este resultado, de interés teérico, no se presta
a aplicaciones practicas, en cuanto no hay reglas que nos ayuden a
individualizar, entre todas las integrales de la ecuacién (120.1), pre-
cisamente a las que satisfacen la (120.4). Dada una ecuacion dife-
rencial de ese tipo, queda luego sumamente dificil averiguar si el
problema de Sturm-Liouville resultante de su asociacién con condi-
ciones de frontera del tipo de las (120.2) admite o no admite so-
lucién. Como ademéas en linea general dicha solucién no existe, el
interés de los matematicos se ha dirigido mas bien hacia el estudio
de ecuaciones diferenciales del mismo tipo de la (120.1), pero en las
que, analogamente a lo que se hizo al estudiar ecuaciones integrales
(N°96), se deja libertad a los coeficientes de variar en funcién de un
parametro auxiliar )\, buscando a un mismo tiempo reglas para deter-
minar para qué valores de )\ el problema de Sturm-Liouville es re-
soluble.

Las ecuaciones de este tipo que tienen mas interés en las aplica-
ciones son las que se pueden representar bajo la forma

L (p(x)y] + [q(x) +he(x)]y=0 |  (1205)

siendo el coeficiente de y una expresién que depende linealmente
de ). Se supone ademas por lo general que r(x) sea una funcién
siempre positiva en el intervalo (a, b). A continuacién vamos a
comprobar que el problema de Sturm-Liouville para ecuaciones
(120.5) asociadas con las condiciones (120.2), puede reducirse a la
resolucién de una ecuacién integral conveniente.

121. Funcién de Green y ecuacion integral relativa. Poéngase
para abreviar

Liy} =S [p(x)y] +q(x)y. (121.1)

con lo que la ecuacién (120.5) se escribira simplemente
L{y}=—Ar(x)y. (121.2)

S R el <
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Asociemos esta ecuacién con la (120.1), que es la (120.5) corres-

pondiente a A = 0, que escribiremos (llamando ahora z(x) su va-
riable)

L{z}n%—[p(x)z'] + q(x)z = 0. (121.3)

Supondremos que (121.3) no admita solucién (continua con su de-
rivada primera) del problema de Sturm-Liouville, fuera que la idén-
ticamente nula z(x) = 0. Tomando en cuenta la (121.1), obtenemos

eL{y}—yLiz} = 2 (py)—y <= (p2) =

d ’ ’
= g7 [Pz’ —yz') ]

Pero el primer miembro es simplemente 2L {y}. debido a la igualdad
(121.3), de modo que resulta

zL{y}:a%—[p(zy’-yz')]. (121.4)

Hemos dicho que la ecuacién (121.3) no admite soluciones z(x)
no idénticamente nulas, que sean continuas con derivada primera
también continua y que satisfagan las condiciones de frontera
(120.2). Admitamos por el momento (lo que comprobaremos mas
adelante) que existe una solucién z(x) del problema de Sturm-
Liouville continua, pero cuya derivada tiene una discontinuidad en
el punto x = §, y supongamos que sea precisamente esa z la que
aparece en la férmula (121.4). Si integramos esa férmula entre los
extremos a y b, recordando que, si una funcién F’(x) posee una
discontinuidad para x = § en el intervalo (a, b), pero su integral
es continua, se tiene

j: F'(x)dx = !x_xz [E_! + j:“ F'(.\‘)a’x] =
— [F(x)]: —lim [F(§+¢) ~F(E--¢)],
obtenemos

["2Lty)dx = [play —y2)] —tim [ptay )]

E+g
(121.5)
E-z
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Por otro lado admitase que no sélo z(x), sino también y(x) satisfaga
las condiciones de frontera (120.2); sera

(o —92)] _=p(@) [~2(a) Gu(a) +yla) Gz(a)] =0

x=

y lo mismo pasara en el extremo x = b, de modo que el primer tér-
mino del segundo miembro de (121.5) vale cero. En cuanto al se-
gundo término, recordando que ni y, ni y’, ni z tienen discontinuidad
para x = §, podemos escribir

" = lim [pyz']gﬂ =

E+e
E—¢ e—0 E-¢

= lim [p(E+e)y(E+e)2'(E+e) —p(E—e)y(E—e)2'(E—e) ] =
= p(§)y (%) lim [2'(§ +¢e) —2'(E—e)],

—gifg [p(zy’~y2’):|

y reemplazando todo lo anterior en (121.5), obtenemos finalmente
b
[[2Lty)dx =p(E)y(E) im [ (E + &) —7(§—e)]. (1216)

Si imaginamos que el punto de discontinuidad x = £ sea variable
dentro del intervalo (a, b), para cada t tendremos una z(x) dife-
rente, o sea tendremos una funcién z(x, ) que varia con x y con §,
funcién que puede definirse de muchas maneras. Llamaremos “funcién
de Green” g(x, t) esa funcién z(x, §) tal que el salto de su derivada
en el punto £ es precisamente igual a 1/p(E). lo que tiene la ven-
taja de que la férmula (121.6) aplicada a g{x, &) se simplifica en

5" g(x,E) L {y}dx = y(E). (121.7)

La funcién de Green se suele construir como sigue. Llamemos u(x)
una integral particular de la ecuacién L{z}=0, que satisfaga la prime-
ra ecuacién del sistema (120.2), integral que puede obtenerse de la
expresién z(x) = Cyz;(x) + Ciz;(x) de la integral general suponien-
do por ejemplo C,= Az,(a) + A’z)'(a), C;=—Az(a) —A’z’(a):

u(x) =[Az(a) + A'z/(8) Jz1(x) —[Az(a) + A’z (a) ] 22(x).
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Analogamente sea v(x) una integral particular de la ecuacién
L{z}=0 que satisfaga la segunda de las (120.2); por ejemplo

v(x) = [Bz:(b) + B2/ (b) ]z1(x) —[Bzi(b) + B’z (b) ] z(x).

Ahora tomaremos la funcién g(x, ) igual a mu(x) en el intervalo
a< x<Eyanv(x) en el intervalo § < x < b, escogiendo los fac-
~ tores constantes m y n de tal forma que g(x, §) sea, como antes se
dijo, continua en el punto , mientras que su derivada g,’(x, £) valga
alli 1/p(E). Para esto tiene que ser '

Jmu (E)—nv(E)=0
| mu (€) — o' (€) = ﬂ‘g

sistema lineal no homogéneo en m y n, que posee una solucién bien
determinada. en cuanto el determinante de sus coeficientes no es nulo
[ya que, de ser nulo, seria resoluble el sistema formado por la pri-
mera de las ecuaciones anteriores con la ecuacién homogénea
mu’(E) — nv’(E) = 0, contrariamente a la hipétesis de la disconti-
nuidad de g./(x, E) en E].

Ademas vamos a comprobar que la funcién de Green g(x, E) asi
construida es funcién simétrica de sus argumentos, en el sentido de
que no cambia si intercambiamos x y . Con tal objeto, llamemos
£, 11 dos puntos cualesquiera del intervalo (a, b) y escribamos

y=g(xE)s z=g(xn)
Integrando la (121.4) entre a y b después de haber sustituido en ella

a y,z estas expresiones, y tomando en cuenta que es L{y} =
=L{g(x,E)} =0, resulta

j: 2 (=) [g(xn)gs (% E)—glx E)g/ (x.m) 1} dx =0,

de donde, observando que ahora tenemos los dos puntos de discon-
tinuidad x = §, x = 1, para g,'(x, E) y g./(x. 1) respectivamente, y
haciendo consideraciones analogas a las que se hicieron para esta-
blecer la (121.6), se obtiene

nte

n-e

lim p(x)g(x.n)gx’(x.E)]Zii—}i_x}; [p(x)g(x,i)gx'(x.n)] =0.
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Pero el primer limite es

lim[ p(x)g(x)g (xE)],
[ 2acd -

y el segundo es g(m, §), de modo que queda comprobado que
g(€& 1) =g(n§E)

o sea, siendo m una x cualquiera, que g(x, &) = g(£. x). Esto de-
muestra la simetria de la funcién de Green con respecto a sus dos
argumentos.

Finalmente, volvamos a la (121.7). Reemplazando a L{y} su
expresiéon (121.2), obtenemos

E'”:p(E)g(E»T]) lim[gx'(x'i)]“‘:g(g'n)
¢ e—>0

E-¢

b
a

9(8) = —2| glxB)r(x)y(x)dx (121.8)

Recordando que por hipétesis es r(x) > 0 en (a, b), multiplique-

mos todo por Vr(E); queda

Ve(@y(8) = — | g(x &) VTRIT(E) V(o) ylx)dx.

Puesto

o(x)= Vr(x)y(x), K(x&)=—g(x&) Vr(x)r(E) | (121.9)

e intercambiando x con &, con la observacién de que K(x, £) es una
funcién simétrica de x, §, por ser producto de dos funciones que lo
son, obtenemos

b
a

0(x) = xg K(x.E)o(E)dE (121.10)

Esta es una ecuacion homogénea del tipo (95.5), es decir una
ecuacién integral de Fredholm homogénea de segunda especie, con la
importante propiedad de poseer nucleo simétrico.

122. Autofunciones y autovalores. Lo que acabamos de ver
permite afirmar que todo sistema de Sturm-Liouville (120.5). (120.2)
es equivalente a la ecuacion integral de Fredholm de nicleo simétrico

R i e AT T
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(121.10), estando las funciones que aparecen en ella ligadas con los
coeficientes y con la funcién de Green del sistema por las relacio-
nes (121.9).

Como el sistema de Sturm-Liouville del cual se salié tiene solu-
cidén sélo para determinados valores del parametro \, lo mismo ha de
suceder con la ecuacién integral equivalente (121.10), y a cada uno
de tales valores ha de corresponder una funcién ¢ (x) también perfec-
tamente determinada, que es la que resuelve la ecuacién integral.
Estos valores A se llaman valores caracteristicos o autovalores y las
funciones @(x) correspondientes se llaman funciones caracteristicas
o autofunciones de la ecuacién integral [en aleman Eigenfunktionen,
en inglés antiguamente autofunctions, ahora eigenfunctions, en ita-
liano autofunzioni]. Noétese que para el sistema de Sturm-Liouville
se conviene considerar como autofunciones no las ¢(x), sino las inte-
grales y(x) ligadas con esas ¢(x) por la primera relacién (121.9).
El hecho de que el nicleo K(x, £) es simétrico confiere a las auto-
funciones y a los autovalores propiedades muy importantes, que
estudiaremos a continuacién.

En primer lugar vamos a comprobar que dos autofunciones
ctialesquiera @1(x), @2(x) correspondientes a autovalores \,, \; di-
ferentes de la misma ecuacién (121.10), son ortogonales entre si en
el intervalo (a, b). En efecto, siendo

wilx) = | K(x o (E)dE

wa(x) = M| K(x E)gr(E)

si multiplicamos la primera relacién por ¢.(x), la segunda por ¢;(x)
e integramos con respecto a x entre a y b, obtenemos respectivamente

Y
a

[oe)de = h | [ Kz Bo(Eoalx)deds  (122.1)

L ore)aixidx = ha | [ K(x E)ga(E) i (x) dEds .

Si intercambiamos & con x, con lo que K(x, £) no cambia debido a
su simetria, esta dltima se hace
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] b b
[Com e (x)de =2 | [ K(xE)ou(E)on(x)dEdx.
Restando miembro a miembro de (122.1), queda

0=(—2) | [ K(x8)0i()oalx)

y siendo por hipétesis A; » A, resulta que ha de ser nula la integral
que aparece aqui; reemplazando en (122.1) se obtiene precisa-
mente que

S:qh(x)cpz(x)dx ~0 (122.2)

o sea la ortogonalidad de las autofunciones {ver N¢ 93). Siendo,
como ya se ha dicho, autofunciones del sistema de Sturm-Liouville
las integrales y;(x) que corresponden a los autovalores \;, reempla-
zando la primera relacién (121.9) en (122.2), obtenemos para estas
altimas autofunciones la relacién equivalente

jzr(x)yl(x)yz(x)dx =0 (122.3)

Esta relacién no corresponde evidentemente a la ortogonalidad sim-
ple (93.4). Se trata de una orfogonalidad pesada, siendo Vr(x) la
funcién peso con que hay que cargar las funciones y;(x) para que
las integrales de sus productos de dos en dos sean nulas en el inter-
valo (a. b).

La simetria del nicleo K(x, E) tiene otra consecuencia muy im-
portante, a saber que los autovalores de un sistema de Sturm-Liouville
con coeficientes reales son todos reales. En efecto, supongamos por
reduccién al absurdo qué sea

M=a+ B (122.4)

un autovalor complejo. Esto implica que también la autofuncién qg(x)
correspondiente es compleja, o sea que

on(x) = F(x) + i®(x) (122.5)
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siendo F(x), ®(x) reales. En efecto si ¢,{(x) fuese real, la (121.10)
estableceria una igualdad imposible entre una funcién real y otra
compleja (siendo el nicleo K(x, §) real por ser tales por hipétesis
los coeficientes del sistema de Sturm-Liouville). Reemplazando en
(121.10) las expresiones (122.4), (122.5), obtenemos

Flx) +i0(x) = (a+8)| K(x E)IF(E) +i0(t)1ds  (1226)

de donde, igualando las partes reales entre si y las imaginarias entre
si, resulta

Flx)=a| K(x&F(E)dE—8 | K(xE)o(E)dE
()= 8 K(xBF(R)dE + i | K(x D)o(E)de.
Restando miembro a miembro y volviendo a factorizar, se obtiene

Fx)—it(x) = (a—B) [ K(x &)IF(E)—id(E) 1t

con lo que se comprueba que también F(x)— i®(x) es una autofun-
cién, a la cual corresponde el autovalor @ — iff. Aplicando a las auto-
funciones F + i®d, F—i® la relacién de ortogonalidad (122.2),
queda

[
j [F*(x) + ®*(x)]dx = 0
lo que es absurdo, ya que siendo F? + @®? > 0. para que valga la
igualdad anterior debiera ser en todo (a, b)

F(x) = d)(x) =0

y por tanto resultaria por (122.5) que debiera ser nula ¢4(x), con-
trariamente a la hipétesis de que dicha autofuncién es compleja.

123. Ecuaciones con nicleo de Goursat. Los autovalores pue-
den ser en nimero finito o infinito. Comprobaremos que el primer
caso se realiza cuando la funcién de Green [y luego, por (121.9),
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también el niicleo K(x,£)] se puede escribir como suma de n pro-
ductos de una funcién de la sola variable x por una de la sola va-
riable £. En efecto. sea

K(x.8) = Ai(x) Bi(E) + A:(x) By (E) + ... + A, (x)B,(E)  (123.1)

donde las A;(x) representan funciones de la sola x. las B;(E) fun-
ciones de la sola &. Un niicleo de este tipo se llama nuicleo incompleto
o de Goursat. Sustituyendo en la (121.10), ésta se hace

o(x) =1 3 Ax) [ Bi(®)g(E)de (1232)
O sea

o(x) = ) z biA(x) (123.3)

habiéndose escrito

b= B (E)dE. (123.4)
Reemplazando en esta tltima expresion @(E) por la (123.3), queda
bi=2 5[ B(e)A £ dg
o sea. escribiendo
c,.,.=j:B,-(g)A,-(§)dg. (123.5)
resulta
b=\ ,z‘ bic;

Haciendo variar también el indice i entre 1 y n. se obtiene de aqui

el sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en las n incégnitas
b, b, ... b,

by = heuby + hepby + ... + ACinbn
b, = hcaby + Aenby + ... + XC;,,b,,

...............................

bu = xcnlbl + )\anZbZ + ... + XC,,,,b,,

sistema resoluble siempre que sea nulo el determinante de los coe-
ficientes:

e ot R N A e ) A e AR B R A
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1 — 1 +- )‘,Cu kcu )»C]; e XC],, |
XC21 — 1 + )\.sz ?\.C;_; . )\Cz,,
)\.Cgl XC_Q -1 + XC” [P XCJ,, = 0. (123.6)
M AC2 Az ... — 1 4+ Aepm

Los autovalores son precisamente esos valores de )\ para los cuales
se realiza esta igualdad. Siendo las c; cantidades conocidas, la
(123.6) resulta una ecuacién algebraica de grado n en la incég-
nita A, que tendra n raices, que ya sabemos por lo demostrado en
el articulo anterior que son todas reales. Este resultado puede con-
firmarse por consideraciones algebraicas, ya que se demuestra que
toda ecuacién del tipo (123.6), conocida bajo el nombre de ecuacion
secular, tiene siempre n raices reales. Concluyendo, en el caso de que
la ecuacion integral equivalente (121.10) tiene un nicleo de Goursat
(123.1), el sistema de Sturm-Liouville posee n autovalores reales.

124. Ecuaciones con infinitos autovalores. Si el nicleo es de
tipo cualquiera, todos los casos son posibles: que no haya autova-
lores, que sean en nimero finito o que sean infinitos. Para estudiar
esta altima posibilidad, supongamos que todas las autofunciones sean
normales. Esto puede siempre hacerse, ya que la relacién (121.10)
sigue valiendo si se multiplica la funcién ¢(x) por un factor cons-
tante: y si escogemos para cada g;(x) el factor

S -¥%
[ wtors]”
a
o sea si tomamos como autofunciones a las
(Px'(x)

[T oterae]”

I

@i (x) =

resulta precisamente que es
b
3‘ 0:*(x)dx = | (124.1)

o sea que todas ellas son normales. Por otro lado ellas son ortogo-
nales entre si (N® 122); luego, siendo ortonormal el sistema formado
por n autofunciones distintas cualesquiera,
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o} (x), 93 (x), ... o¥(x). (124.2)

podemos aplicar al nicleo K(x, £) la limitacién de Bessel (94.4) con
respecto a las autofunciones (124.2), con lo que obtenemos

kxtdez 3 [ K= ot@de]  (1243)

Por otro lado, si a la autofuncién @*(x) le corresponde el autovalor
\:. se tiene por (121.10)

b
of(x) = | K(xE)ot (E)E,
y siendo que por hipétesis A; ¢ 0, podemos escribir

["K(x8)gr (01 = 212

Reemplazando en (124.3), queda

Szlmx, E)dE > 2‘1 [ﬁéﬂ]z (124.4)

Esta férmula permite sacar conclusiones de grande importancia.
En el caso de que exista una infinidad numerable de autovalores,
podemos suponer que el segundo miembro incluya tantos cuantos se
quiera de ellos; por tanto siendo el primer miembro una cantidad
finita determinada (si se admite, como es usual en esta teoria, que
el nicleo K(x,£) sea una funcién de cuadrado sumable), resulta

que la serie
[qﬂ"(x)]2 . [Q?(x)]’ + [q);"(x)]’ +
M A2 A

que es de términos todos positivos y tiene por (124.4), para cual-
quier valor de x, sus sumas parciales limitadas por un limite fijo, es
uniformemente convergente. De esto sigue que también la serie obte-
nida integrando la anterior término a término entre a y b es conver-
gente, en cuanto sus sumas parciales son todas menores del nimero
positivo

H = yjyjm(x,g)dxdg. (124.5)
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Tomando en cuenta las condiciones de normalidad (124.1), pode-
mos escribir por tanto

1 1 1
—).—12—+Tzf+7»—32_+'”SH' (124.6)

lo que asegura que la serie de los reciprocos de los cuadrados de los
autovalores es convergente.

Ya que todos los términos de la serie son positivos, se des-
prende de esta dltima desigualdad que el reciproco del cuadrado
de todo autovalor es menor que H. Siendo posible que a un deter-
minado autovalor )\, correspondan muchas autofunciones linealmente
independientes, podemos deducir de lo anterior también una limita-
cién para el nimero de ellas. En efecto, si su niimero es N, el au-
tovalor correspondiente ha de aparecer N veces en la desigualdad
(124.6), resultando por tanto

N
w<H

de donde se obtiene
N < H)\2 (124.7)

féormula que determina el nimero maximo de autofunciones lineal-
mente independientes que pueden corresponder a un mismo autovalor
M. Llamando autovalor miiltiplo de orden N a todo autovalor al que
corresponden N autofunciones linealmente independientes, lo indica-
do manifiesta en particular que todo autovalor tiene multiplicidad
[inita. '

Finalmente, fijado un nimero positivo M, podemos obtener una
limitacién para el nimero de autovalores que en valor absoluto son
menores que M. En efecto sea N’ dicho numero; si es

1 1
M <M osea _).7_>W'

se tiene, tomando en cuenta también la (124.6).
N’ 1
w<Zyz<f

y luego
N < HM?. (124.8)
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En particular se obtiene que el nimero de los autovalores que son
menores en valor absoluto que un niimero positivo M es limitado.
Por tanto los autovalores correspondientes a un mismo sistema de
Sturm-Liouville, si son en cantidad infinita, son una infinidad nume-
rable y podran ordenarse, por ejemplo por valores absolutos cre-
cientes. Esto se suele expresar diciendo que tales autovalores consti-
tuyen un espectro discontinuo.

Los razonamientos anteriores caen en el caso de que el nicleo
K(x.,&) no sea de cuadrado sumable. es decir cuando la integral

b
[ Kz )

no queda limitada para todos los valores de x. En ese caso puede
presentarse la eventualidad de que exista un nimero infinito de
autovalores dentro de un intervalo finito, teniendo alli puntos de con-
densacién, o hasta que haya autovaiores que llenen con continuidad
un determinado segmento del eje x, en cual caso se tendrad un es-
pectro continuo de autovalores.

125. Andlisis de la ecuacién de onda. Un importante problema
que lleva a la integracién de un sistema de Sturm-Liouville se
refiere al estudio de las cuerdas vibrantes que, como sabemos,
depende de la ecuacién diferencial lineal del segundo orden en
las derivadas parciales (91.4) (ecuacién de onda)

T A (125.1)

El analisis de la ecuacién (125.1) se suele llevar a cabo inten-
tando expresar la funcion z(x,t) por el producto de una funcion
y de la variable x por una T de la variable t:

z(x,¢t) = y(x) T(¢t). (125.2)
Esta expresién reemplazada en (125.1) da

_’_‘_ y”(x) _ T”(t)
py (x) T (¢)°
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Siendo los dos miembros funciones de dos variables diferentes,
esta ecuacién no puede resolverse a menos que los dos miembros
adquieran ambos el mismo valor constante, que conviene llamar
— A. Con esto la ecuacién se descompone en las dos ecuaciones
diferenciales ordinarias

y"(x) + 22 y(x) =0 (125.3)
T'(t) + A T(¢t) = 0. (125.4)

Las condiciones de fronmtera (91.1) resultan por (125.2)
y(0) = y(L) = 0. (125.5)

La ecuacién (125.3) juntamente con las condiciones (125.5)
forma un sistema de Sturm-Liouville. Precisamente si comparamos
la (125.3) con la expresién general (120.5), vemos que aqui se
tiene

p(x) =1, q(x) = 0.

Ahora, si la integral y(x) satisface las condiciones (125.5), debe
de tener por lo menos dos ceros, o sea ha de ser oscilante. Como
p(x) > 0, la observacién hecha en el No. 115 manifiesta que es
necesario que el coeficiente Ap/t de y(x) en la ecuacién (125.3)
sea positivo, y esto, siendo p/t > 0, implica a su vez que sea A > 0.
Por tanto se tendrd una sucesién ilimitada de autovalores positivos

)-0-:(002' X1=w12, x::wzz.... (1256)

con un punto limite dnico, en el . Si integramos por otro lado la
ecuacién (125.4), que es del tipo (117.3), obtenemos

T(t) = Asen VX (t—a) (125.7)

con A y a constantes arbitrarias; de donde, tomando en cuenta las
(125.6), resultan las expresiones

T(t) = Asenw;(t—a), (i=012...)

o sea que las respectivas frecuencias de vibracién v; son

w_ 1l (125.8)

iz T In
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Concluyendo, se tiene A; = 4r’v?, o sea los autovalores son pro-
porcionales a los cuadrados de las frecuencias de los movimientos
armoénicos que caracterizan la vibracion de la cuerda.

126. La ecuacion de Laguerre. Por iltimo queremos mencionar
ciertos sistemas analogos a los de Sturm-Liouville en los cuales las
condiciones de frontera (120.2) se reemplazan por convenientes
condiciones asintéticas, sistemas cuyas autofunciones son polino-
mios de grande importancia.

Como primer ejemplo presentamos la ecuacién de Laguerre

xy” + (1—x) gy’ + Ay =0 (126.1)

siendo A un parametro real. La ecuacién se considera en el intervalo
(0, oo ), buscandose entre sus integrales las que satisfacen las si-
guientes condiciones asintéticas:

a) En proximidad del origen x = 0, la integral puede represen-
tarse por un desarrollo en serie de potencias del tipo

b) Para x — oo, la integral crece algebraicamente, o sea es po-
sible hallar un namero positivo N suficientemente grande para que,
en todos los puntos x que estan a la derecha de cierta x = x, valga
una desigualdad del tipo

ly(x)] < Ax¥ (x> x) (126.3)

siendo A una constante positiva conveniente.

Fijandonos primero en la condicién (a), vamos a determinar los
coeficientes del desarrollo (126.2). Siendo

y' = Cl 4+ 2sz + 3C3x2 + y” = 2Cz + 6C3x + 12C4x2 + N

reemplazando estas expresiones y la (126.2) en la ecuacién dife-
rencial (126.1) se obtiene, como es inmediato comprobar,

S =k Cit (k+1)2Cral* =0,

ShT O e S A
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Siendo ésta una identidad que ha de valer cualquiera que sea x,
todos los coeficientes de la serie deben de ser nulos, y por tanto los
coeficientes C; tienen que satisfacer la relacién

k—)\

Ck.o.l=—(-k—-_i_—17-2—Ck (k=0.l.2,...) (126.4)
que, aplicada sucesivamente a partir de C,, da
C] = - X CO
1—2A MA—1
G=15rc =222l

y asi siguiendo; el coeficiente de indice k sera

AA—1) ... (v—k+ 1)
(&2 Co-

Es interesante observar que la serie (126.2) con los coeficientes
que acabamos de obtener es convergente, con radio R de con-
vergencia infinito, ya que se tiene por (126.4)
. G . (k4 1)?
R= o =de=—x ==

Quedando asi satisfecha la condicién de frontera (a), queremos
averiguar si lo sera también la condicién (b). Es facil ver que
esto no puede realizarse si la serie (126.2) es una serie verdadera,
o sea si consta de infinitos términos. En efecto, siendo (kK 4+ 1)2> 0
y siendo que, cualquiera que sea el namero real (fijo) A, siempre se
podra hallar un namero entero positivo kg tal que, para k > k,, sea

k—AL>0,

la relacién (126.4) manifiesta que, para todos los valores de k ma-
yores que kg, los coeficientes C; tendran el mismo signo, que, fijando
convenientemente el de C, podemos suponer que es el signo posi-
tivo. Podremos luego subdividir la serie (126.2) en dos partes: el
polinomio constituido por los términos hasta el de grado k; y la serie
que comprende todos los demaés, serie cuyos coeficientes son por lo
visto todos positivos. Ahora, mientras que el polinomio satisface

(126.5)

Ci= (—1)*
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una limitacién del tipo (126.3), la serie no puede satisfacerla,
ya que su suma es mayor que cada uno de sus términos que son
todos potencias de x, y entre estos hay con exponente tan grande
como se quiera.

Concluyendo, la condicién (b) se satisface sélo en esos casos
en que la serie (126.2) se reduce a un polinomio, lo que acontece
cuando el parametro )\ adquiere un valor entero no negativo.
En efecto. si es

*=n (n=0123 ...). (126.6)

se ve de la relacién (126.5) que

Coi=Chi2=...=0.

Los valores (126.6) son por tanto los autovalores relativos al pro-
blema en estudio. Las autofunciones, o sea las integrales y(x)
correspondientes a dichos autovalores, son polinomios cuyo grado
es igual al autovalor mismo. La férmula (126.5) manifiesta que
todos los coeficientes de dichos polinomios estan multiplicados por un
factor comin C, todavia no definido. Se acostumbra poner C, = 1,
de modo que, si tomamos en cuenta también la (126.6), la f6rmula
mencionada se hace

Cy = (-—1)*(2)7’;.

Las autofunciones son luego los polinomios de Laguerre (108.7) que
ya conocemos

n k
L.(x) =’§° (~1)*(2)%—. (126.7)

Asi como en general las autofunciones de los sistemas de Sturm-
Liouville, los polinomios de Laguerre gozan de una ortogonalidad
pesada del tipo (122.3) en el intervalo (0, e ). En efecto, si multi-
plicamos todos los términos de la ecuacién (126.1) por e*, ob-
tenemos

d ,
c—!—’—c[xe"‘y] +Ae*y=0
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o sea siendo
A=n y=L,/(x).

queda

(—%[x e"‘-dl(';ix)] +ne*L,{x) =0 (126.8)

que es una nueva forma de la ecuacién de Laguerre. Si multipli-
camos todo por el polinomio L, (x) siendo m s n, resulta

d dL,,
Lm(x)gx"[

e intercambiando n con m y restando.

L, ™ T [ xe* (fi’[c'"] .——L,.C—?J-( [xe ddL"'] + (n—m)e>*L, L, =0

que se puede escribir también

z‘i- [x e"‘( m Cili" ,,C-%l;—'"):l + (n — m)e*L, L, = Q.

Integrando entre 0 e o, el primer término se hace

" dL, dL, ) . dL, dL.\7_

[re(t e - )| =him[re(L G2 - 15G) )= 0
como resulta aplicando por ejemplo la regla de L'Hépital al calculo
del limite, y lo que queda, dividido entre (n — m). da para m = n

]+ ne*L, (x)L,(x) =

j“e—x L.(x) L,{x) dx=0 (126.9)
1]

Existe por tanto entre polinomios de Laguerre una ortogonalidad
pesada en (0, =), siendo \'e~* la funcién pesc correspondiente.

127. La ecuacién de Legendre. De manera analoga a la seguida
para estudiar la ecuacién de Laguerre puede estudiarse la de Le-
gendre (59.4). que escribiremos

d , _
L=yl +xy =0 (127.1)
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La consideraremos en el intervalo ( — 1, 1), intervalo en cuyos extre-
mos la ecuacién tiene evidentemente una singularidad, en cuanto
alli se anula el coeficiente p(x) = 1 — x% El problema de Legendre
consiste en buscar esas integrales que se mantienen limitadas ya
sea cuando x — + 1, ya sea cuando x — — 1. Nos contentaremos
con dar una indicacién resumida del proceso de anilisis, que es muy
parecido al que se sigui6 al estudiar la ecuacién de Laguerre.

Expresada también aqui la integral y(x) por el desarrollo
(126.2), se obtiene

A (1) y1=2G+2(3C,—C)x+3(4C,—2C) 2 4.

y reemplazando ésta y la (126.2) en la ecuacién (127.1), queda

3 {(k + 1)Lk + 2)Chz — ACi] +ACih#* = 0
de donde sigue de inmediato que ha de ser
k(k 4+ 1) — )\
(k+ 1) (k +2)

Como esta férmula relaciona coeficientes separados de dos lugares
entre si, es conveniente expresar el desarrollo (126.2) separando
los términos de indice par de los de indice impar, con poner

y(x) = So(x?) + x5,(x?) (127.3)

Crsy = Ci (k=0,1,2...). (127.2)

donde
So(x2) = io Co . Si(22) = zo Cone o . (127.4)

Ambas series So(x?) y Si(x?) tienen radio de convergencia R igual
a 1, ya que resulta de (127.2)

R = lim -Gk lim E+D(k+2)

= lim =
k- oc Ck+2 koo k(k+l) —X

Analogamente a lo que se vio en el articulo anterior, se puede

comprobar ahora que, si las dos series (127.4) son series verdade-

ras, ambas divergea para x— + 1. de modo que la condicién de

frontera de que la integral se mantenga limitada en dichos extremos
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se realiza sé6lo si la serie (126.2) se reduce a un polinomio, lo que
acontece, como se ve de (127.2), sélo si una de las series Sp(x?),
Si1(x?) se anula, y la otra se reduce a un polinomio, siendo

A=n(n4+1) (n=012...). (127.5)

Los (127.5) son los autovalores del problema, y a ellos corresponden
como autofunciones esos polinomios de grado n a los cuales se reduce
respectivamente la serie Sp(x?) bien la xS;(x?) segun si n es par o
impar. Si reemplazamos las expresiones (127.5) en (127.2) y calcu-~
lamos los coeficientes, tomando por conveniencia

1.3.5...(2n — 1)
. : (127.6)

C, =

obtenemos sucesivamente, como es inmediato comprobar, los polino-
mios de Legendre P,(x), dados por las férmulas (59.2), en que se

reemplace la variable z por la x.
Si P,,(x), P,(x) son dos polinomios de Legendre diferentes, la

ecuacién (127.1) da para ellos las dos relaciones

L= ] 4 mim + D)Pu(x) =0

gd;[(l - x?) 9‘%‘—] +n(n41)P,(x) =0

y si multiplicamos la primera por P,, la sequnda por P, y restamos,
queda
d dpb, dpb,
G- (g - Pg)] +
+ [m(m+1) —n(n+ 1)]P,P, =0.
Integrando entre —1 y -1 el primer término se anula, y resulta
que, para m #= n.

j:p,,,(x)P,(x)dx =0 (127.7)

o sea los polinomios de Legendre son ortogonales entre si en el in-
tervalo (—1, +1).
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128. Los polinomios de Hermite. No podriamos considerar
completa esta exposicién si dejasemos de mencionar una tercera clase
de polinomios ortogonales muy importantes para las matematicas
modernas: los de Hermite. Para ellos podria efectuarse un analisis
analogo a los anteriores; pero llegaremos mas brevemente a ellos en
forma directa, considerando que dichos polinomios nacen de los coefi-
cientes del desarrollo, en serie de potencias de la variable real ¢,
de la funcién

Y(x, ) = e -5t = e e-+37, (128.1)
Por (62.5), desarrollando en serie se tiene
| dn e—(l+x)2 ] dne—xl P
-4z —_ — -
€ - n=0 n! [d(t + x)"_]t:Ot” - ngo dx* n!
y luego sustituyendo en (128.1)
R 00 dn e-xl P
Y(x, t) = e "ZO—;,;"—;
Si se escribe paran=1,2,3, ...
_ adie®
H,(x) = ¢* T (128.2)
con la convencién de que sea Hy(x) = 1, queda
it =3 H"’f,"’ ¢ (128.3)
n=0 .

siendo la serie convergente cualesquiera que sean x y ¢t. Se ve inme-
diatamente de la definicién (128.2) que la funcién H,(x) es un
polinomio de grado n, calculandose sin dificultad que

Ho:l, H1=—2x. H2=4x2—2

Hy= —8x* 4+ 12x, H,=16x* — 48x* 4+ 12.

Estas funciones H,(x) son precisamente los polinomios de Hermite.
Si derivamos la funcién §(x,¢) (128.1) con respecto a ¢ ob-
tenemos

(128.4)

%‘%‘- = =2(t + x)e ™ ¥ = -2(t + x)Y
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y dando a ¢ su expresién (128.3)

x H.x)
z (n = 1)1

H, (x)

t""——_——Z(t+A)z

De aqui igualando los coeficientes de los términos en ¢", se obtiene

H"“ 4+ 2- Hﬂl),+2 _hl_ =0

Hn+l(x) + szn(x) + 2nH -l(x) =0 (1285)

Esta es una férmula recurrente de gran importancia, que permite
calcular un polinomio de Hermite, conociendo los dos de grados
inmediatamente inferiores. Pueden volverse a encontrar asi los valo-

res de H,, H; y H, dados en (128.4), saliendo de H, y H;.

Si derivamos la funcién (128.1) con respecto a x, obtenemos

W _ a2 _
—a—x—_-—Zte‘ ‘——21\1.0

o sea reemplazando { por su desarrollo en serie de potencias (128.3)

i H,,"(x) ) Z H, (x) e
n=0 n n=0
e igualando los ‘coeficientes de ¢*+!
H, 6 (x) =—2(n + 1) Ha(x). (128.6)

Si ahora derivamos la (128.5), obtenemos

H, , + 2H, + 2xH! + 2nH,_| =

n+l
y tomando en cuenta (128.6)
—2(n+ 1) H +2H + 2xH, — H! =0

0 s¢a

H?(x) — 2xH!(x) + 2nH (x) = 0. (128.7)
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Por tanto los polinomios de Hermite satisfacen la ecuacion diferencial

y” — 2xy’ + 2ny = 0 (128.8)

y son precisamente sus autofunciones, ya que se puede comprobar
que los autovalores n de dicha ecuacién son todos los niimeros en-
teros no negativos. '

Si multiplicamos la (128.7) por e, queda
d -x ’ —x2 —_—
—C—&-[e H (x)] + 2ne-~ H,(x) =0
y reemplazando n por m (diferente de n)

d ~x} (4 . - x2 . R
B—;[e H,”(.X)]'f'zme Hm(y\) =0.

Multiplicando la primera relacién por H,. la segunda por H, y res-
tando. resulta

(e (HH, - HH,) ] + 2(n — m)e* HHn = 0.
e integrando entre — oo y + oo,

j'“e—v H, (x) H,(x) dx =0; (128.9)

-0

luego los polinomios de Hermite son ortogonales en el intervalo
(— oo. + o), con el peso e 2
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II. ECUACIONES EN LAS DERIVADAS PARCIALES
129. Ecuaciones lineales del primer orden. Dada una funcién
z=f(x,y) (129.1)

se llama ecuacion lineal en las derwadas parciales del primer or-
den en las dos variables x, y una ecuacién diferencial de la forma

pu(x.y.z) + qu(x, y.2) = w(x. y, z) (129.2)

siendo p, q las derivadas parciales 9z/dx, dz/dy, de acuerdo con la
notacién (88.2), y u, v, w funciones conocidas de las variables
x, y, z. Esta ecuacién es lineal con respecto a p y g, pero no lo es
con respecto a z. Integrar la ecuacién (129.2) significa determinar
las funciones (129.1) que la satisfacen.

En cada punto P(x, y, z) del espacio consideremos los vectores
V(P) = ui + vj + wk (129.3)
N(P) =pi+qj— k. (129.4)
La ecuacién (129.2) expresa evidentemente que
V.N=0 (129.5)
o sea la perpendicularidad de dichos vectores. Ahora, si escribimos
o(xy z) =f(xy) — 2
el vector (129.4) resulta
N(P) = grad (P).

Por otro lado la ecuacién (129.1) corresponde a la superficie
@ (P) = 0; por consiguiente (ver No. 16). el vector N es perpen-
dicular a dicha superficie.

La relacién (129.5) puede luego interpretarse diciendo que el
vector ¥V (P) dado por (129.3) es tangente a la superficie (129.1)
en el punto P(x, y,z). Todas las lineas pertenecientes a la super-
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ficie z = f(x.y) y que en cada uno de sus puntos son tangentes al
vector ¥ correspondiente a ese punto. se llaman caracteristicas
de la ecuacién (129.2). Si el punto
P sufre un desplazamiento infi-
nitésimo
dP = dxi 4+ dyj+ dzk

a lo largo de una caracteristica, es-
te desplazamiento es paralelo al

vector ¥ (P); luego subsiste la pro-
porcionalidad entre componentes

dx dy _ dz -] ‘(129.6)

u(x,y, z) T v(xyz)  wix g z)

)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales. cuya integracién lle-
va a dos relaciones

F(x, y,z.g) =0, G(x.y.2.b) =0 (129.7)

conteniendo dos constantes de integracién a, b arbitrarias. Para
cada par de valores de a, b, se obtienen asi las ecuaciones de dos
superficies, cuya interseccién es precisamente una curva caracteris-
tica. Si damos a x, y, z valores x,. yo, z, determinados, las (129.7)
resultan un sistema de cos ecuaciones en las dos incégnitas a, b:
al resolver este sistema, hallamos un par de valores de a, b, que
determinan cierta caracteristica. Esto puede interpretarse en el senti-
do de que generalmente por cada punto del espacio pasa una caracte-
ristica y tan s6lo una. La consideracién de las curvas caracteristicas
permite reemplazar la integracién de la ecuacién en las derivadas
parciales (129.2) por aquélla, mucho mas simple. del sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (129.6). Geométricamente esto
implica, en lugar de determinar directamente las superficies integra-
les, determinar las curvas caracteristicas y después pasar a las su-
perficies integrales cubiertas por ellas.

El problema de Cauchy para una ecuacién del tipo (129.2)
consiste en hallar la integral z = [(x,y) que, para x = x,, se redu-
ce a una funcién z = ¢ (y) conocida. Geométricamente, esto corres-
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ponde a dar la curva c, interseccién del plano x = x, con el cilindro
z = Y(y) y buscar la syperficie integral (129.1) que pasa por dicha
curva. Lo que acabamos de decir pone en claro que el problema
por lo general sera resoluble, tomando en cada punto de ¢ la curva
caracteristica que pasa por él; la
ecuacién z = [(x,y) de la super-
ficie constituida por todas esas
curvas proporciona precisamente
la integral buscada. Esta solucién
es tnica, siempre que la curva
¢ no sea una caracteristica. Si mas
bien ¢ fuese una caracteristica,
se tendria una infinidad de solu-
ciones; en efecto en este iltimo
- caso si por un punto A de ¢ se
traza por ejemplo el haz de las
rectas normales a ¢, y por cada punto de cada una de ellas la curva
caracteristica que pasa por él, obtenemos infinitas superficies in-
tegrales, cada una de las cuales satisface la condicién de frontera
de contener la curva c. :
Un problema que lleva a una interpretacién geométrica impor-
tante de la ecuacién diferencial (129.2) es el de determinar una
superficie z = [(x, y) normal a todas las superficies de una familia

F(zx.y.z) =)\ (129.8)

siendo )\ el parametro variable que caracteriza a cada superficie,
Como el vector grad F es perpendicular a las superficies (129.8) y
el vector grad (f — z) es perpendicular a la z = f(x,y) (ver No.
16), la condicién de ortogonalidad de las superficies equivale a
la de perpendicularidad de estos vectores

grad F.grad (f —z) =0

o sea
oF of odF df _ oF
wa Ty =0 (129.9)
Si escribimos
gradF =V
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siendo el vector ¥ expresado por (129.3). la (129.9) se transforma
precisamente en la {129.2). '

130. Ecuaciones lineales del segundo orden. La forma mas
general de una ecuacion diferencial lineal del segundo orden en las
dos variables x, y. es

A(x,y)r + 2B(x, y)s + C(x, y)t + F(x.y.2.p.q) =0

(130.1)

siendo

0%z 0z 0%z 0z 0z

r=a_xz., s=5—x—a—y-, t=5!;7, p=—a;, q=a—y (130.2)

El problema de Cauchy relativo a estas ecuaciones se plantea de la
manera siguiente: dada en cierto plano x = x, una curva c, y fijados
sobre ella los valores de las derivadas parciales p y q, buscar la
integral
z =[x y) (130.3)
de la ecuacion (130.1) que pasa por ella, adquiriendo sus primeras
derivadas los valores mencionados. Como en el caso de la ecuacién
lineal del primer orden, aqui también se comprueba que, si ¢ es una
curva genérica, el problema de Cauchy tiene una y tan sélo una solu-
cién. Las curvas excepcionales son las caracteristicas, que pueden
por tanto buscarse en base a esa condicién, de que por ellas pase
més que una superficie integral (130.3).
Sea pues ¢ una caracteristica.
y sea z = f(x, y) una superficie
integral que pasa por ella. Sobre
la superficie se tiene, por (130.2),
_of Lo
P=3 q_..@- (130.4)
resultando por tanto (No. 16) los
vectores

o,

grad (p — L), %)

grad (q — 3
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normales a la superficie. Escribiendo que en un punto P de la carac-
teristica ¢ esos vectorgs son perpendiculares a un vector dP tangente
a ella, resulta

- of
gradp - dP = grada—x - dP

gradq - dP = gradg—f: - dP
o sea por (130.2)
rdx + sdy = grad% . dP
(130.5)

sdx + tdy = grad% - dP

Conociéndose por hipétesis 9f/0x y 3f/dy. y por tanto las funciones
(130.3) y (130.4) a lo largo de la curva c, las (130.5) pueden con-
siderarse ecuaciones lineales en las tres incégnitas r, s, ¢, y juntarse
con la (130.1), también calculada sobre c, para formar un sistema
de tres ecuaciones en dichas incégnitas. La condicion para que este
sistema tenga mas que una solucion es que se anule el determinante
de los coeficientes:

A 2B C
dx dy 0{=0
0 dx dy

o sea que esté satisfecha la ecuacién diferencial

Ady* — 2Bdxdy + Cdx® = 0 (130.6)

Pijada una superficie integral z = f(x, y), la ecuacién (130.6) da
las caracteristicas sobre ella. Pudiéndose resolver dicha ecuacién
con respecto a dy/dx y descomponerse luego en

{Ady —(B+ VB - AC)dx=0
Ady — (B— VBT = AC)dx =0

resulta que sobre toda superficie integral se tienen dos familias de
curvas caracteristicas que la recubren. De hecho las ecuaciones
(130.7), que contienen tan sélo las variables x, y, representan las

(130.7)
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proyecciones de las caracteristicas sobre el plano z = 0. Al variar
la superficie integral z = [(x, z), variaran las curvas caracteristicas
sobre ella, pero de modo tal que sus proyecciones sobre el plano
z = 0 quedan las mismas; por tanto las caracteristicas de una de-
terminada superficie integral se obtienen intersectando con la super-
ticie a los cilindros de generatrices paralelas al eje z, cuyas ecuacio-
nes son las (130.7).

131. Clasificacion de las ecuaciones del segundo orden. Las
ecuaciones lineales del segundo orden suelen clasificarse en fres
categorias, segin si sus familias caracteristicas son reales y distintas,
reales y coincidientes. o bien imaginarias. Considerando las ecua-
ciones (130.7), se ve que la primera condicién la tenemos cuando

B—-—AC>0

diciéndose entonces que la ecuacién (130.1) es de tipo hiperbdlico,
la segunda cuando

B —AC=0

diciéndose entonces que la ecuacidén es de tipo parabdlico, y la ter-
cera, que corresponde al tipo eliptico, cuando

BE—-AC<O0.

Siendo A, B, C funciones de x, y, es posible que cierta ecuacién
sea por ejemplo de tipo eliptico en cierta regiéon del plano x, y e
hiperbélico en otra. Cuando los coeficientes A, B, C son constantes,
entonces la ecuacién pertenecerd a un tipo tnico, perfectamente
determinado en todo el plano x, y.

La ecuacion de Laplace (38.1)

¥z 3z
a T =0
para la cual se tiene B? — AC = - 1, es el ejemplo mas simple de
ecuacion del tipo eliptico: la ecuacién de la difusién (o del calor)
0z 0z 0

o T 9y
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para la cual B2 — AC = 0, es del tipo parabélico; la ecuacién de
onda (91.4)
9’z azz 0
T TPy T
para la cual B> — AC = 1p > 0, es del tipo hiperbélico.

La clasificacion de las ecuaciones lineales del segundo o.den
en dos variables independientes en elipticas, parabélicas e hiper-
bélicas se extiende de manera parecida a las que dependen de mas
de dos variables, como por ejemplo la ecuacién de Laplace en tres
dimensiones (25.1).

132. Ecuaciones totalmente lineales. Sea u(x,y.z, ...) una
funcién de las variables indicadas. Consideremos la funcional

_ 8 u u du au
L{u}=A EW-}-Baa + . +Ea -}-Fa ... + Hu

(132.1)
en la cual aparecen linealmente no sélo las derivadas parciales se-

gundas de u como en (130.1), sino también las derivadas primeras

y la funcién u, con coeficientes A, B, ... E, F, ... H funciones de
x, Y, 2. .. . El operador diferencial
9 9?2 ad a
L= Aax=+Baa + . +Ea7+F§§+"'+H

es evidentemente lineal, teniéndose, cualesquiera que sean las cons-
tantes ¢; y ¢,

L{cyy + can} = all{uy} + c.L{u,}. (132.2)
La ecuacién diferencial
L{u} =F(x,y.2....) (132.3)

siendo F una funcién arbitraria conocida, se dice ecuacion diferen-
cial del segundo orden totalmente lineal en las variables x. y, 2z, . ..
Se dice homogénea la ecuacién

L{u}=0. (132.4)

La propiedad (132.2) permite afirmar que, s1 u;, u, son dos solu-
ciones de una ecuacién homogénea (132.4), también cualquier com-
binacién lineal cu; + c;u; es soluciéon. Mas generalmente se puede
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obtener una solucién combinando linealmente tantas soluciones par-
ticulares u;, uy, u3, ... cuantas se quiera, o también formando una
serie convergente

U= il ., (132.5)

con la combinacién lineal de infinitas soluciones. Finalmente, si se
conoce una solucién u(x,y,z ... A) de la ecuacibn homogénea
(132.4) dependiente de un parametro variable A, y K(A) es una
funcién continua arbitraria conocida de A, toda integral

u=j:'1<(x)u(x,y,z. LA (132.6)
[}

que puede considerarse una extensién funcional de la serie (132.5)
(ver No. 92), es también solucién de la ecuacién (132.4).
Ademas del problema de Cauchy, del cual se hablé en el No.
130, muchos son los problemas que pueden plantearse con respecto
a las ecuaciones totalmente lineales (132.3). Supuesto que el cam-
po de variabilidad V ‘de las variables independientes x.y, z, .
esté limitado por una frontera S (que serd una linea plana cerrada
si las variables son sé6lo dos, una superficie cerrada si son tres).
y si n es el vector unitario normal a S, se pueden dar los valores
de u y de du/dn sobre la frontera S. Condiciones de frontera del tipo

u=0, % _0 (sobre$) (132.7)

an
se dicen condiciones homogéneas. mientras que una condicién
u=f(x.y,2,...) (sobreS) -(132.8)

con [ no idénticamente nula, no es homogénea.

A veces es importante poder transformar un problema relativo
a una ecuacion lineal homogénea (132.4) L{u} = 0 con condicio-
nes de frontera no homogéneas, por ejemplo la (132.8), en otro
en que las condiciones de frontera si sean homogéneas, aunque la
ecuacién relativa ya no lo sea. Supuesto que los valores de frontera
[ puedan extenderse con continuidad a todo el campo V, de tal
modo que alli L{f} = g(x.y,2. ...) sea una funcién continua, la
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funcién incégnita u se puede reemplazar por v = [ — u. siendo
por (132.8) v = 0 sobre S. y

Liv} =L{f} -~ L{u} =g

El problema original relativo a la ecuacién homogénea L{u} =0
con condiciones de frontera no homogéneas u = [ puede transfor-
marse asi en uno relativo a la ecuacién no homogénea L{v} =g
con la condicién de frontera homogénea v = 0. Este resultado se
invierte, ya que si se conoce una solucién | de la ecuacién no homo-
génea L{v} = g con v = 0 sobre S, es bastante reemplazar v por
[ — u para pasar a la ecuacién homogénea L{u} = 0. con u =}
sobre S.

133. Métodos para la integracién de ecuaciones en las de-
rivadas parclales. La resolucién efectiva de problemas relativos a
ecuaciones diferenciales lineales en las derivadas parciales ofrece
dificultades muy grandes, muchas veces imposibles de vencer si se
desea una integracién en términos finitos; en determinados casos
pueden introducir atiles simplificaciones los tres métodos siguientes,
que ya hemos tenido ocasién de mencionar a propésito de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias:

a) el empleo de la transformacién de Laplace,
b) el método de la funcién de Green,
c) el método de las autofunciones.

El primer método permite transformar la ecuacién en las derivadas
parciales en una ordinaria; los otros dos, que estan ligados estre-
chamente entre si, la transforman en una ecuacién integral. A
continuacion presentaremos estos métodos a través de ejemplos
de su empleo. que nos permitiran familiarizarnos al mismo tiempo
con algunas entre las mas importantes ecuaciones diferenciales
de las Matematicas Aplicadas.

134. Método de la transformacién de Laplace. Ecuacién de
la difusién y férmula de Duhamel. En el No. 111 se vio cémo el
Calculo Operacional puede ayudar en la integracién de la ecuacién
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de Laplace. Un interesante ejemplo de otro tipo se tiene en el
siguiente problema relativo a la ecuacion de difusion

(pc) %?: div (k grad U) (134.1)

que se presenta en termodinamica al estudiarse la propagaciéon del
calor a lo largo de un cuerpo sélido conductor V, limitado por una
superficie S. En ella ¢ representa el tiempo, p la densidad, c el calor
especifico y k la conductividad
térmica del cuerpo; U (P.¢) es la
temperatura en un punto P cual-
quiera del cuerpo en el instante
¢. Las condiciones de frontera son
que en el instante inicial t = 0 la
temperatura U es nula en todo
¢l cuerpo, mientras que después
la temperatura sigue conservan-
dose nula sobre una parte S’ de
su superficie exterior S. y sobre
la parte S” remanente crece con
una ley conocida U = F(t).

Es decir
U(\pP.oy =0 en todo V
Uup. t) =0 sobre S’ (134.2)
]U(P. t) = F(¢) sobre S”

Si, siguiendo a Bartels y Churchill, aplicamos la transformacién de
l.aplace a la variable tiempo. poniendo

u(P.s) = UL, t)}. {134.3)
resulta que la funcion transformada u satisface la ecuacién
(pc) su = div (k grad u) (134.4)

gue se obtiene con aplicar la férmula (103.4) a la (134.1), tomando
en cuenta la primera condicién (134.2). Las otras dos ondiciones de
frontera se transforman en
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{u(P,s) =0 sobre S’

u(P,s) = f(s)  sobre S”
siendo f(s) = L{F(¢)}.

Pudiéndose disponer arbitrariamente de la funcién F(¢), supon-
gamos en primer lujar que sea en todo instante F(¢) = 1 y que
W(P.t) sea la integral de (134.1) en tales condiciones (o sea
W = 0 sobre S, W =1 sobre S”). La transformada w(P,s) =
L W(P,t)} satisfara la (134.4), siendo w = 0 sobre S’ y por
(103.6) w = 1/s sobre S”, y asi también la funcién s f(s)w(P,s)
tiene que satisfacer la (134.4) (donde la variable s no queda afec-
tada por las operaciones diferenciales). pero con las condiciones
de frontera

(134.5)

{s Hs)w(P.s) =0 sobre S’
s [ (s)w(P,s) =.f(s) sobre S”

Estas condiciones son las mismas (134.5). de modo que la funcién
s [(s) w es precisamente la u buscada:
u(P,s) = sf(s) w(P.s).

Antitransformando esta ecuacién, si se toma en cuenta que, por
(103.4), sw es la transformada de 9W/d¢. se obtiene por (107.1)
U =F*(3W/ot). o sea

U(D,¢) =g F(t — ) IW(P.7)

o1

0

(134.6)

Esta importante férmula de Duhamel es del tipo (98.5). y muestra el
efecto hereditario de las condiciones de frontera sobre el fenémeno.

135. Método de la funcién de Green. Problema de Dirichlet
en tres dimensiones. El método de la funcién de Green, ya em-
pleado en el No. 121 a propésito de ecuaciones diferenciales ordina-
rias, permite, como se vio en esa ocasién, fransformar una ecuacion
diferencial lineal en una ecuacién integral de niicleo simétrico, me-
diante una modificacién provisional de las condiciones de frontera.
A continuaciébn explicaremos como se procede en el caso de la
ecuaciéon de Laplace V3f(P) = 0, haciendo notar desde luego que
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el método de Green puede aplicarse también a otras ecuaciones en
las derivadas parciales.

Analizaremos primero el caso tridimensional. Supuesto que la
funcién f(P) sea arménica en el interior de una regién V limitada
por una superficie cerrada S, y que tenga derivadas normales re-
gulares sobre S, su valor en un punto P interior a V se expresa
por la férmula (34.1).

o ] a1 19f
FP) =g [ (Fams = 7am)eS-
Aqui r representa la distancia en-
tre P y un punto P; cualquiera del
contorno, n un vector unitario en
P,, normal al contorno y dirigido
hacia el interior. Supuesto que
g(P) sea otra funcién arménica
conocida en V, f y g estaran liga-
das entre si por la relacién (32.4)

[ (5 -agr)as =0,

que dividida entre 4r v sumada
a la anterior, da

F(P) = (s[f ai (1 + g) (,1 + g) %] dS (135.1)

Supuesto quererse resolver el problema de Dirichlet (ver No. 35)
de determinar la funcién arménica f(P) conociendo los valores que
ella adquiere sobre el contorno, pero no los de su derivada normal,
la férmula que acabamos de escribir nos ofrece el resultado, siem-
pre que la ultima parte de la funcién integranda se anule. o sea que
g(P) sea una funcién tal que

g(P) =—% sobre S (135.2)

La funcién g(P) asi definida es precisamente la funcion de Green
relativa a este problema. Como la funcién de Green obtenida en el
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No. 121, ésta también ha de tener derivada discontinua sobre el con-
torno. pues de otro modo seria idéntica a la funcién—1/r y la (135.1)
daria la solucién 1dénticamente nula f(P) = 0. En estas condiciones
la {135.1) se hace

HP) = g [ HP) [(i +9)]ds | (1353)

siendo ésta una ecuacién integral, equivalente a la ecuacién diferen-
cial V¥ = 0. A continuacién veremos dos ejemplos de resolucién
de la (135.3).

136. Problema de Dirichlet con frontera plana. Vamos a re-
solver por el método indicado el problema de Dirichlet en una de las
dos porciones en que el espacio queda dividido por un plano II.
Sea a la distancia entre el punto
P y el plano IT y sea P’ el simé-
trico de P con respecto al plano.
Sean r, r’ las distancias de un
punto Q a P y a P’ respectiva-
mente; entonces la funcion de
Green resulta

g(P) =_?‘,.. (136.1)

En efecto se trata de una funcién
armoénica en el semiespacio que
contiene P (por ser del tipo (25.2)) y sin singularidades en él (ya
que su singularidad esta en P’, al otro lado del plano II) y ademas

esta funcién vale — 1/r cuando Q estad sobre II. Para ella resulta
(1, \_ @8 (1_1y_ @ ld 3 1d’_
an\rT9) o \T 7)) Tdn T T dn T
1 d dr’
=t T (1362)

Siendo M un punto sobre Il y n la normal interna al plano en M,
en M se tiene por (13.2)
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dr dM PM dM ]
H—;:gradr--a}-::—r—.—&;::—cos(m)

. PM i i s .
siendo —— un vector unitario dirigido de P hacia M y %!:_ otro
vector unitario en direccién de la normal n. Igualmente se tendra
4
—5 = ¢os (nr);
—

luego, siendo sobre II. r = r’, se tiene reemplazando en (136.2)

que sobre II

a (1 2
¥ (; + g) = — cos (nr).
Reemplazando en la férmula (135.3), resulta que la funcién que

resuelve el problema de Dirichlet en el campo considerado esta dada
en el punto P por

1 cos (nr)
FP) = 5= (25" an

o sea, siendo que sobre el plano II es cos (nr) = a/r,

FP) = 5| ;f,-dn! (136.3)

137. Problema de Dirichlet en la esfera. Pasemos ahora al pro-
blema de Dirichlet en el interior de una esfera X, con centro en
O y radio R. Sean P y P’ dos puntos alineados con O, P interno y P’
externo a la esfera, y sea OP = a,

OP" = b con
bz_ljf. (137.1) 2

Se dice que P’ es el punto que co-
rresponde a P en la inversién por
radios vectores reciprocos con res-
pecto a la esfera que, como se ve
enseguida, transforma el campo in-
terior a la esfera, en el exterior
y la superficie en si misma (ver
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también No. 49). Dado otro punto Q cualquiera interno a la esfera,
llamese r su distancia a P, ¢’ su distancia a P’. Si se trata de un
punto M sobre la superficie X, entonces los tridngulos OMP y
OMP’ son semejantes, por tener el angulo en O comin y los lados
que lo forman proporcionales, siendo por (137.1) a:R = R:b. Por
tanto resulta que también los otros dos lados estan entre si en la
misma proporcién o sea que

de donde sigue que

(137.2)

Luego, siendo 1/r’ arménica en el interior de la esfera, la funcién
de Green sera

__R1I
de modo que sobre la superficie T resulta

-aén—(l; + g) = .g?;(lr - %—:—,) = — -r—lz-cos (nr) + g—%cos {nr’).

Ahora, en los triangulos OPM y OP’M tenemos
a’= R* 4 r* — 2Rr cos (nr)
6 = R? + r? — 2R cos (nr’),

de modo que, reemplazando en la férmula anterior, se tiene

(137.4)

i(l )_aZ_RZ__rZ RbZ_RZ__r’Z
g\r T9)= " 2RF T2 2RF -
Pero recordando las relaciones (137.1) y (137.2}, resulta
R _p_Rr
RP—R - R& a?
a 2Rc" ~ a 2R Rir‘
a
R' - &?R* — R

- 2RP
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y luego
a1, alR? - R — R? — (R — &@R* — R*?) _
an (? * 9) = 2R =
_22R-2R & - R
- 2R© -~ RP

Reemplazando en (135.3), tenemos por fin

a’ — R?
=

f
Ldz (137.5)

formula de Poisson que ofrece la solucién del problema de Dirichlet
en la esfera.

138. Problema de Dirichlet en dos dimensiones. Si f(P) =
f(x. y) es una funcion arménica bidimensional en la regién plana A
limitada por la linea cerrada L, la férmula (38.3) da

10/ 8f 9
F(P) =E—TL<lnra—n—[a—nlnr)dL.

Si g(P) es otra funcion arménica en A, se tiene por (37.5)

(§ ( sz [39)dL_o

Dividiendo esta altima entre 2x y sumando la anterior, queda

HP) = ———l-—\l) [f——-(lnr+g)—(lnr+g) f]dL (138.1)

Si se introduce una funcién de Green g(P) tal que
g(P) =—Inr (sobrelL) (138.2)

se obtiene con razonamiento analogo al del No. 135, la ecuacién
integral

F(P) ____-§ FR)[Lmesg)]aL | (1383)

equivalente a la ecuacién de Laplace en dos dimensiones.
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139. Problema de Dirichlet en el circulo. La resolucién del
problema de Dirichlet en un édrea circular es analoga a la que vimos
en el No. 137 para la esfera. Aqui también se considera el punto P’,
correspondiente a P por inver-
sién con respecto a la circunfe-
rencia ¢. Siendo R el radio del
circulo, OP = a, OP' = b =
R*/a, QP = r, OP = ¢’ exacta-
mente como en el caso de la
esfera. también es valida aqui
la relacién (137.2)

r = -1% r' ({sobreg). (139.1)
La funcién de Green es ahora
/
gz_mw_m%. (139.2)

ya que se trata ae una funcién arménica dentro del circulo y que.
por (139.1), adquiere el valor (138.2) sobre la circunferencia. En-
tonces resulta

i(lnr+ g) = %(lnr —Inr’) =-—%cos (nr) +%cos (nr").

on

Ahora, reemplazando los cosenos por sus expresiones que provienen
en las férmulas (137.4), se tiene de manera analoga

a(ln + )_az—Rz—rz_bz—Rz—_r"_az—Rz
an T T TR 2R~ T TRE
Reemplazando en (138.3), queda
] _R—_a( |
I(P)-—-—iaﬁr—¢v;fda (139.3)

formula que resuelve el problema de Dirichlet para el circulo. Si
llamamos & el &ngulo POM, tenemos

P=R 4+ a—~2Racosd. do = Rdd
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por lo que la férmula anterior puede escribirse también

R g 521: f(3)dd (139.4)

f(P) = 2xR ), R+ & — 2Racos?

reduciéndose la determinacién del valor de [ en P al calculo de una
integral definida en la variable 2.

140. Método de las autofunciones. La ecuacién de onda. Una
vez transformada una ecuacién diferencial lineal en las derivadas
parciales en ecuacién integral, es posible en determinados casos
integrarla mediante las autofunciones relativas; si hay una infinidad
de autofunciones, siendo éstas todas ortogonales entre si (ver No.
122), lo que se vio en el No. 94 sugiere la posibilidad de expresar
esas soluciones de la ecuacion diferencial dada que sean funciones
de cuadrado sumable, por medio de un desarrollo en serie de auto-
funciones. '

Veamos por ejemplo }a ecuacién de onda {125.1) que. escogiendo
convenientemente la unidad de medida de los tiempos. escribiremos

¥z &z
ax? T 9r
Lo visto en el No. 125 manifiesta que. en el casc de que pueda

realizarse la separacién de variables z = y(x) T(¢), la y(x) resulta
solqcic’)n de la ecuacién diferencial ordinaria (125.3)

y' 4y =0. (140.2)

(140.1)

Admitiendo por sencillez que la longitud de la cuerda sea igual
a -, las condiciones de frontera (125.5) se hacen y(0) = y(w) =0
Siendo la solucién general de (140.2)

y(x) = et VM 4 e ivhE
= ¢ (cos \/')\1+isen \/Xx) + ¢ (cos Vix — isen V AX)

con ¢y, ¢; constantes arbitrarias, se ve que las condiciones de fron-
tera se satisfacen sélo si

A =n' (nentero). (140.3)
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resultando entonces infinitas soluciones de (140.2), del tipo
yn{x) = ic sen nx. (140.4)

Los valores (140.3) son los autovalores, las funciones (140.4) son
las autofunciones del problemia. Por otro lado, supuesto por sen-
cillez T(0) = 0. la (125.7) da

T,(¢) = A,sennt,
resultando para la ecuacién (140.1) las soluciones

z,(x. t) = y,(x) T,(¢) = B, sen nx sen nt

con B, = 2icA,. y luego por (132.5) la solucién general
X t) = i B, sen nx sennt, (140.5)
n=1

expresada como desarrollo en serie de autofunciones.

141. Potencial de un campo con frontera esférica. Otro
ejemplo clasico de aplicacién del método de las autofunciones se
tiene en la integracion de la ecuacién de Laplace VU = 0 en el inte-
rior de una esfera T de radio R, sin fijar de antemano el tipo de
condiciones de frontera, como en el No. 137, sino admitiendo que
la solucion U, expresada en coordenadas esféricas r. ?, ¢, pueda
escribirse como producto de una funcion X de la sola variable r
por una funcién Y de ¥ y o:

U= X(r) Y(2.0). (141.1)
Reempiazando en la ecuacién de Laplace escrita en coordenadas
esféricas (f6rmula (28.4)) .
U 23U 1 4a U\ - 1 U
Wt a e (R ) e = O
obtenemos
X 2dX X 9 aY X ?Y
ddy 284 L9 oYy, 4 _9r _
Frab i +r’senz‘)az‘)(sena aa) t Teen® apr = O
de donde, multiplicando por /XY y separando variables.
2 dX | 2rdX 1 9 ay 1 Y
XaZTtTxX T =~ [V?é“{ia—b (““”35) t Y sentd aTq;T]
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Con lo anterior se ha conseguido aislar en el primer miembro fun-
ciones solamente de r, en el segundo, funciones solamente de 3 y ¢.
La identidad de ambas expresiones no puede realizarse a no ser que
ambos miembros sean iguales a una misma constante, que llamare-
mos A, O sea si

0.4 dX _
1 9/ aY 1 &Y _ y
v (70 5) + g ¥V =0 (1413)
Supuesto, coino en No. 126, que valga el desarrollo en serie
X(r)=C0+C|r+C2rZ+C3r’+...=§)Ckr" (1414)
y luego
X(r) =C, +2Cr +3C2 4 ... = kZ_OkC,,r""‘

Ms

X”(l‘) =2C2+6C3l+ .. = k(k - ])th*’_z‘

k

0

sustituyendo en (141.2) queda

ﬁbck[k(k — 1) +2k—A}F=0
Esta ecuacién esta satisfecha sélo si se anula cada uno de los coefi-
cientes, es decir si k(k — 1) + 2k — A =0, o sea

k(k + 1) = \. paratodo k entero.

Escribase
A=n(n+1) (141.5)

y reemplacese en la ecuacién anterior. Resulta
k(k+1) —n(n+1) =0
(k—-n)(k+n+1)=0

y luego se tienen las dos raices

k=n, k:—(n+l)
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de donde se ve que, siendo k entero, n también lo ha de ser. Por
tanto, reemplazando en (141.4), se obtiene que la solucién de la
ecuacién diferencial (141.2) es del tipo

B

)f(r) = 14!" -+ 73:7

(141.6)
con A y B constantes. Estas son las autofunciones de dicha ecua-
cién, y los nimeros (141.5) con n entero son los autovalores co-
rrespondientes.

La expresién (141.1) se hace por (141.6)

U= ArY,(d 9) + BYa(2.9) (141.7)

rn+l
con n entero, siendo las funciones Y,(d, ¢) las soluciones de la
ecuacién (141.3) para A = n(n 4+ 1). Esta férmula da el potencial
U buscado, siempre que se halle la manera de determinar estas
funciones Y,. Ahora, para que U sea una funcion arménica, es
suficiente por (141.7) que las funciones

Y, (2. 0). R

(141.8)

sean armoénicas a un mismo tiempo. Por otro lado conviene recordas
que los polinomios armdnicos homogéneos P,(x.,y,z) estudiados
en el No. 26 son funciones arménicas. asi como las funciones
(26.1) P,/r*"*!, y que ellos por ser homogéneos gozan de la pro-
piedad que, al efectuarse la sustitucion

x = rcos 9 cos @
y =rcosdseng (141.9)

(z=rsend

. que cambia coordenadas cartesianas en coordenadas esféricas, se

expresan por el producto de r* por una funcién de 3. ¢ solamente.
Luego es bastante escribir

rY.(d, @) = Pa(x. y.2) (141.10)
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siendo entonces también

p, v,

2T = el
para obtener una expresién de funciones arménicas del tipo (141.8).

(141.11)

142. Funciones esféricas. Las funciones Y,(d, @), que satis-
facen la ecuaciéon diferencial (141.3) con A =n(n + 1) y que se
obtienen de los polinomios arménicos homogéneos por la relacién
(141.10), que escribiremos

Y. (d,0) = Bﬁ;"—’)- (142.1)

se llaman funciones esféricas. A ellas unicamente afectan las con-
diciones de frontera del problema planteado, ya que, siendo sobre
la superficie de la esfera r = cte, alli U depende sélo de &, ¢ y
luego sélo de las funciones Y,

Las funciones esféricas gozan de la propiedad muy importante
de que son ortogonales entre si de dos en dos, sobre la superficie
% de la esfera. Para comprobarlo, es bastante aplicar la relacién
(32.4) a dos polinomios P,, y P, diferentes, integrando sobre dicha
superficie. Se obtiene

g (p ap"_p"ipﬂ)dz=o
X

m an an

es decir, por ser X una esfera,

apP, P\ . _
jz(pm"é-r—— pn—é‘r—")dz = 0.

Reemplazando los polinomios por funciones esféricas, por medio
de (141.10), se obtiene sucesivamente

5 (rmY,, - ne*-1Y, — Y, . mrm-1Y,,)dE = 0
I

] pmn-l(n _ m)Y,Y,dE = 0

I

(n — m)Rmn-t L Y.Y.ds =0
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de donde resulta la ortogonalidad
[ ¥n(3.0) V(3. @)dddp = 0. (142.2)

Por tanto ha de ser posible. obtener soluciones mas generales del
problema del potencial en la esfera, por medio de desarrollos en serie
de funciones esféricas, determinando los coeficientes por el método
sefialado en el No. 94.

Empezando por el problema de Dirichlet dentro de la esfera, ya
atacado por otro camino en el No. 137, supondremos que se quiere
encontrar una funcién U(r.d, ¢) que sobre la superficie de la es-
fera de ecuacién r = R adquiere los valores U = U, (3, ¢) y que
es armonica en el interior de la esfera, admitiendo ademas que, si-
guiendo el método indicado, logremos desarrollar la funcién U, (D, ¢)
en una serie uniformemente convergente de funciones esféricas

Uz(ﬁ,(p) = 81Y1 + 82Y2 + ... (142.3)

Entonces la solucién del problema esta dada por la funcién

Ulrd9) =af Vit apg Vit ...

ya que se trata de una serie uniformemente convergente (pues ésta,
por ser r/R < 1, converge méas rapidamente que (142.3)), que
dicha serie se reduce a la (142.3) para r = R y que, por la férmula
(142.1), puede escribirse

U=‘7’;‘,Pl+"zpz+.... (142.4)

de donde resulta que U es arménica por ser una suma infinita de
términos que son todos funciones arménicas. Es interesante observar
que la expresién (142.4) expresa a U por medio de una serie de
potencias de las variables x, y, z.

El problema anterior tiene interés por ejemplo al quererse deter-
minar el potencial de atraccién de una cascara esférica. En el proble-
ma hidrodinamico de calcular el potencial de velocidad en el fluido
indefinido que se mueve alrededor de una esfera, interesa mas bien
resolver el problema del Neumann en el exterior de la esfera, ya que
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por lo general se conoceran sobre la esfera no los valores del poten-
cial, sino los de sus derivadas normales, que son las componentes
radiales de la velocidad. En este caso, si se supone sobre la esfera
las derivadas normales dadas por la serie uniformemente convergente

(%’?)f b+ b)Y, + bYs 4 ... (142.5)

la solucién resulta dada por la funcién
_ R R? R
U=-R[b' +bigzYit by Yot ] (1e26)
que es una serie que converge uniformemente fuera de la esfera
(para R/r < 1), por admitir a (142.5) como mayorante, cuya de-

rivada radial se reduce a (142.5) para r = R, y que ademas es
arménica porque todas las funciones (141.11) lo son.







CAPITULO V1
GEOMETRIA DIFERENCIAL

I. CURVAS ALABEADAS, ENVOLVENTES Y SUPERFICIES
DESARROLLABLES

143. Tangente y plano osculador a una curva alabeada.
Consideremos una curva alabeada y un punto P de ella. Si a P
se le da un desplazamiento elemental dP sobre la curva, se llama
elemento de arco. v se escribe ds, el médulo del vector dP

ds = mod dP . (143.1)

resultado dst = dP . dP = dP*. (143.2)
Por tanto el vector P

t = 5 (143.3)

es unitario y esta dirigido segun la tangente a la curva en el
punto P: se le llama vector tangente. Siendo (t)? = 1, derivando
con respecto a la variable longitud de arco s. se llega a

dt

4 -‘;;:0.

Esta relacién manifiesta que el vector dt/ds, si no es nulo, es normal
al vector tangente. El vector unitario n dirigido como el vector
dt/ds se llama normal principal a la curva en P. El plano que pasa
por la tangente y la normal principal se llama plano osculador a
la curva en P.

El plano osculador a una curva en un punto P es la posicion
limite del plano que pasa por la tangente a la curva en el punto P y
por otro punto P’ de la curva, proximo a P, cuando este segundo
punto se acerca indefinidamente a P. En efecto, supongamos que
se miden por medio de la variable s los arcos de la curva, a partir
de cierto origen, y que son s, s + As los arcos que corresponden
a P, P’ respectivamente; resulta

P =P(s). P = P(s+ As). (143.4)

265
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Si consideramos un tercer punto O, fijo en el espacio, aplicando Ja
formula de Taylor al vector variable OP (lo que se puede conside-
rar el resultado de aplicar esa férmula a Jas tres componentes de
dicho vector), se obtiene
d ) Ast [ & _
siendo & un vector que tiende a cero con As: luego observando
que por (143.4)

OP(s + As) — OP(s) = OP' — OP = PP’
v recordando (6.3) vy ((143.3). queda

Srde
PP':Ast+—A—2——[~d—S+s:!.

OP(s + As) = OP(s) + As

Esta férmula manifiesta que el vector PP’ — Ast es paralelo al
vector dt/ds + €; pero el vector PP’ — As t es coplanar a los vecto-
res PP’ y t, de los cuales es combinacién lineal. En el limite para
P’ — D, el plano de estos dos vectores tiene por tanto que contener
al vector dt/ds, que es el limite de dt/ds + =, y esto, recordando Ia
definicién de plano osculador, comprueba lo que se queria demostrar.

144. Curvatura de las curvas alabeadas. Se define como cur-
vatura de curva una alabeada en un punto P de ella el limite para
As — 0 de la razén Ag/As entre el angulo Ag formado por el vector
unitario t tangente a la curva en el punto P(s) con el vector unitario
t’ tangente a la curva en P(s + As) (angulo medido en radianes).
y la longitud As del arco interceptado entre los puntos. Es decir.
llamada 1/r la curvatura, se tiene

1 . Ao
— —— 1 44;1
;= lim s ( )

Para calcular este limite observemos que se tiene
mod (2 X ¥') = sen Ag.
y luego, confundiendo el seno con el arco, podemos escribir (144.1)
asi '

1= lim mod i‘— (144.2)
r As -0 As
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Por otro lado por la férmula de Taylor limitada al segundo térmi-
no del desarrollo. podemos escribir analogamente a lo hecho en el
No. 143.

’ dt
_t+As(3§+e)

siendo € un vector que tiende a cero con As; luego multiplicande
vectorialmente ambos miembros por ¢,

txl':As(txg—:+t><8)

de donde resulta pasando al limite

limt Xt dt
oA = EX

y reemplazando en (144.2)

1 dt
?zmod(txa;).

. — dt .
Pero, siendo ¢ un vector unitario y normal a -, se tiene

ds
dt dt
mod (t X C—E) = mOch’
resultando la férmula de la curvatura
1 dt
;:mOdc—ig. (144-3)

dt .
Puesto que el vector s estd orientado como el vector normal prin-
cipal n y éste es un vector unitario, podemos concluir que

d 1

S=on (144.4)

Esta es la relacién que liga ambos vectores entre si.

El escalar r se llama radio de curvatura de la curva en el punto
P considerado. Tracemos por P el vector CP = rn: el extremo C se
llama centro de curvatura.
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Si el punto P varia en funcién de una variable u. de la cual es
también funcién el arco s, resulta por (143.3)

dP ds

=t (144.5)

y derivando. en base a (144.4),

2
Z_Z_:-_-%H%(gg)n. (144.6)
Por tanto la primera derivada del punto P con respecto a la variable
u es un vector paralelo a la tangente, cuyo médulo es du/ds, la segun-
da derivada es un vector que esté en el plano osculador, con com-
ponente d’s/du® segin la tangente y 1/r(ds/du)? segin la normal
principal. Las aplicaciones de este resultado para determinar las mag-
nitudes de las aceleraciones tangencial y radial en el movimiento

curvilineo son muy conocidas.

145. Torsién de una curva alabeada. Se define como torsion
de una curva alabeada en un punto P de ella el limite para As— 0
de la razén Ay/As entre el angulo Ay formado por el plano oscu-
lador a la curva en el punto P(s) con el plano osculador en el
punto P(s + As) (angulo medido en radianes), y la longitud As del
arco interceptado entre los dos puntos. O sea, llamada 1/+ la torsion,
resulta

T jim AV (145.1)

Para calcular este limite procederemos como sigue. Sea b el vec-
tor unitario obtenido efectuando el producto cruzado de t por n

b=¢tXn, (145.2)

vector que es normal al plano osculador. Llamase binormal a la
curva en el punto P la semirrecta que sale de P y esta dirigida
segin b. El angulo Ay resulta luego igual al de las binormales
byb en P(s) y P(s + As), o sea

mod (b X b’) = sen AY
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y se tiene de (145.1)

! lim mod 2% (145.3)
T As =0 As

Por otro lado se puede escribir, por la férmula de Taylor,
. db
b _.I)-}-AS(ES--'-C)
y luego
, db
bxb:A*bx£+ch,

de donde pasando al limite
bxb db

li =b X 5.
A,"_x.lo X ds
Reemplazando en (145.3), con la observacién de que b es un vector
unitario y que, por ser b* = 1, se tiene derivando (db/ds) - b =0,
o sea que b y db/ds son ortogonales entre si, resulta por fin
] db
== moch. (145.4)

Esta férmula permite encontrar para la binormal una expresién
analoga a la (144.4), en que la torsién cumple el papel que en la
(144.4) cumplia la curvatura. En efecto, siendo I normal a ¢, tene-
mos b . £t = 0 y derivando con respecto a s

db de

(—{; - + I' -(7;_—_ 0,
o sea por (144.4)

db 1

(E I + -;" - n = 0 .

Pero b - n es cero, y por tanto db/ds . t = 0, o sea db/ds es per-
pendicular a ¢; siendo ademas perpendicular a b, tiene que ser para-
lelo a n: siendo que su médulo, por (145.4), es igual a 1/x.
queda por fin

(145.5)

B3
Il
A ]
]
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El escalar t© se llama a veces radio de torsion de la curva en el
punto considerado.

146. Planos principales. De la (144.4) resulta que, si dt/ds =
= 0 cualquiera que sea s, ha de ser r = oo (curvatura nula) y por
tanto la curva es una recta paralela a t. Si mas bien se tiene idénti-
camente db/ds = 0, resulta de (145.5) que es T = o (torsién nu-
la). Para entender qué clase de curva es ésta, obsérvese que, siendo
entonces b = cte, considerando el punto Q fijo sobre la curva y
otro punto P mévil sobre ella, se tiene

d _ db dQP
(‘E(Qp'b)——QP'.a;-F—d?'b

=d——QP-b=t-b=0.
ds
Luego ha de ser
QP . b = cte.

Ahora, recordemos que b se ha supuesto constante mientras que
QP es variable por hipétesis. La ecuacién anterior no puede subsistir
a menos que el producto sea cero:

QP . b=0,

lo que implica que QP tiene que ser perpendicular a b. Esto sig-
nifica que Q esta siempre en el plano osculador a la curva en P, es
decir que dicha curva es una curva plana; luego las curvas de torsién
nula son las curvas planas. ‘

Los vectores caracteristicos ¢, n y b, tomados de dos en dos,
definen tres planos. El primero, que contiene t y n. es el plano
osculador que ya conocemos; el segundo, que contiene n y b, lla-
mase plano normal a la curva por ser perpendicular a la tangente ¢
por fin el plano que contiene t y b se llama plano rectificante.
Su nombre proviene del hecho que, si b es constante, y por
tanto la curva es plana como acabamos de comprobar, entonces
la proyeccién de la curva sobre dicho plano es una recta; en ge-
neral, para b variable, sera ése, entre todos los que pasan por P y ¢,
el plano tal que la proyeccién sobre él de un tramo de curva muy
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préximo a P se acerca mas a un segmento de recta. Los tres planos
osculador, normal y rectificante se llaman “planos principales” de
la curva en P.

147. Formulas de Frenet. Siendo por definicion n = b x t.
derivando con respecto a s, tenemos

dn db dt
& T X h Xy

v tomando en cuenta (145.5) y (144.4)

—lcj—{ﬁ:lnxt-}-lbx'l:
s T r

Pero n X t=—b.b X n =—t y por tanto
dn b ¢
et (147.1)

Esta formula da la derivada del vector unitario n con respecto al
arco s. Las férmulas (144.4), (145.5) y (147.1), que expresan
las derivadas de los vectores ¢, b y n en funcién de los demas
y de los escalares r y <, son fundamentales en la teoria de las
curvas alabeadas. y se llaman [érmulas de Frenet.

148. Envolventes de curvas planas. La ecuacién
[(x.y.%) =0, (148.1)

donde ) es un parametro, para cada valor de )\ representa una
¢urva perteneciente al plano (x,y). Si suponemos que A pueda
adquirir valores reales, variables
con continuidad dentro de cierto
intervalo, (148.1) representa a
toda una familia de curvas (o
sistema ! de curvas). que lla-
maremos C,.

Consideremos la curva C, que corresponde a la ecuacién

Hx gy ) = (148.2)
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y observemos el punto P, interseccién de ella con otra curva préxima
C,o.an+ de ecuacién

f(x.y,% + AN) = 0.

Este punto intersecciéon tendra que dejar satisfechas a un mismo
tiempo las dos ecuaciones anteriores y por tanto también la com-
binacién lineal de ellas

[(x 9.0 + AN) — F(x 5 M) _
TS =0. (148.3)

Supongamos ahora que el incremento AA vaya disminuyendo con
continuidad y tienda a cero. La curva C,_, ,, se ira acercando siem-
pre mas a la curva C, y la interseccion P tendera hacia una po-
sicién limite Py, cuyas coordenadas tendran que satisfacer simulta-
neamente a la ecuacién (148.2) y a la obtenida de (148.3) para
A\ — 0, es decir

d
[a.xf(x, ‘.,,)\)]l =0 (148.4)

El punto P,. interseccion de la curva CM con la infinitamente pro-
xima, se dice ser “punto caracteristico’’ para la primera. Cada curva
de la familia poseera en general un punto caracteristico. El con-
junto de ellos serd una curva E, a la cual se da el nombre de
envolvente de la familia C,. Por lo que acabamos de ver, la ecua-
cién de la envolvente consistira en el sistema obtenido combinando
(148.2) vy (148.4) para todos los valores de Ay o sea

Flx,y.0) =0, %f(x. gh) =0 (148.5)

donde A es variable. La eliminacién de A entre estas dos ecuaciones
da la ecuacién de la envolvente en las variables x. y .

Es importante observar que toda curva de la familia C, es tan-
gente a la envolvente E en su punto caracteristico. Para compro-
barlo, empezaremos sefialando que, correspondiendo a cada curva
es decir a cada valor de A, un punto caracteristico diferente, y
siendo éste un punto de E, A puede tomarse como parametro varia-

H
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ble sobre la envolvente, correspondiendo a cada valor de A un punto
de la envolvente misma. Por tanto, siendo Py(x, y) un punto mévil
sobre la envolvente, sus coordenadas seran funciones de )\

x=x(\), =y(M)

y estas expresiones paramétricas dan precisamente la ecuacién de la
curva E. Sobre E es valida la ecuacién (148.1). que derivada con
respecto a A da

o dx  of dy | B _g.

axd. Ty an T T’
pero sobre E la ultima derivada parcial es nula por (148.5), de
modo que resulta

of dx | of dy

dx dv ' 9y dr T

gradf.dP = 0. (148.6)
Siendo grad [ normal a la curva C, en P, y dP tangente a la curva
E en Py, (148.6) expresa la ortogonalidad entre esas dos rectas v
consecuentemente la coincidencia de las tangentes a las dos curva‘s
E y C, en su punto comin P
con esto queda comprobado lo que
se queria demostrar.

Una dltima observacién impor-
tante: si bien la envolvente satis-
face las ecuaciones (148.5), no to-
dos los puntos cuyas coordenadas
satisfacen a dicho sistema pertene-
cen necesariamente a la envolven-
te. En efecto supongamos que
todas las curvas de la familia C,
posean un punto doble. Entonces
dos curvas muy préximas tendran,
ademas de la interseccién P, otras dos intersecciones M y N que,
al acercarse indefinidamente las dos curvas, tenderan hacia el punto
doble de ellas. Por tanto, al aplicar el proceso anterior para en-
contrar la envolvente E, se encontrard al mismo tiempo la curva
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D, lugar geométrico de los puntos dobles; el sistema (148.5) in-
cluye también esta curva D, y en general el lugar geométrico
de todos los puntos singulares de las curvas de la familia.

149. Envolventes de superficles. La ecuacién
Hx.y.z.0) =0 (149.1)

al variar el parametro \. representa una familia de superficies.
Repitiendo con modificaciones evidentes el razonamiento hecho en
el caso de las curvas planas (No. 148), se comprueba que la inter-
seccién de una de estas superficies, correspondiente al valor A = A,
del parametro, con la superficie infinitamente préxima de la familia.
serd generalmente una curva, llamada curva caracteristica. cuya
ecuacién estd dada por el sistema

Fx,y.2.0) =0, [i’—f(x,y,z,u] —0. (149.2)

ar A=he

El conjunto de todas las curvas caracteristicas determina una su-
perficie, que se llama superficie envolvente; su ecuacién estd dada
por el sistema (con )\ variable)

Flx.y.2.2) =0. -;’Tf(x,y,z,x) =0 | (149.3)

Esta superficie es tangente a todas las superficies de la familia.
La ecuaciébn (149.3) incluye ademas el lugar geométrico de todas
las curvas singulares de la familia de superficies considerada.

150. Envolventes de curvas alabeadas. Una familia de curvas
alabeadas, variables con el parametro A, tiene ecuacién dada por
un sistema del tipo

f(x,9,2,0) =0. g(xy,z)\) =0. (150.1)

Diremos envolvente de esta familia de curvas una curva E a la
cual todas son tangentes. Para determinar la ecuacién de la envol-
vente, tenemos que razonar nuevamente de manera analoga al No.
148. La variante consiste en observar que, siendo ahora la curva
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alabeada correspondiente a \ = Ao, la interseccién de las dos super-
ficies f(x, y.2. M) = 0y g(x, 4,2 ) = 0, sus puntos caracteristi-
cos han de ser los puntos comunes a las dos curvas resultantes de
la interseccién de la superficie f(x. y, z, Ag) = 0 con su infinitamente
proxima, y de la interseccién de la superficie g(x, y,z, A\s) = 0 con
su infinitamente préxima; de donde sigue de inmediato (No. 149)
que en dichos puntos han de quedar satisfechas las cuatro ecuaciones

Flx. g 2. 0g) = 0. [—:—xf(x. . z,)V)]M ~0

glx.y 2.0) =0. [—a%g(x- g2 )] =0

Por tanto los puntos de la envolvente deben de satisfacer al sistema

_ —o, O 9
Hx.y.2z.0) =0, g(x,y.2,0) =0, 87\._0 3},_0

(150.2)

Supongamos ahora que se quiere hallar la envolvente de la fa-
milia constituida por todas las curvas caracteristicas de un sistema
! de superficies. Si la ecuacién de las superficies es la (149.1),
la_de las curvas caracteristicas es la (149.2), obteniéndose una
curva caracteristica por cada valor de Ay asi que la familia de
las curvas caracteristicas tiene ecuacién dada por el sistema (149.3).
Comparemos este sistema (149.3) con el sistema (150.1): se ve
que el primero es-del tipo (150.1), siendo

g%, 9. 2,) = —a—[(x. y.2,).

Luego en este caso el sistema de ecuaciones (150 2) que da la
envolvente se transforma en

Fx.g.22) =0, g{—_o gkﬁ_o (150.3)

sistema que tiene tres ecuaciones en lugar de cuatro.
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Un ejemplo interesante de envolvente de curvas caracteristicas
se tiene cuando las superficies de la familia son planos. Entonces la
ecuacién (149.1) es del tipo

a(Mx+b(My+c(M)z+d(r) =0 (150.4)

siendo los coeficientes a, b, ¢, d funciones del parametro A. Las cur-
vas caracteristicas son, por la férmula (149.2). las rectas intersec-
ciones de estos planos con los otros

ax+by+cz4+d=0. ) (150.5)

indicando los apices derivaciones con respecto a M.

Al variar ), el sistema de ecuaciones (150.4) y (150.5) repre-
senta la superficie formada por todas estas rectas caracteristicas.
que es la superficie envolvente de la familia de planos (150.4). La
curva envolvente de las rectas caracteristicas es por (150.3) la que
satisface al sistema de las dos ecuaciones anteriores y simultanea-
mente a la tercera ecuacién

a’x +b"y+c"z+d" =0. (150.6)

Esta envolvente sera por lo general una curva alabeada.

151. Superficies desarrollables. Llidmase superficie desarrolla-
ble toda superficie envolvente de una familia de planos, o sea de un
sistema de planos dependientes de un solo parametro variablec.
El nombre se debe al hecho que, si se giran sucesivamente todos los
planos de la familia, cada uno alrededor de su recta caracteristica
de modo que vaya a sobreponerse al plano infinitamente préximo.
todos los planos se reducen a uno solo y la superficie se vuelve pla-
na sin haberse estirado ni encogido en ninguna parte. Por esto las
superficies desarrollables se llaman a veces superficies aplicables
sobre un plano. Las rectas caracteristicas mencionadas son las ge-
neratrices de la superficie desarrollable. Lo que acabamos de ver al
final del No. 150 comprueba que toda superficie desarrollable
es el lugar geométrico de las rectas tangentes a una curva alabeada
conveniente,

Viceversa, es facil comprobar que el lugar geométrico de las
rectas tangentes a toda curva alabeada es una superficie desarro-
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llable, y que esta superficie es precisamente la envolvente de los
planos osculadores a la curva. En efecto. dos planos osculadores
infinitamente préximos se cortan en una tangente a la curva, que
por tanto es recta caracteristica para el plano osculador que le
corresponde.

Esta generacion de las superficies desarrollables permite que
nos hagamos una idea clara acerca de su forma. Por cada punto
de un arco AB de curva alabeada tracemos la tangente. y conside-
remos de esta tangente tan sélo
una semirrecta determinada, por
ejemplo la que esta dirigida en el
sentido que va de B hacia A. El
lugar geométrico de todas estas
semirrectas constituye una falda
S, de superficie, limitada por el
arco AB y las semirrectas tan-
gentes extremas AA’ y BB’. Ana-
logamente tomando las otras se-
mitangentes, hallamos la falda S,,
limitada por AB y las semirrec-
tas tangentes AA” y BB”. Ahora,
si por un punto C del arco AB
tomamos un plano cualquiera T,
éste cortard las dos superficies
S y S, segin dos curvas DC y
CE que se unen en C, formando
alli una ciispide o punto de retro-
ceso. Por tal motivo la curva envolvente AB se llama a veces
arista de retroceso de la superficie desarrollable constituida por
sus tangentes.

Determinaremos a continuacién la ecuacién diferencial de las
superficies desarrollables. Sea una superficie desarrollable S; lla-
memos, como en el No. 16, X, Y, Z las coordenadas cartesianas
de un punto cualquiera del espacio, x, y, z las de un punto que
pertenece a la superficie. La ecuacién de un plano tangente genérico
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a la superficie es la (16.2), que podemos escribir, con notacién
(88.2),

Z—z=p(X —x) + q(Y — y). - (151.1)

Esta ecuacién depende de los dos parametros p y q. variables
sobre la superficie. Pero los planos tangentes a una superficie des-
arrollable constituyen, como sabemos, un sistema !, por lo que su
ecuacién tiene que poderse escribir bajo la forma (150.4), depen-
diente de un solo parametro. Esto implica que los coeficientes p y
q de la ecuacién (151.1) no pueden ser independientes, sino que
estaran ligados por una conveniente relacién funcional, que escri-
biremos

= ¢(q).

Derivando ambos miembros de esta relacién con respecto a x y
con respecto a y, sucesivamente queda

dp _ do 9q dp __ do dq

dx — dq ax’' 3y  dq 9y’
es decir, por (130.2),

I == ——

de donde, eliminando dg/dq, es obtiene rt — s> = 0, o sea

2
3z 32 ( 9z )2 (151.2)

3x? 3y — \axdy

Esta ecuacién diferencial del segundo orden en las derivadas par-
ciales es valida sobre toda superficie desarrollable. Se comprueba
facilmente que, viceversa, si sobre una superficie es valida esta
relacién, entonces la superficie es desarrollable. Luego (151.2) es
la ecuacidn caracteristica de las superficies desarrollables.
Llamanse superficies regladas todas las superficies constituidas
por un sistema oo! de rectas. Analiticamente, una superficie reglada
puede considerarse el lugar geométrico de las rectas de ecuacién

x=a(l)z « b(N), y=c(N)z+d()\), (151.3)
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cuyos coeficientes a, b, ¢, d dependen del parametro variable ar-
bitrario A. El sistema (151.3) puede también interpretarse como
ecuacién de una recta mévil que con su movimiento engendra la
superficie, y que por lo tanto se llama generatriz de ella. Las super-
licies desarrollables son superficies regladas particulares, y pre-
cisamente esas superficies regladas cuyas generatrices poseen una
curva envolvente.
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II. GEODESICAS, ASINTOTICAS Y LINEAS DE CURVATURA

152. Teorema de Meusnier. Nos proponemos ahora estudiar
la geometria de las superficies. a través del analisis de las curvas
que pueden trazarse sobre ellas.

La consideracion de una superficie de apoyo que contiene una

linea simplifica el estudio de la curvatura de la linea misma. En
efecto, si una linea L pertenece a una superficie S, entre el vector
t tangente a L en un punto Py
el vector N normal a la superficie
en P subsiste la relacién de orto-

gonalidad
t-N=0,
y luego, derivando con respecto
al arco s,
dt dN
F;-N--{—t-(—{;_-zo (152.1)
v multiplicando por el radio de curvatura r de la curva L en P
dt dN
r(—i;-.’v-krl-a—_o.

Pero, por (144.4), el primer sumando no es otra cosa que el pro-
ducto n - N de dos vectores unitarios, el que esta dirigido segtn
la normal principal a la curva y el que estd dirigido segin la
normal a la superficie. Indicando con (n,N) el angulo entre ellos,
la relacién anterior puede luego escribirse

cos (n. V) +rl-%1::e=0

o sea
cos (n,N) dN
—_— = — . — .
r ds
Ahora, sea L’ una segunda curva superficial, que pasa por Py
tiene alli la misma tangente £ que tiene L. sea r’ su radio de curva-

tura y n’ su normal principal en P. Puesto que para L y L’. los vec-

(152.2)
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tores £ y N y el elemento de arco ds en el punto P son los mismos,
resulta de (152.2) que

cos (n, N) _ cos (n'. V) (152.3)
r - 7o '

S1 ademas las dos curvas tuviesen en P el mismo plano osculador,
coincidirian sus normales principales n y n’ y luego resultaria de
(152.3) que también serian iguales sus curvaturas. Esto acontece
en particular si se toma como curva L’ la seccién de la superficie S
con el plano osculador a la curva L en P. Podemos concluir que una
curva superficial cualquiera tiene en cada uno de sus puntos la
misma curvatura que la seccidn plana de la superficie con el plano
osculador a la curva en ese punto.

Para estudiar cémo varia la curvatura de diferentes curvas
superficiales que pasan por el mismo punto P, basta por tanto es-
tudiar lo que pasa con convenientes secciones planas de la superfi-
cie en P. Empecemos consideran-
do aquéllas obtenidas por un haz
de planos que pasan por la misma
tangente PP’ a la superficie. Entre
éstas debe de haber una, PQ. cuyo
plano PP'Q contiene la normal ¥
a la superficie; ésta se llama sec-
cién normal de la superlicie en P.
Llamado R su radio de curvatura r’.
y siendo para ella n’ = V. reem-
plazando en (152.3) se obtiene

cos (n,N) _ 1 -
=Rt =g | U524)

Este resultado, conocido bajo el nombre de teorema de Meusnier,
puede escribirse r = Rcos (n,N), de donde resulta que el centro
de curvatura de una seccion plana oblicua de la superficie en un
punto P se obtiene proyectando ortogonalmente, sobre el plano
de dicha seccion. el centro de curvatura de la seccion normal que
tiene la misma tangente en P.

et oA i A S B L S S R S
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Mas arriba se habia observado que es posible reducir el calculo
de la curvatura de una linea superficial alabeada al de una sec-
cién plana; ahora acabamos de ver cémo el calculo de la curvatura
de esta ultima se reduce al de la curvatura de una seccién normal
conveniente. Por tanto basta conocer las curvaturas de todas las
secciones normales de la supetficie en un punto P de ella, para
poder deducir la curvatura de cualquier otra linea superficial en
ese punto.

En lo sucesivo, nos limitaremos a tratar con secciones normales
Gnicamente (las obtenidas cortando la superficie con el haz de
planos por N), haciendo la convencién de suponer el radio de cur-
vatura positivo si esta dirigido como N, negativo si esta dirigido
en el sentido opuesto. Para toda seccién normal, se deduce de

(152.4) y (152.2)

L,
R~ " ds

o sea, recordando las relaciones (143.2) y (143.3)
1 dP . dN

férmula que sera ttil mas adelante.

153. Varlacién de un arco de curva perteneciente a una
superficie. Consideremos una superficie S y por dos puntos fijos
A, B de ella un arco de curva AB todo perteneciente a la super-
* ficie. Si indicamos con dP un des-
plazamiento infinitésimo tangente
al arco, la longitud del arco AB
resulta, por (143.1),

s = jjmod dP

siendo la integral curvilinea exten-
dida al arco considerado. Supon-
gamos ahora que el arco AB se de-
forma sin abandonar la superficie.
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hasta alcanzar una posicién infinitamente préxima A’C'B’. Esto se
consigue dando convenientes desplazamientos infinitésimos superfi-
ciales 8P a todos los puntos de la curva (el simbolo § indica un
desplazamiento sobre la superficie, pero fuera de la curva inicial)
El nuevo arco A’B’ tendra una longitud diferente de la de AB. La
variacion de la longitud de arco sera
B B B B
8545 = f mod dP — f mod dP = § j mod dP :j § (mod dP).
A’ A A A

(153.1)

Pero
(mod dP)? = dP?

y diferenciando ambos miembros con el operador &

2moddP - 3 (moddP) = 2dP - 8dP,

o sea por (143.1)

ds . 8§ (moddP) = dP .- 8 dP
y despejando '

5 (moddP) = 2F . &ap. . (153.2)
Reemplazando en (153.1), se llega a
Bdp
SbAB = 54?? . BdP,

e integrando, por partes, previo intercambio de los operadores § y d
resulta la importante férmula

dp

B
Ssap = [TE . 8P ]‘_ LLGK V-3 (153.3)

8 d’P
5 A dSz

154. Geodésicas de una superficie. Llamanse geodésicas dc
una superficie las curvas que, como las rectas en el plano y los circu-
los maximos en la esfera, ofrecen el camino mas corto (distancia
superficial minima) para pasar de un punto a otro de la super-
ficie, sin salir de ella. Expresandonos con mas exactitud, considere-
mos una superficie S y dos puntos A y B fijos sobre ella: se definc
como “arco geodésico” de extremos A y B sobre la superficie al arco




284 GEOMETRIA DIFERENCIAL [CAP. VI

tal que, al pasar de él a los arcos infinitamente préximos con los
mismos extremos. la variacion de la longitud 8s,p resulta nula.
Se obtiene inmecdiatamente que condicién suficiente para que un
arco sea geodésico es que resulte

-‘fl—zs’-:.ap.—_o (154.1)

idénticamente para todo punto P del arco, cualquiera que sea su
desplazamiento 8P sobre la superficie. En efecto en tal caso la rela-
cién (153.3) se hace

' dP 5
855 = [?i? . 8P ]A. (154.2)

Pero A y B son puntos fijos que no se desplazan, y por tanto su
8P es nulo, quedando
SSAB = 0 ,

que es la ecuacion del arco geodésico.

Es importante observar que una misma curva puede realizar la
distancia superficial minima entre dos de sus puntos, y no entre
otros dos. hecho evidente si pensamos por ejemplo que sobre una
esfera agujerada, un arco de meri-
diano mayor de un semimeridiano
y con extremos en los bordes del
agujero realiza la distancia mi-
nima entre dos de sus puntos A,
B que disten menos que un semi-
meridiano, pero no entre dos A, C
que disten mas. '

Si recordamos que por (143.3)
se tiene

P _ d
ds® ~ ds’
podemos interpretar (154.1) diciendo que, si consideramos un punto

P de una superficie S. una geodésica g que pase por el y el vector ¢
tangente en P a ella, el vector derivado dt/ds, que es normal a ¢
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(ver No. 143), tiene que resultar normal también al desplazamiento
superficial 8P, y por tanto serd nornal a la superficie S, coincidien-
do en direccién con la normal ¥V a la superficie en P. La expresién
(154.1) puede luego escribirse bajo

la forma equivalente ‘%i
dt -
LXN=0. (154.3)

Pero sabemos (ver férmula (144.4))
que dt/ds es también paralela a
la normal principal n a la curva
g en P y por tanto estd en el
plano osculador. Podemos concluir.
con Juan Bernoulli, que el plano
osculador a una geodésica en cada
uno de sus puntos contiene la normal a la superficie en esc punto.

La propiedad anterior es caracteristica de las geodésicas, que
pueden definirse precisamente como las curvas de la superficie tales
que en cada uno de sus puntos el plano osculador contiene la
normal a la superficie misma. Esta propiedad, observada por Clairaut
en 1733, se utilizé en el siglo XVIII para trazar geodésicas sobre la
superficie terrestre, para lo cual los geodestas iban clavando una
sucesion de balizas verticales muy préximas entre. si, de tal modo
que cada una fuera ocultada por la anterior; con esto se logra
localizar la linea mas corta entte dos puntos de la Tierra, sin ne-
cesidad de conocer previamente la forma de ésta.

Resulta inmediata la comprobacién de lo que se habia afirmado
antes, a saber que sobre un plano las geodésicas son las rectas, ya
que para todas las demas curvas el plano osculador es el plano
mismo, y no puede contener sus propias normales. Sobre una es-
fera, las geodésicas son los circulos maximos, ya que han de ser
curvas cuyo plano osculador contenga el radio. y por tanto pase
por el centro de la esfera.

Sobre un cilindro circular, el plano osculador de una geodésica
tiene que contener en todo punto la normal al eje del cilindro. Esta
propiedad es comun a todas las hélices circulares que se pueden
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trazar sobre el cilindro (una hélice circular es la linea descrita por
un punto que se mueve sobre el cilindro, siendo animado contem-
poraneamente por dos movimientos uniformes: uno de traslaciéon
paralelamente al eje del cilindro y otro de rotacién alrededor del
mismo). En este caso es facil ver que existe una infinidad de arcos
de geodésica entre dos puntos dados sobre la superficie; pero de
estos arcos tan sélo uno (el que no alcanza a dar mas de media
vuelta al cilindro) realiza el minimo.

Es interesante la siguiente consecuencia mecanica. Supongamos
que una particula P se mueve sin [riccion sobre una superficie por
efecto de una velocidad inicial y de la reaccién de la superficie
misma, pero sin que existan fuerzas activas sobre ella; entonces la
particula recorre con velocidad constante una geodésica de la super-
ficie. La explicacién de este fenémeno resulta inmediata al recordar
gue la aceleracion, por lo expresado al final del No. 144, esta siempre
contenida en el plano osculador a la trayectoria, de modo que
también la fuerza total, que esta dirigida como la aceleracién, estara
en dicho plano. Pero esta fuerza total se reduce en el caso presente
a la reaccién que, por la ausencia de friccién, queda normal a la
superficie. La trayectoria serd por tanto una curva cuyo plano
osculador en cada punto contiene la normal a la superficie, a saber
una geodésica. Ademéas siendo la normal a la superficie también
normal principal de la curva en el punto (por estar en su plano
osculador), la aceleracién resulta puramente normal, o sea la ace-
leracién tangencial es nula, y de esto sigue que la velocidad del
movimiento es constante en magnitud.

Con razonamiento analogo se comprueba que, si apoyamos so-
bre una superficie lisa y sin friccion un hilo no extensible, bajo
la accién de fuerzas que lo tiendan en sus extremos, si éstas son
grandes con respecto al peso del hilo, el hilo se dispone siguiendo
una geodésica de la superficie. En efecto el hilo alcanza al equi-
librio sélo cuando la presién resultante de la tensién, que esta dirigi-
da segun el plano osculador, resulta perpendicular a la superficie.

Siendo que al salir la particula P de un punto determinado
de la superficie con velocidad inicial determinada, su recorrido
resulta perfectamente definido, queda justificado bajo el punto de
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vista mecanico el teorema siguiente, que podria comprobarse por
métodos geométricos: por un punto dado de una superficic y con
una tangente dada, pasa por lo general una y tan sélo una geodé-
sica. Por tanto, de cada punto de una superficic salen generalmente
infinitas geodésicas, una por cada direccion. y éstas no se cortan
cntre si, por lo menos en una vecindad inmediata del punto; en
este sentido dichas curvas realizan efectivamente el camino super-
ficial de longitud minima entre el punto dado y otros puntos
proximos a él. En las geodésicas gue hemos mencionado: las
rectas sobre el plano, fos circulos maximos sobre la esfera y las
hélices circulares sobre el cilindro, vemos ejemplos claros de este
hecho.

155. Coordenadas geodésicas. Sea una geodésica sobre una
superficie; por lo anteriormente dicho. por cada punto de ella pasara
una geodésica perpendicular a la primera. Sobre cada una de las
geodésicas normales. midamos, a partir de la primera, pequefios
arcos todos iguales: vamos a comprobar que los extremos de ellos
pertenecen a una linea de la superficie que corta en angulo recto to-
das las geodésicas normales. :

La mencionada propiedad es
valida con todo rigor siempre que M’
los arcos considerados sean de M
longitud infinitamente pequefia. 6P
En efecto, sea AB la geodésica A
inicial y dP la longitud del arco ar
infinitamente pequefio AB de ella. 6P v
Sean AM, BN los arcos de geo- &
désica normales en A y B, de lon-
gitud 8P. Estos arcos, por ser M
y N muy préximos a A y B, dan cp
seguramente la distancia minima
entre Ay M. By N de modo
que las variaciones de las longi-
tudes 8suy Yy 8ssny de estos arcos han de resultar nulas. Igualando
a cero las expresiones (153.3) correspondientes, y tomando en

ap

dpo
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cuenta que sobre ellos. por ser arcos geodésicos, vale la (154.1),
resulta

dp M dp
(% 8rl,=0 [ =0.

Por otro lado se tiene por la ortogonalidad supuesta que. en A
y en B, (dP/ds) - 8P = 0. Luego por sustitucién en (155.1) que-

da también

- 8P|

N
B

[%‘_s'i.sp]uzo, [%'BP]N=°' (155.1)

lo que expresa que la linea MN corta en angulo recto las lineas
AM y BN, que es lo que se queria demostrar.

Ahora, si a partir de todos los puntos M, N. ... de la nueva
linea se vuelven a trazar arcos de geodésicas MM’, NN’ ... nor-
males a ella y se repite la operacién anterior, se obtiene una nueva
linea M’N’ normal a las geodésicas AMM’, BNN’. . ., etc. Todas las
lineas MN, M’N’, ... asi construidas se dicen ser geodésicamente
paralelas entre si. Si consideramos por un lado la familia de curvas
superficiales constituida por la geodésica AB y todas las curvas
geodésicamente paralelas a ella, y por otro lado la familia constituida
por las geodésicas AMM’, BNN’ y analogas, obtenemos una red de
curvas mutuamente ortogonales sobre la superficie, tal que por cada
punto de la superficie pasa una y sélo una curva de cada familia.
cortandose las dos en angulo recto. Es frecuente tomar un sistema
de este tipo como sistema curvilineo de referencia para la localiza-
cién de todos los puntos de la superficie; se dira entonces que se
dispone de un sistema de coordenadas geodésicas. De este tipo
es por ejemplo el sistema de paralelos y meridianos sobre la esfera
terrestre: el ecuador es la geodé-
sica inicial. los paralelos son las
lineas geodésicamente paralelas
entre si y los meridianos las geo-
désicas normales.

En el caso limite en que la
geodésica inicial se reduce a un
punto A, las geodésicas ortogonales resultaran siendo todas las geo-
désicas que salen de dicho punto. Entonces las curvas geodésica-
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mente paralelas que las cortan en angulo recto se cierran sobre si
mismas. y se llaman circulos geodésicos. Un sistema ortogonal de
curvas de este tipo puede también tomarse para referencia de los
puntos de la superficie, constituyendo lo que se llama un sistema
de coordenadas geodésicas polares. La red constituida por me-
ridianos y paralelos de la esfera terrestre en proximidad de un polo
es un ejemplo de coordenadas geodésicas polares.

156. Curvatura geodésica. La curvatura de una linea alabeada
resulta de la férmula (144.3)

1 de

- = mod - .

r ds
Pero dt/ds es perpendicular al vector unitario tangente t y al vec-
tor binormal b. de modo que la férmula anterior puede expresarse por

medio de un producto mixto:
1 dt :

Si consideramos una curva L perteneciente a la superficie S y en
cada punto de ella el vector unitario N normal a la superficie, el pro-
ducto analogo al anterior, sélo que en él se reemplaza b por N,

1 dit
-r_;—<a_§XN) -t (156.2)

representa la que se suele llamar curvatura geodésica relativa a la
linea L de la superficie S. Evidentemente, mientras que la curvatura
(156.1) esta determinada univocamente para toda curva, la (156.2)
depende también de la superficie S, de modo que una curva L ten-
dra una curvatura geodésica diferente por cada superficie que se
haga pasar por ella.

Supongamos que L sea una geodésica para la superficie; reem-
plazando (154.3) en (156.2), resulta entonces que 1/r, = 0. Por
tanto las geodésicas gozan de la propiedad de que su curvatura
geodésica es nula en todos sus puntos, propiedad que generaliza la
de las rectas, cuya curvatura (en el sentido ordinario) 1/r es nula.
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Consideremos ahora el plano T tangente a la superficie S en un
punto P de una curva L cualquiera de ella y proyectemos dicha

curva ortogonalmente sobre 7. Sea L, la curva proyecciéon. La

curvatura (156.1) de esta curva
plana en el punto P es idéntica
a la curvatura geodésica (156.2)
de la L en P, puesto que su bi-
normal es normal a T y por tanto
coincide con la normal N a la
superficie S en P. Esta observa-
cién permite reducir el calculo de
la curvatura geodésica en un pun-
to al de la curvatura ordinaria
de una curva plana que pasa por
ese punto.

157. La involucion de Dupin. Consideremos sobre una super-
ficie S una linea L y un punto P sobre ella. Sea t el vector unitario
tangente a L en P y T el plano tangente a la superficie en P. Con-
sideremos ademas otro punto P’ sobre L, proximo a P, y el plano
T’, tangente a la superficie en P’. Los planos T y T’ tendran una

interseccién: la recta r. Si P, mo-
viendose sobre la linea L, tiende
hacia P, entonces la recta r ten-
dera hacia una posicién limite que
pasa por P. Tomemos sobre esta
recta limite un vector unitario .
En cada punto P de L existe asi
un vector ¢ bien determinado, y
éste ha de resultar el mismo para
todas las curvas superficiales L
gue pasan por P teniendo alli una

misma tangente t. En otras palabras, a cada vector ¢t que sale de
P y esta en el plano tangente T corresponde un vector t' bien
determinado, que sale de P y esta en el mismo plano; los dos vec-
tores ¢ y ¢ se llaman vectores conjugados en la correspondencia.
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Podemos obtener una representaciéon analitica de la correspon-
dencia sefialada, procediendo como sigue. Llamemos dP el des-
plazamiento elemental sobre la curva L en P, N el vector unitario
normal al plano T (y luego a la superficie) en P, QP el despla-
zamiento elemental sobre la recta r. Supongamos P y P’ infinitamen-
te préximos entre si, y que sea N 4 dN el vector normal al plano T”
(y luego a la superficie) en P’. En el limite, cuando P’ llega a
coincidir con P, el vector P adquiere la direccién ¢, y tienen que
realizarse simultaneamente las dos condiciones de ortogonalidad

QP . N=0; QP .(N+dN)=0.

Aplicando a la segunda expresién
la propiedad distributiva (3.4) y %\\ 90"

restando de la primera, se obtiene o e

SP . dN =0 (157.1) N
o sea que SP y dN son ortogona- 5P z
les. Esta férmula representa indi- P
rectamente una relacién que liga ap
entre si los dos vectores conjuga- !
dostyt.

La correspondencia entre los vectores & y ¢’ goza de la impor-
tante propiedad de ser reciproca, en el sentido que se aclara a
continuacién. Para cierta direccién tangencial ¢, la posicién limite
de la interseccion de los planos tangentes es t’; ahora bien, si por el
contrario acercamos P’ a P segin una linea cuya tangente sea
¢, la posicién limite de la interseccién de los planos tangentes sera
precisamente £. En efecto, sean dP y 8P dos desplazamientos
superficiales, segin ¢ y ¢ respectivamente. Por su ortogonalidad
con la normal a la superficie en P, tenemos

dP .N=0, SP.N=0.
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Diferenciemos la primera igualdad en la direccién ¢, la segunda
en la direccién t y restemos, tomando en cuenta que dSP = 8dP;

resulta
dP . N — 8P .dN =0, (157.2)

de modo que, si es valida la relacién (157.1) (correspondencia
entre ¢ y t') también lo es la

dP . 6N =0 (157.3)

que afirma la correspondencia reciproca entre ¢’ y t. La correspon-
dencia entre ¢t y ¢’ es por tanto univoca y reciproca, o sea biunivoca;
la relacién que ella establece entre todas las rectas orientadas co-
mo los vectores t y ¢’ que salen de un mismo punto P de una super-
ficie se llama involucién de Dupin.

En la involucién de Dupin hay pares de rectas conjugadas
que tienen importancia particular. Estas son

a) las rectas unidas, o sea aquéllas que coinciden con su con-
jugada,
b) las rectas que resultan perpendiculares a su conjugada.

Demostraremos en el No. 158 que las rectas unidas no pueden
ser mas que dos (siempre que las rectas del haz no sean todas
unidas, en cuyo caso la correspondencia es la identidad); la invo-
lucién se llama hiperbdlica si posee dos rectas urnidas, parabdlica
si posee una y eliptica si no posee ninguna. En cuanto a las rectas
conjugadas perpendiculares entre si, demostraremos en el No. 159
que existe precisamente un par de ellas (siempre que todas las
rectas no sean perpendiculares a sus conjugadas, en cuyo caso
se dice que la involucién es una involucién circular).

Comprobaremos ademas que las rectas mencionadas son tan-
gentes que envuelven lineas superficiales muy importantes: las
rectas unidas, llamadas tangentes principales, envuelven las lineas
asintdticas, las rectas perpendiculares entre si, llamadas tangentes
de curvatura, envuelven las lineas de curvatura.

158. Tangentes principales y lineas asintéticas. Para reco-
nocer las direcciones unidas de la involucién de Dupin, en las cuales
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t = t', o sea las tangentes principales, consideremos el plano T tan-
gente a la superficie en un punto P de ella y sspongamos que,
como en el caso de la figura, éste corte la superficie segiin una linea
L (que tendra en P un punto doble). Si hacemos de manera que el
punto P’ considerado en el No. 157 se acerque a P a lo largo
de la curva L, entonces es evidente
que la interseccion del plano T’
tangente a la superficie en P’ con
el plano T, tiende precisamente
a una tangente a la curva L en P.
Por tanto las rectas unidas en la
involucién de Dupin son las tan-
gentes en P a la curva interseccién
del plano tangente con la superficie. Si esta interseccién tiene en P
un nudo, entonces las rectas unidas son dos, la involucién es hiper-
bélica y el punto P se dice punto hiperbdlico, si la interseccién
tiene en P una caspide, hay una sola recta unida y la involucién es
parabélica (punto parabdlico), y finalmente si la interseccién

es un punto doble aislado la involuciéon es eliptica (punto elipti-
co). En el punto P de la primera figura la involucién de Dupin es
hiperbélica; en los puntos Q y R de las figuras siguientes es para-
bélica y eliptica respectivamente.

Las consideraciones anteriores permiten también reconocer facil-
mente qué lineas son las asintdticas, o sea las curvas envueltas
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por las tangentes principales. En efecto, si recordamos la defi-
niciéon de plano osculador dada en el No. 143 y tomamos en cuenta
lo que acabamos de decir acerca de la generacién de las tangentes
principales como interseccién-limite de planos tangentes, vemos que
el plano osculador de la asintdtica debera coincidir en cada punto
con el plano tangente a la superficie en ese punto, propiedad ésta que
puede tomarse como definicion de las asintéticas. Es interesante
observar que, mientras que las geodésicas, cuyo plano osculador
es normal a la superficie, son en cierto sentido las curvas superfi-
ciales mas levantadas, las asintéticas, cuyo plano osculador es
tangente a la superficie, son las méas tendidas. Sobre una superficie
puede haber o no asintdticas; en una zona de punto hiperbélicos.
hay dos familias de asintéticas pasando por cada punto una curva
de cada familia, en una zona de puntos parabélicos hay una sola
familia, que la cubre simplemente, y en una zona de puntos elipticos
no hay ninguna. Asi por ejemplo sobre una esfera no hay asin-
toticas. Si sobre una superficie hay una linea recta, ésta es segura-
mente una asintdtica, ya que
puede tomarse como plano oscu-
lador tedo plano que pase por
ella, y en particular el plano
tangente a la superficie en cada
uno de sus puntos. Por ejemplo
las generatrices de una super-~
ficie reglada constituyen para
ella una familia de asintéticas

La ecuacidon diferencial de
las asintdticas resulta inmedia-
tamente de (157.1), cuando se
tome en cuenta que el despla-
zamiento elemental dP sobre ellas es conjugado de si mismo en la
involucién de Dupin; queda

dP .dN =0 (158.1]

o sea a lo largo de una asintética los vectores dP y dN correspon-
dientes son perpendiculares entre si.
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159. Tangentes de curvatura. Vamos a comprobar a continua-
cién que la involucién de Dupin admite efectivamente un par de
rectas conjugadas perpendiculares entre si, o sea que en todo punto
de una superficie se tienen siempre dos tangentes de curvatura.
Supongamos con tal objeto que entre todos los pares de rectas
conjugadas exista uno cuyas direcciones, que indicaremos por los
desplazamientos elementales d,P, d,P relativos, sean perpendicula-
res entre si. Entonces

dP .dP =0. (159.1)
Pero por (157.1) y (157.3)
dP .d,N =0, d,P.-dN=0. (159.2)

Ahora, todos los vectores d,P, d,P, d;N, d,N, son perpendiculares
a la misma direccién N, y por tanto coplanares; asi que para que
sean validas simultineamente las relaciones (159.1) y (159.2) es
necesario que d\N y d,P sean paralelos, asi como también d:N y d,P.
Existirdn luego dos nameros m; y m, tales que

le =m le , dzN = m; dzP (159-3)

Por otro lado, operando sobre los vectores d,P y d,P por medio
de la homografia vectoral d¥/dP {No. 10), tenemos por (10.1)

dN dN
le = '-(1? le ’ dzN = ?IF dzP (159.4)
y luego comparando con (159.3)
dN dN
_JFle = m d;P, d—Pd2P = mzdzp . (1595)

Este resultado manifiesta que la homografia dN/dP transforma el
vector d,P en otro vector m; d,P que tiene la misma direccién
y el vector d,P en otro m; d,P que tiene también la misma direc-
cién. Lo mismo puede afirmarse evidentemente para el transformado
de cualquier otro vector que esté dirigido como d,P y d,P. Esto se
expresa diciendo que las direcciones de d,P y d,P son direcciones
unidas para la homografia dN/dP. El problema de encontrar las
direcciones conjugadas perpendiculares entre si de la involucidn
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de Dupin equivale por tanto al de encontrar las direcciones uni-
das de la homografia vectorial dN/dP. Gracias a esta observacién
resulta facil demostrar que las direcciones conjugadas perpendicula-
res d,P y d,P existen realmente.
Restemos las expresiones (159.2) miembro a miembro; tomando

en cuenta (159.4), queda

danN dN

dpP . (TP_dzP — d,P . Wd,P =0,

es decir, si tomamos el vector unitario i segin la direccién de d,P
y el vector unitario j segun la direcciéon perpendicular d,P,

(AN AV

P! T apt T

Supongamos que las transformadas de i y de j por la homografia
sean respectivamente

-Z—I;i =ani+ a,j
(159.6)
%j=a3,i+ anij.
Sustituyendo en la férmula anterior, resulta
i.(agi+apj)—j-(ani+anj) =0
o sea, efectuando los productos,
ay = ay . (159.7)

Ahora, si la direccién de cierto vector u es unida para la homogra-
fia dN/dP. debe existir, analogamente a (159.5). un nimero m
tal que

—Z—lp‘iuzmu. (159.8)

Si u = ud + u,j, tomando en cuenta las expresiones (159.6) vy
{159.7) podemos escribir esta relacién asi:

u(ayi + apj) + u.lani + apj) = m(u,i + u, j).
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Multiplicando escalarmente primero por i y después por j, se obtiene
u.an + u,a; = mu,

u.ap + u,anp = mu,
y luego

(ay — m)u, + apu, =0

apu, + (ap — mju, =0.

Este sistema de ecuaciones tiene un par de raices u, u, siempre
que sea

!

=0

ayp —m ap

I an ay —m
es decir
m* — (ay + ap) m + (ananp —a?) =0. (159.9)
El discriminante de esta ecuacién de segundo grado en m es
(an + an)? — 4(an an — a?) = an® + ax* + 4a? — 2ayan =
= (ay — an)?*+ 4a,72> 0.

Resultando el discriminante positivo por ser la suma de dos cuadra-
dos, (159.9) posee efectivamente dos raices reales m; y m,, que son
precisamente los coeficientes que permiten satisfacer las relaciones
(159.5). La existencia de dos direcciones conjugadas en la involu-
cién de Dupin y mutuamente ortogonales queda luego asegurada.

En el razonamiento anterior no se ha considerado la posibilidad
de que la relacidn (159.8) sea una identidad. cualquicra que sea el
vettor u. En tal caso todas las direcciones son unidas en la homo-
grafia dN/dP, y por tanto cada una de ellas es perpendicular a
su conjugada en la involucién de Dupin; en otros términos, la invo-
lucion de Dupin es entonces una involucidn circular. Un punto
de una superficie para el cual la involucién de Dupin es una in-
volucién circular se llama ombligo de la superficie. Ombligos son
por ejemplo todos los puntos de una esfera o los vértices de un
elipsoide de revolucién.
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160. Teorema de Euler. Considérense en un punto P de una
superficie, las dos tangentes de curvatura y la normal N a la super-
ficie. Se llaman planos normales principales los dos planos (perpen-
diculares entre si) que pasan por la normal y por cada una de las
tangentes de curvatura, secciones normales principales de la superfi-
cie en P las intersecciones de dichos planos con la superficie.

Llamaremos R(P) y R,(P) los radios de curvatura en P de
las dos secciones normales principales (radios principales de cur-
vatura). Para el calculo de dichos radios, podemos aplicar la férmula
(152.5), obteniendo con las notaciones del articulo anterior

1 _ dlp . d}]\’ 1 . llzl, . dzl\’
R=""ap R~ ap - 190D
de donde, reemplazando d,N. d;N por sus expresiones (159.3), re-
sultan las relaciones

Rl_ 1 Rz_ 2

(160.2)

que ligan las curvaturas principa-
les con los nimeros m; y my. Con- .
sideremos ahora la seccién normal
por P que forma el angulo w con
la primera seccidén principal y lla-

dP ;

: I\ z memos dP el desplazamiento ele-
' mental relativo. Resulta evidente-

p w 4P mente que, siendo mod dP =

mod d;P = mod dP,
dP = d\P cosw + d,Psenw .

Siendo por (159.3)los desplazamientos dIN paralelos a los dP
correspondientes, podremos escribir también

dN = d\Ncosw + d;N senw .

Reemplazando en (152.5), queda
1 _ (dyP cosw + dyP senw) - (d,N cosw + d,N sen w)

R ™ dP?
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y si efectuamos los productos, tomando en cuenta las (159.2).
1 dP . dN c d,P . d;)N

- os?w —

R=""ar —ar
Pero d;P? = d,P?> = dP?% luego por (160.1) resulta finalmente

senw .

—lﬁz—l—lcoszw+;€senzw (160.3)

Esta férmula expresa que la curvatura de una seccion normal
cualquiera en un punto P de una superficie es igual a la suma de
los productos de las curvaturas principales por los cuadrados de los
cosenos de los dngulos que la seccién normal considerada forma con
las secciones normales principales correspondientes. (Teorema de
Euler).

En el No. 152 habiamos visto que el calculo de la curvatura
de una linea superficial cualquiera se reduce al de una seccioén
plana y que el de una seccién plana se reduce, por el teorema de
Meusnier, al de una seccién normal. Por su parte el teorema de Euler
permite determinar la curvatura de una seccién normal cualquiera
conociendo las curvaturas principales. Por tanto es suficiente el
conocimiento de estas ultimas en un punto dado de una superficie
para determinar la curvatura que tiene alli cualquier otra linea de
la superficie que pase por el punto.

161. Lineas de curvatura. La consecuencia mas interesante
del teorema de Euler resulta en la comprobacién de que, entre
todas las secciones normales de una superficie en un punto, las
secciones normales principales son las que tienen curvatura maxima
y minima respectivamente. En efecto, para que se tenga un maximo o
un minimo de la curvatura, la diferencial d(1/R) ha de ser nula, o sea,
introduciendo para 1/R la expresiéon (160.3),

—Tg—senwcoswdw+R-£senwcoswdw=0
1 2

o también

en u cos (i —1—)—0
S w0~w Rz_Rl — .

o A R B R e T R R R A T R B e T e s 2D etz e
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Si R, = R,, las raices de esta ecuacién son
sen w = 0 (es decir la primera direccién principal)
cos w = 0 (es decir la segunda direccién principal)

con lo que queda comprobado lo que se queria demostrar. Si fuese
R, = R, resulta de (160.3) que no sélo las secciones normales
principales, sino todas las demas secciones normales también ten-
drian la misma curvatura. Este caso se presenta cuando el punto
es un ombligo de la superficie.

El resultado anterior confiere un interés especial a las lineas
de la superficie envueltas por las tangentes de curvatura. Estas
curvas, llamadas lineas de curvatura, constituyen dos familias:
la familia de las que corresponden a las secciones normales de cur-
vatura maxima y la de las que corresponden a las secciones normales
de curvatura minima. Por cada punto de la superficie pasa una
y solo una curva de cada familia y las dos se cortan en angulo

Q recto, ya que asi se cortan las tan-
S gentes de curvatura. Por ejemplo,
las lineas de curvatura de una su-
perficie de revolucién son sus me-
N ridianos y sus paralelos, corres-

a® pondiendo las primeras a secciones
P normales de curvatura minima, las
segundas a secciones normales de
’ / curvatura maxima.
De las ecuaciones (159.3) y
(160.2) se deducen las ecuaciones

diferenciales de las dos familias de
lineas de curvatura, bajo la forma

- dP -'____Llf__
dV == py N == 5p

De estas ecuaciones, conocidas con el nombre de férmulas de Olindo
Rodrigues, se desprende que si, partiendo de un punto P de la su-
perficie, nos movemos tangencialmente a una de las dos lineas de
curvatura que salen de P, la variacion dN del wvector normal

(161.1)




161-162} GEODESICAS, ASINTOTICAS Y LINEAS DE CURVATURA 301

a la superficie, que corresponde a un desplazamiento infinitésimo
dP, es paralela a dicho desplazamiento. Este hecho ya implicito
en las férmulas (159.3), es caracteristico de las lineas de curvatura:
para otras lineas, dV queda generalmente desviado con respecto a
dP. Las ecuaciones (161.1) pueden condensarse en una soéla:

tXdN =0 (161.2)

que constituye la ecuacion de las lineas de curvatura en su forma
mas sintética.

Esta propiedad diferencial de las lineas de curvatura permite
comprobar que sobre un plano cualquier linea es linea de curvatura.
ya que al moverse un punto sobre una curva plana L, los vectores
N normales al plano resultan todos paralelos entre si, de modo que
los vectores dN resultan nulos y la (161.2) queda satisfecha. En el
caso de una esfera, todos los circulos superficiales son lineas de
curvatura, por ser ¢ y dN tangentes a dos secciones normales
de un mismo cono en sus intersecciones con una generatriz, y luego
paralelos entre si; de cada punto sale por tanto una infinidad de
lineas de curvatura, hecho que ya podia preverse en cuanto, como
sabemos, la involucién de Dupin es entonces circular. El plano y
la esfera son las dnicas superficies en las que se tienen por cada
punto infinitas lineas de curvatura, ya que son las dnicas cuyos
puntos son todos ombligos. En las demas superficies los ombligos
son puntos excepcionales generalmente aislados, asi que por lo ge-
neral se tendradn por cada punto siempre dos y sélo dos lineas
de curvatura, y éstas perpendiculares entre si. Este resultado se
conoce como teorema de Monge.

162. Curvatura de una superficie. Gracias al teorema de Euler
(160.3), el conocimiento de los radios principales de curvatura
R, y R, en un punto P de una superficie permite conocer con
toda exactitud la curvatura de la superficie en proximidad de P
Sin embargo, mas que los radios principales en si, conviene utilizar
para las aplicaciones corrientes sus dos combinaciones

1 1 1
Rt X=grgm

H = (162.1)
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H se llama curvatura media, K se llama curvatura total. A conti-
nuacién sefialaremos una importante propiedad de la segunda, que
fue introducida por Gauss. Acerca de la curvatura media habla-
remos mas adelante (No. 171) y veremos cémo ella se relaciona
con la variacién de las areas de
/ trozos de superficie apoyados a un

contorno rigido fijo.

La curvatura de las lineas pla-
nas admite una interpretacién geo-
métrica interesante, que conviene
recordar ahora. Sea AB un arco
de una curva plana s, de longi-
tud As, y considérense todos los
vectores unitarios normales a la
curva en los puntos del arco. Por
un punto O tomado como origen,
tracense vectores unitarios parale-
los a los anteriores. Los extremos
de estos cubren un arco A’B’ del
circulo ¢ que tiene centro en O
y radio 1 (circulo indicador), arco
cuya longitud Ac es igual a la medida en radianes del angulo
Ap comprendido entre las tangentes a la curva s en los puntos
A y B. Reemplazando en la expresiéon (144.1) de la curvatura,
resulta

1 ., Ac dc

PTANE T ds (1622)
o sea que la curvatura es la derivada del arco del circulo indicador ¢
con respecto al arco s de la curva original.

Analogamente sea AS una regién de una superficie S, y consi-
dérense todos los vectores normales unitarios N en los puntos de
AS. Por un punto O tracense vectores unitarios paralelos a los ante-
riores con lo que se obtendrd una regién AC de la superficie
esferica C de centro O y radio 1. AC se llama imagen esférica de
AS y la esfera C, sobre la cual se trazan las imagenes esféricas
de la superficie, se llama indicatriz esférica.
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A cada punto P de la superficie S corresponde sobre la indica-
triz ese punto Q en el cual el radio de la esfera es paralelo al vector
N en P. Siendo que todo desplazamiento superficial sobre la es-
fera es normal al radio y por tanto a N, a todo desplazamiento dP
sobre S corresponde un desplazamiento dN sobre la indicatriz. Si se
traza sobre S la red de lineas de curvatura, toda figura AS puede
descomponerse en cuadros elementales de dicha red, cuadros cuya
area, si indicamos precisamente con dP y 8P los desplazamientos
siguiendo las lineas de curvatura que pasan por P, es

dS = |dP x SP| .

El area del elemento dC correspondiente sera por lo dicho antes
dC = |dN x 8N| .

Pero por las férmulas de Rodrigues (161.1), se tiene

dP x 8P

dN X 8N = —RER

v reemplazando en las relaciones antericres,

ds
dC_RﬁlT?—2
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y luego por (162.1)

dC
K= 95 (162.3)

Este resultado, formalmente analogo al (162.2). expresa que la
curvatura total es la derivada del area C medida sobre la indicatri:
esférica, con respecto al area S que le corresponde sobre la super-
Jicie original.

163. Teorema de Joachimsthal. El teorema de Joachimsthal
afirma lo siguiente: si la interseccion de dos superficies es una linea
de curvatura para cada una de ellas, entonces las superficies se
cortan bajo un angulo constante. Viceversa, si dos superficies
se cortan bajo un angulo constante y la linea de interseccion es
linea de curvatura para una de ellas, también lo es para la otra.

Vamos a demostrar este teorema. Sea P un punto de la inter-
secciéon de las dos superficies, N el vector unitario normal a la
primera superficie en P y N’ el normal a la segunda. Se tiene

d(N .N) =N .dN + N .dN . (163.1)

Ahora, si la linea de interseccién es linea de curvatura para ambas
superficies, los vectores dV y dN’ tienen que ser paralelos al vec-
tor dP tangente a ella, vector que a su vez es normal a N y a V';
luego dN y dN’ son normales a N y a N’ simultaneamente. Entonces
el segundo miembro de (163.1) se anula y resulta

d(N.N) =0 N.N =cte

lo que demuestra la primera parte del teorema.

Viceversa, supongamos que sea N . N’ = cte y que ademas la
interseccién sea linea de curvatura para la superficie cuya normal
es N. Entonces llamando R, su radio de curvatura, resulta por (161.1)

© AN =_ N P
N .dN=—N R;_O'

expresiéon nula por ser N’ perpendicular al vector dP, tangente a
la linea interseccién. Siendo ademas por hipétesis d(N - N') = 0.
reemplazando en (163.1), se obtiene

N.dN =0
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es decir dV’ es normal a N. Pero dN’ es también normal a N’ (por
ser N? = 1), y siendo normal a N y N’ es paralelo a dP. Este pa-
ralelismo asegura lo que queriamos comprobar, es decir que la inter-
seccién es linea de curvatura también para la segunda superficie.

164. Sistemas triples ortogonales de superficies. Entre las
superficies que se cortan bajo un angulo constante, las mas impor-
tantes son las que se cortan en angulo recto. De especial interés
son los sistemas triples ortogonales de [amilias de superficies, o sea
sistemas de tres familias tales que por cada punto P del espacio
pasa una y tan s6lo una superficie de cada familia, formando las
tangentes a las tres curvas intersecciones un triedro trirrectangulo,
con vértice en P. El sistema triple ortogonal mas conocido es el
de los planos x = cte, y = cte, z = cte normales a los ejes coorde-
nados de un sistema cartesiano ortogonal. Otro sistema sencillo es
el-de planos, conos y esferas obtenido tomando como primera fami-
lia el haz de planos por una recta fija, como segunda los conos
circulares con vértice en-un punto fijo de dicha recta, que tienen
como eje la recta misma, y como tercera familia las esferas con
centro en el vértice de los conos; sus curvas intersecciones dan esen-
cialmente las coordenadas esféricas que ya conocemos (No. 28).

Otro sistema triple ortogonal de gran importancia es aquél
cuyas superficies satisfacen la ecuacién

2 7 2
Pl wy Sl W

1, (164.1)

siendo A un parametro variable y a, b, ¢ numeros positivos tales
que a > b > c. Se trata de un sistema de cuadricas confocales, y
se comprueba facilmente que por cada punto del espacio pasan tres
superficies del sistema ortogonales entre si: un elipsoide, un hiper-
boloide de una falda y un hiperboloide de dos [aldas, ya que, si
reemplazamos en (164.1) las tres coordenadas del punto, obtenemos
una ecuacién de tercer grado en la incégnita A, que posee siempre
tres raices, una A; mayor que a, a la cual corresponde el elip-
soide, otra )\, comprendida entre a y b, a la cual corresponde el
hiperboloide de una falda y otra A; comprendida entre b y c, a la cual
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corresponde el hiperboloide de dos faldas. A cada punto del espacio
corresponden asi tres nimeros A;. Az, Az que suelen llamarse coor-
denadas elipticas del punto.

Como ultimo ejemplo. recordaremos los paraboloides represen-
tados por la ecuacion

2 2

y 2,
+ oy =2 (164.2)

p—Ar
siendo p y q constantes positivas y A un parametro variable. Por
cada punto del espacio pasan los tres paraboloides, ortogonales
entre si, que corresponden a los tres valores de A que son raices de
la ecuacion obtenida de (164.2) al reemplazar las variables x, y, z
por las coordenadas cartesianas del punto. Estos valores son las
coordenadas parabdlicas del punto.

165. Teorema de Dupin. Este importante teorema, que concier-
ne a las lineas de curvatura de las superficies que constituyen un
sistema triple ortogonal cualquiera, se enuncia asi: la interseccion
de dos superficies pertenecientes a
un sistema triple ortogonal es linea
de curvatura para ambas.

En efecto, sea P un punto de
la linea L interseccién de dos su-
perficies S’, S” del sistema, N’ y
N” los vectores unitarios norma-
les respectivos en P, y N el vec-
tor normal a la superficie de la
tercera familia que pasa por P.
Sean QP, OP y dP los desplaza-
mientos elementales a lo largo de
esas tres direcciones normales, pa-
ra los cuales

mod dP = mod 8P = mod OP . (165.1)

Por la ortogonalidad de las tres superficies, tendremos

N.NN=0 N.N“ =0, N .N=0,
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y diferenciando cada una de estas relaciones con respecto a la
tercera direccion
N.3NN+N .3N=0, N .dN"+N".dN' =0,
N”.8N 4+ N.8N"=0. (165.2)
Por otro lado

v~ 8P N —_OP
~ mod 8P ~ mod OP
y diferenciando
sopP oSP

W = mod SP 8N = mod 6P

Pero 8P = 8OP y los denominadores son iguales por (165.1);
luego
IN' = 8N .
Analogamente se comprueban las igualdades
dN” =N, ©oN=dN'.
Gracias a estas relaciones, podemos hacer que en el sistema

(165.2) aparezcan sélo los tres productos escalares N . 8N”, N’ . 3N,
N” . dN’; dicho sistema resulta asi

N.8N"+N .3N=0, N - -IN4+N’".dN' =0,
N’ .dN 4+ N.8N"=0. (165.3)
Este es un sistema del tipo general
A4+ B=0, B4+ C=0, C4+A=0,
para cuya resolucién, restando la segunda relacién de la primera
se obtiene A — C = 0 y sumando a la tercera se obtiene A = 0.

Asi se deduce también que ha de ser B=0 y C = 0. Por tanto
el sistema (165.3) se reduce a

N.8N" =0, N .3N=0, N’'.dN' =0.
De la dltima de estas relaciones se deduce que dN’ es perpen-

dicular a N”. Pero también es perpendicular a N’ (por ser N2 = 1);
luego dN’ ha de ser paralelo a N y por tanto a dP, y esto comprueba
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que la linea L es linea de curvatura para la superficie S’ (ver No.
161). Aplicando ahora el teorema de Joachimsthal, se deduce sin
mas que L es también linea de curvatura para S”, con lo que el
teorema de Dupin queda totalmente demostrado.

166. Lineas de curvatura que son geodésicas. Hemos estu-
diado entre las lineas importantes de las superficies a las geodési-
cas y a las lineas de curvatura. Puede darse el caso que una
linea de curvatura sea a un mismo tiempo una geodésica. Vamos
a demostrar que una linea que es simultaneamente linea de curva-
tura y geodésica para una super-
ficie determinada, tiene que ser una
linea plana.

En efecto, indicado con t el
vector unitario tangente a la linea
considerada en un punto P de
ella y con N la normal a la super-
ficie en P, tenemos por (154.3) y
por (161.2)

dt X N=0. txdN =
y sumando
dt X N+1xdN=0,

es decir

d(t X N) =0.

Pero por ser ta Mnea una geodésica, la normal N coincide con la
normal principal n a la linea, de modo que la tltima relacién indica
que el vector binormal

b=tXxXn

tiene que ser constante en direccién a lo largo de toda la linea.
Por tanto ésta es plana (ver No. 146).
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III. ANALISIS DE LAS SUPERFICIES POR MEDIO
DE COORDENADAS CURVILINEAS

167 Las formas cuadréticas fundamentales. Consideremos la
férmula (152.5) que expresa la curvatura de una seccién normal
de una superficie, o mejor su reciproca, que da el radio de curvatura

R= dp?
~ —dP . dN
El numerador y el denominador del segundo miembro son dos dife-
renciales cuadraticas de mucha importancia en el analisis de las
superficies, que nos proponemos estudiar a continuacién.
Establezcamos sobre la superficie un sistema de coordenadas
curvilineas u, v (ver No. 27), o sea elijamos dos parametros u, v
que varien con continuidad sobre la superficie, adquiriendo en cada
punto un valor bien definido el parametro u y otro bien definido
al pardmetro v. Las lineas u = cte
y v = cte constituyen dos fami-
lias de curvas, cada una de las
cuales cubre simplemente la super-
ficie, que pueden considerarse co-
mo lineas coordenadas.
Entonces un punto P cualquie-
ra de la superficie resulta funcién
de u y v, y podemos escribir

P,  oP ,
dP:sl?dll-i—WdU, (167.2)

por tanto el numerador de (167.1) resulta
oP)\? aP oP aP\?
2 — Lo o
dP_dP.dP_(au) duz+28u a~ud"d"+(au) dv?.

Si se observa que, indicando con ds la longitud del elemento de
arco de curva superficial que pasa por P y es tangente a dP,
se tiene dP? = ds?, y si se escribe, para abreviar,

E=(3P)2, F=9P 3P G:(_a_':)z, (167.3)

(167.1)

u ~ u v’ v
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se obtiene finalmente la expresién diferencial

dst = Edu* 4 2Fdudv + Gdv? (167.4)
Esta se llama la primera forma cuadritica fundamental de las su-
perficies.
El denominador de (167.1) puede desarrollarse asi:
_ P oP aN oN
_ 8P BN ., (3P 3N 9P N P N |,
=~ % @ —(Taz'?;Jf‘za?"a—u)d"d"—'s;'ﬁ‘Jdv
(167.5)
Si ponemos
_oP oN
(pa-z
,_ 1 /oP oN 9P @aN
10 =-7(5 %+ 5 %) (167.6)
w_ 0P 9N
D=

obtenemos de aqui la segunda forma cuadratica fundamental

— dP . dN = Ddu* 4 2D’dudv + D"dv? (167.7)

Siendo N perpendicular a todo desplazamiento tangencial sobre la
superficie, resulta

P _ P
N"g;;—o: N’E}"—-o

y derivando estas relaciones primero con respecto a u y después con
respecto a v,

N oP_ . OP ON WP _ . P

Bu " ou — T U u¥ du dv Jugdv
(167.8)

aN 9P _ . #P N 9P _ . oP

o w= "N e =N e
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De modo que reemplazando en (167.6), resultan estas nuevas ex-
presiones de los coeficientes de la sequnda forma cuadratica funda-
mental:
P
dudr’

P

"9 D" =N.

D=N D'=N

P
. (167.9)

S5

168. Casos de simplificacién de las formas cuadraticas. Es
muy importante observar que, si bien las dos diferenciales cuadra-
ticas dP* y —dP . dN, consideradas a través de su definicién vecto-
rial, se relacionan con la geometria de la superficie inicamente, siendo
independientes del sistema de coordenadas curvilineas que eventual-
mente se establezcan sobre la superficie misma, las expresiones de

E,. F, G, D, D', D” cambian con dicho sistema. Por ejemplo para el
plano, con coordenadas cartesianas ortogonales x. y. tenemos

ds? = dx? + dy,
mientras que con coordenadas polares ¢ 0, resulta
dx = d(rcos@) = cos0 dr — r sen § df
dy = d(rsenf) = sen8 dr + rcos0df
y elevando al cuadrado y sumando
ds? = dr? + 2df.
En otros términos, si ponemos u = x, v = y, el ds? del plano queda
ds? = di? + d? (168.1)

con E=1.F=0.G=1,y si ponemos u = r, v = 0, el mismo d+
queda

ds? = du? + uldv? (168.2)

con E=1,F=0 G =d
Supongamos mas generalmente que las coordenadas curvilineas
sobre la superficie sean dos familias de curvas muruamente ortogo-

nales. Entonces el desplazamiento dP a lo largo de una linea u = cte
es normal al desplazamiento GP a lo largo de una v = cte; siendo
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9P /9u el vector unitario tangente a v = cte, dP/dv el vector unitario
tangente a u = cte en P, lo anterior se expresa por la férmula
oP oP
u v
es decir, por (167.3), F = 0. La primera forma cuadratica funda-
mental se escribira entonces

ds* = Edu?® + Gdv* (168.3)

=0,

Viceversa si se tiene idénticamente F = 0, entonces 9P/du ha de
ser siempre perpendicular a dP/dv y por tanto las lineas coordenadas
son perpendiculares entre si: la condicién

F=0 (168.4)

caracteriza las coordenadas curvilineas ortogonales. Las coordena-
das cartesianas y polares en el plano son de esta especie, y efec-
tivamente vemos que los ds® correspondientes (168.1) y (168.2)
carecen de término en dudv.

Supongamos ahora que las dos familias de lineas coordenadas
sean conjugadas, en el sentido de que en cada punto de la super-
ficie las dos rectas tangentes a la linea u = cte y a la linea v = cte,
que pasan por el punto, sean conjugadas en la involucién de Dupin
correspondiente. Desarrollando entonces la expresion (157.3) de
manera analoga a la (167.5), tomando en cuenta las (167.6), y
considerando que, como resulta comparando entre si la segunda
y la tercera de las (167.8)

oN oP oN oP
Bu v  ov  ou’

se obtiene la ecuacion de la involucion de Dupin bajo la forma

Ddubu + D’ (dudv + 8udv) + D”dvév = 0 (168.5)

Ahora, si las lineas u = cte y v = cte, ademas de ser conjugadas
en la involucién de Dupin, son lineas coordenadas, se tiene du = 0,
8v = 0, y sustitwyendo en la ecuacién anterior

D'Slldv =0.
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Pero 8u y dv no son nulos, asi que la condicién que hay que satis-
facer para que el sistema de referencia sea conjugado es

D =0 (168.6)

Si las familias coordenadas son precisamente las lineas de cur-
vatura, el sistema es simultaneamente ortogonal y conjugado, por lo
que tienen que satisfacerse ambas condiciones (168.4) y (168.6).
Subsistiran ademas relaciones importantes entre E y D, G y D”, que
vamos a establecer a continuacién. Si las v = cte son las lineas
de radio de curvatura R, las u = cte las de radio de curvatura R,,
podemos escribir las expresiones (161.1) bajo la forma

oP oN oP oN
%———Rl’a?; -ajl———-Rz%“-
Reemplazando en (167.3), se obtiene
oV \? N \?
—_ (oY — p2f 9V
E‘R1<8u) ' G—Rz(av) '
y reemplazando en (167.6)
2 2
D =R, (ﬂ) . pr= Rz(@'—) ,
ou dov

Dividiendo miembro a miembro, queda finalmente

E=DR,, G=D"R, (168.7)

Consideremos por fin como sistema de referencia un sistema de
coordenadas geodésicas. Tomadas las lineas geodésicamente parale-
las como u = cte, las geodésicas como v = cte, sabemos en primer
lugar que dichas curvas son ortogonales entre si, de modo que
resulta F = 0. En segundo lugar, vimos en el No. 155 que los arcos
elementales interceptados sobre las geodésicas por curvas geodésica-
mente paralelas infinitamente préximas son todos iguales entre si,
asi que al tomar las coordenadas del modo sefialado, los incre-
mentos de arco sobre las geodésicas v = cte se mediran precisamente
por ds = du; o sea la expresién del ds* ha de ser tal que, hacién-
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dose dv = 0, tiene que resultar ds = du. Por tanto se ha de tener
simultaneamente

E=1, F=0 (168.8)

de modo que el ds? de una superficie referida a coordenadas geo-
désicas adquiere la forma '

ds? = du? 4+ Gdv? (168.9)

Las expresiones (168.1) y (168.2) son precisamente de este tipo.
ya que las coordenadas cartesianas y las polares son coordenadas
geodésicas para el plano.

169. Aplicacion de las formas cuadrdticas al cdlculo de
angulos y dreas. El conocimiento de las dos formas cuadréticas
fundamentales facilita el analisis de muchas propiedades superficia-
les. Por ejemplo el angulo segun el cual se intersectan dos curvas
de la superficie se determina fa-
cilmente por medio del ds’. En
efecto, sea P el punto de intersec-
cion, dP y 8P los desplazamientos
elementales en direccién tangen-
cial a las dos curvas. w el angulo
entre ellas. Entonces se tiene

dpP ) o
COSW=— a5 * — &P (169.1)

Pero tenemos también

mod dP = Vv Eduv* + 2Fdudr + Gdu?

mod QP = V ESu? + 2F8ubr + G&¢?
dP . 8P = Edudu + F(dudv + Sudv) + Gdvév,
siendo el dltimo desarrollo el resultado de consideraciones analogas
a las utilizadas para deducir la {168.5). Reemplazando en (169.1).
llegamos a la férmula
EduSu + F(duv + Sudv) + Gdvsv
Ccos ) =

VEdu? + 2Fdudv + Gdv? VESu#? + 2F8usv + Gév?
(169.2)
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que expresa el angulo en funcién de la variacién de las coordenadas
curvilineas u, v a lo largo de las dos curvas. Por ejemplo la condi-
cién de ortogonalidad cos w = 0 queda

Edudu + F(dudv + 8udv) 4+ Gdvév = 0 (169.3)

El angulo w que forman entre si las lineas coordenadas se obtiene de
(169.2), considerando que sobre toda u = cte es du = 0, sobre
toda v = cte es v = 0, resultando

CoOs w = (169.4)

F
VEG
Si las coordenadas son ortogonales entre si, el cos w es cero y vol-
vemos a encontrar la (168.4).

A la primera forma cuadratica fundamental se liga también la
expresién en coordenadas curvilineas del drea de una figura trazada
sobre la superficie. En efecto cualquier area superficial ¢ puede des-
componerse en paralelogramos su-
perficiales elementales do encerra-
dos entre dos pares de lineas coor-
denadas u = cte y v = cte infi-
nitamente préximas. Ahora, el ele-
mento de arco de una u = cte se
obtiene de (167.4) poniendo du
=0, y resulta ser ds =V G dv:
analogamente el elemento de arco
de una v = cte es ds = V Edu. Si el 4ngulo que forman entre si las
lineas coordenadas es w, podemos escribir

do = VEdu VGdvsenw .
Pero de (169.4) se obtiene

senw = V1 — costw = -E%E—F-z

y reemplazando en la expresién de do,

do = VEG — F*dudv (169.5)
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La expresién del area de una figura superficial se obtiene por tanto
calculando la integral doble

o =|[ VEG = F dudv (169.6)
extendida a toda la figura.

El estudio de las intersecciones de una superficie con su plano
tangente, ya considerado en el No. 158, se liga con la segunda
forma cuadratica fundamental. En efecto la ecuacion de las asintdti-
cas (158.1) se escribe por (167.7) en coordenadas curvilineas

Ddu? 4 2D'dudv + D"dv* = 0 (169.7)

o lo que es lo mismo

du \? , du "
D(ET) + 2D TIJ+D =0.
En cada punto de la superficie, los coeficientes D, D" y D" ad-
quieren valores numéricos determinados, de modo que la anterior
resulta una ecuacién de sequndo grado en la variable du/dv, cuyas
raices dan precisamente las direcciones de las tangentes principales
en el punto. Siendo 4(D? — D D”) el discriminante de la ecuacién,
tendremos que el punto sera respectivamente hiperbélico, parabélico
o eliptico segun si

D? -DD” >0, D?"-DD” =0

o bien

D? — DD” < 0. (169.8)

170. Cdlculo de las curvaturas media y total. Para calcular
las curvaturas media H y total K, definidas por las férmulas (162.1),
empezaremos observando que dos secciones normales, simétricas con
respecto a las secciones normales principales, tienen la misma curva-
tura. En efecto, si en la férmula (160.3) de Euler se reemplaza
w por — w, el valor que resulta para R queda el mismo; de todos
los radios de curvatura tan sélo R; y R; corresponden a una sola
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seccién. Ahora bien, reemplazando en (167.1) las dos formas
cuadraticas fundamentales, tenemos

R= Edw? + 2Fdudv 4+ Gdi?
— Ddu? + 2D’dudv 4+ D"dv?

y eliminando el denominador,

(DR — E) (%)’ +2DR-F) % (D'R-G) =0,
(170.1)

Fijado un valor para R, los valores de du/dv que resuelven esta
ecuacién de segundo grado son precisamente las dos direcciones
correspondientes al radio de curvatura R. Por lo dicho mas arriba.
a los radios R, y R, tienen que corresponder raices dobles de la ecua-
cién (170.1), lo que requiere que entonces se anule su discriminante,
es decir que

(DR - E) (D"R-G) — (D'R~F)*=0.
Esta es una ecuacién en la variable R, que podemos escribir

(EG — F*) 5y — (ED” 4 GD — 2FD') s
Las curvaturas H y K son por definicién la suma y el producto
de las raices; aplicando formulas algebraicas conocidas, se obtiene

finalmente

+ (DD” —D?) =0.

ED” + GD — 2FD’ K — DD” — D*

H = EG = F? ' EG —

(170.2)

De las dos curvaturas, la curvatura total es la mas importante.
Si observamos que siempre

EG-F >0,

como resulta inmediatamente al recordar las expresiones (167.3)
de E, F y G, vemos que el signo de K es el de su numerador. Por
tanto las condiciones (169.8) para que un punto P de una superficie
sea hiperbélico, paraboélico o eliptico pueden expresarse como sigue:
en los puntos hiperbdlicos es K < 0, o sea, por (162.1), los dos
radios de curvatura principales R, y R, son de signo opuesto, lo
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que implica que las lineas de curvatura que pasan por el punto
P son una céncava y otra convexa; en los puntos elipticos es K > 0,
los dos radios principales son del mismo signo; luego las lineas de
curvatura son ambas céncavas o ambas convexas, y asi también
todas céncavas o todas convexas son las secciones normales de la
superficie por P, ya que el radio de ellas, por el teorema de Euler,
estd comprendido entre R, y Ry por fin en los puntos parabdlicos
es K =0 y por tanto a lo menos uno de los radios principales de
curvatura es infinitamente grande.

Para que todos los puntos de una superficie sean parabélicos es
necesario que por cada uno de ellos pase una recta perteneciente
a la superficie misma, recta que sera una de las lineas de curvatura
por el punto; esa superficie ha de ser por tanto una superficie reglada
(No. 151). En otras palabras, la ecuacién

DD” —D?*=0 (170.3)

puede considerarse como la ecuacidn diferencial de las superficies
regladas. Sobre las superficies de revolucién, en que las lineas de
curvatura son los meridianos y los paralelos, en todos los puntos
en los cuales la linea meridiana dirige su concavidad hacia el eje de
rotacién las curvaturas principales son en el mismo sentido y el punto
es eliptico; donde el meridiano dirige su convexidad hacia el eje el
punto es hiperbdlico y donde el meridiano tiene una inflexién el pun-
to es parabdlico.

171. Superficies de drea minima. La curvatura media H se liga
con el problema (que es una generalizacién del que se estudi6é en
el No. 83) de determinar, entre
todas las porciones de superficie
que pasan por un contorno cerra-
do alabeado [ijo, la que tiene area
minima. Para atacar el problema
por medio del Calculo de Variacio-
nes, supongamos que C sea el con-
torno fijo, S y S dos porciones
de superficie préximas entre si que
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pasan por él. Por cada punto P de la primera elevemos la normal
hasta encontrar la segunda en un punto, que llamaremos P”. Esta-
blecidas coordenadas curvilineas u, v sobre S, podremos escribir ana-
logamente a (82.1).

PP’ = Nen(u. v)
siendo 7(u, v) una funcién conveniente de dichos parametros que
se anula sobre C y € otro parametro independiente, que puede hacerse

pequefio como se quiera. Si el punto P sufre un desplazamiento
superficial infinitésimo dP, el vector PP’ variara en

d(PP’) = dP’ — dP = Nednq + endN .

Si las curvas coordenadas u = cte, v = cte son precisamente lineas de
curvatura para la superficie S, es posible expresar dN por dP, por
medio de las férmulas de Rodrigues (161.1), obteniéndose

LA o _ en 3P
du ~ ou du R, du

y una expresién analoga para la derivada con respecto a v; es decir

Ly 3”(1__m)

+ Ne

= o T o R,
P dm oP en)
37—”‘3,7+57(‘ - R

De aqui, tomando en cuenta que IV es perpendicular a los desplaza-
mientos dP, y que sobre S se tiene F = 0 por la ortogonalidad de
las lineas coordenadas, se obtiene por (167.3) que sobre S’

= (3P7Y _ o 2nY ( ﬂ)’
E‘(au) “E(au)*'E ~ TR
_oP 9P _ ondn

T Q9u o9v = du v

. (OP\? _ fdn\? ( sn)’
&= (5) =e(f) +o(1- &

FI

|
|
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Suponiendo ¢ sumamente pequefio, y despreciando por tanto los tér-
minos que contienen sus potencias con grado superior al primero,

obtenemos por fin
1 |
"y 2 — —_— —— — —
EG — F1=EG[1 2”’(1?1 + R,)]‘ EG (1 — 2Hen) .
Extrayendo la raiz cuadrada y desarrollando en serie, resulta

VEG =T7 = VEG(1 — 2Hen)! = VEG(1 — Hen)  (171.1)

habiéndose también aqui despreciado las potencias de ¢ superiores
a la primera. Llamados do, d¢’ dos elementos de area de las super-
ficies S, S’ respectivamente, se tiene por (169.5) y por (171.1)

de’ — do = (VE'G = F? - VEG) dudv = — VEG Hendu dv.

Integrando sobre toda la superficie S e indicando con 8¢ la variacién
del area encerrada en el contorno C, se concluye que la porcién de
superficie S realizara un minimo de area con respecto a las porciones
de superficies S’ contiguas, siempre que se anule

So=—c¢ Hs\/EﬁHn(u, v)du dv

lo que, en vista de que m(u, v) es una funcién arbitraria que debe
anularse sobre el contorno C, y no pudiendo V EG ser idénticamente
nula, implica por el lema fundamental del Calculo de Variaciones
(Nos. 82, 85) que sea H = 0. Concluyendo, condicién necesaria pa-~
ra que la porcién de superficie S realice el minimo de drea es que la
curvatura media en cada uno de sus puntos sea nula.

Se llaman superficies de drea minima precisamente esas super-
ficies pars las cuales se tiene H{ = 0 en todas partes, es decir que
en cada uno de sus puntos sus radios de curvatura principales R,
y R, son iguales y de direccién opuesta. Su ecuaciéon diferencial

resulta por (170.2)

ED” + GD - 2FD’' =0 (171.2)

Una aplicacién importante de las superficies de area minima se
tiene en el analisis de la forma adquirida por una lamina fluida
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delgadisima, apoyada a un anillo rigido de forma cualquiera, por
efecto de la tensién superficial (problema de Plateau).

172. Superficies aplicables. Se dice que dos superficies S y S’
son aplicables la una sobre la otra cuando, imaginando una cual-
quiera de ellas representada por una lamina delgadisima, flexible
pero inextensible, es posible adaptarla perfectamente, sin arrugas,
sobre la otra. Por ejemplo ya sabemos (No. 151) que las superficies
desarrollables son aplicables sobre un plano. Ahora bien, suponga-
mos que, al aplicarse .S sobre §’, dos puntos cualesquiera P, Q de S
vayan a sobreponerse a dos puntos P’, Q' de S’; es evidente que
la distancia, medida sobre un arco de curva de la superficie S entre
P y Q. ha de ser igual a la distancia, medida sobre el arco corres-
pondiente de la superficie S’, entre P’ y Q’. Esto ha de pasar para
todos los pares de puntos correspondientes que se escojan sobre
las dos superficies; por consiguiente, condicion necesaria y suficiente
para que dos superficies sean aplicables la una sobre la otra es que
el ds* de una de ellas sea igual al ds* de la otra. Escojamos ahora
sobre ambas superficies lineas coordenadas u = cte, v = cte co-
rrespondientes (o sea tales que al aplicarse una superficie sobre
la otra dichas lineas vayan a sobreponerse) y sean

ds?* = Edu? + 2Fdu dv + Gdv?
ds? = E'du? + 2F'dudv + G’dv?

las expresiones de sus ds? en funcién de dichas coordenadas cur-
vilineas. Entonces, debiendo de ser ds® = ds” como quiera que se
escojan las variables u y v, también se tendra que

E=F, F=F, G=G. (172.2)

Viceversa, si son validas las identidades (172.2), entonces reem-
plazando en (172.1) resulta ds* = ds” y por tanto las dos superficies
son aplicables.

Lo anterior puede expresarse diciendo que, si dos superficies
son aplicables, entonces sera siempre posible, eligiendo convenien-
temente los sistemas de coordenadas curvilineas sobre ellas, hacer
de modo que tengan el mismo ds’. Por ejemplo sabemos que el

(172.1)
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plano referido a coordenadas cartesianas ortogonales u = cte,
v = cte tiene el ds?* (168.1)

ds? = du? 4+ dv? (172.3)

luego toda superficie desarrollable, referida a un conveniente sistema
de coordenadas curvilineas, tendra ese mismo ds*. Esto se realizara si
dicho sistema consta de las curvas en que se transformaran las rec-
tas paralelas a los ejes coordenados del plano cuando éste se aplique
sobre la superficie, por ejemplo en el caso de un cilindro si se toma
como variable u ia abscisa medida a lo largo de una generatriz
y como variable v la longitud de arco medida sobre las secciones
rectas obtenidas cortando el cilindro normalmente a su eje.

Mas generalmente, consideremos una superficie cuyo ds? re-
ferido a un sistema curvilineo ortogonal conveniente, pueda escribirse

ds? = E(u)de® + G(u)d? (172.4)

es decir que E y G sean funciones de la sola variable u. Vamos a
demostrar que esta superficie es aplicable sobre una superficie de
revolucién. Para esto es suficiente comprobar que toda superficie
de revolucion referida a coordenadas oportunas, tiene un ds* del
tipo (172.4), pudiéndose dar a E y G cualquier expresién en funcién
de u, con tal de elegir debidamente la superficie.

Con tal objeto tomemos como eje z el eje de simetria de la
superficie de revolucion y en su seccién recta coordenadas polares
r y 9, esta dltima medida a partir de una linea meridiana fija. En-
tonces las coordenadas cartesianas de los puntos de la superficie son

x=rcosd, y=rsend, z=f(r) (172.5)

habiéndose indicado con f una funcién arbitraria de la variable r,
que da la forma de la linea meridiana. Diferenciando y elevando
al cuadrado, resulta inmediatamente

d9 =dx + dy? + d2 = [1 + [(r)]dr? + 2d®  (1726)

y esta forma diferencial resulta del tipo (172.4) si se toma u =r,
v =, 0 sea si se escogen meridianos y paralelos como lineas coor-
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denadas. En la férmula (172.6) se
ve que, debido a la indetermina-
cién de f, E(u) y G(u) pueden
ser funciones cualesquiera de la
variable u, que es lo que se queria
comprobar.

De lo dicho en este parrafo si-
gue sin mas que la aplicabilidad
es una transformacion conforme, o
sea que conserva los angulos com-
prendidos entre dos pares de lineas
superficiales correspondientes. Es-
to resulta al observar que dicho
angulo, cuyo coseno estd dado por
la férmula (169.2), es funcién de
los coeficientes E, F y G, coefi-
cientes que, por las relaciones
(172.2), son iguales para ambas superficies. Un razonamiento ana-
logo referido a la férmula (169.5) comprueba que la aplicabilidad
conserva también las areas, o sea que dos figuras aplicables son de
igual area. En general, toda la métrica superficial de una superficie
queda determinada al conocerse el ds?, y por tanto resulta la mis-
ma para dos superficies aplicables la una sobre la otra.

173. Representaciones conformes de una superficie sobre
otra. Acabamos de ver que la aplicabilidad es una correspondencia
conforme entre dos superficies; pero no es la inica. En efecto para
que la expresién (169.2) sobre dos superficies sea la misma, siendo
numerador y denominador homogéneos de primer grado en E, F
y G. no es necesario que dichos coeficientes sean iguales (condicién
(172.2)), sino simplemente que sean proporcionales.

Para expresarnos con exactitud, consideremos dos superficies
S1 vy S: y supongamos que sobre la primera las coordenadas cur-
vilineas sean u;, y v, sobre la segunda las coordenadas curvilineas
sean u; y v, Se tiene una correspondencia biunivoca entre los pun-
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tos de ambas superficies cuando es posible establecer dos relaciones

funcionales
u, = fu, vy),  va=g(u, 0) (173.1)
que sean independientes, es decir tales que el determinante jacobiano
LY
alll 801 ‘
v, O,
6111 avl

no sea nulo. En el caso de que el jacobiano se anulara, los puntos de
una superficie podrian corresponder a puntos de una linea, o todos
a un solo punto. Ahora bien, supongamos que E;, F;, G; sean los
coeficientes del ds? de S;, E,, F5 G, los del ds* de S;: estos ditimos
son funciones de u; y v,, pero aplicando la transformacién (173.1)
podemos expresarlos en funcién de u, y v, escribiendo

Ez(uz. ) = Ez*(llp v1), Fz(uz» n) = Fy*(u,, vy)
Gz(uz. ) = Gz*(up v).

Asi la condicién de proporcionalidad antes mencionada se escribe

Ez*ZElez* :F| =Gz* 2612).(111, Ul) (1732)

siendo )\ una funcién conveniente de u; y v, y entre los ds? de las
dos superficies subsiste la relacién

ds:*? = Muy, vy)ds? (173.3)

Desde luego, cuando son validas las condiciones (173.2), si bien
se conservan los angulos entre lineas correspondientes, no se conser-
van ni las distancias entre puntos correspondientes, ni las dreas de
figuras correspondientes. Existiran escalas de transformacion en el
caso especial de que ) sea constante; entonces las distancias se trans-
formaréan segtin la escala V'\, las areas segin la escala A.
Concluyendo, diremos que se da una representacién conforme de
una superficie S, sobre otra S, cuando se puede encontrar sobre
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la primera un sistema de coordenadas curvilineas u,, v, y sobre la
segunda otro u,, v, ligadas entre si por una relacién (173.1) con
jacobiano no nulo, tales que subsista la proporcionalidad (173.2)
entre los coeficientes E, F, G de la primera y los correspondientes
de la segunda expresados en funcién de u,, v,.

174. Proyeccién de Mercator. Un problema importante de re-
presentacién conforme es el de los mapas geograficos isogonales,
que consiste en representar conformemente la esfera sobre un plano
(mapa). Evidentemente la esfera no es aplicable sobre el plano, pe-
ro si es posible hacer de modo que, para sistemas coordenados
convenientes, pueda valer una relacién del tipo (173.2) entre los
coeficientes de los ds? relativos. Por lo que acabamos de ver, estas
representaciones, si bien conservan los angulos, deformaran distancias
y d&reas; viceversa un mapa geografico que conservara rigurosa-
mente la escala de distancias o la de areas, deformaria los angulos.

Refiramos el plano a.coordenadas cartesianas ortogonales, que
llamaremos u; y vy. Se llama proyeccién de Mercator una represen-
tacién conforme de la esfera sobre el plano, realizada de tal manera
que los meridianos y los paralelos de la esfera se transformen res-
pectivamente en las rectas u, = cte y en las rectas v, = cte del plano.
Si referimos la esfera a un sistema cartesiano ortogonal cuyo eje z
sea eje polar, cuyo origen esté en
el centro de la esfera y cuyo eje
x pase por el meridiano cero, e
indicamos con ¥ la colatitud y con
¢ la longitud, las coordenadas de
un punto P de la superficie, su-
puesto que el radio sea R, resultan

dadas por las relaciones, analogas
a las (141.9).

x = R sen d cos g,

y = Rsendsengq,

z = Rcos?,
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de donde se saca diferenciando
dx = R cos d cos @ ddt — R sen ¥ sen ¢ do
dy = Rcos?senqpdd + R send cosqdgp
dz = — R sen 9 d?.

Por tanto

dst = dx* 4+ dy? + d2* = R? (d¥* + sen? ¥ do?) =
2
= Rt sen? a(dq>2 L9 ) (174.1)

sen?

es el ds? de la esfera en coordenadas geograficas.

Si se escribe

d
m=o, u,=[§%=mtangg, (174.2)
con lo que las lineas u; = cte resultan los meridianos. las v, = cte
los paralelos, la (174.1) se transforma en
ds? = R?sen? ¥ (du? 4+ dvy?) (174.3)

Los ds? para los cuales E = G y F = 0 se dice que tienen forma
isométrica; el ds* de la esfera que acabamos de obtener tiene pre-
cisamente forma isométrica.

En cuanto al plano del mapa, su ds? es el (172.3)

dsl2 = dll]z + dvlz

y se ve claramente que entre el ds® del mapa y el de la esfera (174.3)
intercede una relacién del tipo (173.3), con

A = R?sen??d. (174.4)

Falta determinar cuales son en este caso las relaciones (173.1)
entre uy, v; Y , v;. Desde luego hay muchas maneras de establecer-
las; la mas sencilla, que permite representar media esfera sobre una
[aja rectangular de longitud infinita, es la siguiente: imaginese el
plano del mapa tangente a la esfera en el punto del ecuador de
longitud cero, y que se hace corresponder a todo punto de la esfera
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quemos el plano del mapa de mo-
do que sea tangente a la esfera en
un polo y proyectemos desde el
polo opuesto. La red de meridianos
y paralelos se proyecta asi en un
sistema de coordenadas ‘polares con
centro en el polo. Al plano le co~
rrespondera luego un ds? (168.2).

dslz = dlllz + le dvlz. (175.1)

Por otro lado, recordando que

send = 2 tanggcos’g .

el ds® (174.1) de la esfera puede escribirse

dst = R 4+ 4R tang* ) costd dgp =

= 4cos‘g [ R ay + R“tangzgdtpz:l

?
4 cos* =
2
Basta entonces escribir

3

uz=Rtang§, =29 (175.2)
(con lo que las u; = cte son los paralelos, las v, = cte los: meri-
dianos), y luego
duz = ﬁ dﬁ ,
2 cos? 3
para que la férmula anterior se haga
ds? = 4 cos‘g (du? + u? dvy?) (175.3)
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la interseccién de tres planos, el del mapa y los del meridiano y
del paralelo que pasan por el punto. Entonces, tomada como eje
u, la interseccién del plano del ecuador con el plano del mapa y
como eje vy la del plano del meridiano cero con el plano del mapa,
resulta

u; = Rtang ¢ vy = Rcos
y por (174.2)
1 — e

u1=Rtanguz. 01=RT—_*_-—-e—2;2-.

Estas son las actuales relaciones (173.1), y comprueban que la re-
presentacion estudiada es efectivamente una correspondencia biuni-
voca entre los puntos de la esfera y los del plano.

La propiedad mas importante de la proyeccién de Mercator es
que toda linea que corta sobre la esfera los meridianos bajo un angulo
constante (loxodromia) se representa en el mapa por una recta. Esta
propiedad, que es una c¢onsecuencia inmediata del hecho de que la
representacién por un lado conserva los angulos y por otro transfor-
ma los meridianos en rectas paralelas (ya que una curva que in-
tersecta un haz de rectas paralelas bajo un dngulo constante no puede
ser sino una recta), constituye la ventaja indiscutible que los mapas
de Mercator ofrecen para la navegacién. En efecto la loxodromia es
precisamente esa linea que recorre el navegante al seguir un rumbo
que forma un angulo fijo con el Norte sefialado por la brijula. Es
de notarse que la proyeccién de Mercator deforma notablemente
las distancias, que se exageran siempre mas cuanto mas cerca es-
tamos de los polos; en efecto se ve de la férmula (174.4) que
las distancias en el mapa se modifican en proporcién inversa al
seno de la colatitud (o sea al coseno de la latitud).

175. Proyeccién estereogrdfica. Como acabamos de ver, la
proyeccion de Mercator deforma completamente la representacién
de la esfera en proximidad de los polos. Una buena represen-
tacién conforme de las zonas polares se consigue con la proyeccion
estereogréfica, de la cual ya hicimos mencién en el No. 40. Colo-
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Entre el dst (175.1) del plano y el (175.3) de la esfera subsiste
una relacién del tipo (173.3). donde

A= 4coszg

representa la escala de transformacion de las areas.
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conforme de un semiplano en un
poligono, 89
conforme de un semiplano en un
rectangulo, 85, 87, 89
conforme de un semiplano en un
triangulo, 88, 39
cox;gorme de una faja en un circulo,

conforme de una faja en un plano,
cosenoidal de Fourier, 174
de Fourier-Laplace, 174, 181
de Fourier propiamente dicha, 175
de Laplace, 174-176, 181-196, 248-250
de Laplace propiamente dicha, 175
de Schwarz-Christoffel, 89
exponencial de Fourier, 174-176
inversa, 173, 177, 179, 180, 188
por radios vectores reciprocos, ver
inversion
senoidal de Fourier, 174
Transformaciones conformes en el es-
pacio, 323
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Unicidad de la divergencia, 20
del gradiente, 11
del rotacional, 17
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plejo, 51

Valor medio de una funcién arménica
en un circulo, 50
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Valor medio de una funcién arménica Vecfores componentes.de los;-1, 161

en una esfera, 42 conjugados en la involucién de Du-
Valores caracteristicos, 222 pin, 290, 291
Variable compleja, 52 en el espacio hilbertiano, 162

Variacién de la longitud de arco, 283 productos de—, 2-5
de las constantes arbitrarias, 199 suma de—, 1

de una funcional, 136, 142, 143 unitarios coordenados, 1-3, 8, 161
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derivada de—, 7 ’ !

diferencial de—, 6 w
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