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Sumas y series
semitelescépicas

Arturo Delgado Rodriguez*

RESUMEN

Se definen sumas "‘semilelescopicas’ y se enuncia un
teorema que establece una propiedad que poseen
dichas sumas. Si el término general, u,, de una suma,
puede expresarse del siguiente modo: vy = by — by .,
se hace ver que es factible calculfar el valor numérico
de la suma, considerando solo 2r términos de ella,
cuyo término general es by . En el caso de series infi-
nitas, el célculo del valor numérico de la suma resulta
aun més sencillo.

Se exponen dos corolarios al teorema. El primer coro-
lario se refiere a sumas vy series ‘alternadas semiteles-
copicas’’., En el segundo corolario se propone un
método para valuar numéricamente sumas y series en
las cuales el término general es un cociente de dos
polinomios, a los que se les imponen varias restric-
ciones,

El trabajo incluye dos apéndices. E! primero consiste
en demostraciones al teorema propuesto y al primer
corolario. En el segundo apéndice se presentan varios
ejemplos numéricos especificos, cuya resolucion
permite apreciar la utilidad y ventaja de las formulas
propuestas.

ABSTRACT

Semitelescopic sums are defined and a theorem is
proposed which establishes a property that said sums
possess. If the general term of a sum u; can be
expressed as follows: uy = by — by, ,; it isshown
how it is possible to calculate the numerical value of
the sum, taking into account only 2r terms of the
sum, whose general term is b,. The numerical value
of the sum of a series is found in an even easier man-
ner.

From the theorem, two corollaries are derived. The
first corollary refers to allernating telescopic sums
and series. The second corollary describes a method
for calculating the numerical value of sums and series
in which the general term is a quotient of two poly-
nomials, to which certain conditions are imposed. 1t
is shown that the sum can be calculated as a finear
combination of semitelescopic sums.

This paper includes two appendixes. The first one
consists of demonstrations of the proposed theorem
and its first corollary. In the second appendix various
specific numerical examples are worked out, the
solution of which is intended to provide ample proof
of the usefulness and advantage of the proposed
methods. :

* Frofcsor titular de la seccién de matemdticas de la Divisién de Estu-
dios Superiores, Facultad de Ingenierra, UNAM.
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1. DEFINICION

Sumas finitas semitelescopicas son aquellas que pue-
den expresarse del siguiente modo:

n
Uk = z
k:p k=

(bk - bk+r)
p

TEOREMA

Las sumas semitelescopicas tienen la siguiente propie-
dad:

" . prr—1 n+r
z (bk '—bk+ r) = 2 bk i z bk
k=p k=p k=n+1
(1)
n—p +1

byeR,nk,rrpeN ,; r< —

Si r= 1, la suma se denomina telescépica (refs 1y 2).
La demostracion de la igualdad 1 aparece en el Apén-
dice 1.

La formula 1 permite reducir el namero de sumandos
en sumas finitas (o0 en series convergentes, como se
verd en el cap 2) en todos aquellos casos en que es
factible expresar el término general del siguiente
modo:

U = by — Dyay (2)

(Véanse los ejemplos / y /7 en el Apéndice 11.)

2. SERIES INFINITAS SEMITELESCOPICAS:

Siin » o enlaec1=> delaec?2:

(=] n n
T uy=Ilim T uy.=Ilim %
=p n*© k=p n*° k=p

p+r—1 n+r

n>oo k=p k=n+l

p+r—1 n+r
k=p nroe k=n=+l\
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(bk—-bk”) -

p+r—1

Haciendo: T b, =C

ke
Ademds, si existe Iim b, =

71 > o0
n+r , ,
lim = bk=||m byt + lim by, + ...+
11 >00 k=n+l n>oo n>o0
+ lim b,,, =rlim b, (4)
1> oo n>o0 .

(Véanse los ejemplos vii, viii y ix en el Apéndice I1.)

Si limb, =0, => de (3) y (4):

H > 00

e prr—1
E Uk= E
k=p k=p

(Véanse los ejemplos iii, iv, v y vi en el Apéndice |1.)

En general:

Si lim b, =L:

nre

) prr—1

z Uk = z bk—rL

k=p k=p

T uy =C-—-rL (6)
k=p

NOTA: El ejemplo x presenta caracteristicas muy
particulares,

SUMAS Y SERIES ALTERNADAS SEMITELESCO-
PICAS

3. DEFINICION

Sumas alternadas finitas semitelescdpicas son aquellas
que pueden expresarse del siguiente modo:

B (=1 up= 2 (=10 by £ beyar) (7)

k=p k=p




donde

Dy + byyq, . St resimpar
by —by,s, . Sirespar
COROLARIO 1

Las sumas alternadas semitelescOpicas tienen la si-
guiente propiedad:

n pe2r-2 n+ldr—1

T -0 bbby )= £ (=1~ T (-1, (8)
k=p k=p k=n+1

n X prlr—1 na+lr

T Dby~ bt = T (=1 — £ (1) b, (9)
k=p k=p k=n+t

b, eR,n kr.peN

La demostracion de las formulas 8 y 9 se presenta en
el Apéndice |. (Véanse los ejemplos xi y xii en el
Apéndice 11.)

4. SERIES ALTERNADAS SEMITELESCOPICAS
Sin>e en lasecuaciones 7, 8 y 9:

T (=1, ~Iim =

k=p nro0

(=1 b, ; rimpar
hog k=ne+l
Z=1)% gy = "
k=p pr2r-1 n+2r
s =1k, —lim T

k=p n¥ k-—ns+}

{=1)*b, ;rpar

En ambos casos, Iim £ (— 1)k by =Z lim (— 1)¥ by,
va que el nimero de sumandos es finito.

Observando que el limite de la sucesidon oscilante
lim (—1)* b, existe, solo Si lim b, = 0

k>= k> =
oo p+2r-12
) (-—])k(bk‘*bk,,,_l) = z (—”kbk (10)
o k=p k=p
T =1y, =
k=p co p+2r—1
T (=1 —byes,) = T (=MFb, (1)
k=p k=p

(Véanse los ejemplos xiii a xviii en el Apéndice 11.)

5. CALCULO DE SUMAS Y SERIES EN LAS QUE
EL TERMINO GENERAL ES EL COCIENTE DE
DOS POLINOMIOS

El método que se expone a continuacion permite
calcular el valor numérico de la suma buscada, trans-
formandota en una combinacion lineal de sumas semi-
telescopicas.

DESARROLLO DEL PROCEDIMIENTO PRO-
PUESTO

HIPOTESIS:

a) p(n)/g(n}) es una funcion racional propia en que el
denominador, gfn}, es un polinomio de grado finito
m, en tanto que el numerador, pfn), es un polinomio
cuyo grado es, como maximo, m — 2. Ambos polino-
mios ti]enen coeficientes en los reales fm — 2 ¢ [ 0,1,
2,... 1)

b) El polinomio del denominador q(n) debe admitir la
siguiente factorizacion:

gin)=cln—q,)(n—q,)...(n—qm)
de modo que

giel,gi#+q Vi+jij=172,73..., m.

En otras palabras: las raices de la ecuacion gfn) = 0
deben ser todas enteras y todas distintas

¢) la suma

n=Fk+s

pln)

12
q(n) (12)

n=k

es tal que gfn) no se anula para ningun valor de
ntk< n< k+ s); esto es, n no es raiz de g{n) = O;
(n ehj.

COROLARIO 2

n==k+s

(n)
Lasuma 2 P
n=%k q(n

puede calcularse como una com-

binacion lineal de sumas semitelescopicas (o telescdpi-
cas), o como series semitelescopicas, cuando s + oo,

DEMOSTRACION:

De acuerdo con la hipdtesis b):
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gin)=cln—-q,)(n—q,;)...(n—q,,)
puesto que, por la misma hipdtesis:
q; e],'q,-%q,- VI::I—'-/,'I.,/= 1,2,3,..., m

=> siempre es posible la siguiente descomposicién en
fracciones parciales:

p(n}_ Al + A2 Am

= — +...+ (13)
gln) n—q, n-—gq, n—Qqm

donde A; e R;Vi=1,2,....m.

Pero la hipotesis a) establece que si gfn) es de grado
m, p(n) serd, como maximo, de grado m — 2 (puede
ser pf(n) de cualquier grado t < m — 2), por lo cual
resulta:

A1+A2+...+Am=0

Si se considera cada A; (i = 1, 2,..., m) como una
suma de numeros reales: £C, = A;, y teniendo en

cuenta quel_r_ﬁlA,- =, =>es siempre factible establecer
una correspondencia biunivoca entre determinados
Cx positivos, a fos que se hacen corresponder igual
numero de C, negativos, de tal modo que e segundo
miembro de la ecuacion 13 puede expresarsec como
una combinacion lineal de diferencias de la forma:

1 1

k -
n—agq; n—gqj

) ;keR

Por lo que se ve, al considerar la suma (12) resulta
que puede calcularse como una suma finita de sumas
semitelescopicas (0 telescopicas). Si s » oo, la suma se
convierte en serie, cuya suma es asimismo faclible de
ser determinada como semitelescopica (o telescopica).

Los razonamientos anteriores completan la demostra-
cion del corolario, sujeto a las hipdtesis expuestas.

A fin de aclarar estas ideas, a continuacion se desarro-
lla un ejemplo concreto.

Ejemplo: Determinar el valor numérico de la siguiente
serie:

3n+1
n=1 ni(n+2)(n+ 4)

SOLUCION

Se comprueba que en este caso se satisfacen las tres
hipotesis basicas:
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Se procede a la descomposicion, en fracciones par-
ciales, del término generat:

3n +1 A B c

nin+2)(n+4) =7 n+2 n+4

Dado que la descomposicion es Unica, los valores
numéricos de las constantes A, B, C se obtienen del
siguiente modo:

Si:
1
n=0=> 1=8A => A=§
5
n=—2=>—5=B(—2)(2)=>B=—Z-

1
n=—4=>-11=Cl-4) (-2)=>C=~ o

Se comprueba que:

A+B+C 1+5 1 =0
"8 4 8

3n+ 1 1 /1 1)+1o 1 1)
n(n+2}(n+4)_§(7—n+4 8 (n+2 nt+a

Con esta transformacion del término general, la serie
dada puede sumarse como dos series semitelescopicas,
esto es:

35 3n+1 _
we1 n(n¥2) (n+d)

@| -
-
N
+
w|—
+
-
SN
+
-blo'\
—_—

_1(12+s+4+3)
T8 12

.3 3n +1 95
T aZ, nfn+2)(n+4) 96

APENDICE I
PRIMERA DEMOSTRACION DE LA FORMULA 1:

a)
n p+r—1 n+r
T (by—bgir) =T bpx— Z by
k=p k=p k=n+1 (N

n—p+1

byeR; nk,r,pecN 5 r< 5



Por induccion sobre r:

a) si: r=1=> de(1):

n p n+1
T (by—bry) = Z b~ I b =

k=p k=p k=n+1

(bb _bgol)'*' (bﬂ"—bﬂ‘z) +... +(bq_bnol) ":bp “bnol

Este resultado concuerda, cuando p = 1, con el dado
en laref 2, pag 386, 10.7.)

b) Supbngase que la formula 1 se verifica parar = m;

=> vale:

n p+rm-—1 n+m
% by —brum)= T by— I by (14)
k=p k=p k=n+1

Con base en la fébrmula 14, debe hacerse ver que vale:

n p+m n+m+1
Z (bk_bk+m+l)= z bk - 2z bk (15)

k=p k=p k=n+1

En efecto, del primer miembro de la formula 15;

n n n
z (bk_bk+m+l)= Z b= I bremer
k=p . k=p k=p
n [
= Z by— Z brim —bpemer =
k=p k=p+1
n n
= I by-— ( Z brsm _bp+m) +bn+m+l:] =
k:p k:p
n n
= p> bk— p) bk+m + (bp+m - bn+m+l) =
k=p k=p

= p) (bk —bk+m) + (bp+m bn+m+ 1) =
k=p
p+rm—1 n+m

= z bk - X bk + (bp+m —b;x+m+1) =
k=p k=n+1

Delaec 14:
n p+m n+m+1
Z by —brim+y) T b— Z by
k=p- k=p k=n+1

que es precisamente la formula 15, con lo cual se
completa la demostracion: la formula 1 vale Vre N.

Obsérvese que aun cuando la condicion r < ﬂ-——g—t-l
no es necesaria, ya que no interviene en la demostra-
ciébn anterior, ésta es una limitacion de orden practi-
co, pues indica hasta qué valor de r resulta una venta-
ja emplear la formula 1 para lograr reduccion del
numero de sumandos.

SEGUNDA DEMOSTRACION DE LA FORMULA 1:

Esta demostracion fue propuesta por el Sr. M. en C.
Julio Damy Rios.

n

n
T by— I by, (16)

n
z
= k=p k=p

(bk - bk+r) =
k .

p

Si se hace en la segunda suma del segundo miembro
de la f6rmula 16

si k+r=t = k=t-r
k=p=t—r = t=p+r

k=n=t—r = t=n+r

Sustituyendo estos valores:

n n+r n+r
z bk+r = z bt= z bk (17)
k=p t=p+r k=p+r

Sustituyendo la formula 17 en la 16 y tomando en
cuenta laec 1:

n n+r p+r—1 n+r
z bk - bk = z bk - X bk (18)
k=p k=p+r k=p k=n+1

Para demostrar la férmula 1, se considerardn tres
casos para laec 18

a) p+r<n ;b)) p+r=n+1,;clp+r>n+1
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C_ASO a) p + r < n. Restando y sumando al primer

n
miembro de la formula 18, lasuma finita T b, se

obtiene: k=p+r

n n n+r n
(2 be— = b)—( £ be— £ by) (19)
k=p k=p+r k=p+r k=p+r
Pero:

n p+r—1i n

S by= T b+ T b
k=p k=p k=p+r

n n p+r—1

= T b= T b= T by (20)

k=p k=p+r k=p
Asimismo:
n+r n n+r

T b= T b+ T by (21)
k=p+r k=p+r k=n+1

Sustituyendo las ecs 20 y 21 en la 19, y tomando en
cuenta las formulas 16 y 18, resulta:

n p+r—1 n+r

T by —bg, )= I by — Z by
k=p k=p k=n+1

gue es precisamente la formula 1 parap + r< n.

Obsérvese que en el caso a la férmula 1 reduce la

suma de 2{n — p + 1) términos a solo 2r términos;

pero por hipdiesisp+ r<n=>r< n—p=>2r< 2(n

—p) < 2(n —p+ 1)=>la formula 1 en el caso a

permite una reduccion de sumandos en el desarrollo
n

de T (b — bg.,)*

k=p

CASOb) p+r=n+1,=p+r—1=n

Sustituyendo en laec 18:

n+r n
bk_ > bk_—' zZ bk“ > bk
p k=n+1 k=p k=n+1

™3

identidad que comprueba la validez de la formula 1
parap+r=n+ 1.

En el caso b no hay ventaja en el uso de la formula 1,
ya que:
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ptr=n+1=>r=n—p+1=2r =

=2n—p+ 1), 2r>n—-p+1*
CASO ¢c) p+r>n+1

Sumando y restando al primer miembro de la formula

p+tr—1
18, lasuma finita X by resulta:
k=n+l
n p+r—1 n+r p+r—1
T b+ T be—( T b+ T b) (22)
k=p k=n+1 k=p+r k=n+1
n p+r—1 p+r—1
Pero: T b+ T b= T by (23)
k=p k=n+1 k=p
p+r—1 n+r n+r
T byt T b= T b (24)
k=n+1 k=p+r k=n+1

Sustituyendo las ecs 23 y 24 en la 22 y tomando en
cuenta las férmulas 16 y 18, resulta:

n p+r—1 ns+r
)X (bk—bk+r) = Z bk - z bk
k=p k=p k=n+1

que es precisamente la formula 1.
Debe hacerse notar que, en el caso ¢, la aplicacion de
la fébrmula 1 aumenta en vez de reducir el nidmero de
sumandos, ya que, por hipotesis

p+r>n+1
=> r>n—p+ 1

=> 2r>2n—-p+N)V>n—-—p+1*

Demostracion del corolario 1**

n prar-1 ne2r—1
E -1 by + by i) = T b - T (-0Fe, (8)
k=p k=p k=n+1

\

n
*El desarrollo de la serie dada originalmente z ug involucra n—p+
k=p
+1 términos => se logra reduccidn si

2r<n—p+ 1

»»Esta demostracién estd basada en una sugerencia del Sr. M, en C. Julio
Damy Rios.



pr2r—1 ne2r
=1 by —bxop) = £ (-D%b~ T (=1)*b, 9)
k .

n
z
= =p k=net

k=p

Si en la formula 1 se hace:
by = (=1 ¢
bk+r = (_1)f+m Cf+m

Sustituyendo estos valoresen la 1:

n prm- 1 nem
z [(—H’c,-(—n""‘c,.,..] =z (We- T (=W

f=p f=p f=net
{25)

Del primer miembro de la férmula 25:

n

2 !:(_"1)f Cf_ (—1)’” (_1)f wanJ
/=p
Pero: (— 1) = —1, simesimpar

1, sim es par

Haciendom = 2r—1; f=k - c=ben (25)
k;t R P by (8)
Haciendom = 2r; f=k,;c = b en (25)

S by —bran) = T ~UF b= T (=1 b, (9)

k=p k=p k=n+l

Obsérvese que tanto la férmula 8 como la 9 pueden
demostrarse por induccibn matematica sobre r,; pero
es mas sencilla la demostraciéon empleando la fé6rmula
1, ya demostrada para todare N. '

APENDICE Il

DETERMINAR EL VALOR DE LAS SIGUIENTES
SUMAS: '

99 6 . /\v»
) 5 -
TOE ek
SOLUCION
6 ( 1 1 )
k* + 3k k k+3

Aplicando la formula 1, parar = 3:

99 1 1 3 1 102 1
b (-—— )= T — 3 — =
k

k=1 \ K k+3 -1 k k=100 Kk
1 1 1 1 1 929049
=1 +t—+ - —  ——— = ———
2 3 100 101 102 515100
% 6 309683
12, Kk + 3k 85850
200
ii) £ angcothk
k=2
SOLUCION

De la ref 3, pag 817 (21.2 — 11):

1 k+1
h = — =
ang coth & 2ln P

=%~ ln(k+1)—ln(k—1):]

200 1 200
= X angcothk=—— £ Intk ~1)—Inlk+1)
k=12 2,2

Aplicando la formula 1 parar = 2;
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100 3
z [ln(k—l)—ln(k+l):| = X Ink-1)- Z

in k—1) =
k=2 k=2 k=z201
*=In1+h2-In200-In201 = In —'--—
20100
200 ] '
= L 4ngcothk = - — In —u
x=2 2 20100
200
¥ angcoth kK = in v/ 20 100
k=2
i) T 1 meN
; €
k=m=+1 k1 __m2
SOLUCION
1 _ 1 ( 1 1 )
k2 —m* 2m \k—m k+m
im =0
P k+m
- ; 1 1 3:2" 1
B k=m+1 k* —m? 2m y_ms+1 k—m
; 1 1 3’; 1
k=m=+1 k —mz_ 2m k-ms+1 k—m
iv) °E° 6
x=1 kik+1)(k+2)(k+3)
SOLUCION

6 (l_ 1,) 3] 1
kik+ 1) (k+2) k + 3} k k+3/" (k+1_k+2

1
lim — =20
Ckae K

»

Leg

l,\'
| =
|

>

4| =

w

S
|
w

-

»

| -
|

»

ofB

N

St
L]

»

i MW
x|l -
t
w
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1 1 1
=14+ — +— —- 3— =—
3 2 3
= ; 6 ___1
k=1 klk+1)(k+2) (k+3) 3
v) ; ang tan 1
k=1 9 Kk + k +1
SOLUCION

De la ref 3, pagina 813 (21.2 — 17):

1 ) 1
= 4ng tan — — ang tan

, 1
angtan kv K K+

1
lim &angtan — = 0
k>= k

Tomando valor principal:

= 3 é4ngtah ————— = ¥ angtan k =
k=1 9 k* +k+1 -, g
ang tan 1 T
= an an = -—
g 4
; . 1 n
an an  —mmm—m—m— = —
o, M T 1T

vV kik +2) — / kik—2)

k* —1

o0
vi) X angsen
k=2

SOLUCION

Si se toma de la ref 3, pagina 813 (21.2 — 17):

Ve ) = |VKED | =k 1

N NI +2)-—\/k(k—2)=éngsen

1
éng se X =1 Iy

~ &ng sen

1
k+1

1im 4ng sen-l =0
kve k




k=1 k’ -1

4
6

1 =
=angsen 1 +dngsen — = — +
"9 nENs=3

of a

4 !
= ng sen
o NS

w Vklk+2) =V klk—2) 2
Z angsen =
=1

—_r
k2 —1 3

k

i) “E“ 6
vil ——
k=1 Kk* +4k +3
SOLUCION

6 _ 3k +6 3k
k* +4k+3  k+3 k+1

N °z° 6 -3 ;( k k+2)
o Kk +4ak+3 Tl \k+1 k+3

k+1

y k ,
Im —— = Iim =
k+ 2

ks kK+1 gsa

Aplicando la formula 6:

% b 5
z 3 = —
k=1 k + 4k + 3 2
vili) e k+1 1
Z sen sen
k=1 kik +2) k{k +2)

*Obsérvese que también puede hacerse como sigue:

1 1
)

P e

k2 tak +3

SOLUCION

De la ref 3, pagina 810 (21.2 — 11):

k +1 1 1 (co 1 s 1 )
sen sen = —— (COS— —
kik +2) kik + 2) 5 P P
, 1
lim cos —= 1
k> k
o0 k+1 1 1 2 1
= lfl senk(k +2) sen k_(k_+5)=_5(kfl COs—;—Z(])) =
=—-~%-(COS1+005%.—2)
De la ref 3, pag. 1010:
hoy k+1 1 0.542 +0.878
3 senN ———— s ———— 2 | = 7T
k=1 k(k +2) k(k+2) 5
- k+1 1
Z osen oo %en = 0.290
k=1 kik +2) klk +2)
2000 1
ix) T h(1--—=)
k=2 k1
SOLUCION
1 K -1 k=1 k+1)
1 — = = - -

1
=> In (1—k_’) =mhk—-1)+nk+1)-2nk

;: In (1——1—)= z In(k—1)-—lnk:l— z [Ink—ln(k+l)](25)
k=12 K k=1 k=2

=Inl—mn+Mm{n+1)—1In2

n+ 1
2n

=lIn

19

(27)




199 2k+ 3 4 1 202 1
-t - w2 | e R | L R N
k=2 k? 4000 k=2 k* +3k k-2 k 200 k
1 1 1 1 1 1
oo 1 . = —— — — - — + —
xl T In (1 —-——) 2 3 4 200 201 202
k=2 k?
_ 5 20201
SOLUCION 12 4060200
De la férmula 27 en el ejemplo anterior:
, Y (g 2k*3 _ 557183
;:o ln(1—--1—)= lim In nt k=2 k* +3k ~ 1353400
k=2 k2 ne>e n
, +1 1 i 100
=dlim L o= — n 2 S (=1)* In (k* +k=2)
ne= 2n 2 k=2
oo 1 SOLUCI
T In(1—-=)=-1In2 CION
k=2 k

100 o0
T ANk rk—2=3 (—1)* [In(k—l) +in lk +2)J
k=2 k=12

Observacion: el sequndo miembro de la férmula 26 Aplicando la férmula 8 parar = 2
del ejemplo ix representa la diferencia de dos sumas

. . . s - to
telescopicas. Si n > o resultan dos series telescopicas, T D K k2= e ket Y e k)
siendo cada una de ellas divergente (Iim /n k = oo}, =1 k=1 k=101
o
por lo que el primer miembro de la féormula 26 es la
indeterminacion e — ==, cuyo valor, en este caso, resul- =In1—-—m2+ In3+mh100— I 101 + In 102

toser —in 2.

Este ejemplo proporciona una ilustracion de como es

posible que la diferencia de dos series divergentes se “;, (—1YInk* +k=2) = 15300

exprese COMo uNna serie convergente. k=2 101
X e e 2k+3
Z (— K 1 3k xiii) = 1) 2k + 3
k=0 (k'+'1) (k'*‘ 2)
SOLUCION
o) ;
2k+3 _ 1,1 ; I_UmONz/ws i i
k* +3k  k  k+3 = +
k+1) (k+2) k+ 1 k+2
199 2k+ 3 199 1 1
LT (=1 = T (-1 —+— L _
k=2 K* +3k  xoa k k+3 be = 77 => lim b =0
Aplicando la férmula 8: ~ Aplicando la férmula 10:
2r—1=3=>r=2 p=0;r=1

192 ’

e e e i s am A et ASWAESNL AR OB L aeTm smo - - - s se s soe



o 2k+ 3 0 1
T (-1~ = 3 (1) ——=1
k=0 ( ) (k+ 1) (k+2) k=0 k+1

; ( 1)k ,__,_2_{(_1_3___—
e T K kv 2)

xiv) X 2k + 3 3
—1 h—"""° cosh ——o
2N senh ek O 2o v ek

SOLUCION

De la ref 1, pag 814 (21.2 — 25)

1(senh ! + senh ) h 2k + 3 sh 3
= — = sen
2 X K+3 26t + 6k "ok 1 6k

1
lim senh— =0
' k

k»=

Aplicando la féormula 10:

T {— 1)* senh 2k+ 3 cosh 3 =
ker 2k7 + Gk 2k + 6k

1 1 1)
= — (~senh 1 + senh — — senh —
2( sen sen 3 sen 3

bod X 2k + 3
T cosh =
. 2kt + 6k 2k +6k 2

1 1
(- senh 1 + senh— — senh )
2 3

200

xv) Z
k=2

(— 1)* ang coth k

SOLUCION

De laref 3, pag 817 (21.2 — 11}:

, 1 k+1 1
angcothk=—2-ln = nmk+1)—-Inlk-1)

k—1 2
200 1 200
= I (-1 angcothhk=— % (=) |Imk— 1)~ ik +1)
r=2 2 y=3

Aplicando la formula 11, (2r = 2), b, =In (k — 1)

]

100 3 202
z [ln(k—n—lu(mn:‘ T o=Wlnik—1)- T (=1 k-1
k=2 k-

=2 k=201
L]
=in1~in2+1In200 - In201 = In ]—02
200
200 1 1 1
= ¢ {(-1)angcothk =~ — In -B-q =n 20 in 201
k=12 2 201 100

2n

Xvi) z

4

k
- l ——
k:3( R kz)

SOLUCION
4 K2 —4 (k-2 k+ 2
kT T e T K

4
In (1 — F)=Iu k—2)+Intk+2) —2 Ink

n n
-0+ 1..(1«}-;1= T (—1)*[1” (k—2)—lnk]— T o1t [l»»k—ln(uz»]
k=) =

2n
I
k- k=2

3

«

Aplicando la formula 11:

2 4 4 Ine X
T (-1 In“——F)= =D mk=-2— T (- Intk-2)-
ol .

k=3 3 k-2net
s 2

4
~Z -kt T (- Ik
k=13 K=-2ral

elnt—n2+m2n=1) <20+ n3—Mmd—In{2n +1) +in 2(n+1)

m 4 32— in+ 1) 6nt +30-3
— ) —_——) = =
e - = T T e v e
xvir) T (-1 —
k=1 k (k + 2)
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SOLUCION
1 11 1
kk+2) 2 il

1
lim—=20; 2r = 2
k>=

o 1 1 2 1 1 1 1
oA = B —} = - —
L" ktk+2) ZI:EI( ) k 2( ‘+2) 4

g 2
xviiij T (- 1)k
w}kz‘l( )k’+4k+3
SOLUCION
2 1 1

K + 4k +3  k+1 k+3

lim —— =0, 2r =2
K> 1
3 -
= F - 2 ez et o P _z3r2_ 1
k=1 k* +4k + 3 k=1 k+1 2 3 6

*La descomposicion 2 = k__+_2_ - _L=_.(_k_ _2.2_

k* +4k+3  k+3  k+1 k+1 k+3
no funciona porque lim LI 1# 0=> lim (—1)* _k no existe

ko= k+1 ko= k+1 '

SIMBOLOS EMPLEADOS

R = conjunto de nimeros reales

N = conjunto de numeros naturales = [ 1, 2.... ‘
3....
I = conjunto de nimeros enteros = [ ...-3,-2-1012...}
¥ = paratodo
€ = elemento de
= implica que
* = tiende a
REFERENCIAS

1. A. Delgado R., “’Notas para el curso introductorio
Mateméticas 041, Djvisién de Estudios Superiores,
Facultad de Ingenierfa, UNAM”, México, D. F.
(1972)

2. T. M. Apostol, “Calculus™, Vol 1, 2a ed, Blaisdell
Publishing Co. (1967)

3. G. A. Korn y T. M. Korn, *’Mathematical Hand-
book™, 2a ed, McGraw-Hill Book, Co. Inc., Nueva
York (1968)

RECONOCIMIENTO

El autor desea expresai su mas sincero agradecimiento
a las siguientes personas, de quienes ha recibido apo-
yo v consejo, asi como muy valiosos comentarios, 10s
que han sido tomados en cuenta en la presentacion
final de este trabajo:

Dr. Javier Salazar R.

Dr. Qctavio Rascén Ch.

M. en C. Julio Damy Rios
Dr. Fernando E. Prieto C.
Dr. Ismael Herrera

Dr. Carlos Marin D.

Dr. Artur Grigori

M. en L. Carmen Meda de R.
Act. Martha D. Delgado W.

F/DEPFI/D-67/1987/EJ.3

BT

194



