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INTRODUCCION 

Seguramente, una de las actividades más esUaulantes para el 

ser humano es la creación de formas. El sólo hecho de crear, es un 

reto a la imaginación y quizá sea posible decir~ existen.do• 

tipos de formas, aquellas cuya finalidad es totalmente art1at1ca y. 

que sólo se sujetan a las restricciones que el artista 'i lu . :. 

herramientas que emplea le impongan y aquellas _cuya for• .•• 

determina por la realidad de restricciones fisicas y prkt~.cas. 
. . 

Ambas formas son necesarias y ambas involucran un proceso de 

dlsefío. 

1.1 El ciclo de di .. Ao 

Es posible que cualquier persona antenga una ldea intu,lUva de 

las fases requeridas para. disefiar un producto. Estas fases 90n 

lnfluenclables • col) la inclusl6n ~e software y hardware de 

propósito especifico cuya finalidad sea acelerar aquellas que son 

susceptibles de ser -.uto•tlzadas o seaiautoaatlzadas. 

' 
La tecnolog1a que se basa en el uso de las coaputadoraa con. 1• 

finalidad de acelerar el proceso de dlsefio y anufactura •• 

denoalna CAD/CAM/CAE, acróniaos del iql6s "Coa,,utér-AJded 

DesJgn/Computer-AJded Naoofactw-Jng/CollJJUter-:AJded fngJneerJi,a" o 
\ 

Disefio Asistido por Coaputadora/Manufactura As1atlda por. 

Coaputadora/Insenler1a As1stlda por Coaputadora. 

Con respecto al proceso de dlaefio, Shlgle)'[ 1 J propuso sel a rases 

que lo coaprenden de una manera· f'or•l: 

1. Reconoclalento de la necesidad 
2. Definlclón del proble• 
3. Slntesls 
4. Análisis y Optlalzaclón 
5. Evaluácl6n 
8. Presentación 
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El reconoc1m1ento de la necesidad lo real lza alguna persona 

involucrada en la actividad que requiere alguna medida correctiva 

o innovativa; la def1n1c16n del problema involucra la cuidadosa 

especificaclón del elemento que ·se va a disefiar o residetlar. 

incluyendo las· caracter1st1cas fisicas y funcionales, costos. 

calidad y desarrollo operativo; la sintes1s y el anA.11sJs estén 

aitamente relacionadas y son altament,~ iterativas en el proceso.de 

disetio. Un coMponente o subsistema del sistema completo es 

conceptuallzado por el disetiador tomando las variables, 1 que a au 
Juicio. son las más representativas y que forman la s1ntesis del 

componente. el cual se sujeta a aná.llsis. se mejora y welve a 

dlsefiar. El proceso se repite hasta 'que el disetio ha sido 

optimizado con las restricciones impuestas por el dlsetiador. La 

evaluac16n concierne con la medición del dlsefto contra las 

especificaclones establecldas en la fase de definición del 

problea. Esta evaluación a menudo requiere la f&:bricac16n Y. 

prueba de prototipos¡ para evaluar el desempetio operativo, la 

calldad, la confiabllid8:(i y o~ros cr.lterlos. La fase final del 

proceso de dlsefio es la presentacJón, que incluye la 

documentación, el realismo, la lista de partes. y en general toda 

una base de información requerida del producto. 

La tecnologia CADYCAM/CAE se compone por fases que mantienen una 
relación directa con fases correspondientes a este proceso de. 

disefto <ta,. s.u. En particular, observe la fase de. Hodelado · 

GeométrJco, • la cual corresponde a la fase de S1ntes1• de 
1nformácl6n en el proceso de dlsello cléslco. En esta tase, el . 

' . . 
dlsef\ador crea una abstraccJón de lB- realidad y la expresa co110 un 
modelo en computadora. Aunque se define for•~•nte el concepto de 

110delo en el capitulo II, infor•l•nte' ae puede decir que 6■t• H 

conatltU)'e por una topoJogla, que hace lu vece■ de la eatructura 
de datoa en la cual N ~laacem el obJeto, r una .-o•tri• que 

_representa los valorea que se laclv,en· en la topoloaS~ dill IIOdelo, 
de tal auerte que N poalble tener ~ topo1oa1a y an ...,. 

lntliltto de aeo•trtu. Adea6a, dentro de ·1a Ntructura de clatoa 
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t.2 Llne• de Inveatigaclón 

Dentro de la modelaclón geométrica puede lnvestlgarse en lo• 

siguientes puntos: 

1. Definición de la Topologia.. 
2. Especiflcaci6n de la Geometria. 
3. Algorlt1110s de consulta. de información. 
4. • Algorlt110s de procesamiento para obtener realls110 de un ac,delo. 
s. Algoritmos de transferencia de lnformacl6n entre sisteas de 

110delado. 
6. Dlsefio de interfaces de comunicación con el slste• 
7. Dlsefio de las estructuras de almacenaalento secundarlo para 

un modelo. 
8. Disefio de algoritmos para el procesamiento de un IIOdelo con 

vistas a iaplementarse en hardware. 

Estas #u-eas no se encuentran unificadas en· un Misao nivel de 

desarrollo o de investigación. 

En particular, sl se considera la aodelaci6n de s611dos y la 

IIOdelaci6n de superficies, se encuentra una variedad de t6cnlcu . ' . 
en ambas escuelas de modelado que pueden coapleaentarae 1 ul 

. ' 

obtener un 110delador que cubra un mayor rango de posibles for- a 

crear, esto es, un modelador con una cobertura geom6trJca a6a 

amplia. 

Esta obaervacl6n, a nivel de dos grandes escuelas de aodelado. 

tambi6n es rillda en la variedad de posibilidades dentro·de cada 

una ellas, lo cual genera, en for11a natw-al, el nacialento . de 

esquemas hlbr1dos de aodelado geolllétrlco.-

De las dos srandes escuelas de 110delado, sólidos y superrtcies, la 

6lt11111 esta delllOstrando, un los 6lth1os aftos, que tiene el 

potencial necesario para . ¡~enerar lu foraas que se obtienen 

aedlante el aodelado de s61:ldos, aunque aón se requieren afios de 

lnvest lgacl6n para lograrlo. Por otra parte taabl6n existe la 

tendencia Mtural a la lntegracl6n de las aejores proptedadea de 

cada una de las escuelas de IIOdelado geoaétrlco. 

Para lograr la un111cacl6n anterior, •• requlre 

lnvestlpc16n -y desarrollo en cada una de laa 6reas de 

- 6 -

de -,0.­

aodelado. 



En particular, dentro de la Modelaclón de Superficies a\ln no 

existe un esquema general para definir cualquier forma ni 111ucho 

menos, algoritmos de procesulento generales para lograr consultas 

sobre los modelos generados. Las estructuras de datos a\ln se 

pueden considerar experimentales; la dl versldad de restricciones 

matemé.tlcas que pueden restringir a una superficie obligan a la 

dl versificación de los esquemas de modelado, a\ln bajo una alama 

idea. 

t.3 Objetivos 

Realizar lnvest1gaci6n y desarrollo sobre una t6cnlca de aodelado 

de superficies, los Beta-splines, quienes poseen cualidades 

Interesantes que los c~loc.:an como una de las mejores teortas en 

6ste campo del Dlsefio Asistido por Computadora. 

Realizar investigación y desarrollo sobre el concepto de Segmentos 

Recortados, lo cual aportará ideas referentes a la for• que 

puedan tomar las fronteras de un objeto. 

Integrar 101 Beta-splines con loa Seg111entoa Recortado■ y aportar 

ldeu sobre au eatructuracl6n y· la posible utllidad de 6ata 

integración, 

Crear un Ambiente de Modelaci6n Geométrica con ~as lnvestlgaclones 

anteriores que funcione co110 un laboratorio para comprender•meJor 

la creación de 6ste tipo de aiste11as y permita la inclusión de 

nuevos algoritaos de procesaalento sobre un aodelo geométrico.· 

Ayudar a la lntegracl6n entre la 110delacl6n de superficies y la 

aodelacl6n de sólidos. 
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t.4 Melodolog1a 

Los obJetlvos anteriores son altamente llllblclosos. Para lograrlos 

se procedl6 a una invest igac16n completa sobre las técnicas de 

aodelado de s611do$ y superficies existentes, lo cual pera1t16 

poseer una v1sl6n real del estado del arte de la 11\0delación 

geométrica. Posteriormente, se realizó la recopilac16n y el 

estudio de todo lo referente a.l esque111a de aodelado de superf1c1es 

denoalnado Beta-spUnes. Con esta inforaaci6n se realizaron 

pruebas separadas de los conceptos que integran a éste Upo de 

Splines, prlaero en dos dimensiones y luego en tres dlmenalo~s. 

En Ulboa casos se investigó sobre la 110delacl6n de una for-. 

co•J?leJa asl co110 la def1n1ci6n lnfor-.1 de superflcles c\JAdrlcaiJ. 

Estas pruebas se realizaron lnlclah1ente en for• mmé~lca para 

después integrar los algorl tmo■ a un eatandard grUlco. en 6ste 

. caso, PHIGS, un standard para tres dlmenslones. Una vez 

COllprendldo en tunclonaJ111ento de lo■ Beta-spl lnes, • se 1n1c16 la 

1nvestlgac16n aobre el concepto de los Se~ntos Recortados. De 

aanera lntultlva, un segmento recortado ae lnlcla con un doalnlo 

. continuo en f:los dl11enslonea s~bre el, cual se ellaina o agrega 

lnforaacl6n bldlaenslorial que lleva a do■lntos llaltados por 

fronteras tlnltu ,t clcllcas donde pueden existir hoyos. Esto■ 

doaln1os pueden emplearse co110 pflrte • de las rorliulac1onea 

Beta-apllnes para construir 1~ ror• final de las fronteras de un 

objeto. 

Cuando se .ht. coaprendlo la teorta de los ~ta..:spllnes y de loa. 

Sepento• Recortados fu6 poalble pensar en la topologia y los 

aecanlsaos para lndtcar la poaetrla de un objeto. Al a1no 

tieapo, se ,pneraron lu ideas pera el dh!refio 1nterfacett 

decoaun1cac16n. De hecho, el 6xlto del slste• puede depender, en 

gran· aedlda. de éste dlsefto. 

Deapu#!a de deflnlda la Topo-logia, 1011· aecanlsaoa de entrada de la 

aeo•trla y la coaunlcacl6n eon el alste•, ae procedió a realizar 

pruebas generales con el fin de retroall•ntac16n al dlsefto 

global. En las pruebas H variaron todos loa paru.etrota a los 

- 8 -



cuales se tiene acceso. Una de las pruebas sobre una rorma 

coapleJa se documentó y sus lmagenés se muestran·en éste traba.Jo. 

1.8 Equipo de deaarrollo 

Todo el ambiente se desarrolló entre sistemas personales del tipo 

PS-2/60 y estaciones de dlsefto RT's de tecnologia Risc. Los 

equipos Rtts cuentan con buenas tacllldades de desarrollo para 

software especializado de CAD. Tienen un poder de cómputo del 

orden de O. 5Hflops (millones de instruc::iones de punto f'lotante 

por segundo) con un procesador central de la familia de los 

Hotorola 68000; tres procesadores de punto flotante de .la familia 

de los Hotorola 68020; un procesador- gráfico 5085 que Integra los 

primitivos gré.flcos en firmware y He encarga del control de los 

periféricos especial Izados: ratón controlado por enboblnado de 

29><29 cms2 el cual ~e emplea como el dispositivo de "pl.ck" de un 

estadard gré.flco o como un teclado especial del tipo "LPKF" 

(teclado de funciones luminoso); teclado de funciones "LPICF" con 

32 teclas luminosas; monitor 5081-19 de 1B"de tecnologia "raster" 

de 1024x1024 "pixels" direccionables visibles y 256 tonalidades de 

color al mismo tiempo de una paleta de 1000,000 de tonalidades 

baJo el alste• boJo-verde-azul ''RCB". 

El equlpo PS-2/60 se empleó para el desarrollo de algorl tmos en 

lenguaje C y su opt111lzaclón, Una vez realizado esto, la versión 

depurada se. translado al ambiente UNIX de las RT'a, donde existe ·, 
una compatlbllldad total en el c6dlao C generado. 
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CAPITULO 11 

MOOELACION GEOMETRICA 





MODELACION GEOMETRICA 

Un modelo es un obJeto construido artificialmente que permite 

la observación de otro de una manera más simple. Los modelos son 

útiles puesto que utilizarlos en ocasiones es más sencillo que su 

contraparte fisica. Ahora bien, la totalidad de la información que 

se almacena en un modelo depende del alcance de las preguntas que 

uno desea poder contestar[2). 

El Hodelado Geométrico se desarrollo en la década de los 70's como 

un campo del Disefio Asistido por Comput.~dora[3) y su objetivo es 

per11itJr la representaci6n de formas con objeto de alterarlas. 

consultar sus propiedades geométricas y atributos no geométricos. 

anallzar las y generar información c!e manufactura. La denominaci6n 

de geométrico se debe a que los pi.mtos anteriores son problellU 

eminentemente geométricos, por ejemplo, conocer el centro de 

gravedad de una pieza requiere conocer la geometrla de la misma; 

deterainar la trayectoria para un maquinado tambi6n requiere de 

esta información. As1 mismo, generar el realismo de una forma 

tubién lo es. 

El 1t0delado geométrico tiene que ver con los siguientes elementos 

( 19): 

a) Representación en computadora de las entidades geométricas y 

las transformaciones que se les pueden aplicar tales co110 

movimientos. rlgidos y operaciones booleanas. 

b) Algoritmos para el razonaaiento geométrico y para el cé.lculo 4le 

propiedades geoa6tricas y los efectos de las transformaciones. 

c) Las teorlas 11atelllé.ticas que f.undamentan tales representaciones 
y algorltaos. 

d) El hardware y software en el cual esta inmerso el aodeluo 

geométrico. 
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Un ambiente de modelado se observa en la figura 2.1. Este mantiene 

un módulo encargado de permitir al usuario realizar la deflnlcló~ 

de un objeto a través de las fac111dades de modelado del sistema 

(conceptos geométricos de modelado). Estas pueden ser tan 

sofisticadas como el acceso a objetos ya construidos o tan 

sencllla como comandos de definición de primitivas básicas. El 

lenguaje al cual tiene acceso el usuario se traduce a 

representaciones geométrlcas internas al ambiente, sobre las 

cuales operarán procesos de 1nterrogac16n o transformación que 

generan resultados espec1ficos tales como el realismo o las 

trayectorias sobre una superficie, etc. Estas faci lldades las 

descompone Requicha[4] en los siguientes componentes: 

- Estructuras Simbólicas 
- Procesos 
- Facilidades de Entrada 
- Facilidades de Salida 

Las estructuras slmbóllcas son representaciones, de los objetos; 

los procesos emplean a las representaciones para responder a 

preguntas geométricas acerca de los objetos; las facl lldades de 

entrada son los medios disponibles en el sistema, orientados al 

usuario, para crear y editar representaciones de objetos as1 como 

para invocar los procesos que actuan sobre la representación; las 

facllldades de sallda son los medios que el usuario emplea para 

despliegue de su información. 

Observe que en estas actlvldades se involucra la capacidad de 

consulta f1slca como un proceso y ésta no forma parte de un 

sistema de modelado, aunque la estructura interna de un modelador 

influye, en gran parte, sobre esta posibilidad de interrogación. 

El modelado geométrico ha evolucionado en cuatro ramas pricipales: 

- Figuras de Alambre 
- Superficies 
- Sólidos 
- Esquemas H1brldos 

11 
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La di ferencla en cada caso se ident iflca por la cantldad de 

información agregada a los modelos, las ent ldades geométricas 

empleadas en la modelación, las restricciones a los modelos, las 

facilidades de manipulación, interrogación y despliegue y en las 

estructuras de datos que posibilitan las operaciones anteriores. 

2.1 Modelado de Fi¡uru de Alambre 

Esta tecnologia representa a los objetos mediante segmentos de 

l 1nea o en ocasiones curvaA cué.dricas interconectados. En función 

a las capacidades del sistema, se pt1eden generar figuras de 
1 alambre en 2, 2 /2 (proyecclon trldl•■lonal sin lnfor-clon de 1• 

coordenada z), y 3D (44). Aunque este tipo de representación 

permite desplegar objetos relativamente complejos, su estructura 

de datos y la falta de inforll8.Ci6n no geoaétrlca, como por ejemplo 

el Upo de 11aterial, 11111 tan la lnterrogaclón de los mismos. Es 

posible lograr cierto reallsmo con la información, co110 por 

ejemplo, eU•inar llneas ocultas sl en la estructura de la 

infor111a.Ci6n se agrega coherencia. 

En estos esquemas, la información •• aaneJa baJo una estructura 

Jertrquica donde nor•lmente los verticea son los elementos be.se 

de un trbol (fha. 2.a>. El concepto de objeto es la unión de 

aegmentoa geolllétricos y el equivalente a caras de un objeto se 

considera como planos. 

2.2 Modelado de Superficie■ 

Este cupo de representación de obJetos surge en la década de los 

80' a debido a loa trabajos de Coons orientado al disefto de 

eatructuru de aviones, barco■,· etc. La representación de estas 

formas, denoatnadas en ocaalonea Ubres o esculpidas descansa en 

dos conceptos b6sicoa [3]: 

- El e■pleo de expresiones paraaétric~ 
- La descompos1cl6n en partes de una curva o superficie 
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El primer concepto permite representaciones multlvaluadas con 

respecto a un slstema coordenado y mant lene lndependecla de la 

representación con respecto a los ejes, eliminando el problema de 

valuaciones con tangente infinita, facilita la representación de 

curvas en sistemas de coordenadas homogéneas, y permite la 

interrogación de entidades mediante la parametrizaci6n[6). Otros 

beneficios de ésta son: representaciones explicitas, por lo cual 

P.S directo el cé.lculo de puntos sobre las curvas y superficies; su 

formulación es adecuada para definir curvas y superficies en forma 

segmentada; las curvas y superficies pueden definirse en función a 

comblnaclones l lneales de funciones escalares de paréJlletros con 

coeficientes vectoriales; y sl se aplica la ldeá anterior, 

cualquier transforinacl6n geométrica sobre la curva o superficie se 

logra apllcarido la transformación a los ,::oeflclentes vectoriales 

■antenlendo_una.deflnlclón matelllé.tlca sln modlflcaclones (7). 

El segundo concepto_ellillna el problene. de representar una curva o 

superficie por • una . sola • ·función • anali tlca, que en ocasiones 

produce un• 'P()Ugono de" al to orden Involucrando problemas de 

solución (busqueda de :ralees) y de oscllacl6n, aunque Incurre en 

el hecho de tener que colocar condtclories de continuidad entre los 

segmentos de curva aodelados. 

Qulzé. las prlnclpales desventajas de un slste■a de modelado de 

superficies se refieren a la lntulcl6n para definir una forma,. la 

dificultad de combinarse con otros elementos en. el espacio 

mediante operadores booleanos y la complejidad de realizar 

revlslones topológicas y geollétricas que aseguren la validez de la 

superflcle 110delada. 

Bajo un esqueaa de superr-tcles, un objeto se define por la 

Integración de segmentos o parches que aantlenen alguna relación 

de contlnuldad en sus fronteras Ctl9 2.31. 

Las superficies de foraa libre o SFL pueden categorlzarse en 

función a las restricciones que soportan[8] y en general se 

repesentan de la slgulente for•: 
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donde X, Y,2 son funciones polinomiales en u,v que al ser 

evaluadas, generan los puntos (x,y,z> sobre la superficie S(u,v>. 

Las funciones polinomiales que se emplean en las SFL son cúbicas 

debido a que es el grado más pequeftg que permite tener una curva 

con un punto de inflexión, permite la posibilidad de girar en el 

espacio[6 pag. 1191, se puede evaluar su segunda derivada con 

fines de continuidad, disminuyen los problemas de oscilación y de 

localización de ralees y son una solución a la curva que minimiza 

su energia de tensión lnterna(J.8). 

Existen tres métodos generales para especlf5car la forma deseada 

de una curva libre (flg. 2.u 

- Definición de atributos vectoriales a los vértices extre110s 

tales como la posición, magnitud y dirección. 

- Deflnlci6n de las fronteras de la superficie. 

- Definición de un conjunto de vértices de control que en conjunto 

forman un pol 1gono de control que mi111lfica la forma deseada 

final. 

El primer método requiere información vectorial explicita para la 

definlci6n de un segmento de curva o superficie, lo que en 

ocasiones puede ser un trabajo complejo, pues el diseftador se ve 

en la necesidad de especificar, por ejemplo, la magnitud de los 

vectores primera derivada o la dirección del vector producto cruz 

en una esquina de una superficie, cuyos valores pueden no ser tan 

evidentes(n9 2.ta). Si el diseftador desea lograr un efecto 

particular sobre la forma de la superficie se le deben 

proporcionar elementos de control MB accesibles y deben responder 

a la idea intuitlva para la cual se proporcionan, lo cual conduce 

a la necesidad de generar expresiones aatemé..tlcas que peraltan 

lograr, aedlante parúaetro~ de control, esta facilidad de 

definlci6n. 

La segunda posibilidad, defJnJcJ6n de fronteras, requiere que el 

diset\ador proporcione la forma de estas, ya sea ■ediante una 

deflnlcion explicita o apr·ovechando alg6n generador del 
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ng. 2.4a SEGMENTO DE SUPERFICIE FORMADO 
INFORMACION VECTORIAL EN LOS VERTICES 

rt¡. 2.4b SEGMENTO DEFINIDO POR INFORMACION VECTORIAL 
Y ESPECIFICACION DE LAS FRONTERAS • 

1'1¡. 2.4c SEGMENTO DE SUPERFICIE DEFINIDO 
POR UN POUGONO DE CONTROL QUE MIMIFICA LA 
fORMA 



sistema(fl9 2.4b>. Esta fllosofia también requiere la deflnlci6n 

de lnformac16n vectorial en las esquinas de los segmentos de 

superflcie aunque perml te al usuario deflnir un segmento bajo 

interpolacl6n entre dos curvas o cuatro curvas frontera. El tipo 

de interpolac16n define la forma de la superficie. 

La definlci6n por poligonos de control permite observar la forma 

antes de generar la superflcle debido a que el pol 1gono la 

■ialfica(fl9 2.,cL Esta fllosofia sustituye la necesidad de 

especlflcar informaci6n vectorial, tal como primeras o segundas 

derivadas, apoyandose en expresiones ma.temáticas que integran la 

información de los vertices como parte de estos elementos 

vectoriales, proporcionando al disefiador parámetros de control 

altamente intuitlvos. Además, •es posible controlar algunas 

restricciones de continuidad entre los segmentos de SFL con el 

correcto ordenamiento de los vertlces de control, cualidades que 

han hecho de esta fl losofia una de las mé.s populares en los 

ambientes de CAD. 

Un sistema de 1110delado de· curvas y superficies debe proporcionar 

las aiauientes facilidades[20): 

- Un sistema adecuado de especificaci6n de la forma deseada, que 

puede ser alguno de los anteriores, aunque los pol1gonos de 

control presentan la mayorla de las ventajas. 

- Evaluación m6ltlple, pues es com6n dlsefiar formas donde f(x,y) 

posea diversos z1. Esta situacl6n se resuelve por segmentación de 

una curva o superficie. 

- Independencia de los ejes, para liberarse de los problemas de 

evaluac16n con pendiente infinlta. Esta s1tuaci6n también se 

resuelve con la representac16n paramétrlca. 

- Control global y local. Esta propiedad se refiere a poseer los 

aecanla1110a adecuados para variar la forma de la superficie 

-&lobalmente y también en pequefios sectores con objeto de afinar la 
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forma (localmente)(flg 2.sa), 

Control de oscilación. Algunas formulaciones tienen la 

caracteristica de oscilar sobre los puntos de control en lugar de 

suavizar la representación. Es posible controlar la oscilación, o 

al menos disminuirla, realizando formulaciones basadas en 

pol 1nomios de órdenes pequefios o apl lcando tensión a la 

curva(2.Bb>. 

- Versatilidad, referida a la cobertura geométrica que se puede 

lograr con la técnica de representac!.ón. Es deseable que el 

sistema perml ta una gran variedad de representaciones para no 

frustar al disefiador, lo cual se logra mediante la inclusión de 

parámetros de control, aunque el ·E!XcesQ de estos puede llevar a 

confusiones. 

- Orden de continuidad. Como en las representaciones que se 

consideran se aaneJa el concepto de segmentación de la curva o 

superficie, se require que entre cada segmento sea posible 

establecer ordenes de continuidad. La continuidad cero -eº- se 

refiere a mantener continuidad de posición; C1 se refiere a 

continuidad en primera derivada· o de vector tangente; c2 se 

refiere a 11antener continuidad de segunda derivada o· de 

curvatura<t19 2.ac>. 

2.3 Modelado ele ■ólldo■ 

El aodelado de sólidos -HS- es el caapo del Disetio Asistido por 

Computadora que proporciona la capacJdad de representar. 

manipular. analizar y consultar objetos reales en una computadora 

con un origen que se remonta a principios de los 70' s [9]. Los 

objetos a los cuales se refiere el HS son funcionales mé.s que 

estéticos, en los cuales el concepto de real se refiere a la idea 

intuitlva de lo que es real para el hombre. 

Desde un punto de vlsta ■uy general, un sólJdo (representación de 
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Fil. 2.5a CONTROL GLOBAL SOBRE 
UNA CURVA. OBSERVE LA ALTERACION 
DEL VERTICE V1 Y EL SEGUIMIENTO 
QUE TIENE LA CURVA. 

Fi¡. 2.6b LA CURVA NO DEBE OSCILAR 
AL MOMENTO DE GENERACION. ESTO SE 
CORRIGE CON TENSION (DISMINUCION DE 
LA LON1GmJD DE ARCO) O CON POIJNO­
MIOS Dl~ MENOR GRADO. 

Ft¡. 2.6c CONTINUIDAD DE POSICION 
ENTRE DOS SEGMENTOS 

11¡. 2.6c CONTINUIDAD DE PRIMERA 
DERIVADA O DE VECTOR TANGENTE 

n1. 2.6c CONTINUIDAD DE SEGUNDA 
DERIVADA O DE VECTOR CURVATURA 
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un objeto real), se puede entender como un conjunto continuo de 
3 puntos en IE que se mapean a una representación ideal en 

computadora, y donde el conjunto de puntos mantiene las siguientes 

propiedades para considerarse útil bajo la filosofía de modelado 

de sólidos 

- Rigidez. Un objeto sólido debe mantener su forma invariante, 

independiente de su orientación o posición, esto es, el sólido no 

debe de variar bajo transformaciones rígidas (desplazamiento, 

rotación, espejo) (fl9 2.ea> 

- Regularidad: un sólido tiene un interior y exterior, y los 

elementos de sus fronteras no deben estar aislados o flotando. Un 
3 conjunto de puntos A en E es un conjunto regular r(A) si 

r(A)•c(i(A)) donde c(A) e i(A) son la cerradura y el interior de A 

tomando una definición topológica ( anexo)(fl9 2.eb) 

- Definición finita en el espacio ocupado: los sólidos no pueden 

mantener fronteras infinitas. 

- Cerradura bajo operaciones booleanas (ver la deflnlclón de 

espacJos medlos y los esquemas CSG en este capitulo). 

Intuitivamente, un operador booleano opera sobre dos objetos y 

genera uno nuevo en función del operador especifico. Los 

operadores booleanos son: la adición de objetos, la diferencia 

entre objetos, la unión de volúmenes entre objetos. 

- Descrlptlbllldad finita: deben exlstlr aspectos de los sólidos 

que permitan una descripción finita de los mismos, por ejemplo el 

número de vért lees o el número de caras que los forman de tal 

suerte que sean representables en computadora. 

- Determinismo en las fronteras: las fronteras del sólido deben 

indicar, sin ninguna ambiguedad, qué está. adentro y qué está. 

afuera, esto es, las fronteras deben ser orientables (ver el 
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Fig. 2.6a LAS T_RANSFORMACIONES 
RIGIDAS MANTIENEN LA FORMA DE 
UN OBJETO. ESTAS SON LA ROTACION 
TRANSLACION Y ESPEJO. 
OBSERVE QUE EL RECTANGULO 
MANTIENE SU FORMA. 

Fi¡. 2.6b LOS OBJETOS REGULARES 
NO DEBEN MANTENER ELEMENTOS 
SUELTOS O FLOTANDO 
ES=ELEMENTO SUELTO 
EF=ELEMENTO FLOTANDO 

Fig. 2.6c LOS OBJETOS ORIENTABLES 
SE DISTINGUEN PORQUE ES CLARO 
CUAL ES SU SUPERFICIE INTERNA Y 
CUAL SU SUPERFICIE EXTERNA. 
LA BOTELLA DE KLEIN ES UN 
OBJETO NO ORIENTABLE 



concepto de orlentabllldad tres párrafos adelante)<flg 2.sc>. 

De esta propiedades, Requicha[4] demostró que los subconjuntos de 
3 IE que son cerrados, limitados, regulares y mantienen fronteras 

cuando menos semianaliticas son apropiados para la modelación de 

sólidos y les denomino r-sets. 

Ahora bien, representar un sólido por un conjunto de puntos en el 

espacio es redundante pues no aprovecha la coherencia espaclal[20] 

y además ocupa demasiados recursos de computadora. Una alternativa 

es representar al conjunto de puntos como un conjunto limitado por 

fronteras que representan superficies con las siguientes 

caracteristicas [10): 

- Cerradas, esto es, continuas sin rompimientos, lo cual no impide 

la existencia de huecos en el objeto pero si excluye las 

estructuras ablertas<r19 2.6d). Esta se puede asegurar revisando 

condiciones topológicas, como por ejemplo, que cada arista es 

adyacente a exactamente dos caras y dos vért lees. La cerradura 

implica además que el perimetro de cada cara contiene un número 

igual de bordes y vértices y los perimetros asociados ·a un vértice 

mantienen un número de bordes y caras igual (excepto en algunos 

casos especiales como en el vértice de un cono). 

- Orlentabl lidad, esto es, la propiedad que perml te distinguir 

ambos lados de una superficie. Algunas superficies pueden ser 

cerradas y no orlentables, como el caso de la Botella de Klein. 

Moebius propuso un método para determinar cuando una superficie 

poliédrica cerrada es orientable. A los bordes de cada cara se les 

asigna una dirección consistente tal que el interior de la cara va 

en dirección hacia la derecha. En una superficie cerrada cada 

borde recibe dos flechas, una por cada cara que llmlta. La 

superficie es orientable si y solo si es posible ordenar los 

bordes tal que cada borde mantenga una flecha en cada dirección. 
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rta. 2.8d LA ESTRUCTURA DE LA. IZQUIERDA ES ABIERTA 
SIN TAPA, LA DERECHA ES CERRADA. LAS ESTRUCl'URAS 
ABIERTAS COMO LA. MOSTRADA PUEDEN EMULARSE COMO 
CERRADAS AGREGANDO INFORMACION FANTASMA A LAS 
ISTRUCl'URAS DE DATOS. 

rta. 2.7 UN OBJETO QUE TIENE HUECOS SB TRANSFORMA 
EN' UNO SIMPI.EUENTI CONECTADO MEDIANTE LA AGREGACION 
DI SEGMENTOS rANTASMA CUYA REPRESENTACION IXISTI 
IN LA. ESTRUCTURA DE DATOS PERO NO SI DDPUIGA. 
SP•SEGMINTO FANTASMA • 
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.. No lntersectade.s as1 aismas, en este cuo se desea que las 

superficies que 11111 tan a un objeto real no se intersequen asl 

alsma.s con objeto de mantener la idea de ur. s611do real. No 

existen condiciones puramente topológicas que perml tan asegura 

esta propiedad por lo cual es necesario invocar procedialentos de 

revisión geométricos. 

- L1111 tada, esto es, una superficie que aantlene las propiedades 

anteriores genera una dlvlslón del espacio en dos conjunto 

disjuntos, uno de los cuales es flnl to (sl la cond1cl6n de 

no-lntersecc16n no se respeta, se generei.ran lllés de dos dominios). 

- Conectada, esto es, una superficie puede ser cerrada pero estar 

formada de varias partes desconectadas (por ejemplo un cubo con 

una cavidad). 

Los formlas de Euler pueden emplearse en for• pré.ctica para 

demostrar la validez de un objeto desde un punto de vista 

topo16glco[21]. aunque su dominio, en la pré.ctlca, se ll■lta en 

gran forma a las f lguras pol i6dricas, de las cuales requiere las 

siguientes deflniciones extras: 

- Todas sus caras esté.o s1mplemente conectadas sl se mantiene un 

anillo simple de bordes y no ex1sten agujeros entre ellos. Si esta 

condlc16n no ■e mantiene en un objeto, ea posible incluir 

conexiones umbl llcales para lograrla<rto a.1) . 

.. Un eaer po tr61ldo debe ser aiapleaente conectado de tal suerte 

que sea iso110rfo a una esfera. 

Si un siateaa de MS garantiza las propiedades anteriores en sus 

superflcles, 

s611dos •• 

hwaana. 

entonces garantiza que los operadores sobre los 

pueden aplicar 1nteractivaaente sln intervención 
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2.3.1 Esquemas de representación para aodelado de sólidos 

Los algoritmos geométrlcos no manipulan objetos sólidos; en lugar 

de esto, manipulan estructuras s1mbó11cas que representan sólidos 

(4). Requ1cha[4) define una representación de un sólido como una 

colección finita de s1mbolos (de un alfabeto finito) que designa a 

un sólido de M, donde Mes el espacio de modelado matemé.tico de 

objetos cuyos elementos son sólidos abstractos denominados r-sets. 

Las técnlcas de representación de un modelador de sólidos definen 

el espacio de representación R de un modelador. Aquellas 

representaciones que realmente pueden ser construidas por el 

modelador de sólidos de acuerdo a sus reglas de sintaxis se 

denominan admislbles. Un esquema de representación se define 

formalmente como una relación ■ :IM->R (flg 2.e>. 

Se dice que una representación :r en R es completa o no ambigua sl 
-1 ésta corresponde a un sólo objeto, esto es: sl el conjunto• <r> 

es un solo elemento ~-~ de IM. La representación. es (mica sl los 

. objetos c·orrespondlentes ~o admiten otra representación en el 

esquema, esto es · sl •<•· .. 1<r)) = ~r ~- Resumiendo, se puede decir 

que un esquema de representación es una relac16n entre sólldos 

abstractos y representaciones. Una representación es invé.Hda sl 

ésta no correspónde a ningún sólido. Una representación vé.llda es 

amigua al ésta corresponde a varios objetos. Un sólido no tlene 

una representación (mJca sl puede ser representado en dl versas 

formas en el esquema. Como una observación, S puede generar 

representaciones en R que son incongruentes, por ejemplo, rotar un 
o perfil 111ás de 360, lo cual sinté.ctlcamente es una representacló~ 

correcta pero semé.ntlcamente no. Por tal motivo, en las 

deflnlclones anteriores puede mejorarse la definlclón de S 

lndlcando que su rango seré. un subconjunto de R al que llamaremos 

V y que forma el conjunto de representacione■ que son v•lidas. 

De lo anterior puede indicarse que loa aiatemas de modelado 

vartar•n en el espacio de 110delado, en el espacio de 

repre■entacl6n y en lo■ e■quemas de repre■entaci6n. 
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M ISPA.CIO DI WODILAJ>O i>, DOMINIO DI I V, RANGO DI 8 

Fig. 2.8 DOMINIO Y RANGO DE UN ESQUEMA 
DE REPRESENTACION 

Fig. 2.9 ENUMERACION EXHAUSTIVA 

Fig. 2.10 DIAGRAMA DE UN OCTREE Y SU ARBOL 
CORRESPONDIENTE. OBSERVE LA INTENSIDAD DE LOS 
NODOS 



2.3.2 Propiedades de loa e■que- de repreaentaclón 

Los esquemas tienen caracteristlcas que nos permiten evaluarlos 

con mé.a detalle: 

- Poder expresivo o cobertura geométrica, que se refiere al 

universo de obJetos • en M que son cubiertos por los esquemas de 

representacl6n. Aqui puede preguntarse sobre la precisi6n al 

110delar los obJetoa complicados y sobre la poslbllldad de extender 

el dominio M. 

- Validez, que se refiere a s1 todas las representaciones 

admisibles generadas por el esquema de representación son vé.lidas, 

esto es, si designan algún sól ldo de M. Un esquema con esta 

propiedad se dice que es sJnté.ctJcamente vé.l.fdo. 

- No ublguedac[ y unicidad, que se relaciona con el hecho de si 

todas las representaciones modelan exactamente un s6lldo y si 

algunos sólidos tienen mis de una representación vé.lida, 

- Lenguajes de descripci6n. Se refiere a la clase de lenguajes 

para describir s6lldos que pueden soportarse en un sistema de 

110delado. Estos, pueden estar basados en el esquema de 

representación o requerir basarse en una conversión desde otra . 
representación. 

- Conciso, lo cual se refiere al tamafto, en términos de 

almacenuiento en computadora que genera la representación de 

obJetos pré.ctlcoa e lnteresantes. 

- Cerradura de operaciones. Al descrlblr s6lldos y las operaclonea 

de aanipulacl6n que act\lan sobre ellos, es poalble preservar o no 

la val ldez de la representación. Ademé.a debe preguntarse al al 

11anlpular un a6lldo el resultado puede ser representado bá.Jo el 
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esquema de repi·esent Br:: l ón. 

- Facilidad computacional y apllcabllidad. Este punto se refiere a 

la clase de algorl tmos que pueden escribirse para el esquema de 

representación, la clase de complejidad computacional que 

involucran, y la clase de aplicaciones a las que está orientado el 

esquema de representación. 

2.3.3 Taxonomias de representación 

Estas pueden categorizarse en los siguientes: 

o Modelos de Descomposición 
o Modelos Constructivos 
o Modelos de Frontera 
o Modelos H1bridos 

2.3.3.1 Modelos de descomposición 

Estos modelos describen sólidos mediante una combinación de 

estructuras básicas que mantienen relación bajo operaciones de 

agregación. Las estructuras básicas se mantienen en una base de 

datos fija. Sus variaciones se encuentran en el tipo de objetos 

básicos y la forma de manejarlos y representarlos. 

Pertenecen a estos modelos los generados por los siguientes 

esquemas: 

Enumeración exhaustiva 

En esta variación, el espacio se divide en cubos que pertenecen 

parcial o totalmente al objeto que se desea modelar<r19 2.e>. De 

esta forma se avanza en cuanto al hecho de desear enumerar todos 

los puntos que pertenecen al objeto y en lugar de eso se recurre a 

una subdlvlsión regular del espacio. Cada cubo que comprende a la 

figura queda completamente definido por sus esquinas, siendo 
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necesario definir tan solo una de el las y mantener una 

construcción regularizada del objeto. Una estructura simple para 

la codificación de estas estructuras es asignar a un arreglo 

tridlmensional un código binario que indique o no la existencia de 

información en el espacio de interés. 

La enumeración exhaustiva tiene la ventaja de mantener una 

representación casi expl 1cl ta • de un objeto, lo cual permite la 

integración de algoritmos de interrogación geométrica basada en la 

coloración de sus celdas, pero por otra parte, la codificación de 

un sólido mediante esta técnica representa un trabajo muy 

laborioso para un disef\a.dor., ,por lo cual, si se desea emplear las 

bondades de este esquema, es nece-sario recurrir a la 

transformación de un esquema que sea más simple en cuanto a la 

deflnlclón de una forma. Si se desea revisar las propiedades de 

superficies bien formadas, este esquema presenta la ventaja de 

mantener una topolog1a simple de revisar. 

La estructuración que sugiere el esquema lo mantiene con ventajas 

para la representación de información en formatos digitales y de 

ah1 su aplicación a procesamiento digital de imé.genes. Una de sus 

grandes desventajas es la gran cantidad de recursos de 
3 almacenamiento que require, por ejemplo, una resolución de 256 

requlre 16Mb1ts, y esta es apenas. una resolución aceptable. Su 

cobertura geométrica le permite representar todas las formas 

válidas pero cuando .la forma o el objeto no es coplanar, se pierde 

resolución. Todas las enumeraciónes exhaustivas no tienen 

amblguedad y además son únicas ya que en un espacio fijo de 

interés y resolución, cada sólido tiene una representación única. 

Los lenguajes para su descripción se basan normalmente en la 

traducción de otro esquema de representación. 

Esqueaa■ de ■ubdivi■ión espacial 

Estos esquemas realizan una subdivisión más eficiente del espacio 

adaptándose a la forma del objeto y aprovechando la coherencia 

espacial. Este concepto de subd1v1s16n usa la propiedad 

funda11ental de que el número de nodos necesarios para la 
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rP.presentaci6n de un objeto es proporcional al area de su 

superficie[22], de esta forma, bajo una resolución r se requiere 

«r2 elementos de almacenamiento, mientras que en la enumeración 
3 exhaustiva se requiere cxr elementos. 

Bajo estos esquemas encontramos las siguientes representaciones: 

"Octree■ y Quadtreea" 

Ambos son esquemas de representación, los primeros para objetos 3D 

y los segundos su contrap9.1~te en 2D. Los "octrees" realizan una 

subdivislón recursiva del espacio de interés en ocho octantes, 

representando a cada octante por la división de un é.rbol en ocho 

nodos (fl9 2. to). Es común tener que realizar una transformación 

del objeto a repres~ntar a un sistema de coordenadas adecuado para 

los "octrees". El primer nivel de l()S "octrees" envuelve a todo el 

objeto, y de ahi, las subsecuentes dlvlslones se mantendrán 

adentro del primer nl vel de "octrees". Cada nodo del "octree" 

consiste de un código de coloreado y ocho apuntadores hacia sus 

hijos. El código es un atributo de cada nodo. S1 el código es 

~egro, quiere decir que el espacio que representa esta 

completamente ocupado por material .y· se tiene entonces una hoja 

del é.rbol. S1 el código es blanco, el espacio representado no 

tiene material y nuevamente tenemos una hoja. S1 el código es 

gris, quiere decir que el espacio que se representa esta 

parcialmente ocupado por material y se procede a una subd~v1s16n 

del espacio en ocho reglones. 

Bajo este esquema, cada subdlvislón requiere analizar el espacio 

d.e interés contra una p:-lmltlva del sistema. La colección de 

posibles primlttvs.s depende de la factlbllldad de crear un 

algoritmo de claslflcaclón para cada una. 

Los "octrees" y loa "quadtrees" pueden implementarse tomando como 

base lnfor:mcl6n digital existente. Un modelador de "octrees" debe 

comprender los siguientes 116dulos para considerarse completo: el 

generador del érbol; el aódulo de operación oooleana entre 

'1'-boles, el cual real iza la generación de un nuevo é.rbol bajo la 
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unión, diferencia, e intersección de objetos; los operadores 

geométricos que aplican transformaciones a la representación en 

"octrees"; los operadores de análisis y la generación de 

despliegue. 

Con respecto al poder expresivo, los "octrees" dependen de los 

algoritmos de clasificación para un conjunto de primitivas además 

de que mantienen una aproximación a la forma final, que puede ser 

muy detallada pagando un alto costo en memoria de almacenamiento. 

Con respecto a la validez, si no existen requerimientos especiales 

de conectividad, todos los "octrees" son representaciones válidas 

de algún sólldo. Ahora blén, hasta los limites de resolución, 

todos los "octrees" definen un sólid<J sin amblguedades. Su 

lenguaje de descripción es aplicable a lo mencionado en la 

enumeración exhaustiva. Con respecto a la facilidad de manejar 

información más concisa, los "octrees" no son tan grandes como la 

enumeración pero aún requieren una gran cantidad de memoria, que 

para el dlsefio promedio de una pieza en 1ngen1er1a llega al orden 

de 1MB. Con respecto a su manejo en computadora y la aplicabilidad 

de operadores, la mayoria de las operaciones manejan su 

complejidad en forma proporcional al recorrido de sus árboles. 

Subcll visión eapácial binaria 

Esta representación es aplicable a los conceptos de octrees con la 

diferencia de que al momento de realizar la subdivisión de un nodo 

gris, ésta se real iza en forma binar la sobre las direcciones 

x,y,z. Esta división crea un pequefio ahorro en cuanto a espacio de 

almacenamiento y sus ventajas se mencionan en los siguientes 

párrafos. 

Subcliv1■1ón del espacio 11neal1zada 

Se refiere a una alternativa a las estructuras de datos de los 

octrees reemplazadas por estructuras de datos lineales que 

peralten almacenar una representación octree. 
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a) 'Octrees' lineales 

Sl la numeración de los octantes de un octree va del O al 7, estos 

números pueden emplearse para construir una dirección de 

trayectoria para cada nodo del octree excepto para la raizc2. 11>. 

Evidentemente, la dirección de trayectoria de un nodo octree de 

nivel l se convierte t"n una secuencia de i digltos 0, ... ,7. Un 

d1g1to especial marca la colar~ un n(lmero que tiene menos digitos 

que la . máxima resolución e indica la existencia de una hoja. 

Gargantlni[23] basa su representación en esta observación creando 

listas como la siguiente: ~03, 1X, 51, 53 ~ que generan trayectorias 

solamente a los nodos negros. El 03 indica que debe seguirse por 

las ramas O y cuando no sea posible avanzar más, debe tomarse el 

,iodo 3 y en el se tiene la información de un nodo negro. El caso 

de 1X indica avance por la rama 1 y tomar ese nodo como negro. 

Aqui la X indica una trayectoria con r•esolución restringida. Otra 

codificación lineal compacta de un octree es la llamada 

representación DF que se basa.en recorrer el é.rbol en·preorden y 

almacenar la información encontrada. Esta representación emplea la 

nomeclatura B,W~C para denotar nodo negro, blanco e interno 

respectivamente. Como el alfabeto solo mantiene tres simbolos solo 

se ·requieren dos bits para codificar cada nodo. Samet y 

Tamminen[24] muestran algoritmos que manipulan este tipo de 

representaciones para un caso bidimensional de una manera casi 

directa. 

b) 'Blntrees' 

Subdivisión lineal binaria; en comparación con los 'octrees' 

l lneales, su representación es un poco más compacta porque el 

n(lmero de hojas es menor. Ademas, dos hojas, en el nivel más bajo 

del tu-bol, pueden codlflcarse con un solo bit ya que solo existen 

dos posi bll idades, lo cual es un parámetro que ha llevado a 

trabajar sobre la representación de árboles con un bit por nodo. 

F.n el caso de 3D, Samet y Tammlnen[25] denominan como bintree la 

representación correspondiente y describen los algoritmos para la 

evaluación de expreeionee booleanas. 
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De■coq,o■iclón celular 

Se basa en la representación de objetos en entidades que pueden o 

no ser cubos co110 se considera en los casos anteriores. Se 

11ant lene un conjunto de celdas blislc~ y un operador de unión 

entre ellas<rs, a.s:u. Comúnmente, las celdas se contruyen co110 

una paruetrlzaclón de las celdas bislcas. Las células pueden ser 

cualquier entidad topológlcainente equl val ente a una esfera. El 

s611do •• for• por w,.a coJeccl6n de celulas semldlsJuntas que se 

tocan en su frontera pero que no mantienen puntos internos 

comunea. Una celda' tlpica puede ser un J>0lledro curvo deteralnado 

por 20 puntos (9 en las esquinas y 12 entre cada segmento de 

llnea), de tal suerte ·que cada borde de una· celda se representa 
. . 

por una cuidrica y la supertlcle' so transfora· en una blcuAdrica, 

El poder expresivo_ de esta representación· es general; su validez 

es dlflcll de deter11lna.r >•lie requiere la apllcaclón de algorltllOa 

de chequeo de lnterséccl6n para todo par. de células: una 

descomposición v6.llda define completainente un s611do pero la 

descoapos1cl6n no ea (mlca para un a6lldo determlriado; loa 

lenguajes de representac16n requieren conversión de otras 

representaciones. ASM es un esque• que se adec\la a la 

representacl6n de célúle.s p&rQ una apllcac16n directa de la 

desco11postclón que es el elemento flnlto. Este esque• se aenclona 

MB adelanté. 

2.3.3.a ~•lo• coruatMIC:'Uvn 

A dlferencla de loa IN>delo■ de descoapoalcl6n, que basan la 

conatruccl6n de a611do en w. operación de unl6n o de agrupac16n 

de prlaltlvos, loa aodeloe de conatruccl6n Integran un conjunto de 

operadores_. coapleto aa1 coao eu coablnacl6n. 
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Modelo■ de e■pacto■ •dlo■ 

Los modelos constructivos consideran a un sólido como un conjunto 

de puntos en ( 3
. Su ldea Malea es lnlclar a partir de un conjunto 

lo suflclentemente simple que mantengan una representacl6n directa 

y modelar otros conjuntos como combinaciones de los espacios 

simples. Los modelos de espacio medio aplican esta idea de manera 

directa. Cada punto X se asocia a una función que informa ■ 1 6ste 

es parte de un conjunto A o no de la siguiente forma: 

g(X)•1 .. X E A 
g(X)•O .. X - "· 

Sl g(X) se representa en términos de una función analltlca 

f(x,y,z), entonces se habla de tomar subconjuntos del espacio que 

son de nuestro interés y que pueden ser evaluados directamente, 

ademés que las funciones anal1tlcas excluyen conjuntos con 

pato logias geométricas que se mencionaron en·· 2. 3. Se dice que 

todos los punto X•(x,y,z) tales que f(X)2:0 forman parte del 

conjunto de puntos, mientras que f(X)<O forman el comple11ent9, 

f(X)•O divide al espacio en dos· subconjuntos, f(X):sO y f(X)2:0, 

denominados espacios medlos -~. Los espacios medios peral ten 

110delar geometrias como las cuádrlcas, pero no poseen la capacidad 

directa para representar las formas libres. 

Los espacios medios forman las prlmltlvas Maleas de los IIJOdelo• 

de espacios medios. Como los espacios med~os son conjuntos de 

puntos, los operadores booleanos son un medio adecuado y natural 

para crear nuevas geometrlas combinando las prlaltlvas bé.slcas. De 

esta forma, las operaciones de unión, representada por U, la 

intersección n y la diferencia\ se emplean para deflnlr un objeto 

operando sobre espacios 111edios. Por ejemplo, la defln1cl6n de un 

clllndro C de loncltud h v de radio r ea(tlt a,13): 

a a 1 Rt: X+ y - r SO 
Ha: z1tO 
R3: z-hSO 
C • Rt n la O 13. 
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De esta forma, el espacio de modelado~ de un modelador por EH es 

la clase de comhinaclones booleanas de los EH disponibles. 

La representación de los modelos de espacios medios requiere de 

dos elementos: 

- La representación propia de los espacio medios 
- La representación de combinaciones booleanas de los espacios 

medlos 

En el primer 

explicita de 

punto, se puede recurrir a una representación 

los EM manteniendo un código y los parámetros 

r,orrespondientes. Una al ternat l va a esto es mantener una 

representación de todos los espacios medloi3 cué.drlcos mediante su 

deflnlción 

T f(X) f(x,y,z) [x,y,z)(A1JJ(x y z 1) V1,J=1, ... ,t, 

donde la matriz de coeficientes AlJ determina una cué.drica 

especifica. 

Con respecto al segundo punto, existe la posi b11 idad de 

descomponer un sólido en una suma de productos, de la mlsma forma 

en que se representa un clrculto digital. Asl, un sólido S puede 

abstraerse como la unión de intersecciones entre espacios medios: 

S • U íl HtJ. 
l J 

El poder expresivo de los modttladores por espacios medios esté. 

determinado por la selección de los espacios c:Usponibles y la 

generelldad de los operadores disponibles; su validez queda 

restringida a la posibilidad de determinar cuando un espacio es 

cerrado y no conUene espacios infinl tos; cualquier combinación 

válida d~ EH representa sin utbiguedad un sólido pero las 

representaciones de un sól ldo no son \lnicas; los lenguajes de 

descripción pueden ser simples e incluir descriptores gráficos 

como interfaz al usuario; loa modelos pueden ser relativamente 

concisos, siendo en ocasiones que la descripción de algOn modelo 

de interés se logre con &18\IDOl!J cientos de espacios medios; las 
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operaciones booleanas sobre espacios medios definen espacios 

medios, por lo cual se mantiene una cerradura; finalmente, la 

naturaleza de los algoritmos que operan sobre EH requieren de la 

ap11cac16n de.algoritmos basados en SK:(26) o clasif1caci6n de un 

miembro sobre un conjunto. 

Geo•tria Constructiva de Sólido■ (CSG) 

Este representación de s61 idos, conocida como CSG, avanza con 

respecto a los espacios medios por el hecho de presentarle al 

usuario final primitivas que limitan un volúmen en el espacio. El 

usuario de un modelador CSG opera sobre instancias parametrizadas 

de primitivas .sólidas que se combinan bajo operadores 

booleanos(fl9 2.it). Cada primitive. s6llda esta deflnida por una 

combinación de espacios medios a los cuales el usuario_ ·no tiene un 

acceso directo, por lo cual, el espacio de modelado M de un CSG es 

el mlsmo que el de los espacios medios excepto que solo pueden 

incluir conjuntos finitos de puntos. La for• mé.s natural de 

representar un obJeto baJo CSG es un ir-bol binario definido de la 

alguiente forma:. 

<Arbol CSG> ::• <prlm1tiva> I 
<Arbol CSG> <operador booleano> <Arbol CSG> 1 
<Arbol CSG> <transfor•ci6n rlgida>, 

donde <prlmltlva> es una lnstancla de una prlmltlva a6llda 

representada por un ldentlflcador y una secuencia de partmetro■ de 

d1mens16n; <operador booleano> ea alguno de los definido■ 

anteriormente; <transformación rlglda> ea una traalacl6n o una 

rotación. De esta forma, un ir-bol mantiene en las hoJaa a lu. 

prlaltlvu, y en los nodo■ interno■ a lo■ operadores y lu 

transfor•clone■. rlgldu, generando aal, una grUica aclcl lea 

dirigida. 

Cada prl■itlva define un conjunto llmltado .de punto■ en E3 y el 

conjunto de operadores no destruye esta propiedad, por lo cual, 

los 1110delos CSG siempre son conjuntos limitados; el.dominio de un 
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model,:.dor CSG depende directamente de los espacios medio" r:0n que 

cuenta; su fac11 idad al usuar lo depende también de la variedad de 

estos espacios medios. 

Existen combinaciones de primltlvos CSG que pueden generar objetos 

inconsistentes(2.3), por lo cual debe asegurarse que el mode_lador 

cuente con los medios para mantene:r siempre r-sets(2.3). La misma 

estructura de los é.rboles CSG sugiere la aplicación de algoritmos 

dlvlde-y-vence los cuales mantienen la idea básica de dividir el 

problema de alguna manera en n partes, recursivamente reso 1 ver 

para cada parte y unir los resultados parciales. 

Desafortunadamente esta visión tan simple tiene problemas cuando 

los é.rboles no son balanceados, lo cual es común bajo este esquema 

de modelado cuando alguno de los objetos se obtiene con un número 

distinto de operaciones booleanas. Bajo la visión de 

d1vlde-y-venceras, el algoritmo SlC[26) es particularmente útil. 

El algoritmo SlC, trabaja sobre dos conjuntos: el conjunto 

candidato C y el conjunto de referencia R. Se espera que el 

algoritmo clasifique C contra R formando tres conjuntos CenR, 

CsobreR y Cfuera-deR representando dos espacios y su fronteracng 

2.18). La especificac16n del significado y las representaciones de 

los conjuntos involucrados definen un e.lgorl tmo SMC particular. 

El resultado de la clasificaci6n puede emplearse, por ejemplo, en 

loa algoritmos de operación booleana de instancias CSG. 

El poder expresivo de los modeladores CSG est~ relacionado 

directamente con los espacios medios que se incluyen; la validez 

de los modelos esté. garantizada mientras se incluyan opere.dores 

regularlz.ados; ce.da é.rbol define sin ambiguede.d un s611do, pero no 

existe una representación única para cada s611do; los lenguajes de 

deflnlci6n normalmente son textuales, aunque existen sistemas que 

aoportan una interfaz gr6t1ca indicando las primitivas gráficas a 

laa cuale■ se tiene acceso; loa irbolea son relativamente 

concl■o■; la cerradura e■tl garantizada por loa operadores 

booleanos; su tacllldad de cómputo estl basada en el balanceo de 

lo■ 6.rbole■ 'i la apl lcabl l idad de lo■ algorl tR10■ de di vide y 

vencerla; au apllcabilldacl ea grande y mantlenen una base te6rlca 
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sól lda. 

"Sweeping" o Barrido 

La idea básica de este esquema es la siguiente: un conjunto de 

puntos que se mueve en el espacio 'barre' un volúmen, 

representando asi un objeto en movimiento sobre una tr.ayectorla. 

Considere el conjunto A sobre un plano, y un vector b; entonces S 

es el sólido barrido por A cuando éste se tra~-;l ada, a lo largo de 

la trayectoria b, descrlpclón que cornsponde a una claslflcaclón 

del 'sweep' denominada de traslac16n<rIg 2.1ea). De manera slmtlar 

se defl ne un 'sweep' de rotación como un conjunto A que rota sobre 

un eje arbitrario de referencia(flg 2.t6b) y la combinación de 

ambos, el 'sweep' hibrldolflg 2.tsL). Estos esquemas no mantienen 

amblguedad pero no son únicos; su dominio esta llmltado a objetos 

que puedan ser representados por traslación o rotación, y alguna 

combinación de ambas; la operacl6n sobre un conjunto puede 

provocar fácilmente conjuntos que no son r-sets¡ su representación 

es natural para objetos sólidos que presentan movimiento en el 

espacio y de ahi su importancia en el contexto de manufactura 

donde permiten invocar procesos para la remoción de material y el 

estudio de la interferencia dinámica; los lenguajes de 

representación incluyen subsistemas de creación de perfiles 

bidimensionales cerrados que representan al conjunto A, asi como 

gener·adores de trayectorias tridimensionales. 

2.3.3.3 Modelos de fronteras (B-rep) 

En los modelos anteriores, un sólido se representa como un 

conjunto de puntos enumerados o representados por entidades 

flnltas, mientras que, bajo el enfoque de fronteras, un sólido se 

representa por la superficie que lo limita. Estos modelos se basan 

en la ldea de superficie orhmtada(2. 3) representando a los 
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sólidos mediante la división de su superficie en un conJunto de 

caras que mantienen una relación conveniente. Comunmente, la 

división se realiza de tal suerte que las caras resultantes 

mantengan una representación 11atelllé.tlca compacta, por ejemplo, que 

la cara sea una culldrica, y adeMS, para que se asegure la 

dtvlsión, se mantienen condiciones topológicas sobre la estructura 

del obJeto(2. 3). Las fronteras de las caras se representan por 

aristas comúnmente en forma P,M'.,_tr1ca. J,.ps limites de un borde 

for11a11 loa vértices del mls110. De esta forma, las caras, bordes, 

vértices y la infor111B.c16n geollétrlca y topológica que los 

relaciona constl tuye la base de los 110delos de frontera(f19 2. 17>. 

Modelo■ de frontera basado■ en poligono■ 

Un modelo de frontera que 1Jnica11:.ente maneja caras planas se 

denomina 1110delo polJgonal, mediante el cual puede definirse un 

s611do por la coleccl6n de caras agrupadas en términos de una 

te.bla de ldentlficadores de caras o una lleta llgada de nodos de 

cara. 

Es posible eliminar la 1nformación de relación explicita entre 

caras y real izar una definiclón por cara, lo cual provoca repetir 

la lnformaclón de los vértices por cada ocasión que una cara asl 

lo requiera. 

Modelo■ de frontera ba■ado■ en vértice■ 

Este aodelo elimina la redundancia localizada en los vértices que 

genera el modelo anterior aanteniendo un Identificador de vértice 

y la coordenada asociada co110 entidades independientes. La 

deflnlclón de una c&ra 11a11tlene una lista de Identificadores de 

vértices que siguen un orden consistente que sirve, por ejemplo, 

para deter•inar la parte Interna o externa de una cara. 

La orpnlzacct6n de la. lnforaaclón para un cubo basado en esta 

t6cnlca es <rto 2. un 

33 



ce 

C:l 

fla. 1.11 CUBO CON LA INFORUACION 
TO"POLOOICA DI VDTICIS, .ARISTAS Y CARAS 
RIQUIRD)AI IN B-rep 

fla. 1.11 ILIMINTOI TOJ»OLOGICOS I mlNTD'lCADORIS ASOCW)OI 
A LA mRVCTURA DI ARIITA IW.T&ADA 

1 

1 
1 



vértice coordenadas cara vértices 

v1 x1 y1 z1 (1 vt v2 v3 vf 

v2 x2 y2 z2 ra v8 v2 vt vS 
v3 x3 y3 z3 r3 v7 v3 v2 ve 

v, x, Y' z, fl ve v, v3 v7 
vS x8 yB zB re ve v1 v, ve 
ve x8 y8 za re ve v7 ve vB 
v7 x7 y7 z7 
vB xe y8 za 

Modelos de frontera baaado■ en ari■ta■ 

Estos 110delos representan la frontera d,e una cara en tér111ino de 

una secuencia cerrada o circuito de aristas. Los vért ices de las 

representan Onlcamente través de las aristas. Las 
j> 

caras se a 

aristas •Jllantienen una orientación consistente considerando que su 

detlnlcl6n va, por ejemplo, en sentido positivo del vértice v1 al 

vértice v2, lo cual genera la deflnlcl6n de orlentaclón de una 

cara l111pl1cltamente. Debe observarae que cada arista ocurre 

exacta.wnente dos veces, una por cada cara en la cual esté. presente. 

La estructura para un cubo es: 

borde vértices v6rtlce coordenadas cara bordes 

•1 vt va vt x1 y1 •1 f1 •1 •2 e3 ., 
e2 va •3 va xa y2 z2 ra ee ea el eB 
e3 v3 v, Y3 x3 y3 z3 f3 etO e7 e2 e8 
el ,,, •1 ,,, xi yl ., fl •11 •8 e3 •7 
e8 v1 vB -yl'J xl'J yB sB fB e12 eB el e8 
ee •2 vfJ ve xe ye •8 re e12 •11 e10 ea 
•7 v3 •7 v7 x7 y7 •7 
e8 .,, va va xi yl ., 
ea v8 va 
elO ve v7 
•11 vT ,,9 

eta va v9 

Elltructura •• dato■ de arl■ta -1teada ('vinsed-edge') 

Eata estructura de datos proporciona lnfor111acl6n expl1cl ta entre 
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las caras de un objeto, asociando las aristas con los 

identlflcadores de las caras a las que pertenecen. Bajo esta 

estructura, una arista aparece exactamente dos veces, una por cada 

cara a la que está asociada y aparece una ocasión definida en 

sentido positivo y otra en sentido negativo de orientación. Esta 

estructura de datos toma ventaja de esta relación estructural, 

asociando los identificadores de las dos siguientes aristas con un 

nodo de arista. Por convención, estos datos se denotan por ncw y 

nccw debido a siguiente en el sentido d~ lás manecillas del reloj, 

(' next-clockwise') y siguiente ~n • ~l • sentido contrario a las 

manecillas del reloj~ (' next~counterclÓckwise' ), siendo en 

particular que ncw identifica la siguiente arista en la cara donde 

la arista ocurre en su orientacl.ón positiva y nccw la siguiente 

arista en la otra cara. En virtud a esta representación, las caras 

necesitan solamente incluir el identificador de una arista 

arbitrarla y un bit que indique su orientación. En una variación 

més general de esta estructura, los nodos también incluyen los . 
identificadores fcw y fccw de sus caras vecinas y, analogamente a 

ncw y nccw, lo■ identificadores pcw y pccw de las aristas previas 

en esta caras cr19 2. 1e>. 

El cubo baJo esta estructura se representa como sigue 

arista viniclo vfln 

e1 
e2 
e3 
e4 
es 
ee 
e7 
ee 
e8 
e10 
e11 

e12 

v1 
v2 

v3 

v4 

v1 
v2 

v3 

v4 

vS 
ve 
v7 
ve 

v2 

v3 
v4 

v1 
ve 
ve 
v7 

ve 
ve 
v7 
ve 
va 

fcw fccw ncw pcw nccw pccw 

r1 r2 
rt r3 
r1 u 
rt re 
r2 re 
r3 r2 
U r3 
re u 
r2 re 
r3 re 
u re 
re re 

e2 e4 ee 
e3 et eB 

eB 
e7 

e4 e2 e7 ee 
et e3 ee ee 
es et e• e12 
e10 e2 et e9 
e11 e3 e2 e10 
e12 e4 e3 e11 
eB e8 e12 e10 
•7 ee es e11 
ea e7 eto •12 
•8 •8 •11 •9 
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vértice pr\mer-ar\sta coordenadas cara primer-arisla 
vt et xl yl zl fl el 

v2 e2 x2 y2 z2 f2 -':e 
v3 e3 x3 y3 z3 f3 eB 

vil eil xil yil zil fil e7 

v6 e9 xB yB zB fB e12 

vB elO xe y8 ze fB e9 

v7 ell x7 y7 z7 

ve e12 x8 y8 ze 

Las estructuras de datos descritas anteriormente asumen que cada 

cara esti simplemente conectada, esto es, que solamente se 

mantiene una frontera. Si tenemos objetos que mantienen mé.s de una 

frontera, existe la alternativa de generar las estructuras 

anteriores pero con la asignaci6n de una arista puente que une 

fronteras separadas y que debe marcarse de alguna forma para no 

ser incluida en los algoritmos de despliegue, por ejemplo. Sin 

embargo, en la estructura de arista-salteada, estos bordes 

auxiliares se ldentlflcan facilaente comparando fcw y fccw ya que 

ocurren dos veces en la misma cara. Un modelo de frontera se 

considera vé.lido si éste define la frontera de un objeto sólido 

razonable que debe seguir l~s .propiedades mencionadas en (2. 3), 

esto es: el conjunto de caras for• una plel '1Ue encierra un 

volúmen; las caras no se intersecan excepto en vértices comúnes o 

en los bordes; los l 1mi tes de las caras son pol 1gonos que no se 

intersecan asi mismos. 

La primera condición se relaciona con la integridad topológica del 

modelo, la cual puede ser revisada por medfos estructurales, por 

ejemplo, el hecho de que un borde debe ocurrir dos veces en la 

estructura, lo cual se cumple automáticamente con la estructura 

arista-salteada. Esta estructura taabién obliga a que las car~ 

cumplan con la regla de Moebius(2.3), 118.lltenlendo una definición 

consistente en la orientación de las mismas. Sin embargo, la 

integridad geométrica de las \11 timas dos condiciones no se puede 

revisar directamente por aedios estructurales y es necesario la 

asignación de algoritmos de chequeo a la información geométrica 

asignada a la topologla del modelo o dejar que el usua.-10 se 

responsa.bl llce de la vlllldez geollétrica del modelo. 
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Las defl niclones anteriores muestran que una de las desventajas 

del modelado de fronteras es su descripción, que en ocasiones 

llega a ser extremadamente compleja para un disef\ador. Para 

resolver este problema, es conveniente proporcionar mecanismos de 

entrada que faciliten el disef\o, por ejemplo, lenguajes basados en 

representaciones CSG, y posteriormente realizar la generación del 

modelo a partir de estas definiciones. 

Una ventaja directa de los modelos de frontera es la definición 

exp11clta del modelo, comparada con otros esquemas de 

representación, debido a que proporcio~a un acceso mucho más 

directo a la lnformción de caras, aristas y vértices, lo cual, en 

ambientes CSG, por ejemplo, requ'.Lere de·una evaluación. 

El poder expresivo de los esquemas B-rep depende de la selección 

de superficies que se mantengan, y no tienen que limitarse 

únicamente a espacios medios; la validez. es dificil de determinar 

como se mencionó anteriormente, esto es, la integridad topológica 

que se tiene resuelta en un alto porcentaje, pero la integridad 

geométrica requiere de algoritmos de chequeo más intensos; los 

modelos vé.lldos no permiten ambiguedad de sólidos pero no son 

únicos; los lenguajes de descripción deben basarse en métodos de 

descripción alternativos; los modelos de objetos pueden ser muy 

grandes, especialmente cuando las fronteras son curvas y deben 

representarse mediante poliedros; la cerradura bajo operadores 

booleanos puede evaluarse mediante fórmulas de Euler; los modelos 

B-rep son útiles para la representación gré.fica de la información, 

no as1 los algoritmos de ané.lisis. 

2.3.3.4 Modeladores Hlbrido■ 

De los modeladores mencionados anteriormente, ninguno tiene todas 

las ventajas sobre los dell6s. Los modeladores por descomposición 

son los más simples y adecuados para algor1 tmos numéricos pero 
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re~uleren grandes volúmenes de lnfo~!Jl8.clón, y 1~ def1n1ci6n de un 

objeto es extreinada.itent~ co111pleJa exceptuando el caso cuando se 

tiene la infor111&.ción ya dlgitallzada; los modelos constructivos 

son ""8 concisos, pero los algoritmos de despliegue o de análisis 

son los mé.s lentos, por lo cual se emplean métodos de traducción a 

otros esquemas; los B-rep son útiles para una representación 

gré.fica y en particular la representación poligonal es adecuada 

para algoritmos de análisis si el núme~o de pol1gonos es 

aceptable, pero su deflnición se torna extremadamente laboriosa y 

en ocasiones dificil, por lo cual se requiere de técnicas 

alternativas para su descripción. 

Asl se· obse!'va que el disetio de un ambiente hlbrido tiene la 

posibllidad de generar un esquema superior a cualquier 

aproximación que trabaje sola. Un modelador h1br1do es capaz de 

soportar varias representaciones coexistentes de sólidos y tomar 

los elementos más adecuados de cada una de ellas para las diversas 

tareas de modelado, lo cual debe implicar la existencia de 

algoritmos de conversión entre cada esquema de modelado. 

Este fenómeno sucede de manera indirecta durante la elaboración de 

un modelador geométrico, ya sea en las estructuras de datos, en 

los algoritmos de análisis, de realismo o de combinac16n de 

entidades y resulta claro que 'ésta es una. • tendencia en la 

modelaclón geo~trlca. 
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CAPITULO 111 

ESQUEMAS DE REPRESENTACION PARA SUPERFICIES DE FORMA LIBRE 



ESQUEMAS DE REPRESENTACION PARA SUPERFICIES DE FORMA LIBRE 

En el capitulo II, se menciona el hecho de modelar sólidos ya 

sea a través de representaciones que enumeran conjuntos de puntos 
3 en E o mediante la identificación de tales espacios por un 

conjunto de superficies poligonales que los limiten. 

Tales esquemas sólo consideran la.modelaclón de objetos donde las 

superf le les que representan a las fronteras mant lenen una 

descripción bien conocida -cué.dricas-, pero d ::Jan entrever la 

posibilidad de mod~lar formas irregulares(2.2)·que representen la 

superficie del objeto, incrementando asi, la cobertura geométrica 

del modelador. 

Desafortunadamente, el tratamiento de una cué.drica no se apl lea 

eficientemente a una forma libre, pero si existe el proceso 

contrario[ 14][ 15][ 16). Existe la posibllidad de aproximar formas 

llbres mediante poligonos planos, pero las técnicas pol1gonales 

generalmente crean 1mé.genes que pueden objetarse a· simple vista, 

aún cuando se apliquen algoritmos de luminicencia completos, 

además de que los modelos pol1gonales requieren de una gran 

cantidad de información para su almacenamiento y su resolución 

puede ser 11ml tada, situación que• no sucede con las técnicas de 

modelado de superficies, libres donde el almacenamiento de la 

superficie es mucho menor y se puede computar la superficie al 

grado de resolución deseada en función de la situación particular. 

Las representaciones que se consideran esté.n basadas en el 

concepto de parametrización y descomposición por segmentos cuyas 

ventajas se indican en (2.2). 

En los esquemas de representación, se considera que un segmento de 

superficie o curva O se construye en base a un vector de datos 

conocidos llamado P, siendo en ocasiones que P y O solo coincidan 

en algunos datos si ambos representan información vectorlal<r19 

3.1). 
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QOO • ROO 

Q 

P01 

IIOO P10 

u----

QOl • ROl 

Fig. 3.1 RELACION ENTRE LA 
SUPERFICIE Q Y LOS VERTICES 
R 

QlO • RlO 

Fig. 3.2 SUPERFICIE BILINEAL. 
OBSERVESE LAS· FRONTERAS CURVAS 
QUE BIEN PUEDEN SER CUALQUIER 
SPUNE 

P<W> 

Fij. 3.3 SUPERFICIE REGLADA ENTRE 
P\U,O) Y P(U,1) 



~to es qulza el caso máa aih:p1.<! ~.e e!"L;;?~rflcie~. to qua !:?e d~sea 

~B construl.- una función biva.de.éa ,; su~rfkif! ~:1U.neal Q(u, ..,) • 

pr-oporclon'llldo !!H'il! \IS'l pt:nto 

íQi.-(u,\J},Qy(u,•<1),Qz(u,l{)) para el e~,., 2D. 

(0, .l}. 

coorc'!enndas 

tm.do i!l conjunto a~ vector-es de po~!cf.ón P"'1Poo Pc-1 Frn Pu~ en 

J.u esqu!n~s que llra'-t~.11 a le au~r:lde des~~,cl~ Q, la siguiente 

exp .... esl6n genera b. lr,t ... r;iolac!6n llneel: 

Q(u.w)•Pco(l-u)(1-v)+Po~(1-u)w+P1ou(l-w)+P11uw. 

Q(u,w)=[(l-u) u) 
[ 

Poo 
Pto 

?01] l~ í-w ] 
P11 w 

D-200 cbAervarse que Q en los extremos d3 la pe.rametrlzac16n es 

exs.ctamente 1,gu:al a P en J.os puntos conocidos. esto es. 

Pc:0=Q(C,O), f'm.,..Q(O, 1), Pto-=Q(l,O) y P11=Q(l, l)(fl9 3.2), 

Esta expresión se extiende a tres dimensiones. bajo la siguiente 

represent~ción compacta: 

Q(x(u,w) y(u,w) z(u,w))- UP, 

clonde Q es el vector cle posición de la su;x:,rficte. ? ea la matriz 

de vectores d~ posición de l~s esquinas conocida.s y U esta dada 

por: 

U,.:( {1-u) (1-u)w u(l-w) uw]. 

Una superficie reglada(J.5] se genera por una famll ia de lineas 

reetlll.S y Re expresa en fo~M. general por: 

Q(u, w) • rO(u)+wn(u) • 
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donde rO(u) es un punto dado sobre la linea cuyo parámetro es u y 

n(u) es su vector de dirección. El paré.metro w proporciona la 

distancia de rO(u) hasta el· punto r(u, w). 

Otra alternativa para obtener una superficie reglada asume la 

existencia de dos curvas Pu0 y Put que se mantienen en los lados 

opuestos del plano u,w parametrizado. De esta forma, la superficie 

Q(u,w) esta dada por: 

Q(u,w)=Pu0(l-w)+Pu1w. 

Es posible realizar la generación de la superficie complementarla 

sl se agregan las dos fronteras Pow y Ptw be.Jo la interpolaclón 

expresada por 

Q(u,w)=Pow(l-u)+P1wu 

Debe observarse que nuevamente Q y P son iguales en los puntos 

extremos de la representación para,tnétrica, pero se presenta la 

ventaja de perml tlr • 1a definición de fronteras curvas, con lo cual •• 

se incrementa la cobertura geométrica de esta clase de generadores 

de superflcies(tlt 3.3). Ahora bien, aunque es posible definir las 

cuatro fronteras de una superficie, la interpolación resultante no 

es la suma de ambas interpolaciones. 

3.3.Superflcl•• UnealN ele ·eoon■ 

Sean Pu0, Put, Po,,, Ptw las cuatro • curvas que llmi tan a • una 

superficie. Si se desea obtener una expresi6n que las interpole, 

no es suficiente con aplicar la suma de dos ~uperficies re¡ladas, 

cuya expresión esta dada por: 

Q(u, w)•Pu0( 1-w)+Putw+POw( 1-u)+Piwu , 

la cual, valuada en poslclonea conocidas genera las s1gu1entea 

expresiones: 

Q(O,w)•Poo(l-w)+Po1w+Pow 
Q(O, 0)•2Poo , 
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las cuales no cumplen con la condlcl6n de que P y Q deben ser 

Iguales en los puntos extre110s de parametrlzacl6n. Esta situación 

se corrige eliminando la contrlbuci6n extra que se genera por los 

puntos extremos(17), obtenlendose: 

Q(u,w)•Pu0(l-w)+Puiw+Pow(l-u)+P1wu­

Poo(1-u)(1-w)-Pot(1-u)w­
P1ou( 1-w)-Puuw . 

revisando en los extremos se verlflca que 

Q(u, O)•Pt10 
Q(u, 1)•Pt1t 
Q{O, w)•Pow 
Q(l,w)=Ptw, 

lo que lmpl lea una correcta lnterpolacl6n de las fronteras del 

segmento de superficie. 

Esta superficie es el caso lllá.s simple de las superficies ce Coons. 

Las funciones u, (1-u), (1-w), v se deno■lnan funciones de 

suavJzscJ6n porque su efecto es suavizar, de manera conjunta, las 

cuatro curvas de frontera que se 1181\tlenen separadas para generar 

una sola superf1cle<rl9 3.4), 

3.4 Superflcl* 1er.eralizada de Ccona 

Sl en las superficies lineales de Coons ·se reemplaza el conjunto 

de funciones de suavlzacl6n ~(1-u),u,(1-w),w} por el conjunto de 

funciones {'30,0(u),p0, 1~u).~.O(w),~, 1(w)} respectivamente donde 

f30, 0(0)•1, 130, O( ll•Ó; • #30, HO)•O, 130, 1 (1 )•1 , se genera la misma 

superflcle interpolada para las cuatro curvas 0n la frontera. 

Aal, las funciones del tipo ~r,l(u), cumplen la función de 

suavizar las condlclones de frontera para formar la superflcle. En 

ell&s, lar lndlca que la funcl6n de suavlzacl6n esta influenciada 

por una func16n unlvarlada que repi"esenta alguna condlcl6n de 

derivada en las fronteras de orden r, Asl, la derivada cero, 

interpretada com contlnuldad de poslcl6n, se especlflca por r-o, 
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ria, S.4 SUPERnCII LINEALIZADA DE COONS. IN ESTE CASO 
IXISTI· UMA INTERPOLA.CION ENTRE CUATRO CURVAS rROlff'IIIIA 

P(V,l) 

w-o ------
U•C U•1 

n1. S.& IN1LUDCIA DE LA. ruNCION DE SUAVIZACION BOl(W) 
SOBRI IL CUADRO NORMALIZADO UW. ESTA J'UNCION SUA~ LA 
CURVA W•l•P(U,1) · 

/ 

f1&. 3.8 SUPERnCU: GENIIWJZADA 
DE COONS. LOS DISCONTINUIDADIS 
SON LAS DERIVADAS P.ARcw..BS HACIA 
AMBOS LA.DOS IN LAS ESQUINAS. LOS 
VECTORES CONTINUOS SON W 
PRIMERAS DDIVADAI IN W 
ESQUINAS 



r=t para tangentes, y r=2 para curvatura, etc. 

El indice 1 lndlca la poslc!6n, eohr~ el CUl!l.dre.do unite.rlo uw, de 

la función que es influenciada por le. función de suavización 

~r,1(u). En generel, se consider~ u•ut. De esta for~a, #:lO,l(v) es 

la función de suavización que influye la cur-va Put (fl9 3,B). 

1..;uantlo se especifica un sezmento di!'! eu!)erficle solamente por sus 

limites, las funciones de sue.vlzaci6n deben se.tisfacer la 

condlcl6n /30,l(J}•C,tJ , Jonde «11J es la C:9lta da Kronecker que 

satisface lo siguiente: 

-Slj • 1 sl l"J 
~l.t • O si l*J . 

Es posible elegir dentro de un rango riuy amplio de funciones 

#:}l,.f(u) que satisfagan las condiciones anteriores, aunque 

normalniente las funciones elegidas son funciones continuas, por 

ejemplo, f30,0(u)•cos2
(,r/:a) u, ~.1(u)•sen2 (w/2) u. 

Sl sustituimos las funciones generalizadas de suavización dentro 

de la representación de superficies lineales de Coons, se obtiene 

la siguiente exprasi6n 

1 1 1 1 
Q(u,v)•E Pt•·/30,t(u)+E PuJ 130,J(v)-E E PlJ /JO, l(u)f30, J(v) , 

J•O 

que representa une. superficie mé.s sofisticada pero que solo 

inant1ena continuidad de posición entre segmentos de superficie, 

indicado por el parálr.etro r-o. 

Las BU!)erflcles de Coons pueden construirse para satisfacer 

condiciones en la frontera de mayor orden .(r>O). Supongase que se 

desea satisfacer derivadas de orden aten u•ut y orden nJ en v-v1. 

Los datos que deflnen la auperflcie serén las •1¡u1entea funciones 

de frontera : 
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v lu correspondientes funcione• de smvizaci6n serin 

llr,l(U) Y fh,J(V) 

lu eta.les aantienen las propiedades 

11f,1('1t)•clpr • 4'llc para O• p • 111 , 

t!E. J ( '\:) •c1pe • a Jll para O!ti p =s nJ , 

que final•nte peralten 110strar la ecuaci6n de la superftcte co•s 

1 
Q(u,v)•l: 

IJl 1 nJ 
}: Pr' O( l, V)l3r, l ( u)+}: }: pº••( U, J )#3■ ,J ( v·) 

l •O r•O 

1 • 1 

t t 
mJ nJ 
}: }: Pr ' ■ ( l ,J ) #Jr , l (U) lf■ , J (V) 

l•O J•O r•O ■•O 

que representa la forma "'9 general de la superficie de Coona Ctlt 

,.e,. Manejando restlcclones en esta for■ulacl6n es posible llegar 

a lu expresiones vistas e~ p6.rrafos anteriores, por •Jeaplo, 

revisar la expresión de la auperflcle bicdblca. 

3.8 Supertlcle■ blcdblcu 

Una de lu de■cripclone■ -■ dtllea de un •-nto de _■upffflOle 

utlllza repre■entacionea pa.raa6trlcu cdblcu para lo■ borde■ PIID, 

Pul, Pow 1 Ptw, ul coao para lail funcione■ de auavlzacl6n. 

El pollno•lo cdblco pa.raa6trlzado de una curva•• repre■ent& por 
la expre■l6n: 

(3.B.1), 

donde el rango de la pa.raaetrlzac16n noraalaente ■e expren de O a 

1 y P( t) representa la poaic16n vectorial de la c\rva para un 
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valor del especifico del parámetro t. Para generar la superflcle, 

el paré.metro toma el valor u para un par de bordes y w para el 

otro par. Es claro que. la solución de P(t) requiere la obtención 

de los coeficientes Bl, los cuales se obtienen aprovechando las 

condiciones en las fronteras asi c0110 la prlMra derivada de P(t) 

la cual es: 

P'(t)•B2+283t+384t2
• 

Evaluando en las fronteras se obtiene 

P(O)•Bt 
P(1)•Bt+B2+83+84 
P' (O)•B2 
P'(l)•B2+283+384, 

que puede representarse ma.trlclalllente co110 

donde Mes la matriz de coeflclentes asociados a las B's y Bes la 

llB.trlz de B'a, de donde: 

B-M-1P . 

Sustltuyendq Ben (3.5.1) se tlene la expresión 

P(u)•Ft{u)P(O)+F2(u)P(1)+Fá(u)P'{O)+Ft(u)P'(1) 

donde 

(3.5.2), 

(.F1(t) F2(t) F3(t). Ft(t)J 111 [ t 3 t 2 t 
tJ [ • 2 -2 1 1 ·1 -3 3 -2 -1 

• O O 1 O 
1 O O O . 

De esa rora, las func:lonea Fl(t) • conalderan tunclones ~ 
auavlzacl6n que actéan sobre la lnforMci6n ·vectorial· P(O} P(l) 

P' (O) P' (1) -, en conjunto con tata, generan una curva continua . 

. 
En el cuo de \Dl segaento bic\)blco, •• genera _. auperflcle que 

ntlaraaa concltclonea, prl•ro para la rronteraa donde U-O r_u-1, 
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y posteriormente en las fronteras w=O y w=l, para finalmente 

realizar una comblnaclón de ambas agregando o eliminando la 

informaclon necesaria final para cumpl lr con la condicion Q=P 

(3.1). 

Se requiere la siguiente notación-para continuar: 

a a ( ) a P (u)= 8 Pu /8 u, 

a a P(ui) = 8 P(u)/8 u para u=ui 

de manera similar: 

a b a+b a b P • (u, w)• a P(u, w)/8u aw . para u•ui y w-wJ , 

Las superficies regladas que satisfacen las condiciones de 

frontera a lo largo de u y w son 

·Y 

respectivamente. 

Como en el caso de la superficie bilineal, una combinación simple 

de las dos superficies anteriores no cumple con la condición Q=P, 

lo cual se corrige J>?r el d.ecremento en la aportación de 

componentes en los extremos de las superficies, esto es, las 

esquinas de la superficie se incluir1an dos veces con una simple 

suma de los resultados lo uual :produce una doble inclusión de la 

lnformac1on de los vectores tangentes y los términos de derivada 

cruzada (vectores de giro). 

Restando estas aportaciones a Q{u,w)u+Q(u,v)w se obtiene la 

representación final de un segmento de·superf1c1e bicdblca: 
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11 
p (1,1) 

01 
p (1.1) 

JO 
P (1,1) 

P(l,0)-....._, 

P 
1
?1,0) 

n,. 3. 7a INFORMACION VECTORIAL DE UN SEGMENTO BICUBICO 
CORRESPONDIENTE A LA MATRIZ P 

(A) 

e 

(C) 

. S.'1b (A) ALTIRACION POR MAGNITUD DE VECTOR TANGENTE 

~ 
ALTDACION POR DIRICCION DE VICTOR TANGENTE 
ALTDACION POR VECfOR DI GIRO. EN ESTE ULTDfO CASO LA. 

OSICION INDICADA IIUISTRA CUANDO IXISTI IL VECTOR DE GIRO. 

J 
1 

p (O) ' 1 
p (1) 

'11. 3.8 LAS CURVAS DI FERGUSON O DI: 
BERMlTI SE CONTROLAN POR POSICION Y 
VECTOR TANGINTI. A LA IZQUIERDA LA CURVA 
INCRIKENTA SU PLENITUD IN J'UNCION A U. 
MAGNITUD DEL VEClOR TANGENTE. ARRIBA SI 
IIUISTRA UNA CURVA CON INl'LDION. 



Q(u,w)=[Fi(u)] 
i = 11 •••• 4 P (1, 1) F2(w) P~: (0, 1)] [F1 ( w)l 

P11 (O, 1) F3( w) 
p 11 (t, 1) F4(w) 

que es equivalente a la siguiente representación matricial 

Q(u,w)=[u3 u2 u 1) M P MT [v3 v2 v t]r, 

donde M se define en (3.5) y P la matriz de P11 (u,w) y P(u,w). 

Asi, Q(u,w) queda definido por las funciones de suavización Fi(u), 

cual.ro fronteras cúbicas, cuatro vectores que definen las esquinas 

del segmento, ocho vectores tangentes distribuidos en las esquinas 

y cuatro vectores de giro también en las esquinas. 

La información en las esquinas del segm,ento Q(u, v) se visualiza en 

forma natural bajo la siguiente nc-tación: 

[ 

Coordenadas de las 
Esquinas 

vectores tangentes a u 

vectores tangentes a w l 
vectores de giro 

de tal forma que P controla la forma del segmento de superficie 

(flg 3.7a) (flg 3,7b), 

El segmento bicúbico, aunque es altamente útil, presenta la 

desventaja de tener que proporcionar directamente el contenido de 

la matriz P, cuyos valores pueden diferir en diversos ordenes de 

magnitud y en donde la combinación adecuada de estos, para obtener 

un resultado deseado, resulta ser una operación en extremo 

laboriosa, si tuaci6n que, dentro de un ambiente de CAD, no es 

posible aceptar. 

3.8 Segmentos de Fergu■on o de llerlllte 

Estos segmentos son una al ■pllf1cacl6n a los segmentos.blcúblcos 

considerando los vectores de giro igual a cero. Solamente es 
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posl ble mantenPr contl nul dad de primer orden en las fronteras de 

un segmento de esta naturaleza, debido a que la superficie está 

restringida a dejar en cero las derivadas cruzadas de las 

esquinas, lo cual genera superficies con menor suavidad para 

algunas aplicaciones[6). 

En el caso bidimensional, un segmento de curva puede desarrollarse 

de la siguiente forma[71, basandose en el mismo desarrollo de 

(3.5) bajo una curva paramétrica cúbica 

(3.6.1), 

que evaluada en los extremos del pal'ámetro t proporciona las 

siguientes relaciones 

r(O) = ao 
r{l) = ao + at + a2 + a3 
r (O) = at 
r 1

(t) = a1 + 2a2 + 3a3 

(3.6.2) 

de las cuales se observa, que de los mnejadores (los factores de 

los cuales depende directamente la forma resultante), solamente ao 

y a1 tienen una significancia geolétrica obvia y no ser.ia 

razonable solicitar a un disefiador que determinase la forma.de una 

curva manipulando a2 y a3, 

intuitivamente predecible. 

puesto que su efecto no es 

Si se conoce la información de posición y primera derivada en los 

extremos del segmento, ésta se puede emplear para encontrar el 

valor de los coeficientes de r(t) colocando las slgulentes 

restricciones 

r(O) 
rp> 
r (0) 
r 1

(1) 

• p(O) 
• P{l) 
• p (O) 
- pt (1)' 

(3.6.3) 

donde los p(J) y pf(J) son los vectores de poslc16n y la primera 

derivada, respectivamente, en los extre110s del segmento. 

Resolviendo (3.6.2) con las expresiones definidas bajo (3.6.3) y 
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sustituyendo en (3.6. 1) se obtiene la expresión 

r( t) • p(O)[ 1-3t 2 +2t 3 )+p( 1 )[3t 2 -2t 3 ) +p 1 (O)[ t-2t 2 +t 3

) +p 1 

( 1) [-t 2 +t 3 ), 

para o:st:s1 

que equivale a (3.5.2) 

Un problema que se presenta con este tipo de formulación es que, 

11ientras la signif1cancia geométrica de la dirección de p1 (0) y 

p1
(1) es obvia, no lo es asl el significado de su magnitud, la 

cual se asocia con el control de la plenltud de la curva. Si la 

aagnltud de ambos vectores se incrementa simultáneamente, la 

longitud de arco de la curva entre los puntos fijos se incrementa 

y el segmento de curva se arquea hacia a.fuera de la longitud de la 

cuerda. De hecho, si la magnitud es suficientenaente grande, se 

for111aré. un circuito en la intersec:ción de las rectas definida por 

los vectores extremos <r19 3.e>.. Algunos sistemas de disetio 

restringen al usuario a valores l lmi tes de la magnitud para no 

causar anomallas en el disetio[27). Si el incremento en la magnitud 

de· los vectores tangente se real iza diferencialmente (uno crece 

distinto del otro), la curva tenderé. a panderase siguiendo la 

direcci6n del vector de mayor magnitud. Una ventaja de este 

■ istema es que el nwnero de grados de libertad para disetiar un 

■epento en el caso bldlmenslona'l ea de dos (la magnitud en cada 

extremo del ■egmento) una vez que la poaici6n y la direccl6n de un 

■eg111ento ha ■ ido determinado. 

En el caso tridimenslonal, un segmento de Ferguson se deflne por 

la ■lgulente expreal6n • 

donde 

[ 

1 O O º] F•' O O 1 O 
-3 3 -2 -1 
2 -2 1 1 

V Q es lgual a la •trlz P definida para la superflcle blc6blca en 
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en (3.5). En la formulación original de Ferguson, los vectores de 

giro se consideran nulos, lo que fisicamente genera regiones 

planas cerca de las esquinas de los segmentos de superficie. 

Los vectores de giro solamente afectan la parte interior de la 

superficie[?]. 

3.7 Segmentos de Bezler 

En los formulaciones anteriores para el disefio de segmentos de 

curva y superficie, el d1sefiador especifica información vectorial 

explicita, lo cual, en ocasiones pu1!de resultar extremadamente 

dificil, más aún, cuando no se tiene una experiencia en el área. 

Es asi que el uso de los maneJadores(3.6) requiere dedicación con 

objeto de formarse una .idea sobre su significado fisico. 

Bezier, nombre que refiere a su autor, soluciona algunas de estas 

situaciones y puede expresarse en·función de los elementos de un 

segmento bicúbico(3.5) conviniendo su análisis primero, sobre 

segmentos de curva 

tridimensional. 

y posteriormente su· representación 

Las primeras ideas que deben mencionarse sobre Bezler, se 

refieren, primero, a que no es una técnica de interpolación (no 

toca a todos los vertlces que definen la forma) sino de ajuste, 

esto es, toma como base una serle de vértices, de los cuales solo 

toca al primero y al último y aproxima a los demás; permite una 

relación mé.s cercana entre la entrada de información (vértices de 

control) y la salida (la curva) y, finalmente, su base matemática 

es polinomial (fl9 3,9). 

Su base, los po11n6m1os de BernsteJn, esté. dada por la siguente 

expresión: 

(3.7.1) 

donde 
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en la cual, n es el grado del polinomio e 1 es el vértice 

particular sobre el cual se indexa (de O a n). En ger,eral. un 

polinomio de grado n se especifica por n+t vértices de control. 

Los puntos de la curva se encuentran evaluando la expresión 

n 
P(t)• L PlJn,l(t) 

l=O 

donde P1 especifica los vert1ces de control. 

Observe que: 

Jn,o(O)•Jn,n( 1 )•'.l , 

(3.7.2) 

lo que permite que P(O)•Po y P(l)•Pn, taabién que el máximo valor 

de la función ae da en t•l/n. 

La r-ésiina derivada en los extremos de esta formulación estt dada 

por lo siguiente: 

r 
r r-l r p (O)• [nl/fn-r)I JE (-1) c,)Pl . 

l•O 

Pr ( 1 ) • [ n I / ( n-r )1 J Í: ( -1) 
1 

(;) Pn~ 1 • 

l•O 

asl, la primera derivada en los puntos extre110s estt dada por 

P' (O) • n(P1 - Po) , (3.7.3) 

P'(l) • n(Pn - Pn-1) • (3.7.4) 

lo cual dice que el vector tangente al inicio y al final de la 

curva sigue la dirección de los segaentos lnlclal y final del 

poligono de control, por lo cual, la curva es tangente a estos 

segaentos. 

La segunda derivada, evaluada en los extre110s, esta dada por 
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P'' (O)= n(n-l)(Po-2P1+P2) 
P'' ( 1) = n(n-1) (Pn -2Pn-t+Pn-2) 

(3.7.5) , 
(3.7.6) , 

Esta formulación indica que la segunda derivada en los puntos 

inicial y final depende de los dos segmentos más cercanos para 

cada caso, o de los tres vértices más cercanos. En general, las 

r·é8lmas derivadas en los extremos dependen del punto extremo 

corre94>0ndiente y los r vértices vecinos. 

Condiciones de continuidad 

Sean P y Q dos segmentos Bezier, donde el primero está formado de 

Pl vértices y es de grado n, y el segunde, se forma por Q1 vértices 

y es de grado•· La continuidad de primera derivada en el vértice 

de unión se obtiene cuando 

P' (1) • aQ' (O) (3.7.7), 

donde a es un escalar. Usando (3.7.3) y (3.7.4) en (3.7.7) se 

genera : 

Q1-Qo • (~) (Pn-Pn-1) (3.7.8) 
• 

Como Qo debe ser igual a Pn, el final de un segmento es igual a la 

pendiente de inicio del siguiente segmento cuando los vértices Q1, 

Pn y Pn-1 son collneales. Para un caso particular de dos segmentos 

de Bezier cúbicos, (n•m•3), donde el vector tangente es igual en 

magnitud y dirección en la un16n de los segmentos, se tiene que la 

ecuación (3.7.8) es la siguiente: 

(3.7.9), 

as 1, 
Q1+P2 • 2P3 (3.7.10), 

lo que implica que P3 es el punto medio del segmento P2Q1. Debe 

observarse que para mantener continuidad de primera derivada, solo 

es necesario que P3 esté sobre el segmento P2Q1. Para las mismas 

curvas Q y P anteriores, la continuidad de segunda derivada esta 

dada por 
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m( m-1) ( Qo-2Q1+Q2) = n( n-1) (Pn--2-2Pn-1 +Pn) (3.7.11). 

Representación Tridi•nsional 

Esta mantiene los mismos principios del caso bidimensional, pero 

ahora generando la superfí~le sobre una malla de control, que para 

el caso bicúbico es de 4x4 bajo la siguiente representación 

2 3 [ 3 ] 
3(1-u)u u J [B] (1-v) 

2 
(3. 7.12), 

3(1-v) V 
2 

3~1-v)v 
V 

donde B 

El tensor B define los vértices de control del pol1gono de control 

y, de manera similar al caso bidimensional, solamente las esquinas. 

(B11,Ba,Bu,Bu) forman parte de la superficie generada. El 

vector tangente queda definido por los vértices externos, y as1, 

por ejemplo, B11 y B12 definen· la pendiente de la curva v=O, la 

cual parte de B11. Los vértices internos a la malla de control. 

definen el giro de la superficie en las esquinas (los vectores de 

giro son funciones de los vértices internos[ 15) para el caso de 

Bezier), lo que permite generar funciones mé.s suaves en las 

esquinas y eliminar los problemas generados por la formulación de 

Ferguson al considerar los vectores de giro igual a O. 

Bezier puede representarse en forma de producto cartesiano de la 

siguiente forma: 

n ■ 

Q(u,v) • E E Bl+t,J+t Jn,l(u) X.,J(v) (3. 7.13), 
l•O J=O 

donde (3.7.14) 

- 53 -



■ y n son un número menor que el número de vértices en la 

d1reccl6n v y en la dlreccl6n u respectivamente. 

En el caso de desear una composlcl6n de segmentos Bezler, es 

necesario que éstos mantengan una frontera comím de vért lees de 

control y que el plano tangente del primer segmento sobre u=l 

coincida con el del segundo segmento en u=O para toda v tal que 

o~v~l, y as1, la normal a la superficie se mantiene continua. en 

toda la frontera (flg 3.9). 

Los segmentos Bezier son susceptibles al movimiento de un vértice 

pues se altera completa.-nante la form:a., e·sto es, su control local 

es restringido debido a la forma de su base pol lnomial (fl9 3. to>. 

Taablén se observa que las funciones escalares Jn,1(u) y IC■,J(v) 

dependen del número de vértices de control, lo cual puede ser 

indeseable sl se desea realizar una superficie que cubra un 

pol1gono relativamente· grande. En esta formulación, si se desea 

obtener una 118.)'or continuidad ·entre segmentos, es .necesario 

awaentar el grado de la formulación, lo cual acarrea nuevaMnte 

probleaas de oscilación. 

3.8 Spllnew 

Un spline es una curva polinomial generada por segmentos de IMf,dO 

K con continuidad de derivadas de orden K-1 en las uniones de lo• 

segmentos[28]. El valor del paré.metro que corresponde a lo■ 

extre110s de un segmento spline se les denomina nudos u·1¡ a.o>~ 
As1, por ejemplo, un _spline c\UJico mantiene continuidad de •• ;~ 

derivada en la unión de sus segmentos .. 

El téraino spline proviene de la analogia con una herraaienta de 

dibujo, nor•laente de metal delgado o de Mdera, la cual se 

tuerce.eluticaaente para. pasar por algunos puntos de restricción. 

La curva generada por el spline f1sico es aquella que minialza su 

energia de tensión interna, que expresado matemé.ticamente, •• la 

curva cuya curvatura cuadrada aedla es minima y en ese sentido 

6ata es la cúrVa as suave que pasa a través de los punto-. fijos 
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de restricción. En términos de coordenadas cartesianas, la curva 

de minima energia es aquel la que minimiza la siguiente integral 

entre dos puntos: 

J n2 2 S/2 
z dx / (l+z' ) 

(3:8.1) .. 

Si se as~ que z'« 1, la minimización es sobre fz"2 
c1x e~ 

solución es una función cúbica por segaentos, contlnua hasta su 

segunda derivada, que cumple perfectamente con la deflnlci6n de 

spl lne, en este caso cúbico, y de ahl la importancia de los 

splines y en particular de los cúbicos. z' puede manejarse coao 

pequefta real izando un ca.11bio de siste11a de referencia sobre z, 

manteniendo un slsteMB. local sobre cada posición de la curva[1SJ. 

En la prictlca, se e11plean los spllnes de grados pequetios (:s3) 

para generar curvas que auavlcen a los puntos especificados. Su 

empleo con pol ino■ios de be.Jo grado reduce los requerl■lentos de 

computación y reduce la lnesta~llidad nUlllérlca que surge con las 

curvas de grados altos. Sin embargo, ya que los polinomios de 

grados pequeftos no pueden unir una serle arbitrarla de puntos, se 

requiere entonces segmentos polinoMiales adyacentes. Los splines 

cúbicos poseen la ventaja de ser las curvas espaciales de menor 

grado que permiten un punto de inflexión y tienen la habl lldad de 

rotar en el espacio. La ecuación de un segmento de spline cúbico 

en términos de un parálletro tes la siguiente: 

t 1-1 
P(t) - I Bit tJ$t$h (3.8.2), 

1•1 

donde P(t) • ( x(t) y(t) z(t) J . 

Expandiendo la expresión miterlor se genera: 

(3.8.3) 

SI la información que se conoce es la posición y prbaera derivada 

en los extreaos del segaento, se pueCle forzar a que la curva pase 

por estos extreaos con la tangent·e deter■inada. S1 la curva varia 
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en [ tt .. t2], las restricciones se establecen por las siguientes 

igualdades, donde t1=0: 

P(O) = P1; P(t2) = P2 (3.8.4), 

dP 1 :o: P' 
dt t:.:O 1' 

dP 1 • P' 
dt t•t2 2 • 

Evaluando (3. 8. 3) en los extremos y considerando las condiciones 

(3.8.4), se generan las expresiones de las cuales se obtienen los 

coeficientes B1 : 

P(O) • E1 • P1 

P(ta) • E B1t
1
-

1
1t~t2 • B1+B2ta+B3ti+B,t~, 

l•1 

gf I · • L ( i-l)t l-2 B1 
dt t•t2 

y se encuentra B3 y 8' 

3(P2 - P1) 2P' 1 

83•---------

8' • 2(Pt - P2) 

t~ 

P't P'2 
+-+-

(3.8.5), 

As1, la forma del spline la determinan la posición de los v~rtlces 

finales y la derivada en los mismos, fijando as1, la forma de la 

curva. 

Sustituyendo los B1 en (3.8.3) se obtiene la expresión que 
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representa un spline cúbico 

Esta expresión se generaliza para dos segmentos adyacentes Plr(t) y 

Pk+1 ( t), donde t:sk:sn-2 y n es e 1 número de vértlcef:1 sobre loa 

cuales la curva debe pasar: 

• 2 • ' a P1t ( t) • P1r+P1tt+[3( Pk+ 1-P1d/t2-(2P1r/t2 )-(Plr+ 1/t2) ]t + 

[2(P1r-P1r+1)/tl+P;/tl+P;+1/tl]t3 (3.8.7), 

' 2 ' ' 2 P1r+1(t) • P1r+í+P1r+1t+[3(P1r+2-P1r+1)/t3-(2P1r+1/t3)-(Pk+2/t3)Jt + 

[2(P1r+1-Pk ♦ 2)/tJ+P;+1/d+P;+21t1Jt3 , (3. 8. 8), 

donde se asUM que la varlaclón del panaetro tea O.tst2 para el 
prJmer segmento, O.tst3 para el segundo, etc. 

Debe observarse que en la unl6n de los se.-,ntoa, el rirtlee · Ptt+1, 

no se tlene especificada la 1nformac16n, de prlaera derivada, la 

cual se encuentra desarrollando la segunda der-lvada e lpaléndeia 
en las uniones. 

La segunda derivada del spllne est• ~ por : 

P••(t) • E (l-1)(1-2)81t 1
-

3 t1st~t2 (3.8.9). 

Evaluando la segunda derivada en el extre110 final, donde t•ta, del 

primer segmento, se obtiene: 

P• •• 8Btt2+21b (3.8.10). 

y al principio del segundo segmento~ donde t-0, se tiene 

(3.8.11) 

Igualando las • dos condiciones anteriores que reprsentan la 

condlc16n de segunda derivada en la unl6n de· los seplltl',ltoa y 

agrupando lénllnoa. ae tlene : 
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igualdad que se general iza para n segmentos de un spline cúbico. 

Observe que en la igualdad de términos, cada Bs se refiere a su 

segmento correspondiente, por lo cual, 83 en (3.8.10) y (3.8.11) 

es diferente. Matricialmente la condición anterior se representa 

de la siguiente forma (3. 8. 13' 

' t3 2(t2+t3) t2 o P1 = 

' o t4 2(t3+t4) t3 o P2 

• o o ts 2(t4+ts) t4 p3 

' o o o Pn a 

2 a= (3/(tn-ltn)](tn-t(Pn-Pn-t)+tn(Pn-t-Pn-2)], 

• 
en donde Pt y Pn son vectores conocidos, al igual que todos los 

vectores de posición Pt y el valor de las tJ, quedando por 
• • 

determinar el valor de las derivadas internas P2 a Pn-t, las 

cuales se local izan resol viendo el sistema (3. 8. 13). Asi, los 

vectores internos resultan de una condición de continuidad de 

segunda derivada y el disef\ador no necesita especificarlos. Con 

estos vectores se calculan los coeficientes 81 empleando las 

relaciones (3.8.5) y finalmente se procede a calcular cada uno de 

los segmentos del spline mediante la expresión (3.8.3) 

Una última consideración debe realizarse con respecto a la 

variación del parámetro t, el cual puede normalizarse a un rango 

[O .. 1] para todos los arcos del spline. Esta normalización 

aplicada en (3.8. 13), con un arreglo algebraico por renglón, 

conduce a la representación siguiente (nota o->t2, o->t3, o->t4, 

0->tS) 
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' • 
4 1 O O . P2 - 3(P3-Pt)-Pt 

• 1 4 1 O O . p3 3(Pt-P2)) (3.8.14) O 1 4 1 O O 3(PB-P3)) 

' • . O 1 4 Pn-1 3(Pn-Pn-2)-Pn 

Para el caso cúbico, los coeficientes B1 pueden expresarse co110 

Bt 

2 -2 1 1 

-3 3 -2 -1 

O O 1 O 

1 O O O 

Pk 

Pk+t (3.8.15) 

• 
Pk 

• Pk+t 1 ~ k ~ n-1 

Condición en lo■ extre•• 

Las expresiones (3. 8. 4) y (3. 8. 5) establecen las condiciones en 

loa extremos de un spline, pero son susceptibles de modificarse en 

función a nece■ldades especificas de un proble•. (3.8.4) y 

(3.8.S) ■e conocen como las condiciones de fJJacJ6n -'cluped'-. 

Otru condlclonea son, por eJeaplo, la natural o relajada, cuando 
a a • d P/d t-0 se apl lea a los arcos lnlclal y final del ■pl lne 

completo en los valores de paraaetrizac16n t-0 y t•tn, lo cual 

produce al teracl6n de contlnuldad de curvatura en las fronteras 

del spline. Tubl6n puede ser 6tll que el spline sea ciclJco para 

disefiar curvas cerradas, en cuyo caso pueden considera.rae las 

condiciones 

o antJclclJco 

Pl(O) • -Pl(tn), 

cada una de lu cale■ produce varlaclonea alplflcatlvu en la 

ror• ele lu curvaai, prlnclpal•nte al lnlclo y final ele la al•• 
(tlt 3, 11). 

.. B9 .. 

! 
t 

1 
f, 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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Una conslder·ación final que debe hacerse con res~cto a 19s 

splines cúbicos se refiere a la existencia de oscilaciones. que 

el 1m1nan la suavidad de la curva. las cuales pueden ellmL1arse 

apl !cando tensión por los extre110s dando 1n1c1o a la teor1.a de 

splines bajo tensión cuya principal objeción es que su formulacló.i 

quede expresada en término de funciones exponenciales en lugar de 

funciones polinomiales, por lo cual existe un impedimento para su 

evaluación eflclente[29J. La oscilación sucede porque el spline se 

ve influenciado localmente por cada nodo a lo largo de la curva y 

la tercera derivada se mantiene constante en cada segmento. Las 

discontinuidades de la tercera· derivada pueden inducir la 

generación de puntos de inflexión no deseados sobre la curva y 

asi. ayudar a la generación de oscilaciones. 

3.9 B-apllnes 

En los ambientes de Dlsef\o Aslstldo por Computadora donde se 

cuenta con un modelador de superficies, se torna evidente la 

necesidad de que este incluya en sus expresiones facilidades para 

alterar localmente las formas. 

La teoria de _los. splines, como sé expone en (3.8), no incluye un 

control local de la foraia como una· de sus cualidades y asi. de 

existir una 110diflcacl6n eri un vértice. es necesario recalcular el 

spline completo. 

S1 se tiene una base formada por splines que peralta generar una 

curva o superficie como una combinacion lineal de sus elementos, 

entonces se esté. generando un sisteaa de dlsefio de curvas y 

superficies que 1118.lltlene las propiedades de los splines y agrega 

una nueva di111ensi6n que se traduce en control local. 

El prlaer paso para l lepr • a un esqueaa de esta naturaleza se 

refiere a la generación de la base que peralta un control l~l. 

Si consideraJ10s un spline c6blco ;Cx). tal que cuapla con las 

siguientes condiciones en sus extreaos: 

;ex>-.· (x)•;•. (x) (3. 9. 1) 
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y además se expanda sobre tres arcos, entonces se está forzando a 

una curva cuya forma tiene valor cero en los extremos, una 

condición similar a la que mantienen los polinomios de Bernstein, 

pero que si la anal izamos, resulta un spline ♦(x)• O en todo su 

intervalo. Si esta misma idea se extiende a un spline cúbico que 

se expande sobre cuatro arcos, entonces se genera una curva 

similar a una campana que asegura tener valores distintos de cero 

en el area que cubre <rto 3.13). Si ademé.s, a esa curva se le 

afiade un segmento de linea de -1nrlnlto al extremo izquierdo y del 

extremo . derecho a +lnflnlto entonces se ha generado un spline 

cúbico sobre un número infinito de arcos. 

Los extremos donde la campana se une con los segmentos de linea se 

refieren como X1-, y Xl, y la curva resultante se denomina 

B-spl1ne o spline fundamental de orden 4 (grado 3). Un B-spline se 

dice que es un spline d.e soporte m1n1mo, donde su soporte es la 

extensión de arcos sobre los cuales es distinto de cero. Debe 

observarse que un spline cúbico esté. completamente determinado por 

el conjunto de nudos sobre el cual est6. definido y un valor de Z. 
De manera mé.s general, el e-spline M.1 (x) de orden ■ (o grado m-1) 

sobre un conjunto de nudos dado es cero excepto sobre los marcos 

sucesivos Xl-■ < X < XL 

Es común normalizar la amplitud de los B-spllnes, y tomando una 

propuesta de Cox y Boor[45), se tiene el B-spline normalizado 

N■t (X) • (X1-X1-■)M.1 (X) . (3.9.2) 

Una gran ventaja de los ·e-splines, demostrada por Curry y 

Schoenberg(1966) se refiere a que cualquier spline de orden • 

sobre un conjunto de nudos Xo, Xt, ... , Xn puede ser expresado coao 

una suma de múltiplos de e-splines definidos sobre el aisao 

conjunto de nudos extendido por a-1 nudos adicionales en cada 

extremo del rango, elegidos arbitrariamente coao 

X-■+t,X-■+2, ... ,X-1 y Xn+t, ... ,Xn+.-1. Es posible construir m+n-1 

e-splines sucesivos sobre el conjunto de nudos extendido. cada uno 

de los cuales es diferente de cero exactamente sobre ■ arcos 

consecutivos. 
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Estas condiciones se expresan por medio de la siguiente sumatoria 

■+n-1 

,;(x) • E C1Ma1 (x) , (3.9.3) 
l = 1 

donde ,ex) es un spline de grado (m-1) sobre el conjunto de nudos 

orlglnal, H■t(x) es el e-spline sobre el conjunto de nudos 

extendido y para el cual es diferente de cero en exactamente 

Xt-■<X<Xl, y Cl son coeficientes. La expresión (3. 9. 3) también 

puede ser escrita en términos de los B-spl i nes normalizados y 

representa un resultado mur importante porque si un spline de 

grado m-1 se representa en función de B-spllnes, y se modifica uno 

de los coeflclent~s Ct, el spline resultante solo se ve afectado 

en II arcos sin variar sus propiedades de continuidad, lo cual 

representa un sistema de alteración local y el medio para no 

recalcular todo el spline bajo la m<>diflcación de un vértice (flg 

3.14). 

Considérese ahora, con más detalle, el B-spline cúbico normalizado 

Ntt(u) con su conjunto de nudos u1=1.. 1=0,1, ... ,n uniformes, el 

cual es diferente de cer-o. en.'~ 1 rango 111-t<U<Ul,. y a.suma que n2::3. 

La forma más conveniente de elegl~ }os nudos en los extremos del 

B-spline es u-:JSu-2=u-1=0 v 1Jn+1•~+2111.1q+:JSn, esto es, se tienen 

nudos múltiples en los extremos. Asl, los arcos extra generados 

por estos nudos tienen longl tud cero y los nudos extremos se 

transforman en nudos de multiplicidad 4. Se puede demostrar que la 

inclusión de la multiplicidad en un nudo produce un decremento del 

orden de continuidad del spline en ese nudo. De esa forma, 

mientras un spline cúbico es continuo hasta su segunda derivada en 

un nudo simple, se iransfor11& en discontinuo en su segunda 

derivada en un nudo doble, discontinuo en su primera derivada en 

un nudo triple y discontinuo sobre 61 aiaao en un nudo cuádruple 

(fl9 3. 1s>. Valuando (3. 9. 3) para el caso c(lbico normalizado con 

el conjunto de nudos 0,1,2, ... ,n se obtiene la siguiente expresión 
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n+3 

,cu)= L C1Nt1(u) (3.9.4) 
l=1 

Si e, es un vector r,. entonces se obtiene una curva r(u) que los 

suaviza y a la cual se denomina curva B-spllne, la cual mantiene 

las siguientes propiedades 

n 
E Nt, 1+1( u)=l, 

l=O 

En el caso particular de u=O, la expresión es 

n 
r(Q)sE r1Nt,1+1(0) , 

l =O 

(3.9.5) 

(3.9.6) 

de la cual, la Onlca función diferente de cero para u=O es Nt,t(O) 

y ademfls su valor es la unidad, lo que implica que r(O)=ro 

Derivando (3.9.5) se obtiene: 

n • 
}: Nt,l+t(u) • O . 

l•O 
(3.9.7) 

Desarrollando la sumatoria e igualando los dos Wlicos términos -o, 

se obtiene la relación : 

Nt,t(O) • -Nt,2(0) , (3.9.8) 

asl como 

n 
r(O)•E r1Nt,1+1(0) . (3.9.9) 

'"'º 
Desarrollando (3.9.9) y considerando (3.9.8) se tiene ~ue 

r(O) • Nt2(0)(r1-ro) (3.9.10) 

Considerando (3. 9. 6) y (3. 9. 10) se deduce que la curva B-spUne 

• 
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(A) (C) (D) 

Fi¡. 3.18 UNA CURVA 8-spllne DE GRADO M-1 
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inlcla en ro y su tangente en ese punto sigue la dirección 

(r1-ro), lo cual recuerda a las curvas de Bezier siguiendo su 

poligono de control, aunque los e-splines tienen la ventaja de que 

al cambiar uno de los vértices solo se produce un cambio en cuatro 

arcos sin alterar los demá.s segmentos de curva. Además se poseen 

los medios para construir un e-spl lne cúbico que aproxime un 

poligono con el número de aristas deseadas, asegurando la 

continuidad de segunda derivada en cualquiera de sus posiciones, 

lo cual no puede lograrse con Bezier pues su grado. depende del 

número de vértices de control, o si se desea .una composición de 

segmentos cúbicos, requiere el cé.lculo de vértices que permitan 

asegurar la curvatura, por mencionar solo una situación con 

respecto a los vértices de control. 

Las curvas e-spline poseen algunas propiedades geométricas 

interesantes, por ejemplo, cada segmento de curva está definido 

por cuatro vértice~ de control, donde la suma de la base para un 

valor u deter■inado • es igual a la unidad, por lo cual, para 

cualquier u, r(u) es un pro11edio de los cuatro vértices de control 

y el segmento de curva correspondiente debe caer en la cubierta 

convexa definida por los vértices. Lo anterior se puede 

generalizar indicando que para una curva e-spllne de grado 11-1, 

cualquiera de aus puntos cae dentro de la carcaza convexa de los• 

vértices vecinos[28] Cfl9 3.1e>. Sl los cuatro vértices son 

collneales, la carcaza convexa es una llnea recta y el segmento 

correspondiente es lineal. 

Otro aspecto geométrico se refiere a que la curva e-spline pasa 

cerca de la reglón media de los lados del pol1gono excepto.para el 

prl■ero y el (11 ti110, adelllis, la curva pasa por los puntos cr1, 

3.17) : 

1.18 rk-1 + 2/3 rk + 1.18 rk+1 • 2/3 rk + 113(112crk-1+rk+1>) 

para k • a,3, ... ,n-a . 

EII posible construir e-splines que generen curvas cerradas, 

e■plendo Wl pollaono cerrado, para lo cual se requiere Wl conjunto 
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c1cllco de nudos, esto es, Un•uo, Un+t-u1, etc, lo que elimina la 

necesi.dad de nudos aúl t lples que se presenta en la formulación 

para curva.a abiertas Ul9 3.14). 

~ funciones de suavización Nt ,11(u) de grado 11-1 pueden 

definirse reourslvamente de la siguiente forllB.: 

N1,1(u) • { ~ si Ul~\diUl+I 

de otra for• 

Nl,ll(U) • ( (u-u )N (u)]/( (u )-u ]+ 
l l,ll-1 l+ll-1 l 

(3.9.11) 

(3.9.12) 

[ (u . -u)N (u) ]/(u -u ) 
l+ll l+l,ll-1 l+k 1+1 ' 

donde se to• por convención que 0/0=0. 

Varlaclonea en B-apllnea 

La variaci6n sobre el conjunto de nudos genera var1aclones sobre 

los 8-spllnes. 

Sl el conjunto de nudos se eaplea para el dlset'io de curvas 

abiertas, entonces se llega al . caso particular de B-spllnes 

no-perl6dlcos uniforaes[31] (tl9 3.11>, y el valor de los nudos se 

calcula con las siguientes condiciones desde uo hasta Un+k 

(ftllftlaltl'O de ftl't.lCH de cont.rol-U. 

■ l t<k 
al kSiSn 

■l t>n 
(3.9.13) 

La variación de k simula caablos de "tensión" en una curva (a 

aenor valor de k, • mayor t·ensl6n), lo cual taablén se observa en 

las figuras donde se muestra la propiedad de carcaza convexa (ft9 

3.Ua> 

Taablén es posible tener B-spUnes perlódlcoe que peralten dtseftár 

curvas cerradas en cuyo caso las funciones Nt,k tienen una alsaa 

for• y se observa que la base es sol1111ente el desplazamiento de 
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una curva tlpo sobre espacios enteros. El vector nudo se elige•• 

tal suerte que u1=1, lo cual reduce las expresiones anteriores :e. 

lo siguiente: 

donde O:su:sn+l 

NI ,k(u) - No,k( (u-i+n+l)mod(n+l)) • 

y mod(J) es la función aódulo. 

(3.9.14) 

Para el caso donde k=4, las funciones B-splines canónicas 

uniformes cúbicas son las slgulente[30] : 

o 

U~3/8 

3 2 
(-3u' +3u' + 3u'+1)/8 

1 1 1 

3 2 
(3u' - Su' .,,1e 

2 . 2 

3 
(t-u• )/8 

3 

o 

donde U'• u-u .J•l,l+t, ... ,l+3 
J l+J • 

U<UI (3.9.15) 

u1:su<u1+1 

Ul +1:SU<Ul +2 

• Nl •, (u) 
Ul+2:SU<Ul+3 

Ul+3:SU<Ul ♦, 

Ul+,:su 

Puede observarse que estas funciones tienen exactamente la alsaa 

forma. independientemente del valor de 1. As1, cualquiera de las 

sets funciones anteriores puede obtenerse coao una traslación de 

alguna de ellas (fl9 3.20). 

otra poslbllidad surge con B-spllnes no uniformes[31]. donde· 1os 

nudos estén colocados a ' • intervalos desiguales. Gordon y 

Riesenfeld(1974) experimentaron con este tlpo de B-spllne y su 

reporte lndlca q~ ne> e)(l8te gran' 41ferenc1a con , la formulación . 

untrorM excepto en caso■ de eran dtspartdad entre lu longttucles 

de las ert-stas del pollgono de control. • Mencionan• 1adellis1 la 

poslbllldad de caablar la curvatura o la dlrecclón de la curva 

c\alldo colapsan dos o tres v6rt1ces del poUgono de control. 

Tub16n encontraron apllcaclón de los no unlforaes en operaciones 
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como la inserción de nuevos vértices de control, puesto que esta 

operación genera de manera natural un esquema no uniforme. 

Finalmente, la formulación de una superficie B-spllne Qk,1 (u, v) se 

extrapola de las formulaciones anteriores como sigue: 

• n 
Qk,1(u,v) • E E Nl,k(u) NJ,l(v) V1J • (3.9.16) 

l•O J=O 

lo cual es un producto tensor. Algunas de las propiedades de esta 

superficie se asocian a los Beta-spl lne que comentaremos mé.s 

adelante. 

Finalmente debe comentarse que la -aslgnaclón de vértices múlttples 

crea dlscontinuidades controladas cuya utilidad puede ser la 

creación de cúspides en un segmento B-spline, lo cual es útil en 

aplicaciones de Diseno por Computadora. 

3.10 Curvu J Superflcles Paramétrlcas Raclonalea 

Las curvas y superficies racionales han empezado a utilizarse en 

algunos modeladores geométricos de gran difus1ón[16]. Estas 

for■ulaciones tiene la ventaja de peralUr crear formas libres y. 

adellé.s Incluir funciones bien conocidas, como las c~lcas, lo 

cual resulta atractivo si se considera que para emular, por 

ejemplo, un circulo en alguna formulación anterior como es el caso . 
de Bezler, se debe hacer lo siguiente: sl el· circulo deseado es 

r-cos,1+senf/,J para ~f/>~K/2, se' emplean los vectores de posición : 

donde k-4(y'¿-1)/3, en la representación 

3 2 . 2 3 r-r(u)•(1-u) ro+3u<t-u) ri+3u ( 1-u)n+u r3 • 

con lo cual se · obt lene un circulo con una variación entre t y 
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1.00027 en el radio. 

Partiendo de la parametrización de una sección cónica, 

• encontraremos que la expresión final nos permite llegar a lo 

mencionado en el párrafo anterior .. 

Parametrización cuáclrica racional de 1m 

segmento de sección cónica 

Con objeto de definir el segmento PoP'P2 de una sección cónica se 

toman las tangentes definidas en ellos y se crean los vértices Pt, 

A y B que son las intersecciones de las lineas tangentes 

resul tantee (flCJ 3.21). Si se mantienen constantes los vértices 

PoP1P2 y se varia P', entonces se crean dos razones que dependen 

de esta variación y que pueden emplearse como parámetros para la 

posición de P'sobre la curva. Las razones son: 

g1=P1A/PoA, 

g2=P13/P2B 

(3.10.1) 

(3.10.2) 

Ahora bien, si los segmentos de linea definidos por PoP1, P1P2, 

P2P3 se representan por las ecuaciones lt=O, 12=0 y 13=0 entonces, 

·_la ecuación de una fami 11a de cónicas que pasan por Po y P2 y 

tienen tangentes definidas por PoP1, P1P2 se representa por 

(3.10.3) 

Para continuar con el desarrollo, es conven_iente cambiar a un 

sistema coordenado oblicuo(«,,>, donde el vértice P' es el centro 

del sistema de coordenadas, Po es el vértice (1,0) y P2 es (0,1) 

por lo cual un punto cualquiera P(«,,> en este plano esta dado por 

r=r1+«(ro-r1)+,Cr2-r1) , (3. 10. 4) 

donde las r' s representan los vectores a los puntos P' s 

correspondientes. 

Bajo este nuevo sistema de coordenadas, las lineas PoPt P1P2 PoP2 

tienen las ecuaciones f)=(), -«=O y «+,-1=0 respectivamente. Asi, la 

fuailia de cónicas expresada por (3.10.3) es: 
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(3.10.5) 

be.Jo ·e1 sistema de coordenadas oblicuo. 

En la expresión anterior, se considera-« en lugar de+« ya que se 

desea tener la familia de curvas que pasan dentro del triángulo 

PoP1P2 que corresponde a O<A<1. 

La linea tangente a la · c6n1ca en el punto P' («, f) se obtiene 

utlllzando la formulación explicita (3.10.5) : 

(3.10.6) 

donde s«(q,w) y &p(q,w) son las derivadas parciales de Sen« y f 

respectivamente. 

Esta linea intersecta al segmento PoP1 en («,O), que sustituido en 

(3.10.6) y despejando« se obtiene: 

(3.10.7) 

El segmento PoPt puede representarse por la linea paramétrica: 

T•(l-u)Po+uP1, ~ld1. (3.10.8) 

Si el segmento se divide en el punto A, el mismo de la raz6n . . 

(3.10.1), los nuevos segmentos miden 

M9Mnto PO->AJ 

••v•nto A->Pl J 

( 1-u)PoA 

uAPt • 

(3.10.9) 

En este caso, el parámetro u, relacionado con «, esta 

proporcionando exactamente los segmentos anteriores. Asi, 

uP1A = cxPtA 

Cl-u)PoA • ( 1-«)PoA . 

(3.10.10) 

Sustituyendo (3.10.10) en (3.10.1) y ap}icando el mismo principio 

para (3.10.2), se obtienen: 
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(3 :0.11) 

(3. 10. 12) 

Para encontrar el valor A especifico para una curva, puede tomarse 

el producto de las g's referido a una constante: 

(3. 10,. 13) 

Resolviendo (3.10.11) y (3.10.12) podemos expresar a (ex' .rp•) en 

términos de las g's; 

a'=g1/(¡1+2+g2) , (3. 10. 14) 

(3. 10. 15) 

De esta forma., el punto sobre la s,:icción cón,.ca donde la tangente 

Intersecta a PoP1 y P1P2, tler.e el vector.d~ pos1c16n r dado por 

r:r1+g1(ro-r1)/(g1+2+g2)+g2(r2-r1)/(g1+2+g2) . 

=(g1ro+2r1+g2r2)/(g1+2+g2) 

Aplicando las siguientes relaciones: 

de tal suerte que 

g1=wo(l-u)/w1u, 
g2=W2u/w1(1-u) , 

donde las w's se conocen como pesos. 

(3. íO. 16) 

(3. 10. 17) 
(3. 10. 18) 

(3.10.19) 

Finalmente, sustituyendo (3. 10. 17) y (3. 10. 18) en (3. 10. 16) se 

obtiene la siguiente expresión: 

(3. 10. 20) 

2 2 2 2 r..:[woro( 1-u) +2w1r1ut 1-u)+W2r2U. ]/[wo( 1-u) {·2wrn( 1-u)+w2u ] , 

que representa la ecuación paramétrica cuádrica rar:ional para un 

segmento cónico con tangentes PoP1 y P1P2 bajo el producto g1g2 

anterior. Asi, la naturaleza de la curva queda definida por la 

relación entre los w'B. 
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La ecuacl6n (3.10.20) se expresa en coordenadas hoaopneu 

(xw,yw,zw,w] de la sigulente forma: 

donde 

2 2 P.(1-u) Po+2u(1-u)Pt+u P2 

P1•[xtwl ytwl ZlWl Wt) , 

rw=P , 

conslderando ar ho110genelzado a (x y z l) . 

(3.10.21) 

(3.10.22) 

La expresl6n (3.10.21) es similar, - por eJeaplo, a Bezier 

cué.drlco(3.7), sin eabargo, la expresión racional cuAdrlca puede 

representar cualquier segmento cónico, •lentru .- Bezler 

cu6.drlco solo puede representar par•bolu. 

Valuando (3. 10. 21) en los extre110s O 'I 1 de u, Ml coao la 

derivada en loa ■lsaot1 extreaos, ae encuentra que la c6nlca 

racional tiene puntos extreaos Po y Pa 'V tanpntea dertntdu por 

2(Pt-Po) r ~(PI-Pt), 

Las relaclonet1 cartesianas se obtienen aprowcbando (3.10.22) ele 

la alplente for•: 

rv • P, 
P' • rw'+'!ff"', 
r • • (1/w)(P' -rv• ) , 

r(O)•ro 
r(l)•ra 

r' (0)•(2w1/wo) fra-ro) 
r'(1)•(2wt/wa)(ra-rt) 

(3; 10.23) 

(3. to.2U 

Puede cleduclrN que el punto ú.xlao (JI dlt la curva racl-onal 

def inlda por loa tfrainoa anterlorea • encU1911tra al lau&lar lu 

razonn 11-..., siendo ~P1RU+k), dende Ptll " la perpendicular 
desde Pt sobre PoP2, ul, la plenl tud de la Curft ..- deflnlda 

por k (tlt 3,11). 

Cuando wo-wt•wa, o t-1, _ el deno11lnador v de en la roraa111et611 

hoaogenea corresponde a la unldad, obt•nltndoae la repreNRtacl6n 
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de Bezier de una parábola. Si k>l, tenemos una elipse, y si k<l, 

una hipérbola. 

Otro ejemplo importante es la generación de una linea recta que 

pase por ro y r2, lo cual se logra con las siguientes relaciones: 

w1r1=(woro+w2r2)/2, 
. w1 = ( wo+w2) /2, 

donde el punto rt es col ineal a los otros dos, obteniéndose la 

expresión de la linea 

r=[woro(l-u)+~'2r2u]/[wo(l-u)+W2u] 

La razón wo:W2 determina la parametrización de la linea recta, la 

cual es uniforme cuando wo=W2, e·n cuyo caso se obtiene la 

parametrización ya conocida: 

r=ro(l-u)+r2u 

2 2 El circulo x +y •1 en el primer cuadrante se obtiene con ro=i, 

rt=i+J, r2=J, wo-v'2, wt•l, W2=v2. 

Curvas cúbicas racionales 

Estas son tan sólo una extensión natural a la teor1a empleada en 

el caso de 

homogeneizada, 

las 

se 

parametrizado cúbico 

cuádricas. 

tiene el 

Aprovechando la formulación 

siguiente segmento racional 

3 2 2 3 P=( 1-u) Po+3u( 1-u) P1+3u (1-u)P2+u P3, (3. 10. 25) 

donde las Pt tienen el mismo significado que en el caso cuádrico. 

Las relaciones en los extremos en coordenadas cartesianas son, 

empleando la misma idea que en caso cuádrico, las siguientes: 

r(O) = ro, 
r(l) = r1, 
r'(O) = (3w1/wo)(r1-ro), 
r'(l) = (3W2/W3)(r3-r2). 

Debe observarse que en este caso se mantienen cuatro vértices de 
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control r1, l=O, ... ,3. 

Puede demostrarse que la curvatura en los extremos de (3. 10. 25) 

son las siguientes expresiones: 

k(0)•(2woW2/3wf)(mag[(r1-ro)X(r2-r1)]/mag[r1-ro] 3) 

k(1)•(2w1W3/3~)(mag[(r2-r1)X(r3-r2)]/mag(r3-r2] 3) 
(3.10.26) 

donde mag[h] significa la magnitud del vector h, y ya que las 

magnitudes son constantes en este caso, las curvaturas se 

controlan por los pesos w1, un fenómeno que es similar en el caso 
2 2 cuá.drico, donde k =woW2/w1 controla también la curvatura. 

Las cú.btcas racionales tienen la ventaja de incorporar a las 

cuádricas como casos especiales, haciendo que Po-3P1+3P2-PJ=O. De 

igual forma, si los w1 son iguales, llegamos a la expresión de una 

curva cúbica de Bezier. 

Si se desea obtener una linea recta bajo la expresión cúbica, debe 

hacerse que P1=(2Po+PJ)/3 y P2=(Po+2PJ)/3, con lo cual se obtiene, 

en forma homogénea, P=(l-u)Po+uPJ. 

Composición de curvas racionales 

Tomando la ecuación paramétrica racional cuádrica (3 .. 10. 20), su 

primera y segunda derivadas en los extremos se definen por las 

expresiones: 

r'(O) • (2w1/wo)(r1-ro) 

r'(l) • (2w1/w2)(r2-r1) (3.10.27) 

r''(O) • ((4w1/wo)+(2W2/wo}-(8w?1w6))(r1-ro)+(2W2/wo)(r2-r1) 

r''(l) • ((2wo/w2)+(4w1/W2)-(8w?1~})(r¡-ro)+(2wo/w2)(ro-r1) 

Utilizando la relación: 

kB=(r' X r'')/mag[r' ]3
, (3.10.28) 

donde k es la curvatura, Bel vector binormal al plano osculatorio 

de un punto y mag[h) la magnitud del vector h, se encuentra que la 
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curvatura en los extre1110~ esta dada por: 

1 2 3 k(O)B(0)=2k ((r1-ro) X (r2-r1))/J11ag[r1-ro), 
(3.10.29) 

1 2 3 k(l)B(l)=2k ((r2-r1) X (ro-r1))/11ag[r2-r1]. 

Si se iguala la curvatura de dos curvas en sus posiciones 

paramétricas 1 y O respectivamente, se deduce que para mantener 

una continuidad de curvatura entre B.llbas es necesario aJustar. el 

valor de k para no alterar los vectores de posición rl, Esto •• 

traduce a Jugar con los resos Wl de ce.da una de las curva.a hasta 

encontrar una igualdad en las expresiones (3. 10. 29). Debe 

observarse que en las expresiones anteriores, cada una de las 

curvas está formada por sus vértices ro a r2. Todos estos vértices 

aparecen en la expresión de curvatura anterior y además, como el 

lado izquierdo es un vector en la dirección del binormal B1 el 

producto cruz de las r1 debe dar un vector en la misma dirección, 

lo cual solo puede suceder si todos los vectores r1 son 

coplanares, por lo cual la curva que resulta de las cuádrlcas 

racionales debe ser plana si desea aantener continuidad de 

curvatura. 

En el caso cúbico de las racionales, se algue un propeso similar . . 
al anterior para encontrar las condiciones de igualdad en 

curvatura. En este caso debe recordarse que una curva cóbica se 

determinada por cuatro vértices, ro, ... 1 r3. La primera y segunda . 
derivadas valuadas en lás extremos de estas curvas son 

r'(O) = (3w1/wo)(r1-ro), 

r• ( U = (3W2/w)(r3-ra) 1 

r''(O) • ((6w1/wo)+(6wa/wo)-Ctawf1w8JJ(r1-ro}+(8wa/wol(ra-r1), 

r''(l) • ((6w1/w3)+(6W2/W3)-(1Swl/w!))(ra-r:,)+(6wt/w3)(r1-r2). 

Aplicando igualdad de las exprealonea de curvatura para cada curva 

se encuentra lo sll',tlente ! 
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{3.10.31) 

k1((r~-rl)X(r~-ri))/mag[r~-r~1 3•kl((rf-r8)X(rl-rf))/11ag[rf-r~)~ 

1 donde la I en r significa a que curva corresponde el vértlce r. 

Observe que para la primera curva U>, el v6rtlce ro no aparece 'I 

de igual forma, para la curva <2>, el v6rtice r3 tampoco aparece, 

lo que indica que para mantener una ■1•• curvatura en un la un16n 

de las curvas cúbicas solo se requiere que todos los vértices sean 

coplanares excepto, si as1 se desea, rA 'Ir! con lo cual se abre 

la posibilidad de generar curvas con tors16n. Nuevamente en este 

caso debe ajustarse el valor de las k■ para obtener una 

continuidad de curvatura en las uniones. 

Como resumen se puede decir que 13s posible obtener continuidad de 

posicl6n, de gradiente y de curvatura en las cué.dricas y cúbicas 

racionales. 

Superficie• paramélricu racional•• 

Apoyá.ndose en la expresión cúbica racional, puede definirse Wl 

segmento de superficie. 

La curva racic>nal parametrlzada cúbica puede expresarse de la 

siguiente forma(3.10.32) : 

rtu)•cxo(u)r(O)+«t(u)r(1)+,po(u)r'(O)+ft(u)r'(1), 

esto es, en términos de sus puntos finales, sus tangentes fina.les 

y funciones de suavllaci6n. Utilizando los valoree de r(O), r(l), 

y las primeras derivadas r' (0) 'I r' (1), y comparando con la 

expresión general de la racional cdblca, ae encµentran las 

expresiones de suavización 
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«o(u)•(wo(l-u) 3 +3w1u(l-u) 2 )/w(u), 

«1(u)•(w3u3 +3w2u2 (1-u))/w(u), 

2 fO(u)•(wou(l-u) )/w(u), 

2 ft(u)•-W3u (1-u)/w(u), 

(3. 10. 33) 

donde w(u) es el denominador de la expresión racional para.métrica 

cóblca. 

Las expresiones en (3. 10. 33) cuaplen con las. siguientes 

caracterlstlcas: 

«o(O)•l, 
«1(0)•0, 

«o(1) -O, 
cx1 ( 1) •1, 

cxo'(O) • «o'(t) • «1'(0) • «1'(1) •O, 
,o (O) • fO ( 1) • fl (O) • fl ( 1) •O, 

,o• (0)•1, 
f)t'(O)•O, 

"º' ( 1 )-0, 
f'1'(1)•1, 

(3.10.34) 

que son las condiciones establecidas en los segmentos de Coons 

para poder crear un segmento del tipo producto tensor que mantenga 

continuidad de posición y de gradiente[17)(30][15). 

Asi, la superficie·: 

(3.10.35) 

r1(u,v)•«o(u)r(O,v)+«1(u)r(l,v)+f10(u)ru(O,v)+f1(~)ru(t,v) 

lnterpola las fronteras r(O,v) y r(l,v), y la superfic\e: 

(3.t0.38) 

r2(u,v)-cxo(v)r(~,0)+«1(v)r(u,l)+f10(V)rY(u,O)+ft(v)rv(u,t), 

interpola las fronteras r(u,O) y rtu,1), donde ru() o rv() 

stgntflca la derivada en el sublndice especlflcado. Flnalaente, 

alguiendo la co■postclón de un aeg111ento de Coons con la 

infor11aci6n anterior, ae obtiene el aigulente seg■ento: 
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donde: 

W• 
[ 

wo 

~(wt-wo) 

[ 

r(O,O) 
a- r(t,O) 

ru(0,0) 
ru(l,O) 

U=[ 1 2 3 u u u ] . 

V•[ 1 2 3 T 
V V V ] , 

1 O O O 
C• O O 1 O 

-3 3 -2 1 
2 -2 1 1 

-1 -1 T T r(u,v)= w (u)w (v)LC\i«lW C V, (3.10.37) 

o o 

l] W3 o 
o wo 
3(w3-w2) o 

r(0,1) rv(0,0) rv(O, 1) ] 
r(t, 1) rv( 1, O) rvC1, 1) 
ru(0,1) ruv(O, O) ruv(O, 1) 
ru(1, 1) ruv(1, O) ruv(1, 1) 

Este tlpo de segmentos permite generar superficies libres y ade""9 

incluir, como un caso particular, a las superficies cu~dricas. Los 

factores de peso dan una nueva dimensión al control de la forM 

pues permiten especificar el valor de los vectores tangentes y los 

de giro, co110 lo deaues~ra la valuación de (3.10.~7) para el caso 

u•v•O, esto es, en una esquina: 

r(O,O)•roo, 

ru(0,0)•3w10/woo(r10-roo) , 

rv(0,0)•3wo1/woo(ro1-roo) 

ruv(O, 0)•9( (w11/woo) (r11-roo )+(wo1 w101-wHo) (2roo-ro1-r10)). 

Un problema con este tlpo de foraulaci6n es la variedad de 

par._tros de control que se tienen a la aano. Si supone110a que 
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este esquema se empleará. en un ambiente de CAD/CAM con usuarios 

que normalmente no son matemáticos, entonces se tiene un problema 

de comunicación. De cualquier for11a, esta formulación ya se emplt.,a 

en cuando menos un sistema comercial [ 16) aprovechando la 

formulación racional de los B-spllnes. 
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CiA!PITULO IV 

Cl.RV JiS Y SUPERFICIES BETA-sPLINES 



CURVAS Y SUPERFICIES BETA-splines 

Los Beta-sp11nes[33J representan un nuevo intento por definir 

curvas y superficies, y en el campo de CAD/CAM/CAE, proporcionan 

un medio para aplicar tens1ón[29] e incluir, como un caso 

particular, las facilidades de los B-spllnes( 3. 9). Además 

proporcionan un medio por el cual, los disefiadores que no posean 

una formación en áreas f1slco matemáticas, tengan la posibilidad 

de dlsefiar curvas y superficies sin la necesidad de proporcionar 

expl 1cl tamente información de derivadas en las fronteras o tener 

que especificar información vectorlal para mantener alguna 

continuidad(2.2). Los Beta-splines integran nuevos parámetros de 

control de forma que mantienen un caracter altamente intulti vo de 

su función, sin aumentar el grado en los polinomios que forman su 

base. 

Los Beta-splines, o Betas como se refieren en ocasiones en éste 

documento, se basan en la idea de vértices de control que 

mimiflcan la forma final deseA.da(2. 2) y a los cuales, en su 

mayoria, no interpola, aunados con funciones de suavización 

similares a las-empleadas en B-splines. 

En las curvas, los vértices de control son una secuencia ordenada 

y están conectados para formar un pol1gono de control, abierto o 

cerrado, representado por el siguiente conjunto: 

V=[Vo, V1, ... ,v.1. (4. 1) 

Para una superficie, los vértices de control se organizan en una 

forma topológicamente rectangular, donde cada vértice representa 

una coordenada cartesiana [x y z]. Cada par de vértices se 

encuentra unido por una arista y es posible distinguir entre 

vért lees internos y vértices frontera (fl9 4. o. El pol1gono de 

control es un conjunto de vértices y aristas ~V.E~ ,donde V se 

define por: 
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VIR'l'ICIS nolft'ZRA 

VBRTICI rROMTDA 
(S UNIOMIS) 

'91RT1C1S JMTIRNOS VIRTICI IMTDNO (4. UNIOND) 

na. 4'.1 COUPONINTl!S DI UN POUGOMO DI CONTROL 1M 2 Y 3D 

Yl-1 Vl 1.Qm-l(u) 
Yl+l 

Vm 
Yl-1 Ql(u) w 

u u 
O 1 

Vm-2 Vm-1 

na. 4'.I SIGMENTO DI CURVA Y SUPDFICII BITA-aplln••· 
Ql ISTA INl'LUENCW>O POR Vl-2 Vl-1 Vl Vl+ 1 

VI Yl VI YS 

r1 1 
V.ft YO VS V.ft 

na .•. 3 ALTERACIOM DI B1 U SU CORRESPONDIENTE EFECl'O BN LAS 
rt1NCIOMBS BABI y 1M LA roIUü I>B Ll CURVA BETA-apllne 

·l:ztl 
1'11. 4.4 ALT!RACIOlf DI II Y SU ll'ICTO D W l'UKCJONBS BABI Y Df 
LA CUS'fA BnA-apllM 





(4.2) 

v el conjunto de arlstas: 
(4.3) 

E • ~(VIJ, Vl,J+l) 1 1-0,1, ... , ■1 J-0,1, ... ,n-1~ U 
~(VtJ, V1+1,J) 1-0,1, ... ,~1, J-0,1, ... ,n ~, 

donde lo■ vértices Internos son 1 

V1 h UI l :11 ~11 1:11 J :11 n-t , 

y loa v6rtlces frontera son 

VoJ, 
Vtn, v.,. 
Vio, 

J-0,1, ... ,n-1, 
1-0,1,,,. ,~1, 

J•l,2,.,.,n, 
1•1,2, •••••• 

(4.4) 

(4.5) 

Sl•llar a lo■ esquemas presentaaos en (111), las transforu.clone■ 

a loa vértlcea de control provocan una 110dlflcacl6n de la foraa, 

que bajo el eaque• de vértices de control puede predecirse. 

4.1 Control local 

Loa Beta-allne■ aantlenen una base local, esto es, las funcione■ 

de la base t lenen un soporte local ( diferente de cero aobre un 

espaclo finito de au doalnlo). Co110 cada V1 tlene asociado una 

función de la base, su transfor-.cl6n sólo tiene influencia en un 

espaclo flnl to de la curva o superficie, por lo c\Bl, ea poa_ible 

recalcular la curva solamente sobre la porción aodiflcada y.adelliul 

realizar 110dlficacl6nes locales. 

Los Beta-splines explotan la idea de construcc16n por segmentos lo 

cual representa ventajas 1aportantes(2.2). Cada segmento de curva 

ae controla por solaaente cuatro vért.lcea de control y no se ve 

afectado por ni~ otro vértice. Co110 analiza 116a adelante, el 

transforaar un ■olo vértice aenera un efecto sobre cuatro 

aeaaentoa de la curva unicaaente. 
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En el caso de las superficies, cada segmento está controlado por 

16 vért lees de control y la transformación de un vért lee tiene 

efectos sobre 16 segmentos de superficie (r1 9 ,.2,. 

Como cada uno de los segmentos de curva está controlado por cuatro 

vértices de control, cada uno de loa puntos del se¡mento 

representa un proHdio de la influencia. d• los cuatro vértices de 

control correspondientes. El pe•o de cada vértice lo determina el 

conjunto de funciones escalares de la base evaluadas en al1(m 

valor u de su dominio. 

El parámetro u parametrlza un segmento de curva Beta-splines, 

siendo igual a cero al inicio del segmento e igual a la unidad al 

final del 111ls110 (1'19 ,.2>. El i··ésl110 segmento de curva 

Beta-spl1ne se representa como Q1 (u}, y como esta formulación 

aprovecha la construcción por segmentos de curva, debe aplicarse 

crl terioa de continuidad, los cuales s• explican a contlnuacl6n. 

4.2 Contlnuld .. C.ollétrica 

Dadas do• curvu Q1(u) y Q2(u) pllí_"Uletrlzadas por u, las cual•• •• 

unen en Q1(1)-Qa(O), se dese&· q\Mt· 11antengan conUnuldad de 

pos1cl6n. de vector tangente unitario y de vector curvatura en su 

unión (AM.ro). 

La continuidad de posición•• logra al igualar Q1(1)-Q2(0). 

La cont lnuldad de vector tanaente unl tarlo ■e logra considerando 

la •i&Ulente expresión: 

(4.6) 

de donde 

(4.7) 

que en forma condensada•• representa por: 
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1 
i 

1 
l 

J 

J 

l 

f 
J 
i 

(4.8) 

La continuidad de vector curvatura se logra aprovechando la 

expresión del vector curvatura bajo la foraulación de producto 

cruz y pa.rametrización arbitrarla, el cual se representa en la 

siguiente expresión: 

y la curvatura'es: 

k{u>•IIC(u) 1 · (4.10) 

Para obtener continuidad de curvatw·a, debe igualarse los vectores 

de curvatura en la unión de los segr11entos Q1(1) y Q2(0), esto ea: 

lCQi<t> x af<t>> x Qi<1>111alc1>1' • 

l<al<o> x <li<o>> x ai<o>111Qt<o>1• 

Aplicando (4.8) en la expresión anterior 

ccal<1> x afc1>> x a1<1>111alc1>1'·. 
cc~1Ql<1> x Ql<o>, x ~1alc1>111~1alc1>1'. 

(4. 11) 

(4.12) 

Por observaci6n se encuentra que esta igualdad se CUllple si: 

l4.13) 

lo cual asegura la continuidad de vector curvatura. 

De una foraa ás general, aleo) puede incluir un tér•ino ~icional 

adltiplo de Q){t). De hecho puede incluir cualquier combinación de 

t6ralnos restringidos en sus parúletros que, al 110mento que 

generen influencia en la curva, producen discontinuidad de vector 

curvatura. As1, la expresión expandida queda como 

(4.14) 

- 82 -



De esta forma (4. 13) y (4. 14) aseguran la continuidad de vector 

tangente unitario y de vector curvatura, siempre y cuando ~2=0 en 

el segundo caso. 

Los paré.metros 131 y 132, se denoainan de control de la forma[32]. 
Si ~1-1, se tiene continuidad de vector tangente unitario; si 131=1 
y ~2=0 se tiene continuidad de vector tangente unl tarlo y vector 

curvatura. Ml\s adelante se coaenta el efecto f1sico de la 

variación de estos paré.metros(4,3). 

Resualendo, las restricciones de continuidad entre los segmentos 

Q1(u} y Q1+1(u} estin dadas por las expr•~siones : 

0,.1 (O)-0, (1)' 

ª1 1 (Q) .. ~101 ( 1}' 
l+ l 

(4.15) 

o:.1 co>-131 20:c1>+1t2a:<1>. 

Ahora blen, cada punto sobre un se111ento de curva Q1 (u) es un 

promedio de cuatro vértices de control V1+r, r•-2,-1,0,1, donde 

los indices se eligen por facll idad de expresión <r19 ,.2>. As1, 

el seg111ento de curva Q1(u) se expre■á de la siguiente forma 

. t 
Q1(u)• I: br(l31, #!2; u)Vt+r, o:lldt, (4.18) 

r•-2 

donde lu br's son la base escalar de loa Beta-splines y los Y'• 

son sus coeficientes asoqlados. 

En la expresión (4. 16) se observa que los v6rtlces del segaento 

Q1 (u) son V1-2, V1-1, Vt, V1+1 y los v6rtlces del sl1Ulente 

segaento son V1-1, Vt, Vt +t, V1 +2, y as l suces 1 vamente. Esto 

tndtca que el segmento Qs(u) co■parte tres vértices con el 

segaento Q1+1(u) y que lu funclones base· sola11ente se estin 

recorriendo un vértice entre cada uno de los segmentos. 
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4.3 Derivación de la■ funcione■ balle de lo■ Beta-■plines 

Cada una de las funciones base de los Beta-splines, es función de 

los parámetros ~1. ~2 y u. Son funciones escalares que aprovechan 

la cualidad de los pollnoaios cúbicos(2. 2) y se definen de la 

siguiente forma 

3 

br ( lh, 1J2; u >•E C9r (#Jt, #'2 )u9, OSI.di I r•-2, -1 ,o, 1, (4. 17) 
9=0 

donde los coeficientes CtrCIJ1~#J2) 9-0, ... ,3 y r=-2, ... , 1 

son funciones de los parilletros #J. Estos coeficientes se 

deter■inan a partir de las condiciones de continuidad geométrica 

expresadas por (4. 15). Aprovechando (4. 16) y considerando (4. 15), 

tenemos lo siguiente: 

~ldt1 y a-0,1,2. (4. 18) 

Evaluando (4. 18) en sus fronteras y suatltuyendo en las 

condicione■ de continuidad (4.16), ■e obtiene el siguiente ■ i■te11a. 

de ecuaciones 

1 ~ 

I br(IJ1,#J2;0)Vl+1+r • E br (IJ1,#J2;1)Vl+r, 

1 1 1 1 
E br(IJ1,#J2;0)Vl+1+r • #JI E br (IJ1,1:J2; l)Vl+r , (4. 19) 

t . t t 
2 a 2 t J:: br(IJ1,l:J2;0)Vl+t+r • #Jl J:: br(IJ1,1:J2; 1)Vl+r+l:J2I br(#J1,1:J2; l)Vl+r, 

Para ■antener la igualdad en cada una de• estas expresiones, s~ 

igualan los coeficientes de lo■ v6rtices V1 equivalentes. Asl, en 

la priaera igualdad de las expresión (4.19) se tienen las 

■i¡ulentes equlvalenclas: 

- 84 -

f 
l 

l 

1 

1 



o 
b-2(t31,t32;0)V1-1 
b-1(t31,t32;0)V1 
bo(t31, t32; O)Vt +1 
b1(t31, t32; O)Vt +2 

= b-2(t31,t32; l)V1-2, 
• b-1(t31,t32;l)V1-1, 
• bo (t31,t32;1)V1, 
• b1(t31,t32;l)V1+1, 
- o, 

(4.20) 

y como en el lado izquierdo existe V1+2 el cual no existe en el 

lado derecho, su coeficiente tiene que ser cero. Lo mis110 sucede 

para el vértice V1-2 del lado derecho. 

Debe observarse que siempre existen dos igualdades a cero en cada 

una de las expresiones de sumatoria anteriores. Asi, contemplando 

todas las igualdades y r-epresentando a las b1 (t31, t32; u) como b1 <u>, 

se obtiene el siguiente sistema: 

O=b-2(1), 
br-1(0) =br( 1), 

bt(O)=O, 

1 ozt3lb-2< 1 >, 
1 1 br -1 < o> =t31 br U>, 

bl (o) -o, 

O=t31~~2(1)+l32b!2c1>, 

b~-1(0)=t312b~(1)+t32bl(1), 

bi(o)::O. 

r=-1,.0,1 

(4.21) 

Efecuando las diferenciaciones necesarias y evaluando en los 

extremos se obtiene el siauiente siatema de ecuaciones donde las 

funciones escalares C9,r(t31,~2) se representan por Cv,r, para 

facilidad de representación 

C3,-2+C2,-2+C1,-2+Co,-2-0, 
Co,r-tsC3,r+C2,r+C1 ,r+Co, r , 
Co, 1..0, 

/31 ( 3C3, -2+2C2,-2+C1 ,-2 )-0, 
C1, r-t•t31 (3C3,r+2C2,r+C1, r), 
C1, teO, 

r•-1,0, 1 (4.22) 
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l 
1 

l 

3(2'312+'32)C3,-2+2('31
2
+'32)C2~-2+'32C1,-2..0, 

2C2,r-1=3(2'31 2+~2)C3,r+2(~1 +~2)C2,r+l32Ct,r, 

C2, 1..0. 
r=-1,0,1 

Este es un sistema de 15 ecuaciones con 16 coeficientes 

desconocidos C9,r(lh, #32) 9=0, t,2,3 y • r=-2,-1,0,1. Una restricción 

mé.s es necesaria para lograr una solución (mica del slste11a. Una 

restricción que se revisó en esqueaas anteriores es la 

nor-1111.l izaclón de la base, lo cual ayuda a lograr que la curva se 

aantenga dentro de la reglón convexa del poligono de control. Asi, 

para un caso particular, ~..O, la SUJIB. de las func16nes de la base 

debe ser la unidad: 

(4.23) 

El sistema de ecuaciones formado por (4. 22) y (4. 23) depende de 

lo■ parimetros Beta, por lo cual es más útil resolverlo 

siabólicaaente que expl1c1tamente para una pareja de valores Beta 

dado■. Utilizando software para solución ■ l■b611ca(34] se obtienen 
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las siguientes expresiones 

3 
Co,-2• 2/3t/c5, 
Ct ,-2=-613t/c5, 
C2,-2z 613t/c5, 
C31-2•-213t 18, 
co,-1-(4/31

2
+4f1+/32J/a, 

Ct,-t• 6/:h(/31
3
-1)/f, 

C2,-1• 3[-2f1 -¡131 -/32]/lJ, 
C3,-1• 2('31 +'31 +/31+/32]/a, 
Co,o • 2/1, 
C1 ,o • 6'31/c5 , 

2 
C2,o • 3[2/3J +/32)/lJ, 
C3,o •-2('31 +/31+/32+1 )/a, 
C3,1 • 2/8, 
Co,1 • º· 
C1,1 • O, 
C2, 1 • O, 

(4.24) 

As1, sustituyendo (4.24) en (4.17), la foraulación expllclta de la 

base se representa finalmente por: 

(4.25) 
3 3 

t::f:;1'!,~¡-~~~3)+213t 2
(y

3 -3u2 +2)+2/31(u3 -3u+2)+/32(2u3-3u2+1)]/lJ, 
bo -c2g1 2 u (3-u)+2/31u(3-u )+/32u2 (3-2u)+2(1-u3 )/c5, 
bt .. 2u /c5, 

donde bi•bt ( '31, /32; u). 

Con las expresiones anteriores ya ea posible evaluar para 

cualquier conjunto de partaetroa (/31,#32,u), asl co110 obtener la 

primera y segunda derivadas del segmento de curva Beta-spline. 

Resulta ser de particular laportancla las evaluaciones en los 

extre110s para real izar un ané.l lsls que conduzca a determinar la 

agregación de nuevos v6rt lees V1 para interpolar las fronteras 

(4. 7). La base se altera con el valor de los paré.metros Beta 

-/31,1)2- y algunos eJeaplos se observan en las figuras (t.3> y 

(t.t). 
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4.4 Propiedad de cubierta convexa 

La condición (4. 23) ayuda a que la curva Beta-spline se mantenga 

en su reglón convexa. Esta ecuación es sólo un caso particular de 

la siguiente expresión: 

1 

E br c,s1, ,s2; u>-1. (4.26) 
r•-2 

que lndica que la aUMa de las funciones be.se para cualquier valor 

de u y parejas Beta suma la unidad. Ta111blén se observa que para 

una potencia u diferente de cero, los coeflcientes Cgr suman cero, 

esto es: 

1 

E Cgr ( ,S1, '32) =O, (4.27) 
r•-2 

asl coao la awnatorla de coef lclente:3 de téraino constante S\1118.n 

la unidad: 

1 

E Cor(,S1,l3a)•1 . (4.28) 
r•-2 

Revisando las expresiones expllcltas de las funciones base dada en 

(4:25), se observa que todas las expresiones en u son positivas 

para o~u~t y '31~0; '32~0. 

Coao cada función base es diferente de cero be.Jo estas condlclones 

y su suaa es la unidad, entonces cada una sólo puede generar 

valores entre O y 1. Ahora, coao cada punto de . la curva Beta ea 

una coablnacl6n de cuatro vértices de control con el valor 

respectivo de las funciones base, entonces se concluye que cada 

punto de la curva cae dentro de la reglón convexa formada por los 

cuatro vértices de control que le correspondan. 

Coao la curva Beta-spline es una coaposlclón de segmentos 

Beta-spl lne,_ entonces la curva flna.l debe caer en la unión de las 

reglones convexas correspondientes. 
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4.9 Perturbación debido a la alteración de un vértice. 

Una de lás ventajas de esta formulación se refiere a que la 

al teraclón de un vértice de control afecta localmente a la curva, 

por lo cual sólo es necesario recalcularla en 4 segmentos. Más 

aún, no es necesario reallzar el cá.lculo total de los cuatro 

segmentos pues sólo uno de sus vértices se modifica. 

Considérece priaero la ecuación del segmento Beta-spline Q1 (u) 

aodiflcado por la alteración de un vértice y represéntese esta 

modificación de la siguiente forma: 

Q1A(u) • r, br(~1.82;u)V1+rA, (4.29) 

donde V1+r6 es el cambio de posición del vértice Vt+r. Denominando 

al vérti ve Vt+r modificado como Vt~, y asumiendo que los dellás 

vértices han mantenido su POsici6n, se afirma que 

V l - 1(. (4.30) 

de tal suerte que (4. 29) se reduce a la siguiente expresión, 

puesto que sólo un término es diferente de cero 

(4. 31) 

• 
donde 

• l+r=U;. (4.32) 

Reescribiendo (4.31) : 

Q1(-rA( u)=br ('31, '32; u) Vt(A, r=-2,-1,0, t. • (4.33) 

Se observa que los segmentos Q1(u) que son afectados están d~o• 

por l•l(-r, para r•-2,-1,0, t. Asi que el cambio del vértice Vt 

110diflca a los segmentos. Q1(u) en: 

1•1(-r. (4. 34) 

Esta alteración puede aplicarse a cada segmento de curva 

correspondiente para encontrar la curva resultante, esto es 

Q1■(u)=Q1v(u)+Q1A(u), (4.35) 
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l 
' j 

l 
i 

1 
1 

1 
1 
j 

donde QtN(u) es la nueva curva y su predecesora es Q1v(u). 

As1, para calcular la nueva curva resultante de la modificación 

del vértice V1~. se requiere evaluar la últi11&. ecuación en todos 

los valores de u necesarios para cada uno de los cuatro segmentos 

Q1 (u) con los valores de l•l~-r. r•-2,-1,0,1. 

4.8 Generalización a partu.tro■ continuo■ 

La foraulación de los Beta-splines, tal como se plantea en (4.16), 

considera un sólo valor- para los paré.metros Beta sobre toda la 

curva. Esta concepción se generaliza al considerar una variación 

de estos parametros sobre toda la cw'va, en cuyo caso se obtiene 

una curva Beta-spline con parámetros continuos representados por 

lfu(u) y #321(u) para el segmento Qt(u). En forma más apropiada, 

estos par{uletros son ahora funciones escalares Beta. Para mantener 

las condiciones de continuidad~ se requiere, además de las 

condiciones analizadas, que el valor de los parámetros Beta sea el 

aisao en la unión de dos segmentos, esto es, en Q1+1(0)-Q1(1), 

1•1,2, ... ,a-1. 

Los extremos de los segmento mantienen las siguientes relaciones 

ttu(O)•cdo, #321(0)=«20, (4. 36) 

lit (0)-cxl •lh ( 1). 
l + 1 l l 

#321+ 1 (0)=«21 •#321 ( 1), l=t, 2, ... ,a-1, 

cxl •#31 (1) , • • 
cx2 •#32 ( 1 ) . 

• • 

Los partaetros Beta se obtienen aedlante 1nterpolac16n entre las 

«1-1 y «1, lo cual se· puede lograr utllizando como • base la 

expresión de unión de una linea paraaetrizada. alterando el factor 

de paraaetrizaclón, esto es: 
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f31 (u)=( 1-s)cd +sal 
l • l-1 l (4.37) 

f32 (u) .. (1-s)o:2 +so:2 
l l-1 l 

1=1,2, ...•• , 

3 • t, 
donde s•lOu -15u +Su (32 pag. 205), que resulta de una 

lnterpolaclón de Hermlte, la cual es posible en este caso gracias 

a que se tiene el valor del gradiente y el valor de la función 

l3(u), proporcionando w1a función de 1nterpolac16n continua en su 

primera derl vada, sln problemas serlos de osci ladón [ 15 pag. 

154-155). 

Bajo esta notación modificada, es nec:esarlo ampl lar la definición 

de ó hacia un ó1(u), sustituyendo los f3's por las nuevas 

definiciones. Por otra parte, los valores de ó1(u) en los extremos 

de un segmento reciben un nuevo nombre 

'(=Ó1(0}, 
o 

'1 =Ó1 (1). 
1 

(4.38) 

As1, la representación or1g1nal de la curva Beta-spline se logra 

haciendo una sustitución hacia atrás de las últimas expresiones 

encontradas. 

4.7 Análisis de las condiciones en los extremos de los segmentos 

Evaluando (4. 16) para un segmento en sus extremos de 

parametrlzaclón, se encuentra que los puntos generados no 

interpolan los vértices inicial y final que definen-al segmento 

(íl9 t.2). En el caso de la aplicación de un generador de curvas y 

superficies en ambientes de CAD/CAM/CAE, es deseable que esta 

interpolación exista, por lo cual, se realizan modificaciones a la 

formulación inicial de los Beta-spline para que esto suceda. 

Recuérdese nuevamente el pol 1gono de control formado por m+l 

vértices de control Vo, Vt, ... , Vm , los cuales se emplean en la 
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generación de m-2 segmentos de curva denotados pcr Q2(u), 

Q3(u), ... ,Qm-1(u). Evaluando en el extremo inicial y final a los 

segmentos inicial y final respectivamente, se encuentra lo 

siguiente 

[2«ti/71]Vo+[1-2[«ti+t]/71]V1+[2/71]V2, (4.39) 

a■- 1 e 1 > = 

de donde es claro que los segmentos extremos no interpolan los 

vértices extremos. Una solución es agregar segmentos, también de 

naturaleza Beta-spline, que interpolen a los vértices extremos. 

Existen dos posibilidades para realizarlo, una mediante la 

agregación de vértices múltiples en los extremos, y otra mediante 

la agregación de vértices fantasma. 

Vértice■ aúltlple■ 

La primera alternativa es duplicar los vértices en los extremos de 

la curva Beta-spline, lo cual genera dos nuevos segmentos,y crea 

una curva de m segmentos, desde Q1(u) hasta O■(u), con la 

correspondencia de m aristas del pol 1gono de control (flg 4.S). 

Los nuevos segmentos quedan definidos por la expresión original 

(4. 16), solamente que ahora los vértices extremos se encuentran 

duplicados, esto es: 

Q1(u) = [b-2(u)+b-1(u)]Vo+bo(u)V1+b1(u)V2 (4.40) 
Qm(u) = [b-2(u)Vm-2+b-1(u)V■-1+[bo(u)+b1(u))V■ 

Evaluando estas expresiones en los extremos, el primer punto de la 

curva se localiza en 2/70 sobre el vector Vt-Vo, y el punto final 
3 se encuentra en 1-20:la/7■ sobre el vector V■-V■-1. Ninguna de 

estas posiciones corresponde a los vértices extremos. 

Ahora bien, bajo esta solución, los nuevos segmentos de curva son 
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tangentes al pol igono de control, como lo demuestra la primera 

derivada en los extremos Inicial y final, representadas 

respectivamente por las expresiones: 

ol(o) • (6cdo/10) [Vt-Vo) , 

0:-<t> = cs«t~r■Jlv-v.-11 
(4.41) 

Otra eondlc16n i111portante en lo■ extre110s de la curva es la 

curvatura. Evaluando la segunda derivada para los nuev9s segmentos 

se encuentra lo siguiente 

Qi(o) ~ BC2«18+«2o)[V1·-Vo]/10 • 

ol(t) • 8(2«1 ■+«2■ )(Va-t-V■ J/r■ 

Sustituyendo (4.41) en (4.42), se tiene: 

aico>-l2«18+cx201alco>/«to. 

~C1)•l2«1a+cx2.Jo!Ct)/«t!. 

(4. 42·) 

(4.43) 

Con■ lderando que los vértices Voy Vt ■on - O y adeás observando, 

de (4. 43), que la primera y ••J",IDda derivada son llneahaente 

dependientes en u-0, se concluye que la curvatura es cero al 

Inicio de la curva Beta-spline. Lo ■isao ■ucede en el extreao 

final de la curva, lo cual i ■plica que la curva inicia y termina 

con un segmento de linea, el cual es, en general, áa pequefto que 

los dellis del:?ldo a la 1nfluenci-a del doble v6rt1ce. 

Trlpl• wruce 

Esta extensión a la idea antertor genera loa se1J18ntos Qo(u) y 

Qa+1(u), respetando la generación de los ••1Mntos Q1(u) y O.Cu) 

co■o se vi6 en la técnica anterior cr1, t.e,. Lo■ nuevos sepaentos 
. . 

se generan empleando Vo cuando •• referencia a V-1 y V-2 para 

Qo(u), y V■ cuando se_ referencia a V■+t y v .. 2 en el caso de 

Q■+1(u). 

Evaluando 1 os nuevos seg■ento■ •• encuentra que ambos son 11 neu 

rectas, siendo Qt(u) una linea que lnlcla en Voy teralna en 2/ro 
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en la dirección del vector V1-Vo. El segmento Q11+1(u) inicia en 
:3 

1-20:1111/rm a lo largo del vector Va-Va-1 y termina en Va. En 

general, los nuevos segmentos son más pequel\os que los segmentos 

Qt(u) y Qm(u) y presentan la ventaja de interpolar a los vértices 

de control finales. 

Vértice■' tanta■-

Se denominan fantasmas a los vértices que se agregan con el único 

propósito de generar nuevos segmentos de curva y a los cuales el 
•~ 

usuario del sistema no tiene acceso. El tamafio de los segmentos 

que se generan es normal y como sólo se agrega un vértice para 

cada nuevo segmento, se tiene entonces m segmentos de curva con m 

arcos del pol1gono de control, lo cual hace más elegante la 

formulación final. 

Los segmentos que se generan en esta formulación son Qt(u) y 

Q.(u), donde Qt(O)=Po y Q.(1).p. (flCJ ,.1). Sustituyendo en el 

lado izquierdo de estas igualdades la evaluación de la curva Q1(u) 

para el valor del paré.metro u respectivo y finalmente despejando 

para los vértices fantasma v.::.1 y Va+t se tlene 

V-t' • (10Po-{ (ro-2cx.1~2)Vo+2Vt ])/2cx1~ , 

3 3 Va+t • (r.Pa-[ (r.-2«1.-2)Va+2cxt.Va-t] )/2 
(4.24) 

Aplicando un an~lisls de curvatura similar al realizado en el caso 

de vértices múltiples, ·se encuentra que los vectores primera y 

segunda derivada en los extremos son, en general, linealmente 

independientes si se considera que la curva termina en cualquier 

vértice P1, por lo cual, la curvatura es diferente de c~ro. Si loa 

vértices P1 coinciden con los vértices Vo y Va, se obtienen las 

siguientes expresiones para loa fanstasmas 

V-1 • Vo+[Vo-V1]/«t8, 

3 
Va+t • Va+[Vr-V■-1 Jeda . 

La priera derivada de la curva en los extre110s ea 
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1 

1 

1 
J 
1 

1 

1 

1 

1 

aleo) = 6(cdo+l)[V1-Vo]/10 , 

1 2 
Q■(l) = S«l ■ (ul ■+l)(V■-V■-1)/1■ 

(4.27) 

lo que demuestra que la curva ea tangente al pollgono de control 

en los extremos. 

La segunda derivada en los extre110s esta dada por 

af(O) = 6(2u18+cx2o-2)(V1-Vo)/10, 
(4.28) 

2 3 
0■ (1). 6(?«1 ■-2u1 ■-«2■ )CV■-V■-1J/1■ 

Co■parando la primera y segunda derivada en los extremos, es claro 

que la primera derivada puede sustituirse en la segunda, logrando 

una relación de dependencia entre ambas. Si ademé.s se considera 

que los vértices V1 y Vo son diferentes, entonces la primera 

derivada es diferente de cero, por lo cual la curvatura en los 

extremos es igual a cero. 

Asl, mediante la técnica de vértices fantasmas, se generan dos 

nuevos vértices que son función de vértices existentes al momento 

de definir el pollgono de control. 

4.8 Superficie■ Beta-■pllne 

Una superficie Beta-spline es una extensión a la t.eorla de curvas 

Beta-spline. 

En este caso, un punto (i,J) sobre la superficies Beta-spline
1

est, 

dado por el promedio de 16 vértices de control VtJ (flCJ 4.2> 

influidos por las funciones· base, y se representan por 

(4.29) 

Los vértices que se involucran aon los Vs+r,J••• r•-2,-1,0,1 y 

••-2,-1,0,1. De esta for•, el se.-nto de superficie Beta-spllne 

QiJ(u,v) se define por: 
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1 1 

QIJ(u,v)= E E bbra(/31,/32;u,v)V1+r,J+s, (4.30) 
r=-2 •=-2 

donde la función blvariada bbra() es el producto tensor del 

conjunto de funclónes base unlvariadas: 

bbr • ( /31, '32¡ U, V hbr ( /31,JJ2; u) ba( lh, '32¡ V), (4.31) 

donde r=-2,-1,0,1 y ■ m-2,-1,0,1. 

Como br('31,'32;u) es lndenendiente de ■, (4.30) puede expresarse 

como 

1 
QtJ(u,v)s ¿ [br('31,'32;u) 

r=-2 

para 

(4.32) 
1 

E Vt+r,J+• ba('31,'32;v)] 
·•-2 

En el caso del segmento de superficie, es posible seguir la misma 

teor1a presentada para la generación de nuevos segmentos que 

permitan interpolar los vértices que definen la frontera del 

pol1gono de control. En el caso particular de agregación de 

vértices fantasmas, nuevamente mantienen un tamaf\o natural similar 

al caso bidimensional. La superficie total resultante se forma de 

mxn segmentos con (m+Ux(n+l) vértices de control. Los vértices 

fantasma quedan totalmente definidos por los vé~tices originales 

del poligono de control·., excepto para el caso de los vértices en 

las esquinas, los cuales son función de puntos fantasma y se 

calculan al final. 

Debe observarse que al real izar una superficie compuesta por Jllés 

de un segmento, se vuelve innecesario calcular todos los vértices 

fantasmas pues, de manera similar al caso bidimensional, existen 

vértices que se comparten en las fronteras entre segmentos. 

Igualando a cero el vector segunda derivada en las fronteras del 

segmento se obtienen los vértices fantasma en las esquinas: 
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V-1, -1 = (2a:l~o+a:2oo )[ Vo, - 1-V1, - 1 l/2a:l~o+Vo, -1 , 

V-1,n+1=(2a:1on+a:2on)(V-t,n-V-1,n-t]/2+V-1,n, 

V■+1,n+1=(2a:l ■n+a:2■n)(Vm+1,n-V■+1,n-1)/2+V■+1,n 

V■+1,-1=(2a:1 ■o+a:2■o)[V■ ,-1-V■-1,-1)(2+V■ ,-t , 

(4.33) 

y los demás vértices fantasmas se encuentran con las siguientes 

expresiones 

Vt,n+1•(2«11n+«21n)(Vt,n-Vl,n-1]/2+Vt,n, l•0,1, ... •• 
(4.34) 

Va+1, J•(2«1 ■ t+a:2aJ) [Va, J-V■-1, J ]/2+V■, J , J•O, 1, ... , n 

2 · 3 
Vt,-1•(2a:1to +«21o)[V1,o-V1,1]/2cd10 +V1,o. l•0,1, ... ,. 

Con estos vértices se obtiene el valor del vector de giro en las 

esquinas aprovechando la expresión: 

En este caso, loa ,vectores de giro aon: 

Q11 (O,O)•aoo(Voo-Vo1+V11-V10), 
11 

Q11 (O,1)=aon(Vo,n-t-Von+Vtn-Vt,n-t), tn • 

Q11 (t,1)=a■n(V■-1,n-1-V■-t,n+Van-Va,n-1), 
an 

Q11 (1,O)•aao(V■+1,o-Va+t,1+Vat-Vao), 
■ 1 

donde: 

(4.35) 

Las condiciones anteriores se obtuvieron considerando que el 

vector segunda derivada es igual a cero, lo cual conduce a que 

estos vectores son trlvial•rite dependientes y ya que la prl•ra 
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derivada en las fronteras del segmento son diferente de cero, 

entonces se t lene que la curvatura en las fronteras del segmento 

es igual a cero. 

4.9 Interpretación geométrica de.los parámetros Beta 

Los parámetros de control ~1 y ~2 surgen al especificar 

condiciones de continuidad en la unión de dos segmentos 

Beta-spline. Si ~1=1, se tiene una continuidad del vector primera 

derivada, y si ~1=1 y ~2=0, se tiene ,:::ontlnuldad de los vectores 

primera y segunda derivada. 

En la ecuación de continuidad (4.8), generalizada por la expresión 

Q
1 

(Q)=i31Q (1), 
1+1 l 

se observa que ~1 es la razón entre la primera derivada al inicio 

de la curva 1+1 y la primera derivada al final de la curva 1. De 

esta forma, ~1. denominado factor de polarlzaclón, representa, de 

manera intui t1 va, la influencia de los vectores tangentes sobre 

las curvas. As1, un valor igual a la unidad representa equilibrio 

del vector tangente correspondiente para cada curva; un valor 

mayor que la unidad representa que el < 1+1>ésimo vector tangente 

tiene más influencia sobre la forma de la curva y la obligará a 

seguirlo más de cerca mientras que el caso donde el valor es menor 

a la unidad produce el efecto contrario (flCJ ,.e>. 

Para analizar el paré.metro ~2 se emplea la condición de 

continuidad de posición Q1+1(0)=Q1(1), evaluando la curva con la 

sustitución de las funciones base (4.25). En la expresión 

resultante solo quedan los términos para los vértices V1-1, V1, '( 

V1+1, debido a que las funciones b-2(1) y bt<o> valen cero. Bajo 

esta situación se obtiene la siguiente expresión 

b-2( o) V1-1 +b-1 ( o)V1 +bo(o)V1+1 • b-1 ( 1 )V1-1+bo( 1 )V1 +b1 ( 1-}Vt+1. 
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Sustituyendo el valor de las funciones base se obtiene: 

(4. 36). 

reescrita como: 

(4.371 

la cual es una expresión en función de 1)2, considerando a los 

deú.s términos constantes, y donde: 

Si (4.37) se aprovecha para crear la expresión que represente el 

vector de Va a la unión entre las curvas, se tiene lo siguiente 

[ [K1+1)2V1 ]/(k+IJ2) J-Vt•[IC1-kV1 ]/(k+IJ2). (4. 38) 

Si se considera que los valores de esta expresión son constantes y 

que la 1lnica variable es 1)2, se pueden -r.eal izar las siguientes 

observaciones 

- Si 1)2 se incre111enta, entonces el vector de V1 a la unión de las 

curvas es lllé.a pequefto produciendo una fen6aeno de atracción entre 

ubos. 

- El mismo efecto anterior se produce con valores de 1)2 negativos 

¡randes 

- Cuando 1)2 tiende a -k, la distancia entre el vértice Vt y la 

unión se incrementa considera~lemente, de tal suerte que se 

produce un efecto de repulslón entre aabos y flsicamente aparecen 

puntos de inflexión. 

- 1)2 solamente esté. afectando la aagnitud del vector entre la 

un16n y el vértice Vt, por lo cual, la atracción y la repulsión 

entre V~ y la unión se produce en la dirección del vector definido 

por la unión y el vértice Vt. 
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Intuitivamente, ~2 permite generar tens16n y holgura en la curva 

Beta-spline. Mientras mayor la tensión, se generan menor número de 

puntos de infle:d611 y alentras llis holgura, se generan u.yor 

nwaero de puntos de inflexión. Para el caso de valores negativos 

de ~2. cuando éste varia de O a -k, cada unión es repelida de su 

correspondiente vértice de control Vt, generandose una curva con 

holgura. Cuando {Ja lncreaenta su· valor negativo, cada unión es 

atraida por su correspondiente vtrtlce de control, pero del lado 

opuesto del pol 1gono de control lflt ,.a,. 
Flnalaente se puede decir que loa paré.llletros de control peralten 

generar formas bajo una idea intuitiva del efecto que se lograr• 

con au varlacl6n. 
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SEGMENTOS Y DOMINIOS RECORTADOS 

2 El dominio U e E de la ecuación de un Beta-spline es cerrado 

en el rango [O, 1 ]x[O, 1J, pero en ningún lugar se limita a la 

existencia de discont1nu1dades. 

Los Beta-spline(4) generan segmentos de superficie del tipo 
3 producto tensor, al mapear U hacia E (fl9 s.1) . . 

Considerando ambas ideas, es posible generar un segmento que se 

mantenga dentro de las fronteras de un producto-tensor pero que no 

sea conectado, esto es, se permite le existencia de subregiones 

conectadas disjuntas dentro del producto tensor que pueden 

integrarse como la frontera de un objeto, en forma similar a los 

esquemas de representación B-rep(a.3.4.3) y ASM (12) <n 9 s.2>. 

5.1 Dominios Recortados 

2 Un dominio recortado Dn es un conjunto de subdominios Qi E U, E 

donde: 

Oi íl OJ • e , (5. 1) 

y U es un dominio parainetrizado tal que cada punto P(u, v) E tJ 

existe para o:Su, v:S1 < flg s. 3) 

Los íl'• resultan del proceso de discret1zac1ón de reglones 

limitadas por una frontera externa y dlversas(~O) fronteras 

internas, ambas representadas por gráficas cicl icas orientadas 

[35], que en conjunto se denominan segmento recortado. Un segmento 

recortado Sn es un conjunto de subsegmentos denominados Islas, 

esto es: 

(5.2) 

donde 
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liíllJ*121, (5.3) 
para l=t,2, ... ,n y 11=1,2, ... ,n , ••l . 

Cada isla mantiene una frontera externa FEt, y diversas fronteras 

internas FI1t, t2::o tal que : 

FI1t e reg(FE1) V t~o, 

y además, no existe ninguna frontera FI1t 

~t. 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

FI1u e Fllt para 

En las expresiones anteriores, reg(cx) Bignif1ca la región interna 

finita definida por la gráfica cicl1ca dirigida«. 

Toda frontera, ya sea externa o interna, está formada por 

entidades geométricas denominadas EGr tales que 

Pr(EGk)•P1(EGk+t) , 

donde P1 (u) y Pr(u) representan el vtrtlce lnlcial y el v6rtlce 

final, respectivamente de la entidad geom6trica u. 

Cada entidad geom6trlca cumple con lo siguiente: 

EGk n EGr • • , lt•o, ... ,. , (6.7) 
1' ■0, ... ,. ' 
rtlk , 

excepto· en Pr(EGk)•Pt(EGk+t), por lo cual, lu fronteru ■on 

gráficas c1clicas sin ,intersección excepto en los puntos de 

contacto de sus entidades geolll6trlcaa (r19 B,4). 

Las entidades geométrlcu EG1t pueden ser cualquier funci6n 

representada por sus componentes geoMtricos fundamentaleá. Bajo 

esta fllosof1a se define un objeto 0w coao: 

(B.8) 

donde Peo: define un pol1gono de control(2,2) que forma parte de 
2 3 • 

una funci6n de me.peo Z:E ->E , en este caso una Beta-spllne(4), -,, 

R(c,p) es una relación entre un dominio recortado y el poligono de 
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control sobre el cual se mapea este dominio (flg s.s>. 

Bajo esta definición, no existe una restricción en cuanto a la 

creación de objetos cerrados o abiertos, ni tupoco en cuanto a la 

conectividad del objeto, pues éste puede crearse por segaentos 

mapeados aisladamente. Estas situaciones ■e pueden presentar como 

una libertad al dlsef\ador per■ltUmdole que indique los elementos 

de la relación R(c,p). 

Al 110mento de la aslgnac16n de valores a estos parámetros, se 

t lene la poslbll ldad de lograr una revlsi6n topológica del objeto 

con sólo revisar los pol lgonos de control. aunque claro, esta 

revisión es parcial, pues no se analiza directamente la 

superficie, sino el poligono que la emula. 

La estructura de datos para esta definición de objeto es diné.Jnica 

del tipo jeré.rqulco, y su elección se basa en la naturaleza misma 

del problema que sugiere esta estructuración. Al momento de 

codlflcacl6n, los algoritmos que act(lan ■obre la estructura 

realizan una fuerte navegación que se corrl1e utilizando monitores 

a la estructura de datos (flg a.a>. 

8.2 Codlflcacl6n 

Cada uno de los segmentos recortados se encuentra' codificado por 

sus eleiaeritos. geométricos -. signlflcatlvo■. Por ejemplo, una 

codlficación, ampÚa: pá.n. Ju entidades Llnea, Arco circular y Arco 

eliptico est• dada por .loa siguiente■ registros, cada uno 

representando a las entidades respectl vu ldentlf !cadas por un 

c6dlgo de operac16n al princlplo, identificado por una letra: 

L Xt Y1 X2 Y2 
C Xe Ye R Al AF S 
E Xc Ye Raen ~ Al AF S AR 

donde X1 Yt representan ma coordenada; R el radio de un circulo; 

Raen el radio •nor de la elipse; RIia.y el radio aayor de la 

103 



Ple,· 6. 7 GRAFICA DE UN SEGMENTO 
RECORTADO FORMADO POR DOS ISLlS. 
OBSERVE QUE SIEMPRE DEBE lüNTINIRSE 
1L SENTIDO DE GENERACION DE LOS IGk 
PARA CADA UNA DE LAS ISLAS. LA ISLA 
MAYOR DEFINI UN HUECO CJRCULlR IN· SU 
ISTRUCTURA. 

o 

1 

J,a. 0.1 LA INTIRRCCION l!NTRI 
lll:MINTOS ICk SI RISUELVI POR 
LA ACRBOACION DI NUIVOS IOk IN 
LA. INTDSICCJON CRIANDO AS! UNA 
901.A ISLA 
(A} DOS ISLAS INDIPINDIINTIS 
(1) LA ISLA BIWLTANTI 

(1) 

f 

t,g. 5.8 UN IGk CIRCULAR O 
IIJPTICO PUEDI DESARROIURSI 
IN SINTIDO O CONTRARIO A LAS 
KANECIIUS DIL RILOJ MEDIANTI 
LOS INDICES [0,1) RESPlcrIVAKINTI 
COMO SI OBSUVA IN W GIW'ICAS 

ria, 1.10 CUANDO VARIOS 
SIGKINTOS DI SOBREPONIN 
DEBI CENERARSI UNO SOLO 
NIDIANTE EL CALCULO. DI 
LAS INTERSICCIONa IMTltl 
l'RONTERAS llTIRKAS 1 
JNTIRNAJ. (A) SIGIIINTOs 
IOBRIPUDtOS; (1) PICD1IIIO QINDADO .· 



elipse; Al el ángulo 1nlc1al de creac16n de un segMnto; AF el 

ángulo final de creación de un segaento, AR el ~gula de rotac16n 

de la elipse; Sel sentido de creac16n de un segaento de curva1 

en este caso +1 s1gn1flca contrario a las tnaneclllas dél reloj y O 
en sentido de las manecillas del reloj. 

Existe tB.J11bién la definici6n reducida, que se utiliza en un Myor 

porcentaje para la def1nición de un segmento recortado. Esta 

definición es la siguiente para los elementos anteriores 

L Xr Yr 
C Xc Ye R AF S 
E Xc Ye Rmen Rmay AF SR 

Este esquema de codif1caci6n permite la deflnlci6n de cualquier 

entidad geométrica identificada por un código de operacl6n y sus 

entidades geométricas fundamentales. Por ejellplo, un segMnto de 

curva Beta-spline bajo paré.metros continuos estarla dado por 

S f31 f32 Xt Yt X2 Y2 X3 Y3 Xt Yt 

Observe que sólo se requieren cuatro v6rt.1c•• de control para la 

definición del ■egmento. 

Cuando se define un segmento· recortado, no es necesario 

proporcionar la definición amplia de cada uno de loa coMponentes 

geométricos, pues sólo se requiere la deflnlc16n del pr1Mero, y 
1 

los siguientes se definen en forma relatl va .. Para propósitos de 

procesamiento, el sistema que procesa lo■ ••amentos y loa 

dlscretiza posteriormente realiza la converai6n al eaque• 
ampliado. 

La siguiente información representa un sepaento recortado ade-'8 

de información extra que requiere el módulo cau• loa procesa y 

dlscret1za <r19 e.1, 

1 nua. de obJet.os a derlnlr 
1 num. Dn que definen al obJat.o 
2 na. de l•lae de la ■uperrlcle· recortada 1 
100 O 1 1 1 1 1 O O O O pucl•lon, at.rlbut.oa, appcont. 1 bet.a• 
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1 num. de fronteras Internas de ta l•la t(U) 

5 1 pum. de segl!lentos EG de I a f:E y de I a FI 

L O O 10 0 s~g-nto de Unea de (O,O) • UQ,oL ECt de FE 
L 10 5 segmento de llea relatl~ a (10,6) EG2 de FE 

L 5 JO EG3 de rE 
L O 10 ECl de FE 
-LOO EGSdeFE 
.C 5 5 0.-ti O 360 1 Inician loa EG de Fil EGt de Fil 

O mm. de fronteras Interno• de la ••f~a -1,~I• ( I-2-) 

3 nua. de EC de la frontera .externa de la 13 

L 10 6 10 10 seg111ento de ltnea de U<>,B) • (10,10} EGt de FE 
L 6 10 se9 ■ento relativo al anterior EG2 de FE 

C 5 5 5. 0990195 11. 309932 O arco clrcular rel•Uvo EG3 de FE 

El paré.metro de sentido- permite generar arcos como lo Q\le 1;1e 

9bservan en la figura (flg e.e-> 

Aunque las definiciones realizadas no permiten el maneJo de 

tangencias ni segmentos sobrepuest.os, es posible trabajar con 

estas situaciones creando nuevas entidades geométricas. Por 

ejemplo, en la figura (S.BA) se observan do" Islas independientes 

que 1118.fltlenen una tangencia y un ml.mer-o -de EG• s=4. La tangencia se 

resuelve creando ,\lna nueva EG en la poslclón de tangencia, lo cual 

equivale a descomponer una EG en dos y 110dlflcar la estructura de 

.-codificación con un nuev9 segmento relativo. De esta forma. la 

nueva isla I • It U 12 serla la indicada en la figura (B.98). Debe, 

observarse que el sentido de las entidades ¡rUicas se mantle~ 

constante. La_agregación de una nueva entJdad geométrica requiere 

únicamente una actuallzación sobre la estructura dinuica mostrada 

en la figura (s.e> para • el alliac.en&.11iento de los segmentos 

recortados. 

En el caso de los egcimamientos de regiones, lo cual no puede 

suceder baJo una condic16n- final entre segmentos. (5:1), se 

resuelve locallzahdo las intersecciónes entre las fronteras 

externas, las cuales forman los vértice_. de una nueva :frontera 

externa, procediéndose de aanera si■llar en las fronteras internas 

(5.10). 
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5.3 Dlscretización 

La definición de los segmentos recortados puede real izarse en 

coordenadas del mundo o globales definidas por el usuario. Una vez 

definido el segmento, éste se traduce a un sistema de coordenadas 

enteras nxn e 1
2

. Para esta transforaación, se encuentra el 

recté.ngulo máxlmo-m1nllll0 sobre la· dlflnición original, se lllOdlflca 

este rectángulo al cuadrado Jllé.xhao definido por sus vértices, con 
2 lo cual se obtiene una reglón rxr e R a la cual se le aplica una 

transformación ventana puerto al puerto nxn, con lo cual se 

facilitan los algoritlllOs de definición del dominio para el 

Beta-spline, aunque queda, en la mayoria de los casos, área sin 

información. En este nuevo sistema se invoca un procedimiento de 

conversión por barrido, mediante el cual, se determina el dominio 

de la reglón (f'lCJ s.1u. Cada intersecalón localizada mediante 

este procedimiento entra en una estructura dlné.mica del Upo 

mostrado en la figura (e.12>. En este caso, se aplica una 

variación a los algoritmos de conversión conocidos (20)(36), 

procediendo de la siguiente forma 

oMinimax a fa estructura 
o Generación del espacio nxn E E2 

O VOi, 1=1, nU!l9ro· de objeto■ 
O VDJ, J=1, numero de superficie■ de Ot 
O Vlk, k=1, numero de lela■ de DJ 
o VFE y 'F I de h 
o Minlmax de EG. En.este paso se obtiene el recténgulo méxlao 

minimo que encierra a la primltlva. Los casos especiales 
se presentan con los ainlaax de segmentos de arco. 

o Determina intersecciones de EG ell su:'.ainimax. 
Esto se puede lograr aedlante el ,generador de la primitiva 
o mediante una -solución eaplea.ndo preferenteaente la . 
representación paraaétrica de las entidades geométricas. 
Debe tenerse particular cuidado con la deter11inácÍón de loa 
vértices singulares en las secciones curvas .. 

o Actualiza Ja estructura de intersecciones. Debe observarse 
que no todas las lineas de barrido C1Qe se e11plean en la 
conversión tendrén 1ntersecci6nes. Una for-. auy efectiva 
de asegurarnos que no. se revisa posiciones donde no exlste 
inforaaci6n es el empleo del ainiaax. 

o Ordenaaiento tncreaental por cada una de los renglones donde 
se localizó intersecé16n en la estructura de Intersecciones. 
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Algunos detalles importantes al momento de la conversión se 

presentan en la determinación de la singularidad de un vértice, 

esto es, 1¿ debe un vértice contarse una o dos veces en la 

estructura de intersección?. Como las entidades geométricas EG 

pueden ser segmentos de arco, circular o eliptlco, la 

determinación de la singularidad de un vértice no es directa, como 

lo muestra la figura (5.13). En este caso, se tienen dos segmentos 

de arco unidos en el vértice Vl. Si se aplica el criterio de 

comparación de las coordenadas 'y' entre los vértices V1-1, Vi, y 

V1+1 [20 pp 234), este vértice debe contarse dos veces, lo cual no 

proporciona una solución correcta. Una !iolución es la generación 

de un vértice de referencia Vr, que, baJo una definición como la 

presentada para un segmento de arco esta dada por: 

(5.9) 

donde se ha encontrado que el valor fp=O. 02 es adecuado para 

cualquier caso. +,' define el ángulo en el cual hay que evaluar el 

segmento de arco de la EG para d.eterminar lu coordenadas de Vr. 

ti y~ definen el é.ngulo inicial y el 6.n&ulo final del segmento 

de arco. Para los arcos el1ptico• e•ta expresión también es 

aplicable. 

Una vez que se ha obtenido el dominio U definido por las 

intersecciones almacenadas en la estructura de intersecciones (fl9 

s. 12>, éste debe reconfigurar■e para realmente aplicarlo co110 

dominio de una superficie leta-•pline. Esta 110dlficaci6n es 

necesaria si consideruo11 una ■uperflcle Beta-•pl lne de cobertura 

completa, esto es, una supertlcle que interpole a los vértices que 

se encuentran en las esquinas de su polt .. no de control(4). Como U 

es un dominio párametrizado 10,11, en la superf'tcle completa no 

seria posible representarlo 'I loarar una cobertura total Ul• 

s. ts>pues si valuamos en for• natural el Beta-■pl lne, entonces 

solo lograriamos ver la superficie aapeada en la reglón deflnla 

por S2, que es el caso natural. La flnaltdad es ver un aapeo 
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formado por 1 os segmentos S1lJs2'.53, Para lograr este efecto, se 

crea una expansión artlflclal de U en 9 regiones parametrizadas de 

co,11, para el caso 30. As1 se logra un doalnlo U que se vería 

como en la figura (S. ts> 

As1, cada una de las nuevas re1lones ae puede apUcar para la 

generación de cada uno de los 9 segMntos Beta-spline que 
' 

constituyen la superficie total. Debe observase que este dominio 

no es continuo, por lo cual la valuación de una expresión 

Beta-spline debe realizarse segaento por segmento. 
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MBIElrJ'E .DE IDlELADO 

8.1 De■crlpcl6n del Ulbiente 

La teorta de los Beta-splines(IV) y los Segmentos 

Recortados(V), ademú de las ideas principales vistas en el 

capitulo 11 acerca de las superficies, representan la base para el 

desarrollo del ubiente de llOdelado de 6ste trabajo. 

Ae1, el ambiente se orienta a la modelaci6n de superficies de 

forma libre(2,2), bajo l• fllosof1a de J10delado por segmentos que 

aantlenen continuidad controlada en sus fronteras, en este caso 

continuidades G2
. 

La estructura general del ubh!nte se• auestra en la figura e.1, 

donde se observa la extst:encla. de dos actividades que pueden 

desarrollarse en ;paralelo: la creación de segmentos recortados Sn, 

y la creación de •llas de control Mw. 
Los Sn los crea el disefiador siguiendo lu reglas indicadas en el 

cap1 tul o V sobre segmentso recortados y do■inios parametrizados, 

donde b6sicaaente ,e· indica la aetodolog1a para foraar grlificas 

ctclicas que no mantengan tntersecciones. Estas grlificas se 

discretlzan y paraaetrizan aediante algoritmos de conversión por 

barrido coao se indlc6 en el capitulo V, para generar flnal■ente 

un doainio parametriz~o Dn. Existe equivalencia uno a uno entre 

un Sn y un Dn. 

Por otra parte, las •llas Mw las. proporciona el sistema de 

aodelado al usuario, pri~ro coJIO un·plano sobre el cual se tiene 

acceso a un conjunto regular de v6rtices de control. El diseftador 

tiene acceso a funciones de transforaac16n que actwm sobre los 

v6rt1cea del plano. Cuando se transfor-. un v6rt1ce, se observa en 

video • la alteración. en tte■po real, aanteniendo siempre la 

topologla de la Mlla. Mediante las transforaaciones, el diseftador 

crea un pollaono de control que aseaeJa la rora final deseada 

(.-r "•· e.u. 
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A partir de una malla Mw, es posible crear diversos poligonos de 

control PCr, los cuales pueden al11B.cenarse para ser llamados 

posteriormente y continuar con el proceso de edición. 

Una vez generado un dominio recortado Dn y un poligono de control 

PCr, el diseftador tiene la opción de mapear Dn hacia PCr, creando 

un segmento de superficie de forma libre que es parte de un objeto 

0w ( ver fl9. e. 1). 

Co110 un Dn requiere 16 vértices de control ( ver fl9. ,.2) para 

lograr su -.peo final, cada PCr generado en el siste11a, seré. 

■\lltlplo de 16 v6rt1ces, dejando llbre la posibilidad para la 

creacl6n de objetos 116.s co11pleJos que aquellos for111B.dos por un 

solo segmento de superficie. 

La selección de opciones del sistema se realiza interactivamente 

aprovechando lo llé.s posible de h. estación de dlsefto RT via el 

estandard grti'lco PHIGS. 

Todo el ambiente se desarrolló bajo el sistema operativo AIX en 

lenguaje C. 

8.2 De■crlpc16n de un eJe11Plo de aodelado 

La figura e.2 esta compuesta realmente de 6 grlificas que muestran 

las fases de dlsefio de una copa empleando éste sistema de disefto. 

La primera grlifica muestra el poligono de control disefiado para la 

generación de la copa .. El pollgono se observa 6esde el vector 

[O, O, 1 J que representa la posición del observador y la cual se 

indlca por el sistema de ejes diné.aicos en la parte inferior 

derecha de la pantalla. Para deformar los vértices que se observan 

en el poligono de control, el disefiador primero debe 

seleccionarlos 'f posteriormente transforma.los interactivamente. La 

selección se realiza aprovechando la pr~piedad de PHIGS para 

asignar el atributo de detectabJlJdad de una entidad geométrica. 

En la parte superior derecha se observa el do■inio para111etrizado 

Dn que se defor~ posteriormente sobre el poligono de control. 

En la parte inferior izquierda, . sobre el i)011gono de control, se 
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observa un menú dlné.mlco del &ablente. proporcionando acceso a 

alguna de las opciones del slste11a. Este tlpo de aenús aparecen y 

desaparecen constantemente a petlclón del usuario del slste111&.. 

En la parte lnferlor lzqulerda se observa una ventana de mensajes 

al usuario. lndlcandole la aeclón que debe realizar a cada 

110mento. En la reglón lnferlor lzqulerda. en color obscuro. se 

observan las coordenadas del último vértice seleccionado. Estas 

coordenadas caablan dlnulcamente al momento de editar un vértice 

de control. A la derecha de ésta ventana. se muestran opciones 

globles a las cuales tiene acceso el usuario en cualquier aomento. 

También se observan dos valores. en color •obscuro, que representan 

a los paré.metros Beta -fJt, '32-. Estos valores varian diné.mlcamente 

seleccionando la ventana correspondiente mediante el dispositlvo 

de •pJck• de la estación de dise~o. El rango de valores para loa 

parútetros Beta va de -100 a +100 con valores reales lntenaedlos. 

La segunda gré.flca. muestra el poligono de control después de 

diversas transforaaclones en el espacio. •1 COIIO la superficie 

generada con los valores fJt=l y #32-5. OblferveN coao la copa 

tiende a acercarse a los vértices de control aunque a\Úl en una 

foraa auy ligera. Taablén debe observarse una serle de ranuras en 

la copa. que son el resultado de deforaar el doalnlo paraaetrizado 

que se observa en la parte superior derecha. Esta copa est6. 

forma.da por cuatro segae1'tos de superficie que aantlene lu 

continuidades definidas para los Beta-splines. 

La tercera gré.fica se obtuvo ~on el ■isao pol1gono de control pero 

con wi valor de tensión negativo {J2S-S y un valor de polarización 

Jt•l. Obse~vese coao los segaentos de superficie tienden a lr en 

sentido contrario a los vértice de contr.ol al cual estén 

asociados.. En 6sta gré.f lca se aeneran nuevoa puntos de lnflexl6n 

que equivalen a generar holaura en la superflcle. 
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INTERFAZ CON EL USUARIO 
:- y 

VARIACIONES DE L()S PARAMETROS 
BETA 

fla. 1.1 ISTA &1 BL CONJUNTO DE LAS SIGUlENTES 
GRAPICAS DEL SISTEMA 



En la cuarta gráfica se dejaron en cero ambos parámetros Beta. El 

efecto flnal sobre la. superflcle equivale a un cambl-0 eh la 

separación de las curvas gen&radas por· la parametrizac16n. Se 

observa la concentración de la información en las fronteras de 

cada segmento de Euperficie as1 como una separación de la 

información recortada. 

La quinta gráfica se generó con valores de t:h=90 y /3z-==O. Se l lev&. 

a observar una ligera 1ncl inaci6n de la superficie hacia un lado 

del pol1gono de control, generada por el efecto de polarizac!ón 

del factor /31. Además observese la concentrac16n mucho más marcada 

de· los segmentos de superficie en las fronteras. Bajo estas 

condiciones se esta obligando a la superficie a seguir con mayor 

fuerza la dirección de una derivada en las fronteras, de ahi el 

efecto de concentración. 

La úl t 1ma gráfica se generó con los valores /31=-27 y ~2=0. El 

efecto final generado equivale a la apl lca16n de tensión muy 

grande que obllga a la superficie a 'pegarse' al pol igono de 

control. Pero este efecto no es del todo exacto puesto que la 

superficie ocupa un volúmen mayor al definido por el poligono de 

control. Observe la diferencia entre la superficie gene,ada y el 

poligono. 

6.3 Menús del Sistema 

El conjunto de opciones que ofrece el sistema se accesan 

mediante dos menús básicos que auxilian en la creación y 

transformación de los pol igonos de control, en la asociación de 

los dominios recortados, en la generación de la superficie 

Beta-spline, en la actlvaclón de un algoritmo de realismo y en la 

obtención de una impresión en 'plotter' de cualquier lmágen del 

¡aodelo. 
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correspondientes para cargar o salvar la Información de los 

pollgonos de control (PC) utilizados en el modelado de la 

superficie. Sus opciones asociadas son: POLIGONO NUEVO, POLIGONO 

ACTUAL; QUITAR POLIGONO; CARGAR ARCHIVO, SALVAR ARCHIVO. 

Pollgono nuevo crea una malla cuyo tamafio se selecciona de entre 

16 poslbilldades mostradas en la parte inferior de la pantalla, 

siendo 16 el número lliximo de pollgonos por lado que pueden formar 

la malla. Cada pollgono se forma por 16 vértices de control. La 

malla se crea considerando la selección anterior, ajustándose su 

escala a,l _láxlao puerto en el video. 

Una vez creada la malla, es posible • trabajar con uno de sus 

subconjuntos .. El sistema pregunta por la.cantidad de poHgonos con 

que se desea· trabajar, para no mantener. presente toda la 

lnformacl6n y asl aglllzar el procesan1hmto ·d_e: la lnformac16n. 

Pollgono nuevo aodlflca el valor de diversas variables del 

aiste11&., re Inicial izando las matrices de transformación y 

restaurando los puertos y ._ventanas originales. Además, se puede 

selecci6nar un nuevo tamafio para la malla, perdiéndose la 

informac16n que pudiese haber de otra mal la previa, por lo cual 

debe salvarse la información anterior si no desea desecharse 

PoUgono ~tual,. despliega toda la ~lla.formada por los pollgonos 

de control·.que constltUf9n·e1- modelo··completo. Hay que considerar 

que la •Il.• • pueae fragmentarse para trabaj~ con' uno o llé.a 

poll¡onos, y dependiendo .del nwnero seleccionado al iniciar 

IIOdelado, . es la cantidad de información griflca presente en la 

pantalla. La •lla completa solamente se tiene en pantalla cuando 

N indica expllcl tament~. al utl llzar loa comandos Poltgono nuevo, 

o C&rsar archivo, ~eleccionando una cantidad de pollgonos igual a 
.. 

109. que co~tt twen la •lla .. Cuando se trata despllegar una malla 

que no exl■te, el alstema ignora •.l comando, pero sl la malla ya 

ha sido creada con alguna de lu opcl~nes anteriores, entonces se 
cle■pllep coapletaaente. 
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Quitar poligono elimina de la pantalla de despliegue y del archivo 

de datos del plotter la lnfor11acl6n correspondiente a la 11&.lla. Es 

6til cuando se desea tener presente sólanÍente la información de la 

superficie ·generada. 

Cargar archivo presenta un listado de los archivos 

correspondientes al ta.maf\o de la 118.lla con que se est~ trabajando 

y permite la selección de alguno de ellos. Estos archivos debieron 

haber sido generados previamente al efectuar la edición de alg\ln 

poligono de control. La. selección se efectúa al posicionar el 

cursor sobre alguno de ellos y oprimir alguna tecla del •ratón'. 

El archivo .. sólp contiene la Información de las coordenadas de los 

vértices de alguna malla. La Información sobre los Beta-splines y 

los parámetros Beta; se almacena y accesa por separado. 

1 

Salvar archivo almacena en disco la información del valor de las 

coordenadas de cada vértice que forma la malla con que se esté. 

trabajando. para poder ser utilizada posteriormente. Esta 

información se almacena en un aréhlvo cuyo nombre debe ser 

proporcionado por ~l usuario. con la restricción que debe tener 

una extensión correspondiente al 'nÚÍRero de pol1gonos que forman la 

•lla por lado; esto es, si se esté. trabajando con una malla 

for11&.da de 3 X 3 poligonos de control, un posible nombre para el 

archivo en que sea guardada la información corresponaiente podria 

ser ARCH. 3, dado que· la extensión indica el nwaero de pol1gonoa 

que constituyen la aalla por lado. 

Detoraar controla todo el proceso de edición, en tie~po real, del 

pollgono actual, y se constituye por cinco opciones: SELECCJON m: 

URTICEJ 

...,,oo. 
IJD'OIIIIACICII :r,,, DEFORIIACIOR x,z, TIWISFORNACIONESs 

leleoolón de wrtloe coloca aobre cada vértice del poligono una. 
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aarca detectable con el cursor, que permite seleccionarlo 

directamente. En ese momento, se presenta en la pantalla la 

inforinaci6n sobre su nwnero dentro de la aalla y sus coordenadas 

con objeto de retroalimentaci6n. 

Detoraac.l6n X, Y translada el vértice seleccionado a lo largo de 

los ejes X y Y. La deformación del poligono se.realiza por medio 

del dlsposltlvo de selección definido en PHIGS.Durante el proceso 

de deforaaci6n, las lineas que unen al vértice con el resto de la 

aalla se 110dlfican, sigulendo la direcci6n correspondiente a la 

deforaaci6n del vértice, alentras qu1:t la informacl6n de su 

poslci6n se auestra en formato de punto flotante en la pantalla. 

Deforaaclón. X, Z reallza la func16n siallar al caso anterior 

intercaabiando Y por Z. 

Mediante Deforaar, se tlene acceso a las facll idades que 

proporclonli. la opción del grupo de TRAIISFORIIACIOES que taablén 

pueden ser accesados desde el aenó principal. Adeás, existe la 

posibllidad de -regresar .al conjunto de lnstrucclonri det IDll:LADO. 

la stpiente opción del grupo de muoo es SpltDN, con la ctal 

se tlene acceso a~ grupo de coaandos que peralten la generación de 

la superficie que cubriré. el pol1gono de control y el aapeo de . . 
alguno de los do■lnlos recortados sobre la ais■a. Para ésto,. se 

cuenta con las opciones •~sutentes: AJUSTE 811 AJUSTE 821 SPLI•. 

IIE10¡ SPLJ• AIITIIIIOR1 ...:LAIJO. 

AJuat• fJt y AJ•t• 1J2 son el aedlo de,asignación a los paruetros 

Beta de control. La Nlecclón de loa valores Beta se logra . 

colocando el cunaor sobre el 6rea de la pantalla en que se auestra 

el valor de loa parúletros, y -,vlendo hacla la lzqulerda o la 

de.-.c,ha el curaor liobre el cuadro en el que aparece el valor de la . 

Beta aelecclomda. El valor del parúletro varia dlnúttcaaente en 
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función de la dirección del cursor. 

Spline nuevo activa el c•Jculo de una nueva superficie Beta-spline 

e■pleando el valor de los parúaetros Beta. La informaci6n 

correspondiente a estos parúaetros, asi como la de las coordenadas 

de cada punto de la superficie generada, se alaacenan durante su 

célculo en disco, para pot1terloraeríte poder ser utilizados. La 

curva calculada se despl lega aediante l lneas en la pantalla una 

véz que ha sido generada. 

Spllne anterior recupera de disco un Beta-spl lne que haya sido 

generado préviamente y que coincida con ell segmento de malla con 

que se esté trabajando en ese momento. Si dicho Beta-spllne no 

existe, el comando es. ignorado (cuando se genera un Beta~spllne 

nuevo, el sistema lo salva a disco y le asigna un nombre formado 

con las caracteristicas propias del segmento de malla con que se 

genera). 

La (tl Uu. de las opciones de Spllnes es Noclelaclo, que peral te 

regresar a esta opción sin tener que _recorrer toda la trayectoria 

correspondiente del érbol. 

Sólido dentro de Modelado, activa el proceso de realis110 sobre la 

superficie, empleando el vector de luz definido por la posición 

del observador y la. ~rmal definida por los segmentos 

topol6gicamente rectangulares de la superficie. 

El óltl110 comando del grupo de,Modelado·es Menó prlnclpal, con·el 

cutl se peralte el acceso a la ra1z d•J~ sistema. 

Superf'tc1e de rotación es.el algutente co-.ndo de Menó Prlnctpal, 

el cual, ·al aomento de su selección, coloca a valores 

preestablecidos algunas variables del sistema, dejando la •tr1z 

de tranaforaactón prtnclp,.l coao Identidad y la ventana y puerto 
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con sus dimensiones originales. En seguida, el sistema espera que 

el usuario delinee un ~rfil bidimensional con el cursor, para que 

una vez proporcionado, se .genere la superficie de revolución 

correspondiente, la cual se presento. por medio de una ftgura • de 

alambre formada por circulos con centro sobre el eje Y y curvas 

radiales a dicho e.Je. 

S61tdo realiza la mis• acción indicada en pérrafos anteriores. 

Dentro IIEJIU PRINCIPAL; se encuentra Tranaf ormaclone• con la cual 

se tiene acceso a lo siguiente: RDTACIOII¡ TIWISLACION; ZOOlt; 

RESET~ 

Rotaclone• peralte la rotación del aodelo, en tiempo real, sobre 

alguno de los ejes coordenados del 110delo, peraitiendo observar la 

pos1ci6n de éste tomando como referencia la dirección de los ejes 

que aparecen en la parte inferior. derecha de la pe.ntal la Ctlt 

e.2>. Esta opción se· subdivide a. su ,vez en: RDTACION EII x, • 
JIDTACIOII EII Y¡ ROTACION EII Z; TIWISFORIIACIOIIES¡ NEIIU AIITERIOR. • 

Tranalac16n permite efectuar el 110viaiento del 110delo sobre alguno 

de los ejes coor~nados. 

Zoo• peralte la transror11aCi6n ventana-puerto sobre detalles del 

110delo bajo un puerto de cobertura llix1aa. 

Re•et aodiflca la aatriz de transfor11BC16n global colocé.ndola 00110 

identidad, asi como la ventana y el puerto en sus pe.rémetros 

iniciales. 

Manejo de plotter, den~ro de KENU PRINCIPAL,.· dé. de alta una 

estación de trabajo definida como plotter, enviando la imagen del 

modelo hacia el dispositivo de lapreslón. Finalmente desactiva el 

dispositivo de impresión y libera sus recursos. 
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Si estas ,;:ond1c,ones no se cumplen, se requiere lié.a ~lisis para 

deteralnar el valor de K(u). 

Medidas Geoll6tricu Fundaaentales 

El grado de contJnuJdad de una curva en ubientes CAD/CAM/CAE se 

refiere al mayor nivel de dJferencJacJón en ei cual es con~lnlB. 

For•laente, al una función f • e" (a,b), entonces f 1
, l•0,1, ... ,n 

existen y aon continuas eobre (a, bJ. 

Continuidad de Vector T~ente Unltarlo i Vector Curvatura 

Pueden encontrarse casos donde la pri•ra y ■e~ derlvada8 

paru6trlcu de una c~va Q(u) propol"'Clone~•' lnforaacl6n dl■tlnta a 

los vectorea T(u) y IC(u), por lo cual no•• lo ■l■ao hablar de 
co~tlnuldades, en t-ef~ridas a lu derlvadu, que de 1• 

contlnul~• e" referldu a T(u) y IC(u). 

Los slplentea eJeaplos ll~t~ e■tu altuaclone■ 

·•1 tJllt'lo9 dos 11e-nt011 de linea paruetrlzadoa 
Q1 (u)•·{ 12u,, Bu], 

Q2(u)•(4(u+3), 3(u+3)J, 

•u priaera derivada esta dada por: 

olcu)•[12,9J, 

o1Cu)•l4,3). 

Asl, los dos se1119ntoa, aunque son continuos en T(u), tienen una 

dtacontlnuldad (su prlaera derl.vacla •• diferente)· en la un16n. 

b). Dados loa aegaentos de linea : 

Q1(uJ•t·a(2u-u2
), b(2u-u1 H, 

Qa(u)•la+(c-e.)u1 , b(t-u1 )J, 

■u prl•ra derivada valuada en la unl6n de loa ■e1Mnto■ est6 
dada por: 
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Q~(O)•[O, O]. 

Ast,. estos segmentos.se unen con una primera derivada parallétrlca 
continua· siendo que existe una discontinuidad de T(u} en la unión. 

o) De.dos do■ arcos de circulo: 
Q1(u)111[a sen((,r/:a)u2, a co•((wla)u1

)], 

.Q:a(u)•[a coa((,r/:a)u2• -a aen((.•/1)u1)J. _ 

ilu: ■•sund• derlvada ,.......trlca valuada en la unl6n •■ti ··por ,, . ,, 

of(1)•l-aw1
, -a•J, 

olco>•·co. ~ •• 1. 
la cual•• claramente discontinua a pe■ar de que la ctrvat1r11 •• 
la a1■aa en la un16n, esto ea, K(u) ea el •l•110 en 1& unl6n. 

d) Da.dos dos segmentos de c1~culo: 

Q1Cu)•[a coa( hr/2)( t-u)3
), a ,-.enN,r/a)U-u>'H, 

Q:a(u)•[a+b-b cos(hr/:a)u3
), -b aen((w/a)u3

)), 

su seauncta der1vada/param6trlca valuada en ·ta unl6n·eat,·dada i,or 
Qf( 1)•(0,· O], 

QÍ(O)~(O; OJ. 

As1, ■lentru que la segunda derivada paraa6trlca ~- contlmaa, et 

vector curvatura es discontinuo. 

Conceptos de Topolo1l• 

S1 X es un conjunto no vacl6 y F una colecc16n de aubconJuntos de 
,r 

X incluyendo el conjunto vacl4 • y el con.)Un~o X ■ts■o, entonces 
la colecc16n·F se denoalna una.Topolog1a sobre X al satlsfacelas 
ataulentes condiciones:-

- La un16n de cualquier n6aero'de subconjtm.toa de X que estén en F 

tubl6n esti en F. 
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