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INTRODUCCION

.Seguramenie. uns. de las activldédes mas estimulantes para el
ser humano es la creacién de formas. El s6lo hecho. de crear, es un
reto a la imaginacién y quizd sea posible decir que exlsteﬁ«doq
tipos de formas, aquellas cuya finallidad es iotalnente artistica y.
que sb6lo se sujetan a* las restriccliones que el a.rtlsti Yy lis
herramientas que emplea le impongan y aquellas cuya forln se
determina por la realidad de restricciones fisicas y prtcticas
Ambas formas son necesarlas y ambas involucran un proceso de
disefio. '

1.1 El ciclo de disefio

Es posible que cualqﬁier persona nantengn una idea intuitiva de
las fases requeridas pera. disefiar un producto. Estas fases son
influenciables -con la inclusién de software y hardware de
propésito especifico cuya finalidad sea acelerar aquellas que son
susceptibles de ser automatizadas o semiautomatizadas. '
. / -

‘La tecnologia que se basa en el uso de lasICO-putadoras con la
finalidad de scelerar el proceso de disefio y 'lanufactur; ‘se
denomina CAD/CAM/CAE, sacrénimos del inglés “Computér-Atded
Design/Computer-Aided Manufacturing/Computer-Aided Engineering” o
Disefio Asistido por Computadora/Manufactura Asistida  por.
Computadora/Ingenieria Aslstlda por Computadora. _

Con respecto al proceso de disefio, Shigley{1] propuso seis fases
que lo comprenden de una manera formal: . |

Reconocimiento de la necesidad
Definicién del problema
Sintesis

AnAalisis y Optimizacién
Evaludcion

Presentacién
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El reconocimiento de la necesidad lo realiza alguna persona
| involucrada en la actividad que requlere alguna medida corrective
o innovativa; la definicién del problema involucra la culdadosa
especificacién del elemento que se va a disefiar o residefiar,
incluyendo las caracteristicas fisicas y funclonales, costos.‘
calidad y des:a.rrollo operativo; la sintesis y el amilisis estén
altamente relacionadas y son altamente iteratives en el prbcéso'de
disefio. Un componente o subsistema del sistema completo es
conceptualizado por el disefiador tomando las variables, que a su
Juiclo, son las més representativas y que forman la sintesis del
componente, el cual se sujeta. a‘ andlisis, se mejora y vuelve a
digefiar. El proceso se repite hasta 'que el disefio ha sido’
optimizado con las restricciones impuestas por ell disefiador. La
evaluacién conclerne con 16. medicién del disefio contra las
espeqificaciones establecidas en la fase de definicién del
problema. Esta evaluacién a menudo requiere la fabricacién y
prueba de pbototipos," para evaluar el desempefio operativo, la
calidad, la confiabilidad y otros criterios. La fase final del
proceso' de  disefio " es 15. presentacién, que incluye la
documentacién, el realismo, la llsi:i de partes, y en general toda
una base de informacién requerida del producto.

La tecnologia (':AD;’"'CAM/CAE.‘ sé compone por fases que mantlenen una
relacién directa con fases correspondientes a este proceso de
disefio (f1g. 1.1). En particular, observe la fase de Modelado -
Geométrico, la cual corresponde a la fase de Sintesis de
informacién en el proceso de diseiﬁo éltsico. En esta fase, el.
_ diseﬂgdor crea una abstraccién de le realidad y la expresa como un
modelo en computadora. A\inqﬁe ge define fbrma{nente el concepto de.
wmodelo en el capitulo 1I, informalmente se puede decir que éste se
.constltuyo por una topologia, que hace ‘.lu vecei de la estructura
de datos en la cual se ql-adem el objeto, y unn geometiris que
representa los valores que se incluyen en la topologis del modelo,
de tal suerte que‘el posible tener uns topologib. y un nGmero
infinito de geometrias. Ademis, dentro de la estructurs de datos




1.2 Lineas de Investigacién

Dentro de la modelacién geométrica puede investigarse en los

siguientes puntos:

Definicién de la Topologia.

1.

2. Especificacién de la Geometria. _

3. Algoritmos de consulta de informacién.

4. Algoritmos de procesamiento para obtener realismo de un modelo.

5. Algoritmos de transferencia de informacién entre slstenns de
modelado.

6. Disefio de interfaces de comunicecién con el sistema

7. Disefio de las estructuras de almacenamiento secundario para

un modelo.
8. Disefio de algoritmos para el procesamiento de un modelo con
- vistas a implementarse en hardware.

Estas éreas no se encuentran unificedas en un mismo nivel de
desarrollo o de investigacion. '

En particular, 81 se considera la modelacién de s6lidos y la
modelacién de superficles, se éncuéntra una variedad de técnicas
en ambas escuelas de modelado que pueden complementarse y ul
obtener un nodelador que cubra un mayor rango de posibles formas a
~crear, esto es, un modelador con una cobertura geométrica whs
- ampl ia.‘

Esta obeervaclbn. a nivel de dos grandes escuelas de modelado,
también es vAlida en la variedad de posibilidades dentro de cada
una ellas, lo cual genera, en forma natural, el nacimiento de
esquemas hibridos de modelado geométrico.

De las dos grandes escuelas de modelado, s6lidos y superficies, la
Gltima esta demostrando, e¢n los Gltimos afios, que tlene el
potencial necesario para . generar las formas que se obtlenen
mediante el modelado de s6lidos, aunque adn se requieren afios de
lnvestlgaclén para lograrlo. Por otra parte también existe la
tendencia natural a la integracién de las mejores propiedadea de
cada una de las escuelas de modelado geo-étrlco

Para lograr la unificacién anterior, se require de mayor
investigacién y desarrollo en cada una de las &reas de modelado.
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En partlcular. dentro de la Modelacién de Superficles ain no
existe un esquema general para definir cualquler forma nl mucho
menos, algoritmos de procesamiento generales para lograr consultas
sobre los modeloé generados. Les estructuras de datos atn se
pueden considerar experlmenta}gs; la diversidad de restricclones
mateméticas que pueden restringlr a una superficle obligan a la.
diversificacién de los esquemas de modelado, adn bajo una misma
idea.

1.3 Objetivos

Reallzar lnvestlgaélén y desarrollo sobre una técnica de modelado
de superficies, los Beta-splines, quienes poseen cualidades
interesantes que los colocan como una de las mejores teorias en

éste campo del Disefio Asistlido por Computadora.

Realizar investigacién y‘desarrollo sobre el concepto de Segmentos _
Recortados, 1o cual aportard ideas referentes a la forma que
puedan tomar las fronteras de un objeto.

Integrar los Beta-splines con los Segmentos Recortados y aportar
ideas sobre su estructuracién y' la posible utilidad de ésta
integracién,

Crear un Ambiente de Modelacién Geométrica con las investigaciones
anteriores que funcione como un laboratorio para comprender ' mejor
la creacién de éste tipo de sistemas y permita la inclusién de
nuevos algoritmos de procesamiento sobre un modelo geométrlcor:

Ayudar a la integracién entre la modelaclén de superficles y la
modelacién de s6l1dos.



1.4 Metodologia

Los objetivos anteriores son altamente ambiclosos. Para lograrlos
se procedié & una investigacién completa sobre las técnicas de
Ynodellado de s6lidos y superficies existentes, lo cual permitié
.poseer una visién real del estado del arte de la modelacién
geométrica. Posteriormente, se realizé6 la recopilacién y el
estudio de todo lo referente'al esquema de modelado de superficles
denominado Beta-splines. Con esta informacién se realizaron
pruebas separadas de ios conceptos que integran 5. éste tipo de
Splines, brilero en dos dimensiones y ludgo en tres dimensiones.
En ambos cesos se investigé sobre la modelacién de una forma

compleja asi como la definicién informal de superficies cuéddricas.

Egtes pruebu se realizaron iniclalmente en forma numérica para'

después integrar los algoritmos a un estandard grafico, en éste
cago,  PHIGS, un standard para tres dimensiones. Um. vez
comprendido en funcionamiento de los Beta-splines, se inicié la
investigaclén sobre el concepto de los Segmentos Recortados. De
manera intuitiva, un segmento recortado gse inicia con un dominio
.continuo en dos dimensiones sobre .911 cunl se elimina o agregs

informacién bidimensional que lleva a dominios 1imitados por

fronteras finitas y ciclicas donde pueden existir hoyos. Estos
dominios pueden emplearsa como parte de las fornulaciones
Beta-splines para construir le forma final de .las fronteras de un
objeto.

Cuando se ha co-prendio lu teoria de los Beta-spllnes y de los.
Segmentos Recortados fué posible pensar en la topologia y los
mecanismos pera indicar 1a geometria de un objeto. Al nismo
tiempo, se generaron las ‘ideas para el disefio interfaces

decomunicacién. De hecho, el éxito del sistema puede depender en
gran medids, de éste disefio.

Después de definida la Tohologi.a. los mecanlismos de entrada de la
geometria y la comunicacién con el sistema, se procedi6 a reaiizar
prusbas generales con el fin de retroalimentaciéon al disefio
global. En las pruebas se variaron to;ios los partsetros a .lo-




cua.les se tiene acceso. Una de las pruebas sobre una forma

conpleJa se documenté y sus ima.genes se muestran -en éste trabajo.

1.8 Equipo de desarrollo

Todo el a'nzbiente'sfe desarrollé enﬁ‘e sistemas personales del tipo
P5-2/60 y estaciones de disefio RT s de tecnologia Risc. Los
equipos RT's cuentan con buenas facilidades de desarrollo para.
goftware especializado de CAD. Tienen un poder de cémputo del
orden de -‘O.Sl{_flqps (millones de instrucciones de punto flotante
por segundo) ‘con un procesador centré] de la familia de los
Hotorola ‘88000; tres.procesadores de punto flotante de la familla
de los Motorola 68020; un procesador grafico 5085 que integra los
prinlt.‘f\'/os gré.ficoé en firmware y se encarga del control de los
periféricos  especializados: ratén controlado por enbobinado de
29x29‘cras2 el cual Qe emplea como el dispositivo de "pick” de un
estadard _gréfico o como un teclado especfal del tipo "LPKF”
(teclado de funciones luminoso); teclado de funcliones "LPKF” con
32 teclas luminosas. nonitor 5081-19 de 18”de tecnologia "raster”
de 1024x1024 "pixels” direccionables visibles y 256 tonalidades de
color al mismo tiempo de una po.leta de 1000, 000 de tonalidades
ba Jo el sistema boJo-verde-azul "RGB”.

El equipo PS-2/80 se empled para el desarrollo de a'lgor.'itmos en
lenguaje C y su optil\‘izaclbn\. Una vez realizado esto, la versién
depurada se, translado al ambiente UNIX de las RI's, donde existe
una compatibllldad total en el cédigo C generado
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MODELACION GEOMETRICA

Un modelo es un objJeto construido artificialmente que permite
la observacién de otro de una manera mas simple. Los modelos soh
itiles puesto que utilizarlos en ocasiones es mds sencillo que su
contraparte fisica. Ahora bien, la totalidad de la informacién que
se almacena en un modelo depende del alcance de las preguntas que
uno desea poder contestar(2].

El Nodelado Geométrico se desarrollo en la década de los 70's como
un campo del Disefio Asistido por Computadora{3] y su obJetivo es
permitir la representacién de formas con objeto de alterarlas,
consultar sus propledades geométricas y atributos no geométricos,
analizarlas y generar informacidn ce m#nufactura. La denominacién
de geométrico se debe a que los puntos anterlores son problemas
eminentemente geométricos, por ejemplo, conocer el centro de
gravedad de una pieza requlere conocer la geometria de la misma;
determinar la trayectoria para un maquinado‘también requiere de
esta Informacién. Asi mismo, generar el realismo de una forma
también lo es,

El modelado geométrico tiene que ver con los siguientes elementos
[18]:

a) Representacién en computadora de las entidades geométricas y
las transformaciones que se les pﬁeden aplicar tales como

movimientos rigidos y operaciones booleanas.

b) Algoritmos para el razonamiento geométrico y para el calculo de

propledades geométricas y los efectos de las transformaciones.

c) Las teorias matematicas que fundamentan tales representaciones
y algoritmos.

d) El hardware y software en el cual esta inmerso el modelado
geométrico.




Un ambiente de modelado se observa en la figura 2.1. Este mantiene
un médulo encargado de permitir al usuario realizar la definicién
de un objeto a través de las facllidades de modelado del sistema
{(conceptos geométricos de modelado). Estas pueden ser tan
sofisticadas como el acceso a objJetos ya construldos o tan
sencilla como comandos de definicién de primitivas baslcas. El
lenguaje al «cual tlene acceso el wusuario se traduce a
representaciones geométricas Internas al ambiente, sobre las
cuales operaran procesos de Iinterrogacién o transformacibén que
generan resultados especificos tales como el realismo o las
trayectorias sobre una superficle, etc. Estas facllidades las

descompone Requichal[4] en los sigulentes componentes:

Estructuras Simbélicas
- Procesos

Facllidades de Entrada
Facllidades de Salida

Las estructuras simbélicas son representaciones\de los obJjetos;
los procesos emplean a las representaciones para responder a
preguntas geométricas acerca de los objetos; las faclilidades de
entrada son los medlos disponibles en el sistema, orientados al
usuario, para crear y editar representaciones de objetos asi como
para invocar los procesos que actuan sobre la representacién; las
factlldade§ de sallda son los medlos que el usuario emplea para
despl legue dé su Informacién.

Observe que en estas actividades se involucra la capacidad de
consulta fisica como un proceso y ésta no forma parte de un
sistema de modelado, aunque la estructura interna de un mode lador
influye, en gran parte, sobre esta posibilidad de interrogacién.

El modelado geométrico ha evolucionado en cuatro ramas pricipales:

Figuras de Alambre
Superficles
Sé11idos

- Esquemas Hibrildos



Fig. 2.1 AMBIENTE DE MODELADO GEOMETRICO




La diferencia en cada caso se ldentifica por la cantldad de
informacl6én agregada a los modelos, las entlidades geométricas
empleadas en la modelacléh, las restficclones a los modelos, las
facilidades de manipulacién, interrogacién y despllegue y en las

estructuras de datos que posibilitan las operaclones anteriores.
2.1 Modelado de Figuras de Alambre

Esta tecnologia representa a los obJetos medlante segmentos de
linea o en ocasiones curvas cuadricas interconectados. En funcién
a las capacidades del sistema, se piueden generar fliguras de
alambre en 2, 2'r2 (proyeccien tridimesional sin informacion de la
coordensda z), ¥y 3D [44]}. Aunque este tipo de representacién
permite desplegar objetos relativamente complejos, su estructura
de datos y la falta de informacién no geométrica, como por ejemplo
el tipo de material, limitan la interrogacién de los mismos. Es
posible lograr clerto realismo con la informaci6én, como por
ejemplo, el;lii‘nar lineas ocultas sl en la estructura de la
informacion se agrega coherencla.

En estos esquemas, la informacién se maneja bajo una estructura
Jerarquica donde normalmente los vertices son los elementos base
de un &rbol (fig9. 2.2). El concepto de objeto es la unién de
segmentos’ geométricos y el equivalente a caras de un objeto se

considera como planos.

2.2 Modelado de Superficies

Este campo de representacion de objetos surge en la década de los
60's debido a los trabajos de Coons orientado al disefio de
estructuras de avionc.s. barcos,’ etc. La representacion de estas
formas, denominadas en ocasiones libres o esculpidas descansa en
dos conceptos bésicos [3]:

- El1 empleo de expresiones parn-étr'icah
~ La descomposicidén en partes de una curva o superficle

- 12 -



‘Fig. 22 FIGURA DE ALAMBRE Y SU ESTRUCTURA ASOCIADA
0 1A DESCOMPOSICION ENTRE TOPOLOGIA Y GEOMETRIA

v

2.3 SUPERFICIE DE FORMA LIBRE FORMADA POR SEGCMENTOS |
QUE MANTIENEN CONTINUIDAD EN SUS FRONTERAS. 1A
ARIACION ENTRE O y 1 DE LOS PARAMETROS U,V




El primer concepto permite representaciones multivaluadas con
respecto a un slstema coordenado y mantiene independecia de la
representacién con respecto a los ejes, eliminando el problema de
valuaciones con tangente infinita, facilita la representaclén de
curvas en sistemas de coordenadas homogéneas, y permite la
interrogacién de entidades mediante la parametrizacionl(6]. Otros
beneficios de ésta son: representaciones explicitas, por lo cual
es directo el calculo de puntos sobre las curvas y superficies; su
formulacién es adecuada para definir curvas y superficlies en forma
- segmentada; las curvas y superficies pueden _deflnirsevv en funcién a
~combinaciones lineales de .f‘unciones_rescalares de péf‘ametros con
coeficientes vecto’riales;' y si se aplica Ila idéﬁ ‘ant.erior,
cualquler trahsfbrnacién' geométrica sobre la curva o éﬁperficie se
logra aplicando la transformacién a los coeficlentes vectoriales
nant.enle’ndo.una.deflhlciOnfmatenatlca sin modificaciones [7].

El segundo .co‘nc’e'bto'_:e'l:iiilia el problema de representar una curva o
superficie por uné .sola funcién anslitica, que en ocaslones
produce un'-.’pol.ig'ond _de alto orden '-lnvo‘lucrandd problemas de
solucién (busqueda de raices) y de oscilacién, aunque incurre en
el hecho de tener que colocar condiciones de continuidad entre los
segmentos de curva modelados.

Quizad las principal_es desventajas de un sistema de modelado de
superficles se refieren a la 1ntuic16nv para definir una forma,. la
dificultad de combinarse con otros -elementos en. el espaclo
mediante operadores booleands y la complejidad de realizar
revisiones topolégicas y geonétricas que aseguren la validez de la
superficie modelada. ‘

Bajo un esquema de superficies, un objeto se define por la
integracién de segmentos o parches que mantienen alguna relacién
de continuidad en sus fronteras (fig 2.3.

Las 'superficies de forma libre o SFL pueden categorizarse en
funcién a las restricciones que soportan{(8] y en general se
repesentan de la sigulente forma:

~ S(u,w « { (Xw,v), Y(u,v), 2Z(u,v) }



S

donde X,Y,Z son funciones polinomiales en u,v que al ser
evaluadés, generan los puntos (x,y,z) sobre la superficle S(u,v).
Lﬁs funciones polinomiales que se emplean en las SFL son cublcas
debido a que es el grado mas pequefiQ que permite tener una curvﬁ
con un punto de inflexién, permite la posibilidad de girar en el
espaclo[6 pag. 119], se puede evaluar su segunda derivada con
fines de continuldad, disminuyen los problemas de oscilacién y de
localizacién de ralces y son una soluclén a la curva que minimiza
su energia de tensién interna(3.8).

Existen tres métodos generales para especificar la forma deseada

de una curva libre (fig. 2.4)

~ Definicién de atributos vectoriales a los . vértices extremos
tales como la posicién, magnitud y direccién.

- Definicién de las fronteras de la supérficle.

- Definicién de un conjunto de vérﬁlces de control que en conjunto
formah un poligono de control que mimifica la forma deseada
final.

El primer método requiere informacién vectorlal explicita pdra la
definicién de un Segmento de curva o superflcle, lo que en
ocasiones puede ser un trabejo. complejo, pues el disefiador se ve
en la necesidad de especificar, por ejemplo, la magnitud de los
vectores primera derivada o la direccién del vector producto cruz
en una esquina de una superficle, cuyos valores puedeh no ser tan

evidentes(rfig 2.4a). Si el disefiador deséa lograr un efecto

particular sobre 1la forma de 1la superficle se 1le ' deben

proporclionar elementos de control mas accesibles y deben responder
a le idea intultiva para la cual se proporcionan, lo cual conduce
a la necesidad de generar expresiones natemétlcaé que permitan
lograr, mediante parémetros de control, esta facilidad de
definicién.

La segunda posibilidad, definicién de fronteras, fequiere que el
disefiador proporcione la forma de estas, ya sea A-edlante una
definicion explicita o aprovechando algin generador del




Fig. 2.4a SEGMENTO DE SUPERFICIE FORMADO
INFORMACION VECTORIAL EN LOS VERTICES

Fig. 2.4b SEGMENTO DEFINIDO POR INFORMACION VECTORIAL
Y ESPECIFICACION DE LAS FRONTERAS

Fig. 2.4c SEGMENTO DE SUPERFICIE DEFINIDO
;83 UN POLIGONO DE CONTROL QUE MIMIFICA LA



sistema(rig 2.4b). Esta filosoffia también requiere la definicién
de informacién vectorial en las esquinas de los segmentos de
superficlie aunque permite al usuario definir un segmento bajo
interpolaclbn entre dos curvas o cuatro curvas frontera. El1 tipo

de interpolacién define la forma de la superficle.

La definicién por poligonos de control permite observar la forma
antes de generar la superficlie debldo a que el poligono la
mimifica(fig 2.4c). Esta filosoffa sustituye la necesidad de
especlficar informacién vectorial, tal como primeras o ségundas
derivadas, apoyandose en expresiones matemdticas que integran la
informacién de los veftices como parte de estos elementos
vectoriales, proporcionando al disefiador paréametros de control
altamente Iintultivos. Ademéds, es posible controlar algunas
restricclones de continuidad entre los segmentos de SFL con el
correcto ordenamiento de los‘vertlces de control, cualidades que
han hecho de esta filosofia una de las mis populares en los
ambientes de CAD. '

Un sistema de modelado de curvas y superficies debe proporcionar
las siguientes facilidades(20]:

= Un sistema adecuado de especificacién de la forma deseada, que
puede ser ’alguno de los anteriores, aunque los poligonos de

control presentan la mayoria de las ventajas.

- Evaluacién miltiple, pues es comin disefiar formas donde f(x,y)
posea diversos zi. Esta situacién se resuelve por segmentacién de

una curva o superficie.

-~ Independencia de los ejes, para liberarse de los problemas de
evaluacién con pendiente infinita. Esta situacién también se
resuelve con la representacibn'baramétrica.

- Control global y local. Esta propiedad se reflere a poseer los
mecanismos adecuados para variar la forma de la superficie

globalmente y también en pequefios sectores con objeto de afinar la




forma (localmente)(fig 2.5a).

- Control de oscilacién. Algunas formulaciones tienen Ila
caracteristica de osclilar sobre los puntos de control en lugar de
suavizar la representacion. Es posible controlar la oscilacién, o
al menos disminuirla, realizando formulaciones basadas en
polinomios de o6rdenes pequefios o aplicando 'tensién a la

curva(2.sb).

- Versatilidad, referida a la cobertura geométrica que se puede
lograr con la téchica de representacién. Es deseable que el
sistema permita una gran variedad de representaciones para no
frustar al disefiador, lo cual se logra mgdiante la inclusién de
parametros de control, aunque el ‘excesq dé estos puede llevar a

confusiones.

- Orden de continuidad. Como en las representaciones que se
consideran se maneja el co‘ncepto' de segmentacién de la curva o
supérficie. se req‘uir'e‘ que entre cada segmento sea posible
establecer ordenes de continuidad. La continuidad cero -C°- se
rgflere' a mﬁnténer cont inuidad 'de posicioén; C1 se refiere a
continuidad en primera derivada o de vector tangente; ¢ se
refiere a mantener continuidad de segunda derivada o de

. curvatura(fig 2.sc).

2.3 Modelado de sblidos

El modelado de s6lidos -MS- es el campo del Disefio Asistido por
Computadora que proporciona la capacidad de representar,
ianlpular, analizar y consultar objetos reales en una computadora
con un origen que se remonta a principios de los 70's [9]. Los
objetos a los cuales se refiere el MS son funcionales més que
estéticos, en los cuales el concepto de real se i‘eflere a la idea
intuitiva de lo que es real para el hombre.

Desde un punto de vista muy general, un sélido ('representaclbn de
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m. 2.5a CONTROL GLOBAL SOBRE
A CURVA. OBSERVE LA ALTERACION
DEL VERTICE Vi Y EL SEGUIMIENTO
QUE TIENE LA CURVA.

Fig. 26b LA CURVA NO DEBE OSCILAR
AL MOMENTO DE GENERACION. ESTO SE
CORRIGE CON TENSION (DISMINUCION DE
LA LONGITUD DE ARCO) O CON POLINO-
MIOS DE MENOR GRADO.

Fig. 2.6c CONTINUIDAD DE POSICION
E DOS SEGMENTOS

Fig. 2.60 CONTINUIDAD DE PRIMERA
DERIVADA O DE VECTOR TANGENTE

Fig. 2.60c CONTINUIDAD DE SEGUNDA
DERIVADA O DE VECTOR CURVATURA




un obJjeto real), se puede entender como un conjunto continuo de
puntos en ( gque se mapean a una representacién ideal en
computadora, y donde el conjunto de puntos mantiene las siguientes
propiedades para considerarse util bajo la fllosofia de modelado

de sb6lidos

- Rigidez. Un objeto sélido debe mantener su forma invariante,
lndependlente>de su orientacién o poslcién, esto es, el s6lido no
debe de variar bajo transformaciones rigidas (desplazamiento,

rotacién, espejo)(fig 2.8a)

- Regularidad: un sé6lido tiéne un interior y exterlor, y los
elementos de sus fronteras no deben estar aislados o flotando. Un
conjunto de puntos A en E® es un conjunto regular r(A) si
r(A)=c(i1(A)) donde c(A) e 1(A) son la cerradura y el interior de A

tomando una definicién topolégica (anexo)(fig 2.8b)

- Definicién finita en el espaclo ocupado: los sélidos no pueden

mantener fronteras infinitas.

- Cerradura bajo operaciones booleanas (ver la definicién de
espacios medios y los esquemas CSG en este capitulo).
Intuitivamente, un operador booleano opera sobre dos objetos y
genera uno nuevo en funcién del operador especifico. Los
operadores booleanos son: la adicién de obJjetos, la diferencia

entre objetos, la unién de volumenes entre objetos.

- Descriptibilidad finita: deben existir aspectos de los s6lidos
que permitan una descripcién finita de los mismos, por ejemplo el
nimero de vértices o el nuimero de caras que los forman de tal

suerte que sean representables en computadora.

-~ Determinismo en las fronteras: las fronteras del sélido deben
indicar, sin ninguna ambiguedad, qué estd adentro y qué esté

afuera, esto es, las fronteras deben ser orientables (ver el
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Fig. 2.6a LAS TRANSFORMACIONES
RIGIDAS MANTIENEN LA FORMA DE
UN OBJETO. ESTAS SON LA ROTACION
TRANSLACION Y ESPEJO.
OBSERVE QUE EL RECTANGULO
MANTIENE SU FORMA.

Fig. 2.6b LOS OBJETOS REGULARES
NO DEBEN MANTENER ELEMENTOS
SUELTOS O FLOTANDO
ES=ELEMENTO SUELTO
EF=ELEMENTO FLOTANDO

Fig. 2.6¢c LOS OBJETOS ORIENTABLES
SE DISTINGUEN PORQUE ES CLARO
CUAL ES SU SUPERFICIE INTERNA Y
CUAL SU SUPERFICIE EXTERNA.

LA BOTELLA DE KLEIN ES UN
OBJETO NO ORIENTABLE




concepto de orientabilidad tres parrafos adelante)(fig 2.6c).

De esta propledades, Requicha[4] demostré que los subconjuntos de
€’ que son cerrados, limitados, regulares y mantienen fronteras
cuando menos semianaliticas son aproplados para la modelaclén de
s6lidos y leé denomino r-sets.

Ahora blen, representar un sélido por un conjunto de puntos en el
espacio es redundante pues no aprovecha la coherencia espacial[20]
y ademas ocupa demasiados recursos de computadora. Una alternativa
es representar al conjunto de puntos como un conjunto limitado pér
fronteras que representan superficies con las sigulentes

caracteristicas [10]:

- Cerradas, esto es, continuas sin rompimientos, lo cual no impide .
la exlistencia de huecos en el objeto pero si excluye las
estructuras ablertas(rig 2.6d). Esta se puede asegurar revisando
condicliones topolégicas, como por ejJemplo, que cada arista es
adyacente a exactamente dos caras y dos vértices. La cerradura
implica ademds que el perimetro de cada cara contlene un numero
igual de bordes y vértices y los perimetros asociados a un vértice
mantienen un numero de bordes y caras 1gual (excepto en algunos

casos especiales como en el vértice de un cono).

~ Orientabllidad, esto es, la propledad que permite distinguir
ambos lados de una superficle. Algunas superficles pueden ser
cerradas y no orlentables, como el caso de la Botella de Klein.
Moebius propuso un método para determinar cuando una superficie
poliédrica cerrada es orlentable. A los bordes de cada cara se les
asigna una direccién consistente tal que el interior de la cara va
en direccién hacia la derecha. En una superficlie cerrada cada
borde recibe dos flechas, una por cada cara que limita. La
superficle es orlentable sf y solo si es posible ordenar los

bordes tal que cada borde mantenga una flecha en cada direccién.
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Fig. 264 LA ESTRUCTURA DE LA IZQUIERDA ES ABIERTA
SIN TAPA, LA DERECHA ES CERRADA. LAS ESTRUCTURAS
ABIERTAS COMO LA MOSTRADA PUEDEN EMULARSE COMO
CERRADAS AGREGANDO INFORMACION FANTASMA A LAS
ESTRUCTURAS DE DATOS.

. 27 UN OBJETO QUE TIENE HUECOS SE TRANSFORMA
UNO SIMPLEMENTE CONECTADO MEDIANTE LA AGREGACION
DE SEGMENTOS FANTASMA CUYA REPRESENTACION EXISTE
EN LA ESTRUCTURA DE DATOS PERO NO SE DESPLIEGA.
SF=SEGMENTO FANTASMA '




- No intersectadas asi mismas, en este caso se desea que las
superficies que limitan a un objeto real no se intersequen asi
mismas con objeto de mantener la idea de urn s6lido real. No
existen condiciones puramente topolégicas que permitan asegura
esta propiedad por lo cual es necesario invocar procedimientos de

revisién geométricos.

- Limitada, esto es, una superficie que mantiene las propledades
anteriores genera una divisién del espacio en dos conjunto
disjuntos, uno de los cuales es finito (si la condicién de

no-interseccién no se respeta, se generaran més de dos dominios).

~ Conectada, esto es, una superficie puede ser cerrada pero estar
formada de varias partes desconectadas (por ejemplo un cubo con

una cavidad).

Los formiulas de Euler pueden emplearse en forma practica para
demostrar la validez de un objeto desde un punto de vista
topolégicol21], aunque su dominio, en la préctica, se limita en
gran forma a las filguras poliédricas, de las cuales requiere las

'siguientes definiciones extras :

- Todas sus ceras estédn simplemente conectadas si se mantiene un
anillo simple de bordes y no existen agujeros entre ellos. Si esta
condicién no se mantiene en un objeto, es posible incluir

conexiones umbilicales para lograrla(rig 2.7).

- Un cuerpo m6lido debe ser simplemente conectado de tal suerte

que sea isomorfo a una esfera.

Si un sistema de MS garantiza las propiedades anteriores en sus
superficies, entonces garantiza que los operadores sobre los
s6lidos se pueden aplicar Iinteractivamente sin '1ntefvenc16n'
humana.



2.3.1 Esquemas de representacién para modelado de sélidos

Los algoritmos geométricos no manipulan objetos sé6lidos; en lugar '
de esto, manipulan estructuras simb6licas que representan sé6llidos
f4]. Requichal4] define una representaci6én de un sé6lido como una
coleccién finita de simbolos (de un alfabeto finito) que designa a
un sélido de M, donde M es el espacio de modelado matemhtico de
objetos cuyos elementos son s6lidos abstractos denominados r-sets.
Las técnicas de representaciétn de un modelador de sélidos definen
el espacio de representacién R de un ~modelador. Aquellas
representaciones que realmente pueden ser construidas por el
modelador de s6lidos de acuerdo a sus reglas de sintaxis se
denominan admisibles. Un esquema de representaciétn se define
formalmente como una relacién s:M->R (fig 2.8).

Se dice que una representacién r en R es completa o no ambigua si
ésta corresponde a un sélo objeto, esto es: si el conjunto s m
es un solo elementO-{n}_de M. La representacién es uUnica sl los
.obJetos cbrrespoﬁaientes qb admiten otra representacién en el
esquema, esto.es-si‘s(;d(r)y = {r};_Resumiendo. ée-huede decir
que un esquema dé representacibn'és una»reLablbn'ehtre s6lidos
abstractos»yffepreseht;ciones. Una represéntacibn es invalida si
ésta no corresponde a ningun sélido. Una representacién valida es
ambigua sl ésta corresponde a verios objetos. Un s6lido no tiene
una representaciétn tGnica sl puede ser representado en diversas
formes en el esquema. Como una observacién, S puede genefur
representaciones en R que son incongruentes, por ejemplo, rotar ﬁn
perfil més de 3600, lo cual sintActicamente es una representacibq
correcta pero semanticamente no. Por tal motivo, en las
definiclones anteriores puede nejorarse la definicién de S
indicando que su rango serd un subconjunto de R al que llamaremos
V y que forma el conjunto de representaciones que son validas.

De lo anterior puede indicarse que lo; sistemas de modelado
variarén en el espacio de modelado, en el espacio de

representacién y en los esquemas de representaclén.
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M ESPACIO DE MODELADO D, DOMINIO DE 8 Y, RANGO DE 8

Fig. 2.8 DOMINIO Y RANGO DE UN ESQUEMA
DE REPRESENTACION

Fig. 2.10 DIAGRAMA DE UN OCTRZE Y SU ARBOL
CORRESPONDIENTE. OBSERVE LA INTENSIDAD DE LOS
NODOS



2.3.2 Propiedades de los esquemas de representacion

Los esquemas tlenen caracteristicas que nos permiten evaluarlos
con mas detalle:

- Poder expresivo o cobertura geométrica, que se reflere al
universo de objetos en M que son cublertos por los esquemas de

representacién. Aqui puede preguntarse sobre la precisién al

. modelar los objetos complicados y sobre la posiblilidad de extendér

el dominio M.

~ Validez, que se refiere a si todas las representaciones

admisibles generadas por el esquema de representaclién son validas,

esto es, sl designan algin s6lido de M. Un esquema con esfu

propiedad se dice que es.sintacticamente valido.

- No a.mbtgu@dad_;-y unicidad, que se relaciona con el hecho de si
todas las representaciones modelan exactamente un sélido y si

algunos s6lidos tienen mads de una rebresentacibn valida,

- Lenguajes de descripcién. Se ‘ref‘lere a la clase de lenguajes
para describir sé6lidos que pueden soportarse en un sistema de
modelado. Estos, pueden estar basados en el esquema de
representacién o requerir basarse en una conversién desde otra

representa;: ién.

- Conciso, 1o cual se refiere al tamafio, en términos de
almacenamiento en computadora que genera la representacién de

obJetbs préacticos e interesantes.

= Cerradura de operaciones. Al describir s6lidos y las operaciones
de manipulacién que actdan sobre ellos, es posible preservar o no
la validez de la representacién. Adem4as debe preguntarse si al
manipular un s6lido el resultado puede ser representado b'aJ'o el




esquema de representacion.

- Facllidad computacional y aplicabilidad. Este punto se reflere a
la clase de algoritmos que pueden escribirse para el esquema de
representacién, la clase de complejidad computacional que
involucran, y la clase de aplicaciones a las que esta orlentado el

esquema de representacién.

2.3.3 Taxonomias de representacién
Estas pueden categorizarse en los sjgulentes:

0 Modelos de Descomposicién
o Modelos Constructivos

0 Modelos de Frontera

0 Modelos Hibridos

2.3.3.1 Modelos de descomposicién

Estos modelos describen s6lidos mediante una combinacién de
estructuras basicas que mantienen relacién bajo operaciones de
égregaclbn. Las estructuras basicas se mantienen en una base de
datos fija. Sus varlaclones se ehcuentran en el tipo de objetos
basicos y la forma de manejarlos y representarlos.

Pertenecen a estos modelos los genérados por los siguientes

esquemas :

Enumeracién exhaustiva

En esta variacién, el espaclo se divide en cubos que pertenecen
parcial o totalmente al objeto que se desea modelar(fig 2.9). De
esta forma se avanza en cuanto al hecho de desear enumerar todos
los puntos que pertenecen al objeto y en lugar de eso se recurre a
una subdivisién regular del espacip. Cada cubo que comprende a la

figura queda completamente definido por sus esquinas, siendo
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necesario definir tan solo una de ellas 'y mantener una
construccién regularizada del objeto. Una estructura simple para
la codificacién de estas estructuras es asignar a un arreglo
tridimensional un cédigo binario que indique o no la existencla de
informacién en el espaclo de interés.

La enumeracién exhaustiva tiene la ventaja de mantener una
representaclén casi explicita ‘de un objeto, lo cual permite la
integracién de algoritmos de interrogacién geométrica basada en la
coloracién de sus celdas, pero por otra parte, la codificaclién de
un s6lido mediante esta técnlca representa un trabajo muy
laborioso para un disefiador, -por lo cual, sl se desea emplear las
bondades de este esqﬁémﬁ, es necesario recurrir a la
transformacién de un esquema que sea mAs simple en cuanto a la
definicién de una forma. Si se desea revisar las propledades de
superficles blen formadas, este esquema presenta la ventaja de
mantener una topologia simple de revisar.

La estructuracién que suglere el esquema lo mantiene con ventajas
para la representacién de informacién en formatos digitales y de
ahi su aplicacién a procesamiento digital de Imagenes. Una de sus
grandes desventajas es la gran cantidad de recursos de
almacenamiento que require, por ejemplo, una resolucién de 2563
require 16Mbits, y esta es apenas. una resolucién aceptable. Su
cobertura geométrice le permite representar todas las formas
validas pero cuando ia forma o el objeto no es coplanar, se plerde
resolucién. Todas 1las enumeraciénes exhaustivas no tienen
ambiguedad y ademds son uGnlicas ya que en un. espaclo fijo de
interés y resolucién, cada s6lido tiene una representacién tUnica.
Los lenguajes para su descripclién se basan normalmente en la

traducclén de otro esquema de representacién.
Esquemas de subdivisién espacial

Estos esquemas realizan una subdivisién mas eficlente del espacio
adaptdndose a la forma del objeto y aprovechando la coherencia
espacial. Este concepto de subdivisién usa la propiedad

fundamental de que el nGmero de nodos necesarios para la




representacién de un objeto es proporcional al area de su
superficie[22], de esta forma, bajo una resolucién r se requiere
arzvelementos de almacenamiento, mientras que en la enumeracién
exhaustiva se requiere ars elementos.

Bajo estos esquemas encontramos las sigulentes representaciones:

"Octrees y Quadtrees”

Ambos son esquemas de representacién, los primeros para objetos 3D
y los segundos su contraparte en 2D. Los “octrees” reallizan una
subdivisién recursiva del espaclo de interés en ocho octantes,
representando a cada octante por le divisién de un arbol en ocho
nodos (fig 2.10). Es comin tener que realizar una transformacién
cdel objeto a representar a un sistema de coordenadas adecuado para
los "octrees”. El primer nivel de los "octrees” envuelve a todo el
objJeto, y de ahi, 1las subsecuentes divisiones se mantendréan
adentro del primer nivel de "octrees”. Cada nodo del ”ociree”
consiste de un c6digo de coloreado y ocho apuntadores haciea sus
hijos. El1 cédigo es un atributo de cada nodo. Si el cé6digo es
negro, qulere deéir que el espacio que representa esta
completamente ocupado por material y se tiene entonces una hoja
del érbol. S1 el cédigo es blanco, el espacio representado no
tiene material y nuevamente tenemos una hola. Si el cédigo es
gris, gqulere decir que el espacio gue se representa este
parcialmenté ccupado por meterial y se proéede a una subdivisién
del espacio en ocho reglones.

Bajo este esquema, cada subdivisién requiere analizer el especlo
de interés contra unae primitiva del sistema. La coleccibn de
posibles primitivas depende de 1a factibilidad de crear un
algoritmo de clasificacién para cade una.

Los "octrees” y ios "quadtrees” pueden implementarse tomando como
base informacién digital existente. Un modelador de "octrees” debe
comprender los sigulentes médulos para considerarse completo: el
generador del é&rbol; el mbdulo de operacién booleana entre
érboles, el cual reallza la generecién de un nuevo arbol bajo la



unién, diferencia, e Iinterseccién de objetos; los operadores
geométricos que aplican transformaciones a la representacién en
"octrees”; los operadores de anadlisis y 1la generacién de
despliegue.

Con respecto al poder expresivo, los "octrees” dependen de los
algoritmos de clasificacién para un conjunto de prlmitivas ademas
de que mantienen una aproximacién a la forma final, que puede ser
muy detallada pagando un alto costo en memoria de almacenamiento.
Con respecto a la validez, si no”éklsién Fequerimlentos especlales
de conectividad, todos los "octrees” son representacliones validas
de algun sé6lido. Ahora biéh, hasta los limites de resolucién,
todos 1los "octrees” definen un s6lid> sin ambliguedades. Su
lenguaje de descripcién es aplicable a 1lo mencionado en la
enumeraclién exhaustiva. Con respecto a la facllldgd de manejar

informacién mads concisa, los "octrees” no son tan grandes como la
enumeracién pero aun requieren una gran cantidad de memoria, que
para el disefio promedio de una pieza en ingenieria llega al orden
de 1MB. Con respecto a su manejo en computadora y la aplicabilidéd
de operadores, la mayoria de las operaciones manejan su

complejidad en forma proporcional al recorrido de sus &arboles.
Subdivision espacial binaria

Esta representacién es aplicable a los conceptos de octrees con la
diferencia de que al momento de realizar la subdivisiétn de un nodo
gris, ésta se realiza en fdrma binaria sobre las direcciones
X,Y,z. Esta divisi6on crea un pequefio ahorro en cuanto a espacio de
almacenamiento y sus ventajas se mencionan en los slguiéntes
parrafos.

Subdivision del espacio linealizada
Se refiere a una alternativa a las estructuras de datos de los

octrees reemplazadas por estructuras de datos lineales 'que

permiten almacenar una representacién octree.




a) 'Octrees’ lineales

Si1 1a numeracléon de los octantes de un octree va del 0 al 7, estos
nGmeros pueden emplearse para construir una direccion de
trayectoria para cada nodo del cotree excepto para la rafz(a.it).
Evidentemente, la direccién de trayectoria de un nodo octree de
nivel 1 se convlefte en una secuencia de {1 digitos 0,...,7. Un
digito especial marca la cola ¢e un nimero que tiene menos digitos
que la maxime resolucién e indica la existencia de una ho ja.
Gargantini[23] basa su representacién en esta observacién creando
listas como la sigulente: {03,1X,51,53} que generan trayectorias
solamente a 1los nodos negros. El 03 indica que debe seguirse por
lus ramas 0 y cuando no sea posible avanzar mas, debe tomarse el
nodo 3 y en el se tiene la informacién de un nodo nggro. El caso
de 1X indica avance por la rama 1 y tomar ese nodo como negro.
Aquf la X indica una trayectoria con resolucién restringida. Otra
codificacién 1lineal compacta de un octree es 1la 1lamada
representacién DF que se basa.en recorrer el arbol en preorden y
almacenar la informac16n'encon£rada. Esta representacibn emplea la
nomeclatura B;W{C para denotar nodo negro, blénco e interno
respectivamente. Como el alfabeto solo mantiene tres simbolos solo
se requieren dos bits para codificar cada nodo. Samet y
Tamminen[24] muestran algoritmos que manipulan este tipo de
representaciones para un caso bidiwensional de una manera casi

directa.

b) ’'Bintrees’

Subdivisién lineal binaria; en comparacién con los ’octrees’
llneales; su representacién es un poco mas compacta porque el
nimero de hojas es menor. Ademas, dos hojas, en el nivel mas bajo
del éarbol, pueden codificarse con un solo bit ya que solo existen
dos posibilidades, lo cual es un paradmetro que ha llevado a
trabajar sobre la representecién de éarboles con un bit por nodo.
En el caso de 3D, Semet y Tamminen[25] denominan como bintree la
representacién correspondiente y describen los algoritmos para la

eveluacién de expresiones bcoleanas.



Fig. 2.12 OBJETO MODELADO POR DESCOMPOSICION CELULAR
Y UNA CELDA TIPICA DE 20 VERTICES, 4 DE ELLOS OCULTOS
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Descoxposicién celular

Se basa en la representacién de objetos en entidades que pueden o
no ser cubos como se considera en los casos anteriores. Se
mantiene un conjunto de celdas bésicas y unv operador de unién
entre ellas(fig 2.12). Cominmente, las celdas se contruyen como
una parametrizacién de las celdas basices. Las células pueden ser
cualquier entidad topolégicamente equivalente n una esfera. El
gs6lido se forma por una coleccién de celulas semidisjuntas que se
tocan en su frontera péro . que‘ no mantienen puntog internos
comunes. Una celda‘tipicn puede ser un poliedro curvo.' determinado
por 20 puntos (8 en las esquinas y 12 entre cada segmento de
linea), de tal suerte 'que cada borde d§ una celda ée representa
por una cusdrica y la superficle se ti-anéfo:miten una bicuédrica.
El poder epreci_vq, de esta represehtac'ién'es-genenl; su validez
es dificil de devt'erminar':y'sd’»re@ler'e- la aplicacién de algoritmos
de chequeo de lntéfbécéibn para todo par de células; una
descomposicién vélida define completamente un éélido pero la
descomposicién no es tUnica para un s6lido determinado; los
~lengua,]es de representablén requieren conversién de otras
representaciones. ASM es un esquems que se adecGa a la
representacién de célules para una aplicac_lbn' directa de la
descomposicién que es el elemento finito. Este esquema se menciona
més adelante.

2.3.3.2 lodelos constructivos

A diferencia de los modelos de descomposicién, que besan la
construccién de s6lido en una operacién de unién o de lgf'upuclOn
de primitivos, los modelos de construccién integran un conjunto de
operadores més completo asi como su combinacién.



Modelos de espacios medios

Los modelos constructivos consideran a un sbélido como un conjunto
de puntos en £°. Su idea bésica es iniclar a partir de un conjunto
lo suficientemente simple que mantengan una representacién directa
y modelar otros conjuntos como combinaciones de 1los espacios
simples. Los modelos de espacio medio aplican esta idea de manera
directa. Cada punto X se asocia a una funcién que informa si éste

es parte de un conjunto A o no de la siguiente forma:

g(X)=1 » X € A
g(X)=0 » X ¢ A.

Si g(X) se representa en términos de una funcién analfitica
f(x,y,z), entonces se habla de tomar subconjuntos del espacio que
son de nuestro interés y que pueden ser evaluados directamente,
ademés que las funciones analiticas excluyen conjuntos con
patologlas geoméfricas que se mencionaron en -2.3. Se dice que
todos los punto X=(x,y,z) tales que f(X)20 forman parte del
conjunto de puntos, mientras que f(X)<0 forman el complemento.
f(X)=0 divide al espaci§ en dos subconjuntos, f(X)s0 y f(X)z0,
* denominados espaclos' medios -EM-. Los espacios medios permiten
modelar geometrias como las cuadricas, pero no poseen la capacidad
directa para representar las formas libres.

Los espacios medios forman las primitivas bédsicas de los modelos
de espacios medios. Como los espacios medlos son conjuntos de
puntos, los operadores booleanoé son un medio adecuado y natural
para crear nuevas geometrias combinando las primitivas basicas. De
esta forma, las operaciones de unién, representada por U, 1la
interseccién ) y la diferencia \ se emplean para definir un obJjeto
operando sobre espacios medios. Por ejemplo, la definicién de un
cilindro € de longitud h y de radio r es(fig 2.13): '

Hi: %%+ y’- r¥so
Ra2: z20

Ra: z-h=0
CeH M n .




De esta forma, ei espacio de modeledo M cde un modelador por EM es
la clase de combinaciones booleanas de los EM disponibles.
La representacién de los modelos de espacios medios requiere de

dos elementos:

- La representacién propia de los espacio medlios _

- la representacién de combinaciones booleanas de los espaclos
medlos '

En el primer punto, se puede recurrir a una representacién

explicita de 1los EM manteniendo un cédigo y los parametros

correspondientes. Una alternativa a esto ez mantener una

representacién de todos los espacios medlos cuadricos mediante su

definicién
f(X) fix,y,z) (x,y.z2HAu3l{x y z 117 Vi,i=1,...,4,

donde 1la matriz de coeficientes Aij determina una cuédrica

especifica,

Con respecto al segundo punto, existe la posibilidad de
descomponer un sélido en una suma de productos, de la misma forma
en que se representa un circuito digital. Asf, un sélido S puede

abstraerse como la unién de intersecciones entre espaclios medlos:

s:Uqn my.
1)
El poder expresivo de los modeladores por espacios medlos esté
determinado por la seleccién de los espacios 'disponibles y la
generelidad de los operadores disponibles; su validez queda
restringida a 1la posibilidad de determinar cuando un espaclo es
cerrado ¥ no contiene espaclios infinitos; cualquler combinacién
vAlida de EM representa sin amblgueded un s6é6lido pero las
representaciones de un sé6lido no son unicas; 1los lenguajes de
descripcién pueden ser simples @ inclulr descriptores graficos
como Iinterfaz al usuario; los modelos pueden ser relativamente
concisos, siendo en ocasiones que la descripcién de algin modelo

de interés se logre con algunos cientos de espaclos medlos; las



operaciones booleanas sobre espacios medios deflnen espaclos
medios, por lo cual se mantiene una cerradura; flinalmente, la
naturaleza de los algorltmos que operan sobre EM requleren de la
aplicacién de .algoritmos basados en SMC[26] o clasificacién de un

miembro sobre un conjunto.

Geometria Constructiva de S6lidos (CSG)

Este representacién de sélidos, conocida como CSG, avanza con
respecto a los espaclos medios por el hecho de presentarle al
usuvario final primitivas que limitan un volumen en el espaclo. El
usuario de hn modelador CSG opera sobre instancias parametrizadas
de primitivas . :_'._sblidas que se combinan bajo operadores
booleanos(fig zu) Cada primitive sélida esta de'f;_inid_ab por una
combinacién de espacios medios a los cuales el usuario no tiene un
acceso directo, poi" lo cual, el espacio de modelado M de un CSG es
el mismo que el de los espaclos medios excepto que solo pueden
incluir conjuntos finitos de puntos. La forma més natural de
representar un objeto bajo CSG es un &rbol binario definido de la
‘g8igulente forma:

<Arbol CSG> ::= <primitiva> |
<Arbol CSG> <operador booleano> <Arbol CSG> |
<Arbol CSG> <transformacién rigida>,
donde <primitiva> es una Iinstancia de una primitiva sélida
representada por un identificador y una secuencia de parédmetros de
dimensién; <operador booleano> es alguno de 1los definidos
anteriormente; <transformacién rigida> es una traslacién o una
rotacién. De esta forma, un arbol mantiene en las hojas a las.
primitivas, y en los nodos internos & los operadores y las
transformaciones, rigidas, generando asi, una graficea aciclica
dirigida.
Cada primitiva define un conjunto limitado de puntos en Ea y el
conjunto de operadores no destruye esta propiedad, por lo cual,
los modelos CSG siempre son conjuntos limitados; el dominio de un
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rmodelcdor CSG depende directamente de los espacios medlosz n7n que
cuenta; su facilidad al usuario depende también de la variedad de
estos espaclos medios. |
Existen combinacliones de primitivos CSG que pueden generar objetos
inconsistentes(2.3), por lo cual debe asegurarse que el modelador
cuente con los medlos para mantener siempre r-sets(2.3). La misma
estructura de los &rboles CSG sugiere la aplicacién de algoritmos
dlvlde—y—&ence los cuales mantienen la idea bésica de dividir el
problema de alguna manera en n partes, recursivamente resolver
para cada parte y unir los resultados parciales.'
Desafortunadamente esta visién tan simple tiene problemas cuando
los arboles no son balanceados, lo cual es comin bajo este esquema
de modelado cuando alguno de los objJetos se obtiene con un numero
distinto de operaciones ©booleanas. Bajo la visién de
divide-y-venceras, el algoritmo SMC[{28] es particularmente util.
El algoritmo SMC, trabaja sobre dos conjuntos: el conjunto
ca.ndida'to C y el conjunto de referencla R. Se espera que el
algoritmo clasifique C contra R formando tres conjuntos CenR,
CsobreR y Cfuéra—deR representando dos espacios y su frontera(fig
2.18). La especificacién del significado y las representaciones de
logs conjuntos involucrados definen un algoritmo SMC particular.
El resultado de la clasificacién puede emplearse, por ejemplo, en
los algoritmos de operacién booleana de instancias CSG.

El poder expresivo de los modeladores CSG esta .relaclona.do
directamente con los espacios medios que se incluyen; la validez
de los modelos estd garantizade mientras se incluyan operadores
regularizedos; cada érbol define sin ambfguedad un s6lido, pero no
existe una representacién Gnica para cada s6lido; los lenguajes de
definicién normalmente son textuales, amunque existen sistemas que
soportan una interfaz gréfica indicando las primitivas graficas a
lag cuales se tiene acceso; los 4&rboles son relativamente
concisos; la cerradura estd garantizada por los operadores
booleancs; su facllidad de coémputo estd basada en el balanceo de
los drboles y la aplicabilidad de los algoritmos de divide y
vencerds; su aplicabilidad es grande y mantienen una base teérica




sélida.

"Sweeping” o Barrido

La idea basica de este esquema es la sigulente: un conjunto de
puntos que se mueve en el espacio ’barre’ un volumen,
representando asi un objeto en movimiento sobre una trayectoria.

Considere el conjunto A sobre un pIano, y un vector b; entonces S
es el sé6lido barrido por A cuando éste se traslada, a lo largo de
la trayectoria b, descripcién que corresponde a una clasificaclién
del 'sweep’' denominada de traslacién(rig 2.18a). De manera similar
se define un 'sweep’ de rotacié4n como un conjunto A que rota sobre
un eJje arblitrario de referenclatrig 2.180) y la combinacién de
ambos, el ’'sweep’ hibridotrig 2.16:). Estos esquemas no mant lenen
ambiguedad pero no son unicos; su dominio esta limitado a obJetos
que puedan ser representados por traslacién o rotacién, y alguna
combinacién de ambas; la operacién sobre un conjunto puede
provccar. facilmente conjuntos que no son r-sets; su representacién
es natural para objetos sélidos que presentan movimiento en el
espaclo y de ahi su importancia en el contexto de manufactura
donde permiten invocar procesos para la remocién de material y el
estudio de 1la interferencia dinamica; los lenguajes de
representacién incluyen subsistemas de creacién de perfiles
bldimensibnales cerrados que representan al conjunto A, asi como

generadores de trayectorias tridimensionales.

2.3.3.3 Modelos de fronteras (B-rep)

En los modelos anteriores, un sélido se répresenta como un
conjunto de puntos enumerados o representados por entlidades
finitas, mientras que, bajo el enfoque de fronteras, un séllido se
representa por la superficie que lo limita., Estos modelos se basan

en la ldea de superficie orilentada(2.3) representando a los
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gs6lidos medlante la divisién de su superficie en un conjunto de
caras que mantienen una relacién conveniente. Comunmente, la
divigién se realiza de tal suerte que las caras resultantes
mantengan una representacién matematica compacta, por ejemplo, que
la cara sea una cuAdrica, y ademAs, para que se asegure la
divisién, se mantienen condiclones topolégicas sobre la estructura
del objeto(2.3). Las fronteras de las caras se representan por
aristas cominmente en forma paramétrica. Los limites de un borde
forman los vértices del mismo. De esta forma, las caras, bordes,
vértices y la informacién geométrica y topolégica que los

relaciona constituye la base de los modelos de frontera(rig 2.17).

Modelos de frontera basados en poligonos

Un modelo de frontera que uUnicamente maneja caras planas se
denomina modelo poligonal, mediante el cual puede definirse un
s6lido por la coleccién de caras agrupadas en términos de una
tabla de ldentiflicadores de caras o una lista ligada de nodos de
cara.

Es posible eliminar la informacién de relaciétn explicita entre
caras y realizer una definicién por cara, lo cusl provoca repetir
la informacién de los vértices por cada ocasién que una cara asi

lo requiera.
Modelos de frontera basados en vértices

Este modelo e2limina la redundancia localizada en los vértices que
genera ol modelo anterior manteniendo un identificador de vértice
Y la coordenada asociada como entlidades 1independientes. La
definicién de una cara mantiene una lista de identificadores de
vértices que siguen un orden consistente que sirve, por ejemplo,
pars determinar la parte interna ¢ externa de una cara.

La organizacciéon de Ia informacién pera un cubo besado en esta
técnica es (rig 2.18)
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vértice coordenades cara vértices

vi xi yi1 =zt f1 vi v2 v3 v¢
v2 x2 y2 z2 f2 v8 v2 vl v8
v3 x3 y3 z3 £3 v7? v3 v2 v8
vé x4 y4 zé fé v8 v4 v3 v7
vy x8 y8 z8 f8 v8 vi v4 v8
ve xS y8 z86 fe v8 v7 v6 v8
v7 x7 y7 =27

v8 x8 y8 28

Modelos de frontera besedos en eristas

Estos modelos representan la frontera de una cara en término de
una secuencla cerrada o circuito de aristas. Los vértices de las
caras se representan uUnicamente a través de las aristas. Las
aristas mantienen una orientacién consistente considerando que su
definicién va, por ejemplo, en sentido positivo del vértice vi al
vértice va, lo cual genera la definicién de orlentacién de una
cara jimplicitamente. Debe observarse que cada arista ocurre
exactamente dos veces, una por cada cara en la cual estd presente.

La estructura para un cubo es:

borde vértices vértice coordenadas cara bordes

o1 vi v2 vi xt y1 =i £1 o e2 o3 of
e2 vz 3 va x2 y2 x2 f£2 o8 o8 e1 e3
3 vl vd 3 x3 y3 23 3 el0 e7 2 o8
o4 vd vl vd x4 y4 x4 f4a ell e8 @3 a7
eS8 vl v8 vB x8 y8 x8B 8 el2 e8 ef o8
(X} v2 v8 ve x8 yo z6 fe 012 11 ¢10 e5
e? v3 v7 v7 %7 y7 =7

eB v4d v8 v8 x8 y8 z8

eB v8 vé

10 v8 v7

etl v7 v8

el2 v8 v8

Estructure de datos de erista salteada (’'winged-edge’)

Esta estructura de datos proporciona informacién explicita entre

3
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las caras de un objeto, asoclando las aristas con los
identificadores de las caras a las que pertenecen. Bajo esta
estructura, una arista aparece exactamente dos veces, una por cada
cara a la que estd asociada y aparece una ocasién definida en
sentido positlivo y otra en sentido negativo de orientacién. Esta
estructura de datos toma ventaja de esta relacién estructural,
asoclando los lidentiflicadores de las dos siguientes aristas con un
nodo de arista. Por convencién, estos datos se denotan por ncw y
nccw debido a siguiente en el sentidofdéA1as_manecillas del reloj,
('’ next-clockwise') y s;guientg,1éﬁﬁﬁé1_fséﬁt1do contrario a las
manecillas del reIoj;'T'(;nefoCbuhtefCIéckwise’), siendo en
particular que ncw ideﬁtifica 1agéiguién£¢ arista en la cara donde
la arista ocurre en su orientagldn pogitiva y nccw la siguiente
arista en la otra cara. En viftdd“a.ésté.representacién, las caras
necesitan solamente incluir el identificador de una arista

arbitraria y un bit que indique su orientacién. En una variacién

‘mhs general de esta estructura, los nodos también incluyen los

identificadores fcw y fccw de sus caras vecinas y, amalogamente a
ncw y nccw, los lidentiflicadores pcw y pccw de las aristas previas
en esta caras (fig 2.18).

El cubo bajo esta estructura se representa como sigue

arista vinicio vfin fcw fccw ncw pcw ncew peew

o1 v1 v2 f1 €2 e2 o4 o8 o8
e2 v2 v3 f1 3 e3 el e8 e?7
e3 v3 vi fi fa e4 e2 e7 eB
o4 va vl fi1 8B el e3 e8 eB
e8 vi vB f2z 8 e el ot el12
o8 v2 ve f3 f2 e10 e2 o1 (1)
e?7 v3 v7 fa 3 ell1 e3 e2 el10
e8 va v8 f8 fa e12 o4 3 ell
e9 v8 ve f2 f6 e68 eB @12 @10
e10 v8 v7 £f3 (6 e7 eeB8 o8 el1l
el v7 ve fa f8 e8 e7 010 e12
12 ve ‘v8 f8 f6 eB o8 el11 o8
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vértice primer~-arista coordenadas cara primer-arista

vl el x1 y1 zi1 f1 ‘:1
ve e2 x2 y2 z2 f2 e9
v3 e3 x3 y3 z3 f3 eB
v ed xt yd4 z4d 4 e7
vB o9 x8 yB zB fs el2
vB el10 x8 y8 z8 f6 LX:]
v? ell x7 y7 z7

vB el12 x8 y8 28

Las estructuras de datos descritas anteriormente asumen que cada
cara est4 simplemente conectada, esto es, que solamente se
mantiene una frontera. S1 tenemos objetos que mantienen mids de una
frontera, existe la alternatibva de generar las estructuras
anteriores pero con la asignacién de una arista puente que une
fronteras separadas y que debe marcarse de alguna forma para no
ser incluida en los algoritmos de despliegue. por ejemplo. Sin
embargo, en la estructura de arlsta-salteada, estos bordes
auxiliares se identifican facilmente comparando fcw y fccw ya que
ocurren dos veces en la misma cara. Un modelo de frontera se
considera vadlido sl éste define la frontera de un ob‘Jéto s6lido
razonable que debe seguir las .pr‘opiedades mencionadas en (2.3),
esto es: el conjunto de caras forma . una piel que encierra un
voltmen; las caras no se intersecan excepto en vértices comunes o
en los bordes; los limites de las caras son poligonos que no se
intersecan asi mismos.

La prlmeba condicién se relaciona con la integridad topolégica del
modelo, la cual puede ser revisada por medios estructurales, por
ejemplo, el hecho de que un borde debe ocurrir dos veces en la
estructura, lo cual se cumple autométicamente con la estructura
arista-salteada. Esta estructura también obliga a que lés caras
cumplan con la regla de Moebius(2.3), manteniendo una definicién
consistente en la orlentacién de las mismas. Sin embargo, la
integridad geométrica de las Gltimas dos condiclones no se puede
revisar directamente por medios estructurales y es necesario la
agignacién de algoritmos de chequed 2 la informacién geométrica
asignada a la topologia del modelo o dejar que el usuario se
responssbilice de la vAlidez geométrica del modelo.



Las definiciones anteriores muestran que una de las desventajas
del modelado de fronteras es su descripcién, que en ocasiones
llega a ser extremadamente compleja para un disefiador. Para
resolver este problema, es conveniente proporcionar mecanismos de
entrada que faciliten el disefio, por ejemplo, lenguajJes basados en
representaciones CSG, y posteriormente reallizar la generaclién del

modelo a partir de estas definiclones.

Una ventaja directa de los modelos de frontera es la definicién
explicita del modelo, comparada con otros esquemas de
representacién, debido a que proporclopa un acceso mucho més
directo a la informcién de caras, aristas y vértices, lo cual, en
ambientes CSG, por ejemplo, requiere de una evaluacién.

El poder expresivo de los esquenas B-rep depende de la seleccién
de superficies que se mantengan, y no tienen que limitarse
unicamente a espaclbs medios; la validez es dificil de determinar
como se menclioné anteriormente, esto es, la integridad topoloégica
que se tiene resuelta en un alto porcentaje, pero la integridad
geométrica réquieré de algoritmos de chequeo més Intensos; los
modelos validos. no pérmiten ambiguedad de s6lidos pero no son
unicos; los lenguajes de descripcién deben basarse en métodos de
descripcién alternativos; los modelos de obJjetos pueden ser muy
grandes, especialmente cuando las fronteras son curvas y deben
representarse mediante poliedros; la cerradura bajo operadores
booleanos puede evaluarse mediante férmulas de Euler; los modelos
B-rep son Gtlles para la representacién grafica de la informacién,

no asil los algoritmos de andlisis.

2.3.3.4 Modeladores Hibridos

De los modeladores mencionados anteriormente, ninguno tiene todas
las ventajas sobre los demas. Los modeladores por descomposicién

son los mas simples y adecuacios para algoritmos numéricos pero




recuieren grandes volumenes de informecién, y le definicidén de un
objeto es extremadamente complejs exceptuando el caso cuando se
tiene la informacién ya digitalizada; los modelos constructivos
son mAs conclisos, pero los algoritmos de despliégue o de anélisis
son log m4s lentos, por lo cual se emplean métcdos de traduccién a
otros esquemas; los B-rep son uUtlles para una representacién
grafica y en particular la representacién poligonal es adecuada
para algoritmos de andlisis s1 el numero de poligoncs es
aceptable, pero su definicién se torna extremadamente laboricsa y
en ocasiones dificll, por 1lo cual se reqgulere de técnicas
alternativas para su descripcién.

Asi se observa que el disefic de un anbiente hibrido tiene la
posibilidad de generar un esquema superior a cualquler
aproximacién que trabaje sola. Un modelador hibrido es capaz de
soportar varias representaciones coexistentes de s6lidos y tomar
los elementos més adecuados de cada una de ellas para las diversas
tareas de modelado, 1o cual debe Iimpiicar la existencia de
algoritmos de conversion entre cada esquema de modelado. .
Este fenémeno sucede de manera indirecta durante la elaboracién de
un modelador geométrico, ya sea en las estructuras de datos, en
los algoritmos de endlisis, de reallsmo o de combinacién de
‘entidades y resulta claro que ésta es una tendencia en la

modelecion geométrica.
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ESQUEMAS DE REPRESENTACION PARA SUPERFICIES DE FORMA LIBRE

En el capitulo II, se menciona el hecho dev modelar séllidos ya
sea a través de representaciones que enumeran conjuntos de puntos
en Ea o mediante la identificacién de tales espacios por un
conjunto de superficles poligonales queA los limiten.

Tales esquemas s6lo consideran la modelacién de objetos donde las
superficles que representan a las fronteras mantienen una
descripcién blen conoclda -cuéddricas-, pero d:jan entrever la
posibilidad de modelar formas irregulares(2.2) que representen la
superficlie del objeto, incrementando asi, la cobertura geométrica
del modelador.

Desafortunadamente, el tratamiento de una cuadrica no se aplica
eficientemente a una forma libre, pero si existe el proceso
contrario[14]{15](16]. Existe la posibilidad de aproximar formas
libres medlante poligonos planos, pero las técnicas poligonales
generalmente crean imfgenes que pueden objetarse a simple vista,
nin cuando se apliquen algoritmos de luminlcencla completos,
ademds de que los modelos poligonales requieren de una gran
cantidad de Iinformacién para su almacenamiento y su resolucién
puede ser limitada, situacién que no sucede con las técnicas de
modelado de superficies ~1libres donde el almacenamiento de la
superficle es mucho menor y se puede computar la superficle al
grado de resolucién deseada en funclén de la situacién partichlar.
Las representaciones que se consideran estdn basadas en el
concepto de parametrizacién y descomposiclén por segmentos cuyas
ventajas se indican en (2.2). ,
En los esquemas de representacién, se consldera que un segmento de
superficile o curva @ se construye en base a un vector de datos
conocidos llamado P, siendo en ocasiones que P y @ solo coincidan
en algunoé datos sl ambos representan informacién vectorial(fig

3.1).
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SUPERFICIE Q Y LOS VERTICES

Fig. 3.2 SUPERFICIE BILINEAL.
OBSERVESE LAS FRONTERAS CURVAS
QUE BIEN PUEDEN SER CUALQUIER
SPLINE

Fig. 3.3 SUPERFICIE REGLADA ENTRE
P(U.0) Y P(U.1)

Fig. 3.1 RELACION ENTRE LA |




F.5 Suvrperficlen Ellincales

Este es quiza 21 caso méz zimple cde surzrlicies. lo quez we dzsea
=8 construlr una funcién bivarizda ¢ superficie bdilineal Q(u,vw),
dorde los parémetross u,v varien =2n el rango de {o,:1,
provorcionando asi el puato de coordenndas
[Ox(u, ), Qv(u,w),Qz(u,w)] para a1 cesn 2D.

Dedo el conjunto dez vectores de poricién P={Poco Pc1 Fio P11} en
lag esquinzs que limitan e iz superficle deseeda Q, la sigulente

expresidn genera la Interoolacién lineel:

Q(u, w)=Pco(1-u) (1-w)+Ps1 (1-u)w+Prou( 1-w)+P11uw,
que corresponde a:

Q(u,w)={{1-u) u) [ Peo Po1] | i-w
Pio P11 l_ w

Debz cbservarse que Q en los extremos d: la peremetrizacién es
exsctamente 1lgual a P en los puntos conocidos, esto es,
Pe=Q(C,0), FPe1=Q(0,1), P10=Q(1,0) y P11=Q(1,1)(f19 3.2).

Estea expresién se extiende a tres dimensiones, bajo la sigulente

representacién compacta:

Q(x(u,w) y(u,w) z(u,«))= UP ,

donde Q es el vector cde posiclén de le superficie, P e3 la matriz

de vectores de posicilén de les esqulinas conocldas y U esta dadz

por:
Us[(1-u) {1-u)w u(1-w) uwl.

3.2 Superliclies regladan

Una superficlie regladal{15] se genera por una familia de linesas

rectas ¥ re expresa en forma general por:

»

Q{u,w) = ro(u)+w(u) ,
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donde rO(u) es un punto dado sobre la linea cuyo parametro es u y
n(u) es su vector de direccién. El parémetro w proporcid‘na la
distancia de rO(u) hasta el punto r(u,w).

Otra alternativa para obtener una superficie reglada asume la
existencia de dos curvas Puo y Pul que se mantienen en los lados
opuestos del plano u,w parametrizado. De esta forma, la superfibie

Q(u,w) esta dada por:

Q(u, w)=Puwo(1~w)+Puiw .

Es posible realizar la generacién de la superficlie complementaria
sl se agregan las dos fronteras Pow y Piv bajo la interpolacién

expresada por
Q(u, w)=Pow(1-u)+P1iwu

Debe observarse que nuevamente Q y P son iguales en los puntos
extremos de la representacién paramétrica, pero se presenta la
ventaja de permiti’r'la déf‘iniéién de fronteras curvas, con lo cual’
se incremenf.a _l,& cobertura geométrica de esta clase de generadores
de superficie_éii‘nﬁ. 3.3). Ahora blen, aunque es posible definir las
cuatro fronteras de una superficie, la interpolacién resultante no

es la suma de ambas interpolaciones.

3.3 Superficies lineales de Coons

Sean Pw, Put, Pow, Piv las cuatro curvas que limitan a ‘una
superficie. Si se desea obtener una expresién que las interpole,
no es suficiente con aplicar la suma de dos _superﬂcyies regladas,
cuya expresién esta dada por :

Q(u, w)=Puw(1-w)+Putw+Pow(1-u)+Piwu ,

la cual, valuada en posiciones conocidas genera las siguientes
expresiones :

Q(O0, w)=Poo( 1-w) +Po1w+Pow
Q(0,0)=2Poo ,
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las cuales no cumplen con la condicién de que P y ¢ deben ser
fguales en los puntos extremos de parametrizacién. Esta situacién
se corrige eliminando la contribucién extra que se genera por los

puntos extremos{17], obteniendose :

Q(u, w)=Puo( 1-w)+Puiw+Pow(1-u)+P1wu-
Poo(1-u) (1~w)-Po1(1-u)w~
Piou(1-w)-P1iuw .

revisando en los extremos se verifica que

Q(u, 0)=Pwo
Q(u. 1)=Puy
Q(0, w)=Pow
Q(1, w)=Piw ,

lo que implica una correcta interpolacion de las fronteras del
segmento de superficie.

Esta superficie es el caso mas simple de les superficlies de Coons.
Las funcioﬁes u, (1-u), (1-w), v se denominan funciones de
suavizacidn porque zu efecto es susvizar, de manera conjunta, las
cuatro curvas de frontera que se mantienen separadas para generar

una sola superficletrig 3.4).

3.4 Superficic gencralizada de Coons

S1 en las superficlies linemles de Coons se resmplaza el conjunto
de funciones de suavizacién {(1-u),u,(1-w),w} por el conjunto de
funciones {BO.O(u).ﬁ;O_v._l(.u).BO.O(H).,BO.l(w)} respect lvamente donde
£0,0(0)=1, B0.0(I)=0. £0,1(0)=0, £0,1(1)=1 , se genera la misma
superficle lvntér_pc'alalda” rara las cuairo curves en la frontera.

Aaf, las funcliones del tipo Br,1{u), cumplen 1la funcién de
suavizer las condiclones de frontera para formar la superficie. En
elles, la r indica gue la funcién de guavizacién esta influenclada
por una funcién univarieda que reprezenta alguna condicldn de
derivada en las fronteras de orden r. Asi, la derivada cero,
interpretada como continuided de posiclén, se especifica por r=o,
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. 3.4 SUPERFICIE LINEALIZADA DE COONS. EN ESTE CASO
. UNA INTERPOLACION ENTRE CUATRO CURVAS FRONTERA

/ »{U.1)

W=l

W=0

U=g U=y
Ng. 3. 8 INFLUENCIA DE LA FUNCION DE SUAVIZACION B01(W)
SOBRE EL CUADRO NORMALIZADO UW. ESTA FUNCION SUAVIZA LA
CURVA W=1=P(U,1)

Ve

Fig. 3.6 SUPERFICIE GENERALIZADA
DE COONS. LOS DISCONTINUIDADES |
SON LAS DERIVADAS PARCIALES HACIA |
~  AMBOS LADOS EN LAS ESQUINAS. L0S |
' VECTORES CONTINUOS SON LAS
PRIMERAS DERIVADAS EN LAS
ESQUINAS




r=1 para tangentes, ¥ r=2 para curvatura, etc.

El indice 1 indica la posicidn, mocbre el cuadrado uniterio uw, de
la funcién que es Influenciada por la funcién de suavizacién
Br,t{u). En generel, se considera u=ui. De esta forma, g£0,1(v) es
la funcién de suavizaclén que Infiuye la curva Pul (fig 3.8).
vuando se especifica un sezmento de superficle solarmente por sus
limites, 1las funclones de suesvizacién deben satisfacer Ila
condicién pB0,1(J)=31) , donde &8i) es la celta daz Kronecker que

satisface lo sligulente :

511 = 1 gl =)

&1y = 0 sl 1#) .
Es posible elegir dentro de un rango muy amplio de funciones
B, 31(u) que satisfagan 1las condiciones anteriores, eaunque
normalmente las funciones elegidas son furclones continuas, por
ejemplo, BO,'O(u)'cosz(l/a) u ﬂO,.l(u)-senz(ula) u.
S1 sustituimos las funclones geners.llzadas-de suavizecién dentro
de la representacién de supefficies lineales de Coons, se obtlene

la siguiente expresién :

1 1 1 1
Q(u, v)=F Piv-p0,1(u)+f Puy BO,s(v)-L T P1j 80,1(u)po, s(v) ,
1=0 j=0 ' i=0 j=0
que renresenta une superficle més soflisticada pero que solo
mantiene continuidad de posicién entre segmentos de superficie,
indicado por el parametro r=0.

Las superficlies de Coons pueden construirse para satisfacer
condiciones en la frontera de mayor orden (r>0). Supongasel que se
deses satlisfacer derivadas de oi‘den m en u=ui y orden nj en v=vi,
Los datos que definen la superficle seran las sigulentes funclones

de frontera :

P, v) Osrsm,

P*%(u,)) O sesn,
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¥y las correspondientes funciones de suavizacién serén

Br,1(u) y Bs,)(v) ,

las cuales mantienen las propiedades :

Bf.l(uk)-spr *3ix para OSpsm ,

ai.j(uk)msm * 3)x para Os p s nj ,
que finalmente permiten mostrar la ecuacién de la superficie como:

1 m 0. 1 nj 0
Q(u,v)=f TP (1,v)Br,1(u)+] T P7""(u, 3)Bs,3(v) -
{=0 r=0 j=0 =0

1- 1 m n

J
T T I TP Gi,y)Bri(u)Bs,s(v) ,
120 J=0 r=0 s=0

que representa la forma mids general de la superficle de Coons (rig
3.8). Manejando resticcliones en esta formulacién es posible llegar
& las expresiones vistas en parrafos nnterlor;es, por ejemplo,
revisar la expresién de la superficie bicdbica.

3.8 Superficles bicdbicas

Una de las descripciones més Gtiles de un segmento de superficie
utiliza representaciones paramétricas cdbicas para los bordes Pwo,
Pui, Pow y Piv, asi como para las funciones de suavizacién.

El polinomio cdbico peramétrizado de una curva .se representa por
la expresién :

P(t)=B1+Bat+Bat 2+Bat> (3.5.1),

donde el rango dg la parametrizacién normalmente se expresa de 0 a
1 y P(t) representa la posicién vectorial de la curva para un
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valor del especlflcb del paréametro t. Para generar la superficie,
el paradmetro toma el valor u para un par de bordes y w para el
otro par. Es claro que la solucién de P(t) requiere la obtencién
de los coeficientes Bi, los cuales se obtienen aprovechando las
condiciones en las fronteras asi como la primera derivada de P(t)

la cual es :

P’ (t)=B2+2Bat+3Bat? .
Evaluando en las fronteras se obtiene :

P(0)=B1
P(1)=B1+B2+B3+B4
P’ (0)=B2

P' (1)=B2+2B3+3B4 ,

que puede representarse matricialmente como :
P - m []

donde M es la nat,rl’z de coeficlentes asociados a las B's y B es 1a
matriz de B’'s, de donde :

B=M'p .

Sustituyendg B en (3.5.1) se tiene la expiesién

P(u)=F1(u)P(0)+F2(u)P(1)+F5(u)P’ (0)+Fa(u)P’ (1) (3.8.2),
donde
[F1(t) Fa(t) Fa(t) Fe(t)l = (t° t2t 13 [ 2 -2 1 1
‘ «J 3 -2 ~1
0 01 0
1 0 0O

De esa forma, las funciones Fi(t) se consideran funciones de
suavizacién que actdan sobre la informacién vectorial P(0) P(1)
P'(0) P'(1) y en conjunto con ésta, generan una curva continua.

En el caso de un segmento b!pﬁblco.' se genqbu una superficlie que
satisfaga condiciones, primero para las fronteras donde u=0 y u=1,
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y posteriormente eh’ las fronteras w=0 y w=1, para flnalmente
realizar una combinacién de ambas agregando o eliminando la
informacion necesaria final para cumplir con la condicion Q=P
(3.1).

Se requiere la siguiente notacién para continuar:

P*(u) = 8°P(u)/8%u ,
P(ul) = 38*P(u)/38"u para u=ui ,

de manera similar :

P P (u,w)= 8*'® P(u,w)/8usw" . para u=ul y w=w) ,

Las superficies regladas que satisfagen las condiclones de

frontera a lo largo de u y w son :

Q(u, w)u=P(0 w) (1-3u®+2y°)+P(1, w (3u2-2ua +
Pg b(0,w)(u-2u¥+ua)+P1 &(l.w)(-u;+u?)

Y

Q(u, W)w=P({u,0) (1-3w2+2y ) +P(u, 1) (3w--2w" )+
pi b (4,0) (w-2w2+w’)+P! 3(".1)("\4;"'“3)

respectivamente.

Como en el caso de la superficie bilineal, una combinacién simple
de las dos superficies anteriores no cumple con la condicién Q=P, -
lo cual se corrige por el decremento en la aportacién de
componentes en los extremos de las superficles, esto es, las
esquinas de la superficie se incluirian dos veces con una simple
suma de los reéultados lo cual produce una doble inclusidn de 1la
informacion de los vectores tangentes y los términos de derivada
cruzada (vectores de giro). )

Restando estas aportaciones a Q(u,w)utQ(u,v)w se obtiene la
representacién final de un segmento de superficie bicdbica :




et P(1.0) ™~
r o

3.7a INFORMACION VECTORIAL DE UN SEGMENTO BICUBICO
CORRESPONDIENTE A LA MATRIZ P

) ALTERACION POR MAGNITUD DE VECTOR TANGENTE
iB AL'!'ERACION POR DIRECCION DE VECTOR TANGENTE

C) ALTERACION POR VECTOR DE GIRO. EN ESTE ULTIMO CASO LA
OSICION INDICADA MUESTRA CUANDO EXISTE EL VECTOR DE GIRO.

Fig. 3.8 LAS CURVAS DE FERGUSON O DE
HERMITE SE CONTROLAN POR POSICION Y
_/ VECTOR TANGENTE. A LA IZQUIERDA LA CURVA

INCREMENTA SU PLENITUD EN FUNCION A LA
2 MAGNITUD DEL VECTOR TANGENTE. ARRIBA SE
P (0) p'(1) MUESTRA UNA CURVA CON INFLEXION.



Qu, w)=[Fi(u)] P(0,0) P(0,1) P‘;:(o 0) (o 1] [Fi(w)’
1=1,...,4 ng 0) P{3,1) 1(1,0) P (1 )] |Fz(w)

(0,0) P, (0,1) P (o 0) u(o )| |Fatw)
‘(10)? (1,1) P''(1,00 P'(1, 1] {Fe(w)|

que es equivalente a la sigulente representaci6én matricial :

Qlu,w=lu® P u1l Mp M v VP 117,

donde M se define en (3.5) y P la matriz de P (u,w) y P(u,w).

Asi, Q(u,w) queda definido por las funciones de suavizacién Fi(u),
cuatro fronteras cublicas, cuatro vectores que definen las esquinas
del segmento, ocho vectores tangentes distribuidos en las esquinas
y cuatro vectores de giro también en las esquinas.

La informacién en las esquinas del segmento Q(u,v) se visualiza en

forma natural bajo la sigulente nctacién :

Coordenadas de las vectores tangentes a w
P= Esqulnas '

vectores tangentes a u vectores de giro '

de tal forma que P controla la forma del segmento de superflicle
(F1g 3.7a) (fig 3.7b). | |

El segmento bicdblco, aunque es altamente Gtil, presenta 1la
desventaja de tener que proporcionar directamente el contenido de -
la matriz P, cuyos valores pueden diferir en diversos ordenes de
magnitud y en donde la combinacién adecuada de estos, para obtener
un resultado deseado, resulta ser una operacién en extremo
laborlosa, situacién que, dentro de un amblente de CAD, no es

poslible aceptar.

3.8 Segmentos de Ferguson o de Hermite

Estos segmentos son una simplificacién a los segmentos bicdbicos

considerando los vectores de giro igual a cero. Solamente es




posible mantener contlnuidad de primer orden en las fronteras de
un segmento de esta naturaleza, debido a que la superficie esta
restringida a dejar en cero 1las derivadas cruzadas de las
esquinas, lo cual genera superflicies con menor suavidad para
algunas aplicaciones[6}. ,

¥n el caso bidimensional, un segmento de curva puede desarrollarse
de la siguiente formal[7], basandose en el mismo desarrollo de

(3.5) bajo una curva paramétrica cubica :

r(t) = ao +art+aztZ+ast’® oS t S 1 (3.6.1),

que evaluada en los extremos del parametro t proporciona las

gigulentes relaciones :

ri(1)

r(0) = ao
fité) _ tai+ a2+ oas (3.6.2)

ai + 2a2 + 3a3 ,

de las cuales se observa, que de los manejadores (los factores de
los cuales depende directamente la forma resultante), solamente ao
y a1 tienen una significancia geométrica obvia y no seria
razonable solicitar a un disefiador que determinase la forma de una
curva manipulando az y a3, puesto que su efecto no es
intuitivamente predecible.

Si se conoce la informacién de posicién y primera derivada en los
extremos del segmento, ésta se puede emplear para encontrar el
valor de los coeficlentes de r(t) colocando las sigulentes

restricclones :

r(0) = p(0Q)
r{l) = p{l)
r (Q0) = p (0)

ri(1) = pt(1),

(3.8.3)

donde los p(J) y p!(J) son los vectores de posicién y la primera
derivada, respectivamente, en los extremos del segmento.
Resolviendo (3.8.2) con las expresiones definidas bajo (3.6.3) y
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sustituyendo en (3.6.1) se obtlene la expresioén :

r(t) = p(0)[1-3t3+2t3]+p(1)[3t2-2t21+p' (0) [t-2t2+t2]+p (1) [-t 247,
para osts

que equivale a (3.5.2)

Un problema que se presenta con este tipo de formulacién es que,
mientras la significancia geométrica de la direcclién de‘;;(O) y
pl(l) es obvia, no lo es'asi el significado de su magnitud,bla
cual se asocia con el control de la plenitud de la curva. Si la
magnitud de ambos vectores se Incrementa simultaneamente, la
longitud de arco de la curva entre los pﬁntos fijos se incrementa
y el segmento de curva se arquea hacla afuera de la longitud de la
cuerda. De hecho, si la magnitud es suficlentemente grande, se
formard un circuito en la interseccién de las rectas definida por
los vectores extremos (fig 3.8). Algunos sistemas de disefio
restringen al usuario a valores limites de la magnitud para no
causar anomalias en el disefio[27]. Si el incremento en la magnitud
de los vectores tangente se realiza diferencialmente (uno crece
distinto del otro), la curva tenderd a panderasé sigulendo la
direccién del vector de mayor magnitud. Una ventaja de este
sistema es que el numero de grados de libertad para disefiar un
segmento en el caso bidimensional es de dos (la magnitud en cada
extremo del segmento) una vez que la posicién y la direccién de un
segmento ha sido determinado.

En el caso tridimensional, un segmento de Ferguson se define por
la sigulente expresién -

r{u,w) = [1 u u? ual FQ Fr (1 ww w3]T osu, wsl ,

donde
1 00O
Fw 0 0 1 O
-3 3 -2 -1
2-2 1 1

¥ Q es igual a la matriz P definida para la superficle bictdbica en




P1 U=1

P3
D)

P2

Fig. SUPERFICIE Y CURVA DE BEZIER
OBSERVE EL POLIGONO DE CONTROL
EN CADA CASO. LA CONTINUIDAD EN
LA SUPERFICIE SE LOGRA CON ARRE-
GLOS DE VERTICES DE CONTROL

10 10

05 <05

0 0'6 , 10

e ———
e 5

Fig. 3.10 FUNCIONES BASE DE BERNSTEIN UTILIZADAS EN BEZIER
PARA CINCO VERTICES DE CONTROL ’

T1 T2 T3 T4

1
P2 PN

P1 .
Bl )
B2 Bl K=N-1
B4 BS b
P1 B4
U=0 Umi, Um0 ____ Umi, Um0 __ Umi

Fig. 3.11 COMPONENTES DE UNA CURVA SPLINE



en (3.5). En la formulaclién original de Ferguson, los vectores de
giro se consideran nulos, lo que fisicamente genera reglones
planas cerca de las esquinas de los segmentos de superficle.

Los vectores de giro solamente afectan la parte interlor de la

superficiel[7].

3.7 Segmentos de Bezier

En los formulaciones anteriores para el disefio de segmentos de
curva y superficle, el disefiador especifica informacién vectorial
explicita, lo cual, en ocaslones puede resultar extremadamente
dificil, mAs adn, cuando no se tiene una experiencia en el &rea.
Es asi que el uso de los manejadores(3.6) requiere dedicacién con
objeto de formarse una ldea sobre su significado fisico.

Bezler, nombre que refliere a su autor, solucliona algunas de estas
gituaciones y puede expresarse en funcién de los elementos de un
segmento bicuibico(3.5) conviniendo su anAlisis primero, sobre
segmentos de curva Yy posteriormente su representacién
tridimensional. |

Las primeras 1ldeas que deben mencionarse sobre Bezler, se
refieren, primero, a que no es una técnica de‘interpolaéiéh (no
toca a todos los vertices-que Aefinen la forma) sino de aJjuste,
esto es, toma como base una serie de vértices, de los cuales solo
toca al primero y al Gltimo y aproxima a los demés; permite una
relacién mds cercana entre la entrada de informacién (vértices de
control) y la salida (la curva) y, finalmente, su base matematica
es polinomial (fig 3.9).

Su base, los polinbmios de Bernstein, estd4 dada por la siguente

expresioén :
Ina(t) = (Me'a-0)™, (3.7.1)

donde
(1) = np/1h(n-1)y




en la cual, n es el grado del polinomio e i1 es ¢l vértice
particular sobre el cual se indexa (de O a n). En gereral, un

polinomio de grado n se especifica por n+1 vértices de control.

Los puntos de la curva se encuentran evaluando la expresién :

P(t)= ¥ P1Jn,1(t) osts1 , (3.7.2)
1=0

donde Pi1 especifica los vertices de control.
Observe que :
Jn,0(0)=Jn,n(1)=1 ,

lo que permite que P(0)=Po y P(1)=Pn, también que el méximo valor

de la funcién se da en t=1/n.

La r-ésima derivada en los extremcs de esta formulacién estéd dada

por lo sigulente :

| o .
P'(0)= [nt/én-r)1] £ (-1 ()P,
1=0

r .
P'(1)= [n!/(n-r)1) T (-1)° (O)Pn=s
i=0

asi, la primera derivada en los puntos extremos estéd dada por
P’ (0) = n(P1 - Po) , (3.7.3)

P'(1) = n(Pn - Pn-1) , (3.7.4)

lo cual dice que el vector tangente al iniclo y al final de la
curva sigue la direccién de los segmentos iniclal y final del
poligono de control, por lo cual, la curva es tangente a estos

segmentos.

La segundea deriveds, evaluada en los extremos, esta dada por :
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P’ (0)
P”(l)

n(n-1) (Po-2P1+P2) (3.7.5) ,
n(n~1) (Pn ~2Pn-1+Pn-2) (3.7.8) ,

woH

Esta formulacién indica que la segunda derivada en 10s puntos
inicial y final depende de los dos segmentos mas cercanos para
cada caso, o de los tres vértices mas cercanos. En general, las
r-¢simas derivadas en los extremos dependen del punto extremo

correspondiente y los r vértices vecinos.
Condiciones de continuidad

Sean P y Q dos segmentos Bezler, donde el primero estad formado de
Pi vértices y es de grado n, y el segundc se forma por Qi vértices
y es de grado m. La continuidad de primera derivada en el vértice
de unién se obtiene cuando

P’ (1) = aQ’ (0) (3.7.7),

donde a es un escalar. Usando (3.7.3) y (3.7.4) en (3.7.7) se
genera :

Q1-Qo = (E) (Pn=-Pn-1) (3.7.8)

Como Qo debe ser igual a Pn, el final de un segmento es igual a la
pendiente de iniclo del sigulente segmento cuando los vértices Qi,
Pn y Pn-1 son coliﬁeales. Para un caso particular de dos segmentos
de Bezler cubicos, (n=m=3), donde el vector tangente es igual en
magnitud y direccién en la unién de los segmentos, se tiene que la

ecuacion (3.7.8) es la sigulente :

Q1-Qo = P3-P2 = Q1-P3 (3.7.9),

asi,
Q1+P2 = 2P3 (3.7.10),

lo que implica que P3 es el punto medio del segmento P2Qi1. Debe
observarse que para mantener continuidad de primera derivada, solo
es necesario que P3 esté sobre el segmento P2Qi. Para las mismas:

curvas Q y P anterijores, la continuidad de segunda derivada esta

dada por :
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m(m-1)(Qo-2Q1+Q2) = n(n-1)(Pn-2-~2Pn-1+Pn) (3.7.11).

Representacién Tridimensional

Esta mantiene los mismos principlos del caso bldimensional, pero
ahora generando la superficle sobre una malla de control, que para

el caso bicubico es de 4x4 bajo la sigulente representacién :

P(u,v) = [(1-u®) 3(1-w)%u 3(1-w? W®) [B) [ (1-v)? (3.7.12),
3(1—v)2;
Sgl—v)v
v

donde B = | B11 Bi2 B13 B14

B21 B2z B23 Bas

B31 B32 B33 B3t

Ba1 B42 Ba3 Bas
El tensor B define los vértices de control del poligono de control
y, de manera similar al caso bidimensional, solamente ias‘esqulnas‘
(B11,B14,B41,B44) forman parte de 1la superficie generada. El
vector tangente'queda definido por los vértices externos, y asi,
por eJjemplo, Bi1 y Bi2 definen la pendiente de la curva v=0, la
cual parte de Bii. Los vértices internos a la malla de control.
definen el giro de la superficle en las esquinas (los vectores de
giro son funciones de los vértices internos(15] para el caso de
Bezler), lo que permiﬁe generar funciones més suaves en las
esquinas y eliminar los problemas generados por la formulaclén de
Ferguson al considerar los vectores de giro igual a O.
Bezler puede representarse en forma de prdducto carteslano de la

sigulente forma :

n »n
Q(u,v) = ¥ T Bier,3e1 Jn,1(u) Km,j(v) (3.7.13),

120 }=0
donde Jn,t(u) = ("‘)u'(I—u)"" (3.7.14)
y Ka,)(v) = (.j)vJ(I-v)"" »
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m Yy n son un nimero menor que el nimero de vértices en la
direccién v y en la direccién u respectivamente.

Eﬁ el caso de desear una composicién de segmentos Bezler, es
necesario que éstos mantengan una frontera comin de vértices de
control y que el plano tangente del primer segwento sobre u=l
coincida con el del segundo segmento en u=0 para toda v tal que
Osvs], y asi, la normal a la superficle se mantlene .cont;nua en
toda la frontera (fig 3.9).

Los segmentos Bezler son susceptibles al movimlento de un vért‘ice
pues se altera completamante la forma, esto es, su control local
es restringido debido a la forma de su base polinomial (rig 3.10),
También se observa que las funciones escalares Jn,i(u) y Km,j(v)
dependen del nimero de vértices de control, lo cual puede ser
indeseable sl se desea reallzar una superficle que cubra un
poligono relativamente grande. En est;.a formulacién, sl se desea
obtener una mayor continuidad 'entre segmentoé , ©8 necesario
aumentar el grado de la formulacién, lo cual acarrea nuevamente
problemas de oscilacion.

3.8 Splines

Un spline es una curva polinomial generada por segmentos de M
K con continuldad de derivadas de orden K-1 en las uniones de los
segmentos{28]. E1 valor del parémetro que corresponde a los
extremos de un segmento spline se les denomina nudos (fig a.u).?:_;'
Asi, por ejemplo, un spline cibico mantiene continuidad de se‘u&h“ :
derivada en la unién de sus segmentos. . '

El término spline proviene de la analogia con una herramienta de
dibujo, normalmente de metal delgado o de madera, la cual se
‘tuerce elésticamente para pasar por algunos puntos de restriccién.
La curva generada por el spline fisico es aquella que minimiza su
energia de tensién interna, que .ekpresado natemiticamente, o8 la
curva cuya curvatura cuadrada media es minima y en ese sentido
ésta es la curva mis suave que pasa a través de los puntos f1ijos
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de restriccién. En términos de coordenadas cartesianas, la curva
de minima energia es aquella que minimiza la sigulente 1ntegra}

entre dos puntos :

V2 ,2.8/2
J' z"%ax 7 (1420 (3:8.1). .

S1 se asume que z'<«< 1, la minimizacién es sobre J‘z"2 dx cuya
solucién es una funcién cubica por segmentos, continua hasta su
segunda. derivada, que ¢umple perfectamente con la definicién de
spline, en este caso ctbico, y de ahf la importancia 'de‘ losi
splines y en particular de los cibicos. 2’ puede manejarse como
pequefia realizando un cambio de sistém de referencia sobre z,
manteniendo un sistema local sobre cada posicién de 1a curva{18].
En la practica, se emplean los splines de grados pequefios (33)
para genérar curvas que suavicen a los puntos especificados. Su
empleo con polinonibs de bajo grado reduce loé requerimientos de
computacién y reduce la inestabilidad numérica que surge con las
curvas de grados altos. Sin embargo, ya que los polinomios de
grados pequefios no pueden unir una serie arbitraria de puntos, se
requiere entonces segmentos polinomlales adyacentes. Los Splines"
clibicos poseen la ventaja de ser las curvas espaclales de menor
grado que permiten un punto de infléxién y tienen la habilided de
rotar en el espaclo. La ecuacidén de un segmento de spline cGbico
en términos de un pardmetro t es la sigulente :

4 1-1
P(t) = T Bit tistste (3.8.2),
=1

donde P(t) = [ x(t) y(t) z(t) ] .

Expendiendo la expresién anterlior se genera :

P(t) = Bi+Bzt +Bot2+Bat’® (3.8.3)

Si la informacién que se conoce’ es la posicién y primera derivada
en los extremos del segmento, se pueae forzar a que vla curva pase
por estos extremos con la tangente determinada. Si la curva varia



en [ti..tz2], las restricciones se establecen por las sigulentes

igualdades, donde ti=0 :

P(0) = P1; P(t2) = P2 (3.8.4),

dP = P
dt |t=0 ’

dP = P’
dt |t=t2

Evaluando (3.8.3) en los extremos y considerando las condiciones
1 (3.8.4), se generan las expreslones de las cuales se qbtienen los

coeficlientes B: :

P(0) = F1 = P1 (3.8.5),

4
' - - i-
Bz = P l}_:1(111)t 231.| t=0 .

. _
P(t2) = ¥ Bit'™?'|. = Bi+Bat2+Bat5+Bat3 ,
t=t2

dP |. =T (1-1)t'"%B1 = Be+2Bat2+3Bat¥ ,
dt |t=tz ‘
% y se encuentra Ba y Bs :
3(P2 - P1) 2P'1 P’'2
B3 = - - ,
t2 'tz t2

» Be = 2(P1 - P2) . P'1 . P'2

; t3 1% t3

Asi, la forma del spline la determinan la posicién de los vértices

. finales y la derivada en los mismos, f1jando asi; la forma de la

curva.

Sustituyendo los Bi en (3.8.3) se obtlene la expresién que
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representa un spline cubico :

P(t) = P1+Pit+[3(P2-P1)/t3-(2P1/t2)-(P2/t2) 1t %+
[2(P1-P2)/t3+P1/t 3+P2/t 312 . (3.8.8)

Esta expresiétn se generaliza para dos segmentos adyacentes Px(t) y
Px+1(t), donde 1sksn-2 y n es el numero de vértices sobre los

cuales la curva debe pasar :

Pr(t) = Pr+Pkt+[3(Px+1-Px)/t8-(2Px/ta)-(Prs1/ta) 1t3+
[2(Pk-Pks1)/t3+Pr/t 3+Prs1 /e8]t (3.8.7),

Pee1(t) = Px+i+Px+1t+[3(Pks2-Px+1)/t3-(2Px+1/t3)~(Pre2/t3) 1t >+
[2(Px+1-Prs2)/t3+Px+1/t54Pka2/t 5t °  (3.8.8),

donde se asume que la variacioén del parametro t es Ostst2z para el
primer segmento, Ostst3 para el segundo, etc.

Debe observarse que en la unién de los segmentos, el vértice Pues,
no se tiene especificada la informacién de primera derivada, la
cual se encuentra desarrollando la segunda derivada o {gualandolia
en las uniones.

La segunda derivada del spline esta dada por :

Pr(t) = § (1-1)(1-2)Bit"' ™7 taststz  (3.8.9).

Evaluando la segunda derivada en el extremo final, donde t=ta, del
primer segmento, se obtiene :

Pr'= BBat2+2B3 . (3.8.10),
y al principlo del segundo segmento, donde t=0, se tiene

Prr=2B3 . ' (3.8.11)

Igualando las ' dos condiclones anteriores que representan 1la
condicién de segunda derivada en la unién de los segmentos y
agrupando térainos, se tiene :



taP1+2(ta+t 2)P2+t2Pa=[3/(tzts) 1 [t5(Pa-P2)+t5(P2-P1)] (3.8.12),

igualdad que se generaliza para n segmentos de un spline cubico.
Observe que en la lgualdad de términos, cada Bs se refiere a su
segmento correspondiente, por lo cual, B3 en (3.8.10) y (3.8.11)
es diferente. Matricialmente la condicién anterior se representa

de la siguiente forma : (3.8.13°

" k3 2(tz+t3) tz2 0 1[Pi] = [(3/(t2ta)1(t5(Pa-P2)+t5(P2-F1) ]
0 ta 2(ta+ts) ta 0 ||Pz [(3/(t3te) ] [t3(Pa-P3)+t5(Pa-P2)]

0 0O ts 2(ta+ts) ta P3

0O 0 O . Pn a

b 4 L e -

a= [3/(tn-1tn)][tg-1(Pn-Pn—!)+tn(Pn-1-Pn-2)],

en donde P; y Pn son vectores conocldos, al 1gual que todos los
vectores de poslcién Pt y el valor de las tj, .quedando por
determinar el valor de las derivadas Iinternas Pé a P;\-l. las
cuales se localizan r‘esol.viendo el sistema (3.8.13). Asi, los
vectores Iinternos resultan de una condicién de continuidad de
segunda derivada y el disefiador no necesita especificarlos. Con
estos vectores se calculan los coeficientes Bi empleando las
relaciones (3.8.5) y finalmente se procede a calcular éada uno de

los segmentos del spline mediante la expresién (3.8.3)

Una ultima consideracién debe realizarse con respecto a la
variacioén del parametro t, el cual puede normalizarse a un rango
[0..1] para todos los arcos del spline. Esta normalizacién
aplicada en (3.8.13), con un arreglo algebraico por renglén,
conduce a la representacién sigulente (nota 0->t2, 0->t3, o0->t4,

0->t5)
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Fig. 3.12 SPLINES BAJO DIVER3AS CONDICIONES EN SUS EXTREMOS
/
I
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Fig. 3.13 SPLINE CUBICO SOBRE UN NUMERO FINITO DE ARCOS
QUE SE EMPLEA PARA FORMAR LAS FUNCIONES BASE DE LOS B-splines

4.

Fg. 3.14 ALTERACION LOCAL DE UNA CURVA B-spline MEDIANTE EL
- MOVIMIENTO DE UN VERTICE V

Fig. 3.15 AGREGACION DE DISCONTINUIDAD CONTROLADA EN UN VERTICE
DE UNA CURVA B-spline MEDIANTE MULTIPLICIDAD



r4100. . .1[P2] = [ 3(Pa-P1)-P1 ]

14100, .|| Pa 3(P4-P2) )

014100 . 3(Ps-Pa) (3.8.14)
. 01 4)[Pa-1] | 3(Pa-Pn-2)-Pn |

Para el caso cibico, los coeflclentes Bi pueden expresarse como

B =[ 2-2 1 17[Px ]
Ba -3 3 -2 -1 Pk+1 (3.8.15)

B2 0 01 O |} Px

Bi] | 1 0 0 0] Pra] 1 sk

Condicién en los extremos

Las cxpnsioneé (3.8.4) y (3.8.5) establecen las condiciones en
los extremos de un spline, pero son susceptibles de modificarse en
funcién a necesidades especificas de un problema. (3.8.4) y
(3.8.8) se conocen como las condl(:lones de f1ijacién -’clamped’-.
~ Otras condlcionel son, por eJenplo. la natural o relajada, cuando
a%p/d®t=0 se aplica a los arcos inicial y final del lpllne
completo en los valores de parametrizacién t=0 y t=ta, lo cual
produce alteracilbn de continuidad de curvatura en las fronteras
del spline. También puede ser Gtil que elb spline sea ciclico para
disefiar curvas cerradas, en cuyo caso pueden considerarse las
- condiclones

PlL(0) = PAitn), o152,

o anticiclico

Pl(0) = Q-P:'-(tn). 0s)1 52,

cada una de las cuales produce variaciones significativas en la

forma de las curves, principalmente al inicio y final de la misma
(f1¢ 3.132).




Una consideracién flnal que debe hacerse con resmecto a los
splines cuibicos se refiere a la existencia de oscllaciones que
eliminan la suavidad de la curva, las cualesvpueden elimioarse
aplicando tensiétn por los extremogs dando inicio a la teoria d:=
splines bajo tensi6on cuye principal objecién es que su formulaciél:
quede expresada en término de funclones exponenciales en‘lugar de
funciones polinomiales, por lo cual eklste un impedimento para su
evaluacién eficiente[291. La oscilacién sucede porque el spline se’
ve influenciado localmente por cada nodo a lo largo de la curva y.
la tercera derlivada se mantiene constante en cada segmento. Las
discontinuidades de 1la tercera ' derivada pueden inducir Ila
- generacién de puntos de inflexlén no deseados sobre la curva y

asi, ayudar a la generacién de oscilaciones.

3.9 B-splines

En los amblientes de Disefio Asistido por Computadora donde se
cuenta con un modelador de superficies, se torna evidente la
necesidad de que este incluya en sus expresiones facilldades para
alterar locﬁlmente las formas. |

La teoria de los splines, como se expone en (3.8), no incluye un
control local de la forma como una de sus cualidades y asi, de
existir una modificacién en un vértice, es necesario recalcular el
spline completo.

Si1 se tiene una base formada por splines que permita generar una
curva o superficlie como una combinacion lineal de sus eleientos.
entonces se estd generando un sistenﬁ de disefio de curvas y
superficies que mantiene las propiedades de los splines y agrega
una nueva dimensién que se traduce en control local.

El primer paso para llegar a un esquema de«esta_naturaleza se
refiere a la generacién de la bese que permita un cdntrol‘lpcal.
S1 consideramos un spline cabico ¢(x), tal que cumpla con las
sigulentes condiciones en sus extremos: '

¢(X)mg? (x)mg*(x) | (3.9.1)



y ademas se expanda sobre tres arcos, entonces se esta forzando a
una curva cuya forma tiene valor cero en los extremos, una
condicién similar a la que mantienen los polinomlos de Bernstein,
pero que sl la analizamos, resulta un spline ¢(x)= O en todo su
intervalo. Si esta misma idea se extiende a un spline cibico que
se expande sobre cuatro arcos, entonces se genera una curva
similar a una campana que asegura tener valores distintos de cero
en el area que cubre (rig 3.13). Si ademAs, a esa curva se le
afiade un segmento de linea de -infinite al extremo lzquierdo y del
extremo . derecho a +infinito entonces se ha generado un spline
cibico sobre un namero infinito de arcos.

Los extremos donde‘la campana se une con los segmentos de linea se
refleren como Xi-¢ y Xi, y la curva resultante se denomina
B-spline o spline fundamental de orden 4 (grado 3). Un B-spline se
dice que es un spline de soporte minimo. donde su soporte es la |
extensién de arcos sobre los cuales es distinto de cero. Debe
observarse que un spline cubico esté'cbmpletamente determinado por
el conjunto de nudos sobre el cual est4d definido y un valor de 2.
De manera m&s general, el B-spline Mai(x) de orden m (o grado m-li
sobre un conjunto de nudos dado es cero excepto éobre los m arcos
sucesivos Xi-a < X < Xi.

Es comin normalizar la amplitud'de los B-splines, y tomando una

propuesta de Cox y Boor[45], se tiene el B-spline normalizado

Nmt(X) = (X1-Xi-n)Mat (X) . (3.8.2)

Una gran ventaja de los B-splines, demostrada por Curry y
Schoenberg(1966) se refiere a que cualquier spline de orden m
sobre un conjunto de nudos Xo, Xl.“..Xn puede ser expresado como
una suma de miltiplos de B-splines definidos sobre el mismo
conjunto de nudos extendido por m~1 nudos adicionales en cada
extremo del rango, elegidos arbitrariamente como
X-m+1, X-n¢2,...,X-1 y Xne#1,...,Xnem1. Es posible conétrulr m+n-1
B-splines sucesivos sobre el conjunto de nudos extendido, cada uno
de los cuales es diferente de cero exactamente sobre = aroos

consecut 1vos.
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Estas condicliones se expresan por medio de la sigulente sumatoria

m+n-1
¢(x) = § CiMmt(x) , (3.9.3)
1=1

donde ¢(x) es un spline de grado (m-1) sobre el conjunto de nudos
original, Mmi(x) es el B-spline sobre el conjunto de nudos
extendido y para el cual es diferente de cero en exactamente
X1-n<X<X1, y Ci son coefliclentes. La expresién (3.9.3) también
puede ser escrita en términos de los B-splines normalizados y
representa un resultado muy Iimportante porque si un spline de
grado m-1 se representa en funclén de B-splines, y se modifica uno
de los coeflclientes Ci, el spline resultante solo se ve afectado
en m arcos slh vaf'lar sus propledades de continuidad, 1lo cual
representa un sistema de alteracién local y el medio para no
recalcular todo el spline bajo la modlflcéclén de un vértice (fig
3.14).

Considérese ahora, con mas detalle, el B-spline cubico normalizado
Nst(u) con su conjunto de nudos wui=1., 1=0,1,...,n uniformes, el
cual es d'ifebente‘ de cero en'el rango 'n-4<ucui,, y asuma que nz3.
La forma mAs conveniente de elegir los nudos en los extremos del
B-spline es u-3=u-2=u-1=0 v"unuzumz.-umam. esto es, 'se tlenen
nudos miltiples en los extremos. Asi, los arcos extra generados
por estos nudos tlenen longltud cero y los nudos extremos se
transforman en nudos de multiplicidad 4. Se puede demostrar que la
inclusién de la multiplicidad en un nudo produce un decremento del
orden de continuldad del spline en ese nudo. De esa forma, |
mientras un spline cibico es continuo hasta su segunda derivada en
un nudo simple-. se transforma en discontinuo en su seéunda
derivada en un nudo doble, discontinuo en su primera derivada en
un nudo triple y discontinuo sobre &1 mismo en un nudo cuadruple
(rig 3.18). Valuando (3.9.3) para el caso cdbico normalizado con

el conjunto de nudos 0,1,2,...,n se obtiene la sigulente expreslén
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n+3
¢(u) = ¥ CiNa1(u) . (3.9.4)
1=1
Si Ci es un vector ri, entonces se obtliene una curva r(u) que los

suaviza y a la cual se denomina curva B-spline, la cual mantiene

las sigulentes propiedades :

n
¥ N4,141(u)=1, Osusn-2 . (3.9.5)
1=0

En el caso particular de u=0, la expresién es :

n
r(0)=} riNe,141(0) , (3.9.8)
1=0
de la cual, la uUnlica funcién diferente de cero para u=0 es Ne,1(0)
y ademas su valor es la unidad, lo que implica que r(0)=ro
Derivando (3.8.5) se obtiene :

n .
L Ne,te1(u) =0, (3.9.7)
10

Desarrollando la sumatoria e igualando los dos dnicos términos wmo, '

se obtliene la relacién :

N¢,1(0) = -Na,2(0) , (3.8.8)
asi como :
. n .
r(0)=} riNs,1+1(0) . (3.9.9)
120

Desarrollando (3.9.8) y considerando (3.8.8) se tiene que :

r(0) = Ne2(0) (r1-ro) (3.9. 10)

Considerando. (3.9.6) y (3.9.10) se deduce que la curva B-spline
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Fig. 3.18 UNA CURVA B-spline DE GRADO M-1
CAE DENTRO DE LA REGION CONVEXA DEFINIDA POR
LOS M VERTICES VECINOS.

m LINEAL; (B) CUADRICO; (C) CUBICO; (D) M=5;
E) 5 <= M &
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. 3.10 VARIACION DE K J ,
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Fig. 3.20 FUNCIONES BASE B-splines PARA CASOS PERIODICOS.

OBSERVESE QUE SON LA MISMA GRAFICA DESPLAZADA.

Fig. 3.18 FUNCIONES
BASE B-splines NO



inicia en ro y su tangente en ese punto sigue la direccliédn
(ri-ro), lo cual recuerda a las curvas de Bezler siguiendo su
poligono de control, aunque los B-splines tienen la ventaja de que
al camblar uno de los vértices solo se produce un camblo en cuatro
arcos sln alterar los demds segmentos de curva. Ademds se poseen
los medios para construir un B-spline cubico que aproxime un
poligono con el numero de aristas deseadas, asegurando la
continuidad de segunda derivada en cualquiera de sus posiclones,
lo cual no puede lograrse con Bezler pues su grado depende del
nGmero de vértices de control, o si se desea .una composicién de
segmentos cubicos, requiere el célculo de vértices Que permitan
asegurar la curvatura, por menclonar solo una situacién con
respecto a los vértices de control. ,

Las curvas B-spline poseen algunas propledades geométricas
interesantes, por ejemplo, cada segmento de curva esta definido
por cuatro vér_t:lces de control, dorde la suma de la base para un
valor u deterninado' es igual a la unidad, por lo cual, para
cualquier u, r(u) es un promedio de los cuatro vértices de control
y el segmento de curva correspondiente debe caer en la cublerta
convexa definida por 1los vértices. Lo anterior se puede
generalizar indicando que para una curva B-spline de grado m-1,
cualquiera de sus puntos cae dentro de la carcaza convexa de los m
vértices veclnos[28] (fig 3.18). Si los cuatro vértices son
colineales, la carcaza convexa es una linea recta y el segmento
correspondiente es lineal.

Otro aspecto geométrico se refiere a que la curva B-spline pasa
cerca de la regi6n media de los lados del poligono excepto para el
primero y el dltimo, ademas, la curva pasa por los puntos (fig

3.17) ¢
1/6 Th-1 ¢+ 2/3 'k + 1/8 I'kel = 273 'k + 1/3[1/2(rk-14rke1) ]

pera k = 2,3,...,n-2 .

Es posible construir B-splines que generen curvas cerradas,
emplendo un poligono cerrado, para lo cual se requlere un conjunto




ciclico de nudos, esto es, un=uo, un+t=ui, etc, lo que elimina la
necegidad de nudos miltiples que se presenta en la formulacién
para curvas dblertas (fig 3.14).

Las funciones de suavizacién Ni,x(u) de grado k-1 pueden:

definirse revursivamente de la sigulente forma :

Ni.1(u) = 1 81 uisusule+t ) . (3.8.11)
0 de otra forma ,
Nik(u) = [(u-u)N _  (WI/[(u o )-u ]+ (3.8.12)
[(u“k-u)N“l'i_l(u')]/(u“k-ul”) ,

donde se toma por convencién que 0/0=0 .
Variacionea en B-splines

La variacién sobre el conjunto de nudos genera varlaclomé sobre
los B-splines.

S1 el conjunto de nudos se emplea para el disefio de curves
ablertas, entonceé se llega al  caso particular de B-splines
no-periédicos uniformes{31) (ﬂo 2.18), y el valor de los' nudos se
calcula con las sigulentes condiclones desde uo hasta un+«k

{nenumero de vertices de control-1).

0 ot 1<k
uj = 1-k+1 st k<i<n (3.8.13)
n-k+2 o1 1>n »

La variacién de k simula cambios de "tensién” en una curva (a
wmenor valor de Kk, -mayor tensién), lo cual también se observa en
las figuras donde se luéstm la propledad de carcaza convexa (fig
3.19)

Taiblén es posible tener B-splines periédicos que permiten disefiar
curvas cerradas en cuyo caso las funcliones Ni,k tienen una misma

forma y se observa que la base es solamente el desplazamiento de



una curva tipo sobre espacios enteros. El vector nudo se elige -de
tal suerte que ui=i, lo cual reduce las expresiones anterlores =2

lo siguiente :

Ni,k(u) = No,x((u-i1+n+1)mod(n+1)) , (3.9.14)

donde Osusn+l y mod(J) es la funcién médulo.

Para el caso donde k=4, 1las funciones B-splines canénlcas

uniformes cubicas son las siguiente{[30] :

0 u<uy (3.9.18)
uc"a/e uisu<ui +1
3 2
(-au; ¢3u; + auiol)/e ui +1s5u<ui +2
= Ni,4(u)
3 2 '
(3u; - eué +4)/8 ui +2s5u<ui +3
3
(l-u:" )/s8 ut +3sudut +4
0 ui +4su
donde u;- u-uhj’ J=i, 11, .. ,143

Puede observarse que estas funciones tienen exactamente la misma
forma, independientemente -del valor de i. Asi, cualquiera de lgs
seis funclones anteriores puede obtenerse como una traslacién de
'alguna de ellas (frig9 3.20).

Otra posibilidad surge con B-splines no uniformes(31], donde los
nudos estadn colocados a 'intervalos deélguales. Gordon y
Riesenfeld(1974) experimentaton con éste tipo de B-spline y su
reporte indica que no existe gran diferehcia con 'la formulacién.
uniforme ekcepto en casos de gran disparidad entre las longitudes
de las aristas del poligono de control. -Hehcl.onan\ ‘ademés’ la
posibilidad de camblar la curvatura o la direccién de la curva
cuando colapsan dos o0 tres vértices del poligono de control.
También encontraron aplicacién de los no uniformes en operaciones




como la insercién de nuevos vértices de control, puesto que esta
operacién genera de manera natural un esquema no uniforme.
Flnaimente. la formulacién de una superficie B-spline Qk,1(u,v) se

extrapola de las formulaciones anteriores como sligue :

Qx,1(u,v) = i % Ni,k(u) Nj,1(v) Vi3, (3.9.16)
1=0 j=0

lo cual es un producto tensor. Algunas de las propiedades de esta
superficie se asoclan a los Beta-spline que comentaremos mas
adelante.

Finalmente debe comentarse que la asignacién de vértices mGltiples
crea discontinuidades controladas cuya wutilidad puede ser la
creacién de cuisplides en un segmento B-spline, lo cual es uUtil en

aplicaciones de Disefio por Computadora.

3.10 Curves y Superficies Paranétricas Racionales

Las curvas y superficies racionales han empezado a utilizarse en
algunos modeladores geométricos de gran dlfusibn[lsl; Estas
formulaciones tlene 1a ventaja de permitir crear formas libres y
ademéis incluir funcliones bien conocidas, como las cuAdricas, lo
cual resulta atractivo si se considera que para emular, por
ejemplo, un circulo en alguna formulacién anterior como es el caso
de Bezler, se debe hacer lo sigulente: si el‘circhlo deseado es

r=cos¢i+seng) para 03¢sn/2, se emplean los vectores de~posic16n :

ro=1, ri=ij+kj, ro=kis+j, rs3sj ,
donde k=4(v2-1)/3, en la representacién :
r-r(u)-(l-u)aro+3u(l-u)2r1+3u2(1-u)r2+u3r3 .

con lo cual se obtiene un circulo con una variacién entre 1 y
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1.00027 en el radio.
Partiendo de la parametrlzacién . de una seccién cénica,
"encontraremos que la expresién final nos permite llegar a lo

mencionado en el parrafo anterlor.

Parametrizacién cuaddrica racional de un
segmento de seccién cédnica

Con objeto de definir el segmento PoP’'P2 de una secciédn cénica se
toman las tangentes definidas en ellos y se crean los vértices P1,
A y B que son las Intersecciones de 1las lineas tangentes
resultantes (fig 3.21). S1 se mantlenen constantes los vértices
PoP1P2 y se varia P’, entonces se crean dos razones que dependen
de esta varlacién y que pueden emplearse como parametros para la

posicién de P’'sobre la curva. Las razones son :

g1=P1A/PoA , (3.10.1)
R2=P13/P2B . (3.10.2)

Ahora bien, si los segmentos de linea definidos por PoPi, Pi1P2,
P2Pa se representan por las ecuacliones 11=0, 12=0 y 13=0 entonces,
‘la ecuacién de una famlilia de coénicas que pasan por Po y P2 y
tienen tangentes definidas por PoP1, PiP2 se representa por :

(1-A)11 12+Al3%=0 . (3.10.3)

Para continuar con el desarrollo, es convenlente cambiar a un
sistema coordenado oblicuo (a,¢), donde el vértice P’ es el centro
del sistema de coordenadas, Po es el vértice (1,0) y P2 es (0,1)

por lo cual un punto cualquiera P(a,¢9) en este plano esta dado por

r=ri+a(ro-ri)+e(raz-r1) , (3.10.4)

donde las r’'s representan los vectores a 1los puntos P’s
correspondientes.

Bajo este nuevo sistema de coordenadas, las lineas PoP1 P1P2 PoP2
tienen las ecuacliones =0, -a=0 y a+¢~-1=0 respectivamente. Asi, 1la
familia de cénicas expresada por (3.10.3) es :
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. Sla,@)=(1-2) ap-A(a-p-1)%=0 , (3.10.5)

bajo el sistema de coordenadas oblicuo.
En la expresién anterior, se considera ~a en lugar de +a ya que se
desea tener la familia de curvas que pasan dentro del triéngulo

PoP1P2 que corresponde a 0<A<1 .

la linea tangente a la cénica en el punto P’'(a,p) se obtiene
utilizando la formulacién explicita (3.10.5) :

Sa(a’',p’ ) a-a')+Spla’, ¢’ )(p-¢’)=0 , (3.10.8)

donde Sa(q,w) y S¢(q,w) son las derivadas parciales de Sen a y ¢
respectivamente.
Esta lipea intersecta al segmento PoP1 en («,0), que sustituido en

(3.10.8) y despejando a se obtiene :

@ = [~2A(a’+p'~1)1/[(2-2)p’ -2A(a’ 49’ -1)] . (3.10.7)

El segmento PoP1 puede representarse por la linea paramétrica :

T=(1~u)Po+uP1 , o0Sus: . (3.10.8)

51 el segmento se divide en el punto A, el mismo de la razén

(3.10.1), los nuevos segmentos miden :

segmento PO->A; (1-u)PoA (3.10.9)
segmento A->P1; -uAPt , OSusy .

En este caso, el paréametro u, relacionado con «, esta

proporcionando exactamente los segmentos anteriores. Asfi,

uP1A = aP1A (3.10. 10)
(1-u)PoA = (1-a)PoA .

Sustituyendo (3.10.10) en (3.10.1) y aplicando el mismo principio
para (3.10.2), se obtienen :




g1=c/{1~a)=-2A{x" +¢'-1)/(1-2)0’, (3. 10.11)
gz=@/(1-p)=-2a(a’ +¢’-1)/(1-2)a’ . (3.10.12)

Para encontrar el valor A especifico para una curve, puede tomarse

el producto de las g's referido a una constante :

gige=k> (3.10.13)
Resolviendo (3.10.11) y (3.10.12) podemos expresar a (a’',9’) en
términos de las g’'s :
o' =g1/(g1+2+52) , (3.10.14)
¢ =g2/(g1+2+g2) . (3.10.15)
De esta forme, el punto sobre la szccién cérnica donde la tangente
Intersecta a P6P1 y PiP2, tiene el vector de posicién r dado por
r=ri+gi{ro-ri1)/(g1+2+g2)+ga(ra-r1)/(gi1+2+gz2) ,
=(giro+2ri+gar2)/(g1+2+g2) . (3.1C. 16)

Aplicando las siguientes relaciones :

gi=wo(1-u)/wiu , (3.10.17)

gz=wau/wi (1-u) , (3.10.18)
de tal suerte que :

g1ge=k =wowz/wt , . (3.10.19)

donde las w's se conocen Como pesos.
Finalmente, sustituyendo (3.10.17) y (3.10.18) en (3.10.16) se
obtiene la sigulente expresién :

(3.10.20)

r=[woro(i—u)2+2w1r1u(1—u)+w2r2u2]/[wo(lwu)2+2w1u(1—u)+w2u2] .

que representa'la ecuacion paraméirica cuAdrica racional para un
segmento coénico con tangentes PoPi y PiP2 bajo el producto gigz
anterior. Asi, la naturaleza de 1a curva queda definida por 1la

relaclién entre los w's.
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La ecuacién (3.10.20) se expresa en coordenadas homogeneas

[xw, yw,zw,w) de la sigulente forma :

P-(l-u)2P0+2u(1-u)P1+u2P2 , (3.10.21)

donde :
Pi={xiwi yiwt ziw1 wt) ,
rw=P , (3.10.22)

considerando a r homogeneizado a [x y'z 1) .

La expresién (3.10.21) es similar, - por ejemplo, a Beziler
cuddrico(3.7), sin embargo, la expresién racionsl cuAdrice puede
representar cualquier segmento cé6nico, mientras que Bezier
cusdrico solo puede representar parAboles.

Valuando (3.10.21) en los extremos O y 1 de u, esi como la
derivada en los mismos extremos, se encuentra que la cénica
racional tiene puntos extremos Po y P2 y tangentes definidas por
2(P1-Po) y 2(Pa-P1).
Las relaciones cartesianas se obtienen aprovechando (3.10.22) de
la siguiente forma :

rvw =P,
P’ = rv'+wr’, (3.10.23)
r'= (1/w)(P'~-rv') ,
asi :
r(0)=ro (3.10.24)
r(1)=r1

r’ (0)=(2w1/wo)(ri-ro)

r’'(1)=(2wi/w2)(ra-r1)
Puede deducirse que el punto miximo QM de la curve rsciomal
definlda por los términos snteriores se encuestrs al igusler las
razones gi=ga=k, siendo QM=Pi1N(1+k), dcnde PiN es la perpendicular
desde P1 sobre PoP2, asf, la plenitud de la curva queda definida
por k (rig 3.23).
Cuando wo=wimw2, © k=i, el denominador w de en la formulacién
homogenea corresponde a la unidad, obteniéndose la representacién
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de Bezler de una paréabola. Si k>1, tenemos una elipse, y si k<1,

una hipérbola.

Otro ejemplo importante es la generacién de una linea recta que

pase pdr ro y r2, lo cual se logra con las siguientes relacliones :

wirt=(woro+warz)/2,
wi=(wo+w2)/2,

donde el punto ri es colineal a los otros dos, obteniéndose 1la

expresién de la linea :

r=[woro( i-u)+w2r2ul/[ wo(1-u)+w2ul

La razén wo:w2 determina la parametrizacién de la linea recta, la
cual es uniforme cuando wo=w2, en cuyo caso se obtiene la

parametrizacién ya conocida :
r=ro(1-u)+rau .
El circulo x2+y2=1 en el primer cuadrante se obtiene con ro=i,
ri=i+), rz=), wo=v2, wi=l, we=v2,
Curvas cubicas racionales

Estas son tan s6lo una extensién natural a la teoria emhleada en
el caso de las cuéadricas. Aprovechando la formulacién
homogeneizada, se tlene el sigulente segmento racional

parametrizado cibico :

P=(1-u)Po+3u(1-u) 2P1+3u®(1-u)P2+u’P3, (3.10.25)

donde las Pi1 tienen el mismo slgnificado'que en el caso cuédrico.
Las relaciones en los extremos en coordenadas cartesianas son,

empleando la misma ldea que en caso cuﬁdrico, las siguientes :

r(0) = ro,
r(1) =ri,
r’'(0) = (3wi/wo)(ri-ro),
r’(1) = (3w2/w3)(rs-r2).

Debe observarse que en este caso se mantienen cuatro vértices de
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control ri, 1i=0,...,3.
Puede demostrarse que la curvatura en los extremos de (3.10.25)

son las sigulentes expresiones :

k(0)=(2wow2/3w?)(mag[(r1-ro)x(rz—r1)]/mag[r1-ro]a)
a (3.10.28B)
k(l)-(2w1u3/3w%)(mag[(rz-rl)x(ra-rz)]/mag[ra—rz] )
donde maglh] significa la magnitud del vector h, y ya que las
magnitudes son constantes en este caso, las curvaturas se
controlan por los pesos wi, un fenémeno que es similar en el caso

cuAdrico, donde k2=wow2/w¥ controla tamblién la curvatura.

Las cubicas raclonales tlenen la ventaja de incorporar a las
cuddricas como casos especiales, haclerdo que Po-3P1+3P2-P3=0. De
igual forma, si los wi son 1lguales, llegamos a la expresién de una
curva cublca de Bezier.

S1 se desea obtener una linea recta bajo la expreéién cuibica, debe
hacerse que Pi=(2Po+P3)/3 y P2=(Po+2?3)/3, con lo cual se obtlene,

en forma homogénea, P=(1-u)Po+uP3.

Cbmposicién de curvas racionales

Tomando la ecuaclén paramétrica racional cuadrica (3.10.20), su

primera y segunda derivadas en los extremos se definen por las

expreslones :
r'(0) = (2wi/wo)(ri-ro)
r'(1) = (2w1/w2)(rz-ri) : (3.10.27)
r''o) = ((4w1/wo)+(2w2/wo)—(8w%/w%))(rl-ro)+(2w2/wo)(rz-rl)
r''(lq]) = ((2wo/w2)+(4w1/w2)-(8w%/w%))(ri-ro)+(2w0/w2)(ro—r1)

Utilizando la relacién :
kB=(r' X r’’)/maglr’]>, (3.10.28)

donde k es la curvatura, B el vector binormal al plano osculatorio

de un punto y maglh] la magnitud del vector h, se encuentra que la
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curvatura en los extremos esta dada por :

k(0)B(0)=2k?((r1-ro) X (rz-r1))/maglri-rol®, _
' (3.10.29)

k(1)B(1)=23((rz-r1) X (ro-r1))/maglrz-r1]>.

Si se 1iguala la curvatura de dos curvas en sus posiclones
paramétricas 1 y O respectivamehte. se deduce que para mantenepr
una continuldad de curvatura entre ambas es necesario ajustar el
valor de k para no alterar los vectores de posiciédn ri, Estbila
traduce a Jjugar con los resos wi de cada una de las curvas hasta
encontrar una 1igualdad en las expresidnes (3.10.28). Debe
observarse que en las expresiones anteriores, cada una de las
curvas estid formada por sus vértices ro a ra. Todos estos.vérticgs
aparecen en la expresién de curvatura anterlor y ademas, como el
lado izquierdo es un vector en l|a diréccién del binormal B, el
producto cruz de las ri debe dar un vector en la misma direccién,
lo cual solo puede suceder sl todos 1los vectores ri gon
coplanares, por lo cual la curva que resulta de las cuAdricas
racionales debe ser plana sl desea mantener continuidad de
curvatura.

En el caso cubico de las racionales, se sigue un proceso similar
al anterior para encontrar las condiciones de igualdad en
curvatura. En este caso debe recordarse que uns curva cudbica se
determinada por cuatro vértices, ro,..., ra. La prlmera y seghnda

derivadas valuadas en los extremos de estas curvas son

r’'(0) = {(3w1/wo)(ri-ro),

r'(t) = (3w2/wa)(ra-ra2), (3.10.30)
r'*(0) = ((Bwi/wo)+(6wa/wo)~(18ul/u8)) (r1-ro}+(Bwaswo) (ra-r1),
r'’ (1) = ((Bwi/wa)+(6wa/wa)-(18wE/v8) ) (r2-r3)+(Bwi/wa) (ri-ra).

Aplicando 1gualdad de las expreslones de curvatura pera cada curva

se encuentra lo sigulente -
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(3.10.31)
k?((rﬁnrl)x(rl—rﬁ))/mag[ra-r5]3=k§((r?—rg)x(ri-rf))/nag[r?~r8]?

donde la i1 en r'significa a que curva corresponde el vértice r.
Observe que para la primera curva (1), el vértice ro no aparece y
de igual forma, para la curve (2), el vértice ra tampoco aparece,
lo que indica que para mentener una misma curvatura en un la unién
de las curvas cUblicas solo se requiere que todos los vértices sean
coplanares excepto, sl asi se desea, rd Yy r§ con lo cual se abre
la posibilidad de generar curvas con torsién. Nuevamente en este
caso debe ajustarse el valor de las ks para obtener una
continuidad de curvatura en las unlones,

Como resumen se puede decir que es posible obtener continuldad de
posiclén, de gradlente y de curvatura en las cuédricas y cubicas

racionales.

Superficies paramétricas recionales

Apoyndose en la expresién cubica raclonal, puede definirse un
segmento de superficle.
La curva raclional parametrizada cibica puede expresarse de la

sigulente forma(3.10.32) :

riu)=ao(u)r(0)+at(u)r(1)+go(u)r’ (0)+p1(ulr’ (1),

esto es, en términos de sus puntos finales, sus iangentes finales
y funciones de suavidacién. Utilizando los valores de r(0), r(1),
y las primeras derivadas r’(0) y r'(1), y comparando con la
expresién general de la racional cdbica, se encpenfran las

expresiones de suavizacién




wo(u)=(wo(1-u)3+3wiu(1-u)?) /w(u),

a1(u)-(w3u3+3wzua(l—u))/w(u).

po (u)=(wou(1-u) ) /w(v), (3.10.33)

91 (u)=-wau?(1-u)/w(u),

donde w(u) es el denominador de la expresién racional paramétrica
cdbica.
Las expresiones en (3.10.33) cumplen cun las sigulentes

caracteristicas :
ao(0)=1, ao(1) =0,
a1(0)=0, a1(1) =1,

a0’ (0) = a0’ (1) = a1’ (0) = a3’ (1) =0,

90 (0) = go (1) = g1 (0) = g1 (1) =0, (3-10-34)

po’ (0)=1, o’ (1)=0,
p1’ (0)=0, o1’ (1)=1,

que son las condiciones establecidas en los segmentos de Coons
para poder crear un segmento del tipo producto tensor que mantenga
continuidad de posicién y de gradiente[17](30}[15].

Asi, la superficie :

(3.10.35)
ri(u, v)=ao(u)r(0, v)+a1(u)r(1, v)+go(u)ru(0, v)+p1(u)ru(, v)

interpola las fronteras r(0,v) y r(1,v), y la superficie :

(3.10.38)

rz2{(w, v)=sao{v)r(u,0)+a1(v)r(u, 1)+po(virv(u,0)+p1{v)re(u, 1),

interpola ‘las fronteras r(u,0) y rfu,1), donde ru() o r«()
significa la derivada en el subindice especificado. Finalmente,
siguiendo la composicién de un seghento de Coons con la
informacién anterior, se obtiene el sigulente segmento :
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r(u,v)= w (ww H(v)ucwu'cTv (3.10.37)

donde :
[ wo 0 (1] 0]
W= 0 w3 0 0
3(w1-wo) 0 w O
| 0 3(w3-w2) O wa| ,
[ r(0,0) r(0,1) rv(0,0) rv(0,1)
Q= r(1,0) r(1,1) rv(1,0) rv(1,1)
ru(0,0) ru(0,1) ruv(0,0) ruv(0,1)
i ru(i,0) ru(1,1)  ruv(1,0) rav(1,1)] ,

U=[1 u u® ual.

V=[1 v ve valT,

1
N WO -
NWOO
[l A )
-0 0

Este tipo de segmentos permite generar superficies llbres y ademés
inclulr, como un caso particular, a las superficles cuéddricas. Los
factores de peso dan una nueva dimensién al control de la forma
pues permiten especificar el valor de los vectores tangentes y los
de giro, como lo demuestra la valuacién de (3.10.97) para el caso

u=v=(Q, esto es, en una esquina :

r(0,0)=roo ,

ru(0,0)=3wi0/woo(r10-roo) ,
rv(0,0)=3wo1/woo(roi-roo) ,
ruv(o.o)-g((wxx/uoo)(r:1-roo)+(wo:wxo/u30)(2roo—rox~rxo)).

Un problema con este tipo de formulacién es la variedad de

parametros de control que se tienen a la mano. Si suponemos que
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este esquema se empleara en un ambiente de CAD/CAM con usuarios
que‘normalmente no son matematicos, entonces se tiene un problema
de comunicacién. De cualquler forma, esta formulacién ya se emplea
en cuando menos un sistema comercial(16] aprovechando la

formulaclién raclonal de los B-splines.
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CAPITLO WV

CURVAS Y SUPERFICIES BETA~SPLINES




CURVAS Y SUPERFICIES BETA-splines

Los Beta~splines[33] representan un nuevo intento por definir
curvas y superficles, y en el campo de CAD/CAM/CAE, proporclonan
un medio para aplicar tensi6n[29] e incluir, como un caso
partlcular, las facllidades de los B-splines(3.9). Ademas
proporclonan un medio por el cual, los disefiadores que no posean
una formaci6én en éareas fisico matematicas, tengan la posibilidad
de disefiar curvas y superficies sin la necesidad de proporcionar
explicitamente iInformacién de derivadas en las fronteras o tener
que . especificar Informacién vectorlal para mantener alguna
continuidad(2.2). Los Beta-splines integran nuevos parametros de
control de forma que mantienen un caracter altamente intultivo de
su funcién, sin aumentar el grado en los polinomios que forman su |
base.

Los Beta-splines, o Betas como se reflieren en ocaslones en ééte
documento, se basan en la idea de vértices de control que
mimifican la forma final deseada(2.2) y a los cuales, en su
mayoria, no  interpola, aunados con funclones de suavizacién
similares a las .empleadas en B-splines.

En las curvas, los vértices de control son una secuencia ordenada
y estan conectados para formar un poligono de control, ablerto o

cerrado, representado por el sigulente conjunto :

V=[Vo, V1,...,Val. (4.1)

Para una sgperficie. los vértices de control se organizan en una
forma topolégicamente rectangular, donde cada vértice.representa
una coordenada cartesiana [x y z]. Cada par de vértices se
encuentra unido por una arista y es poslble distinguir entre
vértices Iinternos y vértices frontera (fig 4.1). El1 poligono de
control es un conjunto de vértices y aristas {V,E} ,donde V se

define por :
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V={V1) [1=0,1,...,m 3=0,1,...,n} , (4.2)

y el conjunto de aristas :

(4.3)
r (V1), Vi,)+1) | 1=0,1,...,m J=0,1,...,n-1} U
(Viy, Vie1,3) | 1=0,1,...,m1} J=0,1,...,n R
donde los vértices internos son !
Viy; 15 { S w1 15 ) S n-1 , (4.4)
y los vértices frontera son
Voy, J=0,1,...,n-1, (4.5)
Vin, 120,1,...,2~1,
Vaj, )=1,2,...,n,
Vio, 1=1,2,...,m,

Similar a l0s esquemas presentacos en (III), las transformaciones
a los vértices de control provocan una modificacién de la forms,

que bajo el esquema de vértices de control puede predecirse.

4.1 Control local

Los Beta-slines mantienen una base local, esto es, las funciones
de la base tienen un soporte local( diferente de cero sobre un
espacio finito de su dqninio). Como cada Vi tiene asociado una
funcién de 1la base, su transformacién sélo tiene influencia en un
espacio finito de la curva o superficie, por lo cual, es posible
recalcular la curva solamente sobre la porcién modificada y ademés
realizar modificaciénes locales.

Los Beta-splines explotan la idea de construcci6én por segmentos lo
cual represénta ventajas importantes(2.2). Cada segmento de curva
se controla por solamente cuatro vértices de control y no se ve
afectado por ningin otro vértice. Como analiza més adelante, el
transformar un solo vértice gehen un efecto sobre cuatro
segnentos de la curva unicamente. A




En el caso de las superficles, cada segmento estd controlado por
16 vértices de control y la transformaclén de un vértice tilene

efectos sobre 18 segmentos de superficie (rig 4.2).

Como cada uno de los segmentos de curva estéd controlado por cuatro
vértices de control, cada uno de los puntos del segmento
representa un promedio de la influencia de los cuatro vértices de
control Correspondientes. El peso de cada vértice lo determina el
conjunto de funcliones escalares de la base evaluadas en algun
valor u de su dominio.

El parémetro u parametriza un segmento de curva Beta-splines,
slendo igual a cero al inicio del segmento e igual a la unidad al
final del mismo (fig 4.2). E1 1i-ésilmo segmento de curva
Beta-spline se representa como Qi(u), y como esta formulacién
aprovecha la construccién por segmentos de curva, debe aplicarse

criterios de continuidad, los cuales se explican a continuacién.

4.2 Continuidad Ceométrica

Dadas dos curvas Qi(u) y Q2(u) mtrizadas por u, las cuales se
unen en 01(1)302(0). se desei.“"ﬁm'- mantengan continuided de
posicién, de vector tangente unitario y de vector curvatura en su
unién (Anexo). L ,

La continuidad de posicién se logra al igualar Qi(1)=Q2(0).

La continuldad de vector tangente unitario se logra considerando
la siguiente expresion : '

al(1)/{at(1) |-qkt0)/|cd(0) |, (4.6)
de donde :
al(1)t ko) i7jat(1) | 1-gkc0), (4.7)

que en forma condensada se representa por :
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Qt(0)=p10i(1). (4.8)

_La continuidad de vector curvatura se logra aprovechando Ila
expresién del vector curvatura bajo la formulacién de producto
cruz y parametrizacién arbitraria, el cual se representa en la

siguiente expresién :

K(w=[(Q'(w) X @*(w) X Q*(Wi/|Q' (W |*, (4.9)

y la curvatura'es :

k(u)=|K(u){. (4.10)

Para obtener continuidad de curvatura, debe igualarse los vectores

de curvatura en la unién de los segmentos‘ox(l) y Q2(0), esto es :

tcatcn) x ot x abnizjatan® -

(4.11)
((g2(0) x Q%(0)) x Q(0)1/|Qd(o)|*
Aplicando (4.8) en la expresién anterior :
[ 8
(e x of(1)) x alcnizjetn |- (4.12)

g1l (1) x od0)) x prat(n1/)prgtny)* .

Por observacién se encuentra qué esta igualdad se cumple si:
od(0)-81%af(1), (4.13)

lo cual asegura la continuldad de vector curvatura.

De una forma mAds general, 05(0) puede incluir un término adicional
miltiplo de al(1). De hecho puede incluir cuslquier combinacién de
términos _restringidos en sus pearémetros que, al momento que
generen influencia en la curva, producen discontinuidad de vector

curvatura. As{, la expresién expandida queda como :
a(0)-g1%qf(1)+p2ql(1). (4.14)
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De esta forma (4.13) y (4.14) aseguran la continuidad de vector
tangente unlitarlio y de vector curvatura, siempre y cuando B2-0 en
el segundo caso.

Los pardmetros Bl y B2, se denominan de control de la formal32].
Si Bl=1, se tlene continuldad de vector tangente unitario; si Bgl=1
y B2-0 se tliene continuidad de vector tangente unitario y vector
curvatura, Mas adelante se comenta el efecto fisico de 1la
variacién de estos pardametros(4.3).

Resuniendd, las restricciones de continuidad entre los segmentos

Qi(u) y Qi+1(u) estan dadas por las exprasiones :

Q,,,(0)=q (1),

Q 1(o)=:31q:(1). (4.15)

1+
1
i+
Qf,,(0)=17Q] (1)+82Q (1).
Ahora bien, cada punto sobre un segmento de curva Qi(u) es un
promedio de cuatro vértices de control V:or, r=-2,-1,0,1, donde
los indices se eligen por facilidad de expresién (rig 4.2). As{,
el segmento de curva Qi(u) se expresa de la siguiente forma : -

Ql(u)-v ;: br(81, B2; u)Vier, oSusi, (4.18)

r=-2

donde las br's son la base escalar de los Beta-splines y los V's
son sus coeficlentes asoglados.
En la expresién (4.16) se observa que los vértices del segmento
Qi(u) son Vi-2, Vi-1, Vi, Vier y los vértices del sigulente
segmento son Vi-1, Vi, Vi, Viea, y as{ sucesivamente. Esto
indica que el segmento Qi(u) comperte tres vértices con el
segmento Qi+1(u) y que las funciones base' solamente se estén
recorriendo un vértice entre cada uno de los segmentos.
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4.3 Derivacién de las funciones base de los Beta-splines

Cada una de las funciones base de los Beta-splines, es funcién de
los parametros B1, B2 y u. Son funciones escalares que aprovechan
la cualidad de los polinomios cuibicos(2.2) y se definen de 1la

sigulente forma :

3 .
br(B1, B2; u)=f Cgr(B1,B2)u’, osusy; r=-2,-1,0,1, (4.17)
9=0
donde los coeficlientes Cc¢r(B1482) ¢g=0,...,3 y r=2,...,1

son funciones de 1los parémetros B. Estos coeficientes se
determinan a partir de las condiclones de continuidad geométrica
expresadas por (4.15).Aprovechando (4.16) y considerando (4.15),

tenemos lo siguiente :

Qi (u)= b (B1,2; u)Vier , oSus1; y a=0,1,2. (4.18)

Evaluando (4.18) en sus fronteras y sustituyendo en l|§
condiciones de continuldad (4.15), se obtiene el sigulente sistema

de ecuaciones :

1 2
L br(B1,82;0)Vister = § br (B1,82;1)Vier ,

rs-~2 rs=-2

1 1

T br(B1,B82;0)Vieter = BT ¥ bF (B1,82;1)Vier , (4.19)
r=«2 ru=-3

1 . 1 1
T bF(B1,B2;0)Visrer = B1°T bF(B1,B2; 1)Vier+82T bi(B1,H2;1)Vier.

rs~3g rs=-3 re-3

Para mantener la lgualdad en cada una de estas expresiones, se
igualan los coeficientes de los vértices Vi equivalentes. Asi, en
la prfnera igualdad de las expresién (4.19) se tlenen las
sigulentes equivalencias :
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0 = b-2(B1,B2;1)Vi-2,
b-2(B1,B82;0)Vi-1 = b-1(B1,B2;1)Vi-1,
b-1(B1,B82;0)Vi = bo (B1,B2;1)V1, (4.20)
bo(B1,B2;0)Vi+1 = b1(B1,B2;1)Vi+1,
b1{B1,B82;0)Vi+2 = 0,

y como en el lado izquierdo existe Vi+2 el cual no existe en el
lado derecho, su coeficiente tiene que ser cero. Lo mismo sucede
para el vértice Vi-2 del lado derecho.

Debe observarse que sliempre existen dos igualdades a cero en cada
una de las expresiones de sumatorlia anteriores. Asi, contemplando
todas las igualdades y representando a las bi(B1,82;u) como bi(u),

se obtiene el sigulente sistema :

°=b-2(1) »
br-1(0)=br(1), r=-1,0,1
b1(0)=0,

0=B1bl2(1),

b.‘--i(O):Blb}(i). r=-1,0,1 (4.21)
bl(m-o.
o=Blzb32( 1 )+32b52( 1),
2 2 2 1
br-1(0)=B1"br (1)+82br (1), r=-1,0,1
bf(0)=0.

Efecuando las diferenciaciones necesarias y evaluando en los
extremos se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones donde las
funciones escalares Cgq,r(B1,82) se representan por Cg,r, parsa

facilidad de representacién :

Ca,-2+4C2,-2+4C1,-2+Co, -2=0,
Co,r-1=C3,r+C2,r+C1,r+Co,r , r=-1,0,1
Co,1=0,

B1(3Ca, -2+2C2,~2+C1,-2)s0,
C1,r-1=f1(3C3,r+2C2,r+C1,r), " r=-1,0,1 (4.22)
C1,1=0,
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3(281%+B2)C3, -2+2(B1°+B2)Cz2, -2+B2C1,-2=0,
2C2,r-1=3(2B1%+B2)C3,r +2(B1°+82)C2,r+82C1,r , r=-1,0,1
C2,1=0.

Este es un sistema de 15 ecuaciones con 16 coeficlentes
desconocidos Cg,r(B1,B2) ¢=0,1,2,3 y r=-2,-1,0,1. Una restriccién
mAs es necesaria para lograr una solucién dnica del sistema.Una
restriccién que se revisé en esquemas anteriores es la
normalizacién de la base, lo cual ayuda a lograr que la curva'se
mantenga dentro de la regién convexa del poligono de control. Asi,
para un caso particular, u=0, la suma de las funcliénes de la base
debe ser 1la unidad :

Co,-2(B1, B2)+Co.-1(B1.B2)+Co,0(B1, B2)+C0,1(B1,B2)=1.  (4.23)

El sistema de ecuaciones formado por (4.22) y (4.23) depende de
los parédmetros Beta, por 1lo cual es mis Gtil resolverlo
simbélicamente que explicitamente para una pareja de valores Beta
dados. Utilizando software para solucién simbélical34] se obtienen
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las siguientes expresiones :

w

Co,-2+ 281
C1,-2=-6B81"_/8,

C2,-2= 681 /8§,

C3,-2=-2p1" /8,

Co.-a-[4312+4gt+32]/6,

Ci,-1= 631(313—1)/9.

C2,-1= 3[-2?1 -gth -B21/8, (4.24)
C3,-1= 2[B17+B17+p1+B2]/8,

Co,0 = 2/8,

C1,0 = 631/62,

Cz2,0 = 3[2B8) +B2)/8,

C3,0 =-2(p1"+B1+B82+1]1/8,

Ca,1 = 2/8,

Co,1 = O,

Ci1,1 « 0,

C2,1 =0

/8,

W W W

donde Cg,r=Cq,r(B1,B82) v 8= 281°+4812+481+82+42.

Asi, sustituyendo (4.24) en (4.17), la formulacién explicita de la
base se representa finalmente por :

3 3 {4.25)
b-2=281 SI-U /8, 2. 3 _ 2 3 a2
b-:-lzpazusu -3u+3)+281°(y -3u ;2)+281(u -3u;2)+ﬂ2(2u -3u“+1)1/8,
bo -[291 u (3-u)+2B81u(3-u”)+B2u" (3-2u)+2(1~-u”)/8,
b1 =2u /8§,

donde bixb1(g1,82;u).

Con las expresiones anteriores ya es poslible evaluar para
cualquier conjunto de parémetros (B1,B2,u), asi como obtener la
primera y segunda derivadas del segmento de curva Beta-spline.
Resulta ser de particular importancia las évalua.ciones en los
extremos para realizar un andlisis que conduzca a determinar la
agregacién de nuevos vértices Vi para interpolar las fronteras
(4.7). La base se altera con el valor de los parametros Beta
-B1,82~ y algunos ejemplos se observan en las figuras (4.3) ¥y

(4.4).
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4.4 Propiedad de cublierta convexa

La condicién (4.23) ayuda a que la curva Beta-spline se mantenga
en su regién convexa. Esta ecuacién es s6lo un caso particular de

l1a sigulente expresién :

1

¥ br(B1,B2;u)=1, (4.26)

r=-2
que indica que la suma de las funciones base para cualquier valor
de u y parejas Beta suma la unidad. También se observa que para
una potenéia u diferente de cero, los coeflcientes Cgr suman cero,

esto es :

1

¥ Cor(B1,B2)=0, 9=1,2,3, (4.27)

r=-2
asi como la sumatoria de coeficlentes de término constante suman
la unidad :

i Cor(B1,B2)=1 . (4.28)

r=-2
Revisando las expresiones explicitas de las funclones base dada en
(4.25), se observa que todas las expresiones en u son positivas
para Osusl y g1z0; B220. ' '
Como cada funcién base es diferente de cero bajo estas condicliones
y su suma es la unidad, entonces cada una s6lo puede generar
~ valores entre 0 y 1. Ahora, como cada punto de .la curva Beta es
una combinacién de cuatro vértices de control con el valor
respectivo de las funciones base, entonces se concluye que cada
pﬁnto de la curva cae dentro de la regién'convexu formada por los
cuatro vértices de control qﬁe le correspondan.
Como la curve Beta-spline es una composicién de segmentos
Beta-spline, entonces la curva final debe caer en la unién de las

regiones convexas correspondientes.




4.8 Perturbscién debido a la alteracién de un vértice.

Una de las ventaj)as de esta formulacién se refiere a que la
alteracién de un vértice de control afecta localment'e a la curva,
por lo cual s6lo es necesario recalcularla en 4 segmentos. Mas
ain, no es necesario realizar el cdlculo total de los cuatrc
segmentos pues 8610 uno de sus vértices se modifica.

Considérece primero la ecuacibn'del segmento Beta-spline Qi(u)
nodific#do por la alteracién de un vértice y represéntese esta

modificacién de la siguiente forma :

Qia(u) = T br(B1.B82;u)Vierd, (4.29)

donde Vi+rA es el cambio de posicién del vértice Visr. Denominando
al vértive Vier modificado como Vi€, y asumiendo que los demas

vértices han mantenido su posicién, se afirma que :

ViA=0, V1 =€, (4.30)

de tal suerte que (4.29) se reduce a la sigulente expresién,

puesto que sélo un término es diferente de cero :

QiA(u)=br(B1, 82; u)VierA, (4.31)
déndg : :
-l+r=l§. (4.32)
Reescribiendo (4.31) :
Qi€-rA(u)=br(B1,B2; u)V1€A, r=-2,-1,0,1. - (4.33)

Se observa que los segmentos Qi(u) que‘ son afectados estén dados
por i=1f-r, para r=-2,-1,0,1. Asf que el cambio del vértice Vi

modifica a los segmentos Qi(u) en :
QA(u)=b1€-1(B1,B2; U)Vi€A, i=1€-r. (4.34)

Esta alteracidén puede apllicarse a cada segmento de curva

correspondiente para encontrar la curva resultante, esto es :

Qin(u)=Qiv(u)+Qi1a(u), (4.35)
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donde Qix(u) es la nueva curva y su predecesora es Qiv(u).

Asi, para calcular la nueva curva resultante de la modificacién
del vértice Vi§, se requiere evaluar la Gltima ecuacién en todos
los valores de u necesarios para cada uno de los cuatro segmentos

Qi(u) con los valores de i=1f-r, r=-2,-1,0,1.

4.8 Generalizacién a pardmetros continuos

La formulacién de los Beta-splines, tal como se plantea en (4.18),
consldera un sblo valor para los paradmetros Beta sobre toda la
curva. Esta concepcién se generaliza al éonslderar una varlaclén
de estos parametros sobre toda la curva, en'cuyo caso se obtiene
una curva Beta-spline con parametros continuos representados por
B11(u) y B21(u) para el segmento Qi(u). En forma mas apropiada,
estos parametros son ahora funciones escalares Beta. Para mantener
las condiciones de continuidad, se requiere, ademas dé las
condiciones analizadas, que el valor de los 'par-émetros Beta sea el
mismo en. la unién de dos segmentos, esto es, en Q1+1(0)=Q1(1),
1=1,3,...,m1.

Los extremos de los segmento mantienen las sigulentes relaciones :

B11(0)=alo, B21(0)-_=a20, (4.36)
Blnn(O)’ala'ﬂla“)' ﬁ2‘01(0)=a2‘=ﬁ21(1). 1=1,2,...,»1,
al =1 (1), a2 =2 (1).

»n a - » ]

Los parémetros Beta se obtlenen medlante interpolacién entre las
ai-1 y a1, lo cual se- puede lograr utilizando como base la
expresién de unién de una linea parametrizada, alterando el factor
de parametrilzaclén, esto es :




B1 (u)=(1-s)al +sal ,
' o (4.37)
le(u)=(1-s)a21_1+sa2l , 1=1,2,...,m ,

donde 8=10u’-15u*+6u” [32 pag. 205], que resulta de wuna
interpolacién de Hermite, la cual es posible en este caso graclas
a que se tiene el valor del gradiente y el valor de la funcién
B(u), proporcionando una funcién de interpolacién continua en su
primera derivada, sin problemas serios de oscilacién [15 pag.
154-155].

Bajo esta notaclén modificada, es necesario ampliar la definicién
de 3 hacla un &i1(u), sustituyendo los B's por las nuevas
definiciones. Por otra parte, los valores de 8i1(u) en los extremos

de un segmento reciben un nuevo nombre :

7°=61(0).
(4.38)
71=61(1).

Asi, la representacién original de la curva Beta-spline se logra
haciendo una sustitucién hacia atras de las tultimas expresiones

encontradas.

4.7 Analisis de las condiciones en los extremos de los segmentos

Evaluando (4.16) para un segmento en sus extremos de
parametrizacién, se encuentra que' los puntos generados no
interpolan los vértices inicial y final que definen-al segmento
(fig 4.2). En el caso de la aplicacién de un‘genebador de curvas y
superficies en ambientes de CAD/CAM/CAE, es deseable que esta
interpolaclén exista, por lo cual, se reallzan modificacliones a la
formulacién iniclal de los Beta-spline para que esto suceda.

Recuérdese nuevamente el poligono de control formado por m+l

vértices de control Vo,Vi,...,Vmn, los cuales se emplean en la
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generacién de m-2 segmentos de curva denotados par  Qz2(u),
Q3(u),...,Qm-1(u). Evaluando en el extremo inicial y final a los
segmentos iniclal y final respectivamente, se encuentra lo

sigulente :

Q2(0) = [2a1i/m1IVor[1-2la1i+11/g11Vas[2/71]1V2, (4.39)

Qe-1(1) = [2a13-1/ym-1]Va-2+[1-2{alS-1+1]/ym-1]Va-1+4{2/7m-1]Va,

de donde es claro que los segmentos extremos no Iinterpolan los
vértices extremos. Una solucién es agregar segmentos, también de
naturaleza Beta-spline, que interpolen a los vértices extremos.

Existen dos poslibilidades para reallzarlo, una medlante la’
agregacién de vértices miltiples en los extremos, y otra mediante

la agregacién de vértices fantasma.
Vértices miltiples

La primera alternativa es duplicar los vértices en los extremos de
la curva Beta-spline, lo cual genera dos nuevos segmentos-y crea
una curva de m segmentos, desde Qi(u) hasta Qm(u), con la
correspondencia de m aristas del poligono de control (fig 4.8).
Los nuevos segmentos quedan definidos por la expresién original
(4.16), solamente que ahora los vértices extremos se encuentran

duplicados, esto es :

Qi1(u)
Qn(U)

it

[b-2(u)+b-1(u)}Vo+bo(u)Vi+b1(u)vz ,
[b-2(u)Vm-2+b-1(u)Va-1+[bo(u)+b1(u)}vm .

(4.40)

Evaluando estas expresiones en los extremos, el primer punto de la
curva se localiza en 2/70 sobre el vector Vi-Vo, y el punto final
se encuentra en 1—2a12/7n sobre el vector Ve-Ve-1. Ninguna de

estas posiciones corresponde a los vértices extremos.

Ahora bien, bajo esta solucién, los nuevos segmentos de curva son
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tangentes al poligono de control, como lo demuestra la primera
derivada en los extremos Iniclal y final, representadas

respectivamente por las expresiones :

Qf(0) = (Balo/y0)[Vi-Vo)] ,

| ‘ (4.41)
Q1) = (Ba1d/ym)[Va-Va-1] .

Otra condicién importante en los extremos de la curva es la
curvatura. Evaluando la segunda derivada para los nuevos - segmentos

se encuentra lo siguiente :

Qf(0) = 8(2a18+a20){Vi-Vol/yo ,

: (4.42)
Q%(1) = 6(2a1m+a2a){Va-1-Val/yn .
Sustituyehdo (4.41) en (4.42), se tlene :
Qf(0)=[2a18+a201Q1 (0)/at0 , (4.43)

QZ(1)=[2a1n+a2a]lQh(1) /a1t .

Considerando que los vértices Vo y Vi son # 0 y ademés observando,
de (4.43), que ll." primera y ‘sqgundn derivada son linealmente
dependientes en u=0, se concluye que la curvatura es cero al
iniclio de la curva Beta-spline. Lo mismo sucede en el extremo
final de la curva, lo‘ cual implica que la curva inicia y termina
con un segmento de linea, el cual es, en general, mAs pequefio que
los demés debido a la influencia del doble vértice. |

Triples vértice

Esta extension a la idea mnterlor genera los segmentos Qo(u) y
Qe+1(u), respetando la generaciétn de los segmentos Qi{u) y Qu(u)
como se vi6é en la técnica anterior (rig 4.6). Los nuevos segmentos
se generan empleando Vo cuando se referencis a V-1 y V-2 para
Q(u), y Va cuando se referencis & Vasi y Va2 en el caso de
Quet(u).

Evaluando los nuevos segmentos se encuentra que ambos son lineas
rectas, siendo Qi(u) una lines que inicia en Vo y termina en 2/y0
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en la direccién del vector Vi~-Vo. El segmento Qm+1(u) inicia en
‘1—2a12/wm a lo largo del vector Va-Va-1 y termina en Va. En
general, los nuevos segmentos son mAs pequefios que los segmentos
Q1(u) y Qm(u) y presentan la ventaja de interpolar a los vértices

de control finales.

Vértices fantasma

Se denominan fantasmas a los vértices que se zgiregan con el unico
propoésito de generar nuevos segmentos de curva y a los cuales el
usuario del sistema no flene acceso. El tamafio de los segmentos
que se generan es normal y como s6lc se agrega un vértice para
cada nuevo segmento, se tiene entonces m segmentos de curva con m
arcos del poligono de control, lo cual hace mas elegante la
formulacién final.

Los segmentos que se generan en esta formulacién son Qi(u) y
Qm(u), donde Qi1(0)=Po y Qm(1)=Pm (fig 4.7). Sustituyendo en el
lado izquierdo de estas igualdades la evaluacién de la curva Qi(u)
para el valor del parametro u respectivo y finalmente despejando
para los vértices fantasma Vﬁ Y Vm+1 se tiene

V-1 = (y0Po~[ (y0-2a18-2)Vo+2v11)/2a13 ,
(4.24)

Vael = (yaPa~[ (ya-2a13-2)Vat2012Va-11)/2 .
Aplicando un analisis de curvatura similar al realizado en el caso
de vértlices maltiples, 'se encuentra que los veétores primera y
segunda derivada en los extremos son, en general, linealmente
independientes sl se conslidera que la curva termina en cualquler
vértice Pi, por lo cual, la curvatura es diferente de cero. Si los
vértices Pi1 coinciden con los vértices Vo y Vm, se obtienen las

sigulentes expresiones para los fanstasmas :

V-1 = Vo+[Vo-V1l/a1d ,
. (4.26)
Vat+t = Var[Va-Va-1Jain .

La primera derivada de la curva en los extremos es
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Ql(0) = 8(ato+1)[V1-Vo}/70 ,
. (4.27)
Qa(1) = Balm(ald+1)[Va-Va-1]/7m ,

lo que demuestra que la curva es tangente al poligono de control
‘en los extremos.

La segunda derivada en los extremos esta dada por :

Qf(p) - 6(2a18+a20-2)[V1-Vol/y0 ,

2 3 (4.28)

Qu(1) = 6(2aln-2aln-02n)[Va-Va-1]/7n .
Comparando la primera y segunda derivade. en los extremos, es claro
que la primera derivada puede sustitulrse en la segunda, logrando
una relacién de dependencla entre ambas. Si ademAs se considera
que los vértices Vi y Vo son diferentes, entonces la primera
derivada es diferente de cero, por lo cual la curvatura en los

extremos es lgual a cero.

Asi, mediante la técnica de vértices fantasmas, se generan dos
nuevos vértices que son funclén de vértices existentes al momento

de definir el poligono de control.

4.8 Superficies Beta-spline

Una superficle Beta-spline es una extensién a la teoria de curvas
Beta-spline.

En este caso, un punto {1,J) sobre la superficles Beta-spline'esti
dado por el promedio de 18 vértices de control Vij (t"lg 4.2)

influidos por las funciones base, y se representan por :
{Vi) |1=0,1,...,m, $=0,1,...,n} . (4.29)
Los vértices que se Iinvolucran son 108 Vier,jes, r=-2,-1,0,1 ¥y

s=-2,-1,0,1. De esta forma, el segmento de supérficle Beta-spline
Qij(u,v) se define por :




1 1
Qijiu,v)= Y ¥ bbrs(B1,B2;u, v)Visr, j+s, (4.30)

r=-2 g=~2
para Osu, vs1,

donde la funcién bivariada bbrs() es el producto tensor del

conjunto de funciénes base univariadas :

bbrs (81, B2; u, v)=br(B1,82; u) be(B1,B2;Vv), (4.31)
donde r=-2,-1,0,1 y s=-2,-1,0,1.

Como br(B1,B2;u) es indevendiente de s, (4.30) puede expresarse

como :

(4.32)
1 1
Qg(u,v)= ¥ [br(B1,B2;u) T Vier,j+s bs(B1,82;v)]

r=-2 s=-2

para Osuy, vs1

En el caso del segmento de superficie, es posible seguir la misma
teoria presentada para la generacién de nuevos segmentos que
permitan interpolar los vértices que definen la frontera del
poligono de control. En el caso particular de agregacién de
vértices fantasmas, nuevamente mantienen un tamafio natural similar
al caso bidimensional. La superficie total resultante se forma de
mxn segmentos con (m+1)x(n+1) vértices de control. Los vértices
fantasma quedan totalmente definidos por los vértices originales
del poligono de control, excepto para el caso de los vértices en
las esquinas, los cuales son funcién de puntos fantasma y se
calculan al final.

Debe observarse que al realizar una superficie compuesta por més
de un segmento, se vuelve 1nnecesario calcular todos los vértices
fantasmas pueé. de manera similar al caso bidimensional, existen
vértices que se comparten en las fronteras entre segmentos.
Igualando a cero el vector segunda derivada en las fronteras del

segmento se obtienen los vértices fantasma en las esquinas :



V-1.-1=(2a180+u200)[Vo,-1—V1,-1}/2a180+Vo,-1 ,
V-1,n+1=(2alon+a20n)[V-1,n-V-1,n-1]/2+V-1,n ,

(4.33)
Va+1,n+1=(20len+a2mn)[Vm+1,n~Va+1,n-1]1/2+Vas+1,n ,

Ve+1,-1=(2alm0+a2m0)[Vn,~-1-Va-1,-1)/2+Va,-1 ,

y los demas vértices fantasmas se encuentran con las siguientes

expresiones

V-t,j=(2a131+a201)[Vo,j-V1,11/2a1013+Vo.1 , J=0,1,...,n
Vi,n+1=(2alin+a21n)[Vi,n~Vi, n=-1]/24Vi,n , 1=0,1,...,n

(4.34)
Va+1, j=(2alni+o2nj)[Ve, j-Vu-1,3]1/24Va, 3 , j=0,1,...,n

V|,-1-(2a1102+a21o)[V|.o-V|,11/2a1103+V1.o . 1=0,1,...,m

Con estos vértices se obtiene el valor del vector de giro en las
esquinas aprovechando la expresién :
11 2
Q (c,d) = 8°/78udv Q(u, V) ume, v=d.

En este caso, los vectores de giro son :

Q::(0,0)-aoo(Voo-V01+V11-on).
Q::(O,1)=a0n(V0,n—l-V0n+V!n-Vl.n-l),
11 (4.35)
Q.n(l,l)zaln(V--I,n-l-V--i.n+Vnn-Vn.n-l).

Q:: (1,0)=am0(Vas1,0-Vas1,1+Va1~Vao),

donde :
4 3 ;.2 2 . 2
L ] -=9(4=¢11I | +8ah +4¢h oﬁ +4ﬂ +4ﬁ1 ﬂz trz l].l"

Las condiciones anteriores se obtuvieron considerando que el
vector segunda derivada es igual a cero, lo cual conduce a que

estos vectores son trivialmente dependientes y ya que la primera




derivada en las fronteras del segmento son diferente de cero,
entonces se tlene que la curvatura en las fronteras del segmento

es igual a cero.

4.9 Interpretacién geométrica de los parametros Beta

Los parametros de control B1 y B2 surgen al especificar
condiciones de continuidad en 1a wunién de dos segmentos
Beta-spline. Si1 Bi=1, se tiene una continuldad del vector primera
derivada, y si B1=1 y B2-0, se tlene contlinuidad de los vectores
primera y segunda derivada.

En la ecuacién de continuidad (4.8), generalizada por la expresién

1
Q;,,(0)=p1q (1),

se observa que fB1 es la razon entre la primera derivada al iniclo
de la curva 1+1 y la primera derivada al final de la curva 1. De
esta forma, B1, denominado factor de polarizacién, representa, de
manera intultiva, la influencia de los vectores tangentes sobre
las curvas. Asi, un valor igual a la unidad representa equilibrio
del vector tangente correspondiente para cada curva; un valor
mayor que la unidad representa'que el (1+1)ésimo vector tangente
tiene mas influencia sobre la forma de la curva y la obligara a
seguirlo mas de cerca mientras que el caso donde gl valor es menor

a la unidad produce el efecto contrario (fig 4.8).

Para analizar el parametro pz se emplea 1la condicién de
continuldad de posicién Qi+1(0)=Qi(1), evaluando la curva con la
sustitucién de las funclones base (4.25). En 1la expresién
resultante solo quedan los términos para los vértices Vi-1, Vi, Y
Vi+1, debldo a ;1ue las funclones b-2(1) y bi(o) valen cero. BaJo

esta situacién se obtiene la sigulente expresién :

b-2(0)Vi-1+4b-1(0)Vi+bo(0)Vi+1 = b-1(1)Vi-14bo(1)Vi+b1(1)Vi+1.
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Sustituyendo el valor de las funciones base se obtlene :
[287 Vi-1+(48F +4B1+g2)Vi+2V101)/3=Qi (1),  (4.36)

reescrita como :
[Ki+B82Vi]/(k+B2)=Qi1(1), (4.37

la cual es una expresién en funcién de B2, considerando a los

demés términos constantes, y donde :

Ki=281°Vi-1+481(B1+1)Vi+2Vie1 ,
k=3-82 .

Si (4.37) se aprovecha para crear la expresién que represente el

vector de Vi a la unién entre las curvas, se tiene lo sligulente :

[{Ki1+B2V1]/(k+B2))-Vi=[Ki-kVi1]/(k+B2). (4.38)

Si se considera que los valores de esta expresién son constantes y
que la dnica variable es B2, se pueden reallzar las siguientes

observaciones :

- Si1 B2 se incrementa, entonces el vector de Vi a la unién de las
curvas es mas pequefio produciendo una fendtmeno de atraccién entre
ambos.

- El mismo efecto anterior se produce con valores de B2 negativos

grandes

- Cuando B2 tiende a -k, la distancia entre el vértice Vi y la
uni6én se Iincrementa considerablemente, de tal suerte que se
produce un efecto de repulsién entre ambos y fisicamente aparecen

puntos de inflexion.

- B2 solamente estd afectando la magnitud del vector entre la
unitn y el vértice Vi, por lo cual, la atraccién y la repulsioén
entre Vi y la unién se produce en la direccién del vector definido

por la unién y el vértice Vi,




Intuitivamente, B2 permite generar tensiébn y holgura en la curva
Beta-spline. Mientras mayor la tensién, se generan menor numero de
puntos de Inflexi6n y nmlentras méAs holgura, se generan mayor
namero de puntos de inflexién. Para el caso de valores negativos
de B2, cuando éste varia de 0 a -k, cada unién es repelida de su
correspondiente vértice de control Vi, generandose una curva con
hdlgura. Cuando Ba lncrelenta su va.lor negativo, cada unién es
atraida por su correspondiente vértice de control, pero del lado
opuesto del poligono de control (rig 4.9).

Finalmente se puede decir que los parédmetros de control permiten
generar formas bajo una ldea intultiva del efecto que se logrart

con su variacion.
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SEGMENTOS Y DOMINIOS RECORTADOS

El dominio U ¢ E2 de la ecuacién de un Beta-spline es cerrado
en el rango ([0,1]1x(0,1], pero en ningin lugar se limita a la
existencia de discontinuidades.

Los Beta-spline(4) generan segmentos de superficie del tipo
producto tensor, al mapear U hacla E? (f1g B.1).

Considerando ambas fdeas, es poslble generar un segmento que se
mantenga dentro de las fronteras de un producto-tensor pero que no
sea conectado, esto es, se permlte lp exlistencla de subreglones
conectadas disjuntas dentro del producto tensor que pueden
integrarse como la frontera de un objeto, en forma similar a los

esquemas de representacién B-rep(2.3.4.3) y ASM [12] (f1g9 B.2).

5.1 Dominios Recortados

Un dominlo recortado Dn es un conjunto de subdominios (it € U & E?

donde :

Ny =e, Viey, (5.1)

Yy U es un dominio parametrizado tal que cada punto P(u,v) € V
exlste para 0%u,vs1 (rig 6.3}

Los @’'s resultan del proceso de discretizacién de regiones
limitadas por una frontera externa y diversas(z0) fronteras
internas, ambas representadas por graficas ciclicas orientadas
{351, que en conjunto se denominan segmento recortado. Un segmento
recortado Sn es5 un conjuntoc de subsegmentos denominados Islas,

esto es :

Sn = { I, 1=1,2,...,n } . (5.2)

donde :
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ILnlhy=2, (5.3)
para 1=1,2,...,n y ®=1,2,...,n , s*l ,

Cada isla mantiene una frontera externa FEi, y dliversas fronteras

internas Flit, tzo0 tal que :

FEi1 ) Flit = @ 1#¢ , (5.4)
FIit ) Flig = para t®g , (5.5)
Fiit ¢ reg(FE1) V¥V t=20 , (5.6)
y ademds, no existe ninguna frontera FIit | Fliu ¢ Flit para

udtt.

En las expresiones anteriores, reg{a) significa la regién interna
finita definlida por la grafica ciclica dirigida a.

Toda frontera, ya sea externa o interna, estda formada por

ent idades geométricas denominadas EGr tales que :

Pr(EGx)=P1 (EGk+1) ,

donde Pi(u) y Pr(u) representan el veértice inicial y el vértice
final, respectivamente de la entidad geométrica u.
Cada entidad geométrica cumple con lo sigulente :

ECk N EGr = ® , k=0,...,a , (5.7)
ru0,.,.,a ,
reg ,

excepto - en Pr(EGk)=Pi(EGk+1}), por lo cual, las fronteras son
graficas ciclicas sin .interseccién excepto en los puntos de
contacto de sus entidades geométricas (rig B6.4).
Las entidades geométricas EGx pueden ser cualquier funcién
representada por sus componentes geon@tricos fundmentales. Bajo
esta filosofia se define un objeto Ow como : _

(5.8)

Ow={ Dn | n=1,2,...,7 } U{ PCa | @=1,3,..., } U R(Dn,PCa),

donde PCa define un poligono de control(2.2) que forma parte de
una funcién de mapeo vI:Ea->£°. en este caso una Beta-spline(4), Y
R(e,p) es una relacién entre un dominio recortado y el poligono de
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control sobre el cual se mapea este dominlo (rig 5.8).

BajJo esta definicién, no existe una restriccién en cuanto a la
creacién de objetos cerrados o ablertos, ni tampoco en cuanto a la
conectividad del obJeto, pues éste pueae crearse por segmentos
mapeados alsladamente, Estas situaciones se pueden presentar como
una libertad al disefiador per-ltiéndble que indique los elementos
de la relacién Rie,p).

Al momento de la asignacién de valores a estos parémetros, se
tiene la posibilidad de lograr una revisién topolégica del objeto
con s6lo revisar los poligonos de control, aunque claro, esta
revisién es parcial, pues no se analiza directamente 41a

superficle, sino el poligono que la emula.

La estructura de datos para esta definicién de objJeto es dinémica
del tipo Jerarqulico, y su eleccién se basa en la naturaleza misma
del problema que suglere esta estructuracién. Al momento de
codificacién, 1los algoritmos que actian sobre la estructura
realizan una fuerte navegacién que se corrige utilizando monitores

4 la estructura de datos (rig 8.6).

8.2 Codificacién

Cada uno de los segmentos recortados se encuentra codificado por
sus elé‘ﬁén}ty-’é‘_s__gepnétricos més significativos. Por ejemplo, una
codificaciéﬁ'baiubl lapan.lu entidades Linea, Arco circular y Arco
eliptico esta da“dav pdf‘ los siguloﬁt.es registros, cada uno
representando a las entidades respectivas identificadas por un
cédigo de operacién al principio, identificado por una letra :

L X1 Y1 X2 Y2
C Xc Ye RAI AF S
E Xc Yc Rmwen Rmay Al AF S AR

donde X1 Yi representan una coordenada; R el radio de un circulo;
Reen el radio menor de la elipse; Rmay el radio mayor de 1la
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elipse; Al el &ngulo inicial de creacién de un segmento; AF el
angulo final de creacién de un segmento; AR el &nguloc de rotacién
de la elipse; S el sentido de creacién de un segmento de curva,
en este caso +1 significa contrario a las manecillas del reloj y O

en sentido de las manecillas del reloJ.

Existe también la definicién reducida, que se utiliza en un mayor
porcentaje para la definiclén de un segmento recortado. Esta

definicién es la sigulente para los elementos anteriores

L Xr Yr

C Xc Yce R AF S

E Xc Yc Rmen Rmay AF S R

Este esquema de codificacién permite la definicién de cualquier
entidad geométrica identificada por un cédigo de operaclén y sus
ent1dades geométricas fundamentales. Por ejemplo, un segmento de

curva Beta-spline bajJo paréametros continuos estaria dado por

S Bt Bz X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Ya

Observe que s6lo se requieren cuatro vértices de control para la

definicién del segmento.

Cuando se define un segmento recortado, ho es necesario
proporcionar la definicién amplia de cada uno de los componentes
geométr-icos,. pues sélo se requiere la definicién del primero, y
los sigulentes se definen en forma relativa. . Para propésitos de
procesamiento, el sistema que procesa los segmentos y los
discretiza posteriormente realiza la conversién al esquema
ampliado.

La siguiente informacién representa un segmento recortado ademas
de informacién extra que requiere el modulo que‘lon process y
discretiza (rig 8.7)

1 num. de objetos a definir

1 num. Dn que definsn al objeto

2 num, de islas de la superficie recortads 1

10001 11110000 precision, atridutos, appcont, betas
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1 num. de fronteras internas de la isia t(I1)
5 1 pum. de segmentos EG de la FE y de la FI
L OO 10 0 segmento de iinea de (0,0) a (10,0). EGt de FE
L 105 segmento de l1lea relativo a (10,5) EG2 de FE
L§5]0 EG3 de FE
L O 10 EG4 de FE
100 EGS de FE
C 550503601 intcian los EG de FI1 ECi de FI1
0 num. de fronteras internos de la segunda imla (I2)
3 num. de EG de la frontera externa de la 12
L 10 6 10 10 segmento de linea de (10,8) a (10,10) EG1 de FE
L6 10 : segmento relativo al anterfor EG2 de FE
C5 5 5.0990195 11.309932 O arco circular relativo EG3 de FE

El parédmetro de sentldo. permite generar arcos comd lo que se
observan en la flgura (fig s;e~)

Aunque las definiciones realizadas no permiten el manejo de
tangencias nl segmentos sobrepuestos, es posible trabajar con
estas situaciones creando nuevas entidades geométricas. Por
ejJemplo, en la figura (8.8A) se observan dos islas independientes
que mantienen una tangencia y un ndmero de EG’s=4. La tangencia se
resuelve creando una nueva EG en la posicién de tangencla, lo cual

equivale a descomponer una Ei; en dos y modificar la estructura de

-codificacién con un nuevo segmento relativo. De esta forma, la

nueva isla I = I1 U I2 seria la indicada en la figura (s.ss). Debe
observarse que el sentido de las ‘ent idades graficas se mantiene
constante. La agregacién de una nueva entidad geométrica requiere
tnicamente una actualizacién sobre la estructura dinédmica mostrada
en la flgura (8.8) para‘ el almacenamiento de ios segmentos
recortados.

En el caso de los encimamientos de regiones, lo cual no puede
suceder bajo una condicidon- findl entre segmentos (5.1), se
resuelve locallzanhdo 1las Intersecci6nes entre las fronteras
externas, las cuales forman los vértices de una nueva frontera

exte‘rna, procediéndose de manera similar en las fronteras internas
(8.10).
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5.3 Discretizacioéon

La definicién de los segmentos recortados puede realizarse en
coordenadas del mundo o globales definidas por el usuario. Una vez
definido el segmento, éste se traduce a un sistema de coordenadas
enteras nxn ¢ lz. Para esta transformacién, se encuentra el
rectangulo maximo-minimo sobre la difinicién original, se modifica
este rectangulo al duadrado miximo definido por sus vértices, con
lo cual se obtiene una regién rxr ¢ R? a la cual se le aplica una
transformacién ventana puerto al puerto nxn, con lo cual se
facilitan los algoritmos de definicién del dominlo para el
Beta-spline, aunque queda, en Ia'ﬁh&bria de los casos, érea sin
informacibn; En este nuevo sistema se invoca un procedimiento de
conversién por barrido, mediante 21 cual, se determina el dominio
~de la regién (rig s.11). Cada interseccitén localizada medliante
este procedimlento entra en una estructura dinamica del tipo
mostrado en la figura (s8.12). Eh este caso, se aplica una
variacién a los algoritmos de conversién conocidos (20113861,

procediendo de la sigulente forma :

oMinimax a la estructura

0 Generacién del espacio nxn e Ea

O VOi, 1=1, numero de objetos

0 VDj, 3=1, numero de superficies de Of

O VI, k=1, numero de islas de Dj

VFE y FI de Ix

Minimax de EG. En.este paso se obtiene el recténgulo méximo
minimo que enclierra a la primitiva. Los casos especiales
se presentan con los minimax de segmentos de arco.

() Determina intersecclones de EG en su minimax.

Esto se puede lograr medieante el generador de la primitiva
o0 mediante una soluclién empleando preferentemente la
representacién paramétrica de las entidades geométricas.
Debe tenerse particular cuidado con la determinacién de los
vértices singulares en las secciones curvss.

o Actualiza la estructura de intersecciones. Debe observarse
que no todas las lineas de barrido que se emplean en la
conversién tendréan interseccliénes. Una forma muy efectiva
de asegurarnos que no se revisa posiciones donde no existe
informacién es el empleo del minimax.

0 Ordenamiento incremental por cada una de los renglones donde

se localizé interseccidn en la estructura de intersecciones.

o]
o]
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r=MAX{(a,b)
. 8.11 MAPEO DE LOS SEGMENTOS RECORTADOS HASTA LA GENERACION
DE UN DOMINIO PARAMETRIZADO.
X0

LSn ARREGLO DE INTERSECCIONES

;

1 1 1 1T [ 1 i }

. 6.12 ESTRUCTURA DE DATOS PARA MANEJO DE INTERSECCIONES
TODA LA ESTRUCTURA ES DINAMICA EXCEPTO EL ARREGLO INFERIOR.

v
s
\\j__ "
. 5.13 LAS FRONTERAS CURVAS REQUIEREN LA AGREGACION DE

CES DE REFERENCIA Vr PARA LA D!TERHINACION DE LA SINGULARIDAD
DR UN VERTICE TERMINAL DE UNA EGk.




Algunos detalles importantes al momento de la conversién se
presentan en la determinacién de la slingularidad de un vértice,
esto es, I¢é debe un vértice contarse una o dos veces en la
estructura de intersecciéon?. Como las entldades geométricas EG

pueden ser segmentos de arco, circular o eliptico, la |
determinacién de la singularidad de un vértice no es directa, como
lo muestra la figura (5.13). En esté caso, se tlenen dos segmentos
de arco unidos en el vértice Vi. Si se aplica el criterio de
comparacién de las coordenadas 'y’ entre los vértices Vi-1, Vi, y
Vi+s1 [20 pp 234], este vértice debe contarse dos veces, lo cual no
proporciona una solucién correcta. Una solucién es la generacién
de un vértice de referencia Vr, que, bajo una definicién como la

presentada para un segmento de arco esta dada por :

¢ = ¢ - %ufp(|d2 - $1]) , (5.9)

donde se ha encontrado que el valor fp=0.02 es adecuado para
cualquier caso. ¢r define el angulo en el cual hay que evaluar el
segmento de arco de la EG péra determinar las coordenadas de Vr.
$1 y ¢2 definen el Aangulo inicial y el #éngulo final del segmento
de arco. Para los arcos elipticos esta expresién también es

aplicable.

Una vez que se ha obtenldo el dominlo U definido por las
intersecciones almacenadas en la estructura de intersecciones (rig
5.12), éste debe reconfiéurarse para realmente aplicarlo como
dominio. de una superficie Beta-spline. Esta modificacién es
necesaria si consideramos una cupOrfich‘ Beta-spline de coberturs
completa, esto es, una superficie que interpole a los vértices que
se encuentran en las esquinas de su poligeno de control(4). Como U
es un dominio parametrizado fo,11, en la superficlie completa no
seria posible representario y lograr una 'dohurtura total (rig
s.15)pues si valuamos en forma natural el Beta<spline, entonces
solo lograriamos ver la superficie mapeada en la regién definida
por S2, que es el caso natural. La finalidead es ver un mapeo
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formado por los segmentos SiUS2US3. Para lograr este efecto, se
crea una éxpanslbn artificial de U en 9 reglones parametrizadas de
(0,11, para el caso 3D. Asi se logra un dominlo U que se veria
como en la figura (8.15)

Asi, cada una de las nuevas regiones se puede aplicar para la
generacién de cada uno de los 9 segwentos .Beta—épllne que
constituyen la superficle total. Debe observase que este dominlo
no és continuo, por lo cual Ia vniuacléh' de una expresién

Beta-spllne debe reallizarse segmento por segmento.
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CAPITULO VI

AMBIENTE DE MODELADO




AMBIENTE DE MODELADO

6.1 Descripcién del ambiente

La teoria de 1los Beta-splines(IV) y 1los Segmentos
Recortados(V), ademés de las 1ideas principales vistas en el
capitulo II acerca de las superficles, representan la base para el
desarrollo del amblente de modelado de éste trabajo.

Asi, el ambiente se orienta a la modelacién de superficles de
forma libre(2.2), bajo la filosofia de modelado por segmentos que
mantienen continuidad controlada en sus fronteras, en este caso
continuidades G2.

La estructura general del ambiente se muestra en la figura e.i,
donde se observa la exlistencia de dos actividades que pueden
desarrollarge. en/paralelo: la creacién de segmentos recortados Sn,
y la creacién de mallas de control Mw. '

Los Sn los crea el disefiador sigulendo las reglas indicadas en el
capitulo V sobre segmentso recortados y dominlos parametrizados,
donde bésicamente se indica la metodologia para formar gréficas
ciclicas que no mantengan _lnteréecciones. Estas gréaficas se
discretlzan y parametrizan mediante algoritmos de conversién por
barrido como se indicé en el capitulo V, para generar finalmente
un dominio parametrizado Dn. Existe equivalencia uno a uno entre
un Sn y un Da.

Por otra parte, las mallas Mw las proporciona el sistema de
modelado al usuario, primero como un plano sobre el cual se tiene
acceso & un conjunto regular de vértices de control. El disefiador
tiene acceso a funciones de transformacién que acttan sobre los
vértices del plano. Cuando se transforsa un vértice, se observa én
video 'la alteracién en tiempo real, ‘manteniendo siempre la
topologia de la malla. Mediante las transformaciones, el disefiador
crea un poligono de control que asemeja la forma final deseada
(ver fig. 8.1).



A partir de una malla Mw, es posible crear diversos poligonos de
control PCr, los cuales pueden almacenarse para ser llamados
posteriormente y continuar con el proceso de edlcién.

Una vez generado un dominio recortado Dn y un poligono de control
PCr, el disefiador tiene la opci6én de mapear Dn hacla PCr, creando
un segmento de superficie de forma libre que es parte de un objeto
Ow (ver fig. 8.1). '

Como un Dn requiere 16 vértices de control (ver fig. 4.2) para
lograr su mapeo final, cada PCr generado en el sistema, sera
miltiplo de 168 vértices, dejando libre la posibilidad para la
creacién de objetos més conpvleJos que aquellos formados por un
solo segmento de superficie.

La seleccién de opciones del sistema se realliza interactivamente
aprovechando 1o mas posible de la estaclén de disefio RT via el
estandard grafico PHIGS.

Todo el ambiente se desarrollé bajo el sistema operativo AIX en
lenguaje C.

8.2 Descripcién de un ejemplo de modelado

La figure 8.2 esta compuesta realmente de 6 griaficas que muestran
las fases de disefio de una copa empleando éste sistema de disefio.

La primera grafica muestra el poligono de control disefiado para la
generacién de la copa. El polfigono se observa desde el vector
{0,0,1] que representa la posicién del observador y la cual se
indica por el sistema de ejJes dinédmicos en la parte Ainferior
derecha de la pantalla. Para deformar los vértices que se observan
en el poligono de control, el disefiador primero debe
seleccionarlos y posteriormente transformalos interactivamente. La
seleccién se realiza aprovechando la propledad de PHIGS para
asignar el atributo de detectabilidad de una entidad geométrica.

En la parte superior derecha se observa el dominio parametrizado
Dn que se deformard posteriormente sobre el poligono de control.
En la parte inferior izquierda, sobre el poligono de control, se
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observa un mend dinamico del ambiente, proporcionando acceso a
alguna de las opciones del sistéma. Este tipo de menus aparecén y‘
desaparecen constantemente a peticién del usuario del sistema. v
En la parte inferior izquierda se observa una ventana de mensajes
al usuario, 1indicandole 1la accién que debe realizar a cada
womento. En la regién inferior izqulerda, en color obscuro, se
observan las coordenadas del ﬁltimc; vértice seleccionado. Estas
coordenadas cambian dinémicamente al momento de editar un vértice
de control. A la derecha de ééta ventana, se muesiran opciones
globles a las cuales tiene acceso el usuario en cualquier momento.
También se observan dos valores, en color obscuro, que representan
‘8 los parédmetros Beta ~81, B2~. Estos valores varian dinimicamente
seleccionando la ventana correspondiente mediante el dispositivo
de ’'pick’ de ‘la estaclén de disefio. E1l rango de valores para los
parametros Beta va de -100 a +100 con valores reales intermedios.

La segunda grafica, muestra el poligono de control después de
diversas transformaciones en el espacio, asi como la superficle
generada con los valores fi=l y PB2=5. Observese como la copa
tiende a acercarse a los vértices de control aunque al‘ml en una
forma muy ligera, 'l"a,nblén debe observarse una serie de ranuras en
la copa, que' son el resultado de deformar el dominio parametrizado
que se observa en la parte superior derecha. Esta copa estd
formada por cuatro segmentos de superficle que mantiene las
continuldades definidas para los Beta-splines.

La tercera grafica se obtuvo con el mismo poligono de control pero
con un valor de tensi6én negativo f2=-5 y un valor de polarizacién
pr=1, 'Obser‘vese como los segmentos de superficie tienden a ir en
sentido contrario a los vértice de control al cual estan
asoclados, ‘En ésta grafica se generan nueves puntos de iInflexién
que equivalen a generar holgura en la superficle.
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INTERFAZ CON EL USUARIO
VARIACIONES DE LOS PARAMETROS
~ BETA |

Fg. 6.2 ESTA ES EL CONJUNTO DE LAS SIGUIENTES
GRAFICAS DEL SISTEMA




En la cuarta grafica se dejJarron en cero ambos parédmetros Beta. El
efecto flnal sobre la superficle equivale a un cambio en la
geparacion de las curvas generadas por la parametrizacién. Se
observa la concentracién de la informacién en las fronteras de
cada segmento de <superficle asf como una separacién de la

informacién recortada.

La quinta grafica se generd con valores de B1=90 y B2=0. Se lleva
a observar una ligera Inclinacién de la superficle hacia un lado
del poligono de control, generada por el efecto de polarizac!én
del factor Bi. Ademas observese la concentracldén mucho mias marcada
de - los segmentos de superficle en las fronteras. Bajo estas
condiciones se esta obligando a la superficle a seguir con mayor
fuerza la direcclén de una derivada en las fronteras, de ahi el

efecto de concentracioén.

La ultima grafica se generd con. los valores fR1=-27 y £2=0. EIl
efecto final generado equivale a la apllicalén de tensién muy
grande que obliga a la superficle a ’'pegarse’ al poligonc de
control. Pero este efecto no es deltodo exacto puesio que la
superficie ocupa un volimen mayor al definldo por el polfigono de
control. Observe la diferencia entre la superficie generada y el

poligono.

6.3 Menis del Sisteme

El conjunto de opclones que ofrece el sistema se accesan
medlante dos menis basicos que auxilian en la creacién y
transformacién de los poligonos de control, en la asociacién de
los dominlos recortados, en la generacién de la superficie
Beta-spline, en la activaci6n de un algoritmo de realismo y en la
obtencién de una impresién en ’plotter’ de cualquier imdgen del

modelo.
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correspondientes para cargar o salvar la informacién de los
poligonos de control (PC) utilizados en el modelado de 1la
superficle. Sus opclones asociadas son: POLIGONO NUEVO; POLIGONO

ACTUAL; QUITAR POLIGONO; CARGAR ARCHIVO; SALVAR ARCHIVO.

Poligono nuevo crea una malla cuyo tamaﬁo se selecciona de entre

16 posibilidades mostradas en la parte inferior de la pantalla,A

siendo 16 el numero maximo de poligonos por lado que pueden formar
la malla. Cada poligond se forma por 16 vértices de control._La
malla se crea considerando la seleccién anterior, aJustandose su
escala al méximo puerto eh el video.

Una vez 6re§da 1a malli, es posible ~trabaJar con uno de sus
subcon juntos. El sistema pregunta por la cantidad de poligonos con
que se desea trabaJar, para ho mantener presente toda 1la
informecién y asi egilizar el procesamiento de. la informacién.
Poligono nuevo modifica el valor de diversas variables del
sistema, reinicializando las matrices de transformacién y

restaurando los puertos y ventanas originales. Ademés, se puede

selecciénar un ‘nuevo tamafio para ‘la ﬁalla, perdiéndose‘ la

informacién que pﬂdieée haber de otra malla previa, por lo cual

debe salvarse la lnfprmacibn anterior sl no desea desecharse

Poligono qqtul1‘despllega toda la malla. formada por los poligonos
de controlﬂqué conétltuyan'el-modelo”completo. Hay que considerar
que la malim puede fragméntarse para trabajar con' uno o mis
poligonos, y dependiendo ‘del nimero seleccionado ‘al ‘iniclar
modelado, es la cantidad de informacién gréfica presente en la
pentalla. La malla completa solamente se tiene en pantalla cuando
se indica explicltamentq al utilizar los comandos Poligono nuevo,
o Cargar archivo, seleccionando una cantidad de poligonos igual a
los que ¢onqt1tuyan la malla. Cuando se trata despliegar una malla
que'no existe, el sistema ignora el comando, pero sl la malla ya
ha sido creada con alguna de las opciénes anteriores, entonces se
despliega completamente.
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Quitar poligono elimina de la pantalla de despliegue y del archivo
de datos del plotter la informacién correspondiente a la malla. Es
Gtil cuando se desea tener presente s6lamente la informacién de la

superficle generada.

Cargar archivo presenta un 11istado de los archivos
corréspondigntes al tamafio de la malla con que se' estd trabajando
y permite la seleccién de alguno de ellos. Estos archivos debieron
haber sido generados previamente al efectuar la edlcién de algin
poligoﬁo de cdntr_ol. L.a.seieccléin se efectia al posicionar el
cursor sobre alguno de ellos y opi;imir ‘alguna tecla del ’ratén’.
El archivo sélo contiene la informacién de las coordenadas de los
vértices de alguna malla. La informacién‘sobre los Beta-splines y
los parémet_r'oé Beta, se ..‘almacena y accesa por separado.

Salvar erchivo almacena en disco la informacién del valor de las
coordenadas de cada vértice que forma la malla con que se esta
trabajando, para poder ser‘~ utilizada posteriormente. Esta
informacién se almacena en un arthivo cuyo nombre debe éer
proporcionado por el usuario, con la restriccién que debe tener
una extensién correspondiente al numero de poligonos que forman la
malla por lado; esto es, si se estd trabajando con una malla
formada de 3 X 3 poligonos de control, un posible nombre para el
archivo en que sea guardada la informacién correspondiente podria
ser ARCH.3, dado que la extensién indica el ndmero de poligonos

que constituyen la malla por lado.

Deformar controla todo el proceso de edicién, en tiempo real, del
poligono actual, y se constituye por cinco opciones: SELECCION DE
VERTICE; DEFORMACION  X,Y; = DEFORMACION X,Z; = TRANSFORMACIONES;

MODELADO.

Seleccién de vértice coloca sobre cada vértice del poligono una .
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marca detectable con el cursor, que permite seleccionarlo
directemente. En ese momento, se presenta en la pantalla la
informacién sobre su nimero dentro de la malla y sus coordenadas

'con objeto de retroalimentacién.

Deformecién X,Y translada el vértice seleccionado a lo largo de
lns ejJes X y Y. La deformacién del poligono se.realiza por medio
del dispositivo de selecclén definido en PHIGS.Durante el proceso
de deformacioén, ‘las lineﬁs que unen al vértice con el resto de la
malla se modifican, sigulendo la direccién correspondiente a 1la
deformacién del vértice, mientras que la informacién de su

posiciéon se muestra en formato de punto flotante en la pantalla.

Deformacién. X,Z2 realiza _la funcién similar al caso anterior
intercambiando Y por Z.

Mediante Deformar, se tlene acceso a las facilidades que
proporciona la opcién del grupo de TRANSFORMACIONES gque también
pueden ser accesados desde el mend principal. Ademss, existe la
posibilidad de regresar.al conjunto de instrucciones de MODELADO.

La sigulente opcién del grupo de woorLapo es Splines, con la cual
se tiene acceso a]l grupo de comandos que permiten la gqmraclén de
la superficie que cubriré el poligono de controi‘y el mapeo de
alguno de los dominios recortados sobre la misma. Para ésto, . se
cuenta con las opciones siguientes: asjuste Bi; awstE B2; srLIm
WUEVO; SPLINE ANTERIOR; MODELADO. |

Ajuste 81 y Ajuste B2 son el medio de:-asignacién a los parémetros
Beta de control.La seleccion de los valores Beta se logra.
colocando el cursor sobre el &rea de la pantalla en que se muestra
el valor de los perémetros, y moviendo hacla la izquierda o la
derecha el cursor sobre el cuadro en el que aparece el valor de la .
Beta seleccionada. El valor del parémetro varia dinimicamente en
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funcién de la direcciédn del cursor.

Spline nuevo activa el célculo de una nueva superficie Beta-spline
empleando el valor de los parémetros Beta. La informacién
correspondiente a estos parémetros, asfi como la de las 6oordenadas
de cada punto de la superficie generada, se almacenan durante su
célculo en disco, para pogier‘l'oi*-erite ‘poder ser utilizados. La
curva calculade se despliega mediante lineas en la pantalla una

véz que ha sido generada.

Spline anterior recupera de disco un Beta-spline que haya sido
generado préviamente y que coincida con el segmento de malla con
que se esté trabajando en ese momento. Si dicho Beta-spline no
existe, el comando es ignorado (cuardo se genera un Beta-spline
nuevo, el sistema lo salva a disco y le asigna un nombre formado
con las caracteristicas propias del segmento de malla con que se

genera).

La dltima de las opciones de Splines es Modelado, que permite
regresar a esta opcién sin tener que recorrer toda la trayectoria
correspondiente del éarbol.

S611do dentro de Modelado, activa el proceso de realismo sobre la
superficie, enpleindo el vector de luz definido por la posicién
del observador y la no,rhu.l definida por los segmentos
topoléogicamente rectangulares de la superficle.

El dltimo comando del grupo de. Modelado es Menu principal, con el

cudl se permite el acceso a ia raiz del. sistema.

Superficie de rotacién es el sigulente comando de Mend Pt‘incrp'al;
el' cual, al wmomento de su seleccién, coloca a valores
proestablecid_os algunas variables dell sistema, deJando la matriz
de transformacién principsl como ident;ldad y la ventana y puerto
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con sus dimensiones originales. En Segulda. el sistema espera que
el usuario delinee un perf‘il bidimensional con el cursor, para que
una vez "proporcionado; se .genere la sup-erflciev de revolucién
correspcndiehte. la cual se p'resentu por medio de una figura de
alambre formada por circulos con centro sobre el eje Y y curvas
radiales a dicho eje.

S513do realiza la misma accién indicada en péarrafos anteriores.

Déntro, MENU PRINCIPAL, Se encuehtra Transformaciones con la cual
se tiene acceso a 1o siguiente: ROTACION; TRANSLACION; - Z0OM;

ml-

Roincionel perl‘lte' la rotacién del wmodelo, en tiempo real, sobre
alguno de los eJes ‘coordenados del modelo, permitiendo observar la
posicién de éste tomando como referencia la direccién de los ejes
que aparecen en la parte inferior derecha de la pantalla (fig
s.2). Esta opcién se subdivide a su wvez en: ROTACION EN X;°
ROTACION EN Y; ROTACION EN Z; TRANSFORMACIONES; MENWU ANTERIOR.

Translacién permite efectuar el movimiento del modelo sobre algurno

de los ejes coordenados.

Zoom permite la transformacién ventana-puerto sobre detalles del
modelo bajo un puerto de cobertura mAxima.

Reset modifica la matriz de transformacién globel colocéndola como
identidad, asif como la ventana y el puerto en sus parémetros
inicliales.

Manejo de plotter, dentro de mews PRINCIPAL, dA de alta una
estacion de trabajo definida como plotter, enviando la imagen dél
modelo hacla el dispositivo de impresién. Finalmente desac’ti\.m» el
dispositivo de impresién y libera sus recursos. ' ' |
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Si estas condiciones n¢ se cumplen, se requiere mas andlisis pera

determinar el valor de K(u).
Medidas Geométricas Fundamentales

El gracj!ov de continuidad de una curva en ambientes CAD/CAM/CAE se

‘ refiere al mayor nivel de diferenciaci6n en el cual es continua.

Forsalmente, 81 una funcién f € C" {a,b], entonces f', 1=0,1,...,n
existen y son continuas sobre [a,b]. |

-Continuidad de Yector Tangente Unitario y Vector Curvatura

Pueden encontrarse casos donde la primera y segunda derivades
para.iétricu de une curva Q(u) proporcionen informacién distinta a
los vectores T(u) y K(u), por lo cual no es' lo mismo hablar de
continuidades, C" referidas a las derivadas, que de las
continuidades G" referidas a T(u) y K(u).

Los sigulentes ejemplos ilustran estas situaciones :

@) Pedos dos segmeiitos de linea parametrizados :

Q1 (u)={12u, 8ul,
Qz2(u)={4(u+3), 3(u+3)],
su prlneu derivada esta dada por @
al(u)=(12,891,
qd(u)=(4,31.
Asf, los dos segmentos, aunque son continuos en T(u), tiemen une
dlscdntlnuidad (su primera derivada es diferente) en la unién.

b) Dados los segmentos de linea :
Q1 (u)=| a(Zu-fu" ), bl2u-u)},
Qz{u)=la+(c-a)u®, b(1-u?)],
su primera derivada valuada en la unién de los seguentos estd
dada por : |
at(1)=to; 01,
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d(0)=[0, o). | |
As{, estos segmentos se unen con una primera derivada paramétrica
continua siendo que existe una discontinuidad de T(u) en la unién.

o) ‘Dados ‘dos arcos de circulo : ‘
" Qi(u)=[a sen((n/2)u?, a cos((xn/2) uhl,
- Qalu)={a cos((r/2)u’, -a nn((ﬂ/l)u )1,
su. segunda derlvo.d-. paramétrica valusda en la unién estd M por
Qf(1)=[-ax® , -ax],
gd(0)=[0. -uxl,
la cual es claramente discontinua s pesar de que la curvatura es
1a misma en la unién, esto es, K(u) es el migmo en la unién.

d) Dados dos segnenton de circulo :
Qi(u)=la cos((x/2)(1-u)?), & wen((n/2)(1-u))},
. Qa(u)=lasb-b cos((n/2)u’), -b sen((n/a)u’)}, ‘

su segunda derivada/paramétrica valuada en la unién estd dada por
of(1)=l0, o1,
ad(0)=(0, 0].

_Asi, mientreas que la segunda déi-l@ada.para-étriqu es continua, el

vector curvatura es discontinuo. |

Coneebtos de Topologia

Si X es un conjunto no vacié y F una coleccién de subconjuntos de

X incluyendo el conjunto mié ® y el conjunto X mismo, entonces
la coleccién F se denomina ‘una Tapologia sobre X sl satlsface las"

slgulentes condiciones:
- La unlén de cualquier nimero’ de subconjuntos de X que estan en F
también estd en F.
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