METODOS MATEMATICOS
(Parte 1)

Dr. Felipe I. Arreguin C.

BOUDED COSTENIA G 0 {f
B WRGHENS 1 IE W i |
)
o o o090 & f
BE ESTUD S DE Pu\
EE LA Fi




L



METODOS  MATEMATICOS
( PARTE | )

FELIPE 1. ARREGUIN CORTES.

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO DE LA FACULTAD DE INGENIERIA.
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.




J—y T
~ IL) D /\a
(&N r




PROLOGO.

En los cursos de Mecanica de Fluidos, Hidraulica General,
Fenémenos Transitorios, Hidraulica Maritima 'y ﬂotros de los
posgrados de Hidraulica y Aprovechamientos Hi&riulicos, los
alumnos requieren utilizar como herramienta conocimientos firmes
de analisis vectorial, desafortunadamente 1la mayorfa de ellos
estudiaron estos temas muchos affos antes de iniciar 1los estudios
de posgrado y no los han utilizado después de ello, entonces la
comprensién cabal de los temas tratados en los cursos de maestria
es muy diffcil y a veces casi imposible.

Esta es la razén por la que se hizo necesario elaborar algdn
material escrito que permitiera a los alumnos actualizarse en el
campo de l1lo0s vectores de manera rapida y facil, tomando en cuenta
que estos temas no son nuevos para ellos, éste material son los
presentes apuntes, que no tienen mayor pretensién que la de
auxiliar a los alumnos en el repaso de 1los principales aspectos
del andlisis vectorial que se utilizaridn en las materias antes
mencionadas.

Los apuntes estan elaborados de tal manera, que es el propio
alumno quien decide que aspectos debe repasar, pues se desarrollan
temas de la Mecanica de Fluidos, en 1los que frecuentemente se
cuestiona al alumno acerca de las dudas que pudiera tener sobre
anadlisgis vectorial, y que lo podrian limitar en la comprensisén de
los temas tratados, entonces si es necesario se le refiere a las
secciones de un anexo en donde puede aclarar sus dudas y regresar
a estudiar el tema de 1la Mecanica de Fluidos que se esta
desarrollando.

Inicialmente se obtienen las Ecuaciones de Navier-Stokes, basicas
en la mayoria de los cursos del posgrado en Hidraulica y de
algunos de Aprovechamientos Hidraulicos, asi como de otras Aareas
por ejemplo la de Ingenieria Petrolera o la de Mecanica de Suelos.
A partir de estas ecuaciones se deducen 1las de Lagrange, que
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permiten el analisis completo del campo de las aceleraciones, las
de Stokes, utiles para el estudio de flujos laminares en 1los qQue
la acelaracién se considera nuld, la ecuacién de Euler que se
emplea cuando en un flujo 1los efectos importantes son los
inerciales y se puede despreciar a 1la viscosidad; se obtienen
también las ecuaciones de la vorticidad y de los torbellinos, para
llegar a 1las tan conocidas ecuaciones de Bernoulli, de 1la
hidrostatica y las de Torricelli que permiten calcular la descarga
de agua a traves de un orificio hecho en un recipiente. Los temas
de analisis vectorial necesarios para comprender 1los conceptos
antes mencionados son: algebra vectorial, funciones vectoriales de
una variable y diferenciacién vectorial.

El segundo: tema tratado en el principio de la conservacién de 1la
masa, a partir del cual se obtienen ecuaciones de tipo extensivo e
intensivo para el anaiisis de flujos, se deduce 1la ecuacién de
continuidad, se repasan los flujos vorticosos y finalmente se
establece como calcular una funcién conocido su Laplaciano en un
volumen de control y sus valores de frontera, estos temas dan pie
para que el alumno repase la integracién vectorial, incluidos 1los

teoremas integrales.



LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES.

El hidromecanico francés Louis M. H. Navier (1785 - 1836)
" utilizé la ecuacidn de Leonard'Euler que idealiza un flujo, para
aplicarla a fluidos reales, tomando en cuenta la viscosidad, y 1lo
consiguid en 1812 utilizando el modelo newtoniano de moléculas de
resorte. Empleando otros modelos, los investigadores franceses A.
L. Cauchy (1789 - 1857), Simedn Poisson (1781 - 1840) en 1821, y
A. J. C. Barré de Saint-Venant (1797 - 1886) en 1843, asi como el
irlandés George G. Stokes (1819 -~ 1903) en 1845, obtuvieron -
ecuaciones similares a las de Navier, de hecho puede decirse que
las conclusiones de Navier fueron perfeccionadas por Stokes.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son ecuaciones
diferenciales parciales no lineales, de segundo orden, para el
cdlculo del movimiento en medios continuos de 1los fluidos
viscosos newtonianos.

Para hacer su deduccisn se utilizars la 2° ley de Newton.
Considérese el volumen de control mostrado en la fig. 1, vy
supéngase que sobre éste actuan fuerzas de superficie y fuerzas de
cuerpo. A continuacién se estableceran las primeras.

En la figura 1 se observa un elemento cdbico de aristas
Ax, Ay y Az, sobre el que actdan una serie de fuerzas externas.
Estas fuerzas producen esfuerzos sobre cada una de las seis caras.
Asi, el esfuerzo sobre la cara perpendicular al eje x en el

punto 0 puede expresarse en términos de un esfuerzo normal ,ax y
dos esfuerzos tangenciales ortogonales Txy y sz
AF X
o, = im . Mx (1)
AAx——> 0
AF§
Txy a tm Mx (2)
AAx——> 0




Afé
T = lim

Xz
AAX

AA —> O
X

(3)

donde AFX. AFy y AFZ son las componentes del vector AF N AAx
un elemento diferencial de Area sobre la cara Ax en la cual actua
la fuerza. La convencién usada para los esfuerzos tangenciales es
gqgue el primer subindice indica con respecto a qué eje es
perpendicular la cara y el segundo subindice la direccidén en 1la
cual actuia el esfuerzo.

Az

Fig 1 Volumen de control sujeto a un estado de esfuerzos

SI TIENE DUDAS RESPECTO A LAS COMPONENTES DEL VECTOR AF,
CONSULTE LA PAGINA A.1.



Ademas, en la otra cara, perpendicular al eje de 1las x

(ver fig 1), los esfuerzos valdran:

aox
ol = o+ A
% X ax X (4)
arxy
Txy = Txy ¥ Tox ax ()
Osz
t -
Txz = Txz ax Ax (6)
Se puede proceder de manera similar con las caras
perpendiculares a los ejes y y 2z:
AF,
y i
AA, —> O ‘
y
. F
T = lim (8"
X
y y
AA, —> O
Yy
AF
Tyz = Mm A (9)
y
AA,. —> O g
y 1
t
aay
g! = o+ A
y y 3y Y (10)
Oryx
T =T A
“yx T Tyx Y Tay W (11)
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Tl =T
vz vz
o = lim
Z
AA
2
T = ltm
zZX
AA
2
sz = lm
AAZ
ol =0
z Z
—r‘ - -
‘zx ZX
T =T
Zy 2y

Se puede definir un esfuerzo normal promedio
siguiente manera:

5 = L. (o + o
-3 pY

La relacién esfuerzo-deformacién en la direcciodn

o, -0 =2 (G)

X

sélido elastico se expresa mediante la relacién de Hooke:

( £, -

B»

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

la

(19)

en un

(20)



donde

es el méddulo de elasticidad 1lineal o
Young

es la componente en 1la direccién
deformacién normal &

es la dilatacién volumétrica

N - 7 B
_A /B /
imrally;
// /
/
Oy // ,
- / _t
s
bT0 o E
! |
! Ax |
S

médulo de

X de 1la

Fig 2. Deformacién de un elemento diferencial Ax Ay.

La deformacién normal se define como el cambio de 1longitud

de un lado de un elemento sujeto a un estado de fuerzas, dividido

entre la longitud original, ver fig 2. Asi, las componentes de 1la

deformacion normal seran:

_ 0'C' - 0C _ da
®x = tim ocC T T 9x
Ax =——>» O
O'A' - 0A ab
= i =
Cy m OA 3y
Ay —> 0

(21)

(22)




Para el caso de tres dimensiones la otra componente sera:

o = lm -2E_- 9 _ 9 (23)

Az ——>» 0O

El desplazamiento del punto 0 puede expresarse entonces por

medio del vector desplazamiento & , definido asi:
S =ai+bj+ck (24)

SI TIENE DUDAS SOBRE ESTE NUEVO VECTOR & , PASE A LA
PAG. A.4.

La dilatacién volumétrica es el cambio de volumen del

elemento deformado, dividido entre el volumen original:

_d(AV)  _ da ab ac
= —av = %%t oy * oz (25)

Que puede expresarse también de la siguiente manera:

e =V o & (26)
SI TIENE DUDAS ACERCA DEL TERMINO Vo & PASE A LA
PAGINA A.14.

El médulo de elasticidad tangencial G, puede sustituirse
por una cantidad que exprese sus dimensiones en la ecuacidén 20, de
la siguiente manera:




- _ F e
0‘—0‘—2[—1‘—2](6)(--——') (27)

donde
F es una fuerza
L es una longitud

En el caso de 1los fluidos, en 1lugar de 1la relacidn
esfuerzos-deformacién interesa la de esfuerzos-rapidez de
deformacié$n; asi, la ecuacién 27 se puede modificar como:

- Ft 1 o e
o -a=2 s - =) (28

donde t es el tiempo, su inclusisén en la ecuacién obedece a que
la ecuacién 28 debe ser dimensionalmente homogénea.
N&étese que la constante Ft/Lz, tiene 1las dimensiones de 1la

viscosidad dinamica u , y ésta se puede incluir en la ecuacién:

de
- X 2 de
9% 9 =2 3¢ -~ 3 H T

(29)

El término Osx /9t es la rapidez de variacidén de la
componente de la deformacién normal en la direccidén x con respecto
al tiempo, y entonces se tiene que:

i da } _ @ da ) _ du (30)
at =~ ot ax T Tox at ) 9x
donde
u es la componente de la velocidad en la direccién x
de

-3t~ €8 la rapidez de variacién de 1la dilatacién
volumétrica del fluido con respecto al tiempo, de acuerdo a la
ecuacién 26 puede escribirse entonces:

=




de by
= v Q ———— == v Q
at at v (31)

SI NECESITA RECORDAR COMO SE DERIVAN LOS VECTORES PASE A
LA PAGINA A.31.

Un fluido es incompresible cuando no existe variacidén de
la dilatacidén volumétrica con respecto al tiempo, es decir:

de

at:V°V=0 (32)

Sustituyendo 30 y 31 en la ecuacidén 29 se obtiene:

Y = o 1 2 19 7 oy
o, =C ¢ 24 ;: - 3 ( V) (33)
en las otras dos direcciones se tendra:

-~ = -~ i’ av 2 " 7 o v ‘

"y_“+2" oy ~ 3 H# (Y V) (34)

= eddl 2 Y
= - V e
o, o+ 2u 3= 3 M ( V) (35)

donde v y w son las componentes de la velocidad en las direcciones
Y ¥ 2 respectivamente.

En forma anadloga se pueden obtener los esfuerzos
tangenciales para los sélidos y los liquidos:

(36)
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Tzy = Tyz = © [ g; :2 ] 7
e ()
Tyx = Txy T H [ 4;; 4;; ] 39
T2y T Tyz T H : g; g; ] (49)
SR N

En el agua los efectos viscosos dependen dnicamente de la
viscosidad u, la cual relaciona los esfuerzos tangenciales con 1la
rapidez de deformacién, de tal

manera que se puede hacer una

analogia con los sélidos elasticos y mediante la 1ley de Hooke,
igualar el esfuerzo normal medio con la presién o) como se
muestra a continuacién:
5=-p=L c + 0 _ + 0 (42)
3 X y -4

El signo negativo es convencional. Sustituyendo 42 en 33,

34 y 35 se obtiene:

du

= - - YV o
o P+ 2p —5= H( (43)
v
o= - 2 - Y o
y P + <u 3y m( (44)

11




o= -p + 24 9w -

i s g 2 Y e V) (45)

Ahora, es posible un planteamiento de 1las ecuaciones de
movimiento en un fluido, para ello, como ya se indicd se utilizara
la 2° ley de Newton. Las fuerzas que actuan sobre el volumen de
control, ver fig 1, son de superficie y de cuerpo, 1las primeras,
son las antes discutidas y las fuerzas de cuerpo son las generadas
por campos gravitacionales, electromagnéticos o inerciales. Asi la
fuerza producida por 1la accién de 1la gravedad g puede

expresarse asi:
g = g, i+ g, J + g, k (46)

Aplicando la 2° ley de Newton en la direccién x sobre el

volumen de control de la fig 1, se tiene:

AFx = Am a, = ( o Ax Ay Az ) a, (47)

donde

Am es un elemento diferencial de masa
a es la componente de la aceleracién en la direccién x
es la densidad del fluido

En forma mas especifica y utilizando las ecuaciones 1, 4,

8, 11, 14 y 18, AFx se puede definir como:

do
X
AFx = (p AX Ay Az) gx - Ux Ay Az + (ax + 3% Ax) Ay Az -
8Tyx
-7, Ax A T —=— Ay) A&x Az -
yx z + vx + 3y y) Ax Az
asz
- sz Ax Ay + (sz + 3z Az) Ax Ay (48)

Sustituyendo 47 en 48 y dividiendo entre el volumen de

control, AV = Ax Ay Az se obtiene:

12



o e + + + = pa (49)

arxy aay arzy

o Sy + % + 3y + = = Pay (50)
arxz OTyz Oaz

~ -+ =N

cE, ax ay az -3y - (51)

En el caso de fluidos newtonianos se acepta la existencia
de un soleo coeficiente de viscosidad, de esta manera al sustituir

las ecuaciones 39, 41 y 43 en la ecuacién 49: E
~ op d r ’s au 2 Iy T o Y ]
P8~ Tax * Tox L 2 S - 3 K v )J +

a av au a du dw
t Tay [ “( dx ' “ay ]] * Tz [ “[ dz ' Tox ]] = pPa, (52)

Si ademas se considera constante a la viscosidad 1la

ecuacidén 52 puede reescribirse asi:

dp a du 2 T o
pgx—ox"'“ ax[z ax‘3 (v V)]+

0] av du a du w
T H By [( ax T " dy ]] A [[ 3z T Tox ]] = Py (33)

Ordenando:




( Y°V ) = pa (54)

en las direcciones y y 2z se tendra:

2 2
o g - ap + u v . v + v +
y ay ax2 ayz 022
M2 o V =
* 5y (VY V) =pay (55)

ap Ozu dFu Ozu
P gz T 7oz tH 2 2 2
ax ay az
+ K aZ(Ve\-J).-.-paz (56)

Las ecuaciones 54, 55 y 56 son la forma cartesiana de las
ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos compresibles y viscosidad
constante. Para escribir esta ecuacién en forma vectorial, es
necesario recordar el concepto de aceleracién. El1 vector
velocidad es:

<l
n

ul + vj + wk (57)

donde las componentes u, v y W son funcién del tiempo y el

espacio, es decir:

u=f(x, v, 2, t) (58)
= f(x; y, 2, t) (59)
w=f(x, vy, z, ¢t} (60)

Entonces la aceleracién en la direccién x se obtiene con

la derivada total de la componente u con respecto al tiempo:

x ° Tat at Y Tax YV Tay Y Ta: (61)

en esta ecuacién du/8t es la aceleracién local y 1los términos

14



restantes del segundo miembro son la aceleracidén convectiva, en la

direccidén vy y 2z 1la aceleracisén vale:

dv Av Av Av v
a = =
y dt at +u ax * v ay tw az (62)
_ dw _ 9w v v 3w
az =gt = T + u ’—a';— + Vv —JT + W —E—- (63)
v en notacidén vectorial:
- dv av = -
a = dt- = 3t + (Vv v)yv (64)

De las ecuaciones 54, 55 y 56 vy utilizando la ecuacién 64
se obtiene la forma vectorial de la ecuacién de Navier-Stokes:

OB - Ip + u VPV 4+H v (v.V) S — ¢+ p (VWY (65)

SI TIENE DUDAS SOBRE LOS OPERADORES VECTORIALES CONSULTE
LA PAGINA A.39. ‘

En el caso de 1los fluidos incompresibles V o V = 0,
ademas las componentes de la aceleracién son:

&h B éh _ dh
gx = -8 6)( ’ gy = -8 ay ’ gz = -8 OZ (66)
en forma vectorial:
g = -g Vh (67)
donde h es la coordenada vertical en la direccién de zZ,

consecuencia de esta ultima aseveracién es que:

15




g, =0 g, =0 g, = -8 (68)

Con las consideraciones anteriores la ecuacidén 65 se

reduce a:
du du du du _ ah 1 ap
ot tYax *V ey tY ez T "B Tox 5 ax *
2
R (69)
P Ix oy az
ov_ u ov_ v AZI W LA éh 1 90
3t ax 3y 3z - "B T3y 5 dy
2
P [ L. Ly, oy ] 70
P ax ay az
ow o, 0w O, 0w o 0h 1 9 |
at Ix ay 9z = "8 T3z o az
2
3 L &
+“[ - b :] (71)
P Ix ay az

Como puede observarse existen cuatro variables u, v,
w, Y p, y s86lo tres ecuaciones, 1la cuarta ecuacidén para
resolverlas cuando se definen las condiciones de frontera es 1la
ecuacisén de continuidad:

du av dw
ax t oyt ez T ° (72)

16



Ecuacidn de Lagrange:

La forma vectorial de las ecuaciones 69, 70 vy 71 es:

- - 1 —
a=g-—;—gradp+‘;‘?zv (73)

multiplicado por p :

pa = pg - grad p + 4 ¥ °V (74)

de la ecuacién 69, se tiene que:

du du 2u oY) 24
ax =gt - Tt + U % + Vv 3y + W F (75)
que también puede desarrollarse asi:
_ ®u du au au du v
3 T T3t [ax‘-‘*oy"*oz "]*[oz‘ox]”‘
av du _ 8 . 1 of = . .
[ % 3y ] v = 3t + 2 A + ( rot v j) w -

- (rotV ek ) v ' (76)

En forma similar pueden obtenerse las ecuaciones para ay

y a, . Multiplicando a, por ay por J y a, por k ,
y sumando se obtiene: ‘
- av " - -
= ——— et
a a3 " grad 5 + rot VxV (77)
17 r




A

gque es la ecuacién de Lagrange y cada término significa

siguiente:

a es la aceleracién sustancial

_§¥_ es la aceleracidén local
V2
grad —— es la aceleraci®n convectiva

rot V x V es la aceleracién de Coriolis

La aceleracién local toma en cuenta solo el cambio de

velocidad con el tiempo en un punto determinado de observacién.

aceleracién convectiva, es el efecto del cambio de velocidad a
largo de una trayectoria, sin tomar en cuenta 1los cambios

lo

la
La
lo
de

direccién. La aceleracién de Coriolis es el efecto de los cambios

de direccién, ver fig 3.

rot vx v

Fig 3. Aceleracidén de Coriolis en un codo

18



Ecuacidn de Stokes:
Esta ecuacién es Gtil para flujos laminares en los que 1la
aceleracién se considera nula, de esta manera la ecuacién 74, se

puede reescribir asi:

7 V= grad p - pg (78)

sl se desprecia el efecto de la gravedad se tiene:

7, PV = grad p (79)

que es la ecuacién fundamental para el anadlisis de flujos

laminares.

Ecuacidn de Euler:
En este caso los efectos importantes son los inercilales vy
se desprecia la viscosidad, es decir el término B v v , entonces

la ecuacién 74 se reduce a:

Wi
]
1]
1
o[-

grad p (80)

Ecuaciones de la vorticidad y de los torbellinos:

Otra forma de presentar la ecuacién de Euler es:

av

It + rot VxV+grad E = 0 (81)

donde E es la energia especifica:

19




i S

- ¢ (82)

f = grad ¢ (83)

donde f es el vector de las fuerzas de cuerpo. Asi, tomando el
rotacional en todos los términos de la ecuacidén 81 se tiene:

(-]

3T rot V + rot (rot vV x 0} = 0 (84)

que es la ecuacién de la vorticidad.
SI TIENE DUDAS SOBRE EL ULTIMO DESARROLLO PASE A LA
PAGINA A.39.
El vector torbellino se.define:
w =rot V (85)

sustituyendo en la ecuacién 84:

L 1%

3t + rot (wxV)=20 (86)

que es la ecuacidén de los torbellinos.

20



Ecuacidn de Bernoullis

Si el flujo es permanente la ecuacién 81 puede escribirse

asi:

'VxrotV =grad E (87)

El lugar geométrico donde la energia E es constante se

llama superficie equienergética, ver fig 4.

Grad E

Linea vorticosa

Linea de corriente

Superficies
equienergeticas

Fig 4. Superficies equienergéticas

El vector grad E es perpendicular a 1la superficie
equienergética, entonces la ecuacidén 87 indica que los vectores v
y rot V son tangentes a dicha superficie, es decir las lineas de
corriente y vorticosa pertenecen a la superficie equienergética,
ver fig 4, lo cual significa que a 1lo largo de toda 1linea de
corriente o vorticosa la energia es constante:

<
T

~ @ = cte (88)

N
)

este es el teorema de Bernoulli. Si 1la dnica fuerza de cuerpo

existente es el peso, la ecuacién 88 toma la forma:

21




R s

\4 p
—_ + + Z = cte 89
28 ¥y (89)

Si no existen pérdidas esta ecuacién puede aplicarse entre

dos puntos P Yy p,

: + I z = 2 . 2 _ & 2z (90)

Liquidos en reposos

Si en un recipiente interesa conocer 1la presién en un
punto P, ubicado a una profundidad h , se puede utilizar 1la
ecuacién 90, tomando como referencia a la superficie 1libre del

agua, se obtendra:

—h=0+0+0 (91)

y entonces:

P, =7 h (92)

que es la ecuacidn fundamental de la hidrostatica.

Descarga de orificios:
Si ahora se considera que el recipiente tiene un orificio

en el punto P, a una profundidad h , y que se toma como nivel

de referencia a la superficie libre del agua donde la presién es

22



la atmosférica, ademas si se considera que el recipiente es
suficientemente grande como para despreciar la velocidad dentro de

él, se obtiene:

+ 0 (93)

v = ¥ 2gh (94)

que es la ecuacién tedrica buscada, denominanda ecuacién de
Torricelli.

La ecuacién practica se obtiene aplicando un coeficiente
de velocidad Cv vy se tendra:

V=2C_ ¥ 2gh

v

en donde Cv tiene un valor que varia en un rango de 0.97 a 0.99.

PRINCIPIO DE CONSERVACION DE LA MASA:

Segun este principio en el interior de un volumen de
control, ver fig 5, no hay creacién ni destruccién de masa, y por
lo tanto cualquier cambio en la cantidad de masa se debe al flujo
de la misma a través de la superficie del volumen de control.

23




Eah R T R o

Fig 5. Volumen de control

Asi, el incremento de masa sufrido por el elemento de

volumen dV , ver fig 5, en la unidad de tiempo es (22/2¢)dv , vy

la masa que pasa por el elemento de superficie dS , en la wunidad
de tiempo, con una velocidad V , serdA (oV ° n)dS , de acuerdo a
la convencién establecida en la fig 5, si V  n es positivo 1la
masa sale y negativo si entra al volumeéen de control. Entonces 1la
igualdad entre el incremento de masa en el volumen de control vy

la masa que entré por Sc sera:
8p - -
J 35 dv="-§ bV ° n)ds (95)

SI TIENE DUDAS RESPECTO A LA INTEGRACION VECTORIAL PASE A
LA PAG A.45.

Nétese que en la ecuacidn ndamero 95 existen integrales de
volumen vy de superficie, conviene expresar la ecuacidén en términos
s6lo de volumen o de superficie; aquf 8s8e hard 1o primero,

utilizando el teorema de Gauss.

8o G -
f [—é—t—+div (pV)]dV—O (96)

C

24



SI TIENE DUDAS RESPECTO A LOS TEOREMAS INTEGRALES,
CONSULTE LA PAG. A.55.

La ecuacidén 96 es de tipo extensivo y puede transformarse
en intensiva, dado que la integral se extiende a todo el volumen
de control que se eligié en forma arbitraria y no puede valer
siempre cero, a menos que la funcién integrada si{ lo valga:

dp T .
3t + div (pV) =0 (97)

De acuerdo a las propiedades de la divergencia, ver
ecuacién 4 de las férmulas de aplicacién del operador V pag A.38,
y utilizando el concepto de derivada total, 1la ecuacién 97 se
transforma asi:

ap ST dp o U T =
3t * div (pV) = 7t ' grad p V +pdiv V =
dp dp dp dp g . _Op .=
3t + —3;-u + 3y v + ¥ o W+ pdiv V = F I3 + p div V (98)
Sustituyendo 98 en 97:
2 | o div ¥V =0 (99)

La ecuacién 97 indica que se ha elegido un volumen de
control, en tanto que la ecuacién 99 sefiala que se esta siguiendo

al fluido en su movimiento.

Si ahora se selecciona como volumen de control a un tubo
de flujo, ver fig 6, y 8se considera al flujo permanente 1la

ecuacién 96 se reduce a:

j div (pV) dV = 0 (100)

v
C

25



e

Fig 6. Tubo de flujo

Aplicando el teorema de 1la divergencia de Gauss, 1la

ecuacisén 100 se transforma en:
f oV - n,ds + J oV - n, ds + Jov - n, ds = 0 (101)

El vector V esta sobre la superficie de flujo, por 1lo

tanto es perpendicular a ﬁs , de tal manera que V ° n_ = 0

entonces la ecuacidén 101 puede escribirse asi:

J'spV*'n‘dS:—J'BpV"nzdS (102)
1 2

Si el vector ﬁ1 se remplaza por un vector igual pero de
sentido contrario ﬁ; , la ecuacidén 102 queda:

J pVen as=fpven, ds (103)

8 8
1 2

Notese que n' tendra el sentido del flujo, al igual que

26



ﬁz , eBto quiere decir que el producto oV ° n serd siempre
constante esto puede representarse asi:

Q=f oV °n ds (104)
donde Q es el gasto de masa que atraviesa una seccién S en la
unidad de tiempo.

Si ahora se repite el proceso y se sustituye el tubo de
flujo por un tubo vorticoso, es decir aquel formado por una
superficie vorticosa que a su vez estia integrado por 1lineas

vorticosas, que son aquellas en que el vector rot V es tangente

a ellas se obtiene la integral:

H=f[rotv-nds (105)
S

donde H es la intensidad del tubo vorticoso.

Considerando una linea cerrada ver fig 7, sobre el campo
de flujo, se puede definir la circulacién del vector velocidad

sobre la curva cerrada L

v=¢Vedr (106)

donde dr es un vector diferencial tangente a la curva.
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Fig 7. Linea cerrada L en un campo de flujo

De acuerdo al teorema del rotacional de Stokes, ver
pag A.58, las ecuaciones 105 y 106 son lguales, es decir:

H =<9 (107)

Esto significa que en un tubo vorticoso la intensidad y la
circulacidn son iguales.

Cdlculo de una funcion conocido su laplaciano en el volumen de
control y sus valores de frontera:

Si en la ecuacidén 106 se acepta que ¢ es una funcién
arbitraria y y = 1/r , se puede obtener una ecuacién que permite
calcular una funcién en un punto p cualquiera del volumen v o,
si se conoce el laplaciano de 1la funcién en el interior del
volumen y sus valores sobre la frontera S , ver fig 8.

Fig 8. Volumen de control
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Sea P wun punto fijoy O uno mévil pertenecientes a V.
Si Po es igual a r , 1la funcién i/r tiende a infinito
conforme O tiende a P . Si se separa el punto P mediante su
inclusién en una esfera de radio R , volumen V y superficie s,
ver fig 8, la funcién y = 1/r es regular en el volumen V - v

Por otro lado 1la funcién v es arménica es decir
satisface la ecuacién de Laplace: v? 1/r = 0 . Si ahora se aplica

la segunda identidad de Green, ecuaci®én A.107 , se obtiene:

d(1/r) _ 1 _0¢
+ f [ ¢ —gL - - 35 ] ds (108)

Nétese que en la fig 8, las direcciones radial y normal coinciden
y se denominan por r y n respectivamente, es decir 4/8n = 4/9dr,

ademds r = R bajo esta consideracion el dltimo t@rmino de la

ecuacisén 108, se puede reescribir asi:

= T 2(1/r) 1 21 = 1 F o1 22 ;
J |28 "ram]|ds=-Je—5d-] g5nas i
. s R s
L L =y f
R s »
- 1 - N z _ 10 9¢
= - _;; j; (¢ - @) ds o ¢p 4nR R J_on ds (109)

donde ¢p es el valor de ¢ en p .
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Sustituyendo 109 en 108 y haciendo el cambio de variable

ds = R*’da , se tiene:
12 e [ 2(1/r) 1 2% .
- = ¢ dVv = ¢ —g-—= - = —0=14ds -
I;_v r Js l an r n J
47 41T
[o B €T - —-e.?i ~
{ (¢ - @) dax - g 4n R | - da (110)
[+ o]
Si1 R— 0, v — 0 y ¢ —> ¢p la ecuaci®n 110 en el 1limite
vale:
1 g2 - T d(1/r) 1 9
-I;V"¢dV-—J [¢——-5n———-—;~—o-a d5-¢p4ﬂ (111)
s s
Despejando ¢p se obtiene:
.1 d(1/r) _ 1L 3¢ 1 g2
¢P T Tam [ J; [ ? —%n r dn ] as + J; r ¢ dv ] (112)

Esta es una forma de la ecuacidén .de Green que permite
calcular el valor de ¢p de la funcién ¢ en un punto | < T,
interior a V , conociendo el laplaciano de V .
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ANALISIS VECTORIAL

Vectores

Un vector se define como un conjunto ordenado de n
elementos (a‘. a,, ... a ). Otra definici®n es: una cantidad
que posee magnitud y direccién. Algunos ejemplos de vectores son
la fuerza, la velocidad y la aceleracién.

Las cantidades que so0lo poseen magnitud se llaman
escalares, algunos ejemplos de ellos son el volumen, la masa y la
temperatura.

En el caso de 1la deduccién de 1las ecuaciones de
Navier-Stokes el area AAx es un escalar vy AF es un vector cuyas
componentes en el espacio de tres dimensiones son AFx . AFy

y AFz , entonces el vector puede escribirse asi:

AF = (AFx ) AFy , AFz ) (A.1)

Adenas el vector AF puede representarse como se muestra en
la fig A.1.

P ( Extremo)

O (Origen)

Fig A.1. Representacién grafica de un vector

El médulo, llamado también magnitud o valor absoluto
de un vector es |AF| = |OP| , ver fig A.2, y se calcula asi:

=1 _ 2 2 2
|3F| = ¥ aFZ + AF2 + aFZ (A.2)

A.l




e

AFz2

Fig A.2. Representacién grafica del vector AF,
sus componentes y su médulo

Ejemplo A.1.
Ubicar el vector a = (1, 2, 3).

Solucién.

El ndmero de vectores con esas componentes
infinito, por ejemplo se pueden formar las
combinaciones:

a = 1-0 , 2-1 , 3-2, ......
a 2-0 , 3-1 , 4-2 , ......
a, = 3-0 , 4-1 |, 5-2 , ......

2

Estos vectores se presentan en la fig A.3.

puede ser
siguientes




/ ///

Fig A.3. Representacidén del vector a

El m&dulo de estos vectores es:

=f12+22+32‘ = 7 14

Ahora conviene presentar algunas definiciones
para la mejor comprensién del tema.

a) Vectores iguales: son los que tienen 1la misma direccidn,

mismo sentido y el mismo médulo, ver fig A.4.

Q|
"
~ g

|

Fig A.4. Vectores iguales

de intereés

el




Nota. Algunos autores 1llaman a los anteriores vectores

equipolentes, argumentando que para ser iguales deben tener el
mismo origen.

De aqui nace la idea de vector libre que es el que se
puede mover paralelamente a si mismo, y vector 1ligado, que es
aquel que estad fijo a un punto de aplicacién.

b) Vectores opuestoss son los que tienen el mismo médulo y
direccidén pero diferente sentido, ver fig A.S.

a opuesto de - a
y viceversa

"
i

Fig A.5. Vectores opuestos.

c) Vector unitariot |5| = 1
d) Vector nulo: |a| = 0

@) Vector de posicidn: es aquel que va del origen del sistema de
referencia a un punto cualquiera.

REGRESE A LA PAGINA 4.

Vectores unitarios.

Los vectores 1 , J , k , se 1llaman vectores unitarios
trirrectangulares, su médulo vale 1, y su direccidén es la de 1los
ejes coordenados, ver fig A.6.



Nota: Los vectores i, j, k, no se denotaran testados 1, j, K para
simplificar el texto.

X
‘Fig A.6. Vectores unitarios trirrectangulares
Cosenos directores:

Son los cosenos de los aAngulos que forma el vector con
cada uno de los ejes, ver fig A.7.

\<
(=]]

Fig A.7. Cosenos directores

Se cumple ademas que:




g

X y z
cos A = —— ; cos 3 = — ; cos y = —
al ' la] aj
y que
2 2 2
2 2 2 X Yy A
Cos a + COS8” 3 + CO8 ¥ = ——0 + —— + —— =1 (A.3)
lai”  lal”  la]

El vector & = a i + b jJ + ¢ k , también puede expresarse
asi : 5 = (a, b, ¢c), nédtese que con la primera notacién se esta
haciendo una suma de vectores y tres productos de un escalar por
un vector, a continuacién se definen algunas operaciones con

vectores.

Suma Vectorials

La suma de dos vectores puede definirse por la ley del
paralelogramo; es decir, si los vectores a y b se trazan con el
mismo origen, y se construye un paralelogramo de lados a vy B, la
suma a + b estara representada por la diagonal, ver fig A.8.

Fig A.8. Suma vectorial

La suma de dos vectores puede realizarse directamente

sumando una a una sus componentes:

si



= (b, b, b ) , entonces:

1 2 : ] 1 2 b }
5+—b=(a‘+b‘,a-+b_,a.+b.) (A.4)
Ejemplo A.Z2.
Hallar la suma de los vectores:
a=(1,2,3), b=¢(2,3,5)

Solucién.

a+b=(1+2,2+3,3+5)=¢(3,65, 8)

Ejemplo A.3.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A y
B, ver figura A.9,

Fig A.9. Recta que pasa por los puntos A y B.

Solucién.

De la definicién de suma vectorial:




despejando AP:

b $
AR
- N -] %I

4

e g Tt

por otro lado

e ——

) OA + AB = OB

! a + AB = b , despejando AB:
! _— - _

; AB = b - a

como AP y AB son colineales AP = t AB , sustituyendo:
p-a=t(b-a2a)
por lo tanto
f>=5+t(!-)-5')

que es la ecuacién pedida.

Diferencia de dos vectores a y Fz
Es la suma del primero y el opuesto del segundo, ver
fig A.10.

Fig A.10. Diferencia de vectores




En forma directa la diferencia de vectores se define as{:

a-b=a2a+ (-b) (A.5)

si

. 2 s . 2 - , entonces:

a-b=(a -b ., a -b., a -b ) (A.6)

Existen tres tipos de productos: el de un escalar por un
vector (es el caso de la ecuacidn 24), el escalar y el vectorial.

Producto de un escalar m por un vector a:
Es otro vector ma de la misma direccidén que a pero con

un m&dulo m veces el de a , en forma directa este producto
puede efectuarse asi:

Sea a=(a, a, a_)

0 2 3y , ¥ m un escalar, el producto

sera:

ma = mas' maz’ ma, ) (A.7)

Se pueden presentar los casos mostrados en la figura A.11.




a
a/' m>1 /m<0
m
% ‘)’
0 a/'m=1
//l O<m<t —75
ma Sim =0

ma es el vector nulo

Fig A.11. Producto de un escalar m por un vector a.

Ahora es facil representar graficamente al vector &, ver

fig A.12.

—

27t O=zai+bj+ck

Fig A.12. Representacién del vector &

Obsérvese que cada componente a, b, ¢ estAa multiplicada

por un vector unitario 1, j, k y que efectivamente el vector &

es la suma de ai + bj + ck.



-

Leyes del algebra vectorial:

Sean a, b, ¢ tres vectores vy m, n dos escalares, se cumple

que:

a) Propiedad conmutativa de la suma:
a+b=Db+a
b) Propiedad asociativa de la suma:

a+(b+c)=1(a+b)+c

¢) Propiedad conmutativa del producto por un escalar:

d) Propiedad asociativa del producto por un escalar:
m(na) = (mn)a

e) Propiedad distributiva del producto por un escalar
la suma de escalares:

(m + n)a = ma + ha

f) Propiedad distributiva del producto por un escalar
la suma de vectores:

m(a + b) = ma + mb

Problemas propuestos.

1.-Sea a=4-2J+3% , b=1i+j-6k y C=
a) (a + b) + ¢ 3 asla| - a/|a|
b) a + (b + &) k) |a + b]
c) |a - b 1) fa] + |b]
d) ja} - |b] m) 3b - 6c
A.11

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

respecto a

(A.12)

respecto a

(A.13)

8k , hallar:




$VYF

e) |§ + EI + |E|
f) |§| + |B + c]
g) a/|a|
h) b/|b]

i) c/|c}

Solucién:
a) 24 - )

+
wn
3

+
wn
3

b) 24 -~ §
c) 9.49
d) - 2.42
e) 11.74

f) 6.19

g)

Y 14 ¥ 14
Y 38 Y 38
k

2.- Dados a = 41 + 2 - k ,

calcular:
a) }al
b) Ia + b|

c) ja - b

d) |]a + b - cl

A.12

n) 3(b - 2¢)
o) 23 + 2b
p) 2(a + b)

jy 0

k) 3.74

l) 9.91

m) 1 + j - 22k
n) i + j - 22k
o) 24 - § - 3k

p) 21 - § - 3k

q) 1 - 8} + 53k
r)y -1 + 2j - 3k

s) 24 - §J - 3k

b=231-2j-3% y ¢c= -i



Solucidnt

a) 21

b) 65

c) 21

d) 74
3.~ Dados los vectores del problema mamero 2 , calcular 1los
valores de los escalares a , b y ¢ , de tal manera que se

cumpla que: d = aa + bb + cc , donde d =4 + J + k.
Solucidnt a =0, b=0, y ¢c =1

4.- Dados 1los vectores del problema mimero 2 , hallar un
vector unitarios en la direccidén de los resultante de:

a) a + b

b) a+b+c

c) a + b - c

Solucidn:

a) —2 § -t 4 __3
Y 14 Y 14 ¥ 14

b) .2 i - 1 J + > k
¥ 30 ¥ 30 ¥ 30

c) 2 i - 1 j - 11 Kk
Y126 Y126 Y126 E

5.- Demostrar que los vectores a = 61 - 4] + 2k, b =21 - 6j + 10k

y ¢ =41 + 2 - 8k son los lados de un triangulo. i
Solucidn: debido a que a = b + ¢ los vectores forman un
triangulo
A.13




6.- Determinar una fuerza §1 tal que, ?; ?z =31 + 2J + k v
f; =1+ J - k , estén en equilibrio.

Solucidns f‘ = -4i - 3J

REGRESE A LA PAGINA 8.

Producto escalar o internos

Es un escalar igual al producto de los mé¢dulos de los dos
vectores y el coseno del angulo que forma su direccién positiva,
ver fig A.13:

a°b=|a] |b] cos 6 ; 0<esmn (A.14)

1G] cos ©

b cos © ﬁ

a
Fig A.13. Producto escalar.

Es inmediato que el angulo entre vectores vale:

cos @ = (A.15)

ool

a
|a

ademas:



si a="b, cos 8 =cos 0 =1 (A.16)

si aob=0, uno de los vectores es nulo o0 los vectores
son perpendiculares (cos 90° = 0), se puede demostrar que:

[ )
°
o
"

a, b1 + a, bz + a, b (A.17)

Propiedades del producto escalar o internos:

Sean a, b, ¢ tres vectores y m un escalar.

a) Ley conmutativa;

Wi
°
ol
"
ol
°
oI

(A.;S) i

b) Ley distributiva del producto escalar con respecto a la suma;

+a-°c (A.19)

@
]
o
+
0
S
i
o
°
ol

c) Ley asociativa;

m(a - b) = (ma) * b=2a ° (mb) = (2 ° b)m (A.20)




Producto entre vectores unitarios:
Sean i, J, k 1los vectores unitarios, entonces se

satisfacen las siguientes condiciones.

1 « J =3k =%k °1 =0 ; porque son perpendiculares (A.21)
{f o4 =jJ° jJ=k k=1 ; porque son paralelos (A.22)
i x1i=3JxJ=kxk=0 ; porque son paralelos (A.23)
ixgJ=%k=-3Jx1 (A.24)
Jxk=4=-k x J (A.25)
k xi=J=-1xk (A.26)

Ejemplo A. 4.

Ecuacién del plano. Un plano del espacio que pase por Po,
se define como el lugar geométrico de todas las rectas que pasando
por Po son perpendiculares a una direccién dada a= (A, B, O,

ver fig A.14.

1 } P°ﬁ‘5;j ? E
%M
[V

X

Fig A.14. El plano es un sistema tridimensional



Solucidén:
De la figura A.14 se tiene:
p - Po °a=20

es decir (x - X y - yo, z - zo) « ( A, B, C) =0

o’
entonces:

A(x - xo) + B(y - yo) + C(z - zo) =0
finalmente:

AX + By + C2 + D =0

que es la ecuacién del plano, donde D = - (Axo + By° + Czo)

y A, B y C son los numeros directores de su normal.

Producto vectorial o externo:

Es un vector cuyo valor absoluto es definido de 1la
siguiente manera, (ver fig A.15):

IA
D
A
~

|]a x b] = |a]|b| sen & , 0 (A.27)

Fig A.15. Producto vectorial
A.17




Se puede demostrar que:

1 J k
axb-= a1 a, a, (A.28)
b b b
1 2

Como ]B] sen 8 es la proyeccién de |B| en la direccién

perpendicular al vector a , esto quiere decir que |a x B] es el

formado por los dos vectores y dos rectas paralelas a los mismos,

(ver fig. A.16):

|a||P| sen © = |a x bj (A.29)

|

|

|

|-

({b] sen @
}

|

|

Fig A.16. Aplicacién del producto vectorial para
el calculo del Area de un paralelogramo

Ejemplo A.S.
Hallar un vector unitario perpendicular al plano

formado
por a = (2, -6, -3) , b= (4, 3, -1).

a) Empleando producto escalar

A.18



b) Empleando producto vectorial
Solucién:
a) Utilizando producto escalar.

Sea ¢ = (ct, C,. ) . suplngase que c es perpendicular

a ya b, se tendra entonces:

(¢]]
°
i
]
n
o

2c1 - 602 - 3c’

ok}
°
o
n

L}

o

401 + 3oz - C,

la solucién a este sistema de ecuaciones es:

1
C = ——2 cs

1
C2 =~ 3 S

donde:

0l
1]
0
|

[y

1{O%

AN TS

Lole (3 .2 6
a2 e
lel

A.19

a




b) Empleando el producto vectorial.

El vector a x b es perpendicular tanto a

entonces:
i 3§ k
axb=|1 -6 -3] =151 - 10§ + 30k
4 3 -1

y el vector unitario sera:

Wi
E
ol

15i - 10j + 30k

jaxb] Y152+ (-1002 + (30)2

2

N e st e B

Propiedades del producto vectorial:

a) Ley distributiva respecto a-la adicién
ax(b+c)=axb+axc

b) El producto vectorial no es conmutativo

axb=bxa

b=-bxa

Wi
b

-—

c) Si axb =0, uno de los vectores es nulo o a

paralelos.

a

como a b ,

(A.30)

(A.31)

(A.32)

o

son




Ejemplo A.G.
Hallar la ecuacién del plano:

a) que pasa por Po(l. 2, 3)

plano 3x - 2y + 4z - 5 =0

b) que pasa por Po(l, 2, 3) y P‘(B,

al plano 3x ~ 2y + 42 - 5 = 0

y es paralelo al

-2, 1) y es perpendicular

c) que pasa por P (1, 2, 3), P (3, -2, 1) y P,(S, 0, -4)

Solucidén:

a) El vector normal al plano, ver fig A.17 es:

ﬁ = (31 _21 4)

T

X

=

Fig A.17. Obtencidén de la ecuacidn del plano que pasa por Po

El vector p - Bo pertenece al plano buscado, (ver fig

A.17) y debera cumplirse que:

(B-Eo)o n=0

e
¥




sustituyendo valores:

3(x - 1) -2(y - 2) + 4(z - 3) = 0

3x -2y +4z - 11 0

que es la ecuacidén del plano.

g A i e

s

b) El1 vector (B1 - Eo) = (2, -4, -2) y el vector a = (3, -2, 4)

“»r
i
i

son paralelos, por 1lo tanto (p1 - p.) x a es normal a dicho

plano y su ecuacidén vale:
(p - Po) [ (P1 -pP) xa ] = 0

sustituyendo valores:

i J k
(Pp-p) |2 -4 -2}=0
3 -2 4

de aqui se obtiene:

4xX + y + 22 - 12 = 0

que es la ecuacién del plano buscada.

c) los vectores; P, - P, = (2, -4, -2) vy p, - Py = (4, -2, -7)
son paralelos al plano pedido , por lo tanto
(51 - Eo) x (Sz - Bo) es normal a dicho plano, Bu ecuacidn

vectorial es:




sustituyendo valores:

i 3 k
(-p) |2 -4 -2|=0
4 -2 -7

de aqui se obtiene:
4x + y + 22 - 12 = 0

que es la ecuacién del plano buscada.

Producto entre tres vectores, a , b y ¢ ¢

En este caso se presentan las siguientes posibilidades.

i
[ ]
o
0
Wi
°
ol
»
(o]}
| 2]
]
o
»
01

(A.33)

(aesb)c es un vecter cuya longitud es |a - El veces
la longitud de c , y la direccién de este, o en sentido opuesto

segun sea positivo o negativo |§ e Bl.

-

aes (bxc) se llama triple producto escalar y no es
necesario el paréntesis, también puede escribirse as{i:

w1
o
ol
]
o1
L |
Wi
ol
0l
—

(A.34)

A.23
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Interpretacién geométrica.

aebxc representa el volumen del paralelepipedo que

tiene a a,

y ¢ por aristas, ver fig A.18.

ot

‘Ex?

b
Fig A.18. Representacién geométrica del

triple producto escalar.

—_

h es la proyeccién de a sobre b x c

=
]

|a] cos €

<
H
Wi
°
ol
t
(o]

c = |aj |B x c| cos 8

Ademas, se puede demostrar que:

ol
%
wi
"
(o]
[]
1)
%
oi
"
!
w1
°
ot
x
o!

2aebxc=Dbc¢

fl

!
ol

°
Wi
x
O
]

|
Ot

e
ol
b
W

(A.35)

(A.36)

(A.37)




[ abc ) =0, es condicidén necesaria y suficiente para
qQue tres vectores sean paralelos a un mismo plano.
Ademas dados:

a = (a‘, a,. as) , b = (b‘, bz, bs) , C = (c‘, C,» ca)
aebxc-= (a‘ +a, + as) [ (bzca - bscz) - (b‘cs -
- bac’) + (b1°z - bzc‘)] = a, (bzca - bacz) - az(b‘ca - bac‘) +
+ a, (b‘cz - bzc‘)
se cumple que:
_ - a: az aa
fabc] = b‘ bz ba (A.38)
c c c
1 2 - ]

Triple producto vectorial a x (; x c) ¢
Es un vector perpendicular al vector a y al producto

bxc, pero bx c es perpendicular al plano que contiene a

y ¢ , entonces cualquier vector a x (b x ¢)

ol

los vectores

debe estar en el plano de b y ¢ , ver fig A.19.

Ademas se puede demostrar que:

ax(bxc)=1(a=-=c)b-(a-° b)c (A.39)




AR

o

N ax{bxc)

Fig A.19. Representacién geométrica del

triple producto vectorial

Problemas propuestos

1) Sea a = 2t + j + 3k , b=1i- 43 ,

calcular:

0l

Solucién:

2) Hallar el angulo entre los planos:

0l

X +y +2 =1 y 3x - 2y + 2

Solucidén:
6 = 72.02°

A.26

3t - J + 2Rk

4




3) Sean a =1+ J , b= -1+ 25, C=2i + 3+ R

calcular:

a) axc d) axc+bxc
b) |a x ¢ e) (a -b)ec
c) (a +b) xc f£) (a x b) s ¢

Solucidn:
a) Tt - J+ R

b) ¥ 3

c) 31 - 6k
d) 3t - 6k
e) 2t + 3J + R

f) 3

4) Hallar un vector v paralelo a la interseccién de los planos:

[}
wn

X -y + 2 2X + y -~ 32 = 4
Solucidn:

V=o (2t + 57+ 3R ), donde o es un escalar

S5) Decir si son paralelos o perpendiculares los siguientes
vectores:

(¢ x J) x J

a

ol
"

J x (J x R)

Solucién:
a) son perpendiculares

A.27




6) Hallar el Area del triangulo que tiene los siguientes vértices:
(1, 3, 0) , (O, 2, 5) y (-1, 0O, 2).

Solucién:

gy

Y 234 u?

_ 1
Area = )

¥ 7) Hallar el volumen del paralelepipedo que tiene 1los vectores

dados como aristas adyacentes:

a=14+ 43 , b = 6k , c = 2J + 3k
Solucién:
vol = 12 u®
8) Exprese en forma vectorial h, "h., v, v_, W, w_,
1 2 1 2 3 2

- -—

o Y, Gz y todos sus médulos respectivos.

Fig A.20 del problema 8
A.28




Solucién:

h, = 1250¢ , |h | = 1250 ton w,o= - 22713 , |w | = 2271 ton
h, =18t . |h,| = 18 ton w, = - 24 , Jw,| = 24 ton
v, =18t |v‘| = 90 ton w, = - 43J |us| = 43 ton
v, = -9 , |v,| =9 ton u, = 1335 , |u, | = 133 ton
u, = 2875 qul = 287 ton

Funciones vectoriales de una variables

Sea V(t) una funcién de la variable escalar t , entonces
sus componentes seran.

V(t) = VIt s v () + v ()R (A.40)

Notese que si V(t) es funcién de (t) también 1lo son sus

componentes, y V(t) es continua si y solo si Vi(t), Vz(t) y

Vs(t) son continuas.

Si t varia en At se tiene un incremento vectorial, ver
fig A.21.

AV = V(t + At) - V(t) = [Vt(t + At)i o vV (t + Aty ] +

v (t + At)R ] - [ V)t + V(1)) + Vo(t)k ] =

= AV 4 A A
uV‘. + “sz + uvsk (A.41)

A.29




Fig A.21. Interpretacidén geométrica del incremento vectorial
Derivada de una funcidn vectorial:

Se define asi.

" A v A :
= lim v (t+ ot) vie) = lim :V (A.42)

<1

d
dt = At A
At —> O At — O
es decir:
- AV AV AV
dv = _ . 1 2 3
a3 = lim - ¢ ¢ tim =t J+ tim X 3 (A.43)
At —>» O At —> 0 At —> 0O
y entonces:
= dv dv, dv
av 1 2 3
= - + N k .
dat dt at v Tat (A.44)



Wi
L]

a
Wi
n

d(a °

Férmulas de derivacién:

Wi

I

<!

d(U x (V x W))

V) du
dt
de¢ =
at Y
d(U » V) _ dU
= gt
d(U x V) _ dU
= Tat
d(U v W _
- dt dt

du

<
£l

A 8u vez las diferenciales se definen asi:

dyj + dzk

o db + da °

x db + da x

REGRESE A LA PAGINA 8

(V X ﬁ) + U x (

A.

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)




La interpretaci®én geométrica

presenta en la fig A.22,

av
dt

at (A.54)
. dav™
de 1la derivada de ot se
es un vector tangente a la curva ¢

- que es el conjunto de extremos de los vectores V(t).

Fig A.22.

Interpretacién geométrica de la derivada

Derivadas parciales de un vector.
Se aplican las mismas reglas de diferenciacidén parcial del
calculo diferencial ordinario de las funciones escalares:
d - .z, _ =, ob da =
3% (a b) = a A Ix b (A.55)
.- . x. _ = ab da - )
3% (a x b) = ax F F i b (A.56)
& - = P 8 - - ‘9 [-_ &b da -
3x oy '° b’-'?a;['s;‘a b’]=—3;[a ax * Tox b]=
Z b 42 &b d  d L -
= ° + o o o
ay ox = dy ax * Tox oy * oy ox P (A.57)
A.32




Ejemplo A.7.

Las ecuacidnes paramétricas de una linea de corriente son
X =4co8t, v=4sent, zZ=63=1.

Hallar el m&édulo de la
velocidad y de la aceleracién en el tiempo t = 0.
Solucién:
Sea

P (x., ¥, 2) un punto de 1la curva, Vy

r =

Xt + vJ + 2k = (4 cos t)t + (4 sen t)J + 6tk
su vector de posicién.
La velocidad vale:
v - ar _ (- 4 sen t)i + (4 cos t)J + (6)k
dt
y la aceleracién:
- d’r
a = 3 = (- 4 cos t)i - (4 sen t)Jj
dt
para t = 0O
V =4+ 6k ; [V] = Y16 + 36 =2 ¥ 13
§=—4i ; |§|=4
El operador V
Sea ¢ una funcién escalar de punto que posea primeras
derivadas parciales con respecto a x, vy, 2 V¥

r =xi+vyj+ zk
el vector de posicién del punto

P, ver fig A.23.




l% Q(x+Ax1Y*ijz+Al)

Fig A.23. Vectores en 1los puntos P v Q.

Si sepasade P a @ , la funcidén ¢ cambiara en A¢;
es decir:
_ _9¢ a¢ a¢
Ap = A% Ax + 3y Ay + 3z Az + oiAx + osz + oaAz (A.58)
donde €,, £, Yy &  son variables. S5i Q tiende a P .
entonces €. £, Y & tenderan a cero.
Si se divide A¢ entre As = |Ar|, se obtiene una medida

de la proporcién en que cambia ¢ cuando se pasa de P a Q.

o9 ay sz, Ax, , A, , Az
3y As ' 9z 85 " %1 hs T %25t % As (A.59)

sp _ 9p x|
As = dx As

El valor limite de %g al tender Q hacia P a lo largo
del segmento PG se llama derivada de ¢ en la direccidén PQ , O

derivada direccional de ¢, en el limite:

A.34




A A Ax A A Ah A
ags - L Seab + v y + ) of - (A,60)
As ax As ay As az As

Notese que 3¢/8x , d¢/8y y d¢/8z, demuestran que ¢ depende
, Oy/0s
y 9z/9s , son independientes de ¢ y dependen solo de la

s80lo de las coordenadas de P , y que los términos d3x/8s

direccién en que se calcula la derivada. Entonces puede hacerse:

¢ . [ AR SR ¥ ] o [ Xy, Wy, 92, ]

ds Ix ds ds ds
22 a¢ . ar
en esta ecuacidn el término g% i+ :3 J + a¢ R es una funcidn

vectorial llamada gradiente de ¢ , en forma abreviada grad ¢ .

entonces la ecuacién puede escribirse asi:

_.gg._ = ( grad 4 ) o "g'g (A.62)

Como As = |AF| g; es un vector unitario entonces

(grad ¢ ) ° -%% es la proyeccién de grad ¢ sobre 1la

direcci#n —%2 , grad ¢ tiene la propiedad de que su proyecci®n

sobre una direccién cualquiera es igual a la derivada de P en
esa direccién, ver fig A.24.

Si se hace ¢(x, v, 2) = ¢, se tiene para distintos

valores de ¢ , una familia de superficies que se 1llaman

superficies de nivel de ¢ , -%§ tiene la direccién 1limite de

una secante PQ a la superficie de nivel, ver fig A.25.




Fig A.25. Interpretacidn geométrica de grad ¢.

La condici#n (grad &) -° g; = g: = 0, implica

perpendicularidad, entonces grgd @ es normal a la superficie de

nivel ¢ .

De la definicién de gradiente:




_ 9%, , 9 9
grad ¢ = 5—)—(—i+0y3+ozh (A.63)

se puede obtener:

4 9 4
grad¢=[i ax+j—5-57 +h—o-z—]¢ (A.64)

el operador se llama nabla es decir:

a L ] a
Vet o+ )55 th—45 (A.65)
resumiendo:
grad ¢ = V¢ (A.66)
de¢ _ . dr '
a5 = 7 ° a5 (A.67)
d¢ = V¢ o dr (A.68)
ademas:
2 2 2
vz¢ = 9 f + 9 f + 9 f (A.69)
T 9x a3y az

Al operador v se le llama laplaciano u operador de Laplace, vy
a Y% , laplaciano de ¢.

Ejemplo A.8.

Hallar la derivada direccional de ¢ = xzyz + 4xz° en el

punto (1, -2, -1) Yy en la direccién y sentido de 2i - j -2k .




Solucién:

Utilizando la definicién de derivada direccional, ec A.67:

de¢ _ dr
ds (grad ¢) e ds

V¢ =V (x'yz + 4x2°) = (2xyz + 4z°)i + (x°2)F + (x°y + 8xz)k

que valuada en el punto (1, -2, -1) ; vale:

V¢ = 81 -j -10k

el vector unitario en la direccién de 2t -jJ -2k es:

3. 21 - -2k

- - =5t--57- 5k
_/,4+1+4

la derivada pedida es:

= . o 2 R 2
Vecas=(8-J-10k) °(Fi--—3J--Fk
_ 16 1 20 37
=TT3tY3* 3% 73
El hecho de que tenga caracter vectorial sugiere 1la

posibilidad de que se efectue en 1los dos productos: escalar y

vectorial:

= a a a
VQf:[‘i———— ———+k—5—z-][f1“.+f2j+fsk]




af1 of of

2 3
ax_ " ey * TToz (A.70)

y se llama Divergencia del vector f.

Adenmas :
[ 1 J k]
- a a o
Vx f = % 3y 3z (A.71)
| f: fz -] J

!

qQue es el rotacional del vector

Férmulas de aplicacidn del operador nabla Vi

Sean A y B dos funciones vectoriales derivables, y @
y yw dos escalares derivables también en una regién del espacio,

entonces:

(]

1.- V (¢ + y) Vp + Yy ; grad (¢ + y) =

= grad ¢ + grad'v (A.72) r

2.- Ve (A+B) =VeAR+VeB; div (A+B = |
= div A + div B (A.73)

3.-VX(A+B) =VXA+VxXxB; rot (A+B)= E
' =I‘Otl:+"‘0t§ (A74)
4.~V o (pA) = (V) oA+ ¢ (Vo A) (A.75)




S.- VX (pA) = (V¢) XA+ ¢ (VY x A) (A.76)

6.- V¢ (A X B) B° (VxA) - A-¢° (Vx B) "(A.77)

7.- VX (AxB) =(B°V)A-B(V+a4a) -

(S

- (A°VY)B+A (Ve B) (A.78)

TRUOTRG

8.- V(A°B) =(B°V)A+(A°VY)B+

+ Bx (YXA) +Ax (Yx B) (A.79)
. 2 pr

9.~V =T 28, 228, ¢ (A.80)
ax ay? az
donde: , , ' ,

v = 4 S + 4 o il 2 se llama operador de
9X 9y 9z Laplace
10.- Y x (V¢) = 0 (A.81)

el rotacional del gradiente de ¢ es el

vector cero

11.- Vo (VX A) =0 (A.82)
la divergencia del rotactional de A es cero
12.- VX (Y X A) =V (Y A) -V 4 (A.83)

Ejemplo A.10.
Demostrar la ecuacién A.75.




Solucién:

Vo (@A) =Vo [¢(A1i+Azj+Ash)]
} 0¢A1 . 0¢Az . o¢m5
T 9x vy az
OA A aA
_ 1 agp 2 ap 9 P
=P 3x *Aox P ay thay t?® oz thAiaz
= @ (Y o A) +A ° (V ¢) l.c.q.d
Problemas propuestoss
1.- Determinar la primera y segunda derivada de 1las siguientes
funciones vectoriales.
a) a = (sen t)i + (cos t)J
b) V= (3 cos t)i + (6 sen t)J
c) f = e-t[(cos t)i - (sen t)j]
d) v = sen t (i + Jj)
e) g =ti + t%j - 4 t* &
Solucidns
da . a . i
a) Jt ° (cos t)i - (sen t)J |, o (- sen t)i1 - (cos t)J
dt
av _ . . d®v . .
b) ac = -3(sen t)i + 6(cos t)J, i ~-3(cos t)i - 6(sen t)Jj
dt
df -t X
c) dc = e (cos t + sen t)i - (cos t + sen t)J
d*t t
— = 2e [ (sen t)i + (cos t)J ]
2
dt
- z-
d)%%:cost(i+j) dY o - sent (i+
dt

.41




2_
=i+ 3t%2j - 16t’k 9—% = 6tJ - 48t3k

dt

e)

o

2.~ CAlcular 1las primeras derivadas parciales con respecto a
(x , v, z) de las siguientes funciones vectoriales.

<!
]

3 a) x2i+y2j+z?k
t b) Vv = €t + e”¥j + "k
C) V= (X +y) + (X - y)J
Solucidns
av , av av
a)3§-2xz , W-Zyj , 5-2--22k
a;_x. aG_y a;__z
b);,-;-et,s}—,-ej.ﬁ—eh
av ) v
c)5§“+j’ W_t-j

3.- Dado el vector de posicién r de una particula en movimiento,

donde t 2 0 , hallar el vector velocidad y el vector
aceleracién. '
a)T=6¢e'i+8e '
b) T = sen t?i + cos t2j + t k
c) T =3 cos 3t i1+ 2 sen 2t j
Solucidns

a) v=-6e"‘'i-8"'3 , 3=6eti+8e'J
b) Vv = (2t cos t?)i - (2t sen t%)j

a = (-4t’sen t® + 2 cos t?)i - (4tPcos t® + 2 sen t?);
c) v = (-9 sen 3t)i + (4 cos 2t)Jj

a = (-27 cos 3t)i - (8 cos 2t)J

A.42




4.- Hallar el gradiente (V¢), de las siguientes funciones.

a) ¢ = 3xy d) ¢ = x“+ y
b) ¢ = x/y e) ¢ = sen (x°+ y*+ 2%)
c) ¢ = arctan (y/x) f) ¢ = 1/2 1n (xz)
Solucidns

a) V¢ = 3yi + 3xJ

b) Y8 = (1/y)t - (x/y*)J

c) V¢ = - 21 zi+__1_z_‘j

x° +y X + Y,

d) V¢ = 2xi + j

e) V¢ = (2x cos xz)i + (2y cos yz)j + (2z cos z2 1k

f) V¢ = (1/x)i

S.- Hallar un vector unitario normal a la superficie dada en el
I 7

/
L TIOK P \J ~pme W

punto P(x, y, 2). 2 ‘
2 2 SV SR
a) x"+ 2y° = 6 P(1, 2, 3) | | i
N SR
b) z = y* P(1, 4, 1) B
c) z = ¥ %%+ y? P(1, 0, 1)
d) z = xy P(3, 1, 0)
Solucidn:
a) V¢ = 2 i + __@__ J c) Vo = 2 1+ 2 Kk
jv¢] ¥ 68 ¥ 68 |ve] vy B8 vy B
b) v¢ = 4 j + 1 R d) v¢ = 1 i+ 3 j- 1 R
jve] Y17 17 jve] YiT Y I1T 7 e8




6) Calcular la derivada direccional de ¢ en P en la direccién
de a , para los siguientes valores.

x2+ yz+ zZ P(O; 1, 4)

a) 2 = ;=f+j+..:

b) ¢ = x/2 P(1, 2, 3) a=1-=&k

\ c) ¢ = ecos y P(6, m, 0) a =14+ R
; d) ¢ = xyz P(1, 2, 3) a=1i-2j+ 3k

il
Solucidns

-]

Z

dg¢ _ 1 d¢ _ _6

b)a-é-—g'/_z— d)ds" 4_

7.- Calcular la divergencia de las funciones.

a) v=eV 4+ J - k)

<!
fl

b) (xf + yH/(x+ y)

<l
[}

c)

(sen x)(senh y)i + (cos x)(cesh vy

Solucidns
a) Vovz=yze "+ xz V%) - xy "7k
_ yz_ xz xz 2
b) V o v = i+ Y _j
2 2.2 2 2 .2
(x + y) (X + y )

c) V o v = (cos x)(senh y)i + (cos x)(senh y)j

8.- Hallar el rot v de las siguientes funciones vectoriales.

a) v = xt + 3xyj + 2z%
b) Vo= -x{ 4+ yi- (x -y -2k
c) Vo= (xt + v+ zR)/(x%+ y*+ 2%)

A.44




Solucidn:

a) rot v = 3yk
b) rot v = -2yf - axJ
c) rot v = (2y/za— 22/y°)i + (—2x/zs+ 22/x3)j + (-zy/xa+

2x/y2 )k

9.~ Demostrar que.
a) rot (u + V) =rotu + rot v
b) div (¢Ve x 68Vg¢) = 0
c) div (rot v) = 0

d) rot (grad ¢) = 0

donde u y Vv son funciones vectoriales y ¢ Vv e son
escalares.
10.- La velocidad de un fluido es v = 4xi + 2y} | hallar el

rot v y decir si el flujo es incompresible.

Solucidn:

rot v=0 , divv =26, el flujo no es incompresible

REGRESE A LA PAGINA 10

Integracién Vectorial:s

La integracién vectorial sigue las mismas reglas que 1la
integracison de escalares. Sea V(t) una funcién escalar, entonces
su integracién se realiza asi:

ry =4 T « r s [
J vV(t) dt t ) Vi(t) dt + J Vz(t) dt + X J Va(t) dt (A.84)




Integrales curvilineas:

Este concepto es aplicable a curvas continuas lisas a
trozos, es decir curvas continuas que consisten de un ndmero
finito de arcos en cada uno de 1los cuales la tangente varia
continuamente. Sea F(x, y) una funcién que nada tiene gque ver con
la curva C , ver fig A.26.

N,

X f(g,'n) C
B

A AS;

Fig A.26. Integral curvilinea
Si la curva C se divide en n arcos As y se proyectan
sobre los ejes x y vy, se obtiene Axi y Ayi, en 1los cuales

puede valuarse la funcién f ( 1 , »pi ), ver fig A.27.

Si se valua F{(x, vy) en cada punto (Zi, ni ) y se
forman los productos:

F( i, nt )Axt . F( i, nt )Ayt . F( £i, ni )Asi (A.85)
para la suma todas las subdivisiones del arco AB se tiene:

A.46




n n n

Y FCLE, nt)axt |, Y FC Lt niAvi 2pF< (i, ni)ast  (A.86)

i=1 i=1 i=1

ax; !

Fig A.27. Subdivision de la curva C en arcos Asi

1 Si n—> ®», Asi —> 0 y entonces:

f F(x, y)dx J F(x, y)dy J F(x, y)ds (A.87)
(<4 [~ (=

Estas son las llamadas integrales curvilineas, el concepto
puede extenderse faAcilmente a tres direcciones:

J F(x, vy, z)dx J F(x, vy, 2)dy J F(x, v, 2)ds (A.88)
[ -3 [=] [«

Si la curva es cerrada la notacidén usada es:




§ Fix, y) ds (A.89)

Nétese que en F(x, y) ds los dos factores son escalares, si se
emplean vectores debera escribirse la integral curvilinea asi:

JFedr (A.90)
Ejemplo A.11.
B
Cual es el valor de f 1 dx a lo largo de 1los
R

caminos mostrados en la fig A.28.

Fig A.28. Caminos de integracién del problema A.11.

A lo largo de la curva y = X

2 2 2

1 1 1 _ _ _
f —_— dx = f [ x - 1T+ % ] dx = [ Ln x Ln (1 + x ) 1 =
Xt X .

A.48




A lo largo de APB:

dado que en AP, x = cte 1la integral vale cero, a 1lo 1largo de

PB, v = 4 , entonces:
2 2
dx _ _ 6
I 7 [ Ln (X + 4) ] = Ln ——

A lo largo de GB, la integral vale cero dado gque x = cte.

En general el valor de la integral curvilinea depende del
camino de integracién. En este caso no es asi. Se demuestra que

una integral curvilfnea { (f dx + £ dy + £ dz)
1 2 . 8

(=]

€8 independiente

del camino de integracién siempre que exista una funcién

2 (x, y, z) tal que dz = f;dx + fzdy + £ dz

Ejemplo A.12:
Hallar el trabajo realizado por la fuerza:
F = (x + yz)i + (y + x2)) + (z + xy)k

para desplazar una particula desde el origen hasta C(1, 1, 1)

a) A lo largo de la recta OC
b) A lo largo de 1la curva x =t , y = t z = t

A.49




Solucién:

Utilizando la ecuacién A.90:

F o dr = [(x + yz2)t + (y + xz2)J + (2 + xy)k] ° (idx + Jdy + kdz)
= (x + y2)dx + (y + x2)dy + (2 + xy)dz
a) Para larecta, OC x =y =2 , dx = dy = dz
entonces:
(1,4,1) 4
o dF = 2 = S .2 s = D
j; Fedr =3[ (x+x")dx = [( 5— X+ X )] = —5
(0,0,0) ' o

b) A 1o largo de la curva, x =t , dx =dt , y = t© , dy = 2tdt

2=t , dz = 3t%. En el punto cero, t vale 0, y en C,

[t + £9Hat + (£% + th2tdt + (£7 + t?)3t%de =

o

1 . 1

a s 1 .2 1 .a 3 .6 5

—f(t+2t +9t)dt-—[§t +§-t +§t]-§
o o




El concepto de 1integral curvilinea puede extenderse

facilmente al de integrales de superficie y de volumen. Sea S
una superficie cualquiera, ver fig A.29 que se divide en n Areas
ASt . s8i en cada punto Pi de estas subdivisiones se calcula 1la g

funcién F(x, y) entonces:

n

im 2 F( L, . n) ast = [fOF(x, y) ds (A.91)
i=1 s

AStT —> 0

en tres dimensiones se tiene:

n

Wm ) F( ¢, my, &) 85t = [[f F(x, v, 2) dS (A.92)
=1 v
AST —> O

en forma vectorial, la ecuaciédn A.91 se puede escribir asi:
JfFeds=ff F-nds (A.93)
s s _
donde dS = n dS , ver fig A.30.

y }

— |

»

X

Fig A.29. Divisién de una superficie S en n Areas ASt
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=1

Fig A.30. Localizacién del vector normal n
sobre una superficie

También se puede definir las integrales de volumen:

I = J"J"J"VA dav (A.94)

(A.95)

[
N
]
b
—
CH
\:3
Q.
<

Ejemplo A.13:
: Encontrar la integral de superficie [[ A ° nds si
§ _ S
] A = 2027 - 10f + 10yk y S 1la regiln del plano 2x + 4y + 4z = 8
situada en el primer octante, ver fig A.31.
Solucidn:
Suponiendo que R es la proyeccién de la superficie S

sobre el plano xy , se puede demostrar que:

[fA-fas= [ R —2x
s ‘ In ° kx|




Fig A.31. Superficie S v su proyeccién sobre el plano Xxy.

Para obtener n que es un vector perpendicular a 1la E
superficie 2x + 4y + 42 = 8 se utiliza:

T (2% + 4y + 42) = 21 + 4F + 4k 3

entonces un vector unitario normal en un punto de S es:

£
N 21 + 47 + 4R =§i+%j+%.\ ;
Y (2)%+ (4)%+ (4)2
de aqui:
c e b ( 2 4 . 4 o o 2
n k= ( g 1 + & J g k) k = &
y
dx dy 6
— 3 dx dy
In ° Kk
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por otro lado:

= - 2
A°n=(202£-10j+10yk)(g‘£+g-j+;—'.\)=
_ 40z - 40 + 40y _ 40 - 20x
. 6 B 6
debido a que: z = —°> = gx = 4y , entonces:
ffa°ends=[faen 93X _rp( 20 - 20x,6 4 4y
s R | o & R © “

If ( 10 - 5x ) dx dy
R

Para hallar esta integral extendida a ., Se mantiene

__2_5_35 ({ @Q en la figura A.26)

integra con regpecto a x desde x =0 a x =

continuacién, se

R

fijo x y se integra con respecto a y desde y =0 ( P en 1la
figura ) a y = a
4

De esta forma

se recorre R por completo. Haciendo operaciones.

4 (B-2%0/4 4

10 =2 40
f f(10-5x)dydx=j<—4x-15x+2o)dx = =3
o O (o]

5i se hubiera tomado como sentido positivo del vector

unitario normal n el opuesto al de la fig A.31, el resultado

obtenido seria - ﬁ% .



Ejemplo A.14.

rr

Sea F = 2xi + yj , encontrar ;; F dV siendo V el
v
volumen limitado por la superficie 2z = 4 - X y los planos
X =0, y=2 vy 2 =0.
Solucién:
La regién V se recorre de la siguiente manera.
a) manteniendo x e y fijos e integrando desde 2z = O hasta
z =4 - %
b) manteniendo fijo x e integrando desde y = 0 hasta y = 2.
c) integrando desde x = 0 hasta x = 2 ( en donde z = 4 - xz
corta a 2z =0 ).
Asi pues, la integral es:
zzc—xz 2 2
Jff@x+y)ydzadydx = [ [ (8x - 2x%+ 4y - xy) dy dx
o O ©O o O
2
2 -}
J (1ex - 2x® - 4x° + 8) dx = 26.66
o
REGRESE A LA PAGINA 24
TEOREMAS INTEGRALES:
1.- Teorema de la divergencia de Gauss. Sea V un volumen limitado

por una superficie cerrada S y v

derivable, entonces:

Iv-\’;dV=Idedv=
v v

una funcién vectorial

R (A.96)

] S
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donde n es el vector normal a la superficie, ver fig A.32.

Fig A.32. Volumen de integracién del teorema de Gauss.

Ejemplo A.15.
Comprobar el teorema de 1la divergencia de Gauss, para
2 2

—_ . 2 2
V=4xi - 2y J + 22 sobre la regi®n dada por x +y = 4

2 =0y 2=3

Selucidén:

Utilizando la integral de Volumen.

L

If v o V dv j]j [ —%; (4x) + gy (- 2¥%) + 4%; (z%) ] dav
v v :

J[f (4 - 4y + 22) dv

(4 - 4y + 22) dz dy dx

]
—
-
-
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Utilizando el teorema de 1la divergencia

resultado debe ser el mismo.

Integral de superficie, ver fig A.33.

ffV°ﬁdS=ffV°ﬁdS1
s st

SUAREES
2

- "- R R —— D \
AY] .

g
dV:=dxdy dz /1’

/
;] -

Fig A.33. Superficie de integracién del ejemplo A.15.

La superficie S del cilindro esta formada por dos

de Gauss el

bases




S (z=0) vy Sz(z = 3), ¥y la superficie convexa Ss(xz + yz = 4).

sobre 81 (z=0), n=2%, V=d4xit_ 2y
Vens=20 |, entonces J]'V °n ds, = 0
si
sobre S (z =3), n=X, Va=udxt-2y"]4+0k,y
Ven=29 entonces 9 j]; ds, = 36n
2

({ ya que el area del circulo de didmetro 4 es 4m )

2

2
sobre Sa (x +y = 4), el vector perpendicular a S, tiene el
2

sentido de V(x + yz) = 2xt + 2yJ , y el vector unitario normal n

sera:
n o= 2xi + 2vJ = 2xt + 2yJ - xt + yJ
Y (2x)%+ (2y)? Y 4 (x%+ v%) Y X2+ ¥
entonces:
- 2 -}

en coordenadas polares:

X = 2¢cos €
y = 2sen €
ds = 2 de dz




sustituyendo:

27 - |
[ 2 (2cos 6)z - (2sen 6)3 ] 2 dz de

—
—
<l

-]

= ]|

a

)]

"

0o ™
o ™

]
H
o

j j j VoendS =04+ 36nm + 48m = 84n

que es igual al resultado obtenido wutilizando 1la integral de

volumen.

2.- Extensién del teorema de la divergencia de Gauss. Si ademas de

las variables definidas anteriormente, se acepta que U también
es una funcién vectorial derivable, se cumple que:

JUu(Veds)y =] [ U (TeW)+(VewmuU ] dv (A.97)
s v

3.- Teorema de Gauss aplicado al producto vectorial:
fvxVav=f (nxV)ds=f dsxV (A.98)
v s 8

4.- Teorema del rotacional de Stokes. Sea S una superficie
abierta, C una curva cerrada simple situada sobre S , y V una
funcidén vectorial derivable. C se recorre en sentido positivo,
esto es el camino que seguiria un observador sobre C , de tal
manera que siempre tuviera a su izquierda a la superficie S , ver
fig A.34. Ademas dr es un vector tangente a C , bajo estas
condiciones, se cumple que:
A.59




JVedr=frotveonds=[9xVonas=§IxV-ds (a.99)
s

)

dr
Fig A.34. Superficie de integracién del teorema de Stokes

S.- Teorema de Green en el plano. Si R es una regisén plana
limitada por un ndimero finito de curvas simples cerradas {(que no
se cruza a s{ misma) ver fig A.35, y si U(x, y) . V(x, v) , 3u/3y

y &V/2x son continuas en todo punto de R y de su contorno C

entonces:
Judx + vady = [f [—g—:’-{-—-—gg—-]dxdy (A.100)
c R
yA
C (contorno)
R
—

Fig A.35. Regidén de integracién del teorema de Green.

A.60



Ejemplo A.186.

Calcular § (v - sen x) dx + cos x dy
c

siendo C el triaAngulo mostrado en la fig A.36.

y [} ’4 B(§ 1)
A
, |
yd |
S
4 ol -
0(o,0) A (3 ,0) X

Fig A.36. Triangulo del ejemplo A.16.

Solucidén:
A lo largo de OA , v = 0 , dy = 0, entonces:

n 2
J (0 - sen x) dx + cos x (0) =
o]
-2 /2
= f - sen x dx = cos x] = -1
o o]

0, entonces:

A lo largo de AB , x = m/2 , dx

1
J vy~ 1) (0) + (0) dy = 0O

o]
2 2
A lo largo de BO , vy = g x , dy = — dx, luego:
o]
2 2 _
f [ = X - sen x] dx + = cos x dx =
2
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o
2

- X 2 - _n_ 2
= = + COS X + — sen x ] = 1 Z p
w2
la integral a lo largo de C vale
14 2 i 2
-1+ 0 + 1 - Z "> " 7 =
Aplicando el teorema de Green en el plano:
si U=y - sen x y V = cos x
av éu
= - sen X : —_—=
Ix ey 1
entonces:
_ v au
fde+de-ff[ax—ay]dxdy=
c R v
Jf ¢ - sen x - 1) dy dx =
R
x=Ms2 y=2X/1 72 F 5 14
= [ [ J (- sen x - 1) dy ] dx = [ (- y sen x - y)]odx =
x=0 y=0 o
2 n/2
_ 2 2 _ 2 X _
= [ - - xsenx - 2x ] dx = - = (- x cos x + sen x) - = ]°~
. _ 2 _=
T T w® T 7
que es igual al resultado obtenido anteriormente.
6.- Generalizacién del teorema de Green. Si 1la curva C es

cortada en mas de dos puntos por una recta paralela a 1los ejes
regisén multiplemente convexa, ver fig A.37, el teorema de Green
puede generalizarse como se indica a continuacién.
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tal que
siempre
de esta
y sumar
tendria:

fC

‘rC

i

Cc

—
X

Fig A.37. Regién de integracién de la
generalizacién del teorema de Green.

Dividase la regién R en n subregiones en un sentido
un observador que se mueva a 1lo largo de C , tiene
el interior de la regién R a su izquierda, ver fig A.37,
manera se debe aplicar el teorema en cada subregidén Ri ,

el total de las subregiones, en el caso de la fig A.37, se
av au
Udx + V dy = J; [ ax" " oy dx dy (A.101)
1 1
_ A% LA -
Udx + V dy = fn [ S - 3y ] dax ay (A.102)
2 2

v ay

Udx + V dy = f - ] dx dy (A.103)
fn | ox ay J

2 2
= a8V 2u Y ..

Udx + vdy = | i e~ T3 j.dx dy (A.104)
R N

4 4

Sumando
= 2V du

Udx + V dy = J l %~ oy J dx dy {A.108)
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7.- Primera identidad de Green. Sean ¢ A y dos funciones
escalares, entonces se cumple que:

I[¢V’w+(\7¢>-(vw)]dv=j<¢vw)~d§ (A.106)
v s

W
8.- Segunda identidad de Green:

[(@¢ P v-y¥¥ 3 )dV=[(@Vy-pVyp)>dS (A.107)
v s

Existen otros teoremas integrales que quedan fuera del
alcance de estos apuntes.

REGRESE A LA PAGINA 25
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