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PROLOGO

En la practica, casi todos los sistemas son no-lineales. Para el andlisis y disefio del
sistema de control, se puede optar por métodos lineales, que linealizan el sistema alrededor
de un punto de operacién y disefiar el sistema de control basado en el método linealizado; o
por métodos no lineales, que analizan y disefian el sistema de control basado en un modelo
no-lineal. Las ventajas de este ultimo son entre otras, la simplicidad del disefio, robustez
con respecto a la incertidumbre y el mejor desempefio con respecto a métodos basados en
un modelo lineal.

Los objetivos de este apunte son, a través de conceptos basicos y ejemplos simples,
introducir al lector al control no lineal, los métodos bésicos de andlisis y disefio de sistemas
no-lineales. Muchos ejemplos de este apunte se han preparado con el paquete de simulacién
SIMNON. Por la naturaleza de un curse introductorio, este apunte evita el uso del enfoque
geométrico, que se trata con profundidad en Isidori (1989) y Nijimeijer & Van der Shaft
(1990).

El apunte consta de siete capitulos. Después de la introduccién (Capitulo 1), cada
capitulo trata un topico relacionado al control no-lineal: el plano de fase, la estabilidad
Lyapunov, la funcién descriptiva, el control deslizante, el control adaptable, y por 1ltimo, el
control no-lineal de una clase de plantas no-lineales.

El material del apunte fue dado en un curso intensivo en el Instituto de Ingenieria,
Universidad Veracruzana, y preparado con IATgXpor la Srta. Beatriz Merlo. El proyecto
fue apoyado por la Direccién General de Auntos Académicos bajo el Proyecto DGAPA IN-
300593.

Junio de 1994.
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Capitulo 1

Introduccion

Sistema lineal: Un sistema lineal satisface el principio de linealidad (superposicién y ho-
mogenidad).
Sea L un sistama lineal, cuya entrada es u, salida y,

y = L(u)
e Superposicién : L(uy + ug) = L(u;) + L(uz)
e Homogeridad : L(au) = aL(u),Va € R

Sistema no-lineal: Sistema que contiene por lo menos un elemento no lineal.

Control no-lineal. En el control no-lineal, se consideran los dos aspectos: analisis y disefo.

o Andlisis: Determinar las caracteristicas de un sistema (estabilidad, controlabilidad,
observabilidad, etc.) para explicar y predecir el comportamiento, y/o disefiar un con-
trolador para el mismo.

¢ Disefio: Dada una planta no-lineal y las especificaciones en malla cerrada, encontrar el
controlador tal que el sistema en malla cerrada satisfaga las especificaciones.

Porqué el control no-lineal

¢ Mejoramiento sobre un sistema de control existente, ya que el sistema de control no-
lineal estd disefiado para un a.mplio rango de operaciones.

¢ Analisis de no linealidades duras (no-linealidades que no perm'ten una linealizacién,
por ejemplo, la saturacion)

e Robustez con respecto a incertidumbres. En los problemas reales, siempre existen in-
certidumbres, ya sean paramétricas o no-paramétricas. El control no-lineal trata las
incertidumbres de manera explicita, obteniendc un sistema de control mas robusto.

e Simplicidad en el diseio. En muchos casos, el modelo no-lineal refleja ciertas
propiedades fisicas de la planta que pueden usarse en el anilisis de sistema, simplif-
icando el disefio del controlador.




Simbolos

A(A): valores propiocs de una matriz A.

=: implica.

<: implica e implicado.

IR™ (C™): espacio lineal de dimensién n formado por los reales (complejos).
C[0,00): espacio lineal de funciones cuyas primeras n derivadas son continuas.
R"(s): conjunto de funciones de transferencia racionales de orden n.
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1.1 Ejemplos Simplea.

A continuacién se ilustzan con ejemploe unos comportamientoe tipicos de sistemas nolineales
. con respecto a sistemas lineales.

Ejemplo 1. Sistemas lineales. Dado un sistema lineal en forma de ecuacién de variables
de estado

{ #(t) = Az(t) + Bu(t), z(0)
y(t) = Cx(t)

La solucién, dada z(0), es

¢
z(t) = eAtz(0) +/0 eAt=7) By(r)dr

t
y(t) = Ce*tz(0) +[) CeAl'-") Bu(r)dr
y tiene las sigueintes propiedades
o Si A es estable, i.e. ReA(A) <0, u acotado = y acotado.

o Si u(t) = sin(wet) = y(t) = M(wo) sin{wet + a(wg)), t = oo, donde M(wp), afwp) es
la magnitud y la fase de la respuesta en frecuencia del sistema, respectivamente.

o Si A es no-singular, i.e., det(A) # 0, la ecuacién solo tiene un punto de equilibrio (un
punto de equilibrio es el punto en el espacio de variables de estado que anula la derivada
cunado la entrada al sistema es cero).

Ejemplo 2. Violacién a la Homogenidad. Consideramos el sistema dado por
v+|v|iv=u
sea v, = ‘1_1_.12) v(t) | ;
u=1=0+|v,|v,=1
2> v,=1
u=10=0+]v,|v, =10
= v, = V10 =3.2

Ejemplo 3. Puﬁtos de equilibrio multiples. Dado un sistema

t=—z4+1°




Se encuentran los puntos de equilibric igualando £(t) = 0

O=it=-z+2*=22=0,2=1

Ejemplo 4. Ciclo Limite. Consideramos la ecuacién Van der Pol, dada por

mz+2c(z;—1)z+kz=0

donde m,c,k > 0. Las soluciones de esta ecuacién para condiciones iniciales distintas de
cero convergen a una soluciones periodica (ciclo limite). (Reproducirlo con SIMNON).

Ejemplo 5. Bifurcaciones. En la ecuacién
f+az+2}=0, a€ R
el niimero de puntos de equilibrio puede cambiar cuando varia el pardmetro a.

a<0=2z =0

a>0=z, =0, +v/a

Ejemplo 6. Caos. En la equacién
£+0.1z + z° = 6sint
las soluciones correspondientes a las condiciones iniciales

{ z(0) = 2.0
£(0) = 3.0

{ z(0) = 2.01
#(0) = 3.01

se diefieren totalmente después de un corto periodo. El comportamiento caos se refiere a la
sensibilidad extrema de las soluciones de una equacion diferencial a las condiciones iniciales.
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Capitulo 2

Analisis en el Plano de FaSe

Para sistemas de segundo orden dados por

z; = fi(z1,23) ‘ (2.1)
I = fz(zl,-’l«'z) (2-2)

se puede analizarlos en el plano formado por z, y z; trazando las trayectorias para distintas
condiciones iniciales.

2.1 Conceptos del Anailisis en el Plano de Fase

Plano de Fase: Es el plano formado por z; (z) y z; (2).

Trayectoria: Es una curva en el plano de fase que representa una solucién de (2.1-2.2)
correspondiente a una condicién inicial.

Retrato de Fase: Es una familia de trayectorias.
Punto singular: Es un punto de equilibrio en el plano de fase.
Ejemplo 1. Plano de fase de una ecuacién lineal
Z+z=0, z(0)= 2o, 3(0) =0
z(t) = zocost |
&(t) = —zpsint
= 23(t) + 2%(t) = 3
es decir, dada z, el retrato de fase corresponde a un conjunto de circulos centrados en cero

con radio z3.

2.2 Construccién del Plano de Fase

Existen dos métodos principales para la construccion de los planos de fagse: método analitico
y método de isoclinas. ‘
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M¢éiodo analfiico: Este método consisie en resolver analiticamente la ecuacién {2.1-2.2).

Ejemplo 2. Traza del planc de fase por el método analitico.

z4+z=90
_dz dz_ dz )
T4z A Tz T tT

= zdr+zdz =0

=>:i:2+.1:2=z?,

Método Isoclinas: De la ecuacién (2.1-2.2),

d

7121— = fi(z1,22)

d

—dftz = fz(zl,zz)

d.’tg _ fz(.’t],zg) -

dI] - f](I], 1'2)

= dl'g = ad:v], Ty — Ty = a(:z:l - 1'10)

=

Es decir, lineas con pendiente a.

Ejemplo 3. Traza del plano de fase por el método isoclinas.
i+ f(z,2)=0

.dz .
=>':c£ = —f(z,z)
di .
SdE_ S
dz I

= ai + f(£,z) =0

Ejemplo 4. Traza del plano de fase para la ecuacion Van der Pol

3402z —1)i+z=0

flz, %)
2>az+02z*-1)z+z=0
) T
=>:’:__c:t+0.2(:1:7—1)
. 4
a=10: x——-5zz_l
.__1. » — z
a=ts = TIv 02 0)
— 1. » = z
a=—t FET Y02 - 0)




2.3 Determinacién de Tiempo

El tiempo transcurrido entre dos puntos cercancs £; y z; se puede determinar de manesa
aproximada por

At=22

z
Az =z, — 1,4
De este modo, para calcular el tiempo transcurrido entre dos puntos arbitrarios, se puede

sumar los tiempos transcurridos entre los puntos consecutivos a lo large de la trayectoria
que une los dos puntos de interés.

2.4 Analisis para Sistemas No-Lineales

En esta seccién se presenta el andlisis de sistemas no-lineales en el plano de fase a través de
la linealizacién en un punto de equilibrio.

Ejemplo 5. Puntos Singulares de un Sistema lineal de Segundo Orden. Consideramos la
ecuacion

T = Az

con la condicién inicial

z(0) = [ T1o

Z20 |

-

donde z estd representada con respecto a la base natural,

_|10 [ z, 1 0

z_[Ol]er]’ [O]’ [1] la base natural.
Haciendo una transformacion equivalente,

z2=Qz
donde

z=[q g1 [il ] ) @1, g2 € R® una base

| %2

se obtiene

J=QAQ™!

z=Jz, z2(0) = 29
Caso 1: Forma diagonal

a0
=[]




il = lgz
z"g = )\32’
At

21 = 210€
= — Aat
22 = Z9€

A I z A
M#F0 2 2z = Zzoeﬁln'“ = zzo(i)ﬁ
210

Caso 2: Forma Jordan

A1l
=53]
2y =dn+2
ig =A22

At

At M
2] = z10€”" + 2yote
: 10 20
22 = 220€

A#£0 > t=2ln 2

A FH%)
220 2
a = (n0+Pn2). o3
20
220 22\ 22
= {zi0+—+In ) —
( A 229/ 220
210 22
= —2z+ — ln
Z0 A zyn

Caso 3: Los valores propios son complejos.
a -p
S = [ +8 a }

51= az; — fz o
2= ﬂ21+022

Sean
z
-1 <2
AT =l 2
2
_ 22121 + 22929 _ 2121 + 222, = a(zf + Zg) — ar
2\/23 + 23 23 + 22 22 + 22
b= Zn — 2351 Bz + az)z — (az — Bz)z;
22 + 222 23 + 222

=8




r(t)= r(0)e
= { #(t) = $(0) + Bt

En resumen

Sid, 3€R

A1 >0,X; > 0. = nodo inestables
A1 €0,); <0. = nodo estable
A1 - X2 < 0. = punto desilla

Si /\1, Az € C, /\1.2 = O.’:}:]ﬂ

a< 0 = foco estable
a>0 = focoinestable
a=0 = punto centro

Ejemplo 6. Analisis de Sistema No-lineal (linealizacién). En la ecuacién
i+0624+3z4+2°=0
definiendo z; = z, 5 = T se tiene

{i'l=-‘52=f1

2'2 = -0.6z; — 3.1,'1 — 1} = f2
Puntos de equilibrio: z, = (0, 0), (-3, 0)

Linealizacion en z, = (0,0) : Alrededor del z., se puede aproximar la ecuacién no-lineal por
una lineal

d
a-t—(z —z,) = A(z - z.)
donde i

_d| _[o 1
A= ==’~‘[—3 —0.6]

dz
y la estabilidad en este punto se determina basado en los valores propios de la matriz A.

det(Al ~ A) = A(A+0.6)+3 =X +061+3=0
~0.6+ 062 — 12
2 .

A=

=> un foco estable

Linealizacion en z, = (-3,0)

0 1 '
A‘[a —0.6]




A -1

det(M] — 4) = det( 3 2106

)=A7+0.6A-3=0

b —4ac=0.364+12 >0

A1 - A2 = =3 = nodo inestable

Se recuerda que un ciclo limite de una ecuacién no-lineal es una solucién periodica. En
el plano de fase, esto representa una curva cerrada aislada.

Ejemplo 7. Ecuacién Van der Pol.

Compare este ejemplo con el Ejemplo 1.

2.5 Existencia de Ciclos Limites.

A continuacion se presentan una condicién necesaria de existencia de ciclos de limites y una
condicién suficiente de no-existencia de ciclos de limites en el plano de fase.

Teorema Poincaré: Sean
'N=nimero de nodos, centros y focos encerrados en un ciclo limite
- S=puntos silla encerrados en el ciclo limite

Si existe un ciclo limite, = N=S +1

Teorema Bendizson: '
Si 81 4 812 £ 0 y no cambia de signo Vz € 2 C R?, = no existen ciclos limites en (.

8:1 8::3

Ejemplo 8. Sea g y k dos funciones continuas arbitrarias,

) = g(z2) + 42123

£3 = h(z)) + 423z,




Oh  8f_ 4,0 .
811 + 83'3 = 4(31 + 33) # 0 Vz;,zg # 0

por lo tanto, no existe ningin ciclo limite en R?.

10
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Capitulo 3

Fundamentos de la Teoria de
Estabilidad Lyapunov

Este capitulo presenta una herramienta muy poderosa en el analisis y disefio de sistemas de
control no-lineal: la teoria de estabilidad Lyapunov, la cual consiste en el método indirecto
(linealizacién) y el método directo.

3.1 Conceptos de Estabilidad
Consideremos primero un ejemplo simple,
Ejemplo 1. Péndulo simple .
V7777777,
1
[
mg
Obtencidon del modelo usando el método Lagrangiano: .

Energia cinemética: K = 1m(£4)?
Energia potencial: P = mg(f — £cos6)
Lagrangiana: L= K — P o
Par aplicado a la planta: 7 = u — B@
De la ecuacién Lagrangiana

6dL_6_L__T
otde 00

1 | .




|

se cbtiene
m?9 + B6 + mglsind = u
Sean
=0 z,= ]
En forma de variables de estado,
T, = 23
B

. g .
Tg= ———T3—>8INZT] + U

mf? ]
Puntos de equilibrio: para u = 0, igualando z, = Z, = 0, se obtiene
Tg = 0 |
sinzy, =0=z, =kr,k=0%1,..

Estabilidad de los puntos de equilibrio: Aplicamos una pequeifia perturbacién a las variables
de estado cuando éstas estan cerca a un punto de equilibrio.
(a) z. = (0,0):
i)B = 0: z oscila alrededor del punto z., i.e., z,. es estable.
ii)B > 0: z oscila alrededor del punto z., ademas regresa eventualmente a z., i.e., z.
es asintoticamente estable.
(b) z. = (x,0): z se aleja de z, para cualquier perturbacién mayor que cero, i.e., z, es
inestable. '

Ahora, considérense un sistema no-lineal auténomo (la funcién f en la ecuacién siguiente
no depende del tiempo explicitamente) en general

¢ = f(z)
Puntos de equilibrio: Son los puntos que anulan la derivada, i.e., son los puntos en donde
fz) =0

Observacion: Sea z, un punto de equilibrio, se definey =z — z, = y = f(y + z.) tiene un
punto de equilibrio en y = 0.

Norma de un vector: La norma de un vector z se define como || z [|= (z7z)%.

Conceptos de Estabilidad:
z. = 0 es estable, si Ve > 0, 36(¢) > 0, tal que V|| z(0) [[< &, || z() < €, VE > 0.

z. = 0 es asintéticamente estable, si
(a) z. es estable,

12




(b} || () fi— G, al & — oo. | |
z. = 0 es exponencialmente estable, si 3a, A > 0, tal que Vz € B, (una bola en z = 0) ,

Wz(®) I<allz(0) || e, Vt >0
FEstabilidad Global y Local: Si la condicién de estabilidad se cumple para todas condiciones
iniciales, se dice que la estabilidad es global. De otra manera, la estabilidad es local.
Ejemplo 2. Consideremos un sistema lineal de tercer orden

z= Az

Sea @ la matriz de transformacién a la forma Jordan, que se supone tiene la siguiente forma

M1 0
J=QAQ =|0 A o
0 0 X

La solucién de esta ecuacién, dada z(0), estd dada por
z(t) = e*'z(0) = Q'e”*Qz(0)
eMt teMt
ef=| 0 et 0
0 0 e
Entonces,
e Si Re); < 0 Vi, = z = 0 es exponencialmente estable.
o Si Re); < 0Vi, = z = 0 es inestable.

¢ Si IRe); =0, z = 0 es inestable (el bloque de Jordan es 2x2.
e Si Re), =0,y Re) <0, z =0 es estable (el bloque de Jordan es 1x1).

3.2 Método Indirecto: Linealizacién y Estabilidad Local

1
Linealizacion
Dada una ecuacién no-lineal auténoma
i = f(a)

La expansi6n por serie de Taylor en el punto de equilibrio z = 0 es:

= -?i,=oz+0(:r)
oz

donde O(z) denota los términos de orden superior en z
Sea

_9f
A_azlﬁo

13




entonces, la linealizacén en el punto z = 0 esté dada peor

= Az

Estabslidad Local Basado en la Linealizacion

o Si Re);(A) <0, Vi = z =0 es asintéticamente estable.
o Si Re);(A) >0, para algini =z = 0 es inestable

o Si Re);(A) =0, para algiin 1 = no hay conclusién para la ecuacién no-lineal.

Ejemplo 3. Estabilidad del péndulo simple (continuacién)

Hh=2=f
. B .
T3 = ——=Z3 — gsmzl =fp

mf? 14

Linealizando en z.; = (0,0) y z.2 = (=,0), se obtiene

[ 81 34 0 1
h=|8 B b= |

| 8z; Or; J { mB
iv '0 1
ti Ar=|, _B
¢ m2

Estabilidad los puntos de equilibrio:

B g
-— = 2 — -—
det(A\I - Ay) =2+ pA+ 7

RCA.'(O,i=1, 2,

por lo tanto, z,; = (0,0) es asintéticamente estable.

B g

Re); >0

por lo tanto, z, = (7,0) es inestable.

14
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3.3 Método Directo

El método directo se basa en la observacién de que si un sistema fisico disipa energia, entonces
se regresa & un punto de equilibrio donde la energia mecanica es minima, y se procede asi:
se propone una funcién similar a la energia mecédnica del sistema con respecto al punto de
equilibrio. Si esta funcién no crece a lo largo de la ecuacién que describe la dindmica del
sistema, entoces el punto de equilibrio es estable, si esta funcién decrece, entonces el punto

de equilibrio es asint6ticamente estable.

Ejemplo 4.Péndulo simple (continuaciéon). La energia mecanica total con respecto a z, =

(0,0) es
VeK+P= %m(eé)’ + mgl(1 — cos8) > 0

La derivada a lo largo de la ecuacién del péndulo simple es
V = me200+ mglhsinb

0(— B8 — mgtsin 8) + mglfsin 0

-B*<0

Esto es, V decrece para 0 # 0, por lo tanto, el punto de equilibrio z. es estable.

Funcion Positiva Definida
Sea V:IR"— R.
V es positiva definida, si

e V(0)=0
¢ V(z)>0,Vz #0

V es negativa definida si —V/(z) es positiva definida.
V es semi-positiva definida si

e V(0)=0
e V(z)20,Vz#0

Funciéon Lyapunov

Sea |
= f(z) (3.1)
y V(z) una funcién positiva definida. Si V(t) a lo largo de (3.1) es V(z) < 0, entonces se
dice que V(z) es una funcién Lyapunov de (3.1).

Estabilidad local
Sea V = By — R, B, C R", continuamente diferenciable, tal que

¢ V(z) es positiva definida

15




e V{z) es semi-negativa definida

5 Entonces z = 0 e2 estable.

Si V(z) es negativa definida, entonces z = 0 es asintéticamente estable.

Ejemplo 5. Estabilidad usando el método directo.
i = 2;(22 + 13 - 2) — 42,7]
&3 = 4zizy + z2(23 + 23 - 2)
z. = (0,0) es un punto de equilibrio. Consideremos
V(z1,23) =23 +23 20
cuya derivada es
V = 2114 + 2238,
= 2z} +z)(zi + 33~ 2)
< 0, Vz1,72, tal que 22 + :c§ <2

Por lo tante, . es localmente asintdoticamente estable.

Estabslidad Global
Sea V : R™ — R, continuamente diferenciable, tal que:

¢ V(z) es positiva definida
o V(z) es negativa definida
¢ V(e) 00,4l || 2 |- o0
Entonces z = 0 es globalmente asintSticamente estable.
Ejemplo 6. Estabilidad Global.
z+¢(z)=0
donde ¢(z) es continue, y ¢(z)z > 0, Vz # 0. Consideramos
V(z) = 2? 2
V(z) = 2zd = —2z¢(z) <0

Por lo tanto, z = 0 es globalmente asintéticamente estable.

Ejemplo 7. Péndulo simple (continuacién) En el Ejemplo 4 se obtiene
V = —B§?
la cual es semi-negativa definida, y por lo tanto, z = (0,0) es estable. Pero sabemos que

para B > 0, este punto de equilibrio es asintéticamente estable. El Teorema La Salle a con-
tinuacién nos permite obtener la estabilidad asintética cuando V es semi-negativa defiaida.

Teorema La Salle
Sea V: By — R, By C IR", continuamente diferenciable
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! V(z) es positiva definida
e V(z) es semi-negativa definida
o V(z)=0=>z=0
Entonces z = 0 es asintticamente estable.
Ejemplo 8. Péndulo simple (continuacién).
V=0=0=0=0=0= 0=0
Por lo tanto, z = (0,0) es asintéticamente estable.
Ejemplo 9. Estabilidad local y global.
Z+bz)+c(z)=0
donde b, ¢ son funciones continuas arbitrarias, y
b(z)z >0,V #0
c(z)z>0,Vz #£0

Consideramos

1, z . ‘ys . .
V= —2-1:2 + / c(y)dy = energia cinematica 4 energia potencial
0

V=zZ+e(z) 2=-iKz)<0 .
V=0=i=0=>c(z)=0=>z=0

Por lo tanto z = 0 y £ = 0 es localmente asintéticamente estable. Si ademas,

J etw)dy = o0, al | z |- oo,
(1]

se tiene la estabilidad global.

/

3.4 Andélisis de Sistemas Basado en el Método Directo
Matriz Positiva Definida: P € IR™" es
e positiva definida (P > 0), si z7Pz > 0, Vz #0 : .
e semi-positiva definida, (P > 0), si zTPz >0
Sin pérdida de generalidad, se supone que P = PT.
Condiciones de Positividad de una Matriz
P es positiva definida <> A(P) > 0

P es positiva definida < los menores principales (m;;, mj1mg;—m3,, det M) son positivos.
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P Desigualdad Rayleigh: See P una matriz positive definida, entonces
Amin(P} || 2 I2€ 27Pz € Aee(P) [ 2 I

Sistemas Lineales. Consideremos la siguiente ecuacion lineal
z = Az.

Sea Pe R™*", P> 0,y ' »
V=2TPz ‘ (3.2)

la derivada de esta funcién a lo largo de la ecuacién (3.2) es

V = TPz + TPt = 2T (ATP + PA)z

Define

ATP+ PA=-Q

Si Q > 0 entonces z = 0 es asintéticamente globalmente estable.

Ecuacidn Lyapunov: Considérese la ecuacién

ATP + PA=-Q (3.3)

Entonces, A es estable (ReA(4) < 0) ¢ VQ > 0, la unica solucién de (3.3) es positiva
. definida.
Prueba:

(<) Directo de acuerdo con la estabilidad de Lyapunov.
(=) Sea A estable, y @ > 0, definase una matriz semétrica

P= / ATt Qettdt < oo
(1)
Ahora, ,
., ATP+PA= " [ATeAT Qe + eATtQe A] dt
0

ATP 4+ PA= [ d[eA7Qet] = Qe iz, = —Q
o .

Ejemplo 10. Sea

To 4]
A‘[-s ~12 |
Se escoge
| 10}
bs. Q—I_[O 1]’




De la ecuacién Lyapuncv

ATP4+ PA=-@
_1151

Por lo tanto, A es estable.

Razon de Convergencia

V(z) =27 Pz
V(z) = —27Qz
con

ATP+ PA= -Q

V__ 20 @Izl _

V= "2z = Pzl C
_ Arm'n(Q)

* T Xee(P)

= V(t) < V(0)e™
De acuerdo con la desigualdad Rayleigh, || z || = 0 con una razén no menor que a.

Sistemas No-lineales. Para sistemas no-lineales, no hay una funcién Lyapunov general como
en el caso lineal. Sin embargo, para una ecuacién autonoma, se puede aplicar el siguiente
resultado. '

Sea
z=f(z), f(z)=0 |
A= g{", la matriz Jacobiana |
SiF=A+ AT <0,V¥z € By C R", < z = 0 es asintdticamente estable.
Prueba: Sea )

V(z) = fT(2)f (=)
la cual es positiva definida, ya que

F < 0 = A no-singular = f(z) = 0 es invertible en By

=> z = 0 es el tinico punto de equilibrio en By.
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o _ g0 _
o aa -

V=547 = A"+ {TAf = [TFf <0
L# conclusién sigue inmediatamente.
Ejemplo 11. Considérese

T =-6z,+2z;,=f

z,. = (0,0)

1.:3 = 221 —632—213= fg

o [-6 2
A"EE"[ 2 —6-—613}

i |12 4
=A+4 ‘[ 4 -12-12:§]<°

Por lo tanto, z. es asintéticamente estable. De hecho, z. es globalmente asintSticamente
estable, ya que

V=flf=fl4+f—00,al ||z||- o0

3.5 Diseno de Sistemas Basado en el Método Directo

El procedimiento de disefio de sistemas de control basado en el método Lyapunov consiste
en, primero, encontrar una ecuacién diferencial de error e, luego se propone una funcién
positiva definida para el punto de equilibrio de interés (normalmete, e¢,¢,...,= 0), después
buscar el control tal que la derivada de la funcién sea negativa definida. A continuacion, se
ilustra esta idea con un ejemplo.

Ejemplo 12.Control de Péndulo
Planta

7 mf%0 + B + mglsind = u

Problema: Disefiar una ley de control, tal que dada 6y doblemente diferenciable, el error de
seguimiento :

e=0-0;—0,alt— oo.
Ecuacidn de error: De la ecuacién del péndulo, se obtiene

ml’E+Bé=u—nd2—54-Bé4—mglsin0
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Se propene la fundén

1 P |
Vie) = Eml’c’ + 3 et

ahora, derivar esta funcién con respecto al tiempo, y buscar el control tal que la derivada §
sea negativa definida.

V = ml+ kyeé
= é(u—mé ¢ ;— B, — mglsin b — Bé + k,e)

seleccionando
Control:

u=ml® e 8,4 By + mglsin0 — kye — kqé
se obtiene que
V=—(B+k)?<0
Ahora, de acuerdo con el Teorema La Salle,
V=0=é=0=>é=0=e=0

se concluye que el punto de equilibrio (e, é) = 0 es globalmente asintéticamente estable.

Observacion:
e La ley de control resultante es PD+precompensacién.

o La funcién Lyapunov es la energia mecdnica del sistema con respecto al punto de
equilibrio de interés (e,é) = 0. La ley de control hace que en este punto la energia
mecanica del sistema en malla cerreda sea minima, y consecuentemente, es globalmente
asintoticamente estable.
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Capitulo 4

Analisis por Funciéon Descriptiva

En este capitulo, se presente un método de andlisis de sistemas compuetos por subsistemas
lineales y no-lineales. La parte lineal se caracteriza por su respuesta en frecuencia, mientras
que la parte no-lineal, por una extensién de la respuesta en frecuencia: la funcién descriptiva.

4.1 Fundamentos de la Funcién Descriptiva

Respuesta en Frecuencia para Sistemas Lineales.
Sea H(s) la funcién de transferencia, y h(t) la respuesta al impulso de un sistema lineal.
La respuesta en frecuencia se puede interpretar de las siguientes maneras:

(a) La evaluacion de H(s) en s = jw, esto es
H(jw) = H(s)|i=jw
= M(w)ee™
(b) La transformada Fourier de h(t)

H(s) = /o  h(t)e*dt

= H(jw) = /0  h(t)eivtdt

(c) La respuesta del sistema y(t) cuando se aplica una entrada u(t) esti dada por

0= “h(t)ult - r)d
o(t) = [ heule - r)dr
Ahora para u(t) = e/*', la respuesta es
o .
— wt —-Jwr
vt) = o [lh(rjeirar
— H(jw)e™, t— oo

Entonces, la respuesta para
eIt _ giut

u=Asinwi=A -
2
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v(t) = A| H(jw} | sin(wt + 2B (jw)) = M(w)Asin(wt + ¢(w ))
y la respuesta en frecuencia es

M(w)A

H(jw) —_—r pie(w) M(w)e’“’("’)

Estabilidad usando el Criterio Nyquist. Considérese el sistema de control retroalimentado

C(s) P(s)

La ecuacién caracteristica del sistema en malla cerrada es
1+ C(s)P(s)=0 (4.1)
Entonceé, el sistema en malla cerrada es:
o estable, si las raices de la ecuacién (4.1) estin en el semi-plano izquierdo (SPI).

e inestable, si por lo menos una de las raices estd en el semi;plano derecho (SPD).

Método Grafico para- detectar el nimero de raices en el SPD (Criterio Nyquist)
N=numero de envueltas netas del punto’(-1,0) (positivo el sentido del reloj) por
C(jw)P(jn)
N. =ntimero de raices en el SPD de 1 + C(s)P(s) =0
N, =nimero de raices en el SPD de C(s)P(s)
Entonces, ~

N.=N,+N

Funcion Descriptiva

¢ Es una extensién del método de la respuesta en frecuencia a sistemas no-lineales.

e Su aplicacién principal es para detectar ciclos limites en sistemas no-lineales
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Contidérese una no-linealidad invariante en el tiempo, N (i.e., N no depende de! tiempo
explicitamente),

y=N(u)

Si se aplica una senoidad,
u(t) = Asinwt

la salida
y(t) = N(Asin wt)

es periodica con el periodo T' = 22, Desarrollando y(t) por la serie Fourier

y(t) = 129 + Y _[an cos nwt + b, sin wi],

n=1

1 x
= - t)dwt ,
%o ﬂ'-/—rw()w

an = 1 cosnwtdt , b, = 1 /” w(t) sin wtdt.
T J—x

xJ-x

Como la planta P(jw) tiene caracteristicas de pasabajas, la salida es aproximadamente igual
a la primera harménica y,(t),

y1(t) = a; cos wt + b; sin wt
= M(w, A) sin(wt + ¢(w, A))

M(w, A) = \/al + b}

14
w,A) =tan! —
¢ (v, A) b,
Entonces, la funcion descriptiva de N(u) esta definida como
H(w, A) = M(_'l‘;’_A_)_ejv(w,A).

Ejemplo 1. Sea
~ N(u) = au?
La salida de esta no-linealidad a u(t) = Asinwt es

N(u) = A’wsin® wt cos wt

3
= A—-tf-(l — cos 2wt) cos wt

2

3 1
= A—;i[oog wt — i(cos wt + cos 3wt)]
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84 -
= —T[ooswt—cos&ot] ‘ ' B R

3 i
~ - cos wt, (Despreciando cos 3wt)

3
= %‘fsin(wt + 1r—)

= H(w, A) = -—-af

2
_Aw e

4

Ejemplo 2. Deteccién de cilco de limite de la ecuacidén Van der Pol. La ecuacién

5:+a(:cz+)it+z=0,a>0
se puede escriber de la forma

- . 2. _
IT—~az+z +az‘z=0
lineal no-lineal

= (32 — as + 1)z = —az’s

T =~ e TN
N(z) = 2’z

a
p(s) = s?—as+1

De acuerdo con el Ejemplo 1, 8i z = Asin wi

Adw Al d AZg

Y~ Tooswi = TE{(Asm wt) = T(z)
La ecuacidn caracteristica en malla cerrada es
‘1 + Als a _
4 s2—as+1

2
=>732+a(—A1—-1)8+1=0

Para A = 2, se obtienen dos raices sobre el eje unagma.no s = Zj, por lo tanto z = 2sint es
un ciclo limite.

En general, la funcién descriptiva de una no-linealidad depende de tanto la amplitud

como la frecuencia de la entrada. Pero, bajo ciertas condiciones, ésta depende solamente de
la amplitud.




}
(i) Si N es invariantemente en el tiempo y sin memoria, entonces
H{w,A) = H(A)
Prueba: Con la entrada u = Asinwt , la salida es
N(u) = N(Asinwt)

y los coeficientes de la primera harmédnica son

a = %.[_: y(t) cos wtdwt = a,(A)

by = % [ vtt)sin wtdut = b,(4)

(i1) Si ademas de la condicién en (i), N es impar, i.e.,
N(u) = —N(u)

entonces H(A) es real.
Prueba:

1 r~*
o = - y(t) cos wtdwt

1 7 .
= - / N(Asint) cos wtdwt
XJ—x
=0
Por lo tanto, la primera harménica es
y1 = by sinwt

y la funcién descriptiva esta dada por

H(A) = %

4.2 Funciones Descriptivas de las No-linealidades Comunes

Saturacidn
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De la gréfica se obtiene la respuesta de la funcidn saturacién cuando se aplica uns
senoidad. '

_J kAsinwit 0<wt<4«y
"’(t)‘{ ke y<wt<:
donde
7=sin'11
A

Como la saturacién es una funcién impar, solo hay que calcular b, en la primera harménica.
b= % / w(t) sin wtdwt
4 % .
= -/ w(t) sin wtdwt
n Jo
4 . 3 i
= — f k Asin® wtdwt +/ ka sin wtdwt
X {Jo v
_2kA +80 a?
= |77 4 A?

De lo cual se obtiene

H(A)=%=-2w—k[sin"%+% 1_;_";
Relevador
'™
M
R
i ————-{ ‘M

2k 'a @ a’ |
H = == |sin"!— — —_——
(a) - [sm A+A 1 Yy
_ z[ ka ko [
x| % A A A?
4M
_—’ ——
TA
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La respuesta de la no-linealidad a una senoidad es
_ 0 0<wt<~
w(t)—{ k(Asinwt—8) y<wt<?%

con

6 = Asiny

7 = 81N, Z

‘ Calculando el coeficiento b, de la primera harménica
E 4 x
# b = —/2 w(t) sin widwt

x Jo

4

% :
= -7;/7 k(Asin wt — 8)dwt

kA (x5 8 [ F
R 2 s A AV A2
seobtiqu

L
H(A) = ~ ( sin
4.3 Analisis de Sistemas No-lineales

Ezistencia de ciclos limites. Se supone que la no-linealidad es invariante en el tiempo sin

memoria, entonces la funcién descriptiva depende solo de la amplitud de la entrada. Para
que existan ciclos limites, se tiene que cumplir

L(jw)H(A)+1=0




s ERES

esto es,

. -1
L(jw) = “HA)

Estabilidad de los ciclos Limites. Supéngase que L(s) no tiene polos en el SPD. Si los puntos

cerca de un punto de ciclo limite a lo largo de —71-%747 con direccién de incrementar A no

~estan envueltos por L(jw), entonces el ciclo limite es estable. De lo contrario, es inestable.

Ejemplo 3. Considérese una planta de primer orden con retardo y la no-linealidad relevador,

o P [
k : k ——
P ] = - e—JLw — e-—J(tnn Tw+Lw)
Ge) JTw+1 V(Tw)? +1
4M
NA) =7
Para que existan ciclos Limites, se tiene que cumplir
. 1 A
P(Jw)—"m—-m‘ "

Se observa que el ciclo del limite es estable, y tiene la forma
e(t) = Asin wyt
donde w, y A estin dadas por

p(w) = —(tan ! Tw + Lw) = -7 = w = w,

k

(Tw,)?+1
TA 4MP
P A=
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Capitulo 5

Control de Modo Deslizante

Robustez de un sistema de control
En todos los modelos matematicos de un sistema fisico existen incertidumbres, las cuales
se pueden clasificar como

e incertidumbres estructuradas (paramétricas)

¢ incertidumbres no-estructuradas (dinamicas despreciadas)

Ejemplo 1. Sea una planta

b w?

P(s) = 0
(s) s +as?+ 2(w,s + w?
Cuando w, >> a, se puede modelar la planta como un sistema de primer orden
b
F(s) = .
() s+a

En este modelo, las dindmicas rdpidas son despreciadas. Ademds, los pardmetros a y b
pueden variar en un rango

a<a<a
b<b<d
Existen dos métodos principales para tratar las incertidumbres: el control robustc y el

control adaptable. Este capitulo presenta un disefio del control robusto (control de modo
deslizante) , el capitulo siguiente presentara el control adaptable.

5.1 Superficies de Deslizacién

Planta:
2 = f(z) + bz)u | (5.1)

Suposiciones:




1. Los estados z(9, § = 0,1,2...,n — 1 son medibles.
2. 3F(z) conocida, tal que | f(z) - f(z) |I< F(z), Yz, donde f es una estimacién de f.

3. b(z) es conocida.

Problema: Dado z4 € C*~1[0, 00), disefiar un control u, tal que el error de seguimiento

) = 20) _ z&") —0,parat1=0,1,2, ,n -~ 1.

Sea p = ;‘; el operador de derivada con respecto al tiempo, definase
s=(p+ )"z, 1>0.

La derivada de s, de acuerdo con la ecuacién (5.1) es

n—1
s = plp+ A ME=p) CoNpTTE
=0
"—1 . . .
— pni + Z C;-lepn—si
=1

n-1

= bz)u+ f(z)—zM+ 3 Ci_p ', (5.2)

=1

con
(M N i pignei
9(z,z4) = —z” + Y Ch Np"™'E,
=1
§ = b(z)u + f(z) + g(z,z4)-

Andlisis de FEstabilidad. Sea
V= -;-32 >0, (5.3)

cuya derivada a lo largo de (5.2) es

V = s5 = s[b{z)u + f(2) + 9(z, z4)}.
Selecionado u tal que

be)u + f(@) + g(z,72) = —ksgn(s), k>0
Fu= *5(1;7[1‘(1) +g(z,24) + Ksgn(s)], -
se obtiene
V=-k|s|<O.




{
|
'

Como f(z) es deconocids, se sustituye f (z) por su estimecién | (z), obteniendo la ley de
control

=~ gislf(e) + oz, 20) + K(ogn(o), (5.4)

donde K (z) se determina para contrarestar la incertidumbre en f(z).

Diseiio de K(z). De acuerdo con las ecuaciones (5.3) y (5.4),

V = si=s[b(z)u+ f(z) +9(z,2a)]
s[~(f(=) +9(z,20) + K (z)sgn(s)) + f(z) + 9(z,23)]
= s[(f(2) - f(z)) — K(z)sgn(s)]

s(fz) - f(z)) - K(z) | s |
F(z)|s|-K(z)|s|

|| (F(z) - K(z))-
Seleccionando K(z) tal que
K(z)=-F(z)+n, n>0

=V <-nl|si<o.

VAN

Esto es

1d ,
T2 < . )
5@ S nls]| (5.5)

La condicién (5.5) se llama la condicién de deslizacién, y al plano s = 0 se refiere como
la superficie de deslizacion.

Ejemplo 2. Cosidérese
i = f(z) +u,
f(z) = —az’cos 3z,
1<a<?
Sea f una estimacién de f,
| f(z) = —ai?cos 3z

con
142

a=——=15,

. 2
=| f(z) - f(z) < 0.54" | cos 3z |= F(z),
y el plano de deslizacién s = 0 con

s=(p+ N =%+, >0,
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i es una linea con pendiente — ).

Tiempo de Llegada a la Superficie Deslizante. De

1d e plsjsi<—y|s|
2dt

t t
s>0=>.§5~—n=>_/o‘.§dt,5-/olndt
0
8(t1)—8(0) < -t = 1 < 's—(;’—)
s<0=382+n=>s(t)-3(0) 29
3(0)

=t < ~—2,
"

Por lo tanto, t; < 1'—%)1

Error en el modo deslizante

De la definicion

(@)= (s+ )= i = +1A),,_ s(z),

z )-————-i——-—sz
# (s+)\)"' (2).

Si | s(z) ls €5

1 .2"= €,

Xn-l—i An—-1

(22)

l 70 lS e, -

1—0 =:>l:t:|<Aﬂ T

Relajacidn de la suposicidn (3). Se supone que
0 < b(z) < Hz) < ), Va.
Sea

b(z) = V/b(z)¥(z),

bz) _ b(z) lb(z
=>\JET) i2) =\ bE)




s=(p+ A2
= &= Ka)u + £(2) + (=, 2.).

s e e G

Seleccmnando
g e )[f(z) +9(z,24) + ksgn(s)], k>0,
se obtiene
V=-k|s|<O.
Como b(z) y f(z) son desconocidas, se sustituyen por sus estimaciones, obteniendo
w= ~glf@) +ole ) + K)son(o)
donde k(z) se determina para contrarrestar la incertidumbre.
Andlisis de Estabilidad
= () + (e, 20) + Kogn(a)] + J(e) + o(e,20).
1.,
V= 53 ,
1o V=si=s [- bEx;( (z) + g(z, z4) + k(z)sgn(s)) + f(z) + g(z, :zd)]
b(z)
= —o{ £+ st2,20) - ) = o(2,20 ) ~ K2 |1
s [f - s (32 -1) 4o (32 (@)1s]
bz) L) K2, N ko
<ot [ 1714171 (1) 191 (52 +1)] k101
stat[gre 170 (541) +101 (5 +1)] K101
i ' . H(z.za) ”
=|s| (H(I,Id) = k(z)),
con :
K(z) = —H(z,2.) +1,
=>V=—y|s|<0.
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5.2 Aproximaciones continuas de la funcién de conmutacién

Idea: "Suavizar” la ley de control para mantener
| 8(z) [< e,, e, > 0.
Sea
B={z]|s(z)|<e}.

Problema: Disefiar u, tal que B sea atrayente.
Observacién:

| s(z) < e, =] 2(2) I<

An—l

Ejemplo. 3. (continuacién del Ejemplo 2.)
a)

u =4 — Ksgn(s)

1 z20
@) ={ 1 220

b)
s
u=1u-— Ksat(;—)

1 z2>1
- sat(z) = r -1<z<l

-1 z < -1

1d
3 5® =53 = ) - sKsat(2),
con

K=F+q

d »

—gl <
@ qq® STvlel
1d

< —_

2dt8 F|s| 's

)

=—n'—:}_!-2-+ms|(1—’-;’.—').
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Redisenio de la Ley de control con e, variante en el tiempo
En la condicién de deslizacién

se obtiene
s8§<—-n|s|

$>0 s< —,

= s<0 § 2>

Ahora, para atraer S a B, se tiene que cumplir

s>e, %(s-—e.)s—q = s<-n+e,
d . .

s < —e, Ez(s+e,)21] = s>2n—¢é,
Combinando las dos condiciones,

1d

< - = —(p —

SE <) lsl=—(-é)ls].
Para ello

u=a-1‘csat(ei), = f 42— 23

k=n-é,

=U-fy-Hﬂ§
= ~K@z);- + f()

como

Iz—zd|< /\n‘ =€,

kf, continuas, por la serie de Taylor
i = -K(@) >+ (f(ze) + 0())
i.e., filtro de primer orden.

Si se selecciona

k(zq)

€,

=,
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=>k=k-¢,

= ¢, = —~Ae, + k(zq)

= k = k(z) — k(z) + de,
Entonces, la nueva ley es:

“=i— l'csat(f:)

E=k(z) - k(z)) + A,

k(z) = F(z)+y

€, = —Ae, + k(z4).
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Capitulo 6

Control Adaptable

El control adaptable es un método para tratar las incertidumbres en los modelos
matemadticos. En contraste con el control robusto, en que se disefia un controlador que
tolera ciertas incertidumbres, el controlador adaptable "aprende” de las dinamicas de la
planta a través de estimacién en linea ya sea de la planta o del controlador. Este capitulo,

mediante ejemplos simples, introduce las ideas principales en el control adaptable.

6.1 Control Adaptable para Sistemas Lineales

Problema: Dada una planta lineal invariante en el tiempo (LIT) con pardmetros desconoci-
dos, se disefia un controlador adaptable (un controlador y un algoritmo de adaptacién), tal

que se cumple con el objetivo de control mientras mantiene la estabilidad del sistema.

Ejemplo 1. Sistema de primer orden
Planta:

y(t) = P(s)u =
Modelo:

by,
m(t) = M =

ym(t) = M(s)r = ——r(t

Objetivo: Seguimiente al modelo, esto es que

e(t) = y(t) — ym(t) - 0
Control lineal: Retroalimentacion de estados
u(t) = cor(t) + doy(t)

b
s+a

u(?)

Diserio del controlador lineal: En malla cerrrada,

_ cob ,
y= s+a+bd,
para que y = y,, se selecionan

o= d;=“"‘b‘“.

"= b

(6.1)

(6.2)
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Com6 no se conocen los parémetros de la planta, no se puede calcular los parémetros ;
del controlador a partir de (6.2). Ei control adaptable se puede proceder de las siguientes }
maneras: 1) identificar los pardmetros de la planta (a y &) y calcular los pardmetros del §

controlador (¢ y €3) usando (6.2) (Control Adapatble Indirecto), 2) identificar los parametros
del controlador (cjy dj) directamente (Control Adaptable Directo).

A. Control Adaptable Indirecto

Identificacion de la Planta ,
Parametrizacion de la Planta: Expresar la planta en una forma lineal en los parametros
que se quieren estimar. :
Para evitar el uso de la derivada de las sefiales, de la planta (6.1) se obtiene

Y0 = Ty r =
donde A > 0, la cual se puede expresar como
1 1
y(t) = (A=a)u(t) + bou(®)
= ¢’ (1)

T (1) = [pu(t), @u(t)]
.= A—ad

Algoritmo de Identificacion (Gradiente)
Denota (*) la estimacién de (-), definanse DEPF)

§(t) = T (1)B(t)
e(t) = g(t) — y(t), error de identificacién
Consideramos el algoritmo gradiente para la adaptacién de 8,

() = -7%, 7> 0. (6.3)

[
i

FEstabilidad del algoritmo gmdienteA(Ana',ljsis' Lyapunov)
Sea el error de pardmetros

é(t) = d(t) - 4. |

En términos de @, se puede expresar el error de identificacién como
e(t) = 7 (1)8(2)

Del algoritmo de estimacién (6.3), se obtiene

s ()Tt s
= T e’
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Conmdera.mos lu sngmente funcién poemva. deﬁmda
V=674 > 0

cuys derivada es

o oami _ _,ITe(t)eT(E(t) _ 2e%(1)
V=2000=-2 1+T(e(t) ~  1+eT([0)p(t) =

Por lo tanto, 6 es acotado y

Z(t
./o V(t)dt -2 / Wdt

o 1) V(0)
ROk

tros

Como

d e(t) _ €

— es acotado, €= —————
dt /1 + T (t)p(2) V1+eTe

Convergencia paraméirica.Lema: Sea

{ = A(t)z, z(0) =z
y= ()=

| Si 3P = PT > 0, tal que
1= AT(t)P 4+ PA(t) = —c(t)cT(t) Vt >0

=0, t—o0

3 y
(A(t), cT(t)) es uniformemente observable, i.e..Vt > 0,

0< BI< /:H T (1, t)e(r)T ()97 (1, t)dr < Byl

donde ®(t,7) es la matriz de transicidn, entonces, z = 0 es exponencialmente estable.
-%3) Prueba:
V=2z"Pz
V=34TPz+:TP:
= zT(AT(t)P + PA(t))z
= —zT¢(t)cT(t)z(t)
=—y*(t) <0
Ahora
0=0= y(t) =" (t)z(t) =0

e G e

40




g

g

= 2T(f)c{t)F (1)z(t) =0, Ve20
= zT(r)e(7)cT {7)z(r) = 0, Vr >0

pero
z(r) = ®(r, t)z(t)
= 2T (1)®T (1, t)(7)T (1)®(r,t)z(t) =0 Vt >0
= 27() [ ‘87 (r, )c(r) T (r)®(r, t)drz(t) = 0
=z =0

De acuerdo con el Toerema La Salle, se obtiene la conclusién.

Observacion: Sea

{ i= A{t)z+u

y= c(t)z
u=v-kT(t)y
&= (At)- k)T (t)z+v
= { y= I (t)z
Entonces,

(A(t), cT(t)) es uniformemente observable
& (A(t) — k(t)c"(t) cT(t)) también lo es.

Ahora, regresamos al problema de convergencia paramétrica. Escribiendo la ecuaciones
de error como

{ 6= —-7;_{7%;;07

£ = 71%.71.—; 1 ; , .
Definiendo
T
v
AW = 1o
T
cT(t) = 14

V1+eTe

Con P = 11, se tiene

AT(t)P + PA(t) = ‘T{%;J = ~c{(t)cT(t)
4]




entonces, f(z) — € exponmciﬂmente, si
B < [ 8T, 0)e(r) T (r)8(r, )dr < Bul VA2 0
i.e., (A(t), cT(t)) es uniformemente observable
& (A(t) = k(t)cT(2), €T(t)) lo es, con k(t) acotado
& (0,(2)), lo es

Si se seleciona k(t) tal que

A(t) — k()T (t) =

o k(t) o = 7
N 1+¢Tp
2>k=- 14
1+¢Ty

Por lo tanto, la condicién para la convergencia paramética es

46 p(1)e” (1)
<
s Ao dr S Bl W20

i.e., condicién de excitacion persistente.

(B) Control Adaptable Directo
Parametrizacion del controlador: Sea
o= E]e-[]]
8 = estimacién de 8,, 8 =6 -6,
Se expresa la ley de control como
u= cor+doy 0T(p 0, To+6Tp
y se obtienen la sahda y error de seguimiento

C:b + b é'T
s+a—bdt s+a+bd ¥

N y=
: 1 ra
= M(s)r + -c—_M(s)Lp 6

1 .
Fe=y—ymn= ;’M(s)‘/’ro

(]
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Andlisis de Estabilidad Lyapunov. Se express la ecuscién de error en forma de 1a ecuscién il

de variables de estado como
é=—ane+ boTh

Se supone que b > 0, y considérese

V= 2675
g4
. . b.T:.
V =2ee+2-6"0
v
TS bar:
=2e(—ame+b-¢ 0)+2;0 6

= —2a,e* + %béT(é + ype)
selecionanado
5 =0= —~pe
= 0§ es acotado

=V =-2ame<0 = e, ¥, son acotados

ademads
oo, _ (e ¢} _ 2
/0 V(t)dt —/0 2a,,€*(t)dt
o V(0)
2 < 27
=> /0 e‘(t) < Do
Como é = —ame + bpT8 es acotado, se obtiene

e(t) = 0 al t— oo.

6.2 Control Adaptable de Sistemas No-lineales

Una clave en el control adaptable de sistemas no-lineales es encontrar una parametrizacion
que es lineal en los parametros de interés. En este caso, las técnicas usadas en el control
- adaptable para sistemas lineales también se pueden usar.

Ejemplo 2. Control adaptable de una planta no-lineal. Considérese
Z+ai’cosdz=u ,
donde a es un parametro desconocido. El objetivo de control es que el error de seguiemiento

i=zx—24—0, alt— 00
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donde z; es una trayectoria deseads.

Ley de control no adaptable. Sean
v==24—AZ,A>0
s=i—-v=7%+Ai

Con la ley de control
u=10+ai’cos3z — ks
= 7 + at’cos 3z = 0 + a(t)2? cos 3z ~ ks
=2>3+ks=0

Por consegueinte, £ — 0 al £ — oo.

Ley de control adaptable: En la ley de control adaptable, se sustituye el parametro a por su

estimacién a,

u=1v+az’cos3z — ks

Definiendo @ = @ — a, esta expresién se puede expresar como

u =0+ at?cos3z — ks + az’ cos 3z
y la ecuacién de error es ahora,
3+ ks =az?cos3r

Considérese la funcién positiva definida
V= %32 + -;—&2
cuya derivada a lo largo de la ecuacion de error es
V = 8§ = s(~ks + @3* cos 3z) + aa
= —ks? + &(& + 2% cos 3z) + aa
Se selecciona el algoritmo de adaptacién
= d=6=—3cos3z
se obtiene

b= —ks?

Por lo tanto, s(t) — 0 al t — oo, y todas las sefiales son acotadas.
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6.3 Ceontrol Adaptable v.s. Countrol Robuste

Consideremos el misme ejemplo para disefiar un controlador robusto (modo deslizante).

Ejemplo 3. Control robusto. Sean

f+az’cos3z=u

f(z) = az?cos 3z
Se supone que
1<a<2
Con la estimacién de f dada por
f(z) = ai? cos 3z = 1.5i% cos 3z
=|f—f|=]1.5-a(t) | £?| cos3z |
< 0.5z | cos 3z |= F(z)
De acuerdo con el procedimiento de disefio del control deslizante, se obtiene
i=f+ % — A& =15:%cos8z + £4 — A&

u =1 — ksgns, s=:;5+/\5:, A>0
k= F(z)+n, n>0

19,
it IO
> ams Slsl

Observaciones: d

1. En el control robusto, hay que suponer que los parametros varian dentro de cierto :
rango, mientras en el control adaptable no.

2. Los pardmetros del controlador robusto, una vez disefiada, son fijas, y por lo tanto
la carga computacional es menos, mientras los pardmetros del controlador adaptable son
ajustados en la operacion. 3

3. Como en ¢l control adaptable hay un algoritmo de adaptacién, cuando no hay excitacién '
apropiada, puede presenta el fendmeno de deriva de los parémetros estimados, mientras el
control robust es independiente de la excitacién de la senales.
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Capitulo 7

Control de una Clase de Sistemas
No-lineales

En este capitulo, se estudia el problema de control de plantas de la forma en (7.1), la cual
incluye todos los sistemas que pueden modelarse por el método Lagragiano. Bajo ciertas
suposiciones, la planta (7.1) es pasiva de u; = Fu a . Esta propiedad se puede aprovechar
para el analisis y disefic de sistemas de control para esta clase de plantas.

7.1 Pasividad y Resultados Relacionados

Definiciones
Norma de Funciones: Sea f : R, — IR", la norma p € [0, 00] de f se define como

i
| flle= { [f;o I £() 1T dt]’ para p € [0,00)
supyo || f(t) || para p=o0
donde || z || denota la norma Euclidiana de z,

Iz ll= (%)} = (E z?)%

=1

y la norma p € [0, 0] extendida de f se define como

_[ s a) para pe oo
7 o { SUPo<i<T | £(¢) || para - p=oo

paral >0

Espacio L, y su Eztensién. El espacio L, consiste en las funciones integrables por intervalo
y su norma L, esta acotada, i.e.,

Lp={f: Ry — R ||| flp< oo}
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El espacic L, extendido denotado por L, r consiste en la2 funciones integrables por inter-
valo y su norma L, extendida estd acotada, i.e.,

Lir={f:Ry = R"||| flp7< o0}

Pasividad: Sea H: L3t — L;7. Se dice que el mapeo H es
pasivo siy = H(u) y

<“,V>T2ﬂ, VTZO7 ﬂER,
estrictamente pasivo si
<u,y>r>6fulF+8, VI>0, 6>0, BeR.

E
Producto Interno: Sea u, y € L, 1, €l producto interno estd definido como: |
<u, y>r= /OT uT(t)y(t)dt, T >0. F
.
Sistemas Pasivos Conectados en Retroalimentacién ‘
Lema 1: Sean
Hy:Lyr — Loy, v = Hi(e1) 12
Hy: Lyz,— Ly, y2 = Ha(e2) ‘
conectados en forma de retroalimentacion. Se supone qué VvI'>0, B, B:€ R, F
H, es pasivo: < ey, y1 >12 b1,
H; es pasivo: < ez, y2 >12 Ba. ¢
Entonces, el mapeo u; — y, es pasivo, : F
<up,n>r2ph, B=H+hH | ' ¢
Prueba: ver Desoer y Vidyasagar (1975), pp.183. | n
o
Estabilidad Basado en Pasividad ‘
Teorema I: Sean d
Hy:Lyr — Lar, y1 = Hy(ey) ‘ : h t:
H; : Lyr — Lar, Yya = Hz(cé) )
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Seauponé queVI' 20, '8, € R

Hy :<enp >12 B

Hy:< ey >r2 6 € |3r +82, 6> 0.
Entonces

) € Ly =y € L.
Prueba: ver Desoer y Vidyasagar (1975), pp.181.

Teorema 2: Sea H € IR(s), estrictamente propia y exponencialmente estable,
y = H(s)u.
Entonces
u€ L, =>y€ LN Ly, § € Ly y,es continua, y(t) — 0, alt — oo.
Prueba: ver Desoer y Vidyasagar (1975), pp.59.

Lema Barbalat: Si f(t) es uniformemente continua, tal que

t
lim /o f(7)dr existe y es finita.

t—o0

Entonces
f(t) >0, alt - 00
Prueba: ver Slotine y Li (1991), pp.123.

Corolario: Siz € L, NLp, £€ Lo, p€[l,0), entonces z(t) — 0, al ¢ — 0.

Prueba: Con f =| z |P, como z,%2 € Lo, f es uniformemente continua. El resultado sigue
directamente del Teorema 3.
7.2 Formulacién del problema

Planta:
M(q)i+C(q,9)4 + Kq+ G(q) = Fu, (7.1)

dondegq=[¢T )T € RB*, ¢ € R*™, u€ R™,ylas matrices M(q), C(g,4), K, G(q), F
tienen dimensiones correspondientes.

Suposiciones:
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LIS Mg =M (g)<ml, YqeR"
2. ¢"(M(g) - 2C(g,4))§ = 0, Vi€ R
3. K=KT>0

4. ¢TG(q) >0

5. C(q,9), G(g) son funciones acotadas de sus argumentos

Lema: El mapeo Fu — ¢ es pasivo, i.e., 38 € R, tal que
<Fu,¢i>T2ﬂv VTZO

Prueba: Considérese la siguiente funcion positiva definida
1 .T . t -T ¢ -T
= = >
|4 59 Mq+/oq Gd‘r+/o g Kqdr >0
su derivada a lo largo de (7.1) es
. ) S .
V=¢"Mj+ EqTMq +¢d"G+q"Kq

=¢TFu+ %«F(M ~C)§

= ¢TFu
De aqui, VT' 2 0
. T .
< Fu,q >T=‘/0 Vdt
= V(T)-V(0)
2 -V(0)

Ejemplo 1. Dos masas en serie.

qt «
> >
Aas Sandtian and

ERIBECRBEESIHEH
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Ejemplo 2. Robot rigids de n grados de libertad. Considérese un robot rigido de n de grado
de libertad

D(g)i+Clg,4)i+9(q) =7
donde
e R : f)osicién angular
D(g):  matriz de inercia
C(g,4)¢ : terminos centrifugales y Coriolis
9(q): par gravitacional
T: par aplicado

Ejemplo 3. Robot flexible de n grados de libertad. Un manipulador de n grado de libertad
con uniones flexibles impulsado por un motores de corriente directa estd dado por

e s Jla (e o] [g ] [ A ][9] 0]
donde

J : la matriz de incercia del motor de corriente directa

k : matrix de coeficiente de rigidez

Ejemplo 4. Péndulo Invertido.

J+8m mloosq | [ N 0 o [a],[B o]fa
ml.cosqy M+m G2 —gimé.sing; 0 42 0 B 42
—-mlgsing; | _[ 0

*[ 0 Hf]
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Problema: Dada una trayectoria deessda gi; doblemente diferenciable, disefiar una ley de
control u, tal que el error del seguimiento definide como

G = — 90 al 1=

mientras mantiene la estabilidad (scotamiento de todas las seiiales).
En la resolucién de este problema, procedemos primero, encuentrar u; = Fu, y luego,
obtener la ley de control u.

7.3 Diseno de u; = Fu

(A) Control PD + Precompensacién Ecuacién de Error. De la ecuacién (7.1) se obtiene

M§i+Ci+Kij=wy—Mjs~Cga—Kgg— G

Andlisis de Lyapunov. Considérese la siguiente funcién positiva definida

lor,,. 1, .
V= -2-'TM6+ STK+KN, K> 0

Su derivada a lo largo de la ecuacién de error es
V= MG+ o8 Mi+ 8Tk + )i
: | =£§T(U1—Méd-KQd-G—K§+(K+K,)é)+%é(%M-—C)fi
Se selecciona
uy = Mda+Cis+ Kga+ G~ Kpi— Kpg,  Kp>0

~ se obtiene

V=-§Kpi<o

V=0 = =0 = §=0 = §=0
0

De acuerdo con el Teorema La Salle, (§,§) = 0 es asint6ticamente estable.

(B) Control PD + Precompensacién variante en el tiempo. A continuacién se usa
los resultados de pasividad para resolver el problema planteado arriba.
Ecuacion de Error. Definanse

T : d
s=(p+A)ig=4q+Aq,. P=4

a=¢"-A§

De la ecuacién de la planta (7.1), se obtiene

M(@)i +Clg, s + K [ sdr = u - M(a)i - C(ard)a - K [ adr - Glg)
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Andlisis basedo en la pasividad. Sea
1
2

cuya derivada a lo largo de la ecuacién de error es

1 1ty t
V= sMs+2LsdrKj£sdr

. . t
V= sTMs+ LsTMS + 5Tk / sdr
2 0

=37 [u1 -Md—Ca—K/‘ad‘r—G—K/tsd‘r+K/‘sdT] +-1-3T(M—2C)s
0 0 () 2

Se selecciona

u =M&+CG+K‘/;adT+G-—£
donde ¢ = H(s) tal que

<8,{>r26|ls |3, VT 20.
se obtiene

V= —sT¢
Integrando en ambos lados, y tomando en cuenta que V(T) > 0, VT > 0, se obtiene

T
/ sTsdt < Y—(-(-)—)
0 )

De aqui
t
s€ Ly, s, / sdr € L,
0 ,
g€ LNLy, g—0, al t — oo.

€ Leo.

De la ecuacién de error, § € Ly, = s—0, al t > 00

=§—0, al t— oo.

Observaciones: El mapeo H(3) puede ser cualquier funcién siempre y cuando sea estricta-
mente pasivo, lo cual deja mucha flexibilidad en escoger esta funcién para satisfacer otros
requerimientos (rechazo de perturbaciones, robustez, etc.).
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7.4 Disefo de la Ley de contrel
(a) Caso i =n, det F#0
En este caso
u=Fly,
(b)Casom <n

En este caso, se hace la particion de las matrices

F=[I?,2}, Fe B™™, detFy #0

o=[n]  w=li]

De u; = Fu, se obtiene
ML

De aqui, la ley de control esta dada por
u= F;luy;

y la trayectoria deseada de ¢, esta dada por
un =0.

En general, esta tltima expresién corresponde a una ecuacién diferencial. La existencia
de soluciones y su estabilidad no estdn garantizadas actualmente, lo cual es un tema bajo
investigacion.

Ejemplo 5. Control de robot flexible. Considérese la ecuacién en el Ejemplo 3. Definanse

s _ 61 + Ay
S = = K -
32 g2+ gz

d1a — My ] B

“=‘“'*"=[qu—xqz

De acuerdo con el procedimiento (B) arriba presentado, se obtiene
| Do a1 C 0]/ a, g ko —k || foadr | | &
"1“[0 J][a2]+[o oHaz]*[o Tl-k k|| fadr |7 |G
lo cual implica que

1
0=D&1+Ca1+g+k/o(a1—ag)d‘r-—£1
=Ja—k [ d
u=Ji~k [(a1 - a)dr - &
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obtiene la ley de control

) ‘ u=Da, +Ja; +Ca; +9 -

! Una seleccién de € sera

E=K,,con K,>0

t—»oo

- 627

St ‘ |
dc%lapnmeu ecunuén aeobtmehtnyectonadueadapunq, |
@ = k7(Dar + Car + 9 - f1) + (qa = A / (s - Gl — 01d(0) + u(0), -

'la cual es acotada de acuerdo con las conclusiones arriba. Sumando las dos ecuaciones se

n
7 ¢=H(s),y < 2,6 >r> 6 s |3 , VT 20.

/

/

De acuerdo con los resultados, se tiene que todas las sefiales son acotadas, /y Gyg—0al
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