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PREAMBULO 

Probablemente el motivo por el que existan tantos libros sobre Mecánica de 

fluidos es que, no obstante la evidencia, los autores siempre han creído 

que pueden ofrecer a sus lectores un material diferente y novedoso. Como 

estas notas tratan sobre ese tema, no pueden ser una excepción. 

Lo que aquí pretende tener esos atributos consiste en obtener las ecuacio­

nes de estado y las ecuaciones hidrodinámicas a partir de las formulacio­

nes de la Hidrodinámica molecular. Esta forma de proceder implica, desde 

luego, el empleo de una serie de conceptos difíciles de manejar; pero ofre 

ce a cambio,una serie de ventajas. 

En primer lugar permite establecer una vinculación más estrecha entre la 

Termodinámica y la Mecánica de fluidos tradicional, relación que suele ser 

soslayada no obstante la necesidad de destacarla cuando se pretende hacer 

estudios un poco más amplios sobre los fluidos. 

En segundo término conduce a resultados que muestran cómo las formulas tra­

dicionales corresponden solamente a casos particulares de leyes mucho más 

generales y, al mismo tiempo, permite juzgar el alcance de las simplifica-
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ciones implicadas en el establecimiento de esas fórmulas. 

En tercer lugar, faculta un mejor conocimiento de la naturaleza íntima de 

los fluidos como base para entender su comportamiento. 

Y finalmente deja abierta la posibilidad de conocer los nuevos enfoques de 

la moderna Hidrodinámica molecular, disciplina que está tratando de llenar 

el hueco que actualmente existe entre el conocimiento de las leyes que ri­

gen los comportamientos microscópico y macroscópico de los fluidos; este 

espacio,al irse ocupando, permitirá entender fenómenos que la teoría del 

continuo ha sido incapaz de explicar. 

En resumen, puede decirse que el material expuesto en estas notas intenta 

mostrar la forma en que las ideas empleadas para manejar a los fluidos co­

mo agregados de partículas discretas (moléculas) se pueden transformar en 

los conceptos usados para tratarlos como medios continuos, discutiendo las 

implicaciones de esa transformación. De aquí el nombre de Micromecánica 

de fluidos. Este material se divide en dos partes; en la primera se estu­

dian los fluidos en equilibrio, esto es, confinados y sin desplazarse. 

Para ello se emplean algunos conceptos de Mecánica estadística. En la~~­

gunda parte se analiza el comportamiento de los fluidos en movimiento, uti­

lizando algunas ideas de la Teoría cinética. Ambas partes han sido escri­

tas para ingenieros y aún cuando a ellos les parecerán "muy teóricas", se­

guramente a otros profesionistas les resultarán, en cambio, "poco riguro­

sas". Sin embargo, si estas notas sirvieran para que unos y otros pudieran 

valorar el trabajo ajeno y al hacerlo, llegaran a entenderse, este sencillo 

trabajo habría cumplido ampliamente su objetivo. 

Por lo demás, estas notas tienen su antecedente en una monografía sobre 

Teoría elemental de los líquidos escrita por el autor. Como el propósito 

de ese trabajo era fundamentalmente informativo, no se puso especial énfasis 

en el significado y el alcance de muchos de los conceptos allí expuestos. 

En el presente escrito se ha cuidado más el aspecto didáctico.,y aún cuando 

no puede considerarse como una segunda versión de esa monografía, toda vez 

que no tiene la misma finalidad, ni trata los mismos temas, es natural que 
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existan, entre ambas, algunos traslapes. 

De esta manera resultan aplicables las palabras que Friedell usó en el pró­

logo de su célebre trabajo*: no es necesario leer la monografía antes que 

estas notas, o éstas antes que aquélla, o una en vez de las otras, o vice­

versa y, desde luego, tampoco es necesario leer ninguna de las dos. 

* "Historia de la cultura de Egipto y del Oriente antiguo" Beck, Munich, 
1953. 
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PRIMERA PARTE 

l. FLUIDOS EN EQUILIBRIO 

1 . 1 I ntJr.od.u.c.c.i..6 n 

La primera parte de estas notas tiene el propósito de estudiar algunas pro­

piedades de los fluidos considerados como agregados de moléculas, que son 

tratadas como pequeñas esferas inertes, sin atender a su constitución inter 

na, salvo en algunos casos en que será necesario recurrir a ciertos princi­

pios de la Mecánica cuántica para explicar algunas peculiaridades. Con es­

te objeto se desarrolla primero una serie de subcapítulos introductorios 

que contienen los elementos de Matemáticas y Física requeridos para enten­

der las ideas que se expondrán después. En el resto de esta primera parte 

de las notas se estudian someramente los gases perfectos y los densos para, 

finalmente, señalar algunas particularidades de los líquidos. 

Por las razones expuestas, en esta introducción se exponen, con cierto det!_ 

lle, una serie de ideas sobre Cálculo de probabilidades, Cálculo operacio­

nal, Teoría de la información, Mecánica y Termodinámica, El lector familia 

rizado con estos temas puede omitir la lectura de los subcapítulos 1.2 a 1.6. 

¡ 
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Por lo demás, y no obstante la incomodidad que representa el continuo retor 

no a los subcapítulos introductorios, se ha preferido exponer primero todo 

el texto de los mismos, con el fin de dar continuidad al material que se 

expone en los capítulos 2 a 6. 

Merece especial atención el subcapítulo 1.2 que versa sobre el Cálculo de 

probabilidades pues, como es sabido, al abordar dicho tema se confronta una 

doble dificultad. Por una parte, es necesario explicar una serie de deta­

lles que aparentemente no tienen conexión con el material que se va a em­

plear posteriormente, de tal suerte que cuando ese material se expone, el 

lector está ya tan fatigado por la lectura previa, que ha perdido buena 

parte de su interés en el tema. Y, por la otra, si se omiten esos deta­

lles, se exige al lector un gran esfuerzo para entender los conceptos fund~ 

mentales, lo que no siempre es deseable. En el caso particular de estas n~ 

tas el problema se agudiza porque es en el capítulo 2 en donde se emplean 

los conceptos estudiados en el subcapítulo 1.2. Tratando de resolver este 

dilema, en el apéndice B se presenta un resumen del subcapítulo 1.2 que, se 

espera, permita al lector deseoso de entrar cuanto antes en materia, presci~ 

dir, en una primera lectura, de la revisión completa de por lo menos ese 

subcapítulo introductorio, que es el más extenso. 

1. 2 Afgw10.& p'tobiema..6 de c.álc.ulo de p,'tubaba.,¡_dadu 

Como un buen número de las propiedades de los fluidos depende de la probab~ 

lidad de que las moléculas que los constituyen ocupen determinadas posicio­

nes, es conveniente estudiar ciertas peculiaridades del cálculo de probabi­

lidades. Para ello se estudiará primero un sencillo modelo conceptual que 

está dado por la caja con gavetas que se muestra en la fig 1.2.l. Como 

puede verse, se trata de una caja de fondo plano y paredes verticales de 

altura H; en uno de sus extremos se han dispuesto varios compartimentos de 

anchos B1, B2·•·• no necesariamente iguales. 

Dentro de la caja se pueden colocar varias pelotat L, M, N ... todas iguales 

y de diámetro d, ligeramente menor que H, la altura de la caja. Los anchos 

Bi de las gavetas pueden ser mayores o menores que el diámetro d de las pe-
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lotas¡ pero de tal manera que si bien hay casilleros en donde no puede alo­

jarse ninguna pelota, no hay ninguno en donde pueda caber más de una. Se 

supone que las ampliaciones que tiene la caja en proximidad de las gavetas 

extremas garantizan que la posibilidad de que una pelota se aloje en ellas 

depende solamente de su ancho Bi y no de su posición relativa respecto a 

las otras. 

Supóngase ahora que colocadas las pelotas L, M, N ... se coloca una tapade­

ra plana sobre la caja y que ésta se agita vigorosamente para después apo­

yarla sobre la cara I II X IX que es donde están dispuestos los casille­

ros. Con ello se conseguirá que las pelotas se alojen en los casilleros 

i, j, k ... , cuyas ubicaciones están definidas por las distancias horizonta­

les X1, X2, X3 ... , medidas desde el centro de cada gaveta hasta la arista 
-

VI VII, como se indica en la fig 1.2.2, en donde la caja aparece vista des-

de arriba. 

Interesa, en primer término, saber cual es la probabilidad de que las pelo­

tas L, M, N ... caigan en los casilleros i, j, k ... Desde luego que el núm~ 

ro de pelotas, N, es menor que el número de casilleros, vr. Para calcular 

\/ 

"' 



7 

tal probabilidad se procederá como se indica en seguida. 

Imagínese que se coloca en la caja una primera pelota (no importa cuál) y 

que se realiza NE veces el experimento, contando cuantas veces, Nx. , ca-
1 

yó en la gaveta i. Se dirá que la probabilidad de que la primera pelota 

caiga en la posición X. estará dada por el límite, cuando NE crezca indefi 
1 

nidamente, del cociente Nx. entre NE. 
l. 

Como además la posibilidad de que 

esta primera pelota caiga en el casillero (i) depende de su ancho B. , se 
1 

aceptará también que la probabilidad de que la primera pelota ocupe la po-

sición x., sea igual al cociente que resulte de dividir B. entre la suma 
l. 1 

de todos los anchos de todas las gavetas en donde podría alojarse esta pri 

mera pelota (recuérdese que puede haber casilleros en donde no quepa ning~ 

na pelota). Si v designa al total de casilleros en donde pueda caer la 
p 

primera pelota, se escribirá 

p (X.) 
1 

1a 

= 
B. 

l. 

V 

ih P B. 
1 

(1.2.l) 

Supóngase ahora que la primera pelota se "quedó fija" en el casillero (i), 

se introduce una segunda pelota (sin importar cuál) y se repite el experi­

mento. La probabilidad de que esta segunda pelota caiga en el casillero 

(j), sabiendo que la lª está ocupando el casillero (i), estará dada por 

P (X. /X.) 
J l. 

2ª ¡a 

= 
B. 
J 

L'VP 
j=l 

(1.2.2) 
B. 

J 

Por supuesto que ahora v designa al total de casilleros en donde puede 
p 

caer la 2ª pelota con exclusión (símbolo (')) del casillero (i) que ya está 

ocupado por la lª pelota. 

Si ahora se considera que la lª pelota está "fija" en el casillero (i) y la 

segunda en el (j), al introducir una 3ª pelota (sin importar cuál) y repetir 

el experimento, la probabilidad de que ella caiga en el casillero (k) esta­

ría dada por 



P(~/Xi' Xj) = 

3ª lª 2ª 
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(1.2.3) 

Es claro que en este caso v es el total de casilleros (con exclusión del 
p 

(i). y del (j))en donde puede caer la 3ª pelota. 

En estas condiciones la probabilidad de que la lª pelota cayera en el ca­

sillero (i), la 2ª en el (j) y la 3ª en el (k), precisamente en ese orden, 

sería 

P (X. , X., 
1 J 

¡a 2ª 

~) = P(Xi) * P(Xj/Xi) * P(~/Xi' Xj) (1.2.4) 

3ª lª 2a 1a 3a 1 ª 2ª 

Obsérvese que los mismos casilleros (i), (j) y (k) podrían resultar ocupa­

dos si, por ejemplo, la lª pelota cayera en el casillero (j), la 2ª en el 

(k) y la tercera en el (i). En tal caso y de acuerdo con el razonamiento 

expuesto se tendría que 

p (Xi' ~, Xi) 

lª 2ª 3ª 

= P(Xj) * P(~/Xj) * P(Xi/Xj, Y'k) 
¡a 2a ¡a 3a 1a 2ª 

(1.2.5) 

Se comprende así que las probabilidades de que resulten ocupados los casi­

lleros (i), (j) y (k) dadas por las fórmulas (1.2.4) y (1.2.5) serán en 

general diferentes, y que, de acuerdo con las expresiones (1.2.1), (1.2.2) 

y (1.2.3), los tres factores podrían ser distintos en uno y en otro casos. 

Ahora bien, si lo que interesa es conocer la probabilidad de que al intro­

ducir las pelotas L, M, N ... en la caja, tesulten ocupados los casilleros 

i, j, k ... (tantos casilleros ocupados co~o número de pelotas introducidas) 

se considerará que tal probabilidad está dada por la suma de las probabili­

dades con que las pelotas lª, 2ª, )a ... pudieron ir ocupando los lugares 

{i), (j), (k)... En símbolos, la probabilidad de que los casilleros (i), 

(j) y (k) esten ocupados por tres pelotas será 
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p (X., X., ~) = p (X.) * P (X. /X.) * p (~/Xi• X.) + 
1 J 1 J 1 J 

¡a 2a }a 3a ¡a 2a 

+ p (X.) * P(~/Xi) * P (X. /X. /Xk) + 
1 J 1 

¡a 2a ¡a 3ª lª 2ª 

+ p (X.) * P (X. /X.) * P(~I\, X.) + 
J 1 J 1 

lª 2ª lª 3ª lª 2ª 

+ p (X.) * P(~/Xj) * P (X. /X., ~) + 
J 1 J 

¡a 2ª lª 3ª ¡a 2ª 

+ P(~) * p (X/~) * P(X/¾• X.) + 
l. 

1ª 2ª la 3a 1 ª 2ª 

+ P(~) * P(Xj/~) * p (X/~• X.) (l.2.6) 
J 

lª 2ª lª 3ª 1ª 2a 

Aún cuando esta última expresión puede generalizarse fácilmente, se compren­

de la necesidad de limitar la discusión a un número relativamente pequeño de 

pelotas. Por tal motivo se supondrá en adelante que este número N es igual 

a tres y que el número total de casilleros v1 es mayor que N. 

Supóngase ahora que las N pelotas son distinguibles (*), esto es, se les pu~ 

de designar con los números 1, 2 y 3. Obviamente con estos tres números se 

pueden hacer las 3! permutaciones siguientes: 

l 2 3 
1 3 2 
2 1 3 
2 3 l 
3 1 2 
3 2 1 

(*) Debe tenerse presente que se habla indistintamente de pelotas distingui 
bles o inconfundibles cuando se puede diferenciar una de otra pelota,y 
por contraposición, indistinguibles o confundibles cuando no puede ha­
cerse ninguna diferenciación. Es más,debe entenderse que en (1.2.6) 
se hace referencia a primera, segunda o tercera pelotas introducidas, 
las cuales pueden ser la 1, la 2 o la 3 pues, lo que importa en esta 
fórmula es el orden en que se van acomodando y no el número que las dis 
tingue, el cual, en cambio, sí importa en la discusión subsecuente. 
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En tales condiciones la probabilidad de escoger al azar una de estas permu-
1 

taciones será P srt 
= Puesto que las pelotas son inconfundibles y 

cualquiera de las permutaciones es igualmente probable, la probabilidad de 

que al realizar el experimento de la caja con tres pelotas, resulte que la 

(r) caiga en (i), la (s) en (j) y la (t) en (k) será 

P (X., X., = P * P (Xª , X . , (1.2. 7) 
l. J rs t l. J 

r s 

En esta fórmula r, s y t pueden tener los valores 1, 2 o 3 de las pelotas 

(sin repetición) en tanto que i, j y k pueden tomar los valores 1 a v (es 
p 

decir, todos los números de los casilleros en donde puede caber una pelota, 

también sin repetición). 

Como la notación P(X., X.,~) es muy complicada, se convendrá en decir que 
r 1 sJ tl<. 

el resultado de poner las pelotas inconfundibles 1, 2 y 3 en la caja, agita~ 

la y hacer que ellas se alojen en los casilleros (i), (j) y (k) de los v 
p 

posibles es el arreglo A. "k, indicándose así que 1~ pelota 1 cayó en (i), 
l.J 

la 2 en (j} y la 3 en (k). Naturalmente la probabilidad de que resulte el 

arreglo Aijk se expresará como P(Aijk) y su valor estará dado por la fórmu­

la (l. 2. 7). 

De acuerdo con las ideas expuestas, en la figura 1.2.3 se muestra el árbol 

de probabilidades para el caso particular de 3 pelotas inconfundibles y cin­

co casilleros, de los cuales el 3 no puede ser ocupado por tener un ancho 

B3 menor que el diámetro d de las pelotas. 

En el extremo derecho de la fig 1.2.3 se han incluido cuatro tablitas que 

permiten comprender mejor cómo se identifican los arreglos A .. k. Así, por 
l.J 

ejemplo, se ha señalado con una flechita el arreglo A154 que es uno en don-

de los lugares X¡, X4 y Xs están ocupados de tal manera que la pelota l cayó 

en X¡, la 2 en Xs y la 3 en X4 • El signo de multiplicación (*) que se mues­

tra indica la necesidad de multiplicar la probabilidad de cada rama por la 

de la subrama correspondiente para obtener la del arreglo especificado. 
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X¡ Xz ~ 

P123 = P{A124) 1 2 3 

P132 = P{ A142 ) 1 3 2 

Pz13 = P{A214) 2 1 3 

* P{A412l 2 3 1 P231 = 

P312 = P{A241 ) 3 1 2 

P321 = P{A421) 3 2 

x, Xz X5 

P123 = P(A125) 1 2 3 

P132 = P(A152 ) 3 2 

P213 = P(A215) 2 1 3 

P231 = P(A512 ) 2 3 1 

P312 = P(A251 ) 3 1 2 

P321 = P(A521 ) 3 2 

x, X4 X5 

P123 = PlA145) 1 2 3 

P132 = P(A¡54 ) 3 2 .--

P213 = P( A415 ) 2 1 3 

P231 = P(A514 ) 2 3 1 
r~ 

P312 P(A451 ) 3 2 +, = 
4 

P(A541 ) +, P321 = 3 2 1 
c-1 
-t, X2 ~ X5 
~ 

P123 = P(A245 ) 1 2 3 

P132 - P( A254 ) 3 2 

P213 = P(A4z5 ) 2 1 3 

P231 = P(A524 ) 2 3 1 

* P312 = P(A452 ) 3 2 

P321 = P (A542 ) 3 2 1 

FIG l. 2. 3 

Ahora interesará conocer la probabilidad P¡ (X¡) de que al hacer el experi-

mento con las tres pelotas, el lugar X1 quede ocupado por cualquiera de 

ellas. A pesar de que el camino más sencillo para calcular tal probabili-

dad en el caso particular que se discute sería simplemente sumar las proba-
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bilidades de las tres ramas superiores del árbol en la fig 1.2.3 (puesto 

que en cada una de ellas se considera que X1 está ocupado), a continuación 

se desarrollará un procedimiento que, si bien parece más complicado, ten­

drá mucha utilidad en desarrollos subsecuentes. 

Tal procedimiento para calcular P1 (X 1) consiste en sumar las probabilida­

des de todos los arreglos A. ºk en los cuales figure el índice (1), sea en 
1J 

primero, segundo o tercer término, es decir 

En esta fórmula se indica que las sumas deben hacerse para todos los luga­

res posibles, pero excluyendo la repetición; así por ejemplo 

V V V V V 
p p p p p 

.El' ~· P(Aljk) = {' P(Al2k) + t' P(Al4k) + t' P(AlSk) J= k~l (1.2.9) 

V 

y 
p 

¿I 
P(Al2k) = P(Al24) + P(Al25) k (1.2.10) 

Esto significa que (1.2.9) resulta 

V V 

j!i k!i P(Aljk)= P(Al24)+ P(Al25)+ P(Al42)+ P(Al45)+ P(Al52)+ P(Al54) (l. 2.ll) 

Obsérvese que esta suma es igual a la probabilidad de que la pelota 1 ocupe 

el lugar l. De la misma manera el segundo y tercer sumandos de 1.2.8 son, 

respectivamente, la probabilidad de que la pelota 2 ocupe el lugar 1 y de 

que la 3 ocupe ese mismo lugar. 

De acuerdo con las fórmulas (1.2.9) y (1.2.10), la suma (1.2.8) contiene 

los 18 sumandos correspondientes a todos los arreglos P(A .. k) que, conte-
1J 

niendo el índice (1), aparecen en las 18 primeras subramas del árbol mostra-

do en la fig (1.2.3). 
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De la misma forma pueden calcularse P1 (X2), P 1 (X 3) ó P¡ (X4), de tal mane­

ra que la probabilidad de que cualquier lugar X
0 

resulte ocupado por una 

pelota cualquiera al hacer el experimento con las tres pelotas se designa­

rá como P1 (X
1 )* 

(1.2.12) 

Si lo que interesara fuera conocer la probabilidad de que al hacer el expe­

rimento con las tres pelotas los lugares x1 y x2 resultaran ocupados por 

cualquiera de las tres (teniendo en cuenta que los arreglos que contengan 

a los índices 1 y 2 serían A12k, A2lk' A1k2, A2kl' ~ 12 y ~ 21 ) de modo 

análo¡o se dirá que 

(1.2.13) 

En este caso, por ejemplo, el primer sumando sería 

(1.2.14) 

De esta manera, la suma indicada en (l.2.13) corresponde a la de las 12 pr~ 

habilidades de las 2 ramas superiores del árbol de la fig 1.2.3. Además, 

por las mismas razones expuestas para establecer la fórmula (l.2.11), se 

dirá que la probabilidad de que al hacer el experimento con las tres pelo­

tas, 2 lugares resulten ocupados será 

+ 

* Obsérvese que P¡ (X1) indica la 
el lugar ocupado, en tanto que 

Vp 

k~i P(~ji) (1.2.15) 

probabilidad de que precisamente X¡ sea 
P1 (X') se refiere a cualquier lugar. 
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Finalmente, si interesa calcular la probabilidad de que al hacer el experi­

mento con las tres pelotas, resulten ocupados los lugares (i), (j) y (k) se 

tendrá 

P(A .. k) + P(A.k.) + P(A .. k) + P(A.k.) + P(A._ .. ) + P(A._ .. ) (1.2.16) 
l.J 1. J Jl. J 1. k1J -KJ1 

Obsérvese que esta última fórmula es la suma de las 6 probabilidades de una 

de las cuatro ramas del árbol mostrado en la fig 1.2.3 e indica la manera 

de obtener la probabilidad de que tres pelotas cualesquiera (confundibles) 

ocupen 3 lugares determinados, conociendo las probabilidades de que esos 3 

lugares fueran ocupados por tres pelotas inconfundibles. 

Es interesante observar que la suma de todas las probabilidades P(A .. k) es 
1] 

igual a 1, pues, de acuerdo con lo asentado 

= 1 (1.2.17) 

Este resultado muestra que la suma de todas las probabilidades de los arre­

glos de pelotas inconfundibles es igual a uno*. 

Por otra parte, se llamará "densidad" de pelotas, p, al cociente que resul­

te de dividir el número total de pelotas, N, entre la suma de todas las ga­

vetas, incluyendo aquellas en que no puede alojarse ninguna pelota, es decir 

* Por supuesto que también la suma de todas las probabilidades de arreglos 
de pelotas indistinguibles debe ser ig-ual a 1; pero esa suma no puede ex 
presarse con la fórmula (1.2.17). 

} 
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p = (1.2.18) 

Además se llamará función G de orden 1 y se escribirá corno G(l) a la defi­

nida como 

G (1) (1.2.19) 

Y, finalmente se llamará función G de orden 2 a la definida mediante la 

fórmula 

G(2) (1.2.20) 

Las fórmulas (1.2.18), (1.2.19) y (1.2.20) son absolutamente generales, es 

decir, se emplean tanto en el caso de que los anchos de los casilleros sean 

iguales entre sí, como en el caso de gavetas de anchos diferentes. 

Por otra parte, como p2 es una constante característica de cada sistema, 

pues depende solamente del número de pelotas y del de casilleros, resulta 

que G(2) es proporcional a la probabilidad P2 (X2), aún cuando ella misma no 

sea una probabilidad y por eso puede tomar valores superiores a l. 

Más aún, mientras G(l) se define para cada sitio en particular, para defi-

nir a G(2) es necesario especificar los casilleros X. y X. donde se hace 
·1 J 

la valuación de P2 (X., X.). 
1 J 

Como se verá después, es posible escoger arbi-

trariamente un punto "inicial", que puede ser cualquier casillero y valuar 

la función G de orden 2 para los restantes, con relación al casillero selec 

cionado. 

Ahora bien, en el caso de un gavetero con todos los casilleros del mismo 

ancho, es decir sin preferenciales, con B. tales que puedan alojar más fá-
1 

cilmente a una pelota, ni imposibles (en donde no pueda caber ninguna pelo-

ta) el problema se simplifica notoriamente. 

En tal caso el número de ramas del árbol de probabilidades será igual al 
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número de combinaciones de v lugares (puesto que todos son posibles) toma­

dos de Nen N. Con ello, la probabilidad de que al hacer el experimento 

resulten ocupados los casilleros (i), (j), (k) será el inverso del número 

de ramas, es decir 

P (X., X., 
1 J 

(1.2.21) 

Obviamente ésta será la probabilidad de que ocurra cada rama pues, como 

debe recordarse, los índices (i), (j) y (k) pueden tomar todos los valores 

comprendidos entre 1 y v; pero sin repetición. 

Por otra parte, cada una de las subramas tendrá, como antes, una probabili­

dad de 1/N! , ya que habrá las mismas N! permutaciones de los índices r, s, 

t que designan a cada una de las pelotas inconfundibles. En estas condi­

ciones la probabilidad de cualquier arreglo A .. k (pelota 1 en (i), pelota 2 
1] 

en (j) y pelota 3 en (k)) estará dado por 

p (A .. k) = p (X., X., ~) * p 
1] 1 J rst 

N! (v-N) ! 
* 

1 
= ., 

~ \/. 

p (A .. k) = 
(v-N)! 

(1.2.22) 
1] \/: 

Además, cuando se trate de calcular la probabilidad de que un lugar deter­

minado quede ocupado por una cualquiera de las pelotas, al utilizar la fór­

mula (1.2.11) deberán tenerse presentes dos circunstancias: 

lª. De las N! permutaciones que pueden hacerse con los índices (i), (j) y 

(k), habrá (N-1)! permutaciones iguales para cada posición que se esco 

jade (i), según se indica a continuación. 

A. ºk 1] 

A.k. 
l. J 

(i) en primer término, después (j) y al final (k) 

(i) en primer término, después (k) y al final (j) 
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(i) en segundo término, (j) en 1° y (k) al final 

(i) en segundo término, (k) en 1° y (j) al final 

De esta manera resulta que el número de sumandos distintos (y con do­

ble suma cada uno) que se obtienen en la fórmula (1.2.11) es precisa­

mente N!/(N-1)! . 

2a. Pero cada uno de esos sumandos, disti~tos en el caso de que los anchos 

B. sean diferentes entre sí, se harán iguales cuando las B. sean todas 
1 1 

iguales pues, como ya se vió, contienen todos ellos el mismo número de 

sumandos, todos de valor P(A .. k). 
1] 

De acuerdo con la interpretación 

dada a (1.2.29b), esto significa que ahora son iguales las probabilid~ 

des de que cada una de las pelotas inconfundibles ocupe el lugar (i). 

En estas condiciones, para el caso en que no haya casilleros ocupables o 

preferenciales, la fórmula (1.2.11) se convierte en 

V V 

(N-1) ! .I:1' kI:l' P(A .. k) 
J= = lJ 

(1.2.23) 

'---v---" 
N - 1 sumas 

Puesto que N! (N-1)! = N la fórmula anterior puede escribirse también como 

Lo que quiere decir que, para el caso, la probabilidad de que una de las 

pelotas indistinguibles ocupe el lugar 1 es simplemente igual al producto 

del número de pelotas por la probabilidad de que una de las pelotas incon­

fundibles ocupe dicho lugar. 

En forma análoga se puede hacer ver que para el caso de casilleros del mis­

mo ancho, la probabilidad de que 2 lugares resulten ocupados por 2 pelotas 
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N! 
Pz(X2) = --­

(N-2) ! 

\) 

k~i P(Aijk) 
~ 

(N-2) sumas 

(1.2.24) 

Obsérvese que en este caso el número de sumandos es igual al cociente que 

resulta de dividir las N! permutaciones de los índices (i), (j) y (k) en­

tre las (N-2)! permutaciones que se obtienen al fijar las posiciones de 2 

de ellos y variar la posición del restante. 

Se deja al lector la comprobación de que, también para el caso de casille­

ros de anchos iguales resultará 

(1.2.25) 

Si se tratara de 1,2,3 ... v casilleros de igual ancho, y de 1,2,3 ... N pe­

lotas inconfundibles (con v > N), la probabilidad de que (i), (j),(k) ... n 

lugares (con N > n) quedarán ocupados por n cualesquiera de las N pelotas, 

se calcularía con la fórmula que se indica enseguida, resultado de un pro­

ceso de inducción a partir de las fórmulas (1.2.23, 24 y 25) 

p (Xn) = 
n 

__ N_! __ ~• t' P(A .. k N) 
(N-n)! ~ i,J, ••• 

(N-n)sumas 

(1.2.26) 

Naturalmente que los índices (i), (j) ... , n, ... N podrían tomar los valores 

comprendidos entre 1 y v; pero sin repetición. 

Para este caso general la fórmula (1.2.17) tomaría la forma 

\) 

N~ 1' p (A . . N) = 1 
1] ... 

(l. 2. 27a) 

Como esta notación es larga y complicada se convendrá en designar al arreglo 
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de N pelotas inconfundibles como XN y a la suma de todas las sigmas que 

aparecen en (l.2.27a) como rN, de tal manera que se escribirá simplemente 

en la forma 

N N r P (X ) = 1 (1. 2. 27b)* 

Con ello, la expresión (1.2.26) se escribirá como 

(N-n) ! 
2 v N 
L' I:' P (X ) 

~ 
(1.2.28) 

(N-n)sumas 

Para el caso particular N = n (recordando que O! = 1) la fórmula anterior 

tomará la forma 

(1.2.29) 

Esta expresión muestra la forma de calcular la probabilidad de que N pelo­

tas confundibles ocupen N de los v casilleros de igual ancho, a partir de 

la probabilidad P(XN) de obtener un arreglo de N pelotas inconfundibles. 

Resulta de interés destacar que si se hace la suma I:N en ambos miembros 

de (1.2.29) y se tiene presente (l.2.17b) se obtendrá 

(l. 2. 30) 

Por otro lado también para el caso de casilleros del mismo ancho, la proba­

bilidad de que uno determinado quede ocupado se puede obtener simplemente 

si se piensa que N pelotas pueden caer en v casilleros de modo que la pro­

babilidad de ocupar uno de ellos será simplemente 

N 
\) 

(1.2.31) 

* Obsérvese que esta fórmula es absolutamente general en el sentido en que, 
como la (1.2.16), incluye a la swna de las probabilidades de todos los 
arreglos posibles. 



20 

Desde luego que P1 (X1) también puede calcularse con la fórmula (1,2.23). 

De la misma manera, si se piensa que ya una pelota ocupó un casillero, qu~ 

darían N-1 pelotas para ocupar v-1 casilleros, de tal suerte que la proba-

bilidad de 2 casilleros queden ocupados por dos pelotas cualesquiera será 

P2 (X2) 
N N-1 ( l. 2. 32) = 
\1 v-1 

También el valor de P2 (X2 ) puede calcularse con la fórmula (1.2.24). 

Si se sustituyen las fórmulas (1.2.31) y (1.2.18) en la (1.2.19) se encon­

trará que para el caso de casilleros de igual ancho la función G de orden 

1 vale 

G(l) = 
N/v 
N/v = 1 

Y si se sustituyen (1.2.32) y (1.2.18) en (1.2.20) se encuentra que 

G(2) N N-1 
* 

\1 \1 
= ----

V v-1 N N 

1 
1 - N = 1 

1 -
V 

(1.2.33) 

Por supuesto que los valores de G(l) y G(2) también puede obtenerse a par­

tir de las fórmulas generales (1.2.19) y (1.2.20) respectivamente .. 

Este último resultado muestra que cuando no hay casilleros preferenciales 

o imposibles G(l) = 1 y G(2) ➔ 1 si el número de pelotas y de lugares cre­

cen indefinidamente. 

EJEMPLO. Con el propósito de aclarar las ideas expuestas, a continuación 

se tratará un ejemplo concreto de una caja con 5 gavetas en don­

de se alojan 3 pelotas. Para empezar se supondrá que los anchos 

de las gavetas son B1 = a, B2 = 1.5a, B3 = .Sa, B4 =ay B5 = a. 
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Posteriormente se analizará el caso en que todos los anchos B. son iguales 
l. 

a a. En uno y en otro casos se supone que a es ligeramente más grande que 

E_, el diámetro de las pelotas. 

Primer caso. 

Para calcular la probabilidad de la rama inferior del árbol mostrado en la 

fig 1.2.3, es decir P(X, X, X), se utilizarán las fórmulas (1.2.l), 

(l.2.2) y (l.2.3) para calcular con ellas la expresión (l.2.6), haciendo 

(i) = 2, (d) = 4 y (k) = 5. Así se obtiene 

= [ .!..:.1 * _!_ * 
4.5 3 

l.5 * _!_ * 1 ) + 
4. 5 3 2 

.0556 

l 
4.5 

.0476 

.0556 

l 
4.5 * 

.0381 

1 
3.5 

_1_* l.5 * 1 
4.5 3.5 2 ) + ( 1 * 

4.5 
1 

3.5 

.0476 .0381 

= . 2826 

* l.5 
2.5 

* l. 5 ) 
2.5 

En seguida se calculará la probabilidad de la rama inmediatamente arriba 

de la anterior, es decir P(X 1 , x4 , X5), usando nuevamente las fórmulas 

(l.2.1), (l.2.2), (1.2.3) y (1.2.6) pero estableciendo que (i) = 1, (j) = 4 

y (k) = 5. Se obtiene ahora 

P(X1,X4,X5) = (-1- * _l_ * _l_ )+ ( 1 * _l_· * __ l_) + ... + (41.5 * _1_ * _1_) 
4.5 3.5 2.5 4.5 3.5 2.5 3.5 2.5 

= . 1524 

El lector puede comprobar fácilmente que las probabilidades de las dos ra­

mas restantes son iguales a las de la inferior, es decir 
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De acuerdo con estos resultados, las probabilidades de todos los arreglos 

de pelotas inconfundibles que no contengan al índice 2 valdrá 

p (A .. k) = 
1] 

.1524 
3! 

= .0.254 

En tanto que las probabilidades de todos los arreglos de pelotas inconfun 

dibles que sí contengan al índice 2 serán 

p (A .. k) 
1] 

= 
.2826 

6 
= . 04 71 

Además, como se ha dicho, podrán calcularse P
1 

(X
1

) y P
1

(X
2

) simplemente 

haciendo 

= .2826 + .2826 + .1524 

= . 7176 

y 

= .2826 + .2826 + .2826 

= .8478 

Con estos valores y mediante la fórmula (1.2.19) pueden encontrarse valo­

res de la función G(l) para los casilleros 1 y 2 por ejemplo, teniendo en 
3 

cuenta que p = 5 , puesto que son 3 pelotas y el número total de casille-

ros (incluyendo el 3 en donde no cabe ninguna pelota) es 5 

G (1) = ~ * .7176 = 1.195 
X¡ 3 

G (1 ) = 5
3 

* . 84 7 8 = l. 41 
x2 
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El lector puede comprobar fácilmente que 

G (1) = o 
X3 

G (1) = 1.195 
X4 

y G (1) = 1.195 
X5 

Por otra parte resultará que 

En tanto que 

= .2826 + .2826 

= .5652 

= .2826 + .1524 

= . 435 

Para calcular la función G(2) es necesario especificar los dos casilleros 

que permiten calcular P2 (X2). En este caso se considerará que el cálculo 

se hace a partir de X1 y como X. - X1 define a una distancia v l . entre 
1 1 

ambos podrá escribirse, de acuerdo con la fórmula ( l. 2. 20) 

G (2) ( 5 ]' * .5652 l. 57 = = 
r12 3 

G (2) ( 5 ( 
* . 435 l. 21 y = = 

r¡4 3 ) 

También puede comprobarse fácilmente que 

G (2) = O 
r13 

G (2) = 1.21 
r¡5 
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Re~ulta de_ interés obs,.e:rv.ar que, en ·lps c,a·siller-os preferenti~les (como· el 

2 cuyo ancho es B =1,5a) la función G(2) tiene un valor mayor que el que 

tiene en los otros casillero.s, en tanto que es igual a cero en los casi­

lleros que, corno el 3, no admiten que se aloje ninguna pelota.* 

Segundo caso. 

Puesto que se trata de N = 3 pelotas ·y v = 5 ca.silleros, al utilizar la 

fórmula (1.2.22) resultará que la probabilidad de que resulte cualquier 

ar~eglo, de .P.el~a.s inconf.undib-les, ser~ 

p (A .. k) = 
1] 

(5 - 3)! 
5! 

= 
1 

60 

Si ahúra se emplea la expresión (1.2.23), la probabilidad de que una pelo­

ta cualquiera se aloje en el casillero, 1 será 

3! 5 5 
P (X ) --~ "' - "' p (A •• ) . l l "" (3-1 ) ! j ~ 1 k~ 1 1 j k 

= 3 * (P(A¡z3) + p (A1z4) + p (A12 5) + --
~ 

+ P (A132) + P (A134) + P (A135) + 

+ ~ (A¡4~). + r(A¡1t3) + P(A145) + 

+ P (A152) + P (A 15 3) + P(A¡54 )) 

p l (X¡) 3 * 
12 3, = = 
60 5 

Este resultado concue-tda, p6t supu~sto,, con el que se óbtién~- si se usa la 

fórmula (1.2.31) para N = 3 y v = 5. 

• 
. ' 

El interés de este tipo de cálcQlos quedará mostrado en _el qap;tulo s . 
• .. r· 
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Por otra parte, para calcular P2(X1, X2) se empleará la fórmula (1.2.24): 

3 3 -----60 10 

Este valor concuerda también con el que resulta al usar la fórmula (1.2.32) 

para N • 3 y v • 5, es decir 

Con ayuda de la fórmula (1.2.25) se puede obtener 

1 1 =6*-----
60 10 

Por otra parte, usando la fórmula (1.2.19) es posible comprobar que 
3 3 G(l) • 1, puesto que p • 5 y ya se ha hecho ver que P¡(X1) = 5 

Finalmente con ayuda de la expresión (1.2.20) resulta que 

Este valor es el que se obtiene si se usa la fórmula (1.2.33). 

1 - 1/3 
G(2) • 1 -- 1/5 

.667 
m--= 

.8 .833 

En este caso, en que todos los casilleros son del mismo ancho, G(2) tendrá 

el mismo valor en todos ellos. Ha resultado un poco menor que 1 porque el 

número de pelotas y de casilleros es muy reducido. 
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Pero debe recordarse que al aumentar la cantidad de unos y otros su valor 

tenderá a l. 

AMPLIACIONES 

Como los problemas que se estudiarán posteriormente implican cierto grado 

de complejidad, a continuación se analizarán algunos casos particulares, 

en orden creciente de complicación. 

Para empezar, imagínese que el problema ya visto de la caJa con gavetas 

de ancho diferente se estudia con una sola pelota; pero ahora se supone 

que la probabilidad de que al hacer el experimento, la pelota caiga en un 

cierto casillero depende no sólo del ancho de la gaveta, sino también de 

alguna otra causa adicional, por ejemplo, de la facilidad o rapidez con 

que pudieran abrirse unas compuertas imaginarias que regulan la entrada a 

cada casillero (como se muestra en la fig 1.2.4). De todas maneras se pu~ 

CD 
__________ t~a...__~ __ J 

-1 
X¡ • l 

X¡ 

FIG l. 2.4 

de suponer que, asociada a cada 

gaveta existe una probabilidad 

P(X.) de que la pelota caiga en 
1 

ella. El ancho de la gaveta se 

llamará ahora su "entorno" y se 

designará corno tiX. . Al cociente 
1 

que resulte de dividir la probab.!_ 

lidad entre el entorno se le de-

signará como la "densidad" de pr~ 

habilidad de que la pelota caiga 

en X. y se escribirá 
1 

p(X.) = 
1 

p (X.) 
1 

tiX. 
1 

( l. 2. 34) 

Supóngase ahora que, como se indica en la fig 1.2.5, se hace una gráfica 

de los valores de P(X.) para cada valor de X. puestos en orden creciente. 
1 , 1 
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L 

FIG l. 2. 5 

1 

-1 
X· l 

En esta gráfica se ha designado como La la suma de todas las 6X., es 
V l. 

decir, .r
1 

6X. =L. Supuesto que hay casilleros, obviamente deberá 
1.= l. 

cumplirse que 

V 
. r

1 
P (X.) = l 

1.= l. 
(1.2.35) 

Imagínese que, además, se define una función unívoca de X. (que podría 
l. 

ser, por ejemplo, su cuadrado) y que se designa como F(X.). Se llamará 
l. 

la esperanza o la media de esta función a la suma en v de los productos 

de P(X.) por F(X.) y se escribirá 
l. l. 
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\) 

F(X) s .E 1 P(X.) F(X.) 
1= 1 1 

(1. 2. 36)* 

Sí, por otra parte, cada sumando de (1.2.35) se multiplica por y se divide 

entre 6X., de manera que, según la expresión (1.2.34), resulte 
1 

(1.2.37) 

Imagínese ahora que se tratara de pelotas de diámetro muy pequeño (con lo 

cual el tamaño de las 6X. se reduce mucho) y que el número de casilleros v 
1 

se hiciera muy grande. En tal caso la suma indicada en (1.2.37) se acerca-

ría al límite llamado integral de Riemann y podría escribirse 

\) 

lirn .E 1 p(X.) 6X. 
1= 1 1 

(R) 
= r P (X) dX 

o 
(1. 2. 38) 

Debe recordarse que en tal caso los extremos de la integral corresponden a 

cero y a la extensión total L, en donde se ha definido a P(X). Corno, por 

otra parte, las moléculas que forman un fluido se pueden considerar como p~ 

lotas de diámetro muy reducido, se aceptará que la suma dada por (1.2.35) 

* Debe recordarse que P(Xi) también puede ser definido como el cociente 
que resulte de dividir las ni veces en que la pelota cayó en Xi entre el 
total de NE veces en que se realiza el experimento, si este número NE es 
suficientemente grande, es decir 

p (X.) = 
1 

n. 
1 

NE 

Por tal razón la fórmula anterior también podrá escribirse como 

F(X) 

o bien F (X) = 
NE 

F (X.) 
1 

F (X.) 
1 

( l. 2 .36b) 

V 

Pero i~, ni F(X.) representa a la suma de todos los valores de F(X.) que 
1 1 

se obtienen al hacer los NE experimentos, de suerte que el cociente indi 
cado no es más que el promedio (o la media) de todos ellos y de aquí el­
nombre con que se designa a la suma expresada en (1.2.36). 
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se puede escribir en términos de la integral de Riemann, teniendo cuidado 

de usar la densidad de probabilidad definida por (1.2.34), es decir 

J1( 
o 

p (X) ) 
AX 

dX = 1 (1.2.39)* 

Por analogía con esta fórmula se aceptará, cuando así convenga, que una ex­

presión equivalente a (1.2.36) será 

JL p(X) F(X) dX = F(X) 
o 

(1.2.40) 

Complicando un poco más las cosas, supóngase ahora que el experimento se 

hace con N pelotas inconfundibles (por ejemplo 4) y con cierto número de 

casilleros v (por ejemplo 6) cada uno de ellos con su ancho diferente y 

sus compuertas. El número de arreglos de estas pelotas inconfundibles se-
' 6' ría, de acuerdo con lo asentado en la pág 16, igual a (v~~)! = 2! = 360 

Estos arreglos se pueden disponer en orden creciente según los valores que 

tomarán los índices (i), (j), (k) y (.0, es decir, primero el A123 4 , des­

pués el A1235, el A1236 y así hasta que, en el orden 360 se colocará el 

A65 4 3 . Como a cada uno de ellos corresponde una probabilidad de ocurren­

cia P(A .. ,_ 0), se puede hacer una gráfica similar a la de la fig 1.2.5, de 
l.J~ 

la probabilidad de cada arreglo así ordenado, contra su número de orden 

correspondiente. En este caso el tamaño del entorno estaría dado por el 

producto de los entornos de los casilleros Xi' Xj, ~ y Xi y se escribi­

ría 

* 

(1.2.41) 

En realidad esta forma de utilizar la integral de Riemann corno equiva­
lente de la suma de valores de una función discreta no es privativa de 
la probabilidad. En tanto se cumplan las mismas condiciones también 
para cualquier función discreta G(Xi) con "densidad" g(Xi) = G(Xi)/AX 
se puede proceder de la misma manera. Ver nota de la ecuación 1.2.60 
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P(Aijkl) -11') ..., 
N 

"lt <I ..., 
N a.. -<I T 

ff') 
"lt - in a.. ID 

t T 
<I -1 a.. 

1 1 T 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

1 .. 
1J:~~~1 AX4 

1!6~1 
1- L* -1 

FIG 1.2.6 

Naturalmente ahora existiría un "ancho" total L* formado por la suma de 

los v* entornos tiX4 • También, de manera análoga, se podría hablar de una 
u 

"densidad" de probabilidad de cada arreglo entendida como 

P(X4 ) (1.2.42) 

Por otra parte, la fórmula (1.2.27) seguirá siendo válida, de manera que 

podrá escribirse rN P(XN) = 1 en correspondencia a la expresión (1.2.35). 

Debe recordarse, sin embargo, que 

(1.2 .43) 

En esta forma para el caso en estudio podrá escribirse, en lugar de la 

fórmula (1.2.37) qµe 

N p (XN) 
\1 \1 \1 \1 

( P(XN) ) • " = r r' r' r' tiX. tiX . ti~ !::.X,e (1.2.44) ... tiXt; i j k .e 1 J 

tiX 4 
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Así, generalizando la expresión (1.2.35) resultará para este caso 

(1.2.45) 

Es muy interesante destacar el hecho de que, en su complejidad, los desa­

rrollos anteriores han podido hacerse gracias a que se trata de pelotas 

inconfundibles pues, mientras resulta relativamente simple establecer que 

IN P(XN) • 1 y comprender su alcance en términos de la igualdad (1.2.43), 

las cosas no son tan claras en el caso de pelotas indistinguibles. Por 

esta razón, aún cuando las moléculas "reales" sean indistinguibles, va­

rios problemas se analizarán suponiendo, primero, que son distinguibles, 

para después hacer la corrección correspondiente (ver página 75). 

También en el caso que se estudia, se puede suponer que existe una función 

unívoca de Xi 1 Xj 1 ~ y Xl 1 tal que su media esté dada por 

o bien por 

FIG l. 2. 7 

(1. 2.46a) 

(1. 2 .46b) 

Un distinto tipo de complejidad 

se presentaría, aún para el caso 

de una sola pelota, si la caja 

en vez de ser plana, se hiciera 

en forma de paralelepípedo y en 

su cara inferior se dispusieran 

los casilleros como en una caja 

de huevos, según se muestra en 

la fig 1.2.7. En tal caso la 

ubicación de cada gaveta se es­

pecificaría mediante un vector 

;i de componentes ;xi y ;Yi con 

relación a un sistema coordena­

do cuyos ejes pasarán por las 
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aristas 1 11 y I IV. Se diría entonces que la probabilidad de que la pe­

lota cayera en el casillero (i) sería P(r.) y que el entorno de la gaveta 
1 

sería ~rxi ~ryi = Mi (puesto que el producto define un área). 

Además, la densidad de probabilidad se escribiría 

M. 
1 

(1.2.47) 

En estas condiciones en lugar de (1.2.35) se tendrá 

\1 
.I:

1 
P(r.) "" 1 (1.2.48) 

1= 1 

v representa, como antes, el número de casilleros disponibles. De las 

fórmulas (1.2.47) y (1.2.48) se podría obtener la integral de Riemann; 

pero ahora sería vectorial, de tal manera que su valor podría calcularse 

en términos de una doble integral escalar cuyos extremos fueran L1 y L2 

según el tamaño del recipiente en donde puede caer la pelota, es decir 

V JI 
- 3 
l 
! 
4-
+ 
t 

A 

J 
,. ,. JL¡ JL2 P(r.) dr. = P(r , r) dr 

1 1 X y X 
dr y 

(1.2.49) 
o o 

VIII VII 

FIG l. 2. 8 

Imagínese ahora que siendo la 

caja transparente, a medida 

que se agita se van tomando 

fotografías de los lugares 

que va ocupando la pelota co­

locada en su interior. En ca 

da instante en que se tome la 

foto la pelota ocupará una p~ 

sición dentro de la caja, de­

finida por un vector "en el 

espacio" 
,. 
ri, pero ahora de 

componentes r ,r ,r (ver 
Xi Yi 2 i 

fig 1.2.8). 

¡ 
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Si por alguna razón las probabilidades de que la pelota ocupe los lugares 

r. fueran, en general diferentes, y dados por P(r.), ahora el entorno es-
i 1 

tará dado por 6V. ~ 6r 6r 6r , de modo que la densidad de probabili-
1 Xi Yi zi 

dad sería 

p <r. > 
1 

En estas condiciones la fórmula (1.2.48) sería 

\) \) 1 \) 2 \) 3 

• E 1 p <r. > = E E E P(r • r r ) = 1 
1= 1 u=l v=l w=l X y' z 

(1. 2. 50) 

u V w 

En este caso \!¡,v 2 y v 3 designa el número de subdivisiones de las aristas 

I,II (según x) I,IV (según y) y (I,V) según z). 

Por otra parte la fórmula (1.2.49) tomaría la forma 

r ' y 
r) dr dr dr 

Z X y Z 
(1.2.51) 

L1, L2 y L3 serían los tamaños de las aristas I 11, I IV y IV respectiva­

mente.· En estas condiciones la integral vectorial correspondería a una tri 

ple integral escalar. 

Es evidente que también para cada casillero se puede definir el valor de 

una función escalar unívoca F(r.) y que su media estaría dada por 
1 

F(;) 
V 

p <r. > F (r.) = .El i= 1 1 
(1. 2. 52) 

A 

o bien por F(r) = J p <r. > F (r.) dr. 
1 1 1 

(1.2.53) 

El siguiente grado de complejidad consistiría en combinar los dos casos an­

teriormente analizados, es decir, que hubiera N pelotas; pero que sus posi­

ciones estuvieran definidas por N vectores r. que pudieran tomar todos los 
1 
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valores comprendidos dentro de la caja. No obstante la aparente complica­

ción es fácil entender que ahora la probabilidad de un arreglo estaría dada 

por 

Y que, en correspondencia, la suma de todas las probabilidades de todos 

los arreglos sería ahora 

? 

N p ( rN) 
R R R r A 

A 

rN) r = A r A r t p (r1' r2 .... r 1=I r 2=I - ~ ~ 
N sumas (una por cada vector de posición) 

\11 "'2 \13 \11 \12 \13 \I} \12\13 
= t r ¿ :. r ¿ ¿ 1 •.• r r r P (r , r , r ; r , r , r ; ... r , r , r ) u1 :o:l v1=l w1=l u2=l v2=l w2= u v ~ lx 1Y lz 2x 2Y 2z Nx Ny Nz ...._ 

""-v 
A (l. 2. 54) 

3N sumas porque cada r tiene 3 componentes 

En este caso el entorno estaría dado por 

(1.2.55) 

Y la densidad de probabilidad sería 

(l.2.56) 

En estas condiciones también puede imaginarse que será posible escribir que 

N integrales vectoriales 

= j J P (r , r , r ; r r r ... r , r , r ) 
... 1x lY 1z 2x 2Y 2z Nx Ny Nz 

.... .J ... 
3N integrales escalares 

dr = 1 (l.2.57) 
Nz 
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(
AN 

Por supuesto que también puede existir una función unívoca F r) tal que 

su media esté dada por 

(l.2.57a) 

o por 
--N ,-N N 

P(r) F(r) dr (l. 2. 5 7b) 

Infortunadamente, como se verá después, los casos "reales" corresponden a 

un último grado de complejidad, ya que interesa saber no solamente la posi­

ción que ocupan las N pelotas en un momento dado, sino también la velocidad 

con que en ese instante se están moviendo. Esto plantea la necesidad de es-
--N ,..N --N 

pecificar cada arreglo por medio de un supervector X = (r , V) que indi-

que cuáles son la posición y la velocidad de cada una de las N pelotas que 

lo constituyen. No obstante la aparente complicación del caso, si se si­

guen las ideas expuestas en los párrafos anteriores se puede llegar para 

este caso tan general, a los siguientes_ resultados 

(
AN .-N) 

= t:i. r ,V = 

= (t:i.r Ar 6r )(Ar Ar t:i.r ) ... (Ar Ar Ar )*(AV AV AV ) ... (AV AV AV) (1.2.58) 
¡x lY 1z 2x 2Y 2z Nx Ny Nz ¡x lY 1z Nx Ny Nz 

Por otra parte 

IN P(j;N) = ~ ... f ~ f P(r¡, ... 

vN,,, r 1 rN V¡ 
L~----v-

2 N sumas (N para rN y N para vN) 

= I ... I P(r r r , ... V V V) 
r VN l x l y l z x y z 

..,_.__l x _______ 3__,./ 

3 * 2 N sumas (3 para c/u de las componentes 

= 1 

--N 
Además, deberá ser, para el caso del supervector X 

de rN ó de VN) 

(l. 2. 59) 



l 
J 

l 
1 
\ 

36 

= J J P(r • r • r ••.• V .v .v )dr dr 
• . • 1 X 1 y 1 z Nx Ny Nz X y 

3 * 2N integrales escalares 

= 1 

.. N .. _N 
dr dV 

vectoriales 

dr ... dV 
z Nx 

( l. 2. 60)* 

Y por supuesto. podrá definirse una función unívoca F(XN) cuya media esté 

dada por 

(1.2.61a) 

o por (1. 2. 61b) 

Para terminar con el estudio de este caso general de arreglos de pelotas es­

pecificados por el supervector XN es necesario aclarar que. si se tratara de 

pelotas indistinguibles, la probabilidad PN(XN) debería entenderse como 

,.. 
r. • (1.2.62) 

J 

Esto presupone que hay una pelota cualquiera cuya posición está definida 
A ,.. 

por r. y que tiene 
]_ A 

velocidad V; otra cualquiera localizada por 
r 

r. con ve-
J ,.. 

locidad V, 
s 

Sin embargo 

etc. hasta una cualquiera localizada por rN con velocidad VN • 

si las pelotas fueran distinguibles con las mismas localizacio-

nes r(i) y las mismas velocidades V(r) se podrían tener N: arreglos difere.!!_ 

tes de las N pelotas inconfundibles que tendrían la misma probabilidad de 

,..N P cxN> 
* Por supuesto que ahora P(X) = óXN 

de la suma de una función G(XN), en la 

Es más, suponiendo que se tratara 

forma rN G(XN), los desarrollos ex-

puestos seguirían siendo válidos, en el sentido en que podría escribirse 

1 
.. N (ver nota de la ecuación 1.2.39) . 

6X 
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ocurrir al ser tomada al azar cualquiera de las N! permutaciones. Por tal 
,..N 

motivo resultará que la probabilidad de dar con un arreglo P(X) de pelotas 

inconfundibles estará dado por 

Así, para el caso de arreglos de pelotas especificados por el supervector 

XN seguirá siendo válida la fórmula (1.2.29) pero ahora referida al super­

vector, es decir 

(1.2.63) 

Esta observación es importante porque en los párrafos anteriores se ha in­

dicado solamente la manera de calcular P(XN) y no PN(XN), siendo esta últi­

ma la que corresponde al caso "real". En tales condiciones deberá tenerse 

presente que para calcular la probabilidad de un arreglo de pelotas indis-
,..N 

tinguibles definido por el supervector X, será necesario determinar prime-

ro el valor de la probabilidad de un arreglo de pelotas distinguibles, 

P(iN), para después encontrar el valor de PN(XN) con ayuda de la expresión 

(1.2.63)(ver pág 79). 

1. 3 Alguno~ plt.oblemM de c.á.ic.ui.o ope.Jta.c.i.onal 

La definición de derivada parcial de una función F(X.) de las variables 
1 

escalares X., puede ampliarse para una función del vector r, F(r) si en 
. . ... i a 

sust1tuc1on del operador axi se introduce el operador nabla, definido 

como 

v 
r 

a = i _a_ + J~ _a_ + k a 
ar ar ar ar 

X 'Y Z 

(1.3.l) 

A A ,_ 

En esta igualdad i, j y k son vectores unitarios en los sentidos y direc-

ciones de los tres ejes ortogonales de referencia y r, r y r los módu-
x y z 

los de las "componentes" de r en esas tres direcciones . 

.,,. ,..N ,..N 
Cuando la funcion F(r) depende de las r variables vectoriales la definí-
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ci6n anterior puede ampliarse para definir 

a 
-- = ... + (1.3.2) 

En donde por supuesto la l·ésima componente estaría dada por una formula 

similar a la (1.3.1), es decir 

j-ª-+k a 
ary ar z 
l l 

(1.3.3) 

"N .-N "N 
Finalmente, en el caso de una función del supervector X = r , V que se 

estudió en el subcapítulo anterior, sería necesario definir el operador 

a -ª- + a 
--= 
ílXN ílrN aVN 

-ª-+ a + ... + a + = 
ar 1 ar2 arN 

~+ ~+ ... + a (1. 3.4) + -X--

av 1 av2 avN 

Y nuevamente cada una de las componentes de este operador quedaría defini­

do por una expresión similar a la (1.3.3). 

1. 4 A.e.gu.noli p!toblemu de Teo!Úa. de la ..LJ1601Unac.i6n 

En la fig 1.4.1 se muestra el histograma de una distribución discreta cual­

quiera de probabilidades P(X.), es decir, la gráfica de los valores que to-
1 

ma P(X.) para las distintas X., hasta X Se llama entropía de esa dis-
1 1 V 

tribución y se designa con la letra Sala suma 

V 
S = - k .r

1 
P(X.) log P(X.) (1.4.1)* 

1= 1 e 1 

* k es una constante cuyo significado y utilidad se discutirán posteriormen­
te (ver nota.de la ecuación 2.1.8). 
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P(X¡) 
T 
1 
1 

FIG 1.4.1 

X· l 

Desde luego que debe recordarse que se cumplirá la condición de que 

\/ .r
1 

P(X.) - 1 = O 
1.= l. 

(1.4.2) 

Para el caso particular de v = 5 en las figs l.4.2a hasta l.4.2f se mues­

tran distintos histogramas posibles. Aún 

cuando los primeros son simétricos, se p~ 

P(X¡) 

0.5 

0.2 

0.05 

0.4 

0.2 
0.1 

S= 1.29 k 

--, 
1 
1 -,-:--, 

_ _1__.__ 

drían formar con cada uno de ellos histo­

gramas asimétricos utilizando los mismos 

valores de P(X.) dispuestos en otro orden, 
l. 

sin que por ello dejaran de satisfacer 

(1.4.2), esto es, que corresponderían a ....... ~__. _ _.__...._ _ _,__ ___ 

FIG 1.4.Za 

S= l.47 k 

----, 
1 

--r--t--, 
- -r- -;- - t- -, 

FIG l. 4. 2b 

Xi otras distribuciones posibles que tuvieran, 

d 1 • " en ca a caso, a misma entropia. En las 

figs 1.4.2~ y l.4.2e se muestran histogra­

mas asimétricos dejando valores P(X.) = O 
l. 

para ciertos valores de X .. Para cada 
l. 

una de las distribuciones se ha calculado 

el valor de la entropía que se consigna en 

la figura correspondiente. 

Como puede verse entre más "picuda" es la 

X· distribución, tanto más reducido es el va-
l 
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S= 1.57 k 

---, 
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FIG l.4.2c 

S=1.28k 

FIG l.4.2d 

-----¡ 
1 
1 S=0.81 k 
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-~ 1 1 

X¡ 

FIG l.4.2e 

S= 1.61 k 
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lor de la entropía, al grado de que el 

máximo valor de ella ocurre en la fig . 

l.4.2f en donde la distribución es uni­

forme. Este hecho se interpreta diciendo 

que el grado de desconocimiento de una dis 

tribución de probabilidades P(X.) disminu-
1. 

ye en la medida en que se sabe que el va-

lor de la probabilidad aumenta para dete.E_ 

minados valores de X .. Tal cosa signffi 
l. 

ca que, cuando se tiene un desconocimien-

to total de la distribucióni y por ello 

todos los valores de P(X.) son iguales, 
l. 

la entropía es máxima. Por este motivo 

se dice que la entropía mide "el grado de 

desconocimiento" que se tiene de una dis­

tribución dada. 

En estas condiciones, para el caso de la 

entropía máxima que corresponde a la dis­

tribución uniforme es obvio que, para el 

caso de la fig l.4.2f, 

1 
P(X.) = 

l. V 

De tal manera que la 

V 
s = - k .El 1.= 

entropía 

1 1 
log -

V e V 

= - k ( loge ~) 
= k log v 

e 

(1.4. 3) 

valdrá 

(1.4 .4) 

Y, puesto que v = 5, resultará que 

X¡ S = 1.61 k, que es el valor que aparece mar 

FIG l. 4. 2f 
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cado en la fig l.4.2f, que es el que se obtiene también si se usa la fónnu­

la (l.4.1). Por lo demás, las fórmulas (l.4.3) y (l.4.4) son válidas para 

cualquier valor de v, por grande que sea. 

En correspondencia a la expresión (1.4.l), para una distribución continua 

p(x) podrá escribirse 

s = - k JA p(x) loge p(x) dx 
o 

(l.4.5) 

De manera que en los términos discutidos en el subcapítulo 1.2, páginas 

28 y 29, si P(x) designa a la probabilidad discreta se tendrá que 

s = - k JA P(x) log P(x) dx 
t:.x e t:.x 

o 

V 

( loge t:.x ) = - k . El P(X.) p (X.) - log (l.4.6) 
1= 1 1 e 

Si se supone que t:.x es uniforme y muy pequeño, pero finito, resulta que 

V V 
s = - k .E 1 P(X.) log P(X.) + k log t:.x .I:

1 
P(X.) 

1= 1 e 1 e 1= 1 

Así que teniendo en cuenta a (1.4.l) y a (1.2.35) se obtiene 

s = S + k log t:.x 
e 

(1.4.7) 

(l.4.8) 

Este resultado muestra que s, la entropía para la distribución continua y, 

S, la de la discreta, difieren en una constante, de tal suerte que lo que 

se ha dicho para la segunda es válido para la primera, es decir, también 

para la función continua la entropía será menor entre más "picuda" sea. 

Son dos los motivos para hacer esta consideración. El primero es 

que, como se .verá en el resto de este subcapítulo, es más sencillo operar 

con funciones continuas que con discretas, aunque el concepto de entropía 

sea más accesible en la forma en que se ha presentado. El segundo motivo 

es que, como se verá en el capítulo 2, será necesario tener en cuenta la 
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equivalencia señalada por (1.4.8). 

Por otra parte, se sabe que para optimizar una función f(x,y) sujeta a 

la restricción ~(x,y) =Ose puede recurrir al empleo de los multiplica­

dores de Lagrange. Para ello se forma la función auxiliar 

z* = f(x,y) + A. ~- (x,y) 
l. l. 

En seguida se forma el sistema de ecuaciones 

az* = o ax 

az* = o 
ay 

az* = o aA 

(1.4.9) 

La solución de este sistema de tres ecuaciones permite identificar los va­

lores de A, x y y, los últimos de los cuales son el valor de las incógni­

tas que hacen máxima a f(x,y), respetando la restricción impuesta. 

Este procedimiento puede generalizarse* si el problema consiste en encon­

trar la función p(x) que en el intervalo O a A hace máxima a la función 

(1.4.10) 

la cual está sujeta a las restricciones ~1 (p,x) = O y ~2(p,x) =O. Para 

ello se forma el funcional 

(1.4.11) 

* Ver L. Elsgoltz "Ecuaciones diferenciales y c¡lculo variacional", Edi­
torial Mir, Moscú, 1977, Capítulo 9, p¡gina 382. 
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Y con ello se forma el sistema 

o 

La solución de este sistema permite encontrar a las funciones ·A 1 (x), 

A2(x) y p(x), siendo esta última la que hace máxima as respetando las 

restricciones. 

Resulta interesante comprobar la naturaleza de la función de probabilida­

des continua p(x) que conduce a la máxima entropía empleando la técnica 

mostrada. El problema consiste en maximizar 

Sujeta a la restricción 

- k p(x) log p(x) dx , e 

I
A 

p(x) dx - 1 = O 
o 

Siguiendo la metodología expuesta, en este caso resultará 

Así que ~ = - k (1 + log 
ap e 

p(x)) + >-(x)JA dx = O 
o 

De aquí resulta que 

O bien 

1 + log 
e 

A p(x) = 
k 

1 A/k>-(x) p(x) = e 
e 

A(x) 

(1.4.12) 

(1.4.13) 

(1.4.15) 

(1.4.16) 

(1.4.17) 
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Al tener en cuenta a (1.4.13) deberá ser 

1 = r p(x) dx = ¿ JA eA/k).(x) dx 
o o 

Para satisfacer esta ecuación se escoge 

). (x) k 
( 1 - log A ) = A e 

En efecto, resulta entonces que de (1.4.18) y (1.4.19), se obtiene 

1 JA e(l-loge A) dx = r - loge A dx e 
e 

o o 

1 JA dx 1 = = 
A 

o 

Por otro lado al sustituir (1.4.19) en (1.4.17) resulta que 

1 p(x) = 
e 

1-loge A 1 
e = 

A 

(1.4.18) 

(1.4.19) 

(1. 4. 20) 

Este resultado muestra que, como era de esperarse, la distribución uniforme 

es la que hace máxima a la entropía. 

Es importante terminar este subcapítulo con dos observaciones. La primera 

es que en otros casos, en donde existan otras restricciones,la distribu­

ción que haga máxima a la entropía puede resultar no uniforme, aún cuando 

la metodología expuesta, completamente general, también resulte aplicable. 

La segunda observación es que el método también es aplicable cuando la 

distribución de probabilidades dependa del supervector XN, en cuyo caso 
,.N 

se tratará de encontrar la P(X) que haga máxima la entropía en todo el 

d • • ' d x"N rango e variacion e . Ver capítulo 2. 

1 . 5 Compieme.nt0-6 de Me.c.á11.ic.a 

La posición de una partícula de masa m queda definida por un vector r en 

f 
f 
f 



Si 

cp 

z 

m 

y 

FIG 1.5.1 

r. dr dv 
= m dt • dr 

existe una función cp <r) que 

F -~ - F = ~ y - F 
X dX ' y cly z 

es su potencial, en tal caso 
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un sistema de referencia triortogonal 

derecho, según se indica en la fig. 

l. 5 .1 . Cuando en el intervalo de 

tiempo dt esta partícula se despla-
A 

za dr, se dice que su velocidad es 
A ,. ,. dr 

V"' - y que su momentum es p = m v. 
dt 

El cambio de momentum en el tiempo 

dt se llama la fuerza que actúa so­

bre la partícula y se escribe 

dv 
m 

dt 
(1. 5. 1 )* 

Multiplicando ambos miembros por dr 

se obtiene 

dr = m - •di= m v dv dt 
(1.5.2) 

,. 
permite definir a las componentes de F como 

= -ª.t se dice que F es conservativa y que 
dZ 

resulta obvio que 

F. dr = - d~ = m V dv (1.5.3) 

Si se integra esta igualdad entre los puntos inicial, 1, y final, 2, de una 

trayectoria seguida por la partícula se obtiene 

-r 
1 

Y de aquí resulta que 

2 

d<P = f m v dv 
1 

* Además, se llama aceleración de la partícula a 
,. 
a = a~ 

dt 
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Este último resultado se suele escribir en la forma 

E = 4>1 + 
m vz2 

2 
(1.5.4) 

De acuerdo con esta fórmula la energía de una partícula de masa mes cons­

tante (si existe potencial) y dada por la suma de una energía potencial, .. 
definida por 4>, más una energía cinética definida por su momenturn p .. 

l. 

Recuérdese que 

±_ = 
2m 

2m2 v2 

2m 
= 

m v2 

2 

Así, la energía de la iésima partícula de un conjunto de N vale 

E. = 4>. + 
l. l. 

p_2 
l. 

2m 
(1.5.5) 

Obsérvese que el índice (i) designa a la iésima partícula y no se refiere 

a su posición. 

La suma de las energías de un conjunto de N partículas se llama el hamil­

toniano del conjunto o del sistema y se escribe 

H = 
N ( p.2 L _1._ 

i=l 2m (1.5.6) 

Es interesante observar que el valor del potencial solamente depende del 

vector de posición r. de cada partícula y no de su 
l. 

A 

momentum p .. 
l. 

este último no depende der .. 
l. 

En estas condiciones resulta que 

toniano así definido es, en realidad,una función del supervector 
--N .. N .. N _ . 

entendido ahora como X = (p, r ), segun las ideas expuestas en 

capítulo 1.1.3. 

En cambio 

el hamil-
,.N 
X 

el sub-

En estas condiciones y empleando los operadores allí definidos se pueden .. 
calcular las derivadas parciales del hamiltoniano respecto a p. y respecto 

1 
A 

ar. con lo cual se obtiene sucesivamente 
l. 
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A 
dr. att p. 

1 v. 1 
= = = 

api m 1 dt 

aH acp . A dp. 
y 1 1 

= = F. - --,. 
ar- dt ar- 1 

1 1 

Por otra parte al usar los resultados del subcapítulo 1.3 y 

cuenta las fórmulas (1.5.7) podrá escribirse que 

a H(XN) a H(XN) a H(XN) = +--
aXN AN ,.N 

ap ar 

N + H(XN) 
\} a H(XN) = • 1: l + .1:1 ar-1= api 1= 

1 

N ,. N ,. 
= .1:1 v. - • 1:1 F . 

1= 1 1= 1 

(1.5.7a) 

( l. 5. 7b) 

ten-i endo en 

(1.5.8) 

Supóngase ahora que se trata de un conjunto de partículas que, para cada 

uno de los arreglos particulares f;) tiene una probabilidad de ocurrencia 

P(XN), dada en los términos discutidos en el subcapítulo 1.2 . Pero que, 
(") 

ad~más, se recuerda que tal probabilidad también podría definirse corno el 

cociente que resulte de dividir las nj veces en que salió el arreglo ff) 
entre el total de arreglos NE que pudieren observarse al ver como estos 

se producen de 

por esta P(XN) 
(j) 

manera aleatoria. 

= 
nj 

se obtiene 
NE 

n. 
= _J_ 

NE 

Al multiplicar ambos miembros de (1.5.8) 

N ,. 
. 1:1 V. 
1= 1 

(1.5.9) 

Si en estas condiciones, al hacer la suma para todos los (j) arreglos po­

sibles se obtendrá* 

* Véase la nota de la ecuación 1.2.36. 
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V1 n • \) V2 n. VN n. 
\) 

P ex?\> a H(i') 
\) 

,i:._l [ j J V j J 
.rl = . [ 1 + + ... + • I:l 
J"" (j) a~N (j) J"" NE j=l NE J= NE 

\) 'f1 n. \) 
F2 n. \) FN nj 

- .rl J J - j¡l 
J - - . rl (1.5.10) 

J= NE NE J= NE 

En tales condiciones los sumandos del miembro derecho son los valores pro-
A A A A A A 

medio de V1, V2 , ••• VN, F1, F2••·• FN • 

Ahora bien, si las N partículas estuvieran confinadas dentro de un cierto 

volumen constante~, tales valores medios deberían ser nulos porque, de 

otra manera, por lo menos algunas partículas mostrarían su tendencia a des­

plazarse en algún sentido, más allá del volumen de confinamiento, lo que 

contradice la suposición de que estuvieran encerradas. 

De esta manera podrá establecerse, que para un conjunto de v arreglos de 

N partículas confinadas 

(1.5.11) 

Este resultado se utilizará posteriormente. Por lo demás, debe tenerse 

cuidado de recordar que para un sistema de partículas confinadas existirá 

un valor medio para el hamiltoniano, el cual será, en general, distinto de 

cer0 y estará definido por 

(1.5.12) 

Por otro lado, es interesante recordar que en la Mecánica clásica, las va­

riables p y r permiten conocer la energía de cada molécula con la exacti­

tud necesaria. De acuerdo con las ideas expuestas en el subcapítulo 1.2, 

el entorno dp • dr se acostumbra definir como el "volumen" dp • dr en el 

cual se "encuentra" una determinada partícula cuya energía se supone defi­

nida en el entorno p + dp y r + dr del "super espacio" P, r. Para estu­

diar el comportamiento de partículas sumamente pequeñas, como las molécu­

las que se estudian en estas notas, es necesario recurrir a la Mecánica 

cuántica. En esta disciplina se considera un principio, debido a 
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Heisenberg, que establece que no se pueden precisar simultáneamente el 

momentum y la posición de una partícula, ya que, entre mayor sea la preci­

sión con que se define a uno, menor será la exactitud con que pueda cono­

cerse al otro. Esto equivale a considerar que un producto de la forma 

dp dr (Ó dp dr ,ó dp dr) debe ser mayor o igual que una constante 
X X y y Z Z 

universal~ llamada de Planck, cuyo valor es 6.63 x 10-
37 

joule-seg. 

De esta manera, el "volumen" de referencia deberá ser tal que 

dp • dr > ~
3 (1.5.13) 

"N Así, cuando se trate del supervector X, se tendrá que 

(1.5.14) 

En estas condiciones, la densidad de probabilidad definida por la expresión l.2.36b 

(ver nota al pie) podrá también escribirse como 

(1.5.15) 

Adicionalmente debe aclararse qué tipo de potencial~ será el que se maneje 

en estas notas. Como ya se ha di­

cho, las moléculas serán considera 

F=- d~ 
e dr 

'O 
U> 
::J a. 
Q) 

a: 

e 
'O ·o 
o 
o 
L.. 

<i 

FIG 1.5.2 

B 

das como "pelotas" inertes, inde­

pendientemente de que estén cons­

tituidas, a su vez, por partícu­

las elementales. Sin embargo, se 

sabe que las moléculas presentan 

r la característica de atraerse con 

mayor o menor intensidad cuando 

se hallan relativamente próximas 

unas de otras, en tanto que se 

repelen violentamente cuando la 

distancia es menor que una cierta 

distancia a. Por otro lado, la 

atracción alcanza un máximo, más 
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allá del cual su valor disminuye paulatinamente como se muestra en la fig 

1.5.2. La fórmula general del potencial ~(r) con el cual se dibuja la 

gráfica mostrada es de la forma 

( l. S .16) 

Esta fórmula fue establecida por Lennard y Janes y se designa con sus nom­

bres. En ella K, a, by o varían en cada caso particular, aún cuando pue­

de decirse que para los gases a tiene un valor próximo a 6 y b uno próximo 

a 12 . 

Por lo que se ha dicho, se comprende que el potencial definido por (l.S.16) 

se ejerce por parejas de moléculas, hecho que deberá recordarse en discu­

siones posteriores (ver capítulo 4). 

Además, deben tenerse en cuenta las siguientes observaciones: 

1a. La fórmula de Lennard-Jones se refiere a moléculas inertes y no amo­

léculas polares, como la del agua, entre las cuales se ejerce otro ti­

po de atracción de naturaleza eléctrica que no se estudiará en estas 

notas. 

2ª. El hablar de repulsión implica más bien la idea de choque, dado que 

las moléculas no pueden estar a distancias, centro a centro, menores 

que o que, por ese motivo,se deEigna como "diámetro nominal". Esto 

significa que, como se verá más adelante, el valor del potencial en­

tre parejas de moléculas deberá estimarse para distancias mayores 

que o, toda vez que en otros casos las moléculas se estarán alejando 

después de haber chocado. 

3ª. Como la expresión (1.5.16) es más bien complicada, aunque razonable­

mente exacta, en muchos casos se usarán variantes simplificadas de 

la misma, representando, fundamentalmente la zona de atracción, (ver 
subcapítulo 4.2). 
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1 . 6 Comp.f.eme.nto~ de. T Vtmodüufmic.a. 

Se sabe que los gases están constituidos por moléculas bastante alejadas 

entre sí y en continuo movimiento. La posibilidad de que choquen es remo­

ta. Supóngase que hay una cierta masa de gas M = N m (en donde N es el 

número de moléculas y m la masa de cada una de ellas) contenido en una ca-, 
ja en forma de paralelepípedo de lados 6x, 6y y 6z, como se indica en la 

fig 1.6.la . 

e 

A 

1- -1 
FIG 1.6. la FIG 1.6. l.b 

Supóngase que se puede conocer el módulo v de una velocidad media represen­

tativa de las velocidades de estas moléculas del gas* y que dado lo caótico 

del movimiento, pueda pensarse en que la sexta parte de las N moléculas se 

desplaza, en un instante dado, en la dirección l mostrada en la fig 1.6.lb 

con una velocidad de módulo v igual al de la velocidad representativa y 

que, las restantes, se desplazan otra sexta parte en la dirección 2, otra 

sexta en la 3 y así hasta la dirección 6. Esta forma de imaginar el despl!_ 

zamiento es una tosca aproximación de lo que sucede en la realidad, pero 

representa de un modo aceptable el movimiento del conjunto. 

Ahora bien, una de las moléculas de momentum m v que se desplace en la di­

rección 1 llegará a chocar con la cara ABCD y 

rebotará allí, con lo que su momentum pasará a ser - m v. Con ello el 

cambio de momentum será 6p = m v - (-m v) = 2 m v. Por este motivo se 

dirá, según lo establecido en el subcapítulo 1.5 (si el tiempo en que ocu-

* Ver capítulo 6. 
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rrió ese cambio de momentum es 6t) que la fuerza que actúa sobre esta molécu 

la es 

f = 
2 m V 

6t 
(1.6.1) 

Aún cuando en realidad el tiempo que cada molécula (que viaja en la direc-
, 

ción 1) tarde en chocar con la cara ABCD dependerá de lo alejada que se en-

cuentre de ella, puede pensarse en que la velocidad representativa tendri 

por módulo 

V = 6x 
lit 

(l.6.2) 

Sustituyendo (1.6.2) en (1.6.1) y al recordar que N/6 moléculas viajan en 

la dirección 1, la fuerza que el gas ejerza sobre la cara ABCD tendrá por 

módulo 

= N * 2 m v 2 

F 6 6x (1.6.3) 

De esta manera resultará que la presión ejercida por el gas sobre dicha 

cara (cuya área es 6y 6z) será 

(1.6.4)* 

Puesto que el volumen del paralelepípedo es V= 6x ly lz y la energía ciné 
m v 2 

tica de cada molécula es - 2-, llamando U a la energía de las N moléculas 

en conjunto, de (1.6.4) se concluye que 

p V 2 u 
3 

(1.6.5) 

Si este burdo razonamiento se repite para cualquiera de las restantes 

caras del paralelepípedo, se obtendrá el mismo resultado. Por otra parte, 

* Obsérvese que el momenturn se designa con el símbolo p, en tanto que la 
presión se escribe p . 

í 
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de (l.6.4) salta a la vista que el producto p V deberá tener unidades de 

energía (o de trabajo). 

M -o--+-t 
t-1----.4...4 

FIG l.6.2 

p 

orJ 
Oí> 

FIG 1.6. 3 

Por otro lado, en la fig 1.6.2 se muestra un cilindro de área A hecho con 

paredes aislantes. En la parte superior hay un émbolo cuya posición se 

controla mediante un vástago y en la parte inferior, que no es aislante, 

se puede colocar, a voluntad,una tapadera TA que sí lo es. 

Supóngase que se introduce al recipiente así constituido una cierta masa 

M de un gas. Su presión p, que será igual a la fuerza F ejercida por el 

vástago dividido entre el área del pistón, A, se puede medir con un manó­

metro y su temperatura, T, con un termómetro, instalados como se muestra 

en la fig 1.6.: . Finalmente V, el volumen ocupado por el gas, es el pr~ 

dueto lA. 

Existe un buen número de gases, llamados "perfectos", para los cuales ri­

ge una ley que liga la variación de p, V y Ten términos de una constante 

R, característica del tipo y masa de gas que se coloque dentro del reci­

piente. Esta ley, que puede comprobarse experimentalmente, se llama 

"ecuación de los gases perfectos" y establece que 

p V = R T (1.6.6) 

Dos observaciones resultan pertinentes. La primera es que al comparar 
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(1.6.4) con (1.6.5) se deduce que, por ser Runa constante, la energía in­

terna U del gas por unidad de volumen dependerá de la temperatura en forma 

lineal, es decir puede esperarse una relación de la forma 

(1.6.7) 

La segunda observación es que, si se logra mantener una temperatura cons­

tante (sin importar, por el momento, como se consiga esto), la gráfica de 

la variación de p y V estará representada por la rama positiva de una 

hipérbola equilátera en el plano p, V Naturalmente para cada T constan-

te esta hipérbola será diferente, tal y como se indica en la fig 1.6.3. 

FIG 1.6.4 

Supóngase ahora que se ha colocado la 

tapadera aislante , se ha introducido 

al recipiente la masa M de gas y que se 

miden la temperatura T
0

, la presión p
0 

y el volumen V0 , marcando un punto (O) 

en el plano p, V, como se indica en la 

fig 1.6.4 . Si en esas condiciones se 

reduce lentamente a la fuerza F que 

actúa sobre el émbolo, se observará que 

la temperatura T
0 

disminuye, mientras 

que el émbolo asciende, con lo cual 

crece el volumen. Si ahora se detiene del vástago se observa que la fuer-

za F que se necesita ejercer para mantenerlo en esta nueva posición es 

menor que la original, lo que significa que la presión también disminuyó. 

En esta forma el punto 1 que representa las nuevas condiciones 

T¡ = T0 - ~T, P1 = p0 - ~p y V¡= V0 + ~V, quedará en la posición mostra­

da en la fig 1.6.4 . Un hecho, sin embargo debe llamar la atención y éste 

es que al desplazarse el cilindro, la expansión del gas ha producido un 

trabajo mecánico de valor tT 01 = f1
p d V , e igual al área que aparece 

sombreada en la figura con trazo ºcontinuo. 

En cambio, si se hace el experimento removiendo la tapadera aislante, y 

para lograr que la temperatura se mantenga constante, se introduce calor al 
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gas (por ejemplo mediante un mechero colocado en la parte inferior del dis­

positivo) se hari la expansión a temperatura constante, de modo que el nue­

vo punto quedar& en la posición 2 (sobre la curva T0 ), en condiciones tales 

que se haya registrado un nuevo descenso de la presión p y un nuevo incre­

mento del volumen V. El trabajo mecinico obtenido mediante esta expansión 

ser& igual al &re, sombreada con trazo discontinuo en la fig 1.6.4 y su va­

lor ser& LT 0 : = f
0 

p d V • 

En el primer caso se dice que el gas estuvo sometido a un proceso adiibati­

co reversible (en el que no entró ni salió calor) y en el segundo a uno 

isotérmico reversible (en el que se introdujo calor). El calificativo de 

reversible presupone que realizando la operación inversa, esto es, compri­

mir el gas en el primer caso, o sacarle calor y comprimirlo en el segundo, 

permitirían regresar al punto cero inicial. En estas notas se tratar& úni­

camente con procesos de esta Índole; sobre ello se insistirá posteriormente. 

También pueden hacerse experimentos similares manteniendo la presión cons­

tante e introduciendo calor, o bien conservando constante el volumen e in­

troduciendo calor. En el primer caso bastar& con mantener constante la 

fuerza F, lo que no impediría la expansión, ni un cierto incremento de tem­

peratura, puesto que ahora se avanzaría hacia una curva nueva T = T0 + LT. 

En esta forma se habri llegado al punto 3 de la fig 1.6.5 y el trabajo meci­

nico obtenido mediante la expansión será L1 0 3 = p0 V . 

Yo 

FIG 1.6. 5 

En cambio, cuando se mantiene constan­

te el volumen, al añadir calor se re­

gistrarían incrementos de la presión y 

de la temperatura, aunque no se haya 

hecho trabajo mecinico. Así se habría 

llegado al punto 4 de la fig 1.6.5. 

De acuerdo con lo indicado se concluye 

que si se llama LQ a la cantidad de ca­

lor introducido y si se tiene en cuenta 

la expresión (1.6.7) para considerar 
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los aumentos de temperatura (dado que tal cantidad de calor añadido produ­

ce, en general, incrementos de ésta y trabajo mecánico) podrá escribirse 

(1.6.8) 

Esta fórmula debe manejarse con cautela por las razones siguientes: 

Iª. En el caso del proceso adiabático no se introdujo ni se extrajo calor, 

de modo que la expansión del gas sólo puede explicarse (lQ = O) me­

diante una disminución de la energía interna, U. 

2ª. La expresión no incluye al término~ ~p (que corresponde al caso ana­

lizado para llegar al punto 4) mismo que no está incluido porque no 

se produce trabajo mecánico. Sobre este particular se insistirá pos­

teriormente. 

3ª. No se ha precisado todavía en qué consiste eso de añadir (y menos 

extraer) calor. 

Para dilucidar este último asunto supóngase que la cantidad de calor intro­

ducido se mide en términos de la masa de combustible consumido por el meche 

ro (que se usa al remover la tapadera TA) en la unidad de tiempo y que se 

hacen, sucesivamente dos experimentos. 

En primer término, una vez introducida la masa M de gas al recipiente, se 

aplica el mechero a cierta distancia y se deja que se consuma una cierta 

cantidad de combustible en un tiempo dado, manteniendo constante el volu­

men y registrando el incremento de temperatura To4 = T4 - To. En estas 

condiciones y según las fórmulas (l.6.7) y (1.6.8) el incremento de calor 

será igual a 

(1.6.9) 

Después, el experimento se hace con la misma masa de gas y partiendo de 

las mismas condiciones iniciales e introduciendo la misma cantidad de ca­

lor en los términos descritos, pero conservando ahora constante la presión 

1 



57 

y permitiendo la expansión. En tales condiciones se tendrá que 

(1.6.10) 

Como la presión p0 y los incrementos 6To 4 , AT03 y 6Vo3 se pueden medir fá­

cilmente, al recordar que AQ es la misma en los dos casos, se pueden igualar 

(1.6.9) y (1.6.10) para despejar después a C*. Se obtiene así 

p AV03 (1.6.11) 

En esta forma se puede valuar el coeficiente C* y encontrar, para el primer 

caso, cuánto vale realmente la cantidad de calor introducido. Es más, si 

este tipo de experimento se repite en distintas condiciones, se concluye 

que C* es prácticamente constante para una determinada masa de gas y que 

en atención a la fórmula (1.6.9) se le llama capacidad calorÍfica "a volu­

men constante", se escribe 

e = 
V 

AQ 

AT 
V 

O bien, teniendo en cuenta a (1.6.7) 

AU = C AT 
V 

Por otra parte la fórmula (l.6.7) podrá escribirse 

AQ = C AT + p AV 
V 

(1.6.12) 

(1.6.13) 

(l.6.14) 

Ahora bien, cuando se introduzca una cierta cantidad de calor AQ que produz 
p -

ca una expansión del gas conservando constante la presión se escribirá 

AQ = C AT + p AV p V 
(l.6.15) 

Y por analogía con la fórmula (1.6.11) se definirá una nueva capacidad calo­

rífica, a presión constante, que también es una característica propia de ca­

da gas (para cada masa M): 
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p 

Al sustituir (1.6.16) en (1.6.15) se escribe 

e t,T = e t,T + p t,V 
p V 

(1.6.16) 

(1.6.17) 

Por otro lado, al producirse la expansión a presión constante, de la ecua­

ción de los gases perfectos (fórmula 1.6.6) se concluye que 

p t.V = R t.T (1.6.18) 

De manera que al sustituir (1.6.18) en (1.6.17) y simplificar resulta 

e - e = R (1.6.19) 
p V 

Es interesante destacar que, mientras que para el proceso isotérmico la re­

lación entre p y V queda representada por una hipérbola equilátera (para ca-
-da temperatura constante) en el plano p, V, aún no se ha dicho qué tipo de 

curva representará a un proceso adiabático. Para este fin se empezará por 

utilizar las fórmulas (1.6.8) y (1.6.13) pero recordando que en un proceso 

de este tipo t.Q = O. En estas condiciones se tendrá que 

De aquí se concluye que 

O= C t.T + p t.V 
V 

C t.T = - p t.V 
V 

(1.6.20) 

(1.6.21) 

Adicionalmente se recordará que la forma diferencial de la ecuación (1.6.6) 

es 

p t.V + V t.p R t.T (1.6.22) 

De modo que puede escribirse 

V t,p = R t.T - p t.V (1.6.23) 

I 
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Si se sustituye (1.6.21) en (1.6.22) se obtiene al factorizar 

V 6p = (R + C) 6T 
V 

( l. 6. 24) 

De esta manera de (1.6.19) y (1.6.24) se obtiene 

V 6p = c 
p 

6T (1.6.25) 

Si se dividen miembro a miembro (1.6.25) entre (1.6.21) y se llama coefi­

ciente politrópico k al cociente C /C *, se obtiene al simplificar p V 

V l:lp 
p 6V 

= - k 

En el límite y transponiendo los términos en V resulta que 

= - k 
dV 
V 

(1.6.26) 

(1.6.27) 

Al integrar esta ecuación, si a la constante de integración se le designa 

como C0 = loge CAD, se obtiene 

log p = - k log V+ log CAD 
e e e 

(1.6.28) 

De aquí resulta la ecuación que define al proceso adiabático en el pl3no 

p, V, que es 

= ( l. 6. 29) 

Por lo demás, así como en el caso del proceso isotérmico se obtiene una 

hipérbola equilátera para cada valor de T constante seleccionada, para el 

proceso adiabático se tendrá una curva definida por (1. 6. 29) para cada va­

lor de CAD que se escoja. 

* En rigor debería designarse como coeficiente politrópico del proceso 
adiabático. Por brevedad se conservará la designación expuesta. 
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Importará ahora calcular el valor del trabajo mecánico cuando se produce 

una expansión adiabática y cuando ocurre una isotérmica. En el primer caso 

y según (1.6.29) se tendrá que entre los extremos A y B 

J
B JB -k CAD r 1-k)B l ( 1-k )B 

~tAB = A p dV = CAD~ d~ = l-k V = l-k ¡cAD V ~ (1.6.30) 
A · A · A 

Nuevamente con ayuda de (1.6.29) se concluye que 

(1.6.31) 

De manera que al tener en cuenta (1.6.6) podrá escribirse 

(1.6.32) 

Este resultado indica que el ~rabajo hecho por una expansión adiabática sólo 

depende de las temperaturas de los puntos final e inicial del proceso. 

Cuando se trata de una expansión isotérmica, teniendo en cuenta a (l.6.5) 

podrá escribirse 

~T = ID p dV = 
CD C 

(l.6.33) 

Supóngase ahora que con el dispositivo mostrado en la fig 1.6.2 se hacen 

sucesivamente las siguientes operaciones. 

p 

FIG 1.6.6 

Iª. Se coloca la tapadera aislan­

te y se introduce la masa M 

de gas hasta que se alcanzan 

la presión p1 , el volumen V1 
y la temperatura TH que defi­

nen al punto 1 en la fig 

l.6.6 . 

2ª. Se remueve la tapadera ais­

lante y se efectúa una expa~ 



61 

sión isotérmica introduciendo el calor necesario para mantener TH, 

hasta llegar al punto 2 de características P2, V2 y TH. 

3ª. Se coloca la tapadera aislante y se permite una expansión adiabática 

(a lo largo de la curva CAD) hasta llegar al punto 3 que está sobre 

la isoterma T y en dondi la presión y el volumen son p3 y V3 

4ª. Nuevamente se remueve la tapadera aislante y se deja escapar el ca­

lor cuidando de mantener la temperatura T0 , hasta llegar al punto 4 

sobre la isoterma de este valor, en donde la presión y el volumen va­

len p4 y '-7 4 

sa. Una vez más se coloca la tapadera aislante y se comprime al gas adia­

báticamente hasta que, viajando sobre la curva CAD se llega al punto 
- X de partida 1, con características TH, p 1 , V¡ . 

Este complicado proceso se llama ciclo de Carnot e, independientemente de 

las dificultades técnicas para ponerlo en práctica, muestra la posibilidad 

de usar calor para obtener, a cambio, trabajo mecánico. En efecto, según 

las ideas que se han manejado y como se muestra en la fig 1.6.6, al restar 

del área bajo las curvas 1-2 (isotérmica) y 2-3 (adiabática) el área bajo 

las curvas (3-4)(isotérmica) y (4-1) adiabática, se obtendrá el área conte 

nida por 1-2-3-4-1 que es el trabajo mecánico al efectuar el ciclo. Se es 

cribe 

b~l2341 = f P dV 

12341 

6 ' 12 + liT 2 3 + b T 34 + t. T 4 l 
1S0 ADi 1S0 ADi 

(l. 6. 34) 

Mediante el empleo de las fórmulas (1.6.32) y (1.6.33) se concluye que 

Por otro lado es necesario percatarse de que por (l.6.29) 

P2 v/ = p3 JJ k 3 por estar sobre CAD (l.6.36a) 
X 

y Pl 'll/ = p4 vt por estar sobre CAD (l.6.36b) 
y 
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Además, por (1.6.5) se puede ver que 

por estar sobre TH (1. 6 .37a) 

y por estar sobre T
0 

( l. 6 .37b) 

Si se dividen miembro a miembro las ecuaciones (1.6.36) se obtiene 

(1. 6. 38) 

Al sustituir las ecuaciones (I.6.37) en la (1.6.38) se concluye que 

[ )
k-1 = ( ~.~ )k-1 :~ ~ (1. 6. 39) 

De aquí resulta que 

= 

O bien que log 
e 

- log 
e 

(1.6 .40) 

Al sustituir esta relación en (1.6.35) y tener en cuenta que la suma del se­

gundo y el cuarto tirminos es nula, se tiene al simplificar 

(1.6.41) 

El trabajo obtenido del ciclo de Carnot es positivo y varía linealmente con 

la diferencia de temperaturas de las ramas isotirmicas. 

Ahora supóngase que se define una nueva magnitud, que se llamará entropía y 

tal que si lQ es el calor introducido, su incremento sea 

= tiQ 
~ (1.6.42) 
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En este caso Tes la temperatura media entre los extremos E y F. De las 

fórmulas (1.6.42) y (1.6.14) se concluye que 

T 6S = C 6T + p 6V 
V 

De esta manera, para un proceso isotérmico resultará que 

llSEF = 

ISO 

p 6V 
T 

En tanto que para un proceso adiabático, simplemente será 

llSEF 
ADi 

= o 

Por lo demás, de (l.6.33) y (l.6.44a) se obtiene 

(l.6.43) 

(l.6.44a) 

(l.6.44b) 

(l.6.45) 

Ahora imagínese que se hace la suma de todos los incrementos de entropía a 

lo largo de las cuatro ramas del ciclo de Carnot. De acuerdo con lo expues­

to, se tendrá 

t.S = 1 ds = L\S l'.l + 6S 23 + liS31, + liS41 
1: 3 4 1 

12 34 l 1S0 ADi 1S0 ADi 

[ ~) + 
( V 

) + o = R log O + R loge l ~ e 
(1.6.46) 

Pero al tener en cuenta a (1.6.40) se tendrá que 

(1.6.47) 

Esto significa que al efectuarse el ciclo de Carnot no hay incremento de 

entropía como corresponde a un ciclo reversible. Existen otros en que 

esto no sucede y, obviamente, se llamarán irreversibles; pero no serán tra 

tados en estas notas. 
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Es importante destacar el hecho de que la entropía es una magnitud que 

tendrá un valor definido en cada punto del ciclo de Carnot y que así, 

será mayor en 2 que en 1 según (1.6.45) en tanto que tendrá el mismo va­

lor en 2 y en 3 según (1.6.44b). Además, como por cada punto del plano 

p, V puede hacerse pasar un ciclo de Carnot, en cada punto quedará defi­

nida una entropía. 

Más aún, puede imaginarse que cualquier ciclo cerrado que pase por un de­

terminado punto, por ejemplo el 1, está constituido por una sucesión de 

pequeños ciclos de Carnot, de tal suerte que, al volver al mismo punto, 

no habrá crecido el valor de la entropía* Cuando esto sucede se dice 

que la masa de gas cuyas condiciones están representadas por ese punto 

está en equilibrio termodinámico. Ahora, como no es posible que aumente 

la entropía cuando ocurren desviaciones para volver al punto en equilibrio 

termodinámico, se puede pensar en que la entropía en ese lugar es la "máxi 

ma posible" para esa condición. Esta manera de pensar establece una rela­

ción entre la entropía termodinámica del punto en equilibrio y la entropía 

matemática estudiada en el subcapítulo 1.4, ya que ambas son máximas. 

Sobre el particular se insistirá después (ver capítulo 2). 

Por otro lado, al hablar de la fórmula (1.6.8) se indicó que no incluía el 

término V 6p. Con el objeto de tener en cuenta a este término se recurre 

a una nueva magnitud, llamada entalpía, tal que su inc.remento esté dado 

por 

(1.6. 48) 

Esto significa que 

* 

6H = 6(U + p V) 

Es en este sentido en que, (en la fig.6.4), se llamó reversibles a los·proce 
sos isotérmico y adiabático, pues allí se indicó que al volver al punto -
de partida, prevalecerían las condiciones originales. 

1 
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Y de aquí que 

-H = U + p \l (1.6.49) 

De esta manera, la magnitud definida como entalpía del gas en cada punto 

puede conocerse a partir de los valores de la energía interna, la presión 

y el volumen. Se dice que Hes una función de estado. 

Además de (1.6.8) y (1.6.48) se concluye que 

6H = 6Q + V óp ( l. 6. 50) 

Y, al usar (1.6.41) en esta última expresión, resulta 

6H = T 6S + V óp (1.6.51) 

. \ 
Esta fórmula sugiere que los incrementos de entalpía estén dados por los 

incrementos de entropía y presión, de manera que puede escribirse 

(1.6.52) 

Al comparar (1.6.51) con (1.6.52) se obtendrá que 

(1. 6 .53a) 

y ( l. 6 .53b) 

Es por esta razón que se dice que Hes el "potencial térmico" de T y V. 

Sí, por otro lado se parte, de (1.6.8) y (1.6.42) será posible escribir 

p 6V = 6U - T 6S (1.6 .54) 
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Pensando, como en el caso de la entalpía, en que es necesario disponer de 

una expresión que ahora incluya a S6T, se puede definir una nueva magnitud 

llamada energía libre de Helmholtz, tal que su incremento valga 

6A = 6U - T 6S - S 6T (1.6 .55) 

Nuevamente ésto implica que 

M = 6(U - ST) 

Y de aquí que 

A = U - ST (1.6.56) 

Así como en el caso de la entalpía, si ahora se conocen la energía interna, 

la temperatura y la entropía, será posible definir a la energía de 

Helmholtz. Pero por otra parte, de (1.6.54) y (1.6.55) se concluye que 

6A = - p 6V - S 6T (1.6.57) 

De suerte que ahora los incrementos de valor de la energía de Helmholtz es­

tarán dados en términos de incrementos del volumen y la temperatura, es de­

cir 

M = ( aA ) 6V + ( aA ) 6 T 
av T ar * 

(1.6.58) 

Y de la comparación de (1.6.57) y (1.6.58) resultará que la energía de 

Helmholtz es el potencial térmico de p y de S, toda vez que 

y 

p = - ( :t )T 

s = - ( :~ L 
(1.6.59) 

(1.6 .60) 

Ahora bien, es importante entender que dadas dos de las características ter­

modinámicas de una masa de gas en un punto (O) en el plano p, V, por ejemplo 
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la presión, p
0 

y la temperatura T
0

, las 

restantes quedarán automáticamente definí 

das, como sucede con el volumen V0 en la 

fig 1.6.7. Además, corno la temperatura 

define a U (ver formula (l.6.7) y se ha 

hecho ver que en cada punto del plano p,V 

está definida una entropía, también po­

drían valuarse la entalpía, mediante 

(l.6.49) y la ·energía de Helmholtz, me­

diante (1.6.56). 

En la fig 1.6.8 se muestra un complicado 

dispositivo que incluye un recipi2nte de regulares dimensiones que está fi­

jo dentro de otro de gran tamaiio. El primero es del todo similar al de la 

fig 1.6.2 salvo que las paredes no son aislantes y permiten la entrada osa 

lida de calor. Se han instalado dos termómetros; uno de los cuales, TR, 

capaz de registrar variaciones muy rápidas de temperatura y de enviar una 

"señal" a un aparato de control SC que opera sobre las valvulas VA 1 , VA¿ y 

VA.3 que permiten, las 2 primeras, cierta entrada de gasto (en masa) M1 ó i, 
desde los recipientes RE 1 y RE 2 y la última que permite la sal ida <le ~1¡ ó 

~ 2 según el recipiente que esté funcionando. El term6metro TL sería muy 

lento de respuesta y s5lo registraría la temperatura media . 

- RE1 
..--

{ Pº hE {Po hE 
2 T2>T0 1 T1 < T0 - ..__ 

1 se 1 

VA1J 

1 1 

--Mi 

Ó-.h {Po VA ' 

1 2T 

M2 

/o To 
/ v 

TR ~ m~ 
""~{P. 

1 
h o 

TL T 
1 v. 
T 

FIG 1.6.8 
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En el recipiente interior se ha colocado una cierta masa m de gas en unas 

condiciones iniciales p0 y T0 , de manera que configuran una entalpía unita­

ria (por unidad, de masa) h0 • En el recipiente mayor, que está aislado 

térmicamente, se ha puesto una masa m de gas en las mismas condiciones p0 y 

T0 , por lo cual su entalpía unitaria es también h0 . Así tanto el gas del 

recipiente interior como el del mayor están originalmente a la misma tempe­

ratura. En cambio en el recipiente RE¡ el gas está a la misma ,presión p0 

pero tiene una entalpía hE < h0 y una temperatura T1 < T0 En el reci-
1 

piente RE2 ocurre lo contrario, es decir, hE > h 0 y T2 > To . 
2 

Supóngase ahora que al pasar el tiempo, la entalpía h del gas dentro del 

recipiente interno sufra variaciones no muy grandes, aleatorias y repenti­

nas, según se indica en la fig l.6.9a, pero de modo que la presión se con­

serve constante e igual a p0 , lo que implicaría un cambio en la temperatu­

ra como se indica en la fig 1.6.9b. 

h 

FIG 1.6.9a 

T 

? 

FIG l. 6. 9b 

t 

t 

Si la entalpía, y con ella la tempe­

ratura crecieran por encima de h0 , 

el gas del recipiente interior está 

más caliente que el del más grande y 

el "calor" (como energía valuada por 

la entalpía) trataría de escapar del 

primero hacia el segundo, con lo cual 

se propiciaría un calentamiento del 

gas contenido en el recipiente mayor. 

Si por el contrario h y con ello T 
disminuyen se producirá el fenómeno 

contrario y el gas del recipiente ma­

yor empezará a enfriarse. Para evitar 

que el gas del recipiente grande se 

caliente o se enfríe operará el siste­

ma de control, con el siguiente progr~ 

ma: 
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. 
T > To Cierra VA2; abre VA1 y VA3 para que fluya M1 

2--@ T = To Cierra VA 1, VA2 y VA3 

. 
T < T0 Cierra VA 1; abre VA2 y VA3 para que fluya M2 

. 
Para calcular M1 habrá que hacer que el "excedente" de calor proveniente 

del recipiente interno sea "arrastrado" por el flujo proveniente de RE 1, 

es decir 

• 6h 
tt 1 (h

0 
- hE) = m 

l 6t 

= tii (h - h0 ) 

. 
De la misma manera se tendría que M2 estará dada por 

A 

En esta forma se lograría que las desviaciones de h estuvieran compensa-

das, con lo cual, a pesar de las fluctuaciones, siempre habría la misma 

temperatura promedio igual a T0 • 

Es de importancia entender que aún si la presión pennanece constante y de 

valor p0 , los cambios de temperatura implican variaciones en el volumen 

(punto X en la fig 1.6.7), aún cuando también el volumen promedio sea V0 . 

p 

Vete 

FIG 1.6.10 

T=T0 +6T 

To cte 

Por otro lado, al producirse 

las fluctuaciones de temperatu-

ra a la presión constante p0 , 

habría un aumento de volumen a 

temperatura constante, 6VT,al 

cual corresponderá un nuevo va-

lor Ay de la energía de Helmholtz 

y un aumento de temperatura, avo 

lumen constante ~TV, con otro va 

lor A2 de la energía de Helmholtz. 



1 
j 
f 

I 
1 

l 
l 

l 
l 

70 

Ambos incrementos se han marcado en la fig 1.6.10. De acuerdo con las 

fórmulas (1.6.58) y (l.6.59) y por definición de derivada parcial deberá 

cumplirse que 

p = - ( 3A) av 
1 

(l.6.6la) 

y que (l.6.6lb) 

Por lo cual, obviamente A = A~ - A0 • 
oZ • 

En esta forma resulta que si las 

desviaciones estudiadas no son muy grandes la presión ~o puede calcularse 

en términos de la energía de Helmholtz que funciona como potencial térmico 

de la presión, cuando existen variaciones del volumen. Es decir, para el 

caso en estudio, la energía de Helmholtz definida por (1.6.56) es el pote~ 

cial adecuado para calcular p, dado que, por supuesto, para cada punto in~ 

cial del plano p, V, puede hacerse un razonamiento como el que se acaba de 

exponer. 

Ahora bien, se pueden formular dos preguntas de interés, a sdber: 

1a. ¿Qué relación existe entre el experimento descrito y los problemas 

reales o, en todo caso, qué es lo que representa el dispositivo mos­

trado en la fig 1.6.8? 

2ª. ¿Cómo pueden explicarse las fluctuaciones de temp~ratura y volumen en 

un caso real? 

Las respuestas a estas cuestiones son, en primer lugar, que una masa m de 

gas contenida en un recipiente de paredes no aislantes trataría de perma­

necer en las mismas condiciones del "ambiente" que le rodea porque siendo 

éste "infinito" absorbería las variaciones recibiendo calor si esa masa m 

se calentara, o proporcionándoselo si ella se enfriara y esto ocurriría de 

manera natural y sin que hubiera sistema de control, toda vez que la gran 

masa m del gas del entorno podría, sin variaciones sensibles, hacer esta 

tarea. En segundo lugar habría que pensar que al hablar de equilibrio 

termodinámico no se trata de un equilibrio estático porque el gas está 

f 
f 



71 

formado, como se ha dicho, de muchas moléculas en continuo movimiento, de 

tal suerte que su energía interna podría sufrir pequeñas y rápidas fluctu~ 

ciones, con los cambios correspondientes, aunque el promedio permaneciera 

constante. Es más, en el dispositivo de la fig 1.6.7 se dijo que había 

dos termómetros; uno, ideal, de respuesta muy rápida que indicaría que sí 

hay variaciones; y, el otro, real, de respuesta lenta que no alcanzaría a 

registrar fluctuaciones y que diría que la temperatura (y con ella las 

otras magnitudes termodinámicas) permanece constante e igual a T0 . Puede 

pensarse así que, aún cuando los aparatos "de la realidad" marquen temper~ 

turas (o volúmenes) constantes, dentro del símil establecido, lo que ocurre 

en esa realidad es que sí hay fluctuaciones. 

Por lo demás, así como se ha hablado de una presión constant~ e igual a 

p0 , también puede pensarse en una entropía constante e igual a S0 , dada 

como aquélla,en términos de la energía de Helmholtz. 



2. LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE BOLTZMANN 

2. 7 I nt'l.oduc.u6n 

En este capítulo se estudiará la distribución de probabilidades de ocurren 

cia de los distintos arreglos de las moléculas de un gas, arreglos que co~ 

figuran un estado de equilibrio termodinámico del mismo. Esta distribu­

ción, e~contrada por Boltzmann, será el punto de partida para estudiar al­

gunas de las propiedades de los fluidos en equilibrio. 

2.2.1 Relación entre la temperatura, energía interna y volumen de un gas 

Se puede suponer que existe una masa de gas M = N m formada por N molécu­

las, todas de igual masa m, en equilibrio termodinámico definido por una 

temperatura media T y un volumen medio V constantes, entendido este equi­

librio en los términos descritos al final del subcapítulo 1.6. 

--N --N "N --K 
Las N moléculas pueden tener los arreglos X, X ... X ... X que descri-

1 2 i z 
ben, cada uno, las posiciones y velocidades de cada una de las moléculas 

1 
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~ 1 ~,1 1 ~'n \1 [J \ t 
• • • ••• 

""N X XN XN x" 1 2 l z 

~ ~ ~ ~ 
H{XN) 

l 
H( XN) 

2 
H(XN) 

l 
H( X N) 

z 

,=,-; 

FIG 2. l. l 

" ,.. N N 
(fig 2.2.1), es decir, X. es el supervector (p. , r. ) descrito en el sub 

l. l. l. 

capítulo 1.2 A cada uno de los arreglos corresponde una energía inter-

na del gas dada por el hamiltoniano H(XN) definido en el subcapítulo 1.5 
i 

Estas energías internas para cada arreglo serán, en general, diferentes 

para cada uno, de manera que recordando la fórmula (1.6.6) se admitirá 

que para cada arreglo hay una temperatura diferente dada por 

T. = 
l. 

(2.2.1) 

Sin embargo, dado que se trata de una masa de gas en equilibrio termodiná­

mico deberá cumplirse, según lo discutido al final del capítulo l que 

z 

Z 
.r:

1 
T. = T 

1.= 1 
(2.2.2) 

Además, suponiendo que la presión fuera igual para todos los arreglos, pa­

ra cada uno habrá un volumen diferente V., pero tal que 
1 

1 z 

Z 
.r:

1 
V_ = V 

1= 1 
(2.2.3) 

Las dos Últimas observaciones son congruentes ya que, por una parte, según 

) 
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--N 
(1.6.6) si la temperatura varía, también lo hará la energía H(i) y por la 

l. 

otra, según (1.6.4), aún cuando la presión permaneciera constante, las va-

-riaciones en V. podrían explicarse en términos de las fluctuaciones en 
l 

2. 3 EnVLoµúi 

Según se. indicó en el subcapítulo 1.2, cada arreglo X~ tiene una probabili 
N i 

dad de ocurrencia P(~ ), de tal manera que para los Z arreglos que forman 
i 

el total deberá cumplirse que 

(2.3.1) 

Adicionalmente y de acuerdo con lo asentado, la energía interna U de la 

masa de gas en equilibrio termodinámico está dada en términos de la fórmu­

la (1.5.12) que para el caso tomará la forma 

(2.3.2) 

Para seguir adelante es necesario formular dos hipótesis fundamentales, 

cuya validez sólo podrá comprobarse a la luz de los resultados que de éstas 

se obtengan. Estas hipótesis son: 

.. t-; 
Entre mayor sea la temperatura Ti asociada a H(~) respecto a la tem-

- l 
peratura media medible T para la cual se hace la evaluación, menor s~ 

rá la probabilidad de que ocurra el arreglo ~N Sin embargo, como 

se ignora la forma de la ley de distribución
1

de probabilidades P(XN), 
i 

se aceptará que ella corresponde al caso de máxima entrop{a. (Ver ca-

pítulo 1.4). 

2ª. La entropía "matemática" de la distribución P(XN) es igual a la entr~ 
i 

pÍa "termodinámica" de la masa de gas en estudio, misma que está defi 

nida por la condición de equilibro dada por T y ij 

1 
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"'N Al conjunto de los Z arreglos~ que satisface las dos hipótesis ante 
1 

riores se le llamará el conjunto canónico para la masa de gas en estu 

dio. 

Además, aún cuando las moléculas del gas son en realidad indistingui­

bles, se aceptará una tercera hipótesis, complementaria de las dos 

anteriores, y es 

.. N 
Los arreglos~ se suponen hechos con moléculas inconfundibles. 

1 

La aceptación de esta hipótesis complementaria implicará la molestia de 

hacer, posteriormente, la transformación a probabilidades para arreglos de 

moléculas indistinguibles; pero esta objeción se resolverá fácilmente con 

sólo emplear la fórmula (1.2.63). En cambio, al aceptar la tercera hipót~ 

sis se tendrá la ventaja, ya señalada en el subcapítulo 1.2, de hacer 

equivalentes los símbolos i~l y I:N. 

z 
En estas condiciones el símbolo i~l que aparece en las fórmulas (2.4) y 

(2.5) y que indica la necesidad de considerar a todos los elementos del 
N conjunto canónico, se considerará equivalente a I: y, por lo asentado po-

drá escribirse 

(2.3.3) 

Debe recordarse que en esta fórmula v representa al número total de posi­

ciones ocupables y momenta (o velocidades) que puede tener cada una de las 

moléculas, de tal manera que (2.3.3) indica la suma en términos de todas 

las permutaciones (sin repetición de índices) para a, b, ... N, de acuerdo 

con todos los valores de v. 

Por otra parte, al seguir un razonamiento como el indicado para la ec 

(1.2.60) y recordando la fórmula (1.5.14), de (2.3.3) se concluye que para 

una función F(iN) podrá escribirse 

1 (2.3.4) 
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Este resultado indica que sumas como la (2.3.1) y (2.3.2) pueden susti­

tuirse por las 2N integrales vectoriales, en todo el rango de variación 
.. N 

de X que abarque el conjunto canónico, empleando el factor correctivo 

l /)'~3N . 

..N 

Por otra parte, si se establece la distribución continua p(XN) = p~~N) 

puede definirse, como en el subcapítulo 1.4 la entropía correspondiente 

(2.3.S)* 

De manera que con lo expuesto se tendrá 

O bien (2.3.6) 

En esta forma, según lo asentado en el subcapítulo 1.4 podrá trabajarse 

con la entropía correspondiente a la distribución continua que, como ya 

se dijo, es más fácil de manejar. Por esta circunstancia las fórmulas 

(2.3.1) y (2.3.2) se usarán en su versión continua, sin olvidar después 

hacer la transformación impuesta por la expresión (2.3.4). 

Z. 4 Fw1ué11 de deM..i..dad d~ pJtobabi.,Lidadu 

Por todo lo expuesto hasta el momento en este capítulo, se comprende que 

el problema inmediato a resolver es encontrar la función de densidad de 
.. N 

probabilidades p(X) que hace máxima a la entrop{a definida por (2.3.5) 

respetando las restricciones 

* Corno se verá después, la razón para escribir K en vez de k estriba en 
la necesidad de satisfacer la 2ª. hipótesis, t15da vez que la entropía 
termodinámica está dada en determinadas unidades, esto es, K tienE, por 
objeto homogeneizar la igualdad propuesta por dicha hipótesi~. • 
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f p(XN) dXN - 1 = o (2.4.1) 

2N 

I H(XN) 
... N ... N o e p(X) dX - U = (2.4.2) 

2N 

Para resolver este problema se usará la técnica de los multiplicadores 

de Lagrange expuesta en el subcapítulo 1.4 

f* = - KB p(X~)loge p(XN)+ \ 1 (XN) ( f p(XN)dXN 

2N 

De donde se concluye que 

Así se tendrá 

1 }+>- 2 (XN) ( f H(XN)p(XN)dXN -uj. 
2N 

!!* = - KB(l + loge p(~N)) +,- 1 (XN) I dXN +A 2 (XN) f H(XN)<lXN = O (2.4.3) 

2N 2N 

Obsérvese que en esta fórmula las dos integrales que aparecen son dos cons­

tantes. Se designan como A y B respectivamente, de modo que (2.4.3) podrá 

escribirse en la forma 

... N 
log p(X) = 

e 
(2.4.4) 

De aquí se concluye que 

e 

N A/K ,- 1 (~ )-1 
B (2.4.5) 

En este caso se escogerán por comodidad* 

* 

K 

= - : (loge Q* - 1) (2.4.6a) 

• ...N ... N • 
Observese que\¡ (X) es constante, en tanto que A2(X) es una funcion 
"lineal" de H(XN), única función que en adición a p(XN) se sabe que 
existe para cada xN. Su empleo permite, como se verá después, satisfa­
cer la ,a. parte de la primera hipótesis (subcapítulo 2.3). 
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AN 

a H(X) 
B 

(2.4.6b) 

En estas fórmulas Q* y a son dos constantes que se definirán posterior­

mente. De (2.4.6a) se concluye que 

O bien 

1 Q A "1 (XN) + 1 oge * = - K 

= e 

B 

"N A/K 11¡ (X )-1 
B 

La sustitución de (2.4.6b) y (2.4.7) en (2.4.5) permite escribir 

a/K H{XN) 
B ,..N 

p(X) = 
e 

En esta forma la sustitución de (2.4.8) en (2.4.1) conduce a 

1 

f 
a/KH H(XN) 

--N 
e dX = l 

Q* 
2N 

f 
/ K H(XN) a B 

d.XN Y de aquí Q* = e 

2N 

Al sustituir (2.4.9) en (2.4.8) se obtiene 

a/KB H(XN) 
.e = 

f 
a/KB H(XN) "N 

e dX 

2N 

(2.4.7) 

(2.4.8) 

(2.4.9) 

(2.4.10)* 

Como puede verse, mediante estos procedimientos las funciones definidas 

por las expresiones (2.4.6) satisfacen la restricción (2.4.1) y, por otra 

* Obsérvese que cada uno de los N~ arreglos de moléculas inconfundibles 
tiene la misma H(XN) puesto que están ocupados los mismos lugares y 
hay los mismos momenta, de tal manera que esta H(XN) designa también 
al Hamiltoniano para el arreglo de moléculas indistinguibles. 

r 
J 
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parte, (2.4.2) resulta válida para cualquier densidad de probabilidad 
,.N 

que cumpla (2.4.1), si U se entiende como el valor medio de H(X ). 

,.N J3N --N 
Ahora bien, como se ha dicho que P(X) = h p(X) de (2.4.10) se conclu-

ye que 

P{XN) 
?{3N 

a/K
6 

H(XN) 
e 

= 

I e 
a/KB H (XN) "N 

dX 

2N 

O bien P(XN) 

a/K
6 

H(XN) 
e {2.4.11) = ,.N 

1/113N I 
a/KB H(X) .. N 

e dX 

2N 

Obsérvese que el denominador de esta fórmula, que define la probabilidad 

discreta que aparece en las expresiones (2.3.1) y (2.3.2), es simplemente 

la Q* de la fórmula (2.4.9) multiplicada por l/i 3N, lo cual significa, se­

gún la expresión (2.3.4), que en la exponencial se están considerando los 
--N valores discretos de H(X ), que son los únicos que se han definido, para 

"N ,,. . cada arreglo X d~l conjunto canon1co. 

Por otra parte, al recordar la tercera hipótesis (subcapítulo 2.3) se hará 

necesario calcular la probabilidad PN(XN) de dar con arreglos de moléculas 

indistinguibles, como corresponde al caso real. Tal cosa se hará utilizan 

do la fórmula (1.2.63). Así de (2.4.11) se obtiene 

.. N 

I/ilN J ••/KB H(X )diN 

2N 
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O bien (2.4.12) 

Se llama función de partición y se designa con la letra Q (sin asterisco) 

a la magnitud definida por 

1 
Q = N'. 

1 
1{3N f 

a/KB H(XN) AN 

e dX 

2N 

Al sustituir (2.4.13) en (2.4.12) se escribe simplemente 

= e 

Tomando logaritmos e igualando a cero resulta 

(2 .4 .,13) 

(2.4.14) 

(2.4.15) 

Si se multiplican ambos miembros por K
8 

PN(XN) y se establece la suma en 

(N), siendo éste el número de arreglos de moléculas indistinguibles se 

obtiene 

Por definición de entropía, recordando que también es válido que 

r(N)p (XN) = 1, de (2.4.16) se concluye que 
N 

S - K8 loge Q + a U== O (2.4.17)* 

Por otro lado, de la fórmula (1.6.55) se obtiene 

s - u 
T 

+ ~ = o 
T 

(2.4.18) 

* Recuérdese que la expresion (2.3.2) está referida a arreglos de molécu­
las indistinguibles. 
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De manera qu2 al recurrir a la segunda hipótesis (subcapítulo 2.3), para 

T = T, al comparar (2.4.17) y (2.4.18) resultará que 

1 
a = - T 

(2.4.19) 

y A K log Q = -
T B e 

(2.4.20a) 

O bien A = - KB T log Q 
e 

(2.4.20b) 

Como puede verse, K
8 

tiene por objeto hacer homogénea a esta expresión; 

se trata de una constante universal llamada de Boltzmann. Se acostumbra 

escribir 

1 
B 

(2.4.21) 

La sustitución de (2.4.1) en (2.4.20b) permite expresar a la energía de 

Helmholtz como: 

A = - 1 
B 

log Q 
e 

Y, en adición, de (2.4.19) y (2.4.21) resulta que 

a 
--= 

l 
T 

BT = - B 

(2.4.22) 

(2.4.23) 

Al sustituir (2.4.23) en (2.4.12) se obtiene la ley de distribución de 

probabilidades de Boltzmann, que establece que 

(2.4.24) 

También se escribe 
Q 

(2.4.25) 
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Con 
1 1 

Q = N! r{3N 
2N 

(2.4.26) 

... N 
Ahora bien, si de acuerdo con (1.6.6) se establece que H(X) = C* T, de 

(2.4.25) y (2.4.21) se obtiene 

(2.4.27) 

Así puede verse que entre mayor sea el valor de la temperatura T asociada 
.. N 

a X, con respecto a la media T, menor sería la probabilidad de ocurren-

cia de ese arreglo, es decir 

➔ o 

De esta manera resulta justifica~a la elección de los valores de A¡(XN) 
.. N 

y A2 (X) para satisfacer la primera parte de la primera de las hipótesis 

fundamentales. 

* Es intere~nte mostrar que siguiendo a Arfken, cuando las restricciones 

para maximimizar a la entropía están dadas por integrales en todo el ran­
... N 

go de X, como es el caso, se puede proceder de la manera siguiente: 

l o. <"'N p cx"N> .. N .. N AN Se establece g = - KB p X) loge + Al p(X) + A2 H(X) p(X ), 

siendo A¡= a y A2 = a dos constantes. 

Además se hace p = .-.N 
X 

(Ver subcapítulo 1.3) 

2º. En tales condiciones la máxima entropía se encuentra si se satisfa­

cen las condiciones y se anula la variación 

* "Mathematical rnethods for physicists", subcapítulo 17.7, Academ.ic, 
N. York, 1968. 
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(2.1) 

Por otra parte 

De manera que la condición de nulidad de (2.1) se escribe 

Más, al tener en cuenta a (1.5.11) se obtiene 

e ap(lN) 
omo AN tiene que ser distinto de cero para satisfacer la primera 

ax 
parte de la primera de las hipótesis fundamentales y dado que 

= - ( 
,.N ) ,.N 

KB l + loge p(X) + B + aH(X ), resulta que (2.11) se satis-

face si 

De donde resulta 

Así que por la restricción (2.10) se obtiene 

(2.111) 
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Esta es la fórmula (2.4.8). 

Por otro lado es importante percatarse de que, para cada pareja de valores 

T y V seleccionada para una masa de gas, habrá un valor para la función de 

partición Q, de suerte que :s representa el cambio que se produce en 

ella al variar V. 

Ahora bien, si se recuerda la fórmula (1.5.6) de la página 46, el hamilto­

niano H(XN) puede escribirse en la forma 

(2.4.28) 

Esta fórmula es válida para cada arreglo particular~. de manera que al 

sustituir en (2.4.13) se tendrá* 

Q = 
N ! ¡{3N 

N N 

1 
(2.4.29) 

p 2 p 2 p 2 
-a 1 -a i -B N 

-84> 1 -B<1>2 -B<I> 1 I 2m 2m 2m ,. " " 

J 
N 

d;¡ ... drN Q ·-
~3N 

e e ... e dp¡ dp2 ... dpN e e ... e 
N! 

N N 

y más aún 

A 2 A 2 
P1 PN 

1 J -8 
2m ... J -B 2m J" Q = 3N e dp1 ..• e dpN 

N! ¡{ L._ ____ -----✓ 
""'v '--

-S<I>¡ J" -B<l>N 
e dr¡ ... e drN 

-> .., 
(2. 4. 30) 

N integrales v~ctoriales N integrales vectoriales 

Este último desarrollo será utilizado en los capítulos subsecuentes; por 

el momento basta recordar que las primeras integrales tendrán por límites 

"N ... N ,-N 
* Vale recordar que dX = dp dr y que las 2N integrales de (2.4.13) se 

entienden hechas en todo el rango de variación de xN dentro del conjun­
to canónico. 

t 
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a los valores que pueda alcanzar el momentum y, las segundas, las posicio­

nes que puedan tener las moléculas. 

Por último es pertinente aclarar que algunos autores acostumbran hacer las 

designaciones siguientes 

-a ¡¿ 
-3N 

f 
I: 2m --N 

Í\ = e dp (2.4.31) 

N 

y z = f e -ar~ d;N (2.4.32) 

N 

De manera que la función de partición se escribe 

1 Q =---
N~ Íi3N 

(2.4.33) 

A la integral definida por (2.2.32) se le da el nombre de integral de con­

figuración y será particularmente útil en el capítulo 5. 



3. LOS GASES "PERFECTOS" 

3 . 1 111-t'tcduc.c.,i{, n 

Para entender el significado de la integral de configuración dada por la 

fórmula (2.4.32) es importante hacer un análisis más detallado. 

Para ello se empezará por estudiar una integral de la forma J F(rN)drt\, 

en el caso particular de que F(rN) = l De acuerdo con la N deducción 

de la ecuación (1.2.57) 

dr f 
--N 

= I (3.1.1) 

N 

Y en particular que, para cada (i), deberá tenerse si 

f 
, 

I J 
V1 \)2 \) 3 

A 1 
dr. = dr dr dr = I I I t:,r t:,r !.ir 

1 j .x iy .z u=l v=l w=l X y z 
1 1 u V w 

(3.1.2) 

r r r r. .X iy .z 
1 1 1 

vectorial escalares 
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De esta manera cada una de las integrales vectoriales que figuran en (3.1.l) 

no es más que el volumen "ocupable" por la íesima molécula. Suponiendo 

que el volumen que ocupa cada molécula es by que hay N moléculas, para 

encontrar el volumen "ocupable" por una molécula debe considerarse que, 

del total, V, habrá que descontar un volumen (N-l)b que sería el que ya 

está ocupado por las otras N-1 moléculas restantes. En tales condiciones 

de (3.1.2) se concluye que 

J dri = v - <N-l)b 

r· 1 = V - Nb + b 

Como N >> l y b <<Vesta relaci6n puede simplificarse escribiendo 

lJ - Nb (3.1.3) 

r. 
1 

En la naturaleza existen varios gases que para temperaturas y presiones 

"normales" (entre O y lOOºC por ejemplo,y a presiones próximas a la atmos­

férica, para precisar un poco) que presentan las siguientes característi­

cas. 

lª. Sus moléculas están tan distantes entre sí que prácticamente no ejer­

cen acción unas sobre otras, de manera que el potencial ~len cada 

una de ellas (ver página 50) puede considerarse nulo. 

2ª. El volumen ocupado por las moléculas, Nb, es tan reducido en compara­

ción con el volumen ocupado por el gas que puede suponerse desprecia­

ble. 

Estos gases se llaman "perfecto~" y su comportamiento será el objeto de 

este capítulo. 

3. 2 Vedu.c.u6n de. la e.c.u.aci6n de. fol ga..~e.l pvi6e.c.to~ 

Por lo arriba asentado, la integral de configuración definida por (2.4.32) 
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tomará la forma 

z = I o --N e dr = J 
--N dr (3.1.4) 

N N 

Mas de acuerdo con (3.2.2) y (3.1.3) y ya que V - Nb = Y, se tendrá que 

z = J dr 1 I dr2 ... I --N 
dr 

"' "' r r rN 
l 2 

o bien Z = VN (3.1.5) 

Por otra 

la forma 

1 f 
. ~ A-JN parte, a uncion 11 definida por (2.4.31) podrá escribirse en 

(ver fórmula 2.4.30) 

~2 

2m d"' 
Pl 

~2 

2m ... I dP2••· 

p 2 
N 

-B -2m ... 
e dpN (3.1.6) 

Como las velocidades (y con ellas los momenta) pueden variar, para cada 

molécula entre los mismos límites, todas las integrales de (3.1.6) son 

iguales, de manera que puede escribirse 

(3.1.7) 

"' p 

Se ha visto, además, que una integral vectorial equivale a tres escalares 

y como los momenta pueden variar de - 00 a 00 , de la fórmula anterior se 

concluye que 

-3N 
A dp )

3N 
(3.1.8) 

De una tabla de integrales puede verse que el valor de la que aparece en 
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l / 2 (3.8) es (2r.m/_$) , de manera que resulta 

(3.1.9) 

Así, sustituyendo (3.1.5) y (3.1.9) en (2.4.33), para los gases perfectos, 

la función de partición está dada por 

Q 
1 ( 2nm ) 3N/2 

1l = --
N! t{3N B 

(3.1.10) 

Tomando logaritmos se escribe 

log Q = N log V+ log [ 
1 [ 2;m l JN/

2 l 
3N e e e N: t{ 

(3.1.11) 

Al tener en cuenta la observación hecha anteriormente, si se sustituye 

(3.1.11) en (2.4.20b),la energía de Helmholtz, A, resulta 

log V+ log 
e e N! 

l (3.1.12) 

Si ahora se sustituye (3.1.12) en (1.6.58) la presión estará dada por 

a 
P = av log V+ log 

e e 

Efectuando las operaciones indicadas se obtiene 

p = 

2nm 
B 

(3.1.13) 

(3.1.14) 

Al trasponer V y ya que N = n NA (en donde n es el número de "moles" y 

NA el número de Avogadro) de (3.1.11) se concluye 
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(3.1.15) 

R 

Esta es la ecuación de los gases "perfectos" (fórmula 1.6.5) en donde 

R* • K8 NA es una constante característica de cada gas y R depende de la 

cantidad y tipo de gas. 

Cabe preguntarse si se justificaría tanto trabajo para llegar a la misma 

fórmula (1.6.5). No lo sería si no hiciera patente la validez de las 

hipótesis de partida para llegar a este resultado, hipótesis que, por 

otra parte, han permitido elaborar un criterio más general para analizar 

casos más complicados como los que se estudiarán en el capítulo siguien­

te. 

Por otra parte, tomando logaritmos en (3.1.10) puede obtenerse la expre­

sión (3.1.16) en lugar de la (3.1.11) 

log Q = log ( VN (2nm) 3N/2 ) - 3N log B 
e e N~ .¡.3N 2 e 

(3. l. 16) 

Derivando parcialmente respecto a B se obtiene 

a 3N 
as loge Q • - 28 (3.1.17) 

Pero, por otra parte, como log Q es función de función de B deberá tener­
e 

se que 

(3.1.18) 

Al igualar (3.1.17) y (3.1.18) resulta entonces 

3N l ~ 
- 2f3 = Q ªª (3.1.19) 

l 
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De (2.4.26) también se obtiene 

(3. l. 20) 

En tal forma que dividiendo entre Q y teniendo en cuenta nuevamente a 

(3. l. 10) resulta 

1 
Q 

Al tener en cuenta (2.4.24) se tiene 

Por la igualdad (2.3.4) podrá escribirse 

(3.1.21) 

(3. l. 22) 

(3.1.23) 

Y como la suma rN se refiere a los conjuntos de moléculas inconfundibles 

y hay N! conjuntos~ cada uno con la misma H(XN), en sustitución de (3.1.23) 

podrá escribirse (fórmula 2.4.16) 

(3.1.24) 

"N Finalmente, el miembro derecho de (3.1.24) es U, el valor medio de H(X) 

tal y como se ha usado, de modo que 

1 ~ - - u 
Q ae - (3.1. 25) 
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Al igualar (3.1.17) y (3.1.25) se tendrá que 

3N 
u '"'u 

De manera que al sustituir (2.4.15) en (3.1.26) 

3 
U = 2 N KB T 

Como se ha dicho que N = n Na, se obtiene finalmente 

u 3 Na T =-nK 2 . B 

o bien u 3 
R T --2 

Este resultado también es congruente con la fórmula 1.6.7. 

(3.1.26) 

(3.1.27) 

(3.1.28) 

j 





4. LOS GASES DENSOS 

4. 1 1 ntJwduc.c.-l6 n 

Existen gases que no presentan las características mencionadas en el capí­

tulo 3, por cuanto el volumen ocupado por sus moléculas, Nb, no es des­

preciable en comparación con V, el volumen ocupado por el gas. A su vez 

esto implica que sus moléculas están lo suficientemente próximas como para 

admitir que entre ellas existe un potencial como el definido por la ecua­

ción (1.5.16). Estos gases se llaman densos. 

Por lo que acaba de anotarse se comprende que para este tipo de gases setá 

válida la ecuación (3.1.3). 

4. 2 Ve.duc.u6n de la. ec.u.a.u.6n de lo.6 gMu de.n.60.6 

Para entender su comportamiento es necesario analizar la expresión 

-B (4>l+t2+. • -tN) 
"' e (4.2.1) 

1 
1 

1 
1 

1 
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La suma que aparece en esta igualdad debe entenderse como la energía po­

tencial de todo el sistema de N moléculas y como en este caso los poten­

ciales se dan por parejas de moléculas, tal suma representa a la suma de 

p~tenciales para cada pareja de ellas. Supóngase así que para simplifi­

car las cosas hubiera 5 moléculas; los diferentes potenciales entre las 

parejas serían 

4>12 h3 4>14 4>15 

cj¡23 h4 4>25 

4> 34 lj> 35 

4>45 

Esto implica suponer que la suma en cuestión está formulada por diez suman 

dos. Del arreglo de potenciales arriba mostrado se comprende que si hubie 

ra 4 moléculas, el número de sumandos sería 6 y que si hubiera solamente 

3, el número de sumandos sería 3. De aquí se concluye que, en general, 

para N moléculas, el número de sumandos sería 

N = 
s 

N (N-1) 
2 

(4 .2 .2) 

Ahora bien, el valor de cada potencial+ .. quedará definido por la distan-
l.J 

cia entre la i ésima y la j ésima moléculas; pero, para simplificar las 

cosas,se considerará que este potencial está dado por un valor medio re­

presentativo. Para encontrar este valor medio se empezará por expresar 

el potencial de Lennard-Jones como se indica en la fig 4.1.1 con trazo 

lleno*. 

* Obsérvese que en la figura 1.5.2 aparece dibujada la gráfica de 

F = - ~ vs r, con el objeto de marcar las zonas de atracción y repul-or 
sión. En cambio, en la figura 4 .2. 1 lo que se indica es la gráfica de 

<f>(r) porque lo que importa ahora es mostrar la distancia o en la que se 

supone el mínimo valor de 4> que se designa como 4> 0 • Ambas gráficas 

son parecidas; pero no iguales, como fácilmente puede comprobarse si se 

determina la derivada¾;- a partir de la fórmula de Lennard-Jones. 



) 

1 

95 

Como allí puede verse se ha establecido que 

' = al si 

y ' = - 4>o ( 

1 
.,.....l"--Potencial de 
\ Lennard-Jones 

' \ 
CT \ 

\ Potencial adoptado 

r 

FIG 4.2.l 

r 

%r 

< o (4.2.3a) 

... si r > o (4.2.l>) 

En la última fórmulas es un expo­

nente que permite hacer el mejor 

ajuste posible, con tal que su va­

lor sea superior a 3. Obsérvese 

que sir= o el potencial vale -4,0 

como corresponde al máximo valor 

dentro de la zona de atracción (y 

de allí el signo (-)). 

Por las razones expuestas en la 

ecuación 1.5.16, para encontrar el 

valor medio de 4,, se considerará 

solamente la zona de atracción, 

de manera que pensando en que se trata de un problema "en el espacio de 

tres dimensiones", dicho valor medio se encontrará dividiendo entre el 

volumen V a la integral dada por los valores que toma 4, en esferas concén­

tricas cuyo radio varíe de o a m, es decir 

Al sustituir (4.l.3b) en (4.1.4) resultará que 

f
al 

r 2-s dr 
o 

De manera que al calcular la integral indicada se obtiene 

~ = 4n Po o3 ( rs-3 )w 
V (s - 3) 

o 

(4.2.4) 

(4.2.5) 

(4.2.6) 

t 
;t 
i 

l 

1 
l 
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O bien 4> = 4n 4'o ·o 3 ( __ l_ )e 
V (s - 3) s-3 r o 

(4.2. 7) 

Y como se ha dicho que s > 3, de esta ecuación se concluye que 

♦ = -
4n To o3 
V (s - 3) 

(4.2.8) 

Así, en atención al movimiento caótico de las moléculas puede admitirse 

que todos los potenciales 4> .. serán iguales y que su valor medio está de-
1] 

finidos por (4.2.8) independientemente de la posición en que se encuen-

tren las moléculas. 

Como por otra parte se ha hecho ver que hay N (N-1) 
2 

tara que la suma de todos ellos será, por (4.1.8) 

= -
N(N-1) 4n fo o 3 

2 V (s - 3) 

potenciales, resul-

(4.2.9) 

Para un número N muy grande de moléculas resulta que N(N-1) = N * N, de 

manera que puede escribirse 

= - ( 
2n 4'o a

3 
) 

s - 3 
(4.2.10) 

a 

La expresión contenida en el paréntesis, que se designa por a, depende 

para cada gas en particular (lo que define los valores de 4> 0 y s) del 

"diámetro efectivo" o . 

Por todo lo antes dicho es claro que la fórmula (4.2.1) puede escribirse 

en la forma 

e 

N 
-8 ¿ 4>o 

l 
= e 

N 
-N V a 

(4.2.11) 

En esta forma la integral de configuración dada por la expresión (2.4.32) 

resulta ser, para los gases densos 
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N 

Z "' J eSN V a (4.2.12) 

N 

Mas, en atención a que N2a/V es una constante para cada masa de cada 

gas, podrá escribirse 

z = (4.2.13) 

Sustituyendo ahora (3.1.1) y (3.1.3) en (4.1.14) resulta que 

z • [ / • ~ [v (4.2.14) 

En esta forma la función de partición (fórmula 2.4.33) para el caso de los 

gases densos será 

Q • l A-3N 
N: t{3N 

N N 

(e
a a ) 

V (v - bN) 

Al tomar logaritmos se encuentra que 

log Q = log ( A-
3
:N )+ N log (V-bN )+ N 8 

e e N! t{ e 

Y al derivar parcialmente respecto a V resultará 

a~ loge Q = V -NbN - B af ~) 

2 

N 
a­

V 

(4.2.15) 

(4.2.16) 

(4.2.17) 

Más al tener en cuenta (2.4.20a) y (2.4.21) se concluye que la presión p 

valdrá en este caso 

(4.2.18) 

De aquí se obtiene la ecuación de Van der Waals 
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(4.2.19) 

Esta ecuación rige el comportamiento de los gases densos en sustitución 

a la expresión (1.6.5) para los gases perfectos. La ecuación de Van der 

Waals ha sido comprobada experimentalmente con resultados satisfactorios, 

dentro de las limitaciones que se exponen después. Por lo demás, tiene 

una serie de implicaciones que, de manera sucinta*, se discuten en segui­

da. 

4.3 U.qu-i.do~ 

Una consecuencia interesante de la ecuación de Van der Waals es la necesi­

dad de considerar que existen dos tipos de fluidos, uno, constituido por 

los gases que se han venido estudiando y otro por una distinta categoría 

formada por los líquidos, algunos de cuyas propiedades se discuten a con­

tinuación. 

p 

FIG 4.3.1 FIG 4.3.2 

* Una discusión más extensa puede verse en la publicación D-19 del Insti­
tuto de Ingeniería, titulada "Elementos de teoría de los líquidos para 
ingenieros hidráulicos". México, D.F., diciembre de 1983. 
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La primera implicación de la ecuación (4.2.19) es que por ser de tercer gr,! 

do en V tiene, en general, la forma característica mostrada en la fig 4.3.l 

para distintas temperaturas. A medida que la temperatura aumenta, los 

puntos A, B, D y E tienden a reunirse en C, de modo que existe una temper~ 

tura crítica Te para la cual todos esos puntos coinciden. Por encima de 

esa temperatura el gas se comporta como el gas diluido; por debajo se di­

ce que se trata de un vapor. 

Si cada una de las curvas para cada valor de T T se divide por medio de 
e 

una horizontal, teniendo cuidado de que el área A CD sea igual al área 

C BE, y después se unen todos los puntos, A por una parte y todos los B 

por otra, hasta llegar al punto crítico C, como se muestra en la figura 
.l, 

4.3.2, se divide al plano p V en tres zonas. La primera, limitada por la 

isotérmica Te, par• presiones superiores a pe y después por la curva que 

une a todos los puntos B. En esta zona el fluido se comporta como un gas. 

La segunda queda limitada, por arriba, tambié* por la isotérmica T, para 
e 

valores superiores a p y hacia la derecha por la curva que une a todos 
., c 

los valores A. Dentro de esta zona el fluido se comporta como un líquido. 

La zona comprendida entre las curvas que unen a los puntos By a los pun­

tos A se llama zona de mezcla y en ella coexisten el líquido y el gas. 

Es interesante observar que los tramos de curvas de Van der Waals represe~ 

tan razonablemente bien el comportamiento de los líquidos aún en los tra­

mos AD (líquido metaestable) ver figura4.3.2;otro tanto sucede con el 

comportamiento de los gases en el tramo BE. En cambio, los tramos DE 

no son adecuados para representar el comportamiento de líquidos ni de ga­

ses (obsérvese que corresponden a tramos en donde el volumen aumentaría 

al crecer la presión).• 

Finalmente,la ecuación de Van der Waals también puede escribirse en la 

forma 

p + a K T 
B 

N 
V 

N 1-b -y 

(4.3.1) 
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De manera que llamando "densidad" pal cociente N/V se obtiene 

(4.3.2a) 

Al efectuar la división indicada en el paréntesis y factorizar, resulta 

p = p KB T ( 1 + (4.3.2b) 

Esta ecuacion indica que en sustitución de la ecuación de los gases perfec­

tos sería posible obtener un ftsarrollo en serie, donde la presión, para 

una temperatura dada, se pudiera calcular en términos de una serie de coe­

ficientes que fueran "pesando" el valor de las potencias crecientes de la 

densidad. Estos coeficientes se llaman viriales, depen¡en de la tempera­

tura y se han podido determinar hasta números de orden relativamente alto; 

sin embargo, la complejidad de su cálculo no está compensada por la concor­

dancia con los resultados experimentales en la zona de comportamiento del 

fluido como líquido*. 

No obstante las limitaciones señaladas, la ecuación de Van der Waals ha 

permitido ver, como se había anticipado, que existen dos tipos de fluidos 

y que uno de ellos, los líquidos, se caracterizan por lo pronto, porque re­

quieren de incrementos considerables de presión para obtener sólo pequeños 

cambios de volumen (ver figura 4.3.3) al contrario de lo que ocurre con los 

gases. Sin embargo, la ecuación de Van der Waals únicamente induce a supo­

ner que las moléculas de los líquidos estarán mucho más próximas unas de 

otras que lo que ocurre en el caso de los gases. Para comprender mejor las 

consecuencias de esta proximidad,se desarrollará el siguiente capítulo. 

* Mayores detalles pueden verse en "Elementos de teoría de líquidos para 
ingenieros hidráulicos", op cit. 



5. LA FUNCION DE DENSIDAD RADIAL 

5. 1 I ntlt.oduc.c..i6n 

En este capítulo se estudian las funciones de densidad de probabilidad que 

permiten comprender la función de densidad radial, se encuentran fórmulas 

alternativas a la de Van der Waals y se hace una interpretación molecular 

de la naturaleza de los líquidos. 

5. 2 Ve.n.6.idadu de. pJi.o bab,iU.dad 

Supóngase que interesa conocer la probabilidad n(rN) de dar con un cierto 

arreglo de moléculas de un gas, sin importar las velocidades de las mis­

mas. Aceptando por el momento que se tratara de moléculas inconfundibles, 

tal probabilidad se encontraría sumando las probabilidades de todos los 
AN N 

arreglos X que tuvieran el mismo r, es decir 

(5. 2. 1) 

Según las ideas expuestas en el subcapítulo 2.3 esta suma puede expresarse 

también como 

1 
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(5.2.2)* 

Por otra parte, y de acuerdo con las mismas ideas, de la fórmula (2.4.24) 

se ·concluye que para moléculas inconfundibles 

{5.2.3} 

( 
... N ... N 

Al sustituir 5.2.3) en (2.2.2), simplificar y transponer dr = ~r, y 

tener en cuenta (2.4.28) se obtiene 

J 
-Br ~ 

2m d""N e P 

N 
f 

-Bl:4l 
e 

N 

(5.2.4) 

Se ha definido así una densidad de probabilidad (ver páginas 26 y siguientes) 
""N de dar con un arreglo r independientemente de las velocidades. Al simpli-

ficar (5.2.4) resulta 

(5.2.5) 

Si se recuerda la definición de la integral de configuraci6n (fórmula 2.4.32) 

esta última igualdad se escribe 

-sr~ 
e 

z (5.2.6) 

Copiando la fórmula (1. 2. 28), pero refer.ida ahora a densidades de probabili-

* Obsérvese que sólo se hace la suma en p. 
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dad, puede definirse la densidad de probabilidad de un arreglo den de las N 

moléculas, consideradas como indistinguibles en la forma 

N! 
a: -,--~ 

(N-n) ! J. .. J (5.2.7) 

N-n 

De manera que la densidad de probabilidad de dar con un arreglo de las N mo­

léculas indistinguibles será simplemente, por analogía con la fórmula 

(l.2.29) 

(5.2.8) 

Son de interés para estas notas las densidades de probabilidad de orden 1 y 

2, que según (5.2.7) estarán dadas por 

n1 (rl) = 
N~ 

J. .. J 
... N ... ,. 

(N-1) ! n (r ) dr2, .. drN (5.2.9) 

N-1 

n2(;2) N! J. .. f 
... N 

dr3 ... drN y = (N-2) ! 
n (r ) (5.2.10) 

N-2 

En correspondencia a la fórmula (1.2.10) se puede definir ahora a la densi­

dad de moléculas como 

(5. 2 .1 la) 

En este caso lórl = 6V representa a un volumen elemental, de manera que 

vTlórl = V, que es el volumen total ocupado por el gas; esto permite escri­

bir a (5.2.lla) en la forma 

p = 
N 
V 

(5.2. llb) 

En seguida, y copiando las fórmulas (1.2.19) y (1.2.20) podrán ser definidas 
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las funciones g de orden 1 y de orden 2 como 

g (1) (5.2.12) 

y g(2) (5.2.13) 

Por otro lado, según lo expuesto respecto a la ec 1.2.42 se comprende que 

también es posible escribir las siguientes igualdades 

111(rl) = 11 l (rl) 

ltir 1 I 
(5.2.14) 

112(;2} = 
n 2 < r2 > y 

ltir 2 I 
(5.2.15) 

Adicion~lmente 1 debe recordarse que 

(5.2.16) 

es decir, representa la probabilidad de que haya una molécula localizada 

por r1 y, simultáneamente, otra localizada por ; 2 • Las fórmulas (5.2.lOa) 

a (5.2.16) son generales, tanto para el caso en que haya lugares preferen­

ciales como cuando no sea así. Cuando no hay sitios preferenciales según 

(1.2.31} 111(r1) = N con lo cual toma la forma 
vT 

111 (rl) = __ N __ _ 

\IT l ti~ 1 
(5. 2. 1 7a) 

Pero según lo expresado para establecer la fórmula (5.2.llb) esto equivale 

a escribir, para el caso 

N 
11 

(5. 2. 1 7b) 

De manera que al tener en cuenta a (5.2.llb) y sustituir (5.2.17b) en 

(S.2.12) resultará que, cuando no hay sitios preferenciales 
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g(l) = 1 (5.2.18) 

Este resultado concuerda con el establecido para G(l) en el subcapítulo 1.2. 

Si en estas condiciones se dividen miembro a miembro (5.2.13) entre (5.2.12) 

se encuentra que 

g(2) 
g(l) 

g(2) 
g(l) 

(5.2.19a) 

(5.2.19b) 

Sustituyendo (5.2.16) y (5.2.18) en (5.2.19b) se encuentra que, cuando no 

hay sitios preferenciales 

n2(r1, r2) - IP g(2)1 n¡(;¡) 

n(r2/r1) 

(5.2.20) 

Según las ideas expuestas en la primera parte del subcapítulo 1.2 este re­

sultaco muestra que g(2) es proporcional a la densidad de la probabilidad 

condicionada de que, habiendo una molécula definida por r1, exista otra de­

finida por ;2• Así resulta que g(2) misma no es una probabilidad y por lo 

mismo puede, al igual que G(2) tomar valores superiores a l. Por lo demás, 

aún cuando (5.2.20) solamente es aplicable al caso en que no haya lugares 

preferenciales, la interpretación que acaba de hacerse ayudará a comprender 

el caso más general que, desde luego, requerirá que el análisis se haga a 

partir de (5.2.13). Por otra parte no debe olvidarse, según se hizo ver 

en el segundo caso del subcapítulo 1.2, que G(2) (y con ella g(2))es cons­

tante cuando no hay sitios preferenciales y su valor tiende a 1 cuando el 

número de moléculas y, en este caso, el volumen V crecen indefinidamente*. 

* Para comprender mejor las ideas que se manejan en este capítulo se re­
comienda releer el subcapítulo 1.2. 
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5. 3 CoMide,'t.a.c..,i.onu .6ob'1.e .e..a. 6unu6n de deru,-<..dad Jt.a.dial 

Volviendo al caso general, se dice que se llama función de densidad radial 

g2(r) a la distanciar de una cierta molécula dada, al valor promedio que 

toma g(2) para esa distanciar. 

z 
R 

rsen8dcp 

y 

FIG 5.3.1 

Si, al pensar en el problema en 

tres dimensiones, se desea cal­

cular este promedio, es conve­

niente usar casquetes esféricos 

de radio r. La posición de ca­

da punto R (fig 5.3.1) queda 

así definida por el ángulo 8 

que fija al paralelo PA y el, 

que determina al meridiano ME. 

Como el radio en el paralelo PA 

es r sen 8, un arco sobre éste 

valdrá r sen e d~ y un arco so-

bre el meridiano ME valdrá rde . 
Así resulta que el área "elemental" en torno al punto Res igual a 

r 2sen 8 d~ de. Y, como el área del casquete de radio res 4n r 2, la función 

de densidad radial será 

1 
4n r 2 g (2) r 2sen e de d~ 

r 
(5.3.1) 

Para el caso particular en que no haya sitios preferenciales se obtendrá 

g (2) = 1 y con ello 
r 

g2(r) = 

21T n 

J f sen e de d~ = 1 
o o 

(5.3.2) 

Este resultado muestra que, al igual que g(2), la función de densidad radial 

también vale 1 cuando no hay sitios preferenciales. Por supuesto que, de no 

ser el caso, habrá que calcular su valor a partir de la definición dada al 

principio de esta página. 
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Para mostrar la utilidad de las funciones g (2) y g2 (r) se procederá en . r 
dos etapas. En la primera se hará ver que, mediánte ellas,es posible en-

contrar fórmulas alternativas a la de Van der Waals y sus variantes, for­

mas que, en opinión de varios autores,son más eficientes. En la segunda 

etapa se hará un análisis de estas funciones para tratar de interpretar 

la naturaleza molecular de los distintos cuerpos, con.atención especial a 

los líquidos. 

Así, se empezará por hacer notar que, de las fórmulas (3.1.18) y (3.1.25), 

puede concluirse que la energía interna U puede expresarse en la forma 

a U= - -- log Q ae e 
(5.3.3) 

A su vez, la función de partición Q, dada por (3.1.10) puede escribirse 

Q = 

De manera que, al sustituir (5.3.4) en (5.3.3) se obtiene 

u = 
a (2nm) 312 

N: ~3N 
3N 

+ loge Z - 2 log 
e 

(5.3.4) 

(5.3.5) 

Al efectuar la diferenciación indicada y tener en cuenta que el valor de la 

integral de configuración está dada por (2.4.32) resulta 

u = + __l!i_ 
28 

a - --ae 

Ahora, como se hizo en el capítulo 4, se puede establecer que 

[.+. N (N-1) A-

"' = 2 '1'12 

Al sustituir (5. 3. 7) en (5.3.6) y recordar (2.4.21) se obtiene 

3N KB T 
N (N-1) I -8I:4> A AN 

u = 4' 12 e dr 1 ... dr 
2 2 z 

N 

(5.3.6) 

(5.3.7) 

(5.3.8) 
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Ordenando convenientemente resulta que 

3N Kl 1 J I U• 2 - 2 ~12 N(N-1) 
l 2 

J f
e-SE~ A AN A ,. 

--2- dr3 ... dr dr¡ dr2 

2 N 

(5.3.9) 

Así, puesto que N(N-1) 

drá que 

y al recordar la fórmula (5.2.6) se ten-

3N K T 
B u""----2 

1 
2 f J 

--N ,._ ,._ ) n(r )dq ... drN 

N-2 

De manera que al considerar (5.2.10) resultará que 

u = 
1 
2 

Más, al tener en cuenta a (5.2.13) se encuentra finalmente que 

u = ~ 
2 f f &/2> 

1 2 

Se puede demostrar* que una forma alternativa de esta igualdad es 

(5.3.10) 

(5.3.11) 

(5.3.12) 

(5.3.13) 

Más aun, valiéndose de algunos artificios matemáticos*, para la presión 

puede encontrarse que 

p = J
oo 

o 

ª4i12 
ar g2 (r) r 3 dr (5.3.14) 

Si se compara esta última fórmula con la (4.3.2b) se ve que, en ambas, la 

presión dada por la ecuación de los gases perfectos (3.1.14) debe corregirse 

* Ver "Elementos de teoría de líquidos para ingenieros hidráulicos". 
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mediante un sumando adicional que depende de los coeficientes viriales que, 

como se ha dicho, son difíciles de valuar y conducen a resultados poco 

aproximados; en tanto que al emplear (5.3.14) solamente se hace necesario 

conocer el potencial entre parejas de moléculas, ~12 y la función de den­

sidad radial, la cual puede obtenerse por los procedimientos que se discu­

tirán después. Esto significa que (5.3.13) y (5.3.14) pueden usarse aún 

para la fase líquida con razonable aproximación. 

Por otra parte, supóngase ahora que las moléculas de un cuerpo están re­

gularmente dispuestas y casi fijas como se indica en la figura 5.3.2, en 

donde se considera, por simplicidad, que se trata de un plano. 

1- 66 

r-----------, 

o 2{º 

o ºA oB 
1- 26 -1 

o o o 

L ___________ J 

FIG 5.3.2 

g (2) 
r 

66 

Imagínese que las moléculas estuvieran 

situadas a una distancia 26 como se 

muestra en la figura, siendo 6 = a, 

el radio efectivo de las moléculas. 

Como hay g moléculas la densidad 

"plana" en este caso estará dada por 

(fórmulas 5.2.lla y llb) 

(5.3.15) 

De esta manera, por (5.2.13a) resulta­

rá que 

4 " 16 l'l n 2 (r2) (5.3.16) 

Pero en atención a (5.2.15), si se usa la probabilidad n 2 (r2 ) en vez de la 

densidad de probabilidad, resultará que 

(5.3.17) 

Por 1a definición de función de densidad radial dada en la página 84, resul­

tará que, puesto que a la distanciar= 2 hay 4 moléculas, 
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* 

o bien (5. 3.18) 

Así, supóngase que se tiene la certeza de que en A existe una molécula, de 

manera que la probabilidad de que otra esté en B (ver figura 5.3.2) fuera 

por ejemplo, 0.6, con lo cual podría aceptarse que, en forma similar a la 

discutida al analizar (5.2.20), n2(;2 ) tomará precisamente ese valor de 

0.6. Resultaría entonces que 

Por supuesto que si existiera la certeza de que hay una molécula en A y 

una en B resultaría que g2 (r=2) = 5.1 . 

Al repetir el mismo tipo de análisis para los puntos A y C se encontraría, 

de manera similar, un valor para g2 (r=ra'), de suerte que podría construir­

se una gráfica como la mostrada en la figura 5.3.3, que diera la variación 

de g 2 (r) contra r. 

* 

g (r) •• 
2 3 -

2 ... 

1 .,_ ___ , __ --- ---

Q ._____.,_'-.)..._1.....:\.._.J'-,._1\..___.1..,¿_ ........ • '--~ 

O 2 3 4 5 r 

FIG 5.3.3 

Obsérvese que no se ha incluido la ó porque debería figurar, si se hiciera 
la suma en el numerador, corno la hecha en (5.3.1), en los dos términos de 
la fracción. 
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Se comprende así que entre más probable sea que a una distanciar dada se 

encuentre una segunda molécula, la gráfica se haría más pronunciada para 

ese valor y recíprocamente, de modo que si la probabilidad de dar con esa 

segunda molécula disminuyera, las ordenadas serían menores y los "anchos" 

de la gráfica en torno a los puntos r se harían más amplios. Por lo demás, 

podría verse que las ordenadas serían cero para puntos con r < o, pues de 

acuerdo con lo asentado en la fig 1.5.2, las moléculas no podrían acercarse 

más. Más aún, habría zonas de ordenada también nula en aquellas distancias 

en las que el ordenamiento de las moléculas implicara que no puede encon­

trarse una segunda molécula. 

Ahora bien, estudios realizados mediante difracción de rayos X o con haces 

de neutrones han permitido corroborar las predicciones que se pueden hacer 

simulando numéricamente* el comportamiento de las moléculas para deducir 

de allí las variaciones de g2 (r) respecto ar. De acuerdo con estos resul­

tados la sombra del espectro de difracción que se obtiene es más marcada en 

donde el valor de g(r) es mayor y con ello la probabilidad de dar con una 

segunda molécula. Cuando estos estudios se hacen en un sólido cristalino, 

cuyas moléculas están regularmente dispuestas, se encuentran gráficas del 

todo similares a la de la figura 5.3.3. En cambio cuando se hacen para 

un líquido, el espectro es el mostrado en las figuras 5.3.4a y 5.3.4b. Lo 
...... 

FIG 5.3.4a 

FIG 5.3.4b 

r 
* Ver "Non-newtonian phenomena in simple fluids". Evans, Hanley y Hess 

Physics today, January 1984, Págs 26 a 31. 

1 
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interesante de este resultado es que permite comprender que en un líquido 

el arreglo de las moléculas se va perdiendo con la distancia, puesto que 

para valores de r grandes, g2 (r) tiende a uno, como ocurre en el caso en 

que ya no hay lugares preferenciales. (ver fórmula 5.2.18). 

Por lo demás, la gráfica 5.3.4a y 4b, permite asegurar que la movilidad de 

las moléculas de los líquidos es mayor que la de los sólidos. Pero hay más; 

para distancias~ similares a las escogidas en el ejemplo numérico hecho . 
con la figura 5.3.2, no son raros valores de g2 (r) próximos a 3, como el 

encontrado, lo cual significa que, no obstante su movilidad, las molécu­

las de los líquidos se hallan separadas entre sí a distancias no mayores 

que las que hay entre las moléculas de los sólidos. Finalmente, cabe men­

cionar que si los estudios se hacen con un gas no se obtiene ningún resul­

tado coherente dado que, como se ha dicho, sus moléculas forman un caos en 

continuo movimiento. 

Todas estas circunstancias llevaron a varios investigadores a formular 

teorías sobre la estructura molecular de los líquidos. Según Kirkwood la 

fase líquida ocurre cuando quedan "huecos" entre las moléculas del sólido, 

los cuales son continuamente reocupados por otras moléculas que a su vez, 

dejan nuevos huecos, pero las distancias entre ellas no cambian sustancial­

mente. Llamando número de coordinación al número de moléculas que rodean 

a una dada, Berna! considera que la fase líquida se presenta cuando, sin 

variar sensiblemente las distancias entre las moléculas, los números de 

coordinación se tornan inestables y dice que por ejemplo, es posible hacer 

con hexágonos un arreglo estable en un espacio muy grande, pero no es posi­

ble hacerlo con pentágonos, de modo que si una distribución ideal plana 

hexagonal se volviera pentagonal, habría continuamente posibilidades de 

reacomodo. Alder y Wainwright han tratado de explicar la fase líquida es­

tudiando los movimientos caóticos de moléculas que según la amplitud de sus 

desplazamientos pueden llegar a intercambiar sus posiciones. 

Independientemente de todas estas teorías subsiste un hecho: desde el pun­

to de vista de su arreglo molecular, los líquidos se parecen más a los sóli 

dos que a los gases, al grado de que los estudios más recientes* parecen 

* Ver "Non-newtonian phenomena in simple fluids" Op cit. 
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confirmar las ideas de Maxwell, 
.-segun las cuales "un fluido viscoso se com-

porta como lo haría un sólido elástico si fuera períodicamente licuado en 

un instante y otra vez solidificado, de modo que en cada nuevo ciclo fuera 

un sólido elástico sin deformación". 

Podría alargarse esta disertación con reflexiones sobre la existencia de 

la superficie libre en los líquidos y los fenómenos asociados a ella, como 

la tensión superficial, la nucleación o los cambios de fase. O bien podrían 

hacerse referencias a las peculiaridades del agua, que siendo el líquido por 

excelencia, resulta que se comporta como un líquido atípico. Sin embargo, 

se ha preferido reducir la extensión de estas notas remitiendo al lector 

interesado a dos trabajos de excelente calidad que, en orden de dificultad, 

son "Gases, liquids and solids" D. Tabor, Cambridge, 1979 y ''Liquid State 

Physics" C.A. Croxtoo, Cambridge, 1974*. 

Por otra parte, al examinar el material hasta aquí expuesto en las notas, 

resaltan dos cuestiones. La primera es el progreso alcanzado en el estudio 

de los fluidos gracias a la introducción de dos conceptos fundamentales que 

son las funciones de partición, Q, y la de densidad radial,g2 (r). Dado el 

carácter exponencial de la primera puede pensarse en ampliarla para englo­

bar otros tipos de energía (además de la potencial y la cinética) como se­

rían, en el caso del agua, las acciones de naturaleza eléctrica, por el ca­

rácter polar de sus moléculas. Por lo que concierne a g
2

(r) las perspecti­

vas parecen todavía más favorables, en atención a la posibilidad de obtener 

la por simulación numérica** y de comprobar su valor experimentalmente. 

La segunda cuestión es que, no obstante estas posibilidades, debido a la 

complejidad de los líquidos reales, el empleo de una y otra funciones pre­

senta aún grandes dificultades y, por ahora, se limita al estudio de líqui­

dos "simples" y tan poco usuales como los constituidos por el neón o el 

argón cuando están sometidos a elevadas presiones y muy bajas temperaturas. 

Sin embargo, para terminar con este capítulo resulta conveniente señalar que, 

* En su defecto puede verse "Elementos de teoría de líquidos para ingenie­
ros hidráulicos", Op cit. 

** Los intentos para valuar la función de densidad radial analíticamente han 
sido hasta ahora poco satisfactorios. 
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no obstante las semejanzas en la estructura molecular entre sólidos y lí­

quidos, se acostumbra estudiar el comportamiento de estos últimos a partir 

de principios establecidos para los gases. Independientemente de la jus­

tificación que pudiera tener esa costumbre, el lector puede sacar de este 

hecho sus propias conclusiones. 



6. LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE MAXWELL 

6. 1 1nbl.odu.c.u6n 

La distribución de probabilidades de la velocidad que puede alcanzar una 

molécula de un gas que se encuentra a determinada temperatura fue encon­

trada originalmente por Maxwell. Los resultados que se obtienen a partir 

de esta distribución permiten comprender mejor las ideas expuestas al 

principio del subcapítulo 1.6 . Por otra parte, tales resultados se usa­

rán también en el subcapítulo 7.1 . De aquí el interés en estudiar la 

distribución de Maxwell. 

6.2 Veduc.c..i6n de la dl6t.Jubuc..i6n de Ma.xwe.U. 

De acuerdo con las fórmulas (2.3.4) y (2.4.12), la probabilidad de dar 

con un arreglo XN de las moléculas (supuestas inconfundibles) de un gas 

es 

(6.2.1) 

1 
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Utilizando (2.3.4) también puede escribirse 

-BH (JCN) 
p (XN) .. __ e ______ _ I e-BH(RN) 1 

~3N 
2N 

AN 

dx 

(6.2.2) 

Siguiendo las ideas expresadas al princ1p10 del capítulo 5 imagínese que 

ahora lo que interesa conocer es la probabilidad F(PN) de dar con un arre­

glo de momenta de las moléculas del gas, independientemente de las posi­

ciones que ocupan. Como se hizo entonces, para encontrar esta probabili­

dad, ahora sería necesario sumar las probabilidades de todos los arreglos 
... N ... N 
X que tuvieran el mismo p, lo que en vez de (5.2.1) implica escribir 

(6.2.3) 

Por las mismas razones que las enunciadas para establecer (5.2.2), esta 

última suma se puede escribir en la forma 

... N 
Si se sutituye {6.2.2) en (6.2.4) y se traspone a 6p resulta 

l 
){3N 

1 
){3N 

f e-BH(XN)drN 

N 

N 

Más, al tener en cuenta a (2.4.38) resulta que 
... 2 

-f:iI .E.: J e 2m e-BI~ drN 

f(pN) = ----rc2-N ______ _ 

f 
-BI E.::.. f 2m "N 

e dp 
-BI~ .... N 

e dr 

N N 

(6.2.4) 

(6.2.Sa) 

(6.2.5b) 
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De manera que al simplificar se obtiene 

e 
2 

-r:n: ~ 
2m d"N e p 

(6.2.6) 

En forma similar a la usada para establecer (S.2.7) puede ahora definirse 
n 

la densidad de probabilidad de dar con un arreglo p de momenta den de 

las N moléculas, es decir 

(N-n) ! J ... J f(PN) dpn+l 

N-n 

(6.2. 7) 

Para el caso particular en que n=l, al sustituir (6.2.6) en (6.2.7) y de­

sarrollar se obtiene 
A ,. 2 

J J 
-B E.l: 

. . . e 2m 
N-1 

- .h B 2m 
e 

,. 2 

J 
-B ~ 

2m 
e 

N 

e 

,. 2 
-B P2 

2m 
e 

e 

(6.2.8) 

De esta manera al simplificar resulta que la densidad de probabilidad de 

que las N moléculas inconfundibles tuvieran un momentum p1 estaría dada 

por 

-B !i_ 
2m 

f l (p l) N 
e (6.2.9) = ... 2 

J 
-B ~ 

2m d" e P¡ 

N 

Pero de acuerdo con la interpretación dada a la fórmula (l.2.23b), esto si_g_ 
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nifica que para cada una de las N moléculas indistinguibles habrá una den­

sidad de probabilidad de tener el momentum p1 cuyo valor será 

f (P) = 
u 

"'2 
-BE=. 

2m 
e 

2 

J 
-B ~ 

e 2m dp 

(6.2.10) 

El subíndice u se refiere a la distribución de momenta para una molécula. 

Se ha omitido el índice 1 porque, como se hizo ver en el subcapítulo 1.2 

(fórmula 1.2.11), (6.2.10) es válida para cada P. que se escoja. Por otra 
l 

parte, al establecer la fórmula (3.1.9) se hizo ver que el denominador va-

le 
"2 r 2m " -B E=. [ 

e dp = . 
2lTm 

B 
(6.2.11) 

-00 

De manera que al sustituir (6. 2 .11) en (6.2.10) resulta 
"2 -ar. 

= ·( _a) 3/2 f (P) 2m e 
2lTm 

(6.2.12) 
u 

Es interesante destacar que, por una parte, P2 es un escalar igual al cua­

drado del módulo de P y que, por la otra,todos los momenta de módulo IPI 
(para cualquier dirección en el espa~io de tres dimensiones) tendrán su ex-

"'2 tremo terminal alojado en un casquete esférico de área 4lT P . En tales 
"' condiciones, si lo que interesa es conocer el valor medio del módulo de P, 

según la fórmula (1.2.40) deberá tenerse que 

!PI = J
00 

fu(P) P 4n P2 dp 
o 

(6.2.13)* 

Los límites corresponden a la idea ya expresada de que las velocidades y 

con ella los momenta pueden estar comprendidos entre cero e infinito. 

* Obsérvese que se considera como "incrementos de volumen" a 4n P2 dp. 
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Ahora bien, puesto que pe m V,resultará que 

p3 = m3 v3, dp = mdV, 1C = m v2 

2m 2 

-
Y IPI = m V, 

siendo V el módulo de la velocidad media. 

Teniendo en cuenta esta circunstancia al sustituir (6.2.12) en (6.2.13) 

se obtiene 

411 m3 v3 dV (6.2.14) 

Al simplificar, recordar (2.30) y ordenar convenientemente resulta 

3/2 -a m v2 

= Jm 
--

V ( 211 m KB T ) 
2 V 411 v2 dV e .., .... _,, 

o ~ d\l ....._ 'r' 

(6.2.15) 

f (V) 

Por analogía con la fórmula (l.2.40), dado que se busca la media de V y 

que 411 v2 dV es el "incremento de volumen de velocidad", resulta que la 

densidad de probabilidad de que una molécula tenga una velocidad de módulo 

V está dada por la fórmula de Maxwell 

f (V) = ( 211 
m )3/2 -a 
K T e 

B 

m v2 

2 

Mas, volviendo a (6.2.15), ésta puede escribirse también como 

11 ( 
m )3/2 fm 

V= 4 211 K T 
B o 

En cualquier tabla de integrales puede verse que 

Jm Xn e-ax dx = 

o 

n! 
n+l 

a 

(6.2.16) 

(6.2.17) 

(6.2.18) 

Al asimilar la integral que aparece en (6.2.17) a la forma (6.2.18), de la 



primera se concluye que 

V = 411 ( 
211 

Al simplificar se obtiene 

V = 

120 

m )3/2 1 

K
8 

T 2 

( 

8 KB T 

11 m ) 
1/2 

(6.2.19) 

(6.2.20) 

También es de interés conocer la velocidad media cuadrática, cuyo módulo 

al cuadrado valdrá, por lo antes dicho 

v2 = J
00 

f(V) V2 411 V2 dV 
o 

Al sustituir (6.2.16) y ordenar convenientemente resulta 

v2 = 411 ( 211 
2 

(V 2 ) dV 

También en una tabla de integrales puede verse que 

1 * 3 * 5 ... (2n-l) 

2n+l an 

(6.2.21)* 

(6.2.22) 

(6.2.23) 

De esta manera al calcular la integral que aparece en (6.2.22) en la forma 

indicada por (6.2.23), resulta 

v2 = 411 [ 211 

m ) 3/2 ( 2 
K T in 

B 
(6.2.24) 

Al simplificar se obtiene 

(6.2.25)** 
m 

* Obsérvese que se ha escrito v2 en lugar de V, como aparece en (6.2.15) 

** Resulta interesante observar que el módulo de la velocidad media cuadráti 
ca puede considerarse formado por la swna de los cuadrados de los módulos 
de sus tres componentes y que, si dado el caos molecular éstos se conside 
ran iguales, cada uno tendrá por valor simplemente v~ = (K8T/m) 
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A fin de comparar los valores de la velocidad media cuadrática y la veloci­

dad media se dividirá la raíz cuadrada de (6.2.25) entre (6.2.20) 

(6.2.26) 

De aquí se concluye que~= 1.085 V, es decir que el módulo de la veloci­

dad media es ligeramente (8.5%) más pequeño que el de la velocidad media 

cuadrática, de modo que en aproximaciones toscas podrían tomarse indistin­

tamente. 

Por otra parte, si ambos miembros de (6.2.25) se multiplican por m/2 se ob­

tiene 

m v2 l K T 
-2- = 2 B (6.2.27) 

Y al multiplicar ambos miembros por N, el número de moléculas resulta que 

N m v2 l N 
-2- = 2 KB T 

De acuerdo con (3.1.27) también puede escribirse 

U = 3N 
m v2 
-2-

(6.2.28) 

(6.2.29) 

Este resultado muestra que la velocidad media cuadrática es la adecuada pa­

ra expresar la energía interna de las moléculas. Por lo demás, es muy inte 

resante ·comparar las fórmulas (6.2.28) y (6.2.29) con las obtenidas al pri!!_ 

cipio del subcapítulo 1.6, en donde se emplearon criterios de cálculo muy 

toscos. 
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7. TEORIA CINETICA DE LOS FLUIDOS 

7. 1 1 ntltoduc.u6n 

La segunda parte de estas notas tiene tres objetivos. El primero es mos­

trar cómo las ecuaciones fundamentales de la Hidrodinámica corresponden a 

casos particulares de la ecuación de Boltzmann generalizada. El segundo 

consiste en estudiar la forma en que se transmiten perturbaciones espon­

táneas en un fluido, partiendo de las ecuaciones hidrodinámicas linealiza­

das. En uno y otro casos se destacará la importancia de las simplifica­

ciones introducidas para obtener tales resultados. 

El tercer objetivo es mostrar el manejo de algunos métodos de la Hidrodiná­

mica molecular en los casos más sencillos. 

Como en la primera parte, se empezará por presentar una serie de conceptos 

de Física y Matemáticas que ayuden a la compresión del material que se ex­

pondrá después. 
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7. 2 Te.oJÚ.a elemert.W de io-0 coe6ic.ientu de :tfta.tUipoJtte 

Por el hecho de que las moléculas de un fluido están en continuo movimien-

to puede pensarse que, cuando se desplazan, transportan con ellas cier-

tas magnitudes físicas, como la masa, la energía y el momentum. Asociados 

a esos "acarreos" existen tres coeficientes que, en su conjunto se llaman 

"de transporte". El primero está relacionado con la masa y se denomina de 

difusión; el segundo, ligado a la energía, se llama de conductividad térmi­

ca; y, el tercero, vinculado al momentum.se llama de viscosidad. La deter­

minación de los tres está relacionada con el concepto de distancia media 

entre choques que se discute a continuación. 

En la figura 7.2.1 se muestra una molécula que viaja en la dirección D, en 

cuyo entorno hay dos moléculas F1 y 

F2 que se consideran instantáneamen­

l -1 

FIG 7.2.1 

te fijas. La folécula M chocará si 

la posición de F1 ó F2 es tangente 

(o secante) a un "tubo" imaginario 

cuyo eje coincida con la dirección 

D y cuya sección transversal tenga 

un área n o2 , siendo a el diámetro 

de las moléculas. Por ejemplo si F1 

ocupara la posición mostrada con 

trazo puntuado la distancia que re-

correría M antes de chocar sería i, 

en tanto que si no fuera el caso y 

en cambio F2 estuviera en el sitio 

indicado con trazo discontinuo, la distancia antes del choque sería l' . 

Ahora bien, si la molécula móvil M estuviera rodeada por las moléculas F1, 

F2,,,.FN instantáneamente fijas, las distancia8 que M podría recorrer antes 

de chocar, si se desplazara en las direcciones D1, D2-••ºN serían 

l¡, l2,••·~ como se muestra en la figura 7.2.1 . Se llamará distancia me­

dia entre choques, A, al promedio de estas distancias l., es decir 
1 
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FIG 7.2.2 

N 
. t 1 .f.. 
1= l. 

N 
(7.2.1) 

Si se multiplica y se divide a esta 

expresión por y entre el área ,r o2 

se obtiene 

). = 

N 
.1:

1 
(n o 2 l.) 

1.= l 

N ,r a 2 (7.2.2) 

En estas condiciones la suma que ap~ 

rece en el numerador se puede consi­

derar igual al volumen que rodea a 

la molécula M, en cuyo entorno están 

las moléculas F1, F2.,.FN. Y como la densidad en este entorno es p = N/V, 

de (7.2.2) se concluye que la distancia media entre choques vale 

O bien 

V 
). = ---­

N ,r a2 

). = 
l 

P ,r o2 

* 

(7.2.3) 

En la figura 7.2.3 se muestra un flujo de moléculas J = p V(k) en una cierta 

dirección x y a través de un plano Q normal a esta dirección. Se supone que 

la densidad crece en el sentido del 

flujo, de tal modo que en el plano P 

p 

FIG 7.2.3 

op 
"anterior" al Q vale p - - 6.x y en 

ax a 
el plano R "posterior", vale p + _E_ t:,.x ax 

Se puede suponer que las moléculas es­

tán moviéndose con la velocidad media 

V calculada en el capítulo 6; pero de 

tal manera que la sexta parte de ellas 

* En realidad el número de moléculas en el entorno V es N+1 considerando 
también a la molécula móvil, mas si N es muy grande, como ocurre "en la 
realidad", puede suponerse que p "'N:l . 
Por otro lado en este enfoque tosco no se ha tenido en cuenta el poten­
cial de atracción entre moléculas, hecho que no podrá ignorarse en otros 
casos. 
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viaje en la dirección x, como se dijo en el subcapítulo 1.6 (ver figura 

1.6.lb). En esta forma, si la distancia óx entre los planos P y Q se esco­

ge igual a A se puede pensar que las moléculas provenientes de P en la di­

rección x alcanzarían a llegar a Q, en tanto que si óx fuera mayor que A, 

muchas de estas moiéculas no llegarían a Q porque habrían chocado antes y 

desviado su curso. Como otro tanto puede decirse para las moléculas que 

provenientes de R llegaran a Q al viajar con velocidad V en la dirección 

contraria ax, resultará que el flujo a través de Q estaría dado por 

(7.2.4) 

En esta fórmula A es el área de la sección transversal en donde se estudia 

el flujo. Simplificando (7.2.4) se obtiene 

= - (7.2.5) 

Se llama coeficiente de difusión D al primer factor del segundo miembro de 

esta igualdad 

D = 
V ). 

3 

Al recurrir a las fórmulas (6.2.20) y (7.2.3), (7.2.6) resulta 

1 ( 
8 K

8 
T ¡'i' 

D = 
,r a2 3p lT m 

O bien D 
1 ( 2 l, 1, [ 

K
8 

T l ,1, 
= a2 3p lT m 

~ 

(7.2.6) 

(7.2.7) 

Si ahora se designa por u a la energía de cada molécula, el producto pu= U 

será igual a la energía interna por unidad de volumen de una cierta masa 

de fluido. En correspondencia al flujo J anteriormente estudiado, sella­

mará flujo de energía por unidad de área en la dirección x a la magnitud 

q = U V(x)º Para valuar este flujo se pueden· hacer, por supuesto, las mis 

mas consideraciones que las hechas para establecer la fórmula (7.2.4), de 
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tal modo que, si la energía interna aumenta en el sentido del flujo, se 

tendrá 

De modo que al simplificar se obtiene 

V 
U V (x) == - p 3 

). ou 
ox 

(7.2.8)* 

(7.2.9) 

Por otra parte si se supone que el flujo es a volumen constante,de la f6rmu 

la (1.6.13) se concluye que 

ou • llu -=-= ax 6x 
6T e - = e 

V !J.X V 

aT 
ax 

Al sustituir (7.2.10) en (7.2.9) resulta que 

q = U V (x) = -

(7.2.10) 

(7.2.11) 

En este caso se llama coeficiente de conductividad térmica, K, a la magni­

tud definida como 

(7.2.12) 

La sustitución de (6.2.20) y (7.2.3) en (7.2.12) conduce a 

p CV 1 
K = -3- p n o 2 

O bien e 
V 

K = Jo2 (7.2.13) 

* En esta expresión se supone que pes constante. 
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y 

z 

FIG 7.2.4 

V+ OVx /j 
X Oy 'I 

Vx 
OVx Vx--fJy 
iJy 

Supóngase ahora que a través de cierta área (A) está fluyendo un fluido en 

la dirección x con una velocidad V creciente en el sentido y como se indi­
x 

ca en la figura 7.2.4. Con ésto quiere decirse que si la velocidad en el 

plano Q paralelo al flujo es V, en un plano paralelo a éste y arriba de él av x 
será Vx + 'oyx 6Y, en tanto que en otro, también paralelo, pero abajo. será 

avx 
vx - ~ liy • 

Por tratarse de un fluido, se puede aceptar que, en adición a la velocidad 

general de escurrimiento V, las moléculas también se mueven con velocida­
x 

des V mucho mayores que V, y de tal manera que, como en los casos anteri~ 
X 

res, la sexta parte de las moléculas viaja (animada de una velocidad de 

m9dulo IVI) en el sentido del eje y y que otra sexta parte viaja en senti­

do contrario. Esto significa que, si los planos R, Q y P están colocados 

a la distancia). entre choques, habrá moléculas que provenientes de R lle­

guen a Q llevando un momentum en la dirección x que, para cada una de ellas 
'oVx V 

valdrá m (Vx + ay A). Como el fluj~ de estas moléculas es p 6 AQ • resul 

tará que las moléculas que lleguen al área AQ (paralela al flujo) aportarán 

un incremento de momentum por unidad de tiempo de valor - av 
p * AQ m (Vx + ayx A). Simultáneamente llegarán a AQ. provenientes de P, 

otras moléculas que, sin haber choca~o. causen una disminución de momentum 
v avx 

por unidad de tiempo. de valor - p 6 AQ m (Vx - ay A). Puesto que la 

fuerza es el cambio de momentum por unidad de tiempo resultará que estos 
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flujos de momentum han engendrado una fuerza F alojada en AQ, de valor 

F 
X 

v av v 
= p A m (V + x ). ) -· p - A m (V 6 Q X ay 6 Q X 

av 
- _x >.) 

ay 
(7.2.14) 

Si se llama esfuerzo "cortante" T al cociente de dividir F entre el área 
xy X 

AQ, al simplificar (7.2.14) resulta que 

( 
m vx 

'[ == p 
xy 3 ) 

av 
X (7.2.15) 

En este caso el primer factor del miembro derecho de (7.2.15) se designará 

como coeficiente de viscosidad \.1, y se escribirá 

\.1 = p 
m V >. 

3 
(7.2.16) 

Al recurrir una vez más a las fórmulas (6.2.20) y (7.2.3), de (7.2.16) se 

obtiene 

,, 8 
K! T ]'/' m l [ \l = p 

11 o2 3 p 

O bien l 
( 

2 ) 3/2 1/2 

\l = 3a2 Ít (m K r) (7.2.17) 
B 

Las fórmulas (7.2.6), (7.2.12) y (7.2.16) sugieren que existe una estrecha 

relación entre los tres coeficientes de transporte. Así por ejemplo de 

(7.2.6) y (7.2.16) puede concluirse que 

\.1 = p m D (7.2.18) 

Sin embargo, este tipo de fórmula debe manejarse con cautela porque no pue­

de olvidarse la tosquedad de los procedimientos empleados en este subcapít~ 

lo. 
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7. 3 Algu.nN Jc.UiuU:.adol) de la Mec.lfn-ica del. meclio conü.nu.o 

En la figura 7.3.1 se muestra un tetraedro diferencial en el entorno de un 

punto de un medio continuo, homogéneo e isótropo. Si sobre la cara ABC de­

finida por su normal A actúa un esfuerzo n, éste resulta equilibrado por 

z 

y 

FIG 7.3.1 

las seis componentes de un tensor 

simétrico, llamado de esfuerzo, 

alojadas en las tres caras restan-

tes como se muestra en la figura. 

Debe recordarse que para los esfue.E_ 

zos cortantes se admite que P .. = P .. 
l.] J l. 

y que estos valores están relaciona-

dos con la rapidez con que se produ­

cen las deformaciones. Los esfuer­

zos normales están constituídos por 

la suma de la presión P en el punto 

mas elementos también ligados con 

las deformaciones. Las relaciones 

entre los esfuerzos cortantes 

y las partes de los esfuerzos normales que dependen de la rapidez 

de deformación se llaman ecuaciones de compatibilidad. De esta manera el 

tensor esfuerzo se escribe como la suma 

{ P .. } = p o o + CJ T T l (7.3.1) 
l.J X xy xz 

o p o T CJ T 
xy y yz 

j o o p T T CJ 
xz yz z 

Si V, V y V son los módulos de las componentes de la velocidad t; µ es 
X y Z 

el coeficiente de viscosidad; y, n el módulo de Poisson y si además se es-

tablece que 

3 = 2 µ (1 + n) (7.3.2) 

Entonces las ecuaciones de compatibilidad que definen a las componentes del 
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segundo sumando de (7.3.1) son, para los normales 

av 1 X (a - n(a +o)) - -- ::: -ax 3 X y Z 
(7. 3. 3a) 

av 1 _:¡_= (o - n(o + o)) 
ay 3 y X z 

(7. 3. 3b) 

av 1 z (o - n(o + o)) y - -- = az 3 z X y 
(7. 3; 3c) 

Y para los cortantes 

( 
av 3-) X 

T = - µ --+ 
xy ay ax 

(7.3.4a) 

( 
av aV 

) ~ + z 
T = - µ --
xz az ax 

(7. 3. 4b) 

( 
aV aV 

) _L z 
y T = - µ az + yz ay 

(7 .3.4c) 

Si se suman miembro a miembro las tres ecuaciones (7.3.3) y se recuerda la 
av aV av 

definición de divergencia, V •V=~+ _z + "zz , se obtiene ax ay a 

,. 
- V . v = 1 - 2n (o + o + o ) 

3 X y Z 
(7.3.5) 

Por otro lado, recordando que para cada punto a + a + a es un invarian-x y z 
te, se establece que 

o + o + o 
o = X y Z 

3 
(7.3.6) 

Al sustituir (7.3.6) en (7.3.5) resulta que 

l 
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3 

3(1 - 2n) 
v . v (7.3.7) 

Más aún, si se acepta que los lados de un paralelepípedo diferencial son 
avx av 

dx, d~V~ dz antes de la deformación y (1 + ax )dx, (1 + if ) dy y 

(1 + ~) dz después de ella, la deformación volumétrica unitaria se puede 

expresar como 

av av av 
((1 + axx )(1 + ~ ){1 + 

02

2
) - 1) dx dy dz 

=-----------'----------------dx dy dz 
(7.3.8) 

De modo que simplificando e ignorando los términos de orden superior resul 

ta que 

{7.3.9) 

La sustitución de (7.3.4) en {7.3.7) conduce a 

0 = - ( 3 (l ~ 2n) ) ( ~~ ) {7.3.10) 

Esta expresión permite identificar al primer factor del segundo miembro co­

mo el coeficiente de deformación volumétrica, dado por 

3 
V = 

3 (1 - 2n) 

En adición, la fórmula (~.3.3a) puede escribirse en la forma 

av 
- 3 

X 
-- = o 
3x X 

- n{o 
y 

av 
O bien - 3 

X -- = 
élx 

(1 + n) o 

+ o ) + n o 
Z X 

- n(o + o 
X X y 

- n o 

+ o ) 
z 

X 

(7.3.11) 

{7.3.12) 

Al sustituir (7.3.6) y {7.3.7) en (7.3.12) y despejar a o se concluye que 
X 
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3 
a • -x l+n 

av 
X n --+--ax l+n 

y al tener en cuenta a (7.3.2) resulta que 

o = - 2l,I 
X 

V 
X 

X 
2" _n_ v . v" 

,. l-2n 

Por otro lado de acuerdo con (7.3.11) y (7.3.2) podrá escribirse 

De modo que 

...k_ - \1 = -1..L -
3 3 

= -1..L 
3 

2lJ 
= -3-

~ - \1 = - 2\J 
3 

( 1 

( 

2lJ (l+n) 
3(1-2n) 

l+n ) 
- l-2n 

-3n ) l-2n 

n 
l-2n 

La sustitución de (7.3.15) en (7.3.14) permite escribir 

ºx = _ 2l,I ::x + ( ;lJ _ v ) 
,. ,.. 
'iJ • V 

De la misma manera puede concluirse que 

av 
( ;\J - ) ,.. 

_L+ 
,.. 

o = - 2l,I \1 'iJ • V y ay 

av (~-v)o· y o = - 2lJ __ z+ v z az 

(7.3.13) 

(7.3.14) 

(7.3.15) 

(7. 3. 16a) 

(7. 3.16b) 

(7. 3 .16c) 

Las ecuaciones (7.3.16) y (7.3.4) por una parte, y el empleo de la delta de 

Kronecker* por la otra, permiten escribir a las seis componentes del esfuer­

zo definido por (7.3.1) mediante una fórmula única, que establece que 

* Recuérdese que ó .. = 1 si i=j y ó .. = O si i; j. 
1) 1) 
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(¡; + ( i µ - v) 
,. )- ( 

av. av. 

) p .. = ó .. v • V µ __ l.+ -1. (7.3.17) 
l.J l.J ax. ax. 

J l. 

En efecto, puesto que ó .. a:: 1 si i=j se obtiene, por ejemplo 
l.J 

( 2 ) ,. [ av ) p = p + 3 µ - V V. V - 2µ axx 
XX 

en tanto que dado que ó .. = o si i#j. se tendrá, por ejemplo 
l.J 

p = - µ (
avx 

+ ~) xy ay ax 

7. 4 Complemento~ de Ma.temá.ti.c.M (PJz.op,iedadu. de a.lgu.Yl.a.-6 6u.nuonu. de va/u.a.­
ble c.ompleja. y c.01Z.Jz.elog1t.ama. de u.na 6unc.i6n) 

En la figura 7.4.1 se muestra la forma que una onda progresiva toma en los 

instantes t 0 = O t 1 = ¼ ( 2;) , t 2 = ½ ( 2;) , siendo T su período, L 

su longitud y a su semiamplitud. Como es sabido, la altura y de una onda 

-o t¡ 
t2 

y 

a[ ~~--+,,,L-~-~--'""'r-"""'-=----:---

X 

L 
_, 

FIG 7.4.1 

de ese tipo, en una cierta 

distancia x está dada por la 

fórmula 

y = a cos (kx - wt) (7. 4. 1) 

En esta expresión k = 2n/L y 

w = 2n/T. Ahora bien, utili­

zando la fórmula de Euler 
i8 e =cose+ i sen e 

(con i = ✓-1), la expresión 

(7.4.1) se puede expresar en términos de la parte real de 

i(kx-wt) y = a e (7.4.2) 

La utilización de (7.4.2) en vez de (7.4.1) implica una serie de ventajas, 

la primera de las cuales es obviamente la posibilidad de emplearla completa 

(con parte real e imaginaria) en casos más generales. Por lo pronto puede 
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pensarse por ejemplo, en representar los efectos de la onda en la dirección 

de un vector r distinta de la dirección de propagación de la propia onda 

que correspondería a la de un vector unitario k u 
De esta manera si se es 

tablece que k ~ k 2n/L, permitiría escribir, en lugar de (7.4.2) a 
u 

i(f•r-wt) y e a e (7.4.3) 

Por otra parte, en la figura 7.4.2 se muestra un sistema oscilatorio cons­

tituido por dos cuerpos de masa rn cada uno, ligados por resortes de cons­

tante k y sujetos a la acción de dos fuerzas de excitación que varían con 

rr 
FIG 7.4.2 

el tiempo y de valores f 1(t) 

en el cuerpo l y f 2 (t) en el 

cuerpo 2. 

Lo que interesa es conocer la 

variación de los desplazamien­

tos x¡ y x2 en el transcurso 

del tiempo. Para ello puede 

empezarse por establecer las 

ecuaciones de cuerpo libre en 

cada uno de los dos, teniendo 

en cuenta que la acción del r~ 

sorte central depende de la diferencia entre los desplazamientos de los cuer 

pos l y 2. Así se obtiene 

11 

Para l mx¡ + kx 1 + k(x 1 - x2) = f 1 (t) 

y para 2 

Ambas relaciones forman el sistema 

{ 
ti 

mx1 + 2kx1 

- kx1 

(7.4.4a) 

(7.4.4b) 

Un caso particular de interés ocurre cuando las fuerzas fl(t) solamente 
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actúan en un primer instante sacando a los cuerpos de su posición original 

de equilibrio y dejando después que el sistema vibre libremente; en tal c~ 

so se puede aceptar que las soluciones del sistema (7.4.4a), supuesto que 
-iwt no hay efectos que amortiguen el movimiento, son de la forma x1 =a1e 

" 2 " En esta forma resulta que x1 = - w x1 y x2 

de manera que el sistema podrá escribirse en la forma matricial 

m w2+ 2k 

- k - m w2 

o (J.4.5) 

Para que exista solución distinta de la trivial el determinante del siste­

ma debe ser nulo, lo que exige que 

m2 w4 - 4k m w2 + 4k2 - k2 = O 

Las soluciones de esta ecuación son 

Es decir 

4km ± / 16 k 2 m2 - 12 k 2 m2 
2 m = 

k 
m 

y 
3k 

wl= m 

4km ± 2km 
2m 

(7.4.6) 

Esto significa que el sistema puede vibrar libre y espontáneamente con una 

de las dos frecuencias diferentes w1 y w2. La primera, de menor valor co­

rresponderá al mayor período y se presentará cuando los dos cuerpos se des 

placen simultáneamente en el mismo sentido. Esta frecuencia se llama fre­

cuencia fundamental del sistema. La segunda, llamada primer armónico,ocu­

rrirá si los cuerpos se mueven en sentidos opuestos. Ambas se llaman fre­

cuencias propias del sistema y son una propiedad de éste, toda vez que sus 

valores dependen solamente de sus características m y k. 

Es evidente que habrá sistemas de mayor número de cuerpos vibrantes que 

tendrán mayor número de formas espontáneas de vibrar cuando se introduzcan 

en ellos determinadas perturbaciones iniciales. Al mismo tiempo pueden 

imaginarse sistemas oscilatorios mucho más complicados que el estudiado, 
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en los cuales alguna, o varias, de las frecuencias propias resultaran ser 

complejas. Es más, puede también pensarse 
i(k•r-wt) ciones fueran de la forma X= a e 

,. 
de V¿ es un cierto vector de semiamplitud. 

en sistemas en los que las solu 
~ A ,. i(k•r-wt) 

o aun V= Ve, e en don-
,. ,. 

Si se hace e= k•r-wt para 

simplificar las cosas, en el primer caso (de un escalar) se tendrá que 

ax i i0 iwx -= - wa = -at 
(7.4.6) 

y a2x w2 ie 
w2x w= - a = - (7.4.7) 

Utilizando el operador Vr = ~ (ver subcapítulo 1.3) también para el pri­

mer caso podría establecerse que 

A 

k ie A 

V X = i a e = i k X (7.4.8) r 

y v2 k2 i0 k2 (7.4.9) X = - a e = - X r 

Para el caso más complicado de un vector puede obtenerse de modo similar 

que 

av A ie -= - i w vi e = at 

y a2v w2 
,. ie w = - vi e = 

A 

Con el empleo del operador 'v se obtiene 
r 

A - iw V 

w2 
,. 

- V 

A A A ie V •V= ik • V e = ik • V r i 

(7.4.10) 

(7.4.11) 

(7.4.12) 

Es importante observar que para este caso particular resulta la equivalen­

cia 

A 

v = ik 
r (7.4.13) 
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Por otro lado también puede obtenerse 

iO 
e 

,. 
Obsérvese que así se define un vector en la dirección de Vi . 

,. 

(7.4.14) 

En ocasiones resulta interesante definir el producto de V por la divergen­
r 

cia de V, entendida como V • V . En tal caso y dada la igualdad (7.4.13) 
r 

se escribe 

A 

<v 
,. 

k <v v> V V) = i 
r r r 

Pero al tener en cuenta (7.4.12) resulta que 

A <v A ,. ,. A eie) V V) = i k (i k . vi r r 

De donde se concluye que 

A ,. ,. A 

<i< 
A eie) V (V . V) = - k . vi r r 

(7.4.15) 

A 

Nótese que ahora se trata de un vector en la dirección k. Por tal motivo 

debe tenerse cuidado de no confundir la expresión (7.4.14) que define a un 

vector en la dirección de Vi, con (7.4.15) que define a otro en la direc­

ción k. Sobre este particular se insitirá posteriormente (ver capítulo 11). 

Por otra parte debe recordarse que se llama transformada de Fourier de una 

función del tiempo f(t) a la función de w definida como 

J
"" -iwt 

F(w) = _
00 

f(t) e dt (7.4.16) 

Y que se llama antitransformada de Fourier de F(w) a la función original 

f(t), misma que puede calcularse mediante la expresión 

f(t) = 1 
2n 

(7.4.17) 
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En realidad la colocación del factor 1/2 es arbitraria y en otros escri­

tos se verá asociada a la expresión (7.4.16). En estas notas se empleará 

la convención expuesta por (7.4.16) y (7.4.17)*. 

Por lo demás también debe recordarse que existe una función impulso 6(t) 

definida mediante 

6(t) {: : 

si 

S1 

t = o 

t ,;. o 

Esta función tiene una transformada de Fourier de valor F0 (w) = l. 

En forma análoga puede definirse una función 6(t-t 0 ) por medio de 

si 

si 

(7.4.18) 

(7.4.19) 

Así mismo esta función tiene una transformada de F'ourier distinta de cero. 

Por lo demás también puede pensarse en una función cuyas variables sean la 

posición, dada por un vector; y el tiempo t. 

Fourier espacial de dicha función a 

Se llamará transformada de 

f
oo ifc•r 

F(k,t) = o f(r,t) e d; (7. 4. 20) 

Por supuesto que, a su vez, esta función puede tener una transformada de 

Fourier en el tiempo, que se escribirá 

A Joo A -iwt S(k,w) = _
00

F(k,t) e dt (7.4.21) 

O bien 

* El lector interesado en todo el formalismo matemático que rodea a estos 
conceptos puede acudir al libro de Hsu, "Análisis de Fourier". Dado su 
empleo restringido en estas notas solamente se han recordado los concep­
tos principales. 
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S(k,w) • f00 f00 

f(;, t) ei(k•;-wt) d; dt 
o -oo 

(7.4.22) 

La segunda fórmula permite identificar a S(k,w) como la doble transforma­

da de Fourier en el tiempo y espacial de f(r,t). 

Como una extensión de la función impulso se puede imaginar una función 

o(~,t) que a su vez, tuviera transformada de Fourier espacial y doble. 

Por otra parte, en la figura 7.4.3 se muestra la gráfica de la variación 

de una función del tiempo x(t). Se recuerda que se llama covariancia de 

orden (t) de esta función a la 

suma definida por 

x(t) 

1- ltl 

FIG 7.4.3 

-1 
t 

En esta igualdad ltl representa al 

lapso (que se considera "suficien­

temente" grande) en el que se hace 

la determinación de la covarian­

cia. Se supone que x(t) es tal 

que siempre se obtendrá el mismo 

valor de R (r) con tal que jtl sea suficientemente grande. Por lo demás, 
X 

en el límite resultará que (7.4.23) se escribe 

R (t) 
X 

f
00 

x(t) x(t+1) dt 
o 

(7. 4. 24) 

Es interesante observar que partiendo de (7.4.23) la covariancia de orden 

... , en tanto que la co 

variancia de orden -1 será la suma x¡ x 0 + x2 x¡ + x3 x2 + x 4 x3 + 

Tal resultado permite, al ser generalizado, afirmar que 

R (1) = R (-T) 
X X 

(7.4.25) 

Debe recordarse, por otra parte, que la correlación de orden cero de una 
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población centrada (con i'<t) ~ O) es igual a la variancia de x(t). Por 

lo demás, se llama coeficiente de correlación de orden 1 al cociente que 

resulta de dividir la covariancia de orden 1 entre la covariancia de or­

den cero. Se escribe 

e (1) = 
X 

(p) 

R (1) 
X 

R (O) 
X 

(7.4.26) 

La gráfica que muestra la variación de C (1) con respecto a 1 se llama el 

correlograma de x(t) y suele tener un Í~iecto similar al mostrado con tr~ 

zo lleno en la figura 7.4.4. Por otra parte, de (7.4.25) y (7.4.26) pu~ 

Cx (T) 
(P) 1 

FIG 

T 

7.4.4 

7. 5 Algu.na..6 ide.n:U.dade.-6 teJunodúuími.c.M 

de concluirse que el correlograma 

es una curva simétrica, como se 

indica con trazo puntuado en la 

figura 7.4.4. 

En ciertos problemas particulares 

resulta de interés conocer el área 

"bajo" el correlograma, misma que 

vale 

A(C) 
(pj 

C (1) d1 
X 

p 
(7.4.26) 

Como en los capítulos subsecuentes la densidad jugará un papel importante 

y está Íntimamente relacionada con el volumen, es conveniente conocer la 

forma en que el último puede ser sustituido por la primera en algunas fór­

mulas de la Termodinámica. Para ello se empezará por recordar que la 

igualdad (5.2.llb) establece que 

En esta expresión N es el número de moléculas contenidas en el volumen V 

y p es la densidad. 
r De aquí puede concluirse que 
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N 
= -- (7.5.1)* 

La forma diferencial de esta expresión es 

N 
d\1 = - P2 

r 
dp 

r 
(7.5.2) 

Por otra parte, de las formulas (1.6.8) y (1.6.42) puede concluirse la 

igualdad termodinámica 

T As= óU + P t:N (7.5.3) 

Sustituyendo (7.5.2) en (7.5.3) y ordenando convenientemente resulta 

llU = 1 lls + 
N p 
p 2 

r 
llp 

r 

Si se dividen ambos miembros entre N se obtiene 

ll(U/N) = T 6(S/N) + p2 Pr 

(7.5.4) 

6p 
r 

(7.5.5) 

Las magnitudes u= U/N y s = S/N se llaman, respectivamente, energía por 

molécula y entropía por molécula, de manera que (7.5.5) puede escribirse 

en la forma 

p 
óu = T lls + 2 6p 

Pr r 
(7.5.6) 

Por otro lado debe recordarse que (según se asentó en la página 56), dadas 

dos magnitudes termodinámicas, como el volumen y la temperatura, las res­

tantes características termodinámicas quedarán automáticamente definidas 

en el plano P (presión), \1 (volumen), de manera que si se suponen conoci­

das la entropía y la presión, los incrementos de densidad (en sustitución 

del volumen) y de la temperatura podrán expresarse como 

* La razón para usar p en vez de p se discutirá posteriormente. 
r 
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(7. 5. 7a) 

y (7.5.7b) 

En estas formulas (ax) designa a la derivada de la magnitud X respecto 
aY z 

a la Y cuando la Z se mantiene constante y es tal que se admitirá la iden-

tidad 

l (7.5.8) 

Obsérvese que en ambos miembros Z es constante. Por otro lado, si se sup~ 

nen conocidas la densidad y la temperatura, en correspondencia a las expr.!:_ 

siones (7.5.7) podrá establecerse para la entropía que 

(7.5.9) 

Más aún, dado que las ecuaciones (7.5.7) forman un sistema, se puede, a 

partir de éste, encontrar el valor de 6S, para lo cual basta con utilizar 

la regla de Cramer, así que 

ar ) 
af> s 

y 

6T ( oT ) ar s 
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Con ello resulta que el valor buscado de 6S será 

6p -
r 

Así, al comparar (7.5.9) con (7.5.10), se tendrá que 

De aquí se obtiene, al utilizar la fórmula (7.5.8), que 

Ordenando convenientemente la igualdad anterior resulta 

aT) 
aP s 

De esta manera al recurrir nuevamente a (7.5.8) puede escribirse 

6T (7.5.10) 

(7.5.11) 

(7.5.12) 

(7.5.13) 

(7.5.14) 

Por otro lado, de la fórmula (1.6.43) se concluye que, en atención a 

(7.5.2), si el volumen (y con él la densidad) es constante se tendrá que 

= e (7.5.15) 
V 

Así resulta que, para el caso 



6T 
6S 

Pr 
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T 
=-c-

v 

De manera que puede escribirse finalmente 

T 
e 

V 

En forma análoga si P permanece constante podrá establecerse que 

de donde se concluye que 

(7.5.16) 

(7.5.17) 

(7.5.18) 

Si se sustituyen (7.5.16) y (7.5.18) en (7.5.14) se obtiene finalmente 

+) 
V 

(7.5.19) 

Esta "identidad termodinámica" se utilizará posteriormente. 

7. 6 Uemento.6 de teo/t.,,[a de coffiionu y 6unc..i.onu de den.6ida.d 

Se ha dicho que en el caso de los gases perfectos la posibilidad de choques 

entre sus moléculas es muy remota, pero se comprende que a medida que aume.!!_ 

te la densidad, los efectos producidos por los choques no podrán ser ignor!_ 

dos, de modo que en el caso general del estudio de los fluidos, tales efec­

tos deberán tenerse en cuenta. En estas notas solamente se considerarán 

choques binarios, es decir, entre dos moléculas, despreciándose los efectos 

de colisiones entre tres o más moléculas, por suponerse que serán muy poco 

probables. El análisis de los choques binarios se hará aceptando que se 

trata de choques elásticos, hipótesis que implica admitir los postulados 
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que se enuncian a continuación. 

En la figura 7.6.1 se muestran dos moléculas de masa m cada una que, ani-
... ... 

madas de las velocidades V. y V. , llegarán a chocar en el punto P para 
al. aJ 

FIG 7 .6 .1 

mV. + mV. 
al. aJ 

tomar las velocidades V. y V. respe~ 
di dJ 

tivamente después de haber chocado. 

Si el choque entre ellas es elástico 

se admite que: 

1°. Las masas m, los módulos de sus 

momenta mV y sus energías cinéti­

cas I V2 no cambian con el choque. 

2°. La suma de los momenta de las dos 

moléculas es igual antes y des­

pués del choque, es decir 

A A 

= mV. + mV. 
dl. d1 

(7.6.1) 

Como puede verse, para el caso el segundo postulado implica que la "resul­

tante" de las velocidades antes y después del choque sea la misma, es decir 

(7.6.2) 

Por otro lado se llamará velocidad relativa de aproximación de la molécula 

(i) respecto a la (j), antes del choque, al vector definido como 

,. 
flV .. 

a l.J 
(7.6.3) 

Interesa ahora conocer, en términos de los dos postulados, cuáles serán 

las velocidades después del choque elástico, suponiendo que se conocen las 

velocidades antes de que éste se produzca. Para ello se ha hecho la cons­

trucción que aparece en la figura 7.6.2. 
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' \ \ 

FIG 7,6.2 

\ / 

\ /" 
-;fD 

' ' 

--~-' - ·, ' ---- t· .J,>, ---- ~,_ ... 
Q¡ 10-~-¡-- F 
d i dJ -"""'"--~--.-,. 

FIG 7.6.3 

A 

En primer término se dibujaron los vectores V. 
➔ a1 

identificar a 6V .. como BA (ver fórmula 7.5.3). 
A 

y V. , lo que permitió 
aJ 

Después, por el extremo 
a1J 

(Punto B) se trazó un segmento CB de la misma longitud que inicial de V. 
ai 

AP y paralelo a éste, de manera que el vector CP resultará igual a la 
A A 

suma de V. y V .. Este vector se prolongó hasta el punto F, de modo 
➔ a1➔ aJ 

que CP = PF, con lo cual se identificó a la suma de las velocidades des-
➔ A A 

pués del choque, es decir PF =V.+ V. 
d 1 dJ 
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Con centro en P se trazó un círculo de radio igual al módulo lv.j y con 
A aJ 

centro en F otro de radio igual al módulo lv.j . Las intersecciones de 
al 

ambos círculos son los puntos D y E. En esta forma los vectores cuya su-
-+ -+ -+ 

~ sea igual a PF serán o bien PD y DF, que no tienen interés puesto que 

son iguales a V. y V. respectivamente, o bien PE y EF que, al tener los 
aJ al ,. A 

mismos módulos que V. y V. y la misma resultante V.+ V. permiten iden-
aJ a 1 a 1 aJ 

tificar a las velocidades después del choque, de acuerdo con los postula-

dos establecidos. 

Después, a partir de P se trazó un segmento PG paralelo a EF y de la mis­

ma longitud que éste, de modo que por lo asentado las velocidades después 

del choque serán 

v. ➔ 
= PG 

dl 

A ➔ 

y v. = PE 
dJ 

A 

Obsérvese que en correspondencia a 6V .. , se puede definir también un vec-
A -+ a 1 J ,,,,...__ ,,,,...__ 

tor 6V .. = EG. Por lo demás, los ángulos APC y FPD son opuestos por el 
dlJ 

vértice y como los triángulos PDF y PEF son iguales, resultará que el ángu 

lo E'p'F es igual al FPD. De esta manera puede escribirse 

,/"-- ,/'­
a= APC = EPF (7.6.4) 

Por otro lado los ángulc3's DFP y BPC son correspondientes y como se ha di-
/'. /"',... 

cho que los triángulos PDF y PEF son iguales, resulta que EFP = PFD. Pero 
.... .,,,,,. ~ .,.........,. 

ademas los angulos EFP y FPG son alternos internos, de manera que finalmen 

te puede establecerse que 

(7.6.5) 

En estas condiciones resulta, de (7.6.4) y (7.6.5) que 

ÁPB = a + B = E'pc' (7.6.6) 

I 
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Así, puesto que los triángulos APB y EPG tienen dos lados y el ángulo 

subtendido iguales, serán iguales entre sí, de manera que la longitud 

del segmento AB es idéntico a la del EG, lo que equivale a decir que 

(7.6.7) 

Ahora bien, imagínese que se produce un choque en tal forma que la veloci 

dad de la molécula (i) sea igual a la que se produjo después del choque 

en el 

jo en 
,. 
V~ y 
al. 

caso anterior y la velocidad de la 

la molécula (j) también después de 

v~ a estas velocidades se tendrá 
al 

y 

v! 
l. a 

= 

(j) sea igual a la que se produ-

haber chocado. Designando con 

que 

Si se hace una construcción similar a la de la figura 7.5.2, puede compr~ 

barse (ver figura 7.6.3) que en tal caso 

y 

v. 
l. 

a 

Este otro tipo de choque se llamará inverso y se caracterizará mediante 

el empleo del símbolo (') en sus magnitudes representativas. Como puede 

verse en la figura 7.6.3 resultará que la velocidad de aproximación de la 

molécula (i) respecto a la (j) en el choque inverso será 

(7.6.8) 

De manera que al comparar las fórmulas (7.6.7) y (7.6.8) se concluye que 

los módulos de las velocidades relativas de aproximación son iguales en 

1 
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el choque directo y en el choque inverso, es decir 

(7.6.9) 

Se ha insistido en el concepto de velocidad relativa de aproximación por­

que el choque entre dos moléculas (i) y (j) puede imaginarse en las dos 

formas que se indican en la figura 7.6.4 . La primera, que es la que has-

FIG 7.6.4 

ta el momento se ha estudiado, 

consiste en suponer que ambas molé 

culas se mueven de tal manera que 

en el instante O, la (i) está en 

la posición o. y la (j) en la O. 
1 J 

para, en el instante 1 ocupar las 

posiciones l. y l. y así hasta 
1 J 

llegar a chocar en P. La segunda 

manera consiste en suponer que la 

molécula (j) está fija y que la se 

gunda, que originalmente estaba en 
A 

o. se acerca con velocidad hV .. 
1 a1J 

de manera que alcanzaría a chocar 

con la (j) al cabo del mismo tiem­

po. 

Por otra parte, debido al potencial de atracción entre las moléculas (ver 

subcapítulo 1.5), para que se produjera el choque de las moléculas que se 

aproximan con velocidad relativa !.IV .. no sería necesario que ellas "apunta-
1J 

ran" exactamente hacia la moléculaªfija (j). Como se muestra en la figura 

7.6.5, si el potencial de atracción empieza a ser significativo dentro de 

una zona de influencia A, aquellas moléculas que pasaran por una trayecto­

ria como la 1-1' no alterarían su curso; las que vinieran por la trayecto­

ria 2 desviarían su curso como se indica, pero sin llegar a chocar. Pero 

aquellas que siguieran la trayectoria 3 alcanzarían a desviarse de tal 

suerte que sí podrían chocar con la molécula fija (j). 

A 

De esta manera, si la densidad de moléculas de velocidad V. se designa como 
a1 
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FIG 7.6.5 

p(i) se puede suponer que den­

tro de una corona cilíndrica de 

radio b, espesor db y altura 

l6V .. 1 6t, siendo ~t el incre-
a1J 

mento necesario para acercarse a 

la zona de influencia del poten­

cial, el número de moléculas (que 

teniendo velocidad V. y con la 
-1 

trayectoria 3) podrta chocar con 

la molécula (j) sería 

P(")l6V. -1 6t 2nb db 1 1J a 
(7.6.10) 

De esta manera,si se quisiera co­

nocer el número total de moléculas 

que se acercaran a la molécula fi­

ja (j) con velocidades de aproximación 6V .. en las diferentes trayectorias 
a1J 

que se muestran en la figura 7.6.5, sería necesario calcular 

J P (.) 1 ~V .. 1 2nb db 6t 
b i a1J 

(7.6.11) 

Desde luego que los límites de esta integral deberían abarcar toda la posi­

ble zona de influencia del potencial de atracción. 

Por otra parte, en atención a la importancia que tiene la densidad p(i) en 

los razonamientos anteriores, a continuación se hará un análisis más deta­

llado. 

Supóngase que en la región R el volumen V t está alojado un fluido y que en 

un subvolumen V identificado por el vector; están contenidas nA moléculas 
r r 

que se mueven con distintas velocidades (en tamaño, dirección y sentido) 

(ver figura 7.6.6). Será necesario para las discusiones subsecuentes cla­

sificar a esas velocidades. Para ello imagínese que una esfera como la 
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y 

FIG 7.6.6 

mostrada en la figura 7.6.7 se 

divide en zonas mediante meridia­

nos y paralelos y que cada región 

se le asigna un número progresivo 

1, 2, 3, ... , j, ... 

En estas condiciones se puede de­

cir que todas las velocidades cu­

yas direcciones estén comprendi­

das entre las normales a los cua­

tro puntos A., B., C. y D. que li 
J J J J -

mitan a la zona (j) y cuyos sentí 

dos apunten hacia el centro de la 

esfera, pertenecen a la zona (j) 

que se puede definir por medio 

del ángulo 8. qu~ la normal trazada desde el centro de esa zona forma con 
J 

el eje Z. Obsérvese que de esta manera las velocidades que tengan direc-

ción en el entorno de e. pero con sentido opuesto al señalado pertenece­
] 

rían a una zona localizada en el octante opuesto al de la región (j). 

z 

FIG 7. 6. 7 

Además, las velocidades que perte­

necen a la región (j) podrán, a su 

vez, clasificarse según su módulo, 

en aquellas cuyo tamaño esté com­

prendido entre v1- hV/2 y 

V1+ óV/2, otras cuyo tamaño esté 

comprendido entre V2- hV/2 y 

V2 + hV/2 y así sucesivamente. 

En esta forma podrá decirse que 

n~ (0., V0 ) será el número de mo-
r J .(., 

léculas que dentro del volumen V 
r 

(identificado por r según se indi-

có) tendrán velocidades que perte­

nezcan a la categoría (j), ~sto es, 



152 

dirigidas en el entorno del ángulo e. y, al mismo tiempo, a la categoría 
J 

{l), es decir, con módulo en el entorno de Vl . Se supone así que si el 

número de categorías (l) es N, el número de moléculas de categoría (j) 

será 

n ... 
r 

{e.) 
J 

n ... 
r 

{7.6.12) 

Más aún, si el número de categorías (j) es Q, el número total de molécu­

las contenidas en el volumen V será 

n ... = ~ n"' 
r j=l r 

r 

(8.) 
J 

(7.6.13) 

Supóngase ahora que el subvolumen V está dividido a su vez 
r 

en v subvolú­
r 

menes parciales, cada uno de tamaño 6V = dr dr dr y a 
X y Z 

su vez igual al 

"tamaño" de cada molécula, en los términos discutidos en el subcapítulo 

1.2. En tales condiciones la probabilidad de que n ... de los v lugares 
r r 

disponibles estén ocupados por las moléculas que hay en V será (ver fórmu 
r 

la l. 2. 31) 

Pn"' r 
= 

V 
(7.6.14) 

r 

Esto significa que la probabilidad de que una de las n ... moléculas ocupe 
r 

uno de los v lugares será 
r 

y también que la 

ten ocupados será 

p ... = 
r 

u 

densidad de 

p ... 
nr = 

l 
\) 

r 

p robab i lid ad 

n r = 
6V \) 

r 

(7.6.15) 

de que n ... de los \) lugares es-r r 

n r 
(7.6.16) 

V r 

De esta manera la densidad de probabilidad de que n"' de los v lugares 
r r 

estén ocupados coincide simplemente con la densidad de moléculas en la re 

1 
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gión definida por r, 
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es decir 

n 
r p ,. 

nr = -'JJ- = Pr 
r 

(7.6.17) 

En estas condiciones es posible definir a fjl como la función de densidad 

de la categoría j.f.., empleando el intervalo de clase 6V que sirvió para 

clasificar a las velocidades según 

1 n--(8.,V,e) ( f. = r J = 
Jl 6V 6V V 

r 

Resulta de interés observar que 

su módulo v.f.. por 

n--(8.,Vi.) 
r J ) 6V 6JJ V 

según (7. 6. 12) 

= 
n-- (8.) 

r J 
'JJ 

r 

1 

r 

medio de 

(7.6.18)* 

(7.6.19) 

De acuerdo con la expresión (7.6.17) esto permite identificar a la densi­

dad de categoría (j) definida en el límite como 

(7 .6.20) 

En esta expresión se ha escrito entre paréntesis el índice (.f..) para indicar 

que se ha hecho la suma en todos los tamaños de (.f..). Algunos autores acos­

tumbran escribir (7.6.20) suprimiendo este índice lo cual, si bien simplifi. 

ca la nomenclatura, puede introducir confusiones. Sobre el particular se 

insistirá posteriormente. 

Por lo demás, obsérv.ese que la función de densidad fjl variara dentro de 

la región R con r y también, en el caso general, con el tiempo t, además 

de variar con la velocidad V (que implica tamaño, dirección y sentido). 

Por otra parte de (7.6.19) y su equivalente (7.6.20) y teniendo en cuenta 

(7.5.15) se puede concluir que 

* Obsérvese que en el "espacio de velocidades" para obtener la "densidad 
de velocidades" se ha dividido entre V, de la misma forma que en el es­
pacio ordinario se divide entre v. 
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(7.6.21) 

En adición, para cualquier propiedad 1/1. asociada a las moléculas de cate­
J 

goría fjl se llama valor medio de esta propiedad a la magnitud definida 

como 

J 1/1. f. dV 
J J (l) 

V 
1/1. = 

J 

I f. dV 
J (!} 

V 

(7.6.22) 

De (7 .6.20) y (7 .6.22) se concluye que 

dV p. 1/1. 
J J = I 

V 

1/1. f. 
J J (l) 

(7.6.23) 

De manera análoga y en atención a (7.6.21) resulta que 

Q 
. El 1/1. P. = Pr 1jl 
J= J J 

( 
(7. 6. 24) 

En esta última fórmula 1/1 representa al valor promedio de la propiedad 1jl P!.. 

ra todas las moléculas contenidas en V . 
r 

z 
nr1(B¡ ,Vm) 

nr2 (Bj ,Ve) 

y 

FIG 7.6.8 

En la figura 7.6.8 se muestran dos 

subregiones contiguas, dentro de 

la región R de la figura 7.5.6, t!._ 

les que la primera, identificada 

por el vector r¡ tiene nA (8.,V) 
r 1 1. m 

moléculas de la categoría (i), (m) 

y la segunda, identificada por el 

vector r2 contiene nA (8., Vo) mo-
r2 J -<.. 

léculas de la categoría (j), (l). 

Puede pensarse que la probabilidad 

de que una de las nA (8., V) mo-
r1 1. m 

léculas de la primera región choca 
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ra con una de las nA (6., V0 ) moléculas de la segunda,estará dada por el 
r2 J <-

producto de la probabilidad de que la primera molécula esté efectivamen-

te en alguno de los v lugares de la primera subregión por la probabili­
r¡ 

dad de que la segunda molécula esté localizada en uno de los v lugares 
r2 

de la segunda subregión. Como según (7.6.15) estas probabilidades son 

1/v y l/\1 respectivamente, la probabilidad de choque de una primera 
r1 r2 

molécula de la primera subregión con alguna de las de la segunda valdrá 

1 
V 

r1 
( _l_+_l_+ ... + 1) 

V V V 
r2 r2 r2 

'-- ✓ .. 
nA (e., V O ) sumandos 

r2 J <-

La probabilidad de que una segunda, una tercera y así sucesivamente hasta 

la n (8.,V) ésima molécula choquen,sería igual al producto anterior, 
r 1 1 m 

de tal manera que la probabilidad de que las nA (6.,V) moléculas de la 
r 1 1. m 

primera subregión chocaran con las nA (e.,V0 ) de la segunda estaría dada 
r2 J <-

por 

nA (e.,v) nA (e.,v0 ) 
r 1 1. m * __ r_2_ .... J_<-_ (7.6.25) 

V V 
r1 r2 

Si, en atención a la fórmula (7.5.14), se dividen ambos miembros de 

(7.5.23) entre l6Vl
2

, se obtendrá una relación entre la densidad de proba­

bilidad de choques de las moléculas de categorías (i)(m) y (j)(l) y las 

densidades de las moléculas de esas categorías en las subregiones defini­

das por ;l y r2 , es decir 

nA (6.,V) 
r1 1. m 

V 
r1 

(7.6.26) 

Más aún, dividiendo entre 16Vl 2 (siendo 6V el tamaño del intervalo de cla­

se para clasificar a Vi o Vm) y recordando (7.5.16), resulta 
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(7.6.27) 

Este último resultado indica que la densidad de choques (por unidad de vo­

lumen) es proporcional al producto de las funciones de densidad de las ca­

tegorías (i) (m) y (j) (l). 

En estas condiciones puede pensarse que si f. es la función de densidad 
1m 

de las moléculas que rodean a una de la categoría (j), (l) el número de mo-

léculas que podrían tener un choque directo con ella, sería proporcional, 

de acuerdo con (7.6.11) a 

I f. 1m 

b 

l6V . . 0 1 2nb db dt 
1mJ.(. 

(7.6.28) 

De modo que si no hay una sola molécula de la categoría (j),(l) sino 

n (e.,V0 ) de ellas por unidad de volumen, el número de choques sería pro­
r J .(_ 

porcional a 

I 
f. 

1m 
f. 0 j6V .. 0 1 2nb db dt 

J.(. 1mJ.(. 
(7.6.29) 

b 

Más aún, si se quisiera valuar el número de choques de todas las moléculas 

de la categoría (i) que independientemente del tamaño de su velocidad pu­

dieran tener un choque directo con las de categoría (j) (l), sería necesa­

rio tener en cuenta que este número sería proporcional a 

I J 
b V 

f. f. 0 lóV. 1 211b db dV dt 
1 (m) J-t.. 1 (m) jl 

(7.6.30) 

Y si se tratara de conocer el número de choques directos que todas las mo­

léculas que rodean a las de categoría (j) (l) producirían con éstas, sería 

necesario hacer la suma en todas las direcciones i, e~ decir 

f. f.ulóv. l2nbdbdVdt 
1 (m) Jo(.. 

1 (m)jl 
(7.6.31) 
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Por simplicidad se acostumbra escribir esta suma sin el índice (m) y ano­

tando el índice (i) bajo dV para indicar que en fi(m) se ha hecho la suma 

en todos los tamaños. Esto es, el número de choques directos de todas 

.las moléculas que circundan a las de categoría (j) (l) por unidad de volu 

menes proporcional a la suma anterior que se escribe 

~ f f 
b V 

f. f . 0 j6V .. 0 j 2nb db dV dt 
i J-C.. iJ-c.. (i) 

(7.6.32) 

Para terminar con este subcapítulo es conveniente hacer notar que las uni 

dades en que se expresa esta suma son iguales que las que se usan para 

expresar a fjl" toda vez que j6Vijll b db 6t corresponde a un volumen y 

dV se simplifica con el valor 6V que aparece en el denominador de la ex­
(i) 
presión que define a f. (ver fórmula 7.6.18). Sobre el particular se im 
insistirá en el capítulo siguiente. 



8. LA ECUACION DE BOLTZMANN 

8 . 1 Itivt.c duc.u6 n 

En este capítulo se establece la ecuación de Boltzrnann, que es una 

importante relación a partir de la cual se pueden obtener las tres ecua­

ciones de la Hidrodinámica. 

8. 2 Vua,uwUo de la. ec.uo.u6n de BoUzmo.nn 

Al final del subcapítulo anterior se ha hecho ver que la suma (7.6.32) 

se expresa en las mismas unidades que fjl. En adición se puede hacer 

notar que es proporcional al número de choques directos que todas las 

moléculas en todas las direcciones y de todos los tamaños pueden oca­

sionar con las de categoría (j) (l). 

Ahora bien, al producirse el choque directo, las moléculas de esta cate­

goría pasarán a ser de la categoría (j') (l), según lo indicado en el 

subcapítulo 7. Esto significa que la suma (7.6.32) es también propor­

cional al número de moléculas que por el choque directo abandonan la 

categoría (j), lo que, dicho en otras palabras, equivale•a decir que 
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(7.6.32) representa la disminución que se produce en fj( por la acción 

de los choques directos. 

Pero al mismo tiempo, puede suponerse que se están produciendo, simultá­

neamente, choques inversos, de tal modo que, merced a ellos, algunas mo­

léculas de la categoría (j') pasarán a ingresar a la categoría (j), (l) 

en una cantidad dada por una suma similar a (7.6.32) que será 

f f f 
b V 

f'. f! 0 lhV'. . 0 1 2nb db dV dt 
1 J.(. 1J<. (i) 

(8.2.1)* 

Se puede admitir así que el incremento diferencial de la función de densi­

dad fjl estará dado por la diferencia entre la suma (8.2.1) que representa 

el aumento de ella y la suma (7.6.32) que corresponde a su disminución, 

es decir 

dfjl = f J J 
b V 

f~ f~ 0 jhV~ . 0 1 2nb db dV dt 
1 J<. lJ.(. (i) 

f. f .p l6V .. 0 j 2nb db dV dt 
l J.(. 1J<. (i) 

(8.2.2) 

De esta manera, si se tiene en cuenta la identidad (7.6.9), al factorizar 

la expresión anterior se obtiene 

{f'. f'.o - f. f. 0 ) l6V .. 0 j 2nb db dV dt (8.2.3) 
1 J.(. 1 J.(. 1J.(. (i) 

Por otra parte, se hizo notar que f.
0 

es función de la posición r, la ve-
,. J.c. 

locidad V y el tiempo t, de tal manera que su variación, dada en términos 

de estas variables, se explica también en términos de los choques binarios, 

lo que equivale a escribir (8.2.3) en la forma 

* Obsérvese el ~mpleo del símbolo (') para designar a las magnitudes del 
choque inverso. 
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f (f~f~ 0-f .f.l) lóV .. 0 12nbdbdVdt {8.2.4) 
1 J.(. 1 J 1).(.. (i) 

V 

Para simplificar la notación en esta fórmula se ha suprimido el índice (l) 

en los términos que indican las derivadas parciales; pero debe tenerse pre 

sente que se trata de valores de fjl" Si en estas condiciones se divide 

entre dt a la ecuación (8.2.4) se obtiene 

(8.2.5) 

En esta fórmula V. representa la velocidad de las moléculas de la catego-
J ,.. 

ría {j) tanto en su tamaño como en su dirección y sentido. a. es su ace­
J 

leración. 

Supóngase ahora que~- sea una propiedad asociada a las moléculas de la 
J 

categoría (j). Si primero se multiplican ambos miembros de (8.2.5) por 

lp. dV para integrar después, el resultado en todos los tamaños (l), será 
J (j) 

lj¡. (f! f! -f.f.)lóv .. l2nb db dV dV 
J 1 J 1 J 1] (i) (j) 

(8.2.6) 

Obsérvese que esta notación es congruente con la empleada para definir la 

suma (7.6.32) en el sentido en que la integración en todos los tamaños (l) 

permite suprimir este índice. 

Es interesante ahora señalar que en correspondencia a la fórmula (7.6.23) 

el miembro izquierdo de (8.2.6) puede escribirse 

J
~ 
dt ipj 

V 

dV 
{j) 

-
p.~­

] J 
(8.2.7) 

De esta manera~- representa al promedio en el tiempo del valor de la pro­
• J 

piedad ip. y p. es la variación temporal de la densidad p .. 
J J J 
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Ahora bien, como simultáneamente,merced al choque directo las moléculas 

de la categoría (j) pasan a la (j'), en tanto que gracias al inverso las 

de categoría (j') pasan a la (j) puede pensarse en que, por el caos mole­

cular, no habrá acumulación en el tiempo de moléculas en la categoría (j) 

o en la (j') de manera que aún cuando f~ 
- - 1 

cada instante, los promedios~- y ~.,por 

f~ y f. f. sean diferentes en 
J 1 J 

un lado y las variaciones tem-
• J J 

porales p. y p~ por otro,son iguales. Esto significa que si la ecuación 
J J 

(8.2.6) se establece a través del choque inverso se obtendrán los mismos 

resultados, es decir que 

df. 
_J_ 
dt 

1jl. 
J 

dV 
j 

Más, en atención a (8.2.6) también podrá escribirse 

df'. 

I _J_ ljl~ 
dt J 

V 

dV 
(j) = i f I f 1/J~(f.f. -f~f~)ILW'..l2nb db 

J 1 J 1 J lJ 
b V V 

dV dV 
(i) (j) 

(8.2. 7) 

(8.2.8) 

Obsérvese que por tratarse del choque inverso se han intercambiado f. f. 
1 J 

y f! f! y que además se emplea lóV!. 1, 
1 J 1J 

Ahora bien, puesto que los segundos miembros de (8.2.6) y (8.2.8) son 

iguales,en atención a (8.2.7) resultará que el miembro izquierdo de 

(8.2.6) podrá escribirse como la suma de la mitad de cada uno de los 

miembros derechos de (8.2.6) y (8.2.8), es decir 

I
~ 1jl. dV = 

1 ¿ I J f 1jl. ( f ! f ! - f. f.) j 6 V .. j 2nb db dV dV + 
dt J (j) 

2 i J 1 J 1 J lJ (i) (j) 
V b V V 

1 
E J f f 1/J~ (f.f. -f!C) l,w'.. 1 2nb db dV dV (8.2.9) +-2 i J 1 J 1 J 1] (i) (j ) 

b V V 

Factor izando y al tener en cuenta a (7 .6. 9) se concluye que 



1 ¡ 

l 

l 

1 

1 
l 
1 
] 

i 
j 
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J ::j ,-j r ½ ¡ J J J (,-j -,¡,j) Cfi f j -fifj) l6Vij 1 2nb db ~~) ~) 

V b V V 

(8.2.10) 

Por otra oarte, además de ampliar el resultado (8.2.5) para todos los tama­

ños (i), ahora se puede hacer la ampliación para todas las direcciones (j) 

de tal manera que partiendo de (8.2.10) se obtenga 

t f dd f j lji . dV = _21 E I: f f f ( lji . -lji ~ ) ( f ! f! 
. t J (') . . J J 1 J 
3 v J J 1 bvv 

-f.f.)ltiv .. l2nb db dV dV 
1 J 1] (i)(j) 

(8. 2. 11) 

Pero sucede que en tales condiciones los Índices (i) y (j) del miembro de­

recho son intercambiables. En efecto, este miembro es de la forma 

r r A. B .. y puede hacerse ver que en tal caso 
j i J 1] 

Esto permite escribir 

I 
df. 1 __.l E dt ljlj dV = - r r 

j (j) 2 j i 
V 

E E A. B . . = E r A. B .. 
j i ] 1] j Í 1 ]1 

a (8.2.11) en su forma alternativa 

f f I(ip. -ip!)(f! f! -f.f.)ltiv .. l2nb db 
1 1 1 J 1 J 1J 

b V V 

(8.2.12) 

dV dV (8. 2. 13) 
(i)(j) 

Nuevamente, puesto que los miembros derechos de (8.2.11) y (8.2.13) son 

iguales el miembro izquierdo de (8.2.11) se puede escribir como la suma de 

la mitad de cada uno de ellos, esto es 

r J ~ ljJ dv = .! r r J f J<t
3
. 

j dt j (j) 4 j i 
V b V V 

-ljl~)(f'. f~ -f.f.)itiV .. l2nb db dV dV + 
J 1 J 1 J 1] (i) (j) 

+ ¼; ¡ f f f <•i -•p<fi fj -fifj)l6Vijl2nb db f~) d(j~) (8.2.14) 
b V V 

De esta manera al factorizar se obtiene 

E J ::j ljl]. dV =¡E E f f Jcljl.+ip.-ljl~-ljl!)(f!f! -f.f.)ltiv .. l2nb db dV dV (8.2.15) 
j V {j) j i b V V J 1 J 1 1 J 1 J 1] (i) {j) 
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Por otro lado al tener en cuenta a (8.2.5) el miembro izquierdo de (8.2.15) 

se puede escribir como 

I 
df. 

r .F 1/IJ. dV = r 
j j j 

V 

[ I 
af. f af. 

tp. ~ dV + t/J. ~~ V. 
J ot e) J ar J 

V J V 

dV + 
(j) I ªf. ] _J_ A 

t/J. '\" a. dV 
J oV J j 

(8.2.16) 

V 

A continuación se estudiará el significado de los tres sumandos dentro del 

paréntesis del segundo miembro. 

En primer lugar podrá escribirse 

I 
a1p. 

f. 2 dV 
J ot j 

(8.2.17) 

Como los símbolos J y a! se pueden cambiar de orden en el miembro izquier­

do de (8.2.17) se obtiene 

af. 
_J_ dV = 
at (j > 

Al tener en cuenta (7.6.23) resulta que 

f 
at. 

ti>. _J_a dV 
J t (j) 

a 
=-

at (p. i.) - p. 
J J J 

V 

Enseguida se puede establecer que 

at. aip. 

J a½ J I (f.1/1. V. )dV = ip.V. ~a dV + 
A 

~a dV + f.V. 
J J J (j) J J r (j) J J r (j) 

V V V 

(8.2.18) 

(8.2.19) 

A 

f 
av. 
-x-1 (8.2.20) f.ip. dV 

J J ar (j) 
V 

Ahora los símbolos f y a½ pueden permutarse en el miembro izquierdo; además 

si se tiene en cuenta que el tercer sumando del miembro derecho se anula. 

porque la velocidad V. de cada molécula no depende de su posición; (ver 
J 

subcapítulo l.5)a partir de (8.2.20) puede escribirse 
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J 
ar• 0 J f V __.J.. dV e_. f. \ji. V. dV -

j j ar (j) ar J J J (j) 
V V V 

dV 
(j) 

Nuevamente el empleo de (7.6.23) permite concluir que 

J 
af. 

0 
_ aílí. 

f . V . -;;-...l- dV = ? p . (ljl. Q.) - p . ( V. -;-,..J. ) 
J J or (j) or J J J J J or 

V 

En tercer lugar se escribirá 

J 
af. J aa. J olji. 

(f .ij,.a.)dV = \ji.a. -w- dV + f.ij,. a(- dV + f .a. a?- dV 
J J J (j ) J J (j ) J J (j ) J J (j ) 

V V V 

(8.2.21) 

(8.2.22) 

(8.2.23) 

Ahora bien, la aceleración a. de cada molécula de la categoría (j) se puede 
J 

escribir como el cociente de la fuerza i. que actúa sobre ella entre suma-
J 

sa. Pero al mismo tiempo deberá recordarse que esa fuerza está dada por la 

derivada respecto a la posición de su potencial (ver subcapítulo 1.5) y que 

esa fuerza no depende de la velocidad. Todo esto significa que 

= o (8.2.24) 

Además, en el miembro izquierdo de (8.2.23) son permutables los símbolos J 
y~ y como se acaba de indicar que aj no depende de V, podrá escribirse 

J J (fj ljJ. ª. > dV 
,. ª J f. dV = ª· -,.- ljJ. 

J J (j) J aV J J (j) 
V V 

(8.2.25) 

Al recordar nuevamente a (7.6.23) resulta que 

I ~ (fj ij,. ª·) dV "" 
,. a 

~.) ª· ~ (pj J J (j) J J 
V 

(8.2.26) 

Pero ahora se puede considerar· que P. \ji. es un promedio y como tal una 
,. J J 

constante que ya no depende de V, de suerte que 
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(8.2.27) 

De-esta manera al sustituir (8.2.24) y (8.2.27) en (8.2.23) se encuentra 

que 

J 
éH. 

ljJ. ~. _i dV = 
J J a\> (j) 

V 
f 

aljJ. 
f ªA ✓ dV 

j j av (j) 
V 

Y de aquí al recordar una vez más a (7.6.1) se obtiene 

(8.2.28) 

(8.2.29) 

Al sustituir (8.2.19), (8.2.22) y (8.2.29) en (8.2.16), al ordenar se ob­

tiene 

I 
df. --
~lj>j 

a 
~.) 

a .... r dV "" r (p. + r -'-"" p v. "'. j (j) j at .J J j ar J J J 
V 

( 
cllj¡. º'+'. ~) - r _:_i + v. a?+ ... 

(8.2.30) p. a. 
j J at J J 

Dos circunstancias deben ser tenidas en cuenta. La primera es que en los 

dos primeros términos del miembro derecho son permutables los símbolos de 

suma y de derivación parcial. La segunda es que en los tres términos que 

aparecen en el paréntesis rectangular se está indicando la necesidad de 

hacer primero, en cada molécula, la operación que aparece indicada y des­

pués obtener el promedio de ella para todas las moléculas. Por lo demás, 

al sustituir (8,2.30) en (8.2.15) se obtendrá la ecuación de Boltzmann, 

que establece que 

--
a a ... 

( 
ª'+'. ... aiJ¡. ~) ~- ~- _:_i + ar1 + 

... 
r p. +-..-a rp. v. - r P. v. a. = at J J r j J J J j J at J J 

1 r J J J ( 1p . +IJ¡ . -ljJ ~ IJ¡~) (f~e -f .f.) le.V .. l2nb db dV dV (8.2.31) = - r 4 . i J l. J l. 1 J 1 J l.J (i) (j) J b V V 
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Como se verá después, a partir de esta importante relación se pueden obte­

ner las tres ecuaciones de la Hidrodinámica. Por lo demás, en su forma 

tensorial se escribe 

--2..r + -ª- I: ( 
aljl. . aii,. aii,j) p. 1'i. p. V ljl_ - t p. -'-l.+ V _J_+ a = 

at • J J dX • J . o. J j J dt - ·ª dX . o. av J a J J J a J o. 

1 t I I J(ljl.+ljl.-ljl~-ljl'.)(f'.f'. -t.t.>l,w .. l 2nb db (8.2.32) = - t dV dV 4 . i J l. J l. l.J l. J l.J (i) (j) J b V V 





9. LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS 

9. 1 I t1.Vt.odu.c.u6n 

Cuando la propiedad lj,. que aparece en la ecuación de Boltzmann representa 
J 

la masa de las moléculas se obtiene, a partir de esta igualdad, la ecua-

ción de continuidad; cuando representa al momentum, se obtiene la ecuación 

de Navier-Stokes y, finalmente, cuando representa a la energía se llega a 

la ecuación de conservación de energía. Estas tres ecuaciones se llaman, 

en conjunto, ecuaciones hidrodinámicas y obtenerlas será el propósito de 

este capítulo. 

9. 2 P,umeJt.a ec.uau6n h,.idJr.ocllnámlc.a 

Si se establece que lj,. = lj,. = m, la masa de una molécula, como ésta no cam-
J 1 

bia con el tiempo, la posición o la velocidad,resulta que 

é)lj,. 
= ___J_ = 

ax 
a 

é)lj,. 

___J_ ·- o av 
a 

Como además para el choque elástico lj,_ = lj,~ y lj,. = lj,'. , se tendrá que la 
J J 1 1 
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ecuación de Boltzmann para este caso particular se reduce a 

a 
at 

r 
j 

a 
P. m + 

J ax 
l: m p. V = o 

a j J jª 

Puesto quemes constante, también puede escribirse 

a 
E + a r V o m p. --m P. = at j J ax j J .a 

a J 

Así que, de acuerdo con (7.6.24) se obtiene 

a (m ) + a 
(m P V ) o p = 

at r ax r a a 

(9.2.1) 

(9.2.2) 

(9.2.3) 

En ocasiones conviene utilizar la densidad en masa definida como pm = m pr 

y entonces se escribe 

a 
at < P v > = o m a 

(9.2.4) 

En esta ecuación V representa a la componente de la velocidad promedio de 
a 

todas las moléculas en la dirección (a). Las formulas (9.2.3) y (9.2.4) 

son dos formas posibles de expresar la primera ecuación hidrodinámica. 

9.3 Segunda ecuac..i.6n fúdll.ocü.námica 

La obtención de la segunda ecuación hidrodinámica requiere hacer las cansí~ 

deraciones que se enuncian enseguida. 

Iª. En realidad lo que no cambia con el choque elástico es el módulo del 

momentum de cada molécula. Mas, en términos del segundo postulado 

tampoco cambia la suma de los momenta antes y después del choque, de 

manera que si se establece ahora que w. = m VA y~- = m VA resulta-
] • l. • 

rá que w­
J 

cho en la 

+ w. = W~ + w! , lo que asegura laJnulidad del !iembro dere-
1. J l. 

ecuación de Boltzmann. 
,. 

Como, por otra parte el empleo del 
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momentum y no solamente de su módulo representa algunas ventajas, en 

la discusión subsecuente se supondrá que~-• m VA, entendiéndose con J .11 

ello que YA 
J la (a), aun 

está dirigido en cualquier direcciónJy no precisamente en 

cuando no se excluye la posibilidad de que (a) y (A) coin 

cidieran. 

2ª. Se supone que VA representa al promedio de las velocidades de todas 

las moléculas en la dirección (A), de manera que la velocidad de una 

de ellas podrá expresarse como la suma de tal promedio más una cierta 

desviación 6VA respecto a ese valor. Se escribe 
J 

(9.3.1) 

Por supuesto que para la dirección específica (a), que coincide con 

la dirección de la x según la cual se hace la derivación parcial en 
a 

la fórmula de Boltzmann, también podrá ~~cribirse, para cada molécula 

en particular 

(9.3.2) 

3ª. Como puede verse, por definición de valor medio resultará que el pro­

medio de 6YA o el de 6Ya son iguales a cero. En cambio, al multipli­

car miembr~ a miembro 19.3.1) por (9.3.2) resultará que 

YA ~Cl = 
J J 

(9.3.3) 

En esta forma, al calcular el valor promedio de (9.3.3) y teniendo en cuen-

ta que 6VA 
j 

ª 6V = O, se obtendrá que 
·ª J 

VA va= 
j j 

En estas condiciones si se hace~- = 
J 

la ecuación de Boltzmann será* 

* Ver fórmula (7.6.24). 

(9. 3. 4) 

m YA resulta que el primer término de 
J 
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at • p. m ·"' J J J 

a 
• -m 

at r P. y,.. 
j J J 
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a 
ª -m 

at 

El segundo término de la ecuación de Boltzmann será 

Pero al tener en cuenta a (9.3.4) podrá escribirse 

a a 
~ r p. m V v_A = ~x 
ox0 j J jª J'' o a 

(9. 3. 5) 

(9. 3. 6) 

(9.3.7) 

Por otra parte puesto que el momentum de cada molécula no cambia con el tiem 

po o con la posición, resultará que 

a 
~A o m = at 
J 

V 
a 

~A m = 
.a ax 
J a J 

Además, si como ya se ha hecho, se escribe 

que actúa sobre la molécula, se tendrá que 

A 

a 
.a 
J 

a 
av 

a 
= X 

.a 
J 

o 

A 

a 
.a 
J 

A 

= X /m, siendo X 
.a .a 
J J 

ay,.. 
_J_ 
av 

a 

(9.3.8a) 

(9. 3.8b) 

la fuerza 

(9. 3. 9) 

Es claro que la parcial del segundo miembro es igual a la delta de Kronecker 

para Aa, toda vez que valdrá 1 si A= a y O si A~ a, de manera que 

A a 
~A X ºAo. ~A (9.3.10) a m = = . a av . a 

J a J J J 

Y de ~ a 
~A = X aqu1. a av m 

.a A 
J a J 
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Al sustituir las expresiones (9.3,8) y la (9.3.10) en el tercer término 

de la ecuación de Boltzmann se obtendrá 

( a! 
a 

~[\ 

,. a ) I: X/\ I: p, m ~/\+~a 
--m + a av m ~/\ = - p. 

j J ax ·ª j J 
J J a J J a J 

= - p X/\ * r 

X/\ 
= - p 

m m 

En esta ecuación X/\ es la fuerza "másica" promedio en la dirección A. 

En esta forma. al sustituir (9.3.5), (9.3.7) y (9.3.11) en (8.2.32) y 

recordando que se ha hecho ver (primera consideración) que para el caso 

el segundo miembro es nulo, se obtiene 

X/\ 
!J.V. /J.V )-p -=O (9.3.12) 

.H .a m m 
(p 

m 
J J 

Efectuando las operaciones indicadas en los dos primeros términos resulta 

De manera que al ordenar, puede escribirse 

Como puede verse el paréntesis del primer término es la derivada total de 

VA respecto al tiempo y el paréntesis del segundo término es nulo en aten­

ción a (9.2.4), así que resulta 

dV/\ a X/\ 
p --= - -- Pm /J.V /\ /J.V + p (9.3.15) 

m dt ax .a m m a J J 

* Ver fórmula (7. 6. 24) . 
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Ahora bien, por el hecho de que P 6VA 6V es un tensor simétrico de segun-
m • ·a 

d d 
. J J 

o grao, de que las unidades en que se expresan sus términos son unidades 

de esfuerzo y de que según se indicó en el subcapítulo 7.3 los esfuerzos cor 

tantes pueden explicarse en términos de las velocidades transversales de las 

moléculas, se puede aceptar que este p 6VA 6V representa al tensor esfuer-
m • ·a 

zo definido en el subcapítulo 7.3 (fórmuli 7.1.1)*. En esta forma (9.3.15) 

se escribirá 

La sustitución 

dVA 
p --­m d 

--

a 
ax 

a 

dVA _a_ p + p . 
XA 

Pm -- = -dt ax Aa m m 
a 

de (7. 3 .17) en (9.3.16) conduce a 

[ - - - l 2 avA avA avA 
6 (P + ( ~ - v) - J- JJ ( - + - J + Aa 3 ax ax ax 

a a a 

+ JJ 

De modo que al simplificar se obtiene 

(9.3.16) 

(9.3.17) 

(9.3.18) 

Esta es la ecuación de Navier-Stokes, que se designa como segunda ecuación 

hidrodinámica. 

9. 4 TeJr.c.vr.a. ec.uac.i.6n kidlt.odin.ámi.c.a. 

La deducción de la tercera ecuación hidrodinámica requiere de las conside­

raciones previas que se exponen a continuación: 

18 • La energía interna de cada molécula se expresara mediante la fórmula 

* Es interesante señalar que en la teoría de la turbulencia se emplea una. 
formulación similar pues en ella Ti·= p 6viAj representa al tensor de 
tensiones turbulentas, siendo Avi e~ incremento instantáneo de la veloci 
dad, respecto a la media, en la dirección (i). Ver, por ejemplo,"Advanced 
Fluid Mechanics~ Raudkivi e Callander, Cap 4, Arnold, Londres, 1975. 
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m 
2 ~A ~A 

J J 

(9 .4 .1) 

En esta igualdad YA es nuevamente la velocidad total de una molécula en 

1 . d. .J cua quier 1recc1on. 

2ª. Como se indicó al deducir la fórmula de Navier-Stokes, esta velocidad 

puede expresarse como la suma de la velocidad promedio de todas las mo­

léculas más una desviación respecto a este valor, es decir 

~A = VA + Á~A (9.4.2) 

J J 

De aquí resulta ~A YA = v 2+ ÁV 2+ 2 VA t,y A A ·A J J J 
(9.4.3) 

Y como se ha hecho ver que Á~A = O, al tomar promedios en la ecuación 

(9.4.3) se obtiene J 

= -v/ + 
~A ~A H 

(9.4.4) 

J J 

3ª. Si se considera que existe un flujo de moléculas, se puede pensar que 

VA representa la velocidad media en el sentido del flujo puesto que, 

independientemente de ·las velocidades propias de las moléculas del 

fluido, hay una tendencia a viajar en determinada dirección. Por otra 

parte, esta velocidad media del flujo es usualmente mucho menor que 

las velocidades propias de cada molécula (ver subcapítulo 7.1) de suer 

te que la igualdad (9.4.4) puede escribirse en la forma 

-2 
~A 
J 

(9.4.5) 

En estas condiciones YA YA representa al cuadrado de la velocidad media 

propia de las moléculis ae1 fluido, esto es,el cuadrado de la V del ca­

pítulo 6. Esto significa que si mes la masa de una molécula y p la 
r 

densidad del fluido, la energía interna por unidad de volumen se expre-

saría en la forma 



u "' p 
r 

m 
2 
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(9 .4. 7) 

-2 4ª. Por otro lado VA es el cuadrado de la velocidad media de desplaza-

miento de las moléculas en el sentido del flujo, de tal modo que (q), 

el flujo de energía por unidad de área definido en el subcapítulo 7.2 

(ver formulas 7.2.11 y 7.2.12)podrá expresarse en la forma general 

q "" p 
r = - (9.4.8) 

Recuérdese que K, el coeficiente de conductividad térmica quedó defi­

nido por las fórmulas (7.2.12) y (7.2.13). 

5ª. Finalmente, si se recuerda que al deducir la fórmula de Navier-Stokes 

se hizo ver que 

V = V + /J.V (9.4.9) 
.a a .a 
J J 

De (9.4.3) y (9.4.9) se concluye que 

V ~A ~A 
= V -2 + V /J.V 2 + 2 VA t:,.~A /J.V + 

·ª a VA a .A .a 
J J J J J J 

+ 2 VA V t:,.~A + v 2 /J.V + /J.V t:,.~A ~A a A .a .a 
(9. 4. 10) 

J J J J J 

Al tomar promedios en la fórmula anterior, los últimos tres términos que 

son de grado impar se harán nulos, por lo cual resultará 

O bien, en atención a (9.4.5) 

(9 .4 .11) 
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Ahora bien, supóngase que en la ecuación de Boltzmann se hace~- igual a 
J 

la energía cinética de la molécula. De acuerdo con los postulados del 

choque elástico~-=~~ y ~- = ~~ , con lo cual el miembro derecho val-
J J J l. 

drá cero. 

lo demás, 
m 

YA, se tendrá que Por puesto que~- = 2 YA J J J 

-1..r m - o m 
~[\ ~[\ 

a 
( u ) p. 2 ~A ~A = Pr 

,: Pr at • J at 2 at 
J J J J J 

(9.4.12)* 

En esta ecuación U es la energía interna por molécula, de acuerdo con la 

fórmula (9. 4. 7) . 

Ademas 

a m 
ax ; p. ~a 2 ~/\ ~/\ 

a J J J J J 

o 
= -- p 

ax r 
a 

(9.4.13)* 

De modo que al sustituir (9.4.11) en (9.4.13) y efectuar la diferenciaciqn 

indicada se obtendrá 

m 
2 

a 
ax 

a 

Más, al tener en cuenta a (9.4.8) y (9.4.7) podrá escribirse 

(9.4.14) 

(9.4.15) 

Ademas, al efectuar la diferenciación indicada en el tercer término del 

miembro derecho y recordando que pA = p AV AV.A se concluye que 
a m .a 

J J 

* Ver fórmula (7.6.24). 
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-ª-r P v ~2 v_A ax . J .a JI 
a J J J 

(9.4.16) 

Con relación a los últimos dos términos se puede pensar en que por defini­

ción de derivada parcial podrá escribirse 

PAa 
avA 

p 1 t:,.x ¡; 
= -= 

ax lix lit lit a 

VA 
PAa . lix liP t:,.p 

y 
~ = -= 

lit t:,.x lit a 

Este simple análisis permite decir que el último término es de un orden me­

nor que el penúltimo, de suerte que aquél resulta despreciable al comparar­

lo con éste. Tal cosa permite escribir a (9.4.16) en la forma 

a 
r pr v_"' 

axª j J"' 

m 
2 ~A ~A 

J J 
Va Pr u+ PAa (9.4.17) 

Por lo que se refiere al tercer término del miembro izquierdo de la ecua­

ción de Boltzmann, como para cada molécula la energía no cambia con el tiem 

po o con la posición, dicho término se reducirá a 

r a m 
~A 

E X V X V p. a 2 ~A 
= p. = p 

j J .a av j J .a .a r .a .a 
J a J J J J J J 

(9.4.18) 

De este modo al sustituir (9.4.12), (9.4.17) y (9.4.18) en (8.2.32) y re­

cordando que en este caso el miembro derecho vale cero se tendrá que 

(9.4.19) 

Por otra parte, si se efectúan las diferenciaciones indicadas en los dos 

primeros términos resulta, al ordenar, que 

(
~ + v ~ ] + u ( ap r + _a_ P 

pr at a ax at ax r 
a a 

(9.4.20) 
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Pero al tener en cuenta a (9.2.4) y puesto quemes constante se obtiene 

.. - (9.4.21) 

Esta ecuación, llamada de energía, es la tercera ecuación hidrodinámica. 

La solución simultánea de las ecuaciones (9.2.4), (9.3.15) y (9.4.21) pe!_ 

mite resolver una amplia gama de problemas de la hidrodinámica. Para 

ello existen métodos numéricos que no son el propósito de estas notas. 

Aquí es más interesante destacar que, si bien estas ecuaciones son genera­

les, se pueden ampliar para considerar fuentes o sumideros, o bien tener 

en cuenta condiciones especiales de frontera en cada caso particular. Sin 

embargo, no debe olvidarse que se han hecho una serie de consideraciones 

para llegar a estas ecuaciones (sobre tpdo para la tercera) y que las más 

importantes han sido suponer que solamente hay choques elásticos y que 

éstos son binarios. De no ser sostenible tal hipótesis se haría necesa­

rio añadir términos correctivos. 

Resumiendo el material expuesto en este capítulo, puede decirse que, en 

su versión vectorial, las tres ecuaciones hidrodinámicas (9.2.4), (9.3.15) 

y (9.4.21) son 

* 

... 

ap 
___!!: + 
at 

... ... 
V (p V) = O 

r m 

dV 
dt 

y 

Recuérdese que q = 

= -

du 
Pr dt = K v2 T - P v •V r Aa r 

- KV T, ver fórmula (9.4.8). 
r 

(9.4.22) 

(9.4.23) 

(9.4.24)* 

r 
1 
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lOf LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS LINEALIZADAS 

1 O. 1 1 Yltlloduce-i.6 n 

En un buen número de casos se pueden considerar validas dos hipótesis. La 

primera, establece que la variación en el espacio de p (la densidad de las 
r 

moléculas) es prácticamente nula en pequeñas distancias de suerte que se 

puede suponer que Vp V= p V •V. La segunda consiste en aceptar que tér-
r r 

minos "cuadráticos" de la forma V!! ó V~ son despreciables en compara-

ción con otros términos, lo que implica aceptar que también las variaciones 

en cortas distancias de V ó de U son prácticamente nulas. Esto no signifi­

ca desde luego que términos de la forma V 2 V sean nulos. 
r 

Cuando se aceptan estas hipótesis simplificatorias y además se introducen 

algunos parámetros termodinámicos en las fórmulas (9.4.22) 1 (9.4.23) y 

(9.4.24) se obtiene la versión linealizada de las ecuaciones hidrodinámicas. 

Ello permite conocer los "modos" hidrodinámicos que se estudiarán en el ca­

pítulo 11. El objetivo de este capítulo 10 es la obtención de las ecuacio­

nes hidrodinámicas linealizadas. 
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10.2 Ec.uac..i6n de. c.on:.U.ru.údad 

Al aceptar la primera de las hipótesis mencionadas y recordando quemes 

constante, de (9.4.22) se obtiene 

ap 
A A 

__!_ + Pr V . V .. o 
at r (10.2.la) 

1 
ap 

A A 

O bien __ r + V • V = o 
Pr at r 

(10 .2. lb) 

Por otra parte, dividiendo ambos miembros de (7.5.7a) entre t, el incre­

mento de tiempo, en el límite se obtiene 

(10.2.2) 

Debe recordarse que en esta expresión pes la presión y s la entropía por 

molécula. Al sustituir (10.2.2) en (10.2.la) resulta 

(10.2.3) 

Esta es la ecuación de continuidad linealizada. 

10.3 Ec.uac..i.6n de. Navie.Jr.-Stoku 

Por otra parte (9. 4.23) puede escribirse en la forma 

( 
av av A ] A 

m p r 3t + V a a;- = - V r ¡; + ( \1 + 1 ) V r (v r • v) + lJ V r 2 V 
a 

(10.3.1) 

De manera que aceptando la segunda hipótesis resultará simplemente 

(10.3.2) 

Esta es la ecuación de Navier-Stokes linealizada. 
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1 O. 4 Ecu.acl6n de e.ne.Jtgla. 

Además, al dividir ambos miembros de (7.5.6) entre 6t, que como se ha di­

cho es un incremento de tiempo, en el límite se obtiene 

au T~+_i_ 
ap 

r 
-= 
at at P 2 at r 

(10.4.la) 

du T~+ L 
ap 

O bien r 
Pr -= Pr at at Pr at 

(10.4. lb) 

Recuérdese que u es la energía interna por molécula y que Tes la tempera­

tura del fluído. En adición (9.4.24) también puede escribirse 

pr ( au + V ~ ) = K V 2 T - P V • V 
clt a ax r Aa r 

a 
(10.4.2) 

Recordando (7.3.17), se tendrá que 

- [o Aa 
. v - IJ [ av A + av AJ l 

clx clx 
::i a 

(10.4. 3) 

De modo que en atención a la segunda hipótesis de (10.4.2) y (10.4.3),se 

obtiene simplemente 

au 2 ,. ,. 
p ~ = K V T - p V • V (10. 4. 4) 

r ot r r 

Con esto resulta que al igualar (10.4.lb) con (10.4.4) se obtiene 

(10.4.Sa) 

Al ordenar convenientemente resulta que 

(10 .4 .5b) 

Y al tener en cuenta a (10.2.la) se obtiene simplemente 
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(10.4.6) 

Por otro lado, al integrar (7.5.7b) entre dos puntos próximos de tempera­

turas T0 (inicial y constante) y T de una temperatura dada se obtiene 

(10.4. 7) 

Que podrá escribirse en la forma 

T = ( aT 
as )_ 

p 
(!! )_ So+ (:;) Po) (10.4.8) 

p s 

Teniendo en cuenta que la magnitud que aparece dentro del paréntesis rec­

tangular es constante, al aplicar el operador V 2 en ambos miembros de 
r 

(10.4.8) se obtiene 

La sustitución de (10.4.9) en (10.4.6) conduce a 

2 -V p 
r 

V 2 S + K (ª! ) r ap 
s 

Esta es la ecuación de energía linealizada. 

1 O. 5 ~tenu de ec.ua.c...ione.6 hidlt.ociúufmi.c.a.h 

2 -V p 
r 

(10.4.9) 

(10.4.10) 

Resumiendo puede decirse que las ecuaciones hidrodinámicas linealizadas 

forman un sistema en donde las viariables son s, la entrop{a, p, la pre­

sión y V la velocidad. Este sistema constituido por las igualdades 

(10.1.3), (10.3.2) y (10.4.10) se escribe, en su versión vectorial, 
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( 
clp ) 

( 
í)p ) -r os r !E. ~ 

,. 
= o rs- - - + ap" 

5 
í)t + Pr • V 

p élt r 
(10.5.la) 

,. 
í)V ,. 

(v+f)vr 
,. ,. 

V 2 
,. 

m p - - - V p + (V • V) + ii V 
r ot r r r 

(10 .5. lb) 

; 

T ~ = (!! )_ V 2 (:; t V 2 -p K S + K p 
r élt r r 

p 
(10.5.lc) 

Ahora bien, un fluido se llama ideal si tiene la característica de que K=O, 

ii=O y v=O, de manera que para este tipo de fluido la ecuación (10.5.lc) re­

sultará 

as De aquí se concluye que at = O, por lo cual las ecuaciones (10.5.la) y 

(10.5.lb) para el fluido ideal resultan ser 

( 
élpr ) ~ ,. ,. 

+ p V • V = o a- at r r p s 
(l0.5.2a) 

,. 
av ,. 

y m P = - V p r élt r 
(10.5.2b) 

Al derivar parcialmente,respecto ata (10.5.2a) y al aplicar el operador 
,. 
V a (10.5.2b) se obtiene, respectivamente r 

y m P r -ª-- v at r 
. v = - 2 -V p 

r 

(l0.5.3a) 

(10.5.:1>) 

Así que al igualar (10.S.3a) y (10.3.b) y teniendo en cuenta a (7.5.8) pue­

de escribirse 

(10.5.4) 

1 
f 
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Esta es una ecuación hiperbólica en p en donde la celeridad está dada por 

E/(~) 
m s 

(10.5.5) 

C0 se designa como velocidad isentrópica del sonido en el fluido. 



11. LOS MODOS HIDRODINAMICOS 

11. 1 1n.tlt.oduc.c.i6n 

Así como en el subcapítulo 7.4 se dijo que un sistema vibratorio tenía 

frecuencias características que permitían estudiar las posibles formas de 

vibración del sistema cuando se introducían en él perturbaciones instan­

táneas, se comprende que la determinación de las frecuencias característi­

cas del sistema formado por las ecuaciones (10.5.1) permitirá conocer la 

forma en que ondas caloríficas (representadas por s) y ondas de presión y 

velocidad se transmitirán en el seno de un fluido. Estas frecuencias se 

llaman los "modos" hidrodinámicos y su estudio será el propósito de este 

capítulo. 

11 . 2 Modo11 de c.oJt.tante 

De acuerdo con lo expuesto resulta natural que en correspondencia a la so­

lución dada para analizar el sistema (7.4.4), ahora que se pretende estu­

diar el (10.5.1), que es más general, podrá suponerse que la solución es 

de la forma 
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s s i0 = e 
a (11.2.la) 

ie 
p = pa e (11.2.lb) 

.. .. ie y V = V e 
a (11.2.lc) 

En estas relaciones S , p y V representan a las semiamplitudes caracte-
a a a 

rísticas. Además debe recordarse que 

e= (k • ; - wt) (11.2.2) 

A su vez w = 2n/Tn, en donde Tn es el período y k = k 2n/L, en donde k u u 
es un vector unitario en la dirección de propagación de la onda. 

Por otra parte se tendrá presente que 

(11.2.3) 

Con esto quiere decirse que la amplitud V se considera formada por tres 
a 

componentes; la primera, en la dirección de propagación de la onda y con 

módulo v 11 y las otras dos dirigidas en sentidos normales a esa dirección 

y, a su vez perpendiculares entre sí. 

• 
En estas condiciones, al sustituir las igualdades (11.2.1) en la primera 

de las ecuaciones hidrodinámicas linealizadas (fórmula 10.5.la) y tener en 

cuenta a (7.4.6) y (7.4.8) resulta que 

s i0 
e - iw 

i0 e • O 
a 

Al multiplicar ·¡ i8 por 1 e se obtiene 

w [ :: r ) _ +w ¡ :;r l. A .. 
s p - p k •V = o (11.2.4) 

a a r a p 
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1 
1 
1 
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Si se sustituyen las igualdades (11.2.1) en (10.5.lb) y se tienen en cuen­

ta (7.4.10), (7.4.8), (7.4.15) y (7.4.14) resulta que 

A i8 k i8 ,. 
A eie) (v + µ /3)-\.1 k2 

,. ie 
- i w m p V e = - i Pa e k(l • V V e 

r a a a 

Multiplicando por ·¡ i8 l. e se obtiene ahora 

v = k kCk v ><v + µ/3)- µ k2 
,. 

(11.2.5) w m p p - i i V 
r a a a a 

Finalmente, al sustituir las igualdades (11.2.1) en (10.15.lc) y tener pre­

sentes a (7.4.6) y (7.4.9) resultará 

Expresión que al ser multiplicada por i/ei8 toma la forma 

w p T S = - i k2 K (ºT) S - i k2 K (ª!) p r a as - a ap a 
p s 

(11.2.6) 

Por otra parte, de acuerdo con (11.2.3) podrá escribirse 

(11.2.7) 

Y dado que V.1-.l y V.i..2 son normales a k y que k es unitario y paralelo a k 
u 

se tendrá que 

,. ,. 
p k • V = p k V¡¡ 

r a r 
(11.2.8) 

De modo que al sustituir (11.2.8) en (11.2.4) se obtiene una ecuación en 
,. 

donde sólo figura V11 y no aparecen las V.i_; esto es 

w [ ::r )_ 
p 

(11. 2. 9) 
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Además, de (11.2.3) y (11.2.5) se concluye que 

(22.2.10) 

Recordando nuevamente las características de las tres componentes de la am­

plitud V puede escribirse 
a 

... ... 
ku(w m pr v11 )+ w w pr(V.i.l + V.i.2) = 

= k (k p - i k2 V 11 ( \1 + 4 µ /3) u a 

... "' 
- i µ k (V.1. l + V.1. 2 ) (11.2.11) 

De aquí se concluye que, en la dirección de propagación de la onda, se ten­

drá 

w m p V¡¡ = k p - i k 2 (v + 4µ/3) V11 r a (11.2.12) 

En tanto que para cualquiera de las dos direcciones perpendiculares se po­

drá escribir 

w m p IV.1..I = - i µ k2 IV.1.I r 
(11.2.13) 

Entonces las direcciones normales a la de propagación de la onda la frecuen­

cia vale 

w = -
i k 2 

m P r 
~ (11.2.14) 

En estas condiciones puede pensarse que al propagarse una onda de presión ó 
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de calor en el seno de un fluido en una dirección dada, normalmente a 

ella se generarán ondas de velocidad transversales con una frecuencia da­

da por (11.2.14). Como su valor depende de~~ª las frecuencias asociadas 

a estas velocidades transversales se les llama "modos" de cortante. Es­

tas ondas de velocidad transversales serán de la forma 

(11.2.15) 

Como puede verse, se trata de ondas amortiguadas, toda vez que disminuyen 

al aumentar t. 

11.3 Modo~ ac.tl6.t.i.c.o~ y modo c.alo!Úóico; modo de cUóU6i6n 

Por otro lado, al usar la identidad (7.5.8), la ecuación linealizada de 

continuidad para la dirección paralela a la de propagación se escribe 

w ( ap r ) ( ~ ) sa + w Pa - k Pr ( ºapp ) V1 l = o as - ap 
p r s r s 

(11.3.la) 

La ecuación de Navier-Stokes linealizada para misma dirección se puede ob­

tener escribiendo (11.2.12) en la forma 

(11.3.lb) 

Y finalmente la ecuación de energía linealizada se obtiene al escribir 

(11.2.6) en la forma 

i k2 K 
T p 

r r aT ) ]s + as - a . p 

Como puede verse las ecuaciones (11.3 

(11.3.lc) 

) forman un sistema en donde las va 

1 
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riables son S, p y V11 y tal que su forma matricial es 
a a 

w ( ::r )_ ( ~) w - k P (~) r ap 
p r s r s 

o - k w m Pr + i k 2 (v + 4µ/3) 

w+ . k 2K ( :! )_ i k 2K (!~ t o 1--
T Tp Pr. r p 

s 
a = O (11.3.2) 

Según se indicó en el subcapítulo 7.4 para que este sistema tenga solución 

distinta de la trivial se requiere que se anule su determinante. Esto pla!!_ 

tea la necesidad de definir una ecuación en w cuyas soluciones corresponden 

a las frecuencias del sistema vibratorio. En tales condiciones la nulidad 

del determinante del sistema conduce a 

k2 K - i w-­Tp 
r 

k2 (v +4µ/3)) = O 

1 Al multiplicar por -- y factorizar resulta 
mp 

r 

(w2 + i wk
2 

( v + 4µ )- k
2 
r~ ) ) fw + i k

2 
K ( oT ) ) 

mp 3 m op T p as -
r • r s· r p 

k2 K (ºT J (ºPr ) [º- ] ( i k2 ) - i w -- --=- - ~ w + -- (v + 4µ/3) 
T p op as - op m p • 

r s p r s r 
= o 

(11.3.3) 

(11.3,4) 

Al emplear las formulas (7.5.14), (7.5.18) y (10.5.5) la expresión anterior 

toma la forma 
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(11.3.5) 

Pero como 

1 --e 
V 

_Cl ) _ w k
4 

K
2 

( _1 __ l_ ) w k
4 

K
2 

( 1 
p 2 e e e + pr e e 

p r p V p p V 
t-) = 

p 

ft--f] 
. p V 

(11.3.6) 

Al sustituir (11.3. 5) en (11.3.6) y factorizar resulta que 

t2 - k2 e/+ i k2 w (v + 4 IJ + m K ( _l - __!_ ) )l f w + i k~ K ) -
m p 2 3 e e . Pr P r V p ~ 

( t- - f ) ( v + 4µ/3 - ~ k ) = 0 
p p p 

(11.3.7) 

Ahora bien, en el caso particular de que la longitud de onda fuera muy gra.!!_ 

de podría aceptarse que k4 = ( 2
~ )

4 

=O, de suerte que (11.3. 7) tendría 

una de dos justiticaciones; la primera sería que 

(11.3.8) -

Como el valor de esta frecuencia está relacionada con el coeficiente K de 

transmisibilidad del calor, se dice que corresponde al modo calorífico; y, 

como puede verse, corresponde también a una onda amortiguada. 

La segunda justificación de la ecuación (11.3. 7) implica, en cambio, que 



{ 
i k2 

w2 + 
m P r 
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s 

La solución de esta ecuación es obviamente 

w -= 

Pero como 82 = - k4 (v + (m P )2 
r . 

k IS O resultará que 

O bien 

i k 2 
w = ± k C0 - 2m p 

r 

- s ± / a2 + 4k2c¡;¡2 
2 

4µ + m K ( 1 1 
3 e- e 

V p 

(11.3.9) 

) r, y se ha dicho que 

(11.3.10) 

(11.3.11) 

Estos valores de w definen los modos "acústicos", que dependen de la velo­

cidad del sonido en el fluido, C0 ._ Ellos corresponden a las ondas menos 

amortiguadas de todas las que se han estudiado hasta el momento. 

Supóngase ahora que siendo S # O el sistema (11.3.17) vibra con el modo 
a 

calorífico dado por (11.3. 8). La tercera ecuación tomará la forma 

( - i k2 K + i k2 K ( ar 
) ) s + i k2 r ( ar 

)s 
p o - = (11.3.12) 

Pr cp r pr as a T Pr ap a p 

Al simplificar se obtiene 

( r ( !! ) p) s + ( ar ) p o --+ = e a a¡; a p s 

Pero en atención a (7.5.18) resulta que 

( o) s + ( ª~ ) p = o . a ap a 
s 
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Lo cual significa que en este caso particular P • O, con lo cual de la 
a 

segunda ecuación del sistema (11.3.17) se concluye que también en este ca-

so v11 e O. 

De esta manera puede verse que cuando hubiera ondas de calor, solamente 

se propagarían éstas y que no existirían, simultáneamente, ondas de presión 

y de velocidad. 

Cuando se supone, en cambio, que P ~ O y se usa uno de los modos acústi­
a 

cos, la tercera ecuación del sistema (11.3.12) t~ma la forma 

O (11.3.13) 

En este caso no puede asegurarse, con el mismo grado de exactitud que en 

el análisis precedente que S resulte nula. Sin embargo, si se admite que 
a 

para ondas de gran longitud de onda k 2 << k, la igualdad anterior toma la 

forma 

. 
k C0 S = O 

a (11.3.14) 

De aquí se deduce que para el modo acústico S = O. En cambio para este 
a 

caso la segunda ecuación del sistema (11.3.2) resulta 

e: l]+ i k
2 (v + 4~ )] v11 -o 

(11.3.15) 

De manera que admitiendo nuevamente que k 2 << k se tendrá que 

- k p + m p Co V11 = o a r 
p 

O bien V11 
a 

(11. 3, 16) = 
m Pr eº 

De acuerdo con (11.3. 14) y (11.3.16) se concluye que para el modo acústico 
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existirán, simultáneamente, ondas de presión y de velocidad y prácticamen­

te no habrá ondas caloríficas. 

Por otra parte la fórmula general de la expresión (7.25) es 

P v = 
,. 

- D V p 
r 

(11.3.17) 

De manera que si se recuerda quemes constante y se admite que el flujo 

de densidad de moléculas está dado por (11.3.17), la primera ecuación hi­

drodinámica (fórmula 9.4.22)tomará la forma 

~+ 
,. ,. 
'v (- D íJ p) = o at r r (11.3.18) 

De aquí se concluye que 

-ª2. = D 'v 2 p 
at r (11.3.19a) 

Si se considera que, como para las otras variables estudiadas, en este caso 
ia p = p e , al sustituir en ~ll.3.19a) e integrar entre O empara dr y 

a 
entre-me m para dt resulta 

(11.3.19b) 

Al efectuar las operaciones indicadas por los operadores, simplificar y te­

ner en cuenta a (7.4.22) resulta que 

i w s (k,w) = - D k2 S (k,w) 
p 

(11. 3. 20) 

De modo que al suprimir la doble transformada de Fourier de p(;,t) y multi­

plicar por i se obtiene 

w = - i k2 D (11.3.21) 

Por analogía con los otros modos hidrodinámicos, se dice que la w definida 
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por (11. 3. 21) corresponde al "modo" de difusión y se supone que configura 

el comportamiento de ondas de este tipo que, como puede verse, tambiln son 

amortiguadas. 

Re.sumiendo el tnaterial expuesto en este capítulo 11, puede decirse que 

existen seis "modos" hidrodinámicos. Dos son de cortante y corresponden a 

oscilaciones en la velocidad normales a la propagación de ondas calorífi­

cas o de presión. Otro es el calorífico y corresponde solamente a ondas de 

calor. Uno más es el de difusión y se daría en el caso de ondas producidas 

por cambios en la densidad. Todos estos cuatro modos hidrodinámicos corres 

ponden a ondas claramente amortiguadas. En adición, existen dos modos acÚ,!_ 

ticos que corresponden a ondas simultáneas de presión y velocidad en cuyo 

caso no existen prácticamente ondas caloríficas; estos modos corresponden 

a las ondas menos amortiguadas de todas las estudiadas. 

Sin embargo debe tenerse presente que estos resultados son validos solamen­

te para ondas de gran longitud, entendiéndose por ello gran longitud en re­

lación a las distancias medias entre las moléculas. Esta circunstancia ha 

hecho que en la moderna Hidrodinámica molecular se estudien los fenómenos 

atendiendo a su longitud de onda y que los más difíciles de tratar han re­

sultado ser los de ondas de longitud intermedia, de manera que los fenóme­

nos estudiados en este capítulo, que son los que se manejan en la Hidrodi­

námica clásica, son sólo un caso particular y el más simple de los que pue 

den estudiarse. El lector interesado puede acudir al trabajo de Boon l. 

Yip, referencia l. 

! 
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12. BOSQUEJO DE TEORIAS MAS ELABORADAS PARA DETERMINAR LOS COEFICIENTES 
DE TRANSPORTE 

12. 1 Invwduc.c..i6n 

En el subcapítulo 7.2 se expuso una teoría muy burda para valuar los coe­

ficientes de transporte que se necesitaba emplear en los capítulos subse­

cuentes. Existen otras teorías más elaboradas*; una de las primeras fue 

hecha por Chapman y Enskog. Según estos autores, con el fin de resolver 

la ecuación de Boltzmann se introduce una complicada función dada en ter-
'-

minos de una velocidad que se llama reducida y de funciones de ésta. Al 

sustituir estas funciones en las definiciones de tensor esfuerzo P .. y 
• 1J 

de flujo de energía q y obligar a que el primero se ajuste a la ecuación 

de Navier-Stokes y el segundo a la de energía, se consigue expresar a los 
' coeficientes de transp_orte \J y K en f_unción de unos desarrollos en serie 

cuyos términos dependen, a su vez, de unas integrales llamadas de coli­

sión, de estructura muy compleja. Lo desalentador del método es que con­

duce a valores de los coeficientes de transporte que no son muy diferen­

tes de los que se obtienen con la teoría elemental. 

* Ver capítulo 19, referencia 4. 
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Por este motivo resulta de interés esbozar una teoría moderna y un poco 

más elaborada para determinar los coeficientes de transporte, por lo menos 

en el caso más simple, que es el de di~usióñ. Cabe aclarar que la breve 

exposición de esta teoría permite también conocer los nuevos enfoques que 

se están usando en la Hidrodinámica molecular actualmente. 

12. 2 Coe6-iciente de cü6M.i..6n 

En la figura 12.2.1 se muestra un volumen V subdividido en v subvolÚmenes 
r 

de tamaño llV iguales al "tamaño" de una de las N moléculas que se suponen 

alojadas en él, es decir V= v llV. 
r 

r--------
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-------7 
1 

f3 1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
t2 1 

• 1 
1 
1 
1 
1 L _______ _ ________ J 

FIG 12.2.1 

Como hizo 
,, 

el subcapítu-se ver en 

lo 7. 6, la densidad está dada por 

·N N 1 (12.2.1) Pr 11:;: - = 
V llV V 

r 

pero, según se dijo,1/v es el va­
r 

lor de la probabilidad de que una 

molécula ocupe uno de los v luga­r 
res disponibles. 

Supóngase_que uno de esos lugares 

se define mediante el vector R co­

mo se indica en la figura 12.2.1 e 

imagínese que en intervalos sucesivos de tamaño llt se ha seguido la trayectE_ 

ria de una molécula (j) que, en el instante t 0 , estaba en un origen escogido 

arbitrariamente. En la misma figura puede verse que la j ésima molécula es­

taba en la posición t 1 , definida por r.(t 1), en el instante t 1 , en la posi-
A A J 

ción r.(t3) = R en el instante t3, etcétera. Una forma alternativa de obte­
JA 

ner P.(R), la probabilidad de que la j ésima molécula ocupe la posición de­
J 

finida por R, se consigue utilizando la función 6 estudiada en el capítulo 

7.3 haciendo 

1 -= 
V r 

P. <R> 
J 

(12.2.2) 
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,. 
En efecto, esta 6 valdrá 1 si la molécula está en el lugar definido por R 

y cero en el caso contrario. Se supone que ltl e M 6t y que M el número 

de intervalos considerados es muy grande; tal cosa equivale a decir que 

P.(R) es el "promedio" en el tiempo de 6(i - r.(t )). 
J J s 

La densidad de probabilidad correspondiente será 

P. <R> = 
J 

P. <íi> 
J = 

1 
bN \1 

= 
r 

1 
J¡ 

(12.2.3) 

En esta forma la densidad de probabilidad coincide con P.(R), la "densidad" 
J 

de una sola molécula que se designa como p , es decir 
s 

(12.2.4) 

Por otra parte, dado el caos molecular puede suponerse que cualquiera de 

las otras moléculas tiene la misma probabilidad de ocupar el lugar definido 

por R, de manera que la densidad de probabilidad de que alguna de las N mo­

léculas ocupe ese sitio será 

N p 
s 

(12.2.5) 

Este resultado muestra que si en la fórmula (ll.3.34a) se sustituye p por 

N Ps y se tiene en cuenta que N es constante, se obtiene 

ap 
s 

.at 
= (12.2.6) 

El empleo de la transformada de Fourier en el espacio, de modo similar a 

la usada para obtener (11.3.34a) permite escribir (12.2.6) en la forma 

a foo ik•; 
dr = D fº A A 

V 2 ik•r A 

at Ps e Ps e dr r o o 

f oo 

A A 

- k2 D Joo 

A A A 

O bien a ik•r A i•k•r A 

Ps e dr = Ps e dr (12.2. 7) at 
o o 
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De acuerdo con la definición dada por (7.4.20) las integrales que aparecen 

en (12.2.7) son la transformada espacial de Fourier, F (k,t), de p ,función 
S S 

que será distinta de cero, toda vez que p esta dada en términos de 
s 

6(R - r(t)) y esta función, como se dijo en el subcapítulo 7.4 tiene trans-

formada. De esta manera se concluye qu~ 

a 
at 

F (k, t) 
s 

= - k2 D F (k,t) 
8 

(12.2.8) 

Obsérvese que en esta ecuación k es un escalar, de modo que la solución de 

(12.2.8) resulta ser 

F (k. t) 
s 

-k2 Dt 
= e (12.2.9) 

De aquí se obtiene 

a A -k2 Dt F (k, t) = - 2 k Dt e 
ok s 

también 
a2 

F (k, t) 
2 -k2 Dt -k2 Dt y 

~ = (2 k Dt) e 2 Dt e 
s 

De tal manera que para valores de k muy pequeños (gran longitud de onda, 

ver capítulo 11) se tendrá 

a2 F(k,t) - - 2 nltl 
ok2 - (12.2.10) 

k -+ O 

Se supone que ltl es el tiempo de observación que permite definir a la se­

gunda derivada. 

Por otra parte, la transformada de Fourier de p en el espacio es 
s 

(12.2.11) 
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Así que 

y a2 F 
-a .... , ... 2s_ F s (k, t) = - f' r2 

o 
(12.2.12) 

Ahora bien, si se admite que no hay direcciones preferenciales al derivar 

según k se tendrá que 

De tal manera que podrá escribirse (12.2.12) en la forma 

(12.2.13) 

Así que para valores de k muy pequeños resulta 

a2 A 

ak2 F/k,t) (12.2.14) 

k -+ O 

En esta fórmula la integral del miembro derecho corresponde al promedio 

del cuadrado del módulo del vector r(t), mismo que, por la forma de valuar 

p
8 

(fórmula 12.2.4), es el vector de posición de una molécula que estaba en 

el origen en el instante cero. Se escribe 

a2 A 

~ Fs (k,t) = - (12.2.15) 

k -+ O 

Al igualar (12.2.10) y (12.2.15) se obtiene 

(12.2.16) 

Por otro lado y de acuerdo con la figura 12.2.1 el vector r(t) podrá es­
s 



200 

,. ,. 
cribirse en términos de las velocidades V1, en t 1, V2, en t 2, etc; en la 

forma 

Así que elevando al cuadrado se tendrá 

2 
O bien lr(t)I = [ 

s s 
. I: l V (t. ) • V ( t . ) A t + 2 . I: l V ( t . ) • V ( t+ 1 ) A t + 
1= 1 1 1= 1 

2 -~1 V(t.)•V(t.+2)6t + ... ) bt 
1= 1 1 

(12.2.17) 

(12.2.18) 

(12.2.19) 

Por definición de covariancia de orden t (fórmula 7.4.23), resulta que 

= ltl (R (O)+ R (1) + R (-1) + R (2) + 
V V V V 

R (-2) + ... )tit 
V 

(12. 2. 20) 

Como At simplemente representa un incremento de tiempo, se puede escribir 

Así resulta que el promedio vale 

2 JOD lr(t)I = ltl < R (t) > de 
V 

-00 

(12.2.21) 

Empleando la definición de coeficiente de correlación de orden T puede es-
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cribirse 

- 2 Ioo lr(t)I s ltl < R (O) > e (t) dt 
V _

00 
Pv (12.2.22)* 

Por otro lado el correlograma es simétrico 

presenta a la velocidad media cuadrática**, 

3K
8
T 

y <R (O)>= -- , es decir, re-v m 
de modo que resulta 

(12.2.23) 

Finalmente al igualar (12.2.16) y (12.2.23) se obtiene • 

K T Ioo D = _B_ CP (t) dt 
m V o 

(12. 2. 24) 

Esta interesante formula corresponde a la primera de ~as ecuaciones que en 

moderna Hidrodinámica molecular see:I.laman expresiones de los coeficientes 

de transporte en términos de las funcion~s de correlación en el tiempo, 

mismos que ofrecen amplias posibilidades. En efecto, para algunos fluídos 

se ha podido valuar Cp (t) para deducir de allí a D con resultados satisfac 
V 

torios"1t*.Es más, según se dijo en el subcapítulo 7.1, existe cierta rela-

ción entre los coeficientes de transporte que permite suponer que también 

para K y~ existen fórmulas similares a la (12.2.24). Su obtención excede 
• 

los límites de estas notas; pero el lector interesado puede recurrir a la 

referencia 4 (capítulo 21). 

12.3 F6"1nt.l.i.iui de Ku.bo y G~een 

Por otro lado, de acuerdo con lo asentado en el subcapítulo 7.3, la doble 

transformada de Fourier de P es la transformada de Fourier en el tiempo 
s 

de F (k,t)(fórmula 12.2.11) es decir 
s 

A Joo A -iwt S (k,w) = F (k,t) e dt 
s s 

-oo 

. 
* Se supone que para un tiempo muy grande cp (t) = 

V 
** Ver fórmula (6.2.25). 
tt•ver Me Quarry, referencia 4. 

(12.3.1) 
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Ahora bien, en la referencia 1, capítulo 2 puede verse que si la transfor­

mada de Fourier en el tiempo de Cp (T) se designa como ljl(w), entre ella y 
V 

S (k,w) existe la relación 
s 

(

00 

-iWT ( W ) 

2 

ij¡(w) = J_-CPv(T) e dT = --
·- k v 0 

s (k,w) 
s 

(12.3.2) 

K
8 

T 
En esta expresión v0

2 = 
:n 

En esta forma la ecuación (12.2.24) podrá 

escribirse como 

D = ~ C (T) dT' 
2 feo 

2 Pv 
- 00 

O bien 
2 feo __, 

D = ~ C (T) -iwT 2 Pv e dT 
- "" 

(12.3.3) 

w-+ o 

Así que al sustituir (12.3.2) en (12.3.3) se obtiene una fonna alternativa 

para definir al coeficiente de difusión, ahora en términos de la doble 

transformada de Fourier de p • Esta es 
s 

w + o 
k -+ O 

s (k,w> 
s 

(12.3.4) 

Expre~iones de este tipo para los coeficientes de transporte se llaman fór­

mulas de Kubo y Green y también son empleadas en la moderna Hidrodinámica 

molecular. 

Para terminar con este capítulo conviene mencionar que tanto las expresio­

nes en términos de coeficientes de correlación como las de Kubo y Green han 

resultado todavía insuficientes para definir a los coeficientes de transpo!_ 

te en intervalos de tiempo grandes pues, en tal caso, las interacciones en­

tre tres o más moléculas empiezan a resultar significativas. Esto ha dado 

lugar a un nuevo capítulo en la Hidrodinámica molecular (Long-tÍllle tails). 

que al lector interesado puede ver en el capítulo 16 de la referencia 5. 

' 



A P E N D I C E S 



203 

APENDICE A 

ESBOZO DE UN METODO NUMERICO PARA SIMULAR EL COMPORTAMIENTO DE LAS MOLECU­
LAS DE UN FLUIDO 

La disponibilidad de computadoras de gran capacidad ha ~ermitido desarro­

llar procedimientos numéricos para estudiar el comportamiento de los flui­

dos, que pueden complementar y aún competir con métodos experimentales co­

mo la difracción con rayos X de que se habló en el capítulo 5. Mediante 

estos procedimientos se simula el movimiento de las moléculas para des­

pués, usando las definiciones dadas en los capítulos 5 y. 12, estudiar al­

gunas propiedades de los fluidos. 

Fundamentalmente existen dos tipos de métodos. El primero, que se usa 

para fluídos en equilibrio, es el Monte Carlo y permite calcular los mo­

vimientos aleatorios de las moléculas una vez que se ha calibrado lama­

triz de transición de un estado a otro; mas, como esa calibración exige 

que se cumplan una serie de restricciones termodinámicas, el proceso es 

más complicado de lo que parece. El lector interesado puede acudir al 

trabajo de Valleau y Whilfington que forma el capítulo 4 del libro edita­

do por Berne, "Statistical Mechanics", Part A\ Plenum, N. York, 1977. 

Un segundo procedimiento, que es el que se esbozará aquí, está basado 

directamente en la dinámica molecular (Molecular dynamics approach) y 

puede emplearse también en el caso de fluídos que no están en equilibrio. 

y 

1- o _, X 

FIG A. l 

b 

Para emplear este método se empieza por 

suponer que en un cierto volumen V están 

contenidas N moléculas como se indica en 

la figura A.l. En seguida se les asig­

nan posiciones de acuerdo con una tabla 

-- ' de numeras casuales haciendo que para 

la molécula j ésima sus coordenadas es­

tén dadas por 
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X. (O) • NA1 a 
J 

Y. (O) • NA2 b 
J 

NA¡ y NA2 son números aleatorios de dos columnas paralelas de la tabla 

con valfres comprendidos entre 0.00 y 0.99 . De esta manera quedan de­

terminados los vectores r.(0) que definen la posici6n de las moléculas 
J 

en el instante inicial. En seguida se fija la dirección de las velocida-

des de fas moléculas, haciendo que la inclinación e de ellas respecto al 

eje X esté dada por es 3.6 NA3 en donde NA3 es un número aleatorio de 

una tercera columna de la tabla, con valores comprendidos entre O y 99. 

Finalmente, para una temperatura dada se dibuja la función de distribu­

ci6n de v~locidades de Maxwell acumulada (ver capítulo 6) como se indica 

en la figura A.2 y al ir tomando los valores NA(l)' NA(2) ... NA(N) de una 

cuarta columna de números aleatorios se puede asignar velocidades a las 

moléculas (1), (2) ... (N). Estos números están comprendidos entre 0.00 y 

0.99. 

p 

FIG A.2 

Función de Maxwell 
. acumulado (P(V)) 

IVI 

En seguida se comprueba que la temperatura dada en términos de la velocidad 

media cuadrática (ver capítulo 6) concuerde con la que se ha escogido para 

hacer el estudio. Es decir se calcula, según la fórmula (6.2.25) 

T = 
m N 

'" V 2 . t.l . 
J= J 

(A. l) 
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Si esta temperatura T coincide con la supuesta para valuar la gráfica de 

la figura A.2 con una tolerancia de± 1 ºK, se acepta la distribución de 

velocidades asignada, mediante la gráfica, como se ha descrito. Si no es 

así, se ajustan proporcionalmente los módulos de las velocidades, hasta 

conseguir la aproximación buscada. 

Por otra parte al desarrollar en serie de Taylor a los vectores de posi­

ción ~.(t) y de velocidad V.(t) se tiene 
J J 

r. <t + lit> .. ; . <t> + lit ; ~ <t> + lif rj <t> + ... 
J J J 

,. ,. ,. 
y V. (t + lit) = V. (t) + lit V~ (t) + ... 

J J J 

Por definición de velocidad y aceleración se tiene que 

y 

v. Ct> = 
J 

;~ <t> 
J 

a. (t) -= v~ (t) 
J J 

(A.2) 

(A. 3) 

(A.4) 

(A.5) 

Además si se considera el potencial que actúa en las N moléculas resultará 

que en cada una la aceleración es 

... 1 N-1 
ª· = kh ♦jk (A.6) 

J m 

De manera que al sustituir (A.6) en (A.5) y ésta y (A.4) en (A.2) se ob­

tiene 

Y de manera similar 

v. Ct + tit> 
J 

= v. (t) 
J 4i jk ) 

lit 
m 

• 

(A. 7) 

(A.8) 
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En estas condiciones para pequeñísimos intervalos ~t (del orden de 10-4 seg) 

se pueden ir configurando, sucesivamente, nuevos arreglos de moléculas en 

posición y velocidad. Independientemente de lo laborioso del procedimiento, 

como puede verse, con una computadora adecuada el calculo es realizable. 

Sin embargo hay que tener las siguientes precauciones: 

1a. Cada cierto número de iteraciones es necesario comprobar la temperatu­

ra T mediante la fórmula (A.l) y hacer los ajustes en el módulo de ve­

locidad en la forma previamente descrita. 

2ª. Hay que tener previsto que una molécula se "escape" del volumen V, en 

cuyo caso, para mantener constante a la densidad, se introducirá por 

la cara opuesta a la de la fuga una nueva molécula con velocidad igual 

a la "escapada". 

3ª. Hay que tener presente que las moléculas no pueden estar situadas en­

tre sí a una distancia menor que o, de modo que al aproximarse a este 

valor (con una cierta tolerancia) debe suponerse que existe el choque 

elástico y proceder conforme a las ideas expuestas en el subcapítulo 

7. 5 . 

Los cálculos previamente descritos permiten la determinación del coeficjen­

te de difusión D dado por la fórmula (12.2.24) o de la función de densidad 

radial g2 (r) según la expresión (5.3.1). En ambos casos hay que seleccio­

nar una determinada molécula (tagged) y "seguirle la pista". 

Para la determinación de D se encontrarían las velocidades sucesivas V.(t) 
J 

y con ellas se construirá el correlograma según se describió en el capítulo 

12. Definido éste,só1o se haría necesario utilizar la igualdad (12.2.24). 

Para el caso de la función de densidad radial habrá que imaginar una coro­

na de radio R y espesor o que "viajara" con la molécula seleccionada, como 

se indica en la figura A.3. 
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X 

y 

FIG A.3 

Después en cada instante ts hay que contar el número de moléculas nR(ts) 

cuyos centros quedaren dentro de la corona mencionada. En esas condicio­

nes si ltl = M ~t, de acuerdo con (5. 2.13) y (5.3.1) la función de den­

sidad radial valdrá 

82 (R) 
1 M 

= TTT s~l (A.9) 

Naturalmente que para obtener gráficas como la 5.4.b habrá que repetir 

el cálculo para valores sucesivos de R. 

Por otro lado, la ejecución de estos cálculos para diferentes moléculas 

permite obtener promedios que den valores más confiables y desde luego, 

comprobar los valores obtenidos. 

Independientemente de la habilidad del calculista para llevar a cabo todas 

las operaciones previamente descritas, es obvio que se trata de procedi­

mientos sumamente laboriosos, que sólo pueden ser realizados en una calcu­

ladora de gran capacidad. Sin embargo, es un hecho que cómputos similares 

se efectúan ya con éxito y que ellos han permitido avanzar a la Hidrodiná­

mica molecular*. 

* Ver "Computer simulation of many-body dynamics" escrito por W.G.Hoover, 
Physics Today, January 1984. 
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APENDICE B 

RESUMEN DE LAS IDEAS Y FORMULAS PRINCIPALES DEL SUBCAPITULO 1.2 

La idea principal que se maneja en ese subcapítulo es la determinación de 

la probabilidad de que ocurra un determinado arregloºde las moléculas de un 

fluido. Supuesto que ellas se mueven caóticamente, se dice que un arreglo 

de las mismas está definido si se conocen, en un momento dado, las posicio­

nes que ocupa cada una y la velocidad de que está animada en ese instante. 

Para comprender el alcance de estos conceptos se hace la diferenciación en­

tre moléculas distinguibles (o incpnfundibles) y moléculas indistinguibles 

(o confundibles) aclarándose que dos arreglos de moléculas distinguibles 

sondifere~ssi los mismos lugares están ocupados por moléculas diferentes. 

También se señala. la conveniencia de establecer tal distinción porque es mas 

sencillo trabajar con probabilidades de arreglos de moléculas inconfundibles, 

aún cuando las moléculas "reales" son inconfundibles, de manera que es perti 

nente ma~ejar ese tipo de probabilidades.para después "convertirlas" al caso 
' de probabilidades de arreglos con moléculas confundibles. Por lo demás, con 

el fin de simplificar la exposición, se habla en pr1mer término solo de posi 

ciones y, posteriormente, se trata a las velocidades. Para desarrollar to-
•. 

das estas ideas se ha procedido de la manera siguiente: 

IDEAS 

1°. Se muestra el modo de calcular la 

probabilidad de que estén ocupa­

dos N de los v lugares disponibles, 

por N moléculas, en el caso de que 

haya sitios preferenciales, tenien 

do en cuenta las formas en que pu~ 

de ocurrir la ocupación (fórmula 

1.2.6). 

2°. Se indica la manera de calcular la 

probabilidad de que N moléculas dis 

tinguibles ocupen N lugares (fórmu-

, 
• i 

FORMULAS 
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la l. 2. 7). 

3°. Se expone la manera de identificar 

un arreglo de N moléculas inconfun 

dibles mediante el símbolo A .. k 
1J 

(pigs 10 y l]). 

4°. Se muestra la manera de calcular 

las probabilidades de que uno o 

mis lugares estén ocupados por mo­

léculas inconfundibles, por medio 

de sumas de probabilidades de arr~ 

glos de moléculas inconfundibles 

(fórmulas 1.2.12 a 1.2.17). 

5°. Se introducen las definiciones de 

densidad p y de las funciones G(l) 

y G(2) en términos de N, el número 

de moléculas, vT, el número de lu­

gares, P1(X1) y P2(X2), probabili­

dades de que estén ocupados, por 

moléculas indistinguibles, uno o 

dos lugares. 

6°. Se indica la manera de calcular 

las probabilidades de ocupación, 

con moléculas indistinguibles, de 

uno o más lugares, cuando no hay 

sitios preferenciales. Esto se 

hace empleando análisis combina­

torio simple. 

7º. Se muestra la forma de calcular la 

probabilidad Pn(Xn) de que n de 

las N moléculas indistinguibles 

ocupen n de los v lugares ocupa­

bles, por medio de la suma de 

N 
(1.2.18) p =-

VT 

G(l) • 
p l (Xl) 

(1.2.19) 
p 

G(2) = P2(X2) 
p2 (1.2.19) 

' 

N! V V n 
p (Xº)= -~~ E' E 'P (X ) (l. 2 . 28) 

n (N-n)! n+1··• N 
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probabilidades P(Xn) de arreglos de 

N moléculas inconfundibles. 

8°. Se indica la manera de valuar las 

funciones G(l) y G(2) cuando no 

hay sitios preferenciales y se 

trata de moléculas indistingui­

bles (página 19). 

9º. Se presentan ejemplos numéricos p~ 

ra facilitar la comprensión del ma 

terial expuesto (páginas 19 a 26). 

10°. Se introduce el concepto de "en­
N 

torno" óX y el de densidad de 
N probabilidad p(X) y la forma en 

que pueden usarse para manejar 

como integrales a las sumas des­

critas en el inciso 4º, en dis­

tintos grados de complejidad ere 

ciente (páginas 26 a 36). 

11°. Se muestra la equivalencia entre 

el valor medio y la esperanza 

(pagina 2 7) . 

12º. Se indica la forma de definir un 

arreglo mediante el supervector 
"N --N .nN . X = (r , v ) que descnbe.ias 

• • ,.N 1 1 "d d posiciones r y as ve ocia es 
"N V de las moléculas (página 35). 

13º. Se insiste en la equivalencia 

entre las sumas de probabilidades 

discretas y las integrales para 

probabilidades continuas defini-
.-.N 

das por la p(X) descrita en el 

[N P(XN)= !···~ P(rN,XN) 

= I I P(XN)dXN 

2N integrales 
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inciso 10. 

14°. Se insiste en la forma de calcular 

la probabilidad de ocurrencia de 

un arreglo de N moléculas indistin 

guibles, PN(ÍN), a partir de la 

probabilidad de ocurrencia de un 

arreglo de N moléculas inconfundi-
"N bles, P (X ) . 

(1.2.63) 
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APENDICE C 

Breve bibliografía comentada 

Para la elaboración de estas notas se consultaron los trabajos que se en­

listan a continuación. Se añaden unos breves comentarios que podrían 

orientar al lector que desee ampliar la visión que pudiera ofrecerle este 

trabajo. 

l. BOON & YIP 

2 • CROXTON C • 

3. KREUZER H.J. 

4. MC QUARRY 

"Molecular Hydrodynamics", Me Graw, N. York, 1980. 

Este libro, poco recomendable para el principiante, 

contiene una exposición interesante de las modernas 

tendencias de esta disciplina, mismas que parecen 

configurar lo que será su desarrollo en los proximos 

años. 

"Liquid State Physics", Cambridge, Cam, 1974. 

Aún cuando existe una versión simplificada de este 

trabajo, que es de más fácil lectura, la obra origi­

nal es un texto básico para quien esté interesado en 

el comportamiento de los líquidos. En particular, 

el capítulo que trata sobre métodos numéricos es al­

tamente recomendable. 

"Non equilibrium Thermodynamics',' Oxford, Oxf, 1981. 

No es un libro de lectura sencilla, pero sí un tra­

bajo bien escrito y bastante completo. La teoría de 

las ecuaciones hidrodinámicas linealizadas esta muy 

bien expuesta. 

"Statistical Mechanics", Harper & Row, N. York, 1976. 

Es una obra de nivel medio de mucha utilidad para el 

estudiante. Sin embargo algunos capítulos están mu­

cho mejor expuestos que otros. 



S. REICHL 

6. REIF 

7. TABOR 

8. PHYSICS TODAY, 
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"A modern course in statistical·physics", Texas, 

Austin, 1980. 

Se trata de un trabajo moderno y muy original, 

aunque tiene la desventaja de emplear una notación 

sumamente complicada que dificulta su lectura. No 

obstante ello es uno de los mejores libros sobre el 

tema. 

"Statistical and Thermal 

York, 1965. 

Physics", Me Graw, N. 

Se trata de un libro clási~o, bastante didáctico y 

bien escrito, aunque ya un poco atrasado. La teoría 

de colisiones y la obtención de la ecuación de Boltz­

mann están muy bien expuestas. 

"Gases, liquids and solids", Cambridge, Cam, 1979. 

No obstante su carácter descriptivo es un trabajo 

escrito con claridad y sobre todo, con un entusiasmo 

que contagia al lector. El capítulo sobre líquidos 

es por todos conceptos interesante. 

January 1984. Es un número especial, de esta pres­

tigiada revista, que contiene interesantes artículos 

sobre una variedad de temas sobre la teoría de flui­

dos. Su lectura es ampliamente recomendable. 
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