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PREAMBULO

Probablemente el motivo por el que existan tantos libros sobre Mecinica de
fluidos es que, no obstante la evidencia, los autores siempre han creido
que pueden ofrecer a sus lectores un material diferente y novedoso. Como

estas notas tratan sobre ese tema, no pueden ser una excepcidn.

Lo que aquil pretende tener esos atributos consiste en obtener las ecuacio-
nes de estado y las ecuaciones hidrodinamicas a partir de las formulacio-
nes de la Hidrodindmica molecular. Esta forma de proceder implica, desde
luego, el empleo de una serie de conceptos dificiles de manejar; pero ofre

ce a cambio,una serie de ventajas.

En primer lugar permite establecer una vinculacidn mds estrecha entre la
Termodinamica y la Mec@nica de fluidos tradicional, relacidn que suele ser
soslayada no obstante la necesidad de destacarla cuando se pretende hacer

estudios un poco mas amplios sobre los fluidos.

En segundo té€rmino conduce a resultados que muestran cdmo las formulas tra-
dicionales corresponden solamente a casos particulares de leyes mucho mas

generales y, al mismo tiempo, permite juzgar el alcance de las simplifica-

i
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ciones implicadas en el establecimiento de esas formulas.

En tercer lugar, faculta un mejor conocimiento de la naturaleza intima de

los fluidos como base para entender su comportamiento.

Y finalmente deja abierta la posibilidad de conocer los nuevos enfoques de
la moderna Hidrodindmica molecular, disciplina que est3 tratando de llenar
el hueco que actualmente existe entre el conocimiento de las leyes que ri-
gen los comportamientos microscdpico y macroscdpico de los fluidos; este
espacio,al irse ocupando, permitiri entender fendmenos que la teoria del

continuo ha sido incapaz de explicar.

En resumen, puede decirse que el material expuesto en estas notas intenta
mostrar la forma en que las ideas empleadas para manejar a los fluidos co-
mo agregados de particulas discretas (moléculas) se pueden transformar en
los conceptos usados para tratarlos como medios continuos, discutiendo las
implicaciones de esa transformacidn. De aqui el nombre de Micromecanica

de fluidos. Este material se divide en dos partes; en la primera se estu-
dian los fluidos en equilibrio, esto es, confinados y sin desplazarse.

Para ello se emplean algunos conceptos de Mecadnica estadistica. En la ce-
gunda parte se analiza el comportamiento de los fluidos en movimiento, uti-
lizando algunas ideas de la Teoria cinética. Ambas partes han sido escri-
tas para ingenieros y ain cuando a ellos les pareceran "muy tedricas", se-
guramente a otros profesionistas les resultardn, en cambio, "poco riguro-
sas". Sin embargo, si estas notas sirvieran para que unos y otros pudieran
valorar el trabajo ajeno y al hacerlo, llegaran a entenderse, este sencillo

trabajo habria cumplido ampliamente su objetivo.

Por lo demds, estas notas tienen su antecedente en una monografia sobre
Teoria elemental de los liquidos escrita por el autor. Como el propdsito
de ese trabajo era fundamentalmente informativo, no se puso especial énfasis
en el significado y el alcance de muchos de los conceptos alll expuestos.

En el presente escrito se ha cuidado mas el aspecto didactico,y alin cuando
no puede considerarse como una segunda versidn de esa monografia, toda vez

que no tiene la misma finalidad, ni trata los mismos temas, es natural que



existan, entre ambas, algunos traslapes.

De esta manera resultan aplicables las palabras que Friedell usd en el pro-
logo de su célebre trabajo*: no es necesario leer la monografia antes que
estas notas, o éstas antes que aquella, o una en vez de las otras, o vice-

versa y, desde luego, tampoco es necesario leer ninguna de las dos.

* "Historia de la cultura de Egipto y del Oriente antiguo" Beck, Munich,

1953.






PRIMERA PARTE
1. FLUIDOS EN EQUILIBRIO
1.1 1Intnoduccdbn

La primera parte de estas notas tiene el propdsito de estudiar algunas pro-
piedades de los fluidos considerados como agregados de moléculas, que son
tratadas como pequefnas esferas inertes, sin atender a su constitucidn inter
na, salvo en algunos casos en que serd necesario recurrir a ciertos princi-
pios de la Mecanica cuantica para explicar algunas peculiaridades. Con es-
te objeto se desarrolla primero una serie de subcapitulos introductorios
que contienen los elementos de Matemdticas y Fisica requeridos para enten-
der las ideas que se expondran después. En el resto de esta primera parte
de las notas se estudian someramente los gases perfectos y los densos para,

finalmente, sefialar algunas particularidades de los liquidos.

Por las razones expuestas, en esta introduccidn se exponen, con cierto deta
lle, una serie de ideas sobre Cidlculo de probabilidades, Calculo operacio-
nal, Teoria de la informacidn, Mecdnica y Termodindmica. El lector familia

rizado con estos temas puede omitir la lectura de los subcapitulos 1.2 a 1.6.




Por lo demds, y no obstante la incomodidad que representa el continuo retor
no a los subcapitulos introductorios, se ha preferido exponer primero todo
el texto de los mismos, con el fin de dar continuidad al material que se

expone en los capitulos 2 a 6.

Merece especial atencidn el subcapitulo 1.2 que versa sobre el Calculo de
probabilidades pues, como es sabido, al abordar dicho tema se confronta una
doble dificultad. Por una parte, es necesario explicar una serie de deta-
lles que aparentemente no tienen conexidn con el material que se va a em-
plear posteriormente, de tal suerte que cuando ese material se expone, el
lector estda va tan fatigado por la lectura previa, que ha perdido buena
parte de su interés en el tema. Y, por la otra, si se omiten esos deta-
lles, se exige al lector un gran esfuerzo para entender los conceptos funda
mentales, lo que no siempre es deseable. En el caso particular de estas no
tas el problema se agudiza porque es en el capitulo 2 en donde se emplean
los conceptos estudiados en el subcapitulo 1.2 . Tratando de resolver este
dilema, en el apéndice B se presenta un resumen del subcapiltulo 1.2 que, se
espera, permita al lector deseoso de entrar cuanto antes en materia, prescin
dir, en una primera lectura, de la revisidn completa de por lo menos ese

subcapitulo introductorio, que es el mids extenso.
1.2 ALgunos problemas de cdlculo de probabilidades

Como un buen numero de las propiedades de los fluidos depende de la probabi
lidad de que las mol&culas que los constituyen ocupen determinadas posicio-
nes, es conveniente estudiar ciertas peculiaridades del cdlculo de probabi-
lidades. Para ello se estudiara primero un sencillo modelo conceptual que
esta dado por la caja con gavetas que se muestra en la fig 1.2.1 . Como
puede verse, se trata de una caja de fondo plano y paredes verticales de
altura H; en uno de sus extremos se han dispuesto varios compartimentos de

anchos B;, By..., no necesariamente iguales.

Dentro de la caja se pueden colocar varias pelota: L, M, N... todas iguales
y de didmetro d, ligeramente menor que H, la altura de la caja. Los anchos

B; de las gavetas pueden ser mayores o menores que el diametro d de las pe-
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FIG 1.2.1 FIG 1.2.2

lotas; pero de tal manera que si bien hay casilleros en donde no puede alo-
jarse ninguna pelota, no hay ninguno en donde pueda caber mis de una. Se
supone que las ampliaciones que tiene la caja en proximidad de las gavetas
extremas garantizan que la posibilidad de que una pelota se aloje en ellas
depende solamente de su ancho Bi y no de su posicidn relativa respecto a

las otras.

Supdngase ahora que colocadas las pelotas L, M, N... se coloca una tapade-
ra plana sobre la caja y que ésta se agita vigorosamente para después apo-
yarla sobre la cara I II1 X IX que es donde estan dispuestos los casille-
ros. Con ello se conseguird que las pelotas se alojen en los casilleros

i, j, k..., cuyas ubicaciones estan definidas por las distancias horizonta-
les X;, X;, X3..., medidas desde el centro de cada gaveta hasta la arista
VI VII, como se indica en la fig 1.2.2, e% donde la caja aparece vista des-

de arriba.

Interesa, en primer término, saber cu3al es la probabilidad de que las pelo-
tas L, M, N... caigan en los casilleros i, j, k... Desde luego que el nime

ro de pelotas, N, es menor que el nimero de casilleros, vy . Para calcular




tal probabilidad se procederd como se indica en seguida.

Imaginese que se coloca en la caja una primera pelota (no importa cual) y
que se realiza NE veces el experimento, contando cuantas veces, in , ca-
yo en la gaveta i. Se dird que la probabilidad de que la primera pelota
caiga en la posicidn Xi estard dada por el limite, cuando NE crezca indefi
nidamente, del cociente in entre NE. Como ademds la posibilidad de que
esta primera pelota caiga en el casillero (i) depende de su ancho Bi , Se
aceptarda tambi&n que la probabilidad de que la primera pelota ocupe la po-
sicidn x; » sea igual al cociente que resulte de dividir Bi entre la suma
de todos los anchos de todas las gavetas en donde podria alojarse esta pri
~ mera pelota (recuérdese que puede haber casilleros en donde no quepa ningu
na pelota). Si vp designa al total de casilleros en donde pueda caer la
primera pelota, se escribira

P(Xi) = (1.2.1)

Supdngase ahora que la primera pelota se '"quedd fija" en el casillero (i),
se introduce una segunda pelota (sin importar cudl) y se repite el experi-
mento. La probabilidad de que esta segunda pelota caiga en el casillero

(j), sabiendo que la 12 estid ocupando el casillero (i), estarid dada por

B.
P(Xj/Xi) = —2d (1.2.2)

\Y
L' P B.
248 1a J=1 3

Por supuesto que ahora vp designa al total de casilleros en donde puede
caer la 28 pelota con exclusidn (simbolo (')) del casillero (i) que ya estd

ocupado por la 128 pelota.

Si ahora se considera que la 13 pelota estid "fija" en el casillero (i) y la
segunda en el (j), al introducir una 32 pelota (sin importar cual) y repetir
el experimento, la probabilidad de que ella caiga en el casillero (k) esta-

ria dada por



P(Xk/xi,

3a ]a

Es claro que en este caso Vv

X,) = (1.2.3)
J

2a k=1 k

es el total de casilleros (con exclusidn del

(i) y del (j))en donde puede caer la 32 pelota.

En estas condiciones la probabilidad de que la 128 pelota cayera en el ca-

sillero (i), 1la 22 en el (j) y la 32 en el (k), precisamente en ese orden,

seria

P(Xi, xj, xk) = (1.2.4)

la 2a 3a

*
P(xi) * P(Xj/Xi) P(xk/xi, Xj)
18 2a ]a ja ]la »2a

Obsérvese que los mismos casilleros (i), (j) y (k) podrian resultar ocupa-

dos si, por ejemplo, la 13 pelota cayera en el casillero (j), la 22 en el
(k) y la tercera en el (i). En tal caso y de acuerdo con el razonamiento

expuesto se tendria que

P(Xi- Xk. Xi) = P(Xj) * P(xk/xj) * P(Xi/Xj, xk) (1.2.5)

1a 22 3a 2a }a ja Ja 2a

ia

Se comprende asi que las probabilidades de que resulten ocupados los casi-
lleros (i), (j) y (k) dadas por las férmulas (1.2.4) y (1.2.5) seran en
general diferentes, y que, de acuerdo con las expresiones (1.2.1), (1.2.2)

y (1.2.3), los tres factores podrian ser distintos en uno y en otro casos.

Ahora bien, si lo que interesa es conocer la probabilidad de que al intro-
ducir las pelotas L, M, N... en la caja, fesulten ocupados los casilleros
i, j, k... (tantos casilleros ocupados coo nimero de pelotas introducidas)
se considerard que tal probabilidad estd dada por la suma de las probabili-
dades con que las pelotas 128, 22 3a... pudieron ir ocupando los lugares

i), (G, k...

(3) ¥y (k) esten ocupados por tres pelotas sera

En simbolos, la probabilidad de que los casilleros (i),




P(Xi, X., xk) = P(Xi) * P(Xj/Xi) * P(Xk/Xi, xj) +
14 2a la 3a 1a 2a

+
"~
~~
e

[N
N’
T »

* +
P(xk/xi) P(xj/xi/xk)
12 2a la 3a 12 2a

+
o~}
~~
<

(N
S’
*

P(X./X.) * P(Xk/X., X.,) +
ij j i
1a 7a 1a 3a 1a 2a

+ P(Xj) x P(Xk/Xj) x P(Xi/Xj, Xk) +
1a 28 1a ja 1a 2a

+ P(Xk) * P(Xi/xk) * P(Xj/Xk, Xi) +
la

24 12 3a }a 22
+ P(Xk) * P(Xj/Xk) * P(Xi/Xk, Xj) (1.2.6)
1a 28 )a 32 12 2a

AGn cuando esta Gltima expresidn puede generalizarse ficilmente, se compren-
de la necesidad de limitar la discusidn a un nimero relativamente pequeno de
pelotas. Por tal motivo se supondri en adelante que este nimero N es igual

a tres y que el niimero total de casilleros v,, es mayor que N,

T
Supdngase ahora que las N pelotas son distinguibles (*), esto es, se les pue
de designar con los nimeros 1, 2 y 3. Obviamente con estos tres nimeros se

pueden hacer las 3! permutaciones siguientes:

N = W Wi
_— N = W N W

W W NN =

(*) Debe tenerse presente que se habla indistintamente de pelotas distingui
bles o inconfundibles cuando se puede diferenciar una de otra pelota,y
por contraposicidén, indistinguibles o confundibles cuando no puede ha-
cerse ninguna diferenciacidn. Es mas,debe entenderse que en (1.2.6)
se hace referencia a primera, segunda o tercera pelotas introducidas,
las cuales pueden ser la 1, la 2 o la 3 pues, lo que importa en esta
férmula es el orden en que se van acomodando y no el nimero que las dis
tingue, el cual, en cambio, si importa en la discusidon subsecuente.
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En tales condiciones la probabilidad de escoger al azar una de estas permu-
taciones sera Psrt = —3%- . Puesto que las pelotas son inconfundibles y

cualquiera de las permutaciones es igualmente probable, la probabilidad de
que al realizar el experimento de la caja con tres pelotas, resulte que la

(r) caiga en (i), la (s) en (j) y la (t) en (k) serd

P(X,, X., X) =P * P(X,, X5 X) (1.2.7)

rst

En esta formula r, s y t pueden tener los valores 1, 2 o 3 de las pelotas
(sin repeticidn) en tanto que i, j y k pueden tomar los valores 1 a vp (es
decir, todos los nimeros de los casilleros en donde puede caber una pelota,

también sin repeticidn).

Como la notacidn P(X., Xj, Xk) es muy complicada, se convendrd en decir que
S t

el resultado de poner las pelotas inconfundibles 1, 2 y 3 en la caja, agitar

la y hacer que ellas se alojen en los casilleros (i), (j) y (k) de los v

posibles es el arreglo Ai' , indicdndose asi que la pelota 1 cayd en (i),

jk
la 2 en (j) y 1la 3 . en (k). Naturalmente la probabilidad de que resulte el

arreglo Aijk se expresard como P(Aijk) y su valor estarda dado por la f6rmu-
la (1.2.7).

De acuerdo con las ideas expuestas, en la figura 1.2.3 se muestra el arbol
de probabilidades para el caso particular de 3 pelotas inconfundibles y cin~
co casilleros, de los cuales el 3 no puede ser ocupado por tenmer un ancho

B3 menor que el didmetro d de las pelotas.

En el extremo derecho de la fig 1.2.3 se han incluido cuatro tablitas que

permiten comprender mejor co6mo se identifican los arreglos Ai' Asi, por

ejemplo, se ha senalado con una flechita el arreglo A;g, que gg uno en don-
de los lugares X;, Xy, y Xg5 estan ocupados de tal manera que la pelota } cayd
en X;, la 2 en X5 y 1a 3 en X,. El signo de multiplicacidn (*) que se mues-
tra indica la necesidad de multiplicar la probabilidad de cada rama por la

de la subrama correspondiente para obtener la del arreglo especificado.
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Xy Xz X4
P23 P(A]24) 1 2 3
P32 P(A|4z) 1 3 2
. Pars P(Azyq) 2 1 3
Pos) P{Agyp) 2 3 1
Pay2 P(Az4y ) 3 1 2
P32y P(Ag2y ) 3 2 1
~ Xy XZ x5
.*s} Pi23 P(Ai2s ) 1 2 3
i‘: Pys2 P(Ay52 ) 1 3 2
e P213 P(A21s) 2 1 3
N z Po; P(Agp ) 2 3 1
‘M:p.; P12 P(A s ) 31 2
N Paz) P(As2 ) 302 1
f X, X4 Xs
q;'* Pi2a P(A1as) 1 2 3
q’{’,/ P132 P(Ay54 ) 13 2
x P213 P(Aais ) 2 1 3
’ P23 P(Asi4 ) 2 3 1
/,‘Z' Pa1p P(Aas) ) 3 ) 2
~7-,6 Paa) P(Asq; ) 3 2
'bv X, Xq Xg
P23 P(Azas ) 1 2 3
Pi32 P(Azsq ) 13 2
P213 P(Ag2s ) 2 1 3
& P23y P(As24 ) 2 3
P32 P(Ags2 ) 3 1 2
Pao) P(Asqz ) 3 2

FIG 1.2.3

Ahora interesard conocer la probabilidad P, (X,) de que al hacer el experi-
mento con las tres pelotas, el lugar X, quede ocupado por cualquiera de
ellas. A pesar de que el camino mis sencillo para calcular tal probabili-

dad en el caso particular que se discute seria simplemente sumar las proba-
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bilidades de las tres ramas superiores del arbol en la fig 1.2.3 (puesto
que en cada una de ellas se considera que X; esta ocupado), a continuacidn
se desarrollard un procedimiento que, si bien parece mds complicado, ten-

dr3d mucha utilidad en desarrollos subsecuentes.

Tal procedimiento para calcular P;(X;) consiste en sumar las probabilida-

des de todos los arreglos Ai’ en los cuales figure el indice (1), sea en

jk
primero, segundo o tercer término, es decir
L I PP ,
= + 2.
Praad = By o Jy PA 0+ g o) PA 0% i1y Py (1-2.8)

En esta fOrmula se indica que las sumas deben hacerse para todos los luga-

res posibles, pero excluyendo la repeticidn; asi por ejemplo

\Y \% \% \Y

v
vob v £h b
L = + + .2,
jgl k=1 P(Aljk) ﬁ P(AIZk) k P(AIAk) k P(AISR) (1.2.9)

v

y z?
K P(Al2k) = P(A124) + P(AIZS) (1.2.10)

Esto significa que (1.2.9) resulta

v v
' ' -
j£1 Wi P(Aljk) P(A )t P(A 00+ P(A )+ P(A), )+ P(A;,)+ P(A|5,) (1.2.11)

Obsérvese que esta suma es igual a la probabilidad de que la pelota 1 ocupe
el lugar 1. De la misma manera el segundo y tercer sumandos de 1.2.8 son,
respectivamente, la probabilidad de que la pelota 2 ocupe el lugar 1 y de

que la 3 ocupe ese mismo lugar.

De acuerdo con las formulas (1.2.9) y (1.2.10), la suma (1.2.8) contiene
los 18 sumandos correspondientes a todos los arreglos P(Aijk) que, conte-

niendo el indice (1), aparecen en las 18 primeras subramas del adrbol mostra-
do en la fig (1.2.3).
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De la misma forma pueden calcularse P,(X,), P,(X3) & P, (X,), de tal mane-
ra que la probabilidad de que cualquier lugar X, resulte ocupado por una
pelota cualquiera al hacer el experimento con las tres pelotas se designa-
ré»como Pl(xl)*

\Y \Y
P(Ajik)+ j£ P

<
—-g

fl <
— )

v v
P (xh) = 5E1 k) P 0%

v
1 ijk i

—-
—-g
—-g

K P(AL ) (1.2.12)

k
Si lo que interesara fuera conocer la probabilidad de que al hacer el expe~-
rimento con las tres pelotas los lugares X} y X, resultaran ocupados por
cualquiera de las tres (teniendo en cuenta que los arreglos que contengan

a los indices 1 y 2 serian A12k’ AZlk’ A1k2’ AZkl' Ak12 y AkZl) de modo

P . .
analogo se dira que

v v v v
P P P P
P2 (X1, X2)= Iy PAA ) 0+ (1) Py )% (1) P 0) + ) PlAy ) +

v v

v v

kE] P o)+ L) PG, (1.2.13)
En este caso, por ejemplo, el primer sumando seria

v

? .
kgl P(AIZR) = P(A124) + P(AIZS) (1.2.14)

De esta manera, la suma indicada en (1.2.13) corresponde a la de las 12 pro
babilidades de las 2 ramas superiores del arbol de la fig 1.2.3 . Adenis,
por las mismas razones expuestas para establecer la férmula (1.2.11), se
dira que la probabilidad de que al hacer el experimento con las tres pelo-
tas, 2 lugares resulten ocupados sera

v v v
; P F
Co )+ . .
HRAGTFR LN P(Ajlk) P(AikJ)+ I

\)
'
ikt k) PUAL )% By P(Ay))
\)

+ ' p(Ak (1.2.15)

* Obsérvese que P) (X)) indica la probabllldad de que precisamente X] sea
el lugar ocupado, en tanto que P (X') se refiere a cualquier lugar.

\Y
Py (X%)= 1

]
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Finalmente, si interesa calcular la probabilidad de que al hacer el experi-
mento con las tres pelotas, resulten ocupados los lugares (i), (j) y (k) se

tendra

3y =
P3(X7) = P(Aijk) + P(Aikj) + P(Ajik) + P(Ajki) + P(Akij) + P(Akji) (1.2.16)

Obsérvese que esta Gltima fdrmula es la suma de las 6 probabilidades de una
de las cuatro ramas del drbol mostrado en la fig 1.2.3 e indica la manera
de obtener la probabilidad de que tres pelotas cualesquiera (confundibles)
ocupen 3 lugares determinados, conociendo las probabilidades de que esos 3
lugares fueran ocupados por tres pelotas inconfundibles.

Es interesante observar que la suma de todas las probabilidades P(Ai' ) es

jk
igual a 1, pues, de acuerdo con lo asentado

P
1
1

— -

v
L

i~ <
-

\
2

Iy <

Vv
. L
i=

=)

P P P
1 A A
1 1 1

)

Vv
P(AZ' Y+, .+ I

\% \%
= +
P07 33 E PRy i Plgid T

i%1 k k jk

v
P p

P(Albk) +...+ k£1 P(ASAk)

) + ... + P(A_,.)

fl
-]
~
>
|
N
£~
~—
+
-]
~
>
[y
~N

542
= 1 (1.2.17)

Este resultado muestra que la suma de todas las probabilidades de los arre-

glos de pelotas inconfundibles es igual a uno*.

Por otra parte, se llamara '"densidad" de pelotas, p, al cociente que resul-
te de dividir el nimero total de pelotas, N, entre la suma de todas las ga-

vetas, incluyendo aquellas en que no puede alojarse ninguna pelota, es decir

* Por supuesto que también la suma de tcdas las probabilidades de arreglos

de pelotas indistinguibles debe ser igual a 1; pero esa suma no puede ex
presarse con la férmula (1.2.17).

M s
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(1.2.18)

Ademds se llamar3d funcidn G de orden 1 y se escribird como G(1) a la defi-

nida como

1
c() = fli%—l (1.2.19)

Y, finalmente se llamar3d funcidn G de orden 2 a la definida mgdiante la

formula

2
c2) - P20 (1.2.20)

Las formulas (1.2.18), (1.2.19) y (1.2.20) son absolutamente generales, es
decir, se emplean tanto en el caso de que los anchos de los casilleros sean

iguales entre si, como en el caso de gavetas de anchos diferentes.

Por otra parte, como 92 es una constante caracteristica de cada sistema,
pues depende solamente del niimero de pelotas y del de casilleros, resulta
que G(2) es proporcional a la probabilidad P,(X?), aiin cuando ella misma no

sea una probabilidad y por eso puede tomar valores superiores a l.

Mis ailn, mientras G(l) se define para cada sitio en particular, para defi-
nir a G(2) es necesario especificar los casilleros Xi y X. donde se hace

la valuacidn de P2(Xi, Xj). Como se verada después, es posible escoger arbi-
trariamente un punto '"inicial", que puede ser cualquier casillero y valuar
la funcidn G de orden 2 para los restantes, con relacidén al casillero selec

cionado.

Ahora bien, en el caso de un gavetero c¢on todos los casilleros del mismo
ancho, es decir sin preferenciales, con Bi tales que puedan alojar mids fa-
cilmente a una pelota, ni imposibles (en donde no pueda caber ninguna pelo-

ta) el problema se simplifica notoriamente.

En tal caso el nGmero de ramas del &rbol de probabilidades sera igual al
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nimero de combinaciones de v lugares (puesto que todos son posibles) toma-
dos de N en N. Con ello, la probabilidad de que al hacer el experimento
resulten ocupados los casilleros (i), (j), (k) serd el inverso del nimero
de ramas, es decir

- N! (Vv-N)!

v (1.2.21)
M

Obviamente ésta serd la probabilidad de que ocurra cada rama pues, como
debe recordarse, los indices (i), (j) y (k) pueden tomar todos los valores

comprendidos entre 1 y v; pero sin repeticidn.

Por otra parte, cada una de las subramas tendrda, como antes, una probabili-
dad de 1/N. , ya que habrd las mismas N! permutaciones de los indices r, s,
t que designan a cada una de las pelotas inconfundibles. En estas condi-

ciones la probabilidad de cualquier arreglo Aijk (pelota 1 en (i), pelota 2

en (j) y pelota 3 en (k)) estara dado por

PA ) = PO, Xy X %P
- N! (v-N)! x 1
V! N!
. . _(v-N)!
. PA ) = — (1.2.22)

Ademids, cuando se trate de calcular la pfobabilidad de que un lugar deter-

minado quede ocupado por una cualquiera de las pelotas, al utilizar la f&r-

mula (1.2.11) deberdn tenerse presentes dos circunstancias:

18, De las N! permutaciones que pueden hacerse con los indices (i), (j) y
(k), habra (N-1)! permutaciones iguales para cada posicidn que se esco

ja de (i), segiin se indica a continuacidn.
Aijk (i) en primer término, después (j) y al final (k)

Aikj (i) en primer té&rmino, después (k) y al final (j)
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Akij «l— (i) en segundo término, (k) en 1° y (j) al final

De esta manera resulta que el nimero de sumandos distintos (y con do-
ble suma cada uno) que se obtienen en la formula (1.2.11) es precisa-

mente N'/(N-1)! .

28, Pero cada uno de esos sumandos, distintos en el caso de que los anchos
Bi sean diferentes entre si, se haran iguales cuando las Bi sean todas
iguales pues, como ya se vid, contienen todos ellos el mismo nimero de
sumandos, todos de valor P(Aijk)' De acuerdo con la interpretacidn
dada a (1.2.29b), esto significa que ahora son iguales las probabilida

des de que cada una de las pelotas inconfundibles ocupe el lugar (i).

En estas condiciones, para el caso en que no haya casilleros ocupables o

preferenciales, la formula (1.2.11) se convierte en

1 N: I'or 1.2.23
LD = monr 5E ik P45 (1.2.23)
Wd
N - 1 sumas
Puesto que N1 (N-1)! = N la formula anterior puede escribirse también como

<

\Y
] = t )
P;(X!) =N j§1 WE1 P(Aijk)

Lo que quiere decir que, para el caso, la probabilidad de que una de las
pelotas indistinguibles ocupe el lugar 1l es simplemente igual al producto
del nimero de pelotas por la probabilidad de que una de las pelotas incon-

fundibles ocupe dicho lugar.

En forma anidloga se puede hacer ver que para el caso de casilleros del mis-

mo ancho, la probabilidad de que 2 lugares resulten ocupados por 2 pelotas
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confundibles serd

LE YPGB L) (1.2.24)

2y o _NY
P2 XD = oy Wk P
—

(N-2) sumas

Obsérvese que en este caso el nimero de sumandos es igual al cociente que
resulta de dividir las N! permutaciones de los indices (i), (j) y (k) en-
tre las (N-2)! permutaciones que se obtienen al fijar las posiciones de 2

de ellos y variar la posicidn del restante.

Se deja al lector la comprobacidén de que, también para el caso de casille-

ros de anchos iguales resultari

3y N:
P33 =~y (D PG (1.2.25)
(N-3) sumas

Si se tratara de 1,2,3...v casilleros de igual ancho, y de 1,2,3...N pe-
lotas inconfundibles (con v > N), la probabilidad de que (i), (j),(k)...n
lugares (con N > n) quedardn ocupados por n cualesquiera de las N pelotas,
se calcularia con la fdérmula que se indica enseguida, resultado de un pro-

ceso de induccidn a partir de las fdormulas (1.2.23, 24 y 25)

N! v,

n — L
Pn(X ) = (N-n)! n+l °° N

i,j,k...N (1.2.26)

(N-n)sumas

Naturalmente que los indices (i), (j)..., n,...N podrian tomar los valores

comprendidos entre 1l y v; pero sin repeticidn.

Para este caso general la férmula (1.2.17) tomaria la forma
v
I

v v
' v =
B} -ee NI Pl ) =) (1.2.27a)

Como esta notacidn es larga y complicada se convendrd en designar al arreglo
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B

. . N .
de N pelotas inconfundibles como X y a la suma de todas las sigmas que
N P S
aparecen en (1.2.27a) como I , de tal manera que se escribird simplemente

en la forma

e = 1 (1.2.27b)*

Con ello, la expresidn (1.2.26) se escribird como

P") = =N 3opath (1.2.28)
n ~ (N-n)! ntl °°" °N T
‘Y___—-/
(N-n)sumas
Para el caso particular N = n (recordando que 0! = 1) la f6rmula anterior

tomara la forma
PN(XN) =N P (1.2.29)

Esta expresidon muestra la forma de calcular la probabilidad de que N pelo-
tas confundibles ocupen N de los v casilleros de igual ancho, a partir de
la probabilidad P(XN) de obtener un arreglo de N pelotas inconfundibles.
Resulta de interés destacar que si se hace la suma ZN en ambos miembros

de (1.2.29) y se tiene presente (1.2.17b) se obtendra
Al WESP I (1.2.30)

Por otro lado también para el caso de casilleros del mismo ancho, la proba-
bilidad de que uno determinado quede ocupado se puede obtener simplemente
si se piensa que N pelotas pueden caer en v casilleros de modo que la pro-
babilidad de ocupar uno de ellos sera simplemente

N

P, (xl) = -~ (1.2.31)

* (Obsérvese que esta fdrmula es absolutamente general en el sentido en que,
como la (1.2.16), incluye a la suma de las probabilidades de todos los
arreglos posibles. '
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Desde luego que Pl(xl) también puede calcularse con la férmula (1.2.23).

De la misma manera, si se piensa que ya una pelota ocupd un casillero, que
darian N-1 pelotas para ocupar v-1 casilleros, de tal suerte que la proba-

bilidad de 2 casilleros queden ocupados por dos pelotas cualesquiera sera

P, (X?) = ~ 1 (1.2.32)

Tambié&n el valor de Pz(xz) puede calcularse con la formula (1.2.24).

Si se sustituyen las férmulas (1.2.31) y (1.2.18) en la (1.2.19) se encon-

trara que para el caso de casilleros de igual ancho la funcidén G de orden
1 vale
N/v

G(l) = N/\) = 1

Y si se sustituyen (1.2.32) y (1.2.18) en (1.2.20) se encuentra que

N N-1 v v
= *
G(2) \Y v-1 N N
= 1 (1.2.33)
l__.
v

Por supuesto que los valores de G(1) y G(2) también puede obtenerse a par-

tir de las formulas generales (1.2.19) y (1.2.20) respectivamente.

Este Gltimo resultado muestra que cuando no hay casilleros preferenciales

o imposibles G(1) = 1 y G(2) -+ 1 si el nimero de pelotas y de lugares cre-

cen indefinidamente.

EJEMPLO. Con el propdsito de aclarar las ideas expuestas, a continuacidn
se trataria un ejemplo concreto de una caja con 5 gavetas en don-
de se alojan 3 pelotas. Para empezar se supondrd que los anchos

de las gavetas son By = a, B, = 1.5a, By = .5a, B, = a y Bg = a.
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Posteriormente se analizara el caso en que todos los anchos Bi son iguales
a a. En uno y en otro casos se supone que a es ligeramente mas grande que
d, el didmetro de las pelotas.

Primer caso.

Para calcular la probabilidad de la rama inferior del arbol mostrado en la
fig 1.2.3, es decir P(X , X , X ), se utilizardn las formulas (1.2.1),
(1.2.2) y (1.2.3) para calcular con ellas la expresidn (1.2.6), haciendo

(i) = 2, (d) = 4y (k) = 5. Asi se obtiene

1.5, 1,1 1.5, 1,1
P(Xz, Xy, X5) = [ﬁ*s*a]*{m*s*a]*
.0556 L0556
1, 1.5, 1 1 1, L5
—_k 1= k
* [ 4.5 3.5 2 ] * { 4.5 3.5 2.5 ] *
.0476 .0381
+ -—-—-1 *_1_'_5*_1_ + 1 1*15
5.5 3.5 2 45357725
L0476 L0381

= .2826

En seguida se calculara la probabilidad de la rama inmediatamente arriba

de la anterior, es decir P(X;, X,, Xg), usando nuevamente las fdrmulas
(1.2.1), (1.2.2), (1.2.3) y (1.2.6) pero estableciendo que (i) =1, (j) = 4
y (k) = 5. Se obtiene ahora

(a1, 1, 1, 1 1, 1, 1
PXLXesXs) = i35 * 35 % 73 ]+ [4.5 *35 " 7.5 ] tooot [4.5 3.5 2.5
= L1524

El lector puede comprobar facilmente que las probabilidades de las dos ra-

mas restantes son iguales a las de la inferior, es decir
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P(X;, Xz, X4) = P(X;, X, X5) = P(Xp, Xy, X5) = . 2826

De acuerdo con estos resultados, las probabilidades de todos los arreglos

de pelotas inconfundibles que no contengan al iIndice 2 valdra

p(a ) = 1524

ik’ T v = .0.254

En tanto que las probabilidades de todos los arreglos de pelotas inconfun
dibles que si contengan al indice 2 seran

.2826
P(A ) = £ = 0471

Ademis, como se ha dicho, podran calcularse P (X;) y P;(X;) simplemente

haciendo
Py (X)) = P(Xy, X,, Xy) + P(X,, Xz, Xg5) + P(X;, Xy, X¢)
= .2826 + .2826 + L1524
= .7176
y P} (X2) = P(X;, X, Xy) + P(X), X2, Xs5) + P(Xz, Xy, Xs)
= .2826 + .2826 + .2826
= .8478

Con estos valores y mediante la f5rmula (1.2.19) pueden encontrarse valo-
res de la funcidn G(1) para los casilleros 1 y 2 por ejemplo, teniendo en

3 " .
cuenta que p = T » Puesto que son 3 pelotas y el nimero total de casille-

ros (incluyendo el 3 en donde no cabe ninguna pelota) es 5

G (D) * (7176

1.195

"
witn

G (1)

wlwn

* 8478 1.41
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El lector puede comprobar facilmente que

G (1) =20
X3
G (1) = 1.195
Xy
y st(l) = 1.195

Por otra parte resultara que

Py (X), Xp) = P(X;, Xz, Xy) + P(X), Xy, Xs)
= ,2826 + .2826
= ,5652

En tanto que

Py (Xy, Xy)

P(X,, X,, X,) + P(Xy, Xy, Xg)
= .2826 + .1524

= 435

Para calcular la funcidn G(2) es necesario especificar los dos casilleros
que permiten calcular P2(X2). En este caso se considerarda que el calculo
se hace a partir de X, y como Xi - X, define a una distancia Vi entre

ambos podra escribirse, de acuerdo con la férmula (1.2.20)

2

5
= =~ X =
Gr12(2) [ 3 ] .5652 = 1.57
2
5
y G (@) = [ —-] * 435 = 1.21
Ty 3

También puede comprobarse facilmente que

G (2)
i3

0

G (2) =1.21
T1s
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Resulta de inter€s observar que en lps casilleros preferenciales (como - el
2 cuyo ancho es B =1,5a) la funcidn G(2) tiene un valor mayor que el que
tiene en los otrxos casilleros, en tanto que es igual a cero en los casi-

lleros que, como el 3, no admiten que se aloje ninguna pelota.*

Segundo caso; o

Puesto que se trata de N = 3 belotas‘y~v =5 caéiiléros;”al utilizar la
formula (1.2.22) resultard que la probabilidad de que resulte cualquier

. arreglo: de pelotas inconfundibles. sera-

G- 1
PO =7 35T T %o

Si ahora se emplea la expresidn (1.2.23), la probabilidad de que una pelo-

ta cualquiera se aloje en el casillero. !l ser3

| N THE L
P& = ETyT sk eE Py )
* P ' )4 51 5' :
- s ]
3% kE PAupd (B P g% (2 PO 0% ] P(AISR)J

3 *y(P(Aléa) + P(Ayp,) + P(Ai25):+
' P(A132) + P(A134) + P(A135) +
P(App) + PlA13) + P(Alys) +
P(A1s2) + P(Ajs3) + P(A15y))

P;(X;) =3 % = = =
Este resultado concuetda, po¥ supuesto, con el que se obtiene si se usa la

férmula (1.2.31) para N =3y v =15,

[

t"Ei interéskde este tipo de célculog_quedaré moéﬁiadd en,elkéépitulols.

T
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Por otra parte, para calcular P2(X), X2) se empleara la formula (1.2.24):

3! >
Po(X), X3) = (3-2)! kEi P(AIZk)

=6 * (P(A)23) + P(A)p,) + P(A)25))

O e e

Este valor concuerda también con el que resulta al usar la formula (1.2,32)

para N = 3 y v =5 es decir

3

3 2
P2y X =3 * 7 = 5

5
Con ayuda de la férmula (1.2.25) se puede obtener
3 3!

Pg(x ) = Pg(x]) X2, xa) b ‘(3‘_‘5‘)‘7* P(Alp_g)

=6*—!———-l

60 10

Por otra parte, usando la formula (1.2.19) es posible comprobar que

G(1) = 1, puesto que p = % y ya se ha hecho ver que P; (X)) = % .

Finalmente con ayuda de la expresidn (1.2.20) resulta que

2
c(2) = -3/10 [ 5

3
—_— . = = R - =
G752 7| 3 ] 10 - 0-833

Este valor es el que se obtiene si se usa la formula (1.2.33).

1-1/3 _ .667

G(Q2) = T—775 = 8

= .833

En este caso, en que todos los casilleros son del mismo ancho, G(2) tendra
el mismo valor en todos ellos. Ha resultado un poco menor que 1 porque el

niimero de pelotas y de casilleros es muy reducido.
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Pero debe recordarse que al aumentar la cantidad de unos y otros su valor

tendera a 1.

AMPLIACIONES

Como los problemas que se estudiaran posteriormente implican cierto grado
de complejidad, a continuacidn se analizaran algunos casos particulares,

en orden creciente de complicacidn.

Para empezar, imaginese que el problema ya visto de la caja con gavetas
de ancho diferente se estudia con una sola pelota; pero ahora se supone
que la probabilidad de que al hacer el experimento, la pelota caiga en un
cierto casillero depende no sdlo del ancho de la gaveta, sino también de
alguna otra causa adicional, por ejemplo, de la facilidad o rapidez con
que pudieran abrirse unas compuertas imaginarias que regulan la entrada a
cada casillero (como se muestra en la fig 1.2.4). De todas maneras se pue
de suponer que, asociada a cada
gaveta'existe una probabilidad
P(Xi) de que la pelota caiga en

ella. E1 ancho de la gaveta se

(:::) llamarad ahora su “entorno" y se

i a no AX. . i
’C//‘\‘ N designara como X1 Al cociente
PA que resulte de dividir la probabi
ax; AX; .

e L lidad entre el entorno se le de-
X; signara como la ''densidad" de pro
—-—-———A -

Xi ~ babilidad de que la pelota caiga

en Xi y se escribira

P(Xi)

pX.) =
FIG 1.2.4 1 ax;

(1.2.34)

Supongase ahora que, como se indica en la fig 1.2.5, se hace una grafica

de los valores de P(Xi) para cada valor de Xi puestos en orden creciente.
’

——
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PXy) |

P(X3)

PO P(X,) .

£y .

! ! i

I

Cod |

e T ~ —
Ax,l 8y | ax; | X;
| L N
| b |

FIG 1.2.5

En esta grafica se ha designado como L a la suma de todas las Axi, es

-’f \, - -
] decir, iEI Axi = L . Supuesto que hay casilleros, obviamente debera

cumplirse que

1

It <

1 P(Xi) = 1 (1.2.35)

Imaginese que, ademds, se define una funcidn univoca de Xi (que podria

ser, por ejemplo, su cuadrado) y que se designa como F(Xi). Se llamara
la esperanza o la media de esta funci6n a la suma en v de los productos

de P(Xi) por F(Xi) y se escribira
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F(X) = izl P(X,) F(X.) (1.2.36)%

Si, por otra parte, cada sumando de (1.2.35) se multiplica por y se divide

entre Axi, de manera que, segin la expresidn (1.2.34), resulte

v
Eop(XL) 8X, = 1 (1.2.37)
i=1 1 i

Imaginese ahora que se tratara de pelotas de didmetro muy pequeno (con lo
cual el tamano de las AXi se reduce mucho) y que el nimero de casilleros v
se hiciera muy grande. En tal caso la suma indicada en (1.2.37) se acerca-
ria al limite llamado integral de Riemann y podria escribirse

v

L
lim .3, p(X)) 6X, = J P(X) dX (1.2.38)
(R) 1= 1 1 o

Debe recordarse que en tal caso los extremos de la integral corresponden a
cero y a la extensidn total L, en donde se ha definido a P(X). Como, por
otra parte, las moléculas que forman un fluido se pueden considerar como pe

lotas de didmetro muy reducido, se aceptard que la suma dada por (1.2.35)

* Debe recordarse que P(Xj) también puede ser definido como el cociente
que resulte de dividir las nj veces en que la pelota cayd en X; entre el
total de NE veces en que se realiza el experimento, si este numero NE es
suficientemente grande, es decir

: n,

P(Xi) = NE

Por tal razdn la fOrmula anterior también podrd escribirse como

n,
— 1
F(X) 1§1 NE F(X.)
' = LI 1.2.36
o bien F(X) = NE i£1 ni F(Xi) (1.2.36b)

v
Pero i£1 n, F(Xi) representa a la suma de todos los valores de F(Xi) que

se obtienen al hacer los NE experimentos, de suerte que el cociente indi
cado no es mas que el promedio (o la media) de todos ellos y de aqui el
nombre con que se designa a la suma expresada en (1.2.36).



se puede escribir en términos de la integral de Riemann, teniendo cuidado

de usar la densidad de probabilidad definida por (1.2.34), es decir

L
P(X) -
Jo [ X ] dx = 1 (1.2.39)*

Por analogia con esta férmula se aceptara, cuando asi convenga, que una ex-

presidn equivalente a (1.2.36) sera
L e
J p(X) F(X) dX = F(X) (1.2.40)
0

Complicando un poco mids las cosas, supdngase ahora que el experimento se
hace con N pelotas inconfundibles (por ejemplo 4) y con cierto nimero de
casilleros v (por ejemplo 6) cada uno de ellos con su ancho diferente y
sus compuertas. El niimero de arreglos de estas pelotas inconfundibles se-
ria, de acuerdo con lo asentado en la pag 16, igual a T;§§TT-= g% = 360 .
Estos arreglos se pueden disponer en orden creciente segiin los valores que
tomaran los indices (i), (j), (k) y (£), es decir, primero el A)53,, des-
pués el Ajr35, el Ajr,3¢ y asi hasta que, en el orden 360 se colocari el
Ags,3 . Como a cada uno de ellos corresponde una probabilidad de ocurren-
cia P(Aijkl)’ se puede hacer una grafica similar a la de la fig 1.2.5, de
la probabilidad de cada arreglo asi ordenado, contra su nimero de orden
correspondiente. En este caso el tamaiio del entorno estaria dado por el
producto de los entornos de los casilleros Xi, Xj, Xk y X£ y se escribi-

ria

AXY = AX. AX. Axk 8X, (1.2.41)
(u) )

En realidad esta forma de utilizar la integral de Riemann como equiva-
lente de la suma de valores de una funcidn discreta no es privativa de
la probabilidad. En tanto se cumplan las mismas condiciones también
para cualquier funcidn discreta G(X;) con "densidad" g(Xj) = G(X;)/AX
se puede proceder de la misma manera. Ver nota de la ecuacidn 1.2.60 .
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Naturalmente ahora existiria un "ancho'" total L* formado por la suma de

los V* entornos AX'. También, de manera aniloga, se podria hablar de una
u

"densidad" de probabilidad de cada arreglo entendida como

P(X")

Y
PX*) AXH

(1.2.42)

Por otra parte, la férmula (1.
podra escribirse N P(XN) =1

Debe recordarse, sin embargo,

En esta forma para el caso en

férmula (1.2.37) que

: 1 N \V
N ey = 3
i

2.27) seguird siendo valida, de manera que
en correspondencia a la expresidn (1.2.35).

que

(1.2.43)

<
v <
It <

] !
1 k=1 £=1

estudio podri escribirse, en lugar de la

NC ] BX; BX. X BX, (1.2.44)

AX"

R
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Asi, generalizando la expresidn (1.2.35) resultarid para este caso

N L (L (L (L
P(X") . 4
J [ AXE ] dx J I I J P(X*) dX, dxj dx dx,  (1.2.45)

o ‘0 ‘0 ‘0

Es muy interesante destacar el hecho de que, en su complejidad, los desa-
rrollos anteriores han podido hacerse gracias a que se trata de pelotas
inconfundibles pues, mientras resulta relativamente simple establecer que
IN P(XN) = 1 y comprender su alcance en términos de la igualdad (1.2.43),
las cosas no son tan claras en el caso de pelotas indistinguibles. Por
esta razdn, ailn cuando las moléculas "reales" sean indistinguibles, va-
rios problemas se analizardn suponiendo, primero, que son distinguibles,

para después hacer la correccidn correspondiente (ver piagina 75).

También en el caso que se estudia, se puede suponer que existe una funcidn

univoca  de Xi, Xj, Xk y X,, tal que su media esté dada por
FO) = 2 P FOXY) (1.2.46a)

_— N N N
o bien por F(X) = I P(X) F(X) dX : (1.2.46b)

Un distinto tipo de complejidad
vill Vil se presentaria, ain para el caso
---------- de una sola pelota, si la caja
en vez de ser plana, se hiciera
en forma de paralelepipedo y en
su cara inferior se dispusieran
los casilleros como en una caja

Y, |
/ Ly s
N T T 2 In de huevos, segin se muestra en

s , la fig 1.2.7 . En tal caso la

P - ubicacidn de cada gaveta se es-

" pecificaria mediante un vector

-~ -~

~
r. de componentes r,. ry. con
i P xj ¥ Ty;

relacidn a un sistema coordena-

FIG 1.2.7 . -
do cuyos ejes pasaran por las
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aristas I II y I IV. Se diria entonces que la probabilidad de que la pe-

lota cayera en el casillero (i) seria P(Pi) y que el entorno de la gaveta

seria Arxi Aryi = AAi (puesto que el producto define un area).

Ademds, la densidad de probabilidad se escribiria

P(r.)

~ _ 1
P(ri) =

i

(1.2.47)

En estas condiciones en lugar de (1.2.35) se tendra

iMmc

i=]

P(r.) =1
1

(1.2.48)

v representa, como antes, el niimero de casilleros disponibles. De las

formulas (1.2.47) y (1.2.48) se podria obtener la integral de Riemann;

pero ahora seria vectorial, de tal manera que su valor podria calcularse

en términos de una doble integral escalar cuyos extremos fueran Ly y L,

segiin el tamafio del recipiente en donde puede caer la pelota, es decir

me 4. =
1 1

L, (L,
J J P(r , r ) dr dr (1.2.49)
o ‘o x Y x

Vil vii
[ YlVB vi
1
i v, L]
i I 4
| t,.-° &
h—— 2

Imaginese ahora que siendo la
caja transparente, a medida
que se agita se van tomando
fotografias de los lugares
que va ocupando la pelota co-
locada en su interior. En ca
da instante en que se tome la
foto la pelota ocupara una po
sicién dentro de la caja, de-
finida por un vector "en el
espacio” ;i’ pero ahora de

componentes r ,T ,r (ver
. X3 ¥ 21
fig 1.2.8).
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Si por alguna razdn las probabilidades de que la pelota ocupe los lugares
;i fueran, en general diferentes, y dados por P(;i), ahora el entorno es-

tard dado por A¥. = Ar Ar Ar , de modo que la densidad de probabili~
1 X{ Y¥i Zi
dad seria

P(r.)
1

AV.
1

P(r.) =
1

En estas condiciones la f6rmula (1.2.48) seria

V] V2 V3

v . v _
i£1 P(ri) = ugl v£1 wél P(rx, ry, rz) =1 (1.2.50)

u v w

En este caso v;,v; y v designa el nimero de subdivisiones de las aristas

I,II (segin x) I,IV (segin y) y (I,V) segin z).

Por otra parte la férmula (1.2.49) tomaria la forma

T Ly (L2 (L3
f P(r.) dr. = I J J P(r , v, r) dr dr dr (1.2.51)
i i o o Jo x' 'y’ 'z X y z

Ly, L y L3 serian los tamafios de las aristas I II, I 1V y I V respectiva-
mente. En estas condiciones la integral vectorial corresponderia a una tri

ple integral escalar.

Es evidente que también para cada casillero se puede definir el valor de

una funcidn escalar univoca F(?i) y que su media estaria dada por

F(r)

v -~ ~
igl P(ri) F(ri) (1.2.52)

o bien por F(T) J P(?i) F(?i) d%i (1.2.53)

El siguiente grado de complejidad consistiria en combinar los dos casos an-
teriormente analizados, es decir, que hubiera N pelotas; pero que sus posi-

ciones estuvieran definidas por N vectores r, que pudieran tomar todos los
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valores comprendidos dentro de la caja. No obstante la aparente complica-
cion es facil entender que ahora la probabilidad de un arreglo estaria dada

por

“N ~ ~ ~
P(r') = P(r, r2,... rN)

Y que, en correspondencia, la suma de todas las probabilidades de todos

los arreglos seria ahora

- ? ~
R R R
N AN ~ -~ ~
= A A oo z e s o
I P(r) rlgl r2£1 £ P(r,, r, rN)
\-—-—N——'__/
N sumas (una por cada vector de posicidn)
V] V2 V3 Vi V2 V3 Viv2vy
= I ) IE) ) Ly+o+ DI I P(r ,r ,T 3T T ,T 5.1 ,T ,7 )
=] v;=1 w =1l us=1l v,=1 w,=1 tiytiztox’ z’ Py'z
) V) 1 ujs A\ W2 V& 1X 1Y 1 2X 7Y o Nx Ny N
— N " . (1.2.54)
3N sumas porque cada r tiene 3 componentes
En este caso el entorno estaria dado por
At = AT, B%,... A%
< N
= Ar_ Ar_ Ar Ar_ Ar Ar ... Ar Ar Ar (1.2.55)
1X 1Y 12 22X 2y 3z Nx Ny N
Y la densidad de probabilidad seria
~N
~N P
piy = H) (1.2.56)
AN
Ar

En estas condiciones también puede imaginarse que seri posible escribir que

. .

AN AN - N A ~

J P(r) dr = J I P(rN) dry, drp... dr
~——

N integrales vectoriales

= J J P(r ,r ,r ;r r r
cee 1x" 1y’ 127 2x 2y 2z’ N
—

3N integrales escalares

T
N? 1X 1Y 12 N N N2

) dr_ dr dr ...dr dr dr =1 (1.2.57)
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. . . .. - AN
Por supuesto que también puede existir una funcidn univoca F(r ') tal que
su media esté dada por

Y = 2 pY FEY) (1.2.57a)

_— “N ]
o por F(F) = J Ny FGEY) arh (1.2.57b)

Infortunadamente, como se vera después, los casos ''reales" corresponden a

un altimo grado de complejidad, ya que interesa saber no solamente la posi-
cién que ocupan las N pelotas en un momento dado, sino también la velocidad
con que en ese instante se estan moviendo. Esto plantea la necesidad de es-
pecificar cada arreglo por medio de un supervector iN = (?N, QN) que indi-
que cuiles son la posicidn y'la velocidad de cada una de las N pelotas que
1o conétituyen. No obstante la aparente complicacidn del caso, si se si-

guen las ideas expuestas en los parrafos anteriores se puede llegar para

este caso tan general, a los siguientes resultados

AN AYA -~ "~ -~ "~ ~ ~ ~
A(Xh) = A(rh,VN) = ot A0V - bty Arp... ATy * AV AV, .. vy

= (Ar Ar Ar )(Ar Ar Ar )...(Ar Ar Ar )*(AV AV AV )...(AV AV AV ) (1.2.58)
1X 1y 12 2X 2y 2z N® N NZ 1X 1Yy 12 N N N

Por otra parte

1 AN R R -~ -
NPE) =T .. 2 I I PG B Ve 9D
r
ol y V1 N
—

2 N sumas (N para rN y N para UN)

]

I ... P(r. r r ,...V. V V)
Xy z

1x Yn  1X 1Y 12
3 * 2 N sumas (3 para c/u de las componentes de N 5 de GN)
= 1 (1.2.59)

sN

Ademds, deberid ser, para el caso del supervector X
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~
1

2N N (N .
J PNy ax® - J J pEY, 0N aft att

2N integrales vectoriales

= J J P(r , T , T 4...V,V V)dr dr dr ...dVv_dv dv
c e 1X 1Y 12 Nx Ny NZ X y z Nx Ny NZ
3 * 2N integrales escalares

=1 (1.2.60)*

- - . . - aN . 2
Y por supuesto, podra definirse una funcidn univoca F(X') cuya media esté

dada por
FGY = N M Y (1.2.6la)

72N
o por FEY) = [ PxY FRY ax® (1.2.61b)

Para terminar con el estudio de este caso general de arreglos de pelotas es-

e N . .
pecificados por el supervector X es necesario aclarar que, si se tratara de

pelotas indistinguibles, la probabilidad PN(ﬁN) deberia entenderse como

P,V LV, V...V (1.2.62)

k""" "N r’ s t N

PN(ﬁN) = P(i,, fj. s
Esto presupone que hay una pelota cualquiera cuya posicidén estd definida
por ;i yﬁque tiene velocidad Vr; otra cualquiera loca}izada por ;j conﬁve-
locidad Vs, etc, hasta una cualquiera localizada por r, con velocidad VN .
Sin embargo si las pelotas fueran distinguibles con las mismas localizacio-
nes ;(i) y las mismas velocidades V(r) se podrian tener N! arreglos diferen

tes de las N pelotas inconfundibles que tendrian la misma probabilidad de

aN P (XN . .
* Por supuesto que ahora P{(X ) = _iﬁﬁl-' Es mas, suponiendo gue se tratara

de la suma de una funcidn G(ﬁN), en la forma IN G(iN), los desarrollos ex-
puestos seguirian siendo vdlidos, en el sentido en que podria escribirse
N _,aN 1 - -
I GIX') = R J G(XN) dxN (ver nota de la ecuacidn 1.2.39).
AX
2N
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ocurrir al ser tomada al azar cualquiera de las N! permutaciones. Por tal
. - Sy sN
motivo resultari que la probabilidad de dar con un arreglo P(X ') de pelotas

inconfundibles estarid dado por

=N
Py &)

N!

PNy =

Asi, para el caso de arreglos de pelotas especificados por el supervector
XN seguird siendo valida la formula (1.2.29) pero ahora referida al super-

vector, es decir
PN(XN) = N PGY) (1.2.63)

Esta observacidn es importante porque en los parrafos anteriores se ha in-
dicado solamente la manera de calcular P(iN) y no PN(iN), siendo esta lti-
ma la que corresponde al caso "real". En tales condiciones deber3d tenerse
presente que para calcular la probabilidad de un arreglo de pelotas indis-
tinguibles definido por el supervector iN, sera necesario determinar prime-
ro el valor de la probabilidad de un arreglo de pelotas distinguibles,

N - aN .
P(R"), para despuds encontrar el valor de PN(X ) con ayuda de la expresidn

(1.2.63) (ver pag 79).
1.3 Algunos problemas de cdlculo operacional

La definicidn de derivada parcial de una funcidn F(Xi) de las variables

" - ~ -~ -
escalares Xi, puede ampliarse para una funcidn del vector r, F(r) si en

sustitucidn del operador se introduce el operador nabla, definido

aXi
como

_ s 2
= 1—-——ar +J (1.3.1)

~
<
N

A~

En esta igualdad i, j y k son vectores unitarios en los sentidos y direc-

ciones de los tres ejes ortogonales de referencia y r , ry yr, los m6du-
X

A - -
los de las "componentes'" de r en esas tres direcciones.

. ~N ~ . . ..
Cuando la funcidn F(r ) depende de las rN variables vectoriales la defini-
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cidn anterior puede ampliarse para definir

IR S T 1 (1.3.2)
a;h ar) aro arN

En donde por supuesto la £-&sima componente estaria dada por una férmula

similar a la (1.3.1), es decir

aﬁ =12 43 aﬁ + R a? (1.3.3)
e or r r,
2" 2 2

A

. . . N _ aN N
Finalmente, en el caso de una funcidn del supervector X =r

» V' que se

estudié en el subcapitulo anterior, seria necesario definir el operador

B U T E
of)  of, Aty
3 3 9
i T o TP - 1.3.4
V) av2 avN ( )

Y nuevamente cada una de las componentes de este operador quedaria defini-

do por una expresidn similar a la (1.3.3).
1.4 Algunos problemas de Teoria de La infornmacibn

En la fig 1.4.]1 se muestra el histograma de una distribucidn discreta cual-
quiera de probabilidades P(Xi), es decir, la grafica de los valores que to-
ma P(Xi) para las distintas X., hasta X, . Se llama entropia de esa dis-

tribucidn y se designa con la letra S a la suma

<

S=-k .

i1 P(Xi) loge P(Xi) (1.4.1)*

* k es una constante cuyo significado y utilidad se discutirin posteriormen-
te (ver nota.de la ecuacidn 2.1.8).
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P(X;)

PG | P(x)

T R o 0 9Y

A ) P(Xy)

I 1 ?

I i ] ) |

i | 1 3 1 o
| | X

X2 I l
: oI
% Xy —]

FIG 1.4.1

Desde luego que debe recordarse que se cumplird la condicidn de que

v
2o PX)Y -1 =0 (1.4.2)
i=1 i

Para el caso particular de v = 5 en las figs 1.4.2a hasta 1.4.2f se mues-
tran distintos histogramas posibles. Ain

cuando los primeros son simétricos, se po

P(Xﬂ* drian formar con cada uno de ellos histo-
S=129k gramas asimétricos utilizando los mismos
05 _.______1 valores de P(Xi) dispuestos en otro orden,
02 ____1__4__1 sin que por ello dejaran de satisfacer
0.05 4*—-{—~—{——+—~1 41;. (1.4.2), esto es, que corresponderian a
X; otras distribuciones posibles que tuvieran,
en cada caso, la misma entropfa. En las
FIG 1.4.2a figs 1.4.2d y 1.4.2e se muestran histogra-
mas asimétricos dejando valores P(Xi) =0
para ciertos valores de Xi . Para cada
P(xi) una de las distribuciones se ha calculado
S=147k el valor de la entrop{a que se consigna en
04 —_—— la figura correspondiente.
0.2 ——1—-—;——1
Ol fp— 1 —+t—4+— Como puede verse entre mis ''picuda" es la

L
X:

i distribucidn, tanto mis reducido es el va-

FIG 1.4.2b
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P(X{)
S=1.28k
04 }t— —p
o3} —+
02 ——,L—-—}—
0. —— -t
| 1 1 1 1 P
Xi
FIG 1.4.2d
P(X}
oT————1
i
! $=0.81k
)
02f———- |
ol r——- | i
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X
FIG 1.4.2e
P(X;)
S=1.61k
02—t ¢+ 1
[ \ ] 1 [
1 i 1 1 1 L
Xi

FIG 1.4.2f
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lor de la entropia, al grado de que el
miximo valor de ella ocurre en la fig
1.4.2f en donde la distribucidn es uni-
forme. Este hecho se interpreta diciendo
que el grado de desconocimiento de una dis
tribucidn de probabilidades P(xi) disminu-
ye en la medida en que se sabe que el va-
lor de la probabilidad aumenta para deter
minados valores de Xi . Tal cosa signifi
ca que, cuando se tiene un desconocimien-
to total de la distribucidn, y por ello
todos los valores de P(xi) son iguales,

la entropia es maxima. Por este motivo

se dice que la entropia mide "el grado de
desconocimiento" que se tiene de una dis-

tribucidn dada.

En estas condiciones, para el caso de la
entropia mixima que corresponde a la dis-
tribucidn uniforme es obvio que, para el

caso de la fig 1.4.2f,

(1.4.3)

< |

P(Xi) =

De tal manera que la entropia valdri

S=-k I Llog 1
- i=1 v %8¢ y
- 1
= -k [ loge S ]
=k loge v (1.4.4)

Y, puesto que V = 5, resultarid que

S = 1.61 k, que es el valor que aparece mar
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cado en la fig 1.4.2f, que es el que se obtiene también si se usa la f&rmu-
la (1.4.1). Por lo demds, las fdrmulas (1.4.3) y (1.4.4) son validas para

cualquier valor de Vv, por grande que sea.

En correspondencia a la expresidn (1.4.1), para una distribucidn continua

p(x) podra escribirse

A
s = -k I p(x) loge p(x) dx (1.4.5)
o

De manera que en los términos discutidos en el subcapitulo 1.2, paginas

28 y 29, si P(x) designa a la probabilidad discreta se tendra que

A
_ P (x) P (x)
s = -k J Ax loge Ax dx
o}
L] v
= -k ., P(X.) [log P(X.) - log Ax ] (1.4.6)
i=1 i e i e

Si se supone que Ax es uniforme y muy pequeno, pero finito, resulta que

. \Y AV
s =-k ., P(X.) log P(X.) + k log Ax .&, P(X.) (1.4.7)
i=1 i e i e i=1 i

Asi que teniendo en cuenta a (1.4.1) y a (1.2.35) se obtiene
s =S+k log_  ax (1.4.8)

Este resultado muestra que s, la entropia para la distribucidn continua vy,
S, la de la discreta, difieren en una constante, de tal suerte que lo que
se ha dicho para la segunda es valido para la primera, es decir, también
para la funcidn continua la entropia serd menor entre mds 'picuda'" sea .
Son dos los motivos para hacer esta consideracidén. El primero es
que, como se .verd en el resto de este subcapitulo, es mids sencillo operar
con funciones continuas que con discretas, aunque el concepto de entropia
sea mas accesible en la forma en que se ha presentado. El segundo motivo

es que, como se verda en el capitulo 2, serid necesario temer en cuenta la
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equivalencia senalada por (1.4.8).
Por otra parte, se sabe que para optimizar una funcidn f(x,y) sujeta a
la restriccidn ¢(x,y) = 0 se puede recurrir al empleo de los multiplica-

dores de Lagrange. Para ello se forma la funcidn auxiliar

z, = f(x,y) + Ai ¢i(x,y) (1.4.9)

En seguida se forma el sistema de ecuaciones

Bz* _
3x 0
32*
=% =0
9Zx _

L, 9A 0

La solucidn de este sistema de tres ecuaciones permite identificar los va-
lores de A, x y y, los Gltimos de los cuales son el valor de las incdgni-

tas que hacen maxima a f(x,y), respetando la restriccidn impuesta.

Este procedimiento puede generalizarse* si el problema consiste en encon-

trar la funcidn p(x) que en el intervalo 0 a A hace mixima a la funcidn

s = Jf(p(x),x) dx , (1.4.10)
o

la cual estd sujeta a las restricciones ¢,(p,x) = 0y ¢,(p,x) = 0. Para

ello se forma el funcional

A 2
s, = jo (f + igl X (%) ¢i) dx (1.4.11)

£, °

* Ver L. Elsgoltz "Ecuaciones diferenciales y cdlculo variacional", Edi-
torial Mir, Moscii, 1977, Capitulo 9, pigina 382.
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Y con ello se forma el sistema

((afx _
ap =0

¢ ¢1(P,X) =0
$2(p,x) =0

La s0lucidn de este sistema permite encontrar a las funciones~k1(x),
Ar(x) y p(x), siendo esta Gltima la que hace mixima a s respetando las

restricciones.

Resulta interesante comprobar la naturaleza de la funcidn de probabilida-
des continua p(x) que conduce a la midxima entropia empleando la técnica

mostrada. El problema consiste en maximizar

A
5 = J - k p(x) }oge p(x) dx (1.4.12)
)

Sujeta a la restriccién

A
J p(x) dx - 1 =0 (1.4.13)
(o]

Siguiendo la metodologia expuesta, en este caso resultara

A
f, = -k [p(x) loge p(x) + A(x)] [ J p(x) dx - 1} =0 (1.4.14)
o
. of A
Asi que 3;5 = - k [1 + loge p(x)] + A(x)[ dx = 0 (1.4.15)
o
De aqui resulta que 1 + loge p(x) = %— A (x) (1.4.16)
0 bien p(x) = L A/KA(X) (1.4.17)

e
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Al tener en cuenta a (1.4.13) debera ser

A A
| = J p(x) dx = %J Ay (1.4.18)
o 0
Para satisfacer esta ecuacidn se escoge
Ax) =X (1-10g &) (1.4.19)
A e
En efecto, resulta entonces que de (1.4.18) y (1.4.19), se obtiene
A A
1 J (I-loge A) . _ I o loge & 4
¢ J o
A
1
= 2 J dx =1
0
Por otro lado al sustituir (1.4.19) en (1.4.17) resulta que
-1 1-loge A _ 1
p(x) e © A (1.4.20)

Este resultado muestra que, como era de esperarse, la distribucidn uniforme

es la que hace mixima a la entropia.

Es importante terminar este subcapitulo con dos observaciones. Lla primera
es que en otros casos, en donde existan otras restricciones,la distribu-

« - - . - » -
c16n que haga maxima a la entropia puede resultar no uniforme, aiin cuando

la metodologia expuesta, completamente general, también resulte aplicable.

La segunda observacidn es que el método tambié&n es aplicable cuando la

AN

distribucidn de probabilidades dependa del supervector Xh, en cuyo caso

- '\N - -
se tratara de encontrar la P(X ') que haga miaxima la entropia en todo el

N

rango de variacidn de X . Ver capitulo 2.

1.5 Complementos de Mecdnica

La posicidn de una particula de masa m queda definida por un vector r en
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un sistema de referencia triortogonal
derecho, segin se indica en la fig.

1.5.1 . Cuando en el intervalo de

tiempo dt esta particula se despla-

za d;,
~ dr
v dt

se dice que su velocidad es

y que su momentum es P = m V.

El cambio de momentum en el tiempo
dt se llama la fuerza que actia so-

bre la particula y se escribe

v

A=£‘—ﬁ= X
F TIRT (1.5.1)

FIG 1.5.1

Multiplicando ambos miembros por dr

se obtiene

Fedr=m dv | df = m «dv =mv dv
dt

(1.5.2)

-~

Si existe uma funcidn ¢ (T) que
- =ﬂ - =ii - F

Fx ax y 3y Y z
¢ es su potencial, en tal caso

permite definir a las componentes de F como

= 20 3

nz ° se dice que F es conservativa y que

resulta obvio que

n v dv (1.5.3)

Si se integra esta igualdad entre los puntos inicial, 1, y final, 2, de una

trayectoria seguida por la particula se obtiene

Y de aquil resulta que

¢1_¢2=m_\_122.._m_!l._

*
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Este 4ltimo resultado se suele escribir en la forma

E=¢, + 9—‘2’1—=¢2+ “‘—‘2’2— (1.5.4)

De acuerdo con esta formula la energia de una particula de masa m es cons-
tante (si existe potencial) y dada por la suma de una energila potencial,
definida por ¢, mds una energia cinética definida por su momentum ﬁi .
Recuérdese que

p2 _ 2m? v? _ m v?

2m 2m 2

Asi, la energia de la iésima particula de un conjunto de N vale

p.?
E, =9, + 2; (1.5.5)

Obsérvese que el Indice (i) designa a la i€sima particula y no se refiere

a su posicidn.

La suma de las energias de un conjunto de N particulas se llama el hamil-
toniano del conjunto o del sistema y se escribe
N (PP
= — 4+ ..
H= L, | 355 s (1.5.6)

Es interesante observar que el valor del potencial solamente depende del
vector de posicidn ;i de cada particula y no de su momentum ﬁi . En cambio

este Gltimo no depende de ;i . En estas condiciones resulta que el hamil-

. - .. . .~ N
toniano asi definido es, en realidad,una funcion del supervector X |,

. sN ~N 4N - .
entendido ahora como X = (p, r ), segin las ideas expuestas en el sub-

capitulo 1.1.3 .

En estas condiciones y empleando los operadores alli definidos se pueden
calcular las derivadas parciales del hamiltoniano respecto a ﬁi y respecto

a ri con lo cual se obtiene sucesivamente
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. dr.
CL S S S | (1.5.7a)
3p; m i dt ‘
3 . dp
y LIRS S P ~ (1.5.7b)
or .- 1 dt
1 1

Por otra parte al usar los resultados del subcapitulo 1.3 y teniendo en

cuenta las férmulas (1.5.7) podr3 escribirse que

—%ﬁ aEY = —%ﬁ HEY) + —%ﬁ- 1 XNy
X ap ar
N - v -
-5, =@+ e
aP§ or;
N - N .
=L V.- 5, F, (1.5.8)

Supdngase ahora que se trata de un conjunto de particulas que, para cada
aN
uno de los arreglos particulares § ) tiene una probabilidad de ocurrencia

éX )}, dada en los té&rminos discutidos en el subcapitulo 1.2 . Pero que,

j)
ademds, se recuerda que tal probabilidad también podria definirse como el

cociente que resulte de dividir las nj

entre el total de arreglos NE que pudieren observarse al ver como &stos

veces en que salid el arreglo %?)

se producen de manera aleatoria. Al multiplicar ambos miembros de (1.5.8)

n;
por esta P(X ) = =L se obtiene
NE
i)
noON nyowN
PR o N HE = ve if1 Vi TonE if1 By (1.5.9)
() 23X j

Si en estas condiciones, al hacer la suma para todos los (j) arreglos po-

sibles se obtendra *

* vyéase la nota de la ecuacidn 1.2.36 .



. AN v] n v V2 n v \Y n
Ford® Loowdh - e D idee g B -
A 1 NE j=1 T NE j
¥ n, F, n. v F_n.
S SR S B SRS R e (1.5.10)
j=1 NE j=1 NE j=1 NE

En tales condiciones los sumandos del miembro derecho son los valores pro-

medio de V], VZ, ) VN, Fl’ Fz.... FN .
Ahora bien, si las N particulas estuvieran confinadas dentro de un cierto
volumen constante ¥ , tales valores medios deberian ser nulos porque, de
otra manera, por lo menos algunas particulas mostrarian su tendencia a des-
plazarse en algun sentido, mas alla del volumen de confinamiento, lo que

contradice la suposicidn de que estuvieran encerradas.

De esta manera podrd establecerse, que para un conjunto de v arreglos de

N particulas confinadas

\Y - ~
I P& 2 w@h = 0 (1.5.11)
I3 ex i

Este resultado se utilizari posteriormente. Por lo demas, debe tenerse
cuidado de recordar que para un sistema de particulas confinadas existird
un valor medio para el hamiltoniano, el cual sera, en general, distinto de
cerc v estara definido por

&) = ) PAY H(§(N)

-

(1.5.12)

Por otro lado, es interesante recordar que en la Mecinica clasica, las va-
riables p y r permiten conocer la energia de cada molécula con la exacti-
tud necesaria. De acuerdo con las ideas expuestas en el subcapitulo 1.2,
el entorno dp - dr se acostumbra definir como el "volumen" dp + dr en el
cual se "encuentra'" una determinada particula cuya energia se supone defi-
nida en el entorno p + dp y t + dT del "super espacio" p, r. Para estu-
diar el comportamiento de particulas sumamente pequenas, como las molécu-
las que se estudian en estas notas, es necesario recurrir a la Mecanica

- » ‘- 3 - - - - - . -
cuantica. En esta disciplina se considera un principio, debido a
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Heisenberg, que establece que no se pueden precisar simultaneamente el
momentum y la posicidn de una particula, ya que, entre mayor sea la preci-
sién:con que se define a uno, menor serd la exactitud con que pueda cono-
cerse al otro. Esto equivale a considerar que un producto de la forma
dpx drx (6 dpy dry,6 dpz drz) debe ser mayor o igual que una constante
universal K llamada de Planck, cuyo valor es 6.63 x 10“37 joule-seg.

De esta manera, el 'volumen" de referencia deberi ser tal que

dp - at > 3 . (1.5.13)

~

Asi, cuando se trate del supervector XN, se tendra que
agy > 4N (1.5.14)

En estas condiciones, la densidad de probabilidad definida por la expresidn 1.2.36b

(ver nota al pie) podrd también escribirse como

PV

P(iN) = ——W“— (l1.5.15)

Adicionalmente debe aclararse qué tipo de potencial ¢ serd el que se maneje
en estas notas. Como ya se ha di-
cho, las moléculas seran considera

Fe d¢ ‘ das como ''pelotas'” inertes, inde-

pendientemente de que estén cons-

/

Repulsion

tituidas, a su vez, por particu-
las elementales. Sin embargo, se

sabe que las moléculas presentan

r la caracteristica de atraerse con

o mayor o menor intensidad cuando

Fuax
se hallan relativamente préximas

Atraccidn

B unas de otras, en tanto que se
repelen violentamente cuando la
distancia es menor que una cierta
distancia o. Por otro lado, la

FIG 1.5.2
atraccion alcanza un mdximo, mis
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alld del cual su valor disminuye paulatinamente como se muestra en la fig
1.5.2 . La férmula general del potencial ¢(r) con el cual se dibuja la

grafica mostrada es de la forma

a b
¢ =K [9-]—[%] (1.5.16)

r

.
Esta férmula fue establecida por Lennard y Jones y se designa con sus nom—
bres. En ella K, a, b y o varian en cada caso particular, ain cuando pue-
" de decirse que para los gases a tiene un valor prdximo a 6 y b uno préximo
al2.

Por lo que se ha dicho, se comprende que el potencial definido por (1.5.16)
se ejerce por parejas de moléculas, hecho que deberid recordarse en discu-

siones posteriores (ver capitulo 4).
Ademids, deben tenerse en cuenta las siguientes observaciones:

12, La foérmula de Lennard-Jones se refiere a moléculas inertes y no a mo-
léculas polares, como la del agua, entre las cuales se ejerce otro ti-
po de atraccidon de naturaleza eléctrica que no se estudiard en estas

notas.

238, El1 hablar de repulsion implica mas bien la idea de choque, dado que
las moléculas no pueden estar a distancias, centro a centro, menores
que 0 que, por ese motivo,se decigna como ''didmetro nominal'. Esto
significa que, como se vera mias adelante, el valor del potencial en-
tre parejas de moléculas deberda estimarse para distancias mayores
que 0, toda vez que en otros casos las moléculas se estaran alejando

después de haber chocado.

38, Como la expresidn (1.5.16) es mids bien complicada, aunque razonable-
mente exacta, en muchos casos se usarin variantes simplificadas de

la misma, representando, fundamentalmente la zona de atraccidn, (ver
subcapitulo 4.2).
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1.6 Complementos de Tewmodindmica

Se sabe que los gases estdn constituidos por moléculas bastante alejadas
entre sl y en continuo movimiento. La posibilidad de que choquen es remo-
ta. Supdngase que hay una cierta masa de gas M= N m (en donde N es el
nimero de moléculas y m la masa de cada una de ellas) contenido en una ca-
ja en forma de paralelepipedo de lados Ax, Ay y Az, como se indf&a en la
fig 1.6.1a .

C 54/3
- 22— - —»
/ ~ o az 4/’ X

by y
A
l Ax l
FIG 1.6.1a FIG 1.6.1.b

Supdngase que se puede conocer el médulo v de una velocidad media represen-
tativa de las velocidades de estas moléculas del gas* y que dado lo cadtico
del movimiento, pueda pensarse en que la sexta parte de las N moléculas se
desplaza, en un instante dado, en la direccidn 1 mostrada en la fig 1.6.1b
con una velocidad de médulo v igual al de la velocidad representativa y
que, las restantes, se desplazan otra sexta parte en la direccidn 2, otra
sexta en la 3 y asi hasta la direccidn 6. Esta forma de imaginar el despla
zamiento es una tosca aproximacidon de lo que sucede en la realidad, pero

representa de un modo aceptable el movimiento del conjunto.

Ahora bien, una de las moléculas de momentum m v que se desplace en la di-
reccion 1 llegard a chocar con la cara ABCD y
rebotara alli, con lo que su momentum pasari a ser - m v. Con ello el
cambio de momentum serd Ap = m v - {-mv) = 2 m v. Por este motivo se

dira, segin lo establecido en el subcapitulo 1.5 (si el tiempo en que ocu-

* Ver capitulo 6.
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rrié ese cambio de momentum es Ot) que la fuerza que actlia sobre esta molécg

la es

2mv
= £ == 1.6.1
f At ¢ )

Aln cuando en realidad el tiempo que cada molécula (que viaja en la direc-
cidén 1) tarde en chocar con la cara ABCD depender3d de lo alejada que se en-
cuentre de ella, puede pensarse en que la velocidad representativa tendri

por mddulo

v = X (1.6.2)

Sustituvendo (1.6.2) en (1.6.1) y al recordar que N/6 moléculas viajan en
la direccidn 1, la fuerza que el gas ejerza sobre la cara ABCD tendra por

mddulo

(1.6.3)
De esta manera resultard que la presidn ejercida por el gas sobre dicha
cara (cuya 3rea es Ay Az) serd

2 m v? 1 *
p= 3 N [ 2 ]Ax Ay Az (1.6.4)

Puesto que el volumen del paralelepipedo es ¥ = Ax Ly 4z y la energia ciné

tica de cada molécula es m2v , llamando U a la energla de las N moléculas

en conjunto, de (1.6.4) se concluye que

Ev=%u (1.6.5)

Si este burdo razonamiento se repite para cualquiera de las restantes

caras del paralelepipedo, se obtendrid el mismo resultado. Por otra parte,

* Obsérvese que el momentum se designa con el simbolo p, en tanto que la
presidén se escribe p .
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de (1.6.4) salta a la vista que el producto p ¥ deber3 tener unidades de

energia (o de trabajo).

FIG 1.6.2 FIG 1.6.3

Por otro lado, en la fig 1.6.2 se muestra un cilindro de &rea A hecho con
paredes aislantes. En la parte superior hay un émbolo cuya posicidn se
controla mediante un vistago y en la parte inferior, que no es aislante,

se puede colocar, a voluntadsuna tapadera TA que si lo es.

Supdngase que se introduce al recipiente asi constituido una cierta masa
M de un gas. Su presidn P , que sera igual a la fuerza F ejercida por el
vastago dividido entre el irea del pistdn, A, se puede medir con un mand-
metro y su temperatura, T, con un termometro, instalados como se muestra
en la fig 1.6.2 . Finalmente ¥, el volumen ocupado por el gas, es el pro

ducto LA.

Existe un buen niimero de gases, llamados "perfectos', para los cuales ri-
ge una ley que liga la variacién de p, ¥ y T en términos de una constante
R, caracteristica del tipo y masa de gas que se coloque dentro del reci-
piente. Esta ley, que puede comprobarse experimentalmente, se llama

"ecuacidn de los gases perfectos"

y establece que

pPV¥=RT (1.6.6)

Dos observaciones resultan pertinentes. La primera es que al comparar
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(1.6.4) con (1.6.5) se deduce que, por ser R una constante, la energila in-
terna U del gas por unidad de volumen dependerad de la temperatura en forma

lineal, es decir puede esperarse una relacidn de la forma
Uu=2¢C, T (1.6.7)

La segunda observacidn es que, si se logra mantener una temperatura cons-—
tante (sin importar, por el momento, como se consiga esto), la grafica de
la variacién de p y ¥ estard representada por la rama positiva de una

hipérbola equildtera en el plano E, ¥ . Naturalmente para cada T constan-

te esta hipérbola sera diferente, tal y como se indica en la fig 1.6.3 .

Supdngase ahora que se ha colocado la
tapadera aislante , se ha introducido
al recipiente la masa M de gas y que se
miden la temperatura T

o» la presidn p,

y el volumen ¥, marcando un punto (0)

- en el plano p, V¥, como se indica en la

¥ fig 1.6.4 . Si en esas condiciones se
reduce lentamente a la fuerza F que

actia sobre el émbolo, se observard que

FIG 1.6.4

la temperatura T, disminuye, mientras

que el émbolo asciende, con lo cual
crece el volumen. Si ahora se detiene del vastago se observa que la fuer-
za F que se necesita ejercer para mantenerlo en esta nueva posicidn es
menor que la original, lo que significa que la presidn también disminuyd.
En esta forma el punto 1 que representa las nuevas condiciones
T, = T, - AT, 51 = Eo - bp y ¥} = ¥, + AV, quedari en la posicibén mostra-
da en la fig 1.6.4 . Un hecho, sin embargo debe llamar la atencidn y é&ste
es que al desplazarse el cilindroi la expansidn del gas ha producido un
trabajo mecanico de valor ATy, = pd¥ , e igual al drea que aparece

. o) .
sombreada en la figura con trazo " continuo.

En cambio, si se hace el experimento removiendo la tapadera aislante, y

para lograr que la temperatura se mantenga constante, se introduce calor al
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gas (por ejemplo mediante un mechero colocado en la parte inferior del dis-
positivo) se hard la expansidén a temperatura constante, de modo que el nue-
vo punto quedara en la posicidn 2 (sobre la curva T,), en condiciones tales
que se haya registrado un nuevo descenso de la presidn B y un nuevo incre-
mento del volumen ¥. El trabajo mecdnico obtenido mediante esta expansidn
seri igual al éreg sombreada con trazo discontinuo en la fig 1.6.4 y su va-
lor sera 8T J pdyv .

0

En el primer caso se dice que el gas estuvo sometido a un proceso adidbati-
co reversible (en el que no entrd ni salid calor) y en el segundo a uno
isotérmico reversible (en el que se introdujo calor). El calificativo de
reversible presupone que realizando la operacidn inversa, esto es, compri-
mir el gas en el primer caso, o sacarle calor y comprimirlo en el segundo,
permitirian regresar al punto cero inicial. En estas notas se tratarid uni-

camente con procesos de esta indole; sobre ello se insistiri posteriormente.

También pueden hacerse experimentos similares manteniendo la presidn cons-
tante e introduciendo calor, o bien conservando constante el volumen e in-
troduciendo calor. En el primer caso bastard con mantener constante la
fuerza F, lo que no impediria la expansidn, ni un cierto incremento de tem-
peratura, puasto que ahora se avanzaria hacia una curva nueva T = T, + AT.
En esta forma se habrd llegado al punto 3 de la fig 1.6.5 y el trabajo meci-

nico obtenido mediante la expansidn serd A1453 = p, ¥ .

En cambio, cuando se mantiene constan-
te el volumen, al anadir calor se re-
gistrarian incrementos de la presidn y
de la temperatura, aunque no se haya
hecho trabajo mecinico. Asi se habria

llegado al punto 4 de la fig 1.6.5 .

<y

De acuerdo con lo indicado se concluye
que si se llama AQ a la cantidad de ca-

lor introducido y si se tiene en cuenta

FIG 1.6.5

la expresidn (1.6.7) para considerar
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los aumentos de temperatura (dado que tal cantidad de calor anadido produ-

ce, en general, incrementos de &sta y trabajo mecanico) podrad escribirse
AQ = AU + p A¥ (1.6.8)
Esta formula debe manejarse con cautela por las razones siguientes:

12, En el caso del proceso adiabatico no se introdujo ni se extrajo calor,
de modo que la expansidn del gas sdlo puede explicarse (AQ = 0) me-

diante una disminucidn de la energia interna, U.

28, La expresidn no incluye al término ¥ Ap (que corresponde al caso ana-
lizado para llegar al punto 4) mismo que no estd incluido porque no
se produce trabajo mecd@nico. Sobre este particular se insistird pos-

teriormente.

33, No se ha precisado todavia en qué consiste eso de anadir (y menos

extraer) calor.

Para dilucidar este Gltimo asunto supdngase que la cantidad de calor intro-
ducido se mide en términos de la masa de combustible consumido por el meche
ro (que se usa al remover la tapadera TA) en la unidad de tiempo y que se

hacen, sucesivamente dos experimentos.

En primer término, una vez introducida la masa M de gas al recipiente, se
aplica el mechero a cierta distancia y se deja que se consuma una clerta
cantidad de combustible en un tiempo dado, manteniendo constante el volu-
men y registrando el incremento de temperatura Ty, = Ty, - Ty . En estas
condiciones y segin las fdrmulas (1.6.7) y (1.6.8) el incremento de calor

sera igual a
AQ = C* ATOL. (1.6-9)
Después, el experimento se hace con la misma masa de gas y partiendo de

las mismas condiciones iniciales e introduciendo la misma cantidad de ca-

lor en los términos descritos, pero conservando ahora constante la presidn
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y permitiendo la expansidn. En tales condiciones se tendra que
aQ = C, 4Tg3 + EO AV 3 (1.6.10)

Como la presidn 50 y los incrementos ATg,, ATp3 y A¥p3 se pueden medir fa-
cilmente, al recordar que AQ es la misma en los dos casos, se pueden igualar

(1.6.9) y (1.6.10) para despejar después a C,. Se obtiene asi

- P A¥g;
C, BT - ATo (1.6.11)

f

En esta forma se puede valuar el coeficiente C, y encontrar, para el primer
caso, cuadnto vale realmente la cantidad de calor introducido. Es mas, si
este tipo de experimento se repite en distintas condiciones, se concluye
que C, es practicamente constante para una determinada masa de gas y que
en atencién a la férmula (1.6.9) se le llama capacidad calorifica "a volu-

men constante', se escribe

AQv
Cv = AT (1.6.12)

0 bien, teniendo en cuenta a (1.6.7)

AU = C AT (1.6.13)
Por otra parte la formula (1.6.7) podrad escribirse

6Q = C AT +p v (1.6.14)

Ahora bien, cuando se introduzca una cierta cantidad de calor AQp que produz

ca una expansidn del gas conservando constante la presifn se escribira
= + P .
AQp Cv AT + p AV (1.6.15)
Y por analogia con la fOrmula (1.6.11) se definird una nueva capacidad calo-

rifica, a presidn constante, que también es una caracteristica propia de ca-

da gas (para cada masa M):
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b
Cp = 3T (1.6.16)

Al sustituir (1.6.16) en (1.6.15) se escribe
C AT =C_ AT + p AW (1.6.17)
) v

Por otro lado, al producirse la expansidén a presidn constante, de la ecua-

cidén de los gases perfectos (fdormula 1.6.6) se concluye que

p A¥ = R AT (1.6.18)

De manera que al sustituir (1.6.18) en (1.6.17) y simplificar resulta
C -C =R (1.6.19)

Es interesante destacar que, mientras que para el proceso isotérmico la re-
lacidn entre p y ¥ queda representada por una hipérbola equilitera (para ca-
da temperatura constante) en el plano B, V¥, aln no se ha dicho qué tipo de
curva representarda a un proceso adiabatico. Para este fin se empezar3 por
utilizar las formulas (1.6.8) y (1.6.13) pero recordando que en un proceso

de este tipo AQ = 0. En estas condiciones se tendri que
0 =C_ AT + p o¥ (1.6.20)

De aqui se concluye que

C AT = - p AW (1.6.21)

Adicionalmente se recordard que la forma diferencial de la ecuacidn (1.6.6)

es

P AV + ¥V Ap = R AT (1.6.22)

De modo que puede escribirse

¥ Ap = R AT - p AV (1.6.23)
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Si se sustituye (1.6.21) en (1.6.22) se obtiene al factorizar

Vap= (R+ cv) AT (1.6.24)
De esta manera de (1.6.19) y (1.6.24) se obtiene

Vap = ¢, &1 (1.6.25)

Si se dividen miembro a miembro (1.6.25) entre (1.6.21) y se llama coefi-

ciente politrdpico k al cociente Cp/Cv *  se obtiene al simplificar
Yooy (1.6.26)
En el limite y transponiendo los términos en ¥ resulta que

dp_ o _ 9 (1.6.27)

Al integrar esta ecuacidn, si a la constante de integracidn se le designa

como Cy = loge C se obtiene

AD ’

loge P=-k loge Vv + loge CAD (1.6.28)
De aqui resulta la ecuacibdn que define al proceso adiabdtico en el plano

B, ¥, que es

PV = C (1.6.29)

Por lo dem3s, asi como en el caso del proceso isotérmico se obtiene una
hipérbola equilitera para cada valor de T constante seleccionada, para el
proceso adiabitico se tendrd una curva definida por (1.6.29) para cada va-

lor de CAD que se escoja.

* En rigor deberia designarse como coeficiente politrdpico del proceso
adiabatico. Por brevedad se conservari la designacidn expuesta.
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Importard ahora calcular el valor del trabajo mecdnico cuando se produce
una expansifn adiabdtica y cuando ocurre una isotérmica. En el primer caso

y segin (1.6.29) se tendrd que entre los extremos Ay B

B B C B ( B
- ~k AD 1-k 1 1-k
AB " |, , A I-k | 4 1k l AD A
Nuevamente con ayuda de (1.6.29) se concluye que
1 o[- Y (- .
*TaB T Tk [ Py ]A T Tk { Ps ¥s " Pa¥a ] (630
De manera que al tener en cuenta (1.6.6) podra escribirse
ar, . = (1,-1,) (1.6.32)
AB 1-k B A e

Este resultado indica que el trabajo hecho por una expansidn adiabdtica sdlo

depende de las temperaturas de los puntos final e inicial del proceso.

Cuando se trata de una expansidn isotérmica, teniendo en cuenta a (1.6.5)

podr3 escribirse

'y By ] v
A = = _— = 4 =
TeD fc p d¥ = R TC IC v R TC [loge y R TC loge[ ] (1.6.33)

Supdngase ahora que con el dispositivo mostrado en la fig 1.6.2 se hacen

sucesivamente las siguientes operaciones.

12, Se coloca la tapadera aislan-~
P4 te y se introduce la masa M
de gas hasta que se alcanzan
la presidn B], el volumen ¥
y la temperatura TH que defi-
nen al punto 1 en la fig

1.6.6 .

238, Se remueve la tapadera ais-

lante y se efectlla una expan
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sién isotérmica introduciendo el calor necesario para mantener TH ,
hasta llegar al punto 2 de caracteristicas p,, ¥, ¥y TH .

"33, Se coloca la tapadera aislante y se permite una expansidn adiabitica

(a 1o largo de la curva C, ) hasta llegar al punto 3 que estid sobre

AD
la isoterma T y en dond¢ 1la presidon y el volumen son p3 y ¥j .

. Nuevamente se remueve la tapadera aislante y se deja escapar el ca-
lor cuidando de mantener la temperatura T,, hasta llegar al punto 4
sobre la isoterma de este valor, en donde la presién y el volumen va-

len ;)L, Yy VL’ .

58, Una vez mds se coloca la tapadera aislante y se comprime al gas adia-

baticamente hasta que, viajando sobre la curva C

XAD se llega al punto

de partida 1, con caracterlisticas TH s P1s ¥

Este complicado proceso se llama ciclo de Carnot e, independientemente de
las dificultades técnicas para ponerlo en practica, muestra la posibilidad
de usar calor para obtener, a cambio, trabajo mecanico. En efecto, segin
las ideas que se han manejado y como se muestra en la fig 1.6.6, al restar
del Area bajo las curvas 1-2 (isotérmicé) y 2-3 (adiabatica) el area bajo
las curvas (3-4) (isotérmica) y (4-1) adiabatica, se obtendra el area conte
nida por 1-2-3-4-1 que es el trabajo mecidnico al efectuar el ciclo. Se es

cribe

AWio341 = § B d¥ = ATy, + bATg3 + AT t LTy, (1.6.34)
12301 150 ADi 150  ADi

Mediante el empleo de las fdrmulas (1.6.32) y (1.6.33) se concluye que

No3uy = Y21 R p - Myl, R (p _
8Wi2341 = R T, log, [Vl ]+ o (To -Ty )+ R T, 1oge[v3 + 1o (T, = To) 1.6.35)

Por otro lado es necesario percatarse de que por (1.6.29)

Ps V2k = pj3 V3k por estar sobre CAD (1.6.36a)
x
- k - k
y P1 ¥ = pu ¥, por estar sobre CAD (1.6.36b)

y
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Ademds, por (1.6.5) se puede ver que

P ¥ = P2 ¥, por estar sobre T, (1.6.37a)

y P3 ¥3 = p, V, por estar sobre T (1.6.37b)

D

Si se dividen miembro a miembro las ecuaciones (1.6.36) se obtiene

- Koo ek
P2 [!z} =g1[_a] (1.6.38)
Py _Vl Py v,

Al sustituir las ecuaciones (1.6.37) en la (1.6.38) se concluye que

k-1 k-1
¥2 - [31 (1.6.39)
¥, v,
De aqui resulta que
M . M3
v, v,
- My oL ¥ 1.6.40
0 bien que log, Vs g, v, ( )

Al sustituir esta relacidn en (1.6.35) y tener en cuenta que la suma del se-

gundo y el cuarto términos es nula, se tiene al simplificar

v
AW = | R lo [ —l] T - T (1.6.41)
12341 Ee ¥ (H )

El trabajo obtenido del ciclo de Carnot es positivo y varia linealmente con

la diferencia de temperaturas de las ramas isoté&rmicas.

Ahora supdngase que se define una nueva magnitud, que se llamar3 entropia y

tal que si £Q es el calor introducido, su incremento sea

as.. = 29 (1.6.42)
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En este caso T es la temperatura media entre los extremos E y F. De las

formulas (1.6.42) y (1.6.14) se concluye que
T A4S = C AT + p AV (1.6.43)
De esta manera, para un proceso isotérmico resultara que

S = B2 (1.6.44a)
E¥ T
150

En tanto que para un proceso adiabatico, simplemente serd

ASEF = 0 (1.6.44b)

ADi
Por lo demis, de (1.6.33) y (1.6.44a) se obtiene
VE
ASEF = R loge [ ~—-] (1.6.45)

v
150 F

Ahora imaginese que se hace la suma de todos los incrementos de entropia a
lo largo de las cuatro ramas del ciclo de Carnot. De acuerdo con lo expues-

to, se tendr3

£S = é ds = ASIQ + A523 + ASal1 + Asql
12301
12341 1S0 ADi 1s0 ADi
=R 1 2] s o+ r10g | B ] 40 (1.6.46)
= °8e | W] o8, l v, .6.

Pero al tener en cuenta a (1.6.40) se tendra que

= Y20 _ Yo i o
?gsu R loge [ V) ] R loge ( V) } 0 (1.6.47)

Esto significa que al efectuarse el ciclo de Carnot no hay incremento de

'd . - .
entropia como corresponde a un ciclo reversible. Existen otros en que
esto no sucede y, obviamente, se llamardn irreversibles; pero no seran tra

tados en estas notas.



64

Es importante destacar el hecho de que la entropia es una magnitud que
tendrda un valor definido en cada punto del ciclo de Carnot y que asi,
seria mayor en 2 que en 1 segin (1.6.45) en tanto que tendra el mismo va-
lor en 2 y en 3 segin (1.6.44b). Ademis, como por cada punto del plano
5, ¥ puede hacerse pasar un ciclo de Carnot, en cada punto quedara defi-

I3 -
nida una entropia.

Mi3s ailin, puede imaginarse que cualquier ciclo cerrado que pase por un de-
terminado punto, por ejemplo el 1, est3d constituido por una sucesidn de
pequefios ciclos de Carnot, de tal suerte que, al volver al mismo punto,

no habri crecido el valor de la entropia *. Cuando esto sucede se dice
que la masa de gas cuyas condiciones estan representadas por ese punto
esta en equilibrio termodinidmico. Ahora, como no es posible que aumente
la entropia cuando ocurren desviaciones para volver al punto en equilibrio
termodindmico, se puede pensar en que la entropia en ese lugar es la "mixi
ma posible' para esa condicidn. Esta manera de pensar establece una rela-
cion entre la entropfa termodindmica del punto en equilibrio y la entropia
matemitica estudiada en el subcapitulo 1.4, ya que ambas son miximas.

Sobre el particular se insistird despué@s (ver capitulo 2).

Por otro lado, al hablar de la fdrmula (1.6.8) se indicé que no incluia el
término ¥ Ap. Con el objeto de tener en cuenta a este término se recurre
a una nueva magnitud, llamada entalpia, tal que su incremento esté dado

por

AH = AU + p AV + ¥ Ap (1.6.48)

Esto significa que

AH = AU + p ¥)

*

sos isot@rmico y adiabdtico, pues allf se indicd que al volver al punto
de partida, prevalecerian las condiciones originales.

Es en este sentido en que, (en la fig 6.4), se llamo reversibles a los’ proce
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Y de aqui que
H=U+p¥ (1.6.49)

De esta manera, la magnitud definida como entalpia del gas en cada puato
puede conocerse a partir de los valores de la energia interna, la presidn

y el volumen. Se dice que H es una funcidn de estado.
Ademis de (1.6.8) y (1.6.48) se concluye que

MM = AQ + ¥ Ap (1.6.50)
Y, al usar (1.6.41) en esta {iltima expresidn, resulta

AH = T AS + ¥ Ap (1.6.51)

.\

Esta férmula sugiere que los incrementos de entalpia estén dados por los

incrementos de entropia y presidon, de manera que puede escribirse

oH oH -
AH -—[ a—s' ]*AS + ['a—.‘_; } Ap (1.6.52)
8

Al comparar (1.6.51) con (1.6.52) se obtendri que

= _ | 8H
T = [ 35 ]* (1.6.53a)
- | oH
y ¥ = [ % ] (1.6.53b)

Es por esta razdn que se dice que H es el "potencial térmico" de T y V.
Si, por otro lado se parte, de (1.6.8) y (1.6.42) serd posible escribir

- p A¥ = AU - T AS (1.6.54)
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Pensando, como en el caso de la entalpia, en que es necesario disponer de
una expresidn que ahora incluya a SAT, se puede definir una nueva magnitud

llamada energia libre de Helmholtz, tal que su incremento valga

AA = AU - T AS - S AT (1.6.55)
Nuevamente &sto implica que

AA = A(U - ST)
Y de aqui que

A=1U- ST (1.6.56)

Asi como en el caso de la entalpia, si ahora se conocen la energia interna,
la temperatura y la entropia, serd posible definir a la energia de

Helmholtz. Pero por otra parte, de (1.6.54) y (1.6.55) se concluye que
AA = - p AV - S AT (1.6.57)

De suerte que ahora los incrementos de valor de la energia de Helmholtz es-
taran dados en términos de incrementos del volumen y la temperatura, es de-
cir

AA=[-}AV+[§5] AT (1.6.58)
T aT J,

Y de la comparacidn de (1.6.57) y (1.6.58) resultard que la energia de

Helmholtz es el potencial térmico de p y de S, toda vez que

- JA
p = - [ ——} (1.6.59)
v T
_ 3A
y S = — [ SE-]* (1.6.60)

Ahora bien, es importante entender que dadas dos de las caracteristicas ter-

modindmicas de una masa de gas en un punto (0) en el plano p, ¥, por ejemplo
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la presidn, 50 y la temperatura T, las
restantes quedaran automidticamente defini
das, como sucede con el volumen ¥, en la
fig 1.6.7 . Ademds, como la temperatura
define a U (ver férmula (1.6.7) y se ha

hecho ver que en cada punto del plano B,V

6*"""%
<7

estd definida una entropia, también po-
drian valuarse la entalpia, mediante
(1.6.49) y la energia de Helmholtz, me-
diante (1.6.56).

FIG 1.6.7

En la fig 1.6.8 se muestra un complicado
dispositivo que incluye un recipiente de regulares dimensiones que estda fi-
jo dentro de otro de gran tamano. El primero es del todo similar al de la
fig 1.6.2 salvo que las paredes no son aislantes y permiten la entrada o sa
lida de calor. Se han instalado dos termémetros; uno de los cuales, TR,
capaz de registrar variaciones muy rapidas de temperatura y de enviar una
"sefial" a un aparato de control SC que opera sobre las valvulas VA, VA, y
VA3 que permiten, las 2 primeras, cierta entrada de gasto (en masa) &l ) ﬁz
desde los recipientes RE; y RE, y la Gltima que permite la salida de ﬁl 6
ﬁz seglin el recipiente que esté funcionando. El termdmetro TL seria muy

lento de respuesta y sdlo registraria la temperatura media.

RE, _ RE, _
P
h o hE [}
ZE T2> To 1 T|< To
l SC
VA, i

L L &P DED Y 5D TP, ya L ekl L Y

< ] a
—M ¥ _
VAz ¥ / > (B :
T ho : H
L Pl W
Y 4
Ma : 4 :
TR ] mZ 1
: o ik
/
LY T !
: ' VA3
L i el L o4 e e o s L i L D | .—,‘-
Myo M,

FIG 1.6.8



68

En el recipiente interior se ha colocado una cierta masa m de gas en unas
condiciones iniciales Bo y Ty, de manera que configuran una entalpia unita-
ria (por unidad, de masa) h, . En el recipiente mayor, que estd aislado
térmicamente, se ha puesto una masa m de gas en las mismas condiciones Eo y
Ty, por lo cual su entalpia unitaria es también h, . Asi tanto el gas del
recipiente interior como el del mayor estadn originalmente a la misma tempe-
ratura. En cambio en el recipiente RE| el gas esta a la misma .presidn Eo
pero tiene una entalpia ?E < h, y una temperatura T, < T, . En el reci-

piente RE; ocurre lo contrario, es decir, gE >hy y T2 > To .

Supdngase ahora que al pasar el tiempo, la entalpia h del gas dentro del

recipiente interno sufra variaciones no muy grandes, aleatorias y repenti-
nas, segin se indica en la fig 1.6.9a, pero de modo que la presidn se con-
serve constante e igual a Eo» lo que implicarila un cambio en la temperatu-

ra como se indica en la fig 1.6.9b.

hi ' Si la entalpia, y con ella la tempe-

' (Q) ratura crecieran por encima de hg ,
/ el gas del recipiente interior esti
mis caliente que el del mas grande y

|
! el "calor" (como energia valuada por
!

=i : la entalpia) trataria de escapar del

primero hacia el segundo, con lo cual
se propiciaria un calentamiento del
gas contenido en el recipiente mayor.
FIG 1.6.9a
Si por el contrario h y con ello T
T disminuyen se producird el fendmeno
T (B.) contrario y el gas del recipiente ma-
. ¥ °
—e yor empezara a enfriarse. Para evitar
| que el gas del recipiente grande se

t v - - .
L | caliente o se enfrie operari el siste-

1 ma de control, con el siguiente progra

t ma:

FIG 1.6.9b




T > 1T, Cierra VA,; abre VA; y VA3 para que fluya ﬁl
T sc | T =1, Cierra VA, VA, y VA;
T < Ty Cierra VA;; abre VA; y VA3 para que fluya ﬁz

Para calcular M; habrda que hacer que el "excedente' de calor proveniente
del recipiente interno sea "arrastrado' por el flujo proveniente de RE,,

es decir

My (hy - hE) = m o

=n‘l(ﬁ—ho)

De la misma manera se tendria que M, estara dada por

. « hy - h
= L ¢ LI,
Mz m l’z‘lE ~ ho

~

En esta forma se lograria que las desviaciones de h estuvieran compensa-
das, con lo cual, a pesar de las fluctuaciones, siempre habria la misma

temperatura promedio igual a T, .

Es de importancia entender que aln si la presidn permanece constante y de
valor p,, los cambios de temperatura implican variaciones en el volumen

(punto X en la fig 1.6.7), aln cuando también el volumen promedio sea ¥,.

Por otro lado, al producirse
las fluctuaciones de temperatu-
ra a la presidn constante Bo»
habria un aumento de volumen a
temperatura constante, AVT,al
cual corresponderd un nuevo va-

lor AY de la energia de Helmholtz

y un aumento de temperatura, a vo
lumen constante ATV » con otro va

FIC 1.6.10 lor A, de la energia de Helmholtz.

v



S b

70

Ambos incrementos se han marcado en la fig 1.6.10 . De acuerdo con las
férmulas (1.6.58) y (1.6.59) y por definicidn de derivada parcial debera

cumplirse que

o . [ 5A ] O il (1.6.61a)
- - - - - v . .
BV o Ve © Yo
A, - A
A . 2 Y
v que S = - :~>] = - (1.6.61b)
- 9 [ 8T J, T, - T,
Por lo cual, obviamente AOZ = A, - A, . En esta forma resulta que si las

desviaciones estudiadas no son muy grandes la presidn Bo puede calcularse
en términos de la energia de Helmholtz que funciona como potencial térmico
de la presidn, cuando existen variaciones del volumen. Es decir, para el
caso en estudio, la energia de Helmholtz definida por (1.6.56) es el poten
cial adecuado para calcular p, dado que, por supuesto, para cada punto ini

cial del plano B, ¥, puede hacerse un razonamiento como el que se acaba de

exponer,

Ahora bien, se pueden formular dos preguntas de interés, a saber:
la, ;Qué relacifn existe entre el experimento descrito y los problemas
reales o, en todo caso, qué es lo que representa el dispositivo mos-

trado en la fig 1.6.8 ?

28, /Como pueden explicarse las fluctuaciones de temperatura y volumen en

un caso real?

Las respuestas a estas cuestiones son, en primer lugar, que una masa m de
gas contenida en un recipiente de paredes‘no aislantes trataria de perma-
necer en las mismas condiciones del “"ambiente" que le rodea porque siendo
Este "infinito" absorberia las variaciones recibiendo calor si esa masa m
se calentara, o proporcionandoselo si ella se enfriara y esto ocurriria de
manera natural y sin que hubiera sistema de control, toda vez que la gran
masa m del gas del entorno podria, sin variaciones sensibies, hacer esta
tarea. En segundo lugar habria que pensar que al hablar de equilibrio

termodinamico no se trata de un equilibrio estitico porque el gas esti
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formado, como se ha dicho, de muchas moléculas en continuo movimiento, de
tal suerte que su energia interna podria sufrir pequefas y rapidas fluctua
ciones, con los cambios correspondientes, aunque el promedio permaneciera
constante. Es mds, en el dispositivo de la fig 1.6.7 se dijo que habia

dos termdmetros; uno, ideal, de respuesta muy rapida que indicaria que si
hay variaciones; y, el otro, real, de respuesta lenta que no alcanzaria a
registrar fluctuaciones y que diria que la temperatura (y con ella las
otras magnitudes termodindmicas) permanece constante e igual a Ty, . Pusde
pensarse asi que, aln cuando los aparatos ''de la realidad” marquen tempera
turas (o volumenes) constantes, dentro del simil establecidd, lo que ocurre

en esa realidad es que si hay fluctuaciones.

Por lo dem3s, asi como se ha hablado de una presifn constante e igual a
- .- e .
Po,» también puede pensarse en una entropia constante e igual a S , dada

como aquella,en términos de la energia de Helmholtz.



2. LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE BOLTZMANN
2.1 Introduccddn

En este capitulo se estudiard 1la distribucidn de probabilidades de ocurren
cia de los distintos arreglos de las mol&culas de un gas, arreglos que con
figuran un estado de equilibrio termodindmico del mismo. Esta distribu-

cidn, encontrada por Boltzmann, serd el punto de partida para estudiar al-

gunas de las propiedades de los fluidos en equilibrio.
2.2.1 Relacidn entre la temperatura, energia interna y volumen de un gas

Se puede suponer que existe una masa de gas M = N m formada por N molécu-
las, todas de igual masa m, en equilibrio termodinamico definido por una
temperatura media T y un volumen medio V¥ constantes, entendido este equi-

librio en los términos descritos al final del subcapitulo 1.6 .

- A ~N -~ N .
Las N moléculas pueden tener los arreglos XN, X ... XN can Xk que descri-
1 2 i

z
ben, cada uno, las posiciones y velocidades de cada una de las moléculas
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= =)

HIXY) H(XY H(X™) H{XM)
w 1 2 . { ,
TV

FIG 2.1.1

(fig 2.2.1), es decir, 21 es el supervector (ﬁiN, ?iN) descrito en el sub
capitulo 1.2 . A cada uno de los arreglos corresponde una energia inter-
na del gas dada por el hamiltoniano H(gN) definido en el subcapitulo 1.5 .
Estas energias internas para cada arreglo seran, en general, diferentes
para cada uno, de manera que recordando la formula (1.6.6) se admitirad
que para cada arreglo hay una temperatura diferente dada por

HEY
T, = —4— (2.2.1)

Sin embargo, dado que se trata de una masa de gas en equilibrio termodini-

mico deberd cumplirse, segiin lo discutido al final del capitulo 1 que
z
L, T, =T (2.2.2)

Adem3ds, suponiendo que la presidn fuera igual para todos los arreglos, pa-

ra cada uno habrda un volumen diferente Vi, pero tal que
z
LV, =¥ (2.2.3)

Las dos Gltimas observaciones son congruentes ya que, por una parte, segin
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- .- - P =N
(1.6.6) si la temperatura varia, también lo hara la energla H(§ ) y por la
otra, segin (1.6.4), aiin cuando la presidn permaneciera constante, las va-
riaciones en Vi podrian explicarse en términos de las fluctuaciones en

Hgh).
1

2.3  Enthopia

N

Segiin se indicd en el subcapitulo 1.2, cada arreglo 2' tiene una probabili
1
dad de ocurrencia P(XN), de tal manera que para los Z arreglos que forman

i

el total debera cumplirse que

PN =1 (2.3.1)
Adicionalmente y de acuerdo con lo asentado, la energia interna U de la

masa de gas en equilibrio termodindmico est3d dada en términos de la férmu-

la (1.5.12) que para el caso tomard la forma

e 1N

v=_I P& BGEM (2.3.2)
i=1 i i
Para seguir adelante es necesario formular dos hipdtesis fundamentales,
cuya validez sdlo podra comprobarse a la luz de los resultados que de éstas
se obtengan. Estas hipdtesis son:
18, Entre mayor sea la temperatura Ti asociada a H(gh) respecto a la tem-
i

peratura media medible T para la cual se hace la evaluacidn, menor se

oN

ra la probabilidad de que ocurra el arreglo X . Sin embargo, como
1 A
se ignora la forma de la ley de distribucidon de probabilidades P(XN),

- - - 1
se aceptara que ella corresponde al caso de maxima entropfh. (Ver ca-
pitulo 1.4).

P . . . - aN . .
238, La entropfa "matematica'" de la distribucidn P(X") es igual a la entro

i
ld . - . v . - -
pia "termodinamica" de la masa de gas en estudio, misma que estd defi

nida por la condicidn de equilibro dada por T y V.
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~

. N . .. .
Al conjunto de los Z arreglos X que satisface las dos hipOtesis ante
. i
riores se le llamar3a el conjunto candnico para la masa de gas en estu

dio.

Ademas, aln cuando las moléculas del gas son en realidad indistingui-~
bles, se aceptard una tercera hipdtesis, complementaria de las dos

anteriores, y es
aN o . .
38, Los arreglos X se suponen hechos con moléculas inconfundibles.
i

La aceptacidén de esta hipltesis complementaria implicard la molestia de
hacer, posteriormente, la transformacidn a probabilidades para arreglos de
moléculas indistinguibles; pero esta objecidn se resolvera facilmente con
s6lo emplear la f5rmula (1.2.63). En cambio, al aceptar la tercera hipdte
sis se tendrd la ventaja, ya sefialada en el subcapitulo 1.2, de hacer

v
equivalentes los simbolos i£1 y ZN.

En estas condiciones el simbolo que aparece en las fdrmulas (2.4) vy

.L
i=1
(2.5) y que indica la necesidad de considerar a todos los elementos del

. P . - . N
conjunto candnico, se considerara equivalente a £ y, por lo asentado po-

dra escribirse

Z \Y v
L=z

— \
=1 T afipEl v (2.3.3)

i <

1

Debe recordarse que en esta fGrmula v representa al nimero total de posi-
ciones ocupables y momenta (o velocidades) que puede tener cada una de las
moléculas, de tal manera que (2.3.3) indica la suma en términos de todas
las permutaciones (sin repeticidn de indices) para a, b,... N, . de acuerdo

con todos los valores de v.

Por otra parte, al seguir un razonamiento como el indicado para la ec
(1.2.60) y recordando la férmula (1.5.14), de (2.3.3) se concluye que para

una funciodn F(Rh) podra escribirse

~ - \V] A\
NrEY = 5 FEY = o

i
iZ) afl bEL T N

KBN

He1 N
I <

| FxYy = J FxMax™  (2.3.4)

2N
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Este resultado indica que sumas como la (2.3.1) y (2.3.2) pueden susti-
tu1rse por las 2N integrales vectoriales, en todo el rango de variacidn

de k que abarque el conjunto candnico, empleando el factor correctivo

143N

A

P (X )
‘3h

Por otra parte, si se establece la distribucidn continua p(X ) =

puede definirse, como en el subcapitulo 1.4 la entropia correspondiente

s = -k, J p (XN log, p (XN ax® (2.3.5)*

2N

De manera que con lo expuesto se tendra

. N _ aN N N IN _ aN
= - ' by v r
s Ry I PR log  P(X) + K, I log, N P
. . N
0 bien s =S+ Ky, log_ A (2.3.6)

En esta forma, segin lo asentado en el subcapitulo l.4 podra trabajarse
con la entropia correspondiente a la distribucidn continua que, como ya
se dijo, es mas facil de manejar. Por esta circunstancia las f6rmulas

(2.3.1) y (2.3.2) se usaran en su versidn continua, sin olvidar después

hacer la transformacidn impuesta por la expresidn (2.3.4).
2.4  Funcién de densidad de probabitidades

Por todo lo expuesto hasta el momento en este capitulo, se comprende que
el problema inmediato a resolver es encontrar la funcidén de densidad de
probabilidades p(ﬁN) que hace mixima a la entropia definida por (2.3.5)

respetando las restricciones

* Como se verd después, la razdn para escribir K_ en vez de k estriba en
la necesidad de satisfacer la 22. hipdtesis, toda vez que la entropia
termodindmica estd dada en determinadas unidades, esto es, K_ tiene por
objeto homogeneizar la igualdad propuesta por dicha hipdtesis.

i
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J by af -1 =0 (2.4.1)
N

e J HEY) pG) o - u =0 (2.4.2)
2N

Para resolver este problema se usar3d la técnica de los multiplicadores

de Lagrange expuesta en el subcapitulo 1.4 . Asi se tendra

f, = - K p(ﬁx)loge p (R4 x](iN)[ J p(XyaxM - 1]+x2(i“)[ Ju(i“)p(i“)di“ —UJ
2N 2N

L]

De donde se concluye que

1 A \ AN AN A
oo 1+ log, pAD) +1 R j ax™ +x2(x“)J H@NHaN =0 (2.4.3)
2 2N

Obsérvese que en esta formula las dos integrales que aparecen son dos cons-
tantes. Se designan como A y B respectivamente, de modo que (2.4.3) podra

escribirse en la forma

B ~N
log, PG = 2 &Y - 142y GY (2.4.4)
B B

De aquil se concluye que
. ATK, Ny @H-1 B/K X, (X
p(X') = e e (2.4.5)

En este caso se escogerdn por comodidad *

SN K
M (XD = - (log, Q, - 1) (2.4.6a)

* Obsérvese que Aﬁ(x ) es constante, en tanto que A;(X ) es una funcidn
"lineal" de H(X"), Gnica funcidn gue en adicidn a p(XN) se sabe que
existe para cada XN Su empleo permite, como se verd después, satisfa-
cer la 12, parte de la primera hipbtesis (subcapitulo 2.3).
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N e
y A, (X)) = 9‘——‘—3-——1 (2.4.6b)

En estas formulas Q, y o son dos constantes que se definiran posterior-

mente. De (2.4.6a) se concluye que

A sN
log, Q, = - & M) +1
B
LAk G
0 bien — = e (2.4.7)
Qu

La sustitucidén de (2.4.6b) y (2.4.7) en (2.4.5) permite escribir

a/KB H(RN)
p()?N) - e

2.4.8
qQ, ( )

En esta forma la sustitucidn de (2.4.8) en (2.4.1) conduce a

1

Q

<N

u/KB H(Rh)
[ e dX = 1

2N

Y de aqui Q =

alK, H(XY)
J e dX (2.4.9)

2N
Al sustituir (2.4.9) en (2.4.8) se obtiene

a/Ky, HEY)
sN, _ e . ,
e

B diN

2N

Como puede verse, mediante estos procedimientos las funciones definidas

por las expresiones (2.4.6) satisfacen la restriccidn (2.4.1) y, por otra

Obsérvese que cada uno de los N! arreglos de moléculas inconfundibles
tiene la misma H(XVN) puesto que estan ocupados los mismos lugares y
hay los mismos momenta, de tal manera que esta H(ﬁN) designa también
al Hamiltoniano para el arreglo de moléculas indistinguibles.
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parte, (2.4.2) resulta vdlida para cualquier densidad de probabilidad

que cumpla (2.4.1), si U se entiende como el valor medio de H(ﬁh).

Ahora bien, como se ha dicho que P(iN) = ‘3N p(ih) de (2.4.10) se conclu-

ve gue
r
. ‘,w\ » ’;‘; AN
PO R :
A NG afky HXD)
en BV e PR = €
i KRR o a/Ky HEY) AN
Ty L e e daXx
7\,\,“‘__*_»/
PR R 2N
a/KB H &N
0 bien P&y = e — (2.4.11)
a/K. HEY)
~N
143N J e P ax

2N

Obsérvese que el denominador de esta férmula, que define la probabilidad
discreta que aparece en las expresiones (2.3.1) y (2.3.2), es simplemente
la Q, de la fdrmula (2.4.9) multiplicada por 1/‘3N, lo cual significa, se-
gin la expresion (2.3.4), que en la exponencial se estdn considerando los
valores discretos de H(iN), que son los Ginicos que se han definido, para

SN . ..
cada arreglo X del conjunto candnico.

Por otra parte, al recordar la tercera hipdtesis (subcapitulo 2.3) se harad
. s sN -

necesario calcular la probabilidad PN(X ) de dar con arreglos de moléculas

indistinguibles, como corresponde al caso real. Tal cosa se hard utilizan

do la férmula (1.2.63). Asi de (2.4.11) se obtiene

d/KB H(RN)
AN N! e

<N
i a/K, K
168 J e B axy

2N
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a/k, &Y
e

0 bien p (&%) = — (2.4.12)
a/KB HEX ) N

1/nt 17438 f e ax
N

Se llama funcidén de particidén y se designa con la letra Q (sin asterisco)

-

a la magnitud definida por

11 u/KB H(iN) ~N :
Q= 'H Zgﬁ [ e dx (2.4,13)
2N

Al sustituir (2.4.13) en (2.4.12) se escribe simplemente

aN
N u/KB H{X)
Q PN(X ) = e (2.4.14)

Tomando logaritmos e igualando a cero resulta

- log, PN(RN) - log_ Q + E?- HEY) = 0 (2.4.15)

B

Si se multiplican ambos miembros por KB PN(ﬁN) y se establece la suma en

(N), siendo éste el numero de arreglos de moléculas indistinguibles se

obtiene

k. M (N) o)

aN ~N
B PN(h )1oge PN(X ) - Ky 1oge Qt:

pN(iN)+ a I pN(ﬁ“)H(i“)=o (2.4.16)

. . . - 'd . - - -
Por definicidn de entropia, recordando que también es valido que

Z(N)PN(ih) = 1, de (2.4.16) se concluye que
S-Kylog Q+aV=0 (2.4.17)%
Por otro lado, de la férmula (1.6.55) se cobtiene

A U A
. 'S—T +'-,1:'— =0 (2.4.18)

* Recuérdese que la expresidn (2.3.2) estd referida a arreglos de molécu-

las indistinguibles.




De manera que al recurrir a la segunda hipdtesis (subcapitulo 2.3), para

T =T , al comparar (2.4.17) y (2.4.18) resultard que

a=-— (2.4.19)
Y A - _ K log Q (2.4.20a)
T B B T
0 bien A= - Ky T log, Q (2.4.20b)

Como puede verse, K_ tiene por objeto hacer homogénea a esta expresildn;

B
se trata de una constante universal llamada de Boltzmann. Se acostumbra
escribir

K. T = —— (2.4.21)

La sustitucidn de (2.4.1) en (2.4.20b) permite expresar a la energia de

Helmholtz como:

1
A= - B loge Q (2.4.22)

Y, en adicidn, de (2.4.19) y (2.4.21) resulta que

- - BT = - B (2.4.23)

Al sustituir (2.4.23) en (2.4.12) se obtiene la ley de distribucién de

probabilidades de Boltzmann, que establece que

N B HEY)
PN(R ) = (2.4.24)
~N
1 1 -8 H(X') ,a
N! ‘3N f € dXN
2N
N omB HEY
También se escribe PN(X ) = ————75————— (2.4.25)
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sN
1 -8 H(X sN
Con Q = ﬁT»;%ﬁ j e B H( )dX (2.4.26)
2N

aN
Ahora bien, si de acuerdo con (1.6.6) se establece que H(X ) = c, T, de

(2.6.25) y (2.4.21) se obtiene

(2.4.27)

Asi puede verse que entre mayor sea el valor de la temperatura T asociada

N

a X, con respecto a la media T, menor seria la probabilidad de ocurren-

cia de ese arreglo, es decir

PN(iN) -+ 0

T » »

De esta manera resulta justificada la eleccidn de los valores de Al(iN)
y Az(iN) para satisfacer la primera parte de la primera de las hipbtesis

fundamentales.

. - . * . -
Es interesante mostrar que siguiendo a Arfken , cuando las restriccilones
- . - -~ Pl -
para maximimlzar a la entropia estan dadas por integrales en todo el ran-

sN L
go de X, como es el caso, se puede proceder de la manera siguiente:

1°. Se establece g = - K, p &Y log, P&y + 2, pEY + 2, HEY P&,

siendo A} = By A a dos constantes.

aN
Ademds se hace P.n 2 fﬁ ) (Ver subcapitulo 1.3)
X 9 X .

2°. En tales condiciones la mixima entropia se encuentra si se satisfa-

cen las condiciones y se anula la variacidn

* "Mathematical methods for physicists", subcapitulo 17.7, Academic,

N. York, 1968.
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5 [ B . o [ %2 ] ax" 2.1)
N p(X) RN ) ¢

Por otra parte

g AN ‘N
?N = [' K (1 + log pRH)+ 8 + aH(iN)] EE£¥§1 + 2,p(EY) aH()fu)
ok e 3 "

De manera que la condicidn de nulidad de (2.I) se escribe

aN
8 J %8 __ . 2 (.- (1 + log p(ﬁN))+ B+ an®)} 2 (X ) ] & +
Bp(ﬁN) ap»N B € )"
2N X
aN
+ ;‘2 6JP(XN)M=O
Xy
N
Mis, al tener en cuenta a (1.5.11) se obtiene
3 3 N Ny 3p (XY )| Lo
6 - {- K_(1+log p(®H)+ 8 + a(X )} B2 14X =0 (2.11)
ap(ﬁN) apAN B e ai“
2N X
2p &)
Como N tiene que ser distinto de cero para satisfacer la primera
89X

parte de la primera de las hipdtesis fundamentales y dado que
-—éﬁﬁ— = - KB (1 + loge p(ﬁN)] + B + aH(iN), resulta que (2.11) se satis-
p(X)
face si

- Ky (1+ log, p(i“)) + 8+ aH(EY) = 0

" B/K -1 aN
De donde resulta p(XN) =e B euH(X )

Asi que por la restriccidn (2.10) se obtiene

a/Ky HEY

e

p@&Y) = (2.111)

Qu
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Esta es la fdrmula (2.4.8).

Por otro lado es importante percatarse de que, para cada pareja de valores
T y ¥ seleccionada para una masa de gas, habrd un valor para la funcidn de
i - a .

particién Q, de suerte que 29 representa el cambio que se produce en

oy
ella al variar V.

Ahora bien, si se recuerda la fdérmula (1.5.6) de la pagina 46, el hamilto-

niano H(ﬁh) puede escribirse en la forma

2
) - [ ot 2.4.28)
HEO = gh [ " % (2.4.

Esta formula es valida para cada arreglo particular XN, de manera que al

sustituir en (2.4.13) se tendra *

2
B, E£ B g )
Q=L | FlIm N LEL L N (2.4.29)
N! K3N
: N N
2 2 2
P P p
B -B 2 -B N -B6, -Bé, -Bo
_ 1 2m 2m 2m ~ A A N d A
Q ) ‘3N ce. € dpldpz...de e e ...e rl...drN
N. N N
y mis ain
6i2 . 6N2 .
-B 5= -B == 7 -B¢>l 7 -B¢
Q= _—_l—T e 2m dﬁl... e Zm dp e dry...| e N dr 2.4.30)
N! K3h N N
. -, O )
- -y
N integrales veéctoriales N integrales vectoriales

Este Gltimo desarrollo ser3d utilizado en los capitulos subsecuentes; por

el momento basta recordar que las primeras integrales tendrdn por limites

AN AN AN .
* Vale recordar que dX = dp dr y que las 2N integrales de (2.4.13) se
entienden hechas en todo el rango de variacidn de XN dentro del conjun-
to candnico.
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a los valores que pueda alcanzar el momentum y, las segundas, las posicio-

nes que puedan tener las moléculas.

Por (ltimo es pertinente aclarar que algunos autores acostumbran hacer las

designaciones siguilentes

2
P i
A3 f e Zm 4oN (2.4.31)
N
y Z = J e BLe 4iN (2.4.32)

N

De manera que la funcidn de particidn se escribe

qQ = I A-3N 7z (2.4.33)

Nt g

A la integral definida por (2.2.32) se le da el nombre de integral de con-

figuracidn y serid particularmente Gtil en el capitulo 5.



3. LOS GASES "PERFECTOS"
3.1 Intreduccdén

Para entender el significado de la integral de configuracién dada por la

férmula (2.4.32) es importante hacer un analisis mis detallado.
~ . . : AN, 2N
Para ello se empezara por estudiar una integral de la forma J F(r )dr ,

. ~N : .
en el caso particular de que F(r ) = 1 . De acuerdo con la N deducciodon

de la ecuacidn (1.2.57)

AN— ~ - P N
J dr = J dr, j dry... J dr.... J dr, (3.1.1)
r

N r)

Y en particular que, para cada (i), deberd tenerse si

- 1 . V1 V2 V3
dr. = | dr dr dr = ¢ ) . Ar. Ar Ar (3.1.2)
1 j X .y .z uzl vl w=l X y z
A i i i u vi oW
r r r
r. X L.y .z
i it 171

vectorial escalares
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De esta manera cada una de las integrales vectoriales que figuran en (3.1.1)
no es mias que el volumen "ocupable" por la iesima molécula. Suponiendo
que el volumen que ocupa cada molécula es b y que hay N molé&culas, para
encontrar el volumen "ocupable" por una molécula debe considerarse que,
del total, ¥, habrd que descontar un volumen (N-1)b que seria el que ya
estd ocupado por las otras N-1 moléculas restantes. En tales condiciones

de (3.1.2) se concluye que

J d%i ¥ - (N-1)b

i -y-m+b

Como N >> 1 y b << ¥ esta relacibn puede simplificarse escribiendo

J d?i = ¥ - Nb (3.1.3)

r.
1

En la naturaleza existen varios pases que para temperaturas y presiones
"normales’ (entre O y 100°C por ejemplo.y a presiones proximas a la atmos-
f3rica, para precisar un poco) que presentan las siguientes caracteristi-

cas.

12, Sus moléculas estdn tan distantes entre si que practicamente no ejer-
cen accidn unas sobre otras, de manera que el potencial ¢£ en cada

una de ellas (ver pagina 5)) puede considerarse nulo.
28, El volumen ocupado por las moléculas, Nb, es tan reducido en compara-
cidén con el volumen ocupado por el gas que puede suponerse desprecia-

ble.

Estos gases se llaman '"perfectos" y su comportamiento serd el objeto de

este capitulo.
3.2 Deduccibn de La ecuacifn de Los gases penfectos

Por lo arriba asentado, la integral de configuracidn definida por (2.4.32)
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tomara la forma

Z = J e g = J at (3.1.4)
N

N

Mas de acuerdo con (3.2.2) y (3.1.3) y ya que ¥ - Kb = ¥, se tendra que

z = f dr; J dry... J az

o bien Z =¥ (3.1.5)

Por otra parte, la funcidn A—aN definida por (2.4.31) podrd escribirse en

la forma (ver fdérmula 2.4.30)

-3N 2 R R
A - I e " dp, [ e ™ dpy... J e ® dp (3.1.6)

Como las velocidades (y con ellas los momenta) pueden variar, para cada
mol&cula entre los mismos limites, todas las integrales de (3.1.6) son
iguales, de manera que puede escribirse

- p2 N

_B.—-—
AN [ J T ] (3.1.7)

-

P

Se ha visto, ademids, que una integral vectorial equivale a tres escalares
y como los momenta pueden variar de - = a = , de la férmula anterior se

concluye gque

- o - B 3N »
AN { J e dp (3.1.8)

De una tabla de integrales puede verse que el valor de la que aparece en
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(3.8) es (Zrmlﬁ)l/z, de manera que resulta
3N/2
2N - [ 2gm ] (3.1.9)

Asi, sustituyendo (3.1.5) y (3.1.9) en (2.4.33), para los gases perfectos,

la funcidn de particidon estd dada por

1 27m
o —n |
Nt #3N B

v (3.1.10)

}3N/2

Tomando logaritmos se escribe

(3.1.11)

1 [ 27m ]3N/2

loge Q=N loge v + loge o K3N B

Al tener en cuenta la observacidn hecha anteriormente, si se sustituye

(3.1.11) en (2.4.20b),1a energia de Helmholtz, A, resulta

VN2
1 [ 2nm } (3.1.12)

A=~ KB T[N loge ¥+ loge " ‘3N 8

Si ahora se sustituye (3.1.12) en (1.6.58) la presién estard dada por

- 1 2mm 3N/2
P=73y KgT|[Nlog, ¥+ log, [ e { B ] ] (3.1.13)

Efectuando las operaciones indicadas se obtiene

p = ——— (3.1.14)

Al trasponer ¥ y ya que N = n NA (en donde n es el nimero de '"moles'" y

NA el nimero de Avogadro) de (3.1.11) se concluye
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PV¥=n Ky NA T (3.1.15)

——"

R,

e’
R

Esta es la ecuacidn de los gases 'perfectos" (férmula 1.6.5) en donde

R, = K_ NA es una constante caracteristica de cada gas y R depende de la

* B
cantidad y tipo de gas.

Cabe preguntarse si se justificaria tanto trabajo para llegar a la misma
formula (1.6.5). No lo seria si no hiciera patente la validez de las
hipotesis de partida para llegar a este resultado, hipStesis que, por
otra parte, han permitido elaborar un criterio mis general para analizar
casos mids complicados como los que se estudiardn en el capitulo siguien-

te.

Por otra parte, tomando logaritmos en (3.1.10) puede obtenerse la expre-
8idn (3.1.16) en lugar de la (3.1.1l1)

N
- v 3N/2 3N
loge Q loge [N! ﬂBN (an) ) - —-2—-loge 8 (3.1.16)

Derivando parcialmente respecto a B se obtiene

— loge Q B = - (3.1-17)

Pero, por otra parte, como 1oge Q es funcidn de funcidén de B deberd tener-

se que

—_— 108 Q = — 29 (3-1.18)

Al igualar (3.1.17) y (3.1.18) resulta entonces

3 _ 1o
28~ Q 28 (3.1.19)
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De (2.4.26) también se obtiene

, oN
.33_9 - - -—l—ﬁ- J HEY) e FHE) oW (3.1.20)
8 LHE SN

En tal forma que dividiendo entre Q y teniendo en cuenta nuevamente a

(3.1.10) resulta

2N
. -BH(X") .
1 %9 - - ——1‘“3}3 J HEY) £ = & (3.1.21)
Q9 N1k 1 -gH (&) ;oN
2N 3N € d
N! A
Al tener en cuenta (2.4.24) se tiene
N
N, P_(&)
1 3Q_ _{HX) _N sN
q 28 = [ N K3N dX (3.1.22)
2N
Por la igualdad (2.3.4) podra escribirse
108Q _ _ 1 NN L N
| q 38 = N7 I HE) PN(X ) (3.1.23)

N . . - . .
Y como la suma I se refiere a los conjuntos de moléculas inconfundibles

y hay N! conjuntos iN cada uno con la misma H(iN), en sustitucidn de (3,1.23)

podra escribirse (férmula 2.4.16)

130 _ )y p
q @8 P H(X )»P(X ) (3.1.24)

Finalmente, el miembro derecho de (3.1.24) es U, el valor medio de'H(iN)

tal y como se ha usado, de modo que

1 39 _ _
q 38 U (3.1.25)
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Al igualar (3.1.17) y (3.1.25) se tendrd que

3N
Uﬂ'z—B

De manera que al sustituir (2.4.15) en (3.1.26)

3
U= 2 N KB T

Como se ha dicho que N = n Na, se obtiene finalmente

3 -
U= 2 0 KB Na T

o bien U=§-RT

Este resultado también es congruente con la férmula 1.6.7.

(3.1.26)

(3.1.27)

(3.1.28)







4. LOS GASES DENSOS

4.1 Introduceibn

Existen gases que no presentan las caracteristicas mencionadas en el capi-
tulo 3, por cuanto el volumen ocupado por sus moléculas, Nb, no es des-
preciable en comparacidn con ¥, el volumen ocupado por el gas. A su vez
esto implica que sus moléculas estdn lo suficientemente prdximas como para
admitir que entre ellas existe un potencial como el definido por la ecua-

cidén (1.5.16). Estos gases se llaman densos.

Por lo que acaba de anotarse se comprende que para este tipo de gases sera

valida la ecuacidn (3.1.3).
4.2 Deduccibn de La ecuacibn de Los gases densos

Para entender su comportamiento es necesario analizar la expresidn

N
~BpL ¢p “B(or+dot.. o)
e = e

(4.2.1)
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La suma que aparece en esta igualdad debe entenderse como la energia po-
tencial de todo el sistema de N moléculas y como en este caso los poten-
ciales se dan por parejas de moléculas, tal suma representa a la suma de
potenciales para cada pareja de ellas. Supdngase asi que para simplifi-
car las cosas hubiera 5 moléculas; los diferentes potenciales entre las

parejas serian

¢12 ¢33 ¢ 45
$23 dou  d25
$3u ¢35

bus

Esto implica suponer que la suma en cuestidn esta formulada por diez suman
dos. Del arreglo de potenciales arriba mostrado se comprende que si hubie
ra 4 moléculas, el nGmero de sumandos seria 6 y que si hubiera solamente
3, el nimero de sumandos seria 3. De aqui se concluye que, en general,

para N moléculas, el nimero de sumandos seria

- _N(n-1)
s 2

(4.2.2)
Ahora bien, el valor de cada potencial ¢ij quedara definido por la distan-
cia entre la i ésima y la j &sima moléculas; pero, para simplificar las
cosas,se considerard que este potencial estd dado por un valor medio re-
presentativo. Para encontrar este valor medio se empezara por expresar

el potencial de Lennard-Jones como se indica en la fig 4.1.1 con trazo

lleno*.

* Obsérvese que en la figura 1.5.2 aparece dibujada la grafica de
F =~ %%- vs r, con el objeto de marcar las zonas de atraccidn y repul-
sidn. En cambio, en la figura 4.2.1 lo que se indica es la gréfica de
¢ (r) porque lo que importa ahora es mostrar la distancia 0 en la que se
supone el minimo valor de ¢ que se designa como ¢o - Ambas grificas
son parecidas; pero no iguales, como ficilmente puede comprobarse si se

. . 3 . -
determina la derivada 5% a partir de la fdrmula de Lennard-Jones.
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Como alli puede verse se ha establecido que
$= = 881 1r<o (4.2.3a)

8
y ¢=—¢o[%]-..sirzo (4.2.%)

En la Gltima férmula s es un expo-

e i

. ¢,‘ nente que permite hacer el mejor
‘r“-————Potenciol de ajuste posible, con tal que su va-
2 \ Lennard-Jones lor sea superior a 3. Obsérvese
i \ que si r = 0 el potencial vale -¢,

3‘4’? : g “ Potencial adoptado ‘como corresponde al mdximo valor

% \ ( - dentro de la zona de atraccidén (y
§ d% r de alli el signo (-)).

! _

3 Por las razones expuestas en la

% ecuacidén 1.5.16, para encontrar el
% FIG 4.2.1 valor medio de ¢, se considerara

solamente la zona de atraccidn,
de manera que pensando en que se trata de un problema "en el espacio de
tres dimensiones', dicho valor medio se encontraria dividiendo entre el
volumen ¥ a la integral dada por los valores que toma ¢ en esferas concén-

tricas cuyo radio varie de o0 a =, es decir

7 - %J 6(r) 4n £ dr (4.2.4)
o
* Al sustituir (4.1.3b) en (4.1.4) resultard que
_ " 3 (® oo .
o = - 4r 6o 07 ¢V g I 278 dr (4.2.5)
o

De manera que al calcular la integral indicada se obtiene

_ 3 11"
g

.

S FREEE.
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. = _ Ar ¢o 03 1 ®
0 bien ¢ V (s - 3) [ r3_3 ]0 4.2.7)

Y como se ha dicho que 8 > 3, de esta ecuacidn se concluye que

= _ 4m bq a3

Asi, en atencidn al movimiento cadtico de las moléculas puede admitirse
que todos los potenciales ¢ij seran iguales y que su valor medio esta de-
finidos por (4.2.8) independientemente de la posicidn en que se encuen-
tren las moléculas.

Como por otra parte se ha hecho ver que hay Eig:ll potenciales, resul-

tara que la suma de todos ellos sera, por (4.1.8)

_ _ N(N-1) 47 ¢ o3
St 2 ¥V (s-3) (4.2.9)

Para un namero N muy grande de mol&culas resulta que N(N-1) = N * N, de

manera que puede escribirse

3
Lo, =-N%[3"—$9——°—] (4.2.10)

La expresidn contenida en el paréntesis, que se designa por a, depende
para cada gas en particular (lo que define los valores de ¢, y s) del

"diametro efectivo" o .

Por todo lo antes dicho es claro que la férmula (4.2.1) puede escribirse

en la forma

"B ¥ ¢O -N ‘g’ a o>,
e = e (4.2.11) k‘\hxxxw
En esta forma la integral de configuracidn dada por la expresidn (2.4.32) ‘“Q

~
resulta ser, para los gases densos a
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e dr (4.2.12)

Mas, en atencidn a que N2a/V es una constante para cada masa de cada

gas, podra escribirse

8 E'a
7 = [ e ¥ ] [ atN (4.2.13)

Sustituyendo ahora (3.1.1) y (3.1.3) en (4.1.14) resulta que

Ba*,; N
zZ = { e (v - bN)] (4.2.14)

En esta forma la funcidn de particion (f6rmula 2.4.33) para el caso de los

gases densos sera

N N
v

Bag ‘
L__ N [e (v - bN)] (4.2.15)

? , - Nt §V E

Al tomar logaritmos se encuentra que

-3N
= - N :
10ge Q= IOge [N' N ]+ N 1oge (v-bN )+ N B a v (4.2.16)
Y al derivar parcialmente respecto a ¥ resultara
. 2
) N N
v 108, Q= 5 - Ba[V ] (4.2.17)

Mas al tenmer en cuenta (2.4.20a) y (2.4.21) se concluye que la presién p

valdrd en este caso

2
5=KBT-KT[§‘] +v—:"ﬁ] (4.2.18)

De aquil se obtiene la ecuacidn de Van der Waals
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2
= N
e a2 (v ) -y w219

Esta ecuacidn rige el comportamiento de los gases densos en sustitucidn
a.la expresidn (1.6.5) para los gases perfectos. La ecuacidn de Van der '
Waals ha sido comprobada experimentalmente con resultados satisfactorios,

dentro de las limitaciones que se exponen después. Por lo demids, tiene

una serie de implicaciones que, de manera sucinta*, se discuten en segui- T
da.
4.3 Liquidos
Una consecuencia interesante de la ecuacidn de Van der Waals es la necesi-
dad de considerar que existen dos tipos de fluidos, uno, constituido por
los gases que se han venido estudiando y otro por una distinta categoria
formada por los liquidos, algunos de cuyas propiedades se discuten a con-
tinuacidn.
ai
&
>
V
FIG 4.3.1 FIG 4.3.2

* Una discusidn mis extensa puede verse en la publicacién D-19 del Insti-

tuto de Ingenieria, titulada "Elementos de teoria de los liguidos para
ingenieros hidr3ulicos*". México, D.F., diciembre de 1983.
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La primera implicacién de la ecuacidn (4.2.19) es que por ser de tercer gra
do en V tiene, en general, la forma caracteristica mostrada en la fig 4.3.1
para distintas temperaturas. A medida que la temperatura aumenta, los
puntos A, B, D y E tienden a reunirse en C, de modo que existe una tempera
tura critica T, para la cual todos esos puntos coinciden. Por encima de
esa temperatura el gas se comporta como el gas diluido; por debajo se di-

ce que se trata de un vapor.

Si cada una de las curvas para cada valor de T Tc se divide por medio de
una horizontal, teniendo cuidado de que el &rea A C D sea igual al area
C B E, y después se unen todos los puntos, A por una parte y todos los B

por otra, hasta llegar al punto critico C, como se muestra en la figura
-

4.3.2, se divide al plano B V¥ en tres zonas. La primera, limitada por la
isotérmica TC, paqi;uesiones superiores a Sc y después por la curva que
une a todos los puntos B. En esta zona el fluido se comporta como un gas.
La segunda queda limitada, por arriba, tambié® por la isotérmica TC, para
valores superiores a Bc y hacia 1la derecha por la curva que une a todos
los valores A. Dentro de esta zona el fluido se comporta como un liquido.
La zona comprendida entre las curvas que unen a los puntos By a los pun-

tos A se llama zona de mezcla y en ella coexisten el liquido y el gas.

Es interesante observar que los tramos de curvas de Van der Waals represen
tan razonablemente bien el comportamiento de los liquidos ain en los tra-
mos A D (liquido metaestable) ver figura4.3.2;otro tanto sucede con el
comportamiento de los gases en el tramo B E. En cambio, los tramos D E

no son adecuados para representar el comportamiento de liquidos ni de ga-

ses (obsérvese que corresponden a tramos en donde el volumen aumentaria

é al crecer la presi6n). - ’

Finalmente, la ecuacidn de Van der Waals también puede escribirse en la

forma

- v
] =K, T (4.3.1)
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De manera que llamando "densidad" p al cociente N/V se obtiene

B=—ap2+xBT[1_gp] (4.3.2a)

Al efectuar la divisidn indicada en el paréntesis y factorizar, resulta

a

T
KB

B; B, Bj

S=prT[1+(b- )p+b2p2+b3p3+...} (4.3.2)

Esta ecuacidn indica que en sustitucidn de la ecuacidn de los gases perfec-
tos seria posible obtener un jg%arrollo en serie, donde la presidn, para
una temperatura dada, se pudiera calcular en términos de una serie de coe-
ficientes que fueran “pesando" el valor de las potencias crecientes de la
densidad. Estos coeficientes se llaman viriales, depenéen de la tempera-
tura y se han podido determinar hasta nimeros de orden relativamente alto;
sin embargo, la complejidad de su calculo no esta compensada por la concor-
dancia con los resultados experimentales en la zona de comportamiento del

fluido como liquido¥*.

No obstante las limitaciones sefialadas, la ecuacidn de Van der Waals ha
permitido ver, como se habla anticipado, que existen dos tipos de fluidos

y que uno de ellos, los liquidos, se caracterizan por lo pronto, porque re-
quieren de incrementos considerables de presidn para obtener sdlo pequeidios
cambios de volumen (ver figura 4.3.3) al contrario de lo que ocurre con los
gases., $Sin embargo, la ecuacidn de Van der Waals {nicamente induce a supo-
ner que las moléculas de los liquidos estardn mucho mds prdximas unas de
otras que lo que ocurre en el caso de los gases. Para comprender mejor las

consecuencias de esta proximidad,se desarrollard el siguiente capitulo.

* Mayores detalles pueden verse en "Elementos de teoria de liquidos para
ingenieros hidraulicos", op cit.



5. LA FUNCION DE DENSIDAD RADIAL
5.1 Introduccdlbn

En este capitulo se estudian las funciones de densidad de probabilidad que
permiten comprender la funcidn de densidad radial, se encuentran formulas
alternativas a la de Van der Waals y se hace una interpretacidn molecular

de la naturaleza de los liquidos.
5.2 Densidades de probabitidad

Supdngase que interesa conocer la probabilidad n(;N) de dar con un cierto
’arreglo de moléculas de un gas, sin importar las velocidades de las mis-
mas. Aceptando por el momento que se tratara de moléculas inconfundibles,
tal probabilidad se encontraria sumando las probabilidades de todos los

arreglos iN que tuvieran el mismo ?N, es decir
@) = e PN (5.2.1)

Segln las ideas expuestas en el subcapitulo 2.3 esta suma puede expresarse

también como
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AN
() Q—Ei J P& apt (5.2.2)*
N

Por otra parte, y de acuerdo con las mismas ideas, de la fdérmula (2.4.24)

se concluye que para moléculas inconfundibles

N
-BH(X)
P(xN) = e

NS (5.2.3)
e‘BH(X ) dﬁN

1
‘3N
2N
Al sustituir (5.2.3) en (2.2.2), simplificar y transponer di = Af“, y

tener en cuenta (2.4.28) se cbtiene
p?
-BE

-BL¢ J 2m N
e e dp
AN w(f'N) N
7(r ) = N - 5 (5.2.4)
ar -BL g— -BL$
m AN AN
J e dp J e dr
N N

Se ha definido asi una densidad de probabilidad (ver paginas 26 y siguientes)
de dar con un arreglo ;N independientemente de las velocidades. Al simpli-

ficar (5.2.4) resulta

-BLé
~N e
7 (r) = ———— (5.2.5)
J e‘82¢ d;N

N

Si se recuerda la definicidn de la integral de configuraci®dn (f&rmula 2.4.32)

esta Ultima igualdad se escribe

o BL¢

Aty = T (5.2.6)

Copiando la formula (1.2.28), pero referida ahora a densidades de probabili-

* (Obsérvese que sdlo se hace la suma en p.
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dad, puede definirse la densidad de probabilidad de un arreglo de n de las N

moléculas, consideradas como indistinguibles en la forma

nn(r ) = T T I...J n(r) drn+1 ...drN ('. )
N-n
De manera que la densidad de probabilidad de dar con un arreglo de las N mo-
léculas indistinguibles serd simplemente, por analogia con la fdrmula
(1.2.29)

nN(f“) =N a2V (5.2.8)

Son de interés para estas notas las densidades de probabilidad de orden 1 y

2, que segiin (5.2.7) estaran dadas por

m (7)) = ?ﬁgéif’ J...J 7 (2 d?z...dFN (5.2.9)
N~-1
' - N! AN, -~ -
y ﬂz(rz) T J...J m{(r) dr3...drN (5.2.10)
N-2

En correspondencia a la foérmula (1.2.10) se puede definir ahora a la densi-

dad de moléculas como
P = Ti (5.2.11a)

En este caso lA;l = AV representa a un volumen elemental, de manera que
vT]AGI = ¥, que es el volumen total ocupado por el gas; esto permite escri-

bir a (5.2.11a) en la forma

N
P ="y (5.2.11b)

En seguida, y copiando las férmulas (1.2.19) y (1.2.20) podran ser definidas
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las funciones g de orden 1 y de orden 2 como

g(1) = 11—£§~l— , (5.2.12)

a2
y g(2) 32—§5—2—~ (5.2.13)

]}

Por otro lado, segin lo expuesto respecto a la ec 1.2.42 se comprende que

también es posible escribir las siguientes igualdades

21
n, (F)) = 3T~§§Tl— (5.2.14)
Ar
N 22
y 1, (72) = ET_éiTl— (5.2.15)
Ar

Adicionalmente, debe recordarse que

m,(£2) = n,(ry, T7) (5.2.16)

es decir, representa la probébilidad de que haya una molécula localizada
por ;1 y, simultineamente, otra localizada por ;2 . Las formulas (5.2.10a)
a (5.2.16) son generales, tanto para el caso en que haya lugares preferen-
ciales como cuando no sea asi. Cuando no hay sitios preferenciales segin

(1.2.31) ﬂ1(§1) = —%— con lo cual toma la forma
T
nGhH = —A— (5.2.17a)
Vo | ar |

Pero segiin lo expresado para establecer la férmula (5.2.11b) esto equivale

a escribir, para el caso

n (B = —{}— (5.2.17)
De manera que al tener en cuenta a (5.2.11b) y sustituir (5.2.17b) en

(5.2.12) resultara que, cuando no hay sitios preferenciales
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g(l) =1 (5.2.18)

Este resultado concuerda con el establecido para G(1l) en el subcapitulo 1.2.

Si en estas condiciones se dividen miembro a miembro (5.2.13) entre (5.2,12)

se encuentra que

g(2) - o (;2)
g(1) p my(r)) (5.2.19a)

1,(r?) = p —g%— (1)) (5.2.1%)

Sustituyendo (5.2.16) y (5.2.18) en (5.2.19b) se encuentra que, cuando no

hay sitios preferenciales

my(ty, T2) = lD S(Z)l “1(;1) (5.2.20)

1(ra/1))

Segin las ideas expuestas en la primera parte del subcapitulo 1.2 este re-
sultaco muestra que g(2) es proporcional a la densidad de la probabilidad
condicionada de que, habiendo una mol&cula definida por fl, exista otra de-
finida por ;2. Asi resulta que g(2) misma no es una probabilidad y por lo
mismo puede, al igual gque G(2) tomar valores superiores a 1. Por lo demis,
aiin cuando (5.2.20) solamente es aplicable al caso en que no haya lugares
preferenciales, la interpretacidn que acaba de hacerse ayudarad a comprender
el caso mds general que, desde luego, requerird que el andlisis se haga a
partir de (5.2.13). Por otra parte no debe olvidarse, segin se hizo ver

en el segundo caso del subcapitulo 1.2, que G(2) [y con ella g(2))es cons~
tante cuando no hay sitios preferenciales y su valor tiende a 1 cuando el

nimero de moléculas y, en este caso, el volumen ¥ crecen indefinidamente*.

* Para comprender mejor las ideas que se manejan en este capitulo se re-

comienda releer el subcapitulo 1.2 .
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5.3 Consideraciones sobre La funcibn de densidad radiak

Volviendo al caso general, se dice que se llama funcidén de densidad radial
g2(r) a la distancia r de una cierta molécula dada, al valor promedio que
toma g(2) para esa distancia r.
Si, al pensar en el problema en
z NOR . .
/ tres dimensiones, se desea cal-
rsen8 cular este promedio, es conve-
/ rsenfd¢ ] .
niente usar casquetes esféricos
PA de radio r. La posicidn de ca-

48 da punto R (fig 5.3.1) queda

asi definida por el dngulo 6

<V

que fija al paralelo PAy el ¢
P que determina al meridiano ME.
Como el radio en el paralelo PA
X es r sen 6, un arco sobre éste
valdra r sen 8 d¢ y un arco so-
FIG 5.3.1 bre el meridiano ME valdr3a rd6 .
Asi resulta que el area "elemental" en torno al punto R es igual a
r2sen 6 d¢ d6. Y, como el drea del casquete de radio r es 4= r2, la funcidn
de densidad radial sera
21 m

L f J gr(2) rsen 6d6 d¢ (5.3.1)
o o]

4 r?

g2(r) =

Para el caso particular en que no haya sitios preferenciales se obtendra
8,.(2) = 1y con ello

21
1

go(r) = e J f sen 6d6 d¢ = 1 (5.3.2)
o o

Este resultado muestra que, al igual que g(2), la funcidn de densidad radial
también vale 1 cuando no hay sitios preferenciales. Por supuesto que, de no
ser el caso, habrid que calcular su valor a partir de la definicidn dada al

principio de esta p3gina.



107

Para mostrar la utilidad de las funciones gr(Z) y 8,(r) se procederd en
dos etapas. En la primera se hara ver que, mediante ellas,es posible en-
contrar formulas alternativas a la de Van der Waals y sus variantes, for-
mas que, en opinidn de varios autores, son mids eficientes. En la segunda
etépa se hard un anadlisis de estas funciones para tratar de interpretar
la naturaleza molecular de los distintos cuerpos, con atencidn especial a

los liquidos.

Asi, se empezard por hacer notar que, de las férmulas (3.1.18) y (3.1.25),

puede concluirse que la energia interna U puede expresarse en la forma

_ |
U= 58 loge Q (5.3.3)

A su vez, la funcidn de particidn Q, dada por (3.1.10) puede escribirse

1 3N/2 3N/2
Q= ——y (21m) N/ (I/B) N/ Z (5.3.4)
N!' H
De manera qua, al sustituir (5.3.4) en (5.3.3) se obtiene
3/2
- _ .9 (27m) 3N
U 38 [ loge -;;—;SE—- + loge Z - 2 loge B ] (5.3.5)

Al efectuar la diferenciacidn indicada y tener en cuenta que el valor de la

integral de configuracidn estid dada por (2.4.32) resulta

3N 9 - aN '
R I e BZ¢ 42 (5.3.6)

N

Ahora, como se hizo en el capitulo 4, se puede establecer que

N (N-1
Z¢ = —(—2'_'—) ¢12 (5.3.7)
Al sustituir (5.3.7) en (5.3.6) y recordar (2.4.21) se obtiene

3N K_ T - - ~
U = B N (N-1) J ¢12 € BLo drj... drN

2 2 7 (5.3.8)
N
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Ordenando convenientemente resulta que

3N KT o-BLY N
U= - 5[ fhz N(N-1) J J 7— dry...dr dr, dr; (5.3.9)
1 "2 2 N
L
Asi, puesto que N(N-1) = ?ﬁgin y al recordar la formula (5.2.6) se ten-
dr3d que
3N K, T ,
Ue—ofp>2 _ 2 010 | i 1 (8. .. a5, | 4af) df,  (5.3.10)
2 2 12 1 (N-2)! 3...dry 1 dre .3.
1 "2

N-2

De manera que al considerar (5.2.10) resultara que

3N KB T

Ve -

[

J J 012 T, (r?) dry dr, (5.3.11)
1 72

M3s, al tener en cuenta a (5.2.13) se encuentra finalmente que

WK, T

Us—s—-

hﬂb

J I g_(2) dr, dr, (5.3.12)
1 72

Se puede demostrar * que una forma alternativa de esta igualdad es

3N KB T

U = ____2_____ 2n 02 ¥y J ¢12 gz(r) r2 dr (5.3.13)
o

Mids aun, valiéndose de algunos artificios matemdticos *, para la presidn

puede encontrarse que

= _ NKg T _ 2m p? ® 391
P= Ty 3

3
. go(r) r? dr (5.3.14)

Si se compara esta Ultima f&rmula con la (4.3.2b) se ve que, en ambas, la

presidn dada por la ecuacidn de los gases perfectos (3.1.14) debe corregirse

* Ver "Elementos de teoria de liquidos para ingenieros hidraulicos™.
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mediante un sumando adicional que depende de los coeficientes viriales que,
como se ha dicho, son dificiles de valuar y conducen a resultados poco
aproximados; en tanto que al emplear (5.3.14) solamente se hace necesario
conocer el potencial entre parejas de moléculas, ¢;2 y la funcidn de den-
sidad radial, la cual puede obtenerse por los procedimientos que se discu-
tirdn después. Esto significa que (5.3.13) y (5.3.14) pueden usarse ain

para la fase liquida con razonable aproximacidn.

Por otra parte, supdngase ahora que las moléculas de un cuerpo estan re-
gularmente dispuestas y casi fijas como se indica en la figura 5.3.2, en

donde se considera, por simplicidad, que se trata de un plano.

Imaginese que las moléculas estuvieran

64
l I situadas a una distancia 2A como se

r —————————— _}-—[ muestra en la figura, siendo A& = 0,

I o ° o€ |

: : el radio efectivo de las moléculas.

= 2a A 5 : Como hay g moléculas la densidad

: ° ° 2n ° : 6a "plana" en este caso estari dada por

| | | (f6rmulas 5.2.11a y 11b)

: o (-] o =

Lo it b = ggi5r = T2 (5.3.15)
FIG 5.3.2

De esta manera, por (5.2.13a) resulta-

ra que

72
g ) = ) - j6 a1y ()
=)

Pero en atencidn a (5.2.15), si se usa la probabilidad nz(fz) en vez de la

densidad de probabilidad, resultari que

(5.3.16)

8, (2) = 16 my(x?) (5.3.17)

Por la definicién de funcidn de densidad radial dada en la pagina 84, resul-

tard que, puesto que a la distancia r = 2 hay 4 moléculas,
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4 * 16 my(r?)
2n % 2

gz (r=2) =

o bien g,(r=2) = 5.1 m, (£2) (5.3.18)

Asi, supdngase que se tiene la certeza de que en A existe una molécula, de
manera que la probabilidad de que otra esté en B (ver figura 5.3.2) fuera
por ejemplo, 0.6, con lo cual podria aceptarse que, en forma similar a la
discutida al analizar (5.2.20), 7m,(r?) tomard precisamente ese valor de

0.6 . Resultaria entonces que
gz(r=2) = 3.06

Por supuesto que si existiera la certeza de que hay una molécula en Ay

una en B resultaria que g,(r=2) = 5.1 .

Al repetir el mismo tipo de analisis para los puntos A y C se encontraria,
de manera similar, un valor para g,(r=v 8), de suerte que podria construir-
se una grafica como la mostrada en la figura 5.3.3, que diera la variacibdn

de g,(r) contra r.

9,14

o DAV .

FIG 5.3.3

* QObsérvese que no se ha incluido la A porque deberia figurar, si se hiciera
la suma en el numerador, como la hecha en (5.3.1), en los dos términos de
la fraccidn.
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Se comprende asi que entre mds probable sea que a una distancia r dada se
encuentre una segunda molécula, la gradfica se haria més pronunciada para
ese valor y reciprocamente, de modo que si la probabilidad de dar con esa
segunda mol&cula disminuyera, las ordenadas serian menores y los "anchos”
de la grdfica en torno a los puntos r se harian mds amplios. Por lo demis,
podria verse que las ordenadas serian cero para puntos con r < o, pues de
acuerdo con lo asentado en la fig 1.5.2, las moléculas no podrian acercarse
mis. Mi3s atln, habria zonas de ordenada también nula en aquellas distancias

en las que el ordenamiento de las moléculas implicara que no puede encon-

trarse una segunda molécula.

Ahora bien, estudios realizados mediante difraccidn de rayos X o con haces

de neutrones han permitido corroborar las predicciones que se pueden hacer

simulando numéricamente * el comportamiento de las moléculas para deducir

de alli las variaciones de g,(r) respecto a r.

De acuerdo con estos resul~
tados la sombra del espectro de difraccidn que se obtiene es mis marcada en

donde el valor de g(r) es mayor y con ello la probabilidad de dar con una

segunda molécula. Cuando estos estudios se hacen en un sdlido cristalino,

cuyas moléculas estdn regularmente dispuestas, se encuentran graficas del

todo similares a la de la figura 5.3.3 . En cambio cuando se hacen para

un liquido, el espectro es el mostrado en las figuras 5.3.4a y 5.3.4b. Lo

ot .’7‘.;:
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* Ver "Non-newtonian phenomena in simple fluids". Evans, Hanley y Hess

Physics today, January 1984, Pdgs 26 a 31.
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interesante de este resultado es que permite comprender que en un liquido
el arreglo de las moléculas se va perdiendo con la distancia, puesto que
para valores de r grandes, g,(r) tiende a uno, como ocurre en el caso en

que ya no hay lugares preferenciales. (ver formula 5.2.18).

Por lo demas, la grafica 5.3.4a y 4b, permite asegurar que la movilidad de
las moléculas de los liquidos es mayor que la de los sdlidos. Pero hay mis;
para distancias A similares a las escogidas en el ejemplo numérico hecho
con la figura 5.3.2, no son raros valores de g2 (r) proximos a 3, como el
encontrado, lo cual significa que, no obstante su movilidad, las molécu-
las de los liquidos se hallan separadas entre si a distancias no mayores
que las que hay entre las mol&culas de los sb6lidos. Finalmente, cabe men-
cionar que si los estudios se hacen con un gés no se obtiene ningin resul-
tado coherente dado que, como se ha dicho, sus moléculas forman un caos en

continuo movimiento.

Todas estas circunstancias llevaron a varios investigadores a formular
teorias sobre la estructura molecular de los liquidos. Segiin Kirkwood la
fase liquida ocurre cuando quedan "huecos" entre las moléculas del sdlido,
los cuales son continuamente reocupados por otras moléculas que a su vez,
dejan nuevos huecos, pero las distancias entre ellas no cambian sustancial-
mente. Llamando niimero de coordinacidn al niimero de moléculas que rodean

a una dada, Bernal considera que la fase liquida se presenta cuando, sin
variar sensiblemente las distancias entre las mol@culas, los niimeros de
coordinacién se tornan inestables y dice que por ejemplo, es posible hacer
con hexdgonos un arreglo estable en un espacio muy grande, pero no es posi-
ble hacerlo con pentiagonos, de modo que si una distribucidn ideal plana
hexagonal se volviera pentagonal, habria continuamente posibilidades de
reacomodo. Alder y Wainwright han tratado de explicar la fase liquida es-
tudiando los movimientos cadticos de moléculas que segiin la amplitud de sus

desplazamientos pueden llegar a intercambiar sus posiciones.

Independientemente de todas estas teorias subsiste un hecho: desde el pun-
to de vista de su arreglo molecular, los liquidos se parecen mis a los sdli

dos que a los gases, al grado de que los estudios mis recientes* parecen

* Ver "Non-newtonian phenomena in simple fluids" Op cit.
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confirmar las ideas de Maxwell, segiin las cuales "un fluido viscoso se com—
porta como lo haria un sdlido eldstico si fuera periodicamente licuado en
un instante y otra vez solidificado, de modo que en cada nuevo ciclo fuera

un sblido elastico sin deformacidn".

Podria alargarse esta disertacidn con reflexiones sobre la existencia de
la superficie libre en los liquidos y los fenémenos asociados a ella, como

la tensidn superficial, la nucleacidn o los cambios de fase. O bien podrian E

hacerse referencias a las peculiaridades del agua, que siendo el liquido por
excelencia, resulta que se comporta como un liquido atipico. Sin embargo, i
| se ha preferido reducir la extensidn de estas notas remitiendo al lector E
% interesado a dos trabajos de excelente calidad que, en orden de dificultad,

, son "Gases, liquids and solids" D. Tabor, Cambridge, 1979 y "Liquid State
1 Physics" C.A. Croxton, Cambridge, 1974%,

Por otra parte, al examinar el material hasta aqui expuesto en las notas,
resaltan dos cuestiones. La primera es el progreso alcanzado en el estudio
de los fluidos gracias a la introduccidn de dos conceptos fundamentales que
son las funciones de particidn, Q, y la de densidad radial,g,(r). Dado el
caracter exponencial de la priﬁera puede pensarse en ampliarla para englo-

bar otros tipos de energia (ademis de la potencial y la cinética) como se-

rian, en el caso del agua, las acciones de naturaleza eléctrica, por el ca-
racter polar de sus moléculas. Por lo que concierne a g,(r) las perspecti-
vas parecen todavia mds favorables, en atencidn a la posibilidad de obtener

la por simulacidn numérica** y de comprobar su valor experimentalmente.

La segunda cuestidn es que, no obstante estas posibilidades, debido a la

complejidad de los liquidos reales, el empleo de una y otra funciones pre-

senta aln grandes dificultades y, por ahora, se limita al estudio de liqui-

dos "simples" y tan poco usuales como los constituidos por el nedn o el

; argdn cuando estan sometidos a elevadas presiones y muy bajas temperaturas.

Sin embargo, para terminar con este capitulo resulta conveniente sefalar que,

* En su defecto puede verse "Elementos de teoria de liguidos para ingenie-

ros hidraulicos", Op cit.

** Los intentos para valuar la funcidn de densidad radial analiticamente han
sido hasta ahora poco satisfactorios.
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no obstante las semejanzas en la estructura molecular entre sdlidos y 1i-
quidos, se acostumbra estudiar el comportamiento de estos Gltimos a partir
de principios establecidos para los gases. Independientemente de la jus-
tificacidn que pudiera tener esa costumbre, el lector puede sacar de este

hecho sus propias conclusiones.



6. LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES DE MAXWELL

6.1 Intrnoduccdbn

La distribucidn de probabilidades de la velocidad que puede alcanzar una
molécula de un gas que se encuentra a determinada temperatura fue encon-
trada originalmente por Maxwell. Los resultados que se obtienen a partir
de esta distribucidn permiten comprender mejor las ideas expuestas al
principio del subcapitulo 1.6 . Por otra parte, tales resultados se usa-~
ran también en el subcapitulo 7.1 . De aqui el interés en estudiar la

distribucidn de Maxwell.

6.2 Deduccibn de La distnibucibn de Maxwell

De acuerdo con las férmulas (2.3.4) y (2.4.12), la probabilidad de dar

N A . ;
con un arreglo X de las moléculas (supuestas inconfundibles) de un gas

es

aN
e—BH(X )

PNy = - 6.2.1)
ZN e—sH(X )
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Utilizando (2.3.4) también puede escribirse

(6.2.2)

Siguiendo las ideas expresadas al principio del capitulo 5 imaginese que
ahora lo que interesa conocer es la probabilidad F(ﬁN) de dar con un arre-
glo de momenta de las moléculas del gas, independientemente de las posi-
ciones que ocupan., Como se hizo entonces, para encontrar esta probabili-
dad, ahora serila necesario sumar las probabilidades de todos los arreglos

oN

X" que tuvieran el mismo ﬁN, lo que en véz de (5.2.1) implica escribir
aN
FGEYH = i rY) (6.2.3)

Por las mismas razones que las enunciadas para establecer (5.2.2), esta

Ultima suma se puede escribir en la forma

FEY) = 4B J PNy gtV (6.2.4)
N

Si se sutituye (6.2.2) en (6.2.4) y se traspone a AﬁN resulta

aN
1 J e—BH(X )d;N

aN 3N
fgh - EED) A N — (6.2.52)
Ap 1 e—BH(X )dﬁN
KBN
N
Mis, al tener en cuenta a (2.4.3822resu1ta que
~bE g— -BI¢ N
e o e dr
£ = wos X (6.2.5)
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De manera que al simplificar se obtiene

£GP = € - (6.2.6)

En forma similar a la usada para establecer (5.2.7) puede ahora definirse
n
la densidad de probabilidad de dar con un arreglo p de momenta de n de

las N moléculas, es decir
AN N‘- *N ~ -~
= —— R | 6.2.7
fn(p ) (N-n)! J_'_[ £ dpn+1 Py ( )
N-n

Para el caso particular en que n=1, al sustituir (6.2.6) en (6.2.7) y de-

sarrollar se obtiene

2
_..B %1- 'B 22 ‘B _E.
m 2m 2m A -
e dp; dpy
A~ N’l
£,(p') = N " - ) (6.2.8)
EJ? P22 PN
P P P . A
e e e dp, de
N

De esta manera al simplificar resulta que la densidad de probabilidad de
que las N moléculas inconfundibles tuvieran un momentum p) estaria dada

por

ﬁ2
-a =L

. e 6 2m
£, =N (6.2.9)

Pero de acuerdo con la interpretacidn dada a la fdrmula (1.2.23b), esto sig
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nifica que para cada una de las N moléculas indistinguibles habra una den-

sidad de probabilidad de tener el momentum ﬁl cuyo valor seri

~

-B P
. e 2m
f (P) = * 6.2.10
u _BRE ~ ( )
e 2m dﬁ

El subindice u se refiere a la distribucidn de momenta para una molécula.
Se ha omitido el Indice 1 porque, como se hizo ver en el subcapitulo 1.2
(formula 1.2.11), (6.2.10) es valida para cada Pi que se escoja. Por otra
parte, al establecer la fGrmula (3.1.9) se hizo ver que el denominador va-
le

* _BE 5 3/2
e Mgp- [ —%E-] (6.2.11)
De manera que al sustituir (6.2.11) en (6.2.10) resulta
32 _g B2
£ (B) = { - ] e 20 (6.2.12)
u 2mm

Es interesante destacar que, por una parte, P? es un escalar igual al cua-
drado del médulo de P y que, por la otra,todos los momenta de mddulo ]ﬁ]
(para cualquier direccidn en el espacio de tres dimensiones) tendran su ex-
tremo terminal alojado en un casquete esférico de drea 4mn P2. En tales
condiciones, si lo que interesa es conocer el valor medio del mddulo de ﬁ,

segin la formula (1.2.40) deberd tenerse que

[B]| = J ,fu(ﬁ) P 4n P2 dp (6.2.13)%
(o]

Los limites corresponden a la idea ya expresada de que las velocidades y

con ella los momenta pueden estar comprendidos entre cero e infinito.

* (Obsérvese que se considera como "incrementos de volumen" a 4mn p2 dp.
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Ahora bien, puesto que p = m V, resultard que

2 yv2 - -
pd=md Vi, dp=nav, BBV y 3 -n?,

Isiéndo V el wddulo de la velocidad media.

Teniendo en cuenta esta circunstancia al sustituir (6.2.12) en (6.2.13)

se obtiene

m\7=[ [—Q-] e % 45 m3 V3 av (6.2.14)
o 2mm

© 3/2 "8 m V2
V= N e 2 V4mv2ay (6.2.15)
2n K_ T ——me?
0 o B - av
——
f(V)

Por analogia con la formula (1.2.40), dado que se busca la media de V y
que 4m V2 dV es el "incremento de volumen de velocidad", resulta que la
densidad de probabilidad de que una molécula tenga una velocidad de mddulo
V estd dada por la férmula de Maxwell

3f2 _p B V2

B
N 2
£(V) = [.u KT ] e (6.2.16)

Mas, volviendo a (6.2.15), é&sta puede escribirse también como

3/2

_ m - B3V
V = 471 { m ] J e V2 V dv (6.2.17)
B o]

En cualquier tabla de integrales puede verse que

® .on -ax _ n
J X e dx = Tﬁ (6.2.18)
o] a

Al asimilar la integral que aparece en (6.2.17) a la forma (6.2.18), de la
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primera se concluye que

3/2 2 K. T2
V= 4n m = | 2= (6.2.19)
2n K_ T 2 m T
B
Al simplificar se obtiene
V- [———-] (6.2.20)
T m

También es de interés conocer la velocidad media cuadritica, cuyo mddulo

al cuadrado valdra, por lo antes dicho

72 = I f(V) V2 4n V2 av (6.2.21)*
[0}

Al sustituir (6.2.16) y ordenar convenientemente resulta

_ ® = 2
V2 = 4 [ En_'h] J e 2 w2)? qv (6.2.22)
B o

También en una tabla de integrales puede verse que

n+l n

® —ax? x 3 - /
J x2)" 7% 4y = 1 3*5 ... (2n-1) %» (6.2.23)
o 2 a

De esta manera al calcular la integral que aparece en (6.2.22) en la forma

indicada por (6.2.23), resulta

3/2 2K T .5/2
V2 = 4n [ - ] Vi [ B J (6.2.24)

2% KB T

Al simplificar se obtiene

72 - (6.2.25)%*

* (Obsérvese que se ha escrito v? en lugar de V, como aparece en (6.2.15)

** Resulta interesante observar que el mddulo de la velocidad media cuadrati
ca puede considerarse formado por la suma de los cuadrados de los mddulos
de sus tres componentes y que, si dado el caos molecular éstos se conside
ran iguales, cada uno tendra por valor simplemente vg = (KBT/m)
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A fin de comparar los valores de la velocidad media cuadratica y la veloci-

dad media se dividirad la raiz cuadrada de (6.2.25) entre (6.2.20)

NV
T
] [_8..] (6.2.26)

>

De aquf se concluye que/ V2 = 1,085 V, es decir que el mddulo de la veloci-
dad media es ligeramente (8.5%) mds pequefio que el de la velocidad media
cuadratica, de modo que en aproximaciones toscas podrian tomarse indistin-

tamente.

Por otra parte, si ambos miembros de (6.2.25) se multiplican por m/2 se ob-

tiene

3
7 =2 KB T (6.2.27)

Y al multiplicar ambos miembros por N, el nimero de moléculas resulta que

=3
=g NK T (6.2.28)

De acuerdo con (3.1.27) tambié&n puede escribirse

vl

v
V=3 S (6.2.29)
Este resultado muestra que la velocidad media cuadratica es la adecuada pa-
ra expresar la energia interna de las moléculas. Por lo demas, es muy inte

resante comparar las fOrmulas (6.2.28) y (6.2.29) con las obtenidas al prin

cipio del subcapitulo 1.6, en donde se emplearon criterios de cdlculo muy

toscos.







7. TEORIA CINETICA DE LOS FLUIDOS

7.1 Introduccibn

La segunda parte de estas notas tiene tres objetivos. El primero es mos-
trar como las ecuaciones fundamentales de la Hidrodindmica corresponden a
casos particulares de la ecuacidn de Boltzmann generalizada. El1 segundo
consiste en estudiar la forma en que se transmiten perturbaciones espon-
taneas en un fluido, partiendo de las ecuaciones hidrodinimicas linealiza-
das. En uno y otro casos se destacara la importancia de las simplifica-

ciones introducidas para obtener tales resultados.

El tercer objetivo es mostrar el manejo de algunos métodos de la Hidrodina-

mica molecular en los casos mas sencillos.

Como en la primera parte, se empezara por presentar una serie de conceptos
de Fisica y Matematicas que ayuden a la compresidén del material que se ex-

pondra después.
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7.2 Teonia elemental de Los coeficientes de trhansponte

Por el hecho de que las moléculas de un fluido estan en continuo movimien-
to puede pensarse que, cuando se desplazan, transportan con ellas cier-
tas magnitudes fisicas, como la masa, la energia y el momentum. Asociados
a esos '"acarreos' existen tres coeficientes que, en su conjunto se llaman
"de transporte'. El primero estd relacionado con la masa y se denomina de
difusidn; el segundo, ligado a la energia, se llama de conductividad térmi-
ca; y, el tercero, vinculado al momentum,se llama de viscosidad. La deter-
minacidon de los tres estid relacionada con el concepto de distancia media

entre choques que se discute a continuacidn.

En la figura 7.2.1 se muestra una molécula que viaja en la direccidn D, en
cuyo entorno hay dos moléculas F) vy

F, que se consideran instantaneamen-

1 . te fijas. La golécula M chocara si

[ L F la posicidn de Fy; & Fy es tangente
| \ (o secante) a un "tubo" imaginario
l a/2 cuyo eje coincida con la direccidn
M@ g —— -E D y cuya seccidn transversal tenga
— !ﬁl.._“_.___(“\ un drea 1 o2, siendo o el didmetro
| (:j)Fé de las moléculas. Por ejemplo si F)
L

ocupara la posicidn mostrada con

trazo puntuado la distancia que re-
correria M antes de chocar seria £,
FIG 7.2.1 en tanto que si no fuera el caso y
en cambio F, estuviera en el sitio

indicado con trazo discontinuo, la distancia antes del choque seria £' .

Ahora bien, si la molécula mdévil M estuviera rodeada por las moléculas Fy,

Fy,...F,. instantdneamente fijas, las distancias que M podria recorrer antes

N

de chocar, si se desplazara en las direcciones D;, DZ---DN serian

£y, ﬂz,...ZN como se muestra en la figura 7.2.1 . Se llamard distancia me-

dia entre choques, A, al promedio de estas distancias Ei’ es decir
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L T (7.2.1)

Si se multiplica y se divide a esta

expresidn por y entre el drea o2
/’DZ se obtiene
s/
N
.~ i) (no? L)
- - 7.2.2
o m —— A N 7 g¢ ( )
ol ——
‘3 '1 D . )
R 3 En estas condiciones la suma que apa
F% rece en el numerador se puede consi-
derar igual al volumen que rodea a
FIG 7.2.2 la molécula M, en cuyo entorno estan

las moléculas F,, Fp...Fg . Y como la densidad en este entorno es p = N/¥,

de (7.2.2) se concluye que la distancia media entre choques vale

= *
A N 0?
0 bi A= — (7.2.3)
ien -DTYUZ VAN

En la figura 7.2.3 se muestra un flujo de moléculas J = p V(k) en una cierta
direccidén x y a través de un plano Q normal a esta direccidn. Se supone que
la densidad crece en el sentido del
flujo, de tal modo que en el plano P

"anterior'" al Q vale p - %% Ax y en

"posterior", vale p + % Ax

el plano R =

Se puede suponer que las moléculas es-

tan moviéndose con la velocidad media

¥ calculada en el capitulo 6; pero de

tal manera que la sexta parte de ellas

FIG 7.2.3

En realidad el nimero de mol&culas en el entorno ¥ es N+1 considerando
también a la molécula mdévil, mas si N es muy grande, como ocurre “en la
realidad"”, puede suponerse que p = N+l

Por otro lado en este enfogue tosco no se ha tenido en cuenta el poten-

cial de atraccidn entre moléculas, hecho que no podra ignorarse en otros
casos.
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viaje en la direccidn x, como se dijo en el subcapitulo 1.6 (ver figura
1.6.1b). En esta forma, si la distancia Ax entre los planos P y Q se esco-
ge igual a A se puede pensar que las moléculas provenientes de P en la di-
reccidn x alcanzarian a llegar a Q, en tanto que si Ax fuera mayor que A,
muchas de estas moléculas no llegarian a Q porque habrian chocado antes y
desviado su curso. Como otro tanto puede decirse para las molé&culas que
provenientes de R llegaran a Q al viajar con velocidad V en la direccidn

contraria a x, resultard que el flujo a través de Q estaria dado por

oV A=%A(p-"—)\)-%(p+——)\)A (7.2.4)

En esta formula A es el 3rea de la seccidn transversal en donde se estudia

el flujo. Simplificando (7.2.4) se obtiene

(7.2.5)

w| <t
)

| —
&

J=pv(x)=_[

Se llama coeficiente de difusidn D al primer factor del segundo miembro de

esta igualdad

D = (7.2.6)

Al recurrir a las férmulas (6.2.20) y (7.2.3), (7.2.6) resulta

1/2
. ] 8 KB T
3p 1 o2 7 m
3/2 1/2
0 bien D=1ty |2 “p (7.2.7)
3p o m m e

Si ahora se designa por u a la energia de cada molécula, el producto pu = U
sera igual a la energia interna por unidad de volumen de una cierta masa
de fluido. En correspondencia al flujo J anteriormente estudiado, se lla-
mara flujo de energia por unidad de area en la direccidn x a la magnitud
q=11 V(x). Para valuar este flujo se pueden hacer, por supuesto, las mis

mas consideraciones que las hechas para establecer la fdrmula (7.2.4), de
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tal modo que, si la energia interna aumenta en el sentido del flujo, se

tendra
uv(x)A=p%A(u-%§x)-p%A(u+%§x) (7.2.8)%
De modo que al simplificar se obtiene
UV =-p%— A%‘;’ (7.2.9)

Por otra parte si se supone que el flujo es a volumen constante,de la formu

la (1.6.13) se concluye que

Au AT _ C 9T

ou = bu —_— = 7.2.1
ax ax Cv A% v 9x (7.2.10)
Al sustituir (7.2.10) en (7.2.9) resulta que
p g oT
= = - = vV — .2.11
a=" V(x) 3 Cv AV (7.2.11)

En este caso se llama coeficiente de conductividad térmica, K, a la magni-

tud definida como

x.—.%c AV (7.2.12)

La sustitucidn de (6.2.20) y (7.2.3) en (7.2.12) conduce a

1/2
‘- P Cv 1 8 KB T
3 p m o2 Tm
x=3—§7 [;] [ - ) (7.2.13)

* En esta expresidn se supone que p es constante.




127

FIG 7.2.4

Supdngase ahora que a través de cierta area (A) estd fluyendo un fluido en
la direccidn x con una velocidad Vx creciente en el sentido y como se indi-
ca en la figura 7.2.4 . Con ésto quiere decirse que si la velocidad en el
plano Q pagalelo al flujo es V x* €nun plano paralelo a &ste y arriba de &1l

serd Ve + a)x Ay, en tanto que en otro, también paralelo, pero abajo, sera

Vx—iy—-by .

Por tratarse de un fluido, se puede aceptar que, en adicién a la velocidad
general de escurrimiento Vx’ las moléculas también se mueven con velocida-
des V mucho mayores que Vx’ y de tal manera que, como en los casos anterio
res, la sexta parte de las moléculas viaja (animada de una velocidad de
mddulo lVI) en el sentido del eje y y que otra sexta parte viaja en senti-
do contrario. Esto significa que, si los planos R, Q y P estdn colocados

a la distancia A entre choques, habrd moléculas que provenientes de R lle-
guen a Q llevando un momentum en la direccidn x que, para cada una de ellas

aVv
valdra m (Vx + ——E-A). Como el flujp de estas moléculas es p %» A resul

dy (O
tard que las moléculas que lleguen al area AQ (paralela al flujo) aportaran

un incremento de momentum por unidad de tiempo de valor

E AQ m (V + 3;5 A). Simultdneamente llegaran a AQ, provenientes de P,
otras moleculas que, sin haber chocado, causen una disminucién de momentum
por unidad de tiempo, de valor - p E AQ m (V - 2%3 A). Puesto que la

fuerza es el cambio de momentum por unidad de tiempo resultarid que estos
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flujos de momentum han engendrado una fuerza F alojada en AQ‘ de valor

oV 5 AY

x \Y x
2 - 0 = - — 2 7.2.14)
AQ m (vx + 5 A) - p : AQ m (vx 2y ) (

o<t

Si se llama esfuerzo 'cortante" Txy al cociente de dividir Fx entre el area

A_, al simplificar (7.2.14) resulta que

Q

(7.2.15)

En este caso el primer factor del miembro derecho de (7.2.15) se designara

como coeficiente de viscosidad u, y se escribird

p=pZ 3 (7.2.16)

Al recurrir una vez mids a las fdérmulas (6.2.20) y (7.2.3), de (7.2.16) se

obtiene
"8 X_ T \}/?
. | 1 B
s P 3 p 1ol [ m ]
O bien 1 2 3/2 1/2
W= 37 [;] (w k; 1) (7.2.17)

Las formulas (7.2.6), (7.2.12) y (7.2.16) sugieren que existe una estrecha
relacidn entre los tres coeficientes de transporte. Asi por ejemplo de

(7.2.6) y (7.2.16) puede concluirse que

p=pmD (7.2.18)

Sin embargo, este tipo de formula debe manejarse con cautela porque no pue-

de olvidarse la tosquedad de los procedimientos empleados en este subcapitu
lo.
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7.3 Alguncs nesultados de La Mecdnica def medio continuo

En la figura 7.3.1 se muestra un tetraedro diferencial en el entorno de un
punto de un medio continuo, homogéneo e isdtropo. Si sobre la cara ABC de-
finida por su normal ) actiia un esfuerzo n, &ste resulta equilibrado por
las seis componentes de un tensor
Zf simétrico, llamado de esfuerzo,
alojadas en las tres caras restan-
tes como se muestra en la figura.
T A Debe recordarse que para los esfuer
x : zos cortantes se admite que Pij = Pji
y que estos valores estdn relaciona-

o
<Y

dos con la rapidez con que se produ-~
cen las deformaciones. Los esfuer-
A By zos normales estan constituidos por
X la suma de la presién P en el punto

mas elementos también ligados con

las deformaciones. Las relaciones

FIG 7.3.1 entre los esfuerzos cortantes
y las partes de los esfuerzos normales que dependen de la rapidez
de deformacidn se llaman ecuaciones de compatibilidad. De esta manera el

tensor esfuerzo se escribe como la suma

{'P.. } = P 0 O + o T T (7.3.1)
ij _ X Xy Xz
0 P 0 T o] T
- Xy y yz
0 o T T g
X2z yz z

Si Vx, Vy y VZ son los mddulos de las componentes de la velocidad 9. ues
el coeficiente de viscosidad; y, n el mddulo de Poisson y si ademas se es-

tablece que
3=2p(l +n) (7.3.2)

Entonces las ecuaciones de compatibilidad que definen a las componentes del
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segundo sumando de (7.3.1) son, para los normales

v
X 1
- —_—= = - + (7.3.3a)
X 3 [Ox n(Qy oz))
aV
Y.l - 7.3.3b
3y 3 (oy n(ox + oz)) ( )
aVv
z 1 -
y “ 3z "~ 3 (Uz - n(ﬂx + Uy)) (7.3:3¢)
Y para los cortantes
= - — 7.3.4
Txy v [ ay * 9Xx ] ( a)
an avz \
sz'—'— M [sz—-ﬁ—g;ﬁl (7.3.4‘3)
V. BVZ 3
y Tyz = - | [ —-—Laz + —5;'- ‘ (7.3.4C)

Si se suman miembro a miembro las tres ecuaciones (7.3.3) y se recuerda la
an oV - aV

definicidn de divergencia, V.V= P + 5 + azz , se obtiene

A A 1 - 2n

eV eV="—" (g +0 + 0) (7.3.5)
3 X y 2z

Por otro lado, recordando que para cada punto o, + oy + o, es un invarian-

te, se establece que

3 (7.3.6)

Al sustituir (7.3.6) en (7.3.5) resulta que
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3

C*- 30 - 'V

<>

(7.3.7)

Mids ain, si se acepta que los lados de un paralelepipedo diferencial son

X
1+ 5;— ) dz después de ella, la deformacidn volumetrlca unitaria se puede

aVy oV
dx, d vy dz antes de la deformacidn y (1 + —= )dx, (1 + __X,) dy vy

expresar como

av_ vy v,
® ((1+F)T)(l+aj YA+ =2y - 1) dx dy dz 38
¥ dx dy dz U

De modo que simplificando e ignorando los términos de orden superior resul

ta que

&5 (7.3.9)

La sustitucidn de (7.3.4) en (7.3.7) conduce a

- LA A
o= - [ e ]{ y ] (7.3.10)

Esta expresion permite identificar al primer factor del segundo miembro co-

mo el coeficiente de deformacidn volumétrica, dado por

3

v =w (7.3.11)

En adicidn, la férmula (7.3.3a) puede escribirse en la forma

oV
-3 —=¢g —-n{(c +0)+noc ~no
9x X y z b 4 X
3Vx
0 bien -3 ——=((1+4+n)o -n(oc +0 +0) (7.3.12)
ax X X y z

Al sustituir (7.3.6) y (7.3.7) en (7.3.12) y despejar a o se concluye gque
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s Mx,m (2 5.5 (7.3.13)
% " 7 T4n  ox + 1+n " 1-2n U
Y al tener en cuenta a (7.3.2) resulta que
Yy n & 2
= - —_ - . 7.3.14)
ox 2u X 2u 1-2n v v (

Por otro lado de acuerdo con (7.3.11) y (7.3.2) podra escribirse

2 - 2u _ 2u(14n)
3 VT3 3(1-2n)
_ 2y 1 - l+n
T3 1-2n
_ 2y -3n
T3 1-2n
De modo que
2. n
3 v 2y I=7m (7.3.15)
La sustitucidn de (7.3.15) en (7.3.14) permite escribir
BVx 20 " "
o = - 2y S;—-+ ( 3 "~V ] V.V (7.3.16a)
De la misma manera puede concluirse que
)Y 2 " .
Oy = - 2u —lay + [——3—— -V ] vV ..V (7.3.16b)
aV
y o, =~ 2u 5;£—+ { —%E—-— v ] ¢ -V (7.3.16c)

Las ecuaciones (7.3.16) y (7.3.4) por una parte, y el empleo de la delta de
Kronecker* por la otra, permiten escribir a las seis componentes del esfuer-

zo definido por (7.3.1) mediante una férmula Gnica, que establece que

*  Recuérd e §.. =1 si i=4 5. = . .
ese qu i sii=j y i3 0 siiy#j
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- 2 A ~ avi _a—vj—
P,.=6,,|P =y - . - —
1] ij + ( 3t v) v ] s [ X, + 3xi ] (7.3.17)

En efecto, puesto que 6.. = 1 si i=j se obtiene, por ejemplo

1]
= 2 a - avx
Pxx=Pf[§ u-\)JV'V—Zu[R—]
en tanto que dado que Gij =0 si i#j, se tendrid, por ejemplo
3Vx oV
P =—u——+—l
Xy . ay X

7.4 CompLementos de Matemdticas (Propiedades de algunas funciones de varia-
ble compleja y comnelograma de una funcién)

En la figura 7.4.1 se muestra la forma que una onda progresiva toma en los

instantes t, = 0 t; = %-( %% ) y to = % [-%% ) , siendo T su periodo, L

su longitud y a su semiamplitud. Como es sabido, la altura y de una onda
de ese tipo, en una cierta

distancia x estid dada por la

y 1=0 4
+ //_' *(/42 formula
o[ ./", 7::f ~
iI— A 4 ‘*\_J‘\ ‘if y = a cos (kx - wt) (7.4.1)
~
Ll Nl

En esta expresidén k = 2n/L y

TE

w = 2n/T. Ahora bien, utili-
zando la férmula de Euler
FIG 7.4.1 eia = cos 6 + i sen 6

(con i = V-1), la expresidn

(7.4.1) se puede expresar en términos de la parte real de

= a ei(kx—wt) (7.4.2)

La utilizacidn de (7.4.2) en vez de (7.4.1) implica una serie de ventajas,
la primera de las cuales es obviamente la posibilidad de emplearla completa

(con parte real e imaginaria) en casos mas generales. Por lo pronto puede
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pensarse por ejemplo, en representar los efectos de la onda en la direccidn
de un vector r distinta de la direccidn de propagacidn de la propia onda
que corresponderia a la de un vector unitario ﬁu . De esta manera si se es
tablece que k = ﬁ“ 2n/L, permitiria escribir, en lugar de (7.4.2) a

1 (Rer-ut) (7.4.3)

y = a

Por otra parte, en la figura 7.4.2 se muestra un sistema oscilatorio cons~
tituido por dos cuerpos de masa m cada uno, ligados por resortes de cons-
tante k y sujetos a la accidn de dos fuerzas de excitacidn que varian con
el tiempo y de valores f,(t)

en el cuerpo 1 y f,(t) en el

f{1) fo(t)

¥ 2

k ) K 2\ K cuerpo 2.

| m m }-—-ﬂMN-—-i
o @ .
Lo que interesa es conocer la
X X2
variacion de los desplazamien-
tos X; y X; en el transcurso
! t del tiempo. Para ello puede
empezarse por establecer las
ecuaciones de cuerpo libre en
FIG 7.4.2

cada uno de los dos, teniendo
en cuenta que la accidn del re
sorte central depende de la diferencia entre los desplazamientos de los cuer

pos 1 y 2. Asi se obtiene

Para 1 m;I + kxy + k(x) - x5) = £, (t)
y para 2 mX, + kx, + k(xy ~ xy) = f,(t)
Ambas relaciones forman el sistema
mX; + 2kx; - kxp = £, (¢) | (7.4.4a)
- kx; mXp+ 2kxp= f,(t) (7.4.4)

Un caso particular de inter&s ocurre cuando las fuerzas fl(t) solamente
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actllan en un primer instante sacando a los cuerpos de su posicién original
de equilibrio y dejando después que el sistema vibre libremente; en tal ca

so se puede aceptar que las soluciones del sistema (7.4.4a), supuesto que

no hay efectos que amortiguen el movimiento, son de la forma x, =a1e-1wt
: -1 " 2 X 2
y X2 = aze . En esta forma resulta que x; = - 0° X} y X3 = - w° Xy,
de manera que el sistema podra escribirse en la forma matricial
- m W?+ 2Kk -k x| = 0 (7-4.5)

-k - mw?+ 2k X2

Para que exista solucidn distinta de la trivial el determinante del siste-

ma debe ser nulo, lo que exige que
m? w* - 4k m w? + 4k? - k2 =0 (7.4.6)

Las soluciones de esta ecuacidn son

) _4kmt /16 K2 w? - 12 k2 w2 _ 4kn T 2km
2 m? - 2m

o

Es decir w12 = —E— 2. 3k

Esto significa que el sistema puede vibrar libre y espontaneamente con una
de las dos frecuencias diferentes w} y wp. La primera, de menor valor co-
rrespondera al mayor periodo yAse presentara cuando los dos cuerpos se des
placen simultaneamente en el mismo sentido. Esta frecuencia se llama fre-
cuencia fundamental del sistema. La segunda, llamada primer armdnico,ocu-
rrirda si los cuerpos se mueven en sentidos opuestos. Ambas se llaman fre-
cuencias propias del sistema y son una propiedad de &ste, toda vez que sus

valores dependen solamente de sus caracteristicas m y k.

Es evidente que habra sistemas de mayor ntmero de cuerpos vibrantes que
tendran mayor numero de formas espontdneas de vibrar cuando se introduzcan
en ellos determinadas perturbaciones iniciales. Al mismo tiempo pueden

imaginarse sistemas oscilatorios mucho mids complicados que el estudiado,
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en los cuales alguna, o varias, de las frecuencias propias resultaran ser

complejas. Es mas, puede también pensarse en sistemas en los que las solu

ciones fueran de la forma X = a el(ﬁ.r_wt) o aun V= GC el(k.r-wt) en don-

de Ol es un cierto vector de semiamplitud. Si se hace 6 = k°'r-wt para

simplificar las cosas, en el primer caso (de un escalar) se tendrd que

g%-= - i wal® = - iux (7.4.6)
y 32)( _ 2 i6 2
N R (7.4.7)

Utilizando el operador ﬁr = 5% (ver subcapitulo 1.3) también para el pri-

mer caso podria establecerse que

Pox=ika e® - i Rk (7.4.8)
i0
y Vi x=-k%ae’ =-k2x (7.4.9)

Para el caso mas complicado de un vector puede obtenerse de modo similar

que

v . A& is .o

5; = - 1w V£ e = - jw V (7.4.10)
y 32y o 16 o

37 T W Vet = utd .41

A A A I (7.4.12)
Es importante observar que para este caso particular resulta la equivalen-
cia

V= ik (7.4.13)
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Por otro lado también ﬁuede obtenerse

2 0 o _ 2 .
Vr \Y k V[ e (7.4.14)

-

Obsérvese que asi se define un vector en la direccidn de YK .

a

En ocasiones resulta interesante definir el producto de Vr por la divergen-
cia de G, entendida como Gr - V . En tal caso y dada la igualdad (7.4.13)

se escribe

A

@ M =ik (Gr )
Pero al tener en cuenta (7.4.12) resulta que

i0
e

Vr (Vr V) =1k (1 k- Yl )
De donde se concluye que
~ a A——‘\ .A ie
A CARER)) k (k-v, e (7.4.15)

Notese que ahora se trata de un vector en la direccidn k. Por tal motivo
debe tenerse cuidado de no confundir la expresidn (7.4.14) que define a un
vector en la direccidn de QK’ con (7.4.15) que define a otro en la direc-

cidn k. Sobre este particular se insitirad posteriormente (ver capitulo 11).

Por otra parte debe recordarse que se llama transformada de Fourier de una

funcidn del tiempo f(t) a la funcidn de w definida como
Fw) = I £(t) e qe (7.4.16)

Y que se llama antitransformada de Fourier de F(w) a la funcidn original

f(t), misma que puede calcularse mediante la expresidn

f(t) = —3%—» J Flw) et du (7.4.17)
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En realidad la colocacidén del factor 1/2 es arbitraria y en otros escri-
tos se verd asociada a la expresidn (7.4.16). En estas notas se empleara

la convencidn expuesta por (7.4.16) y (7.4.17)*.

Por lo demas también debe recordarse que existe una funcidn impulso &(t)

definida mediante

]
-
73]
[
(o]

[}
o

§(t) (7.4.18)

i}
o
)]
-
[nd
LS
o

Esta funcién tiene una transformada de Fourier de valor F,(w) = 1.

En forma andloga puede definirse una funcidn 6(t-t,) por medio de

"
—

si t=t,
8(t - tg) (7.4.19)
0 si t#¢tg

Asi mismo esta funcidn tiene una transformada de Fourier distinta de cero.

Por lo demis también puede pensarse en una funcidn cuyas variables sean la

posicidn, dada por un vector r y el tiempo t. Se llamard transformada de

Fourier espacial de dicha funcidn a

F(k,t) = J £(r,t) eiﬁ" dr (7.4.20)
[o]

Por supuesto que, a su vez, esta funcidn puede tener una transformada de

Fourier en el tiempo, que se escribiri

(o]

S(k,w) = ] FR,t) e 19t 4¢ (7.4.21)

- CO

0 bien

El lector interesado en todo el formalismo matemdtico que rodea a estos
conceptos puede acudir al libro de Hsu, "Andlisis de Fourier". Dado su

empleo restringido en estas notas solamente se han recordado los concep-
tos principales.
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s(k,w) = J j f(r, t) ellker-ut) o (7.4.22)
0 - o0

La segunda férmula permite identificar a S(ﬁ,w) como la doble transforma-

da de Fourier en el tiempo y espacial de f(r,t).

Como una extensidn de la funcidn impulso se puede imaginar una funcidn

6(§,t) que a su vez, tuviera transformada de Fourier espacial y doble.

Por otra parte, en la figura 7.4.3 se muestra la grafica de la variacidn
de una funcidn del tiempo x(t). Se recuerda que se llama covariancia de
orden (1) de esta funcidn a la

suma definida por

x(t) 4

-

( L3
Rx 1)= — t£

AR, AN WS A “|

0 x(t)x(t+1)at (7.4.23)

~| P‘P' ‘ En esta igualdad |t| representa al

t lapso (que se considera "suficien-
temente" grande) en el que se hace
la determinacidn de la covarian-

FIG 7.4.3 cia. Se supone que x(t) es tal
que siempre se obtendra el mismo
valor de Rx(r) con tal que [t| sea suficientemente grande. Por lo demis,

en el limite resultar3d que (7.4.23) se escribe

l (-]
Rx(T) = TzT Jo x(t) x(t+t) dt (7.4.24)

Es interesante observar que partiendo de (7.4.23) la covariancia de orden
1 implica la suma x5 x) + Xy Xp + Xp x3 + X3 x4 + ..., en tanto que la co
variancia de orden -1 sera la suma x) x

o P x2xp + x3 X2+ Xy X3+ ... .

Tal resultado permite, al ser generalizado, afirmar que
R (1) = R_(-1) _ (7.4.25)
P X

Debe recordarse, por otra parte, que la correlacidn de orden cero de una
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poblacidn centrada (con x(t) = 0) es igual a la variancia de x(t). Por
a ici 16 cociente que

lo demds, se llama coeficiente de correlacidén de orden T al q

resulta de dividir la covariancia de orden T entre la covariancia de or-

den cero. Se escribe

R (1)

R, 0)

c (1) = (7.4.26)
X

La grifica que muestra la variacidn de C_(1) con respecto a T se llama el
correlograma de x(t) y suele tener un ég ecto similar al mostrado con tra
zo lleno en la figura 7.4.4 . Por otra parte, de (7.4.25) y (7.4.26) pue

de concluirse que el correlograma

es una curva simétrica, como se

(g)" (TM indica con trazo puntuado en la
], figura 7.4.4 .
/
/
/
/ En ciertos problemas particulares
as 1/ — resulta de interés conocer el area
N~ NS T "paio" .
ajo'" el correlograma, misma que
vale
FIG 7.4.4 A(C) = J ¢ (r) dr (7.4.26)
(p - p

7.5 Afgunas identidades termodindmicas

Como en los capitulos subsecuentes la densidad jugara un papel importante
y estd Intimamente relacionada con el volumen, es conveniente conocer la
forma en que el Ultimo puede ser sustituido por la primera en algunas for-
mulas de la Termodindmica. Para ello se empezard por recordar que la

igualdad (5.2.11b) establece que

En esta expresidn N es el niGmero de moléculas contenidas en el volumen ¥

y e, es la densidad. De aqui puede concluirse que
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¥ = (7.5.1)*
Pr

La forma diferencial de esta expresidn es
pr2 G .5.

Por otra parte, de las férmulas (1.6.8) y (1.6.42) puede concluirse la

igualdad termodinimica
T As= AU + P AV (7.5.3)

Sustituyendo (7.5.2) en (7.5.3) y ordenando convenientemente resulta

, N
MU =1 B8 + ~ 5 bp (7.5.4)

r

Si se dividen ambos miembros entre N se obtiene

P
AU/N) = T A(S/N) + 5;5 Apr (7.5.5)

Las magnitudes u = U/N y s = S/N se llaman, respectivamente, energia por
molécula y entropia por molécula, de manera que (7.5.5) puede escribirse
en la forma

P

=5 bo, (7.5.6)
r

Au

i
-

4s +

Por otro lado debe recordarse que (segin se asentd en la pagina 56), dadas
dos magnitudes termodinadmicas, como el volumen y la temperatura, las res-
tantes caracteristicas termodindmicas quedaran automiticamente definidas
en el plano P (presidn), ¥ (volumen), de manera que si se suponen conoci-
das la entropia y la presién, los incrementos de densidad (en sustitucidn

del volumen) y de la temperatura podran expresarse como

* La razdn para usar p en vez de p se discutird posteriormente.
r
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o9p d9p _
Ap = [ EEL }_ As + [ 355 ] AP (7.5.7a)
r P S
oT oT -
£z = 7.5.
;e (B) e (3] e 5.3

En estas fOrmulas [ %%-] designa a la derivada de la magnitud X respecto
a la Y cuando la Z se mafitiene constante y es tal que se admitira la iden-

tidad

{95} R S (7.5.8)
Z

Obsérvese que en ambos miembros Z es constante. Por otro lado, si se supo
nen conocidas la densidad y la temperatura, en correspondencia a las expre

siones (7.5.7) podra establecerse para la entropia que

9S 3S
AS [ 30 ]T Apr + [ 3T ] AT (7.5.9)

r FPr

Mis adn, dado que las ecuaciones (7.5.7) forman un sistema, se puede, a
partir de éste, encontrar el valor de AS, para lo cual basta con utilizar

la regla de Cramer, asi que

A (?_"_][i"_]i‘.’_ ar) [ 2x) (ar
l SISTI 3s Jp L 3% Jg s Jp oF aF sl 35 Jp

¢ 9p 3p
3T r
. (AS) r | oP S oP g T oP S

(3T
T
or 2 ]s
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Con ello resulta que el valor buscado de AS sera

7,

AS = Ap -
Ll E) 8, T 62
3s Jpl 3P g aPSas-I; 38 JloP)g (3P J | 8s
Asi, al comparar (7.5.9) con (7.5.10), se tendrd que
(3]
3P S =[ s ]

(=9 (), (= (%), T

as P P S ) S 3S P

De aquil se obtiene, al utilizar la férmula (7.5.8), que

JEIREIRE SR IRE SNt
aP S as o, 3s 3 3P S 9P S 3s P

Ordenando convenientemente la igualdad anterior resulta

ARk

r

De esta manera al recurrir nuevamente a (7.5.8) puede escribirse

(%), (3,

AT (7.5.10)

(7.5.11)

(7.5.12)

(7.5.13)

(7.5.14)

Por otro lado, de la fdrmula (1.6.43) se concluye que, en atencidn a

(7.5.2), si el volumen (y con &l 1la densidad) es constante se tendrd que

T AS

= C AT
Pr v

Asi resulta que, para el caso

(7.5.15)
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| AT _ T

; AS c
Pr v

g De manera que puede escribirse finalmente
aT = L (7.5.16)
3s C

En forma andloga si P permanece constante podrd establecerse que

- = 7.5.17
T AsP cP AT ( )
de donde se concluye que
[ %g— ] - ——z——— (7.5.18)
P P

Si se sustituyen (7.5.16) y (7.5.18) en (7.5.14) se obtiene finalmente

ap =
31:] [_.r_] (AP._] =T[__l___1_} (7.5.19)
[ oP g | 9S P 3pr S CP Cv

Esta "identidad termodindmica" se utilizara posteriormente.

7.6 Elementos de teonia de colisdiones y funciones de densidad

Se ha dicho que en el caso de los gases perfectos la posibilidad de choques
entre sus moléculas es muy remota, pero se comprende que a medida que aumen

te la densidad, los efectos producidos por los choques no podrén ser ignora

dos, de modo que en el caso general del estudio de los fluidos, tales efec-
tos deberdn tenerse en cuenta. En estas notas solamente se consideraran
choques binarios, es decir, entre dos moléculas, despreciandose los efectos
de colisiones entre tres o mi3s moléculas, por suponerse que seran muy poco
probables. El anadlisis de los choques binarios se hara aceptando que se

trata de choques elasticos, hipdtesis que implica admitir los postulados
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que se enuncian a continuacidn.

En la figura 7.6.1 se muestran dos moléculas de masa m cada una que, ani-

madas de las velocidades Vi y Oj » llegaran a chocar en el punto P para
a a -

tomar las velocidades Gi y Vj respec

tivamente después de haber chocado.

(i) 0 Si el choque entre ellas es eldstico
a' se admite que:
N\
\\
) \ P 1°. Las masas m, los mddulos de sus
(‘I) A --\\\ 0- - -
Vj NS dl momenta mV y sus energias cinéti-
a E\‘ 13\\\‘\L- cas 2 V2 no cambian con el choque.
Vj 2
d .
2°, La suma de los momenta de las dos
moléculas es igual antes y des-
FIG 7.6.1 pués del choque, es decir
mV, + oV, = mV. + mV, (7.6.1)
al al al a

Como puede verse, para el caso el segundo postulado implica que la "resul-

tante" de las velocidades antes y despu@s del choque sea la misma, es decir

V. +V. = V. +V. (7.6.2)
a d

Por otro lado se llamard velocidad relativa de aproximacidn de la molécula

(i) respecto a la (j), antes del choque, al vector definido como

av,, = 9. -1 (7.6.3)
a

Interesa ahora conocer, en términos de los dos postulados, cuidles seran
las velocidades después del choque eldstico, suponiendo que se conocen las
velocidades antes de que &ste se produzca. Para ello se ha hecho la cons-

truccidn que aparece en la figura 7.6.2 .
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FIG 7.6.3

En primer término se dibujaron los vectores V. vy V., 1o que permitid
identificar a AVi. como BA (ver férmula 7.5.%). Degpués, por el extremo
inicial de Vi (Punto B) se trazd un segmento CB de la misma longitud que
AP y parale?o a &ste, de manera que el vector CP resultari igual a la
suma ge gi» y Gj . Este vector se prolongd hasta el punto F, de modo
que CP = PF, con lo cual se identificd a la suma de las velocidades des-

pués del choque, es decir PF =V, + V.
at  dJ
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Con centro en P se trazd un circulo de radio igual al mddulo lV | y con
centro en F otro de radio igual al mddulo IV l Las 1ntersec§1ones de
ambos circulos son los puntos Dy E. En es?a forma los vectores cuya su-
ma sea igual a PF serdn o bien PD y b%, que no tienen interés puesto que

son iguales a Vj y Gi respectivamente, o bien PE y EF que, al tener los

a a A . A .
mismos mddulos que Vj y Vi y la misma resultante Vi + V. permiten iden-
a al

a a -
tificar a las velocidades después del choque, de acuerdo con los postula-

dos establecidos.

Después, a partir de P se trazd un segmento PG paralelo a EF y de la mis-

ma longitud que &éste, de modo que por lo asentado las velocidades después

del choque seran

. = PG

dl

V. = PE
y s

Obsértese qui en correspondencia a Agij s iﬁ\pueiﬁ\definir también un vec-
tor Agij = EG. Por lo demis, los angulos APC y FPD son opuestos por el
vértice y como los tridngulos PDF y PEF son iguales, resultard que el angu
lo E?? es igual al FPD. De esta manera puede escribirse

PN
= APC = EPF (7.6.4)

Por otro lado los angulds 5?? y B?E son correspondientes y como se ha di-
N A

cho que los tridngulos PDF y PEF son iguales, resulta que EFP = PFD. Pero

ademids los angulos EFP y FPG son alternos internos, de manera que finalmen

te puede establecerse que

P o

FP

8 = FPG = CPB (7.6.5).

En estas condiciones resulta, de (7.6.4) y (7.6.5) que

APB = o« + B = EPO (7.6.6)
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Asi, puesto que los tridngulos APB y EPG tienen dos lados y el angulo
subtendido iguales, serédn iguales entre si, de manera que la longitud

del segmento AB es idéntico a la del EG, lo que equivale a decir que

|av, .| = |a¥. .
all d1l

| (7.6.7)
Ahora bien, imaginese que se produce un choque en tal forma que la veloci
dad de la molécula (i) sea igual a la que se produjo después del choque
en el caso anterior y la velocidad de la (j) sea igual a la que se produ-
jo en la molécula (j) también después de haber chocado. Designando con

v! y 03 a estas velocidades se tendra que

at a
Vo= 1.
al dl
y vto=
aJ dJ

Si se hace una construccidn similar a la de la figura 7.5.2, puede compro

barse (ver figura 7.6.3) que en tal caso

Vi = Vi
d a
y Vv o= 0.
dJ al

Este otro tipo de choque se llamard inverso y se caracterizara mediante
el empleo del simbolo (') en sus magnitudes representativas. Como puede
verse en la figura 7.6.3 resultard que la velocidad de aproximacidn de la

molécula (i) respecto a la (j) en el choque inverso sera

AG;. = AVi, (7.6.8)
a ] d J

De manera que al comparar las foérmulas (7.6.7) y (7.6.8) se concluye que

los mddulos de las velocidades relativas de aproximacidn son iguales en
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el choque directo y en el choque inverso, es decir

av ., = |ad', 7.6.
o051 = a0y 7.6.9)

Se ha insistido en el concepto de velocidad relativa de aproximacidn por-
que el choque entre dos moléculas (i) y (j) puede imaginarse en las dos
formas que se indican-en la figura 7.6.4 . La primera, que es la que has-
ta el momento se ha estudiado,
consiste en suponer que ambas molé
()05 Xi culas se mueven de tal manera que
en el instante O, la (i) esta en
la posicidn 0, y la (j) en la Oj
para, en el instante 1 ocupar las
posiciones 1i y 1j y asi hasta
llegar a chocar en P. La segunda
manera consiste en suponer que la

molécula (j) estd fija y que la se

gunda, que originalmente estaba en
0i se acerca con velocidad Avij ,

. a
de manera que alcanzaria a chocar

3
FIG 7.6.4 con la (j) al cabo del mismo tiem-

po.

Por otra parte, debido al potencial de atraccidn entre las moléculas (ver
subcapitulo 1.5), para que se produjera el choque de las moléculas que se
aproximan con velocidad relativa Aﬁi. no seria necesario que ellas "apunta-
ran" exactamente hacia la moléculaafija (j). Como se muestra en la figura
7.6.5, si el potencial de atraccidn empieza a ser significativo dentro de
una zona de influencia A, aquellas mol&culas que pasaran por una trayecto-
ria como la 1-1' no alterarian su curso; las que vinieran por la trayecto-
ria 2 desviarfan su curso como se indica, pero sin llegar a chocar. Pero

aquellas que siguieran la trayectoria 3 alcanzarian a desviarse de tal

suerte que si podrian chocar con la molécula fija (j).

De esta manera, si la densidad de moléculas de velocidad Gi se designa como
a .
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p(i) se puede suponer que den-
tro de una corona cilindrica de
radio b, espesor db y altura
lAgij | at, siendo At el incre-
mento necesario para acercarse a
la zona de influencia del poten-
cial, el niimero de moléculas (que
teniendo velocidad Yi y con la
trayectoria 3) podria chocar con

la molécula (j) seria

. . 6.1
p(l)lAZIJl At 27b db (7.6.10)

De esta manera, si se quisiera co-

FIG 7.6.5 nocer el nimero total de moléculas
que se acercaran a la molécula fi-

ja (j).con velocidades de aproximacidn AV.. en las diferentes trayectorias

1]
a
que se muestran en la figura 7.6.5, seria necesario calcular

.« IAV. .| 2nb db At 7.6.11
[bp(l)l vl (7.6.11)

Desde luego que los limites de esta integral deberian abarcar toda la posi-

ble zona de influencia del potencial de atraccidn.

Por otra parte, en atencidn a la importancia que tiene la densidad p(i) en
los razonamientos anteriores, a continuacidn se hard un anidlisis m3s deta-
1lado.

Supdngase que en la regidn R el volumen v, esta alojado un fluido y que en
un subvolumen Vr identificado por el vector r estdn contenidas n. moléculas
que se mueven con distintas velocidades (en tamafio, direccidn y sentido).
(ver figura 7.6.6). Serd necesario para las discusiones subsecuentes cla-

sificar a esas velocidades. Para ello imaginese que una esfera como la
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FIG 7.6.6
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mostrada en la figura 7.6.7 se

divide en zonas mediante meridia-
nos y paralelos y que cada regidn
se le asigna un nimero progresivo

1, 2, 3,0uey Gyenn

En estas condiciones se puede de-
cir que todas las velocidades cu-
yas direcciones estén comprendi-

das entre las normales a los cua~
tro puntos Aj, Bj’ Cj y Dj que 1li
mitan a la zona (j) y cuyos senti
dos apunten hacia el centro de la
esfera, pertenecen a la zona (j)

que se puede definir por medio

del angulo Bj que la normal trazada desde el centro de esa zona forma con

el eje Z. Obsérvese que de esta manera las velocidades que tengan direc-

¢idn en el entorno de ej pero con sentido opuesto al senalado pertenece-

rian a una zona localizada en el octante opuesto al de la regidn (j).

4
Aj
Dj
N\
\
x \\\ —/
FIG 7.6.7

Ademis, las velocidades que perte-
necen a la region (j) podran, a su
vez, clasificarse segin su mddulo,
en aquellas cuyo tamano esté com-
prendido entre Vy- AV/2 y

V;+ AV/2, otras cuyo tamaifio esté
comprendido entre Vo~ AV/2 y

V,+ AV/2 y asi sucesivamente.

En esta forma podra decirse que

ns (ej, Yk) sera el nimero de mo-

léculas que dentro del volumen Vr

(identificado por r segin se indi-
cd) tendrian velocidades que perte-

nezcan a la categoria (j), esto es,
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dirigidas en el entorno del angulo ej y, al mismo tiempo, a la categoria
(£), es decir, con mddulo en el entorno de VZ . Se supone asl que si el
nimero de categorias (£) es N, el nimero de moléculas de categoria (j)

~ = ~ v ( 6 12)
n (9.) zzl n (e.’ Z) ;- .

Mas adn, si el nimero de categorias (j) es Q, el nimero total de molé&cu-

las contenidas en el volumen Vr sera

% 3 3 7.6.13)
ne = i ns (Gj) = jgl 221 ns (ej,Ye) (7.6.

Supongase ahora que el subvolumen Vr estd dividido a su vez en v, subvolid-
menes parciales, cada uno de tamafio AV = drx dry drz y a su vez igual al
"tamafno" de cada molécula, en los términos discutidos en el subcapitulo
1.2 . En tales condiciones la probabilidad de que ns de los v, lugares

disponibles estén ocupados por las moléculas gque hay en Vr sera (ver formu
la 1.2.31)

~
r \%

Pn (7.6.14)

Esto significa que 1la probabilidad de que una de las ns moléculas ocupe

uno de los v, lugares sera

(7.6.15)

Y también que la densidad de probabilidad de que n» de los vr lugares es-

tén ocupados seri

n
Pap = i (7.6.16)

De esta manera la densidad de probabilidad de que n2 de los v, lugares

estén ocupados coincide simplemente con la densidad de moléculas en la re
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~
gidon definida por r, es decir

Phe =g —=¢ (7.6.17)

En estas condiciones es posible definir a sz como la funcidn de densidad
de la categoria jf, empleando el intervalo de clase AV que sirvid para

clasificar a las velocidades segin su mddulo Vz por medio de

—.1_ n;(ej,vl) ) [n;(ej,vz) ] 1
\Y

- *
sz Av A¥ v AV AV (7.6.18)
r r
~ Resulta de interés observar que segin (7.6.12)
N N D» (e.,vz) n~ (8.)
= r = r 1
£ sz A=k T v, v_ (7.6.19)

De acuerdo con la expresidn (7.6.17) esto permite identificar a la densi-

dad de categoria (j) definida en el limite como

[ fj(l) dv = pj (7.6.20)
v X

En esta expresidn se ha escrito entre paréntesis el indice (£) para indicar
que se ha hecho 1la suma en todos los tamafios de (£). Algunos autores acos-
tumbran escribir (7.6.20) suprimiendo este indice lo cual, si bien simplifi
ca la nomenclatura, puede introducir confusiones. Sobre el particular se

insistird posteriormente.

Por lo dem3s, obsérvese que la funcidn de densidad sz variaria dentro de

-, » . - - -
la region R con r y también, en el caso general, con el tiempo t, ademas

de variar con la velocidad ¥ (que implica tamafio, direccidn y sentido).

Por otra parte de (7.6.19) y su equivalente (7.6.20) y teniendo en cuenta

(7.5.15) se puede concluir que

* Obsérvese que en el "espacio de velocidades" para obtener la “densidad
de velocidades" se ha dividido entre V, de la misma forma que en el es-
pacio ordinario se divide entre V.
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= = = (7.6.21)
1P T 5 T v fr

g ns (Bj) ns

En adicidn, para cualquier propiedad wj asociada a las moléculas de cate-

goria fjl se llama valor medio de esta propiedad a la magnitud definida

como
Jw. £, av
_ 01w
Y. = (7.6.22)
J
J fj dv
v @)
De (7.6.20) y (7.6.22) se concluye que
p. Y. = J v. f. dv (7.6.23)
J ] J 1
v
De manera andloga y en atencidén a (7.6.21) resulta que
2y v ( (7.6.24)
L . p. = .b.
551 wJ pJ L 7

En esta Gltima f6rmula | representa al valor promedio de la propiedad y pa

ra todas las moléculas contenidas en Vr .

En la figura 7.6.8 se muestran dos
subregiones contiguas, dentro de
la regidn R de la figura 7.5.6, ta
les que la primera, identificada
por el vector r; tienme n~ (6.,V )
rn i m
moléculas de la categoria (i), (m)

y la segunda, identificada por el

vector fz contiene n~ (6., YE) mo-
léculas de la categoria (j), (4).

Puede pensarse que la probabilidad

de que una de las n~ (6., V) mo-
ry 1 m

léculas de la primera regidn choca

FIG 7.6.8
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ra con una de las n;z(ej, Ye) moléculas de la segunda, estara dada por el
producto de la probabilidad de que la primera molécula esté efectivamen-
te en alguno de los vrl lugares de la primera subregidon por la probabili-
dad de que la segunda molécula esté& localizada en uno de los vr2 lugares
de la segunda subregidn. Como segin (7.6.15) estas probabilidades son
1/\)rl y 1/\'r2 respectivamente, la probabilidad de choque de una primera

molécula de la primera subregién con alguna de las de la segunda valdra

R
\Y \% \% \%
r U r2 r2 r2

n;z(ej,ye)sumandos

La probabilidad de que una segunda, una tercera y asi sucesivamente hasta
la nrl(ei,vm) ésima molécula choquen,seria igual al producto anterior,
de tal manera que la probabilidad de que las ns (ei,vm) moléculas de la
primera subregidn chocaran con las n;z(ej,ye) de la segunda estaria dada
por

n;l (ei,vm) na (eJ. ,Vz)

P = *x —I2 (7.6.25)
r|ro Vrl \)r2

imjd

Si, en atencién a la férmula (7.5.14), se dividen ambos miembros de
(7.5.23) entre IAV|2, se obtendr3 una relacidn entre la densidad de proba-
bilidad de choques de las moléculas de categorias (i)(m) y (j)(€) y las
densidades de las moléculas de esas categorias en las subregiones defini-

das por r, y T,, es decir

P~
rirz na (6.,V) ns (8.,V,)
imj __ry i m , rp 3 (7.6.26)
1av|2 v v
ry 2

Mis alin, dividiendo entre lAV]2 (siendo AV el tamario del intervalo de cla-

se para clasificar a Y( o Vm) y recordando (7.5.16), resulta
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)y St E (7.6.27)
IAV‘z |AV‘2 im JZ

Este Gltimo resultado indica que la densidad de choques (por unidad de vo-
lumen) es proporcional al prodiucto de las funciones de densidad de las ca-

tegorias (i) (m) y (3)@).

En estas condiciones puede pensarse que si fim es la funcidon de densidad
de las moléculas que rodean a una de la categoria (j), (£) el niimero de mo-
léculas que podrian tener un choque directo con ella, seria proporcional,

de acuerdo con (7.6.11) a

[ £, |av. .,| 2ub db dt (7.6.28)
im imjé
b

De modo que si no hay una sola molécula de la categoria (j), (£) sino
n_ (ej,ye) de ellas por unidad de volumen, el nimero de choques seria pro-

porcional a

J fim Eie |Avimj£| 2nb db dt (7.6.29)
b

M3s adn, si se quisiera valuar el niGmero de choques de todas las moléculas
de la categoria (i) que independientemente del tamafno de su velocidad pu-~
dieran tener un choque directo con las de categoria (j) (£), seria necesa-

rio tener en cuenta que este numero seria proporcional a

J J £, £.p |av, | 2nb db dV dt (7.6.30)
A CY RCYYS

Y si se tratara de conocer el nimero de choques directos que todas las mo-
léculas que rodean a las de categoria (j) (£) producirian con éstas, seria

necesario hacer la suma en todas las direcciones i, es decir

Q
L J J £, £, |Avi | 2nb db dv dt (7.6.31)
AR CYR (m) j£
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Por simplicidad se acostumbra escribir esta suma sin el indice (m) y ano-
tando el indice (i) bajo dV para indicar que en fi(m) se ha hecho la suma
en todos los tamafios. Esto es, el nimero de choques directos de todas

las moléculas que circundan a las de categoria (j) (£) por unidad de volu

men es proporcional a la suma anterior que se escribe

£ f J £, ij lAVij£| 2tb db dV dt (7.6.32)
1 b v (1)

Para terminar con este subcapitulo es conveniente hacer notar que las uni
dades en que se expresa esta suma son iguales que las que se usan para
expresar a sz, toda vez que IAVin' b db At corresponde a un volumen y
dV  se simplifica con el valor AV que aparece en el denominador de la ex-
1)

presidn que define a fim (ver formula 7.6.18). Sobre el particular se

insistird en el capitulo siguiente.



8. LA ECUACION DE BOLTZMANN

§.1 Intreducedbn

En este capitulo se establece la ecuacidn de Boltzmann, que es una
importante relacién a partir de la cual se pueden obtener las tres ecua-

ciones de la Hidrodinamica.

§.2 Desannollo de La ecuacibn de Boltzmann

Al final del subcapitulo anterior se ha hecho ver que la suma (7.6.32)
se expresa en las mismas unidades que sz . En adicidn se puede hacer
notar que es proporcional al nimero de choques directos que todas las
moléculas en todas las direcciones y de todos los tamafios pueden oca-

sionar con las de categoria (j) (£).

Ahora bien, al producirse el chodue directo, las moléculas de esta cate-
goria pasaran a ser de la categoria (j') (£), segin lo indicado en el
subcapitulo 7. Esto significa que la suma (7.6.32) es también propor-
cional al nimero de moléculas que por el choque directo abandonan la

categorfﬁ (j), lo que, dicho en otras palabras, equivale®a decir que
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(7.6.32) representa la disminucidn que se produce en fjl por la accidn

de los choques directos.

Pero al mismo tiempo, puede suponerse que se estan produciendo, simulti-
neamente, choques inversos, de tal modo que, merced a ellos, algunas mo-
léculas de la categoria (j') pasardn a ingresar a la categoria (j), (£)

en una cantidad dada por una suma similar a (7.6.32) que sera

) | N av? 2nb db dV dt 8.2.1)%*
i [ J i it | 13[1 () ( )
b v

. Se puede admitir asl que el incremento diferencial de la funcidn de densi-
dad sz estara dado por la diferencia entre la suma (8.2.1) que representa
el aumento de ella y la suma (7.6.32) que corresponde a su disminucidn,

es decir

df ., = L S AVY . 21b db dV dt -
i g J i j¢ l 13£l ()
bv

i

De esta manera, si se tiene en cuenta la identidad (7.6.9), al factorizar

[}
(T

f. fj£ lavijﬂ 2nb db ?\il)dt (8.2.2)

€ —

la expresidn anterior se obtiene

dfjﬁ = % J J (fi féz - fi fjﬁ)lAvijEI 27b db ?!)dt (8.2.3)
b v

Por otra parte, se hizo notar que f., 6 es funcidén de la posicidn r, la ve-

hE4
locidad V y el tiempo t, de tal manera que su variacidn, dada en términos
de estas variables, se explica también en términos de los choques binarios,

lo que equivale a escribir (8.2.3) en la forma

* Obsérvese el &mpleo del simbolo (') para designar a las magnitudes del
chogue inverso.



160

of . of . of .
- —ad ~l dt + dV = I J J £ av, 27bdbdvdt (8.2.4)
dfyp = 5o dt+ gyl ik gt dl= 2 | U ILTILIY ()
v

Para simplificar la notacidn en esta férmula se ha suprimido el indice (£)
en los términos que indican las derivadas parciales; pero debe tenerse pre
sente que se trata de valores de sz. Si en estas condiciones se divide

entre dt a la ecuacidn (8.2.4) se obtiene

dfp  Of, f,i* of
"E%_'= -t 3 vj 5 J f e - ifjﬂ]lA\ij£|2nb db ?Y) (8.2.5)

v

En esta formula Gj representa la velocidad de las moléculas de la catego-
ria (j) tanto en su tamano como en su direccidn y sentido. Qj es su ace-

leracidn.

Supdngase ahora que Y. sea una propiedad asociada a las moléculas de la
categoria (j). Si primero se multiplican ambos miembros de (8.2.5) por

V. dV para integrar después, el resultado en todos los tamanos (£), serid

3 G

df
—l = v

J b, dV = I J J [ v (£ £ -6 )]av, |2nb db dv dv (8.2.6)
R NV A R (i) ()

Obsérvese que esta notacidn es congruente con la empleada para definir la

suma (7.6.32) en el sentido en que la integracidn en todos los tamanos (£)

permite suprimir este indice.

Es interesante ahora senalar que en correspondencia a la f5rmula (7.6.23)

el miembro izquierdo de (8.2.6) puede escribirse

df . -
J —1 y, av = 5. % (8.2.7)
dc i j Vi e
v Q)

De esta manera ij Tepresenta al promedio en el tiempo del valor de la pro-

piedad wj y 5j es la variacidn temporal de la densidad pj
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Ahora bien, como simultaneamente,merced al choque directo las moléculas
de la categoria (j) pasan a la (j'), en tanto que gracias al inverso las
de categoria (j') pasan a la (j) puede pensarse en que, por el caos mole-
cular, no habra acumulacidn en el tiempo de moléculas en la categoria (j)
o en la (j') de manera que aiin cuando f' f; y f f. sean diferentes en
cada instante, los promedios $ y ; , POT un lado y las variaciones tem-
porales pJ y pJ por otro,son 1gua1es Esto significa que si la ecuacidn
(8.2.6) se establece a través del choque inverso se obtendrdn los mismos

resultados, es decir que

daf! df.
' -
J—ldt wj dy -J _ldt wj dv (8.2.7)
A\ (J) \' ]

Mis, en atencidn a (8.2.6) también podra escribirse

df'
—l ¢ dv =% J J J p'(f. £, -f! f )IAV' |2mb db av  av (8.2.8)
id‘ O F R AR (i) ()

Obsérvese que por tratarse del choque inverso se han intercambiado fi fj

L} L a2 ]
y fi fj y que ademas se emplea IAVijI'

Ahora bien, puesto que los segundos miembros de (8.2.6) y (8.2.8) son
iguales,en atencidn a (8.2.7) resultard que el miembro izquierdo de
(8.2.6) podra escribirse como la suma de la mitad de cada uno de los

miembros derechos de (8.2.6) y (8.2.8), es decir

daf . f
3 -1 Ve
v, dv ) v (£368 ~£.£.)[av,. l2nb db dv dv +
dt 3 2 J J j JVN1T) 17
Y i) S A (i) )
+% z j J J ' (£, f - f1f! )lAv‘ | 2nb db dv 4V (8.2.9)
' bv ) Q)

Factorizando y al tener en cuenta a (7.6.9) se concluye que
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. -¢") (£ £ —f,f,)IAV | 2nb db 4V dv (8.2.10)
l i l N (1) G)

Por otra parte, ademas de ampliar el resultado (8.2.5) para todos los tama-
fios (L), ahora se puede hacer la ampliacidn para todas las direcciones (j)

de tal manera que partiendo de (8.2.10) se obtenga

df . -
1 E

L J Ay av=iz1: J J I(w.-wt)(f!f! £ £ |8V, |2nb db dv dv  (8.2.11)
3190 T3y 2y 17371y g 1) G) :

bvwv

Pero sucede que en tales condiciones los iIndices (i) y (j) del miembro de-
recho son intercambiables., En efecto, este miembro es de la forma

Iz AJ B. ij y puede hacerse ver que en tal caso
j i

I LA, B.=ITLA, B, | : (8.2.12)
jii ji

df .

__1_ = ,1_ ! [ to_
L J ooV V=35I I J J J(wi Vi) (E] £ fifj)IAV [2nb db dV dv (8.2.13)
. bvyv 1)@

Nuevamente, puesto que los miembros derechos de (8.2.11) y (8.2.13) son
iguales el miembro izquierdo de (8.2.11) se puede escribir como la suma de

la mitad de cada uno de ellos, esto es

df . r
z J EZl wj v = % LI ] J(w. - (£ £ —fif.)iAv |27b db 4V dv +
] Gy “3ipllod 13 1) §)
[
+ %—g I f I(w —y (] £ -f )lav |2nb db dv dV (8.2.14)
jiys ] 1) G)

De esta manera al factorizar se obtiene

df
. 1
T J —ly dav==>137 J J J(w.+¢.—w!—w!)(f'f' -f.f.)|AV..|27b db dV dV (8.2.15)
) 3 V L 1 £ f. .. .2.
t h] () 4 ji . 3 i3 i ij i3 ij @) G
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Por otro lado al tener en cuenta a (8.2.5) el miembro izquierdo de (8.2.15)

se puede escribir como

<>

’ 5 awafo, 2 o
. dV = £ . av +{p. =L ¥, av + ) a. dv] (8.2.16)
[ ‘pJ j {I‘p) ot G) I‘DJ 3t ] () IwJ 9 aJ j

v

A continuacidn se estudiard el significado de los tres sumandos dentro del

paréntesis del segundo miembro.

En primer lugar podr3d escribirse

j 3 af . Y.
— (f. ¢.) dV = I ¥, —L qv + J £, —1 dv (8.2.17)
J at J ] G ] j 9t G) j ot 3

P 3 . . . .
Como los simbolos | y 3¢ Se pueden cambiar de orden en el miembro izquier-

do de (8.2.17) se obtiene

af . ) 3.
: fw. zeL dv = 5;[ f. ¢, dv - [ £ 5er v (8.2.18)
: A () )] 3ot
; Al tener en cuenta (7.6.23) resulta que
J ll’j T zi;/) =3¢ (pJ. wj) - pj T (8.2.19)

v

Enseguida se puede establecer que

of . Y. av.
3 ey A A
— (£.9.9.)dv = J p.V, =L dv + J £V, =L av + [ £y, —L dv  (8.2.20)
.[ av J 11 () jjor i) ! jjor () j jor G)

v v v

Ahora los simbolos J y 3% pueden permutarse en el miembro izquierdo; ademas
si se tiene en cuenta que el tercer sumando del miembro derecho se anula.
porque la velocidad Vj de cada molécula no depende de su posicidn r (ver

subcapitulo 1.5)a partir de (8.2.20) puede escribirse
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of . L 9,
Jf. V. el dV = SQ'J £y, U, av - I V. V. 5;1- dv (8.2.21)
4 j jor G) r 4 3733 () ! j 3 (3

Nuevamente el empleo de (7.6.23) permite concluir que

i o 2 i) (¥, =) (8.2.22)
v av == p, (b, 9) - p. (V. 5= .2,

J f5 %5 %% Gy °f Py Wy ¥y T oLV 5

v

En tercer lugar se escribira

of . da. .
a ~ ~ ~
& (f.y.a)dv = Jw.a. _61 av + Jf.w. —01 dv + J f.a, —01 av (8.2.23)
‘[” P3Gy D3I gy LI gy DI )

Ahora bien, la aceleracidn a, de cada molécula de la categoria (j) se puede
escribir como el cociente de la fuerza Rj que actila sobre ella entre su ma-
sa. Pero al mismo tiempo deberd recordarse que esa fuerza est3 dada por la
derivada respecto a la posicidn de su potencial (ver subcapitulo 1.5) y que

esa fuerza no depende de la velocidad. Todo esto significa que

A

X
9 - d _i - l ] ° -
57 3 50-[ - ] - SV'[ 5%-} 0 (8.2.24)

Ademids, en el miembro izquierdo de (8.2.23) son permutables los simbolos

y 3%~y como se acaba de indicar que ﬁj no depende de G, podra escribirse

) - A ?
J (f. v. a.) dv = a, —=x I f. ¢, av (8.2.25)
/ 0 1731 (5) j v ) ] G3)

Al recordar nuevamente a (7.6.23) resulta que

9 ~ A
j (f. v. a.) dV = a, (p. ¥.) (8.2.26)
AU K e

Pero ahora se puede considerar- que pj Ej es un promedio y como tal una

constante que ya no depende de V, de suerte que
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d ' -
f. v, a, -
f 30 (&5 ¥ 89 ?;l) 0 (8.2.27)

v

De -esta manera al sustituir (8.2.24) y (8.2.27) en (8.2.23) se encuentra

que
. of. .
J v; 3 svl av = - J £ a 3v1~dv (8.2.28)
v 3) v )
Y de aqui al recordar una vez mids a (7.6.1) se obtiene
. of . . 3P,
. a. dv = - p. a, 8.2.29
I Y5 2 5vlh(j) °; [ j e ] ¢ )
v

Al sustituir (8.2.19), (8.2.22) y (8.2.29) en (B8.2.16), al ordenar se ob-

tiene
af S
i 9 ~ 9 A

zJ——lw,dv=z—-—(p.w,)+£-;~x 6. vV, 4. -

jvdt J(J) jat ] jz)!’ 1 1 1]

., . -

-zp. | —+0. =1+3]. ] (8.2.30)
j at j or j o

Dos circunstancias deben ser tenidas en cuenta. Lla primera es que en los
dos primeros términos del miembro derecho son permutables los simbolos de
suma y de derivacidn parcial. La segunda es que en los tres términos que
aparecen en el paréntesis rectangular se estd indicando la necesidad de

hacer primero, en cada molécula, la operacidn qua aparece indicada y des-
pués obtener el promedio de ella para todas las moléculas. Por lo demis,
al sustituir (8.2.30) en (8.2.15) se obtendrd la ecuacidn de Boltzmann,

que establece que

: -3 - Tl
Er S TS T 2 A TS T B O T T T na ] -
1
= .-yt P (EUE -f . f. . .2.31
R g J J j(wj al wl)(flfJ flfJ)lAV13|2nb db dvV dv (8 )
I thvy G @
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Como se vera después, a partir de esta importante relacidn se pueden obte-
ner las tres ecuaciones de la Hidrodina&mica. Por lo demds, en su forma

tensorial se escribe

5 _ 3 o . . 3.
3¢ L vl 4 3——-§ .V v, - I, [ S"l +V S*J'+ a _Vl ] =
j 33 jod® 53 ‘,ja X ;* v,
%): z J J J(w 4y, -w' -vi) (£} f' f.f.)[AV | 2tb db dv 4V (8.2.32)
1] .
ji v (i) @)







9. LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS
9.1 Intrnoduccedibn

Cuando la propiedad wj que aparece en la ecuacidn de Boltzmann representa
la masa de las mol&culas se obtiene, a partir de esta igualdad, la ecua-
cidn de continuidad; cuando representa al momentum, se obtiene la ecuacidn
de Navier-Stokes y, finalmente, cuando representa a la energia se llega a
la ecuacidn de conservacidn de energia. Estas tres ecuaciones se llaman,
en conjunto, ecuaciones hidrodin3micas y obtenerlas serd el propbsito de

este capitulo.
9.2 Primera ecuacdbn hidrodindmica

Si se establece que wj = wi = m, la masa de una molécula, como &sta no cam-
bia con el tiempo, la posicidn o la velocidad,resulta que
oy, oy, oy .
J J J

5c - ox ~av 0
a a

Como ademids para el choque elastico wj = ¢5 y wi = wi , se tendrid que la
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ecuacidén de Boltzmann para este caso particular se reduce a

Imp.V =0 (9.2.1)
4 .
J j

Puesto que m es constante, también puede escribirse

p. + —3—-m L p.
9x j

V =0 9.2.2)
] :a
a ]

Asi que, de acuerdo con (7.6.24) se obtiene

9 3 -
ot (m pr ) + axu (m pr Vu)

[]
(]

(9.2.3)

En ocasiones conviene utilizar la densidad en masa definida como P mP

y entonces se escribe
3¢ (P )t (o vV ) =0 (9.2.4)

En esta ecuacidn V; representa a la componente de la velocidad promedio de
todas las moléculas en la direccidén (a). Las fdrmulas (9.2.3) y (9.2.4)

son dos formas posibles de expresar la primera ecuacidn hidrodinamica.
9.3 Segunda ecuacibn hidrodindmica

La obtencidn de la segunda ecuacidn hidrodindmica requiere hacer las consi-

deraciones que se enuncian enseguida.

12, En realidad lo que no cambia con el choque elastico es el mddulo del
momentum de cada molécula. Mas, en té&rminos del segundo postulado
tampoco cambia la suma de los momenta antes y despué&s del choque, de
manera que si se establece ahora que wj =m gA y v, =m gA resulta-
ra que wj + oy, o= ¢3 + wi » lo que asegura la nulidad del miembro dere-

- - L4 .
cho en la ecuacidn de Boltzmann. Como, por otra parte el empleo del
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momentum y no solamente de su mbdulo representa algunas ventajas, en

la discusidn subsecuente se supondra que wj = m V,, entendiéndose con
ello que V) estd dirigido en cualquier direccidn’y no precisamente en
la (a), a%n cuando no se excluye la posibilidad de que (a) y (A) coin

cidieran.

28, Se supone que VA representa al promedio de las velocidades de todas
las moléculas en la direccidn (A), de manera que la velocidad de una

de ellas podrid expresarse como la suma de tal promedio mids una cierta

desviacidn AV, respecto a ese valor. Se escribe
i .

= VA + AV (9.3.1)
]

\)
A
i
Por supuesto que para la direccidn especifica (a), que coincide con
la direccidn de la xhsegﬁn la cual se hace la derivacidn parcial en
la f6érmula de Boltzmann, también podra escribirse, para cada molécula

en particular

Vo = V, + AV (9.3.2)
j

38, Como puede verse, por definicidn de valor medio resultar@ que el pro-
medio de AVj o el de AV, son iguales a cero. En cambio, al multipli-

. ]
car miembro a miembro {9.3.1) por (9.3.2) resultard que

=V V, + AV, AV, + V) AV, + Y, AV, (9.3.3)

Vo V
] J J J J

j -Q

En esta forma, al calcular el valor promedio de (9.3.3) y teniendo en cuen-

ta que AVX = AV; = 0, se obtendrid que
3 3

Vp Vo =V, V) + AV, AV, (9.3.4)
i3 i

En estas condiciones si se hace wj = m V, resulta que el primer té&rmino de

. - J
la ecuacidon de Boltzmann ser3 *

* Ver fdrmula (7.6.24).
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3 — 3 —
s LV = — V, & o .3,
J ] T T I LT e VAT 3t Pm VA (3.3.5)

9 2 0
T Ip. mV V== mZIop V Vyp=-—0p V, V, (9.3.6)
%, 3 3 % exy 7] ¢ x, m 3" j
Pero al tener en cuenta a (9.3.4) podrd escribirse
2t . mv v =2 V VU o+ AV v (9.3.7)
ax + O3 .a LA ax_ “m o A T 3x Pm 8V %V T
a ] i 3 a a 3 3

Por otra parte puesto que el momentum de cada molécula no cambia con el tiem

po o con la posicidn, resultard que

d _
S mv, =0 (9.3.8a)
j
2 nv = 0 (9.3.8b)
a dx A
j a  j

- . . a A . ~
Ademas, si como ya se ha hecho, se escribe aa = Xa/m, siendo Xa la fuerza

que actia sobre la mol&cula, se tendrda que J J ]

3V
s 0 - 3

a, w2V X W (9.3.9)
j a ] i a

Es claro que la parcial del segundo miembro es igual a la delta de Kronecker

para Aa, toda vez que valdrd 1 si A =a y 0 si A # o, de manera que

a‘l -a-‘r m VA = )-(u GAa = }.(A (9.3.10)
] a ] ] J
Y d : . 9 v =X
€ aqui 8, v m U A
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Al sustituir las expresiones (9.3.8) y la (9.3.10) en el tercer término

de la ecuacidn de Boltzmann se obtendra

- I p. ~— mV, +V — oV, +a —mV ] =~-1p. X E
: . . A .a 3V A . A :
j 3 at JA Ja axu i j a j j 3
= - X *
pr xA
Xp
= - p —
m

En esta ecuacidn X, es la fuerza "misica" promedio en la direccidn A .

En esta forma, al sustituir (9.3.5), (9.3.7) y (9.3.11) en (8.2.32) y

recordando que se ha hecho ver (primera consideracidn) que para el caso

el segundo miembro es nulo, se obtiene

, X
3 v 9 vV 3 —£=o (9.3.12)

V)Y+— (@ V)+——(om A\_lA AYu)—o

3t Pn Yy ax P Vo Vi) T m
a a it

Efectuando las operaciones indicadas en los dos primeros términos resulta

v 3p 3 3p V X
A = m r A, = m a ) T O\ A
Pm 3t +vA at + Pm va 3x + VA X + 9x °m AYA AYQ)- n m (9.3.13)
a a i 3 )
De manera que al ordener, puede escribirse
v P X
oV A - m 9 - ] —_— A
p [——A-+ V 3x }+ VA { ot + 9x (pm Va)]+ ax (pm AYA AYG)- pm o 0.3.14)
m |dt a a a a h| h|

Como puede verse el paréntesis del primer té@rmino es la derivada total de

VA respecto al tiempo y el paréntesis del segundo término es nulo en aten-

cidon a (9.2.4), asi que resulta

o

A 3 —
= - — AV +
pm av .a pm

\ X
p — 3
m dt Bxa 3 j

(9.3.15)

* ver férmula (7.6.24).
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Ahora bien, por el hecho de que p A AV es un tensor simétrico de segun-
do grado, de que las unidades en que se expresan sus términos son unidades
de esfuerzo y de que segiin se indicd en el subcapitulo 7.3 los esfuerzos cor
tantes pueden explicarse en términos de las velocidades transversales de las
- moléculas, se puede aceptar que este p AVA AV representa al tensor esfuer-
zo definido en el subcapitulo 7.3 (formula 7. i 1)*. En esta forma (9.3.15)
se escribira

dv X

A _ ) A
°m I - S;Z-PA + I (3.3.16)
La sustitucion de (7.3.17) en (9.3.16) conduce a
f_A.___a__s p+(££_\,)_v_A_,, A +pf11
°m d ox Aa 3 ox ax ax m m
a o o
3 (- 2 v asz y AV,
'—“——[Pi’(——j‘—\))s)—{-] +u 'a——x—2-+u 3‘;—’3—;‘ 9.3.17)
A o a A a
De modo que al simplificar se obtiene
av v 32V X
A 3P bl 3 (_a A A
Pm dt ‘ axA A A 3 ] axA ( 3xa ] tu axa2 + Pn "m (9.3.18)

Esta es la ecuacidén de Navier~Stokes, que se designa como segunda ecuacidn

hidrodinamica.

9.4 Tercena ecuacibn hidrnodindmica

La deduccidn de la tercera ecuacidn hidrodindmica requiere de las conside-

raciones previas que se exponen a continuacidn:

12, La energia interna de cada molécula se expresard mediante la férmula

* Es interesante sefialar que en la teoria de la turbulencia se emplea una,
formulacién similar pues en ella Tij3 = P Alej representa al tensor de
tensioneg turbulentas, siendo Av1 e incremento instantaneo de la veloc1
dad, respecto a la media, en la direccién (i). Ver, por ejemplo,’ 'Advanced
Flutd Mechanlcs: Raudkivi e Callander, Cap 4, Arnold, Londres, 1975.
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vo= 2oy, v (9.4.1)
b/

En esta igualdad YA es nuevamente la velocidad total de una molécula en

cualquier direccion.

Como se indicd al deducir la férmula de Navier-Stokes, esta velocidad
puede expresarse como la suma de la velocidad promedio de todas las mo-

léculas mis una desviacidn respecto a este valor, es decir

= Vv 4.2
Vi Va AV 9.4.2)
J J
. _T2 24 2 T 9.4.3
De aqui resulta XA gﬂ VA + AgA + 2 VA AgA ( )

Y como se ha hecho ver que AYA = 0, al tomar promedios en la ecuacidn

(9.4.3) se obtiene

V. =VZ2 4+ av2 (9.4.4)
h]

Si se considera que existe un flujo de moléculas, se puede pensar que
VA fepresenta la velocidad media en el sentido del flujo puesto que,
independientemente de las velocidades propias de las moléculas del
fluido, hay una tendencia a viajar en determinada direccidn. Por otra
parte, esta velocidad media del flujo es usualmente mucho menor que
las velocidades propias de cada molécula (ver subcapitulo 7.1) de suer
te que la igualdad (9.4.4) puede escribirse en la forma
Vo T2

A VA= Vi
it j

<

(9.4.5)

En estas condiciones Y;nvA representa al cuadrado de la velocidad media
propia de las moléculgs Ael fluido, esto es,el cuadrado de la V del ca-
pitulo 6. Esto significa que si m es la masa de una molécula y G la

densidad del fluido, la energia interna por unidad de volumen se expre-

saria en la forma
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m
U=y > ;IA v, (9.4.7)

Por otro lado sz es el cuadrado de la velocidad media de desplaza-

miento de las mol&culas en el sentido del flujo, de tal modo que (q),
el flujo de energia por unidad de drea definido en el subcapitulo 7.2

(ver formulas 7.2.11 y 7.2.12) podra expresarse en la forma general

V2V =-x & (9.4.8)

Recuérdese que K, el coeficiente de conductividad térmica quedd defi-
nido por las formulas (7.2.12) y (7.2.13).

Finalmente, si se recuerda que al deducir la formula de Navier-Stokes

se hizo ver que

V =V + av 9.4.9)

De (9.4.3) y (9.4.9) se concluye que

= U 2 v 2
Vo VA Yp = Vo Vp" F VAV S+ 2V, AV, Av 4+
i i3] h it 3
V. Vv v 2 4,10
+ 2 vA vu Agh + vA Aga + Aga AgA gA (9 )

Al tomar promedios en la fdrmula anterior, los @iltimos tres términos que

son de grado impar se haridn nulos, por lo cual resultara

-V V24V av B V. AW F
ga gA gA Va VA + Va AVA AVA + 2 VA AVA AYA

O bien, en atencidn a (9.4.5)

- U v 2
g v gA VeV PV W r 2, v v (9.4.11)

I a 3]

A
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Ahora bien, supdngase que en la ecuacidn de Boltzmann se hace wj igual a
la energia cinética de la molécula. De acuerdo con los postulados del
choque elastico wj = wi y wj = wi , con lo cual el miembro derecho val-

dra cero.

Por lo dem3as, puesto que wj =

(N3]~ |

gﬂ gﬂ’ se tendrad que

—y - 9 m g v = 9 %
Vo Tmse Pr2 Y (o, U) (9.4.12)
it it

N B

9
=5 o,
ot j

3 A ot

T

En esta ecuacidn U es la energia interna por molécula, de acuerdo con la

formula (9.4.7).

Ademds

(9.4.13)%

3%— ; Py Va
«d I3

3]
o<

De modo que al sustituir (9.4.11) en (9.4.13) y efectuar la diferenciacidgn

indicada se obtendra

2

Ip. v By =8 ng2y 42y, B
x s 2 AT Pro 2 Vet e Wfr2zan
a J J 3 a a J 3
+ 2 ¥ AV AV (9.4.14
ax_ A Pr ™ %% S 9.4.14)
a J J
Mis, al tener en cuenta a (9.4.8) y (9.4.7) podra escribirse
] m d T 9 —
= tp.V By v =% g+ 2
3x_ j pJ 'a 2 (A A x4 x va Pr v+ X VA °n AYG AYA (9.4.15)
a 3 J 3] a a a J ]

Ademi3s, al efectuar la diferenciacidn indicada en el tercer término del

miembro derecho y recordando que Pra = P AVa AVA se concluye que
i3

* Ver férmula (7.6.24).
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oV oP
9 m aq 9 = A= Aa
—LIpV -V, V = +—V p U+p, —™+V (9.4.16)
] : . A LA U
Xy 3 3 Ja 2 L Bxa Bxcl a 'r Aa X, A axa

Con relacidon a los Gltimos dos términos se puede pensar en que por defini-

cidn de derivada parcial podrd escribirse

a_vll=§_1_é_’£=i

Aa 3x Ax At At
P - -
y v Ao - Bx AP _ AP
A axa At Ax At

Este simple andlisis permite decir que el {iltimo término es de un orden me-
nor que el peniltimo, de suerte que aquél resulta despreciable al comparar-

lo con éste. Tal cosa permite escribir a (9.4.16) en la forma
& av

3 __<L_+--— Vo U+P A (9.4.17)
ox ax axa

§ r .a ax Aa

Por lo que se refiere al tercer término del miembro izquierdo de la ecua-
cidn de Boltzmann, como para cada molécula la energia no cambia con el tiem

po o con la posicidn, dicho término se reducird@ a

3 V =Ip. X V =p X V (9.4.18)
. 7y la la r .a
ivod 1%

De este modo al sustituir (9.4.12), (9.4.17) y (9.4.18) en (8.2.32) y re-

cordando que en este caso el miembro derecho vale cero se tendra que

K - _

7t (pr U) + 3;; (Vu Pr u) + axu + PAu = - P § g =0 (9.4.19)

Por otra parte, si se efectilan las diferenciaciones indicadas en los dos

primeros términos resulta, al ordenar, que

3p v
du , — 9du T 9 vl _ 89 _ A —
pr [—~—+ \Y ——;-]+ u [~——-+ —p V } 3xa PAa S;—-+ P ?u g“ (9.4.20)
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Pero al tener en cuenta a (9.2.4) y puesto que m es constante se obtiene

'} 3 ) 3-‘71\

u , = 2du —

ou u_ . _ 999 _ -8 .4.21

°r at + va X 9x PA& 9x + pr *a Ya (9.4 )
a a a i

Esta ecuacidn, llamada de energia, es la tercera ecuacidn hidrodinamica.

La solucidén simultinea de las ecuaciones (9.2.4), (9.3.15) y (9.4.21) per
mite resolver una amplia gama de problemas de la hidrodinamica. Para

ello existen métodos numéricos que no son el propdsito de estas notas.
Aqul es m3s interesante destacar que, si bien estas ecuaciones son genera-
les, se pueden ampliar para considerar fuentes o sumideros, o bien tener
en cuenta condiciones especiales de frontera en cada caso particular. Sin
embargo, no debe olvidarse que se han hecho una serie de consideraciones
para llegar a estas ecuaciones (sobre tpdo para la tercera) y que las mas
importantes han sido suponer que solamente hay choques eladsticos y que
éstos son binarios. De no ser sostenible tal hipdtesis se haria necesa-

rio anadir términos correctivos.

Resumiendo el material expuesto en este capitulo, puede decirse que, en
su versidn vectorial, las tres ecuaciones hidrodindmicas (9.2.4), (9.3.15)
y (9.4.21) son

ap
m o A
—_— =
" Vr (pm V) 0 (9.4.22)
p i‘z=—§?+(v+—‘i)\3(\3.\7)+u\72s7 (9.4.23)
m dt r 3 r r r U
dU_ge2rop, G .0 9.4.24)%
y pr dt T Ao T 9.4.

Recuérdese que g = - K Vr T, ver f6rmula (9.4.8).







10§ LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS LINEALIZADAS

10.1 Introduccién

En un buen nimero de casos se pueden considerar vdlidas dos hipdtesis. La
primera, establece que la variacidn en el espacio de G (la densidad de las E
moléculas) es-prﬁcticamente nula en pequenas distancias de suerte que se

puede suponer que apr V=p ¥.0. La segunda consiste en aceptar que tér-
minos '"cuadraticos" de la forma V §¥-6 \ %g-son despreciables en compara-

cidn con otros términos, lo que implica aceptar que también las variaciones
en cortas distancias de V 6 de U son practicamente nulas. Esto no signifi-

ca desde luego que términos de la forma Vr2 V sean nulos.

Cuando se aceptan estas hipdtesis simplificatorias y ademds se introducen

algunos parametros termodindmicos en las férmulas (9.4.22) , (9.4.23) y

(9.4.24) se obtiene la versidn linealizada de las ecuaciones hidrodinamicas.
Ello permite conocer los "modos" hidrodinimicos que se estudiardn en el ca-
pitulo 11. El objetivo de este capitulo 10 es la obtencidn de las ecuacio-

nes hidrodinamicas linealizadas.
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10.2 Ecuacibn de continuidad

Al aceptar la primera de las hipdtesis mencionadas y recordando que m es

constante, de (9.4.22) se obtiene

apr A A
'B—E— + pr Vr Ve (10.2.1a)
1 apr A A '
O bien —_— —+ ¥ *V=20 (10.2.1b)
pr ot r

Por otra parte, dividiendo ambos miembros de (7.5.7a) entre t, el incre-~

mento de tiempo, en el limite se obtiene

3p ap ap -
—r .| = s , |__L p
3t i ]- at * [afa ]S at (10.2.2)

Debe recordarse que en esta expresién p es la presidn y s la entropia por

molécula. Al sustituir (10.2.2) en (10.2.la) resulta

ap ap -
r ds r 9p a A
e — —— + . = 2.
{ 5a }5 TS + [35 ]s re P Vr V=20 (10.2.3)

Esta es la ecuacidn de continuidad linealizada.
10.3 Ecuacibn de Navien-Stokes

Por otra parte (9. 4.23) puede escribirse en la forma

& av
_3_\_7 A = _ A - H ~ ~ . ” 2 A
" Py (a: TV ax } Vopt (ved)e (V-0 +uv 2V o3

De manera que aceptando la segunda hipdtesis resultar3d simplemente
-_ % 3 u 6 2§
—=-79 L P -0+ v .3.2
mp p+ (v + 3 ) v ( . ) u Vr (10 % )

Esta es la ecuacidon de Navier-Stokes linealizada.
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10.4 Ecuacibn de enengia

Ademis, al dividir ambos miembros de (7.5.6) entre At, que como se ha di-

cho es un incremento de tiempo, en el limite se obtiene

2 ) P %0
____9_ =T _ﬁ + ___.r (10.4-13)
ot ot °r2 ot
. - 9p
. du 3s P_ r
gu . 2 4 —_ 10.4.1b
0 bien Po3e = P T ac ¥ o Bt ( )

/
Recuérdese que u es la energia interna por molécula y que T es la tempera-

tura del fluido. En adicidn (9.4.24) también puede escribirse

du du 2 a A
—_ 4 — = - A . [ X
pr (at Vu axG } K Vr T PAu Vr v (10.4.2)
Recordando (7.3.17), se tendra que
oV aVv aV av
A _ = (2. _ 8 Lo A A A
" Pha Bx S PH (G-I -V -y [ 3% | ox ] o% (10.4.3)

De modo que en atencidn a la segunda hipdtesis de (10.4.2) y (10.4.3),se

obtiene simplemente

pae=RV2T-p ¥ - (10.4.4)
Con esto resulta que al igualar (10.4.1b) con (10.4.4) se obtiene
prT—t-+lg——-a—-—=xvr2T-§6r-\7 (10.4.5a)
Al ordenar convenientemente resulta que
prT%%—KVrzT-E[‘—)—i— ;—ptl+6r-\7 (10.4.5)

Y al tener en cuenta a (10.2.1a) se obtiene simplemente
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9 2
P, T35 =KV2ZT (10.4.6)

Por otro lado, al integrar (7.5.7b) entre dos puntos proximos de tempera-

turas T, (inicial y constante) y T de una temperatura dada se obtiene

T-1, = [%:‘]_ (s - So)+[-§%] (® - p,) (10.4.7)
P -}

Que podra escribirse en la forma

[T ar) - a1
T-[as ) s+[35] p+[To_ [as]_so+[
P s p

1

] po] (10.4.8)
s

Teniendo en cuenta que la magnitud que aparece dentro del paréntesis rec-
tangular es constante, al aplicar el operador Vr2 en ambos miembros de
(10.4.8) se obtiene

V2 T= Q-T—] V2s+ 91] vV2p (10.4.9)
r s S T P g

La sustitucidén de (10.4.9) en (10.4.6) conduce a

3 _ aT 2 aT 2 =
P, T ot K [ ]E Vr S + K [ s ]s v P (10.4.10)

Esta es la ecuacidn de energia linealizada.
10.5 Sistema de ecuaciones hidrodindmicas

Resumiendo puede decirse que las ecuaciones hidrodinamicas linealizadas
forman un sistema en donde las viariables son s, la entropia, p, la pre-
sidn y V la velocidad. Este sistema constituido por las igualdades

(10.1.3), (10.3.2) y (10.4.10) se escribe, en su versidn vectorial,



-

W s

182

A e E-A ﬂ.h 2
¢mp 3=~V p+[\)+3)Vr (V- V) +u v

98 9T
Rrancl)

2 i’l_‘ vz-
Vr S+ K [aﬁ ] P

(10.5.1a)

v (10.5.1b)

(10.5.1c)

Ahora bien, un fluido se llama ideal si tiene la caracteristica de que K=0,

u=0 y v=0, de manera que para este tipo de fluido la ecuacidn (10.5.lc) re-

sultara

9s

°rToe = 0

De aqui se concluye que L 0, por lo cual las ecuaciones (10.5.la) y

ot
(10.5.1b) para el fluido ideal resultan ser

ap -
[ —:£~} 3p +p @ -U=0
op s

(10.5.2a)

(10.5.2)

Al derivar parcialmentegrespecto a t a (10.5.2a) y al aplicar el operador

Gr a (10.5.2b) se obtiéne, respectivamente

ap 2=
r 9 g _ 9 2 a
[ op ] atZ  ~ Pr 3t vr v
8
—a‘ A . A - - 2 =
y m pr ot vr v vr P

Asi que al igualar (10.5.3a) y (10.3.b) y teniendo en cuenta
de escribirse

2- 3 —
2p _ 1l | g25.9
at2 m { 3 r

(10.5.3a)

(10.5.3)

a (7.5.8) pue-

(10.5.4)
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Esta es una ecuacidn hiperbdlica en p en donde la celeridad esta dada por

c ./l[%%_] - [’2?5‘] (10.5.5)
T m 8

o m
8

C, se designa como velocidad isentrdpica del sonido en el fluido.
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il1. LOS MODOS HIDRODINAMICOS

11.1 Intrnoduccibn

Asi como en el subcapitulo 7.4 se dijo que un sistema vibratorio tenia
frecuencias caracteristicas que permitian estudiar las posibles formas de
vibracidn del sistema cuando se introducian en &l perturbaciones instan-
taneas, se comprende que la determinacidn de las frecuencias caracteristi-
cas del sistema formado por las ecuaciones (10.5.1) permitird conocer la
forma en que ondas calorificas (representadas por s) y ondas de presidn y
velocidad se transmitirdn en el seno de un fluido. Estas frecuencias se
llaman los "modos" hidrodindmicos y su estudio ser3d el propdsito de este

capitulo.

11.2 Modos de cortante

De acuerdo con lo expuesto resulta natural que en correspondencia a la so-
lucidn dada para analizar el sistema (7.4.4), ahora que se pretende estu-
diar el (10.5.1), que es mis general, podr3d suponerse que la solucidn es

de la forma




185

i6

S = Sa e (11.2.1a)
P =p, el® (11.2.1b)
y A e® (11.2.1c)

A~

En estas relaciones Sa’ P,V Va representan a las semiamplitudes caracte-

risticas. Ademas debe recordarse que
6= (k *» 1 - wt) (11.2.2)

A su vez w = Zn/Tn, en donde Ty es el periodo y k = ﬁu 21/L, en donde ﬁu

es un vector unitario en la direccidn de propagacidn de la onda.
Por otra parte se tendrad presente que

Vo= k, Vit V1 + V52 (11.2.3)

Con esto quiere decirse que la amplitud Va se considera formada por tres
componentes; la primera, en la direccidn de propagacidn de la onda y con
mddulo V;; y las otras dos dirigidas en sentidos normales a esa direccidn
y, a su vez perpendiculares entre si.

[
En estas condiciones, al sustituir las igualdades (11.2.1) en la primera
de las ecuaciones hidrodindmicas linealizadas (f6rmula 10.5.la) y tener en
cuenta a (7.4.6) y (7.4.8) resulta que

ap . 9p . .
. Y id . r 6, . aoa i0
- iw [ 3a }B Sa e - iw [ 55— }S pa e + 1 Pr keV_ e 0

Al multiplicar por i/e1e se obtiene

ap Bpr A
w| =] S +w|=-] p -p0_k-V =0 (11.2.4)
9s B a op s 4 r a
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Si se sustituyen las igualdades (11.2.1) en (10.5.1b) y se tienen en cuen-

ta (7.4.10), (7.4.8), (7.4.15) y (7.4.14) resulta que

-

-~ is i6 U

~iwmp V e =-ikp, e -k(k-?laele)(v+u/3)-uk2 Ve

Multiplicando por i/e19 se obtiene ahora

~

wmp ¥ =fkp, -i kk - x‘/a)(v +u/3)- iy k? Ga (11.2.5)

Finalmente, al sustituir las igualdades (11.2.1) en (10.15.1c) y tener pre-

sentes a (7.4.6) y (7.4.9) resultara

. ie _ 2 T ie _ .2 oT i6
-iwoe T Sa e - k< K [Bs }_ Sa e k< K { B ), P, ©

Expresidn que al ser multiplicada por i/e1e toma la forma

wp T8 =-ik2k|E| s ~ik2x|{2] p (11.2.6)
r a 9s j- a ap a
P s
Por otra parte, de acuerdo con (11.2.3) podra escribirse
A.A= A.A Al 62
pr k Va pr k (ku vll + Vl_ + Vl.) | (11.2.7)

A

Y dado que V31 y V] 2 son normales a k Yy que ku es unitario y paralelo a ﬁ

se tendra que

P k - Va = pr k V]] (11.2.8)

De modo que al sustituir (11.2.8) en (11.2.4) se obtiene una ecuacidn en

donde sblo figura V;; y no aparecen las QL ; esto es

Bpr Bpr
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Adem3s, de (11.2.3) y (11.2.5) se concluye que
"~ Al Az‘a' __AA' Al 42 -
wm pr(ku Vi +1 + v 2) k P, i k(k (ﬁu Vi +Vp1 + V) Y(v + ul/3)
-iw KBk vy 01+ 02 (22.2.10)

Recordando nuevamente las caracteristicas de las tres componentes de la am-

plitud Ga puede escribirse

iu(w me. Vi)t wwp (V) + 012) =k (kp i KBV (v +u/3)-iu k) -

iy kz(G_Ll + \7_12)

k (kp, - i K2Vy (v + 4p/3) -

iuk (N1 +Vp2) (11.2.11)

De aqul se concluye que, en la direccidn de propagacidn de la onda, se ten-

wmp Vi; =kp -i k2 (v + 4u/3) vy, (11.2.12)

En tanto que para cualquiera de las dos direcciones perpendiculares se po-

dra escribir

wmp_ V| = - wk? |y ’ (11.2.13)

Entonces las direcciones normales a la de propagacidn de la onda la frecuen-

cia vale

w = - X (11.2.14)

En estas condiciones puede pensarse que al propagarse una onda de presidn O
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de calor en el seno de un fluido en una direccidn dada, normalmente a

ella se generaran ondas de velocidad transversales con una frecuencia da-
da por (11.2.14). Como su valor depende de u,a las frecuencias asociadas
a estas velocidades transversales se les llama "modos" de cortante. Es-

tas ondas de velocidad transversales seran de la forma

2
i(ker - (-i I]:T.T; ut))

\71_ = ‘7_]_3 e
- k2
. i ker - —/ ut (11.2.15)
=V, e e I

Como puede verse, se trata de ondas amortiguadas, toda vez que disminuyen

al aumentar t.

11.3 Modos aclsticos y modo calonifico; modo de difusibn

Por otro lado, al usar la identidad (7.5.8) , la ecuacidn linealizada de

continuidad para la direccidn paralela a la de propagacidn se escribe

ap - _
_r EL - Q.L .
¢ [ ];, [ 3 _ ] Sgtup, ~ ke, % } Vij; =0 (11.3.1a)

La ecuacidn de Navier-Stokes linealizada para misma direccidn se puede ob-

tener escribiendo (11.2.12) en la forma

kp, + [wmpr+ik2(\)+ 13‘1)] V= 0 (11.3.1b)

Y finalmente la ecuacidn de energia linealizada se obtiene al escribir
(11.2.6) en la forma

i k2 K [ aT i k2K [ oT
oo 5 (2 s 425 (B) e orom
r - r pS

Como puede verse las ecuaciones (11.3 ) forman un sistema en donde las va
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riables son §

2’ Pa ¥ V;; y tal que su forma matricial es
w EEE
| 3s |-

P

'4

“ mke {a ]
T {9p
r’g

i k%K [T
— 0
T p 9P s

wmp + ik + 4u/3)\ ¢

=0 (11.3.2)

Seglin se indicd en el subcapitulo 7.4 para que este sistema tenga solucidn

distinta de la trivial se requiere que se anule su determinante.

Es

to plan

tea la necesidad de definir una ecuacidn en w cuyas soluciones corresponden

a las frecuencias del sistema vibratorio.

del determinante del sistema conduce a

. 2 -~
+ ik“K|aT - Ko 3p o+
Te 98 | - r |9p
r P r’s

£ 8), ()
Tpr 9P S as

Al multiplicar por a%—-y factorizar resulta

] [w mp_ + i K2 (v +4u/3)]

B r’s

2 2 - ) s 12
mp 3 m {3p_ | T p as |-~
r - r g’ - r P

2
(v + au/3)] = 0
s r

Al emplear las fdrmulas (7.5.14),

toma la forma

ik?K
T pr

3T
9s

0

En tales condiciones la nulidad

). ) -

(11.3.3)

(11.3.4)

(7.5.18) y (10.5.5) la expresidn anterior
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2 2
mz_kzcz+1k2w(+§£) P O U L .
o p 3 c P c C
T r p T P v
wkik [ 11 -
+ = 02 { c - T ][v + 4u/3 ] 0 (11.3.5)
r p v
Pero como
, LK iwkzk(__l___l)_'_mk"l(l(_l__l_ -
“rtoe ¢ P) c ¢ p. C | C_ ¢
r p r v p r p v P
iR [ 1 1) ek (1 1) wkKZf L 1)
p c 3 p 2 C c c p_ C c C
r v p r P v p r P v P
s 2 12
i w® kK 1 1
~——5———(C—’-C—‘] (11.3.6)
r - P v

Al sustituir (11.3.5) en (11.3.6) y factorizar resulta que

- 2 s 1.2
2 _ 12024 1K 4u _L__L] iR |
[% k“Cyc+ o pr2 [v + 3 + m K ( C C ) w + 5 C

v P 4 r p
w KK {1 1 mk | _
r P P P

Ahora bien, en el caso particular de que la longitud de onda fuera muy gran
2m b

)

una de dos justiticaciones; la primera seria que

de podria aceptarse que k" = ( = 0, de suerte que (11.3.7) tendria

. k2
- K (11.3.8) .
r p

w = -

Como el valor de esta frecuencia estd relacionada con el coeficiente K de
transmisibilidad del calor, se dice que corresponde al modo calorifico; vy,

como puede verse, corresponde también a una onda amortiguada.

La segunda justificacidn de la ecuacidon (11.3.7) implica, en cambio, que
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- 2 B
2 1k by A1 - K2c2? =
w? + { 2 [v + 2%+ wk c. 7T }| o - K¥c 2 =0 (11.3.9)
— ~~— P g
B

La solucidn de esta ecuacidn es obviamente

2
2
L
Pero como B2 = - ———5——7 v + éE-+ m K( 1 —l—) , ¥y se ha dicho que
(m pr) 3 Cv Cp
k = O resultard que
w=-8/2%kc, (11.3.10)
0 bien
i k2 4 1 1
= % _ik su 21
W k Co = o= o [v +-3+mK ( e, ¢ )] (11.3.11)

Estos valores de w definen los modos "aciisticos', que dependen de la velo-

cidad del sonido en el fluido, C; . Ellos corresponden a las ondas menos

amortiguadas de todas las que se han estudiado hasta el momento.

Supdngase ahora que siendo Sa # 0 el sistema (11.3.17) vibra con el modo

calorifico dado por (11.3.8) . La tercera ecuacidn tomaria la forma

i KK | i k%K [ oT i k2T T

+
pr Cp T pr 9s

P =0 (11.3.12)

Al simplificar se obtiene

T oT
[- &+ 6
P P

Pero en atencidn a (7.5.18) resulta que
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Lo cual significa que en este caso particular Pa = 0, con lo cual de la
segunda ecuacidn del sistema (11.3.17) se concluye que también en este ca-

80 vll = 0,

De esta manera puede verse que cuando hubiera ondas de calor, solamente
se propagarian éstas y que no existirian, simultdneamente, ondas de presién

y de velocidad.

Cuando se supone, en cambio, que Pa # 0 y se usa uno de los modos aclisti-

cos, la tercera ecuacidn del sistema (11.3.12) toma la forma

i k2 4y 1 1 i k2K T
kC-————-———v+——+mK(———-———)HS +[ (-—:)]p=0(11313)
o .3,
[— 2m oy 3 Cv Cp a T Pr 3B ‘g) a
En este caso no puede asegurarse, con el mismo grado de exactitud que en
el andlisis precedente que Sa resulte nula. Sin embargo, si se admite que
para ondas de gran longitud de onda k? << k, la igualdad anterior toma la

forma

0S. =0 (11.3.14)

De aqui se deduce que para el modo aciistico Sa = 0. En cambio para este

caso la segunda ecuacidn del sistema (11.3.2) resulta

1l
12 _ik 4u 1 _1 C 12 4u -
KP4 mp_lk Co - 5= v+3+mK(C C)]+1k(v+3]vu-0
r v P
(11.3.15)
De manera que admitiendo nuevamente que k? << k se tendra que
-kP +mp_C,V; =0
Pa
0 bi = —32
ien iy =< b €, (11.3,16)

De acuerdo con (11.3.14) y (11.3.16) se concluye que para el modo aciistico
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existiran, simulta@neamente, ondas de presidn y de velocidad y practicamen-

te no habra ondas calorificas.
Por otra parte la formula general de la expresidn (7.25) es

bV =-DF o ' (11.3.17)
De manera que si se recuerda que m es constante y se admite que el flujo

de densidad de moléculas estd dado por (11.3.17), la primera ecuvacidn hi-~

drodinamica (formula 9.4.22)tomar3d la forma

¥ L9 (-p @ =
e Vr -D v, p) =0 (11.3.18)
De aquil se concluye gque
e _ 2
T D Vr p (11.3.19a)

Si se considera que, como para las otras variables estudiadas, en este caso
is L . -
o = pa e » al sustituir en (11.3.19a) e integrar entre 0 e = para dr y

entre -« e = para dt resulta

" ” _a_ ia [} _ * ® 2 ie ~
J.m I_m at Pp & drdt= Df_m J vZ e, e drdt (11.3.19b)

Al efectuar las operaciones indicadas por los operadores, simplificar y te-

ner en cuenta a (7.4.22) resulta que
-iws (k,u) = - D k2 5 (k,w) (11.3.20)

De modo que al suprimir la doble transformada de Fourier de p(r,t) y multi-

plicar por i se obtiene
w=-~-1ik?D (11.3.21)

Por analogia con los otros modos hidrodindmicos, se dice que la w definida
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por (11.3.2]) corresponde al "modo" de difusidn y se supone que configura
el comportamiento de ondas de este tipo que, como puede verse, tambi€n son

amortiguadas.

Resumiendo el material expuesto en este capitulo 11, puede decirse que
existen seis '"modos" hidrodindmicos. Dos son de cortante y corresponden a
oscilaciones en la velocidad normales a la propagacidn de ondas calorifi-
cas o de presidn. Otro es el calorifico y corresponde solamente a ondas de
calor. Uno mids es el de difusidn y se daria en el caso de ondas producidas
por cambios en la densidad. Todos estos cuatro modos hidrodinamicos corres
ponden a ondas claramente amortiguadas. En adicidn, existen dos modos aciis
ticos que corresponden a ondas simultineas de presidn y velocidad en cuyo
caso no existen practicamente ondas calorificas; estos modos corresponden

a las ondas menos amortiguadas de todas las estudiadas.

Sin embargo debe tenerse presente que estos resultados son validos solamen-
te para ondas de gran longitud, entendiéndose por ello gran longitud en re-
lacidn a las distancias medias entre las molé&culas. Esta circunstancia ha
hecho que en la moderna Hidrodindmica molecular se estudien los fendmenos
atendiendo a su longitud de onda y que los mas dificiles de tratar han re-
sultado ser los de ondas de longitud intermedia, de manera que los fendme-
nos estudiados en este capitulo, que son los que se manejan en la Hidrodi-
namica cldsica, son s6lo un caso particular y el mds simple de los que pue
den estudiarse. El lector interesado puede acudir al trabajo de Boon I.

Yip, referencia 1.
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12, BOSQUEJO DE TEORIAS MAS ELABORADAS PARA DETERMINAR LOS COEFICIENTES
DE TRANSPORTE

12.1 Introduccibn

En el subcapitulo 7.2 se expuso una teoria muy burda para valuar los coe-
ficientes de transporte que se necesitaba emplear en los capitulos subse-
cuentes. Existen otras teorias miAs elaboradas*; una de las primeras fue
hecha por Chapman y Enskog. Segin estos autores, con el fin de resolver
la ecuacidn de Boltzmann se introduce una complicada funcidn dada en tér-
minos de una velocidad que se llama reducida y de funciones de ésta. Al
sustituir estas funciones en las definiciones de tensor esfuerzo Pij y
de fl&jo de energia q y obligar a que el primero se ajuste a la ecuacidn
de Navier-Stokes y el segundo a la de energia, se consigue expresar a los’
coeficientes de?transporte v y K en funcidn de unos desarrollos en serie
cuyos términos dependen, a su vez, de unas integrales llamadas de coli-
8idn, de estructura muy compleja. Lo desalentador del método es que con-
duce a valores de los coeficientes de transporte que no son muy diferen-

tes de los que se obtienen con la teoria elemental.

* Ver capitulo 19, referencia 4.
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Por este motivo resulta de interés esbozar una teoria moderna y un poco
mas elaborada para determinar los coeficientes de transporte, por lo menos
en el caso mis simple, que es el de difusidn. Cabe aclarar que la breve

- - - - - >,
exposicion de esta teoria permite también conocer los nuevos enfoques que

se estan usando en la Hidrodinamica molecular actualmente.
12.2 Coefdiciente de difusdibn

En la figura 12.2.]1 se muestra un volumen ¥ subdividido en v, subvolumenes
de tamafio AV iguales al "tamafio" de una de las N moléculas que se suponen

alojadas en €1, es decir ¥ = v, AV .

Como se hizo ver’en el subcapitu-

———————— i lo 7.6, la densidad estd dada por

-
[77]

N
AV

1
5 (12.2.1)
r

©
" o
<z

\

pero, segiin se dijo.l/vr es el va-
lor de la probabilidad de que una

molécula ocupe uno de los v luga-

res disponibles.

===~ =777

s>
_N
IR PP S

Supbngase que uno de esos lugares
FIG 12.2.1 se define mediante el vector R co-
mo se indica en la figura 12.2.1 e
imaginese que en intervalos sucesivos de tamafio At se ha seguido la trayecto
ria de una molécula (j) que, en el instante t,» estaba en un origen escogido
arbitrariamente. En la misma figura puede verse que la j &sima molécula es-
taba en la posiciéh t;, definida por §j(t1), en el instante t;, en la posi-
cion §j(t3) = R en el instante tj3, etcétera. Una forma alternativa de obte-
ner Pj(ﬁ), la probabilidad de que la j &sima molécula ocupe la posicidn de-
finida por R, se consigue utilizando la funcidn 6§ estudiada en el capitulo

7.3 haciendo

1 - 1 ! o
= =P, ——— s - r. .2,
N P, (R) ] 5B (R T (t)) ot , (12.2.2)
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En efecto, esta 6§ valdrd 1 si la molécula estd en el lugar definido por R
y cero en el caso contrario. Se supone que |t| = M At y que M el nimero
de intervalos considerados es muy grande; tal cosa equivale a decir que

Pj(ﬁ) es el "promedio" en el tiempo de G(ﬁ - rj(ts)).

La densidad de probabilidad correspondiente sera
P. (R)

R = J = = ———
Pj(R) AV XS v (12.2.3)

En esta forma la densidad de probabilidad coincide con Pj(ﬁ), la "densidad"

de una sola molécula que se designa como Pg» €S decir

M
l A
Ps = WTE] sk1 SR - rj(r)) o (12.2.4)

Por otra parte, dado el caos molecular puede suponerse que cualquiera de
las otras moléculas tiene la misma probabilidad de ocupar el lugar definido
por R, de manera que la densidad de probabilidad de que alguna de las N mo-

léculas ocupe ese sitio sera

R =N _ ‘
pN(R) =N Pe = Ty G (12.2.5)

Este resultado muestra que si en la formula (11.3.34a) se sustituye p por

N ps y se tiene en cuenta que N es constante, se obtiene

= D Vr2 p (12.2.6)

.ot ]

El empleo de la transformada de Fourier en el espacio, de modo similar a

la usada para obtener (11.3.34a) permite escribir (12.2.6) en la forma

poO -~ ~

a ~ )
ot Pg € dr

DJ v2, kT g
o r s

0 bien 5%— o e*°T 4 - _ k2 p J o el'k'T 41 (12.2.7)
) S o S
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De acuerdo con la definicidn dada por (7.4.20) las integrales que aparecen

en (12.2.7) son la transformada espacial de Fourier, Fs(ﬁ,t), de ps.funcién
que sera distinta de cero, toda vez que Py estd dada en términos de

G[ﬁ - f(t)) y esta funcidn, como se dijo en el subcapitulo 7.4 tiene trans-

formada. De esta manera se concluye qué

2 F (k,t) =-kZDF (kt) (12.2.8)
at s 8

Obsérvese que en esta ecuacidn k es un escalar, de modo que la solucidn de
(12.2.8) resulta ser

~k?Dt
e

Fs(ﬁ,c) (12.2.9)

De aqui se obtiene

3 -k?Dt

K Fs(k,t) =~ 2k Dte

32

~ 2 - —k2
Y también 7 F (k,t) = (2kDt) e kDt
dk s

) v
k Dt- 2 Dt e

De tal manera que para valores de k muy pequerios (gran longitud de onda,

ver capitulo 11) se tendra

32 F(k,t) _

5z = - 2 bt (12.2.10)
k +0
Se supone que |t| es el tiempo de observacion que permite definir a la se-

gunda derivada.

Por otra parte, la transformada de Fourier de Py en el espacio es

a

Fs(ﬁ,t) = J o eIk T 41 (12.2.11)
Q
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. 2 . o e ke s

1 Asi que A Fs(k,t) = i Io ro_ e dr

; azF o0 'ﬁA

; Y £F (K,t) = - 2 T g 12.2.12
: —kz F (k. t) JO r“p_ e dr (12 )
1

Ahora bien, si se admite que no hay direcciones preferenciales al derivar

segiin k se tendra que

82 _ @2 32 RN
T TR TR a7 T 0w

De tal manera que podrd escribirse (12.2.12) en la forma

~
r ~

32 oy * 2 iﬁ .
. = - 12.2.13
§ 3 k2 Fs(k’t) [0 It g € dr ( )
Asi que para valores de k muy pequefios resulta

2 N *®

3%5 Fs(k,t) = - %—J r? p_ dr (12.2.14)
0

k +0

En esta férmula la integral del miembro derecho corresponde al promedio
del cuadrado del mddulo del vector ;(t), mismo que, por la forma de valuar

G (formula 12.2.4), es el vector de posicidn de una molécula que estaba en

el origen en el instante cero. Se escribe

2 ~ — 1 2
' %ﬁ? F_(k,t) = - % 1T | (12.2.15)

k>0
Al igualar (12.2.10) y (12.2.15) se obtiene
—— 12
6D |t| = |T(t)| (12.2.16)

Por otro lado y de acuerdo con la figura 12.2.1 el vector §(ts) podra es-
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cribirse en términos de las velocidades V;, en t;, V,, en t,, etc; en la

forma
re) = (V) + Uy + Vg +...4 98) At (12.2.17)
Asi que elevando al cuadrado se tendra
- . 2 2, v.24 va2
r(t) *r(t) = Ir(t)l = (V4 Vo4 V3+,..2 V1V, + 2 VV3 + 2 V1V3 +
2V, V, +...) At At (12.2.18)

2 S ~ S ~ -~
0 bien |r(t)]| = [ ;I V(D V(DA +2 3 V(e )V (t+D)at +
2 2 ¥ v
. +... 2.
(£ V(e ) V(e +2)at At (12.2.19)

Por definicidn de covariancia de orden t (formula 7.4.23), resulta que

OIS

ItI[Rv(O) + 2R (1) + 2 R (2) +...)At

le] (R, (0) + R (1) + R (1) + R (2) +
R (-2) + ...)at (12.2.20)

Como At simplemente representa un incremento de tiempo, se puede escribir

lre)|? = |t J R (1) dr

Asi resulta que el promedio vale
— 2 d
lr®)] = |t J <R (1) > do (12.2.21)

Empleando la definicidn de coeficiente de correlacidn de orden T puede es-
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cribirse

lr(t)l2 = |t] < R (0) > j’m Cp, (1) d1 (12.2.22)*

3K, T
Por otro lado el correlograma es simétrico y <Rv(0)> = es decir, re-

presenta a la velocidad media cuadratica**, de modo que resulta

C T2 6 Ky T = 12.2
lr(t)l = Itl —"T JO va(‘l') dt ( 2. .23)
Finalmente al igualar (12.2.16) y (12.2.23) se obtiene ’ : E
K. T = :
D= J C, (1) dr (12.2.24) E
v -
0

Esta interesante formula corresponde a la primera de las ecuaciones que en
moderna Hidrodindmica molecular se ®llaman expresiones de los coeficientes

de transporte en t&rminos de las funciones de correlacidn en el tiempo,

mismos que ofrecen amplias posibilidades. En efecto, para algunos fluildos
se ha podido valuar va(T) para deducir de alli a D con resultados satisfac
torios**_ Es mis, segin se dijo en el subcapitulo 7.1, existe cierta rela-
cidn entre los coeficientes de transporte que permite suponer que también
para K y p existen formulas similares a la (12.2.24). Su obtencidn excede
los limites de éstas notas; pero el iector interesado puede recurrir a la

referencia 4 (capitulo 21).
12.3 Fénmulas de Kubo y Green
Por otro lado, de acuerdo con lo asentado en el subcapitulo 7.3, la doble
transformada de Fourier de P, €s la transformada de Fourier en el tiempo

de Fs(i,t)(férmula 12.2.11) es decir

ss(ﬁ,m) = I Fs(ﬁ,t) e i0t 4o (12.3.1)

*

Se supone que para un tiempo muy graﬁde c, (t) = <C, (1) >.
v

o
** Yer fO6rmula (6.2.25).

***VYer Mc Quarry, referencia 4.
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Ahora bien, en la referencia 1, capitulo 2 puede verse que si la transfor-
mada de Fourier en el tiempo de Cp (1) se designa como y(w), entre ella y
v

Ss(ﬁ,w) existe la relacidn

2
[ ~-iwT w ~
wFM) = J-mev(T) e ” dt = [ k vg Ss(k,w) (12.3.2)
KB T
En esta expresidn V02 = - En esta forma la ecuacidn (12.2.24) podra

escribirse como -

vt 7
D = 2 _meV(T) dt

2 (™ - .
. v -iwt
0 bien D= —3— j_w va(r) e dt (12.3.3)
w-+0 -

Asi que al sustituir (12.3.2) en (12.3.3) se obtiene una forma alternativa
para definir al coeficiente de difusidn, ahora en té&rminos de la doble

transformada de Fourier de ps. Esta es

1
D-—'E[

w
k

v+ + *IE

2
) ss(ﬁ,m) (12.3.4)
0
0

3

Expresiones de este tipo para los coeficientes de transporte se llaman for-
mulas de Kubo y Green y también son empleadas en la moderna Hidrodindmica

molecular.

Para terminar con este capitulo conviene mencionar que tanto las expresio-
nes en términos de coeficientes de correlacidn como las de Kubo y Green han
resultado todavia insuficientes para definir a los coeficientes de transpor
te en intervalos de tiempo grandes pues, en tal caso, las interacciones en-
tre tres o mias moléculas empiezan a resultar significativas. Esto ha dado
lugar a un nuevo capitulo en la Hidrodindmica molecular (Long-time tails).

que al lector interesado puede ver en el capitulo 16 de la referencia 5.

A s - b

L
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APENDICE A

ESBOZO DE UN METODO NUMERICO PARA SIMULAR EL COMPORTAMIENTO DE LAS MOLECU-
LAS DE UN FLUIDO

La disponibilidad de computadoras de gran capacidad ha ﬂermitido desarro-
llar procedimientos numéricos para estudiar el comportamiento de los flui-
dos, que pueden complementar y aiin competir con métodos experimentales co-
mo la difraccidn con rayos X de que se habld en el capitulo 5. Mediante
estos procedimientos se simula el movimiento de las moléculas para des-
pués, usando las definiciones dadas en los capitulos 5 y 12, estudiar al-

gunas propiedades de los fluidos.

Fundamentalmente existen dos tipos de métodos. El primero, que se usa
para fluidos en equilibrio, es el Monte Carlo y permite calcular los mo-
vimientos aleatorios de las moléculas una vez que se ha calibrado la ma-
triz de transicidn de un estado a otro; mas, como esa calibracidn exige
que se cumplan una serie de restricciones termodinamicas, el proceso es
mas complicado de lo que parece. El lector interesado puede acudir al
trabajo de Valleau y Whilfington que forma el capitulo 4 del libro edita-

do por Berne, "Statistical Mechanics", Part A, Plenum, N.York, 1977.

Un segundo procedimiento, que es el que se esbozard aqui, esta basado
directamente en la dindmica molecular (Molecular dynamics approach) y

puede emplearse también en el caso de fluidos que no estadn en equilibrio.

y$ - Para emplear este método se empieza por
suponer que en un cierto volumen ¥ estan
o2 M N contenidas N moléculas como se indica en
030 b la figura A.l. En seguida se les asig-
‘Sﬁ Y nan posiciones de acuerdo con una tabla
}

- . -
de nimeros casuales haciendo que para

r
o
»xY

} — la molécula j €sima sus coordenadas es-

tén dadas por

FIG A.l
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X.(0) = NA, a
J
y Yj (0) = NA, b

NAl-y NA, son nimeros aleatorios de dos columnas paralelas de la tabla
con valgres comprendidos entre 0.00 y 0.99 . De esta manera quedan de-
terminados los vectores ;j(O) que definen la posicidon de las moléculas
en el instante inicial. En seguida se fija la direccidn de las velocida-
des de fas moléculas, haciendo que la inclinacidn 6 de ellas respecto al
eje X esté dada por 6 = 3.6 NA3 en donde NA3 es un nimero aleatorio de
una tercera columna de la tabla, con valores comprendidos entre 0 y 99.
Finalmente, para una temperatura dada se dibuja la funcidn de distribu-
cion de velocidades de Maxwell acumulada (ver capitulo 6) como se indica
en la figura A.2 y al ir tomando los valores NA(I)’ NA(Z)"' NA(N) de una
cuarta columna de nimeros aleatorios se puede asignar velocidades a las
moléculas (1), (2)...(N). Estos niimeros estdn comprendidos entre 0.00 y
0.99 .

Pi
14
NAG |- ————
NA3) b——— { Funcion de Maxwell
Lo “acumulada (P(V))
NMa kA | )
| I B | -
V2 Vi Vi Ivi
FIG A.2

En seguida se comprueba que la temperatura dada en términos de la velocidad
media cuadratica (ver capitulo 6) concuerde con la que se ha escogido para

hacer el estudio. Es decir se calcula, segiin la férmula (6.2.25)

N
T = ~———r— ’=_Z-: \') 2 (A.l)
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Si esta temperatura T coincide con la supuesta para valuar la grafica de
la figura A.2 con una tolerancia de ¥ 1 °K, se acepta la distribucibn de
velocidades asignada, mediante la-grﬁfica, como se ha descrito. Si no es
asi, se ajustan proporcionalmente los mbédulos de las velocidades, hasta
conseguir la aproximacidn buscada.

Por otra parte al desarrollar en serie d; Taylor a los vectores de posi-

cidn ;j(t) y de velocidad ﬁj(t) se tiene

hd 2 hodl | ﬁi ko3 1]
rj(t + At) = rj(t) + At rj(t) + 5 rj(t) +... (A.2)
y : Vj(t + At) = Vj(t) + At Vj(t) +... (A.3)

Por definicidn de velocidad y aceleracidn se tiene que

(AOESHO (A.4)
y a.(t) = 9' () (A.5)
J . J

Ademds si se considera el potencial que actia en las N moléculas resultara

que en cada una la aceleracidn es

N

-1
o (A.6)

(R )
[}
B~

¢jk

De manera que al sustituir (A.6) en (A.5) y ésta y (A.4) en (A.2) se ob-

tiene
[ )

R N-1 At2
Vj(t)JAt * [k§1 b5k } 2m

A7)

r.(t + At) = 7. (t) +
J J

Y de manera similar

R N-1 At
vj(:) + [ k£1 ¢jk } - (A.8)

V.(t + At)
j

Ay
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En estas condiciones para pequefiisimos intervalos 4t (del orden de lO-A seg)
se pueden ir configurando, sucesivamente, nuevos arreglos de moléculas en
posicidén y velocidad. Independientemente de lo laborioso del procedimiento,
como puede verse, con una computadora adecuada el cdlculo es realizable.

Sin embargo hay que tener las siguientes precauciones:

18, (Cada cierto nimero de iteraciones es necesario comprobar la temperatu-
ra T mediante la férmula (A.l) y hacer los ajustes en el mddulo de ve-

locidad en la forma previamente descrita.

23, Hay que tener previsto que una molécula se 'escape' del volumen ¥, en
cuyo caso, para mantener constante a la densidad, se introducira por
la cara opuesta a la de la fuga una nueva molécula con velocidad igual

a la "escapada".

38, Hay que tener presente que las moléculas no pueden estar situadas en-
tre si a una distancia menor que o, de modo que al aproximarse a este
valor (con una cierta tolerancia) debe suponerse que existe el choque

elastico y proceder conforme a las ideas expuestas en el subcapitulo
7.5 .

Los cdlculos previamente descritos permiten la determinacidn del coeficien-
te de difusidn D dado por la férmula (12.2.24) o de la funcidn de densidad
radial g,(r) segin la expresidon (5.3.1). En ambos casos hay que seleccio-

nar una determinada molécula (tagged) y 'seguirle la pista'.

- - - - - I3 »
Para la determinacion de D se encontrarian las velocidades sucesivas Vj(t)
y con ellas se construirda el correlograma segin se describid en el capitulo

12. Dpefinido &ste,sdlo se haria necesario utilizar la igualdad (12.2.24).

Para el caso de la funcidn de densidad radial habra que imaginar una coro-

na de radio R y espesor ¢ que ''viajara" con la molécula seleccionada, como

se indica en la figura A.3 .
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R p——

-
y

FIG A.3

Después en cada instante £, hay que contar el nimero de moléculas nR(ts)
cuyos centros quedaren dentro de la corona mencionada. En esas condicio-
nes si Itl = M At, de acuerdo con (5. 2.13) y (5.3.1) la funcidn de den~-

sidad radial valdra

1 M nR(tS) At
g2 (R) = TET-SEI Y (A.9)

Naturalmente que para obtener graficas como la 5.4.b habrda que repetir

el c3lculo para valores sucesivos de R.

Por otro lado, la ejecucidn de estos cdlculos para diferentes moléculas
permite obtener promedios que den valores mids confiables y desde luego,

comprobar los valores obtenidos.

Independientemente de la habilidad del calculista para llevar a cabo todas
las operaciones previamente descritas, es obvio que se trata de procedi~

mientos sumamente laboriosos, que sdlo pueden ser realizados en una calcu-
ladora de gran capacidad. Sin embargo, es un hecho que cOmputos similares
se efectlan ya con éxito y que ellos han permitido avanzar a la Hidrodina-

mica molecular¥*.

* Ver "Computer simulation of many-body dynamics" escrito por W.G.Hoover,

Physics Today, January 1984.
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APENDICE B , y

RESUMEN DE LAS IDEAS Y FORMULAS PRINCIPALES DEL SUBCAPITULO 1.2

La idea principal que se maneja en ese subcapitulo es la determinacidn de

la probabilidad de que ocurra un determinado arreglo’ de las moléculas de un
fluido. Supuesto que ellas se mueven calticamente, se dice que un arreglo
de las mismas esti definido si se conocen, en un momento dado, las posicio-
nes que ocupa cada una y la velocidad de que est3d animada en ese instante. -
Para comprender el alcance de estos conceptos se hace la diferenciacidn en-
tre moléculas distinguibies (o incpnfundibles) y mol&culas indistinguibles

(o confundibles) aclarandose que dos arreglos de moléculas distinguibles
"son diferentes si los mismos lugares estan ocupados por moléculas diferentes.
También se sefiala. la conveniencia de establecer tal distincidn porque es mas
sencillo trabajar con probabilidades de arreglos de moléculas inconfundibles,
alin cuando las moléculas "reales" son inconfundibles, de manera que es perti
nente manejar ese tipo de probabilidades para después "convertirlas' al caso
de probabilidades de arreglos con moléculas confu;dibles. Por lo demds, con
el fin de simplificar la exposicidn, se habla en primer té&rmino sdlo de posi
ciones y, posteriormente, se trata a las velocidades. Para deqar}ollar to-

» [ Y
das estas ideas se ha procedido de la manera siguiente:

IDEAS FORMULAS

1°. Se muestra el modo de calcular la
probabilidad de que estén ocupa-
dos N de los v lugares disponibles,
por N moléculas, en el caso de que
haya sitios preferenciales, tenien
do en cuenta las formas en que pue

de ocurrir la ocupacidén (f5rmula
1.2.6).

2°. Se indica la manera de calcular la
probabilidad de que N moléculas dis

tinguibles ocupen N lugares (férmu-

1




ki X

3°.

4°-

5°.

6°.

7°.
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la 1.2.7).

Se expone la manera de identificar
uﬁ arreglo de N moléculas inconfun
dibles mediante el simbolo Aijk"'
(pags 10y 1D,

Se muestra la manera de calcular
las probabilidades de que uno o
mas lugares estén ocupados por mo-
léculas inconfundibles, por medio
de sumas de probabilidades de arre
glos de moléculas inconfundibles
(formulas 1.2.12 a 1.2.17).

Se introducen las definiciones de P
densidad p y de las funciones G(1)
y G(2) en términos de N, el nfimero
de moléculas, Vs el nimero de lu-
gares, PI(XI) y P2(X2), probabili-
dades de que estén ocupados, por

moléculas indistinguibles, uno o

dos lugares.

Se indica la manera de calcular
las probabilidades de ocupacidn,
con moléculas indistinguibles, de
uno o mias lugares, cuando no hay
sitios preferenciales. Esto se
hace empleando analisis combina-

torio simple.

Se muestra la forma de calcular 1la
probabilidad P, (X") de que n de P_(Xx")=
las N moléculas indistinguibles

ocupen n de los v lugares ocupa-

bles, por medio de la suma de

I ———

N!

ey = n&H

2
G(2) = 22&%.1

v

—_e I
(N-n)' nt+

(1.2.18)

(1.2.19)

(1.2.19)

4 n
. g'P(X ) (1.2.28)

e
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9°.

10°.

11°,

12°.

13°.
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probabilidades P(Xn) de arreglos de

N moléculas inconfundibles.

Se indica la manera de valuar las
‘funciones G(1) y G(2) cuando no
hay sitios preferenciales y se
trata de moléculas indistingui-

bles (pagina 19).

Se presentan ejemplos numéricos pa
ra facilitar la comprensidn del ma

terial expuesto (paginas 19 a 26).

Se introduce el concepto de "en-

torno" AXN y el de densidad de
probabilidad p(XN) y la forma en
que pueden usarse para manejar
como integrales a las sumas des-
critas en el inciso 4°, en dis-
tintos grados de complejidad cre

ciente (paginas 26 a 36).

Se muestra la equivalencia entre
el valor medio y la esperanza

(pagina 27).

Se indica la forma de definir un
arreglo mediante el supervector
N = (PN, VN) que describeglas

posiciones ;N y las velocidades

N de las moléculas (pagina 35).

Se insiste en la equivalencia
entre las sumas de probabilidades
discretas y las integrales para
probabilidades continuas defini-

das por la p(iN) descrita en el

e y= Eeo-d PN, 8N
r

=J Jp(i“)di"

2N integrales
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inciso 10.

Se insiste en la forma de calcular
la probabilidad de ocurrencia de
un arreglo de N moléculas indistin
guibles, PN(RN), a partir de la
probabilidad de ocurrencia de un
arreglo de N mol&culas inconfundi-
bles, P(XY).

PN(f(N) - N PRY

(1.2.63)
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Breve bibliografia comentada

Para la elaboracidn de estas notas se consultaron los trabajos que se en-

listan a continuacidn.

Se anaden unos breves comentarios que podrian

orientar al lector que desee ampliar la visidn que pudiera ofrecerle este

trabajo.

1. BOON & YIP
2. CROXTON C.
3. KREUZER H.J.
4. MC QUARRY

"Molecular Hydrodynamics', Mc Graw, N. York, 1980,
Este libro, poco recomendable para el principiante,
contiene una exposicidn interesante de las modernas
tendencias de esta disciplina, mismas que parecen
configurar lo que sera su desarrollo en los proximos

anos.

"Liquid State Physics', Cambridge, Cam, 1974.

Aln cuando existe una versidn simplificada de este
trabajo, que es de mads facil lectura, la obra origi-
nal es un texto basico para quien esté interesado en
el comportamiento de los liquidos. En particular,
el capitulo que trata sobre métodos numéricos es al-

tamente recomendable.

"Non equilibrium Thermodynamics' Oxford, Oxf, 1981.
No es un libro de lectura sencilla, pero si un tra-
bajo bien escrito y bastante completo. La teoria de
las ecuaciones hidrodinamicas linealizadas estd muy

bien expuesta.

"Statistical Mechanics', Harper & Row, N. York, 1976.
Es una obra de nivel medio de mucha utilidad para el
estudiante. Sin embargo algunos capitulos estan mu-

cho mejor expuestos que otros.
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"A modern course in statistical physics', Texas,
Austin, 1980.

Se trata de un trabajo moderno y muy original,
aunque tiene la desventaja de emplear una notacidn
sumamente complicada que dificulta su lectura. No
obstante ello es uno de los mejores libros sobre el

tema.

"Statistical and Thermal Physics", Mc Graw, N.
York, 1965.

Se trata de un libro clasico, bastante didactico y
bien escrito, aunque ya un poco atrasado. La teoria
de colisiones y la obtencidn de la ecuacidn de Boltz-

mann estan muy bien expuestas.

"Gases, liquids and solids", Cambridge, Cam, 1979.
No obstante su caracter descriptivo es un trabajo
escrito con claridad y sobre todo, con un entusiasmo
que contagia al lector. El capitulo sobre liquidos

es por todos conceptos interesante.

January 1984. Es un nimero especial, de esta pres-
tigiada revista, que contiene interesantes articulos
sobre una variedad de temas sobre la teoria de flui-

dos. Su lectura es ampliamente recomendable.
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