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RESUMEN 

Se desarrolla un método analitico para resolver el problema de 

interacción dinámica de dos estructuras con un estrato blando 

asentado en una base rigida. 

El sistema interacción estructura-suelo-estructura se modela 

compuesto por dos edificios de cortante apoyados en cimentaciones 

rigidas de sección transversal rectangular. las cuales están 

embebidas en un suelo blando elástico lineal. isótropo y 

homogéneo. A su vez el estrato blando se apoya en una base rlgida. 

El modelo pretende incluir varios de los parámetros del problema 

real. El efecto de la condición geológica local es investigada 

para ondas armónicas SH. Se presenta la solución analitica. a 

. partir de la cual se pueden calcular las funciones de 

transferencia de los sistemas. 
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1. INTRODUCCION 

En forma muy general se puede definir la interacción diná.mica 

suelo-estructura como al conjunto de efectos de las condiciones 

locales del suelo en las características del movimiento sismico en 

la base de un edificio. Se dice 
• 

que existe interacción 

suelo-estructura, si el movimiento de un punto cualquiera ubicado 

en la entrecara suelo-estructura difiere del movimiento que 

ocurriria en este punto en el campo libre, si no estuviera la 

estructura. 

En la mayoría de los estudios donde se considera la interacción 

suelo-estructura, se toma en cuenta sólo la interacción entre una 

estructura y el suelo que subyace a ésta. idealizando generalmente 

el suelo como un semiespacio. e ignorando la presencia de otras 

estructuras cercanas. así como de irregularidades geológicas. 

Para este caso, C 1 l Luco . muestra que para terreno duro y 

frecuencias bajas se obtienen desplazamientos y fuerzas cortantes 

en la base mayores que los calculados cuando no se toma en cuenta 

la interacción. Kobori y Shinozakic 21 estudiaron el problema de 

interacción entre una estructura y un valle aluvial 

semicilíndrico; sus resultados hacen ver que cuando la estructura 

est~ localizada cerca de una orilla del valle y sujeta a 

incidencia horizontal por la orilla opuesta; se presentan las 

amplificaciones dinámicas más siginificativas. 

Luco y Contessec 31
• estudiaron la interacción dinámica entre dos 

estructuras y un semiespacio. encontrando que la presencia de otra 

estructura cercana produce un efecto adicional de interacción 

especialmente importante para frecuencias bajas y en la cercanía 

de las frecuencias naturales de la segunda estructura. -Para 

frecuencias altas muestran que es suficiente considerar la 

interacción entre cada estructura y eJ. suelo. 

La interacción entre varias estructuras en un semiespacio fue 

estudiada por Wong y Trifunacc' 1 su trabajo muestra que la 
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dispersión. difracción e interferencia de ondas. de y alrededor de 

varias cimentaciones con las ondas incidentes SH pueden conducir a 

una protección significativa. asi como a una amplificación del 

movimiento de entrada para cualquiera de los edificios. 

Avilésc 51
• presenta una solución al problema de interacción 

' dinámica entre dos estructuras a través de un valle aluvial. Sus 

resultados indican la importancia de los efectos de interacción, 

los cuales 

estructuras. 

dependen especialmente 

la rigidez del valle 

incidencia de las ondas armónicas SH. 

de la 

aluvial 

separación entre 

y el ángulo de 

En este trabajo se desarrolla una técnica analitica para analizar 

el problema de interacción dinámica entre dos estructuras y un 

estrato blando. El modelo bidimensional de interacción 

estructura-suelo estructura está compuesto por edificios de 

cortante desplantados sobre cimentaciones rigidas de sección 

transversal rectangular. las cuales están embebidas en un estrato 

de suelo elástico lineal. isótropo y h0mogéneo. A su vez el 

estrato blando se apoya en una base rigida. Con el fin de 

simplificar el manejo de la solución. se introducen unas fronteras 

ficticias alrededor de cada cimentación. La excitación sismica se 

supone está dada por ondas armónicas SH de incidencia vertical. El 

problema se formula de manera similar al trabajo desarrollado por 

Avilés et alc 61
: como uno de difracción de ondas elásticas usando 

imágenes múltiples y se resuelve con un método de frontera. en el 

que las funciones de la expansión son -soluciones base de la 

ecuación que gobierna el problema y los coefecientes de la 

aproximación se determinan al satisfacer las condiciones de 

frontera en el sentido de los minimos cuadrados. 

Es importante destacar los siguientes puntos con respecto a· los 

modelos usados en los trabajos que se hacen referencia: a) en 

cuanto a las cimentaciones. en todos los estudios. se idealizan 

éstas con una sección transversal de forma semi-circular. b) en lo 

que toca a la modelación del suelo. se observa una progresiva 

evolución; primeramente se idealiza éste como un semiespacio. 
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posteriormente se considera la presencia de un valle aluvial de 

forma semicilindrica en un semiespacio y finalmente la de un 

estrato apoyado en una base rigida. 

Se puede apreciar la tendencia al uso de modelos que representen 

las condiciones reales del problema de interación 
• 

suelo-estructura. Es en éste sentido que se propone en el presente 

trabajo un modelo con cimentaciones rectangulares incrustadas en 

un estrato. En la figura 1.1 se esquematiza los modelos estudiados 

por los distintos autores. 

~ -~' 
s~ .... .:cs~._, .. , 

Figura 1.1 - Modelos de interacción suelo-estructura 
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2. BASES TEORI CAS 

En el presente capitulo se incluyen algunos conceptos básicos que 

son de gran utilidad para la formulación y solución del problema. 

Como ya se mencionó anteriormente. la técnica usada para el 

análisis es la de expansión de funciones de onda. por tanto es • 
conveniente referirse a la teoria de ondas. 

2.1. Propagación de ondas 

Se considera en primer lugar la propagación de ondas en un medio 

elástico infinito. isótropo y homogéneo. En ausencia de fuerzas de 

cuerpo. las componentes del vector de desplazamientos en este 

medio son gobernadas por la ecuación de movimiento de Navier e 7 1 

------------------------------(2.1) 

Esta es una ecuación vectorial. donde u tiene tres componentes: 
e 7 1 

u. u. u. De acuerdo al teorema de Helmholtz cualquier 
i 2 3 

campo vectorial se puede expresar como la suma de dos potenciales. 

uno escalar 'P y el otro vectorial y,: 

u = "1 • 'P + "1xy, . con"1·y, =O--------- -------------------(2.2) 

Sustituyendo (2.2) en (2.1). se tiene: 

O r ("'>.+2••)if_.. _ ~l • L ,, ,-. • r ,._,.,,, J o . 

la cual es satisfecha si 

1 iJ2tp (A.+2µ) 
..,2 'P 2 

= ól = 2 a t 2 
• 

p 
Ot 

------------------(2.3.a) 

1 éJ2y, µ 
Ty, = rl = 

(12 a t 2 
• 

p ------------------(2.3.b) 
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Las dos expresiones. (2.3.a) y (2.3.b). son ecuaciones de onda. 

Las soluciones de la primera corresponden a perturbaciones 

elásticas de cambios de volumen sin cambios de forma. son ondas 

longitudinales. se propagan con velocidad a y reciben el nombre de 

ondas P (primarias). Las soluciones de la segunda representan 

cambios de forma sin cambio de voluaen. son ondas transversales. 

su velocidad de propagación es r y reciben el nombre de ondas S 

(secundarias). 

En las ecuaciones de arriba. X. es el coeficiente de Lamé. µ el 

módulo de cortante. p la densidad. de masa y el 

gradiente nabla 9 está dado por 

operador 

.... - iJ - iJ y=1--+1 
1 ax 2 C,x 

~ 2 

iJ 
+ i---

3 ax 
3 

-----------------------(2.4) 

Una de las soluciones de las ecuaciones de onda son las que se 

expresan con frentes de onda plan,os. las cuales pueden ser 

representadas en términos de potencia...les de desplazamiento por: 

(onda P) 

(onda S) 

,P = ,p
0 

f (X V 

V' = V'O g(X V 

a t). 

r t>. 

V= O ------------------(2.5.a) 

~ - O ------------------(2.5.b) 

cuyos desplazamientos correspondientes son 

Up = .., . ,p = ,po V f' (x V a t) --------------------------(2.6.a) 

Us = "lxVJ = V'º 
p g• (X V r t) . p v=O -------------------(2.6.b) 

donde ,p y V' representan las amplitUJdes de las ondas P y s. o o 
respectivamente; f y g unas funciones arbitrarias {prima indica 

diferenciación con respecto al arguaemto), x denota el vector de 

posición, v un vector unitario nor-.a.i al frente de onda y define 

la dirección de propagación en térai.Dlos de sus cosenos directores -
y p un vector unitario que indica la polarización de las ondas de 

cortante. 

Con referencia a la figura 1.1. si eni -el medio se escoge una linea 
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recta como el eje vertical (eje X} y se toma cualquier plano 
2 

perpendicular a la linea recta como el plano horizontal. las ondas 

de cortante con polarización paralela al eje 

llamadas ondas SH. aquellas con polarización 

horizontal X son 
9 

paralela al plano 

vertical ( plano X -X } son ondas SV. Las ondas P se 
1. 2 

polarizan 

siempre paralelas a la onda normal v. Es importante destacar que 
• 

el movimiento del desplazamiento de las ondas SH es perpendicular 

al plano de incidencia y está contenido en el plano horizontal. 

PL.."'o 
+i or i. lo,,.,"to.( 

Figura 2.1 - Polarización de las ondas 

Una función de especial interés es la función armónica exp(±iwt). 

donde w = 2n/T (Tes el periodo de la excitación} es la frecuencia 

circular. Se sobrentiende que solo la parte real o la imaginaria 

representa el movimiento. Para el caso de una onda SH se tiene. 

~=~o exp[-ik(x v - ~t)] 

---------------------------(2.7) 
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donde k es el número de onda y está relacionado con la frecuencia 

circular por k=w/~- En forma general. 

y.,(x.t) = ~ (x) 
i.wt. 

e --------------------------------------- ( 2. 8) 

es una solución de estado estacionario. Si se sustituye ( 2 .. 8) en 

(2.3.b). se tiene: 

-------------------------------------------(2.9) 

Esta ecuación se conoce como la ecuación reducida de onda o 

ecuación de Helmholtz. donde se puede apreciar que se ha eliminado 

la dependencia con el tiempo. 

Por las caracteristicas del movimiento generado por las ondas SH. 

en el medio se presenta un estado de esfuerzos y deformaciones 

fuera del plano. el cual está definido como (las direcciones 1.2 y 

3 corresponden p las de la figura 2.1): 

u = º· 1 u = º· 2 
--------------------(2.10) 

Los correspondientes esfuerzos serán: 

o 
13 

iJ w 
= µax, 

t 

o 
23 

iJ w 
= µFx, 

2 

(Y = e, 
H 22 

= e, 
33 

= ª12 = o ----(2~ 11) 

La simplificación en (2.10) reduce la tercera de las ecuaciones de 

Naviera una ecuación de onda escalar. 

2 
µ 9 W(x .x .t) 

1 2 
--- ·---------------------------(2.12) 

--2 2 2 2 2 
donde. el operador laplaciano es: ": = ~ /~x + ~ /~x 

1 2 

Las otras dos ecuaciones se satisfacen idénticamente. 

Si se considera, por ejemplo, la propagación de onda armónicas SH 

a través de un medio homogéneo, las ondas que emanan de una fuente 

determinada son llamadas ondas incidentes y pueden ser expresadas 
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con lá ecuación (2.7). Si en su trayectoria se presenta una 

discontinuidad en las propiedades del material o bién una 

obstrucción cualquiera. es necesario la existencia de ondas 

reflejadas y refractadas a fin de satisfacer las condiciones de 

continuidad de esfuerzos y desplazamientos en esta interfase. Para 

fines prácticos,la refracción de ondas en la interfase de un 

sólido elástico. con el aire puede ser despreciada. Las ondas 

reflejadas pueden ser expresadas también con la ecuación (2.7). 

Ahora. si se inserta un obstáculo en la trayectoria de 

propagación, al chocar las ondas con el obstáculo. cada particula 

en la frontera de éste actúa como una fuente secundaria que emite 

ondas radialmente hacia fuera. De aqui que en estos casos es 

necesario expresar las funciones de onda como una combinación de 

funciones radiales y angulares. Tomando como funciones radiales 

las funciones de Hankel de primera y segunda especie. H< 1> H< 2 
) • 

n • n 

y como funciones angulares las funciones trigonométricas Cos(n8} y 

Sen(n0), se tiene que el producto de una función radial por una 

angular constituye una función de onda. Dichas funciones de la 

forma. 

H
( 1},(2} 

(kr) 
cos 
sen n=O. 1. 2 .... ---------(2.13) 

n 

satisfacen la ecuación de Helmholtz en coordenadas polares planas. 

1 
+ -z 

r -----------------(2.14) 

Las funciones de onda como en (2.13) se obtienen usualmente al 

resolver la ecuación ·de Helmholtz (2.14) por el método de 

separación de variables. 

( 1} 
Las funciones de Hankel de primera especie H (kr). y de n 
especie H< 2 >(kr). están relacionadas con las funciones de 

n 

de primera especie J (kr) y de segunda especie Y (kr) por: 
n n 

8 
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H(U(kr) = J (kr) + i y (kr) --------------------------(2.15.a) 
n n n 

i Y (kr) --------------------------(2.15.b) 
n 

Cuando las fun~iones en (2.13) son combinadas con el factor tiempo 
iWl e ,éstas representan ondas cil1 ndricas.. Del com.portam.iento 

asintótico de H< 1 >,<2 > ( kr) , 
n 

H< 1>,<2 > ( kr) 
n • k r -+00 > 

r,¡:-' ±i(kr 
,I ñ"kr e 

1+2n --
' 

n) • 

se encuentra que la función H< 2 > (kr) cos(ne)eiwt. 
n 

representa una 

onda cilíndrica divergente, esto es, la onda se propaga alejándose 

del origen del sistema de coordenadas hacia el infinito. 

Similarmente, la función H< 1 > ( kr) C ( e) iwt. t n os n e represen a una 
cilíndrica convergente hacia el origen. La elección de una u otra 

de las funciones radiales y angulares dependen esencialmente de la 

física del problema. 

2.2. Teorema de adición de Graf 

En ocasiones es necesario transformar un campo de ondas de un 

·sistema de coordenadas a otro con la particularidad de que dicho 

campo conserve su form.a original: por ejemplo. la transformación 

de un campo de ondas cil! ndricas de ( r , e ) a 
i i 

que al expresarlo en (r .. e.) 
J J 

sigan 

(r_ .e.), de manera 
J J 

representando ondas 

cilíndricas.Esto es posible con la ayuda del teorema de adición de 
Grafcel. Con referencia a la figura 2.2. éste teorema se presenta 

en la siguiente forma: 

(n~w>{ 
cos(n;t) m=OO 

{ cos(ma) 

I = ( (U) J (V) ----------(2.16) 
sen(nx) n+m m sen(mot) 

m=-00 

con IV 
+i.Ot 1 e- < IUI 

9 
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donde Jm(V) es la función de Bessel de primera especie y orden m. 

La función ( puede ser cualquiera de las funciones de Hankel o de 

Bessel. Cuando C: =J y n=o,1,2, ... , la restricción dada no es 

necesaria. 

{i) 

Figura 2.2 - Teorema de adición de Graf. 

En particular, para el problema de interacción que se presenta en 

este trabajo, este teorema se utiliza para expresar un campo de 

ondas en un sistema de coordenadas determinado a fin de satisfacer 

las condiciones de frontera con respecto a éste sistema. 
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3. FORMULACION DEL MODELO 

3.1. Descripción del ■odelo 

En la figura 3.l se muestra el sistema bidimensional de 

interacción dioo.mica estructura-suelo-estructura. Las estructuras, 

de altura h. y ancho b.·. se idealizan como vigas unidimensionales 
J J 

de cortante, y se encuentran desplantadas sobre cimentaciones 

rigidas de sección transversal rectangular. de profundidad d. y 
J 

ancho e.. A lo largo de todo el trabajo el 1 ndice j vale uno o 
J 

dos. según se trate del sistema de la izquierda (1), o el de la 

derecha ( 2) . 

La suposición de que los cimientos se desplazan como si fueran 

infinitamente rigidos. no siempre es válido; sin embargo, en la 

práctica la mayoria de las estructuras para las que la interacción 

es un aspecto importante, poseen cimentaciones que se comportan de 

manera esencialmente ri gidac91
. 

Las cimentaciones se encuentran incrustadas en un estrato de suelo 

elástico lineal, isótropo y homogéneo de espesor H. el cual se 

apoya en una base rigida con movimiento armónico que genera ondas 

SH. 

Dada la geometria del problema, se podria expresar los campos de 

onda en un sistema de coordenadas cartesiano. sin embargo la 

solución resulta muy costosa. pues es necesario satisfacer las 

condiciones de frontera en el sentido de colocación; para ésto se 

imponen dichas condiciones de frontera en P puntos de la interfase 

suelo-cimentación. En términos de tiempo de proceso de una 

computadora esto puede resultar poco económico. por tanto es 

preferible el uso de campos de onda cilindricos. con los cuales 

las condiciones de frontera se definen en forma continua con una 

sola coordenada (el radio). Es evidente que existe una 

incompatibilidad en cuanto a las geometrias de la cimentación y de 

la ondas cillndricas difractadas, de agui que sea necesario hacer 

uso de un artificio. como lo es el de encerrar las cimentaciones 

11 



por medio de unas fronteras ficticias de forma semicircular. 

Se definen seis sistemas de coordenadas, que según la conveniencia 

se manejan como polares o cartesianos. Los dos primeros (r.,e.) 
J J 

con origen en el centro de cada cimentación sirven para construir: 

los campos de qnda difractados por las fronteras ficticias, los 

campos de onda dentro de los dominios O~ y el movimiento de campo 
J 

libre. Los cuatro siguientes (rjk ,ejk} se encuentran localizados a 

una _distancia 2H, hacia arriba y hacia abajo, de la superficie 

libre y sirven para construir los_ campos reflejados por la 

superficie libre y la base rrgida. El indice k vale 1 si el campo 

se refiere a la base rigida, y 2 a la superficie libre. Los campos 

Wjt son imtgenes de Wj. y a su vez Wj
2 

son imtgenes de Wjt. 

12 
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I" J, 1 
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')(., 

11 

.l,1,' '-'\ ,I '/ '-''/// '\.'-\ ,',',1 \'-\;'/,1 '-' '-//,1 ''-'/# ,\\//,\.\.'-//,'-'-'A+'\\\. ,',',1 ,,,,....,.._. ,\.V// ,,,,,,,1'\.,,/// ',.'>\./;'/,' '\/,/ '-'- \. ;-,,-, '-'-'/H"V/,1\.',." 

• º"'d"-!, 6+t - ~.:: A.! e. ,wt 

e---'-----"·· 11.,. \ 

Figura 3.1 - Modelo de interacción estructura-suelo-estructura 

13 



3.2. Formulación matemática 

• 3.2.1. Construcción de los campos de ondas 

En un medio elástico lineal. isótropo y homogéneo el 

desplazamiento,W en la dirección z que genera la propagación de 
s 

ondas armónicas SH, satisface la ecuación (2.9) de Helmholtz: 

~w + k2 w = º· en 
r,,R rie e; - 1,2) ------------- ( 3. 1) y 

s 

donde: 

... 
s s J 

k = w/{3 y /3 = ✓ µ. /p 
s s. s s s 

k = Número de onda de cortante del suelo. 
s 

w = Frecuenc.ia de excitación. 

[3 = Velocidad de propagación de ondas de cortante en el 
s 

suelo. 

µ=Módulo de cortante del suelo. 
s 

p = Densidad del suelo. 
s 

En el dominio ne el campo total We se puede construir con el 

principio de superposición como: 

- --- ----------- ----------- ( 3. 2) 

donde: Wi. +Wr = movimiento de campo libre en ausencia de las 

estructuras. Si la base presenta un movimiento armónico W = ¿ ei.wt 
. g g 

que genera ondas SH. el campo r¡f +W en ( x . . y.) está dado por • la 
J J 

ecuación (2. 7): 

i. 
W (x_ .Y.) + 

J J 

r 
W ( x .. y. ) = ~ ~ exp ( ik y.) 

J J et et J 

i.wt 
e ---(3.3) 

/:;. 

donde: ~e= 2 c~(k H) ----------------------------(3.4) 
s 

d 
W.= campo difractado por la cimentación j, el cual debe ser 

J 

simétrico con respecto a y .. y se puede expresar en (r. ,0.) como 
J J J 

14 



una éxpansión de ondas cilindricast 7
J: 

(X) 
d 

W.(r.,0.) = J• (2> i.Wl 
A [ E A H ( k r. > cos ( 2ne. ) ] e 

s n=O n 2n e J J 
------------(3.5) 

J J J 

donde Aj= coeficiente complejo indeterminado y H< 2
>(·) =función de n . m 

Hankel de segunda especie y orden ■-

11.k = campo reflejado por la fuente imágen jk, el cual debe ser 
J • r d r 

simétrico con respecto a Y . W es im~gen de W _ y W a su vez de 
j ji J j2 

11. . por tanto en ( r .. e.> pueden ser expresados como : 
Ji J J 

(X) 
j <2> i.Wl ,._ r t"' A H ( k r .k ) ( 2 A ) 1 ~ e L LJ n 2n e J cos n .... jk J e 

n=O 

------(3.6) 

En el dominio O~ el campo ~se puede construir con superposición 
J J 

de ondas planas. De la figura 3.2. 

Figura 3.2 - Campo de ondas planas en oª 
j 
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w
11 

= w + w • + w + w • j 1 1 2 2 ----------------------------------(3.7) 

donde~ y Wj están dados por la ecuación (2.7). 

(3.7) se llega a: 

W~(x_,y.) = 
J J J 

i.wt. 
[ 4 cos(k y_ sen"' ) cos(k x. ·cos~m)J e 

e J "'m e J 

m ... ·. 

Desarrollando 

-------(3.8) 

Por .tanto. 

1(-cx.,y,) = t. 
J J J s 

~ BJ j 
L.t m W (x.,y.) 

m= 1 m J J 
en ---------------(3.9) 

3.2.2. Condiciones de frontera del problema 

Fronteras ficticias: Las condiciones de frontera que se deben 

satisfacer en las fronteras ficticias son de continuidad de 

desplazamientos y esfuerzos: 

lr.=a. 
J J 

lr.=a. 
J J 

o s e. s n 
J 

o s e. s n 
J 

----------(3.10) 

----------(3.11) 

Cimentaciones: Las condiciones de frontera·que se deben satisfacer 

en las fronteras r- (interfases suelo-cimentaciones) son de 
J 

continuidad de desplazamientos y equilibrio de fuerzas: 

w': lrj 
we ,._e i.Wt 

= = -. e 
J J J 

----------------------------------(3.12) 

s E He we = F + F 
j j j j ----------------------------------(3.13) 

donde: 

A:= Amplitud de desplazamiento de la cimentación j_ 

He= Masa por unidad de longitud de la cimentación j_ 
j 

j 
Fuerza por unidad de longitud que genera el suelo sobre 

cimentación j, la cual está dada por: 

16 
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e./2 d. 

r 
J 

~ 
J 

~ l r " 1 r {J 

1 Fª 2••ª J dx J i.Wl 
= + dy. e j 

,-.. 

l ! ly.=d. 
j J 1 X.=e./2 J 

J 

" Y. a X. 
J 

J J J o J J J 

-----(3.14) 

Desarrollando ékta expresión se llega a: 

sen(k e./2 coslp) sen(k d. seny,) l 
e J m e J m 

seny, cosy, 
m m J 

i.Wl 
e 

m=i. 
-----(3.15) 

donde: 

s 2 H9 / (k2 '' = ,., e.d.) ,-. . 

H~ 
j s J J 

= masa por unidad 
J 

cimentación j_ 

s 
y H. = 

J 

de longitud 

p e.d. 
s J J 

del suelo removido por la 

r. = fuerza por unidad de longitud que genera la estructura j 
J 

sobre la cimentación j. Dado que la estructura j se modela como 

una viga unidimehsional de cortante (figura 3.3). la ecuación que 
Ci.Ol gobierna su movimiento es 

a2 rJ'-. <Y .. t> 1 
J J = 

a 2 ((1~)2 Y. 
J J 

donde: (1~ ✓ µ~ = 
J J 

¿t2 

/ 

W.(y.,t) 

a 

E p, 
J 

J J 

t 

í 
¡,.. 

,l 

2 

~-
4 

1- b.. -1 • 

---------------------------(3.16) 

Figura 3.3 - Modelo unidimensional de viga de cortante 
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Resolviendo (3.16). considerando respuesta armónica en el tiempo, 

se llega a: 

wcy . t> = 
j j 

Y, como 

FE 2 
M~ = ,., 

w 
j J 

donde k~ = 
J 

,..e E E E l i.Wt 
~ cos(k. Y.) + tan(k. h.) sen(k. y.)J e j J J J J J l 

r. • E aw. / éty. 
ly.=o 

tiene: = µ_ . se 
J J J J 

J 

E 
h.) tan(k. 

i.Wl J J Ac e ..a. 

k~ h. J 
----------------------(3.17) 

J J 

número de onda de cortante en la estructura j_ 

A pesar que el modelo de la estructura es unidimensional, mientras 

que el modelo del suelo es bidimensional. ambos son perfectamente 

compatibles, ya que tanto los desplazamientos como los esfuerzos 

generados por uno u otro modelo son fuera del plano. 
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4. SOLUCION 

Interesa conocer la amplitud del movimiento en cada cimentación; 

para ésto se sustituye la ecuación (3.12} en (3.13),resultando: 

+r. 
J 

--------------------------------(4.1) 

Reemplazando (3.15} y (3.17} en (4.1), y despejando se tiene: 

M 
,..e = e A T" Bj .+. j ..... .... L, 'f"m . J j • m 

m=t 

-----. --------------------------------(4.2) 

donde: 

8 (le~ h . / k
2 

e . d . l 
e = 

j 

</> j = 
m 

J J s J J 

Or /H~ ) tan ( k~ h . } + ( H~ /H~ } k~ h . 
-----------------(4.3) 

J J J J J J J J 

sen(k e./2 cos~} sen(k d. sen~} 
s J m s J m -----------------(4.4} 

sen~ cos~ 
m m 

De la ecuación (4.2). se puede apreciar claramente que las 

incógnitas del problema son los coeficientes indeterminados Bj 
m 

(m=l.2 ... ,H; j=l,2}. Dichos coeficientes se calculan al satisfacer 

las condiciones de frontera en las fronteras ficticias y en las 

·cimentaciones (ecuaciones 3.10. 3.11 y 3.12}; sin embargo dichas 

ecuaciones no se pueden resolver idénticamente. Para su solución 

se empleará el método de los minimos cuadrados. 

Para satisfacer las condiciones de frontera impuestas en el 

problema. es necesario representar cada campo de ondas referido a 

los sistemas 

primeramente, 

sistema de 

funciones de 

de coordenadas (r .e) y (r ,e). Para esto. 
t t 2 2 

es conveniente expresar el campo w'! como función del 
J 

coordenadas (r .. 6.) y desarrollarlo en serie de 
J J 

ondas cilíndricas. De la ecuación (3.8) y 

sustituyendo en (3.9i:(en lo sucesivo el 

sobrentiende a lo largo del trabajo) 

factor tiempo i.wt 
e se 

19 



lf'<r .. 6.) 
J J J 

00 

= 4 t. ~ 
e L. 

n=O 

~ (-1) 
n 

n 
J

2 
(k r) 

n e J cos(2n~ >]cos(2ne.) 
m J 

--------(4.5) 

donde e = factor de Neuman (e = 1 y e = 2. n ~ 1). 
n o n 

Similarmente. el campo libre Wi.+W en (r. ,t}.) ser~: 
J J 

i. . r 
W (r . . ~.)+W (r .. e.) = 2 

J J J J 

00 
A ~ e-­

......, e l.., c-n 
r1Z1Ü"" 

~ J
2 

( k r. ) cos ( 2n~ . ) 
n e J J 

-------(4.6) 

Para referir los 
~k 

d 
los campos y W. a sistema de coordenadas 

J 

Cr,0) se utiliza el teorema de adición de Graf. En las figuras 4.1 
J J 

y 4.2 se ilustra la aplicación de éste teorema en la 

transformación de los campos de ondas. 

Al comparar las figuras 4.1 y 4.2 se puede observar que los 

ángulos ejk y~ correspondientes a cada transformación son de la 

misma forma. Por_ tanto es posible expresar los campos en una forma 

general. Desarrollando en cada caso la ecuación (2.16) se llega a: 

w1'+ k(r.,e.) = 
J-:l' J J 

w~+ e r .. e.> = t. 
J _:l l l s 

e ( -1 ) n+m KH ( 2k H) AJ J ( k r.) cos ( 2m0. ) 
m nm s n 2.m s .) .) 

---------(4.7) 

~ j±i 

L(E /2)KH (k U,¡")A J (k r.)cos(2m8.) 
m nm s n 2m s J J 

n=O 

00 00 

l l j±:l 
± LH ( k u , y ) A J 

2 
( k r. ) Eien ( 2me.) -- ( 4 _ 8) 

m=O n=O nm e n m e J J 

00 
\ 
L. 

m=O 

En estas expresiones: 

KH (2k H) = H<2.> (2k H) + H< 2 > (2k H) 
nm s 2<n+m> s 2(n-m> s 

20 



e., 

o,(s!!.g l , 
o1.:!!+9 

Z 1 

e} Wl; ( (l?, ~L\ 4 ~: ( (,6 1 •,) 

----.-~ 

Figura 4.1 - Transformación de los campos de ondas a (r ,e) 
. i i 
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. 
)(.¡ © ). z.i 

v:Yc ez.,= r-.,., 
!ll ,,. 

o<.• 1. - '\. 

'{:21,f 

Figura 4.2 - Transformación de los campos de ondas a (r ,e) 
2 2 
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KH (k u.y) = cos(2(n+m)y) H< 2
> (k u) + cos(2(n-m)y)H< 2

> (k u} 
nm s 2(n+m> s 2<n-m> s 

u = + D2 
-i 

y = tan (2H/D) 

KH (k D) = [ H< 2
> (k D) + H< 2

> (k D}] /2 
nm s 2<n+m> e 2<n-m> e • 

LH (k u.y) = sen(2(n+m)y) H< 2
> (k u) - sen(2(n-m)¡,") H< 2

> (k u) 
nm s 2<n+m> s 2Cn-m> s 

{ :: si j = 1 
En j:t1 si j 2 = 

H = Espesor del estrato 

D = Separación entre las dos estructuras 

Por tanto, en el dominio nª el campo total wª referido al sistema 

de coordenadas (r .. 0.) se construye sustituyendo (4.6). 
J J 

(4.7). 

(4.8) y (4.9) en la ecuación (3.2): 

wª Cr .. e.) 
J J 

2& 
n n 

J (k r.P· 
2n e J 

El 1 ndice m se cambia por n • y n por l . 

Ahora. es posible desarrollar las ecuaciones de continuidad de 

desplazamientos y esfuerzos en las fronteras ficticias e interfase 

suelo-cimentaciones. 

Fronteras ficticias: 

De la ecuación (3.10) - continuidad de desplazamientos -

00 ¿ (-l)n [KHln(k
8
u,y) - KHtn(k

8
D)] ~±t + (-1)t[KHtn(2k

8
H) -

t=o 

H< 2 >(k a.) 
2 l s J ] 

Jl(ka.) 
2 -s J 

Bj cos(2n">P) = 
m m 

----------(4.11) 
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De la ecuación (3.11) - continuidad de esfuerzos -

00 

\ (-l)n [ KHt (k u,y) - KHL (k D)] 
tfo n s n s 

• 
( 2 > ' 

H t (k a.) ] . M . 
2 SJ J \J 

J , ( k a . ) AL + 4 l B m cos ( 2n~ m ) = 
2 n s J m=i 

Donde prima indica diferenciación. 

Cimentaciones: 

--------(4.12) 

De la ecuación (3.12) - Continuidad de desplazamientos -

M 

Bj ¿ [ C. (/> j - 4 cos(k Y. senl.J) ) cos(k e./2 COSJ.JI ) ] = o, 
J m s J m s J m m m=t 

o :s; :s; d. -----(4.13.a) y, 
J J 

M 

Bj 2 [ c. ,+, j - 4 cos(k d. sen~m ) cos(k X. COS"' ) l = O, J .,.,m s J s J 't'm J m m=i 
-e./2 :s; $ e./2 ----(4.13.b) X. 

J J J 

Ya se mencionó anteriormente que éstas ecuaciones no se pueden 

satisfacer idénticamente. En las fronteras ficticias (ecuaciones 

4.11 y 4.12) existe un error definido por 

{ } 
r J Ed \. 1 [ [ D] [ F] . [ H] ] 

r JAt. l r {I} 1 

t 
l I 

J 
l I ·+ 

t J t' j J J-i = = 
J { t' } [ D] [ G] . [ H] {A}. {I} 

J J J 

{B}. 
J -----(4.14) 

Donde: 

r D l r nr 
- KHt (k D))] , n,1 0,1, ... ,LN L nlJ = L (-1) "KHt (k u,;") = n s n s 
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6 
nt 

H <Z> ( k a.) 
)1 2t s J 

J 
t 

(k a.) J J • n.l = 0,1 .... LN ~\ 2 s J 

6 H< 2 >'(k a.) 

) ] . nt 2 t s J 
n.l 0,1, .... LN 

J t'(k a.) = 
&t 2 s J 

[ H ] = [ 4 cos ( 2nlf' ) ] 
nm m 

n = 0,1 .... ,LN, m = 1,2 ..... M 

n = 0.1 ..... LN 

En las cimentaciones (ecuaciones 4.13.a y 4.13.b) existe un error 

definido por: 

Qonde: 

{J.} T 
J 

{K.} T 
J 

{B.} 
J 

-------------------(4.14) 

{J (x,)} = Je ,,;..J - 4cos(k d. sen~ )cos(k x. cos~ >}. m= 0,1 .... ,M 
m J 1 j 't'm s J m s J m 

{K (y.)} = {C<P :i_ 4cos(k y. senlf' )cos(k e./2 coslf' H. m=0,1 .... ,M 
m J J m s J m e J m 

Para la solución de las ecuaciones se utilizará el mQtodo de los 

minimos cuadrados. Aplicando el método, el error cuadrático en las 

condiciones de frontera queda definido por: 

o bién : 

1T 
e./2 

2 f 
1T ¿:s s• J x• F:2 ~ r Ed de. r s 

cte. r X 

= a E + ª· E. E. + 2 E. E. dx. + 
j!"j,l 

j J j j J J J J J J J J J J o o o 

-----------------------------(4.15) 
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Donde el signo• implica conjugación. 

e -2- -- E2 ( Aj Aj omo. ~ 
0

, 
1 
•...• B j ) 1 . a 

M 
condición 

de mi nimo está dada por : 

iJ E2 

·• = o . i = O, 1, .... LN ---------------------(4.16) 
iJ AJ 

\. 

iJ E2 

·• = o . 
iJ BJ 

k 

k = 1. 2, ... , H ---------------------(4.17) 

Desarrollando las ecuaciones (4.16) y (4.17) se llega al siguiente 

sistema de ecuaciones: 

[ C] u [ C] tz [ C] 13 [ C] u {A} 
1 

{D} 
1 

[ C] 21 [ C] 22 [ C] 23 [ C] 24 {A}2 {D}2 

-----(4.18) = 
[ C] 31 [ C] 32 [ C] 33 [ C] .34 {B} 

1 
{D} 

3 

[ C] ,1 [ C] 42 [ C] 43 [ C] 44 {B} 
2 

{D} 
"' 

Donde: 

[ C. l] 
\. 11 

[6 .H< 1 >'(k a.) - (-1)iKH~(2k H)] [6 H< 2 >'(k a.) - (-l)lKH (2k H)]) 
n\. 2n s J \. n s nl 2n s J --7.n s 

2 2 a * 
+ (a.+ /4)([ J (k ª·+ )] +[ J '(k ª·+ )] )[ KH. (k D) - KH. (k u,y)] 

J-1 2n s J-1 2n s J-1 \. n s \. n s 

[ C] 
11 

con j=l 

[ C] 
22 

con j=2 
-----------(4.19) 

00 

[C] [C] = [E ( /4)( [J (ka.)] 2
[6 H<

2 >(ka.) -
it 12 = it 21 n = 

0 
aj 2n s J nl 2n s J 
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(-l)lKHl (2kH)] + [J '(ka.)]
2[6 H(

2
)'(ka.) - (-l)lKH (2kH)]) 

n s 2n s J nl 2n s J -"'ln s 

* :a 2 < i) 
[ KH". n( k

8
D) - KH. ( k u . y ) ] + (a.+ / 4) ( [ J ( k a.+ ) ] [ 6 . H ( k a.+ ) ] 

l. n s J-i 2n s J-i nl. 2n s J-i 

+ [ J ' ( k a. ) ] ~ [ 6 . Hu> ' ( k a. ) - ( -1 ) i ( KH ~ ( 2k H)] ) [ KHl ( k O) -
2n s J±i nl. 2n s J±i l. n s n s 

[ C] 
12 

con j=l 

[ C] con j=2 
2i 

---------------(4.20) 

. :a 
- (-l)"KH. (2k H)] + 

l.n s 

[J '(k a.)] 2 [6 .H<t>'(k a.) 
2n s J nl. 2n s J 

(-1) i.KH~ (2k H}] )}] --.,.-------( 4 _ 21} 
l.n s 

* :a 
[ C] 1 9 = [ C] 9t con j=l. [ C] 2 4 = [ C] 42 con j=2 

:a :a 

[Ci.m]i4 = [Ckl]4i = [Cim]29 = [Ckl]92 = 

[ ~ { a. cos ( 2nlf' ) ( [ J ( k a . } ] 
2 

+ [ J ' ( k a . ) ] 
2
) [ KH a ( k D) 

J m 2n s J 2n s J l. n s 
n=O 

KH~ (k u,y}]} ] ------------------------------------------(4_22) 
l.n s 

:a :a 
[ C] y [ C] con j = 1 . [ c 1 y [ C] con j =2 i4 92 J 4i 29 

[ ck ] = [ ck ] = [ ~ { 4 a . cos e 2nlf' k ) cos ( 2nlf' ) ([ J e k a . } ] 
2 

+ 
m 99 m 44 n = 

0 
J m 2n s J 

[ J
2

~ (k
9
aj}] 

2 
) + (P!m/2rren) + (Q!m/2rren)} ] [ C] 99 con j=l --(4.23) 

[ C] 
44 

con j=2 

[ e J - [ e J = [ o] km 94 - km 49 (matriz de ceros} -----------------(4.24) 
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{D} 
i t { 

00 [ n 2 < t> 
= {D.} = E ( (-(-1) /2) a.([ J (k a.)] [ 6 .H (ka.) -i 2 J 2n s J ni 2n s J 

n=O 

+ ª·+ ([ J (k ª·+ •)] 
2 

+ [ J • (k ª·+ )] 
2
)[ KH~ ·(k D) - KH~n(k

9
u,y)] ]J}. 

J-1 2n s J-1 2n s J-1 in s ~ 

{D}
1 

con j=l. {D}2 con j=2. ------------------------------(4.25) 

{Dk}
9 

= {Dk}
4 

= {,~o ( -2(-l)n aj cos(2nipk) ( [ J 2n (k
8
aj)] 

2 
+ 

[ J • (k a.)] 2))}, {D} con j=l y {D} con j=2 -------------(4.26) 2n s J 9 4 

En estas ecuaciones : i.. • l = O. 1 . ___ • LN; k . m = 1 • 2 ..... H. 

En la ecuación (4.23): 

4 C. 
= e; <P! <P~ e/2 - --¡,:-2-

s [ 

<Pkj cos(k d. sen-y,) sen(k e./2 cosy,) 
s J m s J m 

COSY, 
m 

+ k 
Bcos(k d.sen'Y'k)cos(k d.sen'Y') 

s J s J m 

s 

( 

sen(k e./2(cosip -cosy,k)) 
s J m + 

COSY,m- COSY,k 

sen(k e./2(cos'Y' +cosy,k)) 
s J m 

COS'Y'm + COSY,k 

k e.+ 
s J 

sen(k e. cosip) ] 
s J m ) -----'---

cosy, 
m 

--------------------------(4.27) 

Qkjm = C~ <Pj <Pj d. 
J k m J 

4 C. 
J 

- -k-
s [ 

<Pj cos(k e./2 cos'Y') sen(k d. sen-y,) 
k SJ m SJ m 

sen-y, 
m 
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( 
sen(k d.(sen~ -sen~k)) 

s J m · 
+ sen~m- sen~k 

2k d. + 
s J 

sen(2k d. 
s J 

sen~ 
m 

sen(k d.(sen~ +sen~k)) 
s J m 

sen~m + sen~k 

------------------------(4.28) 

Al resolver el sistema de ecuaciones (4.18), se obtienen los 

valores de los coeficientes indeterminados Bj. y al sustituir en 
m 

(4.2) se tienen las amplitudes de los desplazamientos en las 

cimentaciones. De aqui es posible calcular las funciones de 

transferencia para cada sistema. las cuales están dadas por: 

"e 
W. 

H.(w) J = = 
J w 

g 

!::. e 
J 

!::. 
9 

-------~------------------------------(4.29) 

• ~ M~XIII) 

-----DG='FI 
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S. CONCLUSIONES 

En este trabajo se ha presentado el desarrollo analltico de un 

modelo para estudiar el problema de interacción entre dos 

estructuras y un estrato de suelo. Como caracterlsticas 

principales del modelo se pueden mencionar: se consideran 

cimentaciones con secciones transversales rectangulares y un 

estrato de suelo apoyado en una base rlgida. 

Por limitaciones de tiempo se presenta únicamente la solución 

analltica, sin embargo el objetivo principal es hacer un análisis 

paramétrico a fin de poder establecer en que medida puede ser 

importante el efecto de interacción estructura-suelo-estructura. 

Finalmente, es posible incorporar es éste trabajo algunos mejoras 

que permitan modelar en forma más aproximada el problema real, 

como por ejemplo, incluir el amortiguamiento de los materiales, 

asl como la modelación de una frontera en la base del estrato que 

no sea infinitamente rlgida. 
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