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RESUMEN

Se desarrolla un mé¢todo analitico para resolver el problema de
interaccién dinamica de dos estructuras c¢on un estrato blando

asentado en una base rigida.

El sistema interaccidén estructura-suelo-estructura se modela
compuesto por dos edificios de cortante apoyados en cimentaciones
rigidas de seccién transversal rectangular, 1las cuales estan
’embebidas en un suelo blando elastico 1lineal, isétropo y

homogéneo. A su vez el estrato blando se apoya en una base rigida.

El modelo pretende incluir varios de los parametros del problema
real. El1 efecto de la condicién geoldgica local es investigada
para ondas arménicas SH. Se presenta 1la solucién analitica, a
_partir de 1la cual se pueden calcular las funciones de

transferencia de los sistemas.




: 1. INTRODUCCION

En forma muy general se puede definir 1la interaccién dinamica
suelo-estructura como al conjunto de efectos de 1las condiciones
locales del suelo en las caracteristicas del movimiento sismico en
la base de un edificio. Se dice que existe interaccién
suelo-estructura, si el movimiento de un punto cualquiera ubicado
en la entrecara suelo-estructura difiere del movimiento que
ocurriria en este punto en el campo 1libre, si no estuviera 1la

estructura.

En la mayoria de los estudios donde se considera 1la interaccién
suelo-estructura, se toma en cuenta sélo la interaccién entre una
estructura y el suelo que subyace a ésta, idealizando generalmente
el suelo como un semiespacio, e ignorando la presencia de otras

estructuras cercanas, asi como de irregularidades geolégicas.

B

[11]
Para este caso, Luco , muestra que para terreno duro Yy

frecuencias bajas se obtienen desplazamientos y fuerzas cortantes
en la base mayores que los calculados cuando no se toma en cuenta
la interaccié¢n. Kobori y Shinozaki[21 estudiaron el problema de
interaccién entre una estructura ' 4 un valle aluvial
semicilindrico; sus resultados hacen ver que cuando la estructura
esta localizada cerca de una orilla del valle y sujeta a
incidencia horizontal por la orilla opuesta; se presentan las
amplificaciones dinamicas mAas siginificativas. ‘

Luco vy Contesse[a’. estudiaron la interaccién dindmica entre dos
estructuras y un semiespacio, encontrando que la presencia de otra
estructura cercana produce un efecto adicional de interaccién
especialmente importante para frecuencias bajas y en la cercania
de las frecuencias naturales de 1la segunda estructura. -Para
frecuencias altas muestran que es suficiente considerar la

interaccién entre cada estructura y el suelo.

La interaccién entre varias estructuras en un semiespacio fue

estudiada por Wong vy Trifunac[4’; su trabajo muestra que la




dispersién, difraccién e interferencia de ondas, de y alrededor de
varias cimentaciones con las ondas incidentes SH pueden conducir a
una proteccién significativa, asfi como a una amplificacién del

movimiento de entrada para cualquiera de los edificios.

Avilésts], prqgenta una solucidn al problema de interaccién
dinamica entre dos estructuras a través de un valle aluvial. Sus
resultados indican la importancia de los efectos de interaccién,
los cuales dependen especialmente de la separacién entre
estfucturas, la rigidez del valle aluvial y el Angulo de

incidencia de las ondas arménicas SH.

En este trabajo se desarrolla una técnica analitica para analizar
el problema de interaccién dinadmica entre dos estructuras y un
estrato blando. El modelo bidimensional de interaccién
estructura-suelo estructura estd compuesto por edificios de
cortante desplantados sobre cimentaciones rigidas de seccién
transversal rectangular, las cuales estan embebidas en un estrato
de suelo elasticp lineal, isétropo y homogéneo. A su vez el
estrato blando se apoya en una base rigida. Con el fin de
simplificar el manejo de la solucién, se introducen unas fronteras
ficticias alrededor de cada cimentacién. La excitacién sismica se
supone esta dada por ondas arménicas SH dé incidencia vertical. El
problema se formula de manera similar al trabaljo desarrollado por
Avilés et al'®’: como uno de difraccién de ondas elasticas usando
imagenes miltiples y se resuelve con un método de frontera, en el
que las funciones de 1la expansién son soluciones base de 1la
ecuacisén que gobierna el problema y 1los coefecientes de 1la
aproximacisn se determinan al satisfacer 1las condiciones de

frontera en el séntido de los mi nimos cuadrados.

Es importante destacar los siguientes puntos con respecto a: los
modelos usados en los trabajos que se hacen referencia: a) en
cuanto a las cimentaciones, en todos los estudios, se idealizan
éstas con una seccidén transversal de forma semi-circular, b) en lo
que toca a la modelacién del suelo, se observa una progresiva

evolucisn; primeramente se idealiza ¢éste como un semiespacio,
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posteriormente se considera la presencia de un valle aluvial de
forma semicilindrica en un semiespacio y finalmente 1la de un

estrato apoyado en una base rigida.

Se puede apreciar la tendencia al uso de modelos que representen
las condiciqnes reales del problema de interacién
suelo-estructura. Es en éste sentido que se propone en el presente
trabajo un modelo con cimentaciones rectangulares incrustadas en
un estrato. En la figura 1.1 se esquematiza los modelos estudiados

por los distintos autores.
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Figura 1.1 - Modelos de interaccién suelo-estructura
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2. BASES TEORICAS

En el presente capitulo se incluyen algunos conceptos basicos que
son de gran utilidad para la formulacién y solucién del problema.
Como ya se mencion$ anteriormente, 1la técnica usada para el
anilisis es la ge expansién de funciones de onda, por tanto es

conveniente referirse a la teoria de ondas.

2.1. Propagacién de ondas

Se considera en primer lugar la propagacién de ondas en un medio
elastico infinito, isdétropo y homogéneo. En ausencia de fuerzas de
cuerpo, las componentes del vector de desplazamientos en este

- - . . - - £?)
medio son gobernadas por la ecuacién de movimiento de Navier :

C+TU) + VU = p

Esta es una ecuacién vectorial, donde u tiene tres componentes:

[?21

ui, uz, u,. De acuerdo al teorema de Helmholtz . cualquier

campo vectorial se puede expresar como la suma de dos potenciales,

uno escalar  y el otro vectorial y:

u=Vep + Ixy , conV-y = 0 ~———————- e (2.2)

Sustituyendo (2.2) en (2.1), se tiene:

70 (+22)7°

70 720 S1 + Ix[uTw — o9l =0

3]
~¥ TAL MY Y ~Fvy = ’

la cual es satisfecha si

di azp 2 (A+2u)
VZP = z . 2 o = =S (2.3.a)
ol 2t
2
1 ay H
Vzw = z T3 ﬁz = ~—V - TTTTTTTTTTTTToTTo (2.3.b)
3 2t . .




Las dos expresiones, (2.3.a) y (2.3.b), son ecuaciones de onda.
Las soluciones de la primera corresponden a perturbaciones
elasticas de cambios de volumen sin cambios de forma, son ondas
longitudinales, se propagan con velocidad a y reciben el nombre de
ondas P (primarias). Las soluciones de 1la segunda representan
cambios de forma sin cambio de volumen, son ondas transversales,
su velocidad de propagacién es {3 y reciben el nombre de ondas S

(secundarias).

En las ecuaciones de arriba, X es el coeficiente de Lamé, u el
médulo de cortante, p la densidad de masa y el operador

gradiente nabla V est& dado por

. 9 9 9

VY =1i——+ 1 +
1 9x 2 8x 3 dx
1 2 3

e (2.4)

Una de las soluciones de las ecuaciom=s de onda son las que se
expresan con frentes de onda planmos, las cuales pueden ser

representadas en términos de potenciales de desplazamiento por:

(onda P) (] ®, f(x v—-—aot), Y

¥, Blxv-pf1t)y, ¢£=0 ——eommmm——mm—— (2.5.b)
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cuyos desplazamientos correspondientess son

Up = V-p

Py VE (X V —at) e (2.6.a)
¥, PB(XV-3¢t)y, pv0 —-——— (2.6.b)

Ue = Ixy

donde Po Y ¥, representan las amplitwdes de las ondas P y S,
respectivamente; f y g unas funciones arbitrarias (prima indica
diferenciacidén con respecto al argumsemnto), x denota el vector de
posicién, v un vector unitario normal al frente de onda vy défine
la direccisn de propagacién en térmimos de sus cosenos directores
Yy P un vector unita}io que indica la polarizacién de las ondas de

cortante.

Con referencia a la figura 1.1, si em el medio se escoge una linea
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recta como el eje vertical (eje Xz) y s8e toma cualquier plano
perpendicular a la linea recta como el plano horizontal, las ondas
de cortante con polarizacién paralela al eje horizontal X9 son
llamadas ondas SH, aquellas con polarizacién paralela al plano

vertical (plano Xi—Xz) son ondas SYV. Las ondas P se polarizan

siempre paralelas a la onda normal v. Es importante destacar que
; X
el movimiento del desplazamiento de las ondas SH es perpendicular

al plano de incidencia y estia contenido en el plano horizontal.

Plamo
H ore [ov\to.(

\ Onda p(‘w&

Figura 2.1 - Polarizacién de las ondas

Una funcién de especial interé¢s es la funcién arm®nica exp(tiwt),
donde w = 2n/T (T es el periodo de la excitacién) es la frecuencia
circular. Se sobrentiende gque solo la parte real o la imaginaria

representa el movimiento. Para el caso de una onda SH se tiene,

€
I

v, expl-ik(x v — 3t)]

. it
¥, expl-ik(x v + x v)]e T s s oo oo oo (2.?)

€
I




donde k es el numero de onda y est4 relacionado con la frecuencia

circular por k=w/?. En forma general,

wix.t) = 8(x) € oo (2.8)

es una soluci®én de estado estacionario. Si se sustituye (2.8) en
(2.3.b), se tiene:

s + k2% =0 e S (2.9)

Esta ecuacién se conoce comO la ecuacién reducida de onda o
ecuacién de Helmholtz, donde se puede apreciar que se ha eliminado

la dependencia con el tiempo.

Por las caracteristicas del movimiento generado por las ondas SH,
en el medio se presenta un estado de esfuerzos y deformaciones
fuera del plano, el cual esta definido como (las direcciones 1,2 y

3 corresponden a las de la figura 2.1):

o =< = o = =0 --—(2.11)

La simplificacién en (2.10) reduce la tercera de las ecuaciones de

Navier a una ecuacié$n de onda escalar,
2
2 oW
v "”"1"‘2-“ =P 32 » e (2.12)
donde, el operador laplaciano es: ?2 = gz/gxz + gz/gxz
4 2

Las otras dos ecuaciones se satisfacen idénticamente.

Si se considera, por ejemplo, la propagacién de onda arménicas SH
a través de un medio homogéneo, las ondas que emanan de una fuente

determinada son llamadas ondas incidentes y pueden ser expresadas
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con la ecuacién (2.7). Si en su trayectoria se presenta una
discontinuidad en 1las propiedades del material o bién una
obstruccién cualquiera, es necesario la existencia de ondas
reflejadas y refractadas a fin de satisfacer las condiciones de
continuidad de esfuerzos y desplazamientos en esta interfase. Para
fines practicos,la refraccién de ondas en la interfase de un
sélido elastico con el aire puede ser despreciada. Las ondas

reflejadas pueden ser expresadas también con la ecuacién (2.7).

Ahora, si se inserta un obstidculo en la trayectoria de
propagacisén, al chocar las ondas con el obstaculo, cada particula
en la frontera de éste actia como una fuente secundaria que emite
ondas radialmente hacia fuera. De aqui que en estos casos es
necesario expresar las funciones de onda como una combinacién de
funciones radiales y angulares. Tomando como funciones radiales
las funciones de Hankel de primera y segunda especie, H;”, }ﬁz),
y como funciones angulares las funciones trigonom¢tricas Cos(nS) y
Sen(nf), se tiene gue el producto de una funcién radial por una
angular constituye una funcién de onda. Dichas funciones de la

forma,

(1,62 cos R 20 1.2 e
Hn (kr) sen - k=w/[3, n=0,1,2.... (2.13)

satisfacen la ecuacién de Helmholtz en coordenadas polares planas,

1-: i 2 » 2 i) ,
+ _-;:l- a ed- + k ]-‘ =0  ————-—————————— (2.14)

| cuummn
G| @
'-,N
+
m
le@

r

Las funciones de onda como en (2.13) se obtienen usualmente al
resolver la ecuacién de Helmholtz (2.14) por el método de

separaci®én de variables.
Las funciones de Hankel de primera especie H;”(kr), y de  segunda

especie H;m(kr), estan relacionadas con las funciones de Bessel

de primera especie J (kr) y de segunda especie Yh(kr) por:
N
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HY(kr) = J (kr) + i Y (KP)  mecmmm oo (2.15.a)

HZ(kr) = J (kr) — i Y (KF)  ——m—m—mommmmomeoeo (2.15.b)

Cuando las fun¢iones en (2.13) son combinadas con el factor tiempo
it

e 4stas representan ondas cilindricas. Del comportamiento
asintético de H;”Jm(kr),
. . 1+2n
(1,42 2 *i(kr - ),
Hy k) ™ Yk © ¢
se encuentra que la funcizn H(m(kr) cos(ne)e“‘)t representa una
n

onda cilindrica divergente, esto es, la onda se propaga alejandose

del origen del sistema de coordenadas hacia el infinito.
Similarmente, la funcidén H;”(kr) Cos(ne)e“'M representa una
cilindrica convergente hacia el origen. La eleccié$n de una u otra
de las funciones radiales y angulares dependen esencialmente de la

fisica del prqblema.

2.2. Teorema de adicién de Graf

En ocasiones es necesario transformar un campo de ondas de un
‘'sistema de coordenadas a otro con la particularidad de que dicho
campo conserve su forma original: por ejemplo, 1la transformacidn
de un campo de ondas cilf ndricas de (Il'et) a (r.,2), de manera
que al expresarlo ' en (r},ej) sigan repre;entando ondas
cilindricas.Esto es posible con la ayuda del teorema de adicién de
Graf'®’

en la siguiente forma:

Con referencia a la figura 2.2, éste teorema se presenta

™m

cos{ny) cos(ma) |
(W) = 4 Uy I (Vv ¢+ mmem———— (2.16)
n n+m m
- sen(ny) sen(ma)

il
8

m= -

con |V eﬂa| < |y




donde Jm(V) es la funcién de Bessel de primera especie y orden m.
La funcién [ puede ser cualquiera de las funciones de Hankel o de
Bessel. Cuando {=J y n=o,4,2,..., la restriccién dada no es

necesaria.

Figura 2.2 - Teorema de adicién de Graf-

En particular, para el problema de interaccién que se presenta en
g este trabajo, este teorema se utiliza para expresar un campo de
ondas en un sistema de coordenadas determinado a fin de satisfacer

las condiciones de frontera con respecto a éste sistema.
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3. FORMULACION DEL MODELO

3.1. Descripcién del modelo

En la figura 3.% sBe muestra el sistema bidimensional de
interaccién dindmica estructura-suelo-estructura. Las estructuras,
de altura hjy'ancho b? se idealizan como vigas unidimensionales
de cortante, y se encuentran desplantadas sobre cimentaciones
rigidas de secci®én transversal rectangular, de profundidad dj y
ancho ef A 1o largo de todo el trabajo el indice j vale uno o
dos, segun se trate del sistema de la izquierda (1), o el de 1a
derecha (2).

La suposicidén de que los cimientos se desplazan como si fueran
infini tamente rigidos, no siempre es vidlido; sin embargo, en la
practica la mayoria de las estructuras para las que la interaccidén
es un aspecto importante, poseen cimentaciones que se comportan de
manera esencialmente rigidépk

Las cimentaciones se encuentran incrustadas en un estrato de suelo
elastico lineal, isétropo y homogéneo de espesor H, el cual se
apoya en una base rigida con movimiento armpnico gue genera ondas
SH.

Dada la geometria del problema, se podria expresar los campos de
onda en un sistema de coordenadas cartesiano, sin embargo 1la
solucién resulta muy costosa, pues es necesario satisfacer 1las
condiciones de frontera en el sentido de colocacién; para ésto se
imponen dichas condiciones de frontera en P puntos de la interfase
suelo-cimentacién. En términos de tiempo de proceso de una
computadora esto puede resultar poco econdémico, por tanto es
preferible el uso de campos de onda cilindricos, con 1los cuales
las condiciones de frontera se definen en forma continua con una
sola coordenada (el radio). Es evidente que existe una
incompatibilidad en cuanto a las geometrias de la cimentacién y de
la ondas cilindricas difractadas, de aqul que sea necesario hacer

uso de un artificio, como lo es el de encerrar las cimentaciones
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por medio de unas fronteras ficticias de forma semicircular.

Se definen seis sistemas de coordenadas, gque segin la conveniencia
se manejan como polares o cartesianos. Los dos primeros (r 2))
con origen en el centro de cada cimentacién sirven para constrhi;:
los campos de onda difractados por las fronteras ficticias, 1los
campos de onda dentro de los dominios Cﬁ y el movimiento de campo
libre. Los cuatro siguientes (rﬁ,eﬁg se encuentran localizados a
una distancia 2H, hacia arriba y hacia abajo, de 1la superficie
libre y sirven para construir los campos reflejados por 1la
superficie libre y la base rfgida. El indice k vale 1 si el campo
se refiere a la base rigida, vy 2 a la superficie libre. Los campos

W son imigenes de W y a su vez W,2 son imigenes de W .
i I, J i
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Figura 3.1 - Modelo de interaccidén estructura-suelo-estructura
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3.2. Formulacién matematica

3.2.1. Construccisén de ].'os campos de ondas

En un medio elastico lineal, isétropo y homogéneo el
desplazamiento.ws en la direccién z que genera la propagacidén de

ondas arm®nicas SH, satisface la ecuacisn (2.9) de Helmholtz:

z .
‘72”.+k9 W =0, en Qj y O ¢z 12) TtTTo—————- (3.1)

donde: ks= w/3 vy ﬁs= v p;/pa

k = Numero de onda de cortante del suelo.
w = Frecuencia de excitacién.
= Velocidad de propagacién de ondas de cortante en el
suelo.
¢ = Médulo de cortante del suelo.
p = Densidad del suelo. £

En el dominio OF el campo total W' se puede construir con el E

principio de superposicién como:

° i r 2 d 2 2 r
W =W + W 2wj + 5 :wjk - - -—="(3.2)
j=1 j=1 k=_1
donde W's+W = movimiento de campo libre en ausencia de las

estructuras. Si la base presenta un movimiento arménico W Age‘wt
gque genera ondas SH, el campo W+W en (x.,y,) est: dado por la

ecuacisn (2.7):

wi.(x wr AT ) . 1 wwt 3
j.yj) + (xj,yj) = 4 ,_exp(lkeyj) + exp( 1k‘,yj)J e ——=(3. )
Ag
donde: A = /—2 o e (3.4)
e 2 cas(k_H)
Wé: campo difractado por 1la cimentaci®n Jj, el cual debe ser E
J

simétrico con respecto a yj, Yy se puede expresar en (rj,ej) CcOomo

14




- . . . t?2)
una expansién de ondas cilindricas :

n

Wir .,8) = A
3 J J s

n

3P18

A H®(k r) cos(2n9 )] e oo __ (3.5)
2n s ) J

donde Aé: coeficiente complejo indeterminado y H;m(-) =funcién de

Hankel de segunda especie y orden m.

|ﬂk = campo reflejado por la fuente imiAgen jk, el cual debe ser
AP d
simsétrico con respecto a y, bf es imigen de W y wf a su vez de
J J1 J 12

W;} por tanto en (rjia) pueden ser expresados como:

(¢ o] . .
Wi(r ,2)=-AfTA g? 31 B N——
k(,.v) H :)nH%(gﬂk)cmﬂmLﬁhe (3.6)

En el dominio O? el campo N?se puede construir con superposicidn

de ondas planas. De la figura 3.2,

Figura 3.2 - Campo de ondas planas en Q?
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n [] (] e o e o o A e e — o o e e e o o e e
wj-H1+H1+H2+H2 (3.7)

donde ij'ﬂg estan dados por 1la ecuacién (2.7). Desarrollando
(3.7) se llega a:

m it
W X, = F wn . w Yo

j(j yﬁ L4 cos(kaxjsenym) cos(kagjcosym),e (3.8)
Por tanto, o
Wn(x = A « B'l w'i en 'QR _______________

j j'yj) - ,: - m(xj’yj) ; {(3.9)

m=1

3.2.2. Condiciones de frontera del problema

Fronteras ficticias: lLas condiciones de frontera que se deben

satisfacer en 1las fronteras ficticias 8son de continuidad de

desplazamientos y esfuerzos:

- < L 1
W r=a. j|r.=a. 0= BJ =n (3-10)
i _ i
a W oW | c o <
He 3 I“i I‘j=a‘l = H b—_r_‘;— rj=a.i 0= 8,i =0 —mmmmmee- (3.11)

Cimentaciones: Las condiciones de frontera que se deben satisfacer

en las fronteras r; (interfases suelo-cimentaciones) son de

continuidad de desplazamientos y equilibrio de fuerzas:

HR - C = .’.\.C e -

il w.) i € (3.12)
< E

M W = F + F (3.13)

o3 3 3

donde:

AS = Amplitud de desplazamiento de la cimentacién j.

Masa por unidad dellongitud'de la cimentacién j.

F = Fuerza por unidad de longitud que genera el suelo sobre 1la

cimentaci¢n j, la cual esta dada por:
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e;/z d;
S A A | s
F = 2.0 —— dx + _— dy. e
! ! |_J 2y, |y.=d. ! J ax |x.=e./z JJ
° 3 3 ol ° 3 AT
————— (3.14)
Desarrollando ébkta expresién se llega a-:
M
e agj A AN Bj [ sen(ksej/z coswm) sen(ksdj seny_) ] etwt
3 s s ™
5—1 l seny cosy J
- o mm——— (3.15)
donde:
s ZMS 2 ) =]
U= / (k ed) , M =Ced
"i i . &9 y i T Fa®

< <
i

masa por unidad de longitud del suelo removido por 1la
. \

cimentacién j.

Ff = fuerza por unidad de longitud que genera 1la estructura j
sobre la cimentacién j. Dado que la estructura j se modela como

‘una viga unidimehsional de cortante (figura 3.3), la ecuacién que

- - - [10)
gobierna su movimiento es :

Wt (y. . t) 1 & W (y..t)
3 3 = e (3.16)

Lay’ cﬁ‘jf ot

Q.
3
Q.
0
2
"
T
- M
~N
s
. m

Figura 3.3 - Modelo unidimensional de viga de cortante
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Resolviendo (3.16), considerando respuesta arménica en el tiempo,

se llega a:

[ E E E Lot
W!t:(y.,t) =L {cos(k. y) + tan(k_ h) sen(k. y.)}e
il i i i i

se tiene:

y, como F:: =°;u:: aw:: / 9y,

=0 "
I,
E
) tan(k. h.) .
E 2 E wt
F. = & M ——— AT @ (3.17)
J J KE h. J
i i
donde k? = w/ﬁ? = numero de onda de cortante en la estructura j.

A pesar que el modelo de la estructura es unidimensional, mientras
que el modelo del suelo es bidimensional, ambos son perfectamente
compatibles, ya que tanto los desplazamientos como los esfuerzos

generados por uno u otro modelo son fuera del plano.

18




. 4. SOLUCION

Interesa conocer la amplitud del movimiento en cada cimentacidn:

para ésto se sustituye la ecuacién (3.12) en (3.13),resultando:

—-M‘.:széew"=F?+FF ———————————————————————————————— (4.1)
J J . J J

Reemplazando (3.15) y (3.17) en (4.1), y despejando A?, se tiene:

8(kh /k*ed.))
J J 8 J )

] (M5/4°) tan(k® h ) + (M/M°) K h
J J J J J J J

i sen(k e /2 cosy.) sen{k d. seny )
o) = s j ™ s m- (4.4)
- .
seny cosy
m m

De 1la ecuacién- (4.2), se puede apreciar claramente que 1las
incégnitas del problema son los coeficientes indeterminados Bi
{m=1,2...,M; 3=1,2). Dichos coeficientes se calculan al satisfacer
las condiciones de frontera en las fronteras ficticias y en las
‘cimentaciones (ecuaciones 3.10, 3.11 y 3.12); sin embargo dichas
ecuaciénes no se pueden resolver idénticamente. Para su solucién

se empleara el m¢todo de los mi nimos cuadrados.

Para satisfacer 1las condiciones de frontera impuestas en el
problema, es necesario representar cada campo de ondas referido a
los sistemas de coordenadas (r1’81) y (rz’ez)_ Para esto,
primeramente, es conveniente expresar el campo w? como funcién del

sistema de coordenadas (r},ej) y desarrollarlo en serie de

funciones de ondas cilindricas. De la ecuacisén (3.8) y
sustituyendo en (3.93:(en lo sucesivo el factor tiempo e?wt se

sobrentiende a 1o largo del trabajo)
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n=0 =
———————— (4.5)
donde e = factor de Neuman (so =1y £, = 2., n = 1).
L]
Similarmente, el campo libre W+W en (r;,8,) sera:
L r ©
(A A a — A © e A
(r,C)+W (r,0) = 2 % o Sn I,k r) cos(2n®) e (4.6)

Para referir los campos W;:y w? a los sistema de coordenadas
(y,?) se utiliza el teorema de adicién de Graf. En las figuras 4.1
y 4.2 se ilustra 1la aplicacién de éste teorema en la

transformacisn de los campos de ondas.

Al comparar las figuras 4.1 y 4.2 se puede observar que los
Angulos ejk y a correspondientes a cada transformacién son de la

misma forma. Por tanto es posible expresar los campos en una forma

general. Desarrollando en cada caso la ecuacién (2.16) se llega a:

© 0 _
W (r,0)=-(a/2)) ) e (-1)7"" KH_(2k H)A] J, (k) cos(2mé)
) ) ) s mEo nfo m nm 2 n 2m a ) )
————————— (4.7)
W ¥ v i*a
=] - _ A <« A - i (2}
jtx,k(rj"’j) = 2 Lméo né‘éum/Z)KHnrgksu,, )Ah sz(ksrj)cos(zlnvj)

En estas expresiones:

KH (2k H) = H'?
nm =] 2(n

(2k H) + H?’ (2K H)
+m) 8 2{(Nn-m) s

20




"-I.i e.,_:%Z-)c,
o= 7
3 +6o,

W 2H

L\ “f“ (?.3'9.1\ - \J“; ((‘,Bl\

WY,

Figura 4.1 - Transformacién de los campos de ondas a (rl’e1)
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9,_.: g-}_
o<t g"’t
o) WY v
U ('*u“)u)"“/;. (%8, D @ CREY .y
2, > lz('t.gg_\ 2
@‘ JL. k") X N @
Ty

<) wd @, 6> wd (v, ,)

Y ¥
AW, 0,)> W, (%, 5, | AN (M 0,y W (%6,

Figura 4.2 - Transformaci$n de los campos de ondas a (rz,ez)
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' _ (2> (2)
KHhm(ksu,y) = cos(2(n+m)y) qu“ﬂn(ksu) + cos(2(n—m)y)H2”w“n(ksu)

u=v4H +0° ; ¥y = tan '(2H/D)

(2> 2>

KHnm(kaD) = [H (ksD) + HZ(n—m)(ksD)] /2

2 (.n+m)

' 2> ) (2>
LH_ (k. u.y) = sen(2(n+m)y) H .., (ku) - sen(2(n-m)y) H | _ (k u)

+, 81 =1
j+

En 3%1 { -, 81 ) =2

H

D

Espesor del estrato

Separacidén entre las dos estructuras

f% Por tanto, en el dominio 0° el campo total W’ referido al sistema
de coordenadas (xu,ej) se construye sustituyendo (4.6), (4.7).
(4.8) v (4.9) en la ecuacién (3.2):

n

gbvdB

jta L+ J
[KHln(ksD) - KHln(ksu,y)]Al - (-1) KHln(stH)Al} cos(2n6j)

L

El indice m se cambia por n, ¥y n por L.
Ahora, es posible desarrollar las ecuaciones de continuidad de
desplazamientos y esfuerzos en las fronteras ficticias e interfase

suelo-cimentaciones.

Fronteras ficticias:

De la ecuacidén (3.10) - continuidad de desplazamientos -

1+

[0.¢]
Y (-1)" [RH_(ku,r) - KH_(kD)] A~ + (-1)'[KH_(2k_H) -
lZo

(2)
H2L (ksaj)

Jo (k35

nl

. M R
J J _ Yy
= ] A+ 4m21ﬂm cos(2ny ) = 2(-1) (4.11)
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el - <R et e ——,—i

De la ecuacién (3.11) - continuidad de esfuerzos -

0
n jEa 1
LZO(—]-) [Kﬂln(ksll,?’) -~ KHLn(ksD)] Al + (-1) [KHln(stH) -

(2> )
énl Hzl (ksaj) ]
..‘:L JZ;(ksaj)

. M
A+ s EB cos(2ny ) = 2(-1)" oo __ (4.12)

J
m
Donde prima indica diferenciaci®n.

Cimentaciones:

De la ecuaci¢n (3.12) - Continuidad de desplazamientos - -

M ) .
J 3 _
Z [ 9j¢m - 4 cos(ksxjsenwm) cos(ksg/ﬂ coswm)] Bm = 0,
- 0 = yj < dj ————— (4.13_.2a)
- 4 cos(k d seny ) cos(k x. cosy )] B’ = 0,
s ) m s ) m m

M
YL ce¢
= —ej/2 < xj < ej/2 ~———(4.13.b)

J
) m

Ya se menciond anteriormente que éstas ecuaciones no se pueden

satisfacer idénticamente. En las fronteras ficticias (ecuaciones

Z.ll Yy 4.12) existe un error definido por :

r 3
' ' rfEé}] Ip} [F]. [H] {A} f{I}l
(- (il o [
j { E } [D] [6l, [H] | { {a}, Iy
{B}j
. J - (4.14)
Donde:
. .
(D 1 =1 (1) (RH_(ku,7) - KH_(kD>}, n,1=o0,1,...,LN
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! !
fF 1 =101 rKH (2K H) - 1% _
L i L 1 n,1 =0,1,...LN
nl L in s y le(kaaj) J
1 énl H;f)'(ksaj)
[G%J = [ (-1) DGKH(ZkSH) - z ch(k ™) ]] , n,1=0,1,...,LN
s
[H 1 = [4 cos(2ny )], n=20,1,...,LN, m=1,2,... .M
{14 =142 (-1)" }, n=0,1,...,LN

En las cimentaciones (ecuaciones 4.13.a y 4.13.b) existe un error

definido por:

N EY(x.) 31" {B}
{E,}= R L (4.14)
! E(y) {K} {B}
i j J
Donde:
j m
{Jm(Xﬂ} = ﬂ% ¢m - 4cos(ksqjsen&m)cos(ksgicosym)}, m= 0,1,... .M
- _ 3_ —
{Km(yﬂ} = ﬂ%¢m 4cos(ks¥jsenwm)cos(ksg/2 coswm)}, m=0,1,....,M

Para la soluci“¢n de las ecuaciones se utilizar2 el método de los
mi nimos cuadrados. Aplicando el método, el error cuadriatico en las

condiciones de frontera queda definido por:

d
E> el iz Enl 212 n ej:?I %2 oz
j=1 o] » o o o
o bién
2 7 7 ej/z
X x x
f:gfa_JfE E d8 +a [E E d8 +2 [E E dx +
i L j i3 -3 i
4.
2 }J'::’." EY dy. } ————————————————————————————— (4.15)
5 i i ,
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Donde el signo * implica conjugacién.

Como, Ez = E2 ( AJ, AJ,..., A’ . BJ, BJ,-_.. B’ ), la condicién
o] 1 LN 1 2 M

de minimo estid dada por :
3 E .

-, = 0, i =0, 1, y LN e (4.16)
3 A’

L
3 E

- = 0 k =1, 2, , M —————— (4.17)
3 B;

Desarrollando las ecuaciones (4.16) y (4.17) se llega al siguiente

sistema de ecuaciones:

[ N R
ta,, ta,, e, e, | [ i (o, ]
(ci,, [c,, [cy,, [cl,, 4 {A}, L] {D}, } _____ (4.18)
(ca,, ftc, tcy,, [cl,, {B}, {D},

L [C] 41 [C] 42 [cl 43 [C]k-u_l L {B}z J L {D}4 )

Donde:

' = -[x 4) 13, (ka)l?[6 H(ka) -

[Cu] T [Cu] 22 [TEO{ (aj/ ¢ _[ Zn( saj)] [ N 2n saj

(2>

_— l 2
(-1) KHi,n(stH)] [énLHZn (ksaj) - (-1) KHln(stH)] + [JZn(ksaj)]

[é H(i)

N 2n

. i, ¥ (2, l
(ksaj) - (-1) KH_H_(‘ZI(BH)] [énLHZn (ksaj) - (-1) Kle(’stH)] h)
b 3
+ (a, /4)C[ 3, (ka, )]17%+[J," (ka, )] )[KH (kD) - KH  (ku.,»]

[KH (kD) - KH_(k u,y)]} ] [cy,, con j=1 ___________ (4.19)
n 5 noe [C]22 con j=2

[ Ci,L] il” 24

[ o]
2 (2>
2 = LC ] = [ngo(ajlls)( [JZn(ksaj)] [6nLH2n (ksaj) _
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l . 2 2y, l
(-1) KHLn(stH)] + [JZn(ksaj)] [CSMHzh (ksaj) - (-1) KHIn(stH)])

* x 2 1)
[KHtrgksD) - KHir(\ksu,}’)] + (aji_lll&)([ JZn(ksa.+1)] [& H

jx nt 2n

(ksajii)]

(1)

. 2 . L, ®
+ [J2n(ksaji1)] [6 H,_ (Esajtl) - (-1) (RH, (2k_H)])[KH (kD) -

[C] . COR 2= (4.20)

[ C] .4 CON j=2

Kl-kﬁﬂcgmr)]} ]

x x ;'
[Ci.m] 13 [Ckl] 21 = [Ci.m] 2e = [Ckl.] .2 = . E
m 3
2 1> i b3
LEO{ a; cos (2ny_)([ Jzn(ksaj)] [6 H,_ (k_a) - (-1)'KH,__(2k_H)] +
L x
[3,:(k,a)1%[6 HY" (ka) - (-1) KH".’n(stH)])}] I (4.21)

[cC] :3 = [C] 21 con j=1, [C] :4 = [cC] 2 con j=2

x x -
(e, l,. =106, =1IC¢.1,, =106, =
[0 o}
2 . 2 x
[nZ‘ { a, cos(2ny ([ JZH(kSaj)] + [JZn(ksaj)] JIKRH, (kD) -

=0

KH:n(ksu,;V)]} ] O — (4.22)

x x
_ . _
[ci,, vicl, conij=1, [c]  yI[C], con j=2

s o}
[C ] =[C ] = [E { 4 a‘i cos(2nwk)cos(2nwm)([ JZH(kBaj)]2 +

n=0

[ C] 59 CON j=1 ——(4.23)

[J'(ka)l?) + (P} /2ne ) + (Q' /2ne )} ]
2n s ] km n km n -
[ C] .a COD j=2

[Ckm] ae = [Ckm] s = [ 0] (matriz de ceros) ————————mm—————e (4.24)
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(o o]

{D}, = {D}, = { 2 [ -(-1)"/2) [ajc[ 3, (ka)1’[6 H
n=0

(1>

2n (ksaj) -

(1}
2n

(-D'RH, (2K )]+ [3,7(ka)]1*[6 HiY'(ka) - (-1)'KH; (2k H)])

z x
+ aj.'ti([ ersksaji;)]2 + [Jz;(ksajn)]z)[ KH.m-(ksD) - KH.m(kau,r)]]]}k
ﬂ»i con j=1, H}z con j=2, —————————————— e (4.25)

o0
n 2
{Dk}a = {Dk}4 = {hi:o[ -2(-1) a‘i cos(Zm;Jk) ( [JZn(ksaj)] +

[Jz;(ksajnz)]}. {D}, con j=1 y {D}, con j=2 ————-—-—-———- (4.26)

En estas ecuaciones: i,l = 0,1,...,LN; k,m = 1,2 .__ M.

En la ecuacidén (4.23):

R S R B
Pkm_cj ¢k ¢m ej/z k

4 C. [ ¢j cos(k d. seny ) sen(k e./2 cosy )
J k s m s m

cosy
m

J
N ¢mcos(ksdjsenwk)sen(ksej/ZCoswk)] +BCos(ksdjsenwk)cos(ksdjsenwm)

cosy, ks
(16 ) sen(ksej/Z(coswm—coswk)) s sen(ksej/Z(coswm+coswk)) s
mk cosy - cosy, ) cosy + cosy,
6mk sen(kse_ coswm)
-5 [ ke + : ] —————————————————————————— (4.27)
s j cosy
j
Qj ) cz ¢j ¢j g B 4 Cj ¢k cos(ksej/Z coswm) sen(ksdj senwm)
km i Tk Tm T k seny '
=] m

+

k

j
¢mcos(ksej/2005wk)sen(ksdjcoswk) +SCos(ksej/ZCoswk)cos(ksej/ZCoswm)
seny,
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sen(k d. (seny -seny )) sen{k d (seny +seny ))
(1-6 ) [ s ) m k - s ) m k ] +
mk seny - seny, seny + seny,
mk sen(2k5dj senwm)
3z [ 2k d. + — ] ———————————————————————— (4.28)
m
[]
Al resolver el sistema de ecuaciones (4.18), se obtienen 1los

valores de los coeficientes indeterminados Bi, y al sustituir en
(4.2) se tienen las amplitudes de los desplazamientos en las
cimentaciones. De aqufi es posible calcular 1las funciones de

transferencia para cada sistema, las cuales estan dadas por:
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado el desarrollo analfitico de un
modelo para estudiar el problema de interaccién entre dos
estructuras y un estrato de suelo. Como caracteri sticas
principales del modelo se pueden mencionar: se consideran
cimentaciones Eon secciones transversales rectangulares y un

estrato de suelo apoyado en una base rigida.

Por limitaciones de tiempo se presenta udUnicamente la solucién
anali tica, sin embargo el objetivo principal es hacer un anilisis
paramétrico a fin de poder establecer en que medida puede ser

importante el efecto de interacci®n estructura-suelo-estructura.

Finalmente, es posible incorporar es éste trabajo algunos mejoras
gue permitan modelar en forma mas aproximada el. problema real,
como por ejemplo, incluir el amortiguamiento de los materiales,
as{ como la modelacién de una frontera en la base del estrato que

no sea infini tamente rigida. .
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