UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

Analisis numérico de un flujo electroosmoético
que circula en un microcanal rectangular
considerando a un fluido no newtoniano

mediante el modelo de Carreau

TESIS

Que para obtener el titulo de

Ingeniero Mecanico

PRESENTA

Josué Manuel Rodriguez Rodriguez

DIRECTOR DE TESIS
Dr. Guillermo Alberto Sanchez Lozano

Ciudad Universitaria, Cd. Mx., 2025




s L 7
) Fo
23

)
=
3

!

=%
=

PROTESTA UNIVERSITARIA DE INTEGRIDAD Y
HONESTIDAD ACADEMICA Y PROFESIONAL
(Titulacion con trabajo escrito)

De conformidad con lo dispuesto en los articulos 87, fraccién V, del Estatuto General, 68, primer
parrafo, del Reglamento General de Estudios Universitarios y 26, fraccién I, y 35 del Reglamento
General de Exdmenes, me comprometo en todo tiempo a honrar a la institucién y a cumplir con los
principios establecidos en el Cédigo de Etica de la Universidad Nacional Auténoma de México,
especialmente con los de integridad y honestidad académica.

De acuerdo con lo anterior, manifiesto que el trabajo escrito titulado ANALISIS NUMERICO DE UN
FLUJO ELECTROOSMOTICO QUE CIRCULA EN UN MICROCANAL RECTANGULAR
CONSIDERANDO A UN FLUIDO NO NEWTONIANO MEDIANTE ELL. MODELO DE
CARREAU que presenté para obtener el titulo de INGENIERO MECANICO es original, de mi
autoria y lo realicé con el rigor metodolégico exigido por mi Entidad Académica, citando las fuentes
de ideas, textos, imdgenes, graficos u otro tipo de obras empleadas para su desarrollo.

En consecuencia, acepto que la falta de cumplimiento de las disposiciones reglamentarias y
normativas de la Universidad, en particular las ya referidas en el Cédigo de Etica, llevard a la nulidad
de los actos de carécter académico administrativo del proceso de titulacion.

0

JOSUE MANUEL‘RODRIGUEZ RODRIGUEZ
Nimero de cuenta: 305071679


http://www.tcpdf.org

Contenido

A GTAAECIINICIITOS 1t euveeeeistiseeeee e st e e e et e e esaestestestesreeseetesressessesseeseassessessesseeseensensensessesseessessensessens 3
NOIENCIATUTA 1.ttt ettt sttt e st e s b ea e st e bt e be e st eesbeeabesabeeabesateebbesbeensenane 4
RESUIMIEIL ..ttt sttt sr e se e st et e e se e 8
Capitulo 1 INtrOAUCCION . .eeveiiriiiteetteie ettt et et eb et sae bt et et see b 9
TN OAUCCION vttt sb e st b e et s be et st e b e e e seeeaes 9
IMECTOTTUIAICA e+ttt ettt sttt b bt st b bt e e e bt et eb et enbesae et e eaeenteneeee 10
ANBECEAETITES. ...ttt bbbttt b bbb bbb bt eb et neene bt eneeneas 11
JUSTITICACION 1.ttt ettt b e st et eb e bbbt sbeebe et e e e 18
ODJETIVO. 1ttt st e bttt et e h et e h et en et sheeh bt e 19
Capitulo 2 Formulacion del problema ........cieeeeiiririeniiiecieseiere et s s e 20
MOdElO TNALEIMATICO w.uveuvetiiieteeeeiiee ettt sttt et bt ettt eb b s e e 20
B CUACIONES. ¢ttt sttt sb e b bbbt eb e saeeneeas 21
Condiciones de frONTETA ...ooeieereiiieeieee ettt et sr e e 24
Anélisis de orden de MAGNITUA .....oviveriririeee et sttt st neen 25
Modelo matematico adimensional .........cceceririririnserien e e 27
Condiciones de frontera adimensionales.........cveeiereierineneneereeeee e e 29
Capitulo 3. Solucién numérica del modelo fisico del problema......c.ccovcvevceererienneiniieneenennnns 31
FrEEF M ..ottt e bbb et eee s 31
Método de elemento FINTEO ....eeceieriiieieice e e e 31
Formulacion variacional.........coui ettt 34
(076 1= YOS 38
Capitulo 4 Analisis de TeSUILAAOS ....ivireririeitiete et st s et 46
Potencial eléctrico apliCAdO . uiiviiiiiiiiiie et e tae e e ste e e e e re e eare e eanas 46
Potencial eléctrico INAUCIAO. . c.cuiiieiieiiriieie ettt sr e 49
PrESION .ttt st h ettt bttt bt er e en et e 52
Velocidad 1ongitudinal ....c.c.eeeieieiieineene ettt st bbb e s seeas 54
CATAAL .ttt sttt et e h et e b et eb et she b bt es e ne e 65



(@767 0 Te D1 (o) 8T < J RPN

Referencias



Agradecimientos

Dedico esta tesis a mi madre la Sra. Angela Guadalupe Rodriguez Cortés por ensenarme
buenos valores, a optar siempre por él camino del bien y por ser un apoyo incondicional.
Expreso mi gratitud y reconocimiento a mi tutor de tesis, el Dr. Guillermo Alberto Sanchez
Lozano por haberme dado la oportunidad de trabajar en la presente tesis y haberme guiado
para la realizacién de esta.

A su vez, agradezco y reconozco al Dr. Edgar Ali Ramos Gémez por haberme transmitido
enseflanzas y conocimiento formativo.

Dedico este trabajo a la Universidad Nacional Auténoma de México por ser una noble
institucion de la cual siento un enorme orgullo al formar parte de su comunidad. A su vez,
agradezco a la Facultad de Ingenieria y a la DIMEI por haberme formado profesionalmente.
Menciones especiales para Daniela Osorio Orozco por estar presente, por su apoyo, y a la
Mtra. Ana Karen Zacarias, amiga y companera de clases. A familiares y amigos. Infinitas
gracias.



Nomenclatura

Simbolo Significado Unidades
a Funcién de la parte bilineal -
B Campo magnético [T]
Parametro empirico que
b mide l.a dePendencia de la Adimensional
viscosidad con la
temperatura
_ Relacion entre potenciales ) )
c . . Adimensional
eléctricos caracteristicos
ds Diferencial de superficie
e Carga elemental [C]
E, Campo eléctrico aplicado %
> Campo eléctrico en X
* direccién longitudinal [m |
> Campo eléctrico en V]
Y direccién transversal Lm |
F—L) Fuerza de Lorentz [N]
f Una variable arbitraria -
Una variable auxiliar de la
S variable arbitraria a -
resolver
g Funcién lineal -

Vector columna
determinado por el efecto
de cualquier influencia en

los nodos

Ensamble del vector {G}

Vector {G’} con

condiciones de frontera

H Altura [m]
J
kg Constante de Boltzmann {ﬂ
; Funcién que representa la
parte lineal
L Longitud [m]
n Indice de ley de potencia Adimensional




Concentracién iénica de la

N , [m~?]
solucién
_ Vector normal a la
" superficie i
P Presién [Pa]
P Presion adimensional Adimensional
P, Presién de referencia [Pa]
P, Presion caracteristica [Pa]
[q] Matriz de rigidez -
Matriz de propiedades de
<] ensamble i
Re Ntmero adimensional de Adimensional
Reynolds
g Funcién de un problema ]
arbitrario a resolver
t Tiempo [s]
Ty Temperatura de referencia K]
T Temperatura final K]
Velocidad en direccién m
“ longitudinal [E]
» Velocidad en direccién ) )
U L . . Adimensional
longitudinal adimensional
{u} Vector columna en nodos -
{u'} Ensamble del vector {u} -
— Vector {u'} con condiciones
{u } de frontera i
an Variable « en. un tiempo Adimensional
anterior
antl Variable % en tiempo Adimensional
actual
Variable auxiliar de la
(. velocidad longitudinal Adimensional
adimensional
Velocidad de Helmoltz- m
vas Smoluchowski [E]
Velocidad en direccién m
v transversal [E]
; Velocidad en direccién Adimensional

transversal adimensional




Variable © en un tiempo

" . Adimensional
anterior
. Variable ¥ en tiempo
pntt P Adimensional
actual
Variable auxiliar de la
Ve velocidad transversal Adimensional
adimensional
y Velocidad en direccién [E]
¢ transversal caracteristica S
x Direccién longitudinal [m]
Direccién longitudinal
X ) .g Adimensional
adimensional
Y Direccién transversal [m]
Direccion transversal
Y 1r 1 . r‘n ver Adimensional
adimensional
Valencia de solucién
z -
electrolitica
Letras griegas
Simbolo Significado Unidades
. Magnitud del tensor de ) )
¥ ., Adimensional
deformacién
- Magnitud del tensor de ) )
Y . . . Adimensional
deformacién adimensional
Af Operador laplaciano de la
variable f
At Tamano de paso [s]
Relacién entre la longitud y . .
€ L Adimensional
altura caracteristicas
Permitividad dieléctrica del [F]
€ fl
fluido 1
¢ Potencial zeta [V]
n Viscosidad [kg/m-s] 6 [Pa-s]
Vviscosidad de i
Mo . . [kg/m-s] 6 [Pa-s]
cizallamiento cero
K Parametro de Debye-Hiickel Adimensional
_ Parametro de la longitud de ) )
K Adimensional
Debye
A Tiempo de relajacién [s]
Ap Longitud de Debye [m]

Valor de 1x10710




p Densidad [kg/m3]
Pe Densidad de carga [c/m?]
A
o Conductividad eléctrica [V—m-‘
Esfuerzos normales viscosos
Tex . . s . . [Pa—s]
en direccién longitudinal
Esfuerzos normales viscosos
Tyy N [Pa-s]
en direccién transversal
Toys Tys Esfuerzos cortantes viscosos [Pa-s]
10) Potencial eléctrico aplicado [V]
Potencial eléctrico aplicado
bo . [V]
de referencia
~ Potencial eléctrico aplicado
Adimensional
¢ adimensional
~ Variable ¢ en un tiempo
o ¢ ) P Adimensional
anterior
~ Variable ¢ en tiempo
pntt ¢ P Adimensional
actual
Variable auxiliar del
&aux potencial eléctrico aplicado Adimensional
adimensional
o Potencial total existente [V]
P Potencial eléctrico inducido [V]
- Potencial eléctrico inducido Adi onal
imensiona
¥ adimensional
~ Variable ) en un tiempo
P" v ) P Adimensional
anterior
~ Variable 1) en tiempo
pntt v P Adimensional
actual
Variable auxiliar del
&aux potencial eléctrico inducido Adimensional
adimensional
Numero adimensional de ) )
w; . Adimensional
Weissenberg
0 Dominio -
N Frontera -




Resumen

Actualmente diversos avances en ingenieria se han enfocado en disminuir el tamano de
maquinas tanto eléctricas, electrénicas y mecénicas a niveles micro (107%) y nano (107?),
para tener un mejor control, asi como también, una mayor eficiencia en procesos cientificos,
industriales y domésticos, lo que impacta de manera significativa en el progreso y desarrollo
humano, por tal motivo, expandir y promover el conocimiento en el campo de la microfluidica
es esencial para lograr dichos objetivos. Esta tesis se enfoca en el anélisis de un flujo
puramente electroosmético bidimensional que fluye en un microcanal rectangular de placas
planas paralelas, con un fluido no newtoniano, gobernado por el modelo de Carreau,
enfocidndose en los efectos producidos por el indice de ley de potencia m y el ntmero
adimensional de Weissenberg w, y como la variacién de dichos parametros afectan los perfiles
de velocidad, cabe aclarar que para dicho fin, se recurrié a diversas consideraciones, tales
como la ausencia de transferencia de calor, potenciales eléctricos inducidos menores a 25[mV],
la inexistencia de gradientes de presiéon inducidos, y el movimiento del fluido generado
Unicamente por fuerzas electrocinéticas.

Para poder analizar la hidrodindamica de dicho fluido en dos dimensiones se hizo uso de las
ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento, Poisson-Boltzmann y conservaciéon de
carga, asi como las ecuaciones referentes al modelo de Carreau y la tasa de deformacién
asociado, de igual manera, se recurri6 a un andlisis de orden de magnitud, para
adimensionalizar tanto las ecuaciones como las condiciones de frontera que rigen el
microcanal rectangular en estudio, el cual, debido a la adimensionalizacién antes mencionada,
se redujo a un cuadrado unitario el cual se tom6é como el dominio €2 y los lados que lo
conforman las fronteras 0f2.

Una vez obtenidas las ecuaciones y las condiciones de frontera de forma adimensional, se
recurrié a transformarlas en su forma variacional con ayuda de las identidades de Green,
esto con el fin de poder expresar el problema de tal manera que pueda ser resuelto mediante
el método de elemento finito, para ello, haremos uso del software numérico gratuito
FreeFem-++.

Los principales resultados obtenidos mostraron que un decremento en el indice de ley de
potencia n conlleva a un aumento en la velocidad longitudinal u, a su vez, un aumento en el
nimero adimensional de Weissenberg w, de la misma forma, aumenta la velocidad
longitudinal u, al mismo tiempo, un aumento en el parametro de la longitud de Debye & de

igual manera conlleva un aumento en la velocidad longitudinal.



Capitulo 1 Introduccién

En este primer capitulo se realiza una breve descripcion del campo de aplicacién actual de
los sistemas microelectromecanicos y como han influido en el avance tecnolégico y sus
impactos en la sociedad, de igual manera se describen los conceptos béasicos de la
microfluidica y los fenémenos electrocinéticos, detallando las principales contribuciones del
flujo electroosmético desarrollado por la comunidad cientifica desde los origenes hasta afios
recientes. Finalmente se detalla la justificacion y los objetivos del presente trabajo.

Introduccién

Los sistemas microelectromecénicos (MEMS, por sus siglas en inglés) son dispositivos
integrados los cuales son microfabricados con elementos capaces de recibir sefales,
procesarlas y replicarlas para distintas aplicaciones en sistemas mecanicos. Los sistemas
microelectromecanicos se utilizan principalmente para analizar y estudiar variables fisicas
del entorno en el que se encuentran, como presion, voltaje, posicion, temperatura, campo
eléctrico, campo magnético, intensidad luminosa, sonido e incluso presencia gaseosa y
quimica (Bogue, R., 2013). Como ejemplo de estos sistemas, podemos encontrar en la
literatura especializada, el uso de microactuadores como dispositivos micrométricos capaces
de transformar una fuente de energia de entrada (como la eléctrica, térmica, magnética o
quimica) en una respuesta mecanica. Algunos mecanismos de accionamiento de los
microactuadores son los sistemas piezoeléctricos, magnetostaticos y neumaticos. También se
utilizan en aplicaciones relacionadas con la expansién térmica, los materiales con memoria
de forma y los procesos de combustién (Judy, J. W.; 2006). Los MEMS se han incorporado
recientemente a dispositivos electrénicos como teléfonos méviles y ordenadores, asi como a
proétesis y dispositivos médicos para el control de la salud. El desarrollo de esta tecnologia
comenzo con los intentos de incorporar varios sistemas que realizaran tareas cada vez mas
complejas, con la posibilidad de miniaturizarlos. Anteriormente se mantenia como concepto
general que los MEMS involucraban tnicamente componentes micrométricos, mecanicos y
eléctricos, sin embargo, esta definicién se ha ido ampliando de forma que actualmente se
considera de forma general como el conjunto de técnicas y procesos para crear componentes
micrométricos, (Spearing, S. M., 2000), (Judy, J. W.,2001), (Choundhary, V., et. al.,2017).
Una de las principales aplicaciones de los MEMS es el desarrollo de sensores. Estan presentes
en sensores de aceleracién, presién, movimiento y estabilidad. Incorporan elementos
piezoeléctricos que detectan variaciones de posicién, registran y envian una senal de
realimentacién. Por su configuracién y disposicién suponen una ventaja frente a modelos
anteriores en cuanto a simplicidad de integracién y fiabilidad frente a sensores mecanicos
mas antiguos (Gupta, M. et. al., 2023). Estos sensores se han incorporado para detectar
caidas repentinas, golpes, desaceleracion y diversos dispositivos de control (Petruk, T. et.
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al., 2016). Incluso se han colocado chips en 6rganos humanos, como el corazén, los pulmones
y el cerebro, monitorizando su correcto desempeno y funciones estables, como la presién
arterial, la frecuencia cardiaca, la oxigenacién de la sangre, la actividad cerebral, entre otros,
(Macias Silva, M., 2016). Por otro lado, también se ha planteado la posibilidad de que alguno
de estos sistemas pueda sustituir a los 6rganos humanos, ya sea parcial o totalmente. Dado
que los microcanales funcionan de forma natural en el cuerpo humano, es posible replicar su
geometria en algunas zonas concretas, asi como adaptarse a los lugares donde deben ubicarse,
(Silva, M. M., 2016).

PDMS ITO covered
chip glass slide

Access port to
microelectrade array
one

SECTION Ak

Fig. 1.1 Dispositivos bioMems con microcanales (Chorefio, O. P., 2019)

Microfluidica

La microfluidica es la ciencia e ingenieria de los fluidos a micro (107%) y nano (107?) escala,
de igual manera es, una subdisciplina de la mecanica de fluidos, ya que las ecuaciones
fundamentales que describen la fisica de los fluidos a gran escala son las mismas que
gobiernan en la microfluidica, sin embargo, a escalas de longitud micrométricas, el
comportamiento de los fluidos difiere de los sistemas convencionales a gran escala, por
ejemplo, los flujos microfluidicos suelen ser estrictamente laminares a diferencia de los
sistemas convencionales, donde se encuentran en su mayoria, flujos turbulentos, a su vez, el
efecto de la tensién superficial es un aspecto de suma importancia de los flujos microfluidicos,
contrariamente a los sistemas convencionales en donde dichos efectos no representan
afectaciones o alteraciones considerables (Rapp, B. E., 2016). En los sistemas microfluidicos
es posible encontrar dos caracteristicas convenientes como el tamano menor y manejable, asi
como flujo laminar con ntimeros de Reynolds menores a cien, lo cual representa un mejor
control en los procesos de estos dispositivos (Lapizco-Encinas, B. H., 2008). A su vez, la

microfluidica representa una tecnologia transformadora que permite la manipulaciéon precisa
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de fluidos a microescala, lo cual facilita los avances en diversas disciplinas cientificas, tales
como son la biologfa, la ciencia de materiales y la quimica (Bodas, D., 2025). La microfluidica
tiene un impacto revolucionario tanto en el andlisis como en la sintesis en diversas areas
cientificas, similar al impacto de los circuitos integrados en la informética y la computacién,
una muestra de la capacidad de los dispositivos microfluidicos es que podrian cambiar incluso
de manera comercial a las empresas dedicadas a la instrumentacién, por ejemplo, en lugar
de vender dispositivos costosos de andlisis quimico, bioldégico, médico, entre otros, se podria
recurrir a la venta de dispositivos de andlisis microfluidicos desechables y baratos, debido a
ello, ante el importante potencial comercial y mejores entornos financieros, la microfluidica,
rapidamente ha atraido el interés de la comunidad cientifica, por lo cual, cientificos de todas
las areas tradicionales en la ingenieria y la ciencia, han comenzado a realizar investigacién
en microfluidica, convirtiéndola en un campo multidisciplinario representativo en la nueva
economia del siglo veintiuno (Nguyen, N. T. et. al.,2019). Los efectos electrocinéticos son de
suma importancia para el transporte de fluidos en la microfluidica, por ejemplo, la
electroésmosis permite el bombeo de fluidos y control de flujo mediante campos eléctricos,
eliminando la necesidad de bombas mecanicas y valvulas con componentes méviles, en suma
a esto, el empleo de flujos electroésmoticos y los impulsados por presiéon, muestran diferencias
relevantes como por ejemplo, los flujos electroosmoéticos muestran perfiles de velocidad casi
uniformes (en forma de tapén), mientras que los flujos accionados por presién muestran
perfiles parabdlicos, de la misma forma, los flujos electroosméticos son mas practicos en
aplicaciones de microcanales que los impulsados por presiéon (Karniadakis, G. et. al., 2006).

Antecedentes

Los fenémenos electrocinéticos pertenecen a las dreas més antiguas de la ciencia de superficies
y coloides, tan solo la tension superficial y los conceptos a fines datan de los tiempos de
Francis Hauksbee, quien fuese ayudante de Issac Newton en la Royal Society. El
descubrimiento de los fenémenos electrocinéticos tales como la electroforesis, la
electro6smosis y el potencial de flujo, dio lugar al concepto de la doble capa eléctrica (EDL,
por sus siglas en ingles) que, a su vez, ha desempenado un papel importante en la
comprension de la estabilidad coloidal, de igual manera, los experimentos llevados a cabo
por Reuss en 1909 (Probstein, R. F., 2005), demostraron que el agua puede precolar a través
de un medio poroso mediante la aplicacién de un campo eléctrico, por lo tanto, se debe tomar
en cuenta que los sistemas coloidales que son sistemas en donde las particulas coloidales se
mantienen en suspensién en el medio que a su vez, forma una solucién heterogénea, estin

fuertemente relacionados con los efectos electrocinéticos, (Wall, S., 2010), tales como son:

Electro6smosis: es el movimiento de un liquido ionizado relativo a una superficie cargada

y estacionaria, que se promueve mediante la aplicacion de un campo eléctrico.
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Electroféresis: es el movimiento de superficies y macromoléculas cargadas relativo a un

liquido en reposo mediante la aplicacién de un campo eléctrico.

Potencial de corriente: es el campo eléctrico que se genera por el movimiento de un fluido

ionizado a lo largo de una superficie cargada y estacionaria.

Potencial de sedimentacién: es el campo eléctrico que se crea por el movimiento de
particulas cargadas relativo a un liquido estacionario.

Como se mencioné anteriormente, los fenémenos electrocinéticos tienen su origen en la
distribucién normal de iones libres respecto a superficie cargada eléctricamente,
especialmente cuando una solucién acuosa estd en contacto con una superficie susceptible a
cargarse. Los iones de carga opuesta se agrupan en las inmediaciones de la pared formando
la capa de Stern, donde estos son atraidos por fuerzas electrostaticas. Fuera de la capa de
Stern se forma una distribuciéon de iones conocida como capa de Gouy-Chapman o capa
difusa. Ambas capas, la de Stern y Gouy-Chapman forman la denominada doble capa
eléctrica (EDL por sus siglas en inglés Electric Double Layer), cuya extension se caracteriza
a través de la longitud de Debye Ap, la cual depende tanto de propiedades del electrolito
como de la superficie (Masliyah, J. H., Bhattacharjee, S., 2006). La distribucién de iones de
la EDL produce un potencial eléctrico inducido % el cual es normal a la superficie cargada.
Para el caso de placas paralelas con las mismas propiedades, ¢ alcanza su maximo en las
superficies y decae a cero en el centro del microcanal. Para caracterizar el maximo de 1, se
usa el potencial eléctrico inducido en el borde de la capa de Stern, el cual se conoce como
potencial zeta (. Para el presente trabajo, los iones libres en la EDL difusa, pueden ser
movilizados por campos eléctricos externos, lo que induce un campo de velocidades; dicho
fenémeno se denomina electrodsmosis (Karniadakis, G. et. al., 2006).

12
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Fig. 1.2 Esquema de la doble capa eléctrica en donde a representa la superficie cargada, b la capa de Stern y ¢
es la capa difusa, la suma b + c representa la longitud de Debye A, que el espesor de la doble capa eléctrica
(Masliyah, J. H., Bhattacharjee, S., 2006)

[Potencial

Ap

Distancia

Fig. 1.3 Relacion entre el potencial y la distancia (Masliyah, J. H., Bhattacharjee, S., 2006)

Como se puede apreciar en la Fig. 1.2, existe una acumulacién de cargas entre la pared del
microcanal y el fluido que va disminuyendo conforme las cargas se aproximan al centro del
microcanal y que obedece a la distribucién de Boltzmann Fig. 1.3.

En el presente trabajo se va a considerar tnicamente la electroésmosis, debido a que es el
fenémeno que gobierna al flujo electroosmético (EOF del inglés Electroosmotic flow) el cual
es el movimiento de un fluido con cargas libres provocado por un campo eléctrico longitudinal
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¢ el cual es paralelo a la superficie. Debido a la doble capa eléctrica que se forma en la
interfase superficie-electrolito, se considera a la capa Stern estatica y que los iones que se
encuentran en la capa difusa migraran a los electrodos con carga contraria al aplicar el campo
eléctrico ¢. Los iones en movimiento longitudinal estan hidratados y las fuerzas de cohesién
resultantes del enlace provocaran que el liquido se mueva por efecto viscosos. La magnitud
de este flujo depende del espesor de la doble capa, que, a su vez, depende de las propiedades
de la superficie, el pH, la fuerza iénica y la temperatura, debido a que el flujo se genera en
la pared, el perfil del flujo electroosmético es plano (tipo tapén), esto difiere del flujo
impulsado por presion, en el que el arrastre en la pared ralentiza el flujo, lo que da lugar a
un perfil de flujo parabdlico (Guijt, R., 2019).

Dado que el flujo electroosmético (EOF) se puede generar aplicando una diferencia entre
electrodos ubicados en depdsitos conectados por un microcanal, es relativamente sencillo y
directo lograr el transporte de fluidos mediante el flujo electroosmoético. Actualmente el flujo
electroosmético ha sido estudiado en tiempos recientes debido a su gran funcionalidad en el
movimiento de microfluidos encontrando aplicaciones en el drea cientifica y en diversos
campos tales como son la quimica, la biologia, la medicina entre muchos otros, por tal motivo
la comunidad cientifica ha desarrollado diversas investigaciones en dicho campo de estudio
relacionado al flujo electroosmético, entre estas investigaciones podemos destacar las Maynes
y Webb (2003) quienes analizaron el transporte electroosmético totalmente desarrollado para
un microcanal de placa paralela y un microtubo circular bajo condiciones de contorno
impuestas de flujo de calor de pared constante y temperatura de pared constante, con ello
lograron observar, para la condicién limite de flujo de calor constante que el ntimero de
Nusselt completamente desarrollado depende de la relacién del conducto, la longitud de la
tuberia y de la fuente volumétrica adimensional, variando entre los limites definidos por los
radios pequenos y grandes, el aumento de la fuente volumétrica adimensional provocada por
el efecto de calentamiento Joule trae como consecuencia, una disminuciéon del ntmero de
Nusselt para todos los tamafios relativos del canal, para la condicién limite de temperatura
constante, la condicién asintética del canal es aquella para que toda la energia generada
volumétricamente en el fluido debido al efecto de calentamiento Joule se disipa
convectivamente en la pared del canal, dando lugar a una condicién de temperatura de pared
uniforme demostrando que este escenario es idéntico al caso en el que se impone un flujo de
calor de pared constante con fuente volumétrica adimensional negativa cuya magnitud viene
dictada por un balance energético global del fluido. Peng, Chuncheng, Deyi, Hongli y Yan
(2005) por su parte, realizaron una simulaciéon numérica de un flujo electroosmético en un
canal rectangular para analizar las relaciones cuantitativas entre diversos parametros
caracteristicos concluyendo que son importantes los efectos de la geometria sobre el caudal
volumétrico, la velocidad media no depende de la relacién de aspecto para un didmetro
hidraulico fijo, el caudal volumétrico aumenta con el cuadrado del diametro hidraulico, por
tanto, cuando se desea un caudal de bombeo mayor, los canales de mayor didmetro parecen

ser la mejor opcidn, las variaciones de concentracion del electrolito afectan significativamente
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al caudal y a la velocidad media, ya que influyen directamente en el potencial zeta, lo que
repercute en la formacién de la doble capa eléctrica EDL, por ultimo demostraron que el
caudal volumétrico varia linealmente con la aplicacién de un campo eléctrico aplicado,
aunque existen limites superiores a la tensiéon aplicada a lo largo del microcanal, debido al
posible aumento de temperatura del fluido. En anos recientes Ramos, Bautista, Lizardi y
Méndez (2017) desarrollaron un andlisis de perturbacién regular para describir un flujo
electroosmético no isotérmico, dentro de un microcanal de hendidura, en donde se utilizaron
parametros adimensionales tanto para medir las desviaciones de la temperatura con respecto
al caso isotérmico, asi como para modular la intensidad de los gradientes generados, con lo
cual se pudo observar que, la desviacién de los campos de presién y temperatura fueron
suficientes para ser considerados, y debido a esto, se presentaron nuevos gradientes de
temperatura longitudinales, los cuales deben incluirse en las ecuaciones de cantidad de
movimiento, con lo cual se modificé drasticamente los campos de presién y temperatura, asi
como el campo eléctrico, por consiguiente la influencia de estos parametros determinaron la
modificacién del caudal volumétrico, sin embargo, los gradientes de temperatura no fueron
suficientes para regular los caudales volumétricos debido a que los parametros que regulan
los gradientes generados, también ayudan a controlar factores que afectan la determinacién
del caudal volumétrico y controlan la competencia entre el efecto de calentamiento Joule y
las pérdidas de calor en las paredes del microcanal, con lo cual se produjo que, los gradientes
de temperatura tanto longitudinales como transversales compitieran simultaneamente para
estimar la prediccién de las variables principales de interés, bajo esa misma linea anos mas
tarde Ramos, Trevifio, Lizardi, Méndez (2022) desarrollaron en su investigacién un novedoso
analisis asintdtico utilizando técnicas de perturbacién para un flujo electroosmético en un
microcanal rectangular, considerando la viscosidad absoluta dependiente de la temperatura,
lo que afecta la condicién de deslizamiento en las paredes del microcanal, se determiné que,
el efecto de calentamiento Joule, determina el nuevo régimen de flujo electroosmotico, por
otro lado, los patrones de flujo son determinados por varios parametros adimensionales los
cuales de igual manera rigen el comportamiento hidrodindmico, térmico y eléctrico del
problema, los autores destacaron que tan solo tres de ellos (pardmetro adimensional de
desviaciones de temperatura, longitud de deslizamiento adimensional y la disipacion de calor
a través de las paredes del microcanal) son suficientes para determinar de manera muy
significativa la respuesta dindmica del sistema a variaciones externas promovidas por un
campo eléctrico aplicado, de la misma manera, los autores resaltaron el uso de técnicas
asintoticas para analizar situaciones en las que estd en juego determinar la influencia de los
distintos factores que contribuyen a generar patrones de flujo, mencionaron que, los flujos
electroosméticos controlados por efectos variables de temperatura, junto con el control de
tasas de enfriamiento convectivo a través de las paredes del microcanal, mejoran la
disposicién, rendimiento y operacion del flujo volumétrico, por ultimo indicaron que, es de
suma importancia distinguir y clarificar la influencia simultanea de diferentes parametros

fisicos relacionados con la generacion de entropia y la minimizacién de esta, ya que la
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presencia de irreversibilidades puede tener serias repercusiones en el diseno y optimizacién
de sistemas electroosméticos.

Las investigaciones senaladas anteriormente en su mayoria analizaron flujos electroosméticos
con fluidos newtonianos, centrando la investigacién hacia los casos donde se realizaron
investigaciones con fluidos no newtonianos podemos resaltar los trabajos de Zhao,
Zholdovskij, Masliyah y Yang (2008) en donde presentaron un modelo matematico para
describir el flujo electroosmético con fluidos que obedecen a la ley de potencia en un
microcanal de hendidura, en el marco de la teoria de Poisson-Boltzmann linealizada,
encontraron soluciones aproximadas de la distribucién de velocidades para varios valores
especiales del indice de ley de potencia, introduciendo una velocidad de Smoluchowski
generalizada cuyos calculos mostraron que para fluidos pseudoplésticos (shear thinning
fluid), la viscosidad dindmica sin tensién disminuye desde la linea central del canal hasta la
pared, para fluidos dilatantes (shear thickening fluid), la velocidad cerca de la parte central
del canal se aproxima a la velocidad de Smoluchowski generalizada, el perfil de velocidad se
asemeja al de tipo tapén a medida que el indice de ley de potencia disminuye, lo que sugiere
que la velocidad de Smoluchowski es més apropiada como velocidad de deslizamiento para
el flujo electroosmético de fluidos con bajo indice de ley de potencia, por tdltimo, lograron
observar que el efecto de la doble capa eléctrica EDL sobre la velocidad de Smoluchowski es
mas pronunciado que para los fluidos dilatantes (shear thickening fluid), de la misma manera
resaltan las investigaciones de Tang, Li, He y Tao (2009), quienes investigaron un fluido no
newtoniano para flujo electroosmético en microcanales aplicando la metodologia de Lattice-
Boltzmann para describir la distribucién del potencial eléctrico y el campo de flujo,
centrandose en fluidos que se rigen bajo la ley de potencia con varios valores de indice de
ley de potencia, con lo cual lograron demostrar que, las caracteristicas reoldgicas del fluido
pueden cambiar significativamente el patrén de flujo electroosmotico y que el indice de ley
de potencia desempena un papel importante, de igual manera, indicaron que, en el caso de
un fluido newtoniano, el perfil de velocidad es de tipo tapén cuando la relacién entre la
altura del canal y la longitud de Debye es superior a 10 aproximadamente, sin embargo, el
valor critico cambia de manera significativa para el caso de un fluido no newtoniano,
demostrando también que el comportamiento no newtoniano del fluido de transporte debe
tenerse en cuenta en las aplicaciones practicas de microfluidos con flujos electroosmoticos.
En las investigaciones realizadas por Vasu, y De (2010) los autores lograron observar que los
efectos electro-viscosos son mayores en los fluidos pseudopésticos (shear thinning fluid) que
en los dilatantes (shear thickening fluid) y debido a estos mismos efectos en el caso de un
fluido altamente pseudopldstico se observé una reduccién del flujo de hasta el 65% y una
viscosidad aparente que es el doble de la viscosidad normal para una doble capa eléctrica
delgada, el analisis anterior ayud6 a comprender mejor el flujo de fluidos de ley de potencia
en microcanales, también ayudé a controlar mejor el transporte de fluidos en
microdispositivos. Es de resaltar las investigaciones hechas por Zhao y Yang (2013).donde
analizaron tedricamente un flujo electroosmoético con fluidos de ley de potencia no

newtonianos en un microcanal cilindrico, en sus investigaciones observaron que, debido a la
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aproximacién para la funcién de Bessel modificada de primer orden, las soluciones
aproximadas introducen los mayores errores para predecir la velocidad electroosmotica
cuando el espesor de la doble capa eléctrica es comparable al radio del canal, pero pueden
predecir de manera favorable la velocidad electroosmotica cuando el espesor de la doble capa
eléctrica es mucho menor o mayor que el radio del canal, destacaron que la velocidad de
Helmoltz-Smoluchowski de los fluidos de ley de potencia en microcanales cilindricos dependen
de las dimensiones geométricas, lo que contrasta fuertemente con dicha velocidad sobre
superficies planas en microcanales de placas paralelas, resaltan que, efectos tan interesantes
pueden atribuirse al acoplamiento no lineal entre la electrostatica, la geometria del canal y
la hidrodindmica no newtoniana. Otros trabajos importantes fueron realizados por Escandoén,
Bautista y Méndez (2013) que determinaron las tasas de generaciéon de entropia para el flujo
electroosmético de un fluido no newtoniano en un microcanal de placas planas paralelas,
para rangos investigados de patrones adimensionales presentaron que, la tasa de generacién
de entropia estd dominada por el efecto de calentamiento Joule y la contribuciéon de la
friccion del fluido es despreciable, la tasa de generacién de entropia en el microcanal depende
del nimero de Peclet, del término de generaciéon de energia, la relacion de aspecto y la
diferencia adimensional de temperatura, por lo tanto, la tasa media adimensional de
generacion de entropia puede minimizarse en diferentes condiciones de funcionamiento, lo
que corresponde a una relacién especifica entre las propiedades termofisicas del sistema y los
pardmetros geométricos del microcanal. Simultdneamente los trabajos de Sanchez, Arcos,
Bautista y Méndez (2013) en donde se realiz6 un andlisis teérico, basado en la teoria de
lubricacién del efecto de calentamiento Joule en un flujo puramente electoosmoético de fluidos
no newtonianos a través de un microcanal de hendidura, en sus graficos obtenidos explican
que, un aumento en el nimero adimensional de Weissenberg implica un aumento en la
velocidad longitudinal, de la misma manera se explica que para una viscosidad constante los
perfiles de velocidad se asemejan a los de tipo tapén, sin embargo, los perfiles de velocidad
son alterados cuando la viscosidad, asi como la conductividad eléctrica del fluido depende de
la temperatura, los autores detallan en sus graficas que para valores de indice de ley de
potencia que van de 0.65 a 0.95, los valores de velocidad adimensional en direccién
longitudinal caen con respecto a los valores antes mencionados, resaltan que los gradientes
de temperatura axiales en el microcanal, afectan el campo eléctrico y el campo de flujo,
haciéndolos no uniformes a través de la direccién longitudinal, en sus graficas de presién, los
autores indican que, gradientes de presién negativos aparecen en la entrada y salida del
microcanal, mientras que en la seccién media es positiva, este comportamiento modifica los
perfiles de velocidad en las regiones correspondientes a lo largo del microcanal, el perfil de
velocidad es ligeramente convexo a la entrada y a la salida y concavo en la regién central,
los autores pusieron en evidencia que para fluidos no newtonianos, la presién adimensional
incrementa con respecto a los fluidos newtonianos este incremento afecta la distribuciéon de
velocidad adimensional intensificando la concavidad y convexividad de los perfiles de
velocidad dependiendo de la regién donde se evalué, por ejemplo, cuando los gradientes de

presién son positivos, conducirdan el flujo opuesto a la electro6smosis, mientras que un
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gradiente de presion negativo inducira un flujo favorable a la electroésmosis, por dltimo, los
autores en sus graficas de temperatura, resaltan un comportamiento no simétrico debido al
efecto advectivo del flujo de fluido y reiteran que, para un valor de indice de potencia igual
a la unidad los perfiles de temperatura no son influenciados por el nimero de Weissenberg
de manera significativa, sin embargo para un ntmero de Weissenberg de aproximadamente

0.65, la distribuciéon de temperatura se ve fuertemente afectada.
Justificacion

La literatura especializada antes mencionada ha jugado un papel de suma importancia en la
difusién y divulgacién de conocimiento cientifico y de ingenieria de la teoria electroosmética,
enfocandose en el analisis de flujos electroosméticos, con lo cual se resalta la relevancia que
han adquirido estos temas en el campo cientifico. En el andlisis del estado del arte anterior
es posible notar que varios estudios referentes a flujos puramente electroosméticos en
microcanales rectangulares, estan enfocados en fluidos newtonianos, asi como en diversos
tipos de fluidos de ley de potencia, sin embargo, atn es posible notar la ausencia de estudios
de flujos electroosméticos con fluidos de ley de potencia que se rigen mediante el modelo de
Carreau, por lo cual, con el presente trabajo se pretende expandir los conocimientos de este
tipo de fluidos y sus comportamientos en flujos electroosméticos. El presente estudio
involucra los efectos de las variaciones de viscosidad que se rigen bajo el modelo de Carreau,
(T, ) = noe "7 To)[1 4+ (A4)2]"= haciendo la consideracién de que no existe transferencia

n—1

de calor, por lo cual, dicho modelo se reduce a 7(%) = n,[1 + (Ay)?]"2 . Es posible observar

que, si el indice de ley de potencia es igual a cero, matematicamente caemos en el caso de
viscosidad constante 1 = 1,(1) que representa al caso de fluido newtoniano. Lo que se
pretende resaltar en el presente trabajo, aparte de observar cémo influye el indice de ley de
potencia n en los perfiles de velocidades, es también analizar el papel que toma el ntimero
adimensional de Weissenberg w,, que comienza a tener relevancia en el comportamiento de
flujo electroosmético cuando el indice de potencia es diferente de cero, junto con la tasa de
deformacién .y de qué forma alteran los perfiles de velocidad. Dicho anélisis se realiza en
un microcanal rectangular de placas planas paralelas, con coordenadas cartesianas (x,y) y
en dos dimensiones, de la misma forma se consideran potenciales inducidos ¢ bajos menores
a 25[mV], por lo cual, es posible utilizara la linealizaciéon de Debye-Hiickel.

La presente tesis simultaneamente pretende servir como base para futuras investigaciones en
el campo de la teoria electrocinética y los flujos electroosméticos con fluidos de ley de
potencia y en especial los que se rigen bajo el modelo de Carreau y de igual manera, pretende
aportar conocimiento en microfluidica con el fin de ser aprovechados no solo en el ambito

académico sino también en el médico, biolégico, quimico, robdtico, etc.
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Objetivo

Analizar fisicamente la hidrodindmica de un flujo electroosmético que circula en un
microcanal rectangular considerando un fluido no newtoniano mediante el modelo de
Carreau. Este es un trabajo numérico en donde se reescriben las ecuaciones de gobierno en
su forma variacional para poder ser resueltas mediante la técnica de elemento finito con
ayuda del software FreeFem-++.
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Capitulo 2 Formulacion del

problema

En este segundo capitulo, se describe la fisica del modelo de estudio a través de las ecuaciones
que lo describen junto con sus condiciones iniciales, después se procede a realizar un analisis
de orden de magnitud para reescribir dichas ecuaciones y condiciones en su forma

adimensional.

Modelo matematico

En la figura 2.1 se observa el modelo fisico de estudio, el cual se encuentra en coordenadas
cartesianas y en dos dimensiones (x,y), con el origen en la entrada y centro del microcanal
rectangular y cuyo eje x se posiciona por todo el eje central a lo largo del mismo, de igual
manera, con dimensiones geométricas de altura 2H y longitud L, de las cuales se asume que
el espesor es mucho mas pequeno en comparacion con la longitud H < L, a su vez las paredes
del microcanal estan conformadas por un material dieléctrico y dentro de este circula un
fluido ionizado y el contacto entre estos dos materiales produce que las paredes se carguen
negativamente por lo cual se producird mayor densidad de protones cerca de las paredes, por
tal motivo, se genera la doble capa eléctrica puede ser caracterizada por la longitud de Debye
Ap. La carga se va degradando de manera gradual desde la pared del microcanal, donde el
potencial ¢ es maximo (¢) y llega a un valor de cero en el centro de este. Al aplicar un
potencial externo ¢, los protones que se encuentran cerca de las paredes del microcanal
comenzaran a desplazarse y por efecto viscoso, todo el fluido de igual manera se desplazara
(Ramos, E. A, et. al., 2017). Cabe destacar que las fuerzas de campo no se producen debido
a la gravedad sino a fuerzas eléctricas representadas por las fuerzas de Lorentz E = qE‘ +
q(?} X E) donde q,ﬁ vy B son, la carga elemental, campo eléctrico, vector velocidad y
campo magnético respectivamente y en ausencia de este ultimo, se asume que el mecanismo
para generar el movimiento del fluido se debe al empleo de fuerzas electroosmoéticas que se
producen debido a un campo eléctrico aplicado E; en direccién longitudinal, el cual se define
de la siguiente manera E, = %, donde ¢, es el potencial eléctrico de referencia. El sistema
es soportado en los dos extremos por dos depédsitos de liquido que se encuentran a una
temperatura y presién de referencia 7, y P, respectivamente.

Se considera que el fluido ionizado es no newtoniano y su comportamiento puede ser descrito
mediante el conocido modelo de Carreau (Séanchez, S., et. al., 2012).
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Fig. 2.1 Esquema de un microcanal rectangular bidimensional de longitud L y espesor 2H donde circula un

flujo electro6smotico.

Para una mejor comprensién se agregan las siguientes consideraciones e hipétesis.

Se considera flujo laminar con ntimeros de Reynolds bajos Re < 1.

e La carga en la doble capa eléctrica sigue la distribucién de Poisson-Boltzmann.

Se considera un fluido no newtoniano que obedece al modelo de Carreau.

Potencial en las paredes menor a 25[mV]

No existe permeabilidad a través de las paredes
Ecuaciones

Se definen las ecuaciones que rigen el modelo de estudio en coordenadas cartesianas y las
cuales describen el flujo electro6smotico. Para un flujo estacionario ‘?% 0, incompresible y

bidimensional, la ecuacién de continuidad queda de la siguiente manera:

ou Ov
%+6_y_0 (1)

En donde u y v son las componentes de velocidad en los ejes x y y respectivamente.

Las ecuaciones de cantidad de movimiento para flujos estacionarios S*=%'=0 vy

bidimensionales quedan para x:
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+r.E, (2)
Y para el eje y :

T 9y or oy

p(u@—i- (%) _ op O, 071,

e E
Vo, +p.E, (3)

De las dos ecuaciones anteriores, podemos ver que la influencia del potencial eléctrico

99 _
-2 =
—% (Ramos, E. A., et. al., 2022). Y en donde E,, es la fuerza de campo eléctrico en direccion

aplicado ¢ actua Unicamente a través de la direccién x, mediante la relaciéon E, =

Ty p, es la densidad de carga, a su vez, p, P, 7,,,T,,, Tuy ¥ Ty, son la densidad y la presion
del fluido, los esfuerzos viscosos normales y cortantes respectivamente, y estos se definen

Ccomao:
ou v ou Ov
Tm—277%77yy—277—9 miy_Ty:r _77<_9+%> (4)

En donde 7 es la viscosidad del fluido, sin embargo, se considera trabajar con un fluido no
newtoniano, por lo tanto, la viscosidad del fluido es variable, cuyo comportamiento se rige

bajo el modelo de Carreau n(T},%) :noe*b(Tf*TO)[l—l—()\”'y)Q]anl y considerando que la

temperatura es constante, obtenemos:

(%) = nol1+ O%)"2 (5)

=G Goa) 26 ®

En donde b,7y,n, A y ¥ es el pardmetro empirico que mide la dependencia de la viscosidad

2

sobre la temperatura, la viscosidad de cizallamiento cero, el indice de ley de potencia, tiempo
de relajacion y la tasa de deformacion respectivamente (Sanchez, S., et. al., 2012).

Ahora bien, el potencial total existente en el sistema se define como:

O(x,y) = o) +(y) (7)

En donde ¢(x),9¥(y) es el campo eléctrico aplicado y el campo eléctrico inducido,
respectivamente y las fuerzas de campo se definen de la siguiente manera:

_ 09(z,y)
E,=——p"—" (8)
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Mz, y)
E=——"" 9
= )
De la ecuacion (7) se puede observar que el potencial eléctrico aplicado ¢ solo depende de la
direccién x y el potencial eléctrico inducido 1 solo depende de la direccién y y debido a ello

sustituyendo la ecuacién (7) en las ecuaciones (8) y (9) obtenemos: E, = —% y E, = —%

Por otra parte, para nuestro caso de estudio se considera que el potencial en la pared del
microcanal ¢ es menor a 25[mV], es decir, ¢ < 25[mV] y por consiguiente £, = 0.
Considerando que, en nuestro caso de estudio se trabajara con un fluido no newtoniano, la
ecuacion se desarrollard tomando a la viscosidad como una funcién del campo de
desplazamientos, con lo cual se obtiene que las ecuaciones de cantidad de movimiento quedan
de la siguiente manera:

Para el eje x:

() 0P 0y v o on
P\ "o oy)  Ox T\ 92 0y?

Y para el eje y:

<U@+U@>—_@+ (8_%+8_%>+2@@+@<@+@> (11)
’ y y_f)ynf)x?c’)yQ oy Ox\dy Ox

Por otra parte, de acuerdo con la teoria electrostatica, el potencial total existente es
gobernado por la ecuacién de Poisson-Boltzmann, por lo tanto:

¢ PP p.
2t ar T e (12)

En donde € es la permitividad dieléctrica del vacio y como se habia mencionado

anteriormente p, representa la densidad de carga eléctrica de la solucion electrolitica, la cual

zey
kBTO

estd dada por la relacion: p, = —2zen sinh( ) y considerando que el méximo potencial

es alcanzado en las paredes del microcanal cuando ¢ llega a un maximo de 25[mV], el cual
zey
k5T,

_22%e2n_ 9

relacién de la densidad de carga queda de la siguiente forma: p, = T on donde

es considerado un valor bajo, es posible linealizar el término sinh( ), de esta manera, la

z,e,N, kg, Ty es la valencia de la solucién electrolitica, la carga elemental, la concentracién
i6nica de la soluciéon, la constante de Boltzmann y la temperatura de referencia
respectivamente. Cabe mencionar que la densidad de carga eléctrica p, esta escrita en la
forma de la conocida linealizacion de Debye-Hiickel (Masliyah, J. H., et. al., 2006), (Sdnchez,
S., et. al., 2012).
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Existe la propiedad de la conservacién de carga, que se presenta en los fenémenos
electrocinéticos: V- (cVd) =0, donde o es la conductividad eléctrica y esta se considera
constante, por lo tanto, la ecuacién de conservacion de carga queda de la siguiente manera:
% = 0, y el potencial eléctrico aplicado ¢ solo depende de la longitud en x,se considera una

diferencial exacta, quedando de la siguiente manera:

d?¢
== (13)
Condiciones de frontera

Para el presente problema, las ecuaciones de frontera requeridas para resolver el conjunto de
ecuaciones (1), (10)-(13) quedan de la siguiente manera:

Px=0,y)=P(zx=L,y) =0 (14)
v(z,y=+H) =0, v(z,y=0)=0 (15)
u(z,y=+H)=0 Ou =0 (16)
Y = — Y% ayy:O -
¢($7Z/=iﬂ):§7 %y_ozo (17)
qj)(x = Ovy) = ¢07 ¢(x = L7y) =0. (18)

Considerando que se trata de un flujo puramente electroosmético, por lo cual el movimiento
del fluido se debe tnicamente a la aplicaciéon de un campo eléctrico aplicado, por tanto, no
existe un gradiente de presién aplicado o inducido, se considera una presién constante tanto
en la entrada del microcanal x =0, como en la salida de este x = L (14). El valor de la
velocidad v serd igual a cero en las paredes del microcanal y = H,y = —H, a su vez, en el
centro del microcanal y = 0 (15). El valor de la velocidad u, seréd igual a cero en las paredes
del microcanal y = H,y = —H (16) Debido a la naturaleza del sistema, se establece la
condicién de simetria, por lo tanto, se hace la consideraciéon de que el comportamiento de la
velocidad u y el potencial inducido v sera simétrico desde el centro del microcanal a la pared
tanto inferior como superior (16),(17), el potencial eléctrico inducido 1) serd igual al potencial
zeta ( que es el valor maximo que este puede alcanzar en las paredes del microcanal y =
H,y=—H (14), el potencial eléctrico aplicado ¢ tendrd un valor de referencia ¢, a la
entrada del microcanal = = 0 y este sera cero a la salida de este x = L (18)
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Analisis de orden de magnitud

El analisis de escala o de orden de magnitud se utiliza como primer paso en un estudio
teérico-numérico con la finalidad de obtener informaciéon relevante que permite una
descripcién més simple del modelo fisico a resolver. Este anélisis permite encontrar los valores
caracteristicos de cada variable (incégnita) del sistema de ecuaciones diferenciales debido a
que se puede predecir el comportamiento hidrodindmico del flujo electroosmético
correspondiente a un fluido no newtoniano.

De acuerdo con la geometria del microcanal se establecen las siguientes escalas caracteristicas
para la longitud y la altura, es decir:

x~Lyy~H (19)

En direccién longitudinal, se hace la consideracién de que el potencial eléctrico aplicado
caracteristico es generado por el maximo campo eléctrico aplicado, a su vez en direccién
transversal el potencial eléctrico inducido caracteristico puede compararse por el generado
por el simple contacto entre el material dieléctrico y el fluido ionizado que llega a su valor
maximo en las paredes del microcanal que es el potencial zeta ¢, por lo tanto:

¢~ PP~ ¢ (20)

De la ecuacién de cantidad de movimiento en el eje z, ecuacién (10), se puede observar que
la tnica fuerza que promueve el movimiento, es la generada por el campo eléctrico aplicado,
por tanto, compite con la fuerza que se opone al movimiento, que es la fuerza producida por

el efecto viscoso que se ve reflejado en los términos difusivos (segundas derivadas) de la
Q%u 4 Onou
oy? oy oy’
bien, la variacién de la viscosidad casi no produce un efecto significativo en la velocidad del
n ou
Oy Oy
comparacién de lo que genera el movimiento contra lo que lo frena, siendo los siguientes

ecuacion antes mencionada y actuando en el eje y, siendo dicho término: n ahora

fluido y por lo tanto puede ser no considerada ~ 0, por consiguiente, se realiza la

términos: E,p, ~ 77227757 quedando el orden de magnitud de la siguiente manera:

u
Eope ~ 1157 (21)
D

En donde ugg, A\ es la velocidad de Helmoltz-Smucholowski, que es la velocidad maxima
que un flujo electroésmotico puede alcanzar y la longitud de Debye que representa el espesor
de la capa de Stern mas la longitud de la capa difusa (Nguyen, N. T., et. al., 2019).
Despejando a la velocidad mencionada anteriormente obtenemos:
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2
~ EOpeAD

n
De trabajos previos, tenemos las relaciones: A\p = k! ; k =

Ugs (22)

02262
== donde x denota el
ekgT,

pardametro de Debye-Hiickel que a su vez se relaciona con la longitud de Debye de la forma
anterior y de igual manera recordando la ecuacion de la densidad de carga con la linealizacion
de Debye-Hiickel:

ze ) 9 22e?n 1 (23)

= —2zen__ sinh (
Pe > kpTy kpTy
consecuentemente introduciendo x? en dicha ecuacién obtenemos (Masliyah, J. H., et. al.,
2006):

pe ~ €r°C (24)

Si relacionamos la ecuacién (23) con la ecuacién (22) obtenemos la siguiente expresion:
eC . . .
ugg ~ 5 By y de trabajos previos, obtenemos:

upgs =——Eq (25)

Para conocer la escala caracteristica relativa a la componente de velocidad en direccién y, se
considera una comparaciéon tomando como base a la ecuacién de continuidad (1), y sabiendo
que la escala caracteristica de la componente de velocidad en direccién longitudinal u es g
y las longitudes caracteristicas para = y y son L y H respectivamente, por lo tanto, se
considera:

L

Uns

—0 (26)

SIS

Donde v, es la escala caracteristica de la componente de velocidad en el eje y,
consecuentemente obtenemos:

Uns
— 4o 27
v L (27)

c

Por otra parte, los gradientes de presiéon existentes en las ecuaciones de cantidad de
movimiento se deben tinicamente al campo eléctrico que es el mecanismo que produce el
movimiento y de la misma manera, los términos difusivos en el eje y son los que se opondrian

a dicho movimiento, como consecuencia, se realiza la comparacién entre dichos términos:

oP
Empe ~ a_m (28)
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Y se obtiene:

0%u

Empe ~ 778—3/2 (29>

Y de manera subsecuente se realiza la comparacién entre ambos, obteniendo:

oP 0%u

= o= 30
ar " 0%y (30)
Y sustituyendo las escalas caracteristicas anteriores:

C

L "

Ab, s (31)

Por lo tanto, la escala caracteristica de la presion queda de la siguiente forma:

UpgL
2

AP, ~7 (32)

Modelo matematico adimensional

Con base en el andlisis de orden de magnitud, se proponen las siguientes variables

adimensionales
T Y - U - vl
X:_‘ Y:_ = — = — =
L’ " Ugg ! v, upggH
~ P—P P— P)H? ~ P ~ Y
P o ( 0) b= == (33)
APq NotpsL ®o q

Sustituyendo las variables adimensionales (33) en la ecuacién de continuidad (1) y aplicando
el algebra referente al anélisis adimensional se obtiene que la ecuacién de continuidad
adimensional queda de la siguiente forma:

oun  0v

De igual manera despejando las variables adimensionales y sustituyendo en las ecuaciones
(10) y (11) obtenemos:
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~o0u  .ou\  OP ~\gn=l 28211 0%4
sRe(ua—X—l—va—Y> a_X+[1+(W¢’Y) |2 (s 8X2+W>

8 n—1 aﬂ
2— ,N 2__
+2¢e X 14 (wy)*] 2 X (35)
0 o=l (0,00 _, do
g+ @A (G4 os) - R

o5 . 0b opP
3 TR R il
e°Re (uaX—i-’UaY)

0X?  0Y?
0 n—
2 N2 2 36
+2e° [+ @) 2 o (36)
2 O S 8_17)
+e aX[1+(wzv) ] <8Y+€ X
De igual manera tenemos que:
Ay = wiy (37)
En donde 7 es la tasa de deformacién adimensional y se define como:
2 2 213
ou ou ov ov
= 2 (27 - 277 2 (22
= [25 <8X> + <6Y+€ 8X> +2¢ <8Y> } (38)

Acoplando las variables adimensionales (33) a la ecuacién (12), obtenemos que la ecuacién
de Poisson-Boltzmann adimensional queda de la siguiente manera:

27 2.7
2580 L4V _ g (39)
0X?2  dYy?
A su vez, aplicando el algebra referente al anélisis adimensional, obtenemos que la ecuacién
de conservacién de carga finalmente nos queda de la siguiente manera:

d2¢
dx2 0

(40)

De las ecuaciones anteriores los pardmetros adimensionales se definen como:

Re—Pnst __H s
"o L H

i=% s

¢ Ap

(41)

En donde Re, ¢, w,, ¢ y Kk es el nimero adimensional de Reynolds, la relacién entre las
dimensiones caracteristicas del microcanal, el numero adimensional de Weissenberg, la
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relacién entre el potencial eléctrico aplicado e inducido y el inverso de la longitud de Debye,
respectivamente (Bird, Armstrong y Hassager, 1987), (Ramos, Bautista, Lizardi y Méndez,

2017).

Condiciones de frontera adimensionales

Las ecuaciones adimensionales que describen la fisica del problema estan asociadas a las

siguientes condiciones de frontera, las cuales se obtuvieron de la sustitucién de las variables

adimensionales (33) en las condiciones de frontera originales ecuaciones (14) a (18) y por lo

tanto se obtienen las siguientes condiciones:

P(X=0Y)=P(X=1Y)=0

XY =41)=0 ; #X,Y=0)=0
- ou

u( Y :l:) 78YY:0

- o

XY =41)=1 — =0
dr=sn=1 g

Es importante resaltar que el presente estudio es un caso general y no particular en

microcanales y en la siguiente tabla se proveen valores promedio dados conocidos.

Parametro Valor Unidades

L 10° [m]

H 50 — 200 [pm]
E, 103 [V/m]

€ 1010 [C/V m]
N 103 —10"1 [Kg/ms]
p 10° [Kg/m?]
Ap 1—-10 [nm]

Tabla 2.1 Propiedades y parametros geométricos aplicados al modelo fisico de analisis.
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Parametro Valor

Re 1.0

€ 0.01

K 10 — 40
n 0.8-1.0
w; 0.1 -1.0
X 0.1-0.9
Y 0.1 -0.9

Tabla 2.2 Parametros adimensionales del presente analisis.
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Capitulo 3. Solucién numeérica del

modelo fisico del problema

En este capitulo se realiza una breve descripcién del funcionamiento del software de uso libre
llamado FreeFem+-+, se implementan los métodos para obtener las ecuaciones y las
condiciones iniciales adimensionales que gobiernan el modelo de estudio en su forma
variacional con el objetivo de poder resolverlas a través del método de elemento finito, a su
vez, se realiza una breve explicacion del funcionamiento de los comandos mas relevantes y

su relacién con las ecuaciones.

FreeFem-+-+

Debido a que se requiere resolver de manera numérica el problema descrito mediante las
ecuaciones diferenciales parciales adimensionales cuyas variables gobiernan la fisica del
microcanal, se recurre al uso del software FreeFem++ que es un entorno de desarrollo
integrado (IDE, por sus siglas en inglés) o plataforma de cédigo abierto de alto nivel,
utilizada para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales parciales mediante el método
de elementos finitos, con la finalidad de resolver algin fenémeno fisico, ya que estos se pueden
describir mediante ecuaciones diferenciales o sistemas de ecuaciones diferenciales.
FreeFem++ utiliza un idioma de usuario para establecer y controlar el problema, de igual
manera permite una rapida especificacién de ecuaciones diferenciales parciales con la
formulacién variacional de un problema en estado estacionario y el usuario puede escribir
sobre un script para resolver problemas no lineales y dependientes del tiempo (Hecht, F., et.
al., 2005).

Se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineal conformado por las
ecuaciones: (34),(35),(36),(39) y (40) y se requiere resolver numéricamente las variables 1,
v, ]3, <Z y 1/7, las cuales son dependientes entre si, por consiguiente, se recurre a un método
iterativo con el objetivo de resolver simultaneamente el sistema, para dicha tarea se recurre

al programa FreeFem++-.

Método de elemento finito

El método de elemento finito (FEM por sus siglas en inglés Finite Element Method) consiste
en segmentar el dominio de la solucién en elementos con formas mas simples, por lo que es
posible desarrollar una soluciéon aproximada de la ecuacién diferencial parcial (EDP) para
cada una de estas regiones. La solucion total se obtiene uniendo las soluciones individuales
asegurando la continuidad de las fronteras entre los elementos, con lo cual, la EDP se
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satisface por secciones. Desarrollar el método de elemento finito, obedece a una serie de
instrucciones que se ejecutan paso a paso y en el siguiente orden:

Discretizacion: El dominio de la solucién es dividido en elementos finitos. Los puntos que
unen las lineas que forman los lados de los elementos se denominan nodos y estos mismos

lados se conocen como lineas o planos nodales.

Ecuaciones de los elementos: En este punto, se desarrollan ecuaciones para aproximar la
solucién de cada elemento, para esto es necesario seguir dos pasos fundamentales. Como
primer paso se elige una funcién apropiada cuyos coeficientes sean desconocidos, dicha
funciéon aproxima la solucién. Como segundo paso, se evaltan los coeficientes para que la
funcion calcule la solucion de manera 6ptima. Comunmente, se emplean polinomios
interpolantes de Lagrange ya que son facilmente manipulables de manera matemética. Con
dichos polinomios, se obtienen funciones de aproximaciéon o de forma las cuales ofrecen un
medio para predecir valores intermedios que se encuentran entre los nodos. Una vez elegida
dicha funcién de interpolacién, se debe manipular la ecuacién que gobierna el
comportamiento del elemento. Esta ecuacién refleja un ajuste de la funcién a la solucién de
la EDP con la que se trabaje, para lograr esto, existen métodos como el método directo, el
método de residuos ponderados y el método variacional. Los resultados de todos estos
métodos son andlogos al ajuste de curvas (Chapra, S. C. et. al, 2011). De forma matematica
las ecuaciones del elemento obtenido se conforman con un sistema de ecuaciones algebraicas

lineales en forma matricial, de la siguiente manera:

[gl{u} = {G} (47)

Donde: [q] es una propiedad del elemento o matriz de rigidez, {u} es el vector columna en
los nodos y {G} es el vector columna determinado por el efecto de cualquier influencia
externa aplicada a los nodos.

Ensamble: Una vez obtenidas las ecuaciones de elementos individuales, estos deben unirse
o ensamblarse para caracterizar el comportamiento de todo el sistema. Este proceso de
ensamble obedece al concepto de continuidad, por lo cual, las soluciones de elementos
contiguos se acoplan de manera que los valores de las incégnitas en sus nodos comunes sean
equivalentes, se puede observar el ensamble de las versiones individuales a través de la
ecuacién (47) de la siguiente manera:

[Q{w'} ={G"} (48)

Donde [Q] es la matriz de propiedades de ensamble y {u’} y {G’} son ensambles de los
vectores {u} y {G} de los elementos individuales respectivamente.
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Condiciones de frontera:
[Q{u}y ={G¢"} (49)
La barra significa que las condiciones de frontera han sido aplicadas.

Solucién: Las soluciones de la ecuacién (49) se obtienen con técnicas tales como la
descomposiciéon LU entre otras.

Procesamiento posterior: Una vez obtenida la solucion, esta se despliega en forma tabular
o de manera grafica (Chapra, S. C. et. al, 2011).

Para el presente caso de estudio, se tienen cinco ecuaciones con cinco incégnitas, altamente
dependientes, la aplicacién del método de elemento finito, requiere primeramente bajar el
orden de los términos difusivos (segundas derivadas), para ello se recurre a la formulacién
variacional o también conocida como formulacién débil, el objetivo de dicha formulacién
permite pasar una ecuacion diferencial parcial de segundo orden a una de primer orden, lo
que facilita la discretizacién, permitiendo usar polinomios de Lagrange de grado uno (Pl =
a,x + ay) y de esta manera conocer la informacién entre un nodo y otro. La discretizacién
se basa en elementos triangulares, lo que facilita el calculo entre nodos ya que cada uno de
estos, esta conectado con otros dos, por lo cual, son puntos donde los polinomios de Lagrange
son evaluados y de esta manera se conectan todos los nodos entre si, conformando un sistema
de ecuaciones con la forma de la ecuacién (47), a diferencia del método de diferencias finitas,
el cual requiere de un mayor nimero de nodos y por lo tanto mallas més finas que a su vez,

requieren de tiempos de computo mayores.

,.)2&74%

AL

\ S

Fig. 3.1 Diferencia entre una malla rectangular y una malla usando elementos triangulares (Chapra, S. C. et.

al, 2011)

En la figura 3.1 se puede observar una malla construida con elementos triangulares, lo cual

proporciona una mejor aproximacién a diferencia de wuna malla rectangular, una
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discretizacién por elementos finitos es mas adecuada para el sistema a resolver. Los
programas computacionales que aplican el método de elemento finito pueden utilizar
polinomios de Lagrange de grado uno o de mayor grado y entre mayor sea este, mas exacto
serd el calculo. En el caso de un polinomio de grado uno, se evaltia el punto final e inicial
para conocer la informacion entre estos dos puntos, en el caso de un polinomio de grado dos,
el sistema requiere informacion de tres nodos y la solucién se optimiza, pero el tiempo de

computo, a su vez, se incrementa.

Formulacion variacional

La formulacién débil o formulacién variacional de un problema definido mediante ecuaciones
diferenciales, es una forma alternativa en que dichas ecuaciones se escriben en forma integral,
dando lugar a ecuaciones tratables mediante los métodos del algebra lineal sobre un espacio
vectorial de dimension finita o espacio funcional (Ciarlet, P. G., Oden, J. T., 1978). La
formulacién variacional de un problema consiste en separar la ecuacién o ecuaciones en una
parte bilineal a(f, f,,.) y una parte lineal [(g, f,,.) ¥ condiciones de frontera, la parte bilineal
estd constituida por las segundas derivadas, (laplaciano de f, Af), mientras que la parte
lineal la conforma la funcién lineal, de igual manera la forma variacional se obtiene
multiplicando la ecuacién que se pretende resolver por una variable auxiliar arbitraria e
integrando el resultado sobre el dominio. Después se utilizan las ecuaciones de Green que
disminuyen el grado de la ecuacion diferencial multiplicindolo por la parcial de la funcién
auxiliar. La importancia de la forma débil o variacional es que, para problemas de interés
practico, la solucién puede calcularse mediante el método de los elementos finitos sin
complicaciones considerables, aun cuando la solucién analitica no sea facil de encontrar para

un dominio establecido, la expresién general es (Hecht, F., et. al., 2005):
problem S(f, fo) = a(f; faux) — U9 faux) + (condiciones de frontera) (50)

Donde: la funcién S representa el problema a resolver y esta en funcién de f que es la
variable que se pretende resolver, junto con f, . que es su variable auxiliar, la funcién a
representa la parte bilineal y la funcion [ representa la parte lineal que estd en funcién de la

variable g que es una funcién lineal.

Para poder introducir las ecuaciones al programa FreeFem++, se deben reescribir a su forma
variacional utilizando las ecuaciones de Green (51), (52), término a término, para llevar a
cabo este procedimiento, la ecuacion a tratar debe estar igualada a cero, y se debe multiplicar
a toda la ecuacién por la variable auxiliar implementada para después integrar con respecto
al dominio 2 y sustituir las condiciones de frontera sobre la frontera Of2.

Ecuaciones de Green:
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/anMVf.ﬁds_//Q(Vfaux.vf)dxdy+//ﬂfm(Af)d:cdy (51)

[ [ untaty == [ | 109 fazdy+ [ @15 (52)

Para obtener la forma variacional de la ecuacion de cantidad de movimiento en x esta debe
de estar igualada a cero y a su vez, se le debe agregar la componte temporal en los términos
convectivos de la ecuaciéon para darle estabilidad al cédigo y manejar un tiempo ficticio
debido a la no linealidad de estos términos y poder realizar el cdlculo mediante un ciclo
iterativo, para después ser multiplicada por la variable auxiliar y por dltimo, integrando con
respecto al dominio €2, quedando de la siguiente manera:

//QﬂauxeRe (%ﬂ—k gr —I—v— d:cdy+// auandxdy
o e
_//Q2ﬂa‘“€28iX[l+(wﬂ) "z %dlﬂdy (53)
-/ am%mm)zﬁf (g+* 55 ) dady

// (- —dxdy—()

Una vez obtenida la Ec. (53) se procede a aplicar las identidades de Green, la Ec. (52)
aplicada al término de la presién [ f Ty 2 X 2 dxdy, considerando las condiciones de frontera,

para la presién ]5(X =0,Y)= ]5(X =1,Y) =0, que en este caso son de tipo Dirichlet, de
igual manera la Ec. (48) se aplica para los términos difusivos de la ecuacién que en este caso

i fQ T [1 + (w;7)27 (2 g;z—k 8Y2)d3:dy, considerando sus condiciones iniciales
w(X, Y =41)=0 ; %‘Y:O =0, que son de tipo Dirichlet y Neumann respectivamente,

con lo cual se obtiene la siguiente ecuacion:
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/ / i, eRe (‘Z;+u§ﬂ+ 2;) dady — / / aa;(‘,‘xdxdy
- / / [1+(wfy)2]nT_l< g;agg‘? +§—38 ;;1X> dady

//%W ax LT W) ]nf%dxdy (54)
-/ ua—y 14+ AT (gt e 0 ) dody

/ / (lllX daj dy = 0

Para los términos convectivos no es posible utilizar las entidades de Green y dado que son

los términos no lineales ya que son productos de funciones con sus mismas derivadas,
FreeFem++ utiliza un comando llamado convect, que posibilita la resolucién de estos
términos y debido a la no linealidad de estos, la resoluciéon debe ser iterada por lo que se
hace uso de un ciclo, para ello la componente temporal se descompone de la siguiente forma:

aﬂ an+1 an
o At At (55)
Aplicando algebra y reescribiendo los términos convectivos de la ecuacién tenemos que:
ou ou ou
u dzxd
//Quauste<at+u8 +U8Y> xdy
n+1 ~ aan au
= u ——+u" dzd
/ﬂumx 5Re AL AL +u X + 6Y> xdy "

Donde los términos dentro de los corchetes representan el comando convect, por lo tanto,

los términos difusivos quedan de la siguiente manera:

~n+l
//QﬂauxeReuAt da:dy—//QﬂauxeReéconvect([ﬂ",5”],—At,ﬂ”)dmdy (57)
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n+1 n

Donde es la variable % en tiempo actual, @™ representa a « en un tiempo anterior

y At representa el tamano de paso, por lo tanto, la ecuacién de momentum en el eje x en su

forma variacional queda como:
1 ~
dxdy — / / U, eRe— convect([u”, v"], —At, u") dxdy

”‘n+
// auxERe At At
rLL\X au au‘mx au a uaux
// 5X da:dy—k//l—i—(wv ( X X +8Y 8Y>ddy

n—1 O

//%WE ax LT (@) 7 godedy (58)
ou o, OV

//maYH 321 (g + 2o ) dody

~ —2— —
—l—//ﬂuaux/e ddedy 0

Aplicando el mismo anélisis para la ecuacién de momentum en el eje y se obtiene la siguiente

ecuacion:

"’TL+ 1
D e3 _ ~noosm) ~n
// Vgux € 3Re Y dxdy — //v ReAtconvect([u , 0], —At, ") dedy
1 0v 0v ouodu
FLUXd d 5 aux _ aux d d
//8 ““L// DT (2 5k gt ) ded
/ / 25, 2 W 1+ (o MTl " dady

ou 00

(59)

Como se puede observar en las Ecs. (58) y (59) tanto la ecuacién de cantidad de movimiento
en x como la ecuacién de momentum en gy fueron multiplicadas por sus variables auxiliares
de las componentes de velocidad % y ¥ respectivamente, ahora bien, para el caso de la
ecuacion de continuidad se procede a multiplicarla por una presiéon auxiliar P, debido a
que se trata de cinco ecuaciones con cinco incégnitas, pero dado que no existe un término
que relacione la presién en la ecuaciéon de continuidad, se procede a sumar una variable £ del
orden de 1x107!° multiplicando a la presién P para no afectar el comportamiento del sistema,
después

se procede a aplicar el método para la formulacién variacional quedando la ecuacién de
continuidad de la siguiente forma:

/ / aX gy) drdy + / / EP, Pdrdy =0 (60)
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Ahora bien, para la ecuacién de Poisson-Boltzmann debemos incorporar la componente
temporal como en el caso de las ecuaciones de cantidad de movimiento para darle estabilidad
al cédigo, por lo tanto, la ecuacion (39) queda de la siguiente manera:

23 )
25 GV _ 2
Coxztayr FU=

C’M

(61)

Para esta ecuacién se deben realizar varias consideraciones, la ecuacién de conservaciéon de
. d2a . , . . . , .
carga esta igualada a cero 8—;; = 0, el potencial eléctrico inducido solo acttia sobre la longitud

transversal Y, multiplicando por la variable auxiliar igualando a cero, aplicando las

aux
ecuaciones de Green y considerando las condiciones de frontera ¥(X,Y =41) =

1 - o2y
r Yy,

- ,lZnJrl ,lZ
/ [2 waux At dm dx / / waux At dm dy

= 0, obtenemos:

~ (62)
a_wa 77baux a_,(/}a ¢aux 1/} //{, '[/)d;l}dy =0
+//Q [O <8X X )+ay % d”’“d“//ﬂ
Por dltimo, para la ecuacién de conservacién de carga:
0?6 90 99
oxz T ove = ot (63)

Aplicamos la misma metodologia, se agrega la componente temporal para darle estabilidad
al cédigo, se iguala a cero, se multiplica por su variable auxiliar y se aplica el teorema de

Green, para obtener su forma variacional, la cual queda de la siguiente forma:

¢n+1 a¢ a¢dlm a¢ ad)aux

Codigo

Para poder resolver el sistema de ecuaciones correspondiente al modelo fisico en cuestién, es
necesario generar la malla que es el conjunto de elementos finitos que describen el dominio
de analisis en cuestion, en este caso el microcanal rectangular. Dado que se esta considerando
un microcanal simétrico, es decir, el comportamiento de las variables con respecto a la
longitud transversal y, es igual, del centro del microcanal y = 0, a la pared superior en la
longitud H, asi como del centro del microcanal y = 0, a la pared inferior en la longitud —H,
es posible simplificar el sistema, considerando Unicamente la parte superior que va desde el
centro del microcanal y = 0, a la pared superior y = H, a su vez, el adimensionamiento de
las variables independientes tanto x como ¥, es decir:
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X = (65)

x
L
Cuando x toma valores de 0 a L, por lo cual, X toma valores que van de 0 a 1, y a su vez
con la variable y:

y
Y= (66)

Cuando y toma valores de 0 a H, por lo cual Y toma valores que van de 0 a 1, la regién en
la cual se va a describir el comportamiento del flujo electroosmético, queda simplificado a
un cuadrado unitario.

—
/] /) -
l 00, 0Q,
/]
/| - 7 /]
Q 7!
/]
7 1
(0,0) 9,
= " |

Fig. 3.2 Malla que describe el espacio por el cual pasa el fluido en el microcanal.

A este cuadrado unitario se le denomina dominio €2 y a sus fronteras 0§, 0€2,, 0925 y 09,
a los lados que conforman el cuadrado partiendo del origen y recorriendo el perimetro del
dominio en sentido contrario a las manecillas del reloj respectivamente. Esta malla fue
generada en FreeFem++ mediante el comando mesh y el comando square el cual por
defecto genera un cuadrado unitario con su respectiva malla denominada para este caso como
Th, dividiendo el cuadro unitario en cincuenta divisiones por lado, la linea de programacién
para la generacion de esta malla queda de la siguiente manera:
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mesh Th=square(50,50);

Una vez generada la malla Th, es necesario generar el espacio de elementos finitos definidos
sobre Th, dentro del espacio de elementos finitos se declaran las variables dependientes y
por cada variable dependiente tenemos una variable auxiliar. En elemento finito podemos
trabajar con polinomios de primero, segundo y hasta tercer grado, conforme aumenta el
grado del polinomio cuando se esta interpolando, la precisién serd mejor, pero los tiempos
de computo aumentaran, para generar el espacio de elementos finitos se hace uso del
comando fespace, en nuestro caso generamos dos espacios de elementos finitos, uno para
calcular las variables de velocidad: u, v, uaux, vaux denominado Uh, con un polinomio de
grado dos P2 y otro para calcular las variables de presiéon: P, Paux denominado Ph con un
polinomio de grado uno P1, la linea de programacion queda de la siguiente forma:

fespace Uh(Th,P2);
Uh u,v, uaux, vaux;

fespace Ph(Th,P1);
Ph P, Paux;

El siguiente paso consiste en definir el problema en FreeFem-++, para definir un problema
se utiliza el comando problem y se le asigna un nombre, en este caso, lo denominamos como
Carreau, en esta parte debe estar igualada a todas las ecuaciones en su forma variacional

para ser resueltas, la linea de programacion es la siguiente:
problem Carreau ([u,v,P],[uaux,vaux,Paux])=

A continuacién, se ingresan las ecuaciones en su forma débil o variacional trabajadas
anteriormente, compuesta por su parte lineal, bilineal y sus condiciones de frontera como lo
establece la ecuacién (52), para ello, FreeFem++ utiliza comandos para designar varios
operadores matematicos. Para definir una doble integral sobre la regiéon con la cual se esté
trabajando, se utiliza el comando int2d(Th), ya que Th representa a la regién sobre la cual
se trabaja, es decir, el mallado, de la misma manera el comando dx(u), representa la primera
parcial con respecto de x de la variable dependiente u que representa a la velocidad
longitudinal y el comando dy(u) representa la primera parcial con respecto de y.

Realizando el andlisis de la ecuacién de cantidad de movimiento en z (58), los términos que

componen la parte convectiva, es decir:

~n+l
//Qﬂaux EReuAt da:dy—//QﬂauxeReAitconvect([ﬂ",5”],—At,ﬂ”)dmdy (67)
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Se introducen al programa con la siguiente escritura:
Int2d(Th)(Re*eps*uaux*u/dt)-int2d(Th)(Re*eps*uaux*convect([uold,vold],-dt,uold) /dt)
Donde el termino eps representa el parametro €, dt es el tamafio de paso, uaux es la variable
auxiliar de la componente de velocidad longitudinal u y tanto uold como vold son las

componentes de velocidad en un tiempo anterior u”,v" respectivamente.

Para la parte de la ecuacién referente a la presion:

/ / ox Do —dxdy (68)

La linea de programacion referente queda:
+int2d(Th)(P*dx(uaux))

Para los términos difusivos es decir los términos que contienen segundas derivadas, es
decir:

B ~\g=l ou 8umx oud umx>
[ [ @A (2 g g+ gy =) dod (69)

queda programada de la siguiente manera:
-int2d(Th) (weiss*(pow(eps,2)*dx(u)*dx(uaux)+dy(u)*dy(uaux)))

Aqui weiss se refiere al termino no newtoniano equivalente a [1 + (w;7)?] "2 |y se introduce

de la siguiente forma:
weiss= pow((1.+pow(we*gamma,2),(n-1.)/2);

y a su vez, la tasa de deformacién adimensional 4 = [2e%( 8X)2 + (8% o4 e? 8”) +2e2(82 )2]%

, se introduce como sigue:

gamma=sqrt((2.*pow(eps,2.))*((pow(dx(u) 2))+(dy (w) *dx(v))+(pow(dy(v),2.)))+(pow(eps
A)Fpow(dx(v),2.))+(pow(dy (1) 2.)));

FreeFem++ utiliza el comando pow para elevar variables a respectivas potencias, en este
caso pow(eps,2) es equivalente a tener €2, a su vez, el comando sqrt representa la raiz
cuadrada.
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Los terminos no newtonianos de la ecuacién:

8 n—1 8&
_ ~ 2 Y 22 ou
// [+ ( )]T“(—NJr —a”>dd (71)
aux 8Y W ’y € 8X &z y

Se introducen de la siguiente manera:
-int2d(Th)(2.pow(eps,2)*uaux*dx(weiss)*dx(u))
-int2d(Th)(uaux*dy(weiss)*(dy(u)+pow(eps,2)*dx(v)))
Respectivamente.

Por dltimo, el termino referente al campo eléctrico aplicado:

// aux/-i dmdy (72)

Se introduce de la forma:
+int2d(Th)(vaux*pow(k,2)*psi*dx(phi))

En donde k representa el parametro &, psi el potencial eléctrico inducido adimensional 1Z y
phi el potencial eléctrico aplicado adimensional ¢.

En nuestro caso tenemos condiciones de frontera de tipo Dirichlet, las cuales, son establecidas
mediante el comando on, para esta ecuacién, no hay movimiento en las paredes del
microcanal 4(X,Y = 41) =0, por lo tanto, las condiciones de frontera se escriben de la
siguiente manera:

+on(3,u=0)

Cabe aclarar que, en este caso, 3 representa la pared del microcanal 0§25, véase Fig. 3.2

Todo el procedimiento anterior se aplica para la ecuacion de cantidad de movimiento en el
eje Y, y de esta manera queda definidas las partes referentes a las ecuaciones de movimiento,
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para la parte de la ecuacién de continuidad (60), la linea de programacién queda definida de

la siguiente forma:
int2d(Th)(Paux*(dx(u)+dy(v))+int2d(Th) (xi*P*Paux)

en donde xi representa la variable £, la cual no produce cambios significativos en el
comportamiento de las ecuaciones debido a su valor del orden de 1x10~'°pero la cual es

necesario para complementar los términos de la presién en el sistema de ecuaciones.

Las ecuaciones de Poisson Boltzmann y de conservacién pueden ser utilizadas para conocer
los valores de ¢ y 1, los problemas de dichas ecuaciones pueden ser definidos en FreeFem++

de la siguiente manera, para la ecuacién de Poisson-Boltzmann:

Problem Psi(psi,psiaux)= int2d(Th)(psiaux*psi/dt)- int2d(Th)(psiaux*psiold/dt)
+int2d(Th)(0.*(dx(psi)*dx(psiaux))+dy (psi) *dy (psiaux))
+int2d(Th)(psiaux*pow(k,2)*psi)
+on(1,psi=0)
+on(3,psi=1);

En esta parte se multiplico por cero la componente en x ya el potencial eléctrico inducido
no actia en esta direccion.

Para la ecuacién de conservacion de carga:

Problem Phi(phi,phiaux)= int2d(Th)(phiaux*phi/dt)- int2d(Th)(phiaux*phiold/dt)
+int2d(Th)((dx(phi)*dx(phiaux))+dy(phi)*dy(phiaux))
+on(2,phi=0)
+on(4,psi=1);

Definidos los problemas de Carreau, Psi y Phi, se implementa un ciclo para obtener los
valores de las incégnitas requeridas, los resultados se muestran en pantalla con ayuda del

comando plot y las variables que se desean conocer.

plot(u);
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Fig. 3.3 Interfaz de FreeFem++

En la fig. 3.3 se puede observar la simulaciéon en FreeFem++ del perfil de velocidades en

direccion longitudinal sobre un flujo puramente electroosmético, la simulacién corresponde

a la definicién de las ecuaciones de cantidad de movimiento tanto en el eje x, como en el

eje y y la ecuacién de continuidad, las cuales estan definidas a través del “problem

Carreau”.

B frasdoen =« ¢ Prgrarn enved sites ES0 b et

_lgoValue

Fig. 3.4 Grafica de potencial eléctrico aplicado QZ
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En la fig. 3.4 se puede observar el grafico del potencial electrico aplicado sobre la interfaz

de FreeFem++, que se rige bajo la definicion de la ecuacion de conservacion de carga, en

este caso, definido como “problem Phi”.

Jealalue,

B Froctame+ | Bragram andad: anter 50 10 a0t} - g »®

~

Fig. 3.5 Gréfica de potencial eléctrico inducido

En la fig. 3.5 es posible observar el grafico del potencial eléctrico inducido sobre la interfaz

de FreeFem++, el programa arroja el grafico de la definicién del “problem Psi”.
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Capitulo 4 Analisis de resultados

En este capitulo se discuten los resultados obtenidos numéricamente y se realiza una
detallada explicacién de las graficas obtenidas, asi como su interpretacion fisica y la
influencia de cada uno de los parametros adimensionales analizados. Se obtuvieron graficas
del potencial eléctrico aplicado e inducido adimensionales, presién adimensional, velocidad
longitudinal adimensional y caudal volumétrico adimensional. La variacién de parametros

representa diversos escenarios en los perfiles analizados.

Potencial eléctrico aplicado

El potencial eléctrico adimensional es una diferencial exacta ya que inicamente es funcién

de la longitud adimensional.

d2¢
=0 (73)

Al obtener la solucién numérica de esta ecuacién se obtienen los siguientes gréficos.
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Fig.4.1 Perfiles de potencial eléctrico aplicado $7 a lo largo de la coordenada longitudinal X para diferentes
valores de posicién Y
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En la Figura 4.1 se obtienen los perfiles del potencial eléctrico aplicado 5 como una funcién
de la coordenada longitudinal X para distintos valores de la coordenada transversal Y. Los
pardmetros adiemensionales utilizados en esta grafica son: Re = 1.0, e =0.01, k =40y n =
1.0. Como se observa en los perfiles, el potencial eléctrico aplicado tiene un comportamiento
lineal, alcanzando un valor maximo de gg =1 en la entrada del microcanal, mientras que a
la salida, el potencial eléctrico aplicado adimensional es es igual a cero. Otro aspecto
importante a analizar, es que el potencial eléctrico aplicado es una funcién tinicamente de la
coordenada longitudinal, $(X ), v por tal motivo, al variar la coordenada transversal, no
existe algin tipo de cambio, razén por la cual, las tres graficas cuentan con el mismo
comportamiento. Este tltimo aspecto, se aprecia matematicamente con la ecuaciéon (73).
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o i — 40 e=0.01 *.
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A F =170 n=1.0 &
v r=1000 Y =0. ‘-‘ ]
@
04Q ™ T T T T * 0.0
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0
X

Fig.4.2 Perfiles de potencial eléctrico aplicado gg, a lo largo de la coordenada longitudinal X para diferentes

valores del parametro adimensional &, para una posicién transversal Y = 0.5

En la Figura 4.2 se obtienen los perfiles del potencial eléctrico aplicado gg como una funcién
de la coordenada longitudinal X para distintos valores del pardmetro adimensional k. Los
parametros adiemensionales utilizados en esta grafica son: Re =1.0,e =0.01,n =10y Y =
0.5. Como se puede apreciar, el potencial eléctrico aplicado tampoco depende del parametro
adimensional de la longitud de Debye, ya que al ir aumentando el valor de k de 10 a 100,
los perfiles tienen el mismo comportamiento. Cabe aclarar, que el potencial aplicado, tal y
como sucede en la Figura 4.1, cuenta con una dependencia lineal, alcanzado un maximo a la
entrada y un minimo a la salida. Asi mismo, esta grafica se evaluo en Y = 0.5, pero por los
resultados de la anterior figura, se obtendrian los mismos perfiles para distintos valores de

la coordenada transversal Y.
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Fig.4.3 Perfiles de potencial eléctrico aplicado gg, a lo largo de la coordenada longitudinal X para diferentes

valores del indice de ley de potencia n, para una posicién transversal Y = 0.5

En la Figura 4.3 se obtienen los perfiles del potencial eléctrico aplicado 5 como una funcién
de la coordenada longitudinal X para distintos valores del indice de ley de potencia n. Los
parametros adiemensionales utilizados en esta grafica son: Re = 1.0, =0.01, k =40y w; =
0.5. Como se puede apreciar, el potencial eléctrico aplicado tampoco depende del
comportamiento del fluido, medido por el indice de ley de potencia n, ya que al ir
aumentando el valor de n de 0.8 a 1.0, los perfiles tienen el mismo comportamiento. De
igual manera, el potencial eléctrico aplicado cuenta con una dependencia lineal, alcanzando
un méaximo en la entrada y un minimo a la salida. Esta grafica fue evaluada en la coordenada
transversar Y = 0.5 y como se aprecia en la figura 4.1, el potencial eléctrico aplicado,

mantendra el mismo comportamiento para cualquier valor de Y.

En los graficos anteriores es posible analizar que el comportamiento del potencial eléctrico
aplicado adimensional es completamente invariante de las propiedades reoldgicas del fluido,
a su vez, es independiente del efecto que produce el espesor de la longitud de Debye y de la
coordenada transversal.
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Potencial eléctrico inducido

Se resuelven las ecuaciones referentes al potencial eléctrico inducido adimensional las cuales

Son:
_d%¢  dxp - d%P
Soxr oy Vi gxe =0 (74)

Con lo cual, se obtienen los siguientes graficos:
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Fig 4.4 Perfiles del potencial eléctrico inducido 1Z a lo largo de la longitud transversal Y para diferentes valores

de la posicion longitudinal X

En la Figura 4.4 se obtienen los perfiles del potencial eléctrico inducido 1Z como una funcién
de la coordenada transversal Y para distintos valores de la coordenada longitudinal X. Los
parametros adiemensionales utilizados en esta grafica son: Re =1.0, e =0.01, k =40y n =
1.0. Como se puede apreciar, el potencial eléctrico inducido 1/7 tiene un comportamiento
parabolico que alcanza su maximo @71 =1 en la pared del microcanal Y =1, el
comportamiento de este parametro se mantiene practicamente de la misma manera con un
valor nulo en casi todo el recorrido transversal del microcanal, sin embargo, al acercarse a la
pared, en un valor aproximado de Y = 0.9, el potencial eléctrico inducido crece de manera

repentina, a su vez, es posible percatarse de que el potencial eléctrico inducido es invariante
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con respecto a la coordenada longitudinal X ya que al ir aumentando el valor de X de 0.1 a

0.9, los perfiles mantienen el mismo comportamiento.
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Fig 4.5 Perfiles del potencial eléctrico inducido 1/7 a lo largo de la longitud transversal Y para diferentes valores

del parametro adimensional &

En la Figura 4.5 se obtienen los perfiles del potencial eléctrico inducido 1/: como una funcién
de la coordenada longitudinal Y para distintos valores del parametro adimensional k. Los
parametros adiemensionales utilizados en esta grafica son: Re =1.0,e =0.01,n =10y X =
0.5. En esta grafica es posible observar que el potencial eléctrico inducido posee un
comportamiento parabolico que alcanza su méximo 15 =1, en la pared del microcanal Y =
1, el comportamiento parabolico del potencial eléctrico inducido es invariante a lo largo de
la longitud transversal, sin embargo, su valor crece de manera subita al acercarse a la pared
del microcanal, cabe aclarar que el comportamiento parabolico difiere para cada valor del
parametro adimensional de la longitud de Debye, para un valor de x = 10 , el cambio se da
de manera mas tenue, para valores a partir de x = 40, el cambio es mas subito, pero es
posible observar que el compotamiento se va asemejando para este valor en adelante hasta
llegar a k = 100. Cabe reiterar que el comportamiento del potencial eléctrico inducido es
invariante con respecto a las coordenadas longitudinales X, como se puede apreciar en la
figura 4.4.
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Fig 4.6 Perfiles del potencial eléctrico inducido 1Z a lo largo de la longitud transversal Y para diferentes valores

del indice de ley de potencia n

En la Figura 4.6 se obtienen los perfiles del potencial eléctrico inducido 1Z como una funcién
de la coordenada transversal Y para distintos valores del indice de ley de potencia n. Los
parametros adiemensionales utilizados en esta grafica son: Re = 1.0, =0.01, k =40y w, =
0.5. Como se puede apreciar, el potencial eléctrico inducido @Z tiene un comportamiento
parabolico que alcanza su maximo @Z = 1 en la pared del microcanal Y = 1. De igual manera
que en las gréficas anteriores, el crecimiento del valor del potencial electrico inducido crece
repentinamente al irse aproximando a la pared del microcanal en un valor aproximado de
Y = 0.9, a su vez, es posible observar en la gréafica que, el comportamiento del potencial
eléctrico inducido es invariante con respecto al comportamiento del fluido evaluado a través
del indice de ley de potencia n, cabe aclarar que este andlisis fue evaluado en la coordenada
longitudinal X = 0.5, sin embargo, como se aprecia en la grafica 4.4, el comportamiento del
potencial eléctrico inducido es independiente de la posicion longitudinal X.

De las graficas anteriores, es posible observar que el potencial eléctrico inducido adimensional
es independiente de las propiedades reoldgicas del fluido y de la coordenada longitudinal, por
otra parte, presenta variaciones con respecto al parametro adimensional de la longitud de
Debye.
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Presion

La parte de la presién se observa en el siguiente conjunto de ecuaciones:

ox " Vay X oxz T av?

122 2 (14 et 2
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Al resolver numericamente el sistema de ecuaciones anterior se obtuvieron los siguientes
resultados:
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Fig. 4.7. Perfiles de Presion adimensional Palo largo de coordenada transversal X para diferentes valores de

la posicién Y.

En la Figura 4.7 se obtienen los perfiles para la presién adimensional P como una funcién
de la coordenada longitudinal X para distintos valores de la coordenada transversal Y. Los
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parametros adimensionales utilizados en esta grafica son: Re=1.0,6 =0.01, k =40y n =
1.0. Como se observa en los perfiles, la presién adimensional P mantiene un valor constante
de cero tanto en la entrada como en la salida del microcanal, es decir, a través de todo el
recorrido longitudinal, cabe resaltar que, al variar la coordenada transversal, no existe ningun
tipo de cambio, por lo cual en las graficas podemos observar el mismo comportamiento
independientemente de la posicién tranversal, la presién adimensional P al presentar un
valor de cero, es posible confirmar que se trata de un flujo que no es impulsado por diferencias
de presion, se trata de un flujo puramente electroosmético como lo dicta la teoria.

0.0 02 04 06 0.8 1.0
0.04 o T T T T n 0.04

0.02 - 0.02

OO0manssansssnssssbanbsbnasnsnnsnnaiy 000

-0.02 - 1-0.02
Re=1.0
e =10.01
-004- —=—n=1.0 E—d40  --004
e n=09 w; = 0.5
4 n=08 Y =05
-0064fr—F+——F+—— 1 -0.06
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Fig. 4.8. Perfiles de Presién adimensional Palo largo de coordenada transversal X para diferentes valores del

indice de ley de potencia n

En la Figura 4.8 se obtienen los perfiles para la presiéon adimensional P como una funcién
de la coordenada longitudinal X para distintos valores del indice de ley de potencia n. Los
pardametros adimensionales utilizados en esta grafica son: Re = 1.0, e =0.01, k =40y w, =
0.5. Como se observa en la grafica, la presion adimensional P mantiene un valor constante
de cero tanto en la entrada como en la salida del microcanal, es decir, a través de toda la
distancia longitudinal independientemente del indice de ley de potencia, ya que se puede
apreciar en la grafica que un el indice de ley de potencia n aumenta de 0.8 a 1.0, sin embargo,
los perfiles de velocidad mantienen el mismo comportamiento, esta grafica fue evaluada en
la coordenada transversal Y = 0.5, ya que como es posible observar en la figura 4.7, el
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comportamiento de la presion adimensional es independiente de los valores tomados para la
coordenada tranversal Y.

Velocidad longitudinal

Para obtener las graficas de la velocidad longitudinal adimensional, se procedio a resolver
numericamente el sistema de ecuaciones:
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Fig. 4.9 Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes valores

de posiciéon longitudinal X, con valor de indice de ley de potencia n = 1.
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En la Figura 4.9 se grafican los perfiles de la velocidad adimensional @ como una funcién de
la coordenada transversal Y para diferentes valores de la coordenada longitudinal X = 0.1,
0.5 y 0.9. Los valores de los pardametros adimensionales son: Re =1.0, e =0.01, k=40 y
n = 1.0. Como se puede apreciar en la figura, la velocidad longitudinal alcanza un maximo
en el centro del microcanal (Y = 0), obteniendo un valor de aproximadamente uno, y
alcanzando una velocidad minima en las paredes del microcanal (Y = 1). Este tltimo caso,
se debe a la condicién de no deslizamiento. Ademaés, el comportamiento de la velocidad es
uniforme entre Y =0 y Y = 0.85, aproximandamente, como una consecuencia del flujo
tapén, clasico en un problema de flujo puramente electroosmético (el fluido no se mueve por
presién); y a partir de Y = 0.9, la velocidad cae rapidamente a cero. Cabe aclarar que
estamos analizando tunicamente la mitad del microcanal como una consecuencia de las
condiciones de frontera de simetria impuestas en el modelo fisico, es decir, que lo que sucede
en la parte superior del microcanal, también ocurre en la parte inferior. Otro punto para
considerar es que la velocidad « es inicamente funcién de la coordenda transversal, ya que
como se puede apreciar, para diferentes valores de la coordenada longitudinal, los perfiles
tienen el mismo comportamiento; por esta razon, en toda esta tesis, analizaremos solamente
graficas de la velocidad longitudinal como una funcién de la coordenada transversal.
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Fig. 4.10. Perfiles de velocidad adimensional % a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes
valores de posicién longitudinal X, con valor de indice de ley de potencia n = 0.8
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En la Figura 4.10, se obtienen los perfiles de velocidad adimensional % como funcién de la
coordenada transversal Y para distintos valores de la coordenada longitudinal X = 0.1,0.5 y
0.9. Los valores de los parametros adimensionales son: Re = 1.0, ¢ =0.01, k =40, n =08y
w; = 0.5. Cabe aclarar que para este caso, el indice de ley de potencia tiene un valor de 0.8
que difiere con el caso de la Figura 4.9 cuyo valor representa a un fluido newtoniano (n = 1),
este cambio implica la aparicién del nimero adimensional de Weissenberg (w;) como se
aprecia en las ecuaciones de momentum adimensionales (32) y (33) al cual se le asigna un
valor de 0.5. Como se observa en la figura, la velocidad longitudinal vuelve a alcanzar su
maximo en el centro del microcanal (Y = 0) y su minimo en las paredes del microcanal (Y =
0), debido a la condicién de no deslizamiento, de igual manera, mantiene un comportamiento
uniforme que cae abruptamente a partir de Y = 0.9, caracterizando un flujo de tipo tapén,
sin embargo, es posible observar un aumento en la velocidad adimensional longitudinal @
de més del doble en comparacién con el caso de que representa a un fluido newtoniano (n =
1) mostrado en la Figura 4.9. De igual manera la velocidad adimensional longitudinal no
muestra variacion con respecto a los diferentes valores de las coordenadas longitudinales ya

que los perfiles muestran el mismo comportamiento.
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Fig. 4.11. Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes

valores del pardmetro adimensional &, con valor de indice de ley de potencia n =1

56



En la Figura 4.11 se analizan los perfiles de velocidad adimensional longitudinal % en funcién
de la coordenada transversal Y para distintos valores del parametro adimensional de la
longitud de Debye k = 10,40,70 y 100. Los pardametros adimensionales son: Re = 1.0, ¢ =
0.01, n =1.0 y X = 0.5. Como es posible observar en la figura, se mantiene la condicién de
no deslizamiento ya que la velocidad adimensional longitudinal alcanza su valor maximo en
el centro del microcanal (Y = 0) y su minimo en la pared del mismo (Y = 1), a su vez, el
comportamiento de la velocidad se mantiene uniforme y cae abruptamente a cero conforme
se acerca a la pared del microcanal, razén por la cual el fluido mantiene el comportamiento
tipico de un flujo de tipo tapén caracteristico del flujo puramente electroosmético, sin
embargo, es posible observar un ligero aumento en la velocidad adimensional longitudinal
alcanzando un valor aproximado de 1.1, cuando el valor del parametro adimensional de la
longitud de Debye k es de cien, de igual manera para este valor, la velocidad se mantiene
estable hasta un valor aproximado de (Y = 0.95) cayendo a cero de manera més repentina
en (Y =1). Cuando el valor del pardametro adimensional & obtiene un valor de 10, la
velocidad adimensional longitudinal % mantiene un valor aproximado de 1.0 el cual comienza

a disminuir a partir de (Y = 0.6), haciendo la caida menos abrupta.
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Fig.4.12 Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de coordenada transversal Y para diferentes valores del

indice de ley de potencia n
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En la Figura 4.12 se grafican los perfiles de la velocidad adimensional longitudinal % en
funcién de la coordenada transversal Y para diferentes valores del indice de ley de potencia
n = 0.8,0.85,0.9,0.95 y 1.0. Los parametros adimensionales son: Re = 1.0, ¢ = 0.01, k = 40,
w; =0.5 y X =0.5. Como se aprecia en la figura, los perfiles de velocidad mantienen el
mismo comportamiento, todos tienen su méximo en el centro del microcanal (Y =0) y su
minimo en la pared (Y = 1) por lo tanto obedecen a la condicién de no deslizamiento, todos
mantienen un comportamiento de velocidad uniforme entre valores de Y =0y Y =0.85
aproximadamente y a partir de un valor aproximado de Y = 0.9 la velocidad cae rapidamente
a cero, por lo cual se pueden caracterizar como flujos de tipo tapon, la diferencia radica en
los aumentos de velocidad adimensional longitudinal % debido al decremento del indice de
ley de potencia n y un ntmero de Weissenberg (w,) fijo de 0.5, lo que coincide con la
informacién de la Figura 4.10, para un valor de indice de ley de potencia n = 1 la velocidad
adimensional longitudinal % alcanza un valor aproximado de 1.0, para un valor de indice de
ley de potencia de n = 0.8, la velocidad adimensional longitudinal méaxima alcanzada es de
aproximadamente 2.3, este cambio en el indice de ley de potencia representa un aumento
aproximado de mas del doble en la velocidad adimensional longitudinal.
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Fig. 4.13 Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes valores

del pardametro adimensional &, con valor de indice de ley de potencia n = 0.9
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En la Figura 4.13 se obtienen perfiles de velocidad adimensional longitudinal @ en funcién
de la coordenada transversal Y para diferentes valores del parametro adimensional de la
longitud de Debye k = 10,40,70 y 100. Los parametros adimensionales son: Re = 1.0, ¢ =
0.01, n =0.9, w; = 0.5 y X = 0.5. Como se observa en la figura, para un valor fijo del indice
de ley de potencia n = 0.9, los perfiles de velocidad adimensional longitudinal muestran
incrementos en sus valores maximos que ocurren en el centro del microcanal (Y = 0),
conforme el parametro adimensional de la longitud de Debye aumenta, cabe aclarar que para
valores de & = 100,70,40 y 10, se obtienen velocidades méximas aproximadas de @ =
1.2,1.4,1.55 y 1.7 respectivamente, los perfiles de velocidad en donde k obtiene valores entre
40 y 100, el comportamiento es similar, sin embargo, es posible notar una diferencia en el
perfil donde k = 10, cuya caida en la velocidad es menos abrupta que las anteriores, todos
los perfiles se rigen bajo la condicién de no deslizamiento y se caracterizan como flujos de
tipo tapon. Es de suma importancia indicar que un cambio en el pardmetro adimensional de
la longitud de Debye de 10 a 100, representa un incremento en la velocidad adimensional
longitudinal cuyos valores van de aproximadamente 1.2 a 1.7.
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Fig. 4.14 Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes valores

del pardametro adimensional &, con valor de indice de ley de potencia n = 0.8

En la Figura 4.14 se obtienen perfiles de velocidad adimensional longitudinal % en funcién
de la coordenada transversal Y para diferentes valores del parametro adimensional de la
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longitud de Debye k = 10,40,70 y 100. Los parametros adimensionales son: Re = 1.0, € =
0.01,n =0.8, w; = 0.5 y X =0.5. Como se observa en la figura, un cambio en el indice de
ley de potencia n de 0.9 a 0.8, representa un cambio significativo en la velocidad adimensional
longitudinal como se observa en la figura 4.13 en donde el valor maximo de la velocidad
alcanzado es de aproximadamente 1.7 con un valor del parametro adimensional de la longitud
de Debye de k =100 y los resultados obtenidos en esta figura para el mismo valor del
parametro adimensional k, pero para un valor del indice de ley de potencia de 0.8, la
velocidad méxima alcanzada es de aproximadamente 2.8. Cabe destacar que los perfiles en
donde el parametro k es de 70 y de 100, el comportamiento parece aproximarse. Salvo estas

diferencias, los perfiles mantienen comportamientos similares en los explicados en la Figura
4.13.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
10 Mﬁm&&hﬁﬂ-i:g;\ 110
=
0.8 ‘ —40.8
0.6 - o6
13 “. |
|
0.4 H04
Re=10 s
£ = 001 |
024 = w;=0.1 k=40 o2
—e—w; = 0.5 n=1.0 1
A w, =09 X =05 ‘l
0.0+ T T T T T T T T # 0.0
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

Fig. 4.15. Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes

valores del niimero de Weissenberg w,, con valor de indice de ley de potencia n = 1.0

En la Figura 4.15 se obtienen perfiles de velocidad adimensional longitudinal @ en funcién
de la coordenada transversal Y para diferentes valores del ntimero adimensional de
Weissenberg w; = 0.1,0.5 y 0.9. Los parametros adimensionales son: Re = 1.0, ¢ = 0.01, n =
1.0 y X =0.5. En la figura es posible observar los perfiles de velocidad clasicos de fluidos
newtonianos cuyo valor méximo de la velocidad adimensional longitudinal se alcanza en el
centro del microcanal (Y =0) con un valor aproximado de uno y un valor minimo en la

pared del microcanal (Y =1) con un valor de cero, comportamiento que se debe a la
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condicién de no deslizamiento, cabe destacar que el comportamiento de la velocidad es
uniforme entre aproximados de la coordenada transversal que van de Y =0 a Y = 0.85 como
consecuencia del comportamiento clasico de un flujo de tipo tapén caracteristico del flujo
puramente electroosmotico el cual no es impulsado por presiéon y cuyo valor cae de manera
abrupta a partir de un valor a aproximado de Y =0.9. Es posible comprobar como se
muestra en las ecuaciones de momentum (32) y (33) que para un valor de ley de potencia de
uno, el nimero adimensional de Weissenberg pierde todo significado, por lo tanto, los perfiles

se mantienen iguales, sin importar los valores del niimero adimensional antes mencionado.
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Fig. 4.16 Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes valores

del nimero de Weissenberg w;, con valor de indice de ley de potencia n = 0.95

En la figura 4.16 se grafican los perfiles de la velocidad adimensional longitudinal @ para
diferentes valores del nimero de Weissenberg w; =0.1,0.5 y 0.9. Los pardametros
adimensionales son: Re = 1.0, ¢ = 0.01, kK =40, n = 0.95 y X = 0.5. Como se aprecia en la
figura hay una disminucién en el indice de ley de potencia el cual se mantiene en un valor
fijo de 0.95, cabe destacar que este cambio en dicho indice conlleva un aumento en la
velocidad comparado con el caso de fluido newtoniano (n = 1), como es posible comprobar
en la Figura 4.12. Para valores de indice de ley de potencia menores a uno, el nimero de

Weissenberg comienza a tener relevancia como se muestra en las ecuaciones de momentum
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(32) v (33), podemos observar que para valores de nimero de Weissenberg w, = 0.1,0.5 y
0.9, se alcanzan valores aproximados de velocidad adimensional longitudinal % = 1.09,1.19
vy 1.21 respectivamente, por lo tanto, es importante destacar que el aumento en el ntimero
de Weissenberg conlleva un aumento en la velocidad adimensional longitudinal para fluidos
con valores de indice de ley de potencia menores a la unidad, a su vez, el comportamiento
de los perfiles con valores de nimero de Weissenberg de 0.5 y 0.9 son numéricamente
parecidos. Los perfiles alcanzan su méximo en el centro del microcanal y su minimo en la
pared, debido a la condicién de no deslizamiento, a su vez mantienen perfiles de flujo tipo
tapon.
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Fig. 4.17 Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes valores

del nimero de Weissenberg w;,, con valor de indice de ley de potencia n = 0.9

En la figura 4.17 se obtienen los perfiles de la velocidad adimensional longitudinal @ para
diferentes valores del nuimero de Weissenberg w; =0.1,0.5 y 0.9. Los parametros
adimensionales son: Re = 1.0, e = 0.01, k =40, n = 0.9 y X = 0.5. Como se puede ver en la
figura, una disminucién del indice de ley de potencia de 0.95 a 0.9 conlleva un aumento en
la velocidad adimensional longitudinal aproximado del.09 a 1.18 con un valor de niimero de
Weissenberg de 0.1 con respecto a los resultados obtenidos en la Figura 4.16, de igual manera
para un valor de niimero de Weissenberg de 0.9, la velocidad aumenta aproximadamente de
1.18 a 1.52. Los perfiles alcanzan su maximo en el centro del microcanal y su minimo en la
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pared, debido a la condicién de no deslizamiento, a su vez mantienen perfiles de flujo tipo
tapon.
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Fig. 4.18. Perfiles de velocidad adimensional @ a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes

valores del niimero de Weissenberg w;, con valor de indice de ley de potencia n = 0.85

En la Figura 4.18 se grafican los perfiles de la velocidad adimensional % como una funcién
de la coordenada transversal Y para diferentes valores del ntmero adimensional de
Weissenberg w, = 0.1, 0.5 y 0.9. Los valores de los pardmetros adimensionales son: Re = 1.0,
e =0.01,
longitudinal alcanza un méximo en el centro del microcanal (Y = 0), y una velocidad minima
en las paredes del microcanal (Y = 1). debido a la condicién de no deslizamiento. Ademas,
el comportamiento de la velocidad es uniforme entre Y =0y Y = 0.85, aproximandamente,

k=40 n=0.85y X =0.5. Como se puede apreciar en la figura, la velocidad

como una consecuencia del flujo tapén, clasico en un problema de flujo puramente
electroosmético (el fluido no se mueve por presién); y apartir de Y = 0.9, la velocidad cae
rapidamente a cero. Para un valor de w, = 0.1, la velocidad adimensional longitudinal «
méaxima es de aproximadamente 1.25, para un valor de w, = 0.5, la velocidad méaxima es de
aproximadamente 1.8 y para un valor de w;, = 0.9, la velocidad méxima presenta un valor
aproximado de 2.0, estos resultados son considerados para un valor de indice de ley de
potencia n fijo de 0.85, que, de igual manera, aumenta la velocidad con respecto a los fluidos
con n = 0.9 mostrados en la Figura 4.17.
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Fig. 4.19 Perfiles de velocidad adimensional % a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes valores

del nimero de Weissenberg w;,, con valor de indice de ley de potencia n = 0.8

En la Figura 4.19 se grafican los perfiles de la velocidad adimensional % como una funcién
de la coordenada transversal Y para diferentes valores del ntmero adimensional de
Weissenberg w; = 0.1, 0.5 y 0.9. Los valores de los parametros adimensionales son: Re = 1.0,
e=0.01, k=40n=0.8y X = 0.5. En la figura se observa que para un valor fijo de indice
de ley de potencia n = 0.8, el cual produce un aumento de velocidad con respecto a los
resultados de la Figura 4.18 cuando n = 0.85, se observa que para valores de w, = 0.1,0.5 y
0.9, las velocidades aproximadas maéaximas alcanzadas que se generan en el centro del
microcanal son de @ = 1.35,2.25 y 2.75 respectivamente. Por lo tanto, se puede decir que
un cambio en el indice de ley de potencia de 0.8 a 0.95 y de igual manera un cambio en el

numero de Weissenberg de 0.1 a 0.9 adimensional puede casi triplicar el valor de la velocidad
adimensional longitudinal .
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Caudal

El caudal volumetrico adimensional ayuda a visualizar de manera global, los resultados del
presente trabajo. El caudal volumétrico adimensional @ con ancho unitario se define como
(Sanchez, S., et. al., 2012):

~ Q L
O=—=_— [ qav 79
/o“ (79)

2 UHsh -

Para un caudal volumétrico adimensional en funcién del indice de ley de potencia y variando

el nimero adimensional de Weissenberg, se obtiene el siguiente grafico.

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

Fig. 4.20 Perfiles de velocidad adimensional % a lo largo de la coordenada transversal Y para diferentes valores
del nimero de Weissenberg w;,, con valor de indice de ley de potencia n = 0.8

En la figura 4.20 se grafican los perfiles del caudal adimensional @ como funcién del indice
de ley de potencia con valores de n = 0.80,0.85,0.9,0.95 y 1.0, para diferentes valores del
numero adimensional de Weissenberg w, =0.1,0.5,1.0. Los parametros adimensionales
utilizados son Re = 1.0, = 0.01,x = 40. En este grafico, es posible observar que, como se
ha visto en ocasiones anteriores, para un valor del indice de ley de potencia de n =1, el
caudal adimensional tendra el valor de 1, independientemente del valor del nimero
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adimensional de Weissenberg, es decir, el caso newtoniano. De igual manera es posible
observar que, para un valor de w; = 0.1, el cambio en el caudal adimensional se produce de
manera tenue, pasando de un valor aproximado de 1 a 1.4, cuando el indice de ley de potencia
disminuye de 1.0 a 0.85, lo que contrasta para valores de w;, =1.0, que practicamente
triplican el valor del caudal adimensional, el cual toma valores de 1 a 2.7, cuando el indice
de ley de potencia disminuye de 1 a 0.8, de esta manera se observa el efecto del ntimero
adimensional de Weissenberg sobre el caudal adimensional.
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Conclusiones

En el presente trabajo se reescribieron las ecuaciones de gobierno en su forma variacional y
se raliz6 un analisis numérico donde fue aplicado el metodo de elemento finito a través del
software gratuito FreeFem++ para analizar un flujo puramente electroosmético que circula
en un microcanal rectangular con un fluido no newtoniano cuyo comportamiento se rige bajo
el modelo reolégico de Carreau y el cual obedece a la ley de potencia. Con la presente
investigacion se demostréo que, el perfil de velocidad longitudinal ( @), presenté el
comportamiento tipico de un flujo puramente electroosmotico de tipo tapén y este se
mantuvo en todos los resultados, es decir, la velocidad se mantiene constante a través del
eje transversal Y y cae subitamente al aproximarse a la pared debido a la condiciéon de no
deslizamiento, no se presentaron gradientes de presion longitudinales, asimismo, se identificd
que, el potencial eléctrico aplicado e inducido mantienen el mismo comportamiento
independientemente de las condiciones no newtonianas y reologicas que impone el modelo de
Carreau, es decir, son completamente independientes de los valores en el indice de ley de
potencia (n) y el nimero adimensional de Weissenberg (w; ), lo cual responde directamente
al objetivo planteado, analizar un flujo puramente electroosmético, de igual manera, en la
presente tesis se pudo comprobar que, una disminucién en el indice de ley de potencia
provocé un aumento en la velocidad longitudinal en comparacién con el caso newtoniano
(n =1), en suma a esto, los resultados mostraron que, a la par de la disminucién del indice
de ley de potencia, aumentos en el nimero de Weissenberg de igual manera provocan
aumentos en la velocidad longitudinal, llegando estos a mas del doble para nimeros w; altos,
lo que significa la predominancia de las fuerzas elasticas sobre las fuerzas viscosas que son
las que se oponen al movimiento del fluido y que provocan tales aumentos de velocidad.

El presente trabajo demostré que es posible alterar la velocidad longitudinal en flujos
puramente electroosmoéticos variando los principales parametros que rigen la naturaleza
reolégica de fluidos basados en el modelo de Carreau, esto pretende considerarse un aporte
mas en el andlisis y estudio del comportamiento de fluidos no newtonianos en microcanales
y flujos electroosmoéticos, fluidos que tienen aplicaciones en diversas areas cientificas e
industriales.

Por otro lado cabe destacar que, en la presente tesis se impusieron varias consideraciones y
simplificaciones, por lo cual, se propone la utilizacién de este trabajo como base para hacer
el mismo analisis considerando la transferencia de calor en el modelo de Carreau,a su vez,

considerar potenciales inducidos significativos y geometria en tres dimensiones.
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