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PROLOGO

Con el objetivo de enriquecer el proceso de ensenanza-aprendizaje en
el Departamento de Sistemas de la Division de Ingenieria Mecanica e
Industrial de la Facultad de Ingenieria de la UNAM, un grupo de profeso-
resy estudiantes hemos emprendido la creacion de material didactico y
de divulgacion. A través de cuadernillos y apuntes, buscamos comple-
mentar la bibliografia existente y acercar a los estudiantes de maestriay
licenciatura en ingenieria (y areas afines) a las aplicaciones practicas de
las cadenas de Markov, resaltando el potencial de esta herramienta en
diversos campos.

Este material busca introducir al lector de manera clara y sencilla en los
temas propuestos, sincomprometerelrigorteorico. Laseleccion, edicion
y revision técnica estuvieron a cargo de Idalia Flores De la Mota, mientras
que laelaboracion de cada capitulo fue realizada por los estudiantes de las
maestrias del Departamento. Los autores son: Adolfo Carmona Jacobo,
Emma Laura Hernandez Albarran, Paulina Santiago Martinez, Eliu Rojas
Martinez, Mauricio Albiter Cervantes, Jorge Aldana Jamaica



Elaborar este material ha sido una experiencia gratificante. Los autores
confiamos en que servira como una herramienta valiosa para los estu-
diantes de ingenieria que deseen explorar las aplicaciones de las cadenas
de Markov. La inclusion de una introduccion concisa facilita el acceso a
los conceptos fundamentales de esta teoria.

Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a la Mtra. Maria Cuairan
Ruidiaz y al Lic. Luis Enrique Vite Rangel por su colaboracién en la revi-
sion de estilo y la formacién de este material. Asimismo, agradezco a la
Dra. Carmen Angelina Garcia Cerrud y a José Antonio Sanchez Calderdn
por sus valiosas aportaciones en la elaboracion de las figuras y larevision
bibliografica, con lo que enriguecieron significativamente este trabajo.

Idalia Flores De La Mota
Coordinadora de la publicacion



INTRODUCCION

Las cadenas de Markov son un tipo de proceso estocastico que describe
un sistema que transita de un estado a otro dentro de un conjunto finito
o0 infinito de posibles estados. Lo particular de una cadena de Markov
es que la probabilidad de moverse a un estado futuro solo depende del
estado actual y no de los estados anteriores, lo que se conoce como la
propiedad de Markov o memoria sin pasado.

Caracteristicas clave de las cadenas de Markov

Estados: Representan las posibles condiciones en las que puede
estar el sistema.

Probabilidades de transicion: Son las probabilidades de pasar de
un estado a otro en un solo paso.

Matriz de transicion: Esta matriz contiene todas las probabilidades
de transicion entre los distintos estados.

Cadena de Markov homogénea: Cuando las probabilidades de tran-
sicion entre los estados son constantes a lo largo del tiempo.



Aplicaciones de las cadenas de Markov

Ingenieria

« Modelado de redes de comunicacion: Se utilizan para analizar
redes de colas, en las cuales los paguetes de datos pasan de un
nodo a otro, o para predecir el rendimiento de redes bajo diferen-
tes condiciones.

+ Optimizacion de procesos de produccion: Para modelar procesos
industriales donde diferentes estados representan etapas de pro-
duccion.

Economiay finanzas

» Modelado de mercados: Las cadenas de Markov se utilizan para
modelar el comportamiento de los mercados financieros, como la
prediccion de los precios de acciones o tasas de interés, donde el
estado actual influye en los futuros movimientos de precios.

« Valoracion de riesgos crediticios: En la gestion de riesgos, se
utilizan para modelar el riesgo de que un prestatario pase de un
estado de solvencia a uno de incumplimiento.

Procesamiento de lenguaje natural (PLN)

» Modelado de secuencias: En PLN, las cadenas de Markov se utili-
zan para modelar secuencias de palabras o letras en texto, siendo
clave en modelos como el etiquetado de partes del discurso,
correccion ortograficay generacion de lenguaje.

« Modelos ocultos de Markov(HMM): Son una extension que se usa en
reconocimiento de vozy procesamiento de secuencias temporales.



Inteligencia artificial (1A)

« Planificacion y toma de decisiones: En |A, las cadenas de Mar-
kov son una base para la toma de decisiones bajo incertidumbre,
como en los jueqos, laroboticay la navegacion autonoma.

Modelos de aprendizaje por refuerzo: Estos modelos utilizan pro-
cesos de Markov para aprender a tomar decisiones optimas en
entornos inciertos.

Modelado de comportamiento de usuarios: En el anélisis de redes
sociales, las cadenas de Markov pueden modelar las transiciones

entre diferentes estados de interaccion de los usuarios, como los
‘clics” en sitios web o la evolucion de una comunidad en linea.

Sistemas de recomendacion: Netflix, Amazony otros sistemas de
recomendacion usan cadenas de Markov para predecir el compor-
tamiento de los usuarios y ofrecer recomendaciones basadas en
sus acciones anteriores.

Ciencias biologicas:

» Modelos de evolucion genética: Las cadenas de Markov son Utiles
en la evolucion de secuencias de ADN, donde la transicion de un
nucleotido a otro puede modelarse como un proceso de Markov.

Métodos pararesolver cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son herramientas poderosas para modelar sis-
temas que evolucionan a través del tiempo en pasos discretos, donde la
probabilidad de transicion a un estado futuro depende Unicamente del
estado actual. Para resolver estas cadenas y obtener informacion rele-
vante, como las probabilidades estacionarias o el tiempo medio de pri-
mera pasada, se emplean diversos métodos.



Metodo de las ecuaciones de balance detallado

Este método se basa en la idea de que, en el estado estacionario,
el flujo de probabilidad que entra a un estado debe serigual al flujo
que sale. Esto se traduce en un sistema de ecuaciones lineales.

Ventajas: Conceptualmente sencillo, aplicable a una amplia varie-
dad de cadenas.

Desventajas: Para cadenas grandes, la resolucién del sistema de
ecuaciones puede ser computacionalmente costosa.

Método de las matrices de probabilidad de transicion

Se utiliza la matriz de transicion P para calcular las potencias de la
matriz y asi obtener las probabilidades de transicion en n pasos. A
medida que n tiende a infinito, bajo ciertas condiciones, se con-
verge a un vector de probabilidades estacionarias.

Ventajas: Permite calcular probabilidades de transicion a cualquier
horizonte temporal.

Desventajas: Para cadenas grandes, el calculo de potencias de
matrices puede ser computacionalmente costoso.

Método de la programacién dinamica

Para resolver una cadena de Markov usando programacion dina-

mica se consideran los siguientes elementos:

« Definicion del problema: Se establece el problema como un pro-
ceso de decision de Markov (MDP), donde:

« Etapas: Se divide el problema por etapas que pueden ser meses,
anos, condiciones del entorno.



» Estados: Representan las posibles situaciones del sistema.

« Transiciones: Definen la probabilidad de pasar de un estado a otro
dada una accion.

« Soluciones parciales: Asignan un valor numérico a cada transi-
cion, representando el beneficio o costo asociado.

« Ecuacion de Bellman: Esta ecuacion establece una relacion
recursiva entre el valor de estar en un estado y los valores de los
estados futuros. Permite calcular el valor ¢ptimo de cada estado
y la politica 6ptima (la secuencia de acciones que maximiza la
recompensa esperada a largo plazo).

Se utiliza programacion dinamica para resolver la ecuacion de Bellman
de manera iterativa y recursiva, comenzando por el horizonte de tiempo
final y retrocediendo hasta el estado inicial.

Ventajas: La estructura de una cadena de Markov proporciona un
marco natural para modelar problemas secuenciales. Es flexible
ya que permite modelar una amplia variedad de problemas, desde
problemas de inventario hasta problemas de control ¢ptimo, y
garantiza que se encuentre la solucion 6ptima.

Desventajas: A medida que aumenta el numero de estadosy accio-
nes, lacomplejidad computacional crece exponencialmente.

Modelos estocasticos: La incertidumbre inherente a los procesos
estocasticos puede dificultar el analisis.



Seleccion del método adecuado

La eleccion del método depende de:
Tamano de la cadena: Para cadenas pequenas, los métodos ana-
liticos son preferibles. Para cadenas grandes, la simulacion o sof-
tware especializado pueden ser mas eficientes.
Tipo de cadena: Cadenas ergodicas, absorbentes, etc.
Informacion requerida: Probabilidades estacionarias, tiempos
medios de primera pasada, etc.
Disponibilidad de herramientas computacionales.

Resumen

Las cadenas de Markov son poderosas herramientas de modelado que
tienen una amplia gama de aplicaciones en diversas disciplinas, desde
la ciencia y la ingenieria hasta las ciencias sociales y la economia. Gra-
cias a su capacidad para modelar sistemas con transiciones probabilisti-
cas entre estados, son muy utiles para estudiar procesos dinamicos con
incertidumbre.

La resolucién de cadenas de Markov involucra una combinacion de
meétodos analiticos y numéricos. La eleccion del método mas adecuado
dependera del problema especifico y de los recursos computacionales
disponibles.

En este cuadernillo se presentan algunas aplicaciones en la ingenieria'y
algunos de los métodos para resolverlos.
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CAPITULO1
Problemas de decision de Markov
y programacién dinamica

|dalia Flores De La Mota

1.1 PROBLEMA DE DECISION DE MARKOV

Enuninicio las cadenas de Markov!se usaron para analizar procesos fisi-
cos y de meteorologia, ya que una de las primeras aplicaciones fue para
predecir patrones de clima. Actualmente su aplicacién es muy extensa,
como precios, mantenimiento de maquinaria, seleccion de productos,
longitud de colas en los servicios, manejo de inventarios y hasta en el
comportamiento de animales en laboratorio. Esto se basa en el hecho de
gue estos sistemas pueden estar en uno de diferentes estados posibles
y con el tiempo ese estado puede cambiar. Si se encuentra que la transi-
cion de un estado a otro no estéa predeterminada, sino que ocurre en fun-
cion de ciertas probabilidades que dependen de la historia del sistema,
entonces se tiene un proceso estocastico. Pero si ademas estas proba-
bilidades de transicion dependen solamente de la historia inmediata del
sistema, es decir, si el estado del sistema en una observacion cualquiera

A.A.Markov (1856-1922) matematico ruso que inventoé el método.




depende solo de su estado en la observacion inmediata anterior, enton-
ces el proceso es un proceso de Markov.

Existen una variedad de procesos de Markov que no se abordan en estos
apuntes pues no es su finalidad, solo cabe mencionar que las probabili-
dades asociadas a diferentes estados se conocen como probabilidades
de transicidn y con dichas probabilidades se construye una matriz de
transicion como se define a continuacion.

Una matriz de transicion P = [p,-j] es una matriz cuadrada con entradas no
negativas y donde la suma de cada columna es igual a la unidad.

En esta seccion veremos como se resuelve un problema de cadenas de
Markov usando programacion dinamica, esto sera a través de un ejem-
plo que, a pesar de su sencillez, hace la parafrasis de varias aplicaciones
importantes en las areas de inventarios, reemplazo, manejo de la circu-
lacion de efectivoy requlacion de la capacidad de un deposito de agua.

El problema de lajardinera(Taha, 2005)

Todos los anos, al inicio de la estacion de cultivo, una jardinera realiza
pruebas quimicas pararevisar lacondicién de la parcela. Dependiendo de
los resultados de las pruebas, puede clasificar la productividad del jardin
parala nueva temporada como buena, regular o deficiente.

Con el paso de los anos, lamujer observo que la productividad del ano en
curso puede suponerse dependiente solo de la condicidn del terreno del
ano anterior. Por lo tanto, puede representar las probabilidades de tran-
sicion en un periodo de un ano de un estado de productividad a otro en
téerminos de la siguiente cadena de Markov:




Estado del sistema
para el proximo afio
/_/%

1 2 3
110.2 0.5 0.3

Estado del sistema este afio<2| 0 0.5 0.5 |=P'
3 0 0 1

Larepresentacion supone la siguiente correspondencia entre la produc-
tividad y los estados de la cadena

Tabla 1.1 Productividad y estados de la cadena

Productividad

. Estado del sistema
(Condicion del terreno)

Buena 1
Regqular 2
Deficiente 3

Las probabilidades de transicion en Plindican que la productividad de un
ano en curso puede no ser mejor que la del ano anterior. Por ejemplo, si
la condicion del terreno para este afo es regular (estado 2), la productivi-
dad del ano siguiente puede seqguir siendo regular con probabilidad 0.5 o
volverse deficiente (estado 3), también con probabilidad 0.5.

La mujer puede alterar las probabilidades de transicién PTtomando otros
cursos de accion que tenga a su disposicion. Comunmente puede decidir
fertilizar el jardin para mejorar la condicion del terreno, que producira la
siguiente matriz de transicién P2:

1 2 3

1| 03 06 0.1
P*=2[ 0.1 06 03
3] 0.05 04 0.55
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Al aplicar el fertilizante, es posible mejorar la condicion del terreno con
respecto ala del ano pasado.

Para poner en perspectiva el problema de decision, la jardinera asocia
una funcion de rendimiento (o estructura de recompensa) con la transi-
ciondeunestadoaotro. Lafuncion de rendimiento expresala ganancia o
pérdida durante un periodo de un ano, dependiendo de los estados entre
los que se haga la transicion. Como la mujer tiene las opciones de utilizar
0 no fertilizante, se espera que su ganancia y perdidas varien segun la
decision que ella tome. Las matrices Ry R2 resumen las funciones de
rendimiento en cientos de unidades monetarias asociadas con las matri-
ces P1, PZ, respectivamente. Por lo tanto, R! se aplica cuando no se usa
fertilizante; en caso contrario, se puede utilizar RZ en la representacion
de la funcion de rendimiento.

12
I 3
R'=r1=2|0 1
310 0 -1
12 3
6 5 -1
R*=r}|=2|7 4 0
6 3 -2

Note que los elementos r,-j2 de RZtoman en cuenta el costo de aplicar el
fertilizante. Por ejemplo, si el sistema estuviera en el estado 1y se man-
tuviera en ese estado durante el afo siguiente, su ganancia seria ry;2 =6
en comparacion con ry' =7 cuando no se emplea fertilizante.




;Qué tipo de problema de decisidn tiene lajardinera? Primero, queremos
saber si la actividad de cultivo sequira realizandose un numero de anos
limitado o para fines practicos, por tiempo indefinido. Estas situacio-
nes se conocen como problemas de decision de etapa finita y de etapa
infinita. En ambos casos, la jardinera necesitaria determinar el mejor
curso de accién que debe sequir (fertilizar o no fertilizar el terreno) dado
el resultado de las pruebas quimicas (estado del sistema). El proceso de
optimizacién estara basado en la maximizacion de ingreso esperado.
Quizéalajardinera tambien esté interesada en evaluar el ingreso esperado
resultante de sequir un curso de accion especificado, siempre que ocu-
rra un estado dado del sistema. Por ejemplo, ella puede decidir fertilizar
siempre que la condicion del terreno sea deficiente (estado 3). El pro-
ceso de toma de decision en este caso se dice estar representado por
una politica estacionaria.

Debemos observar que cada politica estacionaria debe estar asociada
con matrices de transicion y rendimiento diferentes que, en general,
pueden construirse a partir de las matrices P, P2, R1, y R2. Por ejemplo,
para la politica estacionaria que pide se aplique fertilizante solo cuando
la condicion del terreno sea deficiente (estado 3), las matrices de transi-
ciony rendimiento resultantes, Py R, estan dadas por

02 05 03 7 6 3
P= 0 05 05 R=|0 5
0.05 04 0.55 6 3 -2

Estas matrices difieren de P'y R1 solo en los renglones terceros que se
toman directamente de P2y R2. La razdn es que P2y RZ son las matrices
qgue se generan cuando se aplica fertilizante en todos y cada uno de los
estados.




1.2 MODELO DE PROGRAMACION DINAMICA DE ETAPA FINITA

Suponga que la jardinera planea retirarse” de su pasatiempo en N anos.
Por lo tanto, esta interesada en determinar su curso de accion ¢ptimo
para cada ano (fertilizar o no fertilizar el terreno) sobre un horizonte de
planeacidn finito. Aqui, la optimalidad se define de manera que la jardi-
nera acumulara el mas alto ingreso esperado al cabo de N anos.

Sean k =1y 2 los dos cursos de accion (opciones) disponibles para ella.
Las matrices Pk y Rk representan las probabilidades de transicion y la
funcion de remuneracion para la alternativa k.

1 2 3
02 05 03 76 3
P'=|pi|=| 0 05 05 R'=|n|=l0 5 1
0 00 1 00 -1
03 06 0.1 6 5 -1
P*=|P’|=| 0.1 06 03 R® =|r 0
0.05 04 0.55 6 3 -2

Recuerde que el sistema tiene tres estados: bueno (estado 1), reqular
(estado 2)y malo o deficiente (estado 3).

Podemos expresar el problema de la jardinera como un modelo de pro-
gramacion dinamica de estado finito de la manera siguiente. Para hacer
una generalizacion, suponga que el numero de estados para cada etapa
(afo)es m(=3 en el ejemplo de lajardinera)y se define:
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fi)= ingreso esperado optimo de las etapas n, n +1, ..., N, dado que el
estado del sistema(condicion del terreno) al inicio del afio nes i.

m = cantidad de estados de cada etapa(ano)(3 en el problema de la jar-
dinera)

La ecuacion recursiva hacia atras que relaciona a f, y fy+1 puede escri-
birse como sigue y se puede ver en la figura 1.

1,0)= max{Zp b+ 1, (j)]]}, n=12..,N

Donde fy+1(j)=0 paratodaj

Etapan Etapa n+1
fall) Fr(
fnli) Frg )
falm) Frag(m)

Figura 1. Relaciones recursivas para el problema de la jardinera

Una justificacion para la ecuacion es que el ingreso acumulado
rjk + f,,,(j) que resulta de llegar al estado j en la etapa n + 1 desde el
estado i en la etapa n ocurre con la probabilidad pyk De hecho, si v,.".
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representa el rendimiento esperado resultante de una transicion desde
el estado i dada la alternativa k, entonces v,.k.puede expresarse como

m
ko k k
vi =2 pty-
=

La ecuacionrecursiva de programacion dinamica puede escribirse como

f ) = max}y} |
£, = mlflx{vlk + ip;‘.fm (l)}, n=12,.,N-1

Antes de demostrar cémo se utiliza la ecuacion recursiva para resolver el
problema de la jardinera, ilustramos el calculo de Vik que es parte de la
ecuacioén recursiva. Por ejemplo, suponga que no se utiliza fertilizante (k
=1); entonces

v; =0.2(7)+0.5(6)+0.3(3)=5.3

y! =0(0)+0.5(5)+0.5(1)=3

vi =0(0)+0(0)+1(-1)=-1
Estos valores muestran que si se advierte que la condicidon del terreno es
buena(estado 1)alinicio del afio, se espera que unasolatransicién genere

5.3 para el ano. En forma anéloga, si la condicién del terreno es reqular la
productividad es 3, y si es mala(deficiente), la productividad es -1.

Con esta explicacion ahora se resuelve el problema de la jardinera.

Considerando los datos de las matrices P!, P2, Ry R2 con un horizonte de
planeacion de tres anos, es decir N=3, se tienen los siguientes céalculos:
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Tabla 1.2 Datos para el problema de la jardinera

i v vl
1 5.3 4.7
2 3 3.1
3 -1 0.4

Etapa 3

Tabla 1.3 Calculos para la tercera etapa

vl.k. Solucion 6ptima
i k=1 k=2 f3(i) K*
1 5.3 4.7 5.3 1
2 3 3.1 3.1 2
3 -1 0.4 0.4 2

Etapa 2

Tabla 1.4 Calculos para la segunda etapa

vz‘k + pilka (D+ pi2kf3 (2)+ piskfs 3) Séogliicﬂliln

1 156.3+0.2(5.3)+0.5(3.1)+0.3(0.4)=8.03 | 4.7+0.3(5.3)+0.6(3.1)+0.1(0.4)=8.19 | 8.19 | 2
2| 3+0(5.3)+0.5(3.1)+0.5(0.4)=4.75 | 3.1+0.1(5.3)+0.6(3.1)+0.3(0.4)=5.61 | 5.61 | 2
3 -1+0(5.3) +0(3.1) +1(0.4)=-0.6 0.4+0.05(5.3)+0.4(3.1)+0.65(0.4)=2.13 | 2.13 | 2




Calculos para la primera etapa

v/ +pilku(l)+pi2kf2(2)+pi3kf2(3) S,OIU,Cién
optima
: =1 k=2 fil) | ke

5.3+0.2(8.19) +0.5(5.61) +0.3(2.13) = 10.38 | 4.7+0.3(8.19) +0.6(5.61) +0.1(2.13) = 10.74 | 10.74

3+0(8.19) + 0.5 (5.61) + 0.5(2.13) = 6.87 | 3.14+0.1(8.19) +0.6(5.61) +0.3(2.13) = 7.92 | 7.92

W N~

-1+0(8.19) +0(5.61) +1(2.13) = 1.13 0.4+0.05(8.19) +0.4 (5.61) +0.55(2.13) = 4.23 | 4.23

La solucién optima indica que para los anos 1y 2, la jardinera debe fer-
tilizar el terreno (k*=2) sin importar el estado del sistema (condicion del
terreno revelada por las pruebas quimicas). Sin embargo, en el afo 3 ella
debe aplicar fertilizante solo si el sistema se encuentraen el estado 20 3
(condicidn del terreno regular o deficiente). Los ingresos totales espera-
dosdelostresanosson f;(1)=10.74 si el estado del sistemaenelano 1es
bueno, f1(2)=7.92 si esrequlary f;(3)=4.23 si es deficiente.

La solucion de programacion dinamica que se dio antes se conoce algu-
nas veces como el enfoque de iteracion de valor, ya que, por la naturaleza
real de la ecuacion recursiva, los valores £, (i) se determinan en forma
iterativa.

Elproblemadelajardinera(de horizonte finito)que acabamos de resolver,
se puede generalizar de dos formas. Primero, las probabilidades de tran-
sicién y sus funciones de rendimiento no necesitan ser las mismas para
cada ano. Segundo, se puede aplicar un factor de descuento al ingreso
esperado de las etapas sucesivas de manera que los valores f;(i) repre-
senten el valor presente de los ingresos esperados de todas las etapas.




La primera generalizacidn requeriria simplemente que los valores de ren-
dimiento rky las probabilidades de transicion pjk sean ademas funcio-
nes de la etapa n. En este caso las ecuaciones recursivas se ven como:

. , k,
fN(l):mI?X{vi N}
L@ =mavyvit £ pp £ (D n=1.2,N -
j=1
Donde

m

ko _ k.n_ k,n
vt =2 py"

j=

La segunda generalizacion se lleva a cabo de la siguiente manera. Sea a
(<1)el factor de descuento por afo, que normalmente se calculacomoa=
1/(1+t), donde t es la tasa de interés anual. Por lo tanto, D unidades mone-
tarias de aqui a un ano es equivalente a aD unidades monetarias ahora,
esto se vera con mas detalle en el capitulo 4. La introduccion del factor
de descuento modificara la ecuacidn recursiva original como sigue:

[y (i) =max{p! |
K
m
L@ =maxivi+ad pif,. (D n=12..N-1
j=1
La aplicacion de esta ecuacion recursiva es exactamente similar a la ori-
ginal salvo por la multiplicacion del factor de descuento. En general el

uso de un factor de descuento puede generar una decision 6ptima dife-
rente en comparacion con el caso cuando no se utiliza un descuento.




La ecuacidn recursiva se puede utilizar para evaluar cualquier politica
estacionaria para el problema de lajardinera. Suponiendo que no se uti-
liza descuento, es decir(a=1)la ecuacion recursiva para evaluar una poli-
tica estacionaria es

0=+ 0y ()

Donde pj es el (i, j--ésimo elemento de la matriz de transicion asociada
con la politica y vi es el ingreso de transicion en un paso esperado de la
politica.

La programacion dinamica se puede aplicar alas cadenas de Markov para
encontrar politicas 6ptimas en procesos de decision de Markov. En estos
procesos, en cada estado se toma una decision que afecta la probabili-
dad de transicion a otros estados y una recompensa asociada.

Pasos generales:

Definicion del problema:

- Identificar los estados posibles del sistema.

« Definir las acciones posibles en cada estado.

« Especificar las probabilidades de transicion entre estados dadas
las acciones.

« Determinar la recompensa asociada a cada transicion.




2. Formulacién del problema de optimizacion:
« Definir una funcion de valor que represente la recompensa total
esperada a largo plazo.
- £l objetivo es encontrar la politica que maximiza esta funcion de
valor.

3. Aplicacién de la programacion dindmica:
« Descomponer el problema en subproblemas mas pequenos.
» Resolver los subproblemas de forma recursiva, utilizando las solu-
ciones optimas de los subproblemas mas pequenos para cons-
truir la solucion optima del problema original.

REFERENCIAS

« Taha, H.(201). Investigacidn de Operaciones. Editorial Pearson.
« Flores De La Mota Idalia. Programacion Dinamica. México, Facul-
tad de Ingenieria, UNAM. 2015.
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CAPITULO 2
Aplicacion de cadenas de Markov en el
modelado de deterioro de carreteras

Adolfo Carmona Jacobo

2.1 INTRODUCCION

La prediccion del estado futuro de los pavimentos continta siendo un
reto muy importante de la ingenieria de carreteras, en este sentido
actualmente el pais no ha desarrollado modelos de deterioro especifi-
cos paralared carretera que comunica a todo su territorio, en cambio se
han utilizado algunos desarrollados por otros paisesy que se ajustan ala
operacion actual del pais. Esta actividad resulta crucial en el diseno o la
gestion de pavimentos, procesos en los que se requiere de una estima-
cion fiable del comportamiento del pavimento, o bien para determinar la
seccionylos materiales 6ptimos para soportar determinados volumenes
de transito y condiciones ambientales, o bien para elaborar programas
de conservacion que permitan ofrecer al publico usuario los niveles de
servicio esperados durante la vida util de la carretera. Para proyectar
la evolucion del estado de los pavimentos se utilizan los denominados
modelos de deterioro.




Los modelos de deterioro pueden agruparse en dos clases fundamenta-
les (Robinson, et al., 1998):

Deterministas. La condicion futura se establece mediante un valor
preciso, que se calcula relacionando de diversas maneras un indi-
cador de deterioro con un conjunto de variables explicativas. En
esta clase se agrupan los modelos puramente mecanicistas, de
regresiony empirico mecanicistas antes descritos.
Probabilisticos. El estado futuro del pavimento se estima como una
funcion de probabilidad para el conjunto de posibles estados que
podrian presentarse.
Se pueden utilizar dos tipos de funciones de probabilidad:
Funcion continua. Expresa la probabilidad de que un indice de
estado sea mayor que un valor dado en relacion con la edad
del pavimento. Este tipo de funcion se conoce como “curva de
supervivencia”.
Funcion discreta. Denominada tambien “funcion markoviana”
porgue se basaen el concepto de “cadenas de Markov”’, esta fun-
cion divide el espacio de todas las condiciones posibles en una
serie de "estados”.

Para utilizar las cadenas de Markov en el modelado del deterioro del pavi-
mento, normalmente se parte de los siguientes supuestos:

« Los estados del proceso corresponden a los distintos niveles de
deterioro del pavimento, definidos en términos de medidas del
dano como lairregularidad, los deterioros superficiales o indices
compuestos como el indice de Nivel de Servicio Actual (PS/ por
Present Serviceability Index)(AASHTO, 1993).




« El nivel de deterioro se expresa a través de estados o bandas de
condicion, definidos en términos de algun indicador de interés,
por ejemplo, 1.5 < IRl < 3.5 para el Indice de Regularidad Interna-
cional (IRI).

« Los estados del proceso ocurren en ciclos de servicio con una
duracion fija, normalmente de un ano.

« Se asume que el deterioro de pavimentos cumple con la propie-
dad de Markov, es decir, que el estado futuro depende Unicamente
del estado actual.

2.2 VARIABLES PARA DETERMINAR LA MATRIZ DE PROBABILIDAD DE
TRANSICION

Cuando se utilizan cadenas de Markov, el estado del pavimento en un
ciclodeservicio tserepresentaatraves de unvector de estado que tiene
la forma:

a=(a;, a, 2, ..., at,p,)
donde:

a;: Vector de estado en el ciclo de servicio ¢

a; i: Fraccion de la red que se encuentra en el estado i durante el ciclo
de servicio ¢

a;, ;>0Vi

2Q =1

Por otro lado, en todo proceso de Markov aplicado a modelar el dete-
rioro de pavimentos, debe verificarse que:

Pr=0Vi>]
pﬂnzl
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La primera condicion se debe a que un pavimento no puede mejorar su
condicion si no es sometido a trabajos de conservacion. Con pp, =1, se
establece que existe un estado terminal en el que el pavimento ha alcan-
zado su peor condicion y no puede ya sufrir deterioro alguno. Conside-
rando estas restricciones, la forma usual de una Matriz de Probabilidades
de Transicién (MPT) para modelar el deterioro de pavimentos es:

P11 P12 0 Pln

0 Pzz P23 P2n

p = 0 0 P33 b P3n
0 0 0 1

Adicionalmente, es usual suponer que el pavimento no puede deterio-
rarse en mas de un estado durante un ciclo de servicio, con lo que la MPT

queda:
Py P 0 - Py
0 Py Pz -+ Ppy
p=10 0 Py - Py
0 0 o - 1

En lo que se refiere al calculo de los elementos pij de la MPT, historica-
mente se han empleado dos métodos (Ortiz-Garcia, et al., 2008). El pri-
mero de ellos consiste en obtenerlos como:
_ Ny
bij = N,
donde:

N;;: Numero de tramos que pasaron del estado i al estado j en un ciclo
de servicio
N;: Total de tramos que se encontraban en el estado i al inicio del ciclo




De lo anterior se desprende que bastan datos de dos anos para calcular
las probabilidades de transicion. La ausencia de informacidn historica
confiable da paso al sequndo metodo, con el cual las pij se calculan a par-
tir de las opiniones de un grupo de expertos.

Segun lo descrito en parrafos anteriores, la generacion de cadenas de
Markov homogéneas supone el uso de series de datos de dos anos con-
secutivos. En este caso, se utilizaron series correspondientes a los anos
2008 y 2009, con un intervalo de medicion de 20 m. EI procedimiento
seqguido puede resumirse como sigue:

Consolidar los datos en segmentos de 100 m, asignando a cada
segmento el promedio de las mediciones a cada 20 m. Este paso
tiene por objeto reducir la longitud de las unidades de analisis para
facilitar su procesamiento, asi como atenuar la dispersion de los
datos debido a fendmenos o errores muy localizados.

Obtener la estadistica descriptiva de las series originales, con el fin
de determinar, entre otras caracteristicas, el rango de los datos, su
nivel de dispersiony su distribucion aproximada.

Eliminar valores atipicos de las series originales y someterlas a un
proceso de filtrado simple, para que los datos pudieran utilizarse

enla generacion de las cadenas de Markov.

Definir rangos o bandas de IRl para caracterizar el estado de cada
uno de los segmentos.

Obtener la matriz de probabilidades de transicion (MPT).

Determinarla evolucion de los vectores de estado de cada tramo en
el tiempo, de acuerdo con los rangos de condicion definidos.




g. Obtener la curva de deterioro a partir de los valores esperados de
los vectores de estado correspondientes a cada ciclo de servicio.

Los tramos utilizados en el ejercicio corresponden a segmentos homo-
géneos de autopista definidos con base enlas siguientes caracteristicas:

« Tipo de pavimento
« Volumen y composicion del transito
+ Clima

2.3 EJERCICIO DE CADENAS DE MARKOV PARA CONCRETO HIDRAULICO
En el siguiente gjercicio se hara uso de una cadena de Markov homogé-
nea para determinar el indice de reqgularidad internacional en un tramo
carretero compuesto de concreto hidraulico con el proposito de ilustrar
las aplicaciones de las cadenas de Markov y constatar su funcionalidad
enla operacion carretera a nivel nacional.

Datos para pavimento de concreto hidraulico

En este caso, los datos generales del tramo son:

1. Longitud: 16.5 km
2. Tipo de pavimento: Concreto simple con juntasy pasajuntas
3. Volumen de transito en 2009: 6,314 vehiculos por dia
4. Composicion vehicular (%):
« A: 64.55.
« B:3.35.

« C2: 3.05.
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« C3: 3.35.

« T3-82:17.70.

» T3-S3: 3.55.

« T3-S2-R4: 4.45.

« Clima: Subtropical templado - semiarido

A partir del tramo estudiado se obtuvieron los siguientes datos para el
ano 2008y 2008.

Tabla 2.1 Medidas ano 2008 - 2009

Medidas 2008 2009 Diferencia
n 166 166 166
Minimo 1.25 1.69 0
Maximo 6.35 6.07 1
Media 2.56 2.79 0.23
Desviacion estandar 0.8 0.79 0.81
Coeficiente de variacion 0.31 0.28 3.53
01 2.05 2.21 -0.20
Mediana 2.36 2.52 0.16
03 2.87 3.10 0.66
RI 0.82 0.89 0.86
01-1.5RI 0.83 0.87 -1.49
Q3+1.5RI 4.09 4.43 1.96

Usando lo anterior se procedi¢ al calculo de las probabilidades de transi-
ciony alarmado de la MPT que se presenta a continuacion. Como puede
observarse, en todos los casos y, como resultado de la revision de los
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datos, los segmentos solo pueden permanecer en el mismo estado o
deteriorarse hasta el siguiente. Notese también que la probabilidad de
que un segmento permanezca en el mismo estado se incrementa con-
forme avanza el proceso de deterioro.

Tabla 2.2 Matriz de probabilidad de transicion

Estados de deterioro 1 2 3 4 2pi
1 0 1 0 1
2 0 0.64 0.36 0 1
3 0 0 0.97 0.03 1
4 0 0 0 1 1

Si se continua con el proceso, se llega a estado estable en la iteracion
veinticinco y se obtiene la siguiente tabla:

Tabla 2.3 Matriz de probabilidad de transicion

Estados de deterioro 1 2 3 4 Zpi
1 0 3.7414E-06 | 0.46493614 | 0.53506012 1
2 0 2.3945E-06 | 0.4509894 | 0.5490082 1
3 0 0 0.41340935 | 0.586539065 1
4 0 0 0 1 1

Sitomamos en cuenta que el vector de estado inicial que corresponde a

los datos de este tramo es:

ap=(0.05,0.71,0.23,0.01)
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se obtuvieron los vectores de estado y la curva de deterioro que se pre-
sentan en forma tabular en las siguientes tablas:

Tabla 2.4 Matriz de probabilidad de transicion

t atl at2 at3 at4
0 0.05 0.7 0.23 0.01
1 0 0.51 0.48 0.01
2 0 0.33 0.65 0.03
3 0 0.21 0.74 0.05
4 0 0.14 0.79 0.07
5 0 0.09 0.82 0.09
6 0 0.06 0.82 0.12
7 0 0.04 0.82 0.14
8 0 0.02 0.81 0.17
9 0 0.01 0.79 0.19
10 0 0.01 0.77 0.22
ll 0 0.01 0.75 0.24
12 0 0 0.73 0.26
13 0 0 0.71 0.29
14 0 0 0.69 0.31
15 0 0 0.67 0.33
16 0 0 0.65 0.35
17 0 0 0.63 0.37
18 0 0 0.61 0.39
19 0 0 0.59 0.41
20 0 0 0.58 0.42




Tabla 2.5 Curva de deterioro

t IRIt Monte Carlo
1 2.2 1
2 2.51 2
3 2.7 2.36
4 2.84 2.61
5 2.94 2.75
6 3.01 2.87
7 3.06 2.96
8 3.1 3.03
9 3.15 3.09
10 3.18 3.13
1 3.21 3.16
12 3.23 3.19
13 3.26 3.21
14 3.28 3.24
15 3.31 3.25
16 3.33 3.28
17 3.35 3.3
18 3.37 3.32
19 3.39 3.34
20 3.41 3.36
21 3.42 3.37
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Del ejercicio de aplicacion de las cadenas de Markov homogéneas al
deterioro de pavimentos pueden obtenerse las siguientes conclusiones:

» Se ha podido confirmar que la aplicacion del método es relativa-
mente sencilla, siempre y cuando exista la informacion necesaria.
Quiza la parte mas compleja del procedimiento utilizado es la que
se refiere ala deteccién de datos atipicos y al filtrado de las series
originales.

« Las cadenas de Markov homogéneas pueden perder su capacidad
predictiva conforme avanza el periodo de analisis, no solo porque
las curvas de deterioro se vuelven asintéticas con respecto al
valor maximo existente en las series, sino también porque ignoran
la evolucidn de variables explicativas de gran importancia como
el volumen de transito o la capacidad estructural del pavimento,
algo que si se obtiene de las cadenas de Markov no homogéneas.

« El uso de cadenas de Markov homogeéneas conlleva las siguientes
ventajas adicionales a las ya mencionadas:

« Como se hamostrado en los ejemplos, la generacion de la MPT
y del prondstico de deterioro requiere unicamente datos de
dos anos consecutivos.

« Las cadenas de Markov homogéneas (y también las no homo-
géneas) pueden utilizarse para modelar la degradacion de los
pavimentos y de cualesquier otros activos carreteros como
puentes, drenaje, sefalamiento, etc. (NHCRP, 2012). Lo ante-
rior es posible porque el método se basa en un enfoque pro-
babilistico que no considera ninguna relacion, empirica o
mecanicista.




« En lo que respecta a las desventajas de las cadenas de Markov
homogeéneas, se puede anadir que no proveen mecanismos para
relacionar formalmente las variables explicativas con los indica-
dores de deterioro utilizados en el pronostico. Lo anterior, y los
demas inconvenientes ya mencionados, pueden hacer que la
precision de la estimacion sea muy baja después de los primeros
anos del periodo de analisis.

« Solorio Murillo Ricardo, Marquez Mendoza Zaydith Daniel, Montoya
Ortega Monserrat, Cardenas Rodriguez Santa Ludinette, 2074.
Aplicacion de métodos markovianos en el modelado del deterioro
de carreteras. Instituto Mexicano de Transporte, Querétaro

» Robinson, R., Danielson, U. & Snaith, m., 1998. Road Maintenance
Management. Basingstoke (Hampshire)

« AASHTO, 1993. AASHTO Guide for Design of Pavement Structures.
Washington, D.C, EUA

« Ortiz-Garcia, J. J., Costello, S. B. & Snaith, M. S., 2006. Deriva-
tion of Transition Probability Matrices for Pavement Deterioration
Modeling. ASCE Journal of Transportation Engineering
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CAPITULO 3
Analisis comercial en gasolineras con
cadenas de Markov

Emma Laura Hernandez Albarran
Paulina Santiago Martinez
Eliu Rojas Martinez

3.1 INTRODUCCION

Las cadenas de Markov son modelos matematicos que describen sis-
temas que transitan de un estado a otro dentro de un conjunto finito o
infinito de posibles estados a través de una serie de eventos, en el que
la probabilidad de que ocurra un evento depende del evento inmediato
anterior. Las cadenas de Markov son una de las herramientas mas impor-
tantes para solucionar situaciones de la vida real, ya sea en tiempo dis-
creto o en tiempo continuo.

En el competitivo mercado de combustibles, las estaciones de servicio
de distintas marcas buscan maximizar su participacion de mercado y su
rentabilidad. Utilizar herramientas matematicas avanzadas, como las
cadenas de Markov, permite analizary predecir el comportamiento de los
consumidoresy optimizar latoma de decisiones estratégicas. Este estu-
dio aplica cadenas de Markov para analizar el consumo de combustible
en las principales marcas de gasolineras en un mercado representativo,
proporcionando una base para estrategias comerciales informadas.




El objetivo de este capitulo es analizar y predecir las dinamicas del mer-
cado de gasolineras utilizando cadenas de Markov para entender y opti-
mizar la participacion de mercado y la rentabilidad de diferentes marcas
de estaciones de servicio. A través del estudio de las probabilidades de
transicion de los consumidores entre diferentes marcas de gasoline-
ras, este analisis busca proporcionar una base solida para decisiones
comerciales estratégicas e informadas. En concreto, se intenta modelar
y prever el comportamiento del consumidor en relacion con su lealtad
a las marcas y su impacto en el volumen de ventas y la rentabilidad de
las gasolineras, permitiendo asi a las empresas adaptar sus estrategias
operativas y de marketing para captar y retener clientes de manera mas
efectiva.

Las cadenas de Markov se basan en conceptos de teoria de la probabi-
lidad, incluyendo variables aleatorias, distribuciones de probabilidad y
espacios de muestra. Estas bases permiten la modelizacion formal de los
procesos que son aleatorios, pero poseen dependencias internas (Ceb-
reiro Rodriguez, N. 2021).

La figura 1 muestra el esquema basico de un proceso estocastico (para
un instante de tiempo especifico) donde las variables de estado han sido
discretizadas en m posibles situaciones (Estados 1, ..., Estado m)y el
tiempo ha sido discretizado en etapas(horas, dias, meses, etc.).

Enlascadenas de Markov se supone que el paso o transicion de un estado
a otro solo depende de ambos, es decir se puede asociar una probabili-
dad pjalatransiciondel estado Ejenlafechanhaciaestado Ejenlafecha
n+1. Si llamamos pj(n) la probabilidad de que el proceso se encuentre en




el estado Ej en una fecha n, y si las probabilidades de transicion pj; se
mantienen constantes, tenemos una cadena de Markov (Bedoya, J. C., &
Barrera, M. 2006).

E, hpn

Figura 1. Representacion de la transicion entre estados
para una cadena de Markov

Procesos estocasticos

Un proceso estocastico se define como una coleccidn de variables alea-
torias indexadas por tiempo. Las cadenas de Markov son un subtipo de
estos procesos, caracterizadas por la propiedad de Markov, que implica
gue la probabilidad de transicion de un estado a otro solo depende del
estado actual.

Matriz de transicion

La matriz de transicion en una cadena de Markov se define como una
matriz cuadrada donde cada entrada pij(n) representa la probabilidad en
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n pasos de transitar del estado i al estado j, como se muestra en la figura
2. La suma de las probabilidades en cada fila de esta matriz es igual a 1,
dado que cada fila representa una distribucion de probabilidad completa
sobre los posibles estados siguientes(Bedoya, J. C., & Barrera, M. 2006).

0 [py) By B -

R PO AR
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Figura 2. Matriz de transicion en n pasos
Dimensiones: La matriz es cuadraday su tamano depende del niumero de
estados en la cadena de Markov.

Entradas: Cada entrada pij(n) en la matriz indica la probabilidad de
moverse del estado i al estado jen n pasos.

Propiedades:
La suma de las probabilidades en cualquier fila es igual a 1(cumpliendo

con ladefinicién de una distribucion de probabilidad). Las probabilidades
son no negativas.
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Las cadenas de Markov pueden clasificarse de diversas maneras segun
sus caracteristicasy el tipo de problemas que se pretenden resolver. Los
mas comunes son[5]:

Tiempo discreto: estas cadenas de Markov toman valores en pasos de
tiempo especificos y discretos (por ejemplo, segundos, minutos, dias).
Comunmente utilizadas en modelos donde los eventos ocurren en inter-
valos fijos.

Tiempo continuo: en este tipo, el cambio de estado puede ocurrir en
cualquier momento, no solo en tiempos discretos predefinidos. Son ade-
cuadas para modelar sistemas donde los cambios de estado son conti-
NuOoS y No se ajustan a un horario regular, como ciertos procesos fisicos
0 quimicos.

Homogéneas: las probabilidades de transicion entre estados no cambian
con el tiempo. Simplifican el analisis y la computacion porque la matriz
de transicion es constante a lo largo del tiempo.

No homogéneas: las probabilidades de transicion pueden cambiar de un
paso a otro. Son utiles para modelar sistemas dinamicos donde las con-
diciones externas influyen en las probabilidades de transicion, como sis-
temas economicos o climaticos.

Absorbentes: contienen al menos un estado absorbente, un estado que,
una vez alcanzado, no puede dejarse. Son utilizadas para modelar proce-
sos que terminan en un estado especifico, como la ruina de un jugador o
ciertos procesos de decision.




Ergddicas: todas las cadenas de estados son aperiddicas y todos los
estados se comunican entre si. Estas cadenas eventualmente alcanzan
una distribucion de estado estacionario, Util para estudios a largo plazo
de sistemas estables.

Recurrentes: un estado es recurrente si la cadena tiene una probabilidad
no nula de regresar a este estado.
Recurrencia positiva: la cadena regresa al estado en un numero
finito de pasos en promedio.
Recurrencia nula: la cadena regresa al estado, pero el nimero pro-
medio de pasos puede ser infinito.

Transitorias: los estados transitorios son aquellos desde los cuales la
cadena tiene una probabilidad de nunca regresar.

Modelos especificos y aplicaciones
Las cadenas de Markov se aplican en una amplia gama de campos, desde
la fisica y la biologia hasta la economia y la informatica. Algunas aplica-

cionesincluyen:

Modelado de sistemas de colas: Para analizar el flujo de clientes en siste-
mas de servicio.

Biologia computacional: Para modelar secuencias de ADN o la dinamica
de poblaciones.

Finanzas: Enla valoracién de opciones y otros derivados.

Aprendizaje automdtico: En algoritmos como los modelos ocultos de
Markov.




El sector de las gasolineras enfrenta un ambiente altamente competitivo
donde las fluctuaciones en la lealtad del cliente y las preferencias pueden
impactar significativamente la participacion de mercado y la rentabili-
dad de las empresas. A pesar de la importancia estratégica de prevery
entender estos cambios en el comportamiento del consumidor, muchas
estaciones de servicio carecen de herramientas analiticas avanzadas
que les permitan anticipar estas dinamicas y adaptarse eficazmente.
Este desafio se ve agravado por la necesidad de optimizar operaciones
y estrategias de marketing en un contexto de fluctuaciones constantes
en los precios del combustible y la diversificacion de las ofertas de ser-
vicios.

Objetivos especificos

« Lealtad del cliente: analizar como la lealtad de los consumidores
afectala retenciény atraccion de clientes en distintas marcas de
gasolineras, identificando patrones de comportamiento que pue-
dan ser influenciados mediante estrategias de fidelizacion y mar-
keting.

« Participacion de mercado: evaluar como las transiciones de los
consumidores entre diferentes marcas afectan la distribucion del
mercado entre las principales gasolineras, con el fin de desarro-
llar tacticas que mejoren la competitividad.

« Optimizacion de utilidades: determinar como las preferencias de
consumo y las transiciones entre marcas impactan las utilidades
de las gasolineras, buscando maximizar los ingresos a través de
ajustes en la estrategia comercial.




Preguntas de investigacion

;Cual es la probabilidad de que un cliente de una determinada marca de
gasolinera cambie a otra marca?

;Como influyen las tendencias de lealtad de los clientes en la participa-
cién de mercado de las gasolineras Pemex, BP y Repsol?

;Cuales son las estrategias efectivas que pueden implementar las gaso-
lineras para mejorar su participacion de mercado y rentabilidad en un
periodo determinado?

Hipotesis

Para lograr una mayor participacién en el mercado y rentabilidad, las
gasolineras deben enfocarse en ofrecer unvaloragregado a través de una
combinacién de precios competitivos, excelente servicioy programas de
fidelizacion personalizados. Ademas, el uso de herramientas analiticas
como las cadenas de Markov les permite tomar decisiones mas informa-
dasy adaptarse de manera proactiva a las dinamicas del mercado.
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3.5 DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROCESO
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Conclusiones
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3.6 METODOLOGIA

Para realizar el analisis, se utilizaron cadenas de Markov con las siguien-
tes etapas:

Definicion de estados: Los estados se definieron como las tres marcas
de gasolineras: Pemex, BP y Repsol.

Construccién de matrices de transicion: Se utilizaron matrices de tran-
sicion para modelar la probabilidad de que un consumidor cambie de una
gasolinera a otra en un periodo determinado. Las matrices de transicion
utilizadas son:

Primera matriz de transicion:

0.6 0.3 0.1
0.3 0.5 0.2
0.480 0.360 0.150

0.410 0.400 0.190
0.450 0.360 0.190

0.453 0.376  0.172
0.453 0.376  0.172
0.453 0.376  0.172

Matrices de transicion evolutivas:

Anélisis de estabilidad: Se evaluaron las matrices de transicion para
determinar la estabilidad del sistema(estado estable)yla convergenciaa
una distribucion estacionaria.
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3.7 PROBLEMATICA

Se busca determinar el volumen de venta de gasolina de 92 octanos para
3 gasolinerasy su utilidad con base en datos estadisticos sobre la prefe-
rencia de los consumidores de acuerdo con la siguiente grafica:

Figura 3. Preferencias de consumo de tres gasolineras

Con base en la figura que busca resolver las siguientes problematicas
clave:

Lealtad del cliente: determinar la lealtad del cliente aunamarcay las pro-
babilidades de cambio de una gasolinera a otra.

Participacion de mercado: analizar como las dinamicas de transicion
afectan la participacion de mercado de cada marca.

Optimizacion de utilidades: estimar las utilidades potenciales basandose
en el consumo anual de combustible y las probabilidades de transicion.
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3.8 DATOS Y RESULTADOS

Con una poblacién de 50 millones de habitantes y un consumo promedio
de 4 litros de combustible por semana, el consumo anual total se estima
en 10,400 millones de litros. La utilidad promedio es de 20 centavos por
litro. Se construyen las siguientes matrices de transicion con el propo-
sito de obtener el estado estable:

El estado estable se obtuvo en la iteracion 6 (M1)lo que indica que estos
son las preferencias de consumo en una poblacion para cada una de las
gasolineras objeto del estudio, dandonos los siguientes resultados:

Pemex BP Repsol Pemex BP Repsol

M1 Pemex 0.6 0.3 0.1 M4 Pemex 0.455 0.374 0.170
BP 0.3 0.5 0.2 BP 0.450 0.376 0.174

Repsol 0.4 0.3 0.3 Repsol 0.454 0.374 0.172
Pemex BP Repsol Pemex BP Repsol

M2 Pemex 0.490 0.360 0.150 M5 Pemex 0.454 0.375 0.172
BP 0.410 0.400 0.190 BP 0.452 0.375 0.172

Repsol 0.450 0.360 0.190 Repsol 0.453 0.375 0.172
Pemex BP Repsol Pemex BP Repsol

M3 Pemex 0.462 0.372 0.166 M6 Pemex 0.453 0.375 0.172
BP 0.442 0.380 0.178 BP 0453 0375 0172

Repsol 0.454 0.372 0.174 Repsol 0.453 0375 0172

Figura 4. Estados de transicion del problema

10,400,000,000 litros de gasolina de 92 octanos de consumo anual

Consumo de litros por gasolinera:
Pemex: 4,603,329,900 litros
BP: 3,772,966,600litros
Repsol: 2,022,134,400litros




Utilidad por consumo de gasolina(MMUSD):

Pemex: $920.67millones
BP: S 754.59 millones
Repsol: S 404.43 millones

El analisis de cadenas de Markov ha proporcionado una vision sobre del
comportamiento del consumidor en el mercado de gasolineras. Pemex
mantiene la mayor cuota de mercado, sequido por BP y Repsol.

La estabilidad observada en las ultimas matrices de transicion sugiere
que el mercado se encuentra en un estado estacionario, donde las pro-
babilidades de transicion se han estabilizado.

El presente estudio ha demostrado que la probabilidad de cambio de una
marca de gasolinera a otra varia significativamente segun factores como
la ubicacion, el precio del combustible, y las promociones en curso. Las
cadenas de Markov aplicadas revelan que ciertas marcas experimentan
una mayor fidelidad del cliente debido a la percepcion de mejor calidad
y servicio al cliente. La probabilidad de que un cliente cambie de una
gasolinera Pemex a una BP o Repsol, por ejemplo, tiende a ser mas baja
cuando Pemex ofrece descuentos o servicios adicionales.

La lealtad del cliente tiene una correlacion directa con la participacion
de mercado de las gasolineras. Marcas como Pemex mantienen una par-
ticipacion de mercado superior. La implementacion de estrategias de
retencion de clientes basadas en la comprension de sus preferencias
y comportamientos, modelados a través de las cadenas de Markov, ha
demostrado ser efectiva para mejorar la lealtad y, por ende, la participa-
cion de mercado.




Las estrategias que han resultado mas efectivas para las gasolineras en
términos de mejora de participacion de mercado y rentabilidad incluyen
la optimizacion de la ubicacion de las estaciones de servicio, el ajuste de
precios en respuesta a los cambios en las preferencias del cliente y las
condiciones del mercado, y lamejora continua de los servicios adicionales.

Por lo tanto, este tipo de analisis es crucial para que las empresas desa-
rrollen estrategias en sus procesos de almacenamiento y reparto, cap-
tacion de clientes, estrategias de participacion de mercado, asi como el
aumento en sus utilidades.

Utilizando estos modelos, las gasolineras pueden prever cambios en las
preferencias de los consumidores y ajustar sus estrategias comerciales
y de marketing.

« Hillier F. & Lieberman G.(2003). Introduccion a la investigacion de
operaciones. Mc Graw Hill, Ultima edicion

« Cebreiro Rodriguez, N. (2021). Principios basicos de las cadenas
de Markov.

« Tolver, A.(2018). Unaintroduccién a las cadenas de Markov. Depar-
tamento de Ciencias Matematicas, Universidad de Copenhague.

- Bedoya, J. C., & Barrera, M. (2006). Convergencia de las cadenas
de Markov. Scientia et technica, 3(32).

« Silverstein, M. L., & Rosenblatt, M. (1974). Clasificacion de las
cadenas de Markov simetricas estables. Revista de Matematicas
de la Universidad de Indiana, 24(1), 29-77.
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CAPITULO 4

Aplicacion de procesos de Markov
en el analisis del comportamiento de
ozono en la Ciudad de México

Mauricio Albiter Cervantes

4.1 INTRODUCCION

La crisis ambiental que se vive no solo en la Ciudad de México, sino en
todo el mundo, es untema que no se debe tomar alaligera. Actualmente,
en la Ciudad de México es muy comun encontrar algo similar a una nube
gris cubriendo el cielo, la cual esta llena de contaminantes atmosféricos.
La contaminacion atmosférica sucede cuando las sustancias toxicas se
aglomeran debido a que no pueden ser diluidas por el ecosistema. Estas
sustancias toxicas son principalmente causadas por la combustién de
materia prima(Manahan, 2007).

Por otra parte, sabemos que el ser humano no tiene control sobre la natu-
raleza, factores como el clima, las caracteristicas geograficas de una
zona, incendios, entre otros, generan contaminantes atmosféricos, los
cuales, no podemos cambiar, pero si mitigar. Sin embargo, hay factores,
como la deforestacion, en los cuales si podemos actuar para reducir al
maximo los impactos ambientales negativos.




El ozono es una molécula formada por tres atomos de oxigeno (Oz). El
ozono se localiza principalmente en la estratosferay tropdsfera. El ozono
se crea todos los dias, sin embargo, hay temporadas que favorecen su
desarrollo, comolo eslatemporadade primaverayverano, ya que laradia-
ciénsolarylosvientosligeros son aliados del ozono(Bermejo et al., 2009).

La concentracion de ozono en la estratosfera desempena una funcion
de suma importancia ya que filtra los rayos ultravioleta (rayos UV). Pero,
como menciona Stedman (1987), el ozono ubicado en la tropdsfera tiene
una reaccion fotoguimica al entrar en contacto con otros contaminan-
tes y la presencia de luz solar. Dicha reaccion al no ser resultado de un
proceso en particular provoca que el 0zono sea considerado un contami-
nante secundario.

El ozono es un contaminante que representa riesgos para la salud
humana, ya que es un oxidante que irrita las vias respiratorias, afectando
principalmente a personas con problemas respiratorios como asma vy
alergias, ademas de adultos mayores, personas con tabaguismo, perso-
nas con malos habitos alimenticios, entre otros(Nuvolone et al., 2018).

Aunado alo anterior, los bebés, las ninas y ninos también son muy vulne-
rables a los efectos del ozono, esto debido a que los 6rganos continuan
en desarrollo.

Monitorear los niveles de ozono nos indica qué dias son favorables para
las actividades al aire libre, y qué dias es mejor no realizarlas. Para hacer
unmonitoreo favorable, se realiza una fotometria UV, el cual es un método
que se basa en la absorcion de luz ultravioleta con ayuda de resonancia
electronica interna, la cual, brinda un comportamiento proporcional al
nivel de concentracion de ozono (CENMA, 2013).




El indice Metropolitano de Calidad del Aire (IMECA) es una herramienta
analitica desarrollada para proporcionar los niveles de contaminacion a
la poblacion, con la finalidad de brindar medidas de precaucion oportu-
nas(gobierno de la Ciudad de México, 2023).

El indice IMECA registra la presencia de los cinco principales contami-
nantes: dioxido de azufre, dioxido de nitrégeno, monoxido de carbono,
particulas suspendidasy ozono. Para facilitar la identificacion de los ran-
gos, se representan mediante un color, tal como se observaen la figura 1.
Ademas, laimagen representa el parametro especifico del ozono.

Parametros de monitoreo. Obtenido de Arias (2023)

A nivel nacional, en México se tienen diversas normas mexicanas, asi
como decretos, acuerdosy leyes que regulan el uso de los recursos natu-
rales para reducir los impactos ambientales. Ademas, estipulan las san-
ciones correspondientes en caso de no cuidar el medio ambiente.




A nivel de cuidado del airey la atmosfera, durante la mayor parte del siglo
XX no se tuvieron normatividades rigurosas. Fue hasta 1990 donde surge
PROAIRE, el cual es un conjunto de programas dedicados a reducir los
impactos negativos en laatmosferay el aire.

Actualmente la Secretaria de Medio Ambiente y Recursos Naturales
(SEMARNAT) es la encargada de monitorear algunos contaminantes
atmosfeéricos, proporcionando un rango de concentraciones permisibles
a través de una Norma Oficial Mexicana (NOM) correspondiente a cada
contaminante. En el caso del Ozono, la NOM correspondiente es la NOM-
020-SSA1-2014, y sunorma técnica NOM-036-SEMARNAT-1993.

Ademas de las regulaciones nacionales, también se tienen tratados
internacionales, como lo son el Acuerdo de Paris, el Protocolo de Kioto,
y el Protocolo de Montreal, entre otros. Estos tratados internacionales
buscan financiar proyectos ambientales, requlan las emisiones de conta-
minantes permitidasy general planes a corto, mediano y largo plazo para
disminuir las emisiones de contaminantes.

Alolargo de este texto se ha hablado sobre el Ozono, sus repercusionesy
la contaminacion en general. Sin embargo, ;como se relacionan los pro-
cesos de Markov con esto?

De aqui en adelante, se mostrara un resumen corto del trabajo realizado
por Arias(2023), en el cual aplica procesos de Markov a datos recolecta-
dos por IMECA para analizar el comportamiento del ozono en la COMX.




4.2 CASO DE ESTUDIO

Lazona de estudio que se utiliza es el centro de la Ciudad de México. Esto
debido a la alta afluencia de personas y vehiculos, tanto por la gran canti-
dad de negocios, como por la oferta cultural que presenta la zona.

Laestacion del IMECA utilizada para el estudio es lamostrada en la figura
2, donde se dan datos de la estacion como el nombre, clave, numero de
identificacion, domicilio y coordenadas:

Figura 2. Datos de la estacién utilizada. Obtenido de Arias(2023)

De la estacion mencionada se recabaron los registros maximos de ozono
por dia, durante el periodo conformado entre el 01de enero de 2018 y el 01
de enero de 2023.

Para establecer las matrices evaluadas, se usa el parametro de monito-
reo de IMECA, donde se tienen cuatro estados que determinan el com-
portamiento del ozono, siendo “buenad”, “regular’, “malo”y “muy malo”. El
quinto estado “extremadamente malo” se ignora al no tener datos en el

estudio actual. La transicion entre los estados se define en la figura 3.
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Figura 3. Matriz de los estados. Obtenido de Arias(2023)

Los datos fueron divididos por mes, dando un total de doce matrices alo
largo de cada ano. A cada mes del ano se le asignd una letra del alfabeto,
siendo que a enero se le asigno la letra A, a febrero la letra B, a marzo la
letra C y asi sucesivamente.

Como ejemplo, Arias(2023)utiliza los datos recopilados de mayo (nomen-
clatura: E) a través de los b anos de estudio. En las figuras 4, 5, 6, 7y 8,

se muestran los datos recopilados del mes de mayo, plasmando la transi-
cion entre los estados propuestos anteriormente.

Figura 4. Datos de mayo de 2018. Obtenido de Arias (2023)

Figura 5. Datos de mayo de 2019. Obtenido de Arias (2023)
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Figura 6. Datos de mayo de 2020. Obtenido de Arias(2023)

Figura 7. Datos de mayo de 2021. Obtenido de Arias(2023)

Figura 8. Datos de mayo de 2022. Obtenido de Arias (2023)

Para llenar la matriz, se tomaron en cuenta dias continuos. Por ejem-
plo, si el 18 de mayo se tuvo una calidad reqular, y el dia siguiente (19 de
mayo) se tuvo una calidad regular, entonces el dato se agrega en la fila 2,
columna 2.

Una vez obtenidas las matrices, se procedio a sumar los datos de las b
matrices, bajo el argumento de que las muestras son del mismo caso
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estudio, es decir, el mismo mes. En la figura 9 se observa el resultado de
integrar las matrices obtenidas del mes de mayo de los cinco anos del
estudio.

Figura 9. Matriz integral de los datos de mayo. Obtenida de Arias (2023)

Una vez obtenida la matriz integral, se procede a sumar los datos de las
columnas, tal como se muestra en la figura 10. Dichas sumatorias permi-
ten conocer la probabilidad de los cambios de estados, mostrando qué
tan probable es pasar a un estado futuro estando en un estado actual. En
la figura 11 se muestran las probabilidades de pasar de un estado a otro.

Figura 10. Sumatoria de las columnas de la matriz integral.
Obtenido de Arias (2023)

Figura 11. Matriz de probabilidad de los cambios de estado.
Obtenido de Arias(2023)
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Una matriz de transicion se puede representar mediante un diagrama de
transicion como el que se presenta en la figura 12. Mediante este dia-
grama, se puede apreciar de mejor forma las probabilidades de cambios
de estado.

Figura 12. Diagrama de transicion del mes de mayo. Obtenido de Arias (2023)

Posteriormente, se puede estabilizar la matriz de transicion mediante
la ecuacion de Chapman, la cual establece que se puede multiplicar la
matriz de transicion por si misma n veces (Pn).

Para el caso de esta matriz, el numero de iteraciones necesarias para
lograr que los primeros seis decimales sean estables es de 16, lo que sig-
nifica que se requiere multiplicar por si misma la matriz 16 veces. Entre
mas multiplicaciones por si misma se realicen, mayor precision se ten-
dra. En las figuras 13 y 14 se observa el proceso de las matrices hasta
llegar al estado estable en los primeros seis decimales.
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1 B R M MM 13 B R M MM
B 0.1429 0.5714 0.2857 0 B 0.047682 0.263634 0.662449 0.026235
R 0.1053 0.4737 0.4211 0 R 0.047681 0.263630 0.662454 0.026235
M 0.0198 0.1584 0.7822 0.0396 M 0.047678 0.263619 0.662466 0.026237
MM 0 0.2500 0.7500 0 MM 0.047679 0.263621 0.662465 0.026236
2 B R M MM 14 B R M MM
B 0.086216 0.397571 0.504897 0.011315 B 0.047680 0.263627 0.662457 0.026236
R 0.073237 0.351229 0.558859 0.016675 R 0.047680 0.263626 0.662459 0.026236
M 0.034993 0.220165 0.713865 0.030977 M  0.047679 0.263621 0.662464 0.026236
MM 0.041167 0.237233 0.691897 0.029703 MM 0.047679 0.263622 0.662463 0.026236
3 B = b s 15 B R M MM
B 0.064164 0.320402 0.595438 0.019996 B 0.047680 0.263625 0.662460 0.026236
R 0.058500 0.300922 0.618445 0.022133 R 0.047679 0.263624 0.662461 0.026236
MM 0.044554 0.252931 0.675113 0.027402 MM 0.047679 0.263622 0.662463 0.026236
4 B R M MM

16 B R M MM

B 0.047679 0.263623 0.662461 0.026236
R 0.047679 0.263623 0.662462 0.026236
M 0.047679 0.263622 0.662462 0.026236
MM 0.047679 0.263622 0.662462 0.026236

B 0.054684 0.287760 0.633974 0.023582
R 0.052280 0.279475 0.643752 0.024493
M 0.045397 0.255757 0.671745 0.027101
MM 0.046358 0.259068 0.667837 0.026737

Figura13. Iteracionesdelalala4 Figura 4. Iteracionesdelal3ala 16
parallega al estado estable. parallega al estado estable. Obte-
Obtenido de Arias(2023) nido de Arias(2023)

Una vez llegando al estado estable, se obtiene el vector de estado esta-
ble. Enla figura 15 se muestra el vector de estado estable.

w [ 0.047679 0.263623 0.662462 0.026236 ]

Figura 15. Vector de estado estable.

Elaboracion propia a partir de matriz de transicion




Con el vector de estado estable, se obtiene el pronostico de la calidad de
aire por 0zono que se espera para mayo de 2023. Esto se logra multipli-
cando por 100 para asi obtener las probabilidades y asi apreciar de mejor
forma los resultados, como se observa en la figura 16.

[ e [

Mayo 4.8% 26.4% 66.2% 2.6%

Figura 16. Prondstico de la calidad del aire por ozono en mayo.
Obtenido de Arias (2023)

Este mismo procedimiento se realiza con los datos diarios de los demas
meses de los b anos de estudio. Enlas figuras 17y 18, se muestra el resul-
tado obtenido paralos demas meses del 2023. Enla figura 17, se muestran
las probabilidades en forma de tablay enla figura 18 mediante un diagrama.

Figura 17. Prondstico del 2023. Obtenido de Arias(2023)
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Figura 18. Prondstico del 2023. Obtenido de Arias (2023)

De esta forma es como se pueden aplicar los procesos de Markov al ana-
lisis del comportamiento del ozono.

4.3 CONCLUSIONES

Las cadenas de Markov ofrecen un marco ideal para modelar el compor-
tamiento dinamico de variables ambientales como el ozono. Al consi-
derar el nivel de ozono en un momento dado como un estado, podemos
predecir su nivel futuro basado en probabilidades de transicion.

Las ventajas clave incluyen:

« Captura de la variabilidad: Permite modelar las fluctuaciones dia-
rias, estacionalesy anuales en los niveles de ozono.
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« |[dentificacion de patrones: Ayuda aidentificar tendenciasy patro-
nes ciclicos en la concentracion de ozono.

« Prediccion: Permite realizar pronoésticos a corto y mediano plazo
sobre la calidad del aire.

« Evaluacion de politicas: Se puede utilizar para evaluar el impacto
de diferentes politicas de control de la contaminacion en los nive-
les de ozono.

Limitaciones y consideraciones

« Simplificaciones: El modelo asume que el proceso es markoviano
homogéneo, lo que puede no ser del todo realista.

« Datos: Requiere de datos histoéricos confiables sobre el compor-
tamiento de fumar en la poblacion.

« Calculo de probabilidades de transicion: La estimacion precisa de
estas probabilidades puede ser compleja.

« Arias, Adrian. (2023). Analisis del comportamiento de ozono en la
CDMX considerando el modelo de cadenas de Markov. Facultad de
Ingenieria. UNAM. México.

« Bermejo, Victoria & Alonso, Rocio & Elvira, Susana & Rabago,
Isaura & Garcia Vivanco, Marta.(2009). El ozono troposféricoy sus
efectos en lavegetacion.

« CENMA, (2013). Elaboracién de reglamentos y protocolos de pro-
cedimientos para el aseguramiento de la calidad del monitoreo de
contaminantes atmosféricos. Santiago de Chile, 98 pp.
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- Gobierno de la Ciudad de México. (2023). Informacion sobre el
monitoreo atmosférico en la Ciudad de México.

« Manahan, S. E.(2007). Introduccionala quimicaambiental. México.
Reverte.

« Nuvolone, D., Petri, D., & Voller, F. (2018). The effects of ozone
on human health. Environmental science and pollution research
international, 25(9), 8074-8088.

« Stedman, D.(1987). “0zone". In: Climatology. Encyclopedia of Earth
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CAPITULOS
Evolucién de una poblacién de
fumadores con cadenas de Markov

Jorge Aldana Jamaica

5.1 INTRODUCCION

Cadenas de Markov: Una descripcion general

Una cadena de Markov es un modelo matematico que describe una
secuencia de eventos en la que la probabilidad de cada evento depende
unicamente del estado actual, y no de la historia previa. En otras pala-
bras, los sistemas de Markov tienen “memoria a corto plazo”, lo que signi-

fica que el futuro solo depende del presente, independientemente de lo
gue haya sucedido en el pasado.

0.3

0.7

0.4

Figura 1. Probabilidades de preferencia en una cadena de Markov




Las cadenas de Markov se caracterizan por dos elementos clave:
Estados: Un conjunto finito de posibles configuraciones o condiciones
del sistema.

Matriz de transicion: Una matriz que define las probabilidades de transi-
cion entre los estados. Cada entrada de la matriz representa la probabili-
dad de pasar de un estado especifico a otro.

Cadenas de Markov de tiempo discreto: En este tipo de cadena, el tiempo
se divide en pasos discretos, y los eventos ocurren en momentos espe-
cificos.

Como expectativa de salud se plantea el siguiente ejemplo usando cade-
nas de Markov.

En una poblacion de 10,000 habitantes, 5000 no fuman, 2500 fuman uno
0 menos de un paquete diario y 2500 fuman mas de un paquete diario.
En un mes hay un 5% de probabilidad de que un no fumador comience a
fumar un paquete diario, 0 menos, y un 2% de que un no fumador pase
a fumar mas de un paquete diario. Para los que fuman un paquete, o
menos, hay un 10% de probabilidad de que dejen el tabaco, y un 10% de
que pasen afumar mas de un paquete diario. Entre los que fuman mas de
un paquete, hay un5% de probabilidad de que dejen el tabacoy un 10% de
que pasen a fumar un paquete, 0 menos.

Lafigura siguiente representalas probabilidades para cada segmento de
la poblacion. ;Cuantos individuos habra de cada clase el proximo mes?




Figura 2. Probabilidades para cada segmento de la poblacién

Solucion:

La poblacion se conforma de tres grupos:
NF=No fuman

FC=Fuman uno o menos de un paquete diario
FCC= Fuman mas de un paquete diario

Figura 3. Poblacion representada por conjuntos.

CONTENIDO




CONTENIDO

Matriz de transicion

NF FC FCcC

P= NF 0.93 0.05 0.02
FC 0.10 0.80 0.10

FCC 0.05 0.10 0.85

093 0.05 0.02
(NF,FC,FcC) = (5000 2500 2500){ 0.10 0.80 0.10 | = (5025,2500,2475)
0.05 0.10 0.85

Después de un mes habran NF=5025, FC=2500, FCC=2475.

5.3 CONCLUSIONES

Las cadenas de Markov ofrecen un marco probabilistico util para modelar
sistemas que evolucionan en el tiempo, como los habitos de fumar. Al
considerar el estado de una persona como fumadora o no fumadora en
un momento dado, podemos predecir su estado futuro basado en proba-
bilidades de transicion.

Las ventajas principales son:

« Simplicidad: Elmodelo esrelativamente facil de entender e imple-
mentar.

« Flexibilidad: Puede adaptarse a diferentes grupos poblacionalesy
considerar factores socioeconomicos.




» Probabilistico: Permite cuantificar la incertidumbre inherente al
proceso de dejar de fumar o comenzar a fumar.

» Soporte para la toma de decisiones: Ayuda a disenar intervencio-
nes efectivas para reducir el tabaguismo.

Limitaciones y consideraciones

« Simplificaciones: El modelo asume que el proceso es markoviano
homogeneo, lo que puede no ser del todo realista.

« Datos: Requiere de datos histéricos confiables sobre el compor-
tamiento de fumar en la poblacion.

« Calculo de probabilidades de transicién: La estimacion precisa de
estas probabilidades puede ser compleja.

En resumen, las cadenas de Markov ofrecen una herramienta util para
modelar el comportamiento de fumar y apoyar la toma de decisiones en
la prevencion del tabaquismo. Sin embargo, es importante comprender
las limitaciones del modelo y considerar su uso en conjunto con otras
técnicas de analisis.

« Manuosunaca. (2024). ;Qué es una cadena de Markov y como se
aplica en el mundo real?

« https://www.youtube.com/watch?v=ATxVADPsKrg&list=PL6r-
g2aZfV7iy2EbBzyRjifPwF5PX0iV_X



https://www.youtube.com/watch?v=A1xVADPsKrg&list=PL6rg2aZfV7iy2EbBzyRjifPwF5PXOiV_X
https://www.youtube.com/watch?v=A1xVADPsKrg&list=PL6rg2aZfV7iy2EbBzyRjifPwF5PXOiV_X
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