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PROLOGO 

La modernización del aparato productl vo de los pa1ses industriallzados se ha 
venido real izando desde principios de los años 70. Est.o ha tra1do como 
resultado un avance espectacular tanto en teor1a como en aplicaciones de la 
automática. Entre las disciplinas de la automática que más ha sido 
estimulada por estos acontecimientos se encuentra la robótica. 

En un contexto académico, la robótica se imparte en las universidades 
frecuentemente en cursos de maestr1a y eventualmente a nivel licenciatura. 
Las áreas ingenieriles hacia las cuales son orientados estos cursos han sido 
tradicionalmente las ingenier1as eléctrica, mecánica, industrial y en 
computación. 

Los libros de textos comunmente empleados en los cursos de robótica orientado 
a estudiantes de ingenier1a eléctrica hacen un particular incapie en los 
aspectos de mecánica dejando el tema de control de robots en un segundo 

• plano. Aun los textos más recientes sólo consagran a lo más un tercio de su 
contenido al tema de control de robots. Asimismo, las herramientas de 
análisis indispensables para el estudio de los sistemas de control solamente 
ocupan escuetos ápendices . 

La principal motivación para la redacción del presente texto fué la de 
incorporar los más recientes desarrollos en el área de control de robots 
manipuladores_ en un documento autocontenido que sirviera como base para un 
curso sobre control de robots a nivel de maestr1a con especialidad en 
ingenier1a eléctrica. 

El texto esta dividido en 4 cap1tulos. Una breve introducción a la robótica 
es presentada en el capitulo l. El capítulo 2 cubre los preliminares 
matemáticos donde se exponen los conceptos básicos de los espacios de 
funciones y la teor1a de estabilidad de Lyapunov. El capitulo 3 resume el 
tópico· del modelado· dinámico de los robots manipuladores. Particular 
atención se le dá a la formulación de Lagrange. Este tema es trat~do con 
detalle en los libros tradicionales sobre robótica. Finalmente el problema 
de control de movimiento de robots es abordado en detalle en el capítulo 4. 
En dicho capítulo se revisa desde el popular controlador Proporcional hasta 
controladores de vanguardia del tipo adaptable. 

La realización de la presente obra no hubiera sido posible sin la interacción 
del autor con colegas y estudiantes. Particularmente, el autor expresa su 
agradecimiento a Ricardo Carelli c_uya colaboración permitió mejorar 
substancialmente tanto el contenido como la redacción de la obra. Asimismo, 
el autor manifiesta·su aprecio· a Romeo Ortega, Juan M. lbarra, Carlos Canudas 
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y Mauricio Améstegui con quienes el autor inició sus actividades en el área 
de control de robots. 

El autor desea destacar la labor de Arturo Izaguirre en la realización de los 
experimentos presentados en la obra así como de Patricia Crespo por la 
realización de las figuras. Finalmente el autor agradece la labor de 
mecanografía realizada por Ruth Ramírez. 

Rafael Kelly Martínez 
México, D.F., Febrero de 1989. 
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1. INTRODUCCION 

Debido a las exigencias cada dia mayores de al ta calidad y rapidez en los 
sistemas de producción, la automatización adquirió desde la década de los 70 
un valor incuestionable en la modernización industrial. 

La robótica, como parte de la automática, ha ocupado un lugar destacado en el 
proceso de modernización de algunas industrias. Tal es el caso de la 
industria automotriz, la siderúrgica y la maqulladora, donde los robots 
manipuladores son comunmente empleados en tareas repetitivas y de precisión, 
as1 como en actividades peligrosas para operadores humanos. 

La robótica es un campo nuevo 
entendimiento y el desarrollo 
condicionado al conocimiento de 

de la tecnologia moderna. El buen 
de aplicaciones de la robótica esta 

diversas disciplinas como ingenieria 
eléctrica, ingenieria mecánica, ingenieria industrial, ciencias 

·computacionales y matemáticas. 

El presente texto se centra en la intersección existente entre la robótica y 
la ingenieria eléctrica especificamente con el área de control automático. 
De dicha interacción sobresale el tema de control de robots manipuladores. 

Un robot manipulador o simplemente manipulador es un brazo mecánico 
articulado formado de eslabones conectados a través de uniones. 
Tradicionalmente en cada unión se colocan actuadores electromecánicos o 
hidráulicos que producen el movimiento de los eslabones. El número de 
uniones en un manipulador determina su número de grados de libertad (g.d.l. ). 
Típicamente, un manipulador dispone de 6 g.d.l. de los cuales 3 determinan el 
posicionamiento del último eslabón en el espacio y 3 especifican su 
orientación. 

Las principales ventajas argumentadas para el uso de robots manipuladores en 
la industria son la reducción de costos de producción, el incremento de la 
precisión, calidad y productividad y mayor flexibilidad comparada con 
máquinas especial izadas. Adicionalmente existen aplicaciones monopolizadas 
por los robots manipuladores tales como el. trabajo en zonas radioactivas, 
tóxicas o explosivas y aplicaciones submarinas y espaciales. Las proyecciones 
realizadas a mediano plano colocan a la aplicación de ensamblado como el 
principal consumidor de robots manipuladores. 

A pesar de la existencia de robots comerciales, el diseño de controladores 
para robots sigue siendo un área de intensos estudios por parte de los 
constructores y de los centros de investigación. 

La metodologia de disefio de los sistemas de control requiere en general un 
modelo matemático del sistema a ser controlado. El modelo matemático del 
sistema a controlar es obtenido tradicionalmente por una de las dos técnicas 
siguientes: 

Anal1 tica. Este procedimiento se basa en las ecuaciones de la fislca 
que rigen el comportamiento del sistema. Esta metodologia puede 
proporcionar un_modelo matemático preciso a condición de dominar las 
leyes de la fisica que son involucrados en el sistema. 
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Experimental. Este procedimiento requiere una serie de datos 
experimentales del sistema. Frecuentemente se trata de examinar el 
comportamiento a entradas especificas. El modelo obtenido a partir 
de este procedimiento es en general más impreciso que el obtenido a 
partir del método analitlco. Su principal ventaja es sin embargo la 
facilidad y corto tiempo requerido para obtener el modelo. 

Una vez obtenido el modelo matemático del sistema a ser controlado se procede 
a diseñar el sistema de control. En algunas ocasiones el diseño es precedido 
por una slmpllflcacl6n del modelo del sistema a ser controlado con miras a 
obtener un sistema de control relativamente sencillo. Esto puede, sin 
embargo, tener la desventaja de obtene~ un sistema de control que no funcione 
adecuadamente, fenómeno conocido como falta de robustez. 

Cuando un robot real iza una tarea programada, . se efectúan una serle de 
operaciones que pueden ser resumidas de la forma siguiente: 

- Interpretación de la tarea programada en lenguaje robot. 
- Generación de trayectorias deseadas. 
- Ejecución de los algoritmos de control. 

Desde un punto de vista jer~qulco, los algoritmos de control ocupan 
más baja de la escala y en general son trasparentes al utlllzador. 
embargo estos algorl tmos de control los que permitirán obtener 
desempeño al ejecutar la tarea programada. 

la parte 
Son sin 

un buen 

El caso especifico del diseño de los sistemas de control para robots 
manipuladores requiere también una primera etapa de modelado. El modelado de 
robots manipuladores es realizado tradicionalmente en forma analitica, ésto 
es a partir de las leyes de la fislca. Debido a la naturaleza mecánica de 
los robots manipuladores, las leyes de la fislca involucradas son simplemente 
las leyes de la mecánica. 

Los modelos dinámicos de los robots manipuladores son en general no-lineales 
y variantes con, el tiempo. Este hecho tiene como consecuencia que las 
técnicas de diseño tradicionales para el control de sistemas lineales tengan 
una apl lcaclón l iml tada en la ~intesls de controladores con al to desempeño 
para robots manipuladores. 

Debido a la naturaleza no-lineal y variante con el tiempo de los modelos de 
robots manipuladores, asi como a los requerimientos de alta precisión y 
rapidez, deben ser dlsefiados sistemas de control más elaborados. Esta clase 
de sistemas de control pueden incluir por ejemplo controles no lineales y 
controles adaptables. • 

La mayoria de los robots industriales son diseñados para realizar tareas en 
las cuales el manipulador se desplaza libremente dentro de su espacio de 
trabajo sin interaccionar con el medio ambiente. Ejemplos de este tipo de 
apl lcaclón son las tareas de pintado, traslado de un objeto de un punto a 
otro, etc. El problema de controlar adecuadamente el robot para que realice 
este tipo de tarea se le denomina control de movimiento. 

La manera más sencl l la de especificar el movimiento de un robot es la 
denominada punto-a-punto. Esta metodologia consiste en determinar una serie 
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de puntos en el espacio de trabajo del manipulador. Estos puntos son 
calculados en forma de satisfacer una cierta aplicación. El problema de 
control consiste en este caso en hacer pasar el extremo del manipulador por 
dichos puntos. 

Una forma más general para especificar el movimiento de un manipulador es la 
llamada trayectoria continua o simplemente trayectoria. En este caso se 
determina una curva o trayectoria en el espacio de trabajo y el problema de 
control consiste en hacer pasar el extremo del manipulador por dicha 
trayectoria. 

La primera propiedad que debe poseer un sistema de control es estabilidad .. 
Dos técnicas de análisis han sido usadas tradicionalmente en el estudio de 
estabilidad de controladores para robots. La primera se basa en el enfoque 
de Lyapunov. La segunda es el denominado enfoque entrada-salida el cual basa 
su fundamento matemático en el análisis funcional. Ambas técnicas son 
adeéuadas para el análisis de sistemas de control nolineal. En este texto se 
empleará la primera de ellas para desarrollar el análisis de los 
controladores que serán presentados. 

Los modelos dinámicos de los robots manipuladores poseen parámetros o 
coeficientes que dependen de la masa de los objetos que dicho manipulador 
sujeta con su extremo terminal. En la mayor1a de las aplicaciones, el 
manipulador suele sujetar objetos de diferentes masas que en muchas ocasiones 
son desconocidas. Esto tiene como resultado que los parámetros dinámicos del 
manipulador sea desconocidos. El· problema de controlar sistemas con 
prámetros desconocidos es la principal vocación de los controladores 
adaptables. Esta es bá.sicamente la explicación del interés del empleo de 
técnicas adaptables en el control de robots manipuladores. 

Un gran número de trabajos han sido reportados en los últimos afios sobre el 
empleo de t.écnicas adaptables de controladores para manipuladores. La 
principal razón por la cual estas técnicas de _control han aparecido tan 
recientemente ha sido la gran dificultad encontrada en el análisis teórico. 
En efecto, los sistemas de control obtenido al emplear técnicas adaptables 
son relativamente complejos y nolineales. 

REFERENCIAS 

Diversos datos y conceptos sobre robots manipuladores pueden encontrarse en 
los capitulas introductorios de los siguentes textos: 

Paul R., 1982, "Robot manipulators: Hathematics programming and 
control", MIT Press, Cambridge, MA. 

Asada H., Slotlne J.J., 1986. "Robot analysis and control", Wiley, New 
York. 

Craig J., 1986. "Intro.duction to robotics: Hechanics and Control", 
Addison-Wesley, Reading, MA. 

Spong M., Vidyasagar M., 1989, "Robot dynamics and control", Wiley, New 
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2. PRELIMINARES MATEMATICOS 

En este capitulo se presentan las herramientas matemáticas básicas que serán 
empleadas en los capitulos posteriores con el fin de analizar diversos 
esquemas de control de robots manipuladores. Las nociones básicas del 
análisis matemático son el punto de partida en el desarrollo de una serle de 
herramientas que ser~n de utilidad posteriormente. 

2.1 ESPACIOS LINEALES 

En esta sección se presenta el concepto de espacio lineal. La noción de 
campo, la cual es definida enseguida, es empleada en la definición de espacio 
lineal. 

Definicion 2.1. Campo. 
Un campo consiste en un conjunto, denominado OC, de elementos llamados 
escalares y dos operaciones llamados suma 11 + 11 y mul tipllcación 11 

• 
11

, las 
cuales satisfacen las siguientes condiciones V ex, /3, 7 e OC: 

1. ex + /3 E oc 
ex • /3 E oc 

2. ex+ /3 = /3 + ex 
ex • /3 = /3 • ex 

3. ( ex+/3) + 7 = ex + ( /3+7) 
(ex•/3) . 7 = ex • (/3•7) 

4. ex • ( /3+7) = (ex•/3) + (ex•7) 
5. 3 o, 1 1 ex+O = ex; 1 •ex = ex 
6. 3 /3 1 ex+/3 = O 
7. Vex:¡1:Q37 1 ex• 7 = 1. 

'í]'í]'í] 

Ejemplo 2.1. El conjunto de numeros reales R y de los números complejos C 
con la definición común de la adición y multiplicación definen un campo. El 
conjunto de los números reales no-negativos definido como: 

R+ = { ex e R I ex e [O, oo) } 

no define un campo. 

□□□ 

La definición de espacio vectorial lineal o espacio 1 ineal es presentada 
enseguida. 

Definicion 2.2. Espacio lineal. 
Un espacio lineal sobre un campo OC denotado_por la pareja (O,OC), consiste de 
un conjunto Q de elementos denominados vectores, un campo OC y dos 
operaciones: 

llamada suma vectorial 
llamada multiplicación escalar 

tales que V x, y, z e Q y ex, f3 e OC, las siguientes condiciones se satisfacen 
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l. X + y E Q 

2. X+ y = y + X 

3. (x+y) + z = X + (y+z) 
4. 3 0 E Q 1 o + X = X 

5. 3 y 1 X + y = o 
6. CX X E Q 

7. cx('3x) = (cx'3)x 
8. cx(x+y) = cxx + cxy 
9. (o:+'3) X = CXX + '3X 
10. 3 1 E 1K 1 lx = x. 

vvv 

Ejemplo 2.2. El conjunto de los números reales R sobre los números reales R 
define el espacio lineal (R,R). 

CDJ 

Se denota R0 al conjunto de todas las n-adas ordenadas de números reales: 

X = [X X 
1 2 

T 
X ] 

n 

donde x , x , ... , x son las coordenadas de x y el superindice T denota 
1 2 n 

transpuesta. La norma Euclidiana se denotará por !•I, esto es: 

La pareja (R0 ,R) es un espacio lineal llamado espacio lineal real de 
dimensión no espacio vectorial real n-dimensional. 

A menos que se indique lo contrario, los espacios lineales considerados en 
este texto serán definidos sobre el campo de los números reales, i.e., 1K = R 
y sólo se hará mención de los elementos o vectores que definen al espacio 
vectorial. 

2.2 EsP Actos LP. 

Una clase particular de espacios lineales son los denominados espacios L . 
p 

Los elementos o vectores de los espacios L son funciones con propiedades 
p 

particulares. 

n n Los espacios lineales denominados L y L son particularmente empleados en el 
2 CIO 

análisis de sistemas dinámicos interconectados en la metodologia denominada: 
enfoque entrada-salida. 

Esta última metodologia involucra la noción de operadores los cuales son 
asociados a diversas partes del sistema dinámico interconectado. 

Definicion 2.3. Espacio L
2

. 
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El espacio lineal L
2 

consiste del conjunto de todas las funciones f:11\~ 

tales que: 

00 

J. \ f ( t ) \ 
2 

dt < m 

donde lf(t)I denota el valor absoluto de f(t). 

Definicion 2.4. Espacio L . 
00 

vvv 

El espacio lineal L consiste del conjunto de todas las funciones f: IR ➔ IR 
00 + 

tales que sean acotadas exepto posiblemente en un conjunto de medida nula .. 

Ejemplo 2.3. Considérese las funciones f(t) = e-a.t donde a. > O y g(t) = 
sen(t). De las definiciones 2.3 y 2.4 claramente se observa que fe L n L 

2 00 

y ge L . 
00 

□DO 

El concepto de espacio lineal es de utilidad debido a que es posible usarlo 
para definir conceptos ingenieriles comunes como el de operador lineal, 
independencia lineal, etc. También es posible emplearlos en el estudio de la 
existencia y unicidad de las soluciones de ecuaciones lineales. Un 
inconveniente, sin embargo, de los espacios lineales es que no emplean la 
noción de proximidad o distancia. Esto hace imposible tratar tópicos como 
convergencia y continuidad. Esta es la principal motivación para estudiar 
los espacios lineales normados, los cuales consisten de un espacio lineal y 
ttna medida de la "longitud" o norma de un vector. 

Definicion 2. 5. ll • 112· 
La norma L2 o ll • 11 2 es una función 11 • 11 2 L ➔ IR definida como: 2 + 

1/2 

11rc ·) 11 2 
= [f \f(t) \

2 
dt l 

'i/V'i/ 

Definicion 2. 6. 11 • IIQ): 
La norma L

00 
o 11 • tes una función 11 • IIQ) L ➔ IR definida como 

IX) + 
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= sup lf(t) 1 
tEIR 

+ 

donde sup denota "esencialmente supremum". 
'iJ'iJ'iJ 

Ejemplo 

sen(t). 

-en 
2.4. Considérese las funciones f(tt = e donde ex > O y g(t) = 

Claramente se tiene que lfll
2 

= (!df / , lflm = 1 Y llgllcx, = 1. 

aJ[] 

Las normas 11 • II : x ➔ IR definidas para un espacio lineal (n, IR) cumplen con 
+ 

las siguientes propiedades: 

1. 

2. 

3. 

4. 

llx 11 ?! o 

llxll = o 

llexxll = lex 1 • llxll 

llx+yll ~ llxll + IIYII 

\./ X E '2 

si y sólo si x = O 

V X E n, V ex E IR 

\./ X, y E O. 

Puede demostrarse que los espacios L
2 

y Loe, provistos de las normas 11 • 1
2 

y 

11 • llm respectivamente, definen espacios lineales normados completos, esto es, 

espacios de Banach. 

Adicionalmente, para el espacio L se define un producto escalar o producto 
2 

interno denotado por<•,•> definido como: 
2 

00 

<f(•), g(•)> = J f(t)g(t)dt 
2 o 

donde f, g E L . 
2 

El espacio lineal (L
2

, IR) provisto de la norma 11 • 11
2 

y el 

producto escalar <• •> define un espacio • 2 1 ineal completo con producto 

interno, también denominado espacio de Hilbert. 

Los productos escalares<•,•> : n x n ➔ IR definidos para un espacio lineal 
(Q, IR) satisfacen V x, y, zen y V ex e IR las siguientes propiedades: 

1. <x,y> = <y,x> 
2. <x,y+z> = <x,y> + <x+z> 
3. <x,exy> = ex<x,y> 
4. <x,x> ?! O 
5. <x,x> = O si y solo si x = O. 

Para el caso n-dimenslonal de los espacios 

definición. 

14 
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Definicion 2.7. Espacios Ln. 
p T 

El simbolo Ln 
p 

para p=2, oo denotará e 1 conjunto de n-adas f = [ f , f , ... , f 1 

donde f e L 
l p 

para 1=1, 2, ... , n. 
1 2 n 

La norma sobre Ln se define como: 
p 

vvv 

En otras palabras, la norma de una función vectorial es la parte positiva de 
la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las normas de sus 
componentes. 

En lo que resta de la presente sección serán presentados resultados a los 
cuales se hará referencia posteriormente. 

Lema 2.1. Sea f: R ➔ Rn. Si 
+ 

entonces f(t) ➔ O cuando t ➔ oo. 
vvv 

Definicion 2.8. Función continua. 

Una función f:Rn ➔ Rm es una función continua si y solo si: 

lim f(x) = f(x ) 
o 

La función f(•) es uniformemente continua si existe una constante positiva K 
tal que: 

i) 

i i) 11 d~~x) 11 ~ K < 00 

'i/VV 

Una función continua puede no tener derivada en ciertos puntos. Tal es el 
caso por ejemplo de f(x)=lxl, Sin embargo, si una función tiene derivada en 
todo punto, entonces la función es continua. 

Una condición necesaria para que una función sea continua es que esté . 
definida en todo punto. 

La función f(t):R ➔ Rn es uniformemente continua si fe Ln v fe Ln. 
+ 00 ~ 00 
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• Lema 2. 2. Considérese las funciones continuas y diferenciables x: IR ➔ IRm y 
+ 

m+l f:IR ➔ IR. Definase la función V:IR ➔ IR dada por: 
+ + + 

V(x,f) = x(t)TK x(t) + f(t) ~ O ► 
1 

donde K e IRmxm es una matriz simétrica definida poslti va. Si existe una 
1 

funclon z:IR ➔ U donde U es un subespacio de IRm de dimensión p (~m) tal que 
+ 

la derivada de V con respecto al tiempo satisface: 

vcx,fJ 

donde K = KT > O, entonces: 
2 2 

a) X E Lm 
CX) 

b) f EL 
CX) 

vvv 

Demostracion. Como V(x,f) ~ O y V(x,f) ~ O entonces se tiene que: 

V(x(O),f(0)) ~ V(x(t),f(t)) ~ O 't/ t ~ o. 

Debido a que todos los términos de V son poslt i vos, y como V está acotada 
entre O y V(x(0), f(0)), estos términos son en consecuencia acotados. Esto 
demuestra a) y b). 

Para demostar c) considérese la expresión de V(x,f): 

V(x,f) = - z(t)TK z(t). 
2 

Integrando entre O y T se obtiene: 

V(x(T),f(T)) - V(x(0),f(0)) 

T 

la cual empleando V(x(0),f(0)) ~ V(x(T),f(T)) conduce a la desigualdad: 
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T 

V ( x (O) , f (O) ) i!:: J z T (,:) K z (,:) dT. 
o 2 

Finalmente usando la desigualdad ;\, (K) 
mtn 

matriz K definida positiva, se tiene: 

V(x(O), f(O)) 

;\, (K ) 
mln 2 

la cual implica que z e LP. 
2 

T T x x :S x Kx para todo vector x y 

vvv 

Considérese ahora un sistema dinámico lineal descrito por las siguientes 
ecuaciones: 

x =Ax+ Bu 
y= ex 

n n n donde x e IR es el estado del sistema, u e IR es la entrada, y e IR es la 
nxn salida y A, B, Ce IR son matrices con coeficientes reales constantes. La 

matriz de transferencia H(s) del sistema se define como H(s) = B(sl-A)-1C 
dondes e t. La matriz de respuesta impulso esta dada por 

-1 donde L (•) denota la transformada inversa de Laplace. Es bien sabido que 
y(t) puede expresarse por medio de la integral de convolución, esto es: 

El siguiente resultado permite obtener conclusiones sobre la pertenencia de y 
• n n n n e y a L o L dependiendo si u pertenece a L o L. 

2 oo 2 oo 

Lema 2.3. Considérese la matriz cuadrada de dimensión n, H(s) e 
elementos son funciones racionales estrictamente propias de 
compleja s. Supóngase que los denominadores de sus elementos 
sus raices en el semiplano complejo izquierdo. 

IRnxn ( s) cuyos 
la variable 

tienen todas 

l. Si u e L; entonces· y = L-1 (H)•u e L; n L:, y e L; y y(t) ➔ O 

cuando t ➔ oo. 
2. Si u E Ln entonces ·y L-1 (H)•u e L , y e Ln. 

00 00 00 

vvv 
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Ejemplo 2.5. Considérese la siguiente ecuación diferencial: 

• x +Ax= u 

donde x:R ➔ Rn y A e Rnxn es una matriz constante definida positiva. Si u e 
+ 

d 1 1 2 2 1 Ln n • n ( ) e ema . se conc uye que x e n L, x e L y x t ➔ O cuando t ➔ m. 
2 m 2 

[D[] 

Corolario 2.1. Bajo la hipótesis del lema 2.3 sobre H(s) e Rnxn(s), si u e Ln 
2 n íl L, entonces: 

m 

y(t) ➔ O cuando t ➔ m. 

Demostracion. La prueba es trivial del lema 2.3. 

2.3 Esr ABILIDAD EN EL SENTIDO DE L v APUNOV 

'iJ'iJV 

En esta sección serán presentados los conceptos y teoremas básicos para el 
estudio de la teoría de Lyapunov. 

La teoría de estabilidad de Lyapunov tiene como principal objetivo el 
estudiar el comportamiento de sistemas no-lineales descritos por ecuaciones 
de la forma: 

~(t) = f(t,x(t)), x(O), V t ii!:: O (2. 1) 

n donde el vector x(t) e R, es referido como el estado del sistema dinámico 
representado por (2.1). La función f:R x Rn ➔ Rnes una función continua en 

+ 

t y x(t) con las siguientes propiedades: 

i) La ecuación (2. 1) tiene una solución única en el intervalo 
correspondiente a cada condición inicial de· x(O)=x . 

o 

[O, m) 

ii) Si x( t) es la solución de (2. 1) correspondiente a la condición 
inicial x(O) = x , entonces x(t) depende de una manera continua del estado 

o 

inicial x(O). 

Si la función f no depende explicitamente del tiempo, ésto es, f(t,x) = f(x) 
la ecuación (2.1) es denominada autónoma. 

Los principales conceptos en la teoria de Lyapunov son: estabilidad, 
estabilidad asintótica y estabilidad exponencial. Cada uno de ellos será 
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tratado posteriormente. 
enseguida. 

Algunas definiciones preliminares son enunciadas 

Definicion 2.9. Equilibrio. 
Un vector x es un equilibrio o estado de equilibrio del sistema (2.1) si 

e 

f(t,x) = O, ',J t i?; o. 
e 

vvv 

Tradicionalmente, se supone que el origen del espacio de estado Rn, ésto es x 
n = O e R es un equilibrio de (2.1). Si éste no es el caso, puede demostrarse 

que mediante un cambio de coordenadas el equilibrio de (2.1) puede 
trasladarse al origen. 

Definicion 2.10. Estabilidad. 
El origen es un equilibrio estable del sistema (2.1) si, dado cualquier 
número e> O se puede encontrar un número a= a(c) > O tal que: 

',J t i?; o. 

vvv 

Se deberá interpretar claramente la definición 2. 10 de establl idad y no 
confundir como en ocasiones suele suceder, estableciendo que dado cualquier 
constante e> O se puede encontrar un número a=a(c) > O tal que: 

',J t i?; o. 

Lo anterior signiflcaria que el origen es estable si para toda condición 
inicial acotada, las trayectorias también están acotadas. Esto no basta para 
garantizar estabilidad en el sentido de la definición 2.10. La estabilidad 
del origen debe ser interpretada como dada una pequeña perturbación de la 
condición inicial x(O) alrededor del origen, la solución x(t) correspondiente 
permanecerá acotada. Notese que se habla de una pequeña perturbación y no 
para toda condición inicial. 

Definicion 2.11. Estabilidad asintótica. 
El origen es un equilibro asintoticamente estable de (2.1) si 

i) El origen es estable 
11) El origen es atractivo, esto es, existe un número a> O tal que 

llx 11 < ó ~ llxCt>II ➔ O cuando t ➔ ex,. 
o 

(2.2) 

vvv 

Definicion 2.12. Estabilidad asintótica global. 
El origen es un equilibrio global asintoticamente estable del sistema (2.1) 
si: 

i) El origen es estable 
ii) El origen es atractivo para todo x e Rn , ésto es, 

o 
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~x(t) 11 ➔ O para todo x y t ➔ co. 
o 

vvv 

Definicion 2.13. Estabilidad exponencial global. 
El origen es un equilibrio global exponencialmente estable de (2.1) si 
existen constantes positivas a, ~ya tales que: 

V t ?; O V x e IRn. 
o 

vvv 

Definicion 2.14. Inestabilidad. 
El origen es un equilibrio inestable del sistema (2.1) si éste no es estable. 

vvv 

Enseguida se dan algunos ejemplos para ilustrar los conceptos presentados 
anteriormente. 

Ejemplo 2.6. Considérese las ecuaciones que definen el oscilador de Van Der 
Pol: 

. 
X = X (2.3) 

1 2 

2 (2.4) X = - X + (1-x) X 
2 1 1 2 

donde x y x e IR. Nótese que el origen es un estado de equilibrio de las 
ecuacioftes (2~3)-(2.4). 

Algunas soluciones para varias condiciones iniciales del sistema (2.3)-(2.4) 
se mostran en el espacio de estado (plano· de fase) en la figura 2. 1. El 

2 

o 

-.tL-------r--------------,,------, -· -2 o 2 .. 

F_igura 2. 1 
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comportamiento del sistema es la siguiente. Si el estado inicial del sistema 
se encuentra al interior de la curva cerrada r, y es diferente de cero, 
entonces las soluciones se aproximan asintóticamente a r. Si el estado 
inicial esta al exterior de la curva cerrada r, entonces las soluciones 
aproximan ar. 

El origen del sistema (2.3)-(2.4) es un equilibrio inestable. Para 
demostrarlo basta con tomar e = e (véase la figura 2. 1) y claramente no 

o 
existe un a> O tal que: 

llxc t > 11 < e 
o 

V t .!:: O. 

Es importante observar que la inestabilidad de un equilibrio no implica que 
las soluciones del sistema crezcan indefinidamente. Tal es el caso de este 
ejemplo donde cada solución asociada a una condición inicial es acotada. 

CJCD 

Ejemplo 2. 7. Considérese un sistema con 2 variables de estado: x
1 
(t) y 

x ( t). En forma general, el comportamiento del si_stema es el siguiente: 
2 

todas las soluciones del sistema (a excepción de la que se inicia en el 
origen, el cual es un estado de equilibrio) partiendo del interior de un 
disco centrado en el origen y de radio c salen de él y tocan la frontera de 

1 

otro disco centrado en el origen de radio c para finalmente dirigirse al 
2 

origen. Véase la figura 2.2. 

Nuevamente el origen del sistema es inestable. Esto es debido a que si se 
toma e= e < c no existe un número a tal que: 

o 1 

V t ii!:: O. 

x, 

Figura 2. 2 
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2 Xa 

o o 
-1 

X1 
-21------------,-----,------, 

-2 -1 O t 2 

Figura 2.3 

Es importante observar que el origen es un equilibrio inestable a pesar de 
que ~x(t)I ➔ O cuando t ➔ m. 

CDJ 

Ejemplo 2.8. Considérese el sistema descrito por las siguientes ecuaciones: 

• 
X = X 

1 2 
(2.5) 

• 
X = - X 

2 1 
(2.6) 

Claramente el origen es un estado o punto de equilibrio. Algunas soluciones 
de las ecuaciones (2.5)-(2.6) en el plano x -x son presentados en la figura 

1 2 
2.3. 

Nótese que las trayectorias del sistema (2.5-(2.6) son circulos centrados en 
·el origen. Para este ejemplo, el equilibrio es estable ya que para todo e> O 
existe~< e tal que 

V t i!:: O. 

Es importante observar que las trayectorias no convergen al origen, ésto es, 
el equilibrio es estable pero no asintóticamente estable. 

[XX] 

Enseguida se presenta una definición para una clase particular de funciones. 

Definicion 2.15. Funcion definida positiva. 
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Una función W:R0 ➔ Res una función definida positiva si y solo si: 

i) 
ii) 
iil) 
iv) 

W(x) 
W(O) 
W(x) 
W(x) 

es una función continua. 
= o 
> O V X ~ 0 
➔ co cuando llxll ➔ co. 

'iJ'iJ'iJ 

A continuación se presenta un resultado concerniente a una clase más general 
de funciones. 

Lema 2.3. Una función continua V:R x R0 ➔ R es una función definida 
+ + 

n positiva si y sólo si existe una función definida positiva W:R ➔ R tal que: 

V(t,x) i!:: W(x) V t i!:: o' V X E R
0

• 

Ejemplo 2.9. La función W(x ,x) 
1 2 

'iJ'iJ'iJ 

2 2 
= x

1 
+ x

2 
es una función definida positiva. 

[][](] 

Ejemplo 2.10. La función V(t,x ,x) = (t+l) (x2 + x2
) es una función 

1 2 1 2 
2 2 definida positiva ya que V(t,x ,x) i!:: x + x. 

1 2 1 2 
[][](] 

Definicion 2.16. Función candidata de Lyapunov. 
Una función V:R x Rº~ es una función candidata de Lyapunov para la ecuación 

+ + 

(2.1) si y solo si: 

i) V(t,x) es una función definida positiva. 

ii) 
8V(t,x) 

at 

8V(t,x) 

es una función continua con respecto a t y x. 

i ii) -
8
-x-- es una función continua con respecto a t y x. 

Ejemplo 2.11. Considérese las ecuaciones: 
. 
X = - ax + U , x(O) ' t i!:: o . 
u= ay+ y 

'iJ'iJ'iJ 

donde x, y e R y a> O. Definase e como e=x-y. 
pueden expresarse en términos de e como: 

Las ecuaciones anteriores 

• e = - ae. 

El origen e=O es el único equilibrio para la ecuación anterior. Considérese 
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ahora la siguiente función definida positiva: 

V(e) 1 2 = - e 
2 

de donde se obtiene: 

8V(e) 
--=e=x-y 

8e 

8V(e) 
-:n- - o. 

Para que V(e) sea una función candidata de Lyapunov se requiere que x e y 
sean funciones continuas con respecto al tiempo. 

[J[XJ 

Defincion 2.17. Derivada de una función candidata de Lyapunov. 
Sea V(t,x) una función candidata de Lyapunov para la ecuación 2.1). La 
derivada de V(t,x) a lo largo de las trayectorias de (2.1), denotada por 
V(t,x) esta dada por: 

vct,xl 
d avct,x) 

= dt V(t,x) = at + 
avct,x) 

ax f(t,x). 

vvv 

Obsérvese de la definición anterior que si V(x) no depende explicltamente del 
tiempo, y la ecuación (2. 1) es autónoma, entonces: 

8V(x) 
V(x) = ~ f(x) 

la cual tampoco depende explícitamente del tiempo. 

Definicion 2.18. Función de Lyapunov. 
Una función candidata de Lyapunov V(t,x) para la ecuación (2.1) es una 
función de Lyapunov para (2.1) si su derivada a lo largo de las trayectorias 
de (2. 1) satisface: 

vct,xl :So 

vvv 

Con los anteriores preliminares ahora pueden presentarse los teoremas 
fundamentales de la teoría de estabilidad de Lyapun~v. 

Teorema 2.1. El origen es un estado de equilibrio estable de la ecuación 
(2.1) si existe una función candidata de Lyapunov V(t,x) tal que su derivada 
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satisface: 

vct,x> :so V ti!!: O, V X E IRº . 

vvv 

Teorema 2. 2. El origen es un estado de equilibrio global asintoticamente 
estable de (2. 1) si existe una función candidata de Lyapunov V( t, x) tal que 
su derivada negativa sea definida positiva, ésto es: 

V(t,O) = o 
vct,x> < o 

V t i!!: O 

V t i!!: O, V X,;. 0. 

vvv 

Teorema 2. 3. El origen es un estado de equilibrio global exponencialmente 
estable de (2.1) si existe una función candidata de Lyapunov V(t,x) y existen 
constantes positivas«, ~ y r tales que: 

V ti!!: O, V X E IRº. 

vvv 

Los teoremas anteriores son los más comunmente empleados en el análisis de 
estabilidad en el sentido de Lyapunov. Es importante decir que existen otros 
resultados adicionales, los cuales incluyen teoremas para estudiar 
inestabilidad. 

El siguiente teorema es una versión particular del denominado teorema de 
LaSall~. 

Teorema 2.4. Considérese la ecuación diferencial autónoma: 

;(t) = f(x(t)) 

con origen como equilibrio. 
de Lyapunov V(x) tal que: 

vcx> :so. 

Defjnase el conjunto Q como: 

Q ={se IRºIV(s) = O}. 

; x(O) e IR0 
; V t i!!: O 

Supóngase que existe una función candidata 

El origen será un estado de equilibrio global asintoticamente estable si: 

; = f(s). 

tiene como solución única s=O. 
vvv 

La aplicación del teorema de LaSalle para establecer estabilidad asintótica 
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no requiere que -V(x) sea una función definida positiva. Nótese sin embargo 
que este teorema sólo puede emplearse en ecuaciones diferenciales autónomas. 

Ejemplo 2.12. Considérese la ecuación dinámica que rige el movimiento de un 
péndulo sin fricción sometido a la acción de la gravedad: 

8 + sin 8 = O. 

Esta ecuación puede reescribirse en la forma: 

• 
X = X 

1 2 
x = - sen x 

2 1 

. 
donde x = 8 y x = 8. Nótese que el origen es un estado de equilibrio. Es 

1 2 

importante constatar, sin embargo, que el origen no es el único estado de 
equilibrio. En estas circunstancias sólo se podrá hablar de propiedades 
locales .de estabilidad. Para analizar la estabilidad del origen se propone 
la siguiente función candidata de Lyapunov: 

2 
X 

2 

V(x ,x) = (1-cos x) - 2 1 2 

Tomando la derivada de V con respecto al tiempo se obtiene: 

V(x ,x) = 
1 2 

sin x x 
1 2 

. 
+ X X 

2 2 

De acuerdo al teorema 2.1, el origen es entonces un equilibrio estable. 
cx:xJ 

Ejemplo 2.13. Considérese la siguiente ecuación escalar: 

X = - ax 

donde a es una constante positiva. El origen es nuevamente un estado de 
equilibrio. Para demostrarlo considérese la siguiente función candidata 
de Lyapunov: 

V(x) = 

2 
X 

2 

cuya derivada con respecto al tiempo es: 

vcx> = X X 

vCxl ·== -
2 

a X 

El origen es entonces un equilibrio global asintóticamente estable según el 
teorema 2.2. 
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tDJ 

Ejemplo 2.14. Considérese las siguientes ecuaciones: 

• 
X = - X + kx 

1 1 2 . 
X = -kx 

2 1 

donde k:1:0. El origen es el único estado de equilibrio. Considérese la 
siguiente función candidata de Lyapunov para estudiar la estabilidad del 
equilibrio: 

1 2 2 V ( X , X ) = 
2
- ( X +X ) . 

1 2 1 2 

La derivada de V(e,8) con respecto al tiempo es: 

V(x x) = - x 2 

1' 2 1 

Como - V es semidefinida positiva y no definida positiva, no puede aplicarse 
el teorema 2.2 para establecer estabilidad asintótica global sino el teorema 
2. 1 para garantizar estabilidad. En este caso podria tratarse de probar 
estabilidad asintótica global mediante el teorema de LaSalle (teorema 2.4). 

El conjunto Q ={se R"IV(s) = O} es en este ejemplo: 

Q ={se R2 l(O x
2

), x
2 

e R}. 

Por consiguiente~= f(s) es simplemente: 

O= kx 
2 

X = 0 
2 

cuya única solución es x =O. Entonces la única solución de ~=f(s) es s = [O 
2 x

2 
] = O. Esto habilita el uso del 

estabilidad asintótica global del origen 
teorema de LaSalle para garantizar 
[X X]= 0. 

1 2 
tDJ 

Ejemplo 2.15. Considérese las siguientes ecuaciones: 

+kx +kx 
1 2 2 3 

. 
X = - kx 

2 1 1 

. 
X = - kx 

3 2 1 

donde k :1:0, k :1:0. Las ecuaciones anteriores tienen como equilibrio: 
1 2 

[X X 
1 2 
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Nótese que existe un número infinito de puntos de equilibrio, uno para cada 
x e IR. Para x = O, el origen es un equilibrio. Para estudiar la 

2 2 

estabilidad del origen considérese. la siguiente función candidata de 
Lyapunov: 

V(x ,x ,x) = -
2
1 (x2+x2+x2) 

1 2 3 1 2 3 

cuya derivada temporal es: 

• 2 
V(x , X , X ) = - X . 

1 2 3 1 

El teorema 2. 1 garantiza estabilidad del origen. El teorema 2. 2 sobre 
• estabilidad asintótica global no puede ser usado ya que -V no es definida 

positiva. El empleo del teorema de LaSalle en este ejemplo puede ser 
explorado. El conjunto Q ={se IRºIV(s) = O} es para: 

k 

k: x2)' x2 X 
2 

. 
Por consiguientes= f(s) es simplemente: 

k 

O = O + k1 x2 + k2 (- k: x2) 

. 
X = 0 

2 

k 
1 . 

- - X = 0 k 2 
2 

cuya solucl6n es toda constante x
2 

E R. Comos= [a 
la única solución, el teorema de LaSalle no puede 
estabilidad asintótica global del origen [x x x] 

1 2 3 

k1 l x
2 

k
2 

x
2 

= O no es 

emplearse para concluir 
= o. 

□DO 

El siguiente resultado presenta condiciones necesarias para la existencia de 
ciertas propiedades globales de estabilidad en ecuaciones diferenciales 
autónomas. 

Teorema 2.5. Considérese la ecuación diferencial autónoma: 

x(t) = f (x(t)) _ ; x(O) V t i!! O. 

La existencia de un único estado de equi llbrio es una condición necesaria 
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• 

.. 

para establecer sobre éste: 

.Estabilidad asintótica global 

.Estabilidad exponencial global. 
vvv 

La prueba del teorema 2.5 es inmediata observando que los tres conceptos de 
estabilidad citados implican que !x(t) - x 1 ➔ O cuando t ➔ oo donde x es el 

e e 

equilibrio analizado. Debido a la globalidad de las citadas propiedades de 
estabilidad, la convergencia de la solución x(t) al equilibrio x debe 

• e 
verificarse para toda condición inicial. Claramente éste no será el caso si 
además de x existen más estados de eqúilibrio ya que si la condición inicial 

e . 
es exaGtamente otro estado de equilibrio, el estado permanecerá ahi para todo 
t i!:: o. 

Nótese que el teorema 2.5 no establece como cond~clón necesaria de establldad 
de un equilibrio la existencia de un único estado de equilibrio. Tal es el 
caso en el ejemplo 2. 15 donde existe un número lnflnl to de estados de 
equi librlos y se demostr·ó establl ldad del equl librlo. Es importante decir 
que pueden coexlst lr equl li brlos con propiedades locales de estabilidad e 
incuso estables con equilibrios inestables. 

Enseguida Se 
frecuentemente 
manipuladores. 

presentan un par de resultados 
en el análisis de controladores 

que serán 
adaptables 

referidos 
de robots 

Considérese el siguiente conjunto de ecuaclonea diferenciales: 

. 
X = f(t,x,y) ,x(O) 'ti t i!:: o (2.7) 

. 
y = g(t,x,y) 'y(O) 'ti t i!:: o (2.8) 

donde x e IRn, IRm f:IR xlRnxlRm ➔ IRn n m ➔ IRIII. Y e y g: IR xlR xlR 
' + + 

Lema 2. 5. Considérese el sistema descrito por las ecuaciones (2. 7)-(2. 8). 
Supóngase que existe una función candidata de Lyapunov V(t,x,y) tal que su 
derivada satisface 

• 2 
V(t,x,y) = - rix~ 

para algun escalar r > -0, entonces: 

1) El origen es estable 

li) X e Ln 
oo' 

lli) x e Ln. 
2 

Lm 
Y e oo 

Si además fe Ln, entonces: 
00 
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iv) x(t) ➔ O cuando t ➔ oo. 
vvv 

Demostracion. El inciso i) se obtiene en forma directa del teorema 2. 1 
notando que V(t,x,y) ~ O. El inciso 11) sigue inmediatamente de la 
definición 2.10. Para demostrar 111), considérese: 

V(t,x,y) = - r~xll· 

Integrando ambos miembros de O a T, para TE IR: 
♦ 

T 

V(T,x(T),y(T))-V(O,x(O),y(O)) = -rJ
0

!x(T)l2dT. 

Como V(t,x,y) es una función definida positiva, entonces 

V(O, x(O), y(O)) 

7 

donde el lado izquierdo es una constante positiva finita. De la definición 
n 2.7 se concluye que x e L. Nótese que la hipótesis de acotamiento sobre f y 
2 

( 2. 7 ) que ; e L n. 
00 

De esto último, de 111) y el lema 2.1 se obtiene 

directamente iv). 
OCD 

Es importante notar que el lema 2.5 no establece que y e L; ni que y(t) ➔ O 

cuando t ➔ oo. 

Ejemplo 2.16. 
tiempo: 

Considérese la siguiente ecuación 1 ineal variante con el 

. 
X = - a X + b (/>( t) X 

1 1 2 . 
X = - c tf>(t} X 

2 1 

donde a, b, y c son constantes positivas y (/>:IR➔ IR es posiblemente no 
♦ 

acotada. El origen es el único punto de equilibrio de la ecuación anterior. 
Para anal izar su estabi 1 idad se escoje la siguiente función candidata de 
Lyapunov: 

V(x , X ) 
1 2 

La derivada con respecto al tiempo está dada por: 

V(x , x ) = x x 
1 2 1 1 

b • 
+ -X X 

c 2 2 
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2 =-ax. 
1 

Aplicando el resultado enunciado por el lema 2.5 se concluye que el origen es 
un equll ibrio estable. Además x , x e L y x e L . Si por otro lado se 

1 2 ClO 1 2 

supone que ~ e L , entonces 
ClO 

por el inciso iv) del lema 2.5 se concluye que 

x ( t) ➔ O cuando t ➔ m. 
1 

[IXJ 

Lema 2. 6. Considérese el sistema descrito por las ecuaciones (2. 7)-(2. 8). 
Supóngase que existe una función candidata de Lyapunov V(t,x,y) tal que su 
derivada satisface 

vct,x,yl :So si 

donde m > K > O entonces x e Ln. 
ClO 

vvv 

Demostracion. La demostración se basa en reducción al absurdo. Supóngase 
que x ~ L

00 
entonces llx(t) 11 ➔ m para algún t .Como V(t,x,y) es definida 

positiva, entonces V(t,x,y) ➔ m lo cual no tiene sentido ya que V(t,x,y) $ O 
para valores suficientemente grandes de lxl. 

Obsérvese que el lema 2.6 no establece el acotamiento de y. 

Ejemplo 2.17. Considérese las ecuaciones 

X = -
1 

ax + b~(t)x + h(t,x ,x) 
. 1 2 1 2 

[IXJ 

donde a, by e son constantes positivas. ~:R ➔ Res una función posiblemente 
+ 

no acotada y h( t, x , x ) e L 'd x , x • 
12 ClO 12 

Para analizar su estabilidad se 

escoje la siguiente función candidata de Lyapunov: 

1 2 b 2 
V(x ,x ) = =x2 + =-i2 e 

1 2 1 c 2 

cuya derivada esta dada por: 

V(x , x ) = x x 
1 2 1 1 

b • 
+ -X X c 2 2 

V(x , x ) 
1 2 

2 = -ax + x h( t, x , x ) . 
1 1 1 2 

Dado que h(t,x ,x) e L entonces existe una constante positiva finita K tal 
1 2 co 

que ílhCt,x
1
,x

2
Jll

00 
:S K. Entonces: 
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V(x , x ) :S O 
1 2 

y del lema 2.6 se concluye que x e L. 
1 00 
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3. MODELADO DINAMICO DE ROBOTS MANIPULADORES 

3.1 INTRODUCCION 

Los robots manipuladores son sistemas mecánicos complejos (acoplados y 
nolineales) diseñados para realizar tareas especificas. Los manipuladores 
industriales tipicos poseen 6 grados de libertad (g.d.l.) los cuales 
generalmente incluyen en su parte terminal una herramienta como pinza, 
soplete, taladro, etc. Cada grado de libertad correspondiente a cada unión 
dispone de sensores de posición, velocidad y eventualmente de aceleración. 
Adicionalmente algunos manipuladores avanzados poseen sensores de fuerza en 
su parte terminal. 

El modelo cinematico de un robot describe las relaciones entre la geometria 
de la posición, la velocidad y la aceleración entre los diferentes g.d.l. El 
modelo dinamico de un robot describe las relaciones entre las fuerzas/torques 
que actuan sobre cada grado de libertad y la cinemática del robot. Tanto la 
cinemática como la dinámica son fundamentales para planear y llevar a término 
una aplicación especifica para un robot manipulador. El modelado cinemático y 
dinámico de robots manipuladores es tratado en forma detallada en un 
sinmúmero de textos sobre mecánica y robótica (véase las referencias el final 
del capitulo). 

El objetivo de este capítulo es el de presentar las ecuaciones dinámicas de 
los robots manipuladores asi como sus principales propiedades. Aparte de la 
importancia incuestionable de los modelos dinámicos de los manipuladores en 
el diseño de controladores, los modelos dinámicos pueden también ser 
utilizados para simular. mediante equipo de cómputo el comportamiento del 
robot antes de que este sea construido físicamente. Esta etapa de simulación 
es importante ya que puede permitir hacer mejoras en el diseño del robot de 
manera que puede realizar una tarea dada en forma mas adecuada. 

Uno de los procedimientos .mas empleados para la obtenc16n de los modelos 
dln~mlcos º~ !g§ rghgt§ manlp4lfidor@s @s basado en las ecuaciones del 
movimiento de Lagrange. El empleo de las ecuaciones de Lagrange para el 
modelado requiere la noción de dos conceptos importantes la energia 
cinética y la energia potencial. 

3.2 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE LAGRANGE 

Las ecuaciones dinámicas de un robot manipulador pueden ser obtenidos a 
partir de las ecuaciones del movimiento de Newton. La desventaja que 
presenta este método es que el análisis se complica grandemente cuando 
aumenta el número de g.d.l. del robot. En estos casos, resulta mas 
conveniente emplear las ecuaciones del movimiento de Lagrange. Estas últimas 
ecuaciones reciben el nombre de Lagrange, debido a que fue el primero que las 
dió a conocer en 1788. 

Los robots manipuladores consisten en eslabones rigidos conectadas por una 
serie de uniones. Cada unión es controlada independientemente y el 
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z 

unión 1 

X 

. . 

Figura 3.1 

unión n 

~•slabónn 

y 

movimiento de las uniones produce el movimiento relativo de los eslabones. 
El número de uniones (el cual es típicamente de 6) es el número de grado de 
libertad (g.d.l. ). 

Consideremos el brazo articulado den eslabones rígidos mostrado en la Figura 
3. l. 

Los eslabones son numerados consecutivamente desde la base (eslabón O) hasta 
• el final (eslabón n). Las uniones son los puntos de articulación entre los 
eslabones y son numerados de tal forma que la unión i conecta los eslabones i 
y (i-1). No hay unión al final del último eslabón. Para describir la 
geometría del movimiento del robot, se asignará un marco de coordenadas 
cartesianas (x,y,z) a cada unión donde i=l, ... ,n. Por convención, cada 

l l l 

eslabón se traslada o rota sobre el eje z del marco de referencia asignado al 
eslabón previo. El primer eslabón se mueve con respecto al eje z del marco 
de referencia de base (x ,y ,z ), el cual es un marco cartesiano inercial. 

o o o 

En consecuencia, 

siguiente: 

cada marco de referencia (x ,y ,z) es definido de la forma 
l l l 

El eje z esta dirigido a lo largo del eje de movimiento de la unión (1) 
l 

El eje X es normal .a los ejes z y z 
l l-1 l 

El eje yl completa el sistema coordenado (rectangular de mano derecha). 

El origen del marco inercial (x ,y z) puede ser colocado en cualquier lugar 
o o o 

del soporte de base y el origen del último marco 

colocado en cualquier lugar del último eslabón. 

34 

(x , y , z ) 
n n n 

puede ser 

... 



El robot manipulador puede ser expresado en término de las coordenadas de 
unión q , ... , q . La coordenada de unión q es el desplazamiento angular 

1 n 1 

alrededor de z si la unión i es rotacional, o el desplazamiento lineal 
1-1 

sobre z si la unión i es de traslación. 
1-1 

Ejemplo 3.1. La figura 3.2 muestra un manipulador de 3 g.d.l .. La colocación 
de los marcos de referencia as1 como las coordenadas de unión son mostrados 
en dicha figura. 

tDJ 

Considérese el robot manipulador que se compone de n eslabones r1gidos 
mostrado en la figura 3.1. La energia total E de un robot manipulador den 
g.d.l. es la suma de sus energias cinética K y potencial V: 

E(q(t), q(t)) = K(q(t), q(t)) + V(q(t)) 

T donde q ( t ) = [ q
1 

( t) , ... , <\i ( t ) ] . 

(3.2.1) 

Los vectores q( t) y q( t) son denominados como las posiciones y velocidades 
generalizadas asociadas a cada union. 

El Lagrangiano L de un robot manipulador den g.d.l. es la diferencia entre 
su energía cinética K y su energía potencial V: 

L(q(t), q(t)) = K(q(t), q(t)) - V(q(t)). (3.2.2) 

Figura 3.2 
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Las ecuaciones del movimiento de Lagrange para un manipulador de n g. d. 1. 
estan dadas por: 

= 'T (t), 
1 

i=l,2, ... ,n. (3.2.3) 

donde 1:
1 

son las fuerza/torques actuantes sobre cada unión. Nótese que se 

tendrán tantas ecuaciones escalares dinámicas como g. d. l. tenga el robot 
manipulador. 

El uso de las ecuaciones de Lagrange para el modelado dinamico de 
manipuladores se reduce a cuatro etapas: 

1. Cálculo de la energ1a cinética: K(q(t), q(t)) 
2. Cálculo de la energía potencial: V(q(t)) 
3. Cálculo de Lagrangiano: L(q(t), q(t))(3.2.2) 
4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange (3.2.3). 

En lo que resta de esta seccion seran presentados algunos ejemplos con el fin 
de mostrar el procedimiento de modelado de robots mediante el empleo de las 
ecuaciones de Lagrange. 

Ejemplo 3.2. Considérese el robot manipulador mostrado en la figura 3.3. El 
robot consiste de dos elabones r1gidos de longitud t y t . Las uniones 1 y 

1 2 
2 son rotacionales. La unión 2 permanecerá inactiva. Se supone, por 
simplicidad, que las masas de los eslabones son despreciables. En la unión 
entre los dos eslabones, ésto es la unión 2, se encuentra un actuador de masa 
m . Esta unión, asociada al ángulo 0 (conocido) del segundo eslabón con 

1 2 

respecto al plano x -y, permanecerá inactiva. Al extremo final del segundo 
o o 

eslabón se encuentra una pinza sujetadora de masa m. 
2 

El robot sólo posee un movimiento rotacional 9 alrededor del eje z. Véase 
1 o 

la figura 3.3. Para este ejemplo, el único grado de libertad es el asociado 
a la unión 1. Se tiene entonces que q(t) es un escalar definido como q(t) = 
0 ( t). 

1 

El modelo dinámico de este robot manipulador puede obtenerse fácilmente 
utilizando los conceptos de dinámica de cuerpos r1gidos en rotación 
estudiados en los cursos elementales de f1sica . Sin embargo, para fines 
demostrativos se emplearán las ecuaciones de Lagrange para obtener el modelo 
dinámico. 

La energía cinética K(q,q) del robot manipulador está dada por: 
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y la correspondiente energia potencial V(q): 

V ( q) = m t g + ( m + m ) ( t + t sen e ) g 
11 1 2 1 2 2 

donde ges la aceleración debida a la gravedad. 

El Lagrangiano L(q,q) expresada por (3.2.2) es en este caso: 

(m +m ) 
1 2 

2 2 •2 L(q, q) = -- l. cos e q - m t g - (m +m ) (t +t sene )g 2 2 2 11 1 2 1 2 2 

de donde puede obtenerse fácilmente las siguientes ecuaciones: 

8L 

. 
aq 

2 2 • ( m +m ) l. cos e q 
1 2 2 2 
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~[8L] = 
dt • 8q 

8L 

8q o . 

2 2 •• 
( m +m ) l cos 0 q 

1 2 2 2 

La ecuación de Lagrange (3.2.3) correspondiente es entonces: 

(3.2.4) 

donde Tes el torque aplicado a la unión 1. La ecuación (3.2.4) describe el 
comportamiento dinámico del robot manipulador. Nótese que el modelo dinámico 
es simplemente una ecuación diferencial lineal. 

aaa 

Ejemplo 3. 3. Considérese el robot manipulador de 2 g. d. 1. mostrado en la 
figura 3.4. El brazo manipulador consiste de 2 eslabones rigidos de longitud 
t y t . Las masas m y m de los eslabones se supondrán por simplicidad 

1 2 1 2 

concentrados sobre los extremos. Las uniones 1 y 2 son rotacionales. Los 
desplazamientos del robot se llevarán a cabo en el plano x -y , mostrado en 

o o 
la figura 3.4. Los grados de libertad son asociados a los ángulos 0 y 8, 

1 2 

i.e. 

q(t) = 

Zo 

[ 8 ( t) 
1 

Zo 

Figura 3. 4 
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La energía cinética K(q,q) para este brazo manipulador puede descomponerse en 
la suma de dos partes: K(q,q) = K

1
(q,q) + K (q,q) donde K (q,q) y K (q,q) 

2 1 2 
son las energias cinéticas asociadas a las masas m y m respectivamente. Se 

1 2 

tiene entonces: K
1
(q,q) = 

este caso: 

2 m V 
1 1 

2 
donde v 

1 
es la rápidez de la masa m1. En 

(3.2.5) 

Por otro lado: K2(q,q) = Cm/2) v! donde v2 es la rápidez de la masa m2. 

Esta rápidez al cuadrado está dada por: 

v2 - t' q·2 + t2cq·2 + 2q· q· + q.2) + 2t t (q.2 + q· q· ) cos q2 
2 1 1 2 1 12 2 12 1 12 

de donde: 

m m 
2 2 2•2 2 •2 • • •2 •2 • • = -t q + -

2
t (q +2q q +q ) + m t t (q +q q )cosq . 21 1 2 1 1 2 2 212 1 1 2 2 (3.2.6) 

En forma similar, la energía potencial puede descomponerse como la suma de 2 
partes: V(q) = V (q) + V (q) donde V (q) y V (q) son las energías potenciales 

1 2 1 2 
asociadas a las masas m y m respectivamente. 

1 2 

Se tiene entonces que: 

V ( q) = - m t g cos q
1 1 1 1 (3.2.7) 

y 

V ( q) = - m l g cos q - m t g cos ( q +q ) . 2 21 1 22 1 2 (3.2.8) 

A partir de las ecuaciones (3.2.5)-(3.2.8) puede obtenerse el Lagrangiano: 

L(q,q) 

L(q,q) 

L(q,q) 

= K(q,q) - V(q) 

= Kl(q,q) + K2(q,q) - Vl(q) - V2(q) 

1 2• 2 1 2 • 2 • • • 2 
= 2-( m +m ) t q + ::m

2 
t ( q +2q q +q ) 

1 2 11 22 1 1 2 2 

+ m t t cos ( q ) ( q2 + q q ) + ( m +m ) g l cos ( q ) 
212 2 1 1 2 1 2 1 1 

+ m gt cos (q +q ) : 
2 2 1 2 

De esta Qltima ecuación pueden obtenerse las siguientes expresiones: 
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8L 

• 8q 
1 

2• 2•2 2 •2 • 
(m +m )t q + m t q + m

2
t 

2
q

2 
+ 2m t t cos(q )q 

1 2 11 22 1 212 2 1 

. 
+ m t t cos ( q ) q

2 2 1 2 2 

~[~] dt • 
8q 

1 

= [ ( m +m ) a2 + m a2 2 c. c. + 2m t t cos ( q ) ] q + [ m t + 
1 2 l 22 212 2 1 22 

8L 

. 
8q 

2 

8L 

8q 
2 

-(m +m )gt sen(q ) - m gt sen(q +q ) 
12 1 1 22 12 

2• 2• • 
m t q + m

2
t

2
q

2 
+ m t t cos ( q ) q 

22 1 212 2 1 

~[~]--dt • m
2
t
2

2q
1 

+ m
2
t2
2
q

2 
+ m t t cos(q )q - m t l sen(q )q q 

212 2 1 212 2 1 2 
8q2 

8L 

aq 
2 

• • 2 
-m t t sen(q )(q q +q ) - m gt sen(q +q ). 

212 2 1 2 1 2 2 1 2 

Las ecuaciones dinámicas que modelan el robot manipulador son obtenidas de 
las ecuaciones de Lagrange: 

d[ aL] aL 
dt ;-.. • - é:lq = Tl 

ql 1 

i=l,2 

de donde finalmente se obtiene: 

[ ( m +m ) t2 +m t2 + 2m t t cos q ] q + [ m t2 + m t t cos q ] q •
2
• 

1 2 1 22 212 2 1 22 212 2 

- 2m t t sen(q ) q q - m t t sen(q ) q2 + (m +m )gt sen q
1 212 2 1 2 212 2 2 1 2 1 

(3.2.9) 

y 

•2 
m t t sen(q ) q + m gt sen(q +q ) = T 
212 2 1 2 2 1 2 2 

(3.2.10) 
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donde T
1 

y T
2 

son los torques que actuan en las uniones 1 y 2. Nótese que las 

ecuaciones dinámicas del robot (3.2.9)-(3.2.10) son un conjunto de dos 
ecuaciones diferenciales no-lineales acopladas. 

[D] 

Ejemplo 3.4. Considérese el robot manipulador cartesiano de 3 g.d.l. mostrado 
en la figura 3.5. El manipulador consiste de tres eslabones rigidos 
mutuamente ortogonales. Las tres uniones del sistema son de traslación. Los 
desplazamientos del robot se llevan a cabo en el espacio x -y -z mostrado en 

o o o 
la figura 3. 5. 

T 
z] . 

El vector de coordenadas del robot cartesiano es q = [x y 

La energia cinética para este brazo manipulador esta dada por (Véase la 
figura 3. 5). 

(3.2.11) 

Por otro lado la energia potencial es igual a la siguiente expresión: 

V(q) = - [m + m + m] gz. 
X y Z 

De las ecuaciones (3.2.11) y (3.2.12) se obtiene el Lagrangiano: 

L(q,q) = K(q,q) V(q) 

L(q,q) 1 •2 •2 •2 = -[ m x + ( m +m ) y + ( m +m +m ) z ] + [ m +m +m ] gz. 
2 X y X X y Z X Y Z 

4 

z 

l 

(3.2.12) 

/ 
1 / 
1 / 

/ 

/ 
/ 

X 
/ 

---------- _y 

Figura 3.5 

41 

y 



Se tiene entonces: 

aL 
-~[ªL] 

aL • .. - mx = mx --- o • X 'dt • X ·ax ax ax 

aL ; d:[:~] aL 
- Cm +m )~ = (m +m )x ·-= o • X y X y •ay ay 

aL 
-~[ªL] - (m +m +m )i = (m +m +m )z • X y z 'dt • X y z az 8z 

aL 

az - Cm +m +m )z. 
X y z 

Las ecuaciones dinámicas que modelan al robot son obtenidas de las ecuaciones 
de Lagrange (3.2.3): 

.. 
m X = ,: (3.2.13) 

X X 

(m +m ) y = ,: (3.2.14) 
X y y 

(m +m +m )z + (m +m +m )g = T (3.2.15) 
xyz xyz z 

donde T, ,: y T son las fuerzas aplicadas a cada unión. Nótese que en este 
X y Z 

ejemplo las ecuaciones (3. 2. 13)-(3. 2. 15) definen un conjunto de ecuaciones 
diferenciales lineales. 

3.3 ECUACION DINAMICA GENERICA DE UN ROBOT DE N GRADOS DE LIBERTAD. 

En la sección anterior se presentaron ejemplos mostrando la aplicación 
ecuaciones de Lagrange para obtener las ecuaciones dinámicas para 
robots. La misma metodologia puede emplearse para determinar el 
dinámico de cualquier robot den g.d.l. 

de las 
varios 
modelo 

Esta metodología es comunmente estudiada en los textos tradicionales de 
robótica y mecánica teórica por lo que no será presentada en este texto. El 
lector interesado en más detalles puede recurrir a los textos citados en las 
referencias al final de este capitulo. 

El modelo dinámico de un robot den g.d.l. formado con eslabones rigidos, sin 
fricción ni elasticidad en sus uniones esta dado por la siguiente ecuación 
diferencial vectorial no lineal: 

H{q)q + C(q,q)q + g{q) = T (3. 3. 1) 
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• • donde H(q) es una matriz de nxn llamada la matriz de inercias, C(q,q)q es un 
vector de nxl llamado el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(q) es 
un vector de nxl de fuerzas gravitacionantes y Tes un vector de nxl llamado 
el vector de fuerzas generalizadas. 

Cada elemento de H(q), C(q, q) y g(q) es en general función relativamente 
compleja de las posiciones y velocidades de todas las uniones, ésto es, de q 

• y q. 

Los elementos de H(q), C(q, q) y g(q) son por supuesto, dependientes de la 
geometr1a del robot al cual modelan. 

Ejemplo 3.S. El modelo dinámico del robot modelado en el ejemplo 3.2, ésto 
es, la ecuación (3.2.4) puede escribirse en la forma genérica (3.3.1) 
tomando: 

H(q) 2 2 = ( m +m ) t cos 9 
1 2 2 2 

C(q,q) = g(q) = O. 
CXD 

Ejemplo 3.6. El modelo dinámico del robot modelado en el ejemplo 3.3, ésto 
es, las ecuaciones (3.2.9) y (3.2.10) pueden escribirse en la forma genérica 
(3.3.1) tomando: 

= 
[

Cll(q,q.•) 
C(q,q) 

c21Cq,q) 
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donde: 

811 {q) = 

H {q) = 12 

H {q) = 21 

H {q) = 
22 

• 
Cll {q, q) 

• 
c12Cq,q) 

• 
C2/q, q) 

e Cq) = 
22 

fm + 2t t m 
2 

cos q + t (m +m ) 
2 2 1 2 2 2 1 1 2 

t2m + t t m cos q2 2 2 1 2 2 

t2m + t t m cos q2 2 2 1 2 2 

t2m 
2 2 

. 
= - 2m t t sen q q2 2 1 2 2 

. 
= - m t t sen q2 q2 2 1 2 

. 
= - m t t sen q ql 2 1 2 2 

m t g sen { q +q ) + { m +m ) t g sen q 
22 1 2 1 2 1 1 

(m +m )gt sen q + mgt sen (q
1
+q ) 

1 2 1 1 2 2 

= m gt sen ( q +q ) . 
2 2 1 2 

aaa 

Referente al problema de modelado de robots manipuladores es importante hacer 
notar que la ecuación genérica (3.3.1) supone que los eslabones formantes del 
manipulador son rigidos, ésto es, no presentan fenómenos de torsión ni 
flexión. Por otra parte, también se consideró que las uniones entre cada 
eslabón estaban libres de fricciones y elasticidad. 

Los efectos de fricción en sistemas mecánicos son fenómenos relativamente 
complicados. Tradicionalmente estos efectos son modelados ~ólo en forma 
aproximada. Estas aproximaciones son modeladas por un vector F(q) dependiente 
solamente de la velocidad angular q. Los efectos de fricción son locales, 
esto es, F(q) puede expresarse como: 
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f (q) 
1 1 

F(q) = 
f (q ) 

2 2 

f (q ) 
n n 

Una caracterist lea importante de las fuerzas de fricción es que éstas son 
dislpatlvas, esto es: 

•T • q F(q) i.'!: O. 

En algunos de los análisis posteriores se tomará la siguiente forma para el 
vector F(q): 

F(q) = 
. 

F q + F slgn q 
ml m2 

donde F y 
ml 

F son matrices de nxn diagonales definidas positivas. 
m2 

Considerando fricción en las uniones, la ecuación 
manipulador está dada por: 

H(q)q + C(q,q)q + g(q) + F(q) = T. 

dinámica general del 

A menos que se indique lo contrario, en los próximos capitulas no se supondrá 
fricción en el modelo dinámico del manipulador. 

3.4 PROPIEDADES 

En esta sección serán presentadas las propiedades básicas del modelo dinámico 
(3.3.1) para robots den g.d.l. 

Una propiedad importante de la ecuación dinámica nollneal (3.3.1), la cual es 
básica para el dlsefio de controladores adaptables, es que puede ser expresada 
en términos lineales de los parámetros dinámicos, por ejemplo de las masas e 
inercias. Esto se enuncia en la siguiente propiedad. 

Propiedad 3.1. El modelo dinámico (3. 3. 1) puede expresarse linealmente en 
términos de un vector e dependiente exclusivamente de los parámetros 
dinámicos del manipulador y su carga. Esto significa que (3. 3. 1) puede 
escribirse como: 

Y(q,q,q)e = H(q)q + C(q,q)q + g(q) (3.4.1) 

donde Y(q,q,q) es una matriz de nxm y e es un vector de mxl el cual contiene 
las m constantes dependientes de los parámetros dinámicos. 

vvv 

Ejemplo 3. 7. El modelo dinámico del ejemplo 3. 2, esto es, la ecuación 
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(3.2.4): 

( m +m ) t2 cos2 8 = ,: 
1 2 2 2 

puede expresarse en la forma (3.4.1) donde: 

Y(q,q,q) = t! cos2 8
2 

8=m+m. 
1 2 

CDJ 

Ejemplo 3.8. Considérese el manipulador de 2 grados de libertad moviéndose en 
un plano vertical bajo la acción de la gravedad mostrado en la figura 3.4. 
Por simplicidad, el manipulador es modelado como dos eslabones rigidos de 
longitud unitaria cuyas masas m y m están concentradas en sus extremos. El 

1 2 

modelo dinámico asociado al manipulador fué obtenido en el ejemplo 3.3 y es 
descrito por el siguiente par de ecuaciones: 

m (q +q) + m C (2q +q) + (m +m )q 
2 1 2 22 1 2 1 2 1 

- 2m S q q• + m gS + ( m +m ) g S = ,: 
2 2 1 2 2 12 1 2 1 1 

m C q + m (q +q ) + m
2
S

2
q2

1 
+ m g S = ,: 

2 2 1 2 1 2 1 12 2 

donde C =cos q , S =sen 
l l l 

q
1

, C =cos(q +q ) Y S
12 12 1 2 

parámetros dinámicos en el modelo son las masas m y 
1 

T el vector 8 de parámetros dinámicos 8 = [m m] . 
1 2 

sen 

m. 
2 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

(q +q ). Los 
1 2 

Definase entonces 

El conjunto de ecuaciones dinámicas (3. 4. 2) y (3. 4. 3) puede expresarse en 
términos lineales de 9, es decir, en la forma (3.4.1): 

Y(q,q,.q)0 • -i: . .. 
donde Y(q,q,q) es una matrix de 2x2: 

con 

.. 
+ s ql g 1 

Y ( q q• q .. ) = 2q·· + q + C ( 2q" +q·· ) + S q• 2 
- 2S q• · q• + gS + gS 

12 ' ' 1 2 2 1 2 2 2 2 1 2 12 1 
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□DO 

Propiedad 3. 2. La matriz de inercia H(q) es una matriz simétrica definida 
positiva de nxn cuyos elementos son funciones solamente de q. Ademas existe 
una constante real positiva« tal que: 

«I ~ H(q) V q e IR 
n (3.4.4) 

donde I denota la matriz identidad de dimensión nxn. La matriz H(q)-1 existe 
y es definida positiva. 

vvv 

Ejemplo 3.9. Considérese el manipulador de 2 g.d.l. mostrado en la figura 
3.4. El modeo dinámico fué obtenido en el ejemplo 3.3. La matriz de inercia 
H(q) de dicho manipulador es (véase ejemplo 3.6): 

[

Hll (q) 

H(q) = 
H21 (q) 

donde: 

Hll(q) = t2m + 2l t C 2 2 1 2 2 

812(q) 
2 = t m +t l me 2 2 1 2 2 2 

821 (q) = t2m + t t me 2 2 1 2 2 2 

+ t2 Cm +m ) 
1 1 2 

Claramente se aprecia que H(q) es una matriz simétrica. Por otro lado se 
comprueba que H(q) es definida positiva ya que H (q), H (q) H (q) y 

11 12 ' 21 
H22 (q) son funciones escalares positivas para todo q y además: 

det [H(q)] = t2t2m (m +m ) - t2t2m2C2 > O. 
122 1 2 2222 

Finalmente el escalar « de la propiedad 3. 2 es simplemente « = t2t2m m > O. 
1 2 1 2 

□DO 

Propiedad 3.3. La matriz de términos centrifugos y de Coriolis C(q,q) posee 
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• • elementos funciones de q y q. El acotamiento de C(q,q) es independiente de q 
pero se incrementa cuadráticamente con q. La matriz C(q, q) adecuadamente 
definida está relacionda con la matriz de inercia H(q) por la expresión: 

T • • 
X [H(q) - 2C(q,q)] X= 0, • n 

'r/ q,q,x e IR (3.4.5) 

esto es, H(q) - 2C(q,q) es una matriz antisimétrica. 
vvv 

Nótese que la antisimetria de H(q) - 2(q,q) implica la antisimetria de: 

1 • • 
2 H(q)) - C(q, q). 

Las propiedades 3. 2 y 3. 3 anteriormente enunciadas serán empleadas 
extensivamente en el capitulo 4 para llevar a cabo el análisis de di versas 
estrategias de control. En particular la propiedad 3. 2 es empleada para 
construir funciones no-negativas y en ocasiones funciones de Lyapunov para 
estudiar propiedades de convergencia y estabilidad de los sistemas de 
control. 

REFERENCIAS 
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4. CONTROL DE MOVIMIENTO DE ROBOTS MANIPULADORES 

Los robots manipuladores industriales pueden ser clasificados según su 
aplicación en dos tipos. El primero es aquel en el cual el robot se desplaza 
libremente sin interacciones con el medio ambiente siguiendo una trayectoria 
de movimiento preestablecida en su espacio de trabajo. Tareas como el 
pintado y la soldadura pueden ser real izadas por esta clase de 
manipuladores. En la segunda categoria se encuentra aquellos robots 
destinados a interactuar con su medio ambiente, por ejemplo, aplicando una 
fuerza deseada sobre éste. Tareas como el pulido y el ensamblado de 
precisión son realizados por esta clase de manipuladores. 

En el presente capitulo se abordará el problema de disefio de controladores 
de movimiento para robots manipuladores que se desplazan libremente en su 
espacio de trabajo sin interaccionar con el medio ambiente. 

Considérese el modelo dinámico de un robot manipulador de n grados de 
libertad con eslabones rigidos, sin fricción en sus uniones y con actuadores 
ideales: 

H(q)q + C(q,q)q + g(q) = T (4.1) 

donde H(q) es la matriz de inercia de nxn, C(q,q)q es el vector de nxl de 
fuerzas centrífugas y de Coriolis, g(q) es el vector de nxl de pares 
gravitacionales y Tes un vector de nxl de~fuerzas y pares aplicados en las 
uniones. Los vectores de nxl: q, q y q denotan la posición, velocidad y 
aceleración articular respectivamente. 

El problema de control de movimiento de robots manipuladores puede ser 
formulado en los siguientes términos. Considérese la ecuación dinámica 
(4. 1). Dado un conjunto de vectores acotados q , q y q referidos como 

d d d 

posiciones, velocidades y aceleraciones articulares deseadas, determinar un 
vector T, función del tiempo, de tal forma·que las posiciones q asociadas a 
las coordenadas articulares del robot sigan con precisión a q. 

d 

En términos más formales, el ob,letivo de control de movimiento consiste en 
determinar T de tal forma que: 

lim q(t) = O 
t~ 

(4.2) 

donde q denota el vector de nxl de errores en posiciones articulares, ésto 
es, q(t) = q (t) - q(t). Si el objetivo de control es verificado, 

d 

significará que el robot manipulador se desplaza asintóticamente siguiendo 
la trayectoria de movimiento deseado. 

Como caso particular del objetivo de control de movimiento se tiene el 
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ob,ietivo de control de posicion pura el cual formalmente consiste en 
determinar T de tal forma que: 

lim q(t) = qd 
t~ 

donde qd es un vector constante. 

El cálculo del vector T involucra generalmente una función vectorial no 
1 ineal de q, q y q. Esta ecuación será• denominada "ley de control" ó 
simplemente controlador. Genéricamente, el controlador puede expresarse 
como: 

Para fines practicos, es deseable que el controlador no dependa de la 
aceleración articular q. 
En un manipuldor real el vector de pares Tes suministrado por actuadores 
que tradicionalmente son de tipo electromecánico o hidráulico. Dichos 
actuadores relacionan dinámicamente el par suministrado con la entrada de 
dicho actuador. Esta entrada puede ser un voltaje o corriente para el caso 
de actuadores electromecánicos y flujo o presión de aceite para actuadores 
hidráulicos. Ambos tipos de actuadores pueden ser bien modelados mediante 
ecuaciones dinámicas lineales de segundo orden. En el caso mas comun donde 
los n actuadores son motores de corriente directa, el modelo dinámico 
relacionando los n voltajes v aplicados a las armaduras con los n pares T 

l l 

suministrados por dichos motores esta dada por: 

o en 

con: 

f'orma oompacta: 

. 
Dq + Dq + D T = D V 

j f n K 

D = diag {J } 
j mi 

D, = diag {r., + r;:bu 
Dn = diag t;} 
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donde para cada motor { 1=1, ... , n}, J es la inercia del rotor, 
ml 

f el 
ml 

coeficiente de amortiguamiento debido a la fricción, { K K /R } es una 
a b a l 

constante electromecánica y r es la tasa de 
l 

engranes. En el ápendlce A se obtiene la expresión 
motor cuya extensión a n motores desacoplados dada 

reducción del Juego de 

correspondiente a un solo 
por (4.3} es inmediata. 

El modelo dinámico completo de un robot manipulador incorporando además de 
su propia dinámica {4.1} también la dinámica de los actuadores (4.3} puede 
obtenerse reemplazando T de (4. 1) en {4.3): 

[D H{q}+D )ci + D C{q, q}q + D q + D g{q} = D v. (4. 4) 
n J n f n IC 

La ecuación robot-actuadores (4. 4) se simplifica considerablemente cuando 
las relaciones de engranes r son suficientemente grandes. En dicho caso 

l 

(r >> 1), se tiene D ~o y la ecuación (4.4} puede aproximarse por: 
n 

Dq+Dq=Dv 
J f IC 

(4.5} 

es decir, la dinámica no lineal del robot (4.1} puede ser despreciada. Lo 
anterior puede resumirse de la siguiente manera. Si la relación de 
reducción por el Juego de engranes es elevada, entonces la dinámica asociada 
al modelo robot-actuadores es descrita solo por la dinámica de los 
actuadores. • Nótese además que dicha ecuación dinámica (4. 5) es lineal. Es 
importante resaltar que los parámetos involucrados en la ecuación (4. 3) 
dependen exclusivamente de los actuadores y no del manipulador ni su carga. 
Entonces es razonable suponer conocidos y constantes dichos parámetros. 

El problema de control de movimiento en estas condiciones, consiste en 
determinar v de tal forma que la ecuación {4.2} sea verificada. Se supondrá 
por simplicidad en lo que resta del capítulo que el modelo dinámico del 
manipulador no contempla la dinámica de los actuadores, es decir que está 
dado por la ecuación (4.1). Los resultados de estabilidad y convergencia que 
serán presentados en lo que resta del capítulo serán válidos para el caso 
donde se incorporan los actuadores al modelo del manipulador a condición de 
seleccionar v como: 

-1 • [T' + D Dq]. 
n f 

(4.6) 

• .. • .. -1 
con T' = T(t,q,q,q,q ,q ,q ,H(q)+D D ). Finalmente, es importante recordar 

d d d n J 
que los robots manipuladores están dotados con captores .de posición y 
velocidad para cada articulación por lo que los vectores q y q son medibles 
y pueden ser empleados en los controladores. 
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El resto del capitulo se divide en dos partes. Primeramente será presentado 
un conjunto de controladores denominados convencionales. Los controladores 
considerados son: 

.Control Proporcional 

.Control Proporcional más compensación de gravedad 

.Control PO+ 

.Control PD más compensación 

.Control par-calculado 

.Control par-calculado+. 

En la segunda parte son descritos dos controladores de los denominados 
adaptables: 

.Control Proporcional-Derivativo con compensación adaptable 

.Control adaptable par-calculado+. 

4.1 CONTROLADORES CONVENCIONALES 

En esta sección se presentan los controladores clásicos empleados en el 
control de movimiento de robots manipuladores. 

4.1.1 CONTROL PROPORCIONAL 

El Control Proporcional o Control Pes el controlador más sencillo que puede 
ser empleado en el control de robots manipuladores. La aplicación de esta 
estrategia de control es común en el control de posición angular de motores 
de corriente directa. En esta aplicación, también se le conoce con el 
nombre de control por realimentación tacométrica. La ecuación del 
controlador P está dada por: 

-r=Kq-Kq 
p V 

(4.1.1.1) 

donde K y K son matrices de nxn definidas positivas denominadas la 
p V 

ganancia de posición y de velocidad respectivamente. El control P dado por 
la ecuacion (4.1.1. 1) es llamado erróneamente en la literatura como control 
PD. En general, el control Pes local en el sentido que el par o fuerza a 
aplicar en una articulación sólo depende de su posición y velocidad y no de 
las demás articulaciones. Esto se traduce por una selección diagonal de K 

p 

y K. 
V 

El controlador P dado por la ecuación (4.1.1.1) requiere de la medición de 
las posiciones q y velocidades q así como de la posición articular deseada 
q (véase la figura 4. 1). Nótese que no es necesario especificar la 

d 

velocidad y aceleración deseadas: q y q. 
d d 
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•. 

ROBOT 
t--------•- q . : q 

Figura 4. 1 

Ejemplo 4.1. Un modelo simplificado 1 ineal de un motor de corriente directa 
está dado por (véase ápendice A): 

•• 1 • K q+-q=-v 
T T (4.1.1.2) 

donde q es la posición angular del eje del motor, ves el voltaje aplicado a 
la armadura y T,K son constantes electromecánicas positivas asociados al 
motor. El control P en este ejemplo se reduce a: 

v=kq-kq 
p V 

(4. l. l. 3) 

donde k y k 
p V 

son constantes escalares positivas y El 

comportamiento global del sistema de control es regido por la ecuación: 

q + le Kk + 1 ) q + Kic q = Kic q 
T v Tp Tp d 

(4.1.1.4) 

obtenida al sustituir v de la ecuación (4. 1.1. 3) -en la ecuación (4. l. l. 2). 
La ganancia estática de la función de transferencia estable asociada a la 
ecuación diferencial lineal (4.1.1.4) es igual a la unidad. Esto significa 
que si q es una constante entonces: 

d 

lim q(t) = q . 
t~ d 

(4.1.1.5) 

Es importante recalcar que el cumplimiento del objetivo de control (4.1.1.5) 
no podrá garantizarse para función q (t) variantes en el tiempo. 

d 

El control P dado por (4. l. 1.3) fue realizado mediante electrónica analógica 
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y experimentado en un motor de laboratorio. La figura 4. 2 muestra los 
resultados experimentales obtenidos para q constante (q = -100°). Nótese 

d d 

que la posición angular tiende asintóticamente a un valor constante el cual 
difiere ligueramente del valor deseado. En el caso de q variante con el 

d 

tiempo, en particular q = 60° sen(2nt/3) , los resultados experimentales 
d 

se muestran en la figura 4. 3. Puede observarse en este experimento una 
considerable discrepancia entre las posiciones angulares reales y deseadas. 

ac:a 

El controlador P (4.1.1.1) puede emplearse para el control de posición puro, 
esto es, para posiciones angulares deseadas q constantes, de un conjunto de 

d 

n motores CD desacoplados modelados en forma lineal. Esta es la principal 
razón argumentada para su empleo en prototipos de robots manipuladores. 

Cabe apuntar sin embargo, que los motores empleados en dichos manipuladores 
se encuentran en realidad sometidos a una serie de acoplamientos entre ellos 
los cuales repercuten en pares de perturbaciones debido a los cambios de 
inercia y gravitacionales dependientes de la posición del manipulador a cada 
instante. Esto último incluso para velocidades pequefias. El efecto debido 
al par perturbador de gravedad es critico incluso en manipuladores de 1 
grado de libertad. La anterior se muestra claramente en el siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo 4. 2. Consideren el siguiente modelo de un péndulo sometido a la 
acción de la gravedad: 

.. 
q + sen q = T (4.1. 1.6) 

donde T es el par aplicado en la unión. 
como para el ejemplo anterior es: 

El control P para este ejemplo, 

-r=kq-kq 
p V 

(4. l. l. 7) 

-donde k y k son constantes escalares positivas y q=qd-q. 
p V 

El objetivo de 

control es posicionar el brazo a un cierto ángulo constante q . 
d 

Para 

proceder al análisis del sistema no-lineal descrito por (4.1.1.6) y 
(4.1. 1.7) obsérvese primeramente que la energia potencial asociada al 
péndulo (4. l. 1.6) es simplemente: 

U(q) = 1 - cos q ~ O 

cuya derivada temporal es: 

d au 
- U(q) = - q = senq q dt 8q 

de donde dU(q) = sen q dt. Integrando esta expresión: 
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f 

U(q(t)) 

I dU(q) = 

U(q(O)) 

se obtiene: 

t 

J senq Q dt 

o 

t 

U(q(t)) - U(q(O)) = J senq Q dt. 

o 

(4. l. l. 9) 

Debido a que la energía potencial U(q(t)) (4.1.1.8) es siempre no-negativa, 
entonces de (4. l. 1.9) se obtiene: 

t 

-U(q(O)) ~ J senq Q dt ~ U(q(t)) 

o 

deduciéndose la siguiente expresión importante: 

t 

J senq Q dt + U(q(O)) > O. 

o 
(4. l. l. 10) 

Prosiguiendo con el análisis, considérese ahora la siguiente función escalar 
no-negativa: 

V(t,q,q) 

t 
1 • 2 l ~2 J • = -q + -k q + senq q dt + U(q(O)) ~ O. 
2 2 p 

o 

(4.1.1.11) 

donde se ha hecho uso de (4. 1. l. 10) para garantizar la no-negatividad de 

V(t,q,q). Derivando V con respecto a t: 

V(t,q,q) = qq + K qq + senq q 
p 

.. 
y reemplazando q de (4.1.1.6) y T de (4.1.1.7) en la expresión anterior: 

V = -k q2 + k qq + k qq. 
V p p 

(4. l. l. 12) 

~ Nótese sin embargo que como q=qd-q y empleando el supuesto de qd constante, 
•. 

entonce q = - q. Esto último simplifica (4. 1. 1. 12)° a: 
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• - • •2 
V(t,q,q) = - k q s O. 

V 
(4. 1. 1. 13) 

Las expresiones (4.1.1.11) y (4.1.L13) implica_q_ue V es _un.a función 
no-negativa y además no-creciente, es decir QsV(t ,q,q) s V(t ,q,q) para t

2 2 1 
~ t ~ O. De esto último y la definición (4.1.1.11) se concluye: 

1 

t 

q, q, J senq q dt E 

o 
L. 

00 

Además, integrando (4.1.1.13) entre O y T: 

V(T) T I dV = I -k.q
2
dt 

V(O) O 

se obtiene: 

V(T) - V(O) 
• 2 

-k llqll • v 2,T 

Como V(O) s V(T), entonces de (4.1.1.15): 

V(O) 
llqll!,T s -k-

es decir: 

• q e L . 
2 

v 

(4. l. 1. 14) 

(4. l. 1. 15) 

(4. 1. 1. 16} 

Por otro lado, despejando q de (4.1.1.6) y substituyendo (4.1.1.7) se 
obtiene: 

q = - sen q + k q - k q (4.1.1.17) 
p V 

.. 
la cual en vista de (4.1.1. 14) asegura que q e L. Esto último y (4.1.1.16) 

00 

implican en razón del lema 2.1: 

lim q(t) 
t~ 

= lim q(t) = O. 
t~ 

(4. 1. 1. 18) 
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Es importante subrayar que el limite anterior no garantiza que q(t) ➔ qd, 

mas aún, ni siquiera que q(t) ➔ constante. 

Continuando con el análisis, de (4. 1.1.17) y (4.1.1.18) se tiene que 
.. 
q ➔ - sen q + k ( q -q) cuando t ➔ co. 

p d 

• 

(4. 1. 1. 19) 

Sabiendo que q(t) ➔ O cuando t ➔ co, si q(t) ➔ constante, entonces dicha 
constante deberá ser solución de 

sen q + k q = k q 
p p d 

(4. 1. 1. 20) 

la cual puede tener más de una solución. Esto se muestra en la figura 4.4 
donde se tomo k = 0.25, k = 1 y q = n/2. Tres soluciones de (4.1.1.20) 

p V d 

para q se aprecian en la figura 4.4 : q ~ O. 34, q ~ 3. 65 y q ~ 5. 34. 
1 2 3 

3 

:a 

q 

6 

sin (ql+ kpq 
\ 

6 • 
Figura 4. 4 

• 6 • 
Figura 4. 5 
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J 

Ninguna de ellas corresponde al valor de q = n/2 lo. cual significa que: 
d 

limq(t),t,.Q. (4.1.1.21) 
t~ 

Finalmente la figura 4. 5 muestra los resultados obenidos en la simulación 
del sistema (4.1.1.6) y (4.1;1.7) con los valores numéricos de los 
parámetros citados anteriormente. Nótese que para las diferentes 
condiciones iniciales, q(O), el péndulo se desplaza a los puntos q

1 
y q

3 
los 

cuales difieren de la posición deseada q. 
d 

CJCD 

Una posible solución al problema anterior es el empleo de engranes de 
reducción. En efecto, en este caso la expresión (4. 1. L 20) seria: 

1 
-

2 
senq + k q = k q 

r p p d 
(4. l. l. 22) 

donde r(>>1) representa la relación de engranes. La solución de (4.1.1.22) 
para q pudieron ser múltiples pero Justificadas del hecho que todas serian 
cercanas a q. Sin embargo, esto último pudiera ser la causa de eventuales 

d 

oscilaciones de alta frecuencia en particular en el caso de ruido de medida o 
falta de precisión en la medición de q. 

El ejemplo anterior pone de manifiesto la desventaja del empleo de 
controladores P en el control de posición puro de manipuladores robóticos en 
particular los de transmisión directa. 

Enseguida se presenta el análisis para el caso de control P de robots 
manipuladores den g.d.l. 

El comportamiento en malla cerrada de un robot den g.d.l. con control P se 
obtiene combinando el modelo (4.1) con la ley de control (4.1.1.1): 

H(q)q + C(q,q)q + g(q) = 

o equivalentemente: 

g_ 
dt 

K q - K q 
p V 

(4. 1. l. 23) 

la cual es una ecuación diferencial autónoma debido a que q es constante. 
d 

En este punto es importante recordar que el vector de pares gravitacionales 
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g(q) se relaciona con la energia potencial U(q) del manipulador mediante: 

8U(q) 
~ = g(q). 

La derivada de U(q) con respecto al tiempo es entonces: 

d 8U(q) T 

dt U(q) = 8q 

e integrando dU(q): 

J
U(q(t)) 

dU(q) = 

U(q(O)) 

se obtiene 

• T • •T q = g (q)q = q g(q) 

J
t•T 
q g(q)dt 

o 

J
t•T 

U(q(t)) - U(q(O)) = q g(q) dt. 

o 

(4. l. l. 24) 

(4. l. l. 25) 

(4. l. l. 26) 

Como la energia potencial U(q) es una función escalar no-negativa entonces: 

J
t•T 

-U(q(O)) ~ q g(q) dt ~ U(q(t)) 

o 

de donde se obtiene la siguiente imporante desigualdad: 

J
t•T 

q g(q)dt + U(q(O)) 2: O. 

o 

(4. l. l. 27) 

El análisis de la ecuación de malla cerrada (4.1. 1.23) se realiza enseguida. 
Haciendo uso de la desigualdad (4. l. l. 27) se define la siguiente función 
candidata de Lyapunov: 

J
t•T 
q g(q)dt + U(q(O)) 

o 
2: o (4. 1. l. 28) 

Nótese que V(t,q,q) definida anteriormente es una función definida positiva 

de acuerdo al lema 2.3 ya que V(t,q,q) 2: W(q,q) 'v t2:0 donde W(q,q) es la 
función definida positiva: 
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W(q,q) 

La derivada temporal de V es: 

• • ~ • • T .. 1 • T• • ~T ~ • T 
V(t,q,q) = q H(q)q + ~ H(q)q + q Kpq + q g(q). (4. 1. 1. 29) 

Despejando H(q)q de (4.1.1,23) y reemplazando en (4.1.1.29): 

• 
vct,é'i,ci> •T - •T • -T -=qKq-qKq+qKq 

p V • p (4. 1. 1. 30) 

donde el término qT[½ H - c)q ha sido eliminad~ en virtud de la prop~edad 

3. 3. Recordando que el vector q es constante y que q=q -q, entonces q=-q. 
d d 

Incorporando ésto, la ecuación (4.1.1.30) se reduce a: 

(4.1.1.31) 

De (4.1.1.28), (4.1.1.31) y el teorema 2.1 se concluye estabilidad del 

origen [q q] = O. Ademas: 

O~ V(t,q,q) ~ V(O,q,q) 

y en consecuencia que: 

• ~ Jt•T n q, q, q g(q)dt e L. 
o (D 

Adicionalmente, integrando (4.1.1.31): 

donde por simplicidad de notación V(T) = V(T,q,q). Ademas: 

JTQ'K•Q dt s V(O) 

o 

63 

(4. 1. 1. 32) 

(4. l. l. 33) 

(4. 1. 1. 34) 



ya que V(:r) iP: V(O). 

(4.1.1.35) implica 

V(O) 

l<il!,r $ >. (K ) 
mln v 

• Ln. q E 2 

Recordando que 

Por otro lado, de (4.1. 1.23) se obtiene: 

XT K X iP: >. (K ) 
v mln v 

q = H-1 (q) [ K q - K q - C(q,q)q + g(q)]. 
p V . 

entonces 

(4. 1. 1. 35) 

(4. 1. 1. 36) 

Como q y q son vectores acotados (4.1.1.33) y H-1(q) es una matriz acotada 
en virtud de la propiedad 3.2, entonces de (4.1.1.36) se concluye: 

qeL. 
. co 

Esto ultimo y (4.1.1.35) implican a su vez (lema 2.1): 

• 
llm q(t) 
t~ 

= llm q(t) = O. 
t~ 

(4. 1. 1. 37) 

Es importante subrayar que el limite anterior no garantiza que q(t) ➔ qd, 

más aun, ni siquiera que q(t) ➔ constante. 

Continuando con el análisis, de (4. 1. 1. 36) y (4. 1.1. 37) se tiene que: 

q ➔ H(q)-1 
[ K q - K q - C(q,q)q + g(q)] cuando t ➔ co. 

. p V 
(4. 1. 1. 38) 

Sabiendo que q (t) ➔ O cuando t ➔ co, si q(t) ➔ constante, entonces dicho 
vector constante deberá ser solución de: 

K q - g(q) ;.. K q . 
p p d 

(4. 1. 1. 39) 

La ecuación anterior puede sin embargo tener má.s de una solución de las 
cuales ninguna será. el vector q a menos que g(q) = O. 

. d 

4.1.2 CONTROL PROPORCIONAL MAS COMPENSACION DE GRAVEDAD. 

El control proporcional (4. 1. 1. 6) adolece de buen desempefío en el control de 
posición pura para manipulad~res den g.d.l., debido a la presencia en el 
modelo del término gravitacional g(q). Esto último motiva la introducción 
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de un término de compensación adicional al controlador P. Dicho controlador 
P más compensación de gravedad esta dado por: 

,: = K q - K q + g(q) 
p V 

(4.1.2.1) 

cuya única diferencia respecto al control P (4.1.1. 1) es el término aditivo 
g(q). A diferencia con el control P, el cual no requiere conocimiento 
alguno sobre la estructura del modelo del robot, el control (4.1.2.1) hace 
uso explicito del conocimiento , parcial del modelo del manipulador, 
especificamente de g(q). Este último término varia por supuesto de un 
manipulador a otro. 

El control (4. l. 2. 1) requiere información sobre la posición deseada q (t) 
d 

asi como medición de la posición q(t) y velocidad q{t) a cada instante 
(vease la figura 4.6). Las matrices K y K son seleccionadas diagonales y 

p V 

definidas positivas. Como se demostrará en los párrafos siguientes, este 
controlador verifica el objetivo de posición pura, es decir, 

lim q{t) = qd 
t~ 

donde q es un vector constante. 
d 

El análisis del sistema en malla cerrada sigue los pasos empleados para el 
análisis con el control P de la sección anterior. La ecuación que describe 

g(q) ----7 
1 
1 
1 
1 

q 
qd Kp ROBOT 

q 

Figura 4. 6 
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el comportamiento en malla cerrada se obtiene al combinar las ecuaciones 
(4.1) y (4.1.2.1): 

H(q)q + C(q,q)q + g(q) = K q - K q + g(q). 
p V 

Considérese la siguiente función candidata de Lyapunov: 

V(q,q) 

cuya derivada con respecto al tiempo es: 

• 
• ~ • • T •• 1 • T • • ~T ~ V(q,q) = q H(q)q + ~ H(q)q + q Kpq 

la cual al reemplazar H(q)q de (4.1.2.2) se simplifica a: 

V(q,q) = -qTK q so 
V 

(4.1.2.2) 

(4. l. 2. 3) 

(4. l. 2. 4) 

(4. l. 2. 5) 

•T donde se ha eliminado el término q 
• 

(½ H - c)q en virtud de la propiedad 3.3 

y se ha hecho uso de q = - q ya que q es supuesto un vector constante. 
d 

• La función V es entonces una función de Lyapunov en vista de que -V s O y en 
consecuencia el origen es estable (teorema 2.1). 

Nótese además que la ecuación de malla cerrada (4.1.2.2) puede expresarse en 

términos del .estado [q,q] como: 

• - q 

(4.1.2.6) 

la cual en razón de q constante representa una ecuación diferencial 
d 

autónoma. La aplicación del teorema de LaSalle (teorema 2.4) para analizar 
la estabilidad asintótica global del origen puede ser explorada. 

R2n 
1 
. 

El conjunto Q ={se V(s) = O} es en este caso: 

Q = {s e R2nl [q O], V q e R0
} (.4. l. 2. 7) 

. 
Por consiguientes= f(s) es simplemente: 
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• 

l 

(4. 1. 2. 8) 

cuya única solución es q=O. Entonces, la sola solución de ;=f(s) es s=[q 
0]=0. Del enunciado del teorema de LaSalle, ~sto basta para garantizar 
estabilidad asintótica global del origen y en consecuencia: 

llm q(t) = O 
t~ 

llm q(t) = O 
t~ 

es decir, que el objetivo de posición pura es verificado. 

(4.1.2.9) 

(4.1.2.10) 

Para fines prácticos un controlador P con compensación de gravedad más 
conveniente es el siguiente: 

T = K q - k q + g(q ) . 
p V d 

(4.1.2.11) 

Nótese que la sola diferencia con el contro.lador (4. 1. 2. 1) es que el término 
g(qd) reemplaza a g(q) (véase la figura 4.7). La conveniencia reside en que 

el vector g(q ) , el cual es constante para toda q constante, sólo se 
d d 

calcula una sola vez para un q deseado. 
d 

r--
1 

ROBOT 
_________ q 

. 
t---~--+--... q 

Kv 

Figura 4.7 
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... 

La ecuación de malla cerrada se obtiene combinando (4. 1) y (4. 1.2. 11): ... 

H(q)ij + C(q,q)q + g(q) = K q - K q + g(q ) . 
p V d 

(4. 1. 2. 12) 

Antes de proceder con el análisis es conveniente en este punto presentar el 
siguiente resultado: 

T ~n n Lema 4. 1. Dada una matr.iz constante Q = Q ~ O (Q e IR ) y vector g e IR , 
existe un escalar real c tal que para ce [c, ~): 

T T x Qx+gx+c~O 'v X E IR
0 

• donde c = 
(mrxlgl 112 

4;\ (Q) 
mln 

y g denota el i-esimo componente de g. 
l 

'i/'i/'i/ 

Demostracion. 
orden: 

Considérese la siguiente ecuación algebraica de segundo 

V(x ) 
l 

-2 
g 

= ;\ (Q)x
2 

+ g X + 
ml n l l l 4;\ ( Q) 

mln 

(4. 1. 2. 13) 

donde x: IR ➔ IR, ;\ (Q) > O, g es una constante real acotada para cada l + ml n l 
i=1, ... ,n y g = mrx lg1I• El valor mínimo de V(xl) ocurre en el punto de 

inflexión: 

X = 
l 2;\ (Q) 

mln 

esto es: 

= 

-2 
g 

4;\ (Q) + 4;\ (Q). 
mln mln 

(4. 1. 2. 14) 

De la definición de g y la expresión anterior se concluye que V(x) ~ O para· 
l 

i=l, ... ,n. En consecuencia también es cierto que 
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f 
n n 

[A•ln(Q) +4Ai' (Q)] ~ O l: V(x )= l: 2 
X + gl X l l l 1=1 1=1 mln 

-n n g 
=;\ (Q) l:; X 

2· 
+ l: X + ~ o. mln 1=1 l 1=1 

gl l 4;\ (Q) 
mln 

La desigualdad anterior. puede escribirse en términos de los vectores x y g 
como: 

g 
T T 

;\ ml n ( Q) X X + g X + 4;\ ( Q) ~ Q • 
mln 

Finalmente como xTQx ~ ;\ (Q)xtx se obtiene: 
mln 

-
TQ T g ~ Q 

X X + g X + 4 ;\ ( Q) 
mln 

• donde se identifica el escalar c enunciado en el lema. 
CDJ 

En este punto se retoma el análisis de (4. 1. 2. 12). Para ello considérese la 
siguiente función no-negativa. 

V(t) J
t •T 

+ c +. q g(q)dt + 

o 

+ U(q(O)) ~ O (4. 1. 2. 15) 

donde el escalar positivo e es tal que: 

l~T ~ T ~ 
~ Kpq + g (qd)q +e~ O. 

Clar.amente del lema 4.1 basta con que: 
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c = 
( max I g l ( qd) 1 ) 2 

4 A K 
mln p 

Ahora derivando V( t), (4. 1. 2. 15) con respecto al tiempo y reemplazando H(q)q 
de (4.1.2.12), resulta después de simplificar: 

•T • V(t) = -q K q ~ O (4. 1. 2. 16) 
V 

donde se ha hecho uso de la propiedad 3.3 para eliminar qT (} H-c)q y que 

g(q )=O. De V(t) (4.1.2.15) y V(t) (4.1.2.16) y el lema 2.2 se concluye 
d 

que: 

• - Ln q, q e 03 

• n q e L. 
2 

Además, nótese de (4.1.2.12) que: 

(4.1.2.17) 

(4. 1. 2. 18) 

q = H(q)-1
[ Kpq - Kvq + g(qd) - g(q) - C(q,q)q] 

de donde q e 

concluir 

lim q(t) 
t~ 

Ln. 
03 

= o. 

Esto último, q e Ln (4.1.2.18) y lema 2.1 permiten 
2 

(4.1.2.19) 

Si q(t) ➔ constante, entonces esta deberá ser solución de: 

(4. l. 2. 20) 

En general, ésta última ecuación pudiera tener múltiples soluciones. Sin 
embargo siempre existirá la solución q=q. En forma rigorosa puede 

d 

demostrarse mediante el teorema de LaSalle que efectivamente el equilibrio 
[q,q] = O es asintóticamente estable (localmente). 

4.1.3 CONTROL PO+ 

El ·control Proporcional-Derivativo (PD) es una extensión inmediata del 
control P. La ley de control PD esta dada por: 

-r=Kq+Kq 
(4.1.3.1) 

p V 
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ROBOT 

Figura 4.8 

t------1~-... q 
t-----+-----q 

~ donde q=qd-q y K, K son matrices simetricas definidas positivas (véase la 
p V . . 

figura 4.8). Nótese que si q es un vector constante, entonces q = - q y las 
d 

expresiones (4.1.3.1) y (4. 1.1. 1) son idénticas. Esta última es la razon por 
la cual erróneamente se denomina control PO al descrl to por la ecuación 
(4. l. l. 1). El control PO (4. l. 3. 1) adolece en consecuencia de las mismas 
limitaciones que el control P. 

Ejemplo 4.3. El controlador PD dado por la ecuación (4.1.3.1) fue realizado 
con electrónica analógica y experimentado en un motor de laboratorio. Para 
el caso de q constante (q = -100•) los resultados exparimentales son 

d d 

mostrados en la figura 4.9. Puede observarse que el error de posicion tiende 
asintotlcamente a una constante cercana a cero. Los resultados 
experimentales correspondientes a q = 60• sen(2rrt/3) son mostrados en la 

d 

figura 4. 10. Comparando dichos resultados con los obtenidos al emplear el 
control P (figura 4.3) se aprecia una mejora en el comportamiento del error 
de posición. 

000 

Con miras a resolver el problema de control de movimiento, esto es: 

lim q(t) = O 
t~ 

(4. l. 3. 2) 

para q/t) no solamente constante sino variante con el t lempo, se propone 

el controlador denominado PO+ esta dado por: 

T = K q + K q + H(q)q + C(q,q)q + g(q). 
p v d d 

(4.1.3.3) 
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La realización práctica del control PD+ (4.1.3.3) requiere el conocimiento 
exacto del modelo del manipulador, ésto es, de H(q), C(q,q)q y g(q). 
Adicionalmente es necesario disponer de las trayectorias deseadas q ( t), 

d 

q (t) y q (t) así como las mediciones q(t) y q(t) (véase la figura 4.11). 
d d 

Nótese que en el caso particular de control de posición, esto es q =q =O, el 
d d 

control (4.1.3.3) es equivalente a (4.1.2.1). 

La ecuación que gobierna el comportamiento en mal la cerrada se obtiene 
remplazando T de (4.1.3.3) en (4.1): 

.. . . 
H(q)q + C(q, q)q = -K q - K q. (4. l. 3. 4) 

p V 

Nótese que la ecuación de malla cerrada (4. l. 3. 4) puede expresarse en 

términos del estado [q q] como: 

. 

[: ] = [H(qd-Q)-t 

-

] 
q 

_g_ 

[ -K q-K ~ 
. 

(qd-~)] 
dt 

- C(qd-q, q -q) 
p V d 

la cual sin embargo no es una ecuación diferencial autónoma debido a que 

depende explicítamente de las funciones del tiempo q (t) y q (t). 
d d 

g(q) 

H (q) ROBOT 

e (q,q) 

qd _____________ _, 

Figura 4. 11 
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Considérese ahora la siguiente función candidata de Lyapunov: 

Derivando (4.1.3.5) con respecto al tiempo se obtiene: 

•• • T • • 
• - • ~T - 1- • - ~T -V(t,q,q) = q H(q)q + 2q H(q)q + q Kpq. 

Despejando H(q)q de (4.1.3.4) y reemplazando: 

vct,q,ql -T -= -q K q ~ O 
p 

(4. 1. 3. 5) 

(4.1.3.6) 

_:,T (1 • ) : donde el término q 2 H-C q ha sido eliminado por la propiedad 3. 3. Del 

q] = o. teorema 2.1 se concluye inmediatamente estabilidad del origen [q 
Dado que H(q), K >O, de (4. 1.3.5) y (4.1.3.6) se concluye: 

p 

- L n. q, q e oo (4.1.3.7) 

Además de (4. 1.3.6) se obtiene: 

(4.1.3.8) 

Nótese de (4. 1.3.4) que: 

en donde el miembro derecho es acotado como consecuencia de (4. 1. 3. 7) y 

propiedades 3.2 y 3.3. 

lema 2.1 implican: 

lim q(t) = O. 
t~ 

Esto significa que q e Ln. 
(X) 

Esto último, (4. 1.3.8) y 

(4. 1. 3. 10) 

Desafortunadamente el teorema de LaSal le ( teorema 2. 4) no puede emplearse 
para estudiar estabilidad asintótica global del origen debido a que la 
ecuación de mal 1 a cerrada ( 4. 1. 3. 4) no es autónoma. Sin embargo, puede 
demuestrarse mediante ·el uso del teorema de Matrosov que el origen es 
global asintóticamente estable. Aquí no se demostrará lo anterior sino más 
bien que si q(t) converge a un vector constante, entonces este es el origen. 
Considerando (4.1.3.10), si q(t) ➔ constante, esta deberá ser solución de 
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-(4. 1. 3. 9). Claramente, esta tiene una solución única y es q = O, ésto es: 

lim q(t) = O. 
t~ 

(4.1.3.11) 

Los limites 
velocidad y 
esto último 

(4.1.3.10) y (4.1.3.11) significan que ambos errores, el de 
el de posición convergen a cero. Es importante subrayar que 
es válido no sólo para q constante sino tambien para q (t) 

d . d 

variantes con el tiempo. 

Ejemplo 4.4. En el ejemplo 
motor CD. En dicho ejemplo 

En este ejemplo 

4. 1 se abordó el problema de control P de un 
se demostro que si q es constante, entonces 

d 

se presenta el control PD+ del motor CD pero 

como se demostrará q(t) ➔ q (t) para q variantes en el tiempo. 
- d d 

Considérese el modelo lineal de un motor CD dado por (véase ejemplo 4.1): 

•• 1 • K q + - q = - v. 
T T 

(4. 1. 3. 12) 

Haciendo analogia entre las estructuras (4.1) y (4.1.3.12), el control PD+ 
(4.1.3.3) para este ejemplo es: 

_(4. 1. 3. 13) 

1 • l • 
El cuarto término K q del miembro derecho puede reemplazarse por K qd. kp y 

k son constantes reales positivas. Reemplazando v de (4.1.3.13) en 
V 

(4.1.3.12) se obtiene la ecuación de malla cerrada: 

T .. 

- q + k q + k q = O 
K V p 

la cual es una ecuación , diferencial ordinaria de segundo orden 
exponencialmente estable, esto es: 

lim q(t) = O 
t~ 

lim q(t) = O. 
t~ 

Esto significa que para todo q ( t) (no solo constante), se verifica el 
d 

objetivo de control de movimiento. 
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4.1.4 CONTROL PD MAS COMPENSACION. 

Una estructura de controlador PD más compensación. la cual difiere de la 
estructura PD+. fue introducida con el fin de obtener ciertas propiedades 
capitales para el disefio de uno de los primeros controladores adaptables 
propuestos en la literatura para control de movimiento de robots. 

El controlador PD más compensación puede expresarse como: 

(4.L4.1) 

-1 donde K . K son matrices simétricas definidas positivas tales que A=K K 
p V V p 

sea definida positiva. Obsérvese que los dos primeros términos del miembro 
derecho corresponden al control PD (4. 1. 3. 1). Este tipo de control es 
basado en modelo. es decir. que la ley de control emplea explicitamente los 
términos del modelo (4.1): H(q), C(q.q) y g(q) (véase la figura 4.12). La 
estructura de este controlador puede verse como una extensión del control 
PO+ (4.1.3.3) donde se ha introducido la matriz A. 

La ecuación de malla cerrada se obtiene remplazando T de (4.1.4.1) en (4.1): 

g(q) 

H(q} ROBOT ---q 
q 

/\. 

./\. 

qd------------------llf 

qd---------------------• 

Figura 4. 12 
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• 

- K q - K q. 
p V 

(4. l. 4. 2) 

o equivalentemente: 

la cual es una ecuación diferencia no autónoma. 

Definase el vector v de nxl como: 

v = q+Aq = (pl+A)q (4.1.4.3) 

donde pes el operador diferencial (p=d/t). Considerando la definición de v 
(4.1.4.3), la ecuación de malla cerrada (4.1.4.2) puede escribirse como: 

H(q)~ + C(q,q)v =-Kv 
V 

(4. l. 4. 4) 

• ~ ~ -1 donde además se ha usado K q + K q = K v ya que A = K K . 
p V V V p 

El análisis de la ecuación anterior se real iza considerando la siguiente 
función candidata de Lyapunov: 

(4. l. 4. 5) 

o en forma equivalente: . 
~ ~ 1 T ~T ~ 

V(t,q,q) = ~ H(q)v + q Kpq ~ O 

cuya derivada con respecto al tiempo es: . . 
• ~ ~ T • 1 T• ~T ~ 
V(t,q,q) = v H(q)v + ~ H(q)v + 2q Kpq. (4.1.4.6) 

Despejando H(q)~ de (4. l. 4. 4) y remplazando. en la ecuación anterior se 
obtiene: 
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donde se eliminó 

Ahora, empleando 

se reduce a: 

Vct,q,qJ = 

el término vT (½ H-c)v en virtud de 

la definición de v (4. l. 4. 3) y K =KA, 
p V 

. . 
c?K q qTATK Aq ~ O. 

V V 

. 

la propiedad 3.3. 

la ecuación de V(t) 

(4.1.4.7) 

Empleando V (4. l. 4. 5), V (4. l. 4. 7) y el teorema 2. 2. se concluye 

inmediatamente estabilidad asintótica global del equilibrio [q q] = [O O], 
y como consecuencia: 

lim q(t) = O 
t-)oo 

lim q(t) = O 
t-)oo 

esto es, que el objetivo de control de movimiento es verificado. 
,, .. ••-r 

4.1.5 CONTROL p AR-CALCULADO. 

El control denominado Par-Calculado fue una de las primeras estructuras de 
control de movimiento basadas en el modelo del manipulador, es decir, que 
hace uso explicito del conocimiento de H(q), C(q, q) y g(q). La ley de 
control está dada por: 

. 
T = H(q) [ qd + K}Í + K/Í ] + C(q,q)q + g(q) (4.1.5.1) 

donde K y K son matrices simétricas definidas positivas. La información 
V p . .. 

sobre la trayectoria de movimiento deseada q (t), q (t) y q (t) asl como 
• d d d 

medición de q(t) y q(t) son empleadas en la realización de (4.1.5.1) (véase 
la figura 4. 13). 

La ecuación de malla cerrada se obtiene reemplazando T de (4. 1.5. 1) en (4.1): 

. 
H ( q) q = H ( q) [ qd + Kv q + K P q ] ( 4. 1. 5. 2) 

y dado que H(q) es invertible (propiedad 3. 2), la ecuación anterior se 
reduce a: 

q + K q + K q = O. 
V p 

(4. 1. 5. 3) 
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glq) 

H(q) ROBOT 
1---""----q 

o en forma equivalente: 

_g 
dt 

Figura 4. 13 
• ;\!',,/·' " • .'; DE ' ,-, r, 

MEXICO 

\' 

PEPFI 

q 

OEPFI 

Es importante observar que la ecuación de malla cerrada representa un 
sistema lineal autónomo multivariable. 

Dado que la matriz K = K T es seleccionada definida positiva, entonces 
V V • • existe un escalar real positivo e tal que para todo e e (O, c ]: 

(K - el) > O. (4. l. 5. 4) 
V 

Esto último y positividad de K implican a su vez que: 
p 

(K + cK - c
2

I )> O. (4. l. 5. 5) 
p V 

Procediendo ahora al análisis de (4. 1.5.3), considérese la siguiente función 
candidata de Lyapunov: 
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V(q,q) 1 : ~ T : ~ l~T • 2 ~ 
= -

2
(q+cq) (q+cq) + -q (K +cK -e I )q ~ O 

2 p V 
(4. 1. 5. 6) 

donde el escalar c>O satisface (4. 1. 5. 4). La expresión de V(q, q) (4. 1. 5. 6) 
es equivalente a: 

cuya derivada con respecto al tiempo es: 

.. . .. 
vcéi,éi> = qTq + qT(K +cK )q + cqTq + cqTq. 

p V 

Substituyendo q de (4,1.5.3) en la expresión anterior y realizando 
simplificaciones se obtiene: 

. . . 
•T ~ ~ ~T ~ ~T ~ V ( q, q) = -q ( K -e I ) q - cq K q :s O. 

V p 
(4.1.5.8) 

. 
Como (K -el) > O (4.1.5.4) y K > O, la función -V (4. 1.5.8) es una función 

V p 

definida positiva. En vista del teorema 2.2, el origen [~ ~] = [O O] es 

global asintóticamente estable y entonces: 

lim q(t) = O 
t~ 

lim q(t) = O 
t~ 

ésto es, el objetivo de control de movimiento es verificado. 

Para fines prácticos, la elección de las matrices K y K puede hacerse 
V p 

como: 

K = diag {w
2

, ••. ,w
2
}. 

p 1 n 

Esta elección resulta en un sistema en malla cerrada desacoplado, cada unión 
responde igual que un sistema lineal de segundo orden críticamente 
amortiguado con ancho de banda w . El ancho de banda w determina la 

· . l . l 
velocidad de respuesta.de la unión y en consecuencia la tasa de decaimiento 

de los errores q(t) y q(t). 
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q 

-q 

Ejemplo 4.S. La estructura de control Par-Calculado para un motor CD lineal 
es idéntica a la obtenida con control PD+ (Ejemplo 4. 4). Considérese el 
modelo lineal de un motor CD dado por (Apéndice A): 

•• 1 • K q + - q = - v. 
T T 

Por inspección entre las estructuras de (4. 1) 
Par-Calculado (4.1.5.10) para este ejemplo es: 

K[ .. : ~] 1• V = - q +. k q + k q + - q 
T d V p K 

(4.1.5.9) 

y (4.1.5.9), el control 

(4. l. 5. 10) 

donde k y k son escalares positivos. Compare las estructuras de 
V p 

(4.1.3.13) y (4.1.5.10). La ecuación de malla cerrada es: 

q+kq+kq=0 
V p 

(4. l. 5. 11) 

la cual es exponencialmente estable y en consecuencia q(t) ➔ O y q(t) ➔ O 
cuando t ➔ oo. 

grados 

-1-- 1 -1·- 1-- I· 1 1 l--+--1 1-·_I· 1 1 ··1· 1 1 1 1 -1- 1 1 1 1 1 -1 1 ·I 1 1 1 1 1- 1 1 1 -1 • -
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El controlador dado por la ecuación (4. 1. 5. 10) fue real izado mediante 
• electrónica analógica y experimantado en un motor de laboratorio. Para qd 
constante (q = -100°) los resultados experimentales son presentados en la 
figura 4. 14 gonde se aprecia una clara tendencia a cero del error de 
posición. Para el caso q = 60• sen(2nt/3) los resultados se presentan en la 

d . 

figura 4. 15 donde se observa un pequeno error remanente en posición. Esto 
último puede deberse al empleo- de un modelo dinamico lineal (4. 1.5.9) 
asociado al motor. 

oaa 

Ejemplo 4.6. La ecuación de un péndulo sometido a la acción de la gravedad 
es: 

.. 
q + sen q = T (4.1.5.12) 

donde q es la posición angular con respecto a la vert leal y T es el par 
aplicado en la unión. Para este ejemplo se tiene H(q) = 1, C(q, q) = O y 
g(q) = sen q. El control Par-Calculado (4.1.5. 1) dado por: 

,: = q + k q + k q + senq 
d V p 

(4.1.5.13) 

con k > O, k > O garantiza el cumplimiento del objetivo de movimiento. 
V p 

□□□ 

grados 

so' :' -
q ' 

1 

O~lc!+E"tHBH'tl!~fn+rtltttf~¼fflf~~~r.CU{++!~lf+H"Hlr.'+"flfF+~~4H--88~•~~±~f~FH~ . 
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Figura 4. 15 
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4.1.6 CONTROL PAR-CALCULADO + 

El control Par-Calculado + también llamado Par-Calculado más compensación 
consiste en agregar un término adicional a la ley de control. Par-Calculado 
(4.1.5. 1.) para obtener ciertas propiedades adicionales útiles para el 
disefio de una versión adaptable del controlador. 

La ley de control Par-Calculado+ está dada por: 

T = H(q) [ q + K ~ + K q ] + C(q, q)q + g(q) + C(q, q)v 
d V p (4. 1. 6.1) 

donde K y K son matrices simétricas definidas positivas. Nótese que sólo 
V p 

el último término C(q, q)v del miembro derecho hace la diferencia con el 
control Par-Calculado (4.1.5.1). El vector de nxl ~(t) se obtiene de 

filtrar los errores de posición q(t) y velocidad q(t) de la manera 
siguiente: 

H(q) 

1 
P+).. 

p 
P+>,. 

g(q) 

(4. 1. 6. 2) 

.,___,_ ROBOT l---+--1--q 

1,--+--t-+ q ------

qd---.i :!J! \.----+------------------------' 

Figura 4. 16 
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donde pes el operador diferencial (p=d/dt) y A es un escalar positivo. El 
primer térmhJO del miembro derecho de (4. 1. 6. 2) puede obtenerse mediante el 

filtrado de q por un filtro CR mientras que el segundo miembro a través de . 
un filtro RC de K q + K q. La realización de (4. 1. 6. 1) requiere el 

V p 

conocimiento de H(q), C(q,q) y g(q) así como de la trayectoria de movimiento 
deseada q (t), q (t) y q (t) y medición de q(t) y q(t) (véase la figura 

d d d 

4. 16). 

Para analizar el sistema en malla cerrada primeramente note que la expresión 
de v (4.1.6.2) permite obtener la siguiente ecuación: 

;, + AV = -( ~ + K j + K P q ) . (4.1.6.3) 

Combinando las ecuaciones del manipulador (4.1) y del controlador (4. 1.6.1) 
se obtiene la ecuación de malla cerrada: 

(4.1.6.4) 

; la cual, mediante (4.1.6.3), se reduce a: 

1 
i 

H(q) [;,+Av] + C(q,q)v = O. (4.1.6.5) 

Considérese ahora la siguiente función no-negativa: 

V(v,q) 1 T = z1 H(q)v ~ O (4. 1. 6. 6) 

cuya derivada con respecto al tiempo es: 

vcv,ql T • 1 T• = v H(q)v + 2 v H(q)v. 

Despejando H(q);, de (4.1.6.5) y substituyendo en la ecuación anterior: 

V(v,q) = - A vTH(q)v ~ O (4.1.6.7) 

donde el término vT(} H-c)v ha sido eliminado en virtud de la propiedad 

3.3. Ahora, considerando V(v,q) (4. 1.6.5),. V(v,q) (4. 1.6.7) y el lema 2.2 
se concluye: 

veLnílLn. (4.1.6.8) 
(l() 2 

Por otro lado, la ecuación (4. 1.6.3) puede expresarse como: 
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• 

o en forma equivalente por: 

(4.1.6.9) 

Debido a que~> O, K y K son matrices simetricas definidas positivas, la 
V p 

matriz: 

define un sistema dinámico lineal multivarJable exponencialmente estable y 
además estrictamente propio. La entrada de dicho sistema es v y su salida 
q. Haciendo uso de esto último, de ve Ln n Ln (4.1.6.8) y del corolario 

IX) 2 

2. 1 se concluye: 

~ ~ n n q, q e L íl L 
2 IX) 

lim q(t) = O .• 
t~ 

esto es, el objetivo de control de movimiento es verificado . 

(4. l. 6. 10) 

(4. 1.6.11) 

Es interesante observar que el control Par-Calculado+ (4.1.6.1) se reduce 
al control Par-Calculado (4.1.5.1) en el caso de manipuladores sin término 
C(q,q). Tal es el caso por ejemplo de manipuladores de 1 g.d.l. y 
manipuladores Cartesianos. 

4.2 CONTROLADORES ADAPTABLES 

El control adaptable es una técnica de disefio ideada para aplicaciones de 
alto desempefio donde la incertidumbre del objeto de control es caracterizada 
por un conjunto de parámetros constantes desconocidos. Información sobre la 
estructura del objeto de control es sin embargo requerida para la sintesis 
del controlador adaptable. Los robots manipuladores pertenecen a esta clase 
de objetos de control debido a que los modelos dinámicos de los mismos son: 
descritos por ecuaciones diferenciales no-lineales con estructura bien 
conocida y algunos parámetros inciertos o de difícil medición como inercias 
y masa de objetos manipulados por el robot. Las técnicas avanzadas para el 
control de movimiento de manipuladores se basan en el conocimiento del 
modelo, tanto estructual como paramétrico. Estas técnicas poseen sin 
embargo, la desventaja de ser poco robustas. En efecto, incertidumbre en 
alguno de los parámetros puede producir mal desempeño e incluso 
inestabilidad. Esta situación es la principal motivación•del desarrollo de 
controladores adaptables de movimiento para robots manipuladores. 
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El primer sistema de control adaptable estable para control de movimiento de 
robots fue reportado en 1986. Un paso clave en el desarrollo de dicho 
trabajo y en los subsiguientes fue el uso de una parametrización de las 
ecuaciones dinámicas no-lineales del modelo del robot en términos de una 
regresión lineal de un conjunto de parámetros del robot y la carga 
manipulada. Este primer controlador adaptable requería el conocimiento 
a-priori de cotas sobre dichos parámetros así como la medición del vector de 
aceleraciones. La eliminación del conocimiento de cotas sobre los parámetros 
asi como la medicióon de aceleración fue hecha posteriormente. 

Así, fueron propuestos controladores adaptables haciendo uso de una 
importante relación entre la derivada de la matriz de inercia y el vector de 
pares centrífugos y de Coriolis. 

El tópico de análisis de robustez de los controladores adaptables 
desarrollados para el control de movimiento de robots frente a incertidumbre 
no-estructurada del modelo más que parámetricas es actualmente un área de 
investigación. Este tópico no será abordado en el presente texto. 

En la presente sección se describen y analizan dos controladores adaptables 
para el control de movimiento de robots. El primero de ellos corresponde a 
la versión adaptable del controlador PD mas compensación y el segundo es el 
controlador adaptable Par-Calculado+. 

Antes de presentar dichos controladores es importante considerar los 
siguientes comentarios. 

Recordando la propiedad 3.1 se tiene: 

H(q)q + C(q,q)q + g(q) = Y(q,q,q)8 (4.2.1) 

.. • nxm m donde Y(q,q,q) e IR y 8 e IR. El vector 8 contiene elementos constantes 
los cuales dependen exclusivamente de los parámetros dinámicos del 
manipuladores y su carga (véase ejemplos 3.7 y 3.8). Dado un vector e e IRm, 
la expresión Y(q,q,q)e denotara: 

A A A A 

H(q)q + C(q,q)q + g(q) = Y(q,q,q) 8. (4.2.2) 

Los controladores adaptables que serán presentados, así como los reportados 
en la literatura, suponen que la incertidumbre en el modelo del manipulador 
consiste en el desconocimiento de los valores numéricos de los elementos del 
vector 8. La forma estructural del modelo del manipuladores es supuesta 
exactamente conocida, esto es, la matriz Y(q,q,q) es conocida. 

El desconocimiento del vector 8 y en consecuencia de: 

Y(q,q,q)8 = H(q)q + C(q,q)q + g(q) 

imposibilita el uso de los controladores basados en modelo como los 
presentados en las secciones 4. 1. 2, 4.·1. 3, 4. 1. 4, , 4. 1. 5 y 4. 1. 6. Esta ha 
sido la principal razón que ha motivado el desarrollo de los controladores 
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adaptables. 

4.2.1 CONTROL PO MAS COMPENSACION ADAPTABLE 

En esta sección se presenta la versión adaptable del controlador PD más 
compensación adaptable. Adicionalmente a la compensación de gravedad, este 
controlador compensa los pares de inercia, centrifugos y de Coriolis. Este 
corresponde a la versión adaptable del controlador (4. 1. 4. 1). La ley de 
control está dada por: 

• A 

T = Kq + Kq + (/>(q ,q ;q ,q,q)8 
p v d d d 

(4.2.1.1) 

donde K , K son matrices simétricas definidas positivas tales que A =K-
1 

K 
p V V p 

sea también definida positiva. La matriz (/>(qd, qd, qd, q, q) e IRnxm o por 

simplicidad de notación 4> es tal que: 

(4. 2. 1. 2) 

donde 8 e IRm depende exclusivamente de los parámetros dinámicos del 
manipulador y su carga. El vector e e IRm es solución de la siguiente ley de 

adaptación: 

donde r = 
adaptación. 
adaptación 

A 

8(0} e IRm (4. 2. 1. 3) 

rT e IRmxm es la matriz definida positiva de ganancias de 
El vector eco) e IRm es un vector arbitrario. La ley de 

(4. 2. 1. 3) corresponde a la llamada integral o tipo gradiente. 

Nótese que el controlador adaptable (4. 2. l. 1) y (4. 2. l. 3) no depende del 
vector desconocido 8. 

Antes de proceder al análisis del sistema en malla cerrada definase el 
vector de errore~ paramétricos 0 como: 

A 

8 = 8 - 9 
(4.2.1.4) 

en consecuencia: 

Considerando esto último y substituyendo T de (4. 2. 1·. 1) en (4. 1) se obtiene: 
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H(q)q + C(q,q)q + g(q) = K q + K q + tf,0 + tf>B. 
p V 

(4. 2. l. 5) 

Substituyendo tf>0 de (4.2.1. 1) en (4.2.1.5)" y simplificando se llega a: 

H(q) [~+A~] + C(q, q) [~+Aq] = -Kv [~+Aq] - tf,0 (4.2.1.6) 

donde se ha hecho uso de A=K-1K . Definase el vector v e IRn como: 
V p 

v = q+Aq = (pl+A)q. (4. 2. 1.7) 

Con esta definición, (4.2.1.6) puede escribirse como: 

H(q)~ + C(q,q)v = - Kv - tf,0. "(4. 2. 1. 8) 
V 

Por otro lado, dado que el vector desconocido 8 es supuesto constante, 
• 

• " 
entonces de (4.2.1.4) a= 8. De esto último, (4.2.1.3) y (4.2.1.7) se tiene 
que: 

T 
a = r<1> v. (4.2.1.9) 

Las ecuaciones (4. 2. l. 8) y (4. 2. l. 9) definen las llamadas ecuaciones del 
modelo del error. 

Considérese ahora la siguiente función no-negativa: 

~ 1 T l~T -1~ V(v,q,8) = ~ H(q)v +~re ~ o (4. 2. 1. 10) 

cuya derivada temporal es: 

. 
• ~ T • 1 T• ~T -1~ V(v,q,8) = v H(q)v + ~ H(q)v + e r e. 

Al reemplazar H(q)~ de (4.2.1.8) y a de (4.2.1.9) en la ecuación anterior 
resulta: 

• ~ T V(v,q,8) = -v Kv~ O 
V 

(4.2.1.11) 

donde el término vr(½ H-c)v fue eliminado en virtud de la propiedad 3.3. 

De V (4.2.1.10), V (4.2.1.11) y el lema 2.2 se concl'uye: 

88 



Por otro lado de (4. 2. l. 7) se obtiene: 

- -1 q = (pl+A) v 

(4.2.1.12) 

(4. 2. l. 13) 

(4. 2. l. 14) 

y debido a que A>O, (4. 2. l. 14) representa un sistema lineal multivariable 
exponencialmente.estable con entrada v y salida q. Además dicho sistema es 
estrictamente propio. Esto permite hacer uso del corolario 2. 1 el cual, 
considerando (4.2.1.12) permite finalmente concluir: 

- - Ln íl Ln q, q E CO 2 

lim q(t) = O. 
t~ 

(4. 2. l. 15) 

(4. 2. l. 16) 

El límite 
movimiento. 
dinámicos 8. 

anterior significa cumplimiento del oJetivo de control de 
Esto último a pesar de desconocer el vector de parámetros 

Puede demostrarse adicionalmente que el equilibrio [q 
estable. La función de Lyapunov adecuada es la siguiente: 

-q 9) = o es 

V(t,q,q,9) ~T - 1 ~T -1 8-q K q + - 9 r 
p 2 

Ejemplo 4.7. En este ejemplo se considera el control PD más compensación 
adaptable del manipulador de 2 g.d.l. mostrado en la figura 4.20. 

El modelo dinámico del manipulador planar de 2 g.d. l. considerado está dado 
por: 

0 q + e 0 e +0 s ) q - 0 s q2 
+ e e q2 = i: 

1 1 · 3 21 4 21 2 3 21 2 4 21 2 1 

(4.2.1.17) 

e 0 e +0 s ) q + 0 q + 0 s q2 
0 e q2 = i: 

3 21 4 21 1 2 2 3 21 1 4 21 1 1 
(4. 2. l. 18) 

donde C = cos (q - q ) , S = sin (q
2 

- q
1

). Es fácil comprobar que el 
21 2 1 21 

modelo anterior puede ponerse en la forma estándar (4.1) donde 
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[

9 • 9 e +9 s l 1 2 21 4 21 

H(q)= . 
0 e +0 s 0 

3 21 4 21 2 

C(q,q)= 
[ 

o 

(0 s -0 e Jq 
3 2J 4 21 1 . ,' ... 

g(q) = o. 

(9 e -9 s )q l 4 21 03 21 2 

(4. 2. 1. 19) 

(4. 2. 1. 20) 

(4. 2. 1. 21) 

A partir de (4.2.1.19) y (4.2.1.20) se puede verificar que 1/2 H-C es una 
matriz antisimétrica (propiedad 3.3). 

Los cuatro parámetros dinámicos 9
1

, 9
2

, 9
3 

Y 

caracteristicas fisicas como masas del manipulador. 

9 9 ]T será considerado desconocido. 
3 4 

9 dependen de las 
4 

El vector 9 = (9
1 

9
2 

Después de algunas operaciones al2ebraicas puede verificarse (4.2.1.1) donde 
2'x4 los componentes de la matiz ; e IR son: 

<f, =S q -C q q 
14 21 rl 21 1 rl 

donde 

· Considerando por simplicidad r = diag h'} con ¡y>O, la fil de adaptacion 
(4.2.1.2) puede escribirse explicitamente como: 

. 
A 

9 = r<f,11v1 1 

A 

9 = r</>22v 2 2 
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A 

93 = -,(,¡,13v 1 +,¡,23v 2) 

A 

9 = '1 ( t/J V +t/J V ) . 4 14 1 24 2 · 

La fil de control (4. 2. 1. 1) puede expresarse entonces como: 

. . A A A 

k - + k - + k - + k - + "' 9 + t/>149 4 "[' = pllql p12q2 vllql v12q2 + 
"' 

9 . 
1 11 1 13 3 

• . A A A 

k - + k - + k - + k -
"' 

9 + 
"'24

8
4 

"[' = p21q1 p22q2 v21q1 v22q2 + 
"' 

9 + 
2 22 2 23 3 

donde k y k son los elementos de las matrices definidas positivas K y 
fJJ vlj p 

K (E IR ). 
V 

t:DCJ 

4.2.2. CONTROL ADAPTABLE P AR:-CALCULADO + 

En esta sección se presenta la versión adaptable del controlador 
Par-Calculado + analizado en la sección 4. 1. 6. La ~ de control puede 
expresarse como: 

A 

"[' = t/J(qd,qd,qd,q,q,v) 9 (4. 2. 2. 1) 

donde la matriz t/J(qd,qd,qd,q,q,v) e IRnxm, denotada por simplicidad,¡,, es tal 

que: 

. 
H(q)[ qd + Kvq + Kpq] + C(q,q)q + g(q) - C(q,q)v = "'9 (4.2.2.2) 

m donde 9 e IR depende 
manipulador y su carga. 

son vectores acotados. 

exclusivamente de los parámetros dinámicos del 
La matriz,¡, será acotada si q, q, q, q, q,y v d d d 

n -~l vector ve IR se obtiene de filtrar los errores de posición q y velocidad 

q de la manera siguiente: 

(4.2.2.3) 

donde A es un escalar positivo. K y K e IRnxn son matrices· simétricas 
V p 
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b 

definidas positivas. 

El vector ft e Rm empleado en la ley de control (4.2.2.1) es seleccionado de 
manera a satisfacer la siguiente fil de adaptacion integral: 

• 
" 9 = T -f<f, V 

" 9(0) e Rm (4.2.2.4) 

T donde r = r > O. Nótese que el controlador adaptable formando por la ley 
de control (4.2.2.1) y la ley de adaptación (4.2.2.4) asi como el vector v 
(4.2.2.3) y la matriz <f, (4.2.2.2) no dependen del vector desconocido 9 de 
parámetros dinámicos. 

Definiendo el vector de errores paramétricos e e Rm como e=ft-0, la ley de 
control (4.2.2.1) se puede expresar como T=</>9+</>9. Substituyendo esta última 
en la ecuación del modelo del manipulador (4. 1) se obtiene: 

H(q)q + C(q,q)q + g(q) = <f,0 + </>9 

la cual reemplazando <f,9 de (4.2.2.2), se simplifica a: 

(4.2.2.5) 

; Por otro lado, la definición de v (4.2.2.3) es equivalente a: 

(4.2.2.6) 

por lo que (4.2.2.5) puede escribirse como: 

H(q)[~+~v] + C(q,q)v = <f,0. (4.2.2.7) 

Ahora considérese la ley de adaptación (4. 2. 2. 4). Debido a que 9 es un 

. " 
vector constante, 9 = 9, esto es: 

T 
9 = -f<f, V (4.2.2.8) 

Las ecuaciones (4.2.2.7) y (4.2.2.8) definen las ecuaciones del modelo del 
error. 

Considérese ahora la siguiente función no-negativa_: 
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• 

.. 
.. 

(4.2.2.9) 

cuya derivada temporal es: . 
• - •T • 1 T• -T -1-
V(v, q, 8) = v H(q)v + ~ H(q)v + e r e. 

Al reemplazar H(q)v de (4.2.2.7) y 9 de (4.2.2.8), la expresión para V(t) 
resulta: 

(4.2.2.10) 

donde se ha eliminado vT(½ H-c)v en virtud de la propiedad 3.3 • 

(4. 2. 2. 9), 
. 

De V V (4.2.2. 10) y el lema 2.2 se concluye: 

V E Ln n Ln 
2 co 

(4.2.2.11) 

e e Lm. (4.2.2.12) 
co 

Por otro lado de (4.2.2.6) se tiene que: 

-q = -(p+;\) l p2I + pKV + Kp r\ (4.2.2.13) 

el cual representa un sistema lineal multivariable exponencialmente estable 
y estrictamente propio con entrada v y salida q. Esto permite hacer uso del 
corolario 2.1 del cual junto con (4.2.2.11) se obtiene: 

lim q(t) = O 
t~ 

ésto es, cumplimiento del objetivo de control de movimiento. 

(4.2.2.14) 

(4.2.2. 15) 

Adicionalmente, si qd, qd y qd son vectores acotados, entonces de (4.2.2.14) 

se concluye: 

• L n. q, q ·e co 
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Lo anterior y acotamiento de v (4.2.2:11) permiten concluir acotamiento de 
la matriz tf>. 

Ahora despejando q de (4.2.2.5): 

q = H(q)-1 [t/>8 - C(q;q)v] + K .CÍ + K q + q . 
V p d 

Nótese que todos los términos del miembro derecho son acotados por lo que: 

•• - L n_ q, q E co 

Esto último, q e L; (4.2.2. 14) y lema 2. 1 permiten concluir: 

lim q(t) = O 
t~ 

es decir, el error de velocidad también tiende asintóticamente a cero. Esta 
misma propiedad puede demostrarse, empleando los mismos argumentos, para el 
controlador PD mas compensación adaptable (sección 4.2.1). 

Ejemplo 4. 8. En este ejemplo se presenta un controlador adaptable para 
compensación de los pares de fricción (no lineales) en motores CD. Este 
controlador se obtiene en forma inmediata del controlador adaptable 
Par-Calculado+. 

Considérese el modelo no lineal de un motor CD (véase apéndice A): 

J q + aq + b si gn ( q) = k V 
eff 

donde q es la posición angular y los términos aq y bsign(q) representan el 
par debido· a la fricción. Las constantes positivas a y b dependen de 
diversos factores como lubricación y características microscópicas del rotor 
y sus soportes. Las constantes a y b toman valores diferentes para cada 
motor, incluso para motores del mismo modelo y fabricante. 

El comportamiento del modelo no lineal del motor CD para una entrada v = sen 
t y con valores para sus parámetros: J = K = b = 1 y c = 0.4 es mostrado 

eff 

en la figura 4. 17. Nótese de la figura 4.17 que aparece una zona muerta en 
la gráfica de q debido al fenómeno de fricción. 

En este ejemplo se supondrá que las constantes a y b son desconocidas. El 
objetivo de control consiste en determinar el voltaje de armadura v de tal 
forma que: 
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0.2 
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o 

0.4 

0.2 

o 

-0.2 

-0.4 

o 

lim q(t) = O. 
t~ 

5 10 15 20 

5 10 15 20 

Figura 4. 17 

Para resolver este problema se propone la siguiente ley de control tipo 
Par-Calculado: 

" 
V= I (~d' ~d' qd, q, ~) S 

donde: . 
[ qd 

+ k q + k q 

] 
V • p 

-= sign (q) . 
q 

" [;1 " ;3r 8 = 8 
2 

" 
= - 0 
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Las constantes positivas k y k pueden seleccionarse como k2 ~ 4k = O de 
V p V p 

manera a obtener asintóticamente un sistema de segundo orden cr1ticamente 
amortiguado. 

Es importante observar que el vector 9 e 3 
IR dado por 

= [ J ;" ~r 9 º-
K 

es tal que reemplazando v = <f,9 en el modelo no lineal del motor resulta en 
la ecuación de malla cerrada: 

q+kq+kq=O 
V p 

de donde q(t) ➔ O exponencialmente cuando t ➔a,. 

La ley de adaptación se obtiene de (4.2.3.4): 

donde r = rT > O y v (4.2.3.3) es: 

p 
~ V = p+i\. q 

con i\. e IR. El análisis del sistema en malla cerrada se realiza obteniendo 
+ 

las ecuaciones del modelo del error y considerando la función no-negativa: 

V(v,9) 1 J 2 1 ~T -1~ =--v +-er 0:1::0 
2 K 2 

cuya derivada con respecto al tiempo puede expresarse como: 

• J 2 
V(v,9) = - Kv ~ O. 

Haciendo uso del lema 2.2 se demuestra que: 

v EL n L 
2 00 
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.. 

-Además, nótese de la definición de v que q puede expresarse como: 

p+i\ -q = 
2 p + k p + k 

. V p 

v. 

Como k y k son positivas, la función de transferencia anterior es 
V p 

exponencialmente estable y estrictamente propia. Finalmente, de esto 

último, ve L n L y corolario 2.1 se concluye que q(t) ➔ O cuando t~. 
2 00 

Para motivos de simulación se consideraron los siguientes valores numéricos 
del controlador k =2, k =1 y i\=1. La posición angular deseada fue tomada 

V p 

como q ( t ) = sen t. 
d 

Los resultados mostrando la posición q y velocidad q 
son dados en la figura 4.18. Es importante observar que conforme pasa el 

tiempo, tanto la posición q como la velocidad q convergen a las trayectorias 
deseadas. Finalmente, la figura 4.19 muestra la evolución de los parámetros 
/\ /\ /\ 

8 1· 8 2 y 93· 

[][J[J 

o 

-1 

o 5 10 15 20 

Figura 4.18 
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o 0,5 1.5 2 

Figura 4. 19 

Ejemplo 4.9. Este ejemplo presenta las simulaciones del control adaptable 
de un manipulador rotacional de 2 g. d. 1. ( n=2) moviendose en un plano 
horizontal (Figura 4.20). El modelo dinámico correspondiente puede 
escribirse como: 

0 q + (0 e +0 s )q - 0 s c;2 + 0 e q2 = T 
1 1 3 21 4 21 2 3 21 2 4 21 2 1 

(4.2.2.16) 

ce e +0 s )q + 0 q + 0 s q2 
3 21 4 21 1 2 2 3 21 2 

9 C q2 = T 
4 21 2 2 

(4.2.2.17) 

donde C = cos (q -q ) , S = sen (q -q ) . Obsérvese que este modelo es 
21 2 1 21 2 1 

idéntico al considerado en el ejemplo 4. 7 .. Los valores numéricos en este 
ejemplo para los 4 (m=4) parámetros dinámicos son: 

9 = o. 15 
1 

9 = 0.03 
3 

e = o. 04 . 
2 

9 = o. 025. 
4 

Para motivar el uso de un controlador adaptable se supondrá que el vector e 
= [e 9 e 9 ]Tes desconocido. 

1 2 3 4 

La ley de control (4. 2. 2. 1) puede expresarse como: 

/\ /\ /\ /\ 

T = (/>118 1 + (/> 9 + (/> 9 + '1>14
9 

4 1 12 2 13 3 
(4.2.2.18) 

/\ /\ /\ /\ 

T = (/>21
8

1 
+ (/> 9 + (/> 9 + (/>249 4. 1 22 2 23 3 

(4.2.2.19) 

Después de algunas manipulaciones algebraicas puede verificarse de 
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r 
.. 

Figura 4.20 

(4.2.2.2), (4.2.2.16) y (4.2.2.17) que: . 
"'11 

f 
. 

= "'13 = e f -s q f "'14 
= S f +C q f 

11 21 12 21 2 22 12 12 21 2 22 

. 
"'22 

. 
= f "'23 

= e f +S q f "'24 
= s f -e 21q/21 

22 21 11 21 1 21 21 11 

.. (/, 12 = 
"'21 

= o 

• con: 

. 
f 

.. ~ 
= qdl + k q + K ql 

11 vl 1 pl 

f 
.. ~ ~ 

= qd2 + k q2 + k q2 12 v2 p2 

. 
f = ql - V 

21 1 

. 
f = q - V 

22 2 2 

donde por simplicidad las matrices K y K han sido seleccionados 
V p 

diagonales: 

K = diag (2k 2k ) K = diag (k2 k2) 
V 1 2 p 1 2 

con valores numéricos k = 20 y k = 30. 
1 2 

Considerando por simplicidad r = diag ( .r) con ,y = 0.2, la ley de adaptación 

(4.2.2.4) puede escribirse explícitamente como: 
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.5 

q,.. 

o 

•• q,.. 

-.5 
o 0 . .5 ' 

, . .5 2 

Figura 4. 21 

• 
" " 
9 = -1t/>11V 1' 9 (O) = o 

1 1 

. 
" " 
9 = - 1',:l2' 

9 (O) = o 
2 2 

" " 
9 = -¡(t/)13v 1 +t/>23v 2) 9 (O) ;a o 

3 3 

" " 
9 = -¡(tf> V +tf> V ) 9 

4 
(O) = o. 

4 14 1 24 2 

Las trayectorias de movimiento deseadas q se muestran en la figura 4.21 ( 
d12 

qd
2 

fue seleccionada igual a n). Las figuras 4. 22 y 4. 23 muestran la 

evolución en el tiempo de los errores de posición q y velocidad q. Nótese 
que ambos convergen a cero. Finalmente, la figura 4.24 muestra la evolución 

" de los parámetros estimados 9. 
OCIJ 
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Figura 4.22 

ó 

-0.5 
., 

_, 

-1.5 ---~r,__ ___________________ _ 

o 0,5 1.5 2 

Figura 4. 23 

o 0,5 1.5 2 

Figura 4. 24 
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APENDICE A 

MODELADO DE MOTORES DE CORRIENTE DIRECTA 

Los actuadores de robots manipuladores pueden ser eléctricos, hidráulicos o 
neumáticos. Los actuadores eléctricos son generalmente motores de corriente 
directa (CD) con imán permanente. 

El modelo matemático de un motor CD con imán permanente controlado con la 
armadura es descrito tipicamente por el siguiente conjunto de ecuaciones 
(véase figura A. 1): 

T = K i ( A. 1) 
m a a 

di 
a 

v = R i 
a a 

+ L- + e 
a dt b 

(A.2) 

. 
e = K 8 

b b m 
(A.3) 

8 = r 8 
m 

engranes 

motor 

la Ro 

'V ( 

feff 

Figura A. 1 
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donde 

K constante motor-par (N m / A) 
a 

R resistencia de armadura (Q) 
a 

L inductancia de armadura (H) 
a 

Kb constante de contrareacción electromotriz (V s) 

-r par en el e.Je del motor (N m ) 
m 

i corriente de armadura (A) 

e 

9 

9 
r 
V 

a 

b 

m 

fuerza electromotiz (V) 

posición angular del eje del motor (rad) 

posición angular del eje de la carga (rad) 
relación de reducción de los engranes (en general r >> 1) 
voltaje de armadura (V) 

Por otro lado, la ecuación de movimiento para el sistema es: 

J 8 = T - f (0 ) 
mm m m m 

T 

r 
(A.4) 

donde -r es el par neto aplicado después del Juego de engranes sobre el eje 

de la carga, J es la inercia del rotor y f (9 ) es el par debido a la 
m m m 

fricción del rotor con sus soportes. 

Debido a que la constante de tiempo eléctrica es mucho más rápida que la 
constante de tiempo mecánica, tradicionalmente la inductancia de armadura L 

a 

es despreciada (L ~o) en la ecuación (A. 2). Tomando en consideración lo 
a 

anterior, reemplazando i de (A.2) en (A.1) y a su vez -r de (A. 1) en (A.4) 
a m 

se llega a la siguiente ecuación: 

K e 
a b 

J e + r ca > + 
m m m m R 

+ 
a 

T 

r = 
K 

R 

a 
v. 

a 

(A.5) 

Finalmente haciendo uso de la relación 8 =r9 y de (A.3), la ecuación (A.5) 
m 

se reescribe como: 

K K K 
a b T 

J e + 1 r e re> + -- a + 
m r m R 2 

a 

= rR v. (A.6) 
a r a 

Esta importante ecuación relaciona el voltaje v aplicado a la armadura del 
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motor con el par T aplicado a la carga en términos de la posición, velocidad 
y aceleración angular de la misma. 

En el caso particular donde la carga es modelada simplemente por una inercia 

JL con pares de fricción fL(8) tal como se muestra en la figura A.1, 

entonces el par T se obtiene a partir de la ecuación de movimiento asociada 
a la carga: 

J 9 = T 
L 

f (8). 
L 

(A.7) 

El modelo motor-carga para este caso se obtiene reemplazando T de (A. 7) en 
(A. 6): 

K K K 
a b a 

J 8 + f (0) + -- 0 = 
eff eff R rR 

V 

a a 

donde: 

J L 
J = J + 

eff m 2 r 

1 • 1 . . 
f (8) = - f (r8) + - f (8) 

eff r m 2 L r 

A pesar de la extrema complejidad 
tradicionalmente se emplean modelos 
comportamiento de los pa'res de fricción: 

(A.8) 

(A.9) 

(A.10) 

de • los fenómenos de fricción, 
lineales para caracterisar el 

f (0) = f 0 (A. 11) m m m m 

f (0) = f 0 (A.12) 
L L 

donde fm y fL son constantes. Eventualmente suelen considerarse modelos no 

lineales del tipo: 

f (8) = f 8 + e sign (8) mm mm 1 m (A.13) 

f (0) = f 8 + e sign (8) 
L L 2 

( A. 14) 

donde f, f, C y e son constantes. 
m L 1 2 

A.1 Modelo lineal 
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Considerando el modelo lineal para los pares de fricción (A. 11) y (A. 12), la 
ecuación (A.6) que relaciona el voltaje aplicado a la armadura del motor con 
el par ejercido sobre la carga toma la forma: 

J 9 
m 

+ [f + Ka Kb] 8 + ~ = Ka 
m R 2 rR 

a r a 
v. (A. 15) 

Así mismo, el correspondiente modelo motor-carga (A.8) es simplemente: 

o en forma equivalente: 
. 

T8 + 8 = Kv 

donde 

J 
eff 

T = f K K 
L a b 

f + + R m 2 r a 

K 
a 

K = 

[r. + 

f 
K K] L a b 

rR + --
a 2 R r a 

A.2 Modelo no lineal 

En este apartado se considerara el caso de 
(A.14) y por simplicidad r=l, esto es, 8=8 . 

m 

modelo motor-carga (A.8) es descrito por: 

J 9 + aa + b sign(a) = Kv 
eff 
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(A. 16) 

(A.17) 

(A.18) 

(A. 19) 

fricción no lineal (A. 13) y 
En estas circunstancias el 

(A.16) 

> 



• 1 ia 
Ro 

Kb 

Figura A. 2 

1 

PJeff 

. 
e 1 

p 

; donde 

K = K /R 
a a 

(A. 17) 

a = f + f + ( K K /R ) 
m L a b a 

(A. 18) 

b = e + e 
1 2 

(A. 19) 

La figura A.2 muestra un diagrama de bloques equivalente al modelo (A. 16) . 

••• 
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