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Con el fin de promover el proceso enseñanza-aprendizaje, de acuer

do con el Convenio establecido por la U.N.A.M.-PEMEX para los es

tudiantes en Ciencias de la Tierra de la Maestría en Exploración 

de Recursos Energéticos, se elaboraron estos apuntes cuya finali

dad es introducir al lector en los métodos comunes de análisis 

espectral de la información geofísica. Los temas tratados siguen 

los lineamientos de] curso impartido por el profesor P. MECHLER 

de la Universidad de París VI, Francia, en la cátedra de Trata

miento de Señales. En la selecci6n del material presentado se 

trató de enfatizar aquellos temas que se consideraron más rele

vantes para su aplicaci6n en el campo de la sismología y el pro

cesamiento de la información potencial aplicada a la geofísica. 

Es posible que algunos temas relacionados con el propósito de 

estos apuntes hayan sido omitidos, o bien tratados someramente, 

por lo que agradecería al lector emitir sus comentarios al res

pecto, ya que esto permitirá, en un futuro, mejorar el conteni

do de los mismos. 

M EN C JUAN M. BRAND! PURATA 

G(2l- 11401 
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FUNCIONES PERIODICAS 

En la primera parte <le estos apuntes, vamos a recordar algunas 

propiedades üe las funciones periódicas. La función f(t) es 

periódica si: 

Existe un número T, no nulp, tal que para todo valor del paráme 

tro t, "f(t+T)" sea igual a f (t): 

3 T -1 O, Vt; f(t+T) = f(t) ... I 

Interes5n<lonos funciones utilizables en física, representando 

<latos físicos, to<las las funciones que tendremos que consid~ 

rar serán contínuas, derivables, integrables ... salvo en pun 

tos particulares. 

Una función periódica no puede, en rigor, representar un fenó 

meno físico; el fenómeno debería existir desde tiempos infini 

tos, y por tiempos infinitos, o sobre distancias infinitas. E~ 

to evidentemente no es posible. La representación de un fen~ 

meno físico por una función periódica es, sin embargo, muy im 

portante. 

Remarquemos tambi6n que si Tes un periodo, KT (k entera) es 

también un período. Una función periódica posee entonces una 

infinidad <le períodos. 

Si la función no es constante, existe un periodo positivo T, 

más pequefio en valor absoluto que todos los otros. Es el perÍQ 

<lo en el sentido estricto <le la función. Pero nosotros no ha 

remos la distinción entre "el" período y "un" período. 

Consideremos el conjunto de todas las funciones periódicas "f" 
y "g" <le período T, podemos adicionar dos funciones "f" y "g": 

"f + g". 

Es evidente que esta suma es también periódica, del mismo E!:_

ríoclo T. 
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El producto de una función periódica por una constante es tam 
bién periódica. Podemos enunciar entonces: 

El conjunto de las funciones periódicas del mismo período T for 
man un espacio vectorial. 

En presencia de un espacio vectorial, debemos buscar una base 
simple de representación. 

SERIE DE FOURIER 

Deseamos representar la función periódica (de período T) por una 
serie de funciones periódicas simples a utilizar en los cálculos. 
Las funciones sinusoidales son relativamente simples de utiliza 
ción 

Considerando: w = ~n ... JI 

(w se llama la pulsación,~ la frecuencia) es evidente que, para 
todo entero "n" 

cos nwt 
Y sin nwt 

son periódicas, de período T. Es este conjunto de funciones el 
que va a servirnos de base para representar el espacio vectorial 
de las funciones periódicas de período T. Esta descomposición 
de f(t) sobre esta base, se llama la serie de Fourier de f(t). 

Buscamos entonces una representación de f(t) de la forma: 

a oo 

f(t) = T + l ra cos nwt + bn sin nw1J ... III 
n=1 - n 

son constantes. 

Admitamos que tal serie existe. Multipliquemos los 2 miembros 
por cos(nwt) e integremos sobre un período T. 
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a+T a+T 

J 
f(t) cos nwtdt 

a 

o J. cos nwt lªz° + I (a cos pwt + b sin pwt)] dt •.. IV 
p=1 p p 

Admitamos además que podemos invertir el orden de la integración 

y de la suma: 

a+T 

J. f(t) cos nwtdt 

a+T 

-- ª2º J cos nwt<lt + cos nwt cos pwtdt 

a 

a+T 

+ bp J. cos nwt sen pwtdt 

Se demuestra que: 

a+t ; n 

J 
cos nwt•cos pwt dt 

a = n 

a+t o·P; n 

J sin nwt-sin pwt dt - { ' 
a - i;p = n 

a+T 

f 
sin pwt-cos nwt dt = O 

a 

(excepto para p=n=O,T) 

En otras palabras, la serie <le los sin nwt, cos nwt es una serie 

de vectores ortogonales. 

Sustituyendo estos valores en la serie (IV), obtenemos los valo

res de ªn ~ por un procedimiento similar, finicamente que multipl! 

cando la serie 111 por sen nwt, encontraríamos a "bn"· Luego 

entonces: 

J

a+t 
} a = ~ f(t) cos nwt dt 

n T 
a 
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a 

bn = f I f(t) sin nwt dt 
a 

. . . V 

El hecho de haber tomado el primer coeficiente de la serie igual 
11 a 11 

a O generaliza la fórmula precedente, inclusive para n=O. 
-2-

Se demuestra que, para toda función integrable periódica, tal 

desarrollo en serie existe y converge bien hacia la función f(t). 

Convergencia de una serie de término general U : 
n 

La serie <le término general 11 U II converge hacia el valor L, si n 
cualquiera que sea el nGmero positivo E, existe un nGmero N tal 

que cualquiera que sea el entero P superior a N, se satisfaga 

siempre que: 

VL, :1 N, VP>N 

Pfacticamente es suficiente considerar los N primeros términos de 

la serie, el resto es despreciable. 

Convergencia <le una serie de término general U (t); dependiendo n 

del parámetro t. 

Para que la serie converja hacia una función 11 f(t)", es suficie!!_ 
te que para todo valor del parámetro t, la serie numérica conver 
ja. Para un 11 E 11 determinado, a priori, el número N introducido 
en la definición <le la convergencia, puede depender del valor pa~ 

ticular del parámetro t que se considere, pero esto no es oblig~ 

torio. 

Debemos entonces distinguir 2 casos. 
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Convergencia uniforme 

Para cierto E, el número N no depende de t. 

p 
V E , 3. N, V t , VP > N ; 1 f ( t) - ¿ Un ( t) 1 < E 

n=1 

La serie es llamada "uniformemente convergente" 

Este caso es el más simple: si aceptamos una aproximación cerca 

na a "E", basta con considerar las N primeros términos y esto p~ 
ra todos los valores. del parámetro t. Limitando así la serie, 
la suma se extiende a un número finito de términos que son deri 

vables, integrables, ... etc. 

Convergencia no uniforme 

El número N depende del parámetro t. 

VE, Vt, 3N, VP > N; 1 

p 
f(t) - ¿ Un(t) 1 < E 

n=1 

La serie es convergcnte;pero esta vez no se puede limitar a una 
suma finita conteniendo el mismo número de términos cualquiera 

que sea t. Esta convergencia es menos simple y menos eficaz que 
la convergencia uniforme. 

TEOREMA DE FEJER 

Regresemos a las series de Fourier y enunciemos, simplificándolo 
a los casos prácticos, el teorema de Fejer. 

1er. Caso 

La función f(t) es contínua y es definida sobre [9,TJ y prolongada 
por periodicidad; para que la funci6n f(t) sea contínua, se requi~ 
re que la serie: 

a o 
T+ 

00 

¿ ªn cos nwt + bn sin nwt 
k=1 
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en donde las 11 a II y las 11 b II han sido calculadas por la fórmula n n 
(V) converge uniformemente hacia f(t). 

2o. Caso: 

La función f(t) presenta un número finito de discontinuidades de 
primera especie, la serie 

ªo 00 

- + I 2 k=l (an cos nwt + bn sin nwt) 

converge pero: 

a) la convergencia no es uniforme en todo intervalo conteniendo 
una discontinuidad. 

b) para una discontinuidad en t 0 , la serie converge hacia: 

pero: 

NOTA: discontinuidad de primera especie en t 0 : 

lim f (t
0 

+ a) = f (t
0 

+ O) existe 
a>O 
a-+O 

lim f(t 0 + a) = f(t 0 - O) existe 
a-+0 
a<O 

FENOMENO DE GIBBS: 

El enunciado del teorema de Fejer no es un escrúpulo matemático, 

sino que corresponde bien a un fenómeno físico. La Fig. No. 1 r~ 
presenta el primer término y la suma de los 10 primeros términos 

del desarrollo en serie de Fourier de una función rectangular. 
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Fig 1 Primer término y suma de los diez primeros términos de 
la serie de Fourier , paro una función rectangular 
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El primer término solo, es visiblemente insuficiente. 

La suma de los 10 primeros términos es ya mejor, al menos lejos 

de la discontinuidad. Cercana de ésta, se observa un pico, la 

convergencia es mala. 

Tan lejos como se lleve la suma, en razón de la convergencia no 

uniforme, la serie convergerá mal en la vecindad de la disconti 

nuidad. 

Este fenómeno ("fenómeno de Gibbs") se produce cuando una señal 

con principio súbito (representando una discontinuidad) es trans 

mitido por un aparato físico. Volveremos a ver la existencia de 
este fenómeno en el caso de las señales transitorias. 

La teoría de las distribuciones permite simplificar todos estos 

problemas de convergencia. 

En el espacio de las distribuciones temporales, todas las series 

de Fourier convergen en el sentido de las distribuciones. Pero 

este simbolismo hace olvidar totalmente un fenómeno físico real 

de sobreoscilación de filtros. 

ESCRITURA COMPLEJA DE LAS SERIES DE FOURIER 

Se conoce que: 

e iwt = cos wt + i sen wt 

1 ( eiwt -iwt cos wt = I + e ) 
1 ( eiwt -iwt sen wt = 27. e ) 

sustituyendo estas expresiones en la serie: 

f(t) 
ªo QO 

= -2 + I a cos nwt + b sen nwt 
n=1 n n 

obtenemos: 
QO • 

f(t) = l F(n)e1nwt . . . VI 
n=-oo 
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F(O) 

= -2
1 (a -ib );Vn>O n n 

= -
2
1 (a +ib ); Vn < O n n 

se puede verificar que: 
a+T 

f(n) = i Jo f(t)e-inwtdt ... VII 

Las relaciones (VI) y (VII) forman una pareja de relaciones defi 
niendo la Transformada de FOURIER de una función periódica. Esta 
notación compleja es mucho más cómoda de utilizar que las relacio 
nes senos y cosenos. 

"F(n)" lleva el nombre de espectro de la función "f(t)" o de Trans 
formada de Fourier (T.F.). 

Indicamos, sin demostración, propiedades inmediatas de la T.F. 

a) f(t) es real; F(n)=F(-n) (la barra designa el complejo conjug~ 
do) 

b) f(t) par ~(t)=f(-t)J ; F(n)=F(-n), si "f" es real; F(n) es 
real pura, el desarrollo no contiene más que cosenos. 

c) f(t) impar~(t)=-f(-t)J; F(n)=-F(-n),si "f" es real, F(n) es 
imaginaria pura; el desarrollo sólo tiene senos. 

"Correlación" 

Sean f 1 (t) y f 2(t) dos funciones periódicas del mismo período "T". 

Llamamos correlación de f 1 (t) y f 2(t) a la expresión: 

... VIII 



- 1 O -

Busquemos la T.F. de c(,) en función de: 

F1 (n): Transformada de Fourier de f 1 (t) 

F2(n): Transformada de Fourier de f 2(t) 

Podemos escribir: 

pero: 

entonces: 

luego: 

e(,)= f[+\(u) [~ F2 (n)einw(1 +u) }u 

= ' F (n)einw-r l 
l 2 T 
n 

a+T 

F l (n) 1 J f¡(u)e-inwu = T 
a 

a+T 

f Tri) 1 Jf¡(u)einwu du = f 1 
a 

c(1) = l F
1

(n)F
2

(n)einw-r 
n 

du 

Comparando con la definición de la T.F. vemos que: 

IX 

Es evidente que la correlación depende del orden en el cual toma 
mos las dos funciones f 1 y f 2. 

AUTOCORRELACION 

La autocorrelación no es más que un caso particular de la corre!~ 
ción, en el que las dos funciones 11 f 1

11 y "fz" son idénticas. 
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... X 

La T.F. de "a(1)" esto es Af(n), se calcula utilizando la fórmu 

la precedente de la correlación. 

Af (n) = 1 F (n) 1
2 

Af(n) es entonces una función real. 

En el caso particular donde f(t) es una función real: 

af(T) = af(-1), entonces la función af(T) es par. 

Si la función real está representada por una serie en senos y co 
senos: 

ªo 00 

f(t) = -2 + l r-a cos nwt + b sin nwt] 
n=1 - n n 

la autocorrelación es una serie en cosenos 
a 2 00 

ªf(T) = l + l (a~+ b~) cos nwT 

En el caso particular: 

f(t) = c cos (wt-~) 

La fase ha desaparecido. 

La amplitud de la autocorrelación es igual al cuadrado de la 
amplitud de la función. 

El máximo de la autocorrelación se encuentra en t=O. 

Veremos una generalización de estas propiedades posteriormente. 

Método Gráfico de Cálculo de la Autocorrelaci6n-Interpretación 
Física de la Crosscorrelaci6n 

La función f(t) es representada sobre una gráfica. Deducimos de 
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ella de manera evidente "f(t+d)" por un traslado (atención: si d 
es positiva, el traslado se hace hacia las t negativas, hacia la 
izquierda como es habitual). 

El producto f(t) •f(t+d) es entonces inmediato. La Fig. 2 represe~ 
ta f(t), f(t+d) y f'(t)·f(t+d),en un caso particularmente simple, 
f(t) es una serie rectangular (valor O ó 1). 

La autocorrelación es entonces la integral del producto. 

Verificamos que para un traslado nulo (d=0) el producto f(t)f(t+d) 
es siempre positivo y que la integral del producto es máximo. La 
autocorrelación para un traslado nulo es máximo. Si el traslado 
aumenta en valor absoluto, la autocorrelación debe disminuir. 

Este proceso de cálculo es evidentemente el mismo para la CROSS
CORRELACION. El máximo de la CROSSCORRELACION corresponde al máxi 
mo de parecido de las curvas. Podemos normalizar este producto 
tomando: 

y = . . . XI 

y es siempre inferior a 1. Si y está cerca de 1 las señales ten 
drán mayor correlación. 

RELACION DE PARSEVAL 

Para una función real, veamos el valor de la autocorrelación, p~ 
ra un traslado nulo de la función. 

a+T 
n=+oo 

af(O) = ff f
2 

(u) du = nJ_~ IF(n) 1' ... XII 

a 

La igualdad entre la integral sobre el período del cuadrado de la 
función y de la suma de los módulos al cuadrado de la "T.F.", lle 
va el nombre <le relación de PARSEVAL. 
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---------·-----------------, 

F ( t ) 

- r--

F(ttD) 

- ..--

F(t)xF(t+D) 

t Fig 2 Método gráfico del cálculo de la auto - correlación 
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Si la función "f(t)" representa una corriente eléctrica, caso fr~ 

cuente en el tratamiento de señales, "f 2 (t)" es proporcional a la 

energía de la corriente. 

La corriente periódica "f(t)" puede ser considerada como la suma 

de corrientes sinusoidales (la serie de Fourier); la energía co~ 
tenida en la corriente "f(t)" es igual a la suma de las energías 

de cada una de las corrientes sinusoidales elementales. 

Por otra parte, la energía de una corriente elemental no depende 
de la fase y tampoco del origen escogido para medir el tiempo. 

FUNCIONES TRANSITORIAS 

Deseamos extender la noción de Transformada de Fourier a funcio 
nes no periódicas. Nos limitaremos a funciones integrables y de 

cuadrado integrable: 

r:(t) dt 

r :' (t)dt 

l existen 

Esta limitación es lógica en la medida en que nosotros nos inter~ 

samos en las señales llamadas transitorias, representando la res 

puesta de un sistema físico determinado. 

El límite 11
-00

11 de las integrales precedentes no presenta probl~ 

mas. Después de la extinción de la fuente, la respuesta del si~ 

tema debe tender hacia cero y con bastante rapidez. La integral 
del cuadrado de f(t) representa habitualmente la energía-del fen~ 
meno. Esta energía es forzosamente inferior a la energía libera 

da por la fuente, ella misma finita, luego las integrales deben 

converger. 

Nuestra limitación a funciones integrables y de cuadrados integr~ 
bles tiene un sentido físico y corresponde a la respuesta desiste 
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mas físicos. Al contrario, el ruido de fondo siempre presente 

en un aparato físico, no es representable por tales funciones. 

Esta fuente de ruido tiene una potencia finita, pero una ener 

gía infinita puesto que mientras más tiempo actúe la fuente de 
ruido, su energía es grande. Entonces, la integral del cuadrado 
del ruido no converge cuando los límites de la integración tien 
den respectivamente hacia - 00 y+ oo. 

En realidad, el ruido es un fenómeno aleatorio, del cual no pod~ 
mos conocer más que una realización, el ruido ya grabado y sin 

poder prever el futuro, ni poder afirmar si hubiera sido idénti 
co sobre otro aparato instalado en paralelo al primero. 

TRANSFORMADA DE FOURIER 

Consideremos la función 11 f 1 (t)" igual a f(t) para "t" comprendi_ 
da entre -T/2 y T/2 y que nosotros prolongáramos fuera de este 

intervalo por periodicidad. 

La función 11 f 1 (t)" siendo periódica la podemos escribir: 
r, 

00 

einw1 t 1 

J \, 
= I T n=-oo 

-T 

Cuando r 1 tiende hacia el infinito, w1 =;~ tiende hacia cero, p~ 

ro no podemos decir nada del producto nw 1. (w1 pequefio, pero n tan 
grande como se quiera). Vamos a efectuar un cálculo al límite, con 
s hlerando: 

de donde: 

f(t) 

w = dw 1 

nw = w 
1 

= Joo 2\ 

- 00 



- 1 6 -

El cálculo al límjte precedente no es evidentemente una demostra

ción matem~tica rir,urosa, pero admitiremos que mediante las con

diciones de integrabilidad de la función "f(t)" supuesta anterior

mente, esta expresión es exacta. Podemos entonces escribir: 

... XVI 

F (w) es llamada Transformada de Fourier (T.F.) de f(t). 

La descomposición de la expresión en dos ecuaciones es un poco 

arbitraria. El coeficiente 2~ hubiera podido ser colocado en la 

primera integral y no en la segunda, incluso parti~ndolo en dos 

(-1-), podríamos utilizar la variable f en lugar de w, ponien-
~ 

do w = 2nf; el coefjciente 1/2n desaparece entonces. El sig-

no (-) negativo en el exponencial nodría ser colocado en la pri

mera integral y no en la segunda, etc .... 

Recordemos también que "w" se llama la pulsación y f la frecuen-
cia cuando t representa un tiempo (ten se~undo, f en Hertz=(sec)- 1). 

Cuando t representa una distancia, "w'' o "f" portan el nombre de 

"número de onda'' (en este caso, reemplazaremos habitualmente t 

por x y w por~). 

Realidad de F(w): 

Si f(t) es una función real, F(w) es en general una función com
pleja. 

En el caso particular donde "f(t)" sea par: 

f (t) = f (-t) n n 

Entonces tenemos: 
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F (w) = .!_ J 
00 

f (t) cos wt dt p 7T p 
o 

La función Fp(w) es real. 

En el caso de una función impar del tiempo 

f.(t) = -f.(-t) 
1 1 

F.(w) = .J-f 
00

f.(t)e-iwtdt = - 2iJ 

00

f.(t) sen wt dt 
1 ¿,r 1 • 7T 1 

-oo -oo 

F. (w) = - i J 
00

f. (t) sen wt dt 
1 7T 1 

o 

La función F. (w) es imaginaria pura. Toda función f(t) puede 
1 

ser descompuesta en una parte "par" y una parte "impar". 

con 

obtenemos entonces: 

f(t) = f (t)+f.(t) p 1 

fp(t)= ½ (f(t) + f(-t)) 

fi(t)= ½ (f(t)-f(-t)) 

F(w) es T.F. de f(t) 

Real de F(w) es T.F. de fp(t) 

Imaginaria de F(w) es T.F. de fi(t) 

Correlación 

La correlación <le dos funciones transitorias reales f(t) y 
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g(t) es definida por 

e (,) = J~®f(u)g(,+u) du . . . XV 

Busquemos su T.F., es decir, c(w). 

El procedimiento de cálculo es similar al utilizado por las 
series de Fourier de las funciones periódicas. 

e(,)· [f(u) [ ¡_;(w)e +iw(,+u) dj 

J 

00 

ºwt 
= _:(wJ G(w)e

1 
dw 

Entonces 

c(w) =2n Ffü G(w) .. . XVI 

igualmente 

Vemos que el orden de las funciones f y g tienen importancia. 

Podemos verificar también que: 

AUTOCORRELACION 

Si las dos funciones f y g consideradas en el precedente párrafo 
son idénticas, la correlación se vuelve una autocorrelación. 
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entonces la "T .F.:, vale 

- .. XVII 

Af(w) es real y af(T) es par, lo que es evidente si vemos la 
última relación indicada en el párrafo sobre la correlación. Es 

evidente que af(O) es un máximo de af(T). 

Es decir: 

Inte~Es Fisico de la Correlaci6n 

.Vamos a utilizar la propiedad de la autocorrelación de poseer 

un máximo para un traslado temporal nulo. 
Consideremos dos funciones: 

f(t) y g(t) = f(t-P) 

Correspondiendo, por ejemplo, a 
dose en· dos puntos diferentes. 

propagaci6n es P. 

una señal propagándose y grabá~ 
La diferencia de tiempos de 

La correlación entre f y g, vale 

cf g (T) = J _: f (u) g ( T+u)du = L~(u)f(T+t-P) du 
,. 

La correlación entre "f" y "g" es entonces la autocorrelación de 
"f" desplazada en el tiempo "p" de propagación. El máximo de la 
correlación indica el valor del tiempo de propagación. 

Si las señales no son ruidosas, esta relación no tiene interés. 

En realidad a las señales se sobreponen siempre ruidos. Lamed! 
da del tiempo de arribo de cada una de las señales puede ser d! 
ficil. La correlación permite encontrar el máximo de parecido 
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entre las señales; midiendo entonces la diferencia del tiempo 

de propagación no entre dos valores, sino sobre el conjunto de 

dos señales. Si la relación señal - ruido, no es muy pequeña, la 
correlación tendrá un máximo para T=-P, que es precisamente la 

diferencia en tiempo del arribo de las dos señales. 

Como para las funciones periódicas es posible normalizar la co 
rrelación: 

y = 
Cf (T) g 

El valor máximo de y es "1" y su valor indicaría el grado de p~ 
recido entre las funciones f y g. 

Convolución: 

La convolución <le f(t) y g(t) es obtenida por la C'Xpresi6n: 

cfg(T) = J~~(u) g(T-U) du XVIII 

verificamos que la T.F. vale: 

Esta última fórmula muestra claramente que f(t) y g(t) juegan la 
misma rcigla en la convolución, es decir, el proceso es conmutati 
vo. 

La convolución es utilizada frecuentemente en el filtrado de 

señales. 

Aquí sólo insistiremos sobre la diferencia entre la correlación 
y la convolución. El cambio, en la integral de la definición de 
T + u en,- u, modifica profundamente las propiedades. 

La Fig. No. 3 muestra las diferentes etapas del cálculo de la 

correlación y de la convolución en un caso particular. 



F ( t) 

G(ltU) 

CORR.DE F 
POR G 

-- 1 

F(t) 

G(U-t) 

F(t)xG(U-t) 

CONV. DE F 
POR G 

Fig 3 Etapas de cálculo de lo correlación 
y la convolución de uno seña 1 
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PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA T.F. 

Reunamos aquí, sin demostración, un pequeño número de propied~ 
des importantes de la T.F que utilizaremos: 
Traslación: 

A f(t-to) corresponde F(w)e-iwto 

Derivación: 

df (t) 
dt corresponde iwF(w) 

Convolución: 

tenernos: 

Representando: J~~(u) g(,-u)du=f(t)*g(t) 

f(t)*g(t) corresponde 2n F(w)G(w) 
f(t)·g(t) corresponde F(w)*G(w) 

LA FUNCION "ó" DE DIRAC: 

El teorema de Fourier se escribe: 

... XIX 

... XX 

... XXI 

Admitamos poder invertir el orden de las integraciones: 

es decir: 

f(t) = L:f(u) li (t-u)du 
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considerando que: 

... XXII 

Las anteriores ecuaciones divergen; no podemos estrictamente 
invertir el orden de las integraciones, pues la integral que 
sirve de definición a o (t) no es convergente. La teoría de 
las distribuciones muestra sin embargo que es lícito utilizar 
tales funciones. 

Nosotros hemos encontrado por el mismo procedimiento la T.F. de 
o (t): 

1 ~(w)=T.F.(o(t)) =z.rr ... XXIII 

La función "o" es nula para todo valor de la variable diferente 
de cero, e infinito para cero, de tal manera que su integral, 
entre un nfimero negativo y un nfimero positivo es uno. 

Podemos considerarla como límite de funciones (en el sentido 
usual del término). Funciones tales que presentan un pico cada 
vez más agudo alrededor del origen. 

Consideremos por ejemplo la función fT(t) cuya T.F. vale: 

-1 •wc[ .:!!.. .:!!..] 2n' T'T 

O· wt[ .:!!._,.!_] 
' T T 

Encontramos que la Transformada Inversa es: 

1 sen (TTTt) 
= f ·¡¡t 

T 

Si T tiende hacia cero, FT(w) tiende hacia 6 (w) y fT (t) 

tiende hacia el infinito para t=O y hacia "0" para t;lO 
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Podremos así, asimilar una función "ó", por un pico estrecho 
cualquiera centrado sobre cero y cuya integral de -oo a + oo vale 
1. 

La Función "s(t)" escalón 

Vamos a introducir otra distribución que será útil posterior 
mente, la función "s(t)" cuya T.F. vale: 

S(w) = 1 -.-
11TW 

Aplicando la definición de la T.F., deberíamos tener: 

s(t)= 
J

oo 1 iwt d 
-.- e w 
11TW 

-oo 

Esta integral diverge para w=O. Pondremos entonces introducir 
el concepto de Valor Principal. 

J

oo 
1 iwt V. P. -. - e dw = 

11TW 
-00 

Lim 
e:-+O 
e:>O 

[J e:.wt J +oo "wt ] e~ dw + e~ dw 
111W 11TW 

-00 e: 

Suprimimos así la divergencia para w=O. 

Este procedimiento de cálculo lleva el nombre de "valor princi_ 
pal de la integral". Admitiendo su validez, encontramos: 

s(t)= V. p. Joo_ooeiwtdw 
i 1TW 

La divergencia ha desaparecido. 

Como podemos demostrar que: 

sinwtdw 
w 
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J

00

sinu du = n 
0 u 2 

s(t) = {:, 
t >O 

t<O 

TRANSFORMADA DE FOURIER EN DOS DIMENSIONES: 

... XXIV 

Hasta aquí sólo hemos considerado T.F. de funciones de una sola 
variable "f(t)", la variable escogida ha sido el tiempo. Es p~ 
sible definir las T.F. de funciones de varias variables. 

Nos limitaremos a dos variables; entonces a funciones 
"g=g(x,y)"; las variables pueden representar: 

-* distancias, tendremos entonces una manera de tratar planos. 
-* una distancia y un tiempo, se trataría de grabaciones de una 

función del tiempo tomada en diferentes lugares de un "perfil". 

Para hacer esta T.F. basta con tomar la transformada de Fourier 
respecto a una de las variables, es decir, de calcular una int~ 
gral, después efectuar la T.F. con respecto a la otra varia 
ble: 

en donde 

F(Kx,Ky) = - 1- [ J
00 

f(x,y)e-i(xkx+yky)dxdy 
4n 2 

-oo - 00 

T.F. de una función <le la forma g(x,y)=g(/ x2+ y2) 

1 Joo roo g F(Kx,Ky)=¡:¡jT -oo 

J_oo 
(/x2+ y2)e-i(xKx + yKy) dxdy 
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Calculemos la integral doble en polares: 

F(Kx,Ky). 4!, fu dp Io2•depg(p)e-i(p:os8Kx<psin8Ky) 

Pongamos: 

Kx = kcos~ Ky = ksin~ 

Tenemos por otra parte: 

Introduciendo la función de BESSEL de orden cero: 

•.. XXVI 

"F"es una transformada de NEWMAN de "g", pero la propiedad impor 
tante que retendremos es que ''F" ,es solamente función de fk2+k2 

X y 

(Si la funci6n f(x,y)tiene una simetría de rotación alrededor 
del origen, su T.F. posee la misma propiedad). 

OBSERVACION SOBRE LAS CONVENCIONES DE SIGNOS 

Por analogía entre T.F. unidimensional 

lWt 

J
CIO • 

f(t) = _:(w)e dw 

hemos puesto para dos dimensiones 

f 
) 



r 

- 27 -

Si consideramos la T.F. de una funci6n del tiempo y del espacio, 
deberemos poner: 

la onda elemental sería entonces: 

i(wt+kx) 
e 

Onda propagándose en la dirección de las x negativas (para w y 

k positivas). Es entonces más usual en este caso particular, pro 
poner 

E vale,según los autores, +1 ó -1. La onda elemental se.propaga 
entonces en la dirección de las x positivas. Las propiedades 
indicadas no cambian fundamentalmente. 

FILTROS 

En casi todos los problemas de la física, y también en algunas 

ramas de la ingeniería, se puede representar un sistema de mane 
ra general diciendo que una señal de entrada excita al sistema 
y sale bajo la forma de una señal modificada por el sistema. 

La transformación que permite pasar de la señal de entrada a la 
señal de salida, se llama un filtrado y el sistema,un filtro. 

Esta definición es evidentemente general e imprecisa para poder 
ser utilizada. Vamos entonces a limitarla imponiendo considera 
ciones sumplementarias: 

1~ Nosotros nos limitaremos a sistemas lineales. 
Si a la entrada 11 e 1

11
, corresponde la salida s 1 , a la entrada 
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e 2 la salida s 2 , a la entrada lc 1+ue 2 corresponderá la salida 

ls 1+us 2 . 

2° En numerosos casos, el oriren de los parámetros no tiene im

portancia ''invariantes nor traslación''. 

Si a la entrada e(t) corresponde la salida s(t), a la entra

da e(t+p) corresponderá la salida s(t+p). 

En fin, hien que esto sea mucho menos indispensable, supon

dremos aue la entrada y por consecuencia la salida, no depen

den más aue de un solo parámetro, que llamáremos el tiempo. 

No habría ca~hio si el parámetro fuera por ejemplo una lon

pitud. 

Las limitaciones precedentes permiten la forma general de un fil

trado. 

La entrada e(t) nucde ser considerada corno la suma de impulsio

nes elementales, diferenciados en el tiempo y de amplitud conve

niente; es decir: 

El impulso elemental o(t) produce una salida f(t) (llamada ''res

nuesta impulsional del filtro"). A o(t-u) corresponderá entonces 

f(t-u) (invariabilidad por traslaci6n). Por linealidad, la sali
da s(t) correspondiente a la entrada e(t) será: 

... XXVII 

Constatamos entonces que la operación de filtrado corresponde a 
una convolución. 

Por T.F. la convolución se transforma en el producto: 

s(w)=2n F(w) E(w). 
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.La señal e(t) es la suma de ondas sinusoidales elementales 
E(w)eiwt cada una de las ondas "eiwt" es transformada por el 

filtro en F(w)eiwt y por superposición encontramos la igualdad 
precedente. 

La T.F. del impulso elemental 8(t) vale in' nos encontramos 
evidentemente con la T.F. de la respuesta del filtro a un ~irac: 

s(w)=F(w) 

T.F. de la respuesta impulsiva f(t) 

REPRESENTACION GRAFICA DE LA RESPUESTA FRECUENCIAL 
DE UN FILTRO 

La relación s(w)=2n E(w) F(w) es parti~ularmente simple y mues 
tra la importancia de F(w). En numerosos casos, bien que F(w) 
sea un número complejo, su módulo IF(w) 1 es el parámetro más 
importante a estudiar. 

En acústica, por ejemplo, el oído sólo es sensible a la ampli 
tud y no a la fase para una frecuencia determinada, igual en 
óptica, el ojo no es sensible a la fase. 

Veremos también casos en los cuales el filtro es determinado 
por su autocorrelación; es decir, por: 2nlF(w) ¡2 • 

La representación gráfica de IF(w) 1 indicará inmediatamente si 
las frecuencias son reforzadas o si las frecuencias son atenua 
das. 

A una entrada real debe corresponder una salida real, entonces: 

F(w)=F(-w) 

Basta con representar la variación de F(w) para los valores 
positivos de w. Es usual hacer esta representación gráfica en 
coordenadas bilqgarítmicas. 

Antes de tomar un ejemplo, recordemos dos definiciones: 
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Octava: la relación <le frecuencia ~, 2w] lleva el nombre de oc 
tava; es evidentemente un intervalo constante (log 2) sobre una 

escala logarítmica. 

El origen de este término es musical: el oído sólo es sensible 

a una relación de frecuencia y dos notas a la octava una de la 

otra,producen sensaciones musicales comparables. Este intervalo 

corr~sponde a una gama. 

Dinámica: Un aparato físico es lineal en una zona dada. Si la 

sefial es muy débil, es amortiguada en el ruido de fondo. Si la 

sefial es muy fuerte, el aparato es saturado y la salida deform~ 

da. La relación de la sefial más fuerte posible a la sefial más 

débil posible (todo siendo utilizable) se llama la dinámica. Es 

ta relación se expresa en <lecibel (dB) y se define un decibel 
como: 

Ez{f) 
ldB=lO logE

1
(TT 

la energía es proporcional al cuadrado de la amplitud de la se 
fial, entonces también encontramos que: 

1dB=20 log 

Consideremos por ejemplo el filtro cuyo cuadrado del módulo de 
1 a T . F . va 1 e.: 

IF(w)l2 = 

Si "w" es pequeña frente a "w 11 • 

o 

log 1 ::: log 1=0 
1+(~)2 

WÜ 

Si "w" es grande frente a "w ") • o . 

::: log 1 = -2 log w+ 2 log w0 (~) 2 

wo 

Consideremos una fre~ucncia w1 superior a w0 y la frecuencia 2w 1 . 

Entre estas 2 frecuencias w1y 2w 1 , la atenuación es (cndB). 
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10 log ::: 20, log 2=-6dB 

Observación. Nosotros utilizamos el cuadrado del módulo, lu~ 

go, el cuadrado de la amplitud proporcional a una energía, la 

dinámica en dB se expresa por 10 log(relación). 

El filtro anterior es evidentemente un filtro pasa bajas (Las 

altas frecuencias son atenuadas). Nosotros podemos aproximar 

la respuesta del filtro por dos semi-rectas, una horizontal,la 

otra teniendo una pendiente de-6 dB;ó deextremidad común en w0 . 

(Fig. No. 4.) 

La atenuación a la frecuencia w0 es: 

10 log =-3dB 

Se describe el filtro por la frase: filtro pasa baja, de fr~ 

cuencia de corte a~ dB, en w0 y de pendiente -6dB por octava. 

EJEMPLOS DE FILTROS PASA BAJA, ALTA Y DE BANDA 

Sea por ejemplo un filtro cuyo espectro de potencia es: 

que corresponde a un filtro pasa baja de frecuencia de corte w0 
y<lcpcn<lientc-6u dB/oct. mientras que: 

corresponde a un filtro 
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m 
e 
• 

Representación gráfica de la respuesta 
del filtro en decibeles 

/F (w)/
2 
= -1-+(-

1
w--)2 
Wo 

frecuencial 
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nasa alta de frecuencia de corte w y de pendiente 6u dB/oct. . o 

Una sucesi6n de filtros convenientes permite realizar los fil

tros Pasa Banda. 

FILTRO CAUSAL 

La relación entre "e(t)" y ''s(t)'' que nos ha servido para defi

nir un filtro·es extremadamente general. 

Pero si el filtro corresponde a una realizaci6n física posible, 

debemos restringir las posibilidades de elección de f(t). Hemos 

observado ya que a una entrada "e(t)" real, debe corresponder 

una salida "s(t)" real; esto no es suficiente. Falta ademlis con

siderar que el efecto no preceda a la causa; la salida s(t) debe 

ser nula para el tiempo en que la entrada es inexistente. Tal 
filtro es llamado ''causal". 

,ra Definición: Un filtro "f(t)" es causal si la salida "s(t)" es 
nula mientras que la entrada es nula: 

Ve(t); e(t)=0 nara t<to. 

2da D f. . . ,,. e 1n1c1on: Un filtro "f(t)" es causal si f(t)=0 para t<0 

3 ra n f. . . ,,. . e 1n1c1on: Un filtro f(t) es causal si su T.F. ''F (w) ", 

no tiene polo en el semi-plano complejo inferior: 

Dem.ostración: 

Puesto que: "e-iwt" c-s una función holomorfa derivable de la va

riable compleja w, entonces: 

. 1 f"" -iwt f(w) = Tn _
00

f(t)e dt 

F(w) es la suma de funciones holomorfas de w; ~(w) es entonces 
una función holomorfa de w salvo para los valores de w tales aue 
la intcpral no ten!!a sentido. 

f(t) se calcula por la.exprcsi6n ya conocida: 
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que podemos integrar en el plano complejo por el método de los 
residuos. 

Podemos formar el contorno de integraci6n "por encima" (contoE_ 
no c1), o "por abajo" (contorno c 2), (Fig. No.S), esto es: 

w=x+iy 

iwt ixt -yt e =e e 

Se requiere entonces que eiwt tienda hacia cero cuando IYI au 
menta indefinidamente: 

Para t>O se requiere que y>O y escogeremos el contorno c 1 
Para t<O se requiere que y<O y escogeremos el contorno c 2 

finalmente 
iE residuo (semi-plano Im(w)>O,t>O 

f (t) = 

iE residuo (semi-plano Im(w)<O,t<O 

como f(t) debe ser nulo para t<O, F(w) no debe tener polo, en 
el semi-plano Im(w)<O. 

4! Definici6n: f(t) es un filtro causal si Im· (F(w)) es la 
transformada de llilbcrt de Re (F(w)). 

Demostraci6n: 

Una función "f(t)" cualquiera puede siempre ser descompuesta en 
' 

la suma de una funci6n par y de una función impar. 

en donde:. 
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Fig 5 Contorno de· integración poro la función II f ( t ) " 

• 
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f Pe t) =½ IT et)+ fe - t )J 

f 1 (t)=j (I(t)-f(-t)] 

en el caso particular de un filtro causal (f(t)=O si t<O) 

Consideremos: 

f (t) = p 

1 
2r et) ; t> o 

jf(-t) ;t<O 

s(t)= 1
1; t>O 

-1 ; t < O 

La T.F. de s(t) es "s(w)''tal que: s(w) = 1 -.-
111 W 

Luego: 

y entonces 

Denominando: 

y 

vernos que: 

f.(t)=f (t)·s(t) 
l p 

F. (w)= F (w)*s(w) 
1 p 

F. (w)=i Irn(f(w)) 
1 

F (w)=Re(F(w)) p 

. . 1 JooRc(F(u)) 
Im(l·(w))=-n • w-u du 

- 00 

.. . XXVIII 
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igualmente: 

Re(F(w)~¼ J
00

Im(F(u)) du 
w-u -oo 

Entonces Im(F(w)) es la Transformada de Hilbert de R (F(w)). 
e 

FILTRO DE FASE MINIMA 

Sea un filtro "f(t)"; conocido e(t), somos capaces de calcular 
s(t) si conocemos el filtro. Se puede resolver el problema en 
sentido inverso: conociendo s(t), es posible encontrar e(t). 

La relación general 

s(w)=2nE(w)F(w) 

nos muestra que el problema es matemáticamente posible. 

Cambiemos las condiciones del problema: si "f(t)" es un filtro 

causal, el filtro inverso "f-~t)" que permite determinar e(t) a 
partir de s(t), es un filtro causal. 

1 La relación E(w) = ZnF(w) s(w) nos muestra que el filtro 

f- 1 (t)" tiene por T.F: 

- l 1 ·1 
F (w)= 4n2 F(wT 

- 1 Primero para que "F (w)'' tenga sentido para w real, F (w) debe 
ser diferente de cero para todo w real. 

Si el filtro 11 C 1 (t)" es causal, F- 1 (w) no debe tener polo para 
Im(w)<0. Sabemos ya que F(w) no tiene polo para Im(w)<0 (el fil 
tro f(t) es causal). 

Para que nuestro problema tenga solución, se requiere entonces 
que F(w) no tenga ni polo ni cero para Im(w)<0. Tal filtro es 
llamado de fase mínima. 
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PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LOS FILTROS DE FASE MINIMA 

Consideremos el conjunto de funciones causales "p(t) 11 admitiendo 
el mismo espectro de potencia, tales que IP(w) 1

2 sea el mismo 
para todas las funciones del conjunto (para w real solamente). 

En este conjunto, la función de fase mínima es aquella cuya ener 
gía es la mayor cerca del origen; es decir, para toda T: 

J: P'(t)dt es máximo para la función a fase mínima 

La integral anterior es evidentemente una función creciente de T 

y 

f TO P2 (t)dt tiene el mismo valor para todo el conjunto. 

La función de fase mínima es aquella para la cual 

fTO P2 (t)dt se acerca lo más rápido posible a asíntota. 

Las funciones "p(t)" son causales, entonces los diferentes espeE_ 
tras "P(w)" no tienen polos para Im(w)<0, pero sólo la función a 
fase mínima no tendrá cero para Im(w)<0. 

Un cero de "P(w)" es automáticamente un cero del espectro de P2. 

tencia común al conjunto IP(w) 1
2 ,esta última función es real, 

el complejo conjugado de una raíz, es él 'mismo una raíz. 

Transformada en Z 

Sea una serie de muestras correspondientes a la discretización 
de una función x(t) al paso 6T. 

x =x(n6T); n entera n 

Llamaremos transformada en Z(T.Z.) de la serie 
de Z: 

X ' n 
a la función 
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X (Z) ... XX IX 

La suma se extiende de - 00 a+ 00 • En la práctica, habri siempre 
un límite tanto hacia los tiempos positivos como negativos. Si 
la función x(t) corresponde a una función transitoria, la serie 
anterior es convergente si IZI = 1. Admitamos esta convergencia 
demostrando la necesidad de la misma: 

La T.F. "x(w)", de x(t) es: 

• 1 J
00 

-iwt x(w) = Tir _:(t)e dt 

pero por hipótesis, x(t) sólo es conocida en los tiempos ntiT, la 
única evaluación "x(w)" que pudiéramos hacer de x(w) es: 

A 

x(w) = tiT E xne-inwtiT 
Tir n 

tiT Por un factor numérico de z-;-, pasamos de "x (z)" a "x (w)" por un 
cambio <le variable, es <lecir: 

y 

x(z) -+ x(w) 

-iwtiT z=e ... XXX 

Esto explica la convergencia de las series x(Z); pero bien en 
tendido no es v5lida a menos que tiT sea suficientemente peque~a 
(m5s exactamente, el producto wtiT, que es adimensionaL sea p~ 
queño). 

En el cambio de variable z=e-iwtiT, el plano cornplefo de los w 

se convierte en el plano compleio Z. Verificamos que en este 
cambio,el eje real de los w se convierte en el circulo (C) de 

radio 1, centrado en el origen del plano Z, el semi plano 
lm(w<O), se transforma en el interior de (C). 

El semi plano, Im(w)>O se transforma en el exterior de (C). 

La T.F. de la x(t), es entonces representada en el plano Z, por 
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la T.Z. de ~(t), que puede representarse por una serie. 

Observamos entonces la simetría de la T.F. y T.Z., simetría 

existente tanto en las transforwadas directas como sobre las 

transformadas inversas. 

CONVOLUCION DE DOS SENALES DIGITALIZADAS 

La convolución para sepales continuas transitorias se define co 

mo: 

Para señales digitalizadas, sólo podemos hacer intervenir los va 

lores de u y de T . que sean de la forma ktiT (k entera), esto es: 

c (ni\T) = ¿ tiT f 1 (ktiT) f 2 (ntiT-ktiT) 

k 

Considerando 6T unitario. tenemos: 

c(n) = í)1 (k) f 2 (n-k) 

k 

La simetría entre T.F. y la T.Z. nos sugiere que: 

Correlación-autocorrelaci6n 

La correlación <le señales continuas es definida como: 

Para sefiales discretas es: 

c(n) =¿f1 (k) f 2 (k+n) 

k 

... XXXI 
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y por T. Z.: 

Tendremos entonces para la autocorrelación: 

af(n) = ¿f (k) f(k+n) 
k 

... XXXII 

... XXXIII 

La T.Z. de la autocorrelación es evidentemente una función real 

positiva, verificando todas las propiedades de la autocorrela 
ci6n de una función transitoria. 

Filtros Num~ricos 

Considerando únicamente los filtros lineales, iñvariantes por 

traslación en el tiempo: 

La sefial de entrada e(t) sólo es conocida en los tiempos KóT 

No se podrá calcul:ir la señal de salida s(t) más que en los tiem 

pos kóT, es decir, s(kAT) = sk 

Siendo el filtro lineal, sk será representada por una combina 

ción lineal Je ck: 

' Siendo el filtro invariante por traslación el tiempo. 

l~ T.Z. tendremos evidentemente: 

S(Z) = F(Z) E(Z) 

El filtro en Z más simple es: 

F (Z) = Z 
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En este caso particular: 

S(Z) = ZE (Z) 

Luego: 

y entonces: 

el filtro F(Z) = Z corresponde a una traslación de la serie digi 
talizada en una unidad. 

Generalizando, F(Z) = zP corresponderá a una traslación de P 

unidades: 

... XXX IV 

Un filtro, en general, sólo permite calcular sn(n entera) a par
tir de los valores de ek (k entera), todo filtro es pues una com 

binación lineal de filtros de traslación de orden variable .. 

La función F(Z) es una serie de la forma: 

TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA 

El filtro mfis importante en el tratamiento de se~ales es la Trans 
fo.rmada de Fourier. Hasta el presente, no hemos presentado la 
T.F. como un filtro, pero ella constituye evidentemente un op~ 
rador lineal, pudiendo ser considerado como tal. 

Sea la secuencia de N Términos: 

la mejor aproximación que se puede hacer de la T.F. es evidente 
mente: 

x(w) = rx (k) e-iwk~T 

k 
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Los valores de w que eligiremos serán de la forma: 

wn = nflw n:; ~, 1 ,2, ... N-1] .. 

Debemos evaluar ~w; 

Aw. es la pulsación más pequeña posible correspondiente al p~ 
riodo más largo posible que pueda contener la seftal. 

El periodo más largo posible serA de N6T y la pulsaci6n corres 
pendiente: 

AW,. 2'TT 

N6T 

El exponencial interviniendo en el cálculo se escribe __ enton- .. 

ces.: 

• k 2 7T AT • e - * k~ • e -1 ~ nu : !~ _ 

pongamos: 

La T.F. discreta se escribe entonces: 

x (n) = rx (k) w nK 
1c n 

... XXXV 

n,k=O, 1,2,3, ... N-1 

y bajo la forma de ecuaciones, la T.F.D. es: 

X(O) • X(O) Wº+X ( 1) Wº+X (2) Wº+ ... +X (N-1) r' 
X(1) • X(O) w•+x (1) W1 +X (2) W2 + ... +X (N-1) wCN-1) 

X(2) = X(O) Wº+X ( 1) w2 +x (2) w1t + ... +X (N-1) w2 (N-1) 

. 

. 

. 
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El sistema anterior puede invertirse; entonces la T,F.I.D. es: 

X (O) 1 

X ( 1) 1 w - 1 w -2 

X (2) w -2 w-1+ 

1 

= 

X (N-1 w 
- (N -1 ) 

w - 3 

w - 1 

1 

w 
- (N -1 ) 

w 
-2 (N-1 J 

-lN-1) 2 

w 

X (O) 

X ( 1 ) 

X (2) 

X (N -1 ) 

Podemos verificar Jirectame11te que el producto de las dos matri 

ces permitiendo la T.F. y la T.F. inversa es una matriz de idcn 

tidad. 

TRANSFORMADA Dl: FOURIER RAPillA (FFT) 

Un algoritmo de c5lculo, publicado por Cooley y Tukey, permite 

hacer el cfilculo de la T.F. mfis rfipidamcnte que las ecuaciones 

anteriores. Este procedimiento es conocido con el nombre de FFT 

(fast Fourier Transforrn): 

Supongamos que N sea par, vamos a efectuar el cdlculo de una T.F. 

de N puntos: 

X = T xk 
11 

k = 

nk 
\\' 

n=0,1,2, ... N-1 

k=0,1,2, ... N-1 

formemos <los nuevas secuencias con las muestras, pares e imp~ 

res de la secuencia original: 

ªe = x2k 
. . . K "' c·l 

, ... N 
1 J z- -

h = x 2 K+ 1 e 

-
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que podernos 

La T.F. de 

se obtiene 
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escribir: 
N 

e=r-1 

xn = I 
e=O ªe 

N 
e=r-1 

I 
e=O 

(W2)nk + 

ªe' auc <len ominamos Ap, 
por: 

N 
e=z--1 

\
Ar, Pe. Ap = I ªe B11 = 
' ' c=O 

4n 

b \11 • (2k+1) 
e 

N 

... XXXVI 

e=r-1 
b (lv2 )nk l\,n I e e=O 

y la de be que denominarnos 

N 
e=r-1 

w,Pe I be 
e=O 

B 

W' es e- 1 

T.F. de ªe 
riación del 

N. Los t~rminos contenidos en Xn se parecen a las 

y he. Ln diferencia que existe es el dominio de va-

Indice; en Xn, n varia de O a N-1 y en AP' p varia 
N de O a 1 -1 . 

Debemos entonces considerar 2 casos: 

1 ) n = 1- O , 1 , . . . , ~ - 1 J - ... 

2) - 1- N n - - Z-' N 1 N-1 ] ¿ + , ... 

N consideremos n = p + ! 

p varfa evidentemente entre O y~ - 1, entonces considerando la 
ccuaci6n No. XXXVI .tenemos: 

N 
e=z--1 

I 
e=O 

a e 

p 
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o sea, reemplazando w por su valor: 

... XXXVII 

Hemos efectuado el c5lculo de Xn, calculando Ap y BP. 

Si N es una potencia de 2, (N=2n), el mismo proceso podrá efec

tuarse n veces, llegando al cálculo de N veces la T.F. de una 

muestra. Este último cálculo es evidente, según las ecuaciones 

de la T.F. discreta, la T.F. de una funci6n reducida a 1 punto 

vale ese punto (x =x ). o o 

El interés de este m~todo de cálculo es su rapidez. Evaluemos el 

número de multiplicaciones que demanda una T.F.: 

a) T.F. discreta: 
En la T.F. discreta, debemos hacer N multiplicaciones para 

cada índice, o sea, un total N x N multiplicaciones. 

b) T.F. r:ínida: 
p 

El cambio de dos T.F. con T puntos, en lugar de una T.F. con 

P puntos necesita p multiplicaciones. Verificamos que cada 

una de las operaciones de duplicaci6n necesita N multiplica

ciones, y que existe un nrtmero total de n=N log 2N duplica

ciones. De manera anroximada, la duraci6n del cálculo sobre 
una computadora es proporcional al nrtmero de multiplicacio

nes (m5s las divisiones si las hay, que no es el caso aquí). 

Constatamos entonces que un prorrarna de F.F.T. es mucho más rá

pido a ejecutar aue la T.F. discreta, tornemos por ejemplo: 

N = 1024 = 21 º 
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La T.F. discreta efectúa 10 6 multiplicaciones; La F.F.T. efec 
túa aproximadamente 10 4 multiplicaciones. 

El 2o. programa es 100 veces más rápido a tratar que el primero. 

Bien entendido, si el número de puntos no es una potencia de 2, 
podemos formular el algoritmo de la T.R.F. para otra base, si 
guiendo un proceso similar. 

EL FILTRO CAUSAL EN DATOS DISCRETOS 

En un filtro causal, la salida "Sn" del filtro, sólo depende 
de los valores de la señal de entrada "en", en los tiempos ante 
riores al tiempo n. La fórmula general del filtro es: 

00 

e n-K 

y se simplifica: En efecto no deben de intervenir J11As que los 
valores de n -k,2.n; fk es nula si k es negativa, entonces: 

00 

s = I fk e n-k n k=0 

encontramos entonces la Za. definición de un filtro causal: 

fk = O para k<0 (equivalente a f(t) = O si t<0) 

La función F (Z) , o T. Z. de "f" es entonces: 

00 

F(Z) = ¿ 
k=O 

... XXXVIII 

Podemos afirmar entonces que un filtro causal será de fase mini 
ma si F(Z) no tiene polo, ni cero en el interior del circulo (C). 
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APL ICAC ION DE LOS r: T 1:rnns 
---------------·--· 

N. Wiener ha desarrollado una teoría del diseño de filtros di

gitales aue tiene una enorme anlicación en la prospección geo

física. 

El problema planteado por Wiener podernos resumirlo en la pregun

ta siguiente: 

¿Cómo diseñar un filtro real que a una entrada determinada "xt" 

corresponda una salida "zt" deseada? El diseño del filtro se 

efectúa con el criterio de mfnirnos cuadrados, puesto que lasa

lida verdadera del proceso de filtrado "Yt" es diferente a la 
salida deseada. 

El problema se presenta ilustrado en la Figura No. 6. 

xt Seña I de 
entrado ----- ft filtro o 

diseño r 

Yt Solido verdo -
dero del proceso 
deseado 

Zt Salido deseada 
-------1 del proceso de 

f iltrodo 

Fig 6 Modelo general del diseño de un filtro 

Para resolver el problema planteado recurriremos a los siguien

te s con ce p t os que h a n s i do e s tu d i a dos ante rj o rm en te : 

a) La función de J\uto-Corrc1aci6n "<P (T)": 
XX 

La dcfinidón matem:ítica correspondiente es: 

Si consideramos l;1 funci6n de J\utocorrelaci6n valuada en T=Ü, 

tenernos: 

rt, (O) 
XX 

= 'i' x2 
f. t 
t 
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entonces: 

En términos de la teoría de señales, el valor de la "4> (O)" es 
XX 

llamada "Energía ele la Señal". 

b) Concepto del valor Esperado: 

y de la relación inversa de Fourier para "xt": 

* 

x(k) =} [I x•(n) w"k] 

en donde"*" indica el conjugado. 

Encontr~mos: 

... XXX IX 

Entonces E{ } es un operador promedio, que para T=O representa 
el contenido encrgdtico de la señal. 

c) De la misma forma·, la función de intercorrelación entre dos 
señales la representaremos por: 

... XL 

se demuestra que: 

y 
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Regresando nuevamente al problema propuesto por Wiencr, que 

matemáticamente lo podemos expresar corno: 

es decir, la diferencia energética deberá ser mínima. 

Puesto que: 

n 
y = L f X 

t T=Ü T t-T 

y sustituyendo: 
n 

I = E { (z t - r f xt ) 2 

T=Ü T -T 

minimizando la diferencia energética, usando el concepto de 

la derivada, tenemos: 

a I = O ar; 

consideremos por ejemplo "al" 
ar 1 

encontramos: 

n 
= 2E { (zt .xt-1 )- !: 

T=Ü 

n 
= 2E {zt.xt-1}-2 r 

-r=O 

... XLI 

fT,Xt-1 Xt-T} 

fTE{xt-Txt-1 1 
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n 
= 2~ (1)-2 E f $xx(1-T) 

ZX T=Ü T 

por lo aue: 

n 
E 

T=Ü 
f $ (1-T) 

T XX = $zx (1) 

En forma general para cualauier fT, tendremos: 

J = O, 1, 2, ... n. 

... XLII 

La expresión anterior, constituyen las ecuaciones normales de 
Wiener. Su solución respecto a "fk" proporciona los coeficien 
tes del filtro. 

DETERMINACION DEL ERROR O DIFERENCIA ENERGETICA 

Hemos partido de considerar la diferencia energ~tica cuadrada co 
mo: 

Efectuando el cuadrado indicado: 

I=E { (z 2 - 2 t 

n 
í 

1=0 

n 

fT. a:ofaxt-T· xt-a)} 

n n n 

1

_ J 
I=E {z~} -2 E f E{zt xt } + E f E f E x x 

T=Ü T -T T=Ü Tcr=O a - t-T t-cr 
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Sin embargo, sabernos que: 

E { z 2 } ·= <fl ( O ) t zz 

E{ztxt }=<j> (1) 
-1 ZX 

E { X t X t 
0

} = E { X t X t + } = E{ X t + X t } = </) ( <J - 1 ) 
- 1 - 1 - O 0 -T XX 

Sustituyendo las anteriores relaciones, tenernos: 

n n n 
I=</)zz(0)-2 ¿ f1<Pzx(1)+ ¿ fT ¿ fa<Pxx(o-T) 

1=0 1=0 a=O 

Si en la rcl~ci6n anterior, sustituimos el conjunto de ecuacio 

ncs normales que minimizan la diferencia energ€tica, esto es: 

f 1 <fl X X ( .J - 1 ) = </) Z X (.J) 

Entonces: 

n n n 
I . =<fl ~)-2 E f1<Pzx(1)+ E f E fa <Pxx(T-a) 
m1n zz 1=0 t=O 11=0 

n n 

Irnin =<Pzz(0)-2 1!0 f1<Pzx(1) + 1!ofT</lZX(T) 

n 
J =~ (0)- E f ~ (T) rnin ~zz 1~zx 

1=0 

"r" = ... XLIII 
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La expresión anterior es llamada "Error Cuadrático medio norma 

lizado", su análisis indica que "s" jamás es negativo y además 

varía entre "cero y uno". 

la señal deseada l!zt" está 
salida real del filtro. 

Mientras más cercano sea "s" a cero, 

en concordancia con la señal "y" t ' 
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PROPAGACION DE ONDAS SISMICAS EN MEDIOS ESTRATIFICADOS 
EN TERMINOS DE LA TEORIA DE COMUNICACIONES. 

Propagación de ondas a través de una interfase: 

Consideremos dos medios: homogéneos e isotrópicos. 

Imaginemos ahora que una onda plana arm6nica de frecuencia "f" 

y amplitud- "A." viaja descendentemente en el medio "1 ". El dis 
1 

turbio incidente, que asumimos, es el desplazamiento del medio 

de su posición de equilibrio, y ~s la parte real de: 

... XLIV 

Mieritras que la onda arm6nica plana reflejada es 

... XLV 

y la onda armónica plana transmitida al medio "2" es: 

... XLVI 

es importante notar que la misma frecuencia "f" se mantiene para 
las tres ondas consideradas. 

La Figura No. 7 ilustra el problema considerado: 

medio 1 

interfase horizontal 

medio 2 

Fig 7 
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Por medio de dos condiciones de frontera, las cuales son: 

a) En la interfase, el coeficiente de desplazamiento deberá ser 

contínuo. 

b) En la interfase el coeficiente de esfuerzos deberá ser contí 

nuo. 

Podemos obtener las siguientes relaciones entre los coeficien 
tes de amplitud de las ondas consideradas: 

A = 
z 1 - z 2 

A. Ar =rA. r= 
z 1 -z 2 

r z1+z2 1 1 Z1+z2 

A = 
2z 1 A. At=tAi t= 

2z 1 
t z1+z2 1 z1+z2 

en donde definimos la impedancia acústica "Z" corno el producto 
de la densidad y velocidad del medio considerado. 

En el caso de tener la onda 1ncidente propagándose ascendentemen 

te hasta alcanzar la interfase tal como lo ilustra la Figura No.8: 

medjo 1 

/ 
INTERFASE HORIZONTAL 

medio 2 Fig 8 

obtendremos las siguientes relaciones entre la amplitud de los 
coeficientes de onda: 

A' r A'=r'A. r 1 
r'= 
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Zz 2 At':::: t I Al. ; t I = 
z1+z2 

Es evidente que las relaciones siguientes se satisfacen para los 

coeficientes de transmisión y reflexión: 

r=-r' 
... XLVIII 

tt'-rr'=1 

TRANSFORMADA "Z" DE LOS COEFICIENTES DE DESPLAZAMIENTO 

Considerando el modelo de estratificación horizontal, tendremos 

las siguientes ondas descendentes en el techo de las diferentes 

capas, (Fig. No. 9). 

Tiempo 

o 1 2 3 4 

Capa O 

INTERFASE 

1 N TER FAS E 

Fig 9 Ondas descendentes en un medio estratificado . Los ondas estan 
posicionados en el techo de los copas . 

El coeficiente de desplazamiento "d" nara las ondas descende~ 

5 

tes en el techo <le capa, están constituidas por la forma siguie~ 
te: 

ll 
. k,k+Zn-1 
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Luego entonces para una capa determinada "K", la transformada 

en "Z" será: 

00 

d 2k+2n-1 
k,k+Zn-1 

... XLIX 

Consideremos ahora el caso de las ondas descendentes en la base 
de la capa correspondiente, (Fig. No. 10). 

T I E M P O 

Copa 3 

Fig 10 Ondas descendentes en la base de las diferentes capas 

Busquemos generalizar e 1 coeficien +.e "d' "de desplaz ami en to: 
d' k,k+2n 

Entonces la transformada en "Z" será: 

d' zk+d' zk+Z+d' zk+4 ( k k k k+ 2 k'k+4 ... =Dk' Z) 
' ' 

Es evidente que la relaci6n entre ambas transformadas es: 

... L 

Mediante un procedimiento similar es posible verificar que la 

relación entre las transformadas "Z" para las ondas Ascendentes 
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en el techo y base <le una capa determinada, será: 

... LI 

RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE ONDA 

Estudiaremos ahora la relaciói1 que existe entre los coeficientes 

de onda, es decir, la dependencia entre los coeficientes de re

flexión y transmisión. 

La Figura No. 11 indica el problema a tratar: 

INTERFASE k 

TIEMPO 

j-1 

CAPA k 

T////ll1T/l/lllll. 

uktl
1
j 

/ 

j+l 

Fig 11 Esquema en la interfase entre las capas k y k + 1 a I tiempo j 

El coeficiente Uk' . estii relacionado de la forma siguiente: • , J 

u~,j = r<l~,j + t'Uk+l ,j' mientras que el coeficiente 

dk 1 . = r 'Uk 1· . + t dk' . ·+ ,J + ,J ,J 

por tanto, manipulando algebraicamente: 

- r "' - k 1 • + , J 



- 59 -

y sustituyendo encontrarnos: 

uk • 
r 

(dk+1 ,j r 'Uk+1 ,j) + t 'Uk 1 • = f -
,J + 'J 

uk • 
r 

dk+ 1 , j 
rr' 

Uk+1 ,j + t 1 
Uk+ 1 ,j = f - -t-, J 

tUk • = rdk+ 1 • rr 'Uk+l • +t t 'Uk 1 • 
'J 'J ,J + , J 

tUk' . = rdk + 1 • + (tt'-rr') Uk+ 1 , j ,J ,J 

tU\ • = rdk+ 1 • + Uk 1 • 
'J 'J + 'J 

t<l 'k . = dk 1 • + rUk 1 • ,J + ,J + ,J 

tal sistema de ecuaciones se podrá establecer para un indesado 

de tiempo k = j , j + 2 , j + 4 ... , 

Tomando la transformada en "Z" <lel sistema anterior, encontra 

rnos: 

tlJ'k . z.l 
,J 

t<l'k . z.i 
• 'J 

= <l Zj + rU zJ 
k 1 • k 1 • + ,J + ,J 

Sumando tales ecuaciones nara k = j, j+2, j+4, ... encontramos: 

t r U 'k . zj = r r dk 1 • 
zj + ¿ uk 1 . zj 

. , J j + , J j + , J 
J 

t í.<l\ . zj = r. dk 1 • zj + r ¿ 
Uk+1 ,j 

zj 
j 'J J 

+ , J j 

que en su representación por medio <le la transformada "Z" qued~ 

ría: 



Es decir: 

t U' (Z) = 
k 

uk (Z) = rk/tk Dk+l 

D' (Z) 1/tk Dk+1 = k 

- (Jo -

(Z) + 1 
Uk+1 (Z) 

tk 

(Z) + 
rk 
tk Uk+1 (Z) 

, Recordando las relaciones anteriormente determinadas: 

D' k (Z) = Z Dk (Z) 

U' (Z) = 1/Z Uk (Z) k 

Uk (Z) Z rk/tk Dk + 1 (Z) + z 
Uk+1 (Z) = 

tk 

Dk (Z) 
rk 

Uk+1 (Z) + 1 
Dk+1 (Z) = Ztk Ztk 

Por lo que se ha determinado: 

z - 1 
- 1 

Z rk 
Dk+1 (Z) --

tk tk 

Zrk z 
Uk+1 (Z) --

tk tk 

... LI I 

relación que indica la dependencia entre las transformadas en 

"Z" de las ondas ascendentes y descendentes en el techo de una 

capa determinada "k" respecto a la capa "k+1". 

Es evidente que t¡1l relación es general y podríamos establecer 

una serie <le matrices <le comunicación para relacionar la trans

forma<la en "Z" <le la primera capa respecto a una capa inferior 

determinada. 
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La matriz de comunicación entre la capa 110" y la capa "1" será: 

D' (Z) 1 ro 
D1 (Z) o ta ta 

= ... LI I I 

U' (Z) 
ro 1 

º1 (Z) o ta ta 

MODELO DE CAPA DE ESPESOR FINITO 

En este eje~plo se suponen dos capas homogéneas e isotrópicas, 

en las cuales cuando la onda iniciante penetra al segundo medio, 

ya no existe reflexi6n. 

La Fig. No. 12 ilustra el nroblema: 

ENTRADA (t(z) 

INTERFASE O 

INTERFASE l 

SALIDA 02 ( z ) 

SALIDA U0(z 

CAPA 

Fig 12 Representación esquemática de un modelo estratificado de dos capas 

Consideramos que 1 a transformada en "Z '' de la onda o energía de 

excitación es: 

por lo tanto, el sistema de comunicación en el dominio de la 

transformad a "Z" serfi: 
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D' (Z) 
ro 

D1 ( z) o rº to 
= 

U' (Z) 
ro 1 

u1 (Z) o ¼ to 

entonces el sistema entre capa "1 " y "2 " será: 

z -1 r1 z 
n1 (Z) T,- t1 D2 (Z) 

u 1 (Z) 
r 1z z 

U2 (Z) Ti- r, 

pero ya indica~os que se ha supuesto la capa (2) como un semi 

espacio infinito, es decir: 

u
2 

(Z) = O 

Entonces resolveremos finalmente el sistema de comunicación: 

1)1 (Z) ,,., -1 -1 D2 (Z) L. r,z 

1 
= 

U (Z) 
t, 

r1Z z o 
z 

D' (Z) 1 z -1 -1 1 fo (Z)' o ro r1Z \ 2 
1 

t1 
l - :t-

o 
U' (Z) ro 1 r 1z z ¡. o o 

L 
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Sustituyendo las condiciones iniciales del ejemplo: 

U' o (Z) 

Entonces: 

tOtl 

y entonces: 

1 = 
tüt1 

= 

11 U' (Z) = o 

- 1 Z + r 0r 1z r 1z - 1 

r 0z - 1 
+ r 1 Z r 0r 1z 

·zz r O + r 1 

11 D (Z) = 
2 

11 

+ r 0z 

-1 
+ z 

D2 (Z) 

o 

11 

... LIV 

u0 (Z) constituye la transformada en "Z" de la respuesta obtenida 

en un gcófono situado en la superficie para una excitación normal 
impulsiva. 

P a r a es te III o de l o n o ~, e ha e o n s i <lera <lo a b sor e i ó n en e 1 me d i o . 



- 64 -

DECONVOLUCION PREDICTIVA: 

Un método comúnmente utilizado en el tratamiento de la información 

geofísica es el proceso de deconvolución, medio por el cual es po

sible tratar una señal, y conocer su contenido de información, es 

decir, recuperar la señal deseada. 

Podemos ilustrar el proceso de deconvoluci6n como sigue: 

sea: 

en donde: 

xt = señal que contiene la información "qt" 
convuelta con datos perturbadores "p" t 

"qt" = podría ser por ejemplo el contenido de los coeficientes 
de reflexión del subsuelo. 

Entonces: en el dominio de la transformada "Z" tenemos: 

X (Z) = Q (Z) P (Z) LV 

El filtro "f" deberá de ser diseñado con el criterio de extraer t ' 
la información "q " es decir: 

( t) ' 

Y - X * f = q t - t t t 

esto es: 
Y (Z) = X (Z) F (Z) = Q (Z) 

Sustituyendo (LV) en (LVI) tenemos: 

Q (Z) P (Z) F (Z) = Q (Z) 

P (Z) F (Z) = 1 

... LVI 

... LVII 

Es decir, la convolución entre la señal disturbio "Pt" y la fun
ción característica "ft" deberá proporcionarnos un impulso unita

rio de retardo cero. 

Observando la expresión (LVII) bajo el criterio del filtro de 

Wiener, lo que requerimos es una señal deseada de longitud unita

ria posicionada en ~ = O . 
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Es decir, bajo el criterio de Wicner, tenemos: 

dt = 1, O, O, O, ... 

Por lo que el sistema de ecuaciones normales de Wiener proporcio
na: 

T=n -1 

\ f • ~ (J-T) = ~dp (J) l. T pp 
T=0 

... LVIII 

O en su forma matricjal: 

r r1 rz r3 . . . r n-1 fo 1 o 

rl ro rl Tz r3 . . . rn-2 fl o 

T l r 1 ro r1 rz r3 . . r ll -3 f 2 
o 

= . .. LIX 

o 
o 
o 

rn -1 r 
11 - 2 r n-1 . . ro f n -1 o 

E11 realidad, rigurosamente se obtiene: 

q,I (·i) = rt 
LP 

J 
t+T • Pt = Po' O' O' O' O • , • 

que podemos escalar o normaliznr como: 

(p I ( t ) = 1 , O , O , O , , , . 
l p 

La solución del sist<.'m:1 de c·nwciones resultante de LIX nos pro
porciona C'I ll;im:1dn filtro de deconvo1uci6n. 
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Es evidente que la aplicación prfictica de LIX, implica el conoci-, 
miento de la función ele J\utocorrelación "<!> (-r)" de los datos dis-pp 
turbios, que en realidad es desconocida, ya que solamente conoce-

mos la señal "Xt". Sin embarro, demostraremos que bajo ciertas 

suposiciones consideradas llepamos a tener conocimiento de 

"<!>rr(-r)" a partir de "<l>xx(-r)". 

Se conoce que: 

o en el dominio ele T,Z: 

X(Z) = Q(Z) , P(Z) 

La función de auto-correlación, en el dominio de la transformada 

"Z" es: 

X(Z) = X(l/Z) 

<f>xx(Z) = ,~(Z) P (Z )] 1~(1 /Z) P(l/Z)] 

cpxx (Z) = [0cz J Q(l /Z)] [~1(z) P(l /z)J 

cp XX ( Z) = <l>qq(Z) <Prr(Z) ... LX 

Nuevamente en el dominio temporal, tenemos: 

Si partiwos de la suposici6n de que: 



\ 
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Encontramos que: 

= l <P (t) c/> ('T-t) = E e/> ('T) 
t qa PP rr ... LXI 

o sea, las dos autocorrelaciones difieren en un factor de esca

la. 

Ahora vamos a mostrar que el llamado filtro de predicción con 

distancia de predicción unitaria es en realidad un filtro de de

convolución: 

El modelo general de filtrado es ilustrado en la figura No. 13: 

en donde: 
Fig 13 

Y t = xt * f t . . . LXII 

si consideramos como salida del proceso del filtrado a: 
A 

Yt = Xt+a' lo cual significa una estimaci6n de l!Xt" en otra épo-
ca futura, o bien una versión adelantada de "Xt". 

Es evidente que existe una secuencia de errores, la cual es: 

-
J.; = X - X t+a t+a t+a ... LXIII 

Si sustituimos en LXIII la expresión LXII, tenemos: 

que en el dominio <le la transformada "2", es: 

z-a L(Z) = z-a X(Z) - X(Z) F(Z) 
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o seci: 

L(Z) = X(Z) zª X(Z) F(Z) 

E(Z) = [1 - zª F(Z) J X(Z) ... LXIV 

desde el nunto <le vista <le un proceso de filtrado la expresión 

LXIV indica la presencia del llamado filtro de error de predic

ción: 

Si ft = fó, f 1 , f 2 , r3 , ... f
0

_ 1 , son los coeficientes del fil

tro de predicción, tenemos que: 

son los coeficientes del filtro de error d6 predicción. 

Ahora demostraremos, que el filtro de error de predicción, con 

distancia de predicción "a = 1 11
, es similar al filtro de decon

volución: 

El disefio ~el filtro de ~icner para el filtro de predicción impli

ca, el cálculo Je las siguientes correlaciones: 

( ) = \ X X = r 
<PJx 1 

l t+a+1 t a+1 •.. LXV 

Luego en forma matrjcial resulta: 
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ro r1 rz rn -1 fo r a 

r1 ro r1 r? r fl r a+ 1 ... n-2 

rz r1 ro rl r2 . . . r n -3 f 2 r a+Z 

= ... LXVI 

rn-1 rn-2 rn-3 r a+n-1 

por lo que, para una distancia de predicción unitaria, queda: 

ro r1 rz r n -1 fo rl 

r1 ro r1 rz rn-2 f1 rz 

rz r1 ro rJ rz . . . rn-3 f2 r3 

= ... LXVII 

r n-2 

Expresando tal sistema en forma explícita y agregando al sistema 

original "-B", tenemos: 

-ro + r 1 f O + r 2 f 1 + r3 f 2 + r 4 f 3 + . . . + r n f n -1 = -B 

- r 1 + rufo + r 1 f 1 + r 2 f 2 + r3 f 3 . + r n-1 f n -1 = r1 rl . . 

-rz + 1:1fo + rOfl + rlf2 + r2f3 + ' • • + rn-2 fn-1 = rz - rz 

1 
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Lo que resulta: 

ro r1fo r 2 f 1 r3f 2 r4f3 -r fn-1 = B n 

r1 - rofo r 1 f 1 rzfz r3f3 . -r n-1 fn-1 = o . . 

rz - r1fo r O f 1 r,fz rzf 3 . . . -r fn-l = o n-2 

r3 - rzfo - r 1 f 1 - rofz - r 1f 3 - . . . -r fn-1 = o 
n-3 

que en forma m:1tricial scrfi: 

ro r1 r? r3 rn 1 B ... 

r, ro r 1 Tz r3 . . . r n-1 -fo o 

rz r, ro r, rz . . . rn-2 -f, o 
= ... LXVIII 

-fz o 

r r r , r n n-1 n-2 n-3 
o 
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El filtro inverso normal o standard, "estrecha" la información 

disturbio, en un impulso situado en t=O. 

Demostraremos a continuación que el filtro de predicción con dis
tancia predictiva "a" estrecha la información disturbio de longi-

tud "a+n" en una señal de longitud "a". 

La ecuación matricial del filtro de predicción de longitud "n" 
y distancia predictiva "a" está dada por: 

ro rl r2 r3 r n-1 fo r a 

rl ro rl rz r3 r n-2 fl r a+1 

r2 rl ro rl r2 . . . r n-3 = f2 ra+2 ... LXIX 

ra+n-1 

La cual suministra c11 forma de ecuaciones simultáneas el filtro 
de error <le predicción, con distancia predictiva "a"; nótese la 
adición de otras ecuaciones al sistema original a fin de obtener 
el sistema <le un filtro de error de predicción, luego entonces: 

• • • -r 1 fn-1 = Po a+n-

-ra-2 • 1 - ra-.3 • 0 • • • -rzfo -r3f1 -r4f2 -r5f3- -r f =-p n-1 n-1 a-2 

-ra-1. 1 - ra-2. O •• -r f =-p n n-1 a-1 
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-r • 1 a+n-1 

La ecuación matricial asociada es: 

ro r1 rz r3 r4 r a+n-1 1 PO 

r1 ro rl rz r3 . . . r a+n-2 o p1 

rz r1 ro r1 rz r a+n-2 o 

r3 r2 r1 ro r1 . . . r a+n-3 o 

o 
= ... LXX 

o 

r r a -1 r a-2 r a-3 r a-4 ... r n-1 -ao P a-1 a 

o 

o 

o 

r a+n-1 r a+n-2 r a+n-3 . . . ro -an-1 o 

Interpretando la ecuación anterior en términos del filtro de 
Wiener, tenemos que la matriz de autocorrelaci6n, significa una 

señal fuente de lonp,itud "a+n". Mientras que la señal deseada, 

debería de haber sido diseñada con una longitud de "a", puesto 
que no hay que olvidar que el vector de intcrcorrelaci6n es pre

cisamente entre la señal entrada y la señal deseada. 
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De acuerdo a lo anterior, el filtro de predicción suministra una 

forma más generalizada del proceso de deconvolución puesto que 

mediante su aplicación se puede gobernar el grado de resolución 
o contracción de las señales. 

Estudio de un Modelo Marino de Dos Capas.- Ejemplo de Aplicación: 

Sea que mediante el proceso de deconvolución predictiva se requie

re eliminar la reverberación de primer orden, producida por la in

cidencia normal de un impulso unitario a un sistema de estratifi

cación horizontal de dos capas, tal como lo ilustra la figura 

No. 1 4 . 

Reverberación de 1~r orden Reverberación de 2€ orden 

Reflector l 
Aire 

Reflector 3 

Fig 14 Reverberación de primero y segundo orden en un modelo marino 

La transformada en "Z" Je la reverberación de primer orden es: 

RI cz) = 1 - c I z 1 1 + cfz 21 1 - LXXI 

Multiplicando ambos miembros de la ecuación por c1z1
1 resulta: 

c1z11 R¡CZJ = c1z11 - cfz211 + c~z311 -

R1 (Z) + clz
1

1 R1 (Z) = 

T 
l+C Z 1 

1 

... LXXII 

que representa la tr:1nsformada en "Z" <le la reverberación del 
primer or<lcn. 
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Busouemos ahora el filtro de predicci6n requerido para su elimi

nación: 

Asumiremos que el tiempo <le doble recorrido a través de la capa 

de a~ua sea ", 1", unidades de muestreo. Entonces la sefíal de 

entrada en el disefo del filtro será: 

X1 (t) = 1, lü, o, o, ... ' 
V 

2 ül, --C 1 , lü, O, O, O ... ,O,I c1 , 0,0 
V 

, 
1 

-1 ceros 

Con el objeto <le obtener el filtro predictivo, es indispensable 

determinar la fundón de autocorrelación "4> (T)", la cual será: 
XX 

1 + C2 c4 
r, = 1 + 1 + • • • 

r = O 
T 

para 

para ,=O 

y 

e C3 
r, = - 1 - 1 es 

1 + • • • (1+C~ + Cj + ... ) 

Entonces la función de autocorrelación es: 

2 
r t = Ex , O , O , O , O ... O , -C 1 Ex , O , O , O , ... , C 1 Ex~ O , O , O. . . . .. LXXI I I 

De donde el sistema de ecuaciones normales es: 

ro r1 rz T3 

r1 ro -r r,., 1 ... 

rz r1 r O r1 

. . . r n -1 

. . . rn-2 

rz rn-3 

... ro 

la 
o 

ª1 

ªz 

a 1 n-

= 

ra 

r a+1 

ra+Z 

r a+n-1 
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sea que seleccionamos la distancia de predicción a=T
1

, y la lon
gitud de filtro "n" menor que T

1
• 

Entonces la ecuación matricial será: 

ro o o o . . . o o o ªo r 
Tl 

o ro o o . . o o o ª1 o 

o o ro o o . . . o o o ª2 o 

= 

. 
' 

o o o o o o a n -1 o 

de donde: 

que resulta ser el dnico t6rmino 

por tanto: 

= --·--

El filtro de error de predicción asociado, es el siguiente opera
dor: 

r t = 1 , 1 o , o '---~ ..z.._ ~ , • • • o _J e 1 ... LXXIV 
-r 1 -1 ceros 

Una vez determinado, es evidente que al convolucionar la señal 

de entrada con el filtro de error de predicción, la salida es el 
impulso centrado en T=O. 
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ALGUNOS ASPECTOS DEL FILTRADO POR VELOCIDAD: 

En el procesado de datos sísmicos, sobre todo en el V.S.P., ade
más de su uso en los métodos de prospección gravim~trica y magné

tica, el filtrado por velocidad ha adquirido especial importancia 
por su capacidad o propiedad de eliminar o rescatar aquellos even
tos de velocidad o dirección que por alguna circunstancia son de 
interés particular. 

El filtro de velocidad, llamado también "Fan", se representa en 

el dominio del plano IJ,k] por la expresi6n siguiente: 

J+1; 
_w_ < k < 

w_ 
V V 

Y(f,k) = LXXV 

l o. para cualquier otro valor de k 
' 

en donde: 

"f" es la frecuencia temporal, 11k11 la frecuencia espacial 
y "v" es la velocidad de un evento sísmico determinado. 

Observemos su forma en el plano lf,kl; por medio de la figura 
No. 15. 

k 

Fig 15 La función de transferencia del filtro de recuperación en el plano ( f, k} 

Es evidente que su aplicación consiste en pasar eventos de velo

cidad de la traza sísmica comprendidos en la zona achurada de la 

figura anterior. 

Podríamos también diseñar el filtro de velocidad complementario, 
es decir, rechazar eventos de velocidad comprendidos en la misma 
zona. 
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Para determinar la funci6n característica del filtro en el domi

nio del plano l},x], usaremos por supuesto la doble transformada 

de Fourier, esto es: 

+fN K=ltl 

Y(t,x) = I I v c2rri(ft-Kx) 

-fN K=.:lil 

dk df 

V 

en donde: 

"fN" indica la frecuencia de Nyquist: 

1 
= m- 6T ~ intervalo de muestreo en la traza sís

mica 

En la solución de la integral anterior tendremos que usar eviden

temente datos discretos, puesto que en la práctica dnicamente co

nocemos la amplitud de la traza sísmica a cierto intervalo tempo

ral (6T) y por otra parte se esta muestreando en diferentes sitios 

el desplazamiento del terreno por medio de cada una de las trazas 

sísmicas, tal como se ilustra en la figura No. 16 
INDICE m · · · ·, -2 -1 o O +l +2, ..... . 

INDICE µ. : - i , ...... , - 5 3 3 5 , ....... ,+ t 
0,,,,,,r-- ~, ,,0.,,.,,,.,.,.,0,.,.,.,,,.,,,0,,.,,,,""°"""'""°""""-,,,0~·5--~ 

1 

Centro Arreglo ..;..Ll_>_t L_ 
Fig 16 Disposición de los sismo• detectores para el diseño del filtrado de velocidad 
X : distancia desde el centro del arreglo a cualquier sismo-de

m 
tector 

6x - distancia entre los sismo-detectores 

M z nQmcro total de estaciones de detecci6n 

T n 
:: valor discreto <le una determinada traza sísmica para un cier-

to incremento temporal. 

Por lo tanto, L1 solución e.le la integral anterior es: 
1 
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K=lil 
J v e2nif T0 

K= _ltl 
V 

Resolviendo primero para la variable espacial, tenemos: 

dK 

1 nX sen 
m 

21r lti X 7 
V mJ 

Considerando ahora la otra variable de integración tendremos: 

CN 

Y (T , X ) = n m 

y si recordamos que: 

e 21rif T n 

T = n tiT n 

Sen 

y 

j~1r xm 

1í xm 

V = tiX 
6T" 

lV-J 
df 

podremos demostrar que la función filtro en el dominio de la va
riable temporal y espacial es: 

. . . LXXVI 

Es conveniente efectuar un cambio de notación para manipular más 
fácilmente al operador: 
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recordemos el arreglo <le s1smo-detectores dispuesto en la figu

ra No. 16. 

Ordenarnos ca<la uno <le los <letcctores por medio de una numeración 

irnp¡1r, consi<leran<lo un si~no posit1vo o negativo segfin la posi

ción relativa <lel sismo-detector respecto al centro del arreglo, 

es decir: 

JJ = :+ 1 , t 3 , :.t 5 , !: 7 , :.t 9 

es evidente que: 

X 
p = 111 

2 t.-.X ... LXXVII 

intro<lucicn<lo tal igual<la<l en la ecuacj6n No. LXXVI obtenemos: 

Y(r1,1J) = 

La cual podrí:1 C'scrihirsc como: 

yP = 
r¡ •• ¡11 ;> ·,7 

11 ' 1 ,1 •• - r¡ •.. 

µ -- , I , , 3 , 1 5 , ·' 7 , } 9 , 

r¡ = o, _11, 1 2, +3, :1 4, :.t5. 

por el tipo <le notación :1dopt.¡1ch1 es evidente que: 

M = P + 1 

en <lon<lc: 

... LXXVIII 

... LXXIX 

"M" es el nümcro total de trazas sísmjcas que es par, pucs-

t o q 11 {' " fl " t' s i III p a r . 
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L1 señal resultante "h" C{UC se obtiene por el filtrado <le vclo-11 , 

ci<la<l sobre las "M" trazas in<livi<lualcs,puede escribirse en la 

forma: 

es decir: 

h = 
n 

en <londe: 

h 
µ=+P 

n I 
µ=-P 

-3 -3 -1 -1 +1 +1 +3 +3 v * Y + v *Y +v *y +v *y + n n n n n n n n 

"v" indica el muestreo e.le una traza sísmica determinada. n 

... , 
l.intonces el resultado obtenido sería una señal "h" que obtendre

n 
mos como la suma de "M" convoluciones con "M" trazas sísmicas. 

El filtro <le velocidad es una función par, esto es: 

c11tonces es factible re<lucir el tiempo de cfilculo a la mitad 

usando tal propiedad: 

h = 
11 

-3 +3 3 -1 +1 1 (v +v ) * Y + (v +v ) * Y + n n n n n n 

µ=P 
o en forma general: h = 

11 
L (v-µ+v+µ) * Yp 

n n n µ=1 

µ = si~mpre impar 

"M" /\Ún es posible reducir el número <le convoluciones de - 2- a una 

sola, usando el ;1Jgoritmo <lcsarrolla<lo por S. TREITEL, J.L. SHANKS 

y W. FRJ\SLER. El procedimiento es el siguiente: 

Se demuestra que: 
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... LXXX 

y nombrando: 

y 

podernos escribir: 

... LXXXI 

existe la posibilidad de relacionar a r~ con q~,puesto que se 
puede demostrar: 

= 

usando tal consideración el operador tendrá la siguiente expre

sión: 

µ 

yn = . . . LXXXII 

llasta el momento la función filtro Yµ deberá de ser valuada para n 
cada valor que a<lc¡uicra la variable µ. Sin embargo es factible 

hacer uso de la siguiente consideración y escribir: 

1 1 r µ 1 = 
n - 2+2 1 µ 1 

2 - n + 2 - 2 

1 1 r p 1 = 
n- -- +- JJ 2 2 -¡-n 



Entonces: 

r 1 
µ 1 =r µ n--+- n 2 2 

- 8 2 -

y luego el operador puede escribirse corno: 

yµ = _1_ ~1 µ 1 - r 1 µ 1íl n 2 n--+- n+1+-
n µ 2 2 ~ 2 

por lo que: 

... LXXXIII 

si sustituirnos la expresión No. LXXXIII en la ecuación de convo
lución obtenernos: 

puesto que la convolución es independiente de cual·señal sea la 

trasladada temporalmente, podemos entonces escribir: 

1 µ=+P 1 [ 1 1~ h = - l - vµ µ-1 * r - vµ .l:!.:!:.!.* r n 2 ~ P µ n--2 n n+ 2 n n µ--

y por consiguiente: 

en donde: 

µ=+P 
hn = -fx r 1 * I 1 1v µ µ - 1 - v µ µ + 17 

n µ=-P µ L n--z- n+-2-J 

1 
rn = 

1 -,-
1-n 

... LXXXV 

... LXXXVI 

La expresión No. LXXXV expresada en términos de la transformada 

"Z" sería de la forma: 
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µ=+P t µ-1 
- µ+lj 1 1 ,• -z-

Vµ z 2 11 ( Z) = ;-z R(Z) 2 v~-Z -
µ=-P µ n 

Esto es: 

µ=+P 

~

µ-1 . µ+J 1 z-2-_z --z-11 ( Z) = R(Z) 2 v~(Z) ... LXXXVII 
1T 2 µ=-P µ 

Como indica la expresión No. LXXXVII, ahora el proceso de filtra

do por velocidad ha sido reducido a una sola convolución, lo cual 
evidentemente reduce en mucho el tiempo de cálculo. 

Suponiendo por ejemplo que el namero de trazas sismicas sea igual 
a cuatro, es decir, M=4, el proceso de filtrado por velocidad es-
tará dado en 

ll ( Z ) =-1 
R ( Z ) 

7r2 

La cual en forma esquemática será: 

v3 
- ? 

1 -~ z ----► 

I -- ---➔ zl + ----
3 n ----··>· 

Vl 
- 1 --c- 2
0 l. 1 Il -z _+_► 

2 1 R(Z) --.. ;T 
- 1 e--► zo ---► 

I -1 V -- --1 + n -> L 

-3 - - l 1 Í
--- ► L, -----► ¿ vn -- ----► z - ;~ + - 3 ---► 
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Como puede notarse el algoritmo estudiado reduce el tiempo de 
cálculo, ya que finicamente es necesario adelantar o retardar tem
poralmente las trazas sísmicas y efectuar solamente una convolu
ción, con la función filtro, r' en donde: n 

1 r' = n ,-
2 -n 

o bien en el dominio de T•Z como: 

R(Z) = ¿ -1-1- zn 
n 2 - n 

... LXXXVIII 

se demuestra que la función filtro r! es antisimétrica respecto 
a un eje situado en n=} y esto significa que para una sefial de 
entrada determinada, el filtro suministra una respuesta retardada 
temporalmente igual a 1/2 el intervalo de muestreo seleccionado 
y un traslado de fase igual a 90° para todas las frecuencias con-. 
tenidas en la señal de entrada. 

:El filtro,calculando' algunos término~ podria expresarse como: 

TREITEL stigiere qu& un resultado satisfactorio se obtiene usando 
22 pesos del filtro. 

El filtro de Rechazo: 

La función de transferencia del filtro de velocidad en el plano 
l],Is] ha1 sido diseñada para recuperar aquellos eventos grabados 
en una traza sismica cuyo rango de velocidad se encuentre compren
dido entre -V y +V. En algunos casos es deseable considerar la 
operaci6n complementaria; es decir, rechazar aquellos eventos 
comprendidos entre -V y +V. 
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La función de transferencia en el plano [J,~ del filtro de re
chazo por velocidad sería: 

o 
W(f,k) = 

f f -<K<+
V - - V 

•.. LXXXIX 

1 en cualquier otra posicióft 

En forma gráfica, la figura No. 17 muestra la zona de rechazo en 
achurado. 

k 

Fig 17 Esquema del filtro de rechazo 
en el plano [ f, k J 

Es evidente que existe una relación entre la función caracterís
tica del filtro de rechazo ''W(f,kY'y el filtro de recuperación. 

"Y(f ,k)", por medio de la expresión siguiente: 

W(f,k) = A(f,k) - Y(f,k) . . . XC 

en donde: 

A(f,k) es la representación en el dominio del plano [J,k] 
de la celda completa, es decir: 

W(f,k) = 

en donde: 

fN: frecuencia de Nyquist temporal 

KN ~ frecuencia de Nyquist espacial 
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Entonces en el Jominio <lcl plano lJ: ,:{] el filtro de rechazo po

Jrcmos expresarlo como: 

2,ii(f T - KX) 
e • 11 m df clk 

Nombran<lo: 

w (T X ) = I 1 - I 2 n, m 

en <lon<le: 

l 1 = e cN 21r i ( f T - K X ) df dK e n m 

N N 

r 

I 2 = CNC 2ni(fT - KX) 
df <lK e n m 

N K 

Puesto que "Iz" es la integral ya determinada cuyo resultado es: 

1 1 z = t.TAX X 
ji m 2 

11 ¿ (. --) AX 

. . . XCII 



- 87 -

mientras que para 11 11
11 encontramos: 

1 11 = 6T6X • 
sen 

7T X 
m 

si como anteriormente reemplazamos 

X 
µ = m y T = ntiT 
2 llX n 

tenemos que: 

1 sen 1Tn I = 
sen 7T I 

1 llTllX nn 
7T ~ 

2 

. .. XCIII 

Ahora usando XCII y XCIII, podemos finalmente escribir la función 
de transferencia como: 

( T X ) = w 11' m 
sen T1T1 

11 7[ 

sen TI I 
11 í 

1 ... XCIV 

nótese que se h,1 cons iJcrac.lo en la expresión No. XCIV un muestreo 
tcmpor_al y csp;icj;iJ u,dtario. 

Si nombramos: 

a ¡i = 
11 

sen nn 
TI ll 

sen 7T f 
µ 

7T 2 



Luego: 

Es evidente que 

en donde: 

sen nn 
nn = ó 
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v n # O, puesto que 

1 n=O 

n 
O n#O 

"ó" es la llamada impulsión de DIRAC. 
n 

... XCV 

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, podemos escribir: 
µ sen n 2 

µ 
1T 2 

y entonces el filtro de rechazo es: 

y \J 
n ... XCVI 

Consideremos ahora la señal resultante del proceso de filtrado 

por medio del operador <le rechazo y nombrando "gn" la señal de 

salida, tenemos: 

µ=+P 
vil 

µ 
gn = I * w 

µ=-P n n 

µ=+P 
yll) g = I Vµ 

* (aµ -n µ=-P n o n 

o SC:.I: 
µ=+P µ=+P 

Vµ yll 
gn = I Vµ 

* 
aµ I * ... XCVII 

p=-P n o µ=-P n n 
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Sin embargo a~ es una expresión que no depende de la variable tem
poral, es decir, de "n". Luego tenemos: 

µ=+P 
aµ Vµ gn = L - hn 

µ=-P o n 

µ=+P sen 1T !J.. 

L 2 Vµ h XCVIII gn = - ... 
µ=-P !J.. n n 

1T 2 

en donde: 

hn corresponde a la salida del operador de pase, esto es, 
el filtro de recuperación. 

El proceso geofísico mencionado anteriormente reduce considerable
mente el tiempo de cómputo usado comúnmente en el filtrado por 
velocidad. TREITEL indica que aún es posible aumentar la rapidez 
del algoritmo determinando los filtros recursivos correspondien
tes al operador de rechazo y al operador de recuperación. 
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