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TEORIA DE REEMPLAZO 

La teoría de reemplazo se ocupa de predecir la política de 

mantenimiento más económica. 

En forma general se pueden considerar dos categorías o -

políticas de mantenimiento atendiendo principalmente a las caracte- -

rísticas del equipo: 

I) POLITICA DE MANTEKIM:IENTO DETERMINISTICO. 

Equipo que se deteriora con el tiempo o se vuelve obsoleto 

debido a su uso o a la aparición de nuevos desarrollos técnicos. Tal 

es el caso de vehículos, herramient2.s, etc. 

II) POLITICA :OE M ... t ... NTENIMíENTO PAR..-'i EQUIPO QUE FALLA 

ESTOCASTIC .. :::..M..2::\'.:.:'E. 

Equipo cuyo deterioramiento por servicio no es tan marca-

do, pero que está suje:to a una falla definitiva después de un cierto -

tiempo de uso. Ejemplo: focos, etc. 

Existen oti~o tipo de unidades o equipos que no encajan en -

estas categorías y cuyas politi.cas e.e reemplazo se establecen en 

forma diferente. Ejemplo: Reemplazo de personal, etc. 
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I. - POLITICA DE M.ANTENIMIENTO DETERMINISTICO 

A) CASO DISCRETO. 

La medida de eficiencia q_ue se utilizará para comparar 

la política de mantenimiento de diferentes alternativas es el valor 

presente de la secuencia de flujos futuros para cada alternativa. 

Si un proyecto proporciona los siguientes flujos F1, F2 -

... Fn '··- en los años l, 2, ... , nr· respectivamente, y si la tasa 

de interés es r + i. Ov ¿ , el valor presente de toda la secuencia -

vale: cXJ ( , \r.-l _ "" -·- \ ,_ L ! 'Vl 
1 +-"í / 

n=• 

Si o( = ..i. 

1-¡-r 

Otro c:::iterio altcrri.ai:ivo para comparar .diferentes opo2: 

tunidades de inversión es la tasa de retorno i x 100 l, donde -

1 es tal que 

- -'- I Inversión 

donde i es la ü1có,;;..-...;ta. 

2163 
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Problema de Re emplazo en Tiempo Discreto. -

Sea los flujos de dinero netos (Benefi-

cios totales - costos) que proporciona un determinado equipo en una 

serie de períodos de tiempo 1, 2, 3, ... , de igual longitud. La 

inversión I se considera incluída en F 1 • 

Se trata de encontrar el número de períodos de tiempo 

(normalmente años) en el cual el equipo deberá ser reemplazado por 

un nuevo equipo similar. 

Sea SN el valor de rescate del equipo si se reemplaza en 

el año N. 

El valor presente DN de los flujos netos del primer 

ciclo de reemplazo está dacio por: 
,J ~ í',-j 

:) ¡.; -;:. --'- '.· ~-• e,.:_ 

Considerar:do qLl.e se va a tener una cadena infinita de 

reemplazos a intervz..los de N afios, el valor presente de la cadena 

(VN) vale: 

'-J r-> :: ( ~\.:,- Fz.¿,z ..:¡- F1 ~ -z. ,._ -·· 

r g{., w 
Z,.)J 

0, \. \-',· 
~, o( ..-;-:: V¡✓ \-~~ 

\ 
•'--' 

" ,: 
\J N 

l.JN --s <Á - - - '¡ • .'1 - ,-~..,; 
-

~ 
~·¡.=.. 1 

n-1 .., _, \. 

-r- Sw ,;;,{ , 
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Debido a que el reemplazo es un punto regenerador para 

el proceso. 

Debemos escoger N en tal forma de maximizar la expre-

sión (1). 

Para el caso cie que no existe valor de rescate; si las 

F) son monotónicamente decrecientes, el óptimo se encuentra ns 

cuando: 

Estas condicioaes son equivalentes a: 

Pero: 0-:.,.:::-·\ 
. ~...¡.; • 

\- e'-.. 

En igual forma se llega a: 

Trabajando con (2): 

,,,.. . f.;\ \ 
~ \-cL. J , 

' -..J.:r ¡ , 
-¡;,;.. ' 

~ 

,:;- ;'4'- cJ... >b 

(b 

tv4-i 
,-ol 

BIBLIOTECA a; lAS 7iVISIOIIE8 DE•-. 
INVESTIGl.C!íJN y P.f ESTUDIOS 

.¡• ..._ ~ 
SUPERIORi:S i:E u1 FA~ui TAO DE 

. INGEN:ERIA - • 



N v¡- / 

- ¿ "F"' o( 
I r ~+ ¡ ¿_ -.1::..' siendo el promedio de los . . ) 

10 ~,¡- 1 
¿ ol flujos hasta el año N 

\(\,::' l 

En igual forma se puede trabajar con (3) 

Por lo tanto, la maximización de (1) puede ser interpret~ 

da como sigue: 

"No reemplazar el equipo hasta que las ganancias para -

el siguiente ati.o sean menores al promedio de ganancias de los 

años anteriores''. 

Cuando se tenga que escoger entre equipo A y B, elegir -

aquél con mayor V N. 

Si B es preferible a A, pero A ya se encuentra en 

operación,¿ cuándo debería ser reemplazado A por B? 

Sea v,:, el r.1.áximo valor presente de los flujos netos de 

B. 

Si A tie~1e "s" años de uso, 

~' = F ... n n-:-s n = 1, 2, ... 

5. 

De tal forma que F'0 
... J 

... , es la secuencia de futu 

ros flujos de A. Supongamos qüe A va a ser utilizado M años 

más. Entonces el valor presente de la cadena infinita de reempla -

zos es: 



Escoger M en tal forma que maximize V M' 

Como antes, para maximizar V : 
M 

Cl (1-~ \j 
;~ 

\ Mt-1 L 

~l [1-..J...) 
1 .,-;.. 

í("\ ') \J 

Si en vez de trabajar con ganancias (F J se trabaja con -

costos, por un razonamiento similar se llegaría a: 

F' s son monotónicamente crecientes. 

Las condiciones para min.~mizar V serían en este 
M 

caso: 

Llegando a: 

L 

e ·t · lh,- " 1 • h t. 1 1 r1 er10: .:.,o reern~)1.azar e~ equipo as a que os costos para e -

próximo año sean mayores que el costo promedio de los 

años anteriores". 

1
8:BUOJfCA;-~ t: .'!~;IONES Df , • 
IHVESTIG r,n" y r~ f STUOIOS , 

¡ * .. ·- * l 

SUPERIOíki> l:t t'4 FA:''UlT AO DE 
INGEN:ERIA 

6 . 



Un fabric.mtc ofrece w1::t máquina a un precio de $ 5,000 . 00 y se estima 

que su costo de operad ón es de $ 800 . 00 para cada uno de los priri1eros 5 

años para después incrementarse en~ 200 . 00 para cada afio subsecuente . La 

tasa de interés del o in ero es de 1 O% anual . 

,., 
l.. 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

De Pag . Ci 

800 

Sn n c,U 

800 

800 

1000 

1200 

1400 

1600 

1800 

1 . O 

0 . 9091 

P. S264 

0. 7513 

0 . 6830 

0 .6209 

0. 5645 

0 . 5132 

0. 4665 

O. 4241 

800 

727 

ó61 

601 

546 

G21 

677 

71 8 

746 

763 

- T--1 

5 800 

6 527 

7 1 SS 

7 789 

8 335 

8 956 

9 633 

1 O 351 

11 09 7 

11 SliO 

El período optimo de reemplazo es el 9no . af:.o . 

V\ : . 

1 . 0000 

1 . 9001 

2 . 7355 

3 . 48b8 

4 . 1 (;98 

4 . 790 7 

5. 3552 

5 .8684 

6 . 3349 

6 . 7590 

· 5 800 

3 419 

2 628 

2 234 

1 999 

1 869 

1 790 

1 764 

1 7$2 

1 755 
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Reemplazo de equipo considerando un valor de rescate al final del período 

de reemplazo. 

En este caso los flujos estarán representados por costos. 

Ci .. Costo de operación del equipo, el cual suponemos se eroga al 

final del período en est¡_¡dio. 

r -= tasa de interés 

Pi = Pérdida de: equipo en el período i. 

ki = Costo acumulado en i años, considerando que el equipo se 

sigue utilizando. 

I = Inversión ( Valor de adquisición). 

11'\- '-

C.. (t-1-í) + i 1~ L- e~~-~ rl 
i.,=- 1 

Costo medio anual considerando reventa: 

Dividiendo lm entre n: 

.l._,. 'í + 



B) TIEMPO CO~TINUO 

VALOR PRESENTE EN TIEMPO CONTINUO. 

Sea 1 )_ tasa continua de descuento 

A á' l tasa de interés de una unidad en un intervalo J t. de 

tiempo. 

En un tiempo finito "t" existen t/ J t intervalos, 

quedando: 

equivalente a (1 t r) n 

8.-

Considerando J t = 1/m, cuando J t - O, m - oo y 

lim (1 + ~/m)mt A.t ( equivalente a (1 -+ r)n ) = e 
_;i. 

\)\-+ 00 d ~ e, 
' o •,· ... 

-Ü 
e 

Si f(t) son los flujos continuos netos en un período de 

tiempo 0-T, el valor presente valdrá: 
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Sea f (t) = Relación instantánea de beneficios netos por unidad de 

tiem?O para equipo con edad t. 

f(t)dt = Beneficios netos en (t, t +dt) 

c(t) = Costo neto de reemplazo a edad t (Inversión en nuevo 

equipo - valor de rescate). 

K = Longitud del ciclo. 

K = Tiempo requerido para efectuar el reemplazo. 

Considerando un ciclo que empieza con equipo nuevo; ya com 

prado e instalado. 

El valor ¡_:)resente de un ciclo será ( D (N) ): 

\j -A-t - ~¡J 

t(1v)= ~º e (-(.le\~.,{ - e- e--(\J) - - -Q 

Debido a <;u.e el siguiente reemplazo es un punto de regene-

ración para el proceso O, oo ) : 
- "(_'oJ-\- \l-J 

\J e \J) = \J ( ¡J \ -\-- e \j ( iJ ') 

DL\J) .. - .. - @ ' 

Para encontrar el valor , ' • op.:1mo de N: 



Resolviendo ([IT) se llega a determinar el período óptimo 

de reemplazo K (utilizando (D y (D) también) 

CASO ESPECIAL: K = O 

Utilizando la ecuación @ 
tt - ¡;¡ \.l ::: ) \/ lrJ; - 1 c.. 

,.¡ 

'.l(N)..::- O..-jN-t1.c.. 
). 

Integrando: 

Igualando ~V y V se tiene: 

c(t) - c f(t) = a - gt 



-~~ ( 
->->.J) 11.-

e¡ .., \ - e. 
-- -\- c... -

>- )..7.. 

( 

- ).tJJ ~w 
s \- e. -\- J 

c...;:: -
"'I 2.- A 
r-

Considerando que ~N - 1 /2 )-..2 N2 es una aproximación de 1 - e- >-N, 

se tiene: 

1 ! . . .,; 
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II. - POLITICAS DE YiANTENIMIENTO PAnA EQUIPO QUE FALLA 

ESTOCASTICAI!IENTE. 

A) CASO DISCRETO. 

Unidacies que fallan son reemplazadas por unidades -

similares. Los reemplazos se efectuan al final de intervalo -

en cuestión. 

Notación. -

= Pro'oabilidad de que una unidad falle en 
el jmo período - Probabilidad de falla 

= 

Probabilidad de sup€_E 
vivencia = Probabili
dad de que una unidad 
esté funcionando a 
edad j. :. 

l - Probabilidad de falla 
de O a j 

(P = 1 ) o 

Uaa forma útil de describir el comportamiento de uni

dades que fal:an estocásticamente es por medio de la probabili-

daci condicional de falla ),j= 
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). j representa la probabilidad de que una unidad que ha 

sobrevivido al final del período (j-1) fallará en el período j. 

Físicamente mide el riesgo de conservar un equipo que ha lleg~ 

do a un tiempo j de funcionamiento. 

FORMAS T IPICAS. 

Prob. de 
Falla 

Función de 

?i 
~ ~. 

l 

Supervivencia 

' > ¡.,..,, 

Prob. Con-
\'1; 

dicional de 
Falla 

i 
'f1, .• 

~ •, 
i 

' 

i,,""¡ 

' 
• ,\:. -, ¡ 

l 

J 

"i ;í 
! 

' ! 
j 

\ 1 
1 

1 
i 

"-t~ 

J 

,-. 
¡J 

.J 



14.-

Una distribución de falla particular es la geometrÍ¡;A(l) 

dada por: 

,.,. 
' ( 
,1o,: -

a,g,,,., . .___. .... 

Cuando todas las unidades que fallan son reemplazadas 

por nuevas unidades, se llega a un proceso en el· cual el número 

de falla se desarrolla con el tiempo. Es de especial interés -

predecir el número de fallas que se tendrán en cada período. 

Pred ¡_ cción ciel número de fallas en cada período. 

Sea ¡u. el número esperado de fallas en el período j 
J 

número total de unidades). 

El número esperado de fallas en cada período valdrá: 

f1 = to P1 
.J. 

f2 = ;uo P2 .:,. /ul P1 

/13 = fo P3 .l, 
/
u_ p

9 + /u2 P, 
1 .... .J. 

( fo = 

En general, se puede traoajar con la función genera-

triz de probabilidad p (V): 

Con el fin de condensar las 
p}.~oo;:;.~)ilidades de falla en una 
ft,, , ·, ; polinomial. 



f 
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Y con: 

a partir de la cual se puede obtener toda la información acerca 

del número esperado de fallas en cada período . Esto es , 

f ( ~) permite calcular el número esperado de fallas para cual 

quier período , en vez de ir calculando las ¡u' s período por 

período hasta llegar al período deseado . 

Expresando ¡u ( .;; ) en términos de p (::), por expansión : 

--
4fJ.r, ~" 

..} fo":J z' 
+-

.: /4o t ~ 
~/fo\,'ll.:a

2 

.I¡ P t) r~ i:, ~ 
J. 

e~ -, º = G~ \\ .;; ~) e 
\ ... t ~ 

1 /¿o __ 
-:'/:'¡ = ! \ 

"' l- ?( ~~ J 

~ 

JA . ~ j ~(.s-) ;-(z) ~ -I! .,_ -
Jcu 

1 -. . ~ 

1 
' 
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La cual ¡;meo.e ser desarrollada en potencias de p ( i:-). es 

el coeficiente de 
.,_, J en este desarrollo: 

I se puecie desarrollar corJ10 un polir1omio: 

l proporcio-

nando el número de fallas en el período deseado. Por ejemplo, 

el coeficiente de el l 7vo término multiplicado por ¡u 0 da el -

r..úmero de fallas en el l 7vo • período. 

Método para resolver la ecuación I. -

Existen varios métodos de solución de I, aquí se avali 

zará solo uno de éllos. 

Una vez es:abiec idó. la ec;.1ación I: 

1) Se resuelve el poli.:1.omio l-p (·2 ), encontrando sus respecti-

vas raíces. 

2) Se utrrizan fracciones ?arciaies para , obteniendo 

1-p(~) 

una expresión sünilar a: 

-~ 
(..,~ ?.- \ ____ ..,... ,,,. ' f 

Desarrollando: 



,. 

1 
l 

1 

1 7. -

Así: 
fn = coeficiente de en f ( =l;) 

R = No. de términos de forma similar. 

En general, los coeficientes de -;1 j toman la forma: ... 

!'-- ~ 
~~ C\t (.{, 

e :. ' 

Ecuación que proporciona el 

número de fallas en cada período. 
¡, __________ _ 

Se den1uestra que a largo plazo la situación se estabi-

liza, así Esto es, conside- -

rando ur.. número iniiaito de períodos, el número promedio de 

fallas es igual al número total de unidades en el sistema, divi -

dicto entre la vida n: .. ed~a ce una unidad nueva ( ¡u ) . 

'_,,\ -
Í 

..;,.......; 

= 
;\"o. total de unids. en el sistema 

Edad media de falla 

La distribución de edades tambi.én se estabiliza. 

En el régimen permanente ( j -? ¡;;.o ), donde N unidades 

fallan en prom2di.o cada perfodo, la distribución de edad de las -

unidades es: 



j 

• 
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fa:lan a edad O 

N p. 
.l. 

fallan a edad l 

fallan a edad 2 

La suma de N Po .. :. N P 1 + N P 2 + . . . es igual al 

número total de unidades en el sis tema. 

fo 
= 

f = /Uo 
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POLITICAS OPTilV.:.AS DE REEMPSAZO. 

La teoría analizada hasta ahora para equipo que falla esto-

cásticamente permite estudiar las políticas óptimas de reemplazo -

en tiempo discreto, esto es, planear reemplazo de unidades que no - · 

han fallado. 

Existen 2 circunstancias en las cuales puede resultar más 

conveniente reemplazar una unidad antes de que falle: 1) Reemplazo 

en grupo puede ser más económico que reemplazos individuales, ó -

2) Falla de una unidad en servicio puede traer como consecuencia 

costos extras (ej.: tiempo muerto en un proceso de producción). 

En la situación (1) existen dc,s estrategias: 

a) Reemplazar ~nicamente después de la falla. 

b) Realizar reem.plazo en grupo, en intervalos de tiempo n, con 

reemplazo de fallas inc.ividuales que existan entre reemplazos en 

grupo. 

En la situación (2) existe una tercera estrategia: 

c) Reemplazar todas las unidades que no han fallado a una edad 

f •• " " lJa ffi (reem;_)lazo preventivo). 

A continuació;.,. se analizarán cada una de las estrategias. 
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Sea c1 el costo de reemplazo individual, c2 el costo por 

unidad de reemplazo en grupo y c 3 costo por unidad de reemplazo -

preventivo. 

POLITICA a: Costo promedio por unidad de tiempo 

POLITICA b: 

La siguiente política tiene por objeto la determinación del -

intervalo óptimo de reemplazo en grupo que minimice el costo combi-

nado de reemplazo en gr1...po y de reemplazo individual de unidades -

que van fallando entre cada intervalo de reemplazo de grupo. Al final 

del intervalo óptimo, todas las unidades son reemi?lazadas sin importar 

su edaci. 

De acuerdo con v&.:cias situ&.ciones reales, existen razones 

suficientes para pensar que el :;.~eemplazo individual de unidades que -

fallan puede ser más costoso que reemplazar u~1idades que aún están -

funcionando. Por ejemplo, el costo de reemplazar una unidad que 

falla envuelve el costo de la unidad en sí, costo de mano de obra, 

costo por pérdida de producción debido a retraso, costo por daño a 

materiales y eciuipo debido a fuego, etc. Reemplazo en grupo puede -

costar menos que reemplazo de fal:as debido a economías de escala -

tales como ahorro en n1ano de obra, descuentos en materiales por el 
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volumen, etc. Por lo tanto, se considerará que el costo de reempl~ 

zo en grupo por unidad es menor que el costo de reemplazo por uni-

dad que falla (C 2 l. CJ.). 

Costo total desde el tiempo de instalación del grupo de 

unidades hasta el final de n períodos: 

n-1 

C1 Z 
i- 1 

Donde: C 
2 

fo = Costo de reemplazo de unidades como grupo. 

n-1 
C1 Z /\ = Costo de reemplazar las unidades que fallan al -

i = 1 
final de cada uno de los n-l ;,eríodos antes de-

que el grupo de unidades sea reemplazado otra -

vez. 

Costo por período de tier:;:1¡:,o U.;.tJ: 
r.1. - l 

C2 /uo + el i.:1 /ui 

n 

Se escogerá "n" en tal for;:na de mir:imizar 

Es de hacer notar que futuros costos no se han actualizado 

debido a que la vida útil de las unidades que fallan estocásticamente 

es muy corta, siendo el efecto de descuento despreciable. En equipo 

con vida útil larga, la ecuación deberá incluir el factor de descuento. 
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Las condiciones necesarias son: 

Trabajando con kn t.. knt 1 

! 

\¡ tz...-\ + e)-\, - ! \ 
~A. ~~~v\ _., t~~;'"" ~ V 

\C1 fn > k;i 
--------: 

( i) 

En forma similar para kn ¿_ kn-l 

,---------
1 ri ¡LL 1 'k 
~ 1 u- ... '"• n-1 ( ii) 

...._ ___ ----:. 

( i) y (ii) : condiciones necesarias ¡:;ara un óptimo. 

- . , (. \ . - . La ecuac:0::1 11 mo.;.ca que t.::::o debería reemplazar en 

grupo al final de nm 0 período si el costo de reemplazo individual -

para el nm0 período es mayor que el costo promedio por período,-

considerando n períodos. 

El valor mínimo de kn deberá ser comparado con el 

costo de la estrategia a para determina:;_· cual es preferible. 
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POLITICA c: 

Reemp:azar a edad m todas las unidades que no han fallado. 

Se considera que c 3 L c 1 

\1\\ ¡ 
1 

't,'\ '?\',\ 
LVida unida<[/ 

,::::-
~ '¡_). = 

E de una = .;;.. -1-

-l.:: a 
1 ~ 

r•& ' -~ ~-
[costo reemplazi} 

,,. ....- 1 ,.. ., .. 
E de un .2- \), ..;- Ls 2 l ~ = "-\ ·,-!. ' .:.,.::, j.:: Y,'\-\¡ 

--

{costo unidad de tiempif 
\ \,,;',\\ = /1c 

\ e,- (l1- C-::.) ?~ l¡ ., 
E por = 

~ .... \ 

"2. 
~ e o 

Condiciones necesarias para un .Ó)timo: 1 

',.) \:;, L. ~ W\·H 

Trabajando con Jm (_ Jm+l 

y 

J \';\ ..¡. i ::. 

. 
e ' 

,.-
.1 

;···\t.:, :.. :..,,,; -

¡., 

·, ' <¡ 
~ :;..o 

r"'' 
\ 
\ <:. \ ,r!a 

·' ' ;___~::..v- ,'.:) \\., 
' , .... 
(. .... \ \ ,. 
~ ... :: ~ 

~-

-.« .,,., 1 

·••••• 

'(¡ -
"' 

\ ~ .I' 

'~; \ ,·\ \ \.\.~ ... ¡ ... 

/ \ 
l ~; t, '-- ,: \ u' ( ::...) 

\ 
~( \.~/\ .. ~ ' 

1 

• \ .. , 
\' ,'\ !< \ 

--!- •• or __ _,,, 

;·::.;> 
\ \,,.,, 

r-··-----~----, 
• \ • . / "" -- \ , l\ 
\ '~ '-\·. L ¡-; fJ '--~, .,. ,. .,.\. rn 'r ¡ 

\ 

1 

p. 
J 

\ J 1M-I .J 'M L 
) 



24.-

De igual forma se puede determinar: 

Para ___________ ,., ______ _ 

Pidiendo ser interpretado como el costo por unidad de tiempo por 

unidad (lado izquierdo de la expresión) y el incremento marginal -

esperado en costo en una unidad de tiempo extra (término derecho). 

El mínimo de Jrr
1

, kn y el costo promedio de la política 

(a) nos da la mejor pol~tica. 

Para la Distribución Geométrica. 

la primera desigualdad (iii) resi..llta: 

lo cual es imposible, 

por lo tanto: 

Siempre se tendrá que Jm...-1,.:: Jm, resultando que para ). j 

constante el reemplazo preve~.tivo no es conveniente, siendo entonces 

conveniente esperar que ¡as unidades fallen y reemplazarlas cuando -

esto suceda. Lo mismo se puede decir si ~ ~ es decreciente. 
J 
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Por :o tanto, el reemp~azo preventivo sólo es útil cuando la 

\ 
probabilidad condicional de espera ;. -; es creciente. 

J 

Para un valor general cie p,~ se observa que: 
'¡ j ¡ 

cuando m --> ,..Q , dando el mismo 

t 
costo cie la política (a). 

Una condición suficiente para que la política (c) sea superior 

a la poHtica (a), para algún valor a.e m, es que: 

--· 
.,-\ \ l!J 1~ 1..\ ~~, 

--
·. 
t. ., ~ 

- ~V,/t \W ~~ /1:...;e, \)V,f\•,~i 
\_, \ 

.. ,,, 
' ,' ,, . ' .. ~ ' -. '-.~ ; 

·__...,,'--,~·--

Condición suficiente en la cual 

la política ( c) es mejor que la política (a). 

1 
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POLITICA DE MANTENIMIENTO PARA EQUIPO QUE FALLA ESTO

CASTICAMENTE. 

B) CASO CONTINUO. 

Notación: 

t = variable aleatoria = tiempo para falla. 

• f (t) = función de densidad de probabilidad de falla. 

f(t)dt = probabilidad de falla en t, t + dt 

La ley de probabilidad que describe cambios de un eqt.:0; 

po, de estar en buenas condiciones a pasar a un estado de falla, 

puede ser caracterizado por la función de supervivencia del equipo(-~ (i) 

Otra forma de caracterizar tal ley de probabilidad es -

la probabilidad condicional de falla, cuyo significado es el mismo -

... -

r 
c.: .. .;1 '.:>e ::. .,., \, 

! 

\-~r¡:. 
1 • 

--
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Ejemplo: Distribución de Falla Exponencial. 

Esta Distribución es análoga a la Distribución de falla geo

métrica en tiempo discreto. 

f (t) 

R (t) 

\ 
,A.(t) 

= 

= 

Pe 
-pt 

,i;O 
-pt 

pjt 
e dt 

p 1 (+) ·'-' .. 
= 

T (t) 

-pt 
= e 

p 

I? .B .1 EQUIPO CON UNA SOLA COMPONENTE. 

PRilvlER CASO: 

Reemplazar cuando falla la componente 

e 
Costo esperado por unidad de tiempo = ...,,..,,;.._......__,"-'·º··'''-''•"'- = 

EGUNDO CASO: 

costo esperado 

vida esperada 

Reemplazo Preventivo Per~ódico 

Se presupone q..1e el proceso cie inversión es ilimitado; que 

la distribución de probabilidaC.: de falla es conocida~ que la probabi -
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lidad condicional de falla A(t) es estrictamente creciente y que el -

costo de una falla en servicio excede el costo de la acción de mante -

nimiento preventivo. 

Bajo la consideración de que el reemplazo hace que el equ_2: 

po sea tan bueno como nuevo, el reemplazo sirve como un punto de 

regeneración a el proceso de inversión. 

Para un proceso de inversión con un tiempo infinito, la 

política óptima es periódica en el sentido de que N, la edad a la 

cual el reemplazo preventivo se va a llevar a cabo, permanece cons-

tan te. 

Para calcular el intervalo óptimo de reemplazo N, se expr~ 

sará el criterio a seguir como una función de N, y entonces minimi-

zar esta función con respecto a N. 

Sea: 
C0 = Costo de reemplazo preventivo 

C00 = Costo de reemplazo de una falla 

A = Tasa de amortización, esto es, costo por unidad 

de tiempo del equipo, ya sea en operación u 

ocioso. 

k0 = Tiempo requerido para llevar a cabo el reempl~ 

zo preventivo. 

koo .. 'riem;'.)o requerido para reemplazar un equipo 

que 
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Criterio para evaluar la política de mantenimiento: 

1 
A 

costo promedio en un ciclo 
tiempo esperado de operación 

del equipo en un ciclo 

Sea E(L):,: longitud esperada de un ciclo 

l \ -.•. ( ,\ 1 .. -~ / .~-\ 

~ Lj = l..,_ i) --.-:c.'--•.;,,; 

Costo total esperado c(N) en un ciclo: 

- ':tiempo esperado de 
operación del equipo 

en un ciclo • edad -
media c~e falla. 

= Tiempo esperado de 

1, 1z(t:'-... 
\-O\ r-') 
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Se considero. que: 
v~, .. 

) 'roo 

Derivando v(µ) con respecto a N se obtiene la Edad óptima N para 

reemplazo preventivo. 
\ ) .. , ..... 
t~~ _ _,,,,.,.---

\ i ;;'• .1- 1./ .J; 
.-~ o • '¡7") 

Pudiendo ser resue:to numéricamente. 

La solución de \.j única ..;;;.. es est~ictamente creciente. 

CASO ESPECIAL DE EQUIPOS COK UNA SOLA COMPONENTE. 

Equipo cuya compoaente está sujeta a dos tipos de falla: 

Considerando un sistema su.íeto a falla por dos diferentes 

fuentes. Midiendo el tiempo desde el último sistema de falla, el -

tiempo "t" para la sigLl.iente fa:la de tipo "i" tiene distribución 

fi(t) (i- 1, 2). Se considerará que las distribuciones de falla son -

independientes. 

1 



l 

última falla siguiente falla de tipo i 

l 

\as funciones de supervivencia son: 
,;;;,t:I 

í~; I , ) ~ r I 4.\ 1 4~ 
!· ' i .> - \- ~ \. '1.,) (;;, "" 
I"' i. \,. 1,,1 - t., \ ;:. 
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Las probabilidades condicionales de falla o tasa específica 

de edad de falla son: 

= Prob. falla de tipo 1 a edad t, siendo que no hubo falla .. , 
¡ 

de tipo 2 \ 

= f1 (t) x R2 (t) = Proo. ~ falla de tipo 1 a edad t \ Pro~·) 
1 

no falla de tipo 2 a edad f, 
¡ 

La función de densidad de falla a edad t es: 

Probabilidad total de que la falla sea de tipo i 

~ 

• 'ÍÍ i • t Ji(t)dt 

indep. de t. 
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Probabilidad condicional de que la falla, a edad t, sea de tipo 1 = 111 (t) 

---Entonces: -

Para fallas exponenciales: fi (t) = Pi e - Pit 

Así: '\11 (t) 

= 

g (t) -

P . 
.l. 

?, 
\ t., 

para toda t 

CRITERIO PARA LA pQ:_.ITICA OPTIMA DE REEMPLAZO. 

Costo Esperado = 
Vida Esperada 

.• r·•-

c • • , 1 ... c 2 '. '. 2 1 . •. . 
, o 
¡ 
\ tg(t)dt 
.; a 

= costo esperado de reemplazo 

por unidad de tiempo. 

Donde Ci es el costo de reemplazar una unidad que ha tenido una falla 

de tipo i ( i = 1, 2). 
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II.B.2 EQUIPO CON DOS COMPONENTES. 

Se tiene un sistema compuesto de dos componentes o partes 

que fallan estocásticamente. En este sistema, las distribuciones de 

falla de las componentes son independientes. 

Las dos partes del equipo serán la parte O y la parte 1, 

. respecfivamente. 

Se estudiarán los siguientes casos: 

a) La tasa de falla (probabilidad condicional de falla) de 

las partes O y 1 son constantes. 

En este caso la política óptima es esperar hasta que cada 

parte falle y entonces· reemplazar, debido a que las funciones de -

densidad de probabilidad de falla son exponenciales. 

b) Política de mantenimiento preventivo con una tasa de 

falla para la parte o creciente y una tasa de falla constante para -

la parte l. Se considera que los costos de mantenimiento para 

ambas partes son menores que para cada parte tomada separada--

mente. 

Notación. -

c 0 = Costo de reemplazo de la parte o antes de que -

falle. 

c00 :: Costo de reemplazo de la parte o después de la falla. 

(Co L Coo> 
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Ko = Tiempo requerido de reemplazo antes de la falla . 

Koo = Tiempo requerido de reemplazo después de la falla. 

Se considera que las partes fallan independientemente y 

que la falla de una cualquiera de las partes resulta en una falla del 

equipo, la cual es detectada inmediatamente. 

C 1 = Costo de reemplazar la parte 1 separadamente. 

c
01 

= Costo de reemplazar ambas partes simultáneamente. 

K 1 = Tiempo requerido de reemplazo de la parte 1. 

K01 = Tiempo requerido. de reemplazo de ambas partes -

o y l. 

Las siguientes desigualdades representan la existencia de 

economías de escala en actividades de mantenimiento. 

····---
_ :rorlfs DE 

1

¡ 
rnu:ms 

~{ 

' '/;_TA0°~,~ I 

t 

• i~IA i Es de hacer notar que la parte 1 es reemplazada hasta que 

falla, 'debido a la consideración de que dicha parte tiene una distribu-

ci6n condicional de falla constante~ conviniendo siempre reemplazar -
J 

la parte hasta después de la falla en vez de realizar un mantenimiento 

preventivo. 
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La política óptima de mantenimiento preventivo puede ser 

caracterizado por 2 parámetros, n y N, tal que si X es la 

edad de la parte O: 

i) Si X -C:: n, reemplazar parte O únicamente cuando falle. 

ii) Si n ~ X cC. N, reemplazar parte O, si cualquiera de las partes 

falla. 

iii) Si X = N, reemplazar parte O haya o no fallado. 

En cualquiera de los tres casos, la parte 1 es reemplazada 

hasta que falla. 

Los valores óptimos de los parámetros n y N pueden ser 

calculados utilizando el siguiente criterio: Costo promedio por 

unidad de tiempo de operación del equipo o sistema, como una 

función de estos parámetros, minimizando posteriormente esta fun

ción con respecto a los dos parámetros. 

El reemplazo de la parte O es un punto de regeneración 

para el proceso de inversión. 

El costo por unidad de tiempo en un ciclo de manteni-

miento preventivo es el siguiente: 

A + C 1 E é'Jo. de fallas tipo f/ 
en el período O! X¿, n 



1 
1 

.1 

1 

/ 

\.J 
872 _¡_ G o ~~O?.~ .. REEMPLAZO y ?::OGRAXAC=ox :JINAMICA ........,----,,-
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Objetivo 

~a de aplicabili¿a¿ de la Teoría del Reemplazo y la Programa

ción Diriámica; el establecimiento Ge modelos teóricos aplica

~les a determi~~das situaciones reales asi como sus limitan--

-ces; sol uc.: __ . -.::.e ~-=-:..·e- -e: ... .:;.6 prácticos utilizando dichos modelos. 

I) Te:::-.c 

• Carac""Ce~~s~~cas de los ppoblemas de reemplazo 

• Pol~~ica de mantenimiento deterministico: 

Caso Discreto 

Caso contínuo 

Ejemplos 

Políti8as de mantenimiento para equipo que falla Esfocásti

mente: 

Antecedentes: Prob. de falla, ?unción de supervivencia, 

Prob. Condicional de Fal~a, N(mero esperado Ge fallas en un 

per.:cc.o, E-

C¿;_..:,o Continuo.: Equipo con Compo:· 

Equipo 

Equipo c. 

tes. 

- GL compone~--ces 
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..:..~ 2r:1p.J..c,,3 

• P~esen.tct-cio~n. c·e ~~e~~-os ~ - • Lj "'l-'.l. y Ter:,.::s espe~~ales por parte de 

los alumnos. 

II). Bibliogra~~~-

- Jorge::.son, McCall y :?_,:::.d~.e:::': Optimal Replacement • 

2. - Churchman, Ac;-:.off, Arí.of~: Introc.·..1c1:ion to O. R. -

Eciit. J. Wiley 

PROGRAMACION DI~P.X:=CA. 

I) Temas c~e se tratarán 

• Características de la Progra~ación Dinámica. 

~ Casos particulares. Ejemplos 

• Programación dinámica con un número infinito de etapas 

. Procesos Marpovianos. Ejemplo . 

• Presentación de ejemplos y temas especiales, por parte 

de los alumnos. 

II). Bibliografía. 

1.- Bellman y Dreifus: Applied Dynamic Programming 

Princeton U. Press. 

2. - R. howard : Dynamic Programming a:-:d Mar;J.o\l Processes. 

M.I.T. Press. 

Desarrolle ~2: Curso y Cali~icación 

e, 

.. 2ión persona: de una aplicación concreta~de una 

invenstig~~~6~ ~- cada uno de los temas mencionados (40% de la 

calificación fina:). 



Resolución de series de ejercicios de los temas tratados -

(20 % de la ca~ificación final). 

Un exame~ parcial de cada tema estüdiado (40 % de la califi

cación final). 
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c
01 

pr \ de falla tipo 1 • para n:: x¿ N T + c
0 

pr 1 falla de parte O 
! 

para 
1 

O~ Xt. N. 
' . \ + c 0 pr 'I parte O no falla para 

\ 

\ parte 1 no falla para n :::. X t.. N \ 

Dividiendo este costo entre el tiempo esperado de operación 

en un ciclo, L. se obtiene el costo por unidad de tiempo. 

c) Caso especial para un equipo con dos componentes idé~ 

ticos, con probabilidad condicional de falla creciente cada componente. 

La unidad falla hasta que las dos componentes han fallado. 

Notación. -

= Costo de reemplazo. considerando que el equipo está 

aún trabajando. 

Costo de reemplazo, considerando que el equipo falló. 

Se tienen las siguientes estra¡;egias: 

i) Reemplazar hasta que el equipo falle. 

c 
Costo por unidad de tiempo = 

t f(t) dt 
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C = Costo de reemplazar una componente una vez que ha 

fallado. 

T = Vida útil de una componente. 

ii) Una forma de reemplazo preventivo en el cual la componente -

es reemplazada por una nueva unidad, esté trabajando o no, a 

intervalos regulares de tiempo X. 

E /j,osto por reemplaz~7 
! 

= A x pr \ el equipo no ha fallado para -

una edad menor a X~ t B x pr \ el 

equipo falla antes de X f 

Costo esperado por unidad de tiempo: E [cost?J 

X 

II.B.3 EQUIPO COMPUESTO DE M 7 1 PARTES QUE FALLAN 

ESTOCASTICA MENTE. 

La política de mantenimiento preventivo analizado para el 

caso de un equipo con dos componentes se puede extender para 

equipo compuesto de M ,}· 1 partes que fallan estocásticamente. 

Se considerará una par"e O con probabilidad de falla ere -

ciente y M partes con probabilidad de falla constante. 

La polr'.:ica, en este caso, puede ser caracterizada por un 

parámetro N y M parámetros, ni ( i = 1, ... , M) cada uno con un 
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significado similar al caso ~I. B. 2 . b. 

La política 6pti:..na de mantenimiento para una parte depende 

del estado de las otras partes del sistema. 

Así: 
'\ \ . Tasa de falla: \ . (t) i 1, 2, . .. , M Al = /t,.l = 

Ao (t) > o 

Debido a que las partes 1, 2, ••• J M fallan exponencial- -

mente, nunca son reemplazadas antes de que fallen. 

Notación. -

Ci Ki = Costo y tiempo de reemplazo de la parte i 

( i = 1, . . . M) 

= Costo y tiempo de reemplazar la par

te O antes y después de la falla) respectivamente. 

Coi• Koi = Costo y tiempo para reemplazar las partes O e i 

coajuntamente. 

Si se tienen economías de escala del siguiente tipo: 

·'- c~ . J. 

.. K . 1 l 

Entonces una política oportunista de reemplazar preventiva

mente la parte O, ct:.ando algun;;, (:e las partes i falla, debe ser 
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considerada. 

Tal polftica está caracterizada por ni (i = 1, ... , M) y N 

• parámetros, usados como sigue: (X = edad de la parte O) . 

( 1) Si parte O falla, reemplazarla. 

(2) Si una parte i falla cuando la edad X de la parte O 

está en el intervalo O !. X ¿ ni, reemplazar la parte i únicamente 

( i = 1, 2, . . . M) . 

( 3) Si una parte i falla cuando la edad X de la parte O -

está en el intervalo ni f X¿ N, reemplazar ambas partes. 

( 4) Si la parte O sobrevive a una edad X = N, reemplazar 

la parte O. 

Es posible obten•2r una expresión del costo por unidad de -

tiempo, en función de la cual es posible determinar lo~ parámetros 

ni ( i =, ... , M) y N, minimizando dicha expresión. 
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