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PROGRAMACION DINAMICA 

Antonio García Arana 
Curso 872 

Programación dinámica es una técnica matemática de utili

dad para tomar una secuencia' de decisiones interrelacionadas. A 

diferencia con P. L. no existe una formulación o una técnica es tanda 

rizada. En este caso las ecuaciones particulares usadas deben ser -

desarrolladas para ajustarse a cada situación individual. Un cierto -

grado de in gen 1 o de la estructura general de problemas de progra-

mación dinámica es requerida para saber cuando· se puede resolver -

por programación dinámica y como debe ser hecho. 

Programación dinámica empieza con una pequeña porción -

del problema y encuentra la solución óptima para este pequeño probl~ 

ma. Después empieza gradualmente a engrandar el problema encon -

trando la correspondiente solución óptima utilizando la anterior solu -

ción, así hasta que el problema es resuelto enteramente. 

Características típicas para resolver un problema por 

programación dinámica: 

1. - Decisiones son tomadas en secuencia. 

2. - Los problemas pueden ser divididos en etapas. 

3. - Cada etapa tiene asociado un número de estados. 

4. - ün estado corriente (cualquiera) contiene toda la información 
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2. 

necesaria - como fue alcanzado ese estado es irrelevante para 

futuras decisiones . 

5. - Una decisión transforma el estado corriente con uno asociado -

con la siguiente etapa . 

6. - Recompensa o castigos están asociados con transformaciones -

de estado. 

7. - Objetivo. - Maximizar recompensas o minimizar castigos. 

Principio de Optimalidad de Bellman: 

Una decisión óptima tiene la propiedad de que cualquiera que 

\ 

sea el estado inicial y decisión inicial las decisiones restantes deben -

constituir una política óptima de acuerdo al estado que resultó de la -

primera decisión. 

Ejemplo: Minimizar costo de transporte para ir de (1) a (10) 

21GO 
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3. 

Una forma de atacar el problema sería analizando las 18 

rutas de (1) a (10), método que no resulta muy alentador. Programa -

ción dinámica prove una solución con mucho menos esfuerzo que el 

analizar todas las rutas . 

Llamando: Xn a la variable decisión (n• 1, 2, 3, 4 ), la -

cual indica el destino inmediato cuando hay n etapas más por reco-

rrer. Así la ruta escogida sería (1)---. x4~x3--.. X2 __.. x1 -

(10) ) . 

n = No. de etapas restantes (de izquierda a derecha). 

Sea fn (S, Xn) el costo total de la mejor política de todo -

el problema para lo.s últimas n etapas, dado que el individuo está -

en el estado S y elije Xn como el destino inmediato . 

Dado S y n , 
.. 

sea Xn el valor de Xn que minimiza 

.F~ >'< 
fn (SJ Xn} yJfú (S) el valor mínimo correspondiente de fn (Sj Xn). -

Así f~ (S) = fn (Sj x':). El objetivo es encontrar l~ (1) y la política 

correspondiente a programación dinámica hace esto encontrando suce

sivamente f~' (S), r';(S), /;(S) y finalmente r'~ (1). 

Así cuando el vendedor tiene solamente una etapa por re-

correr su ruta está determinado enteramente por su destino final. 

La solución inmediata para pr~blema de una etapa es como sigue: 
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Cuando el vendedor tiene dos etapas por recorrer, la sol u 

ción requiere algunos cálculos. A sí, si está en el estado (5) S = 5 

puede ir 8 
, 

9 costo de 1 4. Si va a. (8) el a o a un o se -

costo total será 1 -+ 3 = (4). Si escoge 9 4 + 4 =@.·. el 

~1 _,, _,_ ,,, 

total (; (5) escogerá• estado 8 x2 - 8 ya que da un costo = 4. -

En igual forma para s - 6 y S = 7 se tiene: -

~ 
f 2 (SJX2 ) - Csx? + l~ (X2) -

,,, 
>:< ,,, 

8 9 f ') (S) x2 

5 4 8 4 8 

6 9 7 7 9 

7 6 7 6 8 
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Para el problema de tres etapas: 

l 
x3 r 3 (S,_ X 3) = csx/f;(x3) 

~:::: _,_ -,-
s 5 6 7 f 

3 
( S) X3 

2 7 ♦ 4= 11 11 12 11 5 ó 6 

3 7 9 10 7 5 

4 8 8 11 8 5 o 6 

Para n = 4 

11.f 
_,_ 
-,-

f 4 (SJ X 4 ) = Csx4 °" f 3(X4) _, _ _ ,_ 

(~(S) 
-,-

X 
s 2 3 4 4 

1 13 11 11 11 3 o 4 

\, 

\ • 

\ l 
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6. 

Una relación recursiva es disponible, la cual identifica la 

política óptima para cada estado con n etapas restantes, dando la -

política óptima para cada estado con (n-l) etapas por recorrer. 

Tx (S) 
n 

= Recompensa o castigo asociado con decisión Xn en el -

estado S. 

= El estado de la etapa n-1 (desde el final) en el cual de-

cisión Xn transforma S. 

Así, fn(S) :: máximo o mínimo absoluto, recompensa o castigo, emp~ 

zando en el estado S con n etapas por recorrer. 

= máximo o mínimo\ r xn (S) t fn-1 ( Txn (S) 
1

) l 
x.~ ---

recompensa o castigo 

de previas etapas. 

En nuestro ejemplo la relación recursiva fue: 

:: mínimo 
y...,. 

Csx n + /' (X ) \ n-1 n 

----castigo si escogemos Xn 

en etapa n 

1 

r 

l 
1 
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r.:axir~izar el Yulor de la c::'.r¿;::, e:. v .. "" 

Sujeto a ~ \JJ~ ~' ¿ $ 

\J~ = Valor del prc;ducto de t;-¡_ 1,0 i 

i~ = No. de ¡:,: .. o:!.u-~to.G de ti.r,o i l)rira SC~C' car.:sc1clo 

M~ = }To. de a.rtículos de t:i.¡io i ( J1 Sf•"''ble:) 
S = Ca;,:::.cidad disron'i hle 

\)J~ ':. 'r,040 ~ U\/\ 4!l.1'\f"' O ~ -h ~ ~ 

f w-i(~) = máx.~ \J~ X, 14 t ~\.\•\ ( S-- I..U..i~"') 1 

Cuando e~t;te la. r•r-ob;:,bil.idHcl a.e :;_:i2.sar d.e un est:3,rlo i 

a un estc1.do j (p .. (X )), entonces se tre,'!.:ét de max-i..rnizar el valor 
i 1 n 

es:>er::..do de la re;or.1,;;,enso. f,"'(s) . 

lizamlo prol:,abi 1..idades. 

) e f • b' 1 'd d 4 t •t· + ( 2 l a . on :t.?. i ... 1 a ,,e a..:1ara os con riu1 .100?:1¡.·oner::.,eG ' 

En cada fase "n" se ¡)ueden in;.;t~lar 1 + X imidade:3 en .:,;ar2.lAlo. 
n 

Cada unirlarl cuesta C ~ 

10. 

V¡ 

?.Iaximizar la :)robe.hilid,.._d ele que el cif;ten;:,,, O,;_)ere = ~ 1.h (.,:.Ó 
i::. 

Sujeto a 
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X .. lfo. de unide.des por instalar en ls. fase n n 

S = Cantidad dis~onible de dinero 

(~(S)= !,íáx. prob. de q_ue 1-'l.s "n" últimas fases trabajan 

b) .~siC71,=l.cl6n de lJersonnl ( Científicos) 

Ver pae. 247, ejercicio 3 

Introduction to O.R. - Lieberrnan - Hillier 

c) Juecos 

Ver pae. 249, ejercicio 4 
Introd1.1.ction to O. 'D. - Lieber:nan - liillier 

4•- Control de Inventarios,-

11. 

Se tienen cierta deaanda l~ en el período t (t=l,2, •.• ,N) 

la cual debe ser natisfeolw.; un costo f'ijo _¿)or ordenar Z; ci:nto él.e 

oor:ipra 6 producción prol)oroional al número ordenado ( e ) ( el cual 

puede ser ignorado) y un costo de alrnacenamient,> h l)Or unidad por 

período. 

La producción )(~ en el período t está disponible al co

mienzo del período, y el costo de almacenamiento de una unidcd es 

cargado al inicio del !)•3ríod.o. 

j es un ínrlice que ir1<licu el tie:.11)0 de :a últi.':ltt rrJrJ.1.1.cci.Sil 

(al )rincipio iel período). 

Se solicitará :;rofüict,-:-i únicamente cu2..nd.o el é::.1r.incenar.icnto 

es cero: 
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Ct = Costo par~ los primeros i períodos usando una política 
6¡,tima. 

CY\ = min • 

c..,= o 

Ver ¡:,ae. 362 
Introduotion to O.:R. - Lieberman - Hillier 

12. 
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. (1) 
5.__FROCBSOS DE DECISIOH DF l'.AF.KC1V .-

Problemas con un número infinito de etapas.-

13 • 

Un ,:proceso de Markov se ;puede ca.racterize,r ¡,or la matriz 

de transici6n P• {pi.\ , donde pij es la probGhiHd2,d de g_ue si 
. J 

el sistema se encuentra en el estado i en el periodo t, alcanzará 

el estado j en el período (t+l), independiente de como se lles6 

al estado i e ir1de¡;e11diente de t. 

Llam"'.ndo ~~ (n) a la r,robabilidacl de que el 13i:::.tem&. ocu

par~ el estado i des1.iués de n transiciones Ó ¡,asos, si el est::Ld.ü 

para nsO es conocido ( 1T (O)) . 

..., 

'\\~ (n+l) = t, 
~ (n+l) = 

'TT(n) .. 

rr~ (n) I>ij 

~ (n) P 

IT (o) r 

n=0,1,2 .•• 

En un proceso de !,1arkov donde las 1)robabilida.des lír:'i t0c 

de estado ~¡i son independientes de las condiciones iniciales, se 

dioe entonces que se trata de un proceso cor.11iletamente er06dico. 

,,- = ,q p 

[ '\ri = .1 
1.~ 1 

Si se considera una recompensa Í ij al pa,sar del estado 

i al estado j se tendrá: 

\ri(n)a E L recompensa 
'-> 

\ri(n) .. ~ :pij 
l,:-1 

total en "n" transicionfis deode el estado i) 

1 r1j + \i j (n-1) ~ 

V-. (n-1) -+acumula experi encin.s ~>asa0as 
J 
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Donde i i ea la recompensa ir.mediata esperada. 

"' 
Definiendo como eanancia: ~ 1:' ~~• '\Ji 'j.i a la recompensa espe-

rada por transici6n en el eetado fijo. 

Se puede demostrar que para "n" erande1 

\Ti (n) = 

Donde \f i re¡iresenta el Vb.lor del estado i como estado inicio:1.l 

Proceso de Deoisi6n.-

Si existen varias altern~~+,ivas de decisi6n en el est~.do 
k 

i, sea. :p. . la probabilidad 
l.J .... 

para ;pasar del estado i al est::1d.o j 
k con la alternativa k 

transición ( j=l,2, .•• , 

, '(. . la reccir.pensa asociada con esa 
l.J 

'-1). 

~,úio ... 
Sea Xi (n) la varü:.ble~en el estado i con n 'eta1,c:,.s faltan-

tea por recorrer. 3n ecte caoo, X. i (n) re¡.1resenta el número de la 

alternativa (k) eacoeida. Una. política de decisión X (n) esreoifÍ

ca una decisi6n para cada estado. 

Si se define a \J'i(n) oomo la reoor:11,ensa óptima es::,,era.da, 

se tendrá: 

+ 

Se puede deir.ostrar que cuand.o n _. .o , la rolítica 61)tima 

~ (n) __,. X. , independiente de n 

~-xiaten dos r.i.Stodos para e.n;,lizar este ¡,roblema: 

1.- Método i te.rati vo ¡:,ara deterr.1inar la recon:1,ensa esr,erad.é'-
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Este m~todo trabaja como un ;problema. normal de pro-

5ramaoión dinámica, etapa por etapa, maximizando en cada estado 

todas las posibles alternativas. 

Se ha demostrado que para este proceso iterativo se 

conver6e a la mejor alternativa., para cada estado, cuando n va 

siendo mayor. 

La diferencia con respecto al seeundo método (m~todo 

iterativo de l)Olíticas ó¡:itimas) es que en este tU timo se determina 

la l)Olítioa. óptima sin necesidad de estar calculando recorn1)e11sas 

esperadas para n=l,2, ••• , obteniendo con pocas iteraciones el 

ó1itimo. 

2. ?.!~todo iterativo de políticas óptimas.-

Este m~todo consiste de dos eta¡)as, las cuales llevan al 

óptimo. 

a) Determinación del valor. 

Para üna nolítica dada se tienes -----
\r'i (n) = n1 + V"i 

\1' i (n) = ~ i + 

Esto es 1 1 + "l' i = 1 i + i=l, 2, •.. , 1T 

Resulta un sistema de N ecuaciones con n 1/ i y 1 Cj 

inoóeni tas (N+l inc6eni tas) por lo que se puede es1)eoificar un 

valor cualquiera de 'J' i (c4' \f N=O), quedando N ecuaoi ones con lI 

ino6gni ta:s ( \J i j i • 1 • • • , N Y 5 ) • 
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b) Mejoramie11to de :política 

Para encontrar una política mejor a la analizada en la 

primera etapa (a), se tenían los valores de '11. encontrados en 
J 

~ata y se determina~las alternativas k (para cada est~o i sepa-

radamente) que maximizan. 

i•l, 2, •••• ,N 

Esto proporciona una nueva política con una eananoia 

mayor. Con la nueva 1)olític:1. calcula.a.a se entra a la ¡,rimera 

etapa (a), em¡>ezando así a iterar he.sta encontr.~.r dos políticas 

ieua.les, tomando a<11lell~ con mayor ea.nancia ( ~ ) . 

Para el caso de :rroblemaa con dos restricciones, se 

trabaja con las combinaciones resultantes de loo términos inde

pendientes de las restricciones (ver :pae. 259, ej. 7 - Lieberman 

Ilillier). 
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