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1. Introducciébn

La parte de la estadistica gque proporciona las reglas
para inferir ciertas caracteristicas de una poblacidn a partir
de muestras extraidas de ella, junto con indicaciones probabilis
ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama {nferencLa

estadistica.

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones
existentes entre una poblacién, las muestras obtenidas de ella, y
las técnicas para estimar paré@metros, tales como la media y la va
riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dos mues

tras son debidas al azar, etc.

2. Distribuciones muestrales ~

Si se consideran todas las muestras posibles de tamano
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n que pueden extraerse de una poblacibn, y para cada una se cal-
cula el valor del promedio aritmético, este seguramente variaré
de una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos
gue se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio
aritmético es en sf una variable aleatoria, como también lo son,

por la misma razbn, el rango y la variancia de la muestra.

A todo elemento que es funcibn de los valores de los
datos que se tienen en una muestra se le denomina estadistica; to
da estadistica es, entonces, una variable aleatoria cuya distribu
cibn de probabilidades se conoce como d{istribucibén muestral. Si,
por ejemplo, la estadistica considerada es la variancia de la mueél
tra, su densidad de probabilidades se llama d{strilbuciln muestral

de La vaniancia.

En forma similar se pueden obtener las distribuciones
muestrales de la desviacibn esténdar, del rango, etc., cada una
de las cuales tendr& sus propios parémetros, lo que permite ha-

blar de la media y la desviacién est&ndar de la variancia, etc.

‘3. Muestreo con y sin remplazo

3

Cuando se efectfia un muestreo en una poblacibn de tal
manera que cada elemento de la misma se pueda escoger mds de una
vez, se dice que el muestreo es con nemplazo; en caso contrario,
el muestreo es 44n nemplazo. Si de una urna se guiere extraer una
muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras:
se saca al azar una bola, se anota su color y se regresa a la ur-
na antes de obtener otra, y ast sﬁcesivamente; en este caso el

muestreo es con remplazo. La segunda forma consiste en extraer



al azar todas las bolas que constituyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo Asin remplazo.

4. Distribucion muestral del promedio aritmético

Supfngase que se extraen sin remplazo todas las muestras
posibles de tamano n de una poblacién finita de tamano Np >n., Si
la media y la desviacidbn esténdar de la distribuci®fn muestral del
promedio aritmé&tico se denotan con “i Yy Oi’ y la media y la desvia
cibén esté&ndar de la poblacibn con u Y 0, respectivamente, entonces

es posible demostrar que se cumplen las siguientes ecuaciones

O’—:

Adem&s, si la poblacibén es infinita (o0 el muestreo es con rempla-

20), los resultados anteriores se reducen a

Mg = M
gg = g
vy n
puesto que
1im o Np “h g

No> VN -1 i



Para valores grandes de n(n >30) se demuestra, emplean
do el teorema del limite central, que la distribucidn muestral
del promedio aritmético es aproximadamente una distribucién nor-
mal con media Mg Y desviacibn esténdar o3, independientemente de
cuél‘sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato-.
ria ésociada a la poblacifbn. Si esta variable tiene distribucidn
normal, la distribucifn muestral del promedio aritmético también

es normal, aun para valores pequenos de n (n < 390).

Ejemplo 4.1

Supongase que se tiene una poblacién finita formada por
los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviacibn
estindur de la distribucidn muestral del promedio aritmético, con

siderando las muestras de tamano 3 obtenidas sin remplazo.

Primen procedimiento,

Siendo la poblacién finita y el muestreo sin remplazo,
es posible obtener la distribucibn muestral correspondiente para
calcular después sus parémetros, considerando que el nfimero total
de muestras distintas de tamafio 3 que pueden obtenerse a partir

de una poblacién de 5 elementos es

5.

3T(5-3y7 - 10

Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-

medios aritméticos correspondientes:



C

X. X.

1 1
1, 2, 3 6/3 3, 4, 5 12/3
1, 2, 4 7/3 3, 4, 1 8/3
1, 2, 5 8/3 4, 5, 1 10/3
2, 3, 4 9/3 4, 5, 2 11/3
2, 3,5 10/3 5, 1, 3 9/3

Para calcular la media y la desviacibn esténdar, se em

plea la siguiente tabla

X; 6/3 1/3 8/3 8/3 9/3 9/3 10/3 10/3 1173 12/3

%2 36/9 49/9 64/9 6479 81/9 81/9 100/9 100/9 121/9 144/9
1

[y
e

—

o

I X. = 90/3 I %2 = 840/9
. 1 . 1
C1i=1 i=1
10
= 1 - 1 90
e = X === I X, = —— * 22 = 3
X 10,2, 1 10 3
10
2 1 =2 =2 1 840 2
0= = =—r— r X% - X = = o) - (3) =
X 10 ;.. 1 10 9
= 9.333 - 9.000 = 0.333 => oy = /0,333 = 0.577
Es decir, Wz = 3 y 'oi = 0.577

Segundo procedimiento.

Por tratarse de una poblacibén finita, se verifica que



en donde N =5, n =3 y u = 3.

El valor de ozde la poblacibn es

o2 = L4+0+16+25 52 _ 55 _ 4 _ 114 -,
5 5
Por lo tanto, o = ¥2 = 1.4145 vy
oo = L:4145 /5 =3 = (0.8164)(0.7071) = 0.577
X /3 5 -1
Es decir, - 3 vy oz = 0.577

Comparando los resultados, se puede observar que ambos
procedimientos conducen a la obtencién de los mismos valores de
Mz Y o0z para la distribuci6n muestral del promedio aritmético.

X

Ejemplo 4.2

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero; el
valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-
viacibn estdndar 0.3 kg. Hallar la probabilidad de gque una mues-

tra de cien varillas} escogida al azar, tenga un peso total

a. entre 496 y 500 kg

b. de m&s de 510 kg.



Para la distribucibdn muestral del promedio, se tiene que

Uz = ¢ = 5.02 kg y, por tratarse de una poblacibdn finita,

X

: N -n -
SR A - 0.30 W/gggg =109 = 0.027
X m Np -1 Y100

a. El peso total de la muestra estar8 entre 496 y 500
kg si el peso promedio de las cien varillas se éncuentra entre
4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra es mayor de 30 elementos
se puede considerar como aproximadamente normal a la distribucibn
muestral, y los valores est&ndar correspondientes a X = 4.96 y a

X = 5.00 se obtienen mediante la transformacién

_—u—
;- B %
9%
es @ecir,
_4.96 - 5.02 _ _
Z, = 0.027 = =2.22
_ 5.00 - 5.02 _ _
Z, = o007 = ~0.74

En la fig 4.1 se puede apreciar que

P[496 < X < 500] = P[-2.22 ¢ 2 g -0.74] =

= p(-2.22 < Z < 0] -P[-0.74 < Z 5 0]



*ffo)

z, =-2.22 22=-0.74

Fig 4.1  Distrnibucidn normal correspondiente al ejemplo

Recurriendo a la tabla de &reas bajo la curva normal est&ndar

entre 0 y { queda finalmente

P[496 < X < 500] = 0.4868 -~ 0.2704 = 0.2164

b. El peso total de la muestra excederi de 510 kg si

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg.
Estandarizando dicho valor, queda

_ 5.10 = 5.02
3 0.027

= 2.96

Calculando el &rea bajo la curva normal a la derecha de este va

lor (fig 4.2), se tiene que

i

P(x » 510] = P[Z » 2.96] = P2 > 0] - P[0 < Z < 2.96] =

0.5 - 0.4985 = 0.0015



2.96

Fig 4.2 Distnibucibn noamal cornrespondiente al efemplo

5. Distribucién muestral de diferencias de promedios aritméticos

Con frecuencia se presenta el caso en el gue se tienen
datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y
Y, respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden consi
derair como una sola, es decir, si X = Y. Para probar estadisticd
mente esta hipb6tesis (como se verd mds adelante), es necesario ob
tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro--

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables.

Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de mues-

.tras aleatorias de tamano ny y n, de dos poblaciones con caracte-

Y

risticas X y ¥, respectivamente. Se puede demostrar que la dis-
tribucifn muestral de la diferencia de los promedios correspon-

dientes a poblaciones infinitas con medias w_, Yy My Y desyiaciones

X

esté&ndar Oy Y O tiene los siguientes par&metros:

Yl

2 2
2 Oy Yy
X v P
X Y

>
!
<t
i
Q
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si1 las muestras son independientes.

Esta distribucién también es aplicable a poblaciones finitas si
el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas
en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, los parémetros dé
la distribucibn muestral de la diferencia de los promedios arit-

méticos son

MRE T MR T M T My Ty

2 n 02 N |
G s P e S S B
oy Ny 1

suponiendo que las muestras sean independientes.

%% ~

Efemplo 5.1 v

Considérese que de una poblacidn X se obtienen tres mues

tras posibles,cuyos correspondientes promedios aritméticos son
3, 7y 8. De otra poblacibén Y se extraen dos muestras posibles,

con promedios 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los para-

‘metros de la distribucién muestral de las diferencias de los prome

dios aritméticos.

Primen procedimiento

Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos

de X con los de Y serian

——
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3 -2 7 - 2 8 - 2 ‘> 1 5 6
3 -4 7 - 4 8 - 4 -1 3 4
Es decir,

~1+1+3+4+45+46 _ 18

2 o t=1=3% (a-3 e (33 (4-3x (5-30+ (6-3)° _
X-Y
6
=34 _ 1
T 6 3
Segundo procedimiento
Se sabe que
- - -— - . 2— — 3 g— -
-y T P T MY 7 %%-% °% * 9%
Por ello,
3+7+8 _ 18 _
Mg =3 =3 =6
_ 244 6 _
W=z =373
2 . 3-6Y+ (7-6)"+ (8-6)° _ 14
X 3 T3
gg = (2-3)2+ (4_3)2= -2—- = 1
Y 2 2
U'}‘(_§ =6 ~ 3 =3
2 _ 14 _ 17
°3-y =3 *1 =73
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Se observa que ambos procedimientos conducen a los mis-

mos resultados.

Ejemplo 5.2

Las varillas de acero que fabrica una compafifia A tienen
un peso medio de 6.5 kg y una desviacibdn esténdar de 0.4, en tan-
to que las producidas por una empresa B tienen un peso medio de
6.3 kg y una desviacibn esté&ndar de 0.3 kg. Si se tomaﬁ muestras
aleatorias de 100 varillas de cada fdbrica, ¢cull es la probabili
dad de que las de la compania A tengan un peso promedio de por lo

menos

a. 0.35 kg

b. 0.10 kg

mayor que el de la compania B?

Se puede suponer en este caso que las distribuciones mueg

trales involucradas son normales, en virtud de que el tamano de am-
bas muestras es mayor de 30 elementos. También se puede suponer

-que ambas poblaciones son infinitas, y siendo)?A Y RB los pesos pro-
medios de las muestras de las fé&bricas A y B, respectivamente, en-

tonces

=Mz ~ Mg = 6.5 - 6.3 = 0.20 kg

u— _ —-—
X ~ X A B

——




13.

La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es

- —— -“_ -_ - _ -
; = (XA XB) XA XB _ (XA XB) 0.20
O3 < 0.05
XA, = X
" a. Estandarizando la diferencia de 0.35 kg se llega a
7. = 0.35 - 0.20 _ 0.15 _ 3
1 0.05 0.05 ~

La probabilidad deseada es el &rea bajo la curva normal a la dere-
cha de Z = 3, es decir
+ 0.35] =P [Z2 » 3] = 0.500 - 0.4987 = 0.0013

P [X, » X

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-

ble 7 resulta

_0.10 - 0.20 _ =0.1
2 0.05 0.05

‘'La probabilidad requerida es el &rea bajo la curva normal a la

derecha de I= -2, es decir

0.9772

i

P[X, > Xg + 0.10] = P[Z » - 2] = 0.5 + 0.4772
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6. Teoria estadistica de la estimacién

En la préctica profesional a menudo resulta necesario
inferir informacibn acerca de una poblacibén mediante el uso de
muestras extrafdas de ella; una parte bésica de dicha inferen-
cia consiste en estfdiman los valores de los paré@metros de la po-
blaciZn (media, variancia, etc.) a partir de las estadisticas

correspondientes de la muestra, como se explica a continuacidn.

7. Estimadores puntuales. Clasificacién

Si un estimador de un pardmetro de la poblacibn consis
te en un solo valor de una estadistica, se le conoce como estd-

madon punituafl del par@metro.
/

Cuanao la media de la distribucidn muestral de una es-
tadistica es igual al pardmetro que se estd estimando de la po-
blacibn, entonces la estadfstica se conoce como estimador Lnses
gado del paré&metro; si no sucede asi, entonces se denomina est4
mador sesgado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores
. correspondientes se llaman estimaciones insesgadas o sesgadas,
respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una estadistica
cuya distribucibn muestral tiene media Hor ¥ el paré@metro co-

rrespondiente de la poblacién es 8, se dice que S es un estima-

dor insesgado de 6 si

us=6

Por otra parte, si la estadistica Sn de la muestra tien

de a ser igual al paré&metro 6 de la poblacidn a medida que se
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hace més grande el tamafio de la muestra, entonces la estadfstica

recibe el nombre de estimador consistente del parémetro.

¢

Empleando simbolos, si

lfim § =6
n
N+
resulta que la estadistica Sn es un estimador consistente. Por*
ejemplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado y con
sistente de la media, y la variancia de la muestra es un estima

dor sesgado y consistente de la variancia de la poblacién.

Si las distribuciones muestrales de varias estadisticas
tienen el mismo valor de la media, se dice que la estadistica que
cuenta con la menor variancia es un esfdmador eficdente de dicha
m.dis, en tanto que las estadisticas restantes se conocen como

estimadones AnegicLentes del par&metro.

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio
aritmético y de la mediana cuentan con medias que son, en ambos
casos, iguales a la media de la poblacibén. Sin embargo, la va-
riancia de la distribucifn muestral del promedio aritmético es
menor que la de la distribucibén de la mediana, por lo que el
promedio aritmé&tico obtenido de una muestra aleatoria proporcio
na un estimador eficiente de la media de la poblacidn, en tanto
gue la mediana obténida de la muestra proporciona un estimador

ineficiente de dicho parémetro.

-~
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8. Estimacién de intervalos de confianza para los par&metros

de una poblacibn

La estimacifn de un parémetro de una poblacién mediante
un par de nfimeros entre los cuales se encuentra, con cierta pro-
babilidad, el valor de dicho parfmetro, se llama estimacién del

intervalo del mismo.

Sea S una estadfstica obtenida de una muestra de tamafio
n para estimar el valor del parémetro 6, y sea q;la desviacibn
est&ndar (conocida o estimada) de su distribucifn muestral. La
probabilidad, 1 - a, de que el valor de 6 se localice en el inter

valo de S - z, oy a S + z, Ogs donde z_ es una constante, S€

J
escribe en la forma

P(S - z, 0g £ 8 &S+ z, o] =1 -a
Si se fija el valor de 1 - a, se puede obtener el valor de z,
necésario para que se,satisfaga la ecuacidén anterior, con 1lo
cual queda definido el {nteavafo de congianza del par&metro 9,
(S.- z, Ogs S + z, os), correspondiente al nivel de confianza
"1 - a.

La constante z, que fija el intervalo de confianza se

conoce como vafon caftico. Si la distribucibn de S es nor-

mal, el valor de zc-correspondiente a uno de o se obtiene de la~" ™

tabla de &reas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente.
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TABLA 8.1 VALORES DE z, PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA

Nivel de confianza, en porcentaje z,
99,73 3.00
99.00 2.58
98.00 2.33
96.00 2.05
95.45 2.00
95.00 1.96
90.00 1.64
80.00 1.28
68.27 1.00
50.00 0.674

i
Ejemplo 8.1

Sea el prowsdio aritmético X una estadistica con dis-
tribucién normal. Las probabilidades o niveles de confianza de
gue pi (o 1 de la poblacibn) se encuentre localizada entre los

lfmites X * 0% Xt 2 o3 ¥ X 3 oy son 68.26, 95.44 y 99.73%,

respectivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de dreas
bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo
X+ 3 oi contendrd a M3 en el 99.73 por ciento de las muestras

de tamafio n, por lo gue los intervalos de confianza de 68.26,

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a u gon (X - agr X + 0 )

X
(X - 2 o X + 2 oz) ¥ (X -3 oi,i + 3 03), lo cual se aprecia
en la ¢{g 8.1 siguiente.

——
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Area=68,26 %

Area=13.59 %

{izigifli::i1493
S - _
X

TR Rl ROy 2 N w20y ARITy
| [ Area=95.44 % [
4 ' SUN—
L Area=99.73 %
Fig 8.1
9. Estimacidn de intervalos de confianza para la media

Lus limites de conilianza para la media de una poblacidn

con variable aleatoria X asocliada esté&n dados por

e - -
Lot 2z 0=

c X
en-donde z, depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene
distribucidén normal, Zc puede obtenerse en forma directa de la
tabla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 y 99 por

clento para estimar la media, u, de la poblacidbn son X =+ 1'96OX
y X £ 2.58 0% respectivamente. Al obtener estos limites hay que

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente.

Entonces,los limites de confianza para la media de la po

blacidén quedan dados por

=i
RS
N

u/“y‘L—
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en caso de que el muestreo se haga a partir de una poblacién in-
finita o de que se efectfie con remplazo a partir de una poblacién

finita, o por

>
+
N

Q

S

si el rwuestreo es sin remplazo a partir de una poblacibén finita

de tamano N

Ejemplo 9.1

Las mediciones de los di&metros de una muestra aleato-
ria de 100 tubos de albanal mostraron una media de 32 cm y una
y

desviaclibn estandar de 2 cm. Obtéhganse los limites de confian-

za de

a. 95 por ciento
b. 97 por ciento
para el didmetro medio de todos los tubos.

a. De la tabla 8.1, los limites de confianza del 95

por ciento son

X+1.960/Yn = 32 + 1.96(2//100 ) = 32 + 0.392 cm

0 sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valor de SX
para estimar el de ¢ de la poblacibn, puesto que la muestra es

suficientemente grande (mayor de 30 elementos). Esto significa
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i
gue con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de UX se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm.

b. Si 1 = z, es tal que el &rea bajo la curva normal
a la derecha de zc es el 1.5 por ciento del &rea total, entonces
el &rea entre 0 y Z, es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo que de la ta
bla de &reas bajo la curva normal se obtiene z, = 2.,17. Por lo

tanto, los limites de confianza del 97 por ciento son:

Xt2.170/Vn = 32:2.17(2//100) = 32+0.434 cm

y el intervalo de confianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cm).

Efemplo 9.2

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto
examen de admisién tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
con desviacidn esté@ndar igual a 10. Si el examen se aplicd a

1018 personas, obtener

a. El intervalo de confianza del 95% para la media

del total de calificaciones.

b. El tamano de muestra necesario para que el error
en la estimacifn de la media no exceda de 2 puntos,

considerando el mismo nivel de confianza.

c. El nivel de confianza para el cual la media de 1la

poblacibén sea 72 * 1 puntos.

——.
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a. Si se estima a ¢ de 1la poblacién con SX de la mues-
tra y se considera que la poblacibn es finita, los limites de con
fianza son, puesto que X = 72, z, = 1.96, S, = 10, Np = 1018 vy

n = 50,

i+

72 + 1.9 =0 /%%%%—5—%9
/50

72

i+

1.96 (1.4142) (0.9755)

72 £ 2.704
y el intervalo de confianza respectivo es

(69.296, 74.704)

b. Puesto que el error en la estimacidn de la media

es, para poblacidén finita,

N ‘
Error en la estimacién = Z < L n
[ /—’” Np - l

en'este caso se tendria
/ N
L e Np -1

o sea, para un nivel de confianza de 95%,

1.96 10 /1018 = n < 2
e 1018 - 1

1018 - n < 2
19.6 L e L
2 1018 - 1

n
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Elevando al cuadrado la'desigualdad, queda

384.16 1018 - n

n o7 < ¢

O sea
87.85 < n

Por 10 cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra
para gque el error en la estimacibén no exceda de 2 puntos, para

l1 - o= 0.95.

c. Los limites de confianza son, en este caso
10 /1018 - 50
72 ‘ZC. /-5—0- 1018 - 1

72

I+

I+

ZQ (1.4142) (0.9755)

O sea

I+

72 1.3795 Zc

Puegto que se desea gue el valor de la media sea 72 * 1 puntos,

se verifica que

1 = 1.3795 Zc

Es decir

y R SN
¢ T T.3795 - 0-725

-
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El &rea bajo la curva normal est&ndar entre 0 y Zc = 0.725 es,
por interpolacib6n lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-
vel de confianza es igual al doble del &rea anterior, es decir,

2(0.2657) = 0.5314 (o 53.14%), tal como se muestra en la §{4ig 9.1.

WLZ(Z)

Avea= 0.53\4

25-0325 2C=u125 Z
Fig 9.1

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias

Los lfmites de confianza para la diferencia de las me-~
dias cuando las poblaciones X y Y son infinitas, o cuando el nues

- treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

2 2
_ ' OX GY

¢ X - X zc n * n
) X Y

vy Y, ny son los respectivos promedios aritméticos

tran dados por

>

!
|
t
~
Q

|

1

]
i

|
|.<
1+

en donde i, nx

y tamanos de las dos muestras extrafdas de las poblaciones,.y

Oy ¥ Oy las desviaciones estlndar de estas Gltimas.
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En el caso de que las poblaciones X y Y sean finitas

y el muestreo sin remplazo, los limites de confianza son

en donde NX y NY son los tamafios de las poblaciones X y Y, res-

pectivamente.

Las dos ecuaciones anteriores son validas finicamente si

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes.

Efjemplo 10.1

Para el ejeuwplo de las varillas tratado anteriormente
(5.2), encontrar el intervalo 'de confianza del 95.45% para las

diferencias de las medias de las poblaciones.

Siendo X, = = 0.4 kg, XB = VMg

A UA = 6.5 kg, = 6.3 kg,

OA‘

og = 0.3 kg y ny = nB'= 100, los limites de confianza para la

diferencia de las medias son, empleando la tabla 8.1

H

o] o 2 2
- - A B \/QO.4) (0.3)
. - -— R + + =
X X, + 2 . + o 6.5 6.3 = 2 100 150

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3).
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Efemplo 10.2

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000
de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 150 focos de la
marca X, y se obtiene una duracién promedio de 1400 horas, con
desviacibn esté&ndar igual a 120 horas. Otra muestra aleatoria
de 200 focos de la marca Y tuvo una duracibn promedio de 1200
horas, con desviacibn esténdar igual a 80 horas. Obtener inter

valos de confianza de

a. 95%
b. 99%
para la diferencia de los tiempos medios de duracién de los fo-

<o » abas narcos.

al Puesto que se trata de poblaciones finitas y

X =»l400 h, SX = 120 h, NX = 3000, nx = 150, Y = 1200 h, SY = 80.h,
NY = 5000 y ng = 200, se obtiene, estimando a 0y Y 0, con Sx y
SY" respectivamente
2 2
(120) 3000 - 150 (80) 5000 - 200
- +
1400 - 1200 = 1'96\/ 150 3000 = 1 T 200 5000 - 1

200 + 1.96 (11.04)

+

200 21.638

o sea, (178.362, 221.638), puesto que de la tabla 8.1, para un ni-

vel de confianza de 95%, Zc = 1.96.

b. En este caso, al emplear la tabla 8.1 se obtiene
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Zc = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por lo cual los 1li-

mites son

2 2
1400 - - \//(120) 3000 - 150 . (80)% 5000 - 2000
00 - 1200 *+ 2.58 150 3000 = 1T ' 200 5000 = 1

200

I+

2.58 (11.04)

200

I+

28.483

y el intervalo de confianza es

(171.517, 228.483) | i

11. Pruebas de hipdtesis

Supbngase que una empresa armadora de automdviles esté
en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujias en sus uni
dades o la que regularmente utiliza, y que su departamento de |
control de calidad debe decidir, con base en la informaci6én de
las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de
este tipo, es decir, que se basan en estudios estadfsticos, reci
ben el nombre de decisdiones estadisticas, y a los procedimien-
tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hipbtesis se
les llama phuebas de hipbtesis, pruebas de.signdificancia o heglas

de decisidn,

Al tomar decisiones estadisticas, es necesario postular

las diversas alternativas o cursos de accidn que pueden adoptarse.
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Ji

En el caso particular de una prueba de nipéfesis solamente se

tienen dos cursos de accibn posibles, los que se denotar&n co-

mo Hy y H . A la accibn H, se le llama hipbtesis nula, y a la
Hl' hipbtesis altfernativa. Por ejemplo, si la hipStesis nula esta
blece que Hy = Moy la hipétésis alternativa puede ser una de las
sigﬁientes:

> u.< o
My HorH < Ky O 1) # 1,

Al realizar una prueba de hipbtesis, se prueba siempre

la verdad de la hip6tesis nula H aun cuando de antemano se de

0’

see rechazarla.
12, Trrores de los tipos I y ITI. Nivel de significancia

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se recha
za una hipbtesis nula cuando en realidad deberia ser aceptada; l
cuando esto sucede se dice que se ha cometido un error de ZLpo 1.
En otras ocasiones se acepta una hip6tesis nula siendo en reali-
dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un error de

Xipo 11,

Al probar una hipbtesis nula, a la m&xima probabilidad
con la que se est8 dispuesto a cometer un érror del tipo I se le
llama ndivelf de signdificancia,a, de la prueba, el cual dentro de
la préctica se acostumbra establecer de 5 por ciento (0.05) o 10

por ciento (0.1l). El1 complemento del nivel de significancia,

1 - o, se conoce como nivel de confianza.
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Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hip6tesis
se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, significa
que existen 10 posibilidades en 100 de que se rechace é&sta cuan
do deberia ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de
significancia del 10 por ciento, y que la probabilidad de que la

deci=ib6n haya sido errbnea es de 0.1.

13. Comportamiento de los errores tipos I y II

Supdngase que se trata de probar la hipbtesis nula de

que la media, u de la distribucibn muestral de la estadistica

SI

S es “1’ en contra de la hipdtesis alternativa que establece que

donde u, > u,, es decir

He = U 2 1

S 2!

s
I
=

En la fig 13.1 se muestra en forma grédfica la relacibn
entre los errores tipos I y II en el caso en el que la regla de

decisidn para aceptar o rechazar H es la siguiente:

0

Si el valon de La estadistica S obtenddo de
una muestra excede de cdlento valorn crltico

S necndcese H en caso contranio, acép-

1 0’

Ledse.

Es evidente que si H_  es verdadera, entonces o (rea con rayado

0

doble) es la probabilidad de que § > Sl’ 0 sea la de rechazar a

0

dadera, entonces @ (&rea con rayado sencillo) es la probabilidad

H siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado)si H1 es ver:
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de que S < Sl' o sea la de aceptar‘H0 siendo falsa (error tipo

I11).

Obsérvese que si se aumenta el valor de S1 se reduce la
probabilidad a, pero se incrementa la B; lo contrario sucede si

se disminuye el valor de Sl'

fs(s) As(s)

Distribucion de S
bojo lo hipotesis Mg

Distribucidn de &
bajo la hipétesis 4,

A
:.-:3‘
<
|
WY

]

P[S>Sl] a (error tipo I)

P[S‘Sl] 8 (error tipo II)

Fig 13.1 Probabilidades de Los ernores Zipos 1 y 11 en pruebas

de hipdtesdis.

En realidad, la Gnica forma posible en la cual se pueden
minimizar simulténeamente los errores de tipos I y II es aumentan
do el tamano de la muestra, para hacer mis "picudas" las distribu

ciones muestrales de la estadfstica bajo las hipbtesis HO y H, . !

Al observar la fig 13.2 siguiente, es posible concluir
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que el tamanho de los errores I Yy II es menor para un tamafio de
muestra igual a 100 que para un tamafio igual a 50, considerando

la misma regla de decisibn anterior.

T fots) P‘sm

Bajo Ho B“'.lo “\

n= 50

o)

/

H
Y

B“SO “o Balo ! |

Fig 13.2

Sin embargo, esta técnica de reduccibn simultdnea de &m-

bos tipos de errores no siempre puede ponerse en prdctica, debido

a razones de costo, tiempo, etc.
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14. Regiones criticas, de rechazo o de significancia. Regio-

nes de aceptacidn.

Cuando una hipbtesis nula no se acepta se dice que se
rechaza a un nivel de sdignificancia del o porn ciento, o que el
valor estandarizado de la estadistica involucrada es sdgndfica-

S X4vo a un ndvel de sdgndificancia o.

Al conjunto de los valores de la estadistica en el
gue se rechaza la hipbtesis nula se le denomina neg4dn cri{tica,
de necnazo, o0 de significancia. Por el contrario, al conjunto
de los valores de la estadistica en que se acepta la hipétesis,

se le llama #regddn de aceptacdién.

Considérese que la distribucidn muestral de la esta-
distica S es normal con desviaci6én estdandar Ogr que la variable

? resulta de estandarizar a S, gue la hipbtesis nula, H es que

Ol

la media de S vale Hgs Y que la hipb6tesis alternativa H, es que

1

dicha media es diferente de Hgr €S decir, que

S - Mg

7 = —

Ug

0

H.: media de la distribucién muestral de S= Heo

Hl: media de la distribucibén muestral de S fug

-

Si se adopta la regla de decisidn de aceptar la hipdte

sis Hys si el valor de Z cae dentro del intervalo central que

encierra al 99 por ciento del &drea de la distribucidn de proba-

bilidades, entonces HO se aceptard en el caso en que




-2.58 ¢ 7 & 2.58

enpleando la tabla de &reas bajo la curva normal esténdar. Pero
si el valor estandarizado de la estadistica se encuentra fuera
de dicho intervalo, se concluye que el evento puede ocurrir con

‘probabilidad de 0.01 si la hipbtesis H. es verdadera (&rea raya-

0
da total de la fig 14.1). En tal caso, el valor 7 de la variable
estf. Jar difiere sirndglcativanente del gque se podria esperar de

acuer.uo con la hipdtesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un

nivel de confianza del 99 por ciento.

De lo anterior de deduce que el &rea total rayada de 1la

fig 14.1 es el nivel de significancia o de la prueba, y represen
ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la
regidn de aceptacidn de HO es -2.58 ¢ £ € 2.58, y la de rechazo
es Z > 2.58 y Z < -2.58.

b (2)

Regidn critica

Area = 0.005

Region critica

Area=0.005

Regidn de aceptacidn

N

“2.58 0 . 258 z
| Areaz0,99 .l

Fig 14.1 Regddn de sdgndficancia

——.
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En la tabla 14.1 se presentan los valores de la varia-
ble estandarizada, Z, gue limitan las regiones de aceptacibn y
de rechazo para el caso en el gque la estadistica involucrada en
la prueba tenga distribucidn muestral normal. Cuando en alguna
prueba de hipbtesis se consideren niveles de significancia dife
rentes a los qué aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa

rio - wplear la de dreas bajo la curva normal esté&ndar.

TABLA |4.1 VALORES CRITICCS DE - ‘
Nivel de ' Valores de z para Valores de z para
significancia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas
0.1 —-1.281 o 1,281 —1.645 y 1.645
0.05 —1.645 o 1.645 —1.960 y 1.960
0.01 —2.326 o 2.326 -2.575 y 2.575
0.005 ~2.575 o 2.575 -2.810 y 2.810

15. Pruebas de una y de dos colas

En la prueba de hipStesis del ejemplo anterior, la regid.a
de rechazo de la hipdtesis nula qued6 en ambos extremos (colas) de
la distribuci6én muestral de la estadistica involucrada en la prue-
" ba; a las pruebas de este tipo se les denomina pruebas de dos co-
Las. Cuaﬁdo la regib6n de rechazo se encuentra solamente en un ex-
tremo de la distribucién muestral en cuestibn, se les llama prue-

bas de una cola.

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hip6-
tesis alternativa aparece el signo # (diferente de), como en el

siguiente caso




H1 P Mg # Hy
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en donde Mg es la media de la estadistica S, v H; es un valor

fijo.
En los casos
Hy # Mg = ¥y
Hy s odg < 1y
Yy
IIO : ;13 = ul
Hi : JS > Ul

las pruebas resultan de una cola.

16. Pruebas de hipb6tesis para la media

Para el caso de una poblacién infinita (o finita en que

se muestree con remplazo), cuya desviacién estlndar ¢ se conoce

o se puede estimar adecuadamente, si se
S obtenida de la muestra es el promedio
nedia dé\su distribucién muestral es ug
esténdar es og = oz = g//n, en donde u

la media y la desviacibn esté&ndar de la

tiene que la estadistica
aritmético, entonces la

= M3 = M, ¥y su desviacidn
Yy 0 son, respectivamente,

variable aleatoria X aso-

ciada a la poblacibn, y n es el tamano de la muestra. En tal ca-

so, si X tiene distribucibn normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente seré
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Para el caso de muestreo sin remplazo de poblacién fini

ta, 'se tiene que ¢, = gz =

3 % . en donde Np es el ta

En los dos casos anteriores, el valor de I correspondiente al de
X de la muestra es el gque se debe comparar con el valor critico

correspondiente al nivel de significancia fijado, para asi acep-
tar o no la hip6tesis nula (prueba de una cola). Si se trata de
una prueba de dos colas, el valor de I se debe comparar con los °
dos valores criticos que corresponden al valor de o seleccionado.
En:cuélquiera de los casos anteriores, el valor o valores criti-

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de a.

Ejemplo 16.1

Se sabe qﬁe el promedio de calificaciones de una muestra
aleatoria de tamano 100 de los estudiantes de tercer ano de inge-~

nieria civil es de 7.6, con una desviacibn est&ndar de 0.2. Si p

-

denota la media de la poblacién de esas calificaciones, X, y si

se supone que X tiene distribucibn normal, probar la hipbtesis




36.

M = 7.65 en contra de la hipbtesis alternativa py # 7.65, usando

un nivel de significancia de

a. 0.05

b. 0.01

Para la solucibén se deben considerar las hip6tesis

H : u= 17.65

H : u % 7.65

Puesto que u # 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65,

se trata de una prueba de dos colas.

La estadistica bajo consideracibn es el promedio arit-
mético,i, de la muestra, gue se supene extraida de una poblacibn

infinita. La distribucifén muestral de X tiene media “i = U, y

desviacibn esténdar oz = o/Yn, en donde u y ¢ denotan, respec-
[ ]

tivamente, la media y la desviaci6n esté&ndar de la poblacibn de

calificaciones.

Bajo la hipbtesis H_, (consider&ndola verdadera), se

0
tiene que

H= = 7.65 = 1

X
y utilizando la desviacifén est&ndar de la muestra como una esti

macién de o, lo cual se supone razonable por tratarse de una mues

tra grande,

Q
[

o o/Yn = 0.2//100 = 0.2/10 = 0.02
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a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi-

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisibn

Aceptan H. 44 el valor 1 correspondiente al va-

0
Lon del promedio de La muestra se encuentra den

Ztrho del Aintervalo de -1.96 a 1.96 (tabla 14.1).

En caso contrarndio, nechazan Ho’

Puesto que

7 = X-u _ 7.6 - 7.65
g/vVn 0.02

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se rechaza la hi-

pbtesis HO a un nivel de significancia de 0.05.

b. 8i el nivel de significancia es 0.01, el intervalo
de ~1.96 a 1.96 de la regla de decisifén del inciso a se rempla-.
za éor el de -2.58 a 2.58 tabla(14.1). Entonces, puesto gue el
va;or muestral Z = ~2.5 se encuentra dentro de este intervalo,

se acepta la hipbtesis H, a un nivel de significancia de 0.01.

0
Efemplo 16.2

La resistencia media a la ruptura 'de cables de acero

fabricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresa consulto °

ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cual
incrementar8 la resistencia de sus cables. Se prueba el nuevo
proceso, y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obte--

niéndose para ellos una resistencia promedio de 926 kg, con des-

——
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viacibn estdndar igual a 42 kg. ¢Se puede considerar que el
nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel dp confianza de 99%?

En este caso, se debe plantear una prueba de hipdtesis

de una cola, para la cual
H : u = 905 kg
H : u > 905 kg

Puesto que el tamaho de la muestra es suficientemente grande,
se puede aproximar la distribucibdn muestral de la resistencia
promedio mediante una normal, v estimar el valor de o de la po-

blacibén mediante SX de la muestra.

Considerando a la poblacibédn infinita, vy suponiendo co-

mo verdadera a HO’ se tiene que

X
0 = —— = 42 - 5,94
Y n Y50

Para la prueba de una cola a un nivel de significancia

U

de a 1l -(1=-20a) =1-20.99 =0.01, la regla de decisifn es

Aceptan Hy 84 el valon estandanizado de X de

La muestra es menor o Lgual a Z, = 2.326 (ta

bla 14.1); en caso contrnarnio, nechazan HO.
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En virtud de que

X 926 - 905
Z = = = .
o= 5.94 3.535

es mayor de 2.326, se rechaza HO a un nivel de significancia de
1%, concluyé&ndose que en realidad el nuevo proceso si incrementa

la resistencia de los cables.

17. I'ruebas de diferencias de medias

Sean X Y ¥ los promedios aritméticos obtenidos de dos
muestras de tamanos Ry ¥ Ny extrafidas respectivamente de dos po

blaciones con medias u, y Myr Y desviaciones esténdar Oy ¥ Oy

X
Se trata de probar la hipbtesis nula, HO, de que no existe dife-
renciz entre las medias, es decir, que Hy & Hy- Si ne ¥ ony son
suficientemente grandes (>30), la distribucidn muestral de las di
ferencias de los promedios es aproximadamente normal. Dicha dis’
tribucibn muestral es rigurosamente normal si las variables alea-
torias X y Y asociadas a la poblacidn tienen distribucidn normal,
aunque #. y n, sean menores de 30. Para esta distribucibén mues-

tral, la variable estandarizada I, gue se compara CoO 0s valores

criticos correspondientes, se encuentra dada por

2Tt TRy _x-Y-0_X-F
°%-%

O%-Y °%-% X-

con la cual se puede probar la hipdtesis nula HO en contra de

otras hip6tesis alternativas, H a un nivel apropiado de signi=-

ll

ficancia.
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Ejemplo 17.1

En el laboratorio de pruebas de una empresa fabricante
de aparatos electrbnicos sebensayaron dos marcas de transistores,
A y_B, de caracteristicas similares,con objeto de comprobar su
ganancia de voltaje. Se tomaron muestras aleatorias de 100 tran
sistores de cada marca, arrojando una ganancia promedio de 31 de

cibeles, con desviacién estfndar de 0.3 decibeles para la marca

A, vy 30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviacibn esté&ndar-

de 0.4 decibeles para la otra. ¢Existe una diferencia significa
tiva entre las ganancias en voltaje de los transistores a un ni-

vel de significancia de

a. 0.05

b, 0.01?

S1 Hy Y Hp son las medias respectivas de las dos pobla-.
ciones infinitas a las que corresponden las muestras, la prueba

de hipbtesis adopta la formazsiguiente:

H =HA?4UB

Entonces, el valor de I es, bajo la hipbtesis H

0" .
Y S XA'X 31 - 30.9
a3 < 2 2
X, - X G ,2 {0.3) (0.4)
N T T

——
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a. Puesto que se trata de una prueba de dos colas a
un nivel de significancia de 0.05, la diferencia es significati
va si el valor de I se encuentra fuera del intervalo de ~1.96 a
1.96. Como este es el caso, puede concluirse que efectivamente
exisie diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los

trans istores.

b. §Si la prueba es a un nivel de sicnificancia de 0.01,
la . rerencia es significativa si I se encuentra fuera del ranéo
de ~2.58 a 2.58. Partiendo del heqho de que ¢ = 2, la diferencia
entre las gananciaé es producto del azar, y se acepta la hipbte-
sis de que ambos tipos de transistores tienen igual ganancia me-

dia en voltaje a un nivel de confianza de 99 por ciento.

La estatura promedio de 50 estudiantes varones tomados .
alrazar que participan en actividades deportivas es de 173 cm,
con desviacibn estlndar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria de 50
estudiantes varones gue no participan en ese tipo de actividades
tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviacidn estén-
dar igual a 7.1 cm. Probar la hipbtesis de gque los estudiantes
varones que practican deportes son mds altos gue los que no lo

hacen, a un nivel de signifiéancia de 0.05.

Se debe decidir entre las hipltesis
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblacién infinita
de estaturas de alumnos gue practican deportes, y Y la asociada

a la de estudiantes que no lo hacen, gue también es infinita.

Bajo la hipbtesis H se tiene que

O 7

(6.3)2 (7.1%
\/ =5 + =5 = 1.3424

9%-31 °
Entonces, el valor de I es
X -Y 173 - 171 _ 2 _
L= 5o T T i.3424 T To342p T 1489
X-Y
Puesto yue se trata de una prueba de hipbtesis de una
cola, a un nivel a4 = 0.05, se rechazaria H, si el valor de Z

0

muestral fuera mayor del valor critico para dicho nivel, el cual

es Zc = 1.645. Puesto que 7 < ZQ, en este caso se concluye que
la diferencia en las estaturas de ambos grupos de aestudiantes

se debe Gnicamente al azar.

L et . mal e h eV m e @ A

~e.
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- 3.4 Muestras pequeiias .
LN
, |

Como ya se indicO, para muestras grandes (n > 30) las distribuciones
muiestrales de muchas estadisticas son aproximadamente norimnales, siendo tanto mejor
la aproximacién cuanto mayor es el tamario de n. Sin embargo, cuando se trata de muestras
endas que n < 30, llamadas muestras pequenas, la aproximacion no es suficientemente buena,
por lo que resulta necesario introducir una teoria apropiada para su estudio.

Al estudio de las distribuciones muestrales de las estad isticas para mues-
tras pequedas se le llama teoria estadistica de las muestras pequefias. Existen al respecto
tres distribuciones importantes: Ji cuadrada, F y t de Student,
3.4.1 Distribucion Ji cuadrada (x?) )

Hasta ahora solo se ha tratado la distribucidén muestral de la media.

En esta seccién se verd lo concerniente a la distribucidn muestral de la variancia, S2,

para muestras aleatorias extrafdas de pblaciones aommales, Puesto que Sy no puede ser

negativa, es de esperarse que su distribucion muestral no sea una curva normal, ya que esta

P — e S — e it - o < - .
— s —— - s
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ticne ordenadas mayores de cero en el lado de las abscisas negativas. De hecho, la estad istica
} sc puede estudiar si se consideran muestras aleatorias de tamano » extraidas de una po-
blacién normal con desviacidn estidndar oy ¥ si para cada muestra se calcula el valor de la
estadistica,
n Sy
x2 L — (3‘4)

02

donde S; es la variancia de la muestra.

El nimero de grados de libertad, v, de una estadistica se define como

v=mn-k

siendo n el tamano de la muestra y & el nimero de pardametros de la poblacion que deben

cstimarse a partir de ella.

La distribucién muestral de la estadistica x? estd dada por la ecuacion

2 'l/'z X2
e

f(xz)z UxV-

c¢n la que U es una constante que hace que el drea total bajo la curva resulte igual a uno, y,

v=n — 1 esel nimero de grados de libertad. Esta distribucion se Hama Ji cuadrada, misma

que se presenta en la fig 21 para distintos valores de v,

~r ‘»2
0 5 10 15 20 X

Fig 21. Distribucion Ji cuadrada para distintos valores de v

AR T
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Fix?)
TABLA 8. VALORES CRITICOS Xcz,
Xc
[ 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

4 X 95 X g4y X o5 X o5 X 90 X 25 X 50 X 25 X o X os X 025 X o1 X 003

1 7.88 6.63 5.02 3.84 2.71 1.32 455 .102 016 .0039 0010 .0002 .0000

2 10.6 9.21 7.38 5.99 4.61 2.17 1.39 575 211 103 0506 L0201 .0100

3 12.8 11.3 9.35 7.81 6.25 4.11 2.37 1.21 584 352 216 115 072

4 14.9 13.3 111 9.49 7.76 5.39 3.36 1.92 1.06 711 AB3 297 207

5 16.7 15.2 12.8 11,15 9.2 6.63 4.35 2.67 1.61 1.15 .831 554 413

6 18.5 16.8 14.4 12,6 10.6 7.84 5.35 3.45 2.20 1.64 1.24 872 676

7 20.3 185 16.0 14,1 12.0 9.04 6.35 4.25 2.83 2.18 - 1.69 1.24 989

8 22.0 20.1 17.5 15.5 13.4 10.2 7.34 5.07 3.49 2,713 2.18 1.65 1.34

9 23.6 217 19.0 16.9 14.7 114 8.34 590 4.17 3.33 2.70 2.09 1.73
10 25.2 232 20.5 18.3 16,0 . 125 9.34 6.74 4.87 3.94 3.28 2.56 2.16
11 26.8 24.7 219 19.7 17.3 13.7 10.35 7.57 5.58 4.57 3.82 3.05 2.60
12 28.3 26.2 23.2 21.0 18.5 148 11.3 8.44 6.30 5.23 4.40 3.57 3.07
13 29.8 27.7 24.7 22.4 19.8 16.0 12.3 9.30 7.04 5.89 5.01 4.11 3.57
14 313 29.4 26.1 23.7 21,1 17.2 13.3 10.2 7.79 6.57 5.63 4,66 4.07
15 32.7 30.6 27.5 251 223 18.2 143 11,0 8.55 7.26 6.25 5.22 4.60
16 34.3 32.0 28.8 26.3 235 19.4 15.3 119 9.31 7.96 691 5.81 5.14
17 35.2 334 30.2 276 24 8 20.5 16.3 12.8 10.1 8.67 7.56 6.41 5.70
18 37.2 34.8 515 28.9 26.0 21.6 17.3 13.7 10.9 9.39 8.23 7.01 6.26
19 38.6 30z 329 30.1 27.2 227 18.3 14.6 11,73 10.1 8.91 7.63 6.84
20 40.0 37.6 34.2 31.4 28.45 238 19.3 15.5 12.4 10.9 9.59 8.26 7.43
21 414 38.8 3156 32.7 29.6 24.9 20.3 16.3 13.2 11.6 10.3 8.90 8.02
22 42.8 40.3 36.8 33.9 30.8 26.0 213 17.2 14.0 12.3 11.0 9.54 8.64
23 442 .41.6 38.1 35.2 32.0 271 223 18.1 14,8 13.1 11,7 10.2 9.26
24 45.6 43.0 394 36.4 33.2 28.2 233 19.0 15.7 13.8 12.4 10.9 9.49
25 46.9 443 40.6 37.7 344 29.3 24.3 19.9 16.5 14.5 13.15 115 10.5
26 48.3 45.6 41.9 38.9 35.6 304 25.3 20.8 17.3 15.4 13.8 12.2 11.2
27 49.6 47.0 43.2 40.1 36.7 315 26.3 21.7 18.1 16.2 14.6 12.9 11.8
28 51.0 48.3 445 41.3 379 32.6 27.3 227 189 16.9 15.3 13.6 12.5
29 523 49.6 45.7 425 39.1 337 28.3 23.6 19.8 17.7 16.0 14,3 13.1
30 537 50.9 47.0 43.8 40.3 348 29.3 245 20.6 18.5 16.8 15.0 13.8
40 66.8 63.7 59.3 55.8 51.8 45.7 39.3 33.7 29.1 26.5 24 4 22,2 20.7
50 79.5 76.2 714 67.5 63.2 56.3 493 43.0 377 348 32.4 29.7 28.0
60 92.0 88.4 83.3 79.1 74.4 67.0 59.3 52.3 46.5 43.2 405 37.5 355
70 | 104.2 100.4 95.0 90.5 85.5 11.6 69.3 61.7 55.3 51.7 48.8 45.4 43.3
80 {1163 1123 106.6 101.9 96.6 B8.1 79.3 71.1 64.3 60.4 57.2 53.5 51.2
90 ] 128.3 124.1 118.1 113.1 107.6 98.6 89.3 80.6 73.3 69.1 65.6 61.8 59.2
100 { 140.2 135.8 129.6 124.3 118.5 109.1 99.3 90.12 82.4 71.9 74.2 70.1 67.3

P
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No obstante que la distribucion Ji cuadrada solo se ha presentado en
cl estudio de las muestras pequenas, cabe aclarar que es vélida para aquellas mayores de 30 g

fa variable aleatoria involucrada tiene distribucion normal.

3.4.1.1 Intervalo de confianza para la variancia

Tual como se hizo para la distribucion normal, se pueden establecer in-
tervalos de confianza para la variancia de la poblacion en términos de la variancia de una
muacstra extraida de ella, a un nivel de confianza dado | - q, si s¢ hace uso de los valores
criti o xz de la tabla 8. Por lo tanto, un intervalo de confianza para la estadistica x?,

estaria dado por

donde x 2.y x! son los valores criticos pura los cuales ¢l (1 - a)/2 por ciento del drea s

encuentra en los extremos izquierdo y derecho de la distribucion, respectivamente.

Con base en lo anterior, se concluye que

. nS}, nS}
z < gt < 3
x 2 X2

- ¢s un intervalo de confianza para estimar a o? a un nivel de confianza | — a.

3.4.1.2 Prueba de hipdtesis para la variancia

La pruebade hipotesis para la variancia de una poblaciéon normal se efee-
i calculando el valor de la estad istica x? y estableciendo las hipotesis H, y H, apropiadas,

es decir, se adoptan reglas de decision similares a las usadas para la estad istica Z.

Ejemplo

La variancia del tiempo de elaboracion de cierto producto es igual a

40 min; sin embargo, su proceso de manufactura se modifica y se toma una muestra de

[ 3
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veinte tiempos, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 min, ;Es significativo el au-
mento del tiempo de elaboracion a un nivel de significancia de

a) 0.05
by 0.01?

Se debe decidir de entre las hipétesis
H, : o* = 40 min
H, : ¢* > 40 min
Suponiendo que la hipétesis nula es correcta, el valor de la estadistica X* para la muestra

considerada es

o nSy _ 0)(62) _

31
a? 40

a) Como se trata de una prueba de una cola, la hipotesis i, se rechazaria si
el valor de la estadistica x? fuera mayor que el de X? para un nivel de significancia igual
a 0.05, el cual, para v = 20 — | = 19 grados de libertad resulta ser 30.1 (tabla 8), Como
31> 30.1, H,, se rechaza a un nivel de significancia de 0.05.

b) En este caso, el valor de x?* para un nivel de significancia de 0.01 y 19 gra-
dos de libertad es igual a 36.2. Puesto que 31 < 36.2, se aceptaH, a un nivel de significan-
ciade 0.01.

3.4.2 Distribucién F

Al efectuar la prueba de hip6tesis de igualdad de medias para muestras
pequefias, en la siguiente seccidn se supondra que las variancias de las poblaciones a las
que corresponden tales muestras son iguales. Por lo tanto, es necesario probar antes si tal su-
‘posicién es correcta. Para ello, debe considerarse que si S2, n xV S;, ny son respectiva-
mente la variancia y el tamafio de dos muestras extraidas de poblaciones normales que
tienen igual variancia, entonces o -

F = c—u ' (3.15)




TABLA 9, VALORES Fc PARA a = 0.01
n = Grados . vE Crados de libertad del numerador
de libertad dul
denominador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 12 15 | 20 | 24 w0 | 40 60 | 120 oo
1 40521 5.000 5403 5.62535.764 { 5.8591( 5928 £.98216.023 6.056 1 61061 6.157 6.209) 6.235 ] 6.26) | 6.287 | 6.313 6.339} 6.366
2 98.50 | 99.00 99.20( 99.20199.20 { 99.30} 99.40 20 .40199.40 99.40 | 99.40 } 99.40 99.40 1} 99.20 | 99.50 | 99.50 | 59.50 99 50 1 vy sp
3 34,10 30.80 29.50f 28.701( 28.20{ 27901 27.70 27.50127.30 27.20 1 27.10 | 26.90 26,700} 26.60 | 26.50 | 26.40 ] 26.30 26.20 1 26010
4 21.20| 18.00 16.701 16.00| 15.50 { 15.50| 15.00 14.80114.70 1450 14401 14.20 14.00) 1390 | 1380 | 13,70 1370 13,60} 13.50
5 16.3.0 13.30 12.10f 11.40]11.00 { 10.70( 10.50 10.30{10.20 10.10 9891 9.72 9551 9.47 9.38 9.29 1 9.20 9.11 9.02
6 13.70] 10.90 9.77 9.15 8.75 8.47 8.26 8.104 7.98 7.87 7.72 71.56 7.4041 7.3% 7.23 7.14 7.06 6.97 6.87
7 12.20] 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19{ 6.99 684} 6.72 6.62 6.47 6.31 |- 6.16] 6.07 5.95 5.91 5.82 574 5658
8 11.30] 8.65 7.59 7.01 6.63 6.371 6.17 6.03} 5.91 5.81 5671 5.52 5,361 S5.28 5.20 5.12 1 s.03 495 3 83
9 10,60} 8.02 6.99 642 6.06 5.81 5.61 54741 5.35 §.26 1 511 4.96 4.81 4.73 4.65 4.57 4.48 4.40 4.31
10 10.00 7.56 6.55 599 5.64 539} 5.20 $.06] 4.94 4.85 471 4.56 | 4.41 4.33 4.15 4.17 4.08 4.00 a9l
11 9.66 7.22 6.22 5.68] 5.32 5.07 4.89 4741 463 4.54 1.40 4,28 4.107 4.03 3.93 1.86 3.78 369 160
12 9.33 6.93 5.95 541 5.06 4.82 4.64 4.501 4.39 4.30 4.16 4.01 3.86 3.78 3.70 3.62 3.54 345 336
13 9.07 6.70 5.74 5.2] 4.86 462 4.44 4.301 4.19 4.10 3.96 31.82 3.66 3.59 3581 143 3.34 T 328 3.7
14 8.86 6.51 5.56 5.04¢ 4.70 4.46 4.28 4.14| 4.03 3.94 3.80 3.66 381 3.43 3.35 327 3.18 3.09 3.0Q
15 B.68 | 6.36 542 4891 4.56 432 4.14 4.00( 3.89 3.80 367 3.52 3.3° 3.29 3.2) 313} 305 295 2.87
16 8.53 6.23 §.29 4.77] 4.43 4201 4.03 3.891 3.78 3.69 3.58 3.40 32 3.18 10 .02 293 2 K4 276
17 8.40 | 6.11 5.19 467 4.34 4101 3.93 3.791 3.68 3.59 3.46 331 3.16 3.08 3.00 292 283 2.7k s .
18 8.29 1 6.0l 5.09 458 4.25 401 3.84 3.711 3.60 3.51 3.37 3.23 3.08 3.00 292 2.54 278 2.66 Q.87
19 8.19] 5.93 5.01 450 4.17 394} 3.77 3.63] 3.52 3.43 3.30 | 3.15 3001 292 2.84 2.7 267 258 2.49
20 8.10 | 5.85 4.94 443 | 4.10 3.87 3.70_ 3.56] 3.46 3.37 3.23 3.09 2.94 2.86 2,78 2691 261 252 2.4
2] 8.03] 5.79 4.87 4.36 | 4.04 3.81 3.64. 3.50] 3.41 3.31 3.17 3.03 288 280 2.72 d.64 2.58 2.46 2.6
22 7.95] 5.72 4.83 4.31 3.99 3.76 3.59 3.451 3.35 3.26 3.12 2.98 2831 2758 2.67 258 2.50 2.4y 2.31
23 7.88 ] 5.66 4.76 426 | 3.94 3.71 3.54 3.411 3.30 3.21 3.07 2.93 278 270 2,62 2.54 2.45 2.38 2.26
24 7.82 ] 5.6} 4.72 4.22] 3.90 367 3.50 3.361 3.26 317 3.03 2.89 2.74 266 2.58 2.49 2.40 231 2.21
25 7.17 5.57 4.68 4.18 3.86 3.63 3.46 3.3213.22 3.13 2.99 2.85 2.70 2.62 2.53 245 2.36 2.27 27
30 7.56 } 5.39 4.5] 4.02 3.70 3,46 3.30 3171 5.07 2,98 2.84 2.71 2.54 2,47 2.39 229 | 220 211 20l
40 7.31 5.18 4.31 31.83 351 3.29 312 1991 2.89 2.80 2.66 2.52 2.37 2.29 2.20 211 2.02 1.92 1.80 g
60 7.08 | 4.98 4.14 3.65 3.34 2 2.95 2821272 2,63 2.50 2.35 2.20 212 2.03 1.94 1.84 1.72 t.ol
120 6.651 4.79 398 348 3.17 296 279 2661256 2.47 2.34 2.19 2.03 1.95 1.86 1.76 1.66 1.53 1.38
oo 6.63 ] 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 281124) 2.32 218 2.04 1.88 1.79 1.70 1.59 1.47 1.322 1.00
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resulta ser el valor de una variable aleatoria (estadistica) que tiene distribuciéon F, con
parametros v, = ny - lyv, =n, — 1. Esta distribucion (fig 22) cuenta con dos pari-
metros, v, y vy, que son los grados de libertad que corresponden a la variancia del nu-
merador y de! denominador de la ec 3.15, respectivamente, Cuando se hace referenciaa
una distribucién F en particular, siempre se dan primero los grados de libertad para la varian-
cia del numerador; es decir, F Wy, vy En la tabla 9 se presentan los valores criticos F,
para distintos valores de vy, y vy, y un nivel de significancia de 0.01. Cuando los grados
de libertad v, o v, no se encuentren en dicha tabla, el valor de F se puede obtener median-
te interpolacion lineal. Si se desea probar la hipoétesis a otros niveles de significancia, es
factible emplear las tablas de la distribuciéon F (refs 9 y 11).

rer)N

Fo.05]
£fo.01

Fig 22. Distribucion F.

De acuerdo con lo anterior, se puede probar la hipotesis nula

N
HO' oy = oy

en contra de alguna hipotesis alternativa adecuada haciendo uso del hecho de que el cocien-
te S3/S} es una estadistica que tiene distribucién F. .
Ejemplo

Una empresa manufacturera de carton prensado va a decidir acerca del

empleode una prensadora A o una B a fin de obtener un grosor determinado en su producto. - '
E! problema estriba en que ambas prensadoras proporcionan grosores muy similares, es |
decir, que la variancia de los grosores para las dos miquinas es la misma. Para decidir acer-
tadamente, se toma una muestra aleatoria de 31 cartones prensados por la miquina A y
otra de 41 por la B, Como las variancias del grosor para los cartones de las muestras resul-
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. tan serde 12 y de 5 micras, respectivamente, se establecen las hipétesis
* 2 2 '
1 0) =0y
' I, 0% >0}
[0 2 Oy

con objcld dc probarlas a un nivel de significancia de 0.01,

El valor de la estad istica /* resulta

S?
12
" = ___.I: o = 2.4
ST ° 3

Puesto que v, = 31 - | = 30y v, = 41 — | = 40, en la tablu 9 sc puede ver que para un
nivel de significancia de 0.01 el valor, ¥, de /7(30, 40) es 2.11. De acuerdo con estos
» valores, la hipotesis /{) se rechazaria si ¢l valor de J* fucra mayor que I (30, 40).

Puesto que lo anterior resulta ser cierto, se rechaza 11, concluyéndose
que ta preasadora B oseria la mejor eleccion,
3.4.3 Distribucién ¢ de Student

Si se consideran muestras de tamafo n extraidas de¢ una poblacion

normal con media p y variancia desconocida, para cada muestra se puede caleular Ja cs-
tad istica T definida mediante la formula

X = u
T:———:—— " o— (3.'())
‘SX

donde X es el promedio y Sx* la desviacion estdndar de la muestra.

-

La distribucion muestral de 7 (fig 23) estd dada por la ecuacion

vee

. U
ru = -
4 Vo

: AL
(1 4+ — N\ + D2[ g 9F°"
y 4/)’—»\‘—\——&

en la que U es una constante que hace que el drea bajo Ja curva sea igual auno, y v =n -1

es ¢l nimero de grados de libertad.
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Normal

v=4

Fig 23.  Distribucion t de Student para distintos valores de v

En la fig 23 se aprecia que conforme v (0 n, el tamafio de la muestra) aumenta, la distribu-
g cién de f(t) se aproxima a la distribucion normal.

J 3.4.3.1 Limites e intervalos de confianza

De manera similar a como se hizo con la distribucion normal, es posi-

ble estimar los limites de confianza de la media, 4, de una poblacién mediante los valores

criticos, ¢, de la distribucion ¢, que dependen del tamafio de la muestra y del nivel de con-

fianza deseado, encontrandose dichos valores en la tabla 10.

Asi pues,

R y— T;
——tc<—————-£— n-—-1<1t, :

3 5,
: representa un intervalo de confianza para f, a partir del cual se puede estimar que u se

encuentra dentro del intervalo

_ oy _ o
X —~t <u<X+tc

J c\/n—l \/n—-l

En términos generales, los limites de confianza para la media de la

—-w

poblacidn se representan como




TABLA 10. VALORES t, PARA LA DISTRIBUCION
t DE STUDENT

te
4 ’.995 ’.99 ’,975 ’,95 t 90 ’,80 l.75 .70 6H0 tvss
1 63.66 31.82 | 12.71 6.31 3.07 1.376 | 1.000 127 325 A5y
2 992 6.96 430 292 1.89 1.061 816 617 289 142
3 5.84 4,54 3.18 2.35 1.64 978 .765 .584 275 .138
4 4.60 3.75 2.8 2.13 1.53 941 741 569 271 134
5 404 3.36 2.58 2.02 1.48 .920 727 560 267 132
6 3.71 3.14 2.45 1.94 1.44 .906 .718 .553 .265 131
7 3.50 3.00 2.36 191 143 .896 11 549 263 130
8 3.36 290 231 1.86 1.40 .889 706 .546 262 130
9 3.25 2.82 2.6 1.83 1.38 .883 .703 543 261 129
10 3.17 2.76 223 1.81 1.37 879 .700 542 260 129
11 3.11 2.72 220 1.80 1.36 876 | 697 .540 260 129
12 3.06 268 2.18 1.78 1.36 .873 695 539 .259 128
13 301 2.65 2.16 177 1.36 .871 .694 538 259 128
14 298 2.62 2.14 1.76 1.34 .868 693 537 .258 128
15 295 - 261 2.13 1.75 1.34 .866 691 .536 .258 .128
16 292 258 2.12 1.75 1.34 .865 .690 535 .258 128
17 2.90 2.57 2.11 1.74 1.33 .863 689 534 257 128
18 2.88 255 2.10 1.73 1.33 .862 688 .534 257 128
19 287 254 2.09 1.73 1.33 .861 .688 533 257 127
20 2.84 253 2.09 1.72 1.32 .860 687 533 257 127
21 2.83 2.52 2.08 1.72 1.32 .859 .686 532 .256 127
22 2.82 251 2.07 1.72 1.32 858 .686 532 .256 127
23 2381 250 2.07 1.71 1.32 .858 685 532 .256 127
24 2.80 249 2.06 1.71 1.32 857 685 531 256 127
25 2.79 2.48 2.06 1.71 1.32 .856 .684 531 256 127
2% 2,78 2.48 2.05 1.71 1.32 .856 684 531 256 127
27 2.77 2.47 2.05 171 1.31 855 683 531 256 127
28 276 247 2.05 1.70 1.31 .855 .683 .530 256 23
B 2.76 246 2.04 1.70 1.31 .854 683 530 256 127
30 275 2.46 2.04 1.70 1.30 .853 683 530 256 127
40 2.70 243 2.02 1.68 1.30 851 681 529 258 126
60 . 2,66 2.39 2.00 1.67 1.30 848 679 528 .254 120
120 2.62 2.36 1.98 1.66 1.29 - 845 677 526 .254 126
o0 2.58 233 1.96 1.645 ] 1.28 842 674 524 253 126
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3.4.3.2 Pruebas de hipotesis

La prueba de hipotesis para la media de una poblacion se puede efec-
tuar con muestras pequenas en forma aniloga a la de muestras de tamaiio mayor de 30 si

en lugar de utilizar a la estad istica Z se emplea la 7. Entonces, si se consideran dos muestras .

aleatorias cuyos tamarios desviaciones estindar y promedios son ny. Sy, Xyn,, Sy, Y

respectivamente, extraidas de poblaciones normales de igual variancia (¢} = o} ), se

’

puede probar la hipotesis, HO, de que las muestras provienen de una misma poblacion,
es decir, de que también sus medias son iguales, utilizando la estadistica 7 definida por

3.17)

donde

n, S + n, S? .
e = JXTXK YTY (3.18)
ny +ny -2

cuya distribucion es la ¢ de Student, conv = n, + n, — 2 gradosde libertad.

Ejemplo

Conforme al plan de desarrollo agricola de una region, se probd un
nuevo fertilizante para maiz. Para ello se escogieron 24 ha de terreno, aplicindose dicho
producto a la mitad de ellas. El promedio de producciéon de maiz en la zona que se usd
fertilizante fue de 5.3 ton, con una desviacidn estandar de 0.40 ton, en tanto que en lu otra
zona el promedio fue de 5.0 ton, con desviacidn estindar de 0.36 ton.

De acuerdo con los resultados, [se puede concluir que existe un aumen-
to significativo en la produccion de maiz al usar fertilizante, si se utitiza un nivel de signiti-

cancia de

a) 0.0}

by 0.05?
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Solucion ) -

Para probar Ia hipotesis de igualdad de medias es indispensable saber pri-
mero si las muestras provienen de dos poblaciones normales de igual variancia. En ese caso,
Csi u} y u,’, denotan a las variancias de Ja produccion de maiz en la zona tratada y on fano
tratada, respectivamente, se debe probar la hipotesis nula 1. oj, = 0y encontra de la

- . . . 2 . . . . .
hipotesis alternativa I oy > 0; a los dos niveles de significancia establecidos.

El valor de la estadistica /7 es, de a ec 315,

) (0.40)?
- - 127

2
S; (0.36)?

y el valor critico de /< (11, 1 1), obtenido de la tabla 9 mediante mterpolacidn lincal, re-

sulta 4.47. Por lo tanto, como 1.27 < 4.47. se acepta la hipotesis nula a un nive} de signi-

ficancia de 0.01.

El valor criticode £ (11. !1)a un nivel de significancia de 0.05 (ref 9)

es 2.82, de ahique como 1.27 < 2,82, tumbién se acepta la hipotesis H,.
Con base en lo anterior, se debe decidir entre lus hipotesis

/1 (la diferencia en los promedios se debe al azur)

0 Hy = Hy

H. - uy > my  (ef fertilizante mejora la produccion)

i

Bajo la hipotesis 7/, se tiene que

ny Sy +n, S} 12(0.40)* + 12(0.30)°
. o o e 0397
ny + oy 2 2+ 12 2
por fo cual
5.3 5.0
, ik - 185
]
0.397 - i =

S e — -—-.n.-—n—]




a) Puesto que sc trata de una prucba de una cola a un nivel de significancia
de 0.01, se rechaza la hipotesis £ si t es mayor que el valor critico, f, correspondiente
a dicho nivel, el cual parav = n,+n, - 2= 124 12 - 2= 22 grados de libertad, se obtiene
de la tabla 8 como f, = 251, Comot<i,,la hipotesis /1) no se puede rechazar a un nivel
de significancia de 0.01.

b) Si el nivel de significancia de Ja prucba es de 0.05, se¢ rechaza ”0 sitoes
mayor que el valor t_ respectivo que para 22 grados de libertad es £, = 1.72, por lo que

de acuerdo con lo anterior, ff se rechaza a un nivel de significancia de 0.05.






