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1. Introduccibn

La parte de la estadistica que proporciona las reglas
para inferir ciertas caracteristicas de una poblacifn a partir i
de muestras extrafidas de ella, junto con indicaciones probabilis
ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama (nf{erencda

estadlstica.

En la inferencia estadistica se estudian las relaciones r
existentes entre una poblacib6n, las muestras obtenidas de ella, y
las técnicas para estimar parémetros, tales como la media y la va
riancia, o bien para determinar si las diferencias entre ‘dos mues

tras son debidas al azar, etc..

2. Distribuciones muestrales

81 se consideran todas las muestras posibles de tamafio
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n que pueden extraerse de una pohblacifn, y para cada una se cal-
cula el valor del promedio aritmético, este seguramente variard
de una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos
que se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio
aritmético es en s{ una variable aleatoria, como también lo son,

por la misma razfin, él rango y la variancia de la muestra.

A todo elemento que es funcién de los valores de los
datos que se tienen en una muestra se le denomina estadfstica; to
da estadfstica es, entonces, una variable aleatoria cuya distribu
cién de probabilidades se conoce como d{staibucién muestral. Si,
por ejemplo, la estadfstica considerada es la variancia de la mues
tra, su densidad de probabilidades se llama distraibucién muestral

de La vardiancda.

En forma similar se pueden obtener las distribuciones
muestrales de la desviacién estdndar, del rango, etc., cada una
de las cuales tendrd sus propios par&metros, lo gque permite ha-

blar de la media y- la desviacibn est&ndar de la variancia, etc.

3. Muestreo con y sin remplazo

Cuando se efectia un muestreo en una poblacifén de tal
manera que cada elemento de la misma se pueda escoger m&s de una
vez, se dice que el muestreo es con remplazo; en caso contrario,
el muestreo es 44in rempfazo. Si de una urna se quiere extraer una
muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras:
se saca al azar una bola, se anota su color y se regresa a la ur-
na antes de obtener otra, y asi sucesivamente; en este caso el

°
muestreo es con remplazo. La segunda forma consiste en extraer



al azar todas las bolas que constityyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo a4in remplazo.

4. Distribucion muestral del promedio aritmético

Supbngase que se extraen sin remplazo todas las muestras
posibles de tamaifio n de una poblacifén finita de tamafio Np >n. Si
la media y la desviacibn estindar de la distribucifn muestral del
promedio aritmético se denotan con Mg ¥ Ozr Y la media y la desvia
cién est&ndar de la poblacién con u y o, respectivamente, entonces

es posible demostrar que se cumphgﬁflas siguientes ecuaciones

n

N -
og = 2 [P
N -

A R

1
p

Ademds, si la poblacifén es infinita (0 el muestreo és,con rempla-

20), los resultados anteriores se reducen a

Hg = M
[/}
0--
X I
puesto gue
1fm o M- o
N> VN -1 o/




Para valores grandes de n{n > 30) se demuestra, emplean
do el teorema del lfmite central, que la distribucibdn muestral
del promedio aritmético es aproximadamente una distribucién nor-
mal con media Mz Y desviacifén estdndar oy, independientemente de
cudl sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato-
ria asociada a la poblacién. Si esta variable tiene distribuciQn
normal, la distribucifn muestral del promedio aritmético también

es normal, aun para valores pequenos de n (n < 39),

Ejemplo 4.1

Supongase que se tiene una poblacibn finita formada por
los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviacidn
estindar de la distribucibn muestral del promedio aritmé&tico, con

siderando las muestras de tamano 3 obtenidas sin remplazo.
Primen procedimiento,

Siendo la poblacifn finita y el muestreo sin remplazo,
es posible obtener la distribucifén muestral correspondiente para
calcular después sus parfmetros, considerando que el ndmero total
de muestras distintas de tamafio 3 que pueden obtenerse a partir

de una poblacién de 5 elementos es

51
EH T

Dichas muestras son las siguientes, junto con sus pro-

medios aritméticos correspondientes:
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X X

i i
1, 2, 3 6/3 3, 4, 5 12/3
1, 2, 4 1/3 3, 4, 1 8/3
1, 2, 5 8/3 4, 5, 1 10/3
2, 3, 4 9/3 4, 5, 2 11/3
2, 3, 5 10/3 5, 1, 3 9/3

Para calcular la media y la desviacibn esté&ndar, se em

plea la siguiente tabla

X, 6/3 1/3 8/3 8/3 9/3 9/3 10/3 10/3 11/3 12/3

i? 36/9 49/9 64/9 64/9 81/9 81/9 100/9 100/9 121/9 . 144/9
i

—
(=]
-
o

I X, = 90/3 h ii = 840/9
i=1 i=1
10
= 1 - 1 . 90
Ie = R ==t I %, =-—— 20 =3
% 10 ,-, 17 10 3
10
2 1 s2 =2 _ 1 . 840 _ a2 _
o3 = 10 L, *i 7% 10 9 (3)
i=1l
= 9.333 = 9.000 = 0.333 => oz = /0,333 = 0.577

Es decir, ugz =3 y oz = 0.577

X

Segundo procedimdiento.

Por tratarse de una poblaci6n finita, se verifica que

e

Soude

ek




endonde N_ =5, n=3 y us= 3,

El valor de dzde la poblacién es

2 _ 1+4+49+16+25 _

]
N

2 55
5
Por lo tanto, o = V2 = "1.4145 vy

o= = 1:4145 2 -3 = (0.8164)(0.7071) = 0.577
X 3 5 -1

Es decir, uz =3 vy 03'( = 0.577

bl

Comparando los resultados, se puede observar que ambos
procedimientos conducen a la obtencifn de los mismos valores de
Mg Y O3 para la distribuci6n muestral del promedio aritmético.

Ejemplo 4.2

En una bodega se tieren cinco mil varillas de acero; el
valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des-
viacifn est&ndar 0.3 kg. Hallar la probabilidad de que una mues-

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un peso total

a. entre 496 y 500 kg
b. de m&s de 510 kg.



Para la distribucién muestral del promedio, se tiene que

Mg = u = 5.02 kg y, por tratarse de una poblacién finita,

N =-n -
S =9 [P = 2.30 Jgggg =200 - 9.027
X m Ny = 1 /100

a. El peso 'total de la muestra estarf entre 496 y 500
kg si el peso promedio de las cien varillas se éncuentra entre
4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra es mayor de 30 elementos
sé;puede considerar como aproximadamente normal a la distribucidn
muestral, y los valores est&ndar correspondientes a X=4.96y a

X = 5.00 se obtienen mediante la transformacién

es decir,

_ 4.96 - 5.02 _ _
Z1 - 0.027 2.22

_5.00 - 5.02 _ _
2y = =—%oz7 = "0.74

En la fig 4.1 se puede apreciar que

P[496 < X < 500] = P[-2.22 ¢ Z 5 -0.74] =

= P[~2.22 < 7 < 0] -P[-0.74 < Z < 0]

SehretBirerr,

Y




4‘{xﬁxl

—7-- o . . ’ x
\5-2.22 Z,=-0.74

Fig 4.1 Diatnibucidn normal correspondiente al ejemplo

Recurriendo a la tabla de 4reas bajo la curva normal estéfndar

entre 0 y Z (al final de esta publicacibn) queda:

P[496 < X < 500] = 0.4868 - 0.2704 = 0.2164

b. El peso total de la muestra excederd de 510 kg si

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg.
Estandarizando dicho valor, gueda

L 5.10 - 5.02 _
I3 = Tovoar = 296

Calculando el &rea bajo la curva normal a la derecha de este va

lor (fig 4.2), se tiene que

P(x » 510] = P2 » 2.96] = P[Z >0) - Pl0 <7< 2.96] =

= 0.5 - 0.4985 = 0.0015



Afxfl\')

Fig 4.2 Distrnibucibn nonmal correspondiente al ejempto

5. Distribucifén muestral de diferencias de promedios aritméticos

Con frecuencia se presenta el caso en el que se tienen
datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y
Y, respectivamente, surgiendo la duda de si estas se pueden consi
derar como una sola, es decir, si X = Y. Para probar estadIsticg
mente esta hipStesis (como se ver&i mds adelante), es necesario ob
tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro--

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables.

Sean X y Y los promedios aritméticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de tamano ny yn de dos poblaciones con caracte-

Y
risticas X y Y, respectivamente. Se puede demostrar que la dis-

tribucifn muestral de la diferencia de los promedios correspon-

dientes a poblaciones infinitas con medias By ¥ Uy ¥ desviaciones

est&ndar Oy Y © tiene los siguientes pardmetros:

YI

MR - § = Hx T U§ T Hx T Hy
2 2
. g
/2 X Y .
% - § ° °i+°2§" n T,

X

-
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8i las muestras son independientes.

Esta distribucién también es aplicable a poblaciones finitas si
el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas
en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, los parémetros de

la distribucifén muestral de la diferencia de los promedios arit-

méticos son

x T Wy

SE A R

2
o, N n o, N
. fr 2 x x=-"% % Y-
O%-§ "7k t oy = n, Mo =1 J’nY N,=T

suponiendo que las muestras sean independientes.
Ejempito 5.1

Considérese que de una poblacidn X se obtienen tres mues
tras posibles,cuyos correspondientes promedios aritméticos son
3, 7y 8. De otra poblacifn Y se extraen dos muestras posibles,
con promedios 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los paré-
metros de la distribucifn muestral de las diferencias de los prome

dios aritméticos.
Primen procedimdiento

Todas las posibles diferencias de promedios aritméticos

de X con los de Y serifan
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3.- 2 7 -2 B - 2 ,> 1 5 6
3 -4 7 - 4 8 - 4 -1 3 4
Es decir,
- - = =1+1+3+4+45+46 - 18 - 3
X-~-Y 6 6

2 . 1=+ -3+ (3-3)%4+ (4-32+ (5-312+ (6-3)°

X-Y 6
- -3—4— = H
6 3
Segundo procedimiento
Se sabe que
Ll - = - - - . - = - 2-
HX-¥ My - ¥g "zx-v °§{+°Y
Por ello,
3+7+8 _ 18 _ .
X 3 3
- 2t4 “'_6__'|=
Yy 2 7 =3

2 (3-6)%+ (7-6)2

+ (8-6)° _ 14
3

Oi- 3
2 2
2, (2-3)+ (4-3)°_ 2
OY 3 -fnl
Hi.§ = 6 -3 = 3
o2 14 17

x-i-—a--"l-T

3

o

BTSSR At e e e TR s
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Se observa que ambos procedimientos conducen a los mis-

mos resultados.

Ejemplo 5.2

Las varillas,de acero que fabrica una compafifa A tienen
un peso medio de 6.5 kg y una desviacibn estdndar de 0.4, en tan-
to gue las producidas por una empresa B tienen un peso medio de
6.3 kg y una desviacibn est&ndar de 0.3 kg. Si se toman muestras
aleatorias de 100 varillas de cada f8brica, ¢cull es la probabili
dad de que las de la compaififa A tengan un peso promedio de por lo

menos

a. 0.35 kg
b. 0.10 kg

mayor que el de la companfa B?

Se puede suponer en este caso que las distribuciones mues
txales involucradas son normales, en virtud de que el tamano de am-
bas muestras es mayor de 30 elementos. También se puede suponer
que ambas poblaciones son infinitas,y'siendoiA Y RB los pesos pro-
medios de las muestras de las f&bricas A y B, respectivamente, en~-
tonces

Us < = gz - yuz = 6.5 - 6.3 = 0.20 kg

/oz % 2 2
- o= [ Ay B [10.4) (0.3)° _
Xg n, " mg T4/ 7100 * "100 - 0-0° k¢

O‘-
XA
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es

& = e M _ o3 -
7 = (XA XB) XA XB . (XA XB) 0.20
O% = 0.05

a. Estandarizando la diferencia de 0.35 kg se llega a

7. = 0:35 = 0.20 _ 0.15
1 0.05 0.05

La probabilidad deseada es el &rea bajo la curva normal a la derc-

cha de Z = 3, es decir

0.0013

P [iA > iB +0.35] =P [Z »3] = 0.500 - 0.4987

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia-
ble Z resulta

7 = 0:.10 - 0,20 _ -0.1
2 0.05 0.05

= -2

La probabilidad requerida es el 4rea bajo la curva normal a la

derecha de 2= -2, es decir

P(X, > RB + 0.10] = P{2 » - 2] = 0.5 + 0.4772 = 0.9772

T B S i L R AT T e B B T S S R P S
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6. Teoria estadistica de la estimacién

En la pr&ctica profesional a menudo resulta necesario
inferir informacifén acerca de una poblacién mediante el uso de
muestras extrafdas de ella; una parte b&sica de dicha inferen-
cia consiste en ebtiﬂgn los valores de los pardmetros de la po-

blacién (media, variancia, etc.) a partir de las estadfsticas

correspondientes de la muestra, como se explica a continuacién.

7. Estimadores puntuales. Clasificacifn

Si un estimador de un pardmetro de la poblacibn consis
te en un solo valor de una estadistica, se le conoce como es8t(-

madea puntual del paré&metro.

Cuando la media de la distribucibén muestral de una es-
tidistica es igual al pardmetro que se estd estimando de la po-
blacibén, entonces la estadi{stica se conoce como estimador Linses
gado del par&metro; si no sucede asf, entonces se denomina esf<
mador sesgado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores
correspondientes se llaman estimaciones insesgadas o sesgadas,
respectivamente. Dicho de otra manera, si S es una estadfstica
cuya distribucibén muestral tiene media Hgr ¥ el parédmetro co-
rrespondiente de la poblacién es 6, se dice que S es un estima-

dor insesgado de 6 si

g = 0
Por otra parte, si la estadistica S de la muestra tien

de a ser igual al par&metro 6 de la poblacibén a medida que se
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hace mis grande el tamafio de la muestra, entonces la estadistica

recibe &l nombre de estimador consisdtente del parémetro.

Empleando simbolos, si

1lim Sn = 8

n-+o
resulta que la estad{stica Su es un estimador consistente. Por*
ejenplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado y con
sistente de la média, y la variancia de la muestra es un estima

Jor sesgado y consistente de la variancia de la poblacibn.

Si las distribuciones muestrales de variatc estadisticas
tienen el mismo valor de la media, se dice que la estadistica aue
cuenta con la menor variancia es un estimador eficiente de dicha
media, en tanto que las estadisticas restantes se conocen como

estimadones Lnegicienles del parfmetro.

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio
aritmético y de la mediana cuentan con medias que son, en amboes
casos, iguales a la media de la poblacifn. Sin embargo, la va-
riancia de la distribucibén muestral del promedio aritmético es
menor que la de la distribuciln de la mediana, por lo que el
promedio aritmético obtenido de una muestra aleatoria proporcio
na un estimador eficiente de la media de la poblacibn, en tanto
gue la mediana obtenida de la muestra proporciona un estimador

ineficiente de dicho parédmetro.

e

PO
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8. Estimacibdn de intervalos de confianza para los pardmetros

de una poblacién

La estimacifn de un par&metro de una poblacifén mediante
un par de nfimeros entre los cuales se encuentra, con cierta pro-
babilidad, el valor de dicho par&metro, se llama estimacifn del

intervalo del mismo.

Sea S una estadistica obtenida de una muestra de tamafo
n para estimar el valor del parémetro 6, y sea %;la desviacibn
esténdar (conocida o estimada) de su distribucifn muestral. La
probabilidad, 1 - a, de que el valor de ¢ se localice en el interx
valo de §$ - z_ ¢ a S+ 2, Ogy donde z, es una constante, S€

¢ S
aescribe en la forma

P(s - 2, 05§ 0¢S84+ z, os] =1 - a

Si se fija el valor de 1 - a, se puede obtener el valor de z,
necesario para que se.satisfaga la ecuacién anterior, con lo
cual queda definido el {nfeavalo de confianza del pardmetro 6,

(S - 2 Og» S + z, os), correspondiente al nivel de congianza

¢
1 - a.
La constante z, que fija el intervalo de confianza se
conoce como valoa cnltico. Si la distribuciébn de S es nor-
mal, el valor de z, correspondiente a uno de a se obtieme de la

tabla de &reas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente.
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TABLA 8.1 VALORES DE z PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA

Nivel de confianza, en porcentaje z,
99.73 3.00
99.00 _ 2.58
98.00 2.33
96.00 2.05
95.45 2.00
95.00 1.96
90.00 1.64
80.00 1.28
68.27 1.00
50.00 0.674

Ejemplo 8.1

Sea el promedio aritmé&tico X una estadfstica con dis-
tribucién normal. Las probabilidades o niveles de confianza de
que ug (o u de la poblacifn) se encuentre localizada entre los
lfmites X t oz Xt 2 oy ¥ X t 3 oz son 68.26, 95.44 y 99.73%,

respectivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de &reas

bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo

X t 3 0z contendréd a Uy en el 99.73 por ciento de las muestras
de tamafio n, por lo que los intervalos de confianza de 68.26,

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a u gon (X - 0% X + o3)

X - 2 O X+ 2 03'() y (X -~ 3 oi,i + 3 oi), lo cual se aprecia

en la §{g 8,1 siguiente.
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@{i(x)
!

Area=68.26 %

Arec=13 59 %
Area=2.14 %

—

%30 %2y X0 ) RG w2 R0y

| | Area=95.44 % ‘ '
Area=99.73 % i

am——

Feg 8.1
9., Estimacifén de intervalos de confianza para la media

Los lfimites de confianza para la media de una poblacidn

con variable aleatoria X asociada est&n dados por

en donde z, depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene
distribucién normal, z, puede obtenerse en forma directa de la
tabla 8.1. Por ejemplo, los limites de confianza de 95 y 99 por

ciento para estimar la media, u, de la poblacién son X ¢ 1’960i

y X t 2.58 oi, respectivamente. Al obtener estos limites hay que

usar el valor calculado de X para la muestra correspondiente.

Entonces,los limites de confianza para la media de la poO

blacidn guedan dados por
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en caso_de que el muestreo se haga a partir de una poblaéién in-
finita o de que se efectfie con remplazo a partir de una poblacifn

finita, o por

N
- c p
X * 2z -
pCr—n Np 1
si el muestreo es sin remplazo a partir de una poblacién finita
de tamario Np.

Ejemplo 9.1

Las mediciones de los difmetros de una muestra aleato-
ria de 100 tubos de albaifial mostraron una media de 32 cm y una
desviacién est&ndar de 2 cm. Obtehganse los 1fmites de confian-

za de

a. 95 por ciento
b. 97 por ciento
para el didmetro medio de todos los tubos.

a. De la tabla 8.1, los limites de confianza del 95

por ciento son

Xt1.960//n = 32 ¢+ 1.96(2//100) = 32 + 0.392 cm

O sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valor de Sx
para estimar el de ¢ de la poblacifn, puesto gque la muestra es

suficientemente grandg (mayor de .30 elementos). Esto significa
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que con una probabilidad de 95 por ciento, el valor de Hy se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm,

b. Si 2 = z, es tal gue el &rea bajo la curva normal
a la derecha de z, es el 1.5 por ciento del &rea total, entonces
el drea ehtre 0y z, es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo que de la ta
bla de &reas bajo la curva normal se obtiene z, = 2.17. Por lo

tanto, los limites de confianza del 97 por ciento son:

X+2.170// n = 32£2.17(2//100 ) = 32+0.434 cm

y el intervalo de confianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cm).

Ejemplo 9.2

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto
examen de admisifn tiene un promedio aritmético de 72 puntos,
con desviacibn esténdar igual a 10. Si el examen se aplic6 a

1018 personas, obtener

a. El intervalo de confianza del 95% para la media

del total de calificaciones.

b. El tamano de muestra necesario para que el error
en la estimacién de la media mno exceda de 2 puntos,

considerando el mismo nivel de confianza.

c. El nivel de confianza para el cual la media de 1la

poblacién sea 72 * 1 puntos.
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a. Si se estima a ¢ de la poblacibn con Sx de la mues-

tra y se considera que la poblacién es finita, los limites de con

fianza son, puesto que X = 72, Z, = 1.96, Sy = 10, Np = 1018 vy

n = 50,

72 + 1.96 10 1018 - 50

/50 1018 - 1

72 + 1.96 (1.4142) (0.9755)

72 + 2.704
y el intervalo de confianza respectivo es

(69.296, 74.704)

b. Puesto que el error en la estimacién de la media

es, para poblacifn finita,

N .
Error en la estimacién = 7 —2— L - n
L e Np-l

en este caso se tendria
/ N
c /qr Np._ 1

o sea, para un nivel de confianza de 95%,

-10 1018 - n
1.96 e —
— Jiote—1 °°

as [
n
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Elevando al cuadrado la desigualdad, queda

384.16 1018 - n
n 1017

< 4

O sea
87.85 < n

‘ Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra
para que el error en la estimacibn no exceda de 2 puntos, para

1" 0.=0.95.

c. Los lfmites de confianza son, en este caso
10 /1018 - 50
72 z(‘. fs—o' 1018 - 1

72

-+

I+

Zc (1.4142) (0.9755)

O Ssea

72

+

1.37952c

Puegto que se desea que el valor de la media sea 72 * 1 puntos,

se verifica que

1l =1.3795 Zc

Es decir

2 =1 _ _
e © 1.3795 = 0-725
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El 4rea bajo la curva normal estéindar entre 0 y Zc = 0.725 es,

por interpolacién lineal, igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-

vel de confianza es igual al doble del &rea anterior, es decir,

2(0.2657) = 0.5314 (o 53.14%), tal como se muestra en la {4{g 9.1.

A +z_(z)

Aveaz 0.53\4

NN

zc= - o'?ZS ZC‘SO-'?"ZS z

Fig 9.1

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias

Los limites de confianza para la diferencia de las me-
dias cuando las poblaciones X y Y son infinitas, o cuando el mues
treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen-

tran dados por

en donde X, ng ¥ ¥, n, son los respectivos promedios aritméticos

Y
y tamanos de las dos muestras extrafdas de las poblaciones, y

Oy ¥ Oy las desviaciones estindar de estas dltimas.
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En el caso de que las poblaciones X y Y sean finitas

y el muestreo sin remplazo, los limites de confianza son

2 2

g N.~-n o N, - n
S _ 5 .3 _ X X~ 'x Y Y Y
X-Y+2a = X szc /n Nx-l ‘o T

en donde Nx y NY son Jlos tamanos de las poblaciones X y Y, res-

pectivamente,

Las dos ecuaciones anteriores son vidlidas finicamente si

las muestras aleatorias seleccionadas son independientes.

Ejemplo 10.1

Para el ejewplo de las varillas tratado anteriormente
(5.2), encontrar el intervalo de confianza del 95.45% para las

diferencias de las medias de las poblaciones.

]

Siendo XA Hy = 6.5 kg, O = 0.4 kg, XB = Mg = 6.3 kg,

og = 0.3 kg yn, = ng = 100, los limites de confianza para la

diferencia de las medias son, empleando la tabla 8.1

2 2
o o 2 2
- = A B - \/(0.4) (0.3)° _

]
o
L]
N
+
o

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3).
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Efemplo 10.2

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000
de marca Y. Se extrae uns muestra aleatoria de 150 focos de la
marca X, v se obtiene una duracién promedio de 1400 horas, con
desviacifn esténdar igual a 120 horas. Otra muestra aleatoria

’
de 200 focos de la marca Y tuvo una duracibn promedio de 1200

horas, con desviaci6n estédndar igual a 80 horas. Obtener inter

valos de confianza de

a., 95%
b. 99%
para la diferencia de los tiempos medios de duracién de los fo-

cos g# ambas marcas.

a: Puesto que se trata de poblaciones finitas y

= 1400 h, Sx X X

200, se obtiene, estimando a o

120 h, N, = 3000, n, = 150, ¥ = 1200 h, Sy, = 80.h,

]

X
NY = 5000 y ny x Y 0y con Sx y

SY , respectivamente

2 2
12002 3000 - 150 , (80)%2 5000 - 200
1400 - 1200 # 1.96\/ {
¢ 150 3000 - 1 't 200 5000 - 1

200 £ 1.96 (11.04)

=+

200 21.638

o sea, (178.362, 221.638), puesto que de la tabla 8.1, para un ni-
vel de confianza de 95%, Zc = 1.96.

b. En este caso, al emplear la tabla 8.1 se obtiene
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Zc = 2.58 para un nivel de confianza de 99%, por lo cual los 1li-

mites son

2 2
) (120)? 3000 - 150 . (80)° 5000 - 2000
1400 - 1200 * 2.58 \/ 150 3000 = 1 T 200 5000 = 1

200 * 2.58 (11.04)

200

I+

28.483

y el intervalo de confianza es

(171.517, 228.483)

11. Pruebas de hip&tesis

Supbngase gque una empresa armadora de autombviles esté
en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujfas en sus uni
dades o la gue regularmente utiliza, y que su departamento de
control de calidad debe decidir, con base en la informacibn de
las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de
este tipo, es decir, que se basan en estudios estadisticos, reci
ben el nombre de decisdones estadisficas, y a los procedimien-
tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hipbtesis se
les llama pruebas de hipbtesdis, pruebas de.significancia o neglas

de decidibn.

Al tomar decisiones estadisticas, es necesario postular

las diversas alternativas o cursos de accidn que pueden adoptarse.
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En el caso particular de una prueba de nipbtesis solamente se
tienen dos cursos de accifn posibles, los que se denotar&n co-

mo Hy y H. A la accib6n H, se le llama hipbtesis nula, y a la

Hl’ hip6tesis altennativa. Por ejemplo, si la hipbtesis nula esta
blece que Hy = Hou la hipbtesis alternativa puede ser una de las

siguientes:

Al realizar una prueba de hipbtesis, se prueba siempre

la verdad de la hip&tesis nula H aun cuando de antemano se de

ol

see rechazarla.

12. T~rrores de los tipos I y II. Nivel de significancia

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se recha

za una hip8tesis nula cuando en realidad deberfa ser aceptada;
cuando esto sucede se dice que se ha cometido un ernor de tipo 1.
En otras ocasiones se acepta una hip6tesis nula siendo en reali-
dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un eanor de

tipo 1I1.

Al probar una hip6tesis nula, a la midxima probabilidad
con la que se est8 dispuesto a cometer un error del tipo I se le
llama nivel de sdignigicancdLa,a, de la prueba, el cual dentro de
la prictica se acostumbra establecer de 5 por ciento (0.05) o 10
por ciento (0.1). El compleémento del nivel de significancia,

1 - a, se conoce como nivel de confianza.

<3,
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Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hipBte-is
se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, signifaica
que existen 10 posibilidades en 100 de que Se rechace &sta cuan
do deberia ser aceptada; es decir, gue se rechaza a un nivel de
significancia del 10 por cilento, y que la probabilidad de gue la

decisibén haya sido err6nea es de 0.1.

13. Comportamiento de los errores tipos I y II

Supbngase que se trata de probar la hipbtesis nula de
gue la media, oo de la distribucidn muestral de la estadistica

S es ul, en contra de la hipbtesis alternativa que establece que

Hg = Uy donde Mo > U . €8 decir
Hy = Mg = 1y
Hp ot g =W,

En la fig 13.1 se muestra en forma grdfica la relacibn
entre los errores tipos I y II en el caso en el que la regla de

decisibn pAra aceptar o rechazar H es la siguiente:

0

S{L el valfonr de La estadifstica S obtenddo de
una muestna excede de cdiento valor erltico

S rechdcese H en caso contrario, acép-

1 0’

Lese.

Es evidente que si H , es verdadera, entonces a (&rea con rayado

0

doble) es la probabilidad de que S > S O sea la de rechazar a

ll
HO siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado,si H1

dadera, entonces 8 (&rea con rayado sencillo) es la probabilidad

es ver
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de que S < Sl' o sea la de aceptar H, siendo falsa (error tipo

0
II).

Obsérvese que si se aumenta el valor de S1 se reduce la
probabilidad a, pero se incrementa la B; lo contrario sucede si

se disminuye el valqr de Sl'

} 5505) Aists)

Distribucion de § Distribucldn de
bajo la hipotesis #p ' bajo la hipédtesis 4,

s )
e
# 5 H2 S
P[S>Sl] = o (error tipo I)
P[s<s ] = B (error tipo II)

Fig 13.1 Probabilidades de Los errores tipos 1 y I1 en pruebas

de hipl6tesis.

En realidad, la Gnica forma posible en la cual se pueden
minimizar simultdneamente los errores de tipos I y II es aumentan
do el tamafio de la muestra, para hacer mds "picudas" las distribu

ciones muestrales de la estadistica bajo las hip6tesis Ho y H, .

Al observar la fig 13.2 siguiente, es posible concluir
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que el tamano de los errores I y II es menor para un tamafo de
muestra igual a 100 gque para un tamano igual a 50, considerando

la misma regla de decisifn anterior.

Bai Baio ‘\
o.lo Ho "= 50 A \
) i«
] 4 e >
3 S
nz\p0
Baqo “D BA"\O Jr\‘
¢ P
:
/ql Sl Hl s
Fig 13.2

Sin embargo, esta técnica de reduccifn simultdnea de &m-
bog tipos de errores no siempre puede ponerse en préictica, debido

a razones de costo, tlempo,etc.
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/

14. Regiones criticas, de rechazo o de significancia. Regio-

nes de aceptacién.

Cuando una hip6tesis nula no se acepta se dice que se

rechaza 2 un nivel de significancia def a pon ciento, o que el

valor estandarizadpo de la estadistica involucrada es 3ign4if4ica-

tivo a un ndivel de sdignigdcancia a.

Al conjunto de los valores de la estadistica en el

gue se rechaza la hipbtesis nula se le denomina neg4idn cait«ca,

de necnazo, o0 de s4igndifdicancia. Por el contrario, al conjunto

de los valores de la estadIstica en que se acepta la hip6tesis,

se le llama nregibn de aceptacidn.

Considérese que la distribucibén muestral de la esta-

distica S es normal con desviacibn esténdar OS; gue la variable

l resulta de estandarizar a S, que la hip6tesis nula, H

la media de S vale Hgr Y que la hipbtesis alternativa H

o’ €S que

;| ©S que

dicha media es diferente de Hgr €S decir, que

sis HO'

HO: nedia de la distribuciéﬁ muestral de S=

7

Hl: media de la distribucién muestral de S #u

7

Si se adopta la regla de decisibn de aceptavr la hiplOtc

si el valor de Z cae dentro del intervalo central que

encierra al 99 por ciento del drea de la distribucién de proba-

bilidades, entonces H

o Se aceptar8 en el caso en que
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-2.58 ¢ 7 g 2.58

empleando la tabla de &reas bajo la curva normal est&ndar. Perxo
‘81 el valor estandarizado de la estadistica se encuentra fuera
de dicho intervalo, se concluye que el evento puede ocurrir con

‘Probabilidad de 0.01 si la hip6tesis H_  es verdadera (&rea raya-

0
?

da tntal de la fig 14.1). En tal caso, el valor Z de la variable

estSnjar difiere s4ignificativamente del que se podria esparar de

acuerdo con la hipftesis nula, lo cual inclina a rechazcrla a un

nivel de confianza del 99 por ciento.

De lo anterior de deduce qgue el &rea total rayada de 1la
fig 14.1 es el nivel de significancia a de la prueba, y represen
ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la

1 gidn de acecptacibn de H, es ~2.58 £ 7 € 2.58, y la de rechazo

0
es I > 2.58 y Z < =2.58,

Regidn critico
Area=0.005

Regidn critica
Area=0.005

Regién de | aceptacidm

-2.58 0

| Ares =0,99 -

Flg 14.1 Regdbn de significancia
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En la tabla 14.1 se presentan los valores de la varia-
ble estandarizada, Z, que limitan las regiones de aceptacibn y
de rechazo para el caso en el que la estadistica involucrada en
la prueba tenga distribucifn muestral normal. Cuando en alguna
prueba de hip6tesis se consideren niveles de significancia dife
’

rentes a los que aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa

rio « iplear la de &reas bajo la curva normal esté&ndar.

TABLA 4.1 VALORES CRITICOS DE 2

Nivel de Valores de z para Valores de z para
significancia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas '
0.1 -1.281 o 1.281 -1.645 y 1.645
0.05 -1.645 o 1.645 -1.960 y 1.960
0.01 -2.326 o 2.326 -2.575 y 2.575
0.005 -2.575 o 2.575 -2.810 y 2.810

15. Pruebas de una y de dos colas

En la prueba de hip6tesis del ejemplo anterior, la regid.
de rechazo de la hip6tesis nula qued§ en ambos extremos (colas) d
la distribucibn muestral de la estadistica involucrada en la prue-
ba; a las pruebas de este tipo se les denomina phruebas de dos co-
Las. Cuando la regibn de rechazo se encuentra solamente en un ex
tremo de la distribucibn muestral en cuestibn, se les llama pruc-

bas de una cola.

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hipb-
tesis alternativa aparece el signo # (diferente de), como en el

siguiente caso

ek
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Hl Mg #* Hy

en donde Mg es la media de la estadistica S, y W, es un valor

fijo.

En los casos

T

H : >
1 oMs H

las pruebas resultan de una cola.

16. Pruebas de hip&tesis para la media

Para el caso de una poblacifn infinita (o finita en que

se muestree con remplazo), cuya desviacibn est&ndar ¢ se conoce

o se puede estimar adecuadamente, si se
S obtenida de la muestra es el promedio
media déhsu distribucifn muestral es Mg
esténdar es 0g = O3 = o/¥n, en donde u
la media y la desviacibn esténdar de la

tiene que la estadistica
aritmético, entonces la
= Mg = M, Y Su desviacibn
Y 0 son, respectivamente,

variable aleatoria X aso-

clada a la poblacibn, y n es el tamafio de la muestra. En tal ca-

80, si X tiene distribucifén normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente serd
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Para el caso de muestreo sin remplazo de poblacién fin.
o N = n
ta, se tiene que OS’= gr = P , en donde Np es el ta

X /o N, -1

mafio de la poblacibén, por lo que la variable estandarizada serd

En los dos casos anteriores, el valor de 7 correspondiente al de
X de la muestra es el que se debe comparar con el valor critico

currespondiente al nivel de significancia fijado, para asf acep-
tar o no la hipbtesis nula (prueba de una cola). Si se trata de
una prueba de dos colas, el valor de I se debe comparar con los

dos valores criticos que corresponden al valor de a seleccionado.
En cualquiera de los casos anteriores, el valor o valores criti-

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de a.

Efjemplo 16.1

Se sabe que el promedio de calificaciones de una muestra
aleatoria de tamano 100 de los estudiantes de tercer afo de inge-
nierfa civil es de 7.6, con una desviacibn est&ndar de 0.2. Si u
denota la media de la poblacibn de esas calificaciones, X, y si

se supone que X tiene distribucién normal, probar la hipbtesis
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u = 7.65 en contra de la hipbtesis alternativa u # 7.65, usando

un nivel de significancia de

a. 0.05

b. 0.01

Para la solucifn se deben considerar las hipbtesis

H0 : u = 7.65

H1 tu+ 7.65

Puesto que p ¥ 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65,

se trata de una prueba de dos colas.

La estadistica bajo consideracifn es el promedio arit-
mético,X, de la muestra, que se supane.extrafda de una poblaciCn
infinita. La distribucién muestral de X tiene media Mg = e Y

desviacifén esténdar oz = o//Yn, en donde u y ¢ denotan, respec-
[ ]

tivamente, la media y la desviacibn esténdar de la poblacién de

calificaciones.

Bajo la hipbtesis H_ (considerdndola verdadera), se

0

tiene que

u-x-= 7.65 =y
y utilizando la desviaciSn estdndar de la muestra como una esti

macién de o, lo cual se supone razonable pcr tratarse de una mues

tra grande,

=g//n = 0.2//100 = 0.2/10 = 0.02

>
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a. Para la prueba de dos,colas a un nivel de signifi-

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisiln

Aceptarn H, 44 el valor I cornespondiente al va-

0
Lon del promedio de La muestra se encuentra den

tho def intenvalo de -1.96 a 1.96 (tabla 14.1).

En caso contranio, rechazax Ho.

Puesto que

;- X=p _ 7.6-7.65 _ _,.¢
g//n 0.02

se encuentra fuera del rango de ~1.96 a 1.96, se rechaza la hi-

pStesis H. a un nivel de significancia de 0.05.

0

b. Si el nivel de significancia es 0.01, el intervalo
de ~1.96 a 1.96 de la regla de decisifn del inéiso a se rempla-
za por el de -2.58 a 2.58 tabla(l14.1). Entonces, puesto que el
valor muestral Z = -2.5 se encuentra dentro de este intervalo,

Se acepta la hipbtesis H, a un nivel de significancia de 0.01l.

0
Efemplo 16.2

La resistencia media a la ruptura’'de cables de acero
fabricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresa consultg
ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cual
incrementarf la resistencia de sﬁs calk;les. Se prueba el nuevo
proceso, y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obte-

niéndose para ellos una resistencia promedio de 926 kg, con des-
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viacibn estdndar igual a 42 kg. ¢Se puede considerar que el
nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

vel Qp confianza de 99%?

En este caso, se debe plantear una prueba de hipbtesis

de una cola, para la cual
b4

HO t-u = 905 kg

H, : u > 905 kg

Puesto que el tamano de la muestra es suficientemente grande,
se puede aproximar la distribucifén muestral de la resistencia
promedio mediante una normal, v estimar el valor de ¢ de la po-

blacifn mediante Sx de la muestra.

Considerando a la poblacidn infinita, v suponiendo co-

mo verdadera a H_, se tiene que

0
Wy = ¥ = 905 kg
U’i = g = 42 5.94
yn 50

Para la prueba de una cola a un nivel de significancia

de o 1-(1-0a) =1-0.99 = 0.01, la regla de decisibn es

Aceptan Hy 84 el valon estandarizado de X de

fa muestra es menor o igual a Z = 2.326 (fa

bla 14.1); en caso contrarnio, nechazan HO.
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En virtud de que

- X _ 926 - 905 _
Z = — 553 3.535

es mayor de 2.326, se rechaza H, a un nivel de significancia de

0
1%, concluyéndose que en realidad el nuevo proceso si incrementa

la resistencia de 10s cables.

17. Pruebas de diferenciés de medias

Sean X y ¥ los promedios aritmé&ticos obtenidos de dos
muestras de tamanos Ry Y Ry extraidas respectivamente de dos po
blaciones con medias By ¥ Hyr ¥ desviaciones esténdar Oy Y Oy.

Se trata de probar la hipétesis nula, Ho, de que no existe dife-
rencia entre las medias, es decir, que Hy = Hg- Si ny Y ny son
suficientemente grandes (>30), la distribucibfn muestral de las di
ferencias de los promedios @$§ aproximadamente normal. Dicha dis.
ﬁribucién muestrél es rigufosamente‘normal si las variables alea-
torias Xy ¥ asociadaé a la poblacibn tienen distribucién normal,
aunque n, y n, sean menores de 30. Para esta distribuci6n mues-

tral, la variable estandarizada I, que se compara con los valores

criticos correspondienteé, se encuentra dada por

7 = ¥ _X-Y-0_X-F%
X-¥ X-¥ 9%-1
con la cual se puede probar la hip&tesis nula Ho en contra de

otras hip&tesis alternativas, H a un nivel apropiado de signi-

1'
ficancia.
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Ejemplo 17.1

En el laboratorio de pruebas de una empresa fabricante
de aparatos electrfnicos se ensayaron dos marcas de transistores,
A y B, de caracteristicas similares,con objeto de comprobar su
ganancia de voltaje.' Se tomaron muestras aleatorias de 100 tran
sistores de cada marca, arrojando una ganancia promedio de 31 de
cibeles, con desviacifén esté&ndar de 0.3 decibeles para la marca
A, y 30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviacibn esténdar
de 0.4 decibeles para la otra. ¢Existe una diferencia significa

tiva entre las ganancias en voltaje de los transistores a un ni-

vel de significancia de

a. 0.05

b. 0.01?

Si M4 ¥ ug son lag medias respectivas de las dos pobla-
ciones infinitas a las que corresponden las muestras, la prueba

de hipbtesis adopta la forma siguiente:
Hy = Uy = ¥g
Hy 3 u, # ug

Entonces, el valor de I es, bajo la hip8tesis H,:

;e A% *a" ¥ _ 31 -30.9 _

(o o - - 2 N2
Xp-Xg o2 Tog J(o.s) + 10.4)

100 100
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a. Puesto gue se trata de una prueba de dos colas a
un nivel de significancia de 0.05, la diferencia es significati
va si el valor de I se encuentra fuera del intervalo de -1.96 a
1.96. Como este es el caszo, puede concluirse que efectivamente
existe diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los

transistores.

b. Si la prueba es a un nivel de significancia de 0.01,
la di:ferencia es significativa si Z se encuentra fuera del ranéo
de -2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que Z = 2, la diferencia
entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hipbte-
sis de que ambos tipos de transistores tienen igual ganancia me-

dia en voltaje a un nivel de confianza de 99 por ciento.

tyemplo 17.2

La estatura promedio de 50 estudiantes varones tomados
al azar que participan en actividades deportivas es de 173 cm,
con desviacibn esténdar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria de 50
agtudiantes varones que no participan en ese tipo de actividades
ziene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviaci6én est&n-
dar igual a 7.1 cm, Probar la hipbtesis de gque los estudiantes
varonas que practican deportes son mads altos que los que no lo

hecen, a un nivel de significancia de 0.05.

Se debe decidir entre las hipbtesis
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siendo X la variable aleatoria asociada a la poblaci6n infinita
de estaturas de alumnos que practican deportes, y Y la asociada

a la de estudiantes que no lo hacen, que también es infinita.

Bajo la hipb6tesis H se tiene que

o ’

0 2 2
/ (6.3) (7.1) _
i Y n \/ 50 1.3424

Entonces, el valor de I es

o X-¥ _ 173 - 171 _ 2 _
P7 ez T T iad T To3aag T ®

Puesto que se‘trata de una prueba de hipbtesis de una
cola, a un nivel a = 0.05, se rechazaria HO si el valor de 1
muestral fuera mayor del valor critico para dicho nivel, el cual
es Zc = 1.645. Puesto que I < Zc' en este caso se concluye gue

la diferencia en las estaturas de ambos grupos de estudiantes

se debe fGnicamente al azar.
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18. MUESTRAS PEQUENAS

Como ya se indicd, para muestras grandes (n230) las distri-
buciones muestrales de muchas estadisticas son aproximada-
mente normales, siendo tanto mejor la aproximacidén cuanto
mayor es el tamafio ée n. Sin embargo, cuando se trata de
muestras en las que n<30, llamadas muestras pequeiias, la
aproximacién no es suficiepntemente buena, por lo que resul-
ta necesario introducir una teoria apropiada para su estu-

dio.

Al estudio de las distribuciones muestrales de las estadis-
ticas para muestras ﬁequeﬁas se le llama teorlfa estadfstica
de £Las muestras pequenas. Existen al respecto tres dis-

tribuciones importantes: J{ cuadrada, F y t de Student.

19. DISTRIBUCION J4i CUADRADA (X?)

Hasta ahora solo se ha tratado la distribucién muestral del
promedio. En esta seccibn se veri lo concerniente a la dis
tribucidédn muestral de la variancia, S§, para muestras alea-
torias extraidas de poblaciones normales. Puesto que Sx no
puede ser negativa, es de esperarse que su distribucién
muestral no sea una curva normal, ya que ésta tiene ordena-
das mayores de cero en el lado de las abscisas negativas. De
hecho, la estadistica S; se puede estudiar si se conside-
ran muestras aleatorias de tamafio n extraidas de una pobla

cién normal con desviacién esténdar o, y si para cada mues

X
tra se calcula el valor de la estadistica
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donde S; es la variancia de la muestra.

El nGmero de grados de libertad, v, de una estadfs

tica se define como

siendo n el tamafio de la muestra y « el nimero de parimetros de

la poblacién que deben estimarse a partir de ella.

La distribucibén muestral de la estadfistica x2 es -

t4 dada por la ecuacién

£ (XZ) = U x\)-z e-i x2

en la que U es una constante que hace que el éreavtotal bajo 1la

curva resulte igual a vno, yv= n - 1 es el nGmero de grados'de
libertad. Esta distribucién se 1llama Ji cuadrada, misma que se

presenta en la Fig. 19.1 para distintos valores de v.

#
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¢
2 2 2
» x.:m x.:9 X;,, x.z9s vx.zvo x?‘vs x.zso x?zs x.zno X 0s x?ozs X 01 X oos
1 7.88 6.63 5.02 3.84 2.71 1.32 455 .102 016 .0039 0010 .0002 0000
2 10.6 9.21 7.38 599 461 2.717 1.39 578 211 103 0506 .0201 0100
3 12.8 11.3 9.35 7.81 6.25 4.11 2.37 1.21 584 .52 216 I15 072
4 149 13.3 11.1 9.49 1.76 5.39 3.36 1.92 1.06 711 483 297 207
5 16.7 15.2 12.8 11.15 9.2 6.63 4.35 2.67 1.61 1.15 831 554 413
6 185 16.8 14.4 12.6 10.6 7.84 5.35 345 2.20 1.64 1.24 .872 676
7 203 185 16.0 14.1 120 9.04 6.35 4.25 2.83 2.18 1.69 124 989
8 22,0 20.1 175 155 134 10.2 71.34 5.07 3.49 2,73 2.18 1.65 .34
9 23.6 21.7 19.0 16.9 14.7 114 8.34 5.90 4.17 3.33 2.70 2.09 173
10 25.2 23.2 20.5 18.3 16.0 125 9.34 6.74 4.87 3.94 3.28 2.56 2.16
11 26.8 247 | 219 19.7 17.3 13.7 10.35 1.57 558 457 3.82 3.05 2.60
12 28.3 26.2 23.2 210 185 148 113 8.44 6.30 5.23 4.40 3.57 3.07
13 29.8 217 24.7 22.4 19.8 16.0 123 9.30 7.04 5.89 5.01 4.11 3.57
14 313 29.1 26.1 237 21.1 11.2 133 10.2 1.79 6.57 5.63 4.66 4.07
15 327 30.6 27.5 25.1 22.3 18.2 14.3 11.0 8.55 1.26 6.25 522 4.60
16 34,3 320 28.8 26.3 235 19.4 15.3 119 9.31 1.96 691 5.81 5.14
17 35.7 334 30.2 276 24.8 205 16.3 12.8 10.1 8.67 756 6.41 5.70
18 37.2 348 315 289 26.0 21.6 173 13.7 109 9.39 8.23 7.01 6.26
19 38.6 36.2 329 30.1 27.2 22.7 18.3 14.6 11.73 10.1 8.91 1.63 6.84
20 400 376 342 314 28.45 23.8 19.3 185 124 10.9 9.59 8.26 743
21 414 38.8 35.6 327 29.6 249 20.3 16.3 13.2 116 10.3 8.90 8.02
22 428 40.3 36.8 339 30.8 26.0 21.3 17.2 14.0 123 11.0 9.54 8.64
23 44.2 41.6 38.1 352 320 27.1 223 18.1 148 13.1 11.7 10.2 9.26
24 45.6 43.0 394 36.4 33.2 28.2 233 19.0 18.7 13.8 124 109 9.89
25 469 44.3 40.6 317 344 29.3 243 19.9 165 145 13.15 11.5 10.5
26 48.3 45.6 419 38.9 35.6 304 253 20.8 17.3 154 13.8 12.2 11.2
27 49.6 47.0 43.2 40.1 36.7 315 26.3 21.7 18.1 16.2 14.6 129 118
28 51.0 48.3 4.5 41.3 379 32.6 213 22.7 189 169 15.3 13.6 125
p 523 49.6 45.7 425 39.1 33.7 28.3 23,6 19.8 17.7 16.0 14.3 131
30 537 509 47.0 438 40.3 348 29.3 245 20.6 18.5 16.8 15.0 13.8
40 668 63.7 59.3 55.8 51.8 45.7 39.3 33.7 29.1 265 244 1222 - 207
50 79.5 76.2 71.4 67.5 63.2 56.3 49.3 43.0 377 348 324 29.7 28.0
60 92.0 88.4 83.3 79.1 744 67.0 593 -} $2.3 46.5 432 405 375 355
%5
70 } 104.2 100.4 95.0 90.5 85.5 77.6 69.3 61.7 553 51,7 48.8 45.4 433
80 | 116.3 1123 106.6 1019 96.6 88.1 79.3 71.1 64.3 604 57.2 535 51.2
90 | 128.3 124.1 118.1 113.1 107.6 98.6 89.3 80.6 733 69.1 65.6 61.8 59.2
100 ] 140.2 135.8 129.6 124.3 118.5 109.1 99.3 90.12 82.4 779 74.2 70.1 67.3
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Fig 19.1 Distnibucidn Ji cuadrada para distintos valores de v

No obstante que la distribucibén Ji cuadrada solo
se ha presentado en el estudio de las muestras pequefias, ca-
be aclarar que es vélida para aquellas mayores de 30 si 1la
variable aleatoria involucrada tiene distribucién normal.

20. Intervalo de confianza para la variancia.

Tal como se hizo para la distribucién normal, se
pueden establecer intervalos de confianza para la variancia
de la poblacibén en términos de la variancia de una muestra
extraida de ella, a un nivel de confianza dado 1 - a, si
se hace uso de los valores criticos Xz de la tabla 19.1.Por
1o tanto, un intervalo de confianza para la estadistica X?,
estarfa dado por

2 n S; : 2

<
Xc’ 2 <Xc
X

dondexz.y'Xé son los valores criticos para los cuales el
d/2 por ciento del 4rea se encuentra en los extremos

~izquierdo y derecho de 1la distribucién, respectivamente.
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Con base en lo anterior, se concluye que

n S n S2

X < o)z( « X
xz x2
c c'

es un intervalo de confianza para estimar'o§ a un nivel de con-

fianza 1 - 4.
21, Prueba de hip6tesis para la variancia.

La prueba de hip6tesis para la variancia .de una
pobacién normal se efectGa calculando el valor de la estadistica

x2

y estableciendo las hipétesis H0 y hl apropiadas, es decir,
se adoptan reglas de decisién similares a las usadas para la es-

tadistica Z.
Ejemplo 21.1

La variancia del tiempo de elaboracién de cierto
producto es igual a 40 min; sin embargo, su proceso de manufactu
ra se modifica y se toma una muestra de veinte tiempos, para la
cual la variancia resulta ser igual a 62 min. (Es significativo
el aumento del tiempo de elaboracién a un nivel de significancia
de

a) 0.05
b) 0.01°?

Se debe decidir de entre las hipétesis
Hy: oi = 40 min

Hy: ai > 40 min
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Suponiendo que la hipbtesis nula es correcta, el valor de 1la
estadistica X? para la muestra considerada es

n8x . _(20) (62) .3

40

X2 =

8]

NI N

a) Como se trata de una prueba de una cola, la
hipbtesis Hy se rechazaria si el valor de la estadistica X?
fuera mayor que el de X? para un nivel de significancia igual
a 0.05, el cual, para v = 20 - 1 = 19 grados de libertad re-
sulta ser 30.1 (tabla 19.1).Como 31> 30.1, HO se rechaza a un
nivel de significancia de 0.05.

b) En este caso, el valor de X? para un nivel
de significancia de 0.01 y 19 grados de libertad es igual a

36.2. Puesto que 31<36.2, se acepta H, a un nivel de sig-

0
nificancia de 0.01.

22. Distribucibn F

Al efectuar la prueba de hipbtesis de igualdad
de medias para muestras pequefias, en la siguiente seccibn se
supondré que las variancias de las poblaciones a las que co-
rresponden tales muestras son iguales. Por lo tanto, es ne-
cesario probar antes si tal suposicién es correcta. Para
ello, debe considerarse que si Si, ny v S;, ny SOn respec-
tivamente la variancia y el tamafio de dos muestras extraidas
de poblaciones normales que tienen igual variancia, entonces

2
Sx
2
Y

(22.1)

S



-51-

Ejemplo 22.1

Una empresa manufacturera de cartbén prensado va a
decidir acerca del empleo de una prensadora A 6 una B a fin de
obtener un grosor determinado en su producto. E1l problema estri
ba en que ambas prensadoras proporcionan grosores muy similares,
es decir, que la variadcia de los grosores para las dos miquinas
es la misma. Para decidir acertadamente, se toma una muestra
aleatoria de 31 cartones prensados por la midquina A y otra de 41
por la B. Como las variancias del grosor para los cartones de las
muestras resultan ser de 12 y de 5 micras, respectivamente, se es
tablecen las hipbtesis

HO: oA og
. 2 2
Hl' 9A > op

con objeto de probarlas a un nivel de significancia de 0.01.

El valor de la estadistica F resulta

SZ
F=—2 12 .,4
s2 5

41 - 1 = 40, en la tabla22.1 se
puede ver que para un nivel de significancia de 0.01 el valor, Fc’
de F (30,40) es 2.20. De acuerdo con estos valores la hip6tesis
H, se rechazaria si el valor de F fuera mayor que Fc (30,40).

Puesto que Vp T 31. -1 =30y Vg

Puesto que lo anterior resulta cierto, se rechaza
Hy, concluyéndose que la prensadora B serfa 1a mejor eleccién.

L
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23. Distribucién t de Student

Si se consideran muestras de tamafio n extrafidas
de una poblacién normal con media HyY variancia desconocida,
para cada muestra se puede calcular la estadistica T definida
mediante la férmula

X - u
T= —= vn-1 (23.1
Sx
donde X es el promedio y Sy 1la desviacién esténdar de la muec
tra.

La distribucién muestral de T (Fig 23.1) esté an
da por 1la ecuacibn

U
f(t) =

(1 + _32) (v+1)/2

en la que U es una constante que hace que el 4rea bajo la curva
sea igual a uno, y v =n - 1 es el ntimero de grados de libertad.

Normal
V=4

Fig 23.1 Distrnibucibn tde Student para distintos valores de v
]
En la Fig 23.1 se aprecia que conforme v (0" n, el tamafio de 1a
muestra) aumenta, la distribucibén de f(t) se aproxima a la dis
tribucién normal, '
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24. Limites e intervalos de confianza

De manera similar a como se hizo con la distribu
cién normal, es posible estimar los 1fmites de confianza de la
media, , de una poblacién mediante los valfonres catthOA,tc,
de la distribucién t, que dependen del tamafio de la muestra y
del nivel de confiagpza deseado, encontrindose dichos valores en

la tabla 24.1.

As{ pues,
X -1y
vh=1<t
c Sy c
representa un intervalo de confianza para t, a partir del cual
se puede estimar que Ly Se encuentra dentro del intervalo

- S -
)(...tc .___l(__<|&<x+tc ..j__.
i T M-I

En términos generales, los limites de confian:za
para la media de ‘1a poblacibén se representan como

25. Pruebas de hipbtesis

‘ La prueba de hipbétesis para la media de una pobla
cién se puede efectuar con muestras pequefias en forma aniloga a
la de muestras de tamafio mayor de 30 si en lugar de utilizar 1la
estadistica Z se emplea 1a T. Entonces, si se consideran dos

muestras aleatorias cuyos tamafios, desviaciones est&ndar y pro-

medios son Ry> Sx» Xy ny, Sy ¥y Y, respectivamente,extraidas de
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TABLA 24.1 VALORES t, PARA LA DISTRIBUCION
t DE STUDENT ‘

0

fe
v ’.995 ’.99 ’.975 ',95 t 90 t 80 ’.75 .10 ho ,_“
] 63.66 31,82 | 12.71 6.31 3.07 1.376 | 1.000 727 325 TR
2 992 6.96 4.30 292 1.89 1.061 816 617 289 142
3 5.84 454 3.18 2.35 1.64 978 765 584 275 138
4 4.60 3.75 2.78 2.13 1.53 941 141 56% 271 134
5 404 3.36 2.58 2.02 1.48 920 { 727 560 267 132
6 3.71 3.14 245 1.94 1.44 .906 718 553 265 131
7 3.50 300 | 236 1.91 1.43 896 | .11 549 263 130
8 3.36 2.90 2.31 186 | 1.40 889 | .706 546 262 130
9 3.25 2.82 2.26 1.83 1.38 883 | .703 543 261 129
10 .17 2.76 2.23 1.81 1.37 879 700 542 { 260 129
11 11 2.12 2.20 180 | 1.36 876 697 540 | 260 129
12 3.06 2.68 2.18 1.78 1.36 873 695 539 259 128
13 3.01 2.65 2.16 1.77 1.36 871 694 538 259 128
14 298 2.62 2.14 1.76 1.34 .868 693 537 258 128
15 2.95 2.61 2.13 1.75 1.34 866 | 691 536 258 128
16 292 258 | 2.12 1.75 1.34 865 690 535 .258 128
17 2.90 2.57 2.11 1.74 1.33 863 689 534 .257 128
18 2.88 255 2.10 1.73 1.33 862 | .688 534 .257 128
19 2.87 2.54 2,09 1.73 1.33 861 688 533 257 127
20 2.84 253 2.09 1.72 1.32 860 | .687 533 2257 127
21 283 2.52 2.08 1.72 1.32 859 686 532 256 127
22 2.82 251 2.07 1.72 1.32 858 | .686 532 256 127
23 2.81 250 | 207 1.71 1.32 .858 685 532 .256 127
24 2.80 2.49 2.06 1.71 1.32 857 685 531 256 27
25 2.79 2.48 2.06 .71 1.32 856 684 531 256 127
26 2.78 2.48 2.05 1.71 1.32 856 684 531 256 a2
27 2.17 2.47 2.05 1.71 1.31 855 683 531 256 127
28 2.76 247 2.05 1.70 1.31 .855 683 s30 | .2se 12°
29 2.16 2.46 2.04 1.70 1.31 854 683 530 256 127
30 2.5 246 | 204 1.70 1.30 853 683 $30 | .26 A
40 2.70 243 2,02 1.68 1.30 851 681 529 1255 126
60 2.66 2.39 2.00 167 | 130 848 | 679 528 .254 126
120 .62 2.36 198 1.66 1,29 845 £77 526 1254 12
oo 2.58 2.33 1.96 1645 ] 1.28 .842 674 524 253 126
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poblacienes normales de igual variancia (oi = c%), se puede
probar la hipbtesis, HO’ de que las muestras provienen de una
misma poblacién, es decir, de que también sus medias son igua-
les, utilizando la estadistica T definida por

/

—<|

(25.1)

S‘ +ny
(25.2)
v -2

cuya distribucién es la t de Student, con v= ny + ny - 2 grados
de libertad.

'H ><l
><

donde

Ejemplo 25.1

Conforme al plan de desarrollo agricola de una re
gién, se probbé un nuevo fertilizante para maiz. Para ello se
escogieron 24 ha de terreno, aplicéndose dicho producto a la mi
tad de ellas. E1 promedio de produccibén de mafz en la zona que
se usb fertilizante fue de 5.3 ton, con una desviacién esténdar
de 0.40 ton, en tanto que en la otra zona el promedio fue de
5.0 ton, con desviacién estfindar de 0.36 ton.

De acuerdo con los resultados,ise puede concluir

que existe un aumento significativo en la produccién de mafz al
usar fertilizante, si se utiliza un nivel de significancia de
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a) 0.01
b) 0.05?

Solucién

Para probar la hipbtesis de igualdad de medias es
indispensable saber prmimero si las muestras pr;vienen de dos po-
blaciones normales de igual variancia. En este caso, si o2y q;
denotan las variancias de la produccién de maf{z en la zona trata
da y en la no tratada, respectivamente, se debe probar la hi
pétesis nula H,: ci = a§ en contra de la hipétesis alternati

va H;: o§ > c§ a los dos niveles de significancia establecidos.
El valor de la estadfistica F es, de la ec 22.1

Sx (0.40)?
F = = L i =1.2'3

2 2
Sy (0.36)

y el valor critico de F (11,11) obtenido de la tabla 22.1 median
te interpolacién lineal, resulta 4.47. Por 1lo tanto, como 1.23<
4.47, se acepta la hip6tesis nula a un nivel de significancia de

0.01.

El valor crftico de F (11,11) a un nivel de signi
ficancia de 0.05 (obtenido de otra tabla para ese nivel) es de
2.82, de ahf que como 1.23 < 2.82, también_se acepta la hipétesis

Hoc

Con base en lo anterior, se debe decidir entre las

hip6tesis
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(1a diferencia en los promedios se
debe al azar)

le Bx > My (el fertilizante mejora la produc-
cién) :

Bajo la hipétesis H,, se tiene que

2 2
"y Sx * "y Sy _ 12(0.40)2 + 12(0.36)%_ , 397
ny + My = 12 + 12 — 2

por lo cual

5.3 - 5.0
t = = 1.85

0,397/_1_ . 1
12 12

a) Puesto que se trata de una prueba de una
cola a un nivel de significancia de 0.01, se rechaza la hip6

tesis HO sit es mayor que el valor critico, tc, correspon-
diente a dicho nivel, el cual para v= ny * ny — 2=12+12~-2=
22 grados de libertad, se obtiene de la tabla 24.1 como t.= 2.51.
Como t < tc’ la hipbtesis HO no se puede rechazar a un nivel
de significancia de 0.01.

B) Si el nivel de significancia de la prueba
es de 0.05, se rechaza Ho si t es mayor que el valor t. respec
tivo, que para 22 grados de libertad es tC =1.72, por lo que
de acuerdo con lo anterior, Ho se rechaza a un nivel de sig-
nificancia de 0.05.

&

Py
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(ABLA LUE AREAS BAJO LA CURVA NORMAL
ESTANDAR ENTRE O Y 2

z 0 i 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 0000.] .0040 |.0080 0120 }.0160 0199 0239 0279 03191.0359
01 0398 0438 1.0478 0517 }.0557 0.596 0636 0675 0714{.0754
0.2 0793 0832 |.0871 .0910 | .09438 0987 1026 1064 1103 .114]
0.3 2179 121711285 1293 1.1331 .1368 1406 .1443 1480} .1517
v4 1554 1591 1.1628 1664 1.1700 1736 RYNP .1808 18441 1879

0.5 1915 1950 1.1985 2019 1.2054 2088 2123 2157 21907 2224
0.6 2258 2291 1.2324 2357 1.2389 2422 2454 2486 2518 .2549
0.7 2580 2612 1.2642 2673 1.2704 2734 2764 2794 } .2823].2852
0.8 2881 29101.2939 2967 |.2996 3023 3051 3078 31067 3133
09 3159 3189 }.3212 3238 |.3264 3289~ | .3315 3340 | .3365}.3389

1.0 3413 .3438 | .3461 .3485 |.3508 3531 3554 3577 .3569 1 .3621
1.1 3643 | .3665 |.3686 .3708 |.3729 3749 3770 37906 { .3810}.3830
1.2 3849 .3869 | .38838 .3907 1.3925 3944 3962 3980 | .3997| 4015
1.3 4032 4049 | 4066 4082 }.4099 4115 4131 4147 4162 | 4177
1.4 4192 4207 | 4222 4236 {.4251 4265 4279 4292 43061 .4319

4302 4345 |.4357 4370 | .4382 4394 | 44006 4418 4429 | 4441
4432 4463 | .4474 | 4484 [.4495 4505 4515 4525 45351 .4545
.4554 4564 |.4573 4582 |.4591 4599 4608 4616 4625 146.33
4641 4649 {.4656 4664 |.4671 4678 4686 4693 4699 | .4706
4713 4719 {.4726 4732 [.4738 4744 1 4750 4756 47611 4767

........_........
Woo g ta

4772 4778 1.4783 4788 |.4793 4798 4803 4808 48121 .4817

20 .

2.1 4821 4826 |.4830 4834 |.4838 4842 4846 4850 4854 | .4857
2.2 4861 4864 |.4368 4871 | 4875 4878 4881 .4884 4887 | .4890
2.3 4893 4896 1.4898 4901 }.4904 4906 4909 4911 4913 | 4916
24 4918 4920 {.4922 | 4925 |.4927 4929 4931 | 4932 4934 | .4936
25 4938 4940 1.4941 4943 1.4945 4946 49438 4949 4951 1.4952
2.6 4953 4955 1.4956 4957 [.4959 .4960 4961 4962 4963 |.4964
2.7 4965 4966 1.4967 4968 1.4969 4970 4971 4972 4973 |.4974
28 4974 4975 14976 4977 |.4977 4978 4979 4979 4980 .4981
29 4981 4982 14982 4983 1.4984 4984 49385 4985 4986 1.4986
g 4987 A987 {.4987 4988 14988 4989 4989 .4989 4990 | .4990
3.1 4990 4991 }.4991 4991 14992 4992 4992 4992 4993 {.4993
3.2 4993 4993 1{.4994 4994 |.4994 4994 4994 4995 4995 {.4995
33 4995 4995 1.4995 4996 |.4996 4996 4996 4996 4996 | .4997
34 A997 A997 1.4997 4997 1.4997 4997 4997 4997 4997 |.4998
3.5 4998 4998 {.4998 4998 }.4998 4998 4998 4998 4998 | .4998
36 4998 4998 1.4999 4999 {.4999 4999 4999 4999 4999 | .4999
37 .4999 4999 1.4999 4999 1.4999 4999 4999 4999 4999 1 .4999
38 4999 4999 {.4999 4999 | 4999 4999 | 4999 4999 4999 | .4999

bt
v

5000 5000 }.5000 5000 | 5000 | .5000 5000 .S000 .5000 } .5000
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