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1. Introducción 

La parte de la estadística que proporciona las reglas 

para inferir ciertas caracter!sticas de una poblaci6n a partir 

de muestras extra!das de ella, junto con indicaciones probabil1! 

ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama in~e~encia 

t4t«cU.4Uca. 

En la inferencia estad1stica se estudian las relaciones 

existentes entre una poblaci6n, las muestras obtenidas de ella, y 

l&s ticnicGs para estimar par4metros, tales como la media y la v~ 

riancia, o bien para determinar si las diferencias entre ·dos mues 

tras son debidas al azar, etc .. 

2. Distribuciones mueatrales 

Si se consideran todas las muestras posibles de tamaño 
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n que pueden extraerse de una poblaci6n, y para cada una se cal­

cula el valor del promedio aritm~tico, este seguramente variará 

de una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos 

que se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio 

aritm~tico es en s! una variable aleatoria, como tambi~n lo son, 

por la misma raz6n, dl rango y la variancia de la muestra. 

A todo elemento que es funcidn de los valores de los 

datos que se tienen en una muestra se le denomina t4tadl4tica¡ to 

da estad!stica es, entonces, una variable aleatoria cuya distrib~ 

ci6n de probabilidades se conoce como di~tAibucidn muthtAat. Si, 

por ejemplo, la estad!stica considerada es la variancia de la mues 

tra, su densidad de probabilidades se llama dihtAibucidn muthtAal 

En forma similar se pueden obtener las distribuciones 

muestrales de la desviación estándar, del rango, etc., cada una 

de las cuales tendrá sus propios parámetros, lo que permite ha­

blar de la media y- la desviación estándar de la variancia, etc. 

3. Muestreo con y sin remplazo 

cuando se efecttia un muestreo en una población de tal 

manera que cada elemento de la misma se pueqa escoger más de una 

vez, se dice que el muestreo es con Atmplazo; en caso contrario, 

el muestreo es hin ~emplazo. Si de una urna se quiere extraer una 

muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maner~s: 

se saca al azar una bola, se anota su color y se regresa a la ur­

na antes de obtener otra, y as! sucesivamente; en este caso el 
• muestreo es con Atmplazo. La segunda forma consiste en extraer 



-3-

al azar todas las bolas que cons~it~yen la muestr~ sin regre­

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo 4in Aemplazo. 

4. Distribucion muestra! del promedio aritm6tico 

Supdngase g\le se extraen sin remplazo todas las muestras 

posibles de tamaño n de una poblaci6n finita de tamaño Np > n. Si 

la media y la desviaci6n est&ndar de la distribuci6n muestral del 

promedio aritm~tico se denotan con µi y ºi' y la media y la desvi! 

ci6n est&ndar de la poblaci6n conµ y a, respectivamente, entonces 
Y.,,. 

es posible demostrar que se cump~,n las siguientes ecuaciones 

a-= 
X J:N . - n _!!_ _p.._ __ _ 

¡n-· N 1 
p 

Además, si la poblaci6n. es infinita (o el muestreo es con rempla­

zo), los resultados anteriores se reducen a 

puesto que 

lím 
N + • p 

µ- = µ 
X 

- o a-• X rñ 
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l Para valores grandes de n (n ~30) se demuestra, ·emplea!! 
j 
l do el teorema del límite central, que la distribuci6n muestral 
~ ¡ del promedio arit~tico es aproximadamente una distribuci6n nor-
1 
f mal con media µi y desviaci6n estándar a¡, independientemente de 

f 
' J 
1 
l 

1 
\ 

l 
1 ¡ 
l 

j 
l 
l ¡ 

\ ,_ 

cuál sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato­

ria asociada a la pob1aci6n. Si esta variable tiene distribución 

normaI.,la distribuci6n muestr~l del promedio aritm~tico tambi€n 

es normal, aun par.a valores pequeños de n ( n < 30 ). 

Ejemplo 4.1 

Supóngase que se tiene una poblaci6n finita formada por 

los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviaci6n 

est:.Snd .... r de la distribuci6n muestra! del promedio aritmético, con 

siderando las muestras de tamaño 3 obtenidas sin remplazo. 

Siendo la poblaci6n finita y el muestreo sin remplazo, 

es posible obtener la distribuci6n muestra! correspondiente para 

calcular despu~s sus parámetro~ considerando que el ntlmero total 

de muestras distintas de tamaño 3 que pueden obtenerse a partir 

de una poblaci6n de 5 elementos es 

s: 
...,3,,..,!,...(....,S,..._-.3"""')....,!.- = l O 

Dichas muestras son las sigui,ntes, junto con sus pro­

medios aritm~ticos correspondientes: 



xi X. 
J. 

1, 2, 3 6/3 3, 4, 5 12/3 

1, 2, 4 7/3 3, 4, 1 8/3 

1, 2, 5 8/3 4, 5, 1 10/3 

2, 3, 4 9/3 4, s, 2 11/3 

2, 3, 5 10/3 5, 1, 3 9/3 

Para calcular la media y la desviaci6n estándar, se em 

plea la siguiente tabla 

X. 6/3 7/3 8/3 8/3 9/3 9/3 10/3 10/3 11/3 
l. 

-2 36/9 49/9 64/9 64/9 81/9 81/9 100/9 100/9 121/9 
xi 

10 10 -2 
E X. = 90/3 E X. = 840/9 

i=l 
J. i=l 

l. 

== 1 
10 1 . .1.Q_ = µ- X E xi 3 = =-ro = 10 X i=l 

3 

2 1 
10 -2 -=2 
E a- = 1() xi - X = 

X i=l 

= 9.333 - 9.000 = 0.333 

Es decir, µX= 3 y a-= 0.577 
X 

Segundo p~oeedim~ento. 

1 840 ( 3 )2 . 
To -9 

=->a-= ✓0.333 
X 

= 

= 0.577 

12/3 

, 144/9 

Por tratarse de una poblaci6n finita, se verifica que 



µ- = µ 
X y 
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a 
a-= -X In 

pr;;:-;: 
.J;::-:-i p 

en donde Np = 5 , n = 3 y µ = 3. 

El valor de J de la población es 

0 2 = 1+4+9+16+25 _ (J)2 = 55 _ g = ll-g = 2 
5 5 

Por lo tanto, a = ff = -1.4145 y 

o-= l.4145 fEI
1 

= (0.8164) (0.7071) = 0.577 
X /3 ✓~ 

Es decir, µ- = 3 
X Y ªx .. o.s11 

Comparando los resultados, se puede observar que ambos 

procedimientos conducen a la obtenci6n de los mismos valores de 

y a­x para la distribuci6n muestra! del promedio ari tm~tic~·-

Ejemplo 4.2 

En una bodega se tierten cinco mil varillas de acero; el 

valor medio del peso, X, de cada varilla es de 5.02 kg, y la des­

viac16n estándar 0.3 kg. Hal~ar la probabi¡idad de que una mues­

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un peso total 

a. entre 496 y 500 kg 

b. de más de 510 kg. 
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Para la distribución muestra! del promedio, se tiene que 

µi = µ • 5.02 kg y, por tratarse de una poblaci6n finita, 

0.30 
✓100 

5000 100 = 0.027 
5000 - 1 

a. El peso 'total de la muestra estará entre 496 y 500 
I 

kg si el peso promedio de las cien varillas se encuentra entre 

4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra es mayor de 30 elementos 

se-puede considerar como aproximadamente normal a la distribuci6n 

muestra!, y los valores estándar correspondientes a X= 4.96 y a 

X= 5.00 se obtienen mediante la transformación 

es decir, 

z = 4.96 - 5.02 = -2.22 
1 0.027 

2 = s.oo - s.02. _0 _74 2 0.027 

En la fig 4.1 se puede apreciar que 

P[4.96 ~ X 4i 500] = P[-2.22 4t Z ~ -.0.74] = 

= P[-2.22 ~ z ~ o] -P[-0.74 ~ z ~ o] 
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lxfx) 

F.lg 4. 1 Vi4t~ibuc.l6n no~mal co~~e4pondiente al ejemplo 

Recurriendo a la tabla de áreas bajo la curva normal estándar 

entre O y Z (al final de esta publicaci6n) queda: 

P[496, x, soo]' = o.4868 - 0.2104 = 0.2164 

b. El peso total de la muestra excederá de 510 kg si 

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg. 

Estandarizando dicho valor, queda 

z • 5.10 - 5.02 _ 2 96 
3 0.027 - • 

Calculando el área bajo la curva normal a la derecha de este va 

lor (fig 4.2), se tiene que 

P~X ➔ 510] • P[Z ~ 2.96] = P[Z > OJ - P[O , Z , 2.96] = 

D 0.5 - 0.4985 m 0.0015 
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lxlx) 

2.96 

F,i.g 4.2 Out~,lbuc-l6n no1t.m4l co~~e~pond-lente al ejemplo 

S. Distribuci6n muestral de diferencias de promedios ari~ticos 

Con frecuencia se presenta el caso en el que se tienen 

datos de dos poblaciones con variables aleatorias asociadas X y 

Y, respectivamente, s~rgiendo la duda de si estas se pueden consi 

derar como una sola, es decir, si X = Y.. Para probar estad!sticél 

mente esta hip6tesis (como· se verá más adelante), es necesario ob 

tener las distribuciones muestrales de la diferencia de los pro-· 

medios y de las variancias de las muestras de ambas variables. 

Sean X y Y los promedios aritm~ticos obtenidos de mues-

tras aleatorias de tamaño nx y ny de dos poblaciones con caracte-

r!sticas X y Y, respectivamente. Se puede demostrar que la dis-

tribuci6n muestral de la diferencia de los promedios corres pon-

dientes ·a poblaciones infinitas con medias '1x Y µY Y desviaciones 

estándar ªx y ªY' tiene los siguientes par4metros: 

µ- ·- - µ- - µ- -µ - µy X - y X y X 

02 ~ a- y • /4t + J.- - _! + 
X - X y llX ny 
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si las muestras son independientes. 

Esta distribuci6n tambi,n es aplicable a poblaciones finitas si 

el muestreo es con remplazo. Para el caso de poblaciones finitas 

en las cuales el muestreo se hace sin remplazo, los parámetros de 

la d.istribuci6n muestra! de la diferencia de los promedios ari t­

mEticos son 

lJ- - - lJ- - U.-= = lJ - u._ X-Y X ·y X ·y 

a- - •la~+ a~= X-Y X Y 

suponiendo que las muestras sean independientes. 

Ejemplo s.1 

Consid6rese que de una poblaci6n X se obtienen tres mue~ 

tras posibles,cuyos correspondientes promedios aritm~ticos son 

3, 7 y B. De otra poblaci6n Y se extraen dos muestras posibles, 

con promedios 2 y 4, respectivamente. Se deben obtener los pará­

metros de la distribuci6n muestral de las diferencias de los prom~ 

dios aritm6ticos. 

Todas las posibles diferencias de promedios aritm~ticos 

de X con los de Y sertan 



3.- 2 

3 - 4 

7 - 2 

7 - 4 

Es decir, 
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8 - 2 

8 - 4 

1 

-)-1 

-1+1+3+4+5+6 18 
6 • T • 3 

' 

2 a- - • X-Y 

Se s~be que 

6 

_ 34 17 
- T • T 

5 

3 

6 

4 

µ- - = µ- - µ-X-Y X Y 
. , J. - = J. + o~ X-Y X Y 

Por ello, 

µ-·. 3+7+8 • 18 _ 6 X 3 3 -

µ- -
2+4 6 3 2 ---y 2 

2 (3-6)2 + (7-6>2 + (8-6)2 
14 a-• -X 3 T 

2 (2-3)2 + (4-3)2 
!. a-• - 1 y 2 2 

, 
µ- - • X-Y 6 - 3 • 3 

2 - !! + 1 -
17 a- -X-Y 3 T 
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Se observa que ambos procedimie·ntos conducen a los mis­

mos resultados. 

Eje.mpto 5.2 

Las varillas,de acero que fabrica una compañ!a A tienen 

un peso medio de 6.5 kg y una desviaci6n estándar de 0.4, en tan­

to que las producidas por una empresa B tienen un peso medio de 

6.3 kg y una desviaci6n estándar de 0.3 kg. Si se toman muestras 

aleatorias de 100 varillas de cada fábrica, ¿cuál es la probabili .-
dad de que las de la compañ!a A tengan un peso promedio de por lo 

menos 

a. 0.35 kg 

b. O .10 kg 

mayor que el de la compañ!a B? 

Se puede suponer en este caso que las distribuciones mue~. 

~les involucradas son normales, en virtud de que el tamaño de am­

bas muestras es mayor de 30 elementos. Tambi6n se puede suponer 

que ambas poblaciones son infinitas, y ·siendoXA y x6 los pesos pro­

medios de las muestras de las fábricas A y 8, respectivamente, en­

tonces 

·2 
(O.J) = O.OS kg 100 
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La variable estandarizada de la diferencia de los promedios es 

(XA - x8> - 0.20 
o.os 

a. Estandarizando la diferencia de 0.35 kg se llega a 

z 0.35 - 0.20 = Q.ill = 3 1 • o.os o.os 

La probabilidad deseada es el área bajo la curva normal a la der~~ 

cha de Z = 3, es decir 

P [xA > Xs + 0.35] = P [Z > 3] = 0.500 - 0.4987 = 0.0013 

b. Al estandarizar la diferencia de 0.10 kg, la varia­

ble Z resulta 

z = 0.10 - 0.20 = -0.1 = -2 
2 o.os o.os 

La probabilidad requerida es el área bajo la curva normal a la 

derecha de Z= -2, es decir 

P[XA ). XB + o. 10] • P[Z > - 2] • o.s + 0.4772 ·= 0.9772 
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6. Teor!a estad1stica de la estimación 

En la práctica profesional a menudo resulta necesario 

inferir informaci6n acerca de una poblaci6n mediante el uso de 

muestras extraídas de ella; una parte bAsica de dicha inferen­

cia consiste en e4t.imalL los valores de los par4metros de lapo­

blaci6n (media, variancia, etc.) a partir de las estadísticas 

correspondientes de la muestra, como se explica a continuación. 

7. Estimadores puntuales. Clasificaci6n 

Si un estimador de un parámetro de la población consis 

te en un solo valor de una estadtstica, se le conoce como e6 .t..i­

madolL puntual del par4metro. 

cuando la media de la distribuéi6n muestra! de una es­

tad!stica es igual al par4metro que se está estimando de lapo­

blación, entonces la estadística se conoce como ,ut,lmadolL .in.6 e.6 

gado del parámetro; si no sucede as!, entonces se denomina e.óti 

madolL 4e4gado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores 

correspondientes se llaman estimaciones insesgadas o sesgadas, 

respectivamente. Dicho de otra manera, si s es una estad!stica 

cuya distribución muestra! tiene media \J s, y el parámetro co-

rrespondiente de la población es e, se dice- que Ses un estima-

dor insesgado de e si 

Por otra parte, si la estad!stica Sn de la muestra tien 

de a ser igual al parámetro 8 de·la población a medida que se 



1 
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hace más grande el tamaño de la muestra, entonces la estadística 

recibe el nombre de e.6timddo~ c.on~i~tente del parámetro. 

Empleando símbolos, si 

lím S = 8 
n 

tt-+clO 

resulta que la estad!stica Sn es un estimador consistente. Por" 

ejemplo, el promedio aritm~tico es un estimador insesgado y coo 

sistente de la media, y la variancia de la muestra es un estim~. 

ior sesgado y consistente de la variancia de la pobl~ci6n. 

Si las distribuciones muestrales de varia~ estadísticas 

tient?n el mismo valor de la media, se dice que la estadística que 

cuenta con la menor variancia es un e..6tima.do4 e.6-i.c.íe.nte de dic!10 

media, en tanto que las estadísticas restantes se conocen como 

e,tlmado4tj ine6iciente.6 del parámetro. 

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio 

aritmátí.co y de la mediana cuentan con medias que son, en ambos 

casos, iguales a la media de la población. Sin embargo, la va­

riancia de la distribución muestra! del promedio aritm~tico es 

menor que la de la distribución de 1~ mediana, por lo que el 

promedio aritrn~tico obtenido de una muestra aleatoria proporci~ 

na un estimador eficiente de la media de la población, en tanto 

que la mediana obtenida de la muestra proporciona un estimador 

ineficiente de dicho parámetro. 
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8. Estimaci6n de intervalos de .confianza para los parámetros 

de una población 

La estimaci6n de un parámetro de una población mediante 

un par de n11meros entre los cuales se encuentra, con cierta pro­

babilidad, el valor de dicho par&metro, se llama estimaci6n del 

intervalo del mismo. 

Sea S una estadística obtenida de una muestra de tamaño 

ft para estimar el valor del parámetro e, y sea asla desviaci6n 

estándar (conocida o estimada) de su distribuci6n muestra!. La 

probabilidad, 1 - a, de que el valor de e se localice en el inteE 

valo de S - zc a5 a S + zc ªs' donde zc es una constante, se 

escribe en la forma 

Si se fija el valor de 1 - a, se puede obtener el valor de zc 

necesario para que se.satisfaga la ecuaci6n anterior, con lo 

cual queda definido el inte~valo de con 3~anza del parámetro e, 

(S - zc 0 8, S + zc a 9), correspondiente al nivel de con6ianza 

1 - a. 

La constante zc que fija el intervalo de confianza se 

conoce como valo~ cU~ico. Si la distribución de Ses nor-

mal, el valor de zc correspondiente a uno de a se obtiene de la 

tabla de !reas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente. 
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TABLA 8.1 VALORES DE zc PARA DISTINTOS NIVELES DE CONFIANZA 

Nivel de confianza, en porcentaje z, 
' 

99.73 3.00 
99.00 2.58 
98.00 2.33 

1 
96.00 2.05 
95.45 2.00 
95.00 1.96 
90.00 1.64 
80.00 1.28 

l 
68.27 1.00 
50.00 0.674 

Eje.mpR.o 8.1 

-Sea el promedio aritm~tico X upa estadística con dis-

tribución normal. Las probabilidades o niveles de confianza de 

que µX (oµ de la poblaci6n) se encuentre localizada entre los 

l!mites X± ºx' X± 2 ºi y X± 3 ºx son 68.26, 95.44 y 99.71%, 

respectivamente, obteni~ndose dichos valores de la tabla de áreas 

bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo 

X± 3 ºi contendrá a µX en el 99.73 por ciento de las muestras 
. 

de tamaño n, por lo que los intervalos de confianza de 68.26, 

95.44 y 99.73 por ciento para· estimar aµ ~on (X - ºx' X+ ºx) 

(X - 2 ºi' X+ 2 o¡) y (X - 3 o¡,x + 3 o¡), lo cual se aprecia 

en la 6ig 8.1 siguiente. 
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Areo =68.2ó o/o 

x.-cr)!. ~ xH~ 
Areo= 95.44 o/o 

-----1 

Area=99. 73 o/o 
i,-------

F ,tg 8. 1 

9. Estimaci6n de intervalos de confianza para la media 

Los límites de confianza para la media de una población 

con variable aleatoria X asociada están dados por 

X± z a-e X 

en donde zc depende del nivel de confianza deseado. Si X tiene 

distribuci6n normal, zc puede obtenerse en forma directa de la 

tabla 8.1. Por ejemplo, los límites de confianza de 95 y 99 por 

ciento para estimar la media, µ,dela poblaci6n son X± 1.96ox 

y X± 2.58 ºx' respectivamente. Al obteneL estos lfmites hay que 

uaar el valor calculado de X para la muestra correspondiente. 

Entonces,los límites de ~Gnf~anza oara la media de la~~ 

blaciOn quedan dados por 

X ± z 
c. 

o 

r;¡-
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en caso.de que el muestreo se haga a partir de una población in­

finita o de que se efectde con remplazo a partir de una poblaci6n 

finita, o por 

-X ± z , c. 

si el muestreo es sin remplazo a partir de una población finita 

de tamaño NP. 

Eje.mpto 9.1 

Las mediciones de los diámetros de una muestra aleato­

ria de 100 tubos de albañal mostraron una media de 32 cm y una 

desviaci6n estándar de 2 cm. ObtE{ngansé los límites de confian­

za de 

a. 95 por ciento 

b. 97 por ciento 

para el di·áme tro medio de todos los tubos. 

a. De la tabla B.l, los límites dé confianza del 95 

por ciento son 

X±l.96a/lñ= 32 ± 1.96(2//100) • 32 ± 0.392 cm 

o sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valor de SX 

para estimar el de a de la poblaci6n, puesto que la muestra es 

suficientemente grande (mayor de.30 elementos). Esto significa 
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que con una probabilidad de 95 por ciento, el valor deµ. se en­
X 

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm. 

b. Si Z = zc es tal que el área bajo la curva normal 

a la derecha de z es el 1.5 por ciento del área total, entonces e 
el drei entre O y zc es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo que de la ta 

bla de áreas bajo la curva normal se obtiene z = 2.17. Por lo 
e 

tanto, los l!mites de confianza del 97 por ciento son: 

X±2.17cr//"n = 32±2.17(2/✓100) = 32±0.434 cm 

y el intervalo de confianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cm}. 

Ejemplo 9.2 

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto 

examen de admisi6n tiene un promedio aritmético de 72 puntos, 

con desviaci6n estándar igual a 10. Si el examen se aplic6 a 

1018 personas, obtener 

a. El intervalo de confianza del 95% para la media 

del total de cal~ficaciones, 

b. El tamaño de muestra necesario para que el error 

en la estimaci6n de la media do exceda de 2 puntos, 

considerando el mismo nivel de confianza. 

c. El nivel de confianza para el cual la media de la 

poblaci6n sea 72 ± 1 puntos. 
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a. Si se estima a a de la poblaci6n con Sx de la mues­

tra y se considera que la poblaci6n es finita, los l!mites de con 

fianza son, puesto que 

n = 50, 

-X 

10 72 ± 1.96 
/so 

1Ó18 - 50 
1018 - 1 

72 ± 1.96 (1.4142) (0.9755) 

72 ± 2.704 

y el intervalo de confianza respectivo es 

(69.296, 74.704) 

ºEPFI 

b. Puesto que el error en lá estimaci6n de la media 

es, para poblaci6n finita, 

Error en la estimaci6n =Z ...L r,;;;;-; crnl-Ft 
en este caso se tendr!a 

a -
fi 
~< ✓~ 

p 

p 

2 

o sea, para un nivel de confianza de 95~ 
11 ' 

-10 1.96 
In 

1018 - n < 2 
1018 1 

y 
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Elevando al cuadrado la.desigualdad, queda 

384.16 
n 

1018 - n < 4 1017 

87.85 < n 

• Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra 

para qu~ el error en la estimaci6n no exceda de 2 puntos, para 

1 - a= Q.95. 

o sea 

c. Los límites de confianza son, en este caso 

72 ± Z lO 
c. ✓so 

1018 - 50 
1018 - 1 

72 ± zc. (1.4142) (0.9755) 

72 ± 1.3795 zc. 

Pue~to que se desea que el valor de la medi_a sea 72 ± 1 puntos, 

se verifica que 

1 = 1.3795 zc. 

!s decir 
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El área bajo la curva normal estándar entre O y Zc = 0.725 es, 

por interpolaci6n lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-

vel de confianza es igual ~l doble del área anterior, es decir, 

2(0.2657) = 0.5314 (o 53.14%), tal como se muestra en la ~.lg 9.i. 

F.lg 9.1 

10. Intervalos de confianza para diferencias de medias 

Los límites de confianza para la diferencia de las me­

dias cuando las poblaciones X y Y son infinitas, o cuando el mue! 

treo se realiza con remplazo de poblaciones finitas, se encuen­

tran dados por 

X - y a- -X - y 

en donde X, "x y Y, "y son los respectivos promedios aritm~ticos 

y tamaños de las dos muestras extraídas de las poblaciones, y 

ªx y ay las desviaciones estándar de estas dltimas. 
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En el caso de que las pqblaciones X y Y sean finitas 

y el muestreo sin remplazo, los límites de confianza son 

X - y ± Za- -c. X-Y 

en donde NX y NY son ~os tamaños de las poblaciones X y Y, res­

pectivamente. 

Las dos ecuaciones anteriores son válidas anicamente si 

las muestras aleatorias seleccionadas son independ~entes. 

Ejemplo 10.1 

Para el eje1,1plo de las varillas tratado anteriormente 

(5.2), encontrar el intervalo de confianza del 95.45% para las 

diferencias de las medias de las poblaciones. 

a8 = 0.3 kg y nA = n8 - 100, los límites de confianza para la 

diferencia de las medias son, empleando la tabla 8.1 

XA - x8 ± zc. 

2 2 
ªA ªB 

- + --= 6.5 - 6.3 ± 2 
rtA rtB 

= 0.2 ± 0.1 

(O. 4 )2 
+ 

100 
(0.3)2 _ 
100 -

Por lo tanto, el intervalo de confianza respectivo es (0.1, 0.3). 
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Ejemplo 10. 2 

Se tienen en una bodega 3000 focos de marca X, y 5000 

de marca Y. Se extrae una muestra aleatoria de 150 focos de la 

marca X, y se obtiene una duraci6n promedio de 1400 horas, con 

desviaci6n estándar igual a 120 horas. Otra muestra aleatoria 

de 200 focos de la marca Y tuvo una duración promedio de 1200 

horas, con desviaci6n estándar igual a 80 horas. Obtener inter 

valos de confianza de 

a. 95% 

b. 99% 

para la diferencia de los tiempos medios de duración de los fo-

co~ je ambas marcas. 

a! Puesto que se trata de poblaciones finitas y 

X = 1400 h, sx = 120 h, Nx = 3000, nx = 150, y = 1200 h, s = 80,h, y 

Ny - 5000 y ny = 200, se obtiene, estimando a ªx y ay con Sx y 

sY , respectivamente 

1.96 ✓ 1400 - 1200 ± (120)2 3000 -
150 3000 

200 ± 1.96 (11.04) 

200 ± 21.638 

150 + ( 80 )2 5000 - 200 
1 200 5000 1 

o sea, (178.362, 221.638), puesto que de la tabla 8.1, para un ni­

vel de confianza de 95%, Z = 1.96. 
c. 

b. En este caso, al emplear la tabla 8.1 se obtiene 
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z = 2.58 para un nivel de conf~anza de 99%, por lo cual los lf­
c. 

mites son 

1400 - 1200 ✓~120)2 3000 - 150 (80)
2 

5000 - 2000 
± 2 • 58 150 3000 1 + 200 5000 - 1 

200 ± 2.58 (11.04) 

200 ± 28.483 

y el intervalo de confianza es 

(171.517, 228.483) 

11. Pruebas de hipótesis 

Sup6ngase que una empresa armadora de autom6viles está 

en la disyuntiva de emplear una nueva marca de bujfas en sus un~ 

dades o la que regularmente utiliza, y que su departamento de 

control de calidad debe decidir, con base en la informaci6n de 

las muestras de las dos marcas distintas. Las decisiones de 

este tipo, es decir, que se basan en estudios estadísticos, reci 

ben el nombre de de.c.,i..6ione..6 e.6tad.l.6:t,,i.c.a.6, y a los procedimien­

tos que permiten decidir si se acepta o rechaza una hipótesis se 

les llama p11.u.eba.6 de. h.ip6te.6i...6, p11.u.eba..6 de. • .6.ign-ló-<..c.an~,i.a o 1tegla.6 

de dec.i...6i..6n. 

Al tomar decisiones estadísticas, es necesario postular 

las diversas alternativas o cursos de accí6n que pueden adoptarse. 
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En el caso particular de una p~ueba de hip6teJiJ solamente se 

tienen dos cursos de acci6n posibles, los que se denotarán co-

mo a
0 

y H
1

. A la acci6n H
0 

se le llama hip6te4iJ nuia, y a la 

H
1

, hip6te4i4 alte~nat~va. Por ejemplo, si la hip6tesis nula esta 

blece que µ
1 

= µ
2

, la hip6tesis alternativa puede ser una de las 

siguientes: 

Al realizar una prueba de hip6tesis, se prueba siempre 

la verdad de la hip6tesis nula H0 , aun cuando de antemano se de 

see rechazarla. 

12. Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia 

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se rech~ 

za una hip6tesis nula cuando en realidad debería ser aceptada; 

cuando esto sucede se dice que se ha cometido un e~~o~ de tipo 1. 

En otras ocasiones se acepta una hip6tesis nula siendo en reali­

dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un e~~o~ de 

tipo II. 

Al probar una hip6tesis nula, a la máxima probabilidad 

con la que se está dispuesto a cometer un error del tipo I se le 

llama nivel de 4~9ni6icancia,a, de la prueba, el cual dentro dP. 

la práctica se acostumbra establecer de 5 por ciento (O.OS) o 1n 

por ciento (0.1). El complemento del nivel de significancia, 

1 - a, se conoce corno nivel de con6ianza. 
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Si, por ejemplo, al realizar una prueba de hip6te .is 

se escoge un nivel de significancia de 10 por ciento, significa 

que existen 10 posibilidades en 100 de que se rechace 6sta cuan 

do deber!a ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de 

significancia del 10 por ciento, y que la probabilidad de que la 

decisi6n haya sido err6nea es de 0.1. 

13. comportamiento de los errores tipos I y II 

Sup6ngase que se trata de probar la hip6tesis nula de 

que la media, µ
8

, de la distribuci6n muestral de la estad!stica 

ses µ
1

, en contra de la hip6tesis alternativa que establece que 

µ 8 = u2, donde u2 > µ 1 , es decir 

En la fig 13.1 se muestra en forma gráfica la relación 

entre los errore~ tipos I y II en el caso en el que la regla de 

decisi6n para aceptar o rechazar H0 es la siguiente: 

Si et valo~ de ta e~tadl~t~ca S obtenido de 

una mui~t~a excede de cie~to vato~ c~ltico 

s1, 4echdce.~e. H0; e.n ca~o cont~a~Lo, acép­

te~ e.. 

Es evidente que si H0 es verdadera, entonces a (área con rayado 

doble) es la probabilidad de que S > s1 , o sea la de rechazar a 

H0 siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado,si H
1 

es ver 

dadera, entonces S (4rea con rayado sencillo) es la probabilidad 
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de que S < s
1

, o sea la de aceptar H0 siendo falsa (error tipo 

II). 

Obs~rvese que si se aumenta el valor de S
1 

se reduce la 

probabilidad a, pero se incrementa la 8; lo contrario sucede si 

se disminuye el valqr de S1 . 

Olstri buciÓn de S 
bojo lo hipótesis Ho 

Olstrlbucld'n de S 
bojo lo hipótesis Hi 

Fi.g 13 .1 

P[S>S 1] = a (error tipo I) 

P[S~S 1] = a (error tipo II) 

PAobabilidade~ de lo4 eAAo~i4 tipo4 I y 11 e.n pAueba4 

de h-<.p6.te..6,ü. 

En realidad, la Onica forma posib~e en la cual se pueden 

minimizar simultáneamente los errores de tipos I y II es aumentan 

do el tamaño de la muestra, para hacer más "picudas" las distribu 

cienes muestrales de la estadística bajo las hip6tesis a0 y H1. 

Al observar la fig 13.2 siguiente, es posible concluir 
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que el tamaño de los errores I y II es menor para un tamaño de 

muestra igual a 100 que para un tamaño igual a 50, considerando 

la misma regla de decisi6n anterior. 

n= 'ºº 

Fig 13.2 

Sin embargo, esta técnica de reducci6n simult~nea de ám­

bos tipos de errores no siempre puede ponerse en práctica, debido 

a razones de costo, tiempo,etc. 
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14. ~egiones criticas, de rechazo o de significancia. Regio­

nes de aceptaci6n. 

cuando una hip6tesis nula no se acepta se dice que se 

.r:echaza. :1 u.n n.lve.f. de .6.lgni6.lcanc.ia de.e. a poll. C.( ento, o que el 

valor estandariza~o de la estadística involucrada es .6..igni6ic.a­

ttvo a un nivel de j..(gni6icanc.ia a. 

Al conjunto de los valores de la estadística en el 

que se rechaza la hip6tesis nula se le denomina negi6n c~ít~ca, 

de tec.hazo, o de .6igni6ic.anc.ia. Por el contrario, al conjunto 

de los valores de la estadística en que se acepta la hi~6tesis, 

se le llama ll.egi6n de ac.eptac.i6n. 

Considérese que la distribuci6n muestral de la esta­

dística Ses normal con desviaci6n estándar ªs' que la variable 

Z resulta de estandarizar a S, que la hipótesis nula, H
0

, es que 

la media de S vale µS' y que la hip6tesis alternativa H1 es que 

dicha media es diferente de µS' es decir, que 

z = 
s - µ s 

ºs 

H
0

: media de la distribuci6n muestral de S= µS 

H1: media de la distribuci6n muestra! de S ~µS 

Si se adopta la regla de decisi6n de aceptar la hijJÓt~ 

sis H0 , si el valor de Z c<le dentro del intervalo central que 

encierra al 99 por ciento del área de la distribuci6n de µroba­

bilidades, entonces H
0 

se aceptará en el caso en que 
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-2.se ~ z ~ 2.sa 

empleando la tabla de Areas bajo la curva normal estándar. Pero 

si el valor estandarizado de la estad!stica se encuentra fuera 

de dicho intervalo, se concluye que el evento puede ocurrir con 

·probabilidad de 0.01 si la h1p6tesis H0 es verdadera (&rea raya-
• 

da tntal de la fíg 14.1). En tal caso, el Valor Z de la variable 

est~,,Jar difiere 4~gni6ic4tiv4mente del que se podr!a esperar de 

acuerdo con la hip6tesia nula, lo cual inclina a rechaz~rla a un 

nivel de confianza del 99 por ciento. 

De lo anterior de deduce que el área total rayada de la 

fig 14.1 es el nivel de significancia a de la prueba, y represe~ 

ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, la 

1 rJió,1 de acl~ptaci6n de H0 es -2.58 ~ Z, 2.58, y la de rechazo 

es z > 2.sa y z < -2.se. 

ReQiÓn crítico 

o 
Arep.s 0,99 

Región crítico 

Areo = 0.005 

z 
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En la tabla 14.1 se presentan los valores de la varia­

ble estandarizada, Z, que limitan las regiones de aceptaci6n Y 

qe rechazo para el caso en el que la estadística involucrada en 

la prueba tenga distribuci6n muestral normal. Cuando en alguna 

prueba de hipótesis se consideren niveles de significancia dif~ 

rentes a los que aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa 

rio , .,plear la de §reas bajo la curva norma] estándar. 

TABLA 14.1 VALORES CRITICOS DE z 

Nivel de Valores de z para Valores de z para 1 
significancia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas 1 

0.1 -1.28 l o l .281 - 1.645 y 1.645 
0.05 -1.645 o 1.645 -1.960 y 1.960 
0.01 -2.326 o 2.326 --2.575 y 2.575 
0.005 -2.575 o 2.575 -2.810 y 2.810 

15. Pruebas de una y de dos colas 

En la prueba de hipótesis del ejemplo anterior, la reg.i ~•• 

de rechazo de la hipótesis nula quedó en ambos extremos (colas) d, 

la distribuci6n muestral de la estadística involucrada en la prue­

ba; a las pruebas de este tipo se les denomina p~uebaó de doó eo­

la~. Cuando la región de rechazo se encuentra solamente en un ex 

tremo de la distribución muestral en cuestión, se les llama p~ut­

ba~ de una. e.ola. 

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hipó­

tesis alternativa aparece el signo f tdiferente de), como en el 

siguiente caso 
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en donde µSes la media de la estadística S, y µ 1 es un valor 

fiJO. 

En los casos 

ªo µs = µl 

ª1 µs < µl 

y 

ªo µs == µl 

H : µs > µl l 

las pruebas resultan de una cola. 

16. Pruebas de hip6tesis para la media 

Para el caso de una poblaci6n infinita (o finita en que 

se muestree con remplazo), cuya desviaci6n estándar a se conoce 

o se puede astí.mar adecuadamente, si se tiene que la estadística 

S obtenida de la muestra es el promedio aritmético, entonces la 
\.., 

media de su distribuci6n muestral es Us =µX= u, y su desviación 

est&ndar es ºs = ºx = o/:/n, en dondeµ y o son, respectivamente, 

la media y la desviaci6n estándar de la variable aleatoria X aso­

ciada a la poblac16n, y n es el tamaño de la muestra. En tal ca­

so, si X tiene distribuci6n normal, la variable estandarizada co­

rrespondiente será 
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X - µ- -
z X X - )-l = = 

a-
X 

a/,Íy¡ 

Para el caso de muestreo sin remplazo de poblaci6n fin~ 

n 

t • o - 0 P en donde N es el ta ta, se iene que ªs' = x - -- ' .frt 1 p 
p 

maño ,ie la poblaci6n, por lo que la variable estandarizada será 

z = 
X - µ 

En los dos casos anteriores, el valor de Z correspondiente al de 

X ne la muestra es el que se debe comparar con el valor crítico 

currespondiente al nivel de significancia fijado, para así acep­

tar o no la hipótesis nula (prueba de una cola). Si se trata de 

una prueba de dos colas, el valor de Z se debe comparar con los 

dos valores cr1t~cos que corresponden al valor de a seleccionado. 

En cualquiera de los casos anteriores, el valor o valores críti­

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de a. 

Ejemplo 16.1 

Se sabe que el promedio de calific'aciones de·una muestra 

aleatoria de tamaño 100 de los estudiantes de tercer año de inge­

nier!a civil es de 7.6, con una desviaci6n est!ndar de 0.2. Siµ 

denota la media de la poblaci6n de esas calificaciones, X, y si 

-se supone que X tiene distribuci6n normal, probar la hipótesis 
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µ = 7.65 en contra de la hipótesis alternativaµ 1 7.65, usando 

un nivel de significancia de 

a. O.OS 

b. 0.01 

, 
Para la soluci6n se deben considerar las hip6tesis 

Puesto queµ+ 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65, 

se trata de una prueba de dos colas. 

La estadística bajo consideraci6n es el promedio arit­

m~tico,x, de la muestra, que se supOlle.extraída de una poblaciGn 

infinita. La distribuci6n muestral de X tiene media µX= 11, y 

desviación estándar o-= a/rñ, en dondeµ y o denotan, respec-
• X 

tivamente, la media y la desviaci6n estándar de la población de 

calificaciones. 

Bajo la hip6tesis H
0 

(considerándola verdadera), se 

tiene que 

µ- = 7.65 = µ X 

y utilizando la desviaci6n est~ndar de la muestra como una esti 

maci6n de a, lo cual se supone razonable por tratarse de una mues 

tra grande, 

ºx = a/fn = 0.2//100 = 0.2/10 = 0.02 
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a. Para la prueba de dos,colas a un nivel de signifj­

cancia de o.os se establece la siguiente regla de decisi6n 

Acepta~ a0 ~¡ el valo~ Z co~~e~pondiente al va­

lo~ del p~omedio de la mut~t~a óe encuent~a den 

' t~o del inte~valo de -1.96 a 1.96 (tabla 14. 1). 

Puesto que 

= 7.6 - 7.65 
0.02 

= -2.5 

se encuentra fuera del rango de -1.96 a 1.96, se rechaza la hi­

p6tesis H0 a un nivel de siqnificancia de o.os. 

b. Si ei nivel de significancia es 0.01, el intervalo 

de -1.96 a 1.96 de la regla de decisi6n del inciso o se rempla­

za por el de -2e58 a 2.58 tabla(14.~. Entonces, puesto que el 

valor muestra! Z ·= -2.5 se encuentra dentro de este intervalo, 

se acepta la hip6tesis H0 a un nivel de significancia de 0.01. 

Eje.mplo 16.2 

La resistencia media a la ~upt1ira'de cables de acero 

fabricados por la empresa X es de 905 kg. una empresa consult~ 

ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cual 

incrementara la resistencia de sus cables. Se prueba el nuevo 

proceso, y se extrae una muestra aleatoria de SO cables, obta­

ni4ndose para ellos una resistencia promedio de 926 kg, con des-
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viaci6n estándar igual a 42 kg. ¿Se puede considerar que el 

nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni­

vel de confianza de 99%? • 

En este caso, se debe plantear una prueba de hipótesis 

de una cola, para la cual , 

H
0 

:•µ = 905 kg 

H l µ > 905 kg 

Puesto que el tamaño de la muestra es suficientemente qrande, 

se puede aproximar la distribuci6n muestra! de la resistencia 

promedio mediante una normal, v estimar el valor de o de lapo­

blaci6n mediante SX de la muestra. 

Considerando a la poblaci6n infinita, y suponiendo co­

mo verdadera a H0 , se tiene que 

= (J-. 
X 

Para la prueba 

de a = 1 - (1 - a) = 1 

Acep.talL a
0 .6i. 

la. mu e.ti .t1t.a e.6 

bta. 14.1); en 

-

µ- = µ = 905 kg 
X 

a 42 5.94 = = 
rñ /so 

de una cola a un nivel 

0.99 = 0.01, la regla 

•., 

el vato11. e.6 .tanda1t,i z ado 

c.!e 

de 

de 

menolL o i.guat a. z = 2.326 e 

significancia 

decisi6n es 

X de 

(t~ 

c.a..6 o c.ont:11..a.1t..lo, 1r.ec.haza.11. H
0

. 
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= 926 - 905 = 
5.94 

3.535 

es mayor de 2.326, se rechaza H0 a un nivel de significancia de 

1%, concluy6ndose que en realidad el nuevo proceso sí incrementa 

' la resistencia.de los cables. 

17. Pruebas de diferencias de medias 

Sean X y Y los p~omedios aritm~ticos obtenidos de dos 

muestras de tamaños nx y ny, extraídas respectivamente de dos p~ 

blaciones con medias µX y µy, y desviaciones estándar ºx y ºv· 

Se trata de probar la hipótesis nula, H0 , de que no existe dife­

rencia entre las medias, es decir, que µX= µY. Si nx y ny son 

suficientemente grandes (->30), la distribuci6n muestra! de las d.!_ 

ferencias de los promedios es aproximadamente normal. Dicha dis 

tribuci6n muestral es rigurosamente normal si las variables alea­

torias X y Y asociadas a la poblaci6n tienen distribución normal, 

aunque nx y ny sean menores de 30. Para esta distribución mues­

tra!, la variable estandarizada Z, que se compara con los valores 

críticos correspondientes, se encuentra dada por 

X - y - µ- - - - y z X-Y X - y - o X = = = a- -X-Y a- -X-Y o- -X-Y 

con la cual se puede probar la hipótesis nula a0 en contra de 

otras hipótesis alternativas, H1 , a un nivel apropiado de signi­

ficancia. 



-40-

Ejemplo 17.1 

En el laboratorio de pruebas de una empresa fabricante 

de aparatos electr6nicos se ensayaron dos marcas de transistores, 

A y B, de características similares,con objeto de comprobar su 

' ganancia de voltaje. Se tomaron muestras aleatorias de 100 tra~ 

sistores de cada marca, arrojando una ganancia promedio de 31 de 

Cibeles, con desviaci6n estándar de 0.3 decibeles para la marca 

A, y 30.9 decibeles de ganancia promedio, con desviaci6n estándar 

de 0.4 decibeles para la otra. ¿Existe una diferencia signific~ 

tiva entre las ganancias en voltaje de los transistores a un ni­

vel de significancia de 

a. O. 05 

b. 0.01? 

Si µA y µ8 son la~ medias respectivas de las dos pobla­

ciones infinitas a las que corresponden las muestras, la prueba 

de hip6tesis adopta la forma siguiente: 

Entonces, el valor de z es, bajo la hip6tesis a0 : 

Z a 
xA - X5 XA - xB 31 - 30.9 2 = = = a- - (O. 3 )2 + XA - Xg ªa2 (O. 4) 

nB 
100 100 



a. Puesto que se trata de una prueba de dos colas a 

un nivel de signific&ncia de 0.05, la diferencia es significat! 

va si el valor de Z se encuentra fuera del intervalo de -1.96 a 

1.96. Como este es el caso, puede concluirse que efectivamente 

existe diferencia significativa en la ganancia en voltaje de los 

transistores. 

b. Si la prueba es a un nivel de significancia de 0.01, 

la dtferencia es significativa si Z se encuentra fuera del rango 

de -2.58 a 2.58. Partiendo del hecho de que Z = 2, la diferencia 

entre las ganancias es producto del azar, y se acepta la hipóte­

sis de que ambos tipos de transistores tienen igual ganancia me­

dia en voltaje a un nivel de confianza de 99 por ciento. 

E1empto 17.2 

La estatura promedio de 50 estudiantes varones tomados 

al azar que participan en actividades deportivas es de 173 cm, 

con desviaci6n estándar de 6.3 cm. Otra muestra aleatoria de 50 

~studiantes varones que no participan en ese tipo de actividades 

tiene promedio de estatura igual a 171 cm, con desviaci6n están­

dar igual a 7.1 cm, Probar la hip6tesis de que los estudiantes 

varones que practican deportes son más altos que los que no lo 

h?.cen, a un nivel de significancia de O.OS. 

Se debe decidir entre las hipótesis 

HO µX= µy 

Hl llx > µy 
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siendo X la variable aleatoria asociada a la población infinita 

de estaturas de alumnos que practican deportes, y Y la asociada 

a la de estudiantes que no lo hacen, que también es infinita. 

a- - --X-Y 

Bajo la hipótesis H
0

, se tiene que 

02 2 
X + 

ay -nx l'ly 
= 

u- - = o X-Y 

( 6. 3 )2 

50 + 

Entonces, el valor de Z es 

z = 
X - y 

ªx-Y 
= 173 - 171 

1.3424 

( 7. 1 )2 

50 

= 2 
1.3424 

1.3424 

= l. 4 89 

Puesto que se trata de una prueba de hipótesis de una 

cola, a un nivel a= O.OS, se rechazaria H
0 

si el valor de Z 

muestral fuera mayor del valor crítico para dicho nivel, el cual 

es Zc = 1.645. Puesto que Z < Zc' en este caso se concluye que 

la diferencia en las estaturas de ambos grupos de estudiantes 

se debe Onicamente al azar. 
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18. MUESTRAS PEQUERAS 

Como ya se indic6, para muestras grandes (n~30) las distri­
buciones muestrales de muGras estadísticas son aproximada­
mente normales, siendo tanto mejor la aproximaci6n cuanto , 
mayor es el tamaño den. Sin embargo, cuando se trata de 
muestras en las que n<30, llamadas mue4tAa4 pequeña4, la 

aproximaci6n no es suficieptemente buena, por lo que resul­
ta necesario introducir unJ teoría apropiada para su estu­

dio. 

Al estudio de las distribuciones muestrales de las estadís­
ticas para muestras pequeñas se le llama teoAla e4tadl4tica 
de la4 muehtAa4 pequeña4. Existen al respecto tres dis­
tribuciones importantes: Ji cuadrada, F y t de Student. 

19. DISTRIBUCION Ji CUADRADA (X 2
) 

Hasta ahora solo se ha tratado la distribuci6n muestra! del 
promedio. En esta secci6n se verá lo concerniente a la dis 
tribuci6n muestra! de la variancia, S~, para muestras alea­
torias extraídas de poblaciones normales. Puesto que SX no 
puede ser negativa, es de esperarse que su distribución 
muestra! no sea una curva normal, ya que ésta tiene ordena­
das mayores de cero en el lado de las abscisas negativas. De 

hecho, la estadística S~ se puede estudiar si se conside­
ran muestras aleatorias de tamaño n extraídas de una p~bl! 
ci6n normal con desviaci6n estándar ªx y si para cada mues 
tra se calcula el valor de la estadística 

l't 
X 2 = 

s2 
X 

02 

X 

• 
• 
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donde S2 es la variancia de la muestra. 
X 

El número de grados de libertad, v, de una estadís 

tica se define como 

v = n - K' 

siendo n el tamafio de la muestra y K el número de parámetros de 

la poblaci6n que deben estimarse a partir de ella. 

La distribuci6n muestral de la estadística X2 es 

tá dada por la ecuaci6n 

en la que U es una constante que hace que el área total bajo la 

curva resulte igual a uno, y v= n ~ 1 es el número de grados de 

libertad. Esta distribuci6n se llama Ji cuad~ada, misma que se 

presenta en la Fig. 19.1 para distintos valores de v. 



-45-

TABLA l9. lVALORES CRITICO$ x; 

2 2 2 l 2 2 2 2 2 2 2 l 2 
!> x.99s X_99 X_91s x.9s x.9o X_75 X.so x.2s X.10 X.os x.ou X.01 X.oos 

1 7.88 6.63 5.02 3.84 2.71 1.32 .455- .102 .016 .0039 .0010 .0002 0000 
2 10.6 9.21 7.38 5.99 4.61 2.77 1.39 .575 .211 .103 .0506 .0201 0100 
3 12.8 11.3 9.35 7.81 6.25 4.11 2.37 1.21 .584 .352 .216 115 072 
4 14.9 13.3 11.1 9.49 7.76 5.39 3.36 1.92 1.06 .711 .483 .297 207 

s 16.7 15.2 12.8 11.15 9.2 6.63 4.35 2.67 1.61 1.15 .83 l .554 413 
6 18.S 16.8 14.4 12.6 10.6 7.84 5.35 3.45 2.20 1.64 1.24 .i172 676 
1 20.3 18.S 16.0 14.1 12.0 9.04 6.35 4.25 2.83 2.18 1.69 1 24 989 
8 22.0 20.l 17.S 15.S 13.4 10.2 7.34 S.01 3.49 2.73 2.18 l.65 1.34 
9 23.6 21.7 19.0 16.9 14.7 11.4 8.34 5.90 4.17 3.33 2.70 2.09 l 73 

10 2S.2 23.2 20.5 18.3 16.0 12.5 9.34 6.74 4.87 3.94 3.25 2.56 2.16 
11 26.8 24.7 21.9 19.7 17.3 13.7 10.35 7.57 5.58 4.57 3.82 3.0S 2.60 
12 28.3 26.2 23.2 21.0 18.S 14.8 11.3 8.44 6.30 5.23 4.40 3.57 3.07 
13 29.8 27.7 24.7 22.4 19.8 16.0 12.3 9.30 7.04 5.89 5.01 4.11 3.57 
14 31.3 29.1 26.l 23.7 21.1 11.2 13.3 10.2 7.79 6.57 5.63 4.66 4.07 

15 32.7 30.6 27.S 25.l 22.3 18.2 14.3 11.0 8.SS 7.26 6.25 5.22 4.60 
16 34.3 32.0 28.8 26.3 23.5 19.4 15.3 11.9 9.31 7.96 6.91 5.81 5.14 
17 35.7 33.4 30.2 27.6 24.8 20.5 16.3 12.8 10.l 8.67 7.56 6.41 5.70 
18 37.2 34.8 31.5 28.9 26.0 21.6 17.3 13.7 10.9 9.39 8.23 7.01 6.26 
19 38.6 36.2 32.9 30.1 27.2 22.7 18.3 14.6 11.73 10.1 8.91 7.63 6.84 

20 40.0 37.6 34.2 31.4 28.45 23.8 19.3 15.S 12.4 10.9 9.59 8.26 7 43 
21 41.4 38.8 35.6 32.7 29.6 24.9 20.3 16.3 13.2 11.6 10.3 8.90 8.02 
22 42.8 40.3 36.8 33.9 30.8 26.0 21.3 17.2 14.0 12.3 ll.0 9.54 8.64 
23 44.2 41.6 38.l 35.2 32.0 27.1 22.j 18.1 14.8 13.1 11.7 10.2 9.26 
24 45.6 43.0 39.4 36.4 33.2 28.2 23.3 19.0 15.7 13.8 12.4 10.9 9.89 

2S 46.9 44.3 40.6 37.7 34.4 29.3 24.3 19.9 16.5 14.5 13.15 11.S 10.5 
26 48.3 45.6 41.9 38.9 35.6 30.4 25.3 20.8 17.3 15.4 13.8 12.2 11.2 
27 49.6 47.0 43.2 40.1 36.7 31.5 26.3 21.7 18.l 16.2 14.6 12.9 11.8 
28 51.0 48.3 44.S 41.3 37.9 32.6 27.3 22.7 18.9 16.9 15.3 13.6 12.S 
29 52.3 49.6 45.7 42.5 39.1 33.7 28.3 23.6 19.8 17.7 16.0 14.3 13 1 

30 53.7 50.9 47.0 43.8 40.3 34.8 29.3 24.5 20.6 18.5 16.8 lS.0 13.B 
40 66.8 63.7 59.3 55.8 51.8 45.7 39.3 33.7 29.1 26.S 24.4 22.2 20.7 
50 79.5 76.2 71.4 67.S 63.2 56.3 49.3 43.0 37.7 34.8 32.4 29.1 28.0 
60 92.0 88.4 83.3 79.1 74.4 67.0 59.3 52.3 46.S 43.2 40.S 37.5 35.5 

,. 
70 104.2 100.4 95.0 90.5 85.5 77.6 69.3 61.7 55.3 51.7 48.8 45.4 43.3 
80 116.3 112.3 106.6 101.9 96.6 88.1 79.3 71.1 64.3 60.4 57.2 53.5 51.2 
90 128.3 124.1 118.l 113.1 107.6 98.6 89.3 80.6 73.3 69.1 65.6 61.8 59.2 

100 140.2 135.8 129.6 124.3 118.S 109.l 99.3 90.12 82.4 77.9 74.2 70.1 67.3 
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F.lg 19.1 V.l6 Afbu.cld n J,é_ c.u.adJr.ada. palc.a. d.Utbt:to.6 valoJr.e.6 de v 

No obstante que la distribuci6n J,é_ cuadrada solo 
se ha presentado en el estudio de las muestras pequefias, ca­
be aclarar que es válida para aquellas mayores de 30 si la 
variable aleatoria involucrada tiene distribución normal. 

20. Intervalo de confianza para la variancia. 

Tal como se hizo para la distribuci6n normal, se 
pueden establecer intervalos de confianza para la·variancia 
de la poblaci6n en términos de la variancia de una muestra 
extraída de ella, a un nivel de confianza dado 1 - a, si 
se hace uso de los valores críticos X2 de la tabla 19.1.Por c. . 
lo tanto, un intervalo de confianza para la estadística X2

, 

estaría dado por 

2. 

X ' < c. 
ª2 

X 

2 
<X c. 

donde X~, y X~ son los valores críticos para los cuales el 
~/2 por ciento del área se encuentra en los extremos 

izquierdo y derecho de la distribuci6n, respectivamente. 
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Con base en lo anterior, se concluye que 

es un intervalo de confianza para estimar ªx a un nivel de con­

fianza 1 • d.. 

21. Prueba de hipótesis para la variancia. 

La prueba de hip6tesis para la variancia de una 

pobaci6n normal se efectúa calculando el valor de la estadística 

X
2 y estableciendo las hipótesis tt0 y ii1 apropiadas, es decir, 

se adoptan reglas de decisión similares a las usadas para la es­

tadística Z. 

Ejemplo 21.1 

La variancia del tiempo de elaboraci6n de cierto 

producto es igual a 40 min; sin embargo, su proceso de manufact~ 

rase modifica y se toma una muestra de veinte tiempos, para la 

cual la variancia resulta ser igual a 62 min. ¿Es significativo 

el aumento del tiempo de elaboración a un nivel de significancia 

de 

a) O.OS 

b) 0.01? 

Se debe decidir de entre las hipótesis 

"o= ªx • 40 min 

H1 : ªx > 40 min 

_J 



Suponiendo que la hipótesis nula es correcta, el valor de la 
estadística X2 para la muestra considerada es 

x2 = = (20) (62) =\ 31 
40 

a) Como se trata de una prueba de una cola, la 
hip6tesis H0 se rechazaría si el valor de la estadística X2 

fuera mayor que el de X2 para un nivel de significancia igual 
a O.OS, el cual, para v = 20 - 1 = 19 grados de libertad re­
sulta ser 30. 1 (tabla 19.1).Como 31 > 30 .1, H0 se rechaza a un 
nivel de significancia de O.OS. 

b) En este caso, el valor de X2 para un nivel 
de significancia de 0.01 y 19 grados de libertad es igual a 
36.2. Puesto que 31 < 36.2, se acepta H0 a un nivel de sig­
nificancia de 0.01. 

22. Distribución F 

Al efectuar la prueba de hip6tesis de igualdad 
de medias para muestras pequefias, en la siguiente sección se 
supondrá que las v~riancias de las poblaciones a las que co­
rresponden tales muestras son iguales. Por lo tanto, es ne­
cesario probar antes si tal suposición es correcta. Para 

ello, debe considerarse que si S~, nx y S~, ny son respec­
tivamente la variancia y el tamafio de dos muestras extraídas 
de poblaciones normales que tienen igual variancia, entonces 

F = 
s2 

X 
s2 

y 
(22.1) 
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Ejemplo 22.1 

Una empresa manufacturera de cart6n prensado va a 
'decidir acerca del empleo de una prensadora A 6 una B a fin de 
obtener un grosor determinado en su producto. El problema estr! 
ba en que ambas prensadoras proporcionan grosores muy similares, 
es decir, que la variarlcia de los grosores para las dos máquinas 
es la misma. Para decidir acertadamente, se toma una muestra 
aleatoria de 31 cartones prensados por la máquina A y otra de 41 
por la B. Como las variancias del grosor para los cartones de las 
muestras resultan ser de 12 y de 5 micras, respectivamente, se es 
tablecen las hip6tesis 

con objeto de probarlas a un nivel de significancia de 0.01. 

El valor de la estadística F resulta 

F = 
52 
A 

52 
B 

= 12 
5 

= 2.4 

Puesto que v A = 31 - 1 = 30 y "B = 41 - 1 = 40, en la tabla 22. 1 se 
puede ver que para un nivel de signifi~ancia de 0.01 el valor, Fe, 
de F (30,40) es 2.20. De acuerdo con e$tos valores la hip6tesis 
H0 se rechazaría si el valor de F fuera mayor que Fe (30,40). 

Puesto que lo anterior resulta cierto, se rechaza 
H0, concluyéndose que la prensadora B sería la mejor elecci6n. 
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23. Distribuci6n t de Student 

Si se consideran muestras de tamaño n extraídas 
de una poblaci6n normal con media µXy variancia desconocida, 
para cada muestra se puede calcular la estadística T definida 
mediante la f6rmula 

T = 
X - µ 

X ✓n- 1 

donde X es el promedio y Sx la desviaci6n estándar de la mu~ ... 
tra. 

La qistribuci6n muestral de T (Fig 23.1) está d~. 

da por la ecuaci6n 

u 
f(t) = 

en la que U es una constante que hace que el área bajo la curva 
sea igual a uno, y v = n - 1 es el número de grados de libertél.cl.. 

f(t) 

-4 4 t 

F~g 23.1 V.l.6:tJr.i..buc..l6n t de. Stu.de.nt pa.Jta. d.l.6tinto.6 va.to4e.6 d'1_ ,, 

En la Fig 23.1 se aprecia que conforme v (ón, el tamafio de la 
muestra) aumenta, la distribución de f(t) se aproxima a la <lis . 
tribuci6n normal. 
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24. Límites e intervalos de confianza 

De manera similar a como se hizo con la distribu 
ci6n normal, es posible estimar los límites de confianza de la 
media,\' de una poblaci6n mediante los valo~e~ cútieo4, te, 
de la distribuci6n t, que dependen del tamaño de la muestra y 
del nivel de confianza deseado, encontrándose dichos valores en 
la tabla 24. 1. 

Así pues, 

t < e 

X-µ 
X ✓ n- 1 < t e 

representa un intervalo de confianza para t, a partir del cual 
se puede estimar que iixse encuentra dentro del intervalo 

8x 
✓n - 1 

En términos generales, los límites de confianza 
para la media de ·la poblaci6n se representan como 

5x 
✓ n - 1 

25. Pruebas de hip6tesis 

La prueba de hip6tesis para la media de una pobl! 
ci6n se puede efectuar con muestras pequeñas en forma análoga a 
la de muestras de tamaño mayor de 30 si en lugar de utilizar la 
estadística Z se emplea la T. Entonces, si se consideran dos 
muestras aleatorias cuyos tamaños, desviaciones estándar y pro­
medios son nx, Sx, X y ny, Sy y Y, respectivamente,extraídas de 
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TABLA 24. 1 VALORES te PARA LA DISTRIBUCION 

t DE STUDENT 

,, t t t t t t 
.995 .99 .',175 .95 .110 ·"º 

1 63.66 31.112 12.71 6.31 3.07 1.376 

2 9.92 6.96 4.30 2.92 1.89 1.061 

.3 5.84 4.54 3.18 2.35 1.64 .978 
4 4.60 3.75 2.78 2.13 1.53 .941 

5 4.04 3.36 2.58 2.02 1.48 .920 

6 3.71 3.14 2.45 1.94 1.44 .906 
7 3.50 3.00 2.36 1.91 J.43 .896 
8 3.36 2.90 2.31 J.86 1.40 .889 

9 3.25 2.82 2.26 1.83 1.38 .883-

10 3.17 2.76 2.23 1.81 1.37 .879 
11 :i.11 2.72 2.20 1.80 1.36 .876 
12 3.06 2.68 2.18 1.78 1.36 .873 
13 3.01 2.6S 2.16 1.77 1.36 .871 
14 2.98 2.62 2.14 1.76 1.34 .868 

15 2.95 2.61 2.13 1.1S J.34 .866 
16 2.92 2.Sil 2.12 1.75 1.34 .865 
17 2.90 2.57 2.11 1.74 1.33 .863 
18 2.88 2.55 2.10 1.73 1.33 .862 
19 2.87 2.54 2 .. 09 l.73 1.33 .861 

20 2.84 2.53 2.09 1.72 1.32 .860 
21 2.83 2.52 2.08 1.72 1.32 .8S9 
22 2.82 2.51 2.07 1.72 1.32 .858 
23 2.81 2.50 2.07 1.71 1.32 .858 
24 2.80 2.49 2.06 1.71 1.32 .857 

25 2.79 2.48 2.06 1.71 1.32 .856 
26 2.78 2.48 2.05 1.71 1.32 .856 
27 2.77 2.47 2.05 1.71 1.31 .85S 
28 2.76 2.47 2.05 1.70 1.31 .855 
29 2.76 2.46 2.04 l.70 1.31 .854 

30 2.15 2.46 2.04 1.70 1.30 .853 
40 2.70 2.43 2.02 1.68 1.30 .851 
60 2.66 2.39 2.00 1.67 • 1.30 .848 

120 2.62 2.36 1.98 1.66 1.29 .845 
00 2.58 2.33 1.96 1.645 1.211 .842 

( t l I 
75 .70 _,.o \\ 

1.000 .727 325 1 < 11 

.816 .617 .2119 142 

.765 .584 .275 138 

.741 .569. 271 114 

.727 .560 .267 132 

.718 .553 265 131 

.711 .549 .263 130 

.706 .546 .262 130 

.703 .543 .261 .129 

.700 .542 .260 .129 

.697 .540 .260 .129 

.695 .539 .2S9 .128 

.694 .538 .259 .128 

.693 .537 .258 .1211 
, 

.691 .536 .258 .128 

.690 .535 .258 .128 

.689 .534 .257 .128 

.688 .534 .257 .128 

.688 .533 .257 .127 

.687 .533 .257 .127 

.686 .532 .256 127 

.686 .532 .256 .1 :?7 

.685 .532 .256 .127 

.685 .531 .256 12 1 

.684 .531 .256 .127 

.684 .531 .256 .111 

.683 .s 31 .25fi .127 

.683 5.10 .25h 12~ 

.683 .530 .256 .127 

.683 .530 .256 .127 

.681 .529 .255 .l:!b 

.679 .528 .254 .1 :!(, 

.677 .Slt, .254 .126 

.674 _'i24 .:?53 .1 :!h 
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poblaciones normales de igual variancia (ax• ay}, se puede 
probar la hip6tesis, H0, de que las muestras provienen de una 
misma poblaci6n, es decir, de que tambi~n sus medias son igua­
les, utilizando la estadística T definida por 

,; 

X - y 
T • e/ _J_ • 

1 (25 .1) 
ny nx 

donde 

nXSX + nySy 
(25. 2) 

nx + ny - 2 

cuya distribuci6n es la t de Student, con V• nx + ny - 2 grados 
de libertad. 

Ejemplo 2S.l 

Conforme al plan de desarrollo agrícola de una rr 
gi6n, se prob6 un nuevo fertilizante para maíz. Para ello se 
escogieron 24 ha de terreno, aplicándose dicho producto a la mi 
tad de ellas. El promedio de producci6n de maíz en la zona que 
se us6 fertilizante fue de S.3 ton, con una desviación estindar 
de 0.40 ton, en tanto que en la otra zona el promedio fue de 
5.0 ton, con desviaci6n est,ndar de 0.36 ton. 

De acuerdo con los resultados,¿se puede concluir 
que existe un aumento significativo en la producci6n de maíz al 
usar fertilizante, si se utiliza un nivel de significancia de 
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a) 0.01 
b) O.OS? 

Soluci6n 

Para probar la hip6tesis de igualdad de medias es 
' indispensable saber prdmero si las muestras provienen de dos po-

blaciones normales de igual variancia. En este caso, si 0'2 y a2 
X y 

denotan las variancias de la producción de ma!z en la zona trata 
--

da y en la no tratada, respe.cti vamente, se debe probar la hi -
pótesis nula Ho: 0'2 

X - 0'2 y en contra de la hip6tesis alternat! 

va H1: ª:x > ay a los dos niveles de significancia establecidos. 

El valor de la estadística Fes, de la ec 22.1 

( o • 4 o) 2 • 1 . 2,3 
(0.36) 2 

y el valor crítico de F {11,11) obtenido de la tabla 22.1 median 

te interpolaci6n lineal, resulta 4.47. Por lo tanto, como 1.23< 

4.47, se acepta la hip6tesis nula a un nivel de •significancia de 

o. 01. 

El valor crítico de F (11,11) a un nivel de signi 

ficancia de O.OS (obtenido de otra tabla para ese nivel) es de 

2.82, de ahí que como 1.23 < 2.82, también se acepta la hlp6tesis 

Con base en lo anterior, se debe decidir entre las 

hip6tesis 



E = 

por lo cual 

- 5 7-

tt0 : µX= µY (la diferencia en los promedios se 
debe al azar) 

H1 : µX> µY (el fertilizante mejora la produc­
ci6n) 

Bajo la hip6tesis H0, se tiene que 

t = 

= 12(0.40) 2 + 12(0.36) 2 = 

5.3 - 5.0 

0.397/

1 

l + 
12 

12 + 12 2 

1 
12 

= 1.85 

0.397 

a) Puesto que se trata de una prueba de una 
cola a un nivel de signifi.cancia de 0.01, se rechaza la hip6 
tesis H0 si tes mayor que el valor crítico, te, correspon­
diente a dicho nivel, el cual para v= nx + ny - 2 = 12 + 12 - 2 = 

22 grados de libertad, se obtiene delatabla24.1como te= 2.51. 

Como t < te, la hip6tesis H0 no se puede rechazar a un nivel 
de significancia de 0.01. 

B) Si el nivel de significancia de la l>rueba 
es de O.OS, se rechaza H0 si tes mayor que el valor te respe~ 
tiv~~ue para 22 grados.de libertad es te= 1.72, por lo que 
de acuerdo con lo anterior, H0 se rechaza a un nivel de sig­
nificancia de O.OS. 



r ABLA DE AREAS BAJO LA CURVA NORMAL 

ESTANDAR ENTRE O V z 

z o l 2 3 4 

o.o .0000. .0040 .0080 .0120 .0160 
O 1 .0398 .0438 .0478 .os 17 .0557 
0.2 0793 .0832 .0871 .0910 .0948 
0.3 .1179 .1217 .)255 .1293 .1331 
ú4 )554 .l 591 .1628 .)664 .1700 

0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 
0.6 .2258 .2291 .2324 .2357 .2389 
0.7 .2580 .2612 .2642 .2673 .2704 
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 
09 .3159 .3189 .3212 .3238 .3264 

1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 
l.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .42S1 

1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 
J.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 
J.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4138 

2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 
2.1 .4821 .4826 .4830 .zl.834 .4838 
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 

2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .49S9 
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 

3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 
3.3 .499S .4995 .4995 .4996 .4996 
3.4 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 

3.S .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 
3.7 .4999 .4999 .4999 .4999 .49,99 
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 
3.9 .5000 .5000 .5000 .sooo .5000 

-::;.....---U"'-'(4...__;::,..._ __ ,_ 
o z 

5 6 7 8 9 
,.-

.0199 .0239 .0279 .0319 .0359 
0.596 .0636 .0675 .0714 .0754 
.0987 .1026 .1064 .1103 .1141 
.1368 .1406 .1443 .1480 .1517 
.1736 .1772 .1808 .1844 .1879 

.2088 .2123 .2157 .2190 .2224 

.2422 .2454 .2486 .2518 .2549 

.2734 .2764 .2794 .28231.21352 

.3023 .3051 .3078 .3106 .3133 

.3289- .3315 .3340 .3365 1 .3389 

.3531 .3554 .3577 .3599 .3621 

.3749 .3770 .3790 .3810 .3830 

.3944 .3962 .3980 .3997 .4015 

.4115 .4131 .4147 .4162 .4177 

.426S .4279 .4292 .4306 .4319 

.4394 .4406 .4418 .4429 .4441 

.4S0S .4515 .4525 .4535 .4545 

.4599 .4608 .4616 .4625 46.33 

.4678 .4686 .4693 .4699 .4706 

.4744 .4750 .4756 .4761 .4767 

.4798 .4803 .4808 .4812 .4817 

.4842 .4846 .4850 .4854 .4857 

.4878 .4881 .4884 .4887 .4890 

.4906 .4909 .4911 .4913 .4916 

.4929 .4931 .4932 .4934 .4936 

.4946 .4948 .4949 .4951 .4952 

.4960 .4961 .4962 .4963 .4964 

.4970 .4971 .4972 .4973 .4974 

.4978 .4979 .4979 .4980 .4981 

.4984 .4985 .4985 .4986 .4986 

.4989 .4989 .4989 .4990 .4990 

.4992 .4992 .4992 .4993 .4993 

.4994 .4994 .4995 .4995 .4995 

.4996 .4996 .4996 .4996 .4997 

.4997 .4997 .4997 .4997 .4998 

.4998 .4998 .4998 .4998 .4998 

.4999 .4999 .4999 .4999 .4999 

.4999 .4999 .4999 .4999 .4999 

.4999 .4999 .4999 .4999 .4999 

.5000 .5000 .5000 .5000 .5000 
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