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1.1 INTRODUCCION

E1 concepto de métrica es una de las piedras angulares dentro de las
matematicas creado por la necesidad de calcular la distancia que me-
dia entre dos ''puntos'' dados. Pero este problema,en apariencia tan
sencillo,no siempre puede resolverse tomando una regla o instrumento
topografico y haciendo las mediciones correspondientes. AsfT, por ejem-
plo,mas Gtil nos resulta saber aproximadamente cuanto tiempo nos lle-
va trasladarnos de nuestro hogar a nuestro lugar de trabajo que cono-
cer,aln cuando fuese con gran exactitud, la distancia en metros y cen-
timetros medida en l1inea recta sobre las construcciones u otros obs-
taculos que pudieran presentarse, En este sentido podemos decir que

1a ''distancia' entre dichos puntos es de 30 minutos.

Si por ejemplo, se desea construir una carretera que una la ciudad A
con la ciudad B y se tienen en cuenta los recursos econdmicos, en-
tonces es claro que no interesa tanto conocerla longitud de la carre-
tera como su costo;y asi podemos decir con la misma propiedad que la
distancia entre A y B es de x millones de pesos., Ahora si estamos in-
teresados en desarrollar por series alguna funcién matricial y dicha
serie es convergente, entonces el nimero de iteraciones depende de
la aproximacion deseada, Esta aproximacidon se puede determinar, desde
luego, calculando la ''distancia'’ entre dos matrices. Asi podriamos
sequir indefinidamente presentando ejemplos que nos mostrasen

la necesidad de encontrar los elementos comunes a todos estos proble-
mas, y por medio de ellos, generalizar el concepto de distancia. A Fre-
chet correspondié el honor de haber realizado el primero tal trabajo.
En otras palabras, nos avocaremos a enunciar ciertas reglas o normas,
las cuales nos permitiradn calcular la '"distancia" entre dos elementos
arbitrarios pertenecientes a un cierto conjunto dado, Como estas re-
glas seran presentadas en forma axiomatica, resulta claro que se podrén

encontrar tantas distancias distintas como interpretaciones distintas

existan, pero aclaramos que todas estas métricas, mantendran como comin

denominador aquellos conceptos basicos con los cuales nos hemos venido
» familiarizando al trabajar con la recta real, el plano y el espacio

tridimensional. Al implementar en un conjunto dado una métrica,se in-

i troduce no tan s6lo un método que nos permite medir longitudes y




angulos;si no que,ademas, como se verd, haciendo uso de dichos concep-
tos, se puede definir lo que es un conjunto abierto, base y fundamento
del analisis matematico. Aqui consideramos oportuno sefialar que a me-
nudo utilizaremos el concepto de espacio vectorial como un auxiliar
para ilustrar ejemplos y hacer mds comprensibles los métodos deductivos.
Las letras R y C nos representaran,como es usual, los conjuntos de los
ndmeros reales y complejos respectivamente, R+ denotara al conjunto de
los reales extendidos, es decir R+=RU{-w;w}y R" denotard a su vez al
producto cartesiano cuando se ha tomado a R n veces como factor, pudien-
do decirse 1lo mismo para ¢". Puesto que los conjuntos R" y c" forman
un espacio vectorial sobre el campo C,a los elementos de dichos conjun-
tos los llamaremos vectores, si xeR"” Yy uecn, entonces X Yy u serdn vec-
tores y como se acostumbra usaremos la siguiente notacidn: x=(x1,...,

xn) y u=(u],...,un) donde x.eR y u.eC para i=1,2,...,n.

A menos que se indique otra cosa,siempre que nos refiramos al producto
interior entre vectores, nos estaremos refiriendo al producto interior

. . - : n
ordinario definido para x=(x1,...,xn)e y=(y1,...,yn) donde x,yeR  por

R A A (1.1.1)

y para u=(u],...,un) Yy v=(v1,...,vn) donde u,veCn por

U VU LV U Vb by v (1.1.2)

Como es de suponerse, las normas seran definidas por las siguientes ex-

presiones:

|x|=V x-x l; xeR" (1.1.3)
lul=y u-u’ ; uec" (1.1.4)

Al enunciar los teoremas,y siempre que los consideremos conveniente,
sefialaremos la hipdtesis por medio de la letra H,y en caso de ser
varias, se numerardn progresivamente. En cambio a la conclusidn la se-
fialaremos por medio de letra C y en caso de ser varias, también seran

numeradas.



1.2 DEFINICION DE ESPACIO METRICO EJEMPLOS Y TEOREMAS

Como se indicd en la seccidén anterior, procederemos a definir el concepto
de distancia o métrica de modo tal que a la vez que se preserva nuestra
concepcidn Intuitiva al respecto,nos permite generalizar y extender di-

cho concepto hacia los mas variados campos.
DEFINICION 1.2.1

Sean X un conjunto no vacio y D una funcién tal que D:X.X->R, Entonces
diremos que D es una métrica en X y que la pareja ordenada U=<X,D> es

un espacio métrico si se satisfacen los siguientes cuatro axiomas:

Al): Para toda x,yeX, D(x,y)>0

A2): Para toda x,yeX, D(x,y)=0 si y sdlo si x=y
A3): Para toda x,yeX, D(x,y)=D(y,x)

AL): Para toda x,y,zeX, D(x,z)<D(x,y)+D(y,z)

A los elementos del conjunto X se les suele llamar puntos,y asi se dice
que X constituye nuestra reserva de puntos. Ademas aclaramos que cuando
no exista confusion posible,denotaremos el espacio métrico por medio de

la letra X.

Los axiomas Al) y A2) nos sefialan que D es semidefinida positiva; el
axioma A3) que D es simétrica,y por Gltimo el axioma Ak), 11amado axio-
ma triangular nos indica que rige la desigualdad del triangulo, o equi-
valentemente, que la distancia mas corta entre dos puntos dados queda

establecida por medio de la recta que los une.
Obsérvese que esta definicion le asigna a cada par de elementos del
conjunto X un nimero real no negativo. AsT por ejemplo si X=RZ, enton-

ces D kfl’yl)’(XZ’y;Z] serda 6 bien 0 en cuyo caso se tendrd que (xl,

y1)=(x2,y2), 6 bien un nimero positivo y en este caso (xl,y1)#(x2,y2).
EJEMPLO 1.2.1

Sea X un conjunto arbitrario no vacio y D,:X.X->R definida por




1 si x¥ vy
Do (x,y)
0 si x=y

entonces U,=<X,D,> es un espacio métrico.
Demostracidn:

A1)-A3): Es inmediata su verificacidn.

Al): subdividiremos la demostracién en los siguientes casos:

Caso 1): Sea x=z, luego D,(x,z)= 0 segiin el axioma A2) vy
Do (x,2)<Do (x,y)+Do (y,2z) pues la funcién D, es

semidefinida positiva.

Caso 2): Sea x¥z, luego x*y 6 v#z de donde si D,(x,z)= 1,
entonces Do(x,y)= 16 Do(y,z)= 1 y por supuesto

Do (x,2) <Do (x,y)+Do (y,2z).

Esta métrica D, es 1lamada el espacio de puntos aislados.

Ejemplo 1.2.2

Sea Ak un alfabeto compuesto de k simbolos distintos y X el conjunto

de eneadas formadas con elementos de Ak, es decir X={(x],x2,...,xn):

xisAk,i=1,2,...,n} y sea la funcién D:X-X->R definida por D(x,y)=

Nt 3

D°(xi’yi) donde a la funcidn DQ:Ak.Ak->R se le define segin el
i=1
ejemplo anterior, luego la pareja ordenada <X,D> es un espacio mé-

trico.

Demostracidn:

Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracion.

Esta métrica es usada en teoria de la informacidn r=ra cuantificar la
distorsidén que sufren los mensajes durante el p-~ceso de su transmi-

sién. AsT,por ejemplo si n=b y nuestro alfabe*tc .2 constituye el



conjunto A ={0,1},entonces 1001 y 1011 serdn dos palabras de nuestro
sistema y la distancia entre ellas sera: D[:1001), (10123=D (1,1)
+D0(0,0)+D, (0,1)+Do (1,1)= 0+0+1+1= 1.

DESIGUALDADES DE CAUCHY Y DEL TRIANGULO

Antes de presentar el siguiente ejemplo, haremos una pequefia digresién
para comentar'y deduﬁir, previa ilustracidon geométrics, dos desigual-
dades las cuales usaremos con frecuencia al analizar, péra el caso
de algunas métricas, el axioma triangular., El lector recordard que
en R2 se demuestra cuando 6 es el angulo formado por los vectores x

e y que x.y=|x|.|y|cos8 y como }cos8|<1 entonces obviamente se tiene
sa tiene

Ix-y|<|x|-|y| . - (1.2.1)

Si ahora hacemos x—(xl,x ) e y—(y1,,2) entonces, segin (1.1.1) y (1.1.3)

por (1.2.1) se llega a

2 2 2 2
X y1+x2y2§)l;; >, \/yl Y, (1.2.2)

donde por supuesto rige la igualdad si y sblo si |cose|= 1, es decir si

los vectores x e ; son paralelos o equivalentemente si y sblo si

X X
ad_2 (1.2.3)
Y1 Y,

cuando yl,yz#o,

3

Analogamente,en R” se tiene

=3 /7 7 3
xlyl+x2y‘2+x3y3:J>; X, +x3 Jy1 +, +y3 (1.2.4)

donde rige la igualdad si y sdlo si

LI | (1.2.5)




cuando yl,yz,y3#0.

Las expresiones (1.2.2) y (1.2.4) son casos particulares de la llamada

desigualdad de Cauchy y si hasta aqui hemos hecho depender la validez

de dichas proposiciones de las definiciones de producto interior y
norma de un vector ha sido con el objeto de proporcionar una interpre-
tacién geométrica a las mismas, pero como demostraremos a continuacidn
son de hecho independientes de tales conceptos. La expresién (1.2.1)
establecida para R2 nos siguiere la generalizacidon de las desigualdades
(1.2.2) y (1.2.4). AsT pues,si en (1.2.1) hacemos §=(x1,x2....,xn) e

§=(y1,...,yn),tendremos el sigulente
TEOREMA 1.2.1

H:1) Sean xi,yieR,i=l,2,..,n.

n- o, o,
C:1) Il|x,y.|< /2T x, Ly, (1.2.6)
RALAIY Nt B N
{=1 i=1 i=1

y rige la igualdad si y s6lo si

xiYJ-=iji;i,j=1;2,...,n. (1.2.7)

o sea equivalentemente si y sdlo si

x X x
d. 2., .. -1 (1.2.8)
Y1 Y2 n
cuando sea el caso de que yi#O; i=1,2,...,n.
Demostracion:
n 2 ¢ M N )
La demostracidn es inmediata a partir de ( = x.y.)"+ 5 I I (x.y.-x,yi) =
i=1 ! i=1j=1 ' J
no o, on 5 n n 2
(£ x,7)(Z y;")observando que I = (xiy_—x'yi) es un término no-negativo;
i=1 i=1 i=1j=1 J J

obviamente rige la igualdad si y sblo si xiyj=xjyi.



Empleando la desigualdad de Cauchy nos resulta ahora bastante cdmodo
efectyar la demostracidn del slguiente teorema conocido como-la 'de-
slgualdad del triangulo".’

TEOREMA 1.2.2

H:I) Sean xi,yieR,; i=1,2,...,n,

2 N
C:1) [z (x,+y. )" ¢ Ix,2 + [Ty, (1.2.9)
=t P! i=1 ! j=1 !

donde rige la igualdad si y sblo si para alguna k no-negativa e i=1,

2,...,n. se tiene que xi=kyi o bien yi=kxi.
Demostracidn:

Tal vez la forma mds sencilla de demostrar el teorema consiste en elé-
var al cuadrado el término izquierdo de la desigualdad (1.2.9) y de-
sarrollandolo tratar de obtener a partir de &l una desigualdad equiva-
lente a la buscada. Segiin esto se tendra

2 n n

n 2 n
Dx+y )" =2 x“+2Ex,y, +Iy,
ST i=1 1 =1

y de aqui de acuerdo con (1.2.6)

n n o n n 2 h n
IxZ4+2Lxy +Ly’< Lx, +2 zx‘2/;yI2+zy'2
j=1 ! S L i=1 ' Vi=1 | jmi

se tiene finalmente que

n n
2 2
L (x+y ) <] + iE1Y‘

i=1

Por supuesto que rige la igualdad en (1.2.9) si y sélo si

n N n
I x,y.=JL x‘2 b yi2
j=1 ! '\[m fum1




esto es si_ y s6lo si los términos X;Y, son no negativos, y ademas se
tiene por el Teorema 1.2.1 que para i,j=1,2,...,n.

X.Y.,=X.Y.
'yJ ny'
Por Gltimo antes de continuar presentando ejemplos sobre espacios mé~
tricos y con el objeto de simplificar la notacidn, nos permitiremos

enunciar la siguiente
DEFINICION 1.2.2

. s s + .
Sean n un nimero entero positivo y peR tal que p>1, se define a la

.. h_.n .
funcién Dp:R .R>Rdonde x=(x1,x2,...,xn) e y=(y1.y2,...,Yn) por

n py1/p
(j£1lxi-yi| ) si 1sp<e
D;(x-.y)= '
max {Ixi-yi|} si p=o

1<i<n

EJEMPLO 1.2.3

n—

n _.n n . P
Sea u, <R ,Dz>, entonces U2 es un espacio métrico.

DEMOSTRACION
A1)-A3) Es inmediata su verificacidn.

AL) Sean x=(xl,x2,...,xn), y=(yi,y2,...,yn) y z=(zl,zz,...,zn) elemen-

tos arbitrarios de Rn; si parai=1,2,..,n definimos continuacidén a
a, vy a bi por

a;= X7y, (1.2.10)

i=v;72; (1.2.11)



entonces tendremos que
ai-o-bi=xi—zi (1.2.12)
Por otra parte, segiin (1.2.9) sabemos que

) (a,+b, )2 a.2+ g O (1.2.13)
i=1 i ! i=1 '

y de aqui aplicando (1.2.10), (1.2.11) y (1.2.12) se llega a

M:r

z (x -z, ) 2 (x, Y )2 4 Z (y -z, ) (1.2.14)
i=1 “Vi=1

de donde por la Definicién (1.2.2) cuando p=2 se obtiene finalmente, como

se deseaba,
n LR P
Dz(x,z)fpz(x,y)+02(y,z) (1.2.15)

observamos que en (1.2.15) rige la igualdad si y solo si

SRS I U/ R 1L
178 Y2Th Ya"%n

donde k es no negativa e yi-z'#O, [=1,2,...,n, es decir, rige la igual-
dad si y s8lo si los vectores ‘x-y e y-Z no tan s&lo son paralelos sino

que ademas tienen la misma direccién.
Si hacemos n=1, entonces segin la Definicidon 1.2.2 tendremos

D;(x,y)- \/(x-y)2 - |x-yl

l1legando asT a una métrica con la cual nos familiarizamos bastante cuan-

do trabajamos con eje real.

Si hacemos ahora n=2, entonces para x-(xI,xz) e x=(y1,y2) se tendra

o§<x.;>- ‘/<x,-y,>2 + (x,-y,)2
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Es decir, estamos en presencia del espacio Rz, ya conocido bor nosotros.
Para valoresde n>3 tendremos espacios los cuales ya no es posible con-
cebirlos por medio de nuestra intuicion, pero a pesar de ello hemos
demostrado que sus propiedades métricas3son analogas a las propieda-

n

des métricas de los espacios Rl, R2 y R”. Al espacio U2 se le suele

11amar espacio métrico euclideano n-dimensional.

Ejemplo 1.2.4
n__.n .n n . P
Sea U _=<R,D o>» entonces U es un espacio métrico.
Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracion.
Entre las posibles aplicaciones para esta métrica se cuenta su empleo
en ciertos tipos de estudios socioecondmicos donde se estima la ''dis-

tancia social'' entre dos personas de acuerdo a sus.respectivos Ingresos

y egresos como se ilustra en las siguientes Figuras(1.2.1 y 1,2.2)

(x,y)

v v
o Y 0
%3 7]
Q Q
| |
3 /\ o
w X el § ‘
~g— —
Ingresos X Ingresos

Fig. 1.2.1 Fig. 1.2.2
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En la Figura 1.2.1 tenemos representado el caso de dos puntos x € y
los cuales corresponden a dos personas, una con bajo ingreso y la
otra con ingreso alto. Qbsérvese que ambas personas tienen casi los
mismos egresos, a pesar de ello, su 'distancia social' es grande y
estd mostrada en la grafica por medio de la base x z del triangulo.
En cambio, en la Figura 1.2.2 se muestra el caso de dos personas, una
con bajo egreso a la que corresponde el punto x;y otra con egreso
elevado a la que le corresponde el punto y. Obsérvese que ambas per-
sonas tienen casi los mismos ingresos, a pesar de ello, su ''distancia
social'' es grande y esta mostrada en la grafica por medio de la al-

tura z y del triangulo,

En los ejemplos 1.2.3 y 1.2.4 hemos visto que cuando p=2 8 p==, en-
tonces D: es una métrica en Rn, y una vez hecha esta observacidn no
podemos menos que formular la siguiente pregunta lexistiran otros
valores de p dentro del dominio de la Definicion 1.2.2 para los cua-
les D: resulte ser también una métrica en R"?. Para contestarla,

deberemos antes familiarizarnos con dos desfgualdades

DESIGUALDADES DE HOLDER Y DE MINKOWSKY

Sea la funcidn y=xp-] donde p>1; si x>0, entonces y>0 y la funcion

1
x=y""-1 serd bien definida. Si ahora hacemos E;T = q-1 los nidmeros

pyq cumplen la condicidn

1 1
—_— ——= ] 1.2.]6
>t g ( )

sujeta a p>1 y q>1. Consideremos a continuacidon la grafica de la fun-
cion y=xp- como p-1>0 la funcién es cnecava tal y como se muestra

en la Figura 1.2.3
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B(0,b)

Fig. 1.2.3

Cuando las coordenadas de los puntos A y B son respectivamente (a,0)

y (0,b), entonces el drea del tridangulo curvilineo OAE es

R
p~1 F

X dy= —
P

y andlogamente e! area del tridngulo curvilineo, O0BC es

ademds, como el 3rea del rectangulo OABD es ab del andlisis de la

Figura 1.2.3. se hace evidente que

a b3 .
b< e o — 1.2.1
abs = q ( 7)

y rige la igualdad cuandao el area del trfangulo curvilineo CDE es

nula, es decir cuando aP=p?
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Si definimos ahora para i=1,2,...,n
x

i 3

i
i 1/p i
x|l
=1 '

y les aplicamos (1.2.17) se tendrd

p
i

x

t~M 3

xP
|

N 3

1

i _ =
n 1/p 1/9
z x? . y? p
i=1 i=1 i

de donde al sumar estas desigualdades, se obtiene

n n
z Xiyi I X
bl = 1 =
n 1/p n 1/q P
T x’i’ T y? £ x
i=1 i=1 i=1
y de aqui
n n 1/p n
£ x.y.<|zxP Jzyd
i=1 " T =1 ! i=1

1~ 3

[ e =]

-0
0

-0

(1.2.18)

(1.2.19)

(1.2.20)

esta desigualdad se obtuvo como se recordard para xi,yigp, i=1,2,...,n.

Luego, para los valores arbitrarios x; ey, se tiene en consecuencia el

siguiente teorema que lleva el nombre de la desigualdad de Holder.
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TEOREMA 1.2.3

H:1) XY R, i=1,2,...,n

2) Seam p,qeR tales que p,q>1 y sujetas a %—+ %-=1
n n .
c:1) x Ixpyl<] = I P[P L 1y 40] (1.2.21)

...
it
—

donde rige la igualdad si y sélo si

glP bl P

[Y1]9 |Y2]9 [Yn|d

(1.2.22)

cuando yi#o, i=1,2,3,...n

Aprovechamos la oportunidad para apuntar que también se cumple

Ja siguiente desigualdad

o 1 "
I Ix,v; 1< Z L lx I?] /p[:; ly. |E]‘/P (1.2.23)

cuando se satisfacen las hipotesis del teorema anterior.

Si en el Teorema 1.2.3 hacemos p=q=2 se obtiene e! Teorema 1.,2.1 0 sea gue
la desigualdad de Cauchy es s8lo un caso particular de la desigualdad
de Holder.

En este punto conviene recordar como usando la desigualdad de Cauchy
obtuvimos la desigualdad del triangulo, y si reflexionamos ademas un
poco sobre el hecho de que la desigualdad de Hglder es una generaliza-
cion de la desigualdad de Cauchy, entonces no podemos menos que sen-
tirnos retados a intentar generalizar la desigualdad del triédngulo.

Dicha generalizacidn es conocida como la Desigualdad de Minkowsky y

la presentamos en el siguiente teorema.
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TEOREMA 1.2.4

H:1) Sean X; .Y, €R, i=1,2,...,n

2) Sea peR tal que p>1
/p n 1/p
+(z |yi|") (1.2.24)

j=1

n 1/p n 1
€:1) (¢ (Ix'|+|yi|)p) fflzllxilp)
j=1 -

~donde rige la Igualdad si y sélo si

lel lx2| » i Ixn|

11 2 ¥nl

(1.2.25)
Demostracidn:

Caso 1) Si p=1, el teorema es inmediato a partir del pro-
blema 1.2,1 a),

Caso 2) Sea ahora p>1, luego puesto que

n n p- n
-1
'El(|xi|+lyiI)p-‘i1|xi|(lxi|+|yll) +lfllyi|(|xi|+|yil)p (1.2.26)

y como por otra parte, segin Hslder,se tienen las dos desfgualdades siguien-

tes
n p-1 n b 1/p n (p-1)q1/q
'Ellxi|(IX,|+|in) 1(_>:llx'| ) ('z$|xi|+|yi|) ) (1.2.27)
- j= -
n _ n 1/p n (p=1)q 1/q
'3,'Y||(|X,|+|Y,|)p '_<_._(iz,|yll") ('Z,(|xi|+lyi|) y  (1.2.28)

donde se elige a q de modo que g>1 y 1.1, 1; de aquf, al sustituir
!
(1.2.27) y (1.2.28) en (1.2.26) se desemboca en

n ‘ p‘ n 1/p n 1/ n (p-1ql1/q
t(x +ly, D) < JCz [x P +Cz |y, [P ]z Uxl+ly, |
jap b -1 | fmp | jmp

y diviendo ambos términos de la desigualdad entre
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(p-1)q| 1/q
(Jx;|+]y; D
1
se llega finalmente a
n pt/p n 1/p n p 1/p
(z (x+ly; D) <O I [P+ 02y,
i=1 i=1 i=1

al sustituir 1-q por %—y (p-1)q por p.

Las condiciones para las cuales rige la igualdad en el teorema son inmedia-
tas a partir de (1.2.22), (1.2.27) y (1.2.28).

Como el lector ya lo habra sospechado,la desigualdad de Minkowsky nos
permitira abordar la discusidn del axioma triangular en el caso de la
métrica D; donde p toma ahora todos los valores posibles dentro del do-

minio de la Definicion 1.2.2
Ejemplo 1.2.5

Sea U= <Rn,D;>, donde p se mantiene dentro del dominio de la Definicidn

n . P
1.2.2, entonces Up es un espacio métrico.

Demostraclon:

A1)-A3) Su verificacién es inmediata

AL) Caso 1). Si p==, entonces segiin el ejemplo 1.2.4 UZ es un espa-
cio métrico .
Caso 2), Para I<p<= la demostracidn es andloga a la presentada

en el Ejemplo 1.2.3 donde en lugar de la desigualdad (1.2.13)

usamos

n pt/p n n
(= [ai+bi| ) <(zla,}) +(Cz lp.l) (1.2.29)
i=1 i= i=

y de aqui segiin las ecuaciones (1.2.10) y (1.2.11) se llega finalmente a
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% n ) 1/p‘ n pl/p n p 1/p
(‘zllxi-zil ) <(z Ixi-yil ) +( ley -z, | ) (1.2.30)
i= i=1 i=

Cuando p=1 se suele llamar a la funcidn D ,la métrica de la ciudad y el
porqué de ello se hace evidente si hacemos n=2, x—(xl,x ) e y=(y. ,y2)

pues la distancia de x y y sera

2
D3 oxys%,) 5 Oy, )1 =lxgmyy [+ (%57, |

Por supuesto que esta formula nos sirve para calcular la distancia exis-
tente entre dos cruceros de una ciudad formada por cuadros rectangulares

cuando nos trasladamos por sus calles, cuando se tienden redes telef8ni-

cas, redes de agua potable, etc. etc.

Mas adelante,al tratar el concepto de 1imite, demostraremos que si consi-

. A n - -
deramos a la funcion Dp como una funcidn de parametro. p, entonces

1im D:(x,y)=D:(x,y)

p->®

A la luz del ejemplo anterior, hemos visto que para todos los valores po-
sibles de p dentro del dominio de la Definicidn 1.2.2, 1a funcién D: es

- . n - I3
una métrica en R, y de aqui, por supuesto, resulta comprensible que se

tenga curiosidad por averiguar si es posible extender el dominio de di-
cha definicidon para valores de p menores que 1,naturalmente con la res-
‘ ' triccion de seguir manteniendo a la funcion D: como una métrica en R,

g No deseando privar al lector del placer de investigarlo por si mismo le

dejamos tal trabajo como ejercicio.

EJEMPLO 1.2.6

Sea C el conjunto de las funciones reales y continuas en el intervalo
ta Ig y sea la funcidn D :C.C->R definida por D (f,g)-max{lf(x) -g(x)|:

xe[g b) }, entonces U = <C D > es un espacio metrlco

Demostracidn:

Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracién.
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Entre las posibles aplicaciones para esta métrica podemos mencionar la

siguiente. Sean f y g dos funciones, las cuales nos indican las varia-

ciones al través del tiempo de las intensidades de dos corrientes eléc-
tricas en un cierto circuito, entonces la funcidn DC nos capacita para

calcular la maxima diferencia entre ellos y asi podremos tomar las me-

didas de seguridad pertinentes para proteger al circuito. (ver Fig.

1.2.4)

Fig. 1.2.4
EJEMPLO 1.2.7

Sea C de nuevo el conjunto de las funciones reales y continuas en el in-

tervalo [b,g] y sea la funcion DS:C.C->R definida por
b

Ds(f,g)= | £{x)-g(x)jdx,

entonces Us= <C,DS> es un espacio métrico.
Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracidn.

Si en el ejemplo anterior la distancia entre los ''puntos'' f y g la calcu-

lamos determinando la maxima separacidén entre las funciones f y g en el
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intervalo £a,a, en cambio en el presente ejemplo la distancia entre
dichos ''puntos'' se conoce determinando al drea comprendida entre las
funciones f y g, cuando dichas :funciones nos dicen cdmo varfan al tra-

vés del tiempo dos voltajes en un circuito eléctrico. (ver Fig. 1.2.5)

DEFINICION 1.2.3

Sean U= <X,D> un espacio métrico y X & X y'D=D|X , es decir D es la
- 1
restriccién de la funcidén D respecto al conjunto X ; entonces se di-

ce que la pareja ordenada U = <X ,D > es un subespécio métrico.

Con el auxilio de esta Definicidon es posible generar nuevos espacios
métricos pues, como se puede demostrar facilmente, un subespacio mé-

trico es a su vez un espacio métrico,

EJEMPLO 1.2.8

Sean el espacio métrico U;= <R3,Dg> y el conjunto X'={(x1,x2,o):x]xzeR},
entonces puesto que XTER3 se tiene en consecuencia <X; D2_> es un sub-

espacio métrico de <R3,Dg>.

- L4 2 I‘ V ‘ . - [
Como los conjuntos X~ y R™ son isomorfos, podemos decir también, en

3

. 2 .
este sentido, que R es un subespacio de R~.
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PROBLEMAS DE LA SECCION 1,2

1.2.1 Demuestre que para toda x,yeR se tiene

a) |x+y|<|x|+|y| donde rige la igualdad si y sélo si xy>0.

||x[=ly|l<|x-y| donde rige la igualdad si y sélo si xy>0.

1.2.2 Desarrollando las formulas dadas en la demostracion del Teorema

1.2.1verifique que

a) Para toda Xy Xp1 ¥q» ¥, € R
YitXoYas \/ +"2 \/Y1+Yz

donde rige la igualdad si y solo si

X

~
NN

1.

7 cuando yl,yzio

b) Para toda X1» Xgo Xgs Yys Yy Y3 € R

2 2 2
XY XY tX3Y3s \}‘ + +"3 Yi*YatYs

donde rige la igualdad si y sSlo si

—_—= = cuandO Y1 iYZ’Y3*O

1.2.3 Demuestre que para toda xi,yieR, i=1,2,..

n n n n n
(z x.y.)2+ %— I ¥ (x.,y -x.y.)2= z x?. Iy,
ji=1 ' i=1j=1 V1 1T o e

.,nh se tiene

1.2.4 Efectlle 1a demostracidn pedida en el Ejemplo 1.2.2

1.2.5 Efectle la demostracién pedida en el Ejemplo 1.2.4

1.2.6 Efectie la demostracidn pedida en el Ejemplo 1.2.6

1.2.7 Efectie la demostracidn pedida en el Ejemplo 1.2.7
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1.2.8 Demuestre que para toda xi,yieR,l-l,Z,...n cuando p,q>1 vy %—+ %-= 1

n n 1/p n "1/q -
bxgyl= (2l DYz Ty ]9
j=1 =1 i=1

si y sélosi -

p p p

|x1|. -|x2| S l*nl cuando y %0, i=1,2,...n.
- - - i

ly, 19y, |9 g 19

1.2.99 Demuestré que para toda xi,y'eR, i=1,2,...,n, cuando p>1

n 1/p n 1/p n 1/p

(z (le|+1yi|)p)»“'=(z Ixilp) +(z |yl|p)
(=1 i i=1

j=1

sl y sélo si

Il Ikl L x|

vl Iy, v, |

Eﬁ%ﬁdohylio; 141,2,...,n}

1.2.10 Demuestre que para toda xi,yieR cuando p<1, p#0 se tiene que
1/p

i=1 i=1

n ~_1/p n 1/p n
(IEI(IX,I*‘IYiIP) 201 %, 1P+ 0z |y, |P)

1.2.11 Sea la funcidn D::Rn.Rn->R donde p<1, p#0, x-(xl,xz,...,xn) e
‘\Hyu(yl,yz,...,yn),dgfinida por

n 1/p
£ lx=y,I?)

D" (x,y)=(
p X,y/= (o1

Diga si la pareja ordenada U:-<Rn,D:> es un espacio métrico.

1.2.12 Sean' n un nimero natural mayor que 1 y x; nimeros reales no ne-
gativos para:i=1,2,...n, luego se sabe que para los valores de
X la media geométrica es menor o igual que la media aritmética,

es decir que
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n

n z X,
i x:/n < j=1 !

1 n

a) A partir de esta desigualdad demuestre que para toda x,y>0, cuan-

do p>1, g>1 vy %'+ %-= 1 se tiene que x lfp.yl/q§_§-+ %

'b) Haciendo uso del inciso anterior, deduzca la desigualdad de

Hglder.
2
1.2.13 Sean x=(x;,%,,. 0% )y v=ly,ov,yneeey ) y F(t)=|tx-y], teR

a) Encuentre el valor de t para el cual la funcién f(t) alcanza

su valor minimo.

b) Haciendo uso del inciso anterior,demuestre que

1.2.14 Sean x,y,ZeRn y ceRdemuestre que se satisfacen para Dg las siguien-
tes condiciones 1lamadas respectivamente de homogeneidad e invarian-

za bajo la traslacién.

a) D;(cx,cy)=|c|D;(x,Y)

b) D, (x+z,y+2)=D, (x,y)

. 2 2 - ]
1.2.15 Sea la funcidén D:R°,R“->R definida por D((xl,xz), (yj.yz))=01(x1,y1)+

Do (x,,Y,) 4 )
Demuestre que dicha funcidn es una métrica en R™ cuando las funciones
D:, y Dose definen segin la Definicion 1.2.2 y el E Jemplo 1.2.1 respec-

tivamente.

1.2.16 Sea U=<X,D> un espacio métrico; demuestre que U'=<X,D'> es también

un espacio métrico cuando se define a la funcidn D' por

D' (x,y)=min{1,D(x,y)} para toda x,yeX.
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1.2.17 Para el Ejemplo 1.2.2 sea elka]fqbeto U2={0,1} y n=h,

a) Describa por extensién al conjunto X={(x1,xz,x3,xh):xieU2,|=

1,2,3,4)

b) Supéngase que durante ¢l proceso de transmision de las pala-
bras del conjunto X,sdlo es posible que cuando mas se distor-
sione un digito, Yy por tanto se decide definir al conjunto
de las palabras comprensibles HEX por 1a siguiente condiciodn:

x,yeH si y solo si D(x,y)=2; cuando x#y
Describa por extensi6n al conjunto H

c) Enuncie algin algoritmo el cual nos permita detectar una pala-

bra distorsionada durante la transmision de un mensaje

1.2.18 Sean x=(x],x2), y=(y1,y2) y H={(X,Y)1Di((X1,X2),(X,Y))=
Di((y],yz),(x,y))}

Dibuje 1a grafica del conjunto H cuando-(x1,x2)$(y],y2)

1.2.19 Sea <X,D> un espacio métrico y sean x],x2x3,xhsx. Demuestre la
siguiente desigualdad conocida como desigualdad del cuadrilate-
ro y de una interpretacién geométrica para la misma

lD(x],xz)-D(x3,xh)Li D(xj,xh)+D(x2,x3)

1.2.20 Sea <X,D> un espacio métrico y se define a la funcidn D':X.X->R

por

Dix,y)

O 0¥)= Ta5T,y)

i Demuestre que D' es una métrica en X

1.2.21 Sea C el conjunto de las funciones reales y continuas en el in-

tervalo[?,E]y sea la funcidn D:C.C->R definida por la siguiente

expresion




T

24

[F{x)-g(x) | ax
1+] £ (x)+g (x) |

D(f,g)=

Demuestre que D es una métrica en C

1.1.22

1.2.23

1.2.24

Sean X un conjunto no vacio y D una funcidn D:X.X->R la cual ve-

rifica los axiomas A2) y A4). Demuestre que D es una métrica en X

Sea D], 2

es también una métrica en X cuando se le define por

...,Dn métricas en X, demuestre que la funcidon D:X.X->R

n
D(x,y)= & Di(x,y),x,yex

i=1

Sean <X,D >y <Y,D > dos espacios métricos, x, yeX y u, veY, demuestre

2
que <X.Y,D> es un espacio métrico cuando a la funcidén D:X.Y->R se le

define por

a) D((x,U),(y,v))=m5x{D1(x,y),DZ(u,v)}

b) D((x,u),(y,v))= D](x,y)2+Dz(U,V)f__

c) p((x,y), (y,v))=D(x,y)+D(u,v)
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1.3 VECINDADES

Muy frecuentemente sucede que en’‘un cierto espacio métrico estamos in-
teresados en considerar tan solo aquellos puntos situados relativamen-
te cerca de otro punto dado con anterioridad; para establecer esta idea

con mayor precisidon daremos la siguiente definicidn.
DEFINICION 1.3.1

Sean <X,D> un espacio métrico, x un punto de X y € un nimero real posi-

tivo, entonces la vecindad de x con . radio € sera

VD(x,e)={yeX: D(x,y)<e} ‘ (1.3.1)
y la vecindad reducida sers
VD(x,e)={yeX:0<D(x,y)<é} ; ; (1.3.2)

Aqui cabe observar que en un cierto espacio métrico una vecindad queda
establecida dados un punto x y el nimero positivo €, asi mismo se tiene
que QD(x,e)=VD(x,e)-{x};es decir, la vecindad reducida es la vecindad
VD(x,e) a la cual se le ha quitado el punto x. Nos permitimos aclarar
que cuando no exista posibilidad de confusidon respecto a la métrica em-

pleada la vecindad serd denotada simplemente por V(x,e)
EJEMPLO 1.3.1

) - . 2 - .
Sea el espacio métrico <R",D,>, entonces la vecindad con centro x=(0,0)
y radio e=1 consta dnicamente del punto (0,0) tal y como se ilustra en

la siguiente Figura Y

Fig. 1.3.1
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en cambio si e>1 se tiene que V((O,O)e)=R2
EJEMPLO 1.3.2

Sea el espacio métrico <R2,Dzl>, entonces la vecindad de x=(0,0) con

e=1 sera V((0,0)1)={(x,y):|x]|+|y|<1} y tiene 1a siguiente grafica

|

/‘ .(0’1)

I
i .
Uﬂj (1,0)

p*

{0,-1)

(-1,0) ‘Llllml

P a
4

Fig. 1.3.2
EJEMPLO 1.3.3

Sea el espacio métrico <R2,Di>, luego la vecindad del punto x=(0,0) con

radio e=1 presenta la siguiente grafica

i

(-1,1) (1,1)

L
|

(-1,-1) (1,-1)

Fig. 1.3.3
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EJEMPLO 1.3.4

Sea el espacio métrico <R2,02> donde p>1, En la siguiente figura pre-

sentamos superpuestas las graficas de las vecindades del punto x=(0,0),

con radio e=1 respecto a las métricas Df, D;, Dg y Qf.

‘ -JDZ ((0,0),1)
(-1,1 (0,1) /7/?1)\’“2 ((0,0),1)
, :
/// // | \\ /\/‘\“’/‘Vof ((0,0),1)
f ) / // Y \

'\ /
||\ AN /7 /‘
N )

\ / /
1 \\ \ / /|
NG N 4 //// |
RN

1. oy a,-n
Fig. 1.3.4

EJEMPLO 1.3.5

Sea el espacio métrico UC definido segln el Ejemplo 1.2.6, entonces la

vecindad con centro en el punto f(x) donde

f(x)= E%E-
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y radio >0 consiste en todas las funciones continuas de f},ﬁ] en [g,E]

cuyas graficas quedan ubicadas en la zona assiurada mostrada en la si-

guiente Figura. A esta zona se le suele llamar e-collar de f

f (x)

b“
27/

b | S

2 A
€
1 7

a |
{ ] —
a b x
Fig. 1.3.5

EJEMPLO 1.3.6

P 2 .2 2
Sean los espacios métricos Uf=<R2,Df> y U2=<R ,D2>, entonces

VDZ«O,O)k1 <. V.2 ((0,0)),1 segin se ilustra en la siguiente Figura
1 - "2

Yl (0,1)
- N
//j/” \\\
(-1,0) k’ NG 4,0
- .—x
N\
\ /7
\_ N\ /://
~ —

(0,-1)

Fig. 1.3.6
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. Demostracion:
Puesto que |x|2+|y[2§j|x{+ly|)2 se tiene que

x| %+1y1% < Ix]+]y] (1.3.1)
Seaahora(x],yI)eVDf((O,O),I), luego |x1|+ly1|<1 y de aquf segin (1.3.1)

\l|x1|2+|y1|2<1, 6 sea (xl,yl)eVDg((O,O)ﬂ),

El resultado del Gltimo ejemplo se puede generalizar conforme lo sugiere

la Fig. 1.3.4 obteniéndose as7 el siguiente
% TEOREMA 1.3.1

H:1) Sean U:=<Rn,D:> y U:=<Rn,D:> dos espacios métricos tales que

1- 1<res<e

i . ’ C:1) Vpn(x,e)eVpn(x,e)

, r s

g Demostracion:

§ Deberemos probar que si erDn(x,e), entonces erDn(x,e) y para ello es
p : - r s

suficiente demostrar D:(x,Y)fp:(x,y) o equivalentemente que para X,

yieR, i=1,2,...,n se satisface la siguiente desigualdad

n n 1/r

(2 lxgmy 1952 Ixmy, 1D (1.3.3)
i=1 i=1

Subdividtremos la demostractdn {1.3.3}.en los stgufentes tres casos:

Caso 1) Sean l=r<s«x la verificacién del teorema para este caso

se deja como ejercicio al lector

Caso 2) Sean 1<r<s=; la verificacidén del teorema para este caso

se deja como ejercicio al lector, debiendo demostrar-
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se que D:(x,y)fp:(x,y)

Caso 3) Sean l<r<s<e ;

ahora que l<r<s
n 3
L %=y,
i=1
por el Teorema 1.2.3 se tiene
n -1 n
z lxi-yi['|xi-yil _i( z lx'-
i=1 i=1 !

y como pdr otra parte se sabe

si r=s el teorema es obvio. Supongamos

<o , luego puesto que

n s-1
< I |xi—yi|.|xi-yi| (1.3.4)
i=1
i pso1 -1
v DT kv i TH T (1.3.5)

i=1

que para aizp, i=1,2,--‘n,a11 rige la de-

sigualdad
n 4 1/a n
(fa) < Ia, (1.3.6)
i=1 1 i=1 !
de aqui tomando ai=|xi-yi|r y a= %E%-se tiene
n ﬁ?}%-i}% n
Cz Iy 770570 <2 Ixgmy T (1.3.7)

i=1
lo cﬁal equivale a
n
(i=1
y de esta Gltima desigualdad,d
n
I x|
i=1
y de aqufi, como se buscaba, se |

nI |®
L |X,=Yy.
iz | i

pszlrel o sl
z |x.-y.] r-1) ro<(z |x,-y,|)°r (1.3.8)
i i PR
e (1.3.4) y de (1.3.5) se obtiene
n - 1/r n - s-1
<z Ixe=y 1) Oz fx-y ) r (1.3.9)
i=1 i=1
lega finalmente a
n s/
<(z Ixi-yi!r) d (1.3.10)



31

PROBLEMAS DE LA SECCION 1.3
§ , 1.3.1 a) Efectlie la demostracién del Caso 1) del Teorema 1.3.1
b) Efectlle 1a demostracion del Caso 2) del Teorema 1.3.1

1.3.2 Demuestre que para ai10, a>1 se tiene que

n .
(1a9)'e

n
I a,
i=1 i=

;i
1.3.3 Encuentre una £>0 en funcidn de p>0 tal que
a) vpnix,e)avpn(x,p)

2 1

b) VD; (x,e)SVD:(X.p)

1.3.4 Demuestre que para toda vecindad VDn(x,el), rz1
r

.)

1

existe una vecindad VDn(x,ez),szj tal que V

Dn(x,ez)fyon(x,e
s s r

1.3.5 Sea el espacio métrico UC definido segin el Ejemplo 1.3.5., para
cada una de las siguientes funciones dibuje su grafica y el e-

collar con e=

a) f(x)=1, xe[o,1]
b) f(x)= x, xe[0,3
¢) f(x)= x, xel-1,1]

d) f(x)= x3, xe[71;a
1.3.6. Dibuje la grafica de la 'vecindad" VD((O,OLI) cuando D se calcula

segin la Definici6n 1.2.2 para n=2, pero haciendo p=1/2
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1.4 CONJUNTOS ABIERTOS

El conjunto abierto es un concepto fundamental en el anilisis matemitico,
pues como el lector recordara es ampliamente usado al! trabajar con 1imi-
tes, continuidad, etc. y se encuentra ademis, estrechamente relacionado
con las vecindades pues en muchos aspectos los conjuntos abiertos se com-
portan como si fuesen vecindades, es por ello que recomendamos a la per-
sona que estudia por vez primera estos temas los maneje con especial cui-
dado observando cémo el conjunto abierto es un concepto derivado en el

sentido de que se define haciendo uso del concepto de vecindad.
DEFINICION 1.4.1

Sean <X,D> un espacio métrico y U un subconjunto de X, entonces diremos
que el conjunto U es D-abierto si para toda x en U existe alguna £>0 tal

que VD(k,e)gaU.

En caso de no existir posibilidad de confusidn respecto a la métrica em-

pleada,sencillamente nos referiremos al conjunto U diciendo que es abierto.
Ejemplo 1.4.1

Sea el espacio métrico <R,D;>. entonces el intervalo U=(a,b) es abierto
Demostracion:

Sea xeU, luego definimos a € por e=min{|b-x|,|x-a|}, entonces se tiene

por supuesto que xeV(x,e) € (a,b).

A continuacién enunciaremos y demostraremos una serie de teoremas, los
cuales nos ayudaran tanto a familiarizarnos como a caracterizar a los

conjuntos abiertos.
TEOREMA 1.4.1

H:1) Sea <X,D> un espacio métrico
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C1): ¢ es un conjunto abierto

2): X es un conjunto abierto

Demostracion:

C1): Demostraremos que ¢ es un conjunto abjerto probando gue no se pue-
de dar el caso de que no sea abierto: ¢ gg'seré abierto si existe
alguna xe¢ tal que para toda >0 se tenga que VD(x,e)§£¢; pero como

¢ no contiene ningiin elemento, luego ¢ es abierto.

C2): Sean xeX y €>0, luego como todo elemento de VD(x,e) esta en X se

tiene que VD(x,e)S?X.
TEOREMA 1.4.2
H1): Sea <X,D> un espacio métrico
2): Sea xeX
C1): Para toda e>0 se tiene que la vecindad VD(x,e) es un conjunto abierto
Demostracion:

Para efectuar la demostracidon probaremos que para toda erD(x,e) existe un

nimero real e,>0 tal que VD(y,e1)£iVD(x,e) (Ver Fig. 1.4.1)
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Sea erD(x,e), definimos ahora e, de la slgulenté~maneraﬁ'ej-e-D(x,y),

como D(x,y)<e se tiene el>0yvVD(y,e}) es una vecindad bien definida con
centro en y y radio e,. Demostraremos a continuacién que'VD(y,é])S;VD(x,e);
sea zeV (y,e;), luego D(x,z)gp(x,y)+D(y;z)<D(x.y)+e1=D(X.y)+€'D {x,y)=¢

y de aquf como se querfa demostrar se tiene que zeVD(x.e).

E) resultado del teorema anterior Justiflca plenamente el hecho de que en

muchos : textos las_vecindadesréean 1lamadas también vecindades abiertas.

El siguiente teormea serd de mucha utilidad pues nos permitir§ carac-

terizar a los conjuntos abiertos en términos de vecindades.

TEOREMA 1.4.3

H1): Sea <X,D> un espacio métrico

C1): Un subconjunto U de X es abierto si y solo si se puede expresar

como la unidn de vecindades
Demostracion:

Sea U un conjunto abierto, subdi{vidiremos la demostracién de la condicién

suficiente del teorema en los dos sigulentes casos:

Caso 1) Sea U=¢, luego U=U{V(x,c):xeé}, o sea U es la unidn de una clase

vacta de vecindades

Caso 2) Sea U%$, luego para toda xecU existe alguna >0 tal que V(x,e)E U,
de aqui que U=U{V(x,e):xeU}

Reciprocamente sean A una clase de vecindades en X y U:yﬁ luego si
xel, entonces existe alguna AieA tal que xeAi y de aqul segiin el Teorema
1.4.2 existe alguna €>0 tal que‘ch(x,c)g?A' Yy puesto que Aiggu se tiene

que V(x,e)@U slendo por lo tanto segin la Defintcién 1.4.1 el conjunto
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U un conjunto abierto.
TEOREMA 1.4.4

C1): La unién en una familia cualquiera de conjuntos abiertos es un con-

junto abierto

2): La interseccién de un niimero finito de conjuntos abiertos es un

conjunto abierto
Demostracion:

1) Sea {U.}, iel una familia de subconjuntos abiertos de X y sea xeUU.,
iel
luego, para alguna i, er y por hipdtesis existe algin nimero >0

tal que VD(x,e)_C_Ui, luego Vo (x,e)&U u,
iel

n
2) Sean los conjuntos abiertos Ups Upyenly U=£}lﬁ. Si U=¢ el teo-

rema es obvio; supongamos que U¥¢ y que xeU, luego eri, i=1,2,...,n
y como Ui es abierto existen ndmeros ei>0 tales que VD(x,ei)EEUi,
i=1,2,...n. Definimos ahora r=min{e1,ez,...,en}, luego VD(x’r)fEVD(x’Ei)

lo cual i‘mbli’ca qﬁe VD(x,r)QU.

El teorema anterior nos sefiala que la unidn finita o infinita de conjuntos
abiertoses también un conjunto abierto y que la interseccidn finita de con-
juntos abiertos es también un conjunto abierto, pero desde luego no se afir-
ma que la interseccion infinita de conjuntos abiertos sea también un conjunto

abierto.
EJEMPLO 1.4.2

Sea el espacio métrico <R, DZ , Iuego la |nterseCC|on infinita de los siguien-
tes conjuntos abiertos f‘ (- %- —0 {0} no es un conJunto abierto.
i=1
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TEOREMA 1.4.5

. P 2 . .
Sea el espacio métrico <R,Dz>, luego todo conjunto abierto U se puede
expresar como la unidén finita o numerable de intervalos abiertos, aje-

nos dos a dos.
Demostracion:

. 2 [ > &+ -
Observemos que el espacio <R,D,> tiene su representacidn en el eje real

donde la métrica es la usual.

Sea U un conjunto abierto en el eje real y sea xeU, luego por definicidn
de conjunto abierto existe cuando menos un intevalo abierto el cual te-
niendo a x como elemento esta contenido en U; sea Gx la unidn de tales

intervalos, asi-Gx presenta las siguientes caracteristicas:

a) Gx es un intervalo abierto

Sean a=infGx y b=supGx, luego es claro que Gx<(a,b); para demostrar

que (a,b) =Gx analizaremos las siguientes cuatro alternativas:

1) Sean a=-= y b=x, En este caso Gx=(-=,x)

2) Sean a¥-» y b=x, Sea ye(a,»), sin pérdida de generalidad supongamos
que a< y <x, luego sabemos que existe un nimero y' tal que a< y' <
y <X, hagamos ahora el=Df(x,y') teniendose asi que yev(x,el)EEGx,

o sea, yeGx

3) Sean a=-= y b#=, Procediendo de manera andloga al caso anterior se

demuestra que si ye(-»,b) entonces yeGx

L) Sean a¥-» y b¥». Procediendo de acuerdo a las alteenativas 2) y 3)

se demuestra que (a,b) SGx

Asi Gx=(a,b) es el mayor intervalo abierto contenido en U y el cual no
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puede ser contenido a su vez como subconjunto propio en otro intervalo
abierto también contenido en U. Al intervalo Gx se le suele llamar com-

ponente del conjunto U

b) Para x *xz si las componentes respectivas de U,Gx], N Gx2 tienen un

1
punto en comdn, entonces é€stas coinciden. Sea yerqf\ze donde Gx1=

(a1,b1) y Gx2=(a2,b ); supongamos sin pérdida de generalidad que by <b,,

luego vy <b]<b2 siendo b, un elemento de la componenté ze, o sea b_eU,

1
lo cual constituye claramente una contradiccidn

1

c) La clase formada por los componentes del conunto abierto U, es a lo
sumo, numerable. Se sabe que todo intervalo abierto contiene por lo
menos un ndmero racional, luego se puede establecer una corresponden-

cia biunivoca entre un subconjunto (finito o numerable) de los nimeros

racionales y las componentes de U.

i Obviamente el conjunto U se puede expresar como la unién de sus componen-
% tes.
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Problemas de la Seccidn 1.4

1.4.1

1.4.2

1.4.3

1.4.4

1.4.5

Demuestre que en espacio métrico U,=<X,D.> definido segin el

Ejemplo 1.2.1, todo subconjunto de X es un conjunto abierto

'
Se dice que las métricas D y D son equivalentes cuando todo
- . l -.
conjunto D-abierto es un conjunto D - abierto y reciprocamente;

para la métrica definida seglin la Definicidn 1.2.2, diga para

qué pares de valores distintos de p se tienen métricas equivalentes

Sean <X,D> un espacio métrico y x e y elementos distintos de X.
Demuestre que existen dos vecindades, V] Y V2 tales que xsv],

y €V, siendo V] Y V2 conjuntos ajenos

2

Sean <X,D> y <Y,D> dos espacios métrijcos tales que Y C X; demues-
tre que un subconjunto M de Y es un conjunto abierto si y sblo si

existe un subconjunto M de X abierto tal que M=NA\ Y

NPT I .
Sea el espacio métrico U2=<R,Dz>, es decir la recta real con la
métrica usual, entonces encuentre una clase no vacia de conjuntos

abiertos tales que su Interseccidn no sea un conjunto abierto



39

1.5 CONJUNTOS CERRADOS

DEFINICION 1.5.1

Sea <X,D> un espacio métrico; diremos que un subconjunto F de X es

D- cerrado si su complemento es un conjunto abierto, o equivalentemente
si existe un conjunto abierto U tal que F=X-U.

“En caso de no existir posibilidad deconfusion respecto a la métrica
empleada;sencillamente nos referiremos al conjunto F diciendo que es
cerrado.

DEFINICION 1.5.2

Sean <X,D> un espacio métrico, x un punto de X y eun nimero real posi-

tivo, entonces la vecindad cerrada de x con radio & sera
VB(x,e)={yeX:D(x,y)§§}
EJEMPLO 1.5.1
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico
2) Sea xeX
C:1) La vecindad cerrada Va(x,e) es un conjunto cerrado
2) El conjunto S={yeX:D(x,y)=e} es un conjunto cerrado

Demostracion:

-

D
tridngulo que D(y,z)>D(x,z)-D(x,y)>D(x,z)-e; hagamos r=D(x,z)-¢,

C1) Sea z %\fo,e)luego para toda yeV_ se tiene por la desigualdad del

-

luego VD(z,r) es una vecindad ubicada en el complemento de VD lo

cual demuestra que dicho complemento es un conjunto abierto

C2) El complemento del conjunto S es la unidén del conjunto VD(x,e) y




Lo

-

y del complemento de la vecindad cerrada VD(x,a), y de aqui, de
acuerdo con el Tecrema 1.4.3 se tiene que dicha unién es un con-

junto abierto, siendo en consecuencia S un conjunto cerrado.
Ejemplo 1.5.2

1 . ~ . - .
a) b <R,02> el intervalo [},E] es un conjunto cerrado segin la pri-

mera conclusion del teorema anterior.
b) En <R,D§> el conjunto {(x,y): x2+y2=1} es también un conjunto cerrado.
TEOREMA 1.65.1
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico
C:1) ¢ es un conjunto abierto
2) X es un conjunto abierto

Demostracidn:

C1) Puesto que ¢=X-X siendo, de conformidad al Teorema 1.4,1 en el conjunto'

X abierto, se tiene que ¢ es un conjunto cerrado

C2) Puesto que X=X-¢ siendo, de conformidad al Teorema 1.4.1 el conjunto

¢ abierto, se tiene que X es un conjunto cerrado.

En este punto cabe observar que tanto el conjunto ¢ como el conjunto X

son a la vez, cerrados y abiertos.
El siguiente teorema nos ayudara a caracterizar a los conjuntos cerrados.

TEOREMA 1.5.2

C 1) La interseccidn de una familia cualquiera de conjuntos cerrados

es un conjunto cerrado
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2) La unién de un nimero finito de conjuntos cerrados es un conjun-

to cerrado

Demostracion:

C1) Sea {Fi}’ iel una familia de subconjuntos cerrados de X y sea F=f\Fi,
iel

luego X-F=U (X-F.) y como los conjuntos X-Fi,iel son abiertos se tiene
iel ‘
que, de conformidad a la conclusidn C1) del Teorema 1.4.4, X-F es un

conjunto abierto, y de aqul sabemos que F es un conjunto cerrado

n
F.» luego X-F=f\ (X-Fi),

n
C2) Sean los conjuntos cerrados Fis FZ,...,F y F=U
i=1 i=1

n

y como los conjuntos X-Fi son abiertos se tiene en virtud de la conclu-
sién C2) del Teorema 1.4.4 que X-F es un conjunto abierto, y de aquf

sabemos que F es un conjunto cerrado.
EJEMPLO 1.5.3
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico

2) Sea xeX

C:1) El singulete {x} es un conjunto cerrado.

Demostracidn:

Se tiene evidentemente que {x}=X-(X-{x}). Pero el conjunto X-{x} es abier-
to puesto que, si yeX-{x} y definimos al nimero real r de la siguiente ma-

nera: r=D(x,y), entonces VD(y,r)S_-X-{x}; luego {x} es un conjunto cerrado.

En el espacio métrico <R,D;> es decir, en el intervalo (-»,»), el cual como
el lector recordarad se representa graficamente pQr la recta real, los con-
juntos cerrados mds comunes son los singuletes;‘los intérvalosl:a,QJ o bien
conjuntos obtenidos por uniones finitas de conjuntos de estos tipos; por su-

puesto, excluyendo de)l intervalo (-=,») un nimero finito o numerable de in-
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tervaIOS'dg la forma. (a,b) también se obtiene un conjunto cerrado. Como
una interesante e ilustrativa ejemplificacion de este Gltimo caso,consi-
deraremos seguidamente al conjunto de Cantor; pero antes de proceder a
presentarlo serad conveniente recordar un procedimiento empleado para

asignar a cada punto del intervalo [b,D una fraccion ternaria infinita.

Sea x un punto comprendido entre el punto O y el punto 1, Luego para po-
ner en correspondencia con dicho punto una fraccién infinita,di?idamos

al intervalo :?,T] en tres partes‘iguales y numerémoslas progresivamen-
te de izquierda a derecha comenzando con el nimero cero. Sea a, el nh-
mero del tercio.en el cual queda ubicado el punto x, dividamos a su vez
este segmento en tres partes iguales y numerémoslas de nuevo respectiva-

mente con los nimeros 0, 1 y 2, sea ahora aé el nimero del tercio en el
i

‘cual queda ubicado el punto x, continuando indefinhidamente con este pro-

 ceso habremos encontrado la sucesion buscada. Ver Figura 1.5.1

Es claro que en la practica tendremos que detener este proceso en alguna
iteracién n y asi el punto x quedar3d ubicado con un margen de error el

cual no excedera a g%— unidades. Obviamente si el-.punto x queda ubica-
do en el extremo de alguno de los segmentos se cae en indeterminacién la
que se resuelve acordando tomar siempre que se presente este caso o bien

el segmento ubicado a la izquierda del punto x o bien el segmento ubicado

a; a a .
G A 2 .. oDl = cee@ .
a la derecha. . El nimero =7+ 5 + ¥ 5 0,a1a2 a sera

el asignado, en el sistema ternario, al punto x.

Para construir el conjunto de Cantor que designaremos por medio de la

letra F tomemos de nuevo al segmento Fo=[0,n y dividamoslo en tres par-
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tes igualés; a continuacién excluyamos la parte media acordando conser-

var los puntos extremos, asi tenemos que F1=]:0,B-(1/3, 2/3). - (v. Fig.

1.5.2)
0 . | ] Fo
0 1/3 2/3 1 F,

o

- “
: 1/9 2/9 1/3 2/3 149 8/9 1F,

Fig. 1.5.2

Sea ahora F2 el conjunto obtenido de F] al cual se le quitaron los conjuntos
(179, 2/9) y (7/9, 8/9). Repitiendo este proceso, el cual consiste en
omitir el tercio de la parte media de cada uno de los segmentos, se obtie-

ne una sucesién de intervalos Fi' El conjunto de Cantor serad definido por

[= ]

F=(\ F,

i=1

Obviamente los extremos de los intervalos, es decir los puntos 0,1,1/3,
2/3,1/9,2/9,... son puntos del Conjunto F. Procedamos ahora a calcular

la longitud de los segmentos omitidos; esta serd

1

S=A§

N =
~J

+ Z-+
9

Esta suma la podemos calcular por medio de la siguiente formula
1 2,"
-3-(1 (‘i))=
1-2/3

5= Tim

n=->w

1

luego, la longitud de los segmentos excluidos es igual a 1, resultado

que no deja de ser sorprendente si consideramos que en el conjunto F

quedd un conjunto infinito de puntos el cual tiene la potencia del con-
tinuo nominalmente el conjunto O.a],az,a3,... donde ais{O,Z}; es de-
cir, si en la representacion ternaria del punto x no aparece el nimero
1, entonces este nimero pertenece al conjunto de Cantor. Tal vez po-
dria uno sentirse inclinado a creer que los Gnicos puntos que pertene-

cen al conjunto F son los puntos correspondientes a los extremos de los
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segmentos; éstns se llaman puntos de primer género, pero si observamos
que el punto 1/4¢F convendremos en que F tiene ademds otros puntos; a

éstos se les conoce con el nombre de puntos de segundo género.
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Problemas de la Seccién 1.5,

1.5.1 Demuestre que el punto X=1/L pertenece al conjunto de Cantor em-

-pleando los siguientes procedimientos:
a) Expresandolo como una fraccidn ternaria. infinita

b) Encontrando la razdn en la que.el punto x=1/4 divide a cada

uno de los tercios en los cuales se encuentra ubicado.

1.5.2 Demuestre que el conjunto de Cantor tiene la potencla del continuo.

Sugeéstion: establezca la funcidn

0 si ai=0

.f(ai)- ' - y forme: la
, -1 si;ai=2i_

sucesién‘6;f(5i)f(32)f(a3)... la que nos representa en el sistema

binario un nimero comprendido entre 0 y 1.

P 2
1.5.3 Demuestre que en el espacio métrico <R, D2> todo conjunto cerrado se
puede obtener resténdole al conjunto R una clase finita o numera-

ble de conjuntos abiertos

1.5.4 Démuestre que en el espacio métrico U.=<X,Do> definido segdn el Ejem-

plo 1,2,1, todo subconjunto de X es un conjunto cerrado

1.5.5 Sea el espacio métrico U;-<R,D;>, es decir la recta real con la mé-
trica usual, encuentre una clase no vacia de conjuntos cerrados ta-

les que su unidn no sea un conjunto cerrado

1.5.6. Sean <X,D> y <Y,D> dos espacloszmétrlcos tales que Y C X; demuestre

que un subconjunto M de Y es un conjunto cerrado si y solo si existe

un subconjunto N de X cerrado tal que M=Nf}Y

» 7




L6

1.6 CONJUNTOS NOTABLES

Hemos dicho que en un espacio métrico <X,D> un subconjunto M de X es
abierto cuando para todo punto xeM existe alguna vecindad V(x,e) con-
tenida en M y que en cambio M es un conjunto cerrado cuando su comple-
mento en X es abierto; sin embargo, creemos oportuno apuntar que es po-
sible encontrar diversos conjuntas asociados al conjunto M los cuales,
a la vez que nos permiten caracterizar adecuadamente tanto a los con-
juntos abiertos como a los conjuntbs cerrados, también nos capacitan
para observarlos bajo un enfoque distinto, mejorando por lo tanto nues-

tra capacidad de comprensidn al respecto,

DEFINICION 1.6.1

Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, entonces diremos
que el punto xeM es un punto interior a M si existe alguna vecindad

V(x,e) contenida en M; al conjunto formado por todos los puntos inte-

riores lo llamaremos el interior de M y lo denotaremos Int(M).

EJEMPLO 1.6.1

Sea el espacio métrio U§=<R2,DZ>, es decir el plano xy con la métrica

usual, luego

a) El conjunto interior de Mi{(x,y):x2+y2<1} es M mismo. (v. Fig.
1.6.1) y

1 =M.
4 Int (M)=M

-1

Figura 1.6.1

De conformidad con las definiciones.correspondientes es evidente que el

conjunto interior es unconjunto abierto.
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b) E] conjunto interior de M={(x,y):|x|<1 y |y|<1} es el conjunto

{(x,y):]|x]<1,]yl<1}. (w. Fig. 1.6.2)

et
T

h_\l

1
N
Sk

=
=
z

|
1
N)
|
1
)

Fig. 1.6.2

EJEMPLO 1.6.2

Sea el espacio métrico U;=<R,D;>, es decir el eje real con la métrica

usual, luego

a) Si xeR, Int{x}=¢ pues no existe vecindad V(x,e) contenida en el con-

junto {x}
b) Int(¢)=¢ vy Int(R)=R

c) Si Z es el conjunto de los nimeros enteros, luego Int (Z)=¢ por la

misma razdén expuesta en el inciso a).

Una vez que nos encontramos ubicados en este punto,nada mds natural que

presentar 12 siguiente
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DEFINICION 1.6.2

Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, entonces diremos
que el punto xeM es un punto exterior a M si es un punto interior del
conjunto X-M. Al conjunto de todos los puntos exteriores serd el exte-

rior de M y sera denotado por Ext(M).
EJEMPLO 1.6.3

Sea el espacio métrico U;=<R,D;>, es decir el eje real con la métrica
usual; luego si M=(-1,z]<, entonces Int(M)=(-1,1) y el Ext (M)=(-=,1)
U(1,=). (v. Fig. 1.6.3) - ’ |

Int (W)~ e

Ext (M) -‘%'_ ]‘) . (/{///’//{,///;//%a——-

0

Fig. 1.6.3

EJEMPLO 1.6.4
Sea el espacio métrico U;=<R,D2>, luego
a) Si xeR, Ext{x}=(-»,x)U(x,=)

b) Ext{¢)=R, Ext(R})=¢

c) Si Z es el conjunto de los nimeros enteros, luego Ext(Z)=R-Z.
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d) Si Q es el conjunto de los niimeros racionales, luego Ext(Q)=¢ pues
toda vecindad V(x,e) donde X-Q contiene niimeros racionales

TEOREMA 1.6.1

H:1) Sea <X,D> un espacio métrico

2) Sean M, M; y M, subconjuntos de X

2

C:1) Int(M)EM
2) Int(int(M))=Int (M)

3) Si M. eM

: entonces Int(M1)§alnt(M2)

9
B) Int (M AM,)=Int (4 )Y Int (M)
5) Int(M)UInt(M))S Int(M,UM,)

Demostracion: |

C1): Es inmediata partiendo de la Definicién 1.6.1

C2): De la conclusién anterior sabemos que Int(Int(M))€Int(M) restando-

nos demostrar que Int(M) €Int(Int(M)). Sea xelnt(M), luego sabe-

mos que existe una vecindad tal que V(x,el)ﬁiM; ahora hagamos

U=V(x’e1)f\lnt(M). Obviamente x es un elemento de U siendo &ste
conjunto abierto de acuerdo con C2) del Teorema 1.4.4, luego
existe vecindad V(x,ez)EU, de donde V(x,ez)_c'_lnt(M), o sea xelnt
(Int(M)). Si Int(M)=¢, el resultado es obvio.

C3-C5): Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demestracidn

de estas conclusiones.
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El siguiente teorema relaciona los conjuntos interiores con los conjun-

tos abiertos.
TEOREMA 1.6.2
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico
2) Sea M un subconjunto de X
C1) M es un conjunto abierto si y sélo si Int(M)=M

2) El interior a M es la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos

en M
Demostracion:

C1): Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracidn de esta

conclusién

C2): Sea F la clase formada por todos los conjuntos abiertos G contenidos
en M, luego no es la clase vacia pues tanto el conjunto vacio como
el conjunto interior a M son elementos de la misma, de acuerdo con

esto Int(M)&UG; por otra parte de C1) del Teorema 1.k4.4 se sabe

GeF
que la union UG es un conjunto abierto, luego como UGEM se tiene
GeF GeF
segln C1) de este teorema y C3) del Teorema 1.6.1 que UGCInt(M).
GeF

La conclusién C1) nos permite caractericar a los conjuntos interiores en
términos de los conjuntos abiertos y reciprocamente, este resultado es
aprovechado por algunos autores los cuales definen a los conjuntos abiertos
diciendo que son aquellos cuyos elementos son todos puntos interiores a di-

chos conjuntos. De la conclusion C2) se hace evidente el siguiente

COROLARIO

El conjunto interior a M es el mayor conjunto abierto contenido en M.
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DEFINICION 1.6.3

Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, Diremos que el
punto xeX es un punto de acumulacién de M si toda vecindad de x con-
tiene otros puntos de M distintos de x, o sea cuando para toda e>0
se tiene que ;(x,e,\M %¢;al conjunto formado por todos los puntos de
acumulacion lo conoceremos. con el nombre de conjunto derivado de M
y lo denotaremos por M{.Si XeM pero x no es un punto de acumulacidn

diremos que x es un punto aislado de M.

Observe que la anterior definicidn no exige que un punto de acumulacién

del conjunto M sea un elemento de dicho conjunto .
EJEMPLO 1.6.5

Sea el espacio métrico U§=<R%D§>; encuentre al conjunto derivado asft

como los puntos aislados del conjunto M cuando
a) M={..., -2, -1, 0, 1, 2, ...}
b) M={1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ...}
c) M=(-1,1} ut2}
d) M=Q, siendo Q el conjunto de los nimeros racionales
Solucion:
(-]
a) Puesto que para e=1/2, V(z,e)f\M=¢ para toda zeM, sucede que el con-
junto M no tiene puntos de acumulacién siendo todos los puntos de M
[}
puntos aislados, luego M =¢
b) Como toda vecindad reducida del punto x=o tiene puntos del conjunto
M sueede que dicho punto es un punto de acumulacidn; aqui observa-

mos un caso en el cual el punto de acumulacidén no pertenece al con-

. , , 1
junto M. Para cualquier x=1/n, la vecindad V(1/n,e) cuando ¢ 5T

de entre los puntos de M sdlo contiene a x=1/p; entonces. se. concluye que
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todos los elementos de M son puntos aislados; asf M ={0}

o S . 2 o, .
c) Para este caso M =[;1,i; siendo x=“ el dnico punto aisladodel

conjunto M

] »
d) Como para toda >0, la Vecindad'V(x,e) contiene nidmeros racionales
- B ! .
para todo namero real x, ‘entonces M =R no existiendo en consecuencia

puntos aislados.

Algunas de las caracterlsticas propias de los conjuntos derivados se

presentan en el
TEOREMA 1.6.3
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico

2) Sean M, Mis M subconjuntos de X

2

]
C:1) El conjunto M es un conjunto cerrado

. Py L} |
2) si M &M, , entonces Mlgﬂz

i | ]
3) (MY M) =M UM,
4) (M]l\MZ)SM1IﬂM2l

Demostracidn:

]
C1): Demostraremos que el complemento de M respecto a X es un conjunto
' (-]
abierto. Sea xeX-M , luego existe e>0 otal que V‘(x,e)ﬂ M= o sea

o ] 1 1
V(x,e) €X-M y como xeX-M se tiene que V (x,e) & X-M'

€2): Se deja como ejercicio para el lector efectuar las demostraciones,

de esta conclusidn

] ]
. 0 < ( .
€3): Se tiene que M]g M UM, y M2€_ M,UM,, de donde segiin €2) M]_(M1UM2)
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M C(M UM ) siendo evidente que M]UM (M UM ) Recfprocamente,
sea xe(M UM ), luego para todo >0 V(x, e){\(M UM ), de donde

V(x e)f\M % o bien V(x )\ M ,40, luego xeM, UM, , de donde se infie-

re que (M UM, ) C:M UM,

172

2

Ch): Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracidn de

esta conclusion.
TEOREMA 1.6.4
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X
2) Sea x un punto de acumulacidn del conjunto M

C:1) Toda vecindad reducida del punto x contiene un nimero infinito de

puntos del conjunto M
Demostracion:

Supongamos que para alguna e>9V(x,eX(\M={x1,x ..xn}, luego si hacemos

2’

el=m|n{D(x,x )} se tendra V(x € )(\M-¢ siendo as? que x¢f4.
1<i<n

El teorema que se enuncia a continuacidon relaciona los conjuntos derivados

con los conjuntos cerrados.

TEOREMA 1.6.5

H:1) Sean <X,D> un espacio métrico y M un subcojunto de X
C:1) E1 conjunto M es un conjunto cerrado si y solo si MEM
Demostracion:

Necesidad. Supongamos que M es un conjunto cerrado y que xt#M, de aquf

sabemos que existe alguna vecindad de x contenida en X-M, nominalmente
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|
V(x,e)SX-M, luego xéM . Suficiencia. Supongamos que M'fM Yy que
xeX-M, luego sabemos que existe alguna €>0 tal que V(x,e)AM=¢, de
donde se concluye que V(x,e)® X-M, siendo por lo tanto X-M un con-

junto abierto.

Este teorema nos permite caracterizar los eonjuntos cerrades en. tér-
minos del conjunto derivado, resultade que suele ser aprovechado por
algunos autores los cuales definen a los conjuntos cerrados diciendo

que son aquellos que contienen a todos sus puntos de acumulaciodn.

Ya hemos mencionado que no necesariamente todos los puntos de acumu-
lacion de un cierto conjunto son elementos del mismo, de aqui la con-
veniencia de ofrecer la siguiente

DEFINICION 1.6.4

Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, luego a la unidn
formada por el conjunto M y su conjunto derivado se le 1lamara la clau-
sura de M designandosele por CL(M), o sea, CL(M)=MUM', y a sus elementos

se les conoce con el nombre.de puntos de aherencia del ecenjunto M.

EJEMPLO 1.6.5

. - . 2 2 .
Sea el espacio métrico <R ,D2>, encuentre la clausura del conjunto M

cuando

a) M={{(x,y):x>y}

b) M={(m,n): m,n son niimeros enteros}
Solucion:

a) CL{M)={(x,y):x>y}. {v. Flg. 1.6.4)
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Y x=Y
y 4
4
pa
y A
f T
y 4
rl—
y A
y 4
y 4
P
y A
'{
Fi‘g_ 1.6.4

b) Como para e=1/2, V((m,n),1/2)f\M=¢, en consecuencia se tiene que
M“=¢, luego CL(M)=M. (v, Fig, 1.6.5)

PSR Y
+ + ! + ) ‘ 2 + +
+
'\ )
7N /><' VA N NN
/ \ \ / \/ \
+ ot )( + ) ! + + (' + )
\ N \ /\ N Y,
\~’/ \.’/ \~—/ \-/ b

TN 7T T
/ / R / \
+ + ) + -1 o+ Y 4 +
s\ / \ /
e 4 s \
v N / { \ : \
+ ¢+ )+ -2 L+ Lt ), + ;
’ \ / \

Fig. 1.6.5

cuando M=M“se dice que el conjunto M es un conjunto perfecto, un ejemplo

s P 1
de tal conjunto en el espacio métrico <R,Dz> lo es el intervalo cerrado

G2
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A continuacion enunciamos algunas de las principales propiedades del

conjunto clausura.

TEOREMA 1.6.6

H:1)

2)

c:1)

2)

3)

k)

5)

6)

Sea <X,D> un espacio métrico

Sean M, M1 y M_ subconjuntos de X

2

CL(M) es un conjunto cerrado
M es un conjunto cerrado si y s6lo sl M=CL(M)

Si M. &M

i , entonces CL(MI)£ECL(M

2 z)
cL(cL(M))=cL(M)
CL(M1UM2)=CL(MI)UCL(M2)

CL(MAM,)aCLM, )f\CL(Mz)

Demostracion:

c1):

c2):

Demostraremos que X-CL(M) es un conjunto abierto. Sea xeX-CL(M),
)

luego xqM vy fo , de donde existe e>o tal que V(x,e)/YM=¢, o

sea V(x,e)& X-CL(M)

]
M es un conjunto cerrado si y s6lo sl M& M y esto ocurre si y sélo
J
si M=MUM , o sea, si y sdlo si M=CL (M)

C3)-C5): Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracidn

de estas conclusiones.

El corolario del Teorema 1.6.2 nos dice que el conjunto Interior a M es

el mayor conjunto abierto contenido en M, pero en camblo demostraremos
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que la clausura del conjunto M es el menor conjunto cerrado el cual

contiene a M.
Ejemplo 1.6.6

Sean el espacio métrico <X,D> y M un subconjunto de X, luego la clausura
de M es igual a la interseccion de todos los conjuntos cerrados los cua-

les contienen al conjunto M.
Demostracion:

Sea F la clase compuesta por todos los conjuntos cerrados H los cuales
contienen a M, luego, puesto que MSH se tiene que CL{M)&H (pues H es

un conjunto cerrado), de donde CL(M)S{\H. Por otra parte, como la clau-
HeF

sura de M es un conjunto cerrado el cual contiene a M, [} HECL(M).
’ HeF

El lector recordara qﬁe en sus estudios de geometrfa se define al circulo
diciendo que es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan
de otro punto fijo 1lamado centro y que el circulo es la porcién del pla-
no limitada por una circunferencia. fle acuerdo con esto, la circunferencia
es una lTnea curva y el circulo un area; pero si en vez de estar conside-
rando a estas definfciones en R2 las estudiamos en Q 2, donde Q@ es el
conjunto de los nimeros racionales, entonces ya no nos resulta lo sufi-
cientemente claro 1o que es una circunferencia. Con el objeto de evitar

estas dificultades precisaremos los conceptos mediante la siguiente
DEFINICION 1.6.5

Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, entonces la fron-

tera de M, designada por 3(M), serd el conjunto 3(M)=CL(M}YCL(X-M); vy

el borde de M designado por b(m) serd la parte de la frontera de M in-
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cluida en M, o sea b(M)=M N3(M).

EJEMPLO 1.6.7

Sea el espacio métrico U§=<R2,D§>,encuentre a(M) y b(M) para
a) M={(x,y): x2+y2<li

b) Mot () [x] <1, fyl<])

Solucidn:

a) 3(M) corresponde a la circunferencia con radio igual a la unidad y

centro en el origen y b(M)=¢

Y
— 2
3(M)
1
1 J o
-2 -1t 1 2
— -1
..2
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b) La frontera y el borde de M se presentan respectivamente en las Figuras

1.6.7 a) y b)

Y ' Y
t2 2
\ 1
1 3 (M) b(m)
! b X | | i ) |
-2 2 -2 -1 1 2
_] ’
=2 B
-2

(a) - | ' . (b)
Eigﬁ 1.6.7
EJEMPLO 1.6.8

Sean el espacio métrfco Ue=<X,Do> definidp segin el Ejemplo 1.2.1 y x un

elemento de X. Encuentre la frontera del singulete {x}.
Solucion

En la métrica.Do todos los conjuntos son cerrados (y también abiertos),

luego CL({x})={x} y CL(X-{x})=X-{x}, y de aqﬁ? que 3({x})=¢
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TEOREMA 1.6.7
H:1) Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X.
2) Sea x un elemento de X

C:1) x pertenece a la frontera del conjunto M si y s8lo si toda vecindad

de x contiene puntos de M y de X-M
Demostracidn:

Necesidad; sea xe3{(M), luego existe el siguiente par de posibilidades:
xeM o bien xeX-M. Si xeM, entonces para toda £>0,V(x,e)f\M¥¢; y por

] -]
otra parte, puesto que xeCL{M) se tiene que xe(X-M):, luego V(x,e)MN\

(X-M)#¢. Si xeX-M se demuestra andlogamente que para toda e>0, V(x,¢)

M\M¥6 y que V(x,e)\ (X-M)=¢.

Suficiencia. Como toda vecindad de x contiene puntos de M y de X-M,

L} I
entonces xeM y xe(X-M ), luego xed(M).
EJEMPLO 1.6.9

Sea el espacio métrico U;=<R,Dl>, es decir la recta real con la métrica

usual. Encuentre 3(M) y b(M) cuando

a) M1=(-1,El
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b) Mz-{er: -lex<1}

Solucién:

a)

b)

Es facil convencerse de que toda vecindad de los puntos -1 y 1 contie-
nen puntos del conjunto M y de su complemento X-M, por lo tanto -1,
1€3(M); astmismo para cuaiquier otro punto distinto de los sefialados
se puede encontrar una vecindad que no contenga puntos de M o se su

complemento, asf pues, 3(M1)={-1,1} y b(M1)={1}

Para cualquier niimero real xe‘:p,il se tiene que V(x,e) intersecta

tanto al conjunto M, como al conjunto X-M,, luego de acuerdo con el

2 2°
Teorema 1.6.7 a(Mz)i [b,il,y por supuesto se tiene que b(M2)=M2.

Obsérvese que M,CM, y que sin embargo a(Mz)Ep(Ml).

El

teorema que procedemos a enunciar nos ayudard a conocer mejor las

caracteristicas del conjunto frontera.

TEOREMA 1.6.8

H:1) Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X

C:1) 3(M) es un conjunto cerrado

2) CL(M)=tnt(M)U3 (M)
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3) a(M)=3(X-M)

L) Int(M)=CL(M)-3(M)

5) M es un conjunto cerrado si y sélo si a(M)CM

6) M es un conjunto abierto si y sélo si M3 (M)=¢ -

Demostracion:

Ct)

c2)

Sabemos por una parte que tanto CL{(M) como CL(X-M) son conjuntos
cerrados y por otra que las intersecciones de conjuntos cerrados
son también conjuntos cerrados; luego 3(M)=CL(M))CL(X-M) es un

conjunto cerrado

Demostraremos que CL(M)SInt(M)U3(M). Sea xeCL(M), si xg3(M), la
demostracién es obvia. AsT pues consideremos el caso x ¢3(M): de
acuerdo con el Teorema 1.6.7, existe e>0 tal que V(x,e)CM o bien
V(x,e)CX-M pero no se cumplen ambas inclusiones; si V(x,e)CX-M,
entonces MCX-V(x,e) y como X-V(x,e) es un conjunto cerrado,
CL(M)CX-V(x,e) teniéndose asT que x‘fCL(M) lo cual evidentemente
constituye una contradiccidn; o sea, xelnt(M). Demostraremos
ahora que Int(M)U3(M)CCL(M). Sea xelnt(M)U3(M), si xelnt(M),
entonces como Int(M)CMCCL(M), xeCL(M); consideremos el caso cuan-
do.xea(M): supongamos que X fCL(M), puesto que xed(M) sabemos que
para toda e>0, V(x,e)f\M¥¢, y puesto que x %CL(M) sabemos que

existe alguna >0 tal que V(x,e)f\M=¢ lo cual evidentemente cons-
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ch)

c5)

cé6)
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tituye una contradiccidn, asi pues xeCL (M)

xed(X-M) si y solo si para toda e>0, V(x,e)M\(X-M)¥¢ y V(x,e)N
(X-(x-M))#¢, lo cual ocurre si y solo si para toda e>0, V(x,e)f)
M¥p y V(x,e)\ (X-M)=¢, esto es si y solo si xed(M)

La demostracion es inmediata de C2) observando que Int (M 3(M)=¢ -

\ MR e &
De conformidad e¢én”C2) del Teorema 1.6.6 M es un conjunto'EeFradb';"
si y s6lo si M=CL(M) y esto ocurre si y solo si 3(M)CM pues 3(M)CCL (M)
De conformidad con C1) del Teorema 1.6.2, M es un conjunto abjerto sflj
y solo si H=Iht(M) yvde;aéuerdo con el Teorema 1.6.5. esto‘ocgtréjsjy;

y s6losi MM3(M)=¢, pues si xeMf}3(M), entonces para toda €>0, V{x;e)f)

(X-M) #¢, de donde x ;Int(M) teniéndose que M no es un conjunto abierto.

LR S
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DEFINICION 1.6.6

Sean <X,D> un espacio métrico y M y N subconjuntos de X, entonces diremos

que
i) el conjunto M es denso en N si NCCL(M)
ii) el conjunto M es denso si X=CL (M)

iii) el conjunto M es nunca denso si no es denso en ninguna vecindad

abierta

iv) el conjunto X es separable si X contiene algin subconjunto denso

y numerable

Obsérvese aque un conjunto M es denso en el conjunto N cuando todo elemento
de N pertenece a M o a su conjunto derivado, o sea cuando para toda xeM y

toda >0, V(x,s)(\N*¢, M serd denso si y s6lo si para toda xeX y toda e>0,
V(x,e)\M¥¢ y finalmente M serd un conjunto nunca denso cuando Int(M)=¢.

llustraremos estos conceptos mediante el siguiente:

EJEMPLO 1.6.10

' P 1 . P
Sea el espacio métrico U;=<R,D2>, es decir la recta real con la métrica

usual, luego

a) El conjunto Q de los niimeros racionales es un conjunto denso (en R)

pues CL(Q)=R

b) El conjunto Qc de los niimeros irracionales es un conjunto denso (en R)

pues CL(Q%)=R

c) El conjunto Z de los nimeros enteros es un conjunto nunca denso pues
Int(Z)=¢, o sea, no existe alguna vecindad en R la cual contenga ex-

clusivamente nimeros enteros

d) El conjunto (-l,a es denso en [_-l,a puesE-l,D c CL(-I,I]
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e) El conjunto R obviamente es denso y el conjunto ¢ obviamente es nunca

denso

f) E1 conjunto R es separable pues como se vié en el inciso a) QCR es den~

so y numerable,
TEOREMA 1.6.9
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico

2) Sean M, N y P subconjuntos de X

C:1) Si el conjunto M es denso en N y el conjunto N es densa en P, entonces

el conjunto M es denso en P
Demostracion:

Si N es denso en P, entonces para toda zeP y toda €>0, V(z,e/2)M\N¥¢, luego
existe yeV(z,e/2)MNN, de donde D(y,z)<e/2; si M es denso en N, entonces para
yeN y toda €50, V(y,e/2)\M¥$, luego existe xeV(y,e/2) AM, de donde D(x,z)<e/2
y por la desigualdad de tridngulo se tiene que D(x,z)<D(x,y)+D(y,z)<e, para
toda >0, o sea para zeP, V(z,e) \M¥¢.
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PROBLEMAS DE LA SECCION 1.6.

1.6.1 Sean el espacio métrico U;=<§,D;> y M un subconjunto de R, demues-

. tre que el conjunto R-Int(M) es un conjunto cerrado
1.6.2 Demuestre las conclusiones C3), C4) y C5) del Teorema-l.6.1
1.6.3 Demuestre la conclusién C1) del Teorema 1.6.2
1.6.4 Demuestre los conclusiones C2) y C4) del T;orema 1.6.3

1.6.5 Dando contraejemplos demuestre la invalidez de las siguientes igual-

»dades_ i
a) Int(M UM,)=Int(M,)UInt(M,)
b) (M OV M) )=m () M,
&) 2(M)=CL(W)H
1q6.6 Demueétre:las conclusiones C3), Cbi, c5) vy CG) del Téprema 1.6.6

1.6.7 Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, demuestre

que
a) M=M(\ CL(M)

b) CL(X-M)=X-Int (M)
c) Int(X-M)=X-CL(M)
d) (CL(M))CM

e) CL(M)-MCa(M)

1.6.8 Sean el espacio métrico U;=<R,D]>, o sea la recta real con la métrica

usual y M un subconjunto de R, demuestre que si x=sup (M), entonces



xeCL (M)

1.6.9 Sean <X,D>

a) M es un

b) M é§'qg

c) M es un
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un espacio métrico M un subconjunto de X, demuestre que

conjunto abierto y cerrado si y s8lo si a(M)=¢

bébﬁjuntosébiérto si y s8lo si b(M)=¢

conjunto cerrado si y s8lo si b(M)=3(M)

d) b(M)=M-1Int(M)

-~ d) -b(Xx=-M)=3(M)-b(M) .

1.6.10 Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X nunca denso,

demuestre que el conjunto X-M es denso

1.6.11 Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto'de X, demuestre que

a) el conjunto (X-CL(M))UM es denso

b) si M es un conjunto ablerto, entonces MUExt(M) es un conjunto denso
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1.7. DIAMETRO DE UN CONJUNTO, DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN CONJUNTO Y

DISTANCIA ENTRE DOS CONJUNTOS
DEFINICION 1,7.1
Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, se defineal dia-
metro de M como d(M)=sup{D(m,n):m,neM} y se dird que el conjunto M es
acotado si su diametro es finito, en caso contrario se dird que el con-
junto M no es acotado.

EJEMPLO 1. 7.1

Sea el espacio métrico U§=<R?Dz> y M un subconjunto de Rz, encuentre el

didmetro de M cuando

x2 2
a)#“&ﬂ’r+%=”
b) M={(x,y):|x|<1,]y|<1}
c) M={(x,y):|x|<1,|y|<=)
Solucion:

a) d(M)=4, Ver Figura 1.7.1. (a)

b) d(M)=2\,5. Ver Figura 1.7.1 (b)

c) d(M)== Ver Figura 1.7.1 (¢)

(a) (b)

Fig.1,7.1
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DEFINICION 1.7.2

Sean <X,D> un espacio métrico, xeX y M un subconjunto de X, entonces la

distancia del punto x al conjunto M serd de d(x,M)=inf{D(x,m) :meM}
EJEMPLO 1.7.2
. - 2 .2 2 \
Sea el espacio métrico U2-<R ,Dz>, encuentre d(x,M) cuando
2 2
a) x=(0,0), M={(x,y):x"+y <1}
2 2
b) x=(0,0), M={(x,y):x"+y"=1}
2 2
¢) x=(1,0),M={(x,y) :x"+y <1}
Solucidn:

a) Puesto que xeM, entonces d(x,M)=0. Ver Figura 1.7.2 (a)

b) En este caso d(x,M)=1. Ver Figura 1.7.2 (b)

(a) (b)
Fig. 1.7.2
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c) Se observa que aln cuando xgM, se tiene d(x,M)=0. (v. Fig. 1.7.3)

x=(1,0)

F—

TEOREMA 1.7.1
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico

2) Sean x un elemento de X y M unsubconjunto de X
C:1) d(M)=d(cL(M))

2) xeCL(M) si y sélo si d(x,M)=0

Demostracion:

C1) Puesto que M C CL(M) se tiene que d(M)<d (CL(M)). Sean x, y e CL(M),
luego como para toda e>0 V(x,2 Y\MEp y V(y,2 JM\Ms, resulta claro que
existen elementos x , Y "eM tales que D(x,x )<e/2 y D(y y )<e/2, asf pues
por la desigualdad del tridngulo se tiene D(x,y)fp(x,x )4D (x. »Y )+D(y ,Y)

<s+D(xl,y|). De donde d(CL(M)<e+d(M), o sea, d(CL(M)<d(M)

C2) Se deja como ejercicio para el lector efectuar la demostracidn de esta

conclusion.

T e



n

COROLARIO:
H:1) Sea <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X
C:1) 3(M)={xeX:D(x,M)=0 y D(x,X-M)=0}

Demostracion:

La demostracién es inmediata empleando la conclusién C2) del teorema anterior.

DEFINICION 1.7.3

Sean <X,D> un espacio métrico y M y N subconjuntosde X, entonces la distancia

del conjunto M al conjunto N serd d(M,N)=inf{D(mnkmeM y neN}
EJEMPLO 1.7.3

Sea el espacio métrico U§=<R§D§>, es decir el plano con la métrica usual, en-

cuentre d(M,N) para los slgulenfes casos:
a) A=((0,0)3, B={(x,y) :x’+y’=1}

b) A={(x.y):x2+yzfj}, B={(x.v):(x-2)2+yz<1}
¢) A={(x,y) :xPey2<t}, Be{(x,y): (x-3)24y2e1)
Solucidn:

a) d(A,B)=1. Ver Figura 1.7.4 (a)

b) d(A,B)=0 Ver Figura 1.7.h (b)

c) d(A,B)=1 | Ver Figura 1.7.4(c)
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Y Y Y
) i A
2 [ 2 2 | ~
/_ 1 __d(A,B) .
-@ - X
L2
(a) (b) (c)

Fig. 1.7.4

EJEMPLO 1.7.4

Sea el espacio métrico U;=<R,D;>, es decir, la recta real con la métrica

usual y sean N={0,1,2,3,...} y M={xeR:x=1/n,n¥1 y n=2, 3,..,}. Encuentre

la distancia entre el conjunto N y el conjunto M,
Solucion:

Para calcular la distancia que media entre los conjuntoé N y M deberemos
evaluar el siguiente ndmero: inf{]0- %I} cuando n#1, n=2,3,4,..., pero como
para toda e>0 existe n>2 tal que % <e, se deduce que d(N,M)=0. Este ejem-
plo nos muestra la causa por la cual.la'distancia entre conjuntos no es una

métrica; obsérvese que MI\N=¢.

El siguiente ejemplo nos ilustrara un caso en el cual la distancia entre

conjuntos no satisface la deslgualdad del triangulo.

EJEMPLO 1.7.5
Sea elespacio métrico U;=<R,D;>, es decir, la recta real con . la métrica
usual y sean los conjuntos X=(-1,j! , Y=(1,2) vy Z=(2,§} luego d(X,2)>

d(X,Y)+d(Y,Z) pues d(X,Z)=1 mientras que d(X,Z)=0 y d(Y,Z)=0. ‘ f

En los dos Gltimos ejemplos se mostraron conjuntos ajenos entre los cuales .



73

mediaba una distancia igual a ce[Q;,asfvpues, cabe considerar las circuns-
tancias bajo las cuales un punto y un conjunto estaran separados por una
distancia distinta de cero; el proximo teorema nos auxiliar3d en esta aspec-

to.
TEOR?MA"IJ.;;;‘;
H:I)ASea <X,b$ un ;spacfo Héfrico

2) Sean M un conjunto cerrado en X y x un elemento del Complemento de M
C:1) La distancia del punto x al conjunto M es distinta de cero
Demostracion:
Puesto que M es un conjunto cerrado, entonces segiin C2) del Teorema 1.6.6
M=CL(M), luego si xeX-M, entonces d(x,M)#0, pues si se diera el caso de
que d(x, M)=0, entonces de acuerdo con C2) del Teorema 1.7.1 se tendra

que xeM.

El ejemplo 1.7.4 nos muestra el caso donde siendo M y N conjuntos cerrados

y ajenos se tiene que d(M,N)=0.
PROBLEMAS DE LA SECCION 1.7.
1.7.1 Demuestre la conclusidn C2) del Teorema 1.7.1.

1.7.2 Sean <X,D> un espacio métrico y M un subconjunto de X, demuestre
que d(M,CL(M))=0.

1.7.3 Sea el espacio métrico U;=<R,D;> y sea Q el conjunto de los niimeros

racionales, empleando el Corolario del Teorema 1.7.1 encuentre 5(Q).

1.7.4 Sean <X,D> un espacio métrico, y M y N subconjuntos acotados de X,
demuestre que d(AUB)<d (A B)+d(A)+d(B).

1.7.5 Sean <X,D> un espacio métrico, M un subconjunto cerrado de X y xeX-M,
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demuestre que existen dos conjuntos abiertos y ajenos, el primero de los
cuales tiene a x como elemento y el segundo contiene a M como subconjun-

to.

1.7.6 Sean <X,D> un espacio métrico y M y N subconjuntos cerrados de X
tales que MO\N=¢demuestre que existen dos conjuntos abiertos y
ajenos el primero de los cuales contiene a M como subconjunto y

el segundo a N,
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