G2y

SOBRE LA AUTORA

Idalia Flores De La Mota

Estudio el Doctorado en Investigacion de Operaciones en la Facultad de Ingenieria de la
UNAM. Obtuvo mencién honorifica por su tesis de maestria asi como la medalla Gabino
Barreda por el mejor promedio de su generacién. Ha asistido a varios congresos
nacionales e internacionales, y ha sido miembro del Sistema Nacional de Investigadores.
Ha publicado en memorias de congresos asi como apuntes para las materias de
Matematicas Aplicadas y Programacion Entera. Ha impartido cursos en universidades del
extranjero, en la Facultad de Economia de la Universidad de la Habana, Cuba asi como en
la Universidad Nacional Autbnoma de Nicaragua. Es profesora de tiempo completo de la
Facultad de Ingenieria desde 1990 y actualmente es la Jefa de la Seccion de Investigacion
de Operaciones de la Division de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria.







e

Como parte de las actividades del Departamento de Sistemas de la
Division de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria
UNAM, nos hemos propuesto el desarrollo de una serie de apuntes
que sirvan de apoyo a los diferentes cursos que se imparten y, desde
luego, como matenal de referencia o de lectura para quienes asi o
deseen.

En dichos apuntes se busca mantener un alto nivel, de manera que
contribuyan a una sélida formacién teérica del alumno, pero al mismo
tiempo se intenta acercario a las aplicaciones de tales conocimientos,
como es en sintesis el objetivo central del posgrado de ingenieria.

La estructura de estos apuntes consiste de siete capitulos, en los
cuales se desarroila cada uno de los temas con unas notas histoéricas
al final de cada capitulo.

Como autora de estos apuntes quiero expresar mi agradecimiento a
mis ayudantes, Ivonne Pefla Galeana y Leonardo Niflo Ojeda por su
colaboracion en la elaboracion de los mismos, asi como a la Lic.
Guadalupe Castro por la revision y comentarios que hicieron mejorar
la calidad de este trabajo. Finalmente quiero agradecer al Jefe de la
DEPFI, Dr. Gabriel de ias Nieves Sanchez Guerrero por su interés en
la publicacion de los mismos y las facilidades prestadas para su
impresion.

B T



PROLOGO

La Teoria de Redes es una area dentro de la Investigacion de Operaciones cuyo
origen esta vinculado a la Programacién Lineal, el gran desarrollo de la computacién
ha provocado un gran desarrollo de los algoritmos propios de esta teoria lo que ha
permitido un gran avance en la teoria algoritmica. Su versatilidad y la representacion
grafica de los problemas hace de ésta una de las areas mas usadas en el campo de
las aplicaciones, cuyo rango es tan amplio que abarca la quimica, la fisica, redes de
computadora, muchas ramas de la ingenieria, manufactura, politica publica y sistemas
sociales, trafico urbano, telecomunicaciones y transporte por citar solo algunos. El
problema central de resolver un problema de flujo a costo minimo, conlleva a que los
problemas de flujo maximo, ruta mas corta, asignacion, transporte y circulacion se
puedan ver ligados y formando parte de este problema central.

Estos apuntes tienen como objetivo tener un apoyo didactico para la clase, asi como
un complemento de la bibliografia sugerida para el curso. Y a que por su amplitud no
es posible cubrir todos los toépicos de redes que estan contenidos en un libro de texto,
se da una vision sencilla y general del tema. Los grandes temas que se abordan son
fiujo maximo y corte minimo, ruta mas corta, arbol de expansién minima y por uitimo el
problema de flujo a costo minimo. Se exponen diferentes algoritmos de un mismo
problema para compararfos y ver su complejidad computacional, asi como una
variedad de ejemplos desarrollados paso a paso para facilitar su comprension.
Finalmente se expone una serie de notas historicas al final de cada capitulo, con el
objetivo de que el lector tenga una visiobn mas amplia sobre cada tema.
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CAPITULO 1 ,
FORMULACION DE PROBLEMAS DE REDES TiPICOS

INTRODUCCION

Cualquier red esta formada por tres componentes (1) nodos, (2) arcos y (3) flujo en
los arcos como se ilustra en la figura 1.1.
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Figura 1.1

Los circulos son los nodos y estan unidos por arcos, observe que en la figura hay
dos tipos de arcos, dingidos y no dirigidos. Un arco dirigido es aquel sobre el cual
puede moverse el flujo en una sola direccion, y uno no dirigido es aquel sobre el cual
puede moverse el flujo en cualquier sentido. En la figura 1.1, el arco que une los
nodos 1y 2 es un arco dirigido y el que une los nodos 2 y 3 es no dirigido.

Por lo general los nodos se enumeran, tal como se ha mostrado en la figura 1.1y los
arcos se denotan por los nodos que unen. Por ejemplo, el arco que une los nodos 1
y 2 se identifica como el arco j~(1,2).

El flujo que pasa de un nodo a otro a través de un arco es un factor desconocido en
lared y se le denota como X; para el fiujo entre los nodos iy j.

El flujo de una red puede constar de muchos bienes o productos distintos. Unos
cuantos ejemplos serian: gas natural en un gasoducto, distribucion de articulos de
mayoristas a detallistas o entre fabncas y almacenes. El costo unitario del flujo para
cada arco se denota como C; para los nodos iy j. En el caso de una red carretera,
las ciudades son los nodos y las rutas de transporte entre las ciudades son los
arcos. El costo por automovil para cada ruta es el costo del flujo. En algunos
problemas pueden existir capacidades para cada arco que limiten la cantidad de
flujo.




Puede entonces definirse una red como un conjunto de nodos, arcos y flujos que
pasan de un nodo a otro a través de los arcos.

Un buen dibujo es mejor que una larga lectura (0 una imagen dice mas que mil
palabras). El lenguaje de las graficas trata de poner ésta idea a tal efecto. De hecho,
muy a menudo es un reflejo natural que nos hace abstraer una situacion dada,
dibujando en una hoja de papel puntos que pueden representar individuos.

g
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componentes quimicos:

O

l
H-O-IS-O-H

O 4cido sulfurico

y asi conectando con lineas o flechas que simbolizan una cierta relacion.
Esta representacion de la realidad por figuras tiene las siguientes ventajas:

1. De esta forma podemos expresar la estructura profunda de una situacion
dada.



2. Desde un punto de vista practico, presenta una vision completa del problema,
lo que representa una valiosa guia para la intuicion y el razonamiento.

El primer documento en graficas "solutio problematis ad geometnam situs
pertinentis”, lo escribi6 Euler en 1736. Comenz6 con una curiosidad matematica:
como puede uno caminar una y solo una vez a través de cada uno de los siete
puentes de Kdnigsberg. Dichos puentes se muestran en la figura siguiente:

Kénigsberg

v Isla de Kneiphof

Desde 1946 la teoria de las graficas ha sido ampliamente desarrollada, bajo la
inspiracion de muchos especialistas en investigacion de operaciones, motivados por
problemas actuales. En forma paraiela, un esfuerzo importante de sintesis ha
prevalecido.

Es a partir de 1960, que ayudados por la aparicion de las primeras computadoras
electronicas, hemos visto una explosion real de investigacion y de aplicaciones.

Una red G consiste de 3 componentes:

Un conjunto N de nodos (vértices o puntos) que se representan con circulos
pequeinos, un conjunto A de arcos (lineas, flechas o cadenas) que se representan
con flechas, la direccion de éstas da una orientacién al arco.

Y una funcion p : A — NxN que asigna a cada JeA una pareja (i,i') € NxN tal que i,
se supone N44. Sii =i’ se trata de un rizo.




EJEMPLO 1.1

N={123}
A = {J1,J2,J3,J4,J5,J6}
p:A—>NxN

o bien
pU)=(11)
p2)=(12)
p(Js)=(1.2)
pa)=(32)
pJs)=@31)
p(Js) = (1,3)

los arcos j tal que p (j)=(i,i) como ya se ha dicho anteriormente se denominaran rizos.
Si no existen arcos paralelos es normal hacer
j~(i1, 2)

(i, i2)

o bien

y se dice que iy es el nodo inicial de j, e i; es el nodo final. También se dice que iy, i
son nodos adyacentes y que j incide en i, i.

Una red donde no existen arcos en paralelo se conoce como una grafica dirigida o
digrafica y el conjunto A se identifica como un subconjunto de NxN. E!l término grafico
se usa para una estructura similar donde los arcos no estan orientados.
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EJEMPLO 1.2

El gerente de programacién de la General Motors, de la region oriental de Mexico,
esta interesado en elaborar un plan semanal para enviar automoviles de su puerto
de entrada a diversas distribuidoras regionales. Para elaborar el plan, ha recopilado
datos sobre costos de transporte por automoévil en todo el pais, necesidades
mensuales de automéviles de cada distribuidor y llegadas mensuales de automoviles
a cada puerto de entrada. Los automoéviles se pueden enviar en forma directa a cada
distribuidor o puede enviarse un conjunto de ellos a un distribuidor, descargar
algunos, y enviar el resto a algun otro distribuidor. En el mapa de la figura 1.2 se
muestran la localizacion de los distribuidores y de los puertos de entrada.
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Figura 1.2

En la tabla 1 y en la figura 1.3 se muestran en pesos por automovil, los costos de
transporte entre los puertos de entrada, las ciudades de transbordo y las ciudades
que son destinos finales. En los casos en los que no existe relacion directa entre un
par de ciudades no se muestran los costos.

TABLA 1
A:CIUDAD
DE:CIUDAD México Villahermosa Puebla Jalapa
Tampico - $450 $500 -
Veracruz - - $250 $150
Puebla $150 $400 - -
Jalapa $200 - $200 -




USO DE LA REPRESENTACION EN REDES

Este problema consiste en determinar la forma de enviar los automoéviles de manera
que se minimicen los costos, y al mismo tiempo, que se satisfagan las necesidades
de todos los distribuidores.

En la gréafica o red siguiente (figura 1.3) los circulos representan a cada uno de los
puertos de entrada y los distribuidores y las flechas, las relaciones entre ellos. Los
nimeros que estan fuera de los circulos son las disponibilidades y las demandas
segun sea el caso de cada ciudad.

Tampica Villahemrmosa
O
200 — a0
%\Euebl

0
250 200
150

0
Y0
.’ 200 OMU

Veracruz Jalapa México

100

Figura 1.3
El gerente necesita determinar cuantos automéviles se deben enviar de Tampico y
Veracruz a cada una de las otras ciudades, para que sean vendidos alli o
transferidos a alguna otra ciudad. Se da cuenta de que no es dificil encontrar un plan
de envios que satisfaga las necesidades de todas las ciudades, como se muestra en
la figura 1.4, pero... ¢sera éste el plan mas econoémico?

Tampico Villahermosa
=
200 50

50
uebla
/ 00
100 (1 6 V140
50 ~/  a
Veracruz Jalapa Meéxica
Figura 1.4
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TIPOS BASICOS DE PROBLEMAS DE REDES
Consideramos cuatro tipos importantes de problemas de redes:

El problema de transbordo

El problema de la ruta mas corta
El problema de fiujo maximo

El problema de transporte

AN

El probilema de la General Motors es un ejemplo tipico de problema de transbordo,
puesto que se tienen disponibilidades y/o demandas y algunas ciudades al mismo
tiempo pueden recibir y enviar automéviles a otras. Los otros tipos de problemas se
ilustran mas adelante. Algo comun a estos es que los cuatro se pueden plantear en
forma similar a los que se denominan problemas de flujo de costo minimo; pero
antes, es necesario analizar un poco la terminologia de los problemas de redes.

REDES DE TRANSITO URBANO

El sistema de transporte consiste de redes que representan los modos disponibles
(automoviles, autobuses, etc.) La descripcion de la red es una abstraccion de lo que
actualmente existe en el campo, y como tal, no inciuye todas las calles locales o las
calles colectoras en el area. Se desarrolla una descripcion de la red para representar
los viajes en automévil y camion, con una resefia separada para el transporte
publico, si se incluye este medio. Estas descripciones pueden abarcar la geometria
del sistema de transporte.

La geometria de la red incluye la numeracion de las intersecciones (llamadas nodos
para propositos de asignacion). La numeracion de los nodos pemite identificar los
segmentos entre ellos (llamados tramos). En las redes de transporte se pueden
identificar grupos de tramos por los que pasan rutas especificas (llamadas lineas).
Esta descripcion geomeétrica de la red de transporte muestra todas las posibles vias
por las que puedan realizarse los viajes entre puntos del area.

En la descripcion de la red, se identifican los centroides de zona (centros de
actividad); éstos se conectan a los nodos por medio de los tramos imaginarios
denominados correctores de centroides. Los centroides se utilizan como los puntos
en los cuales se efectua la "carga” a la red.

Una vez que la red de transporte se ha descrito en términos de la manera como se
pueden conectar los puntos, es necesario cuantificar la facilidad con la que se
realizan estas conexiones.
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1.5

Las velocidades de viaje y la capacidad de un tramo en una via rapida,
probablemente serian mayores que en una calle arterial, esta diferencia de nivel de
servicio debe cuantificarse e incluirse como parte de la descripcion del sistema de
transporte.

Para la descripcion de la red vehicular, se deben reunir puntos especificos para
determinar el nivel de servicio en cada tramo. Estos requerimientos incluyen
aspectos fisicos tales como la longitud del tramo y el nimero de carriles, ya sea que
el tipo de instalaciéon bajo consideracion sea via rapida, arterial, etc. Asi como la
localizacion del tramo en el area urbana.

El costo de recorrido en un tramo especifico se conoce como impedancia y tiene
implicitas las mediciones de tiempo y costo.

PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES

Problemas de transbordo

Si un problema de redes se refiere a la minimizacion de los costos del flujo de aigun
producto entre nodos, en donde cada nodo puede ser un punto de abastecimiento,

un punto de demanda, o ambos, entonces se considera que el problema de redes es
un problema de transbordo.

El problema de la General Motors es un excelente ejempio de un problema de
transbordo. Existen tres tipos de nodos en un problema de transbordo. Si un nodo
actua al mismo tiempo como receptor y emisor de flujo se le denomina nodo de
transbordo. En la figura 1.4 los nodos 3 y 4 son nodos de transbordo. El problema de
transbordo es el mas general de los problemas de redes, dado que cada nodo puede
tener al mismo tiempo oferta y demanda y no existen restricciones sobre los flujos o
sobre los tipos de nodos.

EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean no negativos
(tal como medidas de distancia); entonces podriamos estar interesados en encontrar
la ruta mas corta entre dos nodos de la red. A este problema se le denomina
problema de la ruta mas corta.

Como ejemplo del problema de ruta mas corta considere el siguiente:



EJEMPLO 1.3

La compariia de muebles "El Mueble Modemo" quiere transportar unos comedores
de su planta en Naucalpan, Estado de México a una Distribuidora que se encuentra
en Tlalpan, en el sur de la ciudad de México, en el menor tiempo posible.

Las rutas que enlazan estas dos instalaciones forman la red que se muestra en la
figura 1.5

Chapuitepec Las Aguilas

=

Naucalpan 10

Sta. Maria Calzada de
Tlalpan

Figura1.5

En donde las "distancias”" son los tiempos de viaje del camién dados en minutos y
considerando que se ftraslada a las 6 de la mafiana y por lo tanto el transito es
rapido, a una velocidad media de 50 kph.

Observe que con el objeto de plantear este problema en forma de problema de costo
minimo, puede elegirse en cualquier nodo sélo el camino a través de un arco.
Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los arcos:

_ |1 siseviaja a través de la ruta entre la instaldcién iy la instalacién j
¥ 10 deotra manera

Si se recorre la ruta (i,j), esto significa que no puede utilizarse ninguna otra ruta que
parta de la instalacion i.

Por ejemplo, si se viaja por la ruta de Naucalpan a Chapultepec entonces el flujo
entre esos puntos sera igual a 1 y X3 sera cero.




1.6

Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en la red un flujo imaginario de una
unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y llega a un nodo final o
terminal. En otras palabras, existe un suministro de una unidad en el origen y una
demanda de una unidad en el nodo terminal. En nuestro ejemplo, habria un
suministro (u oferta) de una unidad en Naucalpan y una demanda de esa misma
unidad en Tlalpan

La ulima pregunta que permanece pendiente es: ¢ Qué costos deben utilizarse en
este problema de costo minimo? Para responder a ésta pregunta observe que si X; =
1, entonces sera necesario viajar de los nodos i al j. Si se denotan estas distancias
mediante d; y se utiliza la ruta entre i y j, entonces el costo para esa ruta se convierte
en d; X;. Dado que X; es cero o uno, el costo para cualquier ruta sera d; o cero. Por
esto, podemos utilizar las distancias, d; como los costos para el problema de flujo a
costo minimo.

De acuerdo con la figura 1.5, para salir de Naucalpan se pude ir por dos caminos,
por Chapultepec o por Santa Maria, pero no por ambas. Para los puntos
Chapultepec, Santa Maria, Las Aguilas y Calzada de Tlalpan se requiere que el flujo
que llega a esos nodos sea igual al flujo que sale, puesto que no existe demanda en
ninguno de ellos. La restriccion para Tlalpan exige llegar a ese punto ya sea por Las
Aguilas o por Calzada de Tlalpan, obligando a que la suma de los flujos seaigual a 1.

En un problema de ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos no dirigidos.
En nuestro ejemplo, s6lo se tienen arcos dirigidos. Para el caso de arcos no dirigidos
seria necesario tener una variable de i a j y otra de j a i. No seria dificil modificar el
planteamiento para manejar las variables en ambas direcciones.

Finalmente, cabe mencionar que existen diversas variaciones del problema de la ruta
mas corta, y que el que se ha presentado aqui es s6lo una de ellas. Las dos
variaciones que existen son:

1. Encontrar la ruta mas corta entre algun nodo y cada uno de los otros nodos
de la red.
2. Encontrar la ruta mas corta entre cualquier par de nodos de la red.

EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

En el problema anterior estabamos interesados en los valores que se generan a
través de cierto flujo que pasa por una red. Este valor puede estar dado en términos
de dinero, distancia, tiempo 0 alguna otra medida. Existen problemas en los que el
valor del flujo no es tan importante como la cantidad de flujo que pasa a traves de
la red. Los gasoductos, trafico de automoéviles y las lineas de transmision de
electricidad son ejemplos de esta situacion. Los problemas en los que interesa
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determinar el flujpo maximo que pasa a través de una red se denominan problemas
de flujo maximo.

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que existen
restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el fluo maximo que
pasaria a través de la red seria infinito. Considere el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1.4

Suponga que la Compafiia Nacional de Subsistencias Populares (CONASUPO)
tiene un programa anual de costalera. Esta se compra de dos fabricas, una en
Mérida con capacidad de produccién maxima de 10 millones de costales al afio, y
otra en Saltillo con capacidad de produccién maxima de 7 millones de costales al
afio. Los excedentes en la fabrica de Mérida pueden transferirse a la planta de
Saltillo.

La disponibilidad de transporte entre las dos fabricas permite un maximo de 8
millones de costales por afio. Hay tres centros almacenadores: en la ciudad de
México, Guadalajara y Oaxaca. la tabla 2 proporciona la capacidad maxima anual de
transporte de las fabricas a los centros almacenadores.

TABLA 2
A: Ciudad
De: Ciudad México Guadalajara Oaxaca
Sailtillo 4 8 -
Mérida 3 2 3

Los excedentes de Guadalajara y Oaxaca pueden transferirse a la ciudad de México.
la capacidad maxima anual es de 3 y 4 millones de costales respectivamente.

Una vez en los centros almacenadores, los costales se entregan a los ejidatarios de
la region. La capacidad médxima anual de entrega es dé 4 millones en la regién
almacenadora de Guadalajara, 7 millones en la region del Distrito Federal y 5
millones en la regiéon de Oaxaca.

La pregunta es ¢ Cual es el flujo maximo anual de costales nuevos que pueden

circular en este sistema?. El problema se puede representar graficamente en la red
de la figura 1.6

1
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Guadalajara

Saltillo

Produccion
anual de
costales.

Merida

Oaxaca

Figura 1.6

Se puede observar en la red que los numeros en los arcos se refieren a las
capacidades maximas de transporte, no se pusieron las capacidades minimas por
ser éstas todas iguales a cero.

EL ARBOL DE EXPANSION MINIMA

Antes de especificar en que consiste este problema cabe mencionar lo que en redes
se entiende por un arbol. Un arbol es un subconjunto de los arcos de la red original
que conecta a todos los nodos sin formar ningun circuito.

En este problema se conocen los costos o distancias entre diferentes nodos en una
red. Sin embargo, los arcos no se especifican, y lo que se trata de encontrar es un
arbol que comunique a todos los nodos de la red, pero cuyo costo o distancia total
sea minima.

Este tipo de problemas se ubica en las redes de comunicacion eléctrica, telefonica,
telegrafica, carretera, ferrocarrilera, aérea, maritima, etc, donde los nodos
representan, por ejemplo, puntos de consumo eléctrico, teléfonos, telégrafos,
terminales de autobuses, trenes, aeropuertos, puertos maritimos, etc., y los arcos
podrian ser, las lineas de alta tension eléctrica, lineas telefonicas y telegraficas,
carreteras y vias de ferrocarril, rutas aéreas y maritimas entre otras. A continuacion
se presenta un ejemplo de este caso.
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EJEMPLO 1.5

Suponga que en la red que se muestra en la figura 1.7, los nodos son centros de
consumo eléctrico, y los nimeros en los arcos son distancias en kilometros. Se trata
de encontrar el arbol que, con una longitud total minima, comunica a todos ios nodos.
Como el costo de tendido de cable eléctrico es proporcional a la distancia, se habra
encontrado, con la distancia minima, también el costo minimo.

Figura 1.7

Después de usar algun paquete de computo el arbol minimo de comunicacion, que
no necesariamente es el tnico, se muestra en la figura 1.8

Figura 1.8

El siguiente ejemplo muestra los tres casos de problemas de redes que hemos visto
hasta aqui. -
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EJEMPLO 16

En fecha reciente se ha reservado el parque La Marquesa para pasear y acampar.
No se permite la entrada de automéviles al parque, pero existe un sistema de
caminos angostos para tranvias y jeeps conducidos por los guardabosques.

Figura 1.9

En la figura 1.9 se muestra este sistema de caminos (sin las curvas), en donde O es
la localizaciéon de la entrada al parque; las ofras letras designan la localizacion de
estaciones de guardabosques (y otras instalaciones). Los numeros dan las
distancias de estos caminos sinuosos en kildmetros.

El parque contiene un paisaje maravilloso en la estacion T. Se usa un nimero
pequeiio de tranvias para transportar visitantes de la entrada del parque a la
estacion T, y de regreso, para quienes desean contemplar este paisaje sin tener que
caminar.

La direccién del parque estd encarando en este momento tres problemas. Uno es
determinar cual ruta de la entrada del parque a la estacion T tiene la menor distancia
total, para la operacion de los tranvias.

Un segundo problema se refiere a la instalacion de lineas telefénicas debajo de los
caminos, para establecer comunicacion de este tipo entre todas las estaciones,
incluyendo la entrada al parque. Puesto que la instalacion es cara y, a la vez,
perturba el medio ambiente natural, se instalaran las lineas sélo debajo del nimero
suficiente de caminos para proveer cierta conexion entre todo par de estaciones. La
cuestion es donde deben colocarse las lineas para realizar esto con un numero total
minimo de kilbmetros de linea instalada.
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Figura 1.10

El tercer problema es que, durante la temporada pico, mas personas desean el viaje
en tranvia desde la entrada del parque a la estacion T que las que pueden ser
acomodadas. Con el fin de evitar la perturbacion indebida de la ecologia y la vida
salvaje de la region, se han racionado estrictamente el numero de viajes al dia del
tranvia, que pueden llevarse a cabo sobre cada uno de los caminos, estos limites
son diferentes para los diferentes caminos como se muestra en la figura 1.10. Por lo
tanto durante la temporada pico, podrian seguirse diversas rutas, sin importar la
distancia, para incrementar el nimero de viajes por tranvia que pueden efectuarse
diariamente. La cuestion consiste en trazar las rutas de los diversos viajes para
maximizar el numero de viajes que pueden efectuarse diariamente, sin violar los
limites de cada camino. Para resolver el problema de ruta mas corta considere la
siguiente tabla 3:

TABLA 3
Nodos resuettos Su nodo no Dis|t9nci|a n__?simo nodo | Su djstancia Su ultifga
N | conectados a nodos no | resuetto conectado | t°t@ 'n(‘i’° u- | mas cercano minima conexion
resueltos mas préximo crada
1 0 A 2 A 2 OA
2 o c 4 c 4 oc
A B 2+2=4 B 4 AB
3 A D 2+7=9
B E 4+3=7 E 7 BE
C E 4+4=8
4 A D 2+7=9
B D 4+4=8 D 8 BE
E D 7+1=8 D 8 ED
5 D T 8+5=13
E T 7+7 =14 T 13 DT
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Ahora puede recorrerse hacia atras la ruta mas corta, del destino al origen, a través
de la dltima columna de la tabla, comoaT D >E—>B—>A—>0Oobien,T>D -
B - A — O. Por lo tanto, se han identificado las dos altemativas para la ruta mas
corta del origen al destnocomo O »A 5B 3E 5D 5> TyO3>A3B DT,
con una distancia total de 13 millas sobre cualquiera de las dos.

Como se podra observar los problemas 1, 2 y 3 son respectivamente problema de
ruta mas corta, problema de arbol de expansién minima y problema de flujo maximo,
dicho problema se resolvera posteriormente.

EJEMPLO 1.7
En este ejemplo se muestra la forma en que se puede resolver un problema practico

de transito. Para concretar mas, empezamos con un mapa que muestra una parte
del centro de la ciudad de México.

90!] 80D ?TFU
Repdblica
de Brasil
r 7 4 nd > » 200
800 % e
Gonzélez | L SEpﬂblica L
A 1 Xa Y e X4
Obregén X4 2 Venezuela 3
500 P BURES RS I CSDY ')
| Republica i
de
mDArgentma 1‘60 0
Figura 1.11

En el mapa se indico el flujo de transito que entra o sale a cada calle, en unidades de
vehiculos por hora (vph). Ya que el flujo de transito varla considerablemente durante
el dia, supondremos que los numeros mostrados representan el flujo de transito
promedio a la hora de maximo flujo que se da aproximadamente entre las 3y las 5
de la tarde.

Suponga ahora que un grupo politico estad planeando una manifestacion en
Republica de Argentina, entre Republica de Venezuela y Gonzalez Obregén a las 4
de la tarde del miércoles. La policia puede, hasta cierto punto, controlar el flujo de
transito reajustando los semaforos, colocando policias en los cruces clave, o
cerrando la calle critica al transito de vehiculos. Si se disminuye el transito por
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1.8

Republica de Argentina, aumentara el de las calles adyacentes. La cuestion es
minimizar el transito por Republica de Argentina (entre Reptblica de Venezuela y
Gonzalez Obreg6n) sin ocasionar congestionamientos en las otras calles. Para
resolver este problema de minimizacion le agregamos marcas a nuestro mapa, ver
figura 1.11.

Aqui se han marcado las seis intersecciones A hasta F y se ha denotado el flujo de
transito entre las intersecciones adyacentes por las variables xy hasta x;. El
problema consiste ahora en minimizar x4 sujeta a las restricciones del problema.

Para encontrar estas restricciones veamos, por ejemplo, la interseccion B. El transito
que fluye a la interseccion B es, seguin el mapa, x; + xs; mientras que el transito que
sale de la interseccion B es x4 + 100. Suponiendo que el transito no se acumula en la
interseccion B, el transito de "entrada" debe ser igual al transito de "salida". Asi se
obtiene la ecuacién

X2 + Xs = X4 + 100
o bien
Xz - X4+ %5 =100

A partir de este analisis en cada interseccion, se obtiene el siguiente sistema de seis
ecuaciones en siete incognitas:

enA Xy - X4 =-200
enB X2 -~Xg4+Xs = 100
enC X3 + Xs = 700
enD x - Xg = 100
enkE X2 -Xg+ X7 = 600
enF X3 + X7 = 900

PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES COMO PROBLEMAS DE
PROGRAMACION LINEAL

Consideraremos cuatro tipos de problemas de redes: problemas de transbordo, de
ruta mas corta, de flup maximo y de transporte. Analizaremos también el
planteamiento de problemas de PERT/CPM y problemas de asignacion de personal
como problemas de redes. El tema mas importante de esta seccion es que fodos
estos problemas de flujo pueden plantearse de manera similar como problemas de
flujo de costo minimo y pueden resolverse como problemas de programacion lineal.
Para varios de estos problemas existen algoritmos especiales que pueden ser mas
eficientes que el método simplex de programacion lineal, pero debido a que se hara
hincapié en los planteamientos, aqui no se analizan esos algoritmos.
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Enseguida se presentan y analizan cada uno de los problemas de redes y después
se plantea cada uno de ellos.

PROBLEMA DE TRANSBORDO

Como segundo ejemplo de un problema de transbordo, considere el siguiente: la
Compairiia Petrolera Alianza tiene un solo campo petrolero desde donde envia todo
el petroleo, a través de un oleoducto, a uno de dos centro de embarque, en donde se
almacena en buques tanque para su envio a refinerias de Estados Unidos.

La oferta diana en el campo es de 2,000 barriles. Deben considerarse os costos del
oleoducto, los costos de embarque y las cantidades de petroleo que pueden
enviarse a traves de los oleoductos. Los costos del oleoducto y las capacidades
diarias de éste se muestran en la tabla 4.

TABLA 4
Compaiiia Petrolera Alianza. Costos y capacidades de los ductos.
Instalacién de envio Costo por bamil Capacidad del oleoducto
(en barriles)
1 $0.20 1000
2 $0.15 500

En la tabla 5 se presentan los costos de embarque de cada estacion de
embarque a cada refineria y las demandas diarias de las refinerias. En la figura
1.12 se plantea este problema en forma de red.

TABLA 5
Compainia Petrolera Alianza. Costos de transporte y demandas.
Refineria Costo de transporte por barril Demanda
Numero de ubicacion | Del centro1  Del centro 2 diaria
1 $0.10 $0.15 600
2 $0.20 $0.25 800
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Estas capacidades resultan ser restricciones de cota superior. Las restricciones
de la oferta aparecen como una restriccién de menor o igual, en vez de ser una
restriccion de igualdad, puesto que la demanda total es inferior a la oferta
disponible.

PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean no
negativos (tal como medidas de distancia), entonces podriamos estar
interesados en encontrar la ruta mas corta entre dos nodos de la red. A este
problema se le denomina problema de la ruta mas corta.

Como ejemplo del problema de ruta mas corta, consideremos el problema de
viajar en automovil desde Nueva Orleans a Atlanta en el tiempo mas corto,
dentro de lo legal. Las carreteras que enlazan estas dos ciudades forman la red
que se muestra en la figura 1.13 en donde las "distancias" son los tiempos de
viaje en automovil dados en minutos.

Alanta

Birmingham °
180
Meridian /_—""“
G/ﬂif*
210 /

T
O R, O

Nueva (treDs 197

182

Montgomery
Mobike

Figura 1.13. Rutas del manejo de Nueva Orleans a Atlanta.

Observe que con el objeto de plantear este problema en forma de problema de
costo minimo, puede elegirse en cualquier nodo s6lo el camino a través de un
arco.

Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los arcos:

{l si se viaja a través de la carreteraentre la ciudad iy la ciudad
X
v

0 deotra manera
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Figura 1.12. Red de la Compaiiia Petrolera Alianza

En el planteamiento de red, el nodo 0 es el campo petrolero, los nodos 1y 2 son
los nodos de embarque y los nodos 3 y 4 representan las refinerias de Nuevo
Leon e Hidalgo respectivamente. Las capacidades de los oleoductos se
muestran en los arcos encerradas en semicirculos y los costos se ilustran
encima de los arcos.

Este problema puede plantearse en forma de programacion lineal si
xj=barriles enviados del nodo i al nodo j

Entonces, el problema es

Min Z= 0.2xg¢ + 0.15xg; + 0.10x53 + 0.2X44 + 0.15x23 + 0.25x24

SUJETO A:
Xo1 + Xo <2000
Xo1 = X3 - X4 =0
Xo2 - X3 -~ X4 = 0
X13 + Xo3 =600
X14 + X24 =800
Xo1 <1000
Xo2 <500
todas las x; = O

Este problema difiere un poco del de General Motors ya que existen capacidades
en algunos de los arcos.
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Si se recorre una ruta (i, j), esto significa que no puede utilizarse ninguna otra
que parta de la ciudad i. Por ejemplo, si se viaja por la carretera de Nueva
Orleans a Mobile, entonces el flujo entre esas ciudades sera igual a 1 y xi3 sera
cero. :

Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en la red un flujo imaginario de
una unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y llega al nodo final o
terminal. En otras palabras, existe un suministro de una unidad en el origen y una
demanda de una unidad en el nodo terminal. En nuestro ejemplo, habria un
suministro (u oferta) de una unidad en Nueva Orleans y una demanda por esa
misma unidad en Atlanta.

La ultima pregunta que permanece pendiente es: ¢Qué costos deben utilizarse
en este problema de flujo minimo? Para responder esta pregunta observe que si
x;=1, entonces sera necesario viajar de los nodos i al j. Si se denotan estas
distancias mediante d; y si se utiliza la ruta entre i y j, entonces el costo para esa
ruta se convierte en dipx;. Dado que x; es cero o uno, el costo para cualquier ruta
sera d; o cero. Por esto, podemos utilizar las distancias d;j, como los costos para
el problema de flujo de costo minimo. Ahora, podemos plantear este probiema de
la siguiente manera:

MinZ=210x42+210x43+1 92X24+315X%05+210X34+180x35+1 92X45+ 180xs5

SUJETO A:

N.Orleans X432 + X143

Mobile X12 - X24 - X25

Meridian X13 - X34 -Xs3s

Montgomery X24 + Xag - X6

Birmingham Xz5 * X35 - Xsg

Atlanta X46 + Xsg
x; = 0 paratodaiy toda

1
0
0
0
0

1
j

Para propésitos de analisis, hemos anotado con qué ciudad se relaciona cada
restriccion. La restriccion de Nueva Orleans establece que puede utilizarse la
carretera que va a Mobile o la que va a Meridian, pero no ambas. Sabemos que
las soluciones de programacion lineal para problemas de redes son enteras, por
lo cual estamos seguros de que x;,=1 6 0 y que x43=1 6 0, al mismo tiempo que
la restriccion impone que x12=1 6 x43=1, pero no ambas.

Las restricciones de Mobile, Meridian, Montgomery y Birmingham requieren

todas que el flujo que llega a esos nodos (ciudades) sea igual al flujo que sale,
puesto que aun no existe demanda en ninguno de ellos. La restriccion para
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Atlanta exige llegar a esta ciudad ya sea de Birmingham o de Montgomery,
obligando a que la suma de los flujos sea igual a 1.

En un problema de ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos no
dirigidos. En nuestro ejemplo sélo se tienen arcos dirigidos. Para el caso de
arcos no dirigidos, seria necesario tener una vanable deiajy otradejai. No
seria dificil modificar el planteamiento para manejar las variables en ambas
direcciones.

Puesto que ya hemos formulado el problema de la ruta mas corta como problema
de flujo de costo minimo, podemos entonces utilizar un programa de
computacion especial de programacion lineal, para resolver el problema.

El lector debe percatarse de que existen diversas variaciones del problema de la
ruta mas corta, y que la que se ha presentado aqui es sélo una de ellas. Las dos
variaciones que existen son: (1) Encontrar la ruta mas corta entre algun nodo y
cada uno de los otros nodos de la red; (2) Encontrar la ruta mas corta entre
cualquier par de nodos de la red. Al igual que con la version que se presenta
aqui, es posible formular como probiemas de flujo de costo minimo estos otros
problemas de ruta mas corta. Existen también algoritmos de aplicacion especial
para las otras versiones.

PROBLEMA DE PERT/CPM

El objeto de estos modelos es encontrar la secuencia de actividades o tareas
que requieren del mayor tiempo para su terminacion. A esta secuencia de trabajo
se le denomina ruta ctitica. Como ejemplo de un analisis de red de actividades,
considérese 14 siguiente situacion.

La Facultad de Administracion de la UAM esta planeando una conferencia para
ejecutivos de negocios. En la tabla 6, se listan las actividades que deben lievarse
a cabo antes de la conferencia y tdmbién se presentan los tiempos estimados
para terminar cada uria de las labores.



TABLA 6

Tiempo Actividades
Actividad Descripcion Estimado. precedentes
(semanas)
A Elaborar el programa 3 -
B Recopilar lista de asistentes 5 -
C Contactar a oradores para que asistan 9 A
D Elaborar folleto para el programa 2 B
E Hacer arreglos fisicos 4 A
F Enviar los folletos 4 D
G Preparar programa de las conferencias 3 E
H Detalles de tltimo minuto 1 C,GF

Este problema de planeacion también se muestra en un formato de redes (figura
1.14) y se ilustran en forma directa en los arcos los simbolos que representan a
las actividades y el tiempo estimado para terminar la actividad; también se
enumeraron los nodos.

E(4)

y S
c@
A (D=

O

Figura 1.14. Red de plarieacién de conferencias.

Dado que estamos intentando descubrir cual es la ruta mas larga en esta red,
tenemos la situacién opuesta al problema de la ruta mas corta. No obstante, este
problema puede planearse en forma similar. En este caso, los tiempos estimados
para cada arco se utilizan como "distancias", que van a maximizarse en vez de
minimizarse. De nuevo se incluye un suministro imaginario de una unidad de flujo
en el primer nodo y una demanda imaginaria de una unidad en el Uitimo. El
planteamiento de programacion lineal de este problema es:

23




MAX Z = 3X42 + 5Xq3 + 4X4 + OXa6 + 2Xas + 3X46 + 4Xss + 1Xg7

SUJETO A
X12 + X13
X12 -X24 - X6
Xi3 - X35
Xz4 - Xa6
X35 - Xs6

X26 + X4 T+ Xsg - Xer
Xe7
x; > O paratodaiy toda

1
0
0
0
0
0

itnonononon

1]

1
j
PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

En los problemas anteriores estabamos interesados en los valores que se
generan a través de cierto flujo que pasa por una red. Este valor puede estar
dado en términos de dinero, distancia, tiempo o aiguna otra medida. Existen
problemas en los que el valor del flujo no es tan importante como la cantidad del
flujo que pasa a través de la red. Los gasoductos y las lineas de transmision de
electricidad son ejemplos de esta situacion. Los problemas en los que interesa
determinar el flujo maximo que pasa a través de una red se denominan
problemas de flujo méaximo.

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que existen
restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el flujo maximo que
pasaria a traves de la red seria infinito. Como ejemplo de problema de flujo
maximo considérese el probiema de enviar gas natural desde un campo de gas
que se encuentra en Ledn hasta Chiapas, a través de una red de gasoductos.
Esta red se muestra en la figura 1.15. Los valores que se encuentran encerrados
en semicirculos en cada arco representan las restricciones de capacidad en
millones de pies cubicos de gas por hora.
Figura 1.15. Red de Ledn a Chiapas
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En esta figura se muestra también una cantidad desconocida de flujo, f, que
entra en el gasoducto en el nodo 1 (el campo de gas) y que sale del gasoducto
en el nodo 5 (la terminal de Chiapas). Utilizando este flujo, f, puede plantearse
este problema de la siguiente manera:

MAXIMIZAR: f
SUJETO A:
X2+ X3 =f
X12 - X3 - X4 =0
X13  + X3 - X34 -Xs3s =0
X24 * Xaa - X45 =0
X35 + Xas = f

X1210, X436, X23<3, X24<5, Xaa<7, X3s<B, Xy45<8
xj >0 paratodaiytodaj

Este planteamiento no se ajusta a nuestra formulacion estandar de programacion
lineal de flujo de costo minimo, puesto que el flujo que se desconoce, f, aparece
tanto como variable de la funcion objetivo, como en forma de valor de lado
derecho de las restricciones. Si se plantea de esta manera no es posible utilizar
el método de fiujo de costo minimo para resolverio.

Para evitar esta dificultad, en primer lugar se elimina el flujo f y se introduce un
arco artificial o ficticio que conecta los nodos 5 y 1. El objetivo se convierte
entonces en maximizar el flujo que pasa por este arco ficticio. Maximizar el flujo
que regresa del nodo 5 al nodo 1, por un arco ficticio que no tiene capacidad,
dara la cantidad de fiujo que va del nodo 1 al nodo § a lo largo de la red de
capacidades. En la figura 1.16 se muestra la red de gasoductos, incluyendo el
arco de regreso.
Figura 1.16. Red modificada de los gasoductos
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Ahora, utilizando esta nueva red de gasoductos, se tiene un planteamiento
modificado, en donde el objetivo es maximizar xs:

MAXIMIZAR: Xs4
SUJETO A :
Xs1 -X12 - Xi3 =0
X412 - X223 - Xz24 =
X13 + Xz3 ~-X34 -Xss =
X4 F X3a - X45 =
- Xs1 +Xas +Xas =0

X1210,  X13<6, X23<3, X24<5, X34<7, X35<8, X45<8
x; = 0 para todaiy toda j

Ahora queda planteado el problema de fiujo maximo en forma estandar de
programacién lineal de redes, excepto que no existen ofertas ni demandas. Los
problemas de este tipo se denominan redes circulares.

PROBLEMA DE TRANSPORTE

El denominado problema de transporte es un caso especial del problema de
transbordo, en el que todos los nodos son o fuentes (nodos de oferta) o destinos
(nodos de demanda). En un problema de transporte no existen nodos de
transbordo. Dado que es posible dividir el problema de transporte en dos
conjuntos diferentes de nodos, es un problema de red bipartita. Para continuar
analizando los problemas de transporte utilizaremos de nuevo un ejemplo.

Considere el caso de la Cerveceria Modelo. Esta empresa elabora un cerveza
que se distribuye a nivel nacional a partir de dos fabricas de cerveza, una en
cada una de las dos costas de México (en Jalisco y Veracruz). La cerveza se
envia a cuatro mayoristas que se encargan de la distribucion subsecuente (en
Chihuahua, Guerrero, Nuevo Leén y Yucatan), por lo que a la Modelo le ocupa
solo la distribucion a los mayoristas. Los costos de distribucion, por conjuntos de
100 cajas que se envian a cada mayorista, se presentan en la tabla 7 junto con
la oferta mensual de cada fabricd y la demanda mensual de cada mayorista.
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TABLA 7
Costos de distribucion para la Modelo.

Fabrica de Yucatan | N. Leén | Chih | Gro. Oferta (en
Cerveza Cientos de cajas
Jalisco $21 $15 $18 $9 550
veracruz $10 $14 | $16 | $23 60
Demanda (en 200 250 400 350
cientos de
cajas)

Si se representa este problema en forma de red, aparecera segin se muestra en
la figura 1.17. Dado que el flujo de un.nodo de oferta s6lo va a un nodo de
demanda, se codificara el sistema comun de numeraciéon de los nodos para
numerar los nodos de oferta en forma independiente de los nodos de demanda.

Observe que esto dara como resultado que haya nodos que se denotan como
x11, pero dado que los nodos de oferta estan conectados sélo a los nodos de
demanda, no existe ambigiedad con respecto a qué arco identifica a x4;.

Nodos de
oferta

“eracruz
650

Nodos de
demanda

200 Yucatén

250 N Ledn

400  Chihuahua

350 Guerrerp

Figura 1.17. Red de transporte para la Modelo

El planteamiento de programacioén lineal del problema de transporte es muy
similar al de los problemas de transbordo gue se analizaron al inicio del capitulo.
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En este caso habra 8 variables, una para cada arco, y 6 restricciones, una para
cada nodo.

Min Z = 21x4¢ + 15x42 + 18x43 + Oxq4 + 10x21 + 14x55 + 16X23 + 23X24

SUJETO A :
X114 + X2t X3+ Xyg = 550
X1 t X tXoz tXog = 650
X11 + X2 = 200
X12 + Xa2 =250
X13 + Xo3 = 400
X14 + Xo4 = 350

xj > 0 para toda iy toda |

Es necesario sefalar varios detalles acerca de este planteamiento. En primer
lugar, las primeras dos restricciones imponen que la cantidad que se envia sea
igual a la cantidad disponible. Se utilizan aqui restricciones de igualdad debido a
que la oferta total es igual a la demanda total, por lo que debe transportarse la
totalidad de la oferta. A un problema de este tipo se le denomina problema
equilibrio de transporte.

En segundo lugar, las siguientes 4 restricciones exigen que la cantidad que llega
a cada nodo de demanda sea igual a la de demanda de ese nodo. Aqui se
utilizan restricciones de igualdad por la misma razén que antes. Debe observarse
que para un problema equilibrio de transporte, una de las restricciones no es
necesaria. Si la oferta total que se transporta es de 1,200 y los primeros 3 nodos
de demanda absorben 850 unidades, entonces el ultimo nodo de demanda debe
absorber 350 unidades, y esto hace que la ultima restriccion resulte redundante y
pueda eliminarse. Si se hace ésto entonces habra, para este problema que tiene
dos nodos de oferta o suministro y cuatro de demanda, 2+4-1=5 restricciones.

En general, un problema que tiene m nodos de oferta y n nodos de demanda
tendra m+n-1 restricciones. Este es un resultado importante puesto que siempre
habra el mismo numero de variables basicas que restricciones.

En término de planteamiento de redes original, el hecho de que existan (m+n-1)
variables basicas implica que habra (m+n-1) arcos en el arbol abierto que
represente este problema. En otras palabras, en cualquier solucion no mas de
m+n-1 arcos (rutas) de un problema de transporte seran positivos.

El resultado es:
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De Jalisco a Yucatan 0

De Jalisco a Nuevo Leodn 20 (cientos de cajas)
De Jalisco a Chihuahua 0

De Jalisco a Guerrero 350 (cientos de cajas)
De Veracruz a Yucatan 200 (cientos de cajas)
De Veracruz a Nuevo Ledn 50 (cientos de cajas)
De Veracruz a Chihuahua 400 (cientos de cajas)
De Veracruz a Guerrero 0

No es necesario utilizar un paquete de programacién lineal de redes para
resolver un problema de transporte tan pequefio como ejemplo. Para ello se ha
adaptado una version del método simplex que se denomina método del cruce
del arroyo (o de la piedra de paso: stepping stone) y se analiza en detalle en
otro capitulo.

PROBLEMA DE ASIGNACION

El ejemplo final de problemas de redes que consideramos aqui es el problerma de
asignacion de personal (o en forma mas simple, el problema de asignacion). Este
problema se refiere a la asignacion de agentes a trabajos en forma tal que se
minimicen los costos de esa asignacion. En calidad de ejemplo, considérese la
situacion que debe manejar el entrenador Ricardo Martinez del Equipo de
Natacion de la Acuatica Nelson Vargas.

El entrenador esta intentando organizar el mejor equipo de relevo de mujeres
para los 200 metros. Tiene 4 muchachas en el equipo: Luisa, Julieta, Maria y
Rocio. Luisa s6lo nada el estilo libre, por lo que no hay probiema respecto de esa
parte del equipo. Cada una de las otras tres chicas puede nadar en cualquiera
de los otros tres estilos: mariposa, dorso y pecho. Entonces la cuestién es cual
de ellas debe nadar en qué estilo. Los tiempos de cada una de las nadadoras en
cada uno de los estilos se muestran en la tabla 8.

TABLA 8
Tiempos por estilo del equipo de la Nelson Vargas
Nadadora Estilo
Mariposa DorsoPecho
Julieta 33 seg. 35 seg. 37 seg.
Maria 33 seg. 37 seg. 37 seg.
Rocio 33 seg. 36 seg. 39 segq.
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Este problema puede plantearse en forma de red considerando tres nodos
fuente, cada uno con un suministro de una unidad, y tres nodos destino, cada
uno con una demanda de una unidad. Los nodos fuente representan los agentes
disponibles (nadadoras) y los nodos destino, los trabajos (estilos). La red para
este ejemplo se muestra en la figura 1.18.

Nadadora Estilo

Julieta Meariposa

De dorsn

De pecho

Figura 1.18. Red de asignacion para el equipo de natacion de la Nelson Vargas.

Es facil de observar que el problema de asignacion no es otra cosa que un caso
especial de red de transporte en el que todas las ofertas o suministros y las
demandas son iguales a 1 y en la que el numero de nodos de oferta es igual al
numero de nodos de demanda. Puesto que esto es cierto, el procedimiento de
programacion lineal es muy similar:

Min Z=33x411+35X12+37X13+33X21+37 X0+ 37 X23+32X31+36X3:+39X33

SUJETO A :

X1 + X2+ Xg3

X1 Xz t X3
X31 * X3z + Xa3
X11 + X1 + X3
X12 + Xa22 + X32
x; > 0 paratodaiy todaj

1]
[ G N Y

Se ha omitido la ultima restriccion de este planteamiento puesto que seria
redundante, al igual que en el planteamiento de transporte. Una caracteristica
especial de este problema es que x; =006 1.
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1.9

En otras palabras:

_ 1 sialanadadora i sele asigna el trabajo (estilo) J
¥ 10 deotra manera

Estamos seguros de obtener este resultado porque en cada nodo de oferta
existe solo una unidad que pueda enviarse a lo largo de varios arcos.

NOTAS HISTORICAS

El estudio de los modelos de redes de flujo antecede al desarrollo de la
programacion lineal. Lo s pnmeros estudios en esta area los realizaron
Kantorovich (1939), Hitchcock (1941) y Koopmans (1947) considerando el
problema de transporte como un caso especial del problema de flujo a costo
minimo. Esos estudios proporcionaron una nueva luz en la estructura del
problema y dieron nuevos métodos y algoritmos. El interés por las redes de flujo
crecié con el advenimiento del método SIMPLEX desarrollado por Dantzig en
1947, quien incluso especializd este algoritmo para el problema de transporte
(ver Dantzig, 1951).

Durante los afios 50's, las investigaciones comenzaron a mostrara un creciente
interés en el problema de flujo a costo minimo y sus especializaciones. el
problema de la ruta mas corta, el problema de flujo maximo y el problema de
asignacion; esto se debi6 principalmente a la importante aplicacion de estos
modelos en la vida real. Algunos autores desarrollaron algoritmos para resolver
estos problemas. Dantzig, Ford y Fulkerson fueron pioneros en este aspecto.
Mientras Dantzig se enfocé en los métodos basados en el SIPLEX, Ford y
Fulkerson desarrollaron algoritmos combinatorios primales duales. Los libros de
Dantzig (1962) y de Ford y Fulkerson (1962) estan presentes a través de la
discusion de estas primeras contribuciones.

En los afos siguientes, los problemas de flujo en red y sus generalizaciones

emergieron como topicos de gran interés en cientos de articulos y numerosos
textos, asi como en libros de referencia.
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2.1

2.2

CAPITULO 2
CONCEPTOS BASICOS DE REDES

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan conceptos fundamentales para poder desarrollar
diferentes algoritmos de redes. La representacion matricial de una red que nos
permite encontrar arboles de expansion y que ademas muestra la relacion entre el
teorema fundamental del Algebra Lineal y las estructuras de red. Asimismo, la
dualidad entre potenciales y tension y su relacién con la programacion lineal, que nos
introducira a otro concepto dual: el de trayectorias y cortes que se vera en el capitulo
3.

REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA RED
¢ Como podemos representar numéricamente a una red?

Sea G una red, la matriz de incidencias nodos - arcos E es una matriz de mxn donde
m es el numero de nodos y n es el numero de arcos cuyos elementos e(i,j)son.
Una forma de recordar los signos de esta definicién es que "una flecha siempre va
+1 sielarco jsaledelnodoi
e(i, ))=4—1 stelarcojentraalnodoi
0 enotrocaso
desde donde esta hasta donde no esta".

EJEMPLO 2.1
Construya la matriz nodos - arcos asociada a la red de la figura 2.1.

Ji J2 U3 U4
111 1 0 1
E=2-1 0 1 0
3 0 -1 -1 -1

Ay

3

Figura 2.1



Si existen rizos la matriz nodos - arcos no sirve.
J1,J2,J3 son linealmente dependientes ya que J; + J;- J, = 0.
¢ Que significado tiene esto en la red?

Si se cambia de sentido un arco significa que se multiplica por -1 la columna,

entonces en este caso que los vectores sean linealmente dependientes significa que
se forma un circuito.

Los arboles son aquellas estructuras que no tienen circuitos, por lo tanto son
linealmente independientes.

Ademas de la matriz de incidencia (o funcion de incidencia). Existe una matriz de
adyacencia. Q de orden mxm definida en NxN de la siguiente manera:

i) 1 siexiste un arco que partede, y llegueai,
L,1, )= s
KA 0 en caso contrario

Por supuesto se tiene que G es una digrafica, esto es AcNxN

EJEMPLO 2.2

Encuentre la matriz de adyacencia nodos-nodos de la siguiente red:

1 2 3 4
1 0o 1 1 0
2 o 0 0o 1
Q=
3 0ot 0 0
4 g 0 1 0
Figura 2.2
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Una matriz de mxm puede ser la matriz adyacente de una red con m nodos si
consiste solo de 0 y 1 y si no contiene rizos debe tener ceros en la diagonal principal
y se define como se muestra en la figura 2.2.

El grado exterior de un nodo i es el nimero de arcos que salen de i por ejemplo:

ge(1) = 2 Ge(3) =1
ge(2) = 1 Qe(4) = 1

El grado interior de un nodo i es el nimero de arcos que entran al nodo i.

g(1)=0
gi(2) =2
gi(3) =2
ai(4) =1
la suma de los grados de todos los arcos es par

20 +2Xg=5+5=10

REDES ESPECIALES

Una red G es bipartita si el conjunto de nodos N puede particionarse en Ny, N2 con
N+~ N2 = ¢ de manera que todo arco j ~ (iy, i;) es tal que iicNy, ireN> 0 i,eNy, i1eN;

@"
oi
3D (3

N2 I,"11
Figura 2.3
Nota:
1. Las matrices nodos-nodos para graficas no dirigidas son simétricas.
2. La matriz nodos-nodos de una red bipartita es de la forma:
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que es simetrica.
LEMA DE HANDSHAKING

En una grafica, la suma de los grados de todos los nodos es igual al doble del
numero de arcos.

Demostracion

Ya que cada arco tiene dos extremos, debe contribuir exactamente dos veces a la
suma de los grados.

Este lema aparecioé por primera vez aunque en forma diferente en un articulo de
Leonhard Euler (1707-1783). Titulado Solutio Problematis ad Geometrian Situs
Pertinentis (la solucion de un problema referido a la geometria de posicion) este
articulo data de 1736 y es ampliamente conocido como el primer articulo en la teoria
de graficas, donde también da la solucién de los puentes de Kénigsberg.

Para graficas qUe no son dirigidas simplemente se habla del grado de un vértice
como el numero de arcos que "llegan a el” (pueden entrar o salir)

REDES SIMPLES

Es una grafica que no contiene rizos ni arcos en paralelo con un nodo sumidero y un
nodo fuente.

Un nodo fuente es un nodo de donde tnicamente salen arcos.
Un nodo sumidero es un nodo a donde unicamente entran arcos.

REDES CIRCULATORIAS

Una red es circulatoria si no existen nodos fuente o sumideros.
CONECTIVIDAD

Una cadena de longitud q (cardinalidad q) es una sucesion de q arcos.

L= {1 ..jg}
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tal que cada arco j; de la sucesion (2<r <g-1) tiene un punto final en comdn con el
arco ji1 (jr1 4 jr) y un segundo punto final comun con el arco jrq (et + jp).

El punto final i de j; que no es adyacente a j, y el punto final i' de j, que no es
adyacente a jo¢1 son llamados los puntos finales de la cadena L. Decimos que la
cadena L une los nodos i,i'. Asi en la siguiente red:

Figura 2.4

L= {j2, Js, js. ja} €S una cadena del nodo 2 al nodo 3.
Una cadena es elemental si no se pasa 2 veces por un mismo nodo.

Un ciclo es una cadena cuyos puntos finales coinciden. Una trayectoria de longitud
q (cardinalidad q) es una sucesion de q arcos P = {j,....dq} con j1 = (io,i), k2 = (i,
i2),...Jq = (ig1,lq). ES decir, una trayectoria es una cadena cuyos arcos estan todos
dirigidos en el mismo sentido.

El nodo i, es el punto inicial de la trayectoria P y el nodo i es el punto terminal de la
trayectoria P.

Asi para la grafica anterior P = {j;, js, ja, J7} €S una trayectoria del nodo 1 al nodo 4, y
se puede describir como la sucesién de nodos {1, 2, 5, 3, 4}.

Un circuito es una trayectoria cuyos nodos finales coinciden. Una grafica se llama

conectada si para cualguier par de nodos (i,i) existe una cadena que une iy con iy.
La relacion

. oy I =i,
i,Ri, = ) ‘ _
o existe una cadena que une /, con i,
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Es una relacion de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva).

FLUJO Y DIVERGENCIA EN UNA RED
Un flujo en una red es una funcién real definida en A (donde A es el conjunto de
arcos de una red G).

x:A—->R
El valor x(j) es el flujo en el arco j, y se interpreta como la cantidad de material que
fluye en el arco .

EJEMPLO 2.3

Sea la red siguiente:

Figura 2.5

El tipo de material es el mismo para todos los arcos. Pdara entender en forma mas
clara los conceptos es util entender j como un canal y x(j) como el nimero de litros
de agua por segundo pasando por cada punto de j un flujo estacionario del nodo
inicial i al nodo final i'. La cantidad que entra en i es la misma que sale por i, pero
puede ser positivo, negativo o cero dependiendo de la direccior fisica del flujo.

Para un orden fijo de arcos A= {j;,...,jn} un flujo x se puede representar como un
vector (x1,...,Xn) asi para la figura anterior el flujo se puede representar como

x=(2, -2,-2,2)
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Asi x es un "vector" indexado por el conjunto A (es decir un elemento del espacio R")

Existe otra notacion para flujos que esta vinculada con la representacion de una red
por su matriz de adyacencia. Como mas tarde se requerira que la red sea una
digrafica (grafica dirigida) cada arco se puede identificar por un par de nodos (i,i). La
idea es simplemente escribir x (i, i) en lugar de x(j) tomando x(i, i) = 0 en los casos
en que no exista arco entre i,i'.

Los flujos en G se representan como funciones en NxN que pueden representarse
matricialmente como;

3]
(=}
S O O W
(=}
3]

DIVERGENCIA

Las matrices de incidencia vuelven a entrar en escena cuando tratamos de analizar
qué sucede a un flujo x en un nodo i, particulammente las entradas y salidas o
pérdidas. El nodo i esta representado en [a matriz de incidencia E por el renglon i.

Las cantidades de material que salen de i estan asociadas con los arcos j tales que
x(j) > 0y e(i,j)= 1, o tales que x(j)< Oy e(ij) =-1.

¢ Qué significa esto?
EJEMPLO 2.4

Sea lared de la figura 2.6.

Figura 2.6
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Para el nodo 3 se tiene en la matriz de incidencia:
R T - R - R A
1 1 o 0 o0 o0 0 O
-1 0 -1 1 0 0 0 -1

o o 0 -1 1 0 1 O
o o 0 o 0 -1 -1 1

- -

%)
H
wn b W N
<
|
p—
el
(=]
|
)
o=
(=]
(=]

el arco j; sale del nodo 3 y tiene asociado un 1 es decir €(3,3) = 1 ( recuerde que
cada entrada de la matriz esta representada por e(j, j)) si se tiene un flujo x(j= 3) = 1
(cantidad de matenal que sale del nodo 3) significa que el flujo "pasa" por el arco js
en el sentido que lleva el arco y por lo tanto x(j) e(i,j) > 0. Si x(j) < 0 por ejemplo x(j) =
-4 significa que el flujo recorre en sentido contrario el arco y por lo tanto e(i,j) = -1
como es el caso de x(8) = -4 y e(2,8) = -1 lo que implica que x(j) e(i,j) > 0.

Asi la cantidad total que sale desde i es la suma de todos los términos de la forma
e(i,j) x(j) que son positivos.

En forma semejante las cantidades que llegan a i corresponden a los casos donde
x(j) > 0y e(i,j) = -1 por ejemplo:

En el nodo 5: x(6) = 2 es decir la cantidad de fiujo que llega al nodo 5 por el arco js es
de 2 y e(5, 6) = -1 en la matriz de incidencia por lo tanto x(6) (5,6)< 0

O x(j)< Oy e(i,j) = 1 como en el nodo 4, x(5) = -1 es decir por el arco js pasa un flujo
que va al nodo 4 con -1 y e(4,5)=1.

La suma de todos los términos de la forma e(i j), x(j) que son negativos es el negativo
de la cantidad de flujo que liega a i.

De esta forma la suma de e(i,j) x(j) sobre todos los arcos j nos da el total de salidas
de i menos el total de llegadas a i.

Esta cantidad es la divergencia del flujo en el nodo i, y se denota y(i), asi
y() = e(i, j)x(j) = divergencia de x eni

Jed

Por ejemplo, de la figura antenor:
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en el nodo 3 llegan 4 unidades por j;

salen 2 je
salen 1 js
salen 1 ia

Este nodo tiene la particularidad de que:
# total de llegadas = # total de salidas.

Asi y(3) = 0 en el nodo 5 se tiene y(5) = -7 esto significa que llegan 7 unidades mas
de las que salen y en general se dice que:

- Un nodo es fuente para el flujo x si y(i) > 0
- Un nodo es sumidero para el flujo x si y(i) < 0
- Si el flujo se conserva y(i)=0

Se llama y a la funcién de divergencia (vector) asociada con x y se escribe:
y = Ex=div x

En este caso para el flujo de la figura anterior usamos la matriz de incidencia y se
calcula

-3
1 1 0 o 0 0 O] Hor 7
-1 0 -1 0 0 -1 (1) 0

y={ 0 -1 1 0-1 1 0 0 nE 0

0 0 0 -1 1 0 1 O 5 0
|0 0 0 0 0 -1 -1 1] | -7
. 4;

Asi iy es una fuente, is es sumidero, y el flujo se conserva en iz, is € is

El hecho de que las 7 unidades creadas en el nodo fuente i sean las 7 que se
destruyen en el sumidero no es un accidente. La intuicion fisica sugiere, y el lgebra
lo confirma que la cantidad de flujo que se crea en la fuente es igual a la cantidad
gue se destruye en el sumidero.

Esto se expresa como el principio de la divergencia total:

Zy(i)zo paray =divx
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Esto se verifica de la siguiente forma:

20 =33 el, Nx() =33 el, NX())
Pero

D e, j)=0 paratoda jeA

isN

ya que cada columna de la matriz de incidencia contiene exactamenteun 1 yun-1y
la suma da 0.

OPERACIONES VECTORIALES

Dos flujos x y X' se pueden sumar o superponer para producir un flujo resuitante x":
xX"(j)=x(j) + X(j) para toda jeA.

Asi mismo, un flujo se puede multiplicar por un escalar x'= A x lo que significa que
X(j)= A x(j) paratoda jeA

¢ Que esta sucediendo fisicamente?

Considerando la red del ejemplo 2.4 se tiene:

El flujo x' esta representado en esta red, como una unidad de flujo pasando desde el
nodo 1 hasta el nodo 5 pasando por los nodos 2 y 3.

)
N

Figura 2.7

Haciendo la suma se tiene:
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2.5

X' = x + X'y se tienen 8 unidades en el nodo fuente y llegan 8 unidades al nodo
sumidero.

Note que el arco j; es usado por x y X' pero no por x".

Figura 2.8

El flujo 2x' podria representar dos unidades moviéndose en el mismo sentido que X'
de iy —» i; —> i3 —> i5, mientras -x' podria representar una unidad moviéndose en forma
inversa. Triviaimente se tienen las reglas

div (x + X') = div x + div X'
div (ox) = a div x

CIRCULACIONES
Un papel especial lo constituyen los flujos x en una red G tales que:
divx=0

Esto es que x se conserva en cada nodo. Tales flujos se conocen como
circulaciones. La suma y el producto por un escalar de una circulacion es
nuevamente una circulacion. Asi el conjunto de todos las circulaciones forma un
subespacio de R* : el espacio de las circulaciones C, claramente C es el espacio
nulo de la matriz de incidencia E.

Una de las razones de porqué las circulaciones son importantes es que las
discusiones tebricas a menudo pueden simplificarse en términos de ellas, esto
debido a que todo flujo en una red G se puede identificar como una circulacion de
una red mas grande. En el caso del flujo x del ejemplo 2.4 la idea se ilustra en la
figura 2.9.
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Formamos de una red G una nueva red G aumentando un nuevo nodo i’ (el nodo de
distribucién) y un arco j ~ (i',i) (un arco de distribucién) para cada uno de los nodos
viejos i. Para esta nueva red los conjuntos de nodos y arcos se denotan N y A. Para
cada flujo x en G le corresponde un flujo x en G definido por:

X(j) = x(j) para todos los arcos viejos
x(i) = y(i) para todos los arcos de distribucion

Figura 2.9
Asi x es una circulacion en G. Inversamente, cada circulacion en G corresponde de
esta forma a un flujo en G.

También se tiene el caso en que se tienen identificados un nodo fuente y un nodo
sumidero por lo cual s6lo se agrega un arco como se ilustra en la figura siguiente:

Figura 2.10
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2.6

El nuevo arco j se conoce como un arco de suministro.

POTENCIALES Y TENSION

Un potencial u en una red G es una funcién real definida en el conjunto de los nodos
N.
uN->R

El valor u(i) es llamado el potencial en el nodo i. Con un arco j~(i, i') se asocia la
diferencia de potenciales

v(j) = u(i') - ui) = tensién a través de j

El signo de la diferencia depende de la orientacion del arco. Asi se define la funcién
tensién v en A, y se denomina el diferencial del potencial u.

La tensién v(j) se puede escribir como

v(j) = -2 uli)eG, /)

o}
v=-ukE= Au

Un ejemplo de potenciales y tensiones se muestra en la figura 2.11 donde los

nimeros en los nodos son los potenciales y los numeros en los arcos son las

tensiones correspondientes.

Figura 2.11

En general, llamamos a v un diferencial en G si v =Au para algun potencial u. El
conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo la suma y la muitiplicacion Eor
un escalar, y asi como el espacio de las circulaciones forma un subespacio de R", y
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se llama el espacio de los diferenciales y se denota por D. De esta forma D es el
espacio de los renglones en la matriz de incidencia E, el rango de la transformacion
lineal u — -uE de RN > R*.

Es natural usar la notacion siguiente de producto punto para elementos de RNyRA

u-y=Y u(@dy() vex =Y v(j)x())

iV Jjed
y se obtiene de esta manera la fébrmuia de conversion:
VX =-uy si y=divx, v=Au

la validez de esta fébrmula parte del hecho de que ambos lados se reducen a la
expresion:

v(j) = -Zu(i) e(iJ)

entonces

V-x=-— Zu(i)e(i, Dx(NH=—ukx=-u-y

N, jed

Una consecuencia inmediata de la formula de conversion es el hecho de que

vx=0 para todos veD, xeC, ya que:
1. VX = -uy como y esta asociada a un flujo x que es circulacion, entonces y(i)
= 0 para todo i, lo que implica que v-x =0
2. SixeC, veD y C es el espacio nulo de E y D es el espacio renglon de E por la

segunda parte del Teorema Fundamental de Algebra Lineal que dice:
Dada una matriz de mxn se tiene

N(A)= (R(A))*
R(AT)= N(A)*
ademas
N(AT)= (R(A)*
R(A)= (N(AT)*
y dim (espacio fila) + dim (espacio nulo) = numero de columnas.

Entonces C y D son complementos ortogonales, lo que significa que el producto
entre 2 elementos cualesquiera de ellos es igual a cero ademas:
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dimC+dimD = |A|
D=C'={veR*| vx=0 v xeC}
C=D"={xeR*| vx=0 vveD}

Asi como un flujo en G se puede ver como parte de una circulaciéon de la red
aumentada G, se puede también ver cada potencial en G como parte de un
diferencial en G: como se muestra en la figura siguiente:

Figura 2.12

Entonces dado cualquier potencial u en G con una tension asociada v se define el
potencial u en G como:

u(i) = u(i) paratoda i tal que i es " nodo viejo"
B u(i)=0 parael nodo de distribucion i

La tensién v= Au en G satisface

v(j) = v(j) para toda j donde j son "arcos viejos"
v(j)) = u(i) para los arcos de distribucion j;

En términos de dualidad los variables definidas sobre los arcos se convierten en
variables definidas sobre los nodos.

La tabla siguiente define un par de sistemas lineales duales.

Primal Dual
Flujos - variables definidas sobre los arcos potencial - variables definidas sobre los nodos
divergencias - variables definidas sobre los tensién - variables definidas sobre los arcos
nodos
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2.7

Los potenciales y las tensiones se pueden sumar o multiplicar por escalares, dos
mismos potenciales pueden tener la misma tensién. En particular si:

u'(i) = u(i) + k donde k es una constante, paratodaien N

Ejercicio
Considere las redes de la figura 2.13 (a y b). En la figura a se muestran los fiujos y se
pide calcular las divergencias. En la figura b se muestran las potenciales y se pide
calcular las tensiones en los arcos.

Figura 2.13ayb.

9
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FLUJOS OPTIMOS Y POTENCIALES
Para cada arco jeA existe un intervalo c(j) c R y una funcion f;: c(j) — R de tal fooma

que para cada nodo ieN existe un intervalo c(i) c R y una funcién f; c(i) —» R. El
problema de flujo 6ptimo es a grandes rasgos:

min Y f(x(j))+ f,(¥()) sobretodos los flujos
Jad ieN
xeRA satisface x(j) ec(j) VjeA
y(i) ec(i) V ieN donde y = div x.
En forma andloga se tiene el problema de potencial 6ptimo
min Zgiu(i) + Z giu()) VueR"
que satisfacen

u(eD(i) VieN y v(j)e D(j) VjeA
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2.8

NOTAS HISTORICAS

Aunque las redes eléctricas se han estudiado por mucho tiempo, la utilidad de los
flujos y potenciales de las redes en la modelacién de problemas en economia e
investigacion de operaciones no fue reconocida hasta los cincuenta. El fibro de L. R.
Ford y D.R. Fulkerson (1962) ha jugado un papel realmente significativo al estimular
el crecimiento y aplicaciones de la teoria de redes en esas nuevas dreas. La
notacién y terminologia en ese libro son naturales para la gente familiarizada con la
programacion lineal y han sido ampliamente aceptadas en la Investigacion de
Operaciones.

La nocién de sistemas lineales duales corresponde a la programacion lineal. Ha
sido desarrollada en muchas direcciones interesantes por AW. Tucker (1960),
(1963) y prueba ser especialmente util al hacer generalizaciones de los problemas de
optimizacién en redes a otros de programacién separable.

Los téerminos flujo y divergencia no fueron usados en teoria de redes antes de
Rockafellar y pueden no estar completamente ligados a la ingenieria eléctrica debido
a ofro uso conectado con magnetismo. Sin embargo son simples, naturales y cubren
una necesidad definida. El "nodo de distribucién” en la red aumentada corresponde a
la "tierra" en teoria eléctrica.

Los flujos x que pertenecen al espacio de circulaciones C se dice que también
satisfacen la Ley de Corriente de Kirchhoff, mientras que las tensiones v en el
espacio de diferenciales D satisfacen la Ley de Voltaje de Kirchhoff. El uso de esta
terminologia es en honor al trabajo pionero de G Kirchhoff en 1847. Una discusion de
esas condiciones en la terminologia de topologia combinatoria se encuentra en
Slepian (1968). El hecho de que C y D son ortogonales es también conocido como el
Teorema de Tellegen.
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CAPITULO 3
TRAYECTORIAS Y CORTES

INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es describir dos conceptos duales asociados con nodos y
arcos; la trayectona y el corte; asi como el resultado central que los relaciona: el
teorema de la red pintada y su equivalencia, el Lema de Minty.

DEFINICION 3.1

En una red G se dice que P es una trayectoria, si consiste de una sucesion finita de
la forma:

iO- j1a i11 j21--,jh il’-
donde r > 0 y cada ix es un nodo mientras que jx es un arco tal que
Jx~(ik-1,ik) O jx ~(ii, ik-1)

Los nodos i, e i; reciben el nombre de nodos inicial y final de la trayectoria,
respectivamente. Si i,=i, se dice que P es un circuito.

Un arco jx en una trayectona P se dice que se recorre positivamente (negativamente)
si jx ~(ik-1,i) (Si jk ~(i,i-1)). Si todos los arcos de P se recomren positivamente, se dice
que P es una trayectoria positiva o circuito positivo. De manera semejante P es
una trayectoria negativa o circuito negativo si todos sus arcos se recorren
negativamente.
Si G es una digréfica, la trayectoria P se puede denotar como:

P: io —> i1 (—iz - i3
Pues a cada arco le corresponde un par de nodos en forma unica.
EJEMPLO 3.1
En la figura 3.1:

a)uncircuito es: 1, Jy, 2, J3, 3, Jo, 1
b) una trayectoria 2, Js, 5, Js, 3
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Figura 3.1
es usual escribir si G es digrafica
a) P: 152531
b) P: 25553

Una trayectoria P puede recorrer mas de una vez un arco, si esto sucede se dice
que P tiene multiplicidades o que es una trayectoria con multiplicidades.

Una frayectoria elemental o simple es aquella en donde cada arco y nodo se
recorren una sola vez.

Sea P una trayectoria sin multiplicidades. Denotaremos por: P+ el conjunto de arcos
que se recorren positivamente y por P- el conjunto de arcos que se recorren
negativamente.

Se define la funcion de incidencia de la trayectoria elemental P como:

+1 st jeP’
e, ()=e(j,p)=1-1 si jeP"
0 si jgP

Note que esta funciébn ademas de indicar la orientacion en el arco puede
interpretarse como un flujo "unitario” en la red para el ejemplo 3.1

a) &,=[1,-1,1,0,0,0,0,0,0]
b) €,=[0,0,0,0,1,-1,1,0,0]
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EJEMPLO 3.2
Dada la siguiente red:

a) ¢, Existe una trayectoria positiva del nodo 5 al 2? No
b) ¢ Existe un circuito positivo que contenga al arco J¢? No

Figura 3.2
CONECTIVIDAD

Una red G se dice conexa si para cada par de nodos distintos s y s' existe una
trayectoria P:s —» s, esto es, una trayectoria P que tiene como nodo inicial s y como
nodo final s'.

Si G no es conexa podemos particionaria en k redes Gi(N;A) i=1,2,... k donde los
subconjuntos de nodos N; forman una particién de N y son tales que dos nodos s y s’
per}enecen al mismo conjunto Ni si y sélo si existe una trayectoria P: s —» s' o bien s
=s.

Los subconjuntos de arcos A, se definen como los arcos cuyos extremos pertenecen
a N; y también forman una particion de A.

Una red fuertemente conexa es aquella para la cual existe una trayectoria positiva
p:s—s’ para cada par de nodos distintos s y s'
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EJEMPLO 3.3

Una red conexa

o

L 3

O—

Figura 3.3
Una red fuertemente conexa

o:i\o
|

N

O

Figura 3.4
3.2 EL PROBLEMA DE DETERMINAR UNA TRAYECTORIA

Un aspecto basico de la definicion de conexidad de una red es la existencia de
trayectorias de un nodo a otro con el propésito de analizar este problema, que se
repetira continuamente, diremos que los arcos pueden recorrerse de acuerdo con las
siguientes reglas:

a) Arcos que se recorren en cualquier sentido (verdes)

b) Arcos que unicamente se recorren en el sentido del arco (blancos)
c) Arcos que unicamente se recorren en sentido inverso (negros)

d) Arcos que no pueden recorrerse (rojos)
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Para el ejemplo 3.2 dado el siguiente coloreado

/
N
B

Figura 3.5
Encuentre una trayectoria del nodo 5 al nodo 2 y otra del nodo 1 al nodo 6.
PROBLEMA DE LA TRAYECTORIA PINTADA

Sea G unared y N* y N” conjuntos ajenos de nodos. Suponga que hemos efectuado
un pintado de la red. (Colores: verde, blanco, negro y rojo).

Determine una trayectoria P: N* — N esto es, una trayectoria que parte de N* y
termina en N tal que cada arco de P* es verde o blanco y cada arco de P- es verde
0 negro.

Una trayectoria P con las propiedades anteriores se dice compatible con la
coloracion o bien el problema anterior equivale a encontrar una trayectoria
compatible de N a N".

EJEMPLO 3.4 }
En la siguiente red encuentre una trayectoria compatible con la coloracion de N* a N’
Figura 3.6
8

©
T \
L s

v B ! y
/

-~

~

v
[&)]
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Se propone la siguiente trayectoriaP: 1 52 >4 5 6.

Es importante hacer notar que en el pintado, cada arco de la red tiene exactamente
uno de los colores que se han dado, aunque puede haber un color no usado. Por
ejemplo para probar conexidad todos los arcos se pintan de verde mientras que para
probar que una red es fuertemente conexa se pintarian de blanco o negro como se
vera mas adelante.

CORTES

Un concepto dual a una trayectoria, es el concepto de corte o cortadura que
podemos formulario como sigue:

Sean Sy S' dos subconjuntos de nodos de una red G y se definen los conjuntos de
arcos:

[S, ST = {jeA |j~ (i) ieS, S}

[S, ST = {jeA |j~ (i) ieS, 'S}

el caso mas usual es que S'= N\S, es decir que S' es el complemento de S en N.

En este caso se dice que un conjunto de la forma [S, N\S] es un corte Q=[S,N\S] tal
que:

Q" =[S,N\S]" v Q =[S,N\S]
o también

Q" = {jeA |j~ (i), ieS, 'S}

Q ={jeA |j~ (@), ieS, 'S
La palabra corte para Q proviene de la idea de que cualquier trayectoria P con nodo
inicial en S y nodo terminal en N\S debe, al menos en una etapa, atravesar uno de

los arcos en Q, al borrar arcos en Q sé cortaria tal trayectoria. El hecho de que P
debe usar un arco de Q se establece formalmente de la siguiente manera:

Sea i el primero de los nodos en P que no esta en S, tal nodo existe ya que P va de
S a N\S. El arco de P intmédiatamente anterior i, llamado j, que une al nodo de S con
un nodo de N\S, y pertenece a Q, entonces jeP' Q" 6 jeP~Q

Por ejemplo, en la red anterior

Q={SN\S] Si S={123}
Q'={(24),(25).3.5] Q=¢
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EJEMPLO 3.6
Sea la red, con la siguiente coloracion (ver figura 3.7).

Sea Q = [S,N\S] si S={2,5}

Q'={(2.4), (2,3), (54)}
Q={(1.2). 3,5), 6.5)}

Figura 3.7
EJEMPLO 3.7

En la red del ejemplo 3.6 especifique el corte Q considerando que los elementos de
Q" sean blancos o verdes y los de Q" sean negros o verdes.

Sea S = {2,5} con Q= [S,N\S]

Figura 3.8
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La funcion de incidencia del corte Q se define como:

1 sijeQ’
ep()=1-1 sijeQ ¢e,E=¢,
0 enotrocaso

Es interesante observar que eq, como una funcion en el conjunto de los arcos, se
puede considerar como un diferencial; sin embargo, ésta es la tension
correspondiente al negativo del potencial

0 1 siie§
e l)=
s 0siigs

Donde S es tal que Q=[S,N\S].

En general, eqg = Au con

, 1 siieN\S
u(i) = .
0siiel

EJEMPLO 3.8

Sea lared

Figura 3.9
Sea Q=[S,\\S] S={1,2,3}
Q'={(2,4), (2,5)}

Q={(5,3)}
6~10,0,0,1,1.-1,0,0,0]
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Un corte se dice elemental si al quitar estos arcos de la red, el numero de
componentes de la red aumenta en uno.
ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO

Se usa para determinar una solucién al problema de las trayectorias compatible con
una coloracion dada o bien un corte.

La idea del algoritmo es combinar un conjunto de nodos SoN* y una funcién @: S\N*
— A que recibe el nombre de enrutamiento (6 ®-enrutamiento) de S con base en N*
tal que etiqueta cada nodo ieS\N*, con un arco jeA, dicha etiqueta servira para
representar las trayectorias construidas.

a) Para cada icS\N*, ® (i) es un arco que une i con algun nodo de S.

b) Se genera la sucesion i, O (i), i1, O(iy),..,ik,O(ix), donde i es el nodo final del
arco O(i1) y eventualmente se llega a N'.

ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO

Propésito: Determinar una trayectoria de N* a N" compatible con una coloracién
dada.

Descripcion
PASO 1 Sea S=N'y © vacio
PASQO 2 Determine el corte Q=[S, N\S]

21  Siexiste jcQ" verde o blanco o sijeQ’ es verde o negroira 3
2.2  Sino existe j terminar. No hay solucién al problema

PASO 3 Sea ®(i)=j con igS hacer S: = S U{i} (enrutamiento compatible
con la coloracién).

3.1  SiieN terminar. ® contiene una trayectoria compatible P:N*>N"
32 SiigN'seteneS~S =¢ ira2
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EJEMPLO 3.9

Dada la red con N = {s} y N" = {s') encontrar una trayectoria compatible con el
pintado

Figura 3.10
el nodo ik se aumenta a S en la k-ésima iteracion

P:soiy i —>ig«ig s
EJEMPLO 3.10
Determine si existe una trayectoria P N* — N en la siguiente red.
N*={1} N={6}
Figura 3.11

R

Definimos un corte que sélo contenga al nodo 1, nos fijamos en sus arcos, si el arco
que va al nodo 2 es blanco extendemos s a ese nodo, lo mismo para el nodo 3, el
conjunto de estados alcanzables es 2,3. Se define otro corte que abarca a los nodos

1,2,3 y se vuelve a empezar.
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EJEMPLO 3.11

Dada la siguiente red (figura 3.12), encuentre una trayectoria compatible con la
coloracion o un corte,

PASO 1
Comenzamos con Sp = N* = {i;} y ® vacio.

PASO 2
Q1 = {j1, j2: Ja}; j1.j.j3 SON compatibles con el pintado.

PASO 3
Sea
(i) = 1
BO(is) = j
O(ia) = 3
S1=So U {iz,iz,ia} = {in,io,is,ia}
S1nN =¢, Iralpaso 2.

lteracién 1

VER PASO 3
Sea O(ir)=js
O(is) = js
Sz = S1 U {is,i7} = {i1,i2,i3,i4,is,i7};
S; AN =¢, Iralpaso 2.
lteracion 2

Qs = {Jaj1011.j13,j1ad17.d18}-

-~
"
-
-
J1s
— N-
N
d 3
hs -’
124

Figura 3.12
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No existen arcos compatibles con la coloracion. Por lo cual no existe solucion al
problema.

NOTA: El pintado es:

Color Arco

Verde j, J, Ja, J12, s, I
Blanco Jo. j11, 13, J1a

Negro J2: Js, Je, 7. J8, jte, J1e: J20
Rojo j10, J17, Jne-

DUALIDAD DE TRAYECTORIAS Y CORTES

El problema complementario al de encontrar una trayectoria compatible con una
coloracion dada es el corte compatible. Se dice que el corte Q separa N* de N si es
de la forma [S, N\S], para algin S < N, tal que N*cS y NS =¢. Se denotara Q con
N*4 N

Problema del corte coloreado (o pintado) Sean N*y N' CN tales que N'~N=¢.
Sea una coloracién en la red G con los colores verde, blanco, negro y rojo.

El problema es determinar un corte Q:N* | N tal que todo arco de Q" sea rojo o
negro mientras que todo arco de Q" sea rojo o blanco.

Un corte que cumple las restricciones de color se dice compatible con fa coloracion
y si ademas separa N* de N™ constituye la solucién al problema del corte coloreado.
Observe la dualidad entre las restricciones de color para trayectorias y cortes.

Teorema (de la red colorada) Sea N* — N, tales que N* ~ N =¢ Entonces, para
toda coloracion de la red G con los colores verde, blanco, negro y rojo, una y sélo
una de las siguientes afirmaciones es valida.

a. El problema de la trayectoria coloreada tiene solucion P.
b. El problema del corte coloreado tiene solucion Q.

Demostracion:

Sea G una red coloreada y N* « Ny N* ~n N = ¢ aplique el algoritmo de
enrutamiento, entonces el algoritmo tiene 2 terminaciones posibles y excluyentes, si
termina en el paso 2 se ha construido un corte Q compatible con la coloracion, la
existencia de este corte garantiza la no existencia de una trayectoria compatible; o
bien, en el paso 3, donde se obtiene una trayectoria coloreada P la que a su vez
excluye la posibilidad de encontrar un corte Q compatible con la coloracion
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Existe otro resultado fuertemente relacionado con el teorema de la red coloreada.
Este resultado es el lema de Minty que utiliza el concepto de corte elementai paralelo
al de trayectoria elemental.

LEMA DE MINTY

Considere una red G con pintado de arcos verde, blanco, negro o rojo. Dado
cualquier arco j blanco o negro uno y sélo uno de los siguientes postulados es cierto:

a. Existe un corte Q (elemental) compatible con la coloracién que usa j.
b. Existe un circuito (elemental) compatible con la coloracion que usa j.

Demostracion:

Sea J=(is,iz) un arco blanco o negro, si J es blanco considere N* = {i;} y N" = {is}. Si J
es negro considere N* = {i;} y N* = {i,}.
Apliquemos el algoritmo del enrutamiento para encontrar una trayectoria de N* a N°

Observe que el arco J siempre pertenece al corte Q del paso 2 del algoritmo, pero
debido a su coloracion y la forma de seleccién de N* y N" J no es compatible con la
coloracion.

Ahora el algoritmo soélo tiene dos terminaciones excluyentes en el paso 2: que es el
determinar un corte que contendria a J o bien en el paso 3 al encontrar una
trayectoria de N* a N que no contiene a J y como J es compatible con una
trayectoria de N" a N* por su forma de seleccion se forma un circuito.

PROPOSICION
El teorema de la red coloreada y el lema de Minty son equivalentes.
Demostraciéon: Use Minty para probar el Teorema.

Ya vimos que se demuestra el lema de Minty usando el teorema de la red coloreada,
para demostrar que son equivalentes basta demostrar el teorema de la red coloreada
usando el Lema de Minty.

Entonces procedemos a demostrar el Teorema de la red coloreada.

Demostracion:

Sea G una red coloreada con los cuatro colores de costumbre y sean N*, N" dos
subconjuntos ajenos del conjunto N de nodos de la red. Sea G' una red construida
agregando a G el arco J'~(s',s) y los arcos (s,i) para todo ieN+ y (k,s') para toda keN
como se muestra en la figura siguiente:
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Figura 3.13

Se colorean todos los nuevos arcos de blanco. La aplicacion del lema de Minty para
el arco J' lleva dos posibilidades:

i)

i)

Existe un circuito elemental P compatible con la coloracion que contiene al
arco J'. Puesto que J' es blanco, este circuito debe ser de la forma P: s', J', s,
ji P, 2, 8" en donde j; ~(s,i) con ieN" j; ~(k,s") con keN- y P' es una
trayectoria de i a k compatible con la coloracién. Con esto se establece una
correspondencia biunivoca de los circuitos P' con estas caractenisticas y las
trayectorias P i - k con ieN*, keN" de donde se deriva la primera condicién
del teorema de la trayectoria coloreada.

Existe un corte elemental Q compatible con la coloracion que contiene el arco
J' En este caso Q no puede contener ningun arco nuevo distinto de J' puesto
que, siendo estos blancos, no satisfarian las restricciones de color (nétese
que jeQ). ‘

De aqui que los demas arcos de Q son arcos de la red original G y por tanto
constituyen un corte compatible con la coloracion en ella. De nuevo, esta
correspondencia de cortes es biunivoca por lo que se deriva la segunda
altermativa del teorema de la red coloreada.

Conviene sefialar que el Lema de Minty en términos algebraicos es equivalente al
Lema de Farkas; que no es otra cosa que un resultado de separacion de dos
conjuntos convexos (poliedros).
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EJEMPLO 3.12

Determine si el arco j~(i4,is) pertenece a un circuito elemental compatible o a un corte
elemental compatible con la coloracién definida en la red de la figura siguiente:
Figura 3.14

Solucion:

Para verificar si este arco pertenece a un circuito o corte elementales compatibles
con la coloracion se utilizara el algoritmo de Minty. Es decir, se resuelve el problema
de la trayectoria coloreada de N* = {i;} a N = {is}

Utilizando el algoritmo de enrutamiento se obtiene la trayectoria compatible de iy a is

P4 52155

esta trayectoria P junto con el arco js forman un circuito elemental.

EJEMPLO 3.13

Determine si el arco js pertenece a un circuito elemental compatible o a un corte
elemental compatible con la coloracién dada en la red de la figura siguiente:
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Figura 3.15

Solucién

Aplicando el algoritmo de enrutamiento se determina Q=[S,N\S] donde S={i,, i, is}
que contiene a jg y es compatible con la coloracion.

APLICACIONES A CONEXIDAD

El algoritmo de la red pintada proporciona un medio eficiente para probar cuando una
red es conexa y si no lo es nos sirve para determinar sus componentes.

Seleccione un nodo arbitrario s y aplique el algoritmo con N* = {s} y N=C y todos los
arcos pintados de verde. En la terminacion habra un enrutamiento méximo con base
s (es decir base {s}) comrespondiente a cierto conjunto S que contiene a s. De la
naturaleza del pintado, es claro que S consiste de todos los nodos alcanzables por
trayectonas que empiezan en s y describe un sistema particular de trayectorias que
completan la tarea. Si S = N, G esta conectada. Si no, entonces los nodos en S, junto
con los arcos incidentes a ellos forman la componente de G conteniendo a s.

Para determinar otra componente seleccione cualguier nodo que no estd en S y
repita el procedimiento. Después de una sucesion finita de tales célculos todas las
componentes se identificaran.

La prueba para una red fuertemente conexa, necesita el doble del esfuerzo.

Aplicando el algoritmo como se. hizo antes, y comenzando desde un nodo

arbitrariamente seleccionado s, pero con los arcos pintados de blanco. Esto nos da

un enrutamiento maximo compatible con la coloracion 6,, asociado con un conjunto
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de nodos S,.. Repetimos la aplicacién con los arcos todos blancos, obteniendo 6, y
Sh.

Obviamente, los nodos en S,, (fuera de s) son aquélios que pueden alcanzarse por
una trayectoria positiva desde s, mientras aquélios en S, son los que pueden liegar a
s a través de una trayectoria positiva. Entonces el conjunto S = S,, NS, esta
compuesto por todos los nodos fuertemente conectados a s. Si S = N, G es
fuertemente conectada. Si no, S suministra una componente fuerte conteniendo a s
(como podemos ver en la figura siguiente).

En el caso de una red en una ciudad se pueden pintar las calles de doble sentido de
verde, todas las de un sentido de blanco, y todas las que estén cerradas por
reparaciones de rojo. ; Sera posible ir de un nodo a cualquier otro nodo?

Figura 3.16
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3.5

NOTAS HISTORICAS

La teoria de graficas y redes ha sufrido de una falta de estandarizacién en cuanto a
su terminologia, diferentes autores usan diferentes palabras para el mismo concepto,
0 una misma palabra en diferente sentido. En parte, ésto se debe a que hay muchas
areas de aplicacion.

En el caso de las "trayectorias" como las que se exponen aqui es dificil encontrar
dos textos que estén de acuerdo, lo mismo sucede con cortes. La terminologia
usada aqui es acorde con el teorema de la red coloreada y el Lema de Minty.{1960),
aunque Minty so6lo usé tres colores, él no admitio la categoria de usar negro, solo se
refiere al sentido inverso de los arcos blancos. Sin embargo, ésto no provoca ningun
problema al usar arcos negros. Enrutamiento se usa por otros autores como arcos
con raiz o arborescencias, que veremos mas adelante.
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4.1

4.2

CAPITULO 4
FLUJOS Y CAPACIDADES

INTRODUCCION

En muchos problemas de redes se involucran flujos que tienen ciertas restricciones
en al menos uno de los arcos, también se pueden tener restricciones en las
divergencias permitidas en los nodos. El proposito de este capitulo es introducir los

conceptos necesarios para resolver estos problemas asi como analizar el problema
clasico de flujo maximo, y sus correspondientes metodos de solucion.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE DIVERGENCIA

El problema de flujo maximo fue resuelto en 1986 por R. L. Ford y R.D. Fulkerson
que de hecho fueron los iniciadores de Ia era de flujo en redes independientes de
redes eléctricas.

INTERVALOS DE CAPACIDAD

El flujo en un arco j de una red varia en un intervalo cerrado c(j), denominado
intervalo de capacidad de j. Dicho intervalo se denota por:

c() = [c (), c°()]
donde c(j) es la minima capacidad y c*(j) es la méxima.

La unica restriccion es que c(j) sea un intervalo no-vacio. En particular c'(j) puede
ser +oo y C(j) puede ser -oo.

Un flujo se dice factible si x(j) € c(j) paratodaje A.

Algunos ejemplos de intervalos de capacidad son:

1. c(j) = [-c, ¢] con 0 < ¢ <+ ; el flujo x puede usar el arco j en ambas
direcciones pero el flujo debe satisfacer | x(j)| <c.

2. ¢(j) = [0, ¢] con 0 < ¢ <+ como en el ejemplo anterior, pero el arco sélo puede
usarse en direccion positiva.

3. c(j) = [0, =) el arco sblo puede usarse en direccién positiva, pero no hay una
cota superior en e! flujo.

4, c(j) = (-o0, + o) aqui no hay ninguna restriccion de flujo en el arco j.

5. c(j) = [c, c] con - «© < € < +oo; @aqui hay un requerimiento exacto, x(j)= ¢
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Una consecuencia directa de que los flujos en los arcos estén acotados es que se
restringe el flujo que puede pasar a través de un corte. Especificamente, el flujo x a
traves de un corte Q se define como:

egx =D x())~ 2, x()) .1

jeQ* Jeg"
donde eq es la funcion de incidencia para Q. Este se puede interpretar como la
cantidad neta de matenai que fluye a través de Q en la direccion de la orientacion de
Q.

Para reforzar esta interpretacion escriba Q = [S, N\S] para el conjunto de nodos S, se
define la divergencia de x desde S como:

»S) =2 y0) (4.2)

Esta cantidad representa la cantidad neta de material originada en S (esto es, la
cantidad total de la fuente menos la cantidad total del sumidero). Estas cantidades
(4.1) y (4.2) se relacionan a través del principio de divergencia.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE DIVERGENCIA
Sea x un flujo en la red G y sea el corte Q= [S,N\S]. Entonces y(S)= eq X
[divergencia de x desde S] = [flujo de x a través del corte Q]

Demostracion

Usando las definiciones de y = div X y de eq se tiene:

WS =Dy =3 3 e, Dx(j) =D eli, N¥() =

isS jed jeA S

=3 el, Hx(N+ D, D e, j)x(j) =

- e s JsQ” i8S
= > x()- D x(N)=eyx
jeg" Lo

Nota: La regla de divergencia total donde y(N)=0 es un caso particular del principio
de divergencia ya que si S = N entonces Q=¢ y de aqui se concluye el resultado.
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EJEMPLO 4.1

Dada la red

Figura 4.1

Cony(1)=7,y(2)=4,y@) =4, y(4)=3,y(5) =-18

Se puede observar que la divergencia de x desde S: y(S)=7 + 4 + 3 = 14 y el flujo
x a través de Q

Q' ={Js4, Js, Jg}= 4-3+9=10
Q ={J2, J7}=-2-2=-4
eq X =10-(-4)= 14, son iguales

EJEMPLO 4.2
Dada la siguiente red

2

Figura 4.2
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56 7
0-10

N

I 11
yi O

234
0-3

(6,4

S={1,24}
Q= {Ja,Js,J2,J6.J7}
¥(S)=2 = eq.x

Ejercicio
Verifique el principio fundamental de divergencia en la siguiente red:

Figura 4.3

En un corte Q se observa:
¢ ()< x()<c'g) jeQ"
') <-x() <€() jeQ
y sumando se tiene:
Yo ) < e )
159" jeQ* et
()<= ¢ ()
60

Y s-Y
JjeQ~ Je"
PRAO BN OEDIE-HEDIE N EDIE NV ED W)
JeQ* JeQ” JeQ* Jeg~ JeQ JeQ~
C(Q) < flujo a través dei corte Q < C*(Q)

éstas son las capacidades inferior y superior del corte, el intervalo de capacidad

asociado con Q es ¢(Q) = [c(Q), c'(Q)]
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PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO EN UNA RED
Sea G una red con intervalos de capacidad, y sean N* y N conjuntos de nodos
disjuntos de G. Sea también cualquier flujo x que se conserva en todos los nodos

que no pertenecen a N* 6 N, en otras palabras, tales que tienen y(i)=0 para toda i ¢
(N* U N) y donde y = div x. Por la regla de divergencia total se tiene que:

0=3 y() =3 y()+ 3 i)
lo que implica
Y(N')= -y(N)

Esta ultima cantidad recibe el nombre de flujo de xde N*a N’
PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO
El problema de flujo maximo queda entonces definido de la siguiente manera:

E! problema consiste en maximizar el flujo de N* a N” sobre todos los flujos x tales
que y(i) = 0 para todas las i € N* U N~ factibles con respecto a as capacidades.

Se supondra la existencia de al menos un flujo que satisfaga todas las restricciones
de capacidad y conservacion.

La minima cota superior del conjunto de flujos factibles de N* a N" se denomina el
supremo en el problema de flujo maximo. El supremo puede ser infinito, un fiujo
cuyo valor es igual al supremo se dice solucién al problema de flujo maximo.

Una formulacion del problema en términos de programacion lineal equivale a

max z = Z Ze(i, Nx())

iaN* jed
sujeto a
D e, Nx(j)=0 ig N*ON~  (restricciones de conservacion)
Jjed
c(Nx(Nsce™(j) Jjed (restricciones de capacidad)

Para resolver este problema se introduce el concepto dual de corte minimo que sera
utlizado como herramienta de optimizacion. Como se habia mencionado
anteriormente, todas las trayectorias de N* a N utilizan algun arco de cualquier corte
Q: N* I N, de este modo los cortes constituyen "cuellos de botella" para el valor del
fiujo de N* a N". Es decir:
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PROPOSICION 4.1

Sea x un flujo que satisface las restricciones del problema y sea Q: N*¥N" un corte
que separa N* de N entonces
flujo de x de N* aN < C*(Q)

Demostracion:

Puesto que Q es un corte que separa N* de N entonces es de la forma [S,N\S] con
N*cSyS~ N =¢ Ademas como x se conserva en todos los nodos excepto los de
N* U N, se tiene que y(i)=0 para i ¢ S\N*, por tanto y(N*) = y(S), pues y(i) = 0 para
toda ieS\WN'. Asimismo por el principio de divergencia y(S)=eq x < C*(Q) lo que
demuestran la proposicién.

PROBLEMA DE CORTE MINIMO
Minimizar C*(Q) sobre todos los cortes Q:N* 4 N’

Una consecuencia inmediata, de la proposicion anterior esta dada por:

Supremo en problemas de < minimo en problemas de
flujo maximo corte minimo

La relacién mas importante entre los dos problemas es el hecho de que la igualdad
se cumple en los 6ptimos. Para probar este resultado es necesario definir los
conceptos de trayectoria aumentante de flujo y trayectoria de capacidad ilimitada.

Definicién 4.1
Una trayectoria P:N" — N” es aumentante para el flujo x

Si

x(j) < ¢*(j) paratodajeP*
y

X(j) > c(j) paratodajcP

Claramente, el flujo x puede mejorarse a través de una trayectoria aumentante. En
efecto, puede garantizarse la existencia de un numero a>0 tal que:
x()+ta jeP
X(N=x(N+ae, (H=9x())-a jeP"
x(j) jer

Es importante notar que el flujo X' construido de esta manera cumple con todas las
restricciones del problema para todos los valores de o que cumplan
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a< ¢ (j)-x() para toda jeP*
a< x()- ¢ () para toda jeP’

ya que con esto C(j)< x(j) < c'(j), pard toda jcA ademas

divx=divx +adiv e

pero
div eyi) = 1 siieN’
div e,fi) = -1 siieN
div ep(i) =0 siigN"UN
a>0

Esto implica que X' se conserva en todos los nodos fuera de N'UN' y también que:
ffiujo X de N* a N7 = [Flujo x de N* a N +a

de aqui que X' sea mejor que x. .

Al valor maximo del nimero o se le llaiha capacidad incremental de la trayectoria P.
Se dice que una trayectoria P: N* - N tiene capacidad ilimitada si su capacidad
ihcremental no es finita; es decir, si:

c'(j)=+ paratodajeP’y
c(j)=- para toda jeP”

EJEMPLO 4.3

En la figura 4.4 se muestran trayectorias aumentantes, con capacidades
incrementales 3,5 y 1 respectivamente:

a) fiujo inicial
O O Oaa'C)
38 N/ 09 ©.10)
Figurad4.4a
flujo actualizado: a=3
Figura 4.4b
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b) flujo inicial
Figura 4.4c

. 4 8 5
Deis (D
1.5) 38 09
flujo actualizado: o=5

Figura 4.4d
¢) flujo inicial
(O (o Da(5)
03) 03) ° 03) 03)
Figura 4.4e

flujo actualizado: a=1

) ()
I4 I5
Figura 4.4f

La siguiente es una trayectoria no aumentante

OO O O®
08) B33 ./ @10 0.10)

Figura 4.4g
Ya que se tiene a. = 0 en el segundo arco.
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TEOREMA DE FLUJO MAXIMO - CORTE MINIMO (FORD Y FULKERSON)
Suponga que existe al menos un flujo x que satisface todas las restricciones del
problema, entonces:

minimo en problemas de

corte minimo

Supremo en problemas de
flujo méximo

Demostracion:

La demostracion de este teorema es constructiva por lo cual constituye un algoritmo
para resolver ambos problemas. En vista del resultado que afirma que el supremo en
el problema de flujo maximo es menor o igual que el infimo en el problema del corte
minimo, basta exhibir un flujo x y un corte Q tales que:

[fiujo de x de N* aN=C*(Q)

Para ello, considere cualquier flujo x en la red G tal que se conserva en todos los
nodos fuera de N'UN' y construya un corte aplicando
)S=N'
i) SiieN"  j~(i,i" eA yx(j) <c*() o}
j~ (@0 e A yx()>c()
actualice S = N* U {i}

Repita (ii) hasta que no sea posible agregar nodos a S.

Es importante sefialar que los nodos de S son aquellos a los cuales aun puede
enviarse fiujo. Pueden presentarse entonces dos casos: S~N' + ¢, 0 bien SAN=¢.

Caso 1 Si SnN#¢ entonces aun puede enviarse flujo de N* a N', es decir, dada la
construccion de S, existe una trayectoria P:N* — N tal que x(j)<c’(j) paratodajeP"y
x(j) > c(j) paratoda jeP". De aqui se concluye que P es una trayectoria aumentante
para el flujo X. Sea o la capacidad incremental de P y se define x como sigue:

x()+a st jeP”
x(J)=4x())-a si jeP~
x(J) en otro caso

Construya de nuevo el conjunto S con el procedimiento (i), (i) utlizando este fiujo
mejorado.

Caso_2 Si S~N'=¢, entonces Q= [S,N\S] es un corte de Q por construccién se tiene
que x(j)=c'(j) paratodajeQ" y x(j)=c(j) para toda jeQ’; entonces puesto que SN’
=¢
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lﬂujode xde N"a N‘Jzy (N)=y (S)=e,x=

=2 X)) -2 x(N=Y.c(N-Ye ()=
10" o jeg' jeQ
=C"(Q)

En este caso x es flujo maximo y Q es corte minimo.

ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON

Propésito: Determinar el flujo maximo de N a N" en una red G en la cual no existen
trayectorias de capacidad ilimitada.

PASO 1

PASO 2

PASO 3

3.1

3.2

Descripcién
Determinar x, un flujo que satisfaga todas las restricciones del probliema.

Colorear los arcos de G de acuerdo a:

Verde si ¢ ()< x() <c’()
Blanco si ¢(j)=x() <c’()
Negro si c()<x() =c'()
Rojo si ¢ () =x(j) =¢"())

Utilizar el algoritmo de enrutamiento para determinar una trayectoria
compatible con la coloracion (es decir, una trayectoria aumentante para x).
Si se determina la trayectoria P: N° — N compatible con la coloracién,
calcular:

N
x()y-c¢c (j) jeP’

hacer x=x+ o e,y regresara 2

Si se determina un corte Q:N" { N compatible con la coloracion terminar con
el flujo maximo x y el corte minimo Q ya que este ultimo satisface

c'() = x() jeQ’
c) =x0) je@

y por lo tanto el flujo x a través de

Q= x()- Y x(j)=C(Q)

Jsg* jeQ~

Nota: El valor en la igualdad del teorema puede ser +o cuando el corte tiene capacidad

ilimitada.
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EJEMPLO 4.3

En la siguiente red se busca el flujo maximo que se puede enviar del nodo s al nodo
s’, se aplica el algoritmo de flujo maximo, comenzando con un flujo cero x(j) = O para
toda j ¢ A Esto es posible porque todos los intervalos de capacidad contienen al
cero.

Figura 4.5

En siguiente figura se muestran los numeros en cada arco que corresponden a las
iteraciones 1 a 5.

000000

Figura 4.6

Las correspondientes trayectorias aumentantes son:

Pissihoiz>isos
Pas—oijeig—>s
Pisosbeisos
P4ZS—)i2—)i3—)i4——)S'

Pss sihe-ise—ize-igeig—> s

§RBERE
nmu nnn
- A - - W
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La iteracién seis no nos proporciona ofra trayectoria de flujo aumentante, solo el
corte Q =[S, N\S] correspondiente a S = {s, iy}. Asi, el flujo x en esta etapa resuelve
el problema de flujo maximo mientras Q resuelve el problema de corte minimo. El
flujo de s as' es 8, y éste es el mismo valor de c*(Q).

Note que la cancelacion del flujo toma lugar en la iteracién 5 en los arcos (iy, is) € (ia,
is) donde las trayectorias P, y Ps comren contrarias una con otra. Tal cancelacion
corresponde al enrutamiento de un flujo anterior, y el algoritmo no funcionaria si esto
no fuera pemitido.

Ejercicio

Considere la siguiente red y determine el flujo maximode Sa S'.
Figura 4.7

Justificacion de convergencia del algoritmo.

Suponga que las capacidades de los arcos c'(j), ¢(j) y los valores de flujo inicial x(j)
son conmensurables, es decir, son muitiples de cierta cantidad q. En particular
capacidades y flujos enteros son conmensurables con g=1. De esta condicion de
conmensurabilidad se concluye que los nimeros o y x'(j), calculados durante el
algoritmo, son también multiplos de la cantidad q. De aqui que, en cada iteracion, el
flujo de N* a N se incrementa al menos en la cantidad positiva q y por lo tanto se
realiza un numero finito de iteraciones si no existen trayectorias de capacidad
ilimitada. Sin esta condicién puede no converger el algoritmo o0 que converja dando
una solucién errada.

Discriminacion de arcos

La condicion de conmensurabilidad puede eliminarse si el algoritmo de Ford y
Fulkerson se utiliza con una pequefia modificacion llamada criterio de discriminacion
de arcos. Este cambio consiste en utilizar, siempre que sea posible, arcos verdes
durante la rutina de enrutamiento; cuando se utilizan trayectorias de arco verdes, el
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flujo "mejorado” alcanzara la cota superior o la inferior para al menos un arco, el
correspondiente al valor de a. De este modo, para la siguiente iteracion, al menos un
arco se vuelve blanco o negro mientras que los que tenian estos colores no se
alteran. Después de un numero finito de iteraciones no existen trayectorias
aumentantes con todos los arcos verdes, por lo que para continuar con el proceso
de aumento de flujo (si esto es posible) debera recurrirse a los arcos blancos o
negros. En tal momento hay un conjunto S correspondiente a un corte Q que no
contiene arcos verdes; es decir, todo arco j de Q satisface x(j)= c'(j) o x())= x(j) o
ambas. De aqui que

> x())— Y. x(j) =flujo a travésdel corte Q0 = flujo xde N"a N~
Jj2" JjeQ"

EL PROBLEMA DE FACTIBILIDAD DE FLUJO

El algoritmo de flujo méximo requiere inicialmente un flujo factible en la red, es decir,
un flujo que satisfaga las restricciones de capacidad y conservacion en arcos y
nodos respectivamente. Se considera un caso especial de un modelo mas general
llamado el Problema de Distribucion Factible, donde ademas se tiene que las
divergencias en los nodos deben coincidir con cantidades preestablecidas de oferta
y demanda en los nodos.

PROBLEMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE

Sean los intervalos de capacidad C(j)= [c'(j), ¢'(j)] para todo arco ] y sean los valores
de oferta b(i) para todo nodo i. Se desea determinar un flujo x tal que:

c(i) < x() <c*() para toda jeA
y(i) = b(i) paratodaieN, (y=divXx)

La funcion b recibe el nombre de funcion de oferta, entendiéndose como demanda
una oferta negativa. En el caso particular en que b=0 el problema recibe el nombre
de problema de circulacion factible.

Debido al principio de divergencia total, una condicion necesaria para que exista
solucion al problema de distribucion factible es b(N) = 0; es decir, que la oferta total
sea igual a la demanda total.

Ei problema puede ser mas general si en vez de considerar un cierto valor para la

divergencia, se permite que esta ultima pueda tomar valores en un determinado
intervalo llamado de oferta y se formula como:
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PROBLEMA DE FLUJO FACTIBLE GENERAL
Determinar un flujo x tal que

x(j) € C(j) para toda jeA
y(i) e C(i) para todaieN (y = div x).

Donde C(j) es el intervalo de capacidad para el arco j y C(i) es el intervalo de oferta
para el nodo i.

Puede verificarse facimente que el problema de distribucion factible, circulacion
factible y flujo factible son equivalentes.
TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE (GALE Y HOFFMAN)

El problema de distribucion factible tiene solucion si y solo si b(N)=0 y b(S) <C'(Q) v
Q=[S,N\S] con ScN.

Demostracion:

Condicion necesarnia

La condicion b(N)=0 debe cumplirse como se estableci6 en la formulacién del
problema. Por otro lado, segtin el principio de divergencia, si SCN y Q=[S,N\S]

b(S)= [divergencia de x desde S] = flujo de x a través de Q.

Si div x = b como x debe ser un flujo factible con respecto a las capacidades de los
arcos. ‘

b(S)eC(Q)=[c(Q), c'(Q)]
En particular b(S) < ¢*(Q).

Condicién suficiente

Se prueba constructivamente con el algoritmo de distribucion factible.
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ALGORITMO DE DISTRIBUCION FACTIBLE

Proposito: Resolver el problema de distribucion factible.

b)

Descripcion

Determinar un flujo factible x con respecto a las capacidades de los
arcos.

Sean N*={ieN| b(i) > y(i)}, N'= {ieN| b(i) < y(i)}
Si N*=N'=¢, entonces el flujo x es la solucién deseada, terminar.

Si N*349 y N3¢, colorear los arcos de la red de la siguiente manera:

Verde si () <x() <c'()
Blanco si () =x() <c'()
Negro si () <x()=c"()
Rojo si c(j) = x() = c'(j)
ir al Paso 3.

Aplicar €l algoritmo de enrutamiento a la red.
Si se determina una trayectoria P:N* — N compatible con la

coloracién, calcular;

c(N-X))  jeP
o Jx()-c () jeP
a=min
b(i)~ y(i) inodoinicial de P(en N ")
y(i)—b(@i) inodo terminalde P(en N ")

Hacer X' = x + ae, y regresar al Paso 2.

Si se determina un corte Q=[S,N\S] compatible con la coloracién,
terminar, no existe solucién al problema.
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EJEMPLO 4.4

Determine un flujo factible en la red siguiente:

¢10,10)

Figura 4.8
PASQ 1

Se inicia con el flujo x factible con respecto a los arcos. En la figura se muestra en los
arcos el flujo y el color del arco, asi como los conjuntos N+ y N- de nodos cuya
divergencia es mayor 0 menor que la demanda.

Figura 4.9

PASO 2
i|]1 2 3 4 5 6 7 8
yi)[5 0 0 -5 0 -5 0 +5
b()]14 0 0 0 0 14 0 O

entonces N'={1, 4}y N ={6, 8}

PASO 3
Se obtiene la trayectoria compatible con la coloracion

P.1>7->8
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En la figura 4.10 se muestra la trayectoria con arcos mas gruesos y el flujo
actualizado en los arcos asi como la coloracion.

a=min {9-3,10,14-5,5}= 5

lteracion 1
i |1 23 45 6 7 8
yi)j10 0 0 -5 0 5 0 O
b(ii){j14 0 0 0 O -14 0 O
de donde

N'={1, 4} y N'=(6}

con la coloracion correspondientey P: 4«8 -6y a=min {10, 16, 5,9} =5
con el nuevo flujo que se muestra en la figura 4.11

(e ge)

7 18

Figura 4.11
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lteracion 2
La divergencia y las ofertas son

i |1 23 4 5 6 7 8

yi)[10 0 0 0 0 10 0 O
b(i) |14 0 0 0 0 14 0 O

de donde N* = {1} y N" = {6}
y la trayectoria compatible con la coloracién
P15254«8->6

con a = min {10-5, 8-0, 0-(-5), 20-9, 14-10, -10 —(-14)} =min {5, 8, 5, 11, 4,4} = 4

lteracién 3
i | 12345678
yi) |14 0 0 0 0-14 0 O
N*=N=¢ y(i)=b(i) para toda i
Figura 4.13
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ALGORITMO DE RECTIFICACION DE FLUJO

Una alternativa natural para resolver el problema de distribucion factible consiste en
determinar inicialmente un flujo factible con respecto a las restricciones de oferta en
los nodos y posiblemente no factible con respecto a las restricciones de capacidad
sobre los arcos. Al igual que en el algoritmo de distribucion factible se construye en
cada iteracién, un flujo que "rompa menos" las restricciones de capacidad en el
sentido de que el flujo definido sobre el arco se acerque mas a las cotas de
capacidad en cada iteracion.
Descripcion

PASO 1 Determine un flujo x que es factible con respecto a las restricciones de
divergencias, es decir divx=b '

PASO 2 Defina los conjuntos de arcos:

A" ={jeAX() > c'()} A = {eAx() <c()}

a) Si A'=A=}, entonces x es la soluciéon deseada, terminar.
b) Si existe jeA" 0 je A, colorear los arcos de la red, de la siguiente manera:

verde si ©(j) < x@) <c'()}
blanco si x() <c(); x() <c'()
negro si x() = ¢'(); x@) > c()
rojo si c(j)= x(j)= c'(j)

ir al paso 3

PASO 3 Aplique el lema de Minty:
a) Si se determina un circuito elemental P compatible con la coloracion, que
contenga a j calcular:
¢ (j) - x(j) jeP?
o = min{x(j) - ¢ (j) je P~
o

donde

= min {c h-x()  jeA
x(~c () jeA”
Hacer x' = xta. e, eira2

b) Si se determina un corte Q= [S,N\S] compatible con la coloracion que contenga a
j terminar, ya que en este caso no existe solucién al problema.
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EJEMPLO 4.5

Determine un flujo factible en la red de la figura siguiente:

{10.10)

Figura 4.14
iteracion 1

Figura 4.15

A" = {(i3,i6)} A = {(ia,i1),(ie.is)}

P, i4—)i1—-)i7—)i4

Py is(—i3—-—)is—)ia—)ie

que contienen a los arcos (is,i1) ¥ (is,ls) respectivamente

Para el primer circuito se obtiene:

@, =min{9-4,10-08-0}=min{510,8}=5
a, =min{l0-0,8,20-0,20 - 4}= min{l0,8,20,16} =8
resultando el flujo ‘
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Iteracion 2

A'=¢ A{(ie,Is)}

Sea P;: is—is—ig—is  que contiene a (ig,is)

a=min{12,12,8}=8

y resulta para aste flup A" = A" = ¢

DESCRIPGION DEL ALGORITMO DE ETIQUETADO DE FORD FULKERSON

El método que se describira a continuacion, resuelve el problema de flujo maximo a
trdvés de etiquetar nodos. A grandes rasdos consiste en lo siguiente: Primero, sg
etiqueta el nodo origen s con dos etiquetas [s, o] indicando que en este nodo sé
dispone de cualquier cantidad de flujo. Después, si j es un nodo etiquetado y puede
enviarse fidjo del nodo j al nodo i, recibe dos etiquetas [+j, x(Ji)]. La primer etiquetd
sefa de la forma +j si icP*(j), es decir, si puede aumentarse fiujo a través del arco j.
Sera de la forma -j si icP7(j), es decir, si puede disminuirse el flujo a través del arco
(i,i). La segunda etiqueta es la cantidad de flujo que puede enviarse de ja iy se
calculara por lo tanto como el minimo entre x(ji) y h donde

X siieP(j)

{cni -x; siieP(
ij

Debe observarse que si h = 0 no puede enviarse flujo de j a i, por lo que no se
etiquetara con {j, x(ji)]. Aquf c’; es la capacidad maxima del arco

Este proceso de asignacion de etiquetas a nodos se repetira mientras sea posible. Si
el nodo destino t recibe etiquetas entonces, dado el modo de etiquetar, existe una
trayectona aumentante de s a t con una capacidad incremental igual a x(t) y por lo
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tanto se procedera a determinar ésta con la ayuda de la primer efiqueta, y se
actualizara el flujo a través de ella. Si, por el contrario, t no recibe etigueta alguna,
entonces se habra determinado el flujo méximo. Para justificar esto ultimo considere
el conjunto de arcos que tienen extremo inicial etiquetado y extremo final no
etiquetado; este conjunto forma un corte de capacidad igual al valor del uitimo flujo
definido y por lo tanto éste es maximo.

Note la similitud de este algoritmo con la demostracién del teorema de flujo maximo -
corte minimo.

Es importante observar que el algoritmo converge solo si las capacidades para el
flujo en los arcos son enteras; sin embargo, en casos donde las capacidades sean
racionales, pueden transformarse éstas en enteras multiplicandolas por la potencia
de 10 adecuada. De este modo, el algoritmo puede usarse también en estos casos.
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Propésito:

PASO 1
PASO 2

PASO 3

31

3.2

PASO 4

41

PASO 5

ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON

Determinar el flujo maximo entre el origen y destino en una red G.
Descripcion

Iniciar con cualquier flujo factible x

Etiquetar el origen con [s, oo}

Elegir un nodo etiquetado y no examinado; sea j dicho nodo y sean [4,
x(ji)] sus etiquetas.

Para todo icP*(j) que no esté etiquetado y tal que x; <C'; asignar la
etiqueta [+, x(i)], donde x(i) = min {x(j), ¢ - X}

Para todo ieP(j) que no este etiquetado y tal que c’; >0 asignar la
etiqueta [}, x(i)], donde x(i) = min {x(), x3}

Se puede decir ahora que el nodo j ha sido examinado
Repetir el paso 3 hasta que suceda:

El nodo destino t no tiene etiqueta y todos los nodos etiquetados han
sido examinados. Terminar, ya que el flujo factible x es maximo o

El nodo t recibe etiqueta. ir al paso 5

Seay=t

5.1  Silaetiqueta de y es de la forma [+z, x(y)], hacer

Xoy = Xey + X()

5.2 Silaetiqueta de y es de la forma [-z, x(y)] hacer

PASO 6

Xyz = Xyz = X(t)

Si z = s, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2 actualizando el

flujo en la trayectoria.

Siz # s, hacery = z y regresar al paso 5
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EJEMPLO 4.6

Determine el flujo maximo de s a t en la siguiente red usando el algoritmo de Ford y
Fulkerson.

Figura 4.17
PASO 1
Como se puede observar de la figura 4.17 todos los arcos tienen al cero como cota
inferior, es por esto que los numeros sobre los arcos o que representan son las
capacidades maximas de cada uno. Asi que se propone el flujo factible inicial x = 0.

PASO 2
Primero se etiqueta el nodo s con [s, «}, después se calculan las otras etiquetas
conforme a los pasos 3 y 4 del algoritmo.

PASQO 3
Se elige el nodo s puesto que esta etiquetado pero no examinado. Los sucesores i
de s no etiquetados y tales que xg < g4 son 1y 2 por lo cual

1 recibe etiqueta [+s, min{«c,2}]
2 recibe etiqueta [+s, min{co,6}]

El nodo s ha sido examinado.

Se repite el paso 3.

PASQO 4

Se elige el nodo 1 puesto que esta etiquetado pero no examinado, los sucesores i de
1 no etiquetados y tales que x4; <C+4; son 3 y 4 por lo que

PASQO 5

3 recibe etiqueta [+1, min{2,3}]
4 recibe etiqueta [+1, min{2,2}]
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El nodo 1 ha sido examinado.

iteracion 1
Se elige el nodo 4

El sucesor i de 4 no etiquetado y tal que x4 < ¢’ es t, de donde:
t recibe efiqueta [+4,2]
El nodo 4 ha sido examinado.
Puesto que el nodo t recibi6 etiqueta existe una trayectoria aumentante de s a t. Se

determina ésta y se actualiza el fiujo a través de ella en los pasos 5 y 6, ver figura
418

%))

&

[s.]

©8)

[+s 8] [+1.2)

Figura 4.18
y =1, su efiqueta es [+4,2] entonces x4 = 2
y = 4, su etiqueta es [+1,2] entonces x4 = 2
y =1, su etiqueta es [+s,2] entonces Xy =2
Con este nuevo flujo de valor 2 se realiza otra iteracion.

lteracién 2

Las etiquetas resuitantes de esta iteracion se muestran en la siguiente red:
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421 (+4.1]

G

2.2) Q.8
/ \\
(s, ] (\5& 2) o }. +3.1]
o
©.5) ~ @f)
\‘Q? - '{Q/

[+s B} [+2.4)

Figura 4.19

De nuevo, se etiqueto s con [s, «], después:

Se elige el nodo s

El vecino i de s no etiquetado y tal que xy < ¢+ es 2 por lo cual
2 recibe etiqueta [+s, min{wx,6}]

El nodo s ha sido examinado.

Se elige el nodo 2

El unico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y Xa4 <C+34 por lo que
4 recibe etiqueta [+2, min{6,4}]

El nodo 2 ha sido examinado.

Se elige el nodo 4

El sucesor i de 4 no etiquetado y tal que x4 < c+4 es 3, de donde:
3 recibe etiqueta [+4,min{4,1}]

El predecesor de 4 no etiquetado es 1y x14 > O de donde
1 recibe etiqueta [-4, min{4,2}]

El nodo 4 ha sido examinado.

Se elige el nodo 3

El sucesor no etiquetado de 3 es t y xa < qa, de donde
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