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Esta obra esta dirigida principalmente a los estudiantes de la asignatura Hidraulica Basica que

se imparte en la Facultad de Ingenieria UNAM, si bien, al presentarse de forma digital y de li-
bre acceso, puede ser consultada por los estudiantes de otras instituciones y por quienes tengan
interés en el estudio de la hidraulica.

Con el proposito de que los estudiantes ya tengan acceso a este material, se opto por publicar la
primera parte, la cual consta de los siguientes capitulos.

1. Propiedades de los fluidos

2. Hidrostatica

3. Fundamentos para el andlisis de flujos

4. Ecuaciones fundamentales de la hidraulica
5. Anélisis dimensional y similitud dindmica

En ellos se presentan los principios y las ecuaciones basicas de la hidraulica, asi como las ecua-
ciones de uso frecuente en la modelacion hidraulica.

En el primer capitulo se analizan las propiedades comunes a los fluidos, con especial énfasis en
el agua, que es el objeto de estudio en un curso de hidraulica.

El segundo capitulo inicia con las ecuaciones estaticas de Euler y a partir de estas es clara la cla-
sificacion entre fluidos compresibles e incompresibles (liquidos). Posteriormente, se calculan
los empujes que ejercen liquidos en reposo sobre diferentes superficies, incluidos los cuerpos
en flotacion, de los cuales se analizan sus condiciones de estabilidad. Finalmente, se analiza la
variacion de la presion en un liquido sujeto a aceleracion lineal uniforme o a rotacion uniforme
respecto a un eje vertical.

En el capitulo 3 se presentan los fundamentos para analizar el movimiento de liquidos y asi rea-

lizar simplificaciones en las ecuaciones que lo describen. A partir de las leyes del movimiento
de Euler se deriva la conocida ecuacion de Bernoulli y su aplicacion a problemas sencillos.




En el capitulo 4 se presentan los métodos de analisis que se emplean para describir el movimien-

to de los liquidos, asi como los principios basicos que se emplean para describir su movimiento:
conservacion de masa, primera ley de la termodindmica y la segunda ley de Newton. A partir de
estos principios se derivan, respectivamente, para un volumen de control finito: la ecuacion de
continuidad, la ecuacion de la energia y la ecuacion de cantidad de movimiento; las cuales son
las ecuaciones que se emplean en la mayor parte de los problemas ingenieriles.

El objetivo de los primeros cuatro capitulos es que el estudiante comprenda las propiedades de
los liquidos, de las leyes que rigen su movimiento y que las pueda aplicar para resolver proble-
mas practicos.

El analisis matematico de un flujo es con frecuencia insuficiente para resolver todos los aspec-
tos de un problema, ya que en muchos casos las ecuaciones tienen simplificaciones que no son
aceptables en el problema real o son demasiado dificiles de resolver; en estos casos la experi-
mentacion es el método que permite obtener informacion confiable que complementa al analisis
matematico. El capitulo 5 se enfoca en la similitud en la mecanica de fluidos y con aplicaciones
especificas en la hidraulica, asi como determinar cudl es la fuerza preponderante en el movi-
miento que sera relevante en la simulacion.

La segunda parte de la obra comprendera los siguientes capitulos: Orificios, compuertas y vertedo-
res; Calculo de pérdidas de energia en conductos a presion; y Analisis de sistemas sencillos de tubos.

Para la publicacion de este libro digital se cont6 con la colaboracion del personal de la Unidad
de Apoyo Editorial de la Facultad de Ingenieria. Asimismo, agradezco a la licenciada Patricia
Eugenia Garcia, jefa de la Unidad, su gran apoyo y facilidades que me brind6 para la realizacion
de esta obra y, de manera especial, a la académica Elvia Angélica Torres Rojas por su invalua-
ble colaboracion en la correccion de estilo y cuidado de la edicion del libro, asi como por su
gran compromiso y profesionalismo en esta labor. Finalmente, mi reconocimiento al LDG Luis
Enrique Vite Rangel por el gran trabajo realizado en la formacion editorial y disefio de portada.
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PROPIEDADES
DE LOS FLUIDOS

1.1 DEFINICION DE FLUIDO
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Desde el punto de vista de la mecanica de fluidos, la materia solo puede presentarse en dos
estados: solido y fluido. Los fluidos pueden ser liquidos o gases. En un liquido las moléculas
estan relativamente libres para cambiar de posicién unas con respecto a otras, pero restrin-
gidas por fuerzas de cohesion. El gas no tiene forma ni volumen definidos debido a que sus
moléculas practicamente no se hallan restringidas por fuerzas de cohesion.

Aunque las diferencias entre sélidos y fluidos se pueden explicar cualitativamente con base
en la estructura molecular, la distincion especifica se fundamenta en cémo se deforma cada
uno bajo la accion de un esfuerzo tangencial. Dentro del limite eldstico un sélido puede re-
sistir un esfuerzo tangencial con una deformacion estatica, un fluido no. Cualquier esfuerzo
tangencial aplicado a un fluido provocard su movimiento de forma continua mientras se
mantenga, por lo que

Fluido es una sustancia que se deforma continuamente cuando

se le aplica un esfuerzo tangencial, por pequerio que este sea.
En el subtema 1.7.2 se analiza con mayor detalle la respuesta de un fluido cuando se le aplica
una fuerza tangencial.
1.2 EL MEDIO CONTINUO
Al estudiar a los fluidos desde el punto de vista matematico es necesario suponer que en vez
de la estructura molecular real de los fluidos se tiene un medio continuo, es decir, una distri-

bucion continua de materia sin espacios vacios. Por tanto, cuando en el analisis se proponga
un elemento muy pequeio de fluido, este debe ser lo suficientemente grande para contener

muchas moléculas.

commydey ] ojmided

¢ ojde)

(@
)
o
:\
o
=
o
N

¢ oymyde)




CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

La suposicion de un medio continuo es necesaria, debido a que, si se considera la naturaleza
real de las moléculas, la velocidad en un punto del espacio podria estar indeterminada, ya que la
velocidad seria cero, excepto cuando una molécula ocupara exactamente el punto considerado.
Para evitar problemas como el anterior, en lugar de estudiar por separado la conglomeracion
real de moléculas, se supone que el flujo es un medio continuo. Este concepto es la base de
la mecéanica de fluidos clésica y resulta valido para estudiar el comportamiento de los fluidos
en condiciones normales. Una de las consecuencias de esta hipotesis es que cada una de las
propiedades de un fluido se supone que tiene un valor definido en cada punto del espacio. De
esta manera, las propiedades del fluido se pueden considerar como funciones continuas de la
posicion y del tiempo.

1.3 CLASIFICACION DE LOS FLUIDOS

La mecénica de fluidos estudia el comportamiento de estos, tanto en condiciones de reposo como
en las de movimiento. A partir del comportamiento de algunas de sus propiedades, la mecanica
de fluidos puede subdividirse en dos amplias categorias: dindmica de gases e hidromecénica.

La dinamica de gases estudia a los fluidos que sufren cambios significativos de densidad cuando
se presentan variaciones en la presion y en la temperatura.

La hidromecanica estudia las leyes del equilibrio y del movimiento de los fluidos para los que
practicamente no hay cambios de densidad, por lo que se consideran incompresibles, como son
los liquidos. Si bien todos los fluidos se pueden comprimir, para el caso de los liquidos la presion
que permite su compresion es muy alta, regularmente fuera de las condiciones en las que usual-
mente estan expuestos, por lo que se pueden considerar incompresibles. Cuando la hidromecani-
ca se aplica al estudio del agua se llama hidraulica. Esta palabra proviene del griego v6oovAikog
(hydraulikos), originalmente se referia a un instrumento musical movido por agua, y se puede
interpretar como fubo de agua, palabra compuesta por VomQ (agua) y avAdg (tubo, flauta)*.

Un fluido incompresible en el que no se considera la viscosidad (que es una propiedad interna
del fluido que se opone al movimiento), se denomina fluido ideal y su estudio corresponde a una

rama de la mecanica de fluidos que se conoce como hidrodinamica.

* Wikipedia, consultado el 10 de octubre de 2023.
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https://es.wikipedia.org/wiki/Idioma_griego

HIDRAULICA BASICA

1.4 SISTEMAS DE UNIDADES

Todo fluido posee ciertas caracteristicas por las que es posible describir su condicion fisica;
estas se denominan propiedades del fluido y se expresan en términos de un numero limitado de
dimensiones basicas que a su vez se cuantifican mediante unidades fundamentales.

Las magnitudes fisicas requieren descripciones cuantitativas cuando se trata de resolver un
problema de ingenieria. Hay siete magnitudes que se consideran dimensiones fundamentales:
longitud, masa, tiempo, temperatura, cantidad de sustancia, corriente eléctrica e intensidad lu-
minosa. Las dimensiones de todas las demés magnitudes fisicas se pueden expresar en términos
de las dimensiones fundamentales. La longitud de un determinado cuerpo y la masa de este son
ejemplos de cantidades. La longitud, sin referirse a algiin objeto en particular, es una magnitud.

El Sistema Internacional de unidades (SI) es el de uso mas extendido a nivel mundial, y en
Meéxico este sistema debe emplearse segun la Norma Oficial Mexicana NOM-008-SCFI-2002
del Sistema General de Unidades de Medida. Sin embargo, es usual que en la practica de la
ingenieria en México aun se emplee el sistema técnico, también llamado sistema gravitacional
de unidades, en el que la fuerza es una dimension fundamental y de ahi se deriva la masa. En la
XXII Conferencia General de Pesas y Medidas, méxima autoridad de la metrologia, efectuada
en 2003, se declara el uso indistinto del punto o de la coma como separador decimal; en México
es usual emplear el punto. Las dimensiones fundamentales del SI y sus unidades se presentan
en la tabla 1.1 y en la 1.2 se muestran algunas unidades derivadas que se utilizan cominmente
en la mecanica de fluidos.

TaBLA 1.1 DIMENSIONES FUNDAMENTALES Y SUS UNIDADES EN EL SISTEMA INTERNACIONAL

Magnitud Simbolo Dimensiones
Longitud metro m L
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s T
Corriente eléctrica ampere A I
Temperatura kelvin K ]
Cantidad de sustancia mol mol N
Intensidad luminosa candela cd 1,
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

TaBLA 1.2 UNIDADES DEL SISTEMA INTERNACIONAL DERIVADAS

Maenitud Simbolo de Dimensiones Unidades Nombre de la | Simbolo de| Expresion en
° la magnitud basicas | unidad derivada | la unidad | otras unidades

Angulo plano 0 m-m™! radian rad
Angulo sélido Q m?-m- esterradian st
Superficie, Area A4, S I m? metro cuadrado m?
Volumen vV )5 m’ metro cubico m’3
Velocidad v, 6, W, U L/T m/s metro por m/s

segundo

metro por
Aceleracion a L/T? m/s? segundo al m/s?

cuadrado
Velocidad w T - radian por rad/s
angular segundo
Fuerza F ML / T? kg-m/s? newton N

. kilogramo por
3 3 3

Densidad M/L kg/m metro clibico kg/m
Frecuencia f T s™! hertz Hz
Presion M/ LT? kg/m-s? pascal Pa N/m?
Esfuerzo T,0 M / LT? kg/m-s? pascal Pa N/m?
:j;l:;ggial o M/ T? kg/s? newton por metro N/m
Energia MI?/T? kg-m?/s? joule J N-m
Trabajo w MI*/T? kg m?/s? joule J N-'m
Calor MI?/T? kg-m?/s? joule J N-m
I%/i(;rslilggto, MT MI?/T? kg m?/s? newton metro N'm
Potencia P MI2/T? kg-m?/s? watt Y J/s
Viscosidad u M /LT kg/m-s pascal segundo Pa-s
Gasto o caudal* q O /T m?/s D DD S

segundo
Temperatura grado o
Celsius ! T K Celsius ¢

*Si bien el SI indica g como simbolo de gasto o caudal, en la practica lo usual es usar Q.
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HIDRAULICA BASICA

La magnitud de fuerza se puede relacionar con las dimensiones fundamentales de masa, longi-
tud y tiempo a partir de la segunda ley de Newton, como

[F]=ma (1.1)
Utilizando corchetes para denotar la dimension de la cantidad fisica se tiene
[F1=[MLT~]

Note que la magnitud de fuerza F y la dimension de fuerza [ F ] utilizan el mismo simbolo. La
relacion del peso con la masa es

W=mg (1.2)

donde g es la gravedad local y varia con la altitud; su valor estandar es 9.80665 m/s”. En este
texto se utilizara un valor nominal de 9.81 m/s”.

Los sistemas técnicos de unidades, también llamados sistemas gravitacionales, eligen la fuerza
como dimension fundamental en lugar de la masa y derivan a esta a partir de la fuerza. Los més
comunmente empleados son el Sistema MKS gravitacional con sus unidades fundamentales
metro, kilogramo (fuerza) y segundo y el Sistema Inglés de unidades en el que las dimensiones
fundamentales de longitud fuerza y tiempo son pie, libra (fuerza) y segundo (en inglés: foot,
pound, second).

De F =ma, las dimensiones de la masa en un sistema gravitacional resultan

m=L [FL' T7]
a
La eleccion de la fuerza como unidad fundamental no fue afortunada, ya que la fuerza de grave-
dad es variable de un punto a otro de la tierra y del espacio. Ademads, algo que causa confusion
es que se utiliza el nombre kilogramo para las unidades de dos magnitudes totalmente distintas,
siendo la magnitud fundamental de la masa en el SI'y el nombre de la magnitud fundamental de
la fuerza en el sistema gravitacional MKS.
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

En el S, la fuerza se expresa en newtons, nunca en kilogramos. Dado que en el sistema métrico
gravitacional la unidad basica de fuerza es el kilogramo, para no tener confusiones en lo suce-
sivo se le llamara kilogramo fuerza y se denotara kgf.

Debido al uso comun, pueden existir motivos que justifiquen el empleo de otras unidades di-
ferentes a las del SI; sin embargo, cualesquiera que sean estas unidades es importante que los
simbolos que se utilizan para representarlas estén conforme a las recomendaciones internacio-
nales en vigor. La tabla 1.3 muestra algunas de estas unidades.

omydud s

TaBLA 1.3 UNIDADES EMPLEADAS CON EL SISTEMA INTERNACIONAL Y DE USO COMUN EN LA MECANICA DE FLUIDOS

Nombre Simbolo Valor en unidades SI a
minuto (de tiempo) min 60 s %
hora h 3600 s _E'_
o
dia d 86400 s \®)

grado ° (n/180) rad
litro ILL 10°m3 g
tonelada t 10°kg =
bar bar 10°Pa o
(U8)

TaBLA 1.4 CONVERSION ENTRE ALGUNAS UNIDADES DE OTROS SISTEMAS DE UNIDADES Y EL SI

@
Nombre de la unidad Simbolo Se multiplica por Se convierte a Simbolo é‘
metro m 3.281 pie pie, ft g—
pie, foot pie, ft 0.3048 metro m +
pulgada, in in 0.0254 metro m
kilogramo fuerza kgf 9.80665 newton N Q
libra (fuerza) Ib 4.4482 newton N =8
kilogramo fuerza/cm? kgf/cm? 98 066.5 pascal Pa %‘
libra/pulgada’ psi, 1b/in? 6 894.76 pascal Pa b
caballo de potencia hp, cp 745.70 watt W%
Watt w 3.412 British thermal unit/hora Btu/h
grado Fahrenheit °F t.=(t;-32)/1.8% grado Celsius °C
galon gal 3.7854 litro L1
galén/minuto gpm 6.309%10-° metro clibico/segundo m¥/s
metro cubico/segundo m¥/s 15 850.37 galon/minuto gpm

*Conversion de grados Fahrenheit a grados Celsius.




HIDRAULICA BASICA

En la practica mexicana es usual que algunas caracteristicas de equipos y materiales se presen-
ten en el Sistema Inglés de uso comun; en el proyecto ingenieril se emplea tanto el SI como el
sistema MKS gravitacional, si bien es recomendable no usarlo y, sobre todo, no combinarlo con

el SI. En este texto se empleara preferentemente el SI, pero eventualmente se realizaran ejerci-
cios usando el sistema MKS. En la tabla 1.4 se presentan equivalencias entre algunas unidades
de estos sistemas cominmente empleados y las del SI.

1.5 FUERzAS QUE ACTUAN EN EL SENO DE UN FLUIDO

En el analisis de los fluidos interesan dos tipos de fuerzas: de cuerpo y de superficie (figura 1.1).
En dicho analisis, la fuerza de cuerpo es debida a su peso W. En la superficie que rodea a una
masa de fluido se generan fuerzas de diferente magnitud y direccion, las cuales se denominan
fuerzas de superficie.

Se considera sobre la superficie del fluido un elemento de area A4 que encierra a un punto Py
sobre el cual actlia la fuerza de superficie AF. La magnitud y orientacion del elemento A4 se
puede representar por A4, que es un vector normal a dicho elemento y que por convencion es
de direccion positiva saliendo de A4. Si este elemento de area se reduce indefinidamente en su
magnitud, siempre alrededor del punto P, la relacion AF / A4 se aproxima a un valor limite que
se denomina esfuerzo S.

S= lim —=%=
ar—0 A4 dA

AF dF _

- 7]
La fuerza AF se puede descomponer en dos componentes: uno normal AF 'y otro tangencial
AF, , como se muestra en la figura 1.2. Los esfuerzos que estos componentes generan son un
esfuerzo normal oy otro tangencial 7, respectivamente.

Por la definicion de fluido, el esfuerzo tangencial T solo se presenta cuando el fluido esta en
movimiento. El esfuerzo normal o puede ser de tension o de compresion. Cuando el esfuerzo
normal es de compresion (se considera con signo negativo) se llama presion, p.

dF,
dA

—P= 1.3
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

La presion en un punto es una magnitud escalar y no debe confundirse con la fuerza resultante
de su intensidad.

Las dimensiones de un esfuerzo son [FL?] y su unidad es el pascal, aunque también se acostum-
2 . :

bra a expresar en N/m” . Los fluidos son capaces de soportar grandes magnitudes de esfuerzos

de compresion (presion), no asi para el caso de la tension.

Ficura 1.1 FUERZAS DE SUPERFICIE Y DE CUERPO Ficura 1.2 COMPONENTES NORMAL Y TANGENCIAL
DE UNA FUERZA

1.6 ESCALAS DE PRESION Y TEMPERATURA

Los diferentes instrumentos para medir la presion en realidad solo sirven para determinar la
diferencia que hay entre la presion de un punto del fluido y la presion atmosférica p,,,, , de ahi
que esta se emplee cominmente como presion de referencia. La diferencia de presiones regis-
trada por el instrumento se llama presion manométrica p,,,, . La condicion de presion absoluta
igual a cero solo existe en el vacio, ya que al no haber moléculas de fluido tampoco hay colisio-
nes moleculares. Cuando el cero de la escala de presiones corresponde a estas condiciones, la
presion medida se llama presion absoluta p,, . Por tanto, se cumple

Pab = Patm T Pman (14)
La presion atmosférica depende de la elevacion sobre el nivel del mar y de factores meteorold-

gicos. Sin embargo, para la gran mayoria de las aplicaciones en los liquidos no son de impor-
tancia los cambios de presion atmosférica de un lugar a otro, salvo que varie considerablemente
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HIDRAULICA BASICA

la altitud, por lo que la variacion de una presion absoluta es igual a la variacion de la presion
manométrica, y es usual emplear esta tltima, por lo que generalmente se omite el subindice.

En la atmosfera la densidad del aire depende de la altura, puesto que las condiciones cambian
con el tiempo y la latitud (en la atmdsfera las capas de aire tienen mayor espesor en el ecuador y
menor en los polos). En la mecanica de fluidos es usual emplear la atmdsfera estandar o normal
que se refieren a una presion atmosférica al nivel del mar de 101.3 kPa , temperatura de 15 °C
y a 40° de latitud norte. La presion atmosférica local disminuye con la altitud, pues a mayor
altitud disminuye la columna de aire.

La figura 1.3 muestra las diferentes escalas para la medicion de la presion. Cuando la presion
absoluta estd por debajo de la atmosférica local, la presion manométrica es negativa y también
se le denomina vacuométrica.

Presion atmosférica al

. - nivel del mar
Presion manométrica (+)

Presion atmosférica

. . local
Presion manométrica (-)

Presion absoluta

101. 3 kPa

Presion absoluta

Cero absoluto (vacio total)

FiGura 1.3 ESCALAS PARA LA MEDICION DE LA PRESION

La tabla 1.5 muestra los valores de la presion atmosférica estandar en diferentes unidades, asi
como su equivalente en carga de presion, la cual indica la magnitud de una columna vertical de
determinado fluido que ejerce esa presion; este concepto sera presentado con mayor detalle en
el capitulo 2.
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

TABLA 1.5 PRESION ATMOSFERICA ESTANDAR EXPRESADA EN DIFERENTES UNIDADES

‘ Sistema de unidades Observaciones
101.3 kPa SI
10 330 kgf/m? MKS gravitacional
14.7 psi Inglés gravitacional
760 mm de Hg SI'y MKS gravitacional Expresada en carga de presion
10.33 m de agua SI'y MKS gravitacional Expresada en carga de presion
30 in de Hg Inglés gravitacional Expresada en carga de presion

Las propiedades de los fluidos varian con la temperatura, siendo los gases los que presentan
mayor variacion con esta. Hay dos escalas de uso comun para medir la temperatura: la Celsius
y la Fahrenheit; ambas se basan en el punto de congelamiento y el punto de vapor del agua a
una presion atmosférica de 101.3 kPa.

La unidad basica de temperatura en el SI es el Kelvin en el cual el cero absoluto se fija por la
condicién de que cesa la actividad molecular, producto de la transferencia de calor, y 273.15 K
al punto de congelacion del agua. La tabla 1.6 muestra los valores de referencia en las escalas
usuales.

TABLA 1.6 VALORES DE REFERENCIA PARA LA TEMPERATURA CON LAS ESCALAS DE USO COMUN

°C K °F
Cero absoluto -273.15 0 -460
Punto de congelamiento 0 273.15 32
Punto de vapor de agua 100 373.15 212

Se tienen las siguientes conversiones
K =273.15+°C (1.5)

°F= (1.8x°C) +32 (1.6)
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HIDRAULICA BASICA

1.7 PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

Una propiedad es una caracteristica de una substancia, invariante cuando esta en un estado
particular. En cada estado la condicion de la sustancia esta descrita por sus propiedades. Las
propiedades que son independientes de la cantidad de materia presente se llaman intensivas y
relacionadas con la cantidad total de masa se denominan extensivas. A continuacion, se presen-
tan las propiedades mas comunes de los fluidos. Dado que este texto es de hidraulica, se hace
énfasis en sus valores para el agua.

1.7.1 DENSIDAD Y PESO ESPECIFICO

La densidad p caracteriza la masa de un fluido, se define como
Am

p= lim —
avosay AV

AY es el volumen minimo alrededor del punto para el cual es aplicable el concepto de medio
continuo. Si esto se cumple, la densidad es

p=7 IMLY] (1.7)

Donde m es la masa de fluido contenida en el volumen 7/. En el SI se expresa en kg/m°.

Las variaciones de presion y de temperatura afectan muy poco el valor de la densidad de los
liquidos, por lo que estos se consideran practicamente incompresibles y, como ya se indicd, su
estudio cae dentro de la hidromecanica. En algunos problemas de gases, especialmente el aire,
en los cuales se tengan pequeiias variaciones de la densidad, también se consideran incompre-
sibles; por ejemplo, el flujo de aire en un ventilador.

Los gases son bastante compresibles en comparacion con los liquidos. Los cambios en la den-
sidad del gas estan relacionados directamente con los cambios en la presion y temperatura por
medio de la ecuacion de los gases ideales

Pab

p=te (1.8)
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

Donde T es la temperatura absoluta y R es una constante que depende del gas cuyas unida-
des son J/kg *K; el resto de las variables ya han sido definidas. En la expresion 1.8 se observa
que al disminuir la presion, disminuye la densidad, por tanto, a mayor altitud el aire es menos
denso. También se muestra que al aumentar la temperatura y mantener constante la presion, la
densidad disminuye.

Peso especifico. Se define como el peso por unidad de volumen

w -3
r=2, [F L ] (1.9)
Dado que el peso es W=mg=pv g, el peso especifico esta relacionado con la densidad por
medio de la ecuacion

y=pg (1.10)

Asi como la densidad se usa para caracterizar a la masa de un sistema fluido, el peso especifico
se usa para caracterizar su peso. Para el agua, el valor estandar a 4 °C es y=9.81 kN / m’.

La tabla 1.7 presenta la variacion del valor de la densidad y del peso especifico del agua en
funcién de la temperatura, asi como las magnitudes de otras propiedades que seran analizadas
en los siguientes subtemas. Con fines de comparacion con respecto al agua, en la tabla 1.8 se
presentan las propiedades de algunos liquidos y en la 1.9 las propiedades de algunos gases.

El valor de la densidad del agua pura a 4 °C y presion atmosférica estandar es de 1000 kg/m® y
la del aire a 15 °C y misma presion es 1.225 kg/m3; como se puede observar, el agua es apro-

ximadamente 800 veces mas densa que el aire.

Densidad relativa. Se define como la densidad del fluido dividida entre la densidad estandar
del agua

dy= —2— (1.11a)

omydud s

g oymide)

¢ ojde)

Q
=t
=
=
o
IS

¢ oymyde)




HIDRAULICA BASICA

Para un fluido al que se le especifique su densidad relativa, su densidad es p=d, P agua’ Si el lado
derecho de la ecuacién 1.11a se multiplica y divide por la aceleracion de la gravedad se tiene
d,=p g/pagua g, por lo que la densidad relativa también se puede expresar en funcion del peso
especifico como

dp= —— (1.11b)
7agua

[ ojmrde)

Ejemrro 1.1 Determine la densidad del aire a una temperatura de 15 °C y las siguientes presio-
nes atmosféricas: 101.3 kPa, 77.09kPay 65.69kPa .

Solucion

g oymide)

La temperatura absoluta se determina con la ecuacion 1.5

T=27315+15=288.15K

Q
e
:;
S
=
)
(98]

de la tabla 1.9 se tiene R = 286.9 J/kg - Ky con la ecuacion 1.8 se calcula la densidad del
aire para las presiones indicadas. Para este caso, p,, =P, -

@

_ Pab — % kgK % 1 S
PR P27 08697 288.15K =
o

B~

Para 101.3 kPa,con 1Pa=1N/m? y1J=1N-'m

o N keK 1

p =101.3x1 x
m? 2869N-m 288.15K

=1.225 kg/m®

¢ oymyde)

Procediendo de igual manera para el resto de las presiones indicadas se tiene

Daim = 17.09kPa

3
oo T10910T o o’
286.9%288.15




CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

P =65.69kPa

3
o _OSO9XI0 (o
286.9%288.15

Se observa que a menor presion atmosférica disminuye la densidad del aire.

[ ojmrde)

Esevpro 1.2 A partir de los datos presentados en la tabla 1.8, determine la densidad relativa de
los siguientes liquidos: aceite de petréleo medio, agua de mar con 3% de salinidad, gasolina y
mercurio a 0 °C.

Solucion

@)
)
s
:\
o
=
o
N

Al emplear la ecuacion 1.11a se tiene:

@)
g
Aceite de petroleo medio =
o
(98]
dp= 8i= 0.852
1000
Q
Agua de mar con 3% de salinidad =
o
o
dp= %= 1.026 "
1000
Gasoli Q
asolina
680 =
dp=——=0.68 =
1000 S
(9]
Mercurio 13596
dp=——=13.596%13.6

1000
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TABLA 1.7 PROPIEDADES DEL AGUA (POTTER, 1998)

. . . Presion de | Médulo de
. Peso . q Viscosidad Tension . .
Temperatura | Densidad ) Viscosidad . r e . vapor elasticidad
especifico cinematica | superficial .
(absoluta) | volumétrica
t p Y u v o p, E,
°C kg/m? kN/m? Pa-s m?/s N /m Pa Pa
0 999.9 9.809 1.792x10 1.792x10° 7.62x1072 6.10x10? 2.04x10°
5 1000 9.810 1.519%10 1.519x10¢ 7.54x1072 8.722x102 2.06x10°
10 999.7 9.807 1.308x10? 1.308x10¢ 7.48x1072 1.23x10° 2.11x10°
15 999.1 9.801 1.14x10° 1.14x10°¢ 7.41x1072 1.7x10° 2.14x10°
20 998.2 9.792 1.005x10 1x10¢ 7.36x107 2.34x10° 2.20x10°
25 997 9.781 8.91x10+ 8.94x107 7.26x1072 3.17x10° 2.22x10°
30 995.7 9.768 8.01x10* 8.04x107 7.18%x1072 4.24x10° 2.23x10°
40 992.2 9.733 6.56x10* 6.61x107 7.01x1072 7.38x10° 2.27x10°
50 988.1 9.693 5.49x10+ 5.56x107 6.82x1072 12.3x10° 2.30x10°
60 983.2 9.645 4.69x10* 4.77x107 6.68x102 19.9x10° 2.28x10°
70 977.8 9.592 4.06x10* 4.15x107 6.50x1072 31.2x10° 2.25x10°
80 971.8 9.553 3.57x10* 3.67x107 6.30x1072 47.3x10° 2.21x10°
90 965.3 9.470 3.17x10* 3.28x107 6.12x1072 70.1x10° 2.16x10°
100 958.4 9.402 2.84x10* 2.96x107 5.94x10? 101.3x10° 2.07x10°

Notas: 1) Para determinar y = pg, se consideré g =9.81 m/s’

2) La tension superficial es para agua-aire
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

TaBLA 1.8 PROPIEDADES FiSICAS APROXIMADAS DE ALGUNOS LIQUIDOS A PRESION ATMOSFERICA ESTANDAR

(AparTADO DE ROBERSON ,1983 Y MoTT, 1996)

Tension
Liquido Temperatura | Densidad Pes'o Viscosidad Ylscos!d.ad superficial MOd.u 1.0 de
especifico cinematica | (contacto | elasticidad
con aire)
t p y u 1% o E,
°C kg/m? kN/m? Pa-s m?%/s N /m Pa
Acetona 25 787 7.72 3.16x10* | 4.02x107
Aceite de linaza 25 930 9.12 3‘31><10‘2 3.56><10'5
Aceite de petroleo,
medio 25 852 8.36 2.99x103 | 3.51x10°
Aceite de petroleo,
pesado 25 906 8.89 1.07x10" | 1.18x10*
Aceite de ricino 25 960 942 6.51x10"! 6.78x10%
Alcohol etilico 20 799 7.85 1.2x10% | 1.5x106 | 2.2x10% | 896x10°
Agua de mar con
3.3% de salinidad 10 1026 10.07 1.4x1073 1.4x10°
Aceite SAE 10W 38 870 8.35 3.6x102 4.1x10°
Aceite SAE
10W-30 38 880 8.63 6.7x102 7.6x1073
Aceite SAE 30 38 880 8.63 1.0x10" 1.1x10%
Benceno 25 876 8.59 6.03x10* | 6.88x107 1.062x10°
Gasolina 25 680 6.67 2.87x10* | 4.22x107
Glicerina 20 1260 12.3 6.2x10" | 5.1x10% | 6.3x102 | 4.509x10°
Queroseno
(keroseno) 20 814 8.01 1.9x107 2.37x10° 2.9x107
Mercurio 20 13550 133 1.5x107 1.2x107 4.8x107! 24.75%10°
Mercurio 0 13596 133.37
Tetracloruro de
carbono 20 1590 15.6 9.6x10* 6.0x107 2.6x1072
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HIDRAULICA BASICA

TaABLA 1.9 PROPIEDADES FiSICAS APROXIMADAS DE ALGUNOS GASES COMUNES

A PRESION ATMOSFERICA ESTANDAR

(Munson, 2002)

Gas lrroenetnn | Perstig Pesro Vi'sc?sit.iad \{iscosid.ad Constante
especifico dinamica cinematica del gas
t p g u v R

°C kg/m? kN/m? N s/m? m?/s J/kg K
Aire 15 1.225 12 1.79x10°% 1.46x10° 286.9 Q
Biéxido de 20 1.83 18 147105 | 8.03x10° 188.9 %
carbono )
Helio 20 1.66x10" 1.63 1.94x10° 1.15%10* 207.7 =
Hidrogeno 20 8.38x102 | 8.22x10"! 8.84x106 1.05x10* 4124 =
Metano 20 6.67x10" | 654 LIx10° | 1.65%10° 5183 !
Nitrogeno 20 1.16 11.4 1.76x10° 1.52x10°% 296.8 %‘
Oxigeno 20 1.33 13 2.04x10 1.53x10 259.8 =

1.7.2 VISCOSIDAD

¢ ojyde)

La viscosidad es la propiedad de un fluido que ofrece resistencia al movimiento relativo de sus
moléculas. La facilidad con la que un liquido se derrama es un indicador de su viscosidad, por
ejemplo, un aceite tiene una viscosidad mayor que la del agua, por lo que el aceite se derrama
mas lentamente que el agua.

Q
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Cuando un fluido se mueve, se desarrolla en €l un esfuerzo tangencial (también denominado
cortante) cuya magnitud depende de la viscosidad. Para analizar la relacion que existe entre
ambos, en la figura 1.4 se muestra inicialmente en estado estatico una capa de fluido en perfecto
contacto con un fondo fijo y con una placa que se puede desplazar. Entre el fondo fijo y la placa
movil el espesor de fluido es 4.
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Placa
7/ 7/ 7/ \ 7/
B C
hll |
l l
Fondo fijo

Ficura 1.4 FLUIDO ENTRE DOS PLACAS

[ ojmrde)

El fluido en contacto directo con una frontera s6lida toma la misma velocidad que en la frontera,
es decir, no existe deslizamiento del fluido sobre esta.

g oymide)

A la placa que se puede desplazar se le aplica una fuerza F tangente a la misma (figural.5) la
cual provoca que esta se acelere y, dependiendo de la magnitud de la fuerza aplicada, la placa
adquiere una velocidad constante v,,. La capa de fluido en contacto con la placa fija no se mue-
ve, mientras que la capa que estd adherida a la placa movil se desplaza con ella con la misma ve-
locidad v,,, lo cual provoca que dentro del fluido se tenga un gradiente de velocidad. Mientras
la fuerza esté actuando, el fluido se deformara continuamente. La figura 1.5 muestra la posicion
de la placa transcurrido un tiempo A¢ en el cual la particula de fluido que originalmente estaba
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(@]
&
en el punto B recorre una distancia A/ y se traslada al punto B' y la que estaba en el punto C =
. . : . =
se traslada a C' recorriendo la misma distancia A/ 5
AN
Placa movil "
/V /m 7 7 Al 7 g F O
7/ B 7/ ; 7z sz C ‘ sz C' |4 g‘
y |/ g
h o )
'/ AG
- /
Fondo fijo

FiGura 1.5 ESTADO DEL FLUIDO UNA VEZ QUE LA PLACA MOVIL SE DESPLAZA
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Por sencillez, en la figura 1.5 se considera que la velocidad entre el fondo fijo y la placa mévil
varia de forma lineal, teniéndose v=0 en el contacto con la placafijay v=v,, en contacto con
la capa moévil, en que v,, es la misma velocidad con la que la placa se desplaza; esta velocidad
es directamente proporcional a la distancia / entre las placas y a la magnitud de la fuerza apli-
cada F e inversamente proporcional al area 4 de la placa, por lo que

v, oc% (1.12)

[ ojmrde)

v
o — 1.13
. (1.13)
dado que 7=F/ A , se tiene
Toc 2 (1.14)

g oymide)

El desplazamiento A/ de la particula que se traslada de B a B' es

Al=v, At (1.15)

La deformacion angular del fluido es A@, y su tangente es tan A@ =Al/ h. Se considera que
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el angulo A8 es pequefio, por lo que tan A@ ~sen A@~ A@, y se tiene

Al=h A0 (1.16) g
g
Al 2

/

al igualar las expresiones 1.15y 1.16 se llega a

¢ oymyde)

A v
27 Im (1.17)
At h
y al sustituir 1.17 en 1.14 resulta
AG
ToC— 1.18
~ (1.18)




CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

se introduce la constante de proporcionalidad & y con Az —0 se tiene

T=U— (1.19)

donde:
t  esfuerzo tangencial en Pa o N/m?

u  viscosidad absoluta o simplemente viscosidad, en Pa*s o N-s/m?

a9 rapidez de deformacion angular, en g7

dt

El esfuerzo tangencial también se puede expresar en funcion del gradiente de velocidad. Con-
sidere un eje y con origen en el fondo fijo; en y=0 la velocidad es v=0, al aumentar el valor
de y aumenta la velocidad dentro del fluido teniendo su maximo valor cuando y=#4, en que se
tiene v=v,,.

De la figura se observa que se cumple

V= y% (1.20)
por lo que
Z_;=V7m (121)

al sustituir la expresion 1.21 en 1.14 resulta

. ocj—; (1.22)
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y con el mismo coeficiente de proporcionalidad se tiene

dv
T=4— 1.23
u e (1.23)

a gradiente de velocidad, en s
y

El gradiente de velocidad dv/dy se puede interpretar como la rapidez con la que una capa de
fluido se mueve con respecto a la capa adyacente. Las ecuaciones 1.19 y 1.23 representan el
mismo comportamiento del fluido, solo que en la 1.19 se expresa en funcion de la rapidez de
deformacion angular y en la 1.23 en funcion del gradiente de velocidad. En cualquier flujo vis-
coso, el fluido en contacto directo con una frontera solida toma la misma velocidad que la fron-
tera; es decir, no existe deslizamiento fluido sobre esta. Como se puede observar, los esfuerzos
tangenciales que se producen en un fluido no dependen de la deformacion que experimentan,
sino de la rapidez con que esta se produce. Los fluidos que satisfacen estas ecuaciones se llaman
newtonianos en honor a Isaac Newton, quien fue el primero en postular que “la resistencia que
resulta de deslizamiento entre las particulas de un fluido, en igualdad de condiciones, es pro-
porcional a la velocidad con la cual las particulas mismas se separan una de otra” (Levi, 1989).

Entre los fluidos newtonianos se encuentran muchos fluidos comunes tales como el agua, el
aire, los aceites, el mercurio, el petroleo, el alcohol, el hidrégeno, el oxigeno y el helio, entre
otros.

En el SI la unidad de la viscosidad es Pa *s; sin embargo, hay otras unidades que se emplean
para medirla, por ejemplo, algunos aceites lubricantes usan el SAE (clasificacion de la Society
of Automotive Engineers de EUA). Durante mucho tiempo el poise fue la unidad oficial de la
viscosidad, pero fue dejada fuera del SI y ahora es una unidad de poco uso en la hidraulica,
pero en algunas aplicaciones de la mecéanica de fluidos, como la ingenieria petrolera, es de uso
comun. El poise fue definido a partir del sistema absoluto cgs (centimetro, gramo, segundo) y
es igual a

1 poise =1 dina*s / cm?
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

dado que 1 N = 10° dina , se tiene
1 poise =0.1 N+s/cm?
1 poise =0.1 Pa*s

La viscosidad absoluta de la mayoria de los liquidos muestra significativa variacion con la tem-
peratura, pero es relativamente insensible a los cambios de presion, por lo que en la mayoria de
los casos de interés no es apreciable el efecto de la presion sobre la viscosidad. En los liquidos
disminuye la viscosidad al aumentar la temperatura, en cambio, en los gases al aumentar la tem-
peratura también aumenta la viscosidad. Esto se debe a que en un liquido las moléculas poseen
mas energia al aumentar la temperatura y oponen mayor resistencia a las fuerzas de cohesion
intermoleculares. En cambio, en los gases las fuerzas intermoleculares son poco significativas
y a temperaturas elevadas sus moléculas se mueven de forma aleatoria a velocidades mas altas.
Esto conduce a que se produzcan mas colisiones moleculares y, en consecuencia, en una mayor
resistencia al flujo.

Dado que la viscosidad a menudo se divide entre la densidad, se define la viscosidad cinematica
v (letra griega “ni o “nu”, no confundir con el simbolo de velocidad v) como

y=£L (1.24)

Las dimensiones basicas de la viscosidad absoluta y las de la densidad son, respectivamente,
M /LT y M/, entonces las de la viscosidad cinematica resultan

wr)fe

LT M T
Como se puede observar, las dimensiones [LzT_l} son independientes de los conceptos de
masa y fuerza. Sus unidades en el Sy en el sistema MKS son m”/s . La viscosidad cinematica
no tiene ningun significado fisico, y debe su nombre a la similitud entre sus dimensiones y las

de la velocidad. Ademads de variar con la temperatura, en el caso de los gases la viscosidad ci-
nematica también depende de la presion, ya que la densidad es sensible a la misma.
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HIDRAULICA BASICA

Asi como el poise se definido como la unidad de la viscosidad en el sistema cgs absoluto, para la
viscosidad cinematica se definié como unidad el stoke, sin embargo, a esta unidad ya tampoco
la considera el SI.

1stoke =1 cm?/s

La tabla 1.7 proporciona los valores de u y v del agua en funcion de la temperatura. En la
tabla 1.8 se presentan valores de las viscosidades absoluta y cinematica para algunos liquidos
y en la 1.9 para algunos gases.

Es importante aclarar que el comportamiento viscoso descrito corresponde a la capa del fluido
donde se concentra su efecto y que es conocida como capa limite 6. La figura 1.6a muestra el
perfil de velocidad dentro de un conducto cerrado en el cual la viscosidad es preponderante en
todo el fluido y la figura 1.6b presenta el perfil de velocidad en un conducto en el que los efec-
tos viscosos se concentran en el espesor de la capa limite que estd adherido a la pared. Para el
primer caso, para determinar la velocidad media V' se debe promediar la velocidad v de cada
punto en la seccion; en cambio, para el segundo, en todos los puntos la velocidad puntual es
practicamente igual a la velocidad media. Este segundo caso corresponde a lo que se llama flujo
turbulento en el que los efectos de la viscosidad son poco relevantes y, como ya se menciond,
se concentran en la capa limite.

14
e b e—
PSEROHKEOSFKRISLRISRIISERIKRy
— Y
capa
limite
\%
0
Ficura 1.6a PERFIL DE VELOCIDAD DENTRO Ficura 1.6b PERFIL DE VELOCIDAD CUANDO

DE UN FLUJO VISCOSO LA VISCOSIDAD NO ES PREPONDERANTE
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

Fluidos no newtonianos

Los fluidos en los que el esfuerzo tangencial es directamente proporcional al gradiente de velo-
cidad se llaman newtonianos, los fluidos no newtonianos tienen diferente relacion T — (dv/dy).
Entre los fluidos no newtonianos se encuentran: la sangre, los materiales grasos, los materiales
liquidos, las mezclas asfalticas y los materiales plasticos. En los en los casos extremos se en-
cuentran el fluido ideal con viscosidad u=0y el eldstico con u=—oo.

La reologia es la rama de la fisica que estudia la relacion entre el esfuerzo y la deformacion
en los materiales que son capaces de fluir. La figura 1.7 muestra los tipos de comportamiento
reologico de un fluido. Los fluidos diletantes, como mezclas de agua con harina y las arenas
movedizas se vuelven mas resistentes al movimiento a medida que aumenta la velocidad de de-
formacion, por lo que el esfuerzo al retirar un cuerpo de una arena movediza aumenta a medida
que aumenta la velocidad con la que se retira el objeto. Los fluidos pseudoplasticos se vuelven
menos resistentes al movimiento al aumentar la razén de deformacion, muchas soluciones co-
loidales y polimeros son ejemplo de este fluido. Otro tipo de comportamiento indicado en la
figura 1.7 es el del plastico de Bingham, que no es fluido ni sélido; este tipo de material es capaz
de soportar un esfuerzo tangencial finito sin moverse (por lo que no cumplen con la condicion
de fluido), pero una vez que se supera el esfuerzo de cedencia, se comportan como un fluido
(por lo que no es solido). Las suspensiones de arcilla y los dentifricos son ejemplos de fluido
que requieren un esfuerzo tangencial minimo para causar movimiento, pero no tienen relacion
lineal esfuerzo-velocidad de deformacion.

Plastico de Bingham
\ Fluido no newtoniano

dilatant
‘/(1aane)

}uido newtoniano

Fluido no newtoniano
(pseudoplastico)

dvydy

FiGura 1.7 VARIACION DEL ESFUERZO TANGENCIAL CON LA RAZON DE DEFORMACION
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HIDRAULICA BASICA

Esemrro 1.3 a) Un liquido tiene una viscosidad u=3.3x10" N-s/m? y una densidad relativa
dp = 0.85. Determine la viscosidad cinematica; exprésela en m?/s y en stokes.

b) Un liquido tiene una viscosidad cinematica v = 5x10* m?/s y un peso especifico y =1260 kgf/m°.
Note que las unidades de fuerza vienen dadas en sistema MKS. Determine la viscosidad abso-
luta en las unidades de este sistema.

Solucion

a) De la ecuacion 1.11a se tiene que la densidad del liquido es

[ ojmrde)

P = dp Pagia =0.85x1000kg/m’ = 850 kg/m’

(@]
!
y con la ecuacién 1.24 g_
. 3 N
v=to33x103 N8,
Yo m- 850kg

(@]
8
dado que 1N=1kg-m/s?, el valor de la viscosidad cinematica resulta =
k ’ =

v=33x10 £ 2 7

X
s> m? 850kg
v=3.88x10"° m? /s

Q
e
:;
S
=
)
N

Con la conversion 1stoke =1 cm?/s, se tiene

2 2
(100cm)  1stoke
X X

v=3.88x10° = -

S 1m

v =3.88x1072 stokes

lem?/s

¢ oymyde)

b) Note que en este inciso no se emplean unidades del SI sino del MKS en el cual las
unidades de fuerza son kgf. De la ecuacion 1.24, y con p=y/g, la viscosidad absoluta

se puede obtener como

1%
p=vp="~
g




CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

y al sustituir valores resulta

2 2
y:5x104m—x126okifx 5
S m> 9.81m
p=642x1072 KELS
m

EsemrrLo 1.4 Se construye un viscosimetro con dos cilindros concéntricos de 30 cm de largo, el
interior con didmetro de 20 cm y el exterior con didmetro de 20.2 cm. El espacio entre ambos

[ ojmrde)

cilindros esta lleno de liquido y se requiere de un par motor M = 0.15 N- m para girar el cilindro
interior con una velocidad de giro N =450 rpm (revoluciones por minuto). Determine la visco-
sidad absoluta del liquido que esta entre las paredes de ambos cilindros.

Q
y Planta =R
)
)
=—20 cm —

¢ ojde)

P20.2 cm ——l

Solucion

Q
e
:\
S
=,
S
N

El esfuerzo tangencial entre el liquido que esta en contacto con el cilindro que gira es
7= F/4,,siendo 4, el area lateral del cilindro que gira y que esta en contacto con el

liquido y que es igual a
A =nDxh=7x02mx0.3m

4,=0.1885m*

¢ oymyde)

El par motor aplicado es igual al resistente, por lo que la fuerza en las paredes del
cilindro interior es F'=M/d, en que la distancia d es igual al radio R, por lo que la
fuerza resulta

F===""""""_15N

M_O.lSN-m
R 0.1m
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por lo tanto, el esfuerzo tangencial resulta

r= SN 7.957N/m?

©0.1885m>

Dado que lrevolucion =2zrad y 1min = 60s, la velocidad angular @ en rad/s se

determina a partir de la velocidad en rpm como

@
o= 27N ﬁ
T =]
0 5
para los datos de este problema se tiene
0= 240 _ 47124 radss

g oymide)

A partir de @, la velocidad tangencial a una distancia radial res v=wr.Para r=R,la
velocidad resulta

v:a)R:47.1241x0.1m:4.712 m/s
S

Q
e
:;
S
=
)
(98]

Se considera que el eje y tiene inicio en la pared fija del cilindro que no gira y ahi la

velocidad del liquido es igual a cero, mientras que en el contacto con el cilindro que gira

@)
el liquido tiene la misma velocidad que éste, por lo que se presenta un gradiente de %
. . =]
velocidades en el liquido que se encuentra entre ambas paredes en el que el espesor es 5
e=0.1cm=0.001m. &
J > a
[T W\ %
W_ 4712 m/s E
| =
\ o
\ } W

N

" 0.lecm |

Conocidos los limites de integracion y el valor del esfuerzo tangencial, de la ecuacion
1.23 se tiene
tdy = udv

0.001 4712
7.957[0 dy:yjo dv
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finalmente, al despejar la viscosidad resulta

,u:7.957£2x0.001mx
m 12m
N-s

m2

1=1.688x107

EsemrrLo 1.5 Aceite lubricante con viscosidad absoluta u = 6.5x102 N-s/m? fluye a través de
un conducto que tiene un didmetro D=0.20 m. Se midié experimentalmente la distribucion de

[ ojmrde)

la velocidad y esta resultd

v=6.5(R*~r*)/u
donde:
v velocidad, en m/s

g oymide)

R radio, en m

r  distancia radial, en m

u viscosidad, en N - s / m?
6.5 coeficiente dimensional

¢ ojde)

a) Determine las unidades del coeficiente 6.5, tal que la ecuacion sea dimensionalmente homo-
génea.
b) Calcule y grafique la distribucion de la velocidad.

(@]
5
o
:\
o
=
o
N

c¢) Calcule y grafique el esfuerzo tangencial a las distancias radiales = 0m, » =0.025m,
r=0.05m, r=0.075m y r=0.10m.

Solucion

¢ oymyde)

a) Para que la ecuacion sea dimensionalmente homogénea, se tiene

v[?}zas[?] (Rz—”z)[mz]xi{;n_'s}
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Al analizar la expresion empirica, se tiene que las unidades del coeficiente que se obtuvo

o

b) Dado que el radio es R =0.10m, para cada punto a diferentes distancias radiales, la

de forma experimental son

velocidad es
v=6.5(0.10>—r2)/0.067

Sustituyendo valores para diferentes distancias radiales dentro del intervalo 0 < » > R,

resulta
Distribucion de la velocidad

r ‘ v
g 0.25
= m m/s
§_ o (m) (m/s)
© ~ 0 0.9710
ZEo01s
c 0.025 0.9095
s .2
=25 01
TE 0.05 0.7276
£ =
E 0.05 0.075 0.4244
R 0.1 0

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20

v (m/s)

c) Para este caso, en la direccidon positiva de la distancia radial la velocidad disminuye,
por lo que la expresion para el esfuerzo cortante tangencial se expresa como

ey
# dr
donde
dv _d(6.50.1° =)/ p)
dr dr
d__ 3T
dr 7,
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

por lo que
r=—u(-137)
y7,

=13 r

y al dar valores a las diferentes distancias radiales se obtiene

Distribucion del esfuerzo tangencial
0.25
r T

(m) ‘ (N/m?)

=

)

5

(="

=

%3 0 0

L g 0.025 0.325
< S

=5 0.05 0.65
=1

2 = 0.075 0.975
£ 0.1 1.3
2

=

0.00 020 040 060 080  1.00 120 140
z (Pa)

1.7.3 COMPRESIBILIDAD

La compresibilidad es la medida del cambio de volumen y por lo tanto de la densidad de una
sustancia que esta sujeta a un cambio de la presion que se ejerce sobre ella. Para caracterizar la
compresibilidad de un fluido se define el mddulo de elasticidad volumétrica

E=-—2_ (1.25)
dv /v :

Donde dp es el cambio diferencial de presion necesario para crear un cambio diferencial de
volumen d7/; el signo negativo indica una disminucion en el volumen 7’ debido a un incremento
en la presion. Dado que la relacion d9’/1 es adimensional, las unidades de £ son las mismas
que las de la presion.
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HIDRAULICA BASICA

De la ecuacion 1.7 se tiene que la masa de un fluido es
m=pV (1.26)

Si se derivan ambos lados de la igualdad y dado que la masa no cambia, se tiene

dm=pdV+Vdp=0
dplp=-dvVIvV (1.27)

Al sustituir la ecuacion 1.27 en la 1.25, resulta que el modulo de elasticidad volumétrica tam-
bién se puede expresar en funcion de la variacion en la densidad como

__dp

~ipp (1.28)

v

Las ecuaciones 1.25 y 1.28 se pueden expresar, respectivamente, de manera aproximada en
términos de cambios finitos como

Ap
E, =— 1.29
VAV IY (129)
y
P (1.30)
Ap/p
donde:
V=1
pP=p,
Ap=p,~p,
AV=V —1,
Ap=p,—p,

Los subindices i y f'se refieren a las condiciones iniciales y a las finales, respectivamente.
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

Los liquidos poseen un modulo de elasticidad volumétrica relativamente grande que depende
de la temperatura; por ejemplo, de la tabla 1.7 para agua a 20 °C se tiene E,,=2.20x10°Pa. Esto
significa que ocurren variaciones pequefias de volumen o de densidad incluso para variaciones
grandes de presion, y salvo para aquellos fendmenos en que se producen incrementos violentos
de presion (golpe de ariete, por ejemplo), en los restantes casos no son de importancia. Debido
a lo anterior, los liquidos se consideran incompresibles. La tabla 1.7 muestra los valores de E,,
para el agua a diferentes temperaturas y la 1.8 para otros liquidos.

El modulo de elasticidad volumétrica no se aplica normalmente a los gases, y se deben emplear
los principios de la termodinamica para determinar el cambio en el volumen de un gas debido
al cambio en la presion. Con la ecuacion 1.8 (gases ideales), se puede determinar la densidad
del gas tomando en cuenta la presion absoluta y la temperatura.

Esevpro 1.6 Determine el incremento de presion que se requiere para aumentar en 1% la den-
sidad de los siguientes liquidos: a) Agua a 5 °C; b) Mercurio a 20 °C.

Solucion

a) De la tabla 1.7 se tiene, para t=5°C, E=2.06x10° Pa y p=1000 kg/m’. Dado que el
incremento en la densidad es del 1%, su valor final es

p; =(1000x1.01) = 1010 kg/m’

la diferencia de densidades resulta

Ap=1010 —1000 = 10 kg/m’

con la ecuacion 1.30 se calcula la diferencia de presiones como

_E,xAp 2.06x10°x10
p 1000
Ap= 20.6 MPa

Ap =20.6x10° Pa
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HIDRAULICA BASICA

Como se puede observar, para el caso del agua se requiere una gran presion para solo
aumentar en 1% su densidad. El valor de aumento de presion obtenido no corresponde a
condiciones normales de trabajo.

b) Para el mercurio a 20 °C, de la tabla 1.8 se tienen E,, = 24.75x10° Pa y
p =13550 kg/m?; para este caso el incremento de densidad es

Ap= (13550x1.01)— 13550=135.5 kg/m’

[ ojmrde)

y la diferencia de presiones resulta

_E,xAp 24.75x10°x135.5
P 13550

Ap = 247.5x10° Pa

g oymide)

Del resultado se observa que el mercurio es practicamente incompresible, pues requiere
de una presion mucho mayor que la del agua para cambiar en 1% su densidad.

¢ ojyde)

Ejemrro 1.7 Calcule el volumen y la densidad final de una masa de alcohol etilico que ini-

cialmente tiene un volumen de 2m?® y que posteriormente es sujeto a una presion de
15 MPa.

Solucion

Q
e
:;
S
=
)
N

De la tabla 1.8 se obtiene para el alcohol etilico, p = 799 kg/m’ y E = 896>10° Pa .
Para este caso, al aplicar la ecuacion 1.29 se tiene

¢ oymyde)

_Ap-¥_15x10°x2
E,  896x10°
AV =—-0.0335m"

AV =

y el volumen final resulta
V=V +AV=2-0.0335
Vy= 19665 m’
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el incremento de la densidad es igual a

_ Ap 15x10°
E,/p 896x10°/799

Ap =13.376kg/m’

y se obtiene la densidad final

pr=p;+Ap=799+13.376
p; = 812.376 kg/m’

Esempro 1.8 Considere una masa de aire con condiciones iniciales p=101.3 kPa,
p=1.225 kg/m*y ¢t =15°C. Determine la densidad final y el modulo de elasticidad volu-
métrico de la masa de aire después de que es sometida a un incremento de presion de
20 kPa y la temperatura se mantiene constante.

Solucion

La presion final resulta
py=p;+Ap=101.3x10° +20x10’

py;=121.3x10° Pa
la temperatura absoluta es

T=15+273.15=288.15 K

de la tabla 1.9 se tiene para el aire R=286.9 J/kg-K y con la ecuacion 1.8 se obtiene la
densidad del aire para la presion y temperatura indicadas

_ pa _ 121.3x10°
TR 288.15x286.9

P =1.467 kg/m’

el incremento de densidad resulta

Ap=p,—p;=1467-1.225
Ap= 0242 kg/m®
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HIDRAULICA BASICA

y el mddulo de elasticidad se obtiene como

Ap 20x10°

E = = =1.0124x10° Pa
Ap/p (0.242/1.225)

Note que el modulo de elasticidad volumétrico obtenido para el aire, con condicion de
temperatura constante, es aproximadamente 20 000 veces menor que el del agua, por lo
tanto, el aire, al igual que otros gases, se comprime mas facilmente que el agua y que otros
liquidos.

Velocidad de las ondas en un fluido

Una consecuencia importante de la compresibilidad de los fluidos es que la velocidad, también
llamada celeridad, con la que se propaga una onda de presion introducida en algin punto de este

es finita, y estd dada por
/dp
c= |5 1.31
dp (1.31)

de la ecuacion 1.28 se tiene dp/dp =E /p,por lo que la celeridad también se puede determinar
como

c= | (1.32)

esta es la velocidad con la cual se transmiten las sefiales de presion de pequefia amplitud a
través de un fluido de extension infinita. Cuando se consideran las caracteristicas elasticas del
conducto y del liquido, la celeridad se modifica y disminuye su valor con respecto al que se
obtiene con la ecuacion 1.32, que representa la maxima celeridad con la que se pueda propagar
la perturbacion.

La velocidad del sonido se refiere a la velocidad de las ondas sonoras y se determina también
con la ecuacion 1.32. Note que esta velocidad depende de las caracteristicas del fluido y es
mayor en los liquidos que en los gases, esto debido al mayor grado de cohesion que tienen los
enlaces atomicos en los liquidos que en los gases. En el vacio no hay transmision del sonido ya
que requiere de un medio que lo transmita.
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CAPITULO 1. PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

Un ejemplo de propagacion de una perturbacion en la presion es cuando un liquido corre por
una tuberia y una valvula se cierra repentinamente, lo cual produce una transformacion de ener-
gia cinética en energia de presion, el efecto del cierre no se refleja de manera instantanea aguas
arriba de la valvula pues es necesario que transcurra un tiempo finito para que el aumento de
presion creado por el cierre se propague por todo el conducto.

Para el agua, el valor de la celeridad se puede calcular a partir de los valores de E|, y p presen-
tados en la tabla 1.7.

Esevrro 1.9 a) Calcule la velocidad de las ondas sonoras dentro del agua en un medio no confi-
nado. Considere t=5 °C y t= 25 °C.b) Calcule la velocidad de las ondas sonoras en el aire a
una temperatura ¢ = 15 °C; considere el modulo de compresibilidad obtenido en el ejemplo 1.8.

Solucion

a) Con la ecuacion 1.32 y los valores del mddulo de elasticidad volumétrica y de la den-
sidad del agua obtenidos de la tabla 1.7, se tiene para =5 °C

e 2.06x10° Pa
1000kg / m’
Dado que 1Pa=1—N=1kg'mx1—

2 SZ m2

. |206x10°kg/m-s?
1000kg / m*

c=1435 m/s

9
o= 222219 1400 s
997

Note que en este tltimo caso se obtendria practicamente el mismo resultado si se conside-

y para t=25°C

ra p=1000 kg/m’>, por lo que, para efectos practicos, es usual emplear este valor.
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HIDRAULICA BASICA

b) Para el caso del aire, con =15 °C, su densidad es p =1.225 kg/m? y del problema 1.8
se obtuvo E = 1.0124x10° Pa , por lo que la velocidad de las ondas sonoras en este
medio para las condiciones dadas resulta

, 5
o 1.0124x10 987 ms
1.225

1.7.4 PRESION DE VAPOR

Los liquidos se evaporan si se colocan en un recipiente abierto a la atmosfera; esto se lleva a
cabo porque algunas moléculas en la superficie del liquido poseen una cantidad de movimiento
suficiente para superar las fuerzas intermoleculares de cohesion y escapar hacia la atmosfe-
ra. Cuando se alcanza una condicion de equilibrio de modo que el nimero de moléculas que
abandonan la superficie es igual al nimero de moléculas que entran, se dice que el vapor esta
saturado y la presion ejercida por el vapor sobre la superficie del liquido se denomina presion de
vapor p, . Como la presion de vapor esta estrechamente relacionada con la actividad molecular,
su valor depende de la temperatura y varia de un liquido a otro.

La ebullicion, que es la formacion de burbujas de vapor dentro de una masa de liquido, se inicia
cuando la presion absoluta alcanza la presion de vapor. El agua a presion atmosférica estandar
hierve a una temperatura de 100 °C; sin embargo, si se intenta hervir agua a una altitud mayor,
la presion atmosférica es menor y la ebullicion se presenta a menor temperatura. Asi, es posible
inducir la ebullicion a una presion dada que acttia sobre el liquido al elevar la temperatura o a
una temperatura dada del liquido al disminuir la presion. En la tabla 1.7 se muestra la relacion
de la presion absoluta de vapor del agua con la temperatura.

Cuando en un sistema a presion se tiene un liquido, este puede vaporizarse si la presion absoluta
que lo rodea cae por debajo de la presion de vapor de este. El resultado es la formacion de bur-
bujas llenas de vapor de liquido, las cuales al ser transportadas hacia regiones de mayor presion
colapsan rapidamente, generando presiones transitorias extremadamente altas, a este fendmeno
se le llama cavitacidon y si se repite continuamente puede provocar severo daiio mecanico por
fatiga sobre las fronteras solidas, en las cuales se generan cavidades debido al repetido colapso
de las burbujas de vapor. Las figuras 1.8a y 1.8b muestran ejemplos de dafio por cavitacion.
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Ficura 1.8a EFECTO DE LA CAVITACION Ficura 1.8b EFECTO DE LA CAVITACION

EN EL CUERPO DE UNA VALVULA ESFERICA EN UNA PLACA DE ACERO
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A partir de los datos de la tabla 1.7, en la figura 1.9 se muestra la relacion temperatura-presion
absoluta de vaporizacion del agua.
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Ficura 1.9 RELACION TEMPERATURA-PRESION DE VAPOR DEL AGUA
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Esempro 1.10 Considere un conducto que transporta agua a una temperatura ¢=10 °C en un
lugar cuya presion atmosférica es de 80 kPa. Determine la presion manométrica a la cual se
presenta vaporizacion del agua.

Solucion

De la tabla 1.7, para £=10 °C, la presion absoluta de vaporizacion es p = 1.23x10° Pa,
por lo que, de la ecuacion 1.4, la presion manométrica de vaporizacion resulta

Pman =Py~ Pamm
Py = 1.23x10° —80x10°
Poun = —18.77 kPa

Si bien en este ejemplo se aclara con el subindice que se refiere a la presion manométrica,
en la practica lo comun es omitir este subindice.

1.7.5 TENSION SUPERFICIAL

En la interfase entre un liquido y un gas, o entre liquidos que no se mezclan, se crean fuerzas
en la superficie del liquido que hacen que esta se comporte como si fuera una capa o membrana
estirada sobre la masa del liquido. Este fendémeno superficial se debe a las fuerzas de cohesion
no equilibradas que actian sobre las moléculas del liquido en contacto con un gas (aire, por
ejemplo).

En la figura 1.10 se muestra la molécula 1 que es atraida por igual en todas direcciones por to-
das las moléculas circundantes y se encuentra en equilibrio y sobre ella las fuerzas de cohesioén
molecular no producen efecto resultante alguno; por el contrario, la molécula 2 se encuentra
cerca de la superficie libre a una distancia menor que la del radio de accion de otras moléculas
y la molécula 3 se encuentra sobre la misma superficie libre. En estas dos tltimas moléculas, el
equilibrio se rompe porque las moléculas del liquido ejercen una atraccion mucho mayor que las
del gas con el que esta en contacto el liquido; por tanto, existe una fuerza de cohesion neta que
actiia sobre las moléculas en la superficie del liquido hacia el interior de este. Estas fuerzas im-
pulsan a las moléculas inferiores a un movimiento ascendente. La consecuencia fisica aparente
de esta fuerza no equilibrada es la creacion de la capa o membrana hipotética sobre el liquido.
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F1Gura 1.10 FUERZAS DE COHESION EN LAS MOLECULAS DE UN LiQUIDO

La intensidad de la fuerza de atracciéon molecular por unidad de longitud a lo largo de cualquier
linea de la superficie se denomina tension superficial o, que es una propiedad del liquido y de-
pende de la temperatura y del fluido con el que estd en contacto (agua-aire, agua-mercurio, por
ejemplo). Las dimensiones de la tension superficial son [FL].

La fuerza debida a la tension superficial es igual a

F,=0L (1.33)
La tabla 1.7 muestra los valores de la tension superficial para agua en contacto con el aire. La
tension superficial no tiene importancia en el movimiento de un liquido en un conducto cerrado.

La tension superficial explica la formacion de la forma esférica de las gotas en un liquido cuan-
do se liberan hacia el aire, ya que las fuerzas de cohesion predominantes son hacia el centro
de la gota y esta trata de adoptar la minima superficie exterior de configuracion estable para su
volumen, la cual es esférica.

La tension superficial puede cambiarse de manera considerable por la presencia de impurezas.
Por ejemplo, los detergentes y jabones disminuyen la tension superficial del agua y permiten su
penetracion por las pequeias aberturas de las fibras y permitir un lavado eficaz.

Si el liquido est4 limitado por una pared, sus moléculas son atraidas no solo por las fuerzas del

medio superior, sino también por las de la propia pared. Si las fuerzas moleculares del solido
son mayores que las del liquido, este se extiende sobre la pared (caso agua-aire-vidrio), por el
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contrario, si las fuerzas moleculares de la pared son menores que las del liquido, éste repele a la
pared (caso mercurio-aire vidrio). La figura 1.11 muestra este efecto. Note que para el caso del
mercurio el angulo de contacto con la pared es mayor de 90°; un valor aproximado es § = 138°
(Sotelo, 1990), para el agua se puede considerar 6 = 0° .

% V]
7 . 4 .
g Aire Aire
g v \4
g 4
e o
L] e S
=17 S 0
> [ >
/| 1/
/)
/ A
ua ] ;
V) g 9 Mercurio

F1GURA 1.11 FORMAS EN EL CONTACTO LiQUIDO-PARED-AIRE

Se llama menisco a la curvatura de la superficie de un liquido que se produce debido a la atrac-
cion molecular, la cual puede ser concava o convexa, segln si las moléculas del liquido y las del
recipiente se atraen (agua y vidrio, por ejemplo) o se repelen (mercurio y vidrio, por ejemplo).
La concavidad del menisco se origina cuando las fuerzas de adhesion entre las moléculas de
un liquido y las paredes del recipiente que lo contiene son mayores que la fuerza de cohesion
del liquido. La convexidad del menisco surge cuando las fuerzas de cohesion del liquido son
mayores que las de adhesion entre el liquido y la pared.

Uno de los efectos de la tension superficial es la capilaridad. En un tubo de pequefio radio el
liquido puede ascender o descender con respecto al nivel del liquido fuera del tubo de pequefio
diametro. La figura 1.12 muestra este efecto cuando se presenta ascension.

Ficura 1.12 EFECTO DE CAPILARIDAD
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El peso del liquido dentro del tubo es
W=yhrR?

y la fuerza de tension superficial en la direccion vertical se determina como

F,.=02mRcos0

al igualar ambas fuerzas, pues el liquido esta en equilibrio, se tiene

yhnR*=02nRcosf

por lo que la altura capilar resulta

_20co0s0
Ry

h

(1.34)

El efecto de la capilaridad se puede observar en la vida diaria, por ejemplo, en el ascenso del

ueroseno por la mecha de algodon en una lampara de ese combustible, en las laderas “moja-
g p > ]

das” por encima del nivel del agua de un almacenamiento o en el ascenso del agua en un pan-

talon que solo se mojo en su orilla. El efecto de la capilaridad es parcialmente responsable del

ascenso del agua en arboles altos.

Esevpro 1.11 Determine la ascension o el descenso capilar /2 en un tubo con radio R=0.5mm

para los siguientes casos: a) agua a 20°C, considere € = 0°; b) mercurio a 20 °C, considere 6 = 138°.

Solucion

a) Delatabla 1.7, para ¢=20 °C, la tension superficial y el peso especifico del agua son,

respectivamente, o= 7.36x102N/my y = 9792 N/m?; sustituyendo estos valores en la

ecuacion 1.34 la ascension capilar es

e 2x7.36x1072(N/ m) x cos 0°
0.0005 (m)x 9792 (N/m?)
h=0.030m
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HIDRAULICA BASICA

b) Procediendo de la misma forma para el caso del mercurio, de la tabla 1.8, su tension
superficial y peso especifico son, respectivamente, 0=4.8x10"'N/m y y = 133 kN/m?,
por lo que se tiene

h_2x4.8x10—1(N/m)><cos138°
0.0005 (m)x133x10° (N/m?)
h=-10.7mm

=—-0.0107m

hl M

Descenso capilar
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2 HIDROSTATICA

La estatica de fluidos estudia las condiciones de equilibrio de los fluidos que estan en reposo. Al
no haber movimiento, no existen esfuerzos tangenciales, pues es necesario que existan gradien-
tes de velocidad para que estén presentes estos esfuerzos; por lo tanto, el unico esfuerzo que se

I oymide)

presenta es el esfuerzo normal: la presion.

Hay casos especiales de fluidos que se mueven como un cuerpo solido, entonces entre sus par-
ticulas adyacentes no hay movimiento relativo y al no existir este, no se presentan esfuerzos
tangenciales, por lo tanto, el unico esfuerzo que se presenta es el esfuerzo normal. Los fluidos
dentro de contendores que sufren aceleracion lineal y los fluidos contenidos en cilindros en
rotacion son ejemplos de estos tipos de fluidos.

g oymyde)
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La hidrostatica estudia las condiciones de equilibrio de los liquidos y es el caso que comiinmen-
te interesa al ingeniero civil. La figura 2.1 muestra un recipiente con liquido en reposo.
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F1Gura 2.1 LiQUIDO EN REPOSO
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2.1 PRESION EN UN PUNTO

La presion es la fuerza de compresion normal infinitesimal dividida entre el area infinitesimal
sobre la que actua. La intensidad de presion es una cantidad escalar, es decir, tiene solo magni-
tud y actiia por igual en todas las direcciones. Para demostrar lo anterior, considere el elemento
de fluido en forma de cufa que se muestra la figura 2.2. El volumen de la cufia es %Ax Ay Az;
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se observa que Az = Al senf y Ay = Al cosf. Se considera que no se presentan fuerzas tangen-
ciales, por lo que las fuerzas que actiian sobre el elemento son las fuerzas de presion y el peso
propio, el cual solo actua en la direccion vertical z.

pAzAx |

o LN ™
e

e

Ay
38 Ax Ay Az p=Ax Ay

Ficura 2.2 FUERZAS SOBRE UN ELEMENTO DE FLUIDO EN FORMA DE CUNA

Al aplicar la segunda ley de Newton, en las direcciones y y z, se tiene
ZFy =ma,: p,AxAlsenf — p AxAlsend :%prAlsenQ Aya,

Y F.=ma,: p. AxAlcosd — pAxAl cos —%pgAxAlcosH Az:%prAlcosﬁAz a,

Al dividir todo entre Ax Al senf resulta, en la direccion y

by —p—Ep v a, (2.1)
y en la direccion z
pP-—P =%p(g+az) Az (22)

En el limite, cuando el elemento se reduce hasta un punto, Ay — 0 y Az — 0, por lo que los
términos del lado derecho de las ecuaciones 2.1 y 2.2 tienden a cero, y entonces se cumple
P, = p,=p- Puesto que el angulo 6 es arbitrario, esta relacion se cumple para todos los angu-
los. Si se analiza una cufia en la que actlien fuerzas en la direccion x y z, de forma similar se
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concluye que p, = p, =p, por lo que resulta

Pe=Py=D.=Pp (2.3)

Se puede concluir que la presion en un liquido en reposo, o en movimiento en el que no se
presentan esfuerzos cortantes, es independiente de la direccion. Esta importante conclusion se
denomina Ley de Pascal, en honor de Blaise Pascal (1623-1662).

I oymide)

2.2 ECUACIONES BASICAS PARA UN CAMPO DE PRESION

Para analizar como varia la presion de un punto a otro en un fluido en el que no se presentan
esfuerzos tangenciales, se considera idealmente un elemento de un fluido de forma prismatica;
en su centro la densidad es p y la presion es p (ver figura 2.3). Los lados del prisma estan
referidos a un sistema de ejes ortogonales, siendo z un eje vertical. Sobre el prisma actian las
fuerzas de presion sobre cada una de las caras de este y la fuerza de cuerpo igual al peso del

elemento pg dx dy dz .
P 9= ea
<p+6z 2 ) N

g oymyde)
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Q
=8
| - 2
P dydz °
[ 7
op d ! Q
p- LY Vaxdz — [ T, +PY \ ra: g
oy 2 Py =5
| oy 2 =
dz e - — — = 5
z /// N
- }

y (p + aﬁdﬁ) dydz dy l
ox 2 pg dx dz dz
Ficura 2.3 FUERZAS SOBRE UN ELEMENTO DE UN FLUIDO EN EL QUE NO ACTUAN FUERZAS TANGENCIALES

La presion media sobre la diversas caras se puede expresar en términos de p y sus derivadas,
por ejemplo, la presion en una cara que esta a una distancia dx/2 en el sentido positivo del eje
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op dx . . . .
xXes p P y para la cara que se encuentra a la distancia dx/2 en el sentido negativo del
. Ox 2 op dx .
eje x setiene p o Las presiones en todas las caras se expresan de esta manera, tal como
X

se muestran en la figura 2.3. Por lo tanto, la suma de fuerzas en cada una de las direcciones de
los ejes coordenados resulta

op dx Op dx op
F.=|p———|dvdz— —— |dydz =———dxdyd.
s )
2 F = p_@_pﬂ dxdz— p+8_pﬂ ddeZ—a—pdxdydz
oy 2 oy 2 y
D F =(p—a—p%)dxdy—(p+a—p%jdxdy—pgdxdydz=—a—pdxdydz—pgdxdydz
0z 2 0z 2 0z

La segunda ley de Newton se escribe, en forma vectorial, para un sistema de masa constante
como F =ma . Esto produce las tres ecuaciones de componentes en cada una de las direcciones,
las cuales son

—a—pdxdydz=pdxdydzax
Ox
P e dydz= pd dyd
—5 xdydz=pdxdydza, 2.4)

—Z—pdxdydz—pgdx dvdz=pdxdydza,
z

donde a, a, ya, son los componentes de aceleracion del elemento. Al dividir las ecuaciones
2.4 entre el volumen del elemento resulta

ap

o P (2.52)
d

5p=—p a, (2.5b)
L~ pla,+g) (2.5¢)
0z
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Como p esuna funcién de la posicion (x, y,z), su diferencial total es

dp=L gy + Py P g, (2.6)
o oy oz

se sustituyen las derivadas parciales por las obtenidas en las ecuaciones 2.5 y se obtiene

dp=—pa,dx—pa,dy—p(a,+g)dz 2.7)

I oymide)

2.2.1 FLUIDO EN REPOSO

En un fluido en reposo los componentes de la aceleracion son todos iguales a cero, por lo tanto,

g
=t
£
S
N

las ecuaciones 2.5 se reducen a

(@)
Pp_, 1
ox (2.8a) g:

W
8_p: 0 (2.8b)
8)/ (@)
3 28 g,
0z 5

N

Las ecuaciones 2.8 son las ecuaciones estaticas de Euler y muestran que la presion solo varia

en la direccion vertical y que en un plano horizontal xy cualquiera, la presion en cada punto del L]
plano es constante. Dado que la presion solo tiene variacion en la direccion vertical, la ecuacion =5
o o
2.8c se puede escribir como W
dp
——="pg (2.9)
dz

y al despejar dp se tiene

dp=—pgdz (2.10)
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La ecuacion 2.10 es valida para cualquier fluido en equilibrio estatico; su integracion depende
de la naturaleza de la densidad.

2.3 FLUIDO COMPRESIBLE Y VARIACION DE LA PRESION EN LA TROPOSFERA

Son muchas de las aplicaciones en la ingenieria en las que se requiere conocer la presion atmos-
férica. En la hidraulica se emplea especialmente en los disefios de conducciones a presion, en
los sistemas de bombeo y en los hidroeléctricos, en los que es importante evitar los problemas
de cavitacidon ya que la presion de vapor esta relacionada con la presion absoluta. Para la at-
mosfera, en la que la densidad depende de la altura, la ecuacion 2.10 se debe integrar a lo largo
de una distancia vertical. De p = p/ RT (ecuacion para un gas ideal), al sustituir en la ecuacion
2.10, resulta

dp=-£54 2.11
p=—prdz (2.11)
d__ 8 4 (2.12)
p RT

La presion en la atmoésfera es de interés ingenieril. La atmdsfera se divide en cuatro capas: la
troposfera, la estratdsfera, la ionosfera y la exdsfera. La capa mas cercana a la superficie de
la tierra es la tropdsfera (fropos significa cambio), esta capa obtiene su nombre del clima que
estd cambiando constantemente y mezclando los gases en esta parte de nuestra atmosfera. La
troposfera se extiende desde la superficie hasta unos 9-14 kilémetros de altitud (menor en los
polos y mayor en el ecuador). Contiene aproximadamente el 75% de la masa de gases totales
que componen la atmosfera, el aire aqui es 78% de nitrogeno y 21% de oxigeno. El ultimo 1%
esta compuesto principalmente de argdn, vapor de agua y didxido de carbono.

En la troposfera la temperatura varia linealmente con la altitud. En la parte baja de la estra-
tosfera, entre los 11 y 20 km, la temperatura es constante (-56.5 °C) (Potter et al. 1998). En la

atmosfera estandar la temperatura varia linealmente con la altura con la relacion

T=T,—az (2.13)
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donde T temperatura en K; 7, temperatura estandar igual a 288 K (15 °C); a constante de
decremento de temperatura, igual a 0.0065 K/m y z altura sobre el nivel del mar.

La ecuacion 2.12 se puede integrar entre el nivel del mar y una altitud z y queda

J‘p dp_ g([® dz
g P RboIj-az

L _ 8 Jo—az (2.14)
Py AR Ty
que se puede expresar en la forma
g
aR
P=Po(1_%j (2.15)
Ty

donde p,=101.3kPa es la presion atmosférica en la elevacion z=0. Con los valores de
T, = 288K, a=0.0065K/m, la constante de los gases para el aire R=286.9J/kgK (tabla 1.9),
y dado que la aceleracion de la gravedad no varia de forma significativa en la tropdsfera (en
z=11000m, g=9.773m/s?), su valor se puede considerar constante y usar su valor estandar.
Al sustituir valores en la ecuacion 2.15, la presion dentro de la tropdsfera se puede calcular, para
fines practicos, como sigue

5 \526
p=p(1-226x107 z) (2.16)
Ejemplo 2.1 Determine la presion atmosférica que se tiene en las siguientes altitudes:

z =0 msnm (metros sobre el nivel del mar), z = 2240 msnm, y z = 3500 msnm. Exprese en Pa,
kgf/ecm? y psi (Ib/in?).
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Solucion
Con la ecuacidon 2.16 se determina la presion atmosférica, y para cada altitud se tiene

z=0 msnm
Pum= 101.3(1-2.26x107°x0)>**=101.3 kPa

z = 2240 msnm
Purm= 101.3(1-2.26x107> x2240)>*° =77.07 k Pa

z=13500 msnm

Q
e
:;
S
=
)
—_

Pum = 101.3(1-2.26x10° x3500)>*° =65.67 k Pa

En la tabla 1.4 se indica la conversién: 1kgf/em? = 98066.5 Pa, por lo que en kgf/cm?

o
la presion resulta <,
£
o
z =0 msnm 5 N
Pum= 101.3x10° Pa x%ﬂ.owkgﬂcmz
98066.5Pa A
e
z= 2240 msnm 2 g
Pum= T7.07x10° Pax 18/ _ g 786 1o rem? S
98066.5Pa w
z=13500 msnm 2
= 65.67x10° Pax €V _¢ 67 4o fem?
98066.5Pa

 oymide)

Con el valor estandar de g=9.81 m/s*, la conversion es 1 kgf/em? = 98100Pa, por
lo que, para fines practicos, también se puede usar esta conversion sin que los resulta-

(@]
dos se vean afectados de forma significativa. )
£
®)
De la tabla 1.4 se tiene: 1psi = 11b/in? =6894.76 Pa, y las presiones son W
1 psi .
- = 101.3x10° Pax ——————=14.69 psi
z=0 msnm Paim 689476 Pa p
z=12240 msnm P = T7.07x10° Pax—P5L___11 18psi
6894.76 Pa
1 psi .
= = 65.67x10° Pax ——————=9.53 psi
z=3500 msnm Patm 6894.76 Pa p
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EJjemrLo 2.2 Determine la densidad del aire en una altitud de 10 000 msnm.

Solucion

A esa altitud la presion atmosférica y la temperatura absoluta son, respectivamente

Pum= 101.3(1-2.26x107> x10000)*° =26.32 kPa

T = 288K—0.0065Ex10000m=223 K
m

Al sustituir estos valores en la ecuacion 1.8, la densidad del aire es

_ Pa __ 2632x10° (Pa) _ 0411 kg/m?
RT  286.9(J/kgK)x223 (K)

Yo,

2.4 PRESION EN UN FLUIDO INCOMPRESIBLE. HIDROSTATICA

Para casos practicos de ingenieria la aceleracion de la gravedad se considera constante y para
los liquidos, que son practicamente incompresibles, la densidad también se considera constante.

Dado que el peso especifico es y = pg, para el caso de los liquidos la ecuacion 2.10 se puede
escribir como

dp=—vydz (2.17)

la cual es la ecuacion basica para determinar la variacion de la presion hidrostatica con la ele-
vacion. Al integrar la ecuacion 2.17 se tiene

Idpz—}/Idz 2.18)

zZ+

P_ constante (2.19)
v
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Si se tienen dos puntos en diferentes elevaciones z; y z,, tal como se muestra en la figura 2.4,
al integrar la ecuacion 2.18 entre estas elevaciones resulta

p P
i+ A=z, +52 (2.20)
v 4
Superficie libre (presion = po)
v
A -
1
(N ==~~~ T * 7p
h
z
2
I A P
Z1
z2
y 7 ////// 7 ////// 7 ////// 7 ////// > ////// 7 ////// > ////// 7 i

F1GURA 2.4 VARIACION DE LA PRESION CON LA PROFUNDIDAD

La diferencia de presiones entre ambos puntos es
Pr—p=7(z-2) (2.21)
Donde p, y p, son las presiones en las elevaciones z; y z,, respectivamente. De la figura 2.4

se observa que la diferencia de elevaciones (z, — z,) se puede escribir como 4 = (z, — z,), por lo
que es mas sencillo expresar el incremento de presion en funcion de 4, y se tiene

Pr=pi+yh (2.22)

La ecuacién 2.22 muestra que en un fluido incompresible en reposo la presion varia linealmente
con la profundidad. Esta ecuacion se cumple tanto en términos de presion absoluta como de pre-
sion manométrica. Dado que en la superficie libre de un liquido la presion manométrica es cero,
esta aumenta de forma lineal con la profundidad / que ahora tiene origen en la superficie libre
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del liquido, tal como se muestra en la figura 2.5, y para cualquier punto medido a una distancia
vertical & desde esta superficie la presion manométrica es

p=rh (2.23)

La presion absoluta también aumenta con la profundidad; en la figura 2.6 se muestra que en
cualquier punto a la profundidad / la presion absoluta es

(2.24)
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Fi1GURA 2.6 DISTRIBUCION DE LA PRESION HIDROSTATICA EN TERMINOS DE PRESION ABSOLUTA

La presion en un fluido incompresible homogéneo en reposo dentro de un recipiente es funcion
solo de la profundidad con respecto a un plano de referencia en el que se conozca la presion y
no es afectada por el tamafio o la forma del depdsito. Asi, en la figura 2.7 la presion es la misma
en todos los puntos contenidos en un plano horizontal del cual solo se observa la recta AB.
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F1GURA 2.7 PRESION DENTRO DE UN RECIPIENTE DE FORMA ARBITRARIA

En la mayor parte de los problemas de ingenieria es comln referirse a presiones manométricas,
por lo que, en lo que sigue de este texto, cuando se aluda a la presion, esta se refiere a la ma-
nométrica y cuando se trate de presion absoluta se hara la aclaracion.

Entre liquidos que no se mezclan la presion también aumenta con la profundidad, pero como
para cada liquido se tiene diferente peso especifico, el incremento de presion se tiene que deter-
minar con el peso especifico de cada uno de ellos. La figura 2.8 muestra esta variacion.

v
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! N
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| | ~ 2
ha ; . 4 ‘
I I ~ !
ra— ~ ha
hy N - ;
1 ‘ 3 o C #
e o - - - - - ___ |

yihi  y2 h y3h3

FI1GURA 2.8 INCREMENTO DE LA PRESION EN LIQUIDOS CON DIFERENTE PESO ESPECIFICO Y QUE NO SE MEZCLAN

Esevrro 2.3 Un buceador se encuentra a 50 m bajo el nivel del mar, en donde la densidad del
agua es p=1028kg /m’ . Determine la presién manométrica y la presion absoluta a la que esta
sometido el buceador.
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Solucion

El peso especifico del agua es

_1028kg 9.81m

y=pg=—m ~— =10084.68 N/m’
m S

Con la ecuacidn 2.23 se obtiene la presion manométrica, la cual resulta

p =yh=10084.68 £3><50m=504234 N/m?
m

p=504.23kPa

Al nivel del mar la presion atmosférica estandar es p,,, = 101.3 kPa , y sustituyendo va-
lores en la ecuacion 2.24 se obtiene

Py = 101.3 +504.23 = 605.53kPa

Ejemrro 2.4 En el depdsito mostrado en la figura 2.8 se tienen los siguientes valores

y,=6670 N/ m’ h,=3m
7,=9 810 N/m’ h,=15m
7,=133400N/m* | h,=0.5m

Calcule la presion manométrica en el fondo del recipiente y la altura 4, del tubo lateral que se
comunica con el recipiente.

Solucion

La presion en el fondo se determina sumando las presiones que ejercen los tres liquidos:

Pe=nhi+yyhy+y;h;
P, =6670(N/m?)x3m+9810(N/m?)x1.5m +133400(N/m’)x0.5m
p. =101.425x10° Pa
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Dado que en un plano horizontal de un liquido en reposo la presion no varia, la presion que ejer-
ce la columna de altura /4 en el fondo del tubo lateral debe ser igual a p,, por lo que se tiene

p,=101.425x10° Pa=y;h,

hy=Pe 101.425x10° N/m® _

0.76m
s 133.4x10° N/m’

2.5 CARGA DE PRESION

Es usual expresar la presion en términos de la columna de determinado liquido que pueda pro-
ducirla, llamada carga de presion. De p = yh, la carga de presion es

=L (2.25)
y

Al realizar un analisis dimensional, se tiene para la carga de presion

{F/LZ}Z[L]

F/I?

Dado que la dimension de la carga de presion es de longitud, tanto en el SI como en el sistema
métrico gravitacional, se expresa en m.

En SI:

p presion, en Pa
y peso especifico, en N/m’
h carga de presion, en metros de columna del liquido empleado para calcularla

En el sistema MKS:
p presion, en kgf/m?

y peso especifico, en kgf/m’

h carga de presion, en metros de columna del liquido empleado para calcularla
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Esemrro 2.5 El valor de la presion atmosférica estandar es 101.3 kPa. Calcule el valor de la
columna de agua que produce la misma presion.

Solucion

De la ecuacion 2.25 se tiene

101.3kPa _ 101.3x10°N/m”
9810N/m’> 9810N/m’>

h=L- =10.33 m columna de agua
Y

I oymide)

EsevpLo 2.6 En un conducto la presion es 0.6kgf/cm? . Determine la carga de presion en me-
tros de columna de agua que produce esa misma presion.

g oymyde)

Solucion

Dado que la unidad de fuerza empleada es el kgf , el sistema de unidades es gravitacio-
nal en el cual el peso especifico del agua es 1000 kgf/m® . En este sistema de unidades es
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comiin expresar la presion en kgf/cm?, por lo cual, para convertir a carga de presion, lo
primero que debe hacerse es convertir los kgf/cm2 a kgf/m2

(@]

2 0

0.6 kgg :0.6k;gf " (IOOcrzn) 6x10° kng E
cm cm Im m o

AN

y la carga de presion resulta

WP 6x10° kgf/m’
y 1000 kgf/ m’®

¢ oymyde)

h =6 m columna de agua

Note que cualquier presion x expresada en kgf/cm?, tiene su equivalente 4 en carga de
presion en metros de columna de agua iguala 2=10x.




CAPITULO 2. HIDROSTATICA

2.6 MEDICION DE LA PRESION

Como ya se indico en el capitulo 1, y se ha seguido analizando en el presente capitulo, la pre-
sion en un punto dentro de la masa de un fluido se puede expresar como una presion absoluta
0 como una presion manométrica. La presion absoluta se mide con respecto al vacio perfecto
(presion cero absoluto), en tanto que la que la presion manométrica se mide con respecto a la
presion atmosférica local. Las presiones absolutas son siempre positivas (ver figura 1.2), pero
las presiones manométricas pueden ser positivas o negativas, dependiendo de si la presion esta
por arriba de la presion atmosférica local (valor positivo) o por abajo de la presion atmosférica
(valor negativo). Una presion manométrica negativa también se conoce como vacuométrica.

2.6.1 BAROMETRO
La medicién de la presion atmosférica suele llevarse a cabo con un barémetro de mercurio, que

en su forma mas simple consta de un tubo de vidrio cerrado por un extremo y con el extremo
abierto inmerso en un recipiente de mercurio.

/: pab: 0
h
p '
L S
. —

Ficura 2.9 BAROMETRO

La figura 2.9 muestra un barémetro en el cual en la parte superior se logra una presion absoluta

practicamente igual a cero. A la profundidad / y dentro del tubo, la presion absoluta en el punto
A es

pabA:0+7h:7h
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La presion absoluta en la superficie libre que contiene al punto A" es igual a la presion atmos-
férica

Papa" = Pam

Dado que los puntos 4 y A’se encuentran en el mismo plano horizontal de un liquido en repo-
s0, la presidon en ambos puntos es la misma, por lo que

Pam =Y h (2.26)

Teoricamente se puede construir un barometro con cualquier liquido; sin embargo, se tienen dos
inconvenientes cuando no se emplea mercurio: el primero, dado que los pesos especificos de
los otros liquidos son mucho menores que los del mercurio, se tendria una columna muy grande
dentro del tubo y el segundo es que se debe lograr un vacio practicamente total en el extremo
superior, y los liquidos diferentes al mercurio vaporizan facilmente con el calor y entonces en la
parte superior del tubo es significativa la presion de vapor que ejerce el liquido evaporado. Para
el caso del mercurio, a una temperatura de 20 °C, la presion de vapor es de 0.1586 Pa (Munson,
2002), por lo que para casos practicos esta presion se puede considerar nula.

El invento del baroémetro se adjudica a Evangelista Torricelli (1608-1647) en 1644. Blais Pas-
cal, en 1648, dirigi6 un experimento empleando el barometro para medir la presion atmosférica
en diferentes altitudes del volcan Puy Dome en Francia; asi comprob6 que a mayor altitud
menor presion atmosférica, y adjudicé acertadamente este efecto al peso de la columna de aire.

Esemrro 2.7 Es usual expresar la presion atmosférica en términos de la columna de mercurio
que se mide en un bardémetro. a) Calcule la columna de mercurio que se tendra en un barémetro
que mide una presion atmosférica de 70 kPa. Considere el peso especifico del mercurio a 20 °C.
b) A cero grados Celsius la densidad del mercurio es py, = 13596 kg/ m’ . Calcule la columna
que marca el barometro a una presion de 101.3 kPa.

Solucion

a) De la tabla 1.9, para £=20 °C, el peso especifico del mercurio es yp, =133 kN/m?, y
de ecuacion 2.26, al despejar la columna de liquido se tiene
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e Pam 70kN/m?

>=0.526m de Hg
7 133 kN/m
kg m kg-m 1 3 .
b)Con ype = Py & =13596—x9.81 — =133776 —— —=133776 N/m", se tiene
m s s° m
2
p=Pam _ JOLINMT 256 e b,

7y 133.776 kKN/m’
h=760mm de Hg

Note que el valor obtenido es el que ya se indic6 en la tabla 1.5 como valor de la presion
atmosférica estandar expresada en carga de presion. Es usual no especificar la tempera-
tura del mercurio y emplear una densidad igual a py, = 13600 kg/ m’.

2.6.2 MANOMETROS SIMPLES

Los manémetros son dispositivos que miden la presion tomando como referencia la presion
atmosférica.

P1EZOMETRO

El manémetro mas sencillo, llamado piezdémetro, sirve para medir la presion por encima del
cero manométrico (presion atmosférica). Este dispositivo, que se muestra en la figura 2.10,
consiste en un tubo vertical conectado al recipiente cuya presion se va a medir; el liquido que
estd dentro del recipiente asciende hasta alcanzar el equilibrio y entonces la presion se puede
determinar midiendo la distancia vertical & desde la superficie libre del liquido hasta el punto
de interés, y resulta p, =y h.

Ficura 2.10 PIEZOMETRO
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En términos de carga de presion /1= p ,/y, donde h se expresa unidades de altura de columna
del liquido; por ejemplo, m de columna de agua, mm de columna de mercurio, etc.

Evidentemente, el piezometro no mide presiones manométricas negativas, ya que en tal caso se
tendria el paso del aire hacia el recipiente a través del tubo manométrico. Una limitante practica
es que no es adecuado para medir grandes presiones, pues se requeriria de un tubo muy largo.

MANOMETROS ABIERTOS EN FORMA DE U
Se emplea para medir presiones manométricas en un liquido, ya sean positivas o negativas. En

la figura 2.11 se muestra que el menisco puede alcanzar su posicion de equilibrio por debajo
del punto A.

FiGura 2.11 MANOMETRO EN FORMA DE U

Para conocer la presion en el punto A, se puede trazar de forma ideal una linea horizontal que
pase por el punto B en la superficie libre del liquido, esta linea también pasa por el punto B'
que se encuentra del lado izquierdo del tubo (figura 2.11b). Dado que por debajo de la linea
horizontal el liquido tiene un peso especifico constante, se tiene p,=p - Como la presion
aumenta de forma descendente, se tiene p, + yh = p .. Enelpunto B la presion manomeétrica
es cero, por lo que

Pa=—yh

Cuando se tienen diferencias de presion manométrica positivas o negativas “grandes” gene-
ralmente se emplea un segundo liquido de mayor peso especifico, inmiscible con el primero y
llamado liquido manométrico (figura 2.12a). Este tipo de mandmetro también se puede emplear
cuando el fluido dentro del recipiente es un gas.
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Procediendo de forma similar al caso anterior, se tiene pp=y,h, y p,+7,h =pg, por lo
que, de pp = p,., resulta

Yol =pa+nh

Pa=rahy —nh

I oymide)
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F1Gura 2.12 MANOMETRO EN U CON LIQUIDO AUXILIAR

Una forma sencilla para resolver problemas de mandmetros es la siguiente:

¢ ojyde)

1. Empezar en un extremo del circuito, anotar la presion en ese punto empleando unidades
adecuadas o un simbolo apropiado si se trata de una incognita.
2. Al valor anterior se le suma el cambio de presion A p = yh que se tenga de un punto al

siguiente; positivo si el segundo punto se encuentra a menor elevacion o negativo si se
encuentra a elevacion mayor.
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3. Proceder de esta manera hasta alcanzar el ultimo extremo o el punto de interés e igualar
la expresion obtenida a la presion en este ultimo punto.
4. Sustituir los valores conocidos y resolver para la presion que se desea conocer.

¢ oymyde)

MANOMETROS DIFERENCIALES CERRADOS

Un mandmetro diferencial cerrado sirve para medir la diferencia de presiones entre dos puntos.
La figura 2.13 muestra dos mandmetros de este tipo.




HIDRAULICA BASICA

Ficura 2.13 MANOMETROS DIFERENCIALES CERRADOS

Para el caso del manometro diferencial mostrado en la figura 2.13a que conecta dos puntos Ay
B dentro de un mismo conducto, la diferencia de presiones se calcula como

Patrihy —y,(hy—hy)—y hy= pg
Pa—Pe=2—n) (hy—hy)

Note que en este caso la diferencia de presiones depende de la diferencia de pesos especificos
(7, —7,) y de la diferencia de columnas (4, — 4,).

Para el mandmetro mostrado en la figura 2.13b, al hacer el recorrido manométrico se obtiene

Patnil+y, hy =y, b= y3hy = pg
Pa—Pp=—1h+y,(ls—h) +y3hy

EjevpLo 2.8 Caleulelapresiondelaire p, si H=0.1m y h=0.30m . Considere y;, =133 kN/m®
El peso de la columna de aire es despreciable debido a la baja densidad de este.
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@ Aire

Agua

Solucion

Al hacer el recorrido manométrico desde el punto A hasta el extremo abierto del mano-

I oymide)

metro en U, se tiene

pA+7aguaH_7th=O

g oymyde)

Dy :133k—1\31><0.3m —9.81k—1\31x0.1m = 38.92kN/m”’
m m
p,=3892kPa

Ejemrro 2.9 Determine la diferencia de presiones entre los puntos A y B de una conduc-
cion. Emplee sistema métrico gravitacional de unidades. y, =1000 kgf/m3 , 7, =13600kgf/m®,
hl = 0.15m, hz = 0.101’1'1 y h2 = 0.181’11.
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Solucion

En la figura se trazd una linea horizontal que pasa por los puntos C” y C; en estos puntos
la presion es la misma ya que por debajo de ellos se tiene el mismo liquido. Para calcular
la presion en el punto C” se tiene

Patnh +y,h =pe
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de igual forma, para el punto C resulta

pgtrh=pc

De p.i=pc sellegaa
Patnh+y,hy=pp+nhy
Pa—p=n(hs=h)=rh

Al sustituir valores se obtiene la diferencia de presiones

Pys—Pp= IOOOL%X(O.IS—O.IS)m—136OO
m

kgf

—x0.Ilm
w3

kgf
pa-py= 133080
m

Como se puede observar, la presion en el punto B es mayor que la del punto A. En el
sistema métrico gravitacional es usual expresar la presion en kgf/cm?, por lo que se tiene

2

kgf m
—p,=1330-5 x
Pp= P4 m> (100cm)>
kef
pp—pa= 013322
cm

Este problema también se puede calcular con el procedimiento general. El recorrido del
circuito manomeétrico se puede iniciar en cualquiera de los extremos; si se elige iniciar
por el punto B, se tiene

Pt —vahy =yl =py
Pg—Pa =Vl —yi(hy —hy)

y al sustituir valores se llega al resultado obtenido con el primer procedimiento.
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2.6.3 MANOMETRO DE BOURDON

Los mandmetros simples, abiertos o cerrados se emplean principalmente en los laboratorios, lo
comun en la industria y en las instalaciones domiciliarias es emplear los manometros llamados
comerciales o de caratula. El funcionamiento de estos se basa en el tubo de Bourdon que fue
desarrollado y patentado en 1849 por el ingeniero francés Eugene Bourdon. En su forma mas
simple consiste en un tubo de seccidn circular eliptica doblado en un arco de aproximadamente
270°, tal como se muestra en la figura 2.14. Cuando se aplica presion al manometro el tubo
curvado tiende a enderezarse. Este movimiento se transmite mediante una conexion mecanica a
un sistema de engranajes conectado a una aguja. La aguja se coloca delante de una plantilla que
lleva las indicaciones del valor de la presion relativa a la posicion de la aguja.

Resorte del tubo
de Bourdon

/" Sector

Seccion A-A
en el tubo
Eslabon

Enchufe

Parte frontal Parte posterior

Ficura 2.14 Tuso bE BourpoN (ROBERSON,1984)

La escala del medidor indica cero cuando el manometro estd abierto a la presion atmosférica.
Las unidades de presion pueden estar en diferentes sistemas de unidades, por ejemplo, Pa o
bar en SI, kgf/cm? en el sistema gravitacional métrico o psi en el Sistema Inglés de Unidades;
también es comun que se exprese en términos de carga de presion, como cm de Hg o in de Hg.
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2.7 EMPUJE HIDROSTATICO SOBRE SUPERFICIES PLANAS

Debido a que la presion varia dentro de un fluido en reposo, su accion da como resultado la
existencia de fuerzas distribuidas sobre cualquier superficie finita que se encuentre en contacto
con el fluido; sin embargo, en el analisis estatico de tales superficies conviene reemplazar las
fuerzas distribuidas por una fuerza resultante equivalente junto con su linea de accion (centro
de presion).

2.7.1 EXPRESION GENERAL PARA EL CALCULO DEL EMPUJE HIDROSTATICO SOBRE SUPERFICIES PLANAS

Considere una superficie plana de area 4, como la mostrada en la figura 2.15, que esta contenida
en un plano inclinado xy, siendo x un eje horizontal contenido en la superficie libre del liquido.
El eje y corta en el punto O de la superficie libre, 6 es el angulo que forma el plano xy (real o
ficticio) con la superficie libre del liquido. La superficie plana tiene un centroide ¢ que solo
depende de la forma de esta.

area plana inclinada
(vista lateral)

FiGura 2.15 FUERZAS HIDROSTATICAS SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA SUMERGIDA
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La presion en cada uno de los puntos de la superficie plana viene dada por p =y z, siendo y el
peso especifico del liquido y z la distancia vertical que se mide a partir de la superficie libre del
liquido, donde la presion es p = 0 (manométrica). En cualquier punto se cumple que z =y sen 6.

En cualquier profundidad dada, la fuerza o empuje elemental que actia sobre el area diferencial
dA es dE =7y z dA y es perpendicular a la superficie. Asi, la magnitud de la fuerza resultante,
también conocida como empuje hidrostatico, se puede calcular sumando todas las fuerzas dife-
renciales sobre toda la superficie. Al integrar se tiene

E=I ysz:I yysenfdA
4 4

Paray y 6 constantes
E=ysen HI y dA (2.27)
4

La integral que aparece en la ecuacion 2.27 es el primer momento del area con respecto al eje x
I ydA=y, A
4

donde y, es la ordenada del centroide medida desde el eje x, por lo que la magnitud del empuje
hidrostatico resulta

E=yAy. sen0

en funcion de la profundidad vertical z se tiene
E=yAz, (2.28)

Donde z, es la distancia vertical desde la superficie del liquido hasta el centroide de la su-
perficie plana. Note que la magnitud es independiente del d&ngulo 6. Dado que la presion en el
centroide es p_ =y z_, la fuerza resultante es igual a la presion en el centroide por el area total.
Todas las fuerzas diferenciales dE que se sumaron son perpendiculares a la superficie, por lo
tanto, el empuje resultante £ también es perpendicular a esta. La ecuacion 2.28 es la expresion
general para calcular la magnitud del empuje hidrostatico.
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Cuando un sistema de fuerzas paralelas se reduce a una fuerza resultante, también interesa co-
nocer su punto de aplicacion, el cual se determina igualando el momento que ejerce la fuerza
resultante con el que ejercen las fuerzas elementales en su conjunto. El punto por el que pasa
el empuje hidrostatico resultante, llamado centro de presiones tiene coordenadas (x,,,v.,); la
figura 2.16 muestra la ubicacion de estas.

Para calcular la coordenada y,, se suman los momentos estaticos con respecto al eje x que
ejercen las fuerzas elementales y se igualan con el que produce la fuerza resultante

Eycp=LydE=Ly y ysenddA

yAy.senfy,, = ysen@J‘ y2 dA
4

AV, Yep =Ly2 dA

FiGura 2.16 UBICACION DEL EMPUJE HIDROSTATICO RESULTANTE SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA
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I = I y2 dA es el segundo momento del area con respecto al eje x. A partir del teorema de

4
los ejes paralelos /, se expresa

Ix =Ixc+Ay02

Donde 7, es el segundo momento del drea con respecto a un eje que pasa por su centroide y
es paralelo al eje x. Asi

Ay, Vo=l e+ AY;

1

xc

Ay

ycp= +yc

c (2.29)

I .. también puede expresarse como I, =r_ A, donde 7+ es el radio de giro de A respecto
al eje centroidal paralelo al eje x . Por lo tanto, la posicién de la coordenada y,, también se
puede determinar de la siguiente forma

ycp=_+yc (230)

De la ecuacion 2.30 se puede observar que el empuje hidrostatico resultante pasa por debajo del
centroide de la superficie, también se nota que, para un area dada, el centro de presion y,, se
acerca al centroide y,. a medida que la superficie se encuentra a mayor profundidad dentro del
liquido. En la tabla 2.1 se muestran las propiedades geométricas para las superficies mas usuales.

La coordenada x,, del empuje hidrostatico resultante se puede determinar sumando los mo-
mentos estaticos con respecto al eje y, asi

Excp=j xdE=j x y ysenddA

A Y

yAy., seonszysenQJ. xydA
A

Ay, xcpszxydA
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La integral es segundo momento mixto de la superficie 7, , con respecto a los ejes x y y, por
lo que

Ayc xcp =Ixy
— Ixy
'xcp = Ay
c

Utilizando el teorema de los ejes paralelos: 7, =1, +Ax,y,, donde I, es el segundo
momento mixto con respecto a un sistema ortogonal de coordenadas que pasa por el centroide
del area.

X (2.31)

En superficies simétricas con respecto a un eje paralelo al eje y que pasa por el centroide, se
tiene /., =0y x.,=x..

Tabla 2.1 CENTROIDES, AREAS Y CUADRADO DEL RADIO DE GIRO DE ALGUNAS FORMAS GEOMETRICAS (SOTELO, 1990)

Posicion del Cuadrado del radio
centroide, & de giro, ’}2
}
he
[ 4{ X
] — 42
h p=1 A=bh 2
2 S |

h — 2

. X hc = z]’l A= ﬂ rz = h_

2 18
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— 2
h _h(2b+a y=p bra 2 _h [, 2ab
© 3 b+a 2 18 (a+b)*
Q
S
g
S
_ RZ
h.=R A=7x R? P2
X
4 Q
S
£
S
\S)
f Q
he S
R c i py — é’
/ % x | h.=05756 R A= 2 = 0.06987 R* =
2 w
L ]
Q
! =
he =5
. /5 i 1+ send cosf i
R o o X h=R 1_2sent9 A—oR? r_2:R_2 9
30 T 4| 16sen’d
96* g
g
S
(o)
2sen>d cosf
, B 2sen’d cosé
h —R|:1— 4sen” 0 } A=1R2(297sen29) 7z :Riz 0—send cosd
R 60—3sen26 2 4| 64 sen®d
9 (20—-sen20)*
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[}
o
C
2b ! _ 2
! h.=b A=mab rxz Zb—
4
2a
(@)
B,
b b 1y s
o
% e -
S % 2 4 —-
! h,=Za A=Zab 2 =0.06857 a*
a 5 3 x Q
S,
g
o
N

Esempro 2.10 Determine el empuje hidrostatico resultante £ y la ubicacion de su linea de
accion )., medida sobre el plano que contiene a la superficie y la distancia Z., medida verti-
calmente. También, determine la distancia dcp medida sobre el plano inclinado desde el punto
A hasta el centro de presiones. Considere los siguientes casos: a) rectangular, 2=1m, b=0.8m;
b) triangular, z=1m, b= 0.8m c¢) semicircular, =R =1m. Para todos los casos, #=115°. El
liquido es agua.
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Solucion

a) El plano que contiene a la superficie rectangular es el mostrado

X
[ f—
i
| e Yep

e | -
’ S,
cp E
o
.;b‘, p—

y

Note que y.=L+h,, donde L es la distancia desde la superficie libre hasta el borde
superior de la superficie sobre la cual se desea calcular el empuje hidrostaticoy 4, es
la posicion del centroide medida desde el borde superior de la superficie sobre la cual se
desea calcular el empuje hidrostatico

g oymyde)

Q
e
:;
S
=
)
(98]

El empuje hidrostatico se determina con la ecuacion 2.28 y las propiedades geométricas
se pueden consultar en la tabla 2.1.

@
Para este caso se tiene ’-§;
A=hxb=1mx0.8m=0.8m> 5
1 £
h =215
2
@
_ 2 2 &
1
2 =AM 0833m? =
12 12 2
o
()]

en el plano que contiene a la superficie rectangular la distancia L es

L=0.5m/sen 115°=0.552m

la distancia y, desde la superficie libre hasta el centroide, medida sobre el plano x y es

Y.=L+h_.=0.552m+0.5m=1.052m
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la coordenada vertical z, resulta
z.=y,senl15°=1.052mxsen115°=0.953m
otra forma de calcular z, es
z, =0.5m+/%_sen115°=0.5m +0.5mxsen115°=0.953m

Con la ecuacion 2.28 se determina el empuje hidrostatico

I oymide)

E=yAz, =9810£3x0.8m2x0.953m= 7480 N A 250

Q
m
=1

el cual esta aplicado en el centro de presiones y,, que se determina a partir de la ecua- g
cion 2.30. 32

2 2

Vep =24y, _0.0833m” ; 0som=1.131m
V. 1.052m

¢ ojyde)

La distancia dcp medida sobre el plano inclinado desde el punto A hasta el centro de
presiones es igual a

(@]
!
d., =y, - L=1.131m - 0.551m=0.58m 5
AN
N7 y

¢ oymyde)
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b) Procediendo de igual forma para la superficie triangular se tiene

X
[ f—
L
Y Yy
he
h c @
o g
) 2
Y o
<,
hxb 1mx0.8m =3
A: = = o
2 2 )
h, =Eh=21m:0.667m @
3 3 L]
> (1m)? £
—_ m o
rx T 0.0556m’ w
18 18

L=0.5m/sen 115°=0.552m

Q
o
:\
o
=,
o
NS

y,=L+h,=0.552m+0.667m=1.219m

0 z,=y.senl15°=1.219mxsen115°=1.104m

¢ oymyde)

z,=0.5m+4,sen115°=0.5m +0.667mxsen115°=1.104m

E=yAz, =9810£3><0.4m2x1.104m=4332N A 25°

m
2 2
Vo=t 3, = 20020 ) 5 19m=1.264m
Py, 1.219m

dep =Y., —L=1264m—-0.552m=0.712m

cp
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c¢) Para la superficie semicircular resulta

L
[ | Yooy
| h//\
R | c
. \
‘ cp (@]
S
2R =
=
y P
2 2
4= FR _mAm) ) e0gm?

2

g oymyde)

h. =0.5756R =0.5756x1m =0.5756m

E = 0.06987R* = 0.06987 x (1m)* =0.06987 m*

Q
e
:;
S
=
)
(98]

L=0.5m/sen 115°=0.552m

y,=L+h,=0.552m+0.5756m=1.128m

(@]
S
z,=y.senl115°=1.128mxsen115°=1.022m g:
N
(6]

z,=0.5m+ A, sen115°=0.5m +0.5756mxsen115°=1.022m
Q
E=yAz, =9810£3><1.5708m2x1.022m= 15748 N &£ 25° E
m 3
—§+ _ 006987’y 1rem—1.189m -

Yep Y T 128m ’

C

d,,=y,,~L=1189m-0.552m=0.637m
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Esevrro 2.11 a) Determine el empuje hidrostatico sobre la compuerta inclinada que cierra al
tubo circular, asi como su linea de accion referida a la articulacion A. b) Determine las reac-
ciones en el tope B y en la articulacion A. No considere el peso de la compuerta ni el efecto de
la friccion. c) Si se coloca un cable normal a la compuerta en su extremo inferior, determine el
valor de la fuerza de tension a partir del cual abre la compuerta.

\V4

H=025m A

D=04m X\“m

B

I oymide)

g oymyde)

Solucion

a) La compuerta estéd inclinada, por lo que tiene una forma eliptica con eje mayor igual a

0.5 m y eje menor igual 0.4 m. El plano xy que contiene a la compuerta forma un angu-
lo 6 con la superficie libre del agua.

Q
e
:;
S
=
)
(98]

V4 X
- \Q
H=025m ‘< g
0.5m =
_ AN =)
D=04m 5
I
BN
AN
AN
\Qy

¢ oymyde)

El plano que contiene a la superficie es el que se muestra enseguida:

X

-~

Yep

he

0.4—

acotaciones en m
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El 4ngulo 4 se determina como

senQ:%: 0.8
0.5

O=sen'0.8=53.13°

la distancia L, medida sobre el plano inclinado, desde la superficie libre hasta la articu-
lacion A es

I oymide)

L=0.25m/senf = 0.25m/0.8=0.3125m

El area, el centroide y el radio de giro al cuadrado son, respectivamente, éj
A:ﬂxo'zmx0'4m:0.157lm2 2
h, = 0.5m =0.25m g
E:@: 0.01563m? %

Las distancias y,, medida sobre el plano xy,y z, medida verticalmente, resultan

y,=L+h,=03125m+0.25m=0.5625 m

Q
e
:;
S
=
)
N

z,=y.senf = 0.5625 mxsen53.13°=0.45m

z,=0.25m+(0.5m/2)sen53.13°=0.45m

¢ oymyde)

Una vez determinadas las variables que intervienen en el calculo del empuje hidrostatico,
este se determina como

E=yAz, =9810£3><0.1571m2 x0.45m=693.51 N .5 36.87°
m
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La ubicacién del centro de presiones es

2 0.01563 m’
_+ —_—_

= = +0.5625m=0.5903m
Yer = Y T 0 5625m

y si se mide verticalmente se tiene

Zep =Vepsen@==0.5903mx0.8=0.472m

I oymide)

desde la articulacion A, la linea de accion del empuje hidrostatico es igual a

d,, ,=y.,~L=0.5903m-0.3125m=0.278 m

cp

g oymyde)

b) En condiciones estaticas se cumple que la suma de momentos con respecto a cual-
quier punto es igual a cero. Las fuerzas que pueden generar momento con respecto a
la articulacion A son la reaccion Ry y el empuje hidrostatico £, ambos normales a
la compuerta.

¢ ojyde)

Q
e
:;
S
=
)
N

¢ oymyde)

En condiciones estaticas se tiene

& IM,=R,;x0.5m—693.51Nx0.278m=0

Ry =385.59N < 3657




HIDRAULICA BASICA

La segunda condicion de equilibrio es X = 0. Dado que tanto Rz como £ son normales
a la compuerta, R, también lo es, por lo que resulta

Ry+R,—E=0
R, =693.51N-385.59N
R, =307.90N = %87
c) Para abrir la compuerta basta que la fuerza de tensiéon 7' sea mayor que Ry
T >385.59N 36.87
Evidentemente, al ir abriendo la compuerta, cambiara la direccion de la fuerza de tension.

Esevrro 2.12 Demuestre que sobre un muro rectangular inclinado o vertical el centro de pre-

siones de la resultante del empuje hidrostatico siempre se encuentra a una distancia y,, =§h .

Solucion

2

. h  — L .
Dado que la superficie es rectangular, /2, =5 2 =i’—2. La ubicacion del centroide desde

la superficie librees y, =L+h. =0+ % . A partir de la ecuacion 2.30 se determina el centro

de presiones, el cual resulta

(o )k
Yo =0, e T 12 W2 )2

Yep =§h
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Columna equivalente

El célculo del empuje hidrostatico a partir de la ecuacion general 2.28 se ha empleado cuando se
tiene una superficie libre del liquido y la densidad es constante; sin embargo, también se puede
emplear en un sistema a presion como el mostrado en la figura 2.17a, para lo cual la presion que
ejerce el aire se transforma en una columna de liquido que ejerza la misma presion que la que
se tiene originalmente en el punto c.

La columna de liquido equivalente de peso especifico y en el punto ¢, tal que la presion sea la
indicada se calcula como

Para poder emplear la expresion general en el calculo del empuje hidrostatico sobre la superfi-
cie AB, el sistema equivalente es como el mostrado en la figura 2.17b.

v
Y
h;+h,
A
B
B
Ficura 2.17A SISTEMA ORIGINAL FI1GUura 2.178 SISTEMA EQUIVALENTE

Ejemrro 2.13 En un tanque lleno de agua a presion se tiene un domo circular con didmetro
D =1.5m. La presion en el manémetro es p, =49.05 kPa . Determine el empuje hidrostatico
sobre el domo y ubique su linea de accion con respecto al punto B. Considere 4, =2 m.
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Solucion

La columna de agua equivalente que ejerce la presion indicada es

3 2
h, _Pe _ 49.05x10° N/m =5 m.c.a. (metros de columna de agua)

7 9810 N/m’

El sistema equivalente es el mostrado

2m
R
\\A

3

El plano x y contiene al domo circular; € es el angulo que forma la superficie libre con
este plano. Note que el liquido esta por debajo del domo, por lo que >90° . El angulo «
es el que forma el domo con la horizontal. Por tanto, se tiene

I oymide)
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1
1.5

a=sen’ — =41.81°

0=180°—-41.81°=138.19°

senf=sena = 2
3
Con el sistema equivalente se procede de forma similar al problema 2.10, ahora para la
superficie circular y resulta

zD*  z(1.5m)’
=

A= =1.767m>

h, =R=1.5m/2=0.75m

— 2 2
P2 = RT: @:0.14061112

X

L=2m/sen138.19°=3m
Y.=L+h,=3m+0.75m=3.75m

z,=y.sen@ =3.75mx2/3=2.5m

E=ydz, = 92310£3><1.767m2 %2 5m= 43339 N =481
m

2 2
Vep =y, :O'?ﬂwﬁm: 3.787m

. 75m

Desde B la linea de accidn esta a una distancia

dep=Y., —L=3.78Tm-3m=0.787m

I oymide)
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y regresando al sistema original se tiene

1.5m

2.7.2 EL PRISMA DE PRESIONES

Un método alternativo para determinar la magnitud y localizacion de la fuerza hidrostatica
resultante sobre una superficie plana inclinada se basa en el concepto del prisma de presiones.
La base de este prisma esta constituida por la superficie misma y su altura en cada punto queda
determinada por la presion y z. La magnitud de la fuerza resultante es igual al volumen del
prisma, y la linea de accion pasa por el centroide G' del prisma (figura 2.18).

El empuje hidrostatico elemental dE que actfia sobre el area elemental dA es

dE = yz dd=dv,,

Donde d(Vpp es el elemento diferencial del volumen del prisma de presiones que tiene una base
dA y una altura y z. Al integrar sobre toda el area resulta

E=v (2.32)

pp
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I oymide)

Ficura 2.18 EL PRISMA DE PRESIONES

g oymyde)

Las coordenadas y , y x , de lalinea de accién se determinan igualando los momentos de los

empujes elementales respecto a los ejes x y y, respectivamente. Para la coordenada x , se
tiene

¢ ojyde)

(% X =Lxd‘(/pp

pp

Q
o
:\
o
=,
o
NS

: I
X = xdv, (2.33)
c pp
prp A

y para la coordenada y ,

¢ oymyde)

Vop ycszydepp

1
b% .:—I ydv
< v, da (2.34)

Con lo que se demuestra que la linea de accion pasa por el centroide del prisma de presiones.
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La figura 2.19 muestra el prisma sobre una superficie rectangular. Note que dentro del prisma el

empuje resultante pasa por su centroide G' y se aplica en el centro de presiones de la superficie
plana.

Y
=
Z1
_ G, eC 7/21 i Z2
(& ——— po
cp

YZ2

Ficura 2.19 PRISMA DE PRESIONES SOBRE UNA SUPERFICIE RECTANGULAR

El uso del prisma de presiones se recomienda especialmente para empujes sobre superficies
rectangulares; para las superficies circulares el calculo del prisma es sencillo, pero se complica
la ubicacion del centroide con este método. Para otras geometrias es mas sencillo emplear la
expresion general. Sin embargo, cuando se tiene el mismo liquido a ambos lados de la super-

ficie, el uso de prismas de presiones simplifica el calculo aun en superficies no rectangulares.

Esemrro 2.14 Determine, con el prisma de presiones, el empuje hidrostatico solicitado en el
ejemplo 2.13.

Solucion

Las presiones en los puntos Ay B son

Py =P.—2y=49.05x10° N/m* —2mx9 810 N/m* =29430 N/m* = 3y
Pp =P, —37=49.05x10° N/m* —3mx9810N/m’ =19620 N/m* = 2y
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El volumen del prisma de presiones sobre el domo es como el mostrado

y se determina como

2 2
v, :”sz(pA;ij: ﬂ(0.75m)2>{29430N/m -2|-19620N/m J

V,, =43339N

Dado que la magnitud del empuje hidrostatico es igual al r(/pp y ademas el empuje es
normal a la superficie, se tiene

E =43339 N =1

y se comprueba el resultado obtenido en el ejemplo 2.13. Para determinar las coordenadas

del centro de presiones en el caso de una superficie circular es mas sencillo emplear la
ecuacion 2.30.

Esevpro 2.15. Determine la resultante del empuje hidrostatico sobre la superficie triangular
que se encuentra en un muro que separa dos almacenamientos que tienen diferentes elevaciones
del nivel del agua. a) Emplee el prisma de presiones. b) Use la expresion general.

I

ot
&
I||<1

Z1 P
z A l3
) o

A
lado 1 | __ A
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Los datos son: z; =1m,z, =1.9m,z; = 0.5m, z, =14m, b =1m y 7 = 0.9m.

Solucion

a) Los empujes hidrostaticos a cada lado del muro tienen la misma direccion, pero diferente

sentido, y dado que la superficie triangular se encuentra a diferentes profundidades, el
prisma a cada lado tiene diferente magnitud.

I oymide)

g oymyde)

¢ ojyde)

En vez de calcular el empuje a cada lado de la superficie se puede hacer la suma de am-
bos directamente. Note que el prisma del lado derecho tiene la misma magnitud, pero el

sentido del empuje es contrario al que tiene una parte del prisma del lado izquierdo, por
lo que al hacer la suma de ambos se tiene

Q
e
:;
S
=
)
N

g &
ra— 723 =
— = =h
f—— —> 5
+E= = = -
= — —
e —=
}/ZQ 724*“' J‘;
VZy 7(21 - 23)

y el prisma de presiones resultante que considera + — E, = E, — E | es como el mostrado
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I oymide)

por lo tanto, el empuje resultante es

Ep=9, p= %xy(zl _Z3):%x9810%x(1—1.5)m=2207.25N—>
m

g
=t
£
S
N

Dado que el prisma esta formado por una familia de tridngulos paralelos, el centroide G'
del prisma coincide con el centroide de la superficie triangular, el cual, medido desde el

vértice del triangulo es g
=

2h 2x09m =)

th =? = 3 =0.6m w

b) Los datos comunes para determinar el empuje hidrostatico a cada lado de la superficie
triangular son

 oymide)

Ao bxhzlmx0.9m 0.45m> g
2 2 =

h, —24-209m=06m o
373

J— 2 2

2 = _O9m)7 G 45 m?
18 18

Dado que la superficie triangular estd contenida en un plano vertical, y = z.
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Lado I
yCI = ZC[ = Zl +hC = 1m+ 0.6m:1.6m

E =yAz, =9810£3x0.45m2 x1.6m=7063.2N—
m

2 2
Yepr =i+yd =M+l.6m=l.628m
1.6m

cl
El punto de aplicacion referido al vértice del triangulo es
Aepr =Vepr =21 =1.628m—-1m=0.628m

cp.

Lado D
Vep =Zp=23+h,=05m+0.6m=1.1m

Ep=yAz. =9810£3x0.45m2 x1.1m=4855.95 N«
m

2 2
ych=L+ch=M+l.lm=l.l4lm
cD 1.1m

El punto de aplicacion referido al vértice del triangulo es

d

o0 =Vepp —23 =1.141m—0.5m=0.641m

El empuje resultante se obtiene al hacer la suma vectorial de las fuerzas que actiian sobre
la superficie triangular

+ > Ey=FE,—E;,=7063.2N—-485595N =2207.25N—
El momento que ejerce la fuerza resultante sobre cualquier punto es igual a la suma de

momentos que ejercen las fuerzas individuales. En este caso al calcular el momento con
respecto al vértice de la superficie triangular se obtiene
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Epxd,, =E/xd, , —Epxd,,,

2207.25Nxd,, =7063.2Nx0.628m—4855.95Nx0.641m

d,=0.6m

Evidentemente, el resultado es el mismo que el encontrado con los prismas de presio-
nes, pero en este caso el procedimiento fue mas largo.

Esempro 2.16 Calcule el empuje que se ejerce sobre el muro rectangular de ancho 5.

I

Solucion

La presion sobre el muro tiene una distribucion triangular que inicia con p, =0 yen el
fondo es p, =y H.

I

p

Dado que en todo el ancho del muro las presiones son como las mostradas, el empuje
resultante, calculado con el método del prisma de presiones, resulta

B _yHxh
E_(Vpp_ 2

xb
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HIDRAULICA BASICA

El empuje pasa por el centroide del prisma, que medido sobre el plano inclinado se ubica
a una distancia medida desde la superficie libre igual a

hv=_
@3

Evidentemente, es la misma ubicacion que se obtuvo en el ejemplo 2.12.

2.8 EMPUJE HIDROSTATICO SOBRE SUPERFICIES CURVAS

En el caso de superficies curvas sumergidas en liquidos en reposo las fuerzas elementales
dE = pdA tienen diferentes direcciones y, por tanto, deben sumarse como cantidades vecto-
riales: se toman sus componentes a lo largo de tres direcciones mutuamente perpendiculares y
se suman como escalares, formando asi las tres componentes del vector fuerza resultante. Por
sencillez, en lo que sigue se considerara solo la direccion vertical y una horizontal.

La figura 2.20a muestra una superficie curva de radio R y ancho & (saliendo del papel). Dado
que la presion aumenta con la profundidad, el empuje elemental dE también se incrementa con

la misma y es normal al elemento d4 sobre el que se ejerce, tal como se puede observar en la
figura 2.20b.

1K

a) b)

Ficura 2.20 a) SUPERFICIE CURVA. b) EMPUJES ELEMENTALES SOBRE UNA SUPERFICIE CURVA
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Componentes horizontal y vertical

Sobre cada elemento dA se tiene una fuerza elemental dE , que como ya se indico, siempre es
normal y “hacia” la superficie; esta fuerza se puede proyectar en una componente horizontal y
en otra vertical, tal como se muestra en la figura 2.21.

I oymide)

FiGura 2.21 COMPONENTES HORIZONTAL Y VERTICAL DE dE SOBRE EL ELEMENTO DIFERENCIAL DE AREA

g oymyde)

En la direccion vertical el empuje elemental es

dE, =dEsena=pdAsena=yzdAsena

¢ ojyde)

dAsena = dA, es la proyeccion de d4 sobre un plano normal al eje vertical. Al integrar, el em-
puje vertical resulta

A

Q
e
:;
S
=
)
N

La integral LZ dAy es el volumen de la columna de liquido 7. que se encuentra por encima
de la superficie curva, por lo tanto, el empuje resultante en la direccion vertical es

E, =y, (236)

¢ oymyde)

La figura 2.22a muestra la columna de liquido sobre el elemento diferencial de area y la 2.22b
el volumen total sobre la superficie curva.




HIDRAULICA BASICA

v B

Ev=)/((/c

FIGURA 2.22° a) VOLUMEN SOBRE dAj, . b) EMPUJE VERTICAL SOBRE LA SUPERFICIE CURVA

La ecuacion 2.36 indica que el empuje vertical es igual al peso de la columna “real” soportada
por la superficie curva y el sentido es descendente; la linea de accion de la fuerza resultante se
ubica en el centroide G' de la columna; cuando el liquido se encuentre por debajo de la super-
ficie el empuje es igual al peso de la columna “ficticia”, el sentido es ascendente y la linea de
accion se ubica en centroide de la columna.

En la direccion horizontal se tiene
dE; =dEcosa=pdAcosa=yzdAcosa

dAcosaa = dA,, es la proyeccion de d4 sobre un plano normal al eje horizontal. Al integrar, el
empuje horizontal resulta

E =y jAszH (2.37)
Esta expresion es similar a la 2.27 para calcular el empuje sobre superficies planas, solo que en

este caso el empuje que se esta calculando es el que actua sobre la proyeccion del area curva
sobre un plano vertical normal a la direccion horizontal, por lo que

Ey=y(z.)y Ay (2.38)

Donde 4;; es la proyeccion de la superficie curva en un plano normal al eje horizontal y (z,)
es la distancia vertical desde la superficie libre hasta el centroide de A4, . La linea de accion por
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

la que pasa el empuje horizontal se calcula igual que con la ecuacion 2.30; dado que el eje y es
vertical, se tiene z = y por lo que

)
rx
(Zep)n “Con +(z)y (2.39)

La figura 2.23 muestra la proyeccion de la superficie de un cuarto de cilindro sobre un plano

vertical, el prisma de presiones sobre 4, , y el volumen de la columna real de liquido sobre la
superficie curva.

I oymide)

g oymyde)

¢ ojyde)

Figura 2.23 EMPUIJES HORIZONTAL Y VERTICAL SOBRE LA SUPERFICIE DE UN CUARTO DE CILINDRO

Ejemrro 2.17 En el sistema mostrado en la figura se tiene: H = 5m,R=2m y B= 6 m
(saliendo del plano mostrado). El liquido es agua. a) Calcule las componentes £, y E; del
empuje hidrostatico sobre la compuerta curva de % de cilindro, asi como la ubicacion de sus
respectivas lineas de accion dg. (para Ey )y d,, (para Ey ) referidas a la articulacion A. b)
Determine el momento que ejercen estas fuerzas con respecto a la articulacion.
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Solucion

a)
Empuje horizontal. La proyeccion de la superficie curva sobre un plano vertical es la

mostrada.

Compuerta

El empuje horizontal se puede calcular empleando el prisma de presiones o la expresion
general. Dado que A4;; es una superficie rectangular, el prisma es como el que se muestra

v gl |

|

a continuacion

yH

y se calcula como

_yH+y(H-R)

o xhxB

5m (9.8 1kN/m>) + 3m (9.8 1kN/m?)

x2mx6m= 470.88kN —

con la ayuda de la tabla 2.1 se calcula la linea de accion medida desde la articulacion es

g 22 yQHAHZR) 2 (@x5)+3)m e
“ 3 y(H+(H-R) 3 (5+3)m '

p
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Al mismo resultado se debe llegar si se emplea la ecuacion 2.38 y se tiene

. X
F f—
P
N Al
he
— N—eC h=R
Ay g
B Z
o
z
@
en que ﬁ
s £
Ay =hxB=2mx6m=12m 2
hczﬁzz—mzlm
2 2

¢ ojyde)

L=H-R=5m-2m=3m

la distancia (z,), desde la superficie libre hasta el centroide, resulta

Q
o
:\
o
=,
o
NS

(z,)y =3m+Im=4m

el empuje horizontal se determina con la ecuacion

¢ oymyde)

kN

Ey=y(z.)y Ay =9.81—x4m> x12m = 470.88 kN —
m

el cual esta aplicado en el centro de presiones z., que se determina a partir de la ecuacion
2.39
2 2
0.333m
(Zep) =+ (2,)y = +4m=4.083m
Z)y 4m
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La distancia dcp medida desde la articulacion A hasta el centro de presiones es igual a
d.,=(2.,)y —L=4.083m—-3m=1.083m
Evidentemente, el resultado tiene que ser el mismo sin importar cual método se emplee.

Empuje vertical. En este caso la columna es “ficticia” y el empuje es ascendente. La

siguiente figura muestra el area de la columna y para calcular el volumen se multiplica
por el ancho B de esta.

El &rea de la columna puede descomponerse en dos formas geométricas sencillas: un rectan-
gulo y un cuarto de circulo. Para determinar los volimenes se multiplica por el ancho B.

(2 rn)2

V,=2mx3mx6m =36m>, ,= x6m =18.85m’

V., +V.,=5485m’

kN

Ey=y(Vy+7V,,)=9.81 — (54.85m’)=538.08kN T
m
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Los centroides de las columnas 9/ y 9/, medidos desde A son, respectivamente

dg =§=27 —1m y dg, =04244R=0.4244x2m=0.8488m

El centroide d;. de la columna resultante es

(Vo + Ve )xdg =V xdg + Y xdg,
54.85m> xd, =36m> xIm+18.85m” x0.8488 m
dGl =O.948m

b) Para obtener el momento que ejercen las componentes horizontal y vertical del em-
puje hidrostatico sobre la compuerta se tiene

XM ,=470.88kNx1.083m—538.07kN x0.948 m

M ,=0

El resultado anterior indica que para abrir la compuerta solo se requiere vencer el peso
propio y el efecto de la friccion. Esto es evidente, ya que, al ser un cuarto de circulo, todas
las fuerzas elementales pasan por el centro y dado que es una compuerta de %4 de cilindro
esto se extrapola a la articulacion.
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Ejemplo 2.18 La figura muestra una compuerta de radio R =3m y ancho b=5m.

a) Calcule las componentes £, y E, del empuje hidrostatico sobre la compuerta radial mos-
trada en la figura, asi como la ubicacién de sus respectivas lineas de accion dg y d,,.

b) Determine la reaccion en el tope A y en la articulacion O. Note que hay agua arriba y abajo
de la compuerta. Resuelva empleando sistema gravitacional de unidades.

ITBI

agua R

" "
articulacion Jope "A

Solucion

a) Empuje horizontal. La proyeccion del area de la compuerta en un plano normal al eje
horizontal es un rectangulo. La distribucion de presiones varia linealmente: de cero en
la superficie libre hasta yR en la profundidad O.

7 R

2
TRXR lOOOk;gfx%xSm:ﬂSOOkgf N

m

EH=
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

la linea de accion medida desde el punto O, y dado que la cuia de presiones tiene altura
R =h, resulta

2 2
depo=R—hg =R—§R=3m—§x3m: 1.0m

Empuje vertical. Sobre la compuerta se tienen dos empujes verticales: descendente so-
bre la parte curva BO y ascendente sobre la parte plana OA, dado que tienen diferentes
sentidos, al hacer la suma vectorial de los empujes se tiene una columna resultante y no es
necesario calcular por separado los empujes descendente y ascendente, sino directamente
el empuje vertical resultante.

——R— Ey, A — R —-

2 2
7R b =1000 &L, ZOM)"
m

E,=yx x5m=35343kgf T

El centroide d;. de la columna resultante, medido desde O es

d;=0.5756R=0.5756x3m =1.727m

b) Para determinar la reaccion en el tope A se toman momentos respecto a la articulacion
O. El sentido de R, es descendente.

Y My=-Eyxd,o+Eyxdg—R,;xR=0
22500kgf x1.0m-35343kgf x1.727m- R, x3m=0
R, =12843kef

104

I oymide)

g oymyde)

¢ ojyde)

Q
e
:;
S
=
)
N

¢ oymyde)
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Para calcular las reacciones en la articulacion O se establece el equilibrio en la direccion
horizontal y en la vertical

R, =22500kgf

+ 1> F,=E, ~R, —Ryy =0
35343kgf —12843kef — R, =0

Ry, =22500kgf 4

2.9 EMPUJE SOBRE CUERPOS TOTAL O PARCIALMENTE SUMERGIDOS

La fuerza resultante que un fluido en reposo ejerce sobre un cuerpo sumergido parcial o total-
mente en ¢, se llama fuerza de flotacion. Esta fuerza siempre actia verticalmente hacia arriba
ya que las fuerzas de presion que actuan desde abajo son mayores que las que actiian desde
arriba. En cualquier direccion horizontal el empuje resultante es nulo, ya que siempre hay dos
proyecciones del cuerpo sumergido sobre planos verticales sobre los cuales se ejercen fuerzas
horizontales con la misma magnitud, pero con sentido contrario.

En la figura 2.24, la fuerza vertical resultante ejercida sobre un elemento del cuerpo con forma
de prisma y seccion transversal dA4 es

dEy, =(p,—p))dA=y(zy =z )dA=y dV

Donde d?/ es el volumen elemental sumergido del prisma. Al integrar a lo largo de todo el
cuerpo resulta

E, = yV (2.40)

en que el peso especifico del fluido se consider6 constante y 9/ es el volumen sumergido del
cuerpo. La expresion 2.40 es valida para cuerpos total o parcialmente sumergidos. El punto de
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

aplicacion de la fuerza de flotacion, también conocida como fuerza boyante, coincide con el
centroide del volumen desalojado y se le conoce como centro de flotacion o centro de carena.

7
patmdA
I
Z p—
e dA -
fd(VS
e
psz

psz

Figura 2.24 COMPONENTE VERTICAL SOBRE UN ELEMENTO DE UN CUERPO SUMERGIDO
La ecuacion 2.40 es la interpretacion matematica del conocido Principio de Arquimedes:

Todo cuerpo sumergido en un liquido experimenta un empuje vertical ascendente
igual al peso del volumen del liquido desalojado.

Al resolver problemas que traten de cuerpos flotantes o cuerpos totalmente sumergidos en flui-
dos en reposo, se suele considerar al cuerpo como un cuerpo libre y se acostumbra dibujar el
diagrama correspondiente indicando todas las fuerzas que intervienen. El peso del cuerpo se
representa actuando a través de su centro de gravedad y la accion del fluido se indica mediante

la fuerza de flotacion que acttia en el centroide del volumen desalojado (volumen sumergido
del cuerpo).

La fuerza de flotacion no solo equilibra al peso, sino que debe estar aplicada en la misma linea
vertical, ya que en equilibrio estatico no puede haber momentos.

Eventualmente, un cuerpo puede tener el peso y volumen adecuados para que su peso especi-
fico sea igual al del fluido. En este caso, el cuerpo tendra flotabilidad neutra y permanecera en
el punto en que se le sumerja. Un submarino puede adquirir flotabilidad negativa o positiva al
bombear, respectivamente, agua hacia dentro o hacia afuera de los tanques de lastre.
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Esevrro 2.19 Un bloque de madera ( p, = 700kg/m*) que se encuentra en flotacion tiene las

dimensiones que se muestran en la figura y un ancho » =0.9m (saliendo del plano mostrado).

a) Calcule el volumen y peso de concreto (p = 2400kg/m’) que debe sujetarse a la parte in-
ferior del bloque tal que @ =0.70m . b) Si se retira el concreto sumergido, ;cudnto concreto,
uniformemente repartido se debe poner en la parte superior del bloque tal que no cambie el
valorde a ?

2.0m

N VAR
0.8 m
a
o

Solucion

a) La condicion de equilibrio es
3B~y W =0

lﬁ/lﬁ‘lZVz __pif ad _'I¢7 ::O

m conc

donde Ej,, es el empuje sobre el volumen sumergido de madera, £, es el empuje sobre
el concreto, W,,,, es el peso del bloque de maderay W,,,. es el peso del concreto. Para

conc

este caso el volumen de concreto es igual a su volumen sumergido.

E, = Y agua Vium :9810%x0.7 mx09mx2m=12360.6 N

Eyy="ugua V. =9810£3><fV
m

conc conc

W.=p, gV, =7ook—g3x9.8122><o.8mxo.9mx2m=9888.48N
m S
kg m
I/Vconc = Peonc g(Vconc =2400_3X9‘81_2X(Vconc
m S
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Sustituyendo en la ecuacion de equilibrio se tiene

12360.6N+9810— x 1), =988848 N +23544 - x/
m

m3 x conc conc

al despejar el volumen de concreto y calcular su peso resulta

V. =0.180m’

conc

/4

conc

= Pronc &Veone =4237.92N

b) Para este caso no cambian £, ni W, pero ya no existe empuje sobre el concre-
to dado que este se coloca en la parte superior del bloque de madera, por lo que la
ecuacion de equilibrio ahora es

m conc

12360.6 N =9888.48 N+ W7,

conc

Wpne =2472.12N
Ve = e 0,105 m’
conc g

EsemrrLo 2.20 Se tiene un cuerpo sumergido en agua y soportado por un cable el cual pende de
un dinamometro D que registra 70 N. El peso del agua es W, =60 N, el peso del recipiente que
contiene al agua es W; =20N . La bascula F que soporta al recipiente marca 135 N. Calcule la
densidad p_ del cuerpo sumergido. g

[2]

Sl
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HIDRAULICA BASICA

Solucion

La bascula registra el peso del agua, el peso del recipiente y el peso del cuerpo menos el
peso que ya estd soportando el dinamdémetro.

W,+Wy+W,—D =F
60N+20N+W,.-70N=135N
W.=125N
El empuje vertical se determina al realizar un equilibrio de las fuerzas verticales que ac-

tuan sobre el cuerpo, que son la tension del cable, el peso propio del cuerpo y el empuje

hidrostatico.
P

T

LWC

T+E, —W,=0
E, =125N-70N =55N

Una vez que se conoce el empuje vertical se determina el volumen sumergido del cuerpo,
que en este caso es igual al volumen total

Ey =y,
V.= 55N/9810(N/m’)=5.607x107 m’ =1/,

y al partir del volumen y peso del cuerpo la densidad resulta igual a

W, 125(N)

3
= = 2 ————-=2272kg/m
gv. 9.81(m/s*)x5.607x107 (m’)

Pe
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Hidrometro

El principio de flotacion permite tener una medicion precisa de la densidad de un liquido. El
dispositivo empleado es el densimetro, también conocido como hidrometro, el cual consiste en
un bulbo de vidrio con un peso en un extremo para hacer que el densimetro flote en posicion
vertical, y un vastago de didmetro constante que se extiende hasta el otro extremo, seglin se
muestra en la figura 2.25. El densimetro se disefia de forma tal que tinicamente el vastago esté
por encima de la superficie del liquido.

comidey 1 oymide)

¢ ojyde)

F1GUrA 2.25 DENSIMETRO. @) EN AGUA. b) EN UN LIQUIDO CON DENSIDAD MAYOR QUE LA DEL AGUA.
C) EN UN LIQUIDO CON DENSIDAD MENOR QUE LA DEL AGUA

(@)
)
go]
:\
o
=,
o
N

En la figura 2.25a se muestra un densimetro que cuando se coloca en agua pura, la lectura es
1.0. Para este caso el balance de fuerzas es

Wd =EV =pagua g(VO

¢ oymyde)

Donde W, es el peso del densimetro y 7/, es el volumen sumergido por debajo de la superfi-
cie libre del agua. En un liquido desconocido con densidad p,, como el mostrado en la figura
2.25b), el balance de fuerzas resulta

Wy=Ey=p, g(Vy—AAh)
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Donde A es el area de la seccion transversal del vastago. Al igualar ambas expresiones se tiene

Ah:ﬁ(l—@J (2.41)
A P2

Para un hidrometro dado ¥/ y 4 son constantes, asi que la cantidad A% solo depende de la den-
sidad relativa dp =p, / p,q,,- De igual forma, a partir de v, =W, / p,,,, & ¥ la ecuacion 2.41
se puede encontrar el valor de la densidad relativa conocido Ak. Para el caso de un liquido con
densidad menor a la del agua, el volumen sumergido es (v}, + 4 Ah).

2.10 ESTABILIDAD

Un cuerpo esta en una posicion de equilibrio estable si al ser desplazado vuelve a su posicion
de equilibrio. Reciprocamente, el cuerpo estd en una posicion de equilibrio inestable si cuando
es desplazado, incluso ligeramente, se mueve a otra posicion de equilibrio. Las condiciones
de estabilidad de cuerpos sumergidos dependen de la ubicacion del centro de gravedad G del
cuerpo con respecto a la del centroide C (centro de flotacion) del volumen desplazado. Un cuer-
po sumergido es estable si tiene un fondo pesado y, por tanto, el centro de gravedad esta por
debajo del centro de flotacion (figura2.26a). En este caso una perturbacion rotacional produce
un momento de restitucion que lo regresa a su posicion estable original. Por ejemplo, en un
submarino el peso de motores y cabinas se ubican en la mitad inferior del mismo. Un cuerpo
sumergido cuyo centro de gravedad esté por encima del centro de flotacion (figura 2.26b), es
inestable y cualquier perturbacion hara que el cuerpo se voltee. Un cuerpo para el cual el centro
de gravedad y el centro de flotacion coinciden (figura 2.26¢) es neutralmente estable; situacion
que se observa siempre que la densidad es constante en todos los puntos del cuerpo sumergido.
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

A) ESTABLE
P,

Par de reposicion

B) INESTABLE

Cy

Par de volcamiento

C) NEUTRALMENTE ESTABLE

Fi1GUrA 2.26 CONDICIONES DE ESTABILIDAD DE LOS CUERPOS SUMERGIDOS

Para el caso de los cuerpos flotantes el problema de estabilidad es mas complicado, ya que a
medida que el cuerpo gira varia la ubicacion del centro de flotacién debido a que cambia el vo-
lumen desplazado. Si el centro de gravedad esta por debajo del centroide, el cuerpo siempre es
estable. Sin embargo, el cuerpo puede ser estable, aunque el centro de gravedad esté por encima
del centro de flotacion como se muestra en la figura 2.27a. Cuando el cuerpo gira, el centroide
del volumen de liquido desplazado se mueve a un nuevo punto C’, que se muestra en la figura
2.27b. Si el punto C” esta suficientemente lejos, estas dos fuerzas crean un momento de resti-
tucion y regresan el cuerpo a la posicion original. Esto lo determina la altura metacéntrica GM
que se define como la distancia desde G hasta el metacentro M (punto de interseccion de las
lineas de accion de la fuerza de flotacion antes y después de la rotacion). Un cuerpo flotante es
estable si M esta por encima de G y, por consiguiente, GM es positiva, y es inestable si M
esta por debajo de G y, en consecuencia, GM es negativa.
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HIDRAULICA BASICA

I oymide)

a) b)

F1GURrA 2.27 ESTABILIDAD DE UN CUERPO FLOTANTE: a) POSICION DE EQUILIBRIO, b) POSICION GIRADA

g oymide)

Para determinar la distancia metacéntrica GM , se presenta la figura 2.28 que muestra un cuer-

po flotante, con seccion transversal uniforme y largo / constante, el cual se ha inclinado un
pequeiio angulo a.

¢ ojyde)

El volumen desplazado ¥ es igual al volumen original 7| por debajo de la linea de flotacion
mas V- que es el volumen que se obtiene de multiplicar el &rea DOE por la longitud / me-
nos el volumen ¥, - que es el drea AOB multiplicada por /.

(@)
o
go]
:\
=
=,
o
N

Y

Longitud del cuerpo =/
Area de la linea de flotacién = A

Linea de
flotacion

¢ oymyrde)

FiGura 2.28 CUERPO FLOTANTE CON SECCION TRANSVERSAL UNIFORME (ADAPTADO DE POTTER 1998)
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Para encontrar la coordenada centroidal C’ (donde X= C C") del volumen compuesto, se toman
momentos respecto al plano de simetria del cuerpo flotante. :

x% =momento de v, antes de la inclinacion - momento de ¥/, +el momentode v/, . (2.42)

Dado que el volumen inicial de flotacion es simétrico respecto al eje y, su momento es cero. El
momento de ¥, . es negativo, en tanto el de ¥/, . es positivo, entonces se tiene

XV = () IAOBxdfm IDOExd’V

El volumen diferencial d?’ es igual al producto de la longitud x tan a por el area diferencial
dA . En consecuencia, la ecuacion 2.42 puede escribirse como

xV= tana’J‘

x° dA+tanaj x> dA
AOB

DOB

las dos integrales se pueden sumar considerando el area total de la linea de flotacion

XY= tana j x*dA (2.43)

A linea de flotacion

1 =IA x> dA es el segundo momento del area, definida por la linea de flotacion, con respecto al
eje x, entonces la ecuacion 2.43 queda

x V= tanal

De la figura 2.28 se observa que x=CMtana, por lo que CM ¥ = tanal; ademés,
CG+ GM = CM , por lo que se tiene

GM = % - CG (2.44)

La ecuacion 2.44 se utiliza para determinar la estabilidad de los cuerpos flotantes. Si GM es
positiva, el cuerpo es estable y si es negativa, es inestable. Si bien la ecuacion se dedujo para
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HIDRAULICA BASICA

un cuerpo flotante con seccion transversal uniforme, es aplicable a cuerpos flotantes en gene-
ral, pero su calculo es mas complicado. El analisis realizado es para un pequefio movimiento
rotacional.

La rotacion alrededor del eje longitudinal se denomina balanceo y la que se presenta alrededor
del eje transversal se conoce como cabeceo. Estos términos son ampliamente empleados en
embarcaciones.

I oymide)

La tabla 2.2 presenta los segundos momentos de area de algunas formas geométricas comunes.
En Ia literatura técnica es facil obtener informacion de otras geometrias.

@

Tabla 2. 2 SEGUNDO MOMENTO DEL AREA DE ALGUNAS FORMAS GEOMETRICAS g‘
Figura ‘ Segundo momento g

(\S]

1
hc

b — 77/ B 5 a
;_bh G

L 12 i=8

g

L b 4_1 >3

w

Jl hc q
_ c X b3 S
=7 =

36 =3

o

Li b 4.1 BN

Q

o

é\

_zD* 5

64 @

I
| y
2h—! C 4!7 R
7= Tab
4
2a
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Esevpro 2.21 Se muestra un bloque en flotacién que tiene un peso de 6357 N. Estime las
condiciones de estabilidad con respecto al eje transversal A—4 y al eje longitudinal B—B.

Solucion

Segun el principio de Arquimedes, el volumen sumergido es

_ VVbloque _ 6357 N

; =0.648m’
Yag  9810(N/m’)

Vs

la profundidad de flotacion resulta

0.648m’>

=——=036m
1.2mx1.5m

El centro de flotacion y el centro de gravedad del bloque se ubican, respectivamente, a
0.36m/2=0.18m ya 0.6m/2=0.30m por arriba del borde inferior del bloque, por lo que
CG=030m — 0.18m =0.12m. La superficie en la linea de flotacién es como se muestra:

1.50

m

| >

A
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Dado que la seccion es rectangular, el segundo momento de area con respecto al eje

3
centroidal es 7 =%-

Estabilidad con respecto al eje 4 — 4

1, =$xl.2m><(l.5m)3 =0.338m*

(@)
&
de la ecuacion 2.44 la altura metacéntrica resulta E,
.y 5}
GM =238 18m=0.34m >0
0.648m

el cuerpo es estable con respecto al volteo alrededor del eje 4 — 4

g
=t
£
S
N

Estabilidad con respecto al eje B — B

(@)

1 3 4 S

I, =—x1.5mx(1.2m)>=0.216 S,

BB 12X m x(1.2m) m c:

o

(0]
_ 4

GM:%—o.wm:o.mmw

0.648m

por lo que el cuerpo también es estable con respecto al volteo alrededor del eje longitudinal.

 oymide)

EsemrL02.22 a) Un cilindro con didmetro de 0.25 m y longitud de 0.3 m estd hecho de un ma-
terial cuyo peso especifico es 7000 N/m?> . ;Flotara en el agua el cilindro con una de sus bases
sumergidas? b) Considere los mismos datos, excepto que la longitud es de 0.10 m y también
revise si el nuevo cilindro flotard con una base circular sumergida.

¢ oymyde)

Solucion
a) Con el extremo circular sumergido la superficie de flotacion también es circular y su

segundo momento se determina como

I=

zD*  7x(0.25m)*
64 4

=0.000192m*
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El volumen desplazado sera

v, Vetiniro _ VetnarsVeiinaro _ T000(N/m*) 2(0. 1235m)2 X0.3m _ o os s
7agua 7agua 9810(N/m )

la profundidad de flotacion resulta

3
Vs _ 0.0105m _~0214m
A 7(0.125m)

I oymide)

El centro de gravedad y el centro de flotacion del cilindro se ubican, respectivamente,

@
a 0.30m/2=0.15m y a 0.214m/2=0.107m por arriba de la base inferior, por lo que ﬁ
CG=0.15m — 0.107m =0.043m . g
N

cilindro
«~— D — o
=
S
v W

G 0.30 m
0214 m o

° (@
Olmi ¢ 0.107 m g
=
S
N

entonces, la altura metacéntrica es

_ 4
GM = 0.000192m

0.0105 o -0.043m=-0.0243m <0
. m

Q
e
:;
S
=
)
)

Este valor es negativo, lo que indica que el cilindro no flotara con su extremo horizontal
sumergido. Seguramente flotara de lado. Este caso se puede extrapolar a los troncos de
arbol que flotan en un rio, cuyos ejes longitudinales son paralelos al agua.
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b) El segundo momento estatico de la superficie circular no cambia, pero ahora el volu-
men sumergido queda

v - Weitindro _ 7000(N/m*)x 7(0.125m)* x0.1m _ 0.0035 m®
Y agua 9810(N/m”)

la profundidad de flotacion resulta

Y _ 0.0035m’

>=0.0714m
A 7(0.125m)

I oymide)

El centro de gravedad y el centro de flotacion del cilindro se ubican, respectivamente, a
0.10m/2=0.05m ya 0.0714m/2=0.0357m por arriba de la base inferior, por lo que la

altura metacéntrica es CG =0.05m — 0.0357m =0.0143m . Entonces, la altura metacéntri-
caes

g oymyde)

_ 4
GM = 0.000192m

0.0035 10 —0.0143m=0.0405m >0
. m

¢ ojyde)

Dado que GM es positivo, el cilindro si flotara con un extremo circular sumergido.
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2.11 VARIACION DE LA PRESION EN UN FLUIDO CON MOVIMIENTO DE CUERPO RiGIDO

Para movimientos de fluidos en que no se tenga movimiento relativo entre capas adyacentes
del mismo, los esfuerzos tangenciales resultan nulos. Un fluido que se mueve con velocidad
uniforme sigue las leyes de la variacion estatica de la presion. Cuando un fluido es sometido a

¢ oymyde)

una aceleracion tal que no exista movimiento relativo entre capas adyacentes, es decir, cuando
se acelera como si fuera un sélido, no se desarrollan esfuerzos tangenciales y la variacion de
la presion se puede determinar estableciendo la ecuacion de movimiento para un cuerpo libre
apropiado. Existen dos casos de interés: la aceleracion lineal uniforme y la rotacién uniforme
respecto a un eje vertical, en ambos casos se dice que el fluido se encuentra en equilibrio relati-
vo. Las figuras 2.29a y 2.29b muestran, respectivamente, los casos antes mencionados.
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a) b)
Figura 2.29 LiQuiDo CON: a) ACELERACION LINEAL; b) ROTACION COMO SOLIDO RiGIDO
2.11.1 ACELERACION LINEAL UNIFORME

Si a un liquido en un recipiente abierto se le proporciona una aceleracion uniforme a , tal como
se muestra en la figura 2.30, el liquido, después de cierto tiempo, se ajustara a la aceleracion
moviéndose como si fuera un solido. Si se selecciona un sistema de coordenadas cartesianas
coneje Z yeleje x de tal forma que el vector aceleracion se encuentre en el plano xz, el eje
y resulta normal al vector aceleracion (a, =0).

Lineas de presion
constante

Figura 2.30 ACELERACION LINEAL DE UN LIQUIDO CON SUPERFICIE LIBRE

De la ecuacion 2.7 y dado que no hay aceleracion en la direccion y, la diferencial total de la
presion queda

dp=—pa. dc—p(a, +g)dz (2.45)
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A lo largo de una linea de presion constante (como las contenidas en la superficie libre del li-
quido) dp=0 y se tiene

z___a (2.46)

dx _(az+g)

De esto se concluye que las superficies de presion constante (isobaras) en un fluido incompresi-
ble con aceleracion constante en movimiento lineal son superficies paralelas cuya pendiente en
el plano xz (ver figura 2.31) es: tana =(z; —z,)/(x, —x)=—dz/dx , por lo que

tang =— % (2.47)
(a.+g)

a 2

* XX >

Figura 2.31 PENDIENTE DE LAS SUPERFICIES CON ACELERACION CONSTANTE

Para el caso especial en que a, =0y a, # 0, que corresponde a la masa de fluido que acelera
en la direccion vertical, la ecuacion 2.46 indica que la superficie del fluido es horizontal, sin
embargo, a partir de la ecuacion 2.45 se observa que la distribucion de la presion no es hidros-
tatica, sino dada por la ecuacion

d
=-pla.+g)
z

Esta ecuacion muestra que la presion varia linealmente con la profundidad, aunque la variacion
se debe a los efectos combinados de la gravedad y la aceleracion inducida externamente, en
vez de deberse simplemente al peso especifico. Suponga que se fuerza al fluido a acelerar en la
direccion ascendente, como en el caso de un recipiente dentro de un ascensor, con a, = g, entonces
el gradiente de presion es dp/dz=-2pg. Por lo tanto, la diferencia entre la capa superior e
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

inferior de fluido se duplica con relacion con el caso del fluido en reposo. En cambio, si el movi-

miento del ascensor es descendente con a, =—g, entonces dp/dz =0 y la presion es constante
en toda la masa de fluido.

Esevpro 2.23 Un recipiente de 1m de alto, con seccion transversal de 1.5m X 0.5m esta
parcialmente lleno con agua que se va a transportar sobre la parte posterior de un camion. La
carretera es horizontal y el camiodn acelera desde 0 hasta 90km/h en 5 s. La altura del agua en
reposo es de 0.8m. Se requiere que el agua no se derrame durante la aceleracion. Considere que
no hay topes u otro obstaculo en el camino. Determine como conviene alinear el tanque /con el
lado corto o con el lado largo en la direccion del movimiento?

Solucion

El movimiento solo es la direccion horizontal x, por lo que a,=0. La aceleracion del
camion es

AV (90-0)km/h 1000m  1h
aq. =——= X X

5 =5m/s
At 5s lkm 3600s

El 4ngulo a que forma la superficie libre con la horizontal se determina como

a, 5m/s’

tana = = 7=
(a,+g) (0+9.81m/s%)

0.509

a=27°
El ascenso vertical de la superficie libre ocurre en la parte posterior del recipiente y el
plano vertical a la mitad no experimenta ascenso ni descenso durante la aceleracion, ya
que es un plano de simetria. Entonces, el ascenso vertical para el lado largo paralelo a la
direccion del movimiento resulta
b
Az :Etana =(1.5m/2)x0.509=0.381m

y con el lado corto paralelo a la direccion del movimiento seria

Az :g tana = (0.5m/2)x0.509=0.127m
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HIDRAULICA BASICA

Para el primer caso el agua derramaria, pues llegaria la elevacion 0.8+0.381 =1.181 m> 1m,
por lo que conviene alinear el tanque con el lado corto paralelo a la direccion del movi-
miento, pues el agua llegaria a la elevacion 0.8+0.127 =0.927m < 1m y no se presentaria
el derrame, tal como se muestra a continuacion.

a
X 5 .
0.127m \
[ 72 1m
0.8 m 0.673 m

<«— 05m —>

2.11.2 ROTACION COMO SOLIDO RiGIDO

Un recipiente cilindrico, parcialmente lleno con un liquido, se hace girar con respecto a un eje
vertical, sin traslacion, a una velocidad angular ® constante. Una vez que pasan los efectos
transitorios iniciales, el liquido se movera como un sélido junto con el recipiente tal como se ve
en la figura 2.32, en el que 4, es la altura del liquido antes del movimiento. Este movimiento se
conoce como vortice forzado. Dadas las caracteristicas del movimiento, no se presenta ningun
esfuerzo cortante dentro del liquido.

—
p = cte.
—
p = cte.

R R R R

Figura 2.32 RECIPIENTE CON LiQUIDO ANTES Y DESPUES DE LA ROTACION
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CAPITULO 2. HIDROSTATICA

El analisis se realiza empleando coordenadas cilindricas (7, 6, z). En la direccion tangente a la
trayectoria circular la velocidad es v = wr y es constante para cada distancia r, por lo que no
hay aceleracion en esta direccion. La aceleracion centripeta de una particula de fluido que se
encuentra a la distancia » del eje de rotacion es w?r y esta dirigida en forma radial hacia el eje
de rotacion (direccion r negativa), por lo tanto, en esta direccion la aceleracion es a, =—w?r.
Como hay simetria alrededor del eje de rotacion z, cuyo origen estd en el fondo y el centro del
recipiente, no hay dependencia respecto de 6. En la direccion vertical z prevalece la ley hidros-
tatica dp / 0z = — pg.

Al analizar las fuerzas en la direccion radial debidas a la presion que actia sobre el elemento
diferencial de longitud dr y seccion transversal d4, la resultante de las fuerzas de presion en
esta direccion es

(p—a—pﬂjd/l—(p-l-a—pﬂjd/l =—a—pdrdA
or 2 or 2 or

Al aplicar la segunda ley de Newton en la direccion 7, se obtiene F, = ma,

—Z—pdrdA= pdrdA(-ao’r)
»

(2.48)
P_ ey
or

Como la presion solo es funcion de r y z, su diferencial total estd dada por

dpza—pdr +a—pdz
or oz

al sustituir las derivadas parciales por sus valores en las direcciones 7y z, la diferencial de pre-

sidn es, entonces

dp= po’ rdr-pg dz (2.49)
al integrar la ecuacion 2.49 entre dos puntos cualquiera (7, z,) y ( 7,, z,), se obtiene

_ po’ (r22 _’”12)

) -pg(z,—z) (2.50)

Pr— D
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HIDRAULICA BASICA

si los dos puntos estan en una superficie de presion constante, como la superficie libre, p, = p,,
y si el punto 1 se coloca en el eje z , de modo que 7, = 0, esto da como resultado

2.2
o°r;

2g

=(z,-7) (2.51)

que es la ecuacion de una parabola, por lo tanto, las superficies de presion constante forman
un paraboloide de revolucion. En este analisis se considera que hay liquido suficiente en el
recipiente de modo que toda la superficie del fondo permanece cubierta por él. La figura 2.32
muestra las superficies de presion constante en el liquido en rotacion, paralelas entre ellas. La
ecuacion 2.50 muestra que, en un radio fijo, la presion varia en forma hidrostatica en la direc-
cion vertical, como en un fluido en reposo. Para una distancia vertical fija z, la presion varia con
el cuadrado de la distancia radial r.

La diferencia de nivel entre el vértice del paraboloide y el maximo ascenso del liquido en la
pared del recipiente Az . se calcula con la ecuacion 2.51 con la distancia radial igual al radio
del recipiente » = R.

o* R?

Az, = (2.52)
2g

La distancia desde el vértice de la parabola hasta el fondo del recipiente es .. Un paraboloide
de revolucion tiene un volumen igual a la mitad del volumen del cilindro que lo circunscribe
(nR*Az, . x1/2). Del principio de conservacion de masa, se tiene

2Ry =R (I, + Az, )—%ﬂ'Rz Ay (2.53)

Esempro 2.24 Un recipiente cilindrico vertical de 30 cm de didmetro y 50 cm de alto esté par-
cialmente lleno hasta una altura 2, = 40cm con un liquido cuya densidad es 820 kg/m’.

a) Determine la maxima velocidad angular tal que el liquido no se derrame.
b) Para la condicion anterior, determine /_ 'y la presion en el punto A en la pared al fondo
del recipiente.

125

I oymide)

g oymyde)

¢ ojyde)

Q
=t
=
=
o
IS

¢ oymyde)




CAPITULO 2. HIDROSTATICA

Solucion

a) La méxima altura dentro del recipiente para que el liquido no se derrame es
h +Az . =0.50m. A partir de las ecuaciones 2.52'y 2.53 se tiene

2 p2 2 p2
ho- LB O R 650m
4g 2g

= wﬂ&had/s
\} 0.15

Una revolucidon completa corresponde a 2z rad. La velocidad de rotacion del recipiente

Al sustituir valores resulta

I oymide)

también se puede expresar en términos de revoluciones por minutos (rpm) como

g oymyde)

N 13.2(rad/s) « 60‘s ~1261pm
27 (rad/rev) 1min

Note que el analisis es valido para cualquier liquido, ya que el resultado es independiente
de la densidad del liquido.

Q
e
:;
S
=
)
(98]

b) La altura desde el fondo del recipiente hasta el vértice de la parabola resulta

e
S
2 p2 2 2 =
R 13.2 1
ho=hy -2 R 4 132 X0 5 =
4g 4g IS

ya que £ es positivo, se valida el resultado del inciso a).

De la ecuacion 2.52, con 7, = 1; =0, la presion en la superficie libre p,= 0 (manométrica),

¢ oymyde)

z,~z,= h_, la presion en el fondo del recipiente es

= pgh,=820kg/m’ x9.81m/s* x0.3m=2413 Pa

Para Z,=Z; en el fondo del recipiente, la presion en cualquier punto A de su pared se
calcula como

pa’ (R>-0)

gt R0 g5 g B20Ke/MTx(13.210d5)” ¢ (0.1 5m)°
Pa= D )

2

p,=4020 Pa
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FUNDAMENTOS PARA
EL ANALISIS DE FLUJOS
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3.1 Los CAMPOS DE FLUJO

I oymide)

Un campo de flujo es cualquier region en el espacio donde hay fluido en movimiento. La figura
3.1 muestra un campo de flujo aguas arriba de una compuerta. El liquido sin movimiento en la

@)
cercania de la compuerta no forma parte del campo de flujo. g
=
o
(\S]
- AV -
— £
o —__Campo de ﬂujo\ — w
— \
— — — _ o

Q
o
:\
o
=,
o
NS

Figura 3.1 ErempLo DE CAMPO DE FLUJO

En cada punto dentro del flujo y en cada instante, existe una serie de valores de las variables

fisicas que intervienen, las cuales pueden ser escalares, vectoriales o tensoriales, si bien estas
ultimas no se consideran en este texto.

¢ oymyde)

Un campo escalar se define exclusivamente por la magnitud que adquiere la cantidad fisica a la
cual corresponde, por ejemplo: temperatura, densidad y presion. Aunque la viscosidad es por si
misma una propiedad escalar del liquido, solo se manifiesta si existe variacion transversal de la
velocidad, en la forma de esfuerzo tangencial de resistencia al flujo.
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Un campo vectorial se define a través de tres magnitudes en cada punto del flujo que son sus
componentes escalares en un sistema de ejes coordenados y que le dan magnitud, direccion y
sentido para la variable fisica a la que describe; la velocidad, la aceleracion y la rotacion son los
campos vectoriales de interés en un campo de flujo.

3.2 CAMPOS VECTORIALES

3.2.1 LA VELOCIDAD SEGUN LOS ENFOQUES LAGRANGIANO Y EULERIANO

Existen dos métodos fundamentales para expresar las ecuaciones de un fluido en movimiento:
el lagrangiano y el euleriano.

El analisis lagrangiano considera una particula individual del fluido durante todo el transcurso
del tiempo; este es el método comun en la dinamica. En este caso, la velocidad de la particula
se obtiene derivando respecto al tiempo la expresion de vector de posicion de la particula. Si se

emplea un sistema de coordenadas cartesianas, el vector de posicion es

r(t)=xi+yj+:zk (3.1)

r(?) C

Figura 3.2 VECTOR DE POSICION DE UNA PARTICULA EN FUNCION DEL TIEMPO

Donde i,j y k son los vectores unitarios en las direcciones x,y y z, respectivamente. Deri-
vando la ecuacion 3.1 con respecto al tiempo se obtiene la velocidad de la particula.
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

v(t)=—=—i+—j+—k (3.2)
v(t)= vi+v j+v.k (3.3)

Donde v,,v, y v, son los componentes de la velocidad en las respectivas direcciones coorde-
nadas.

Si se conoce la curva que recorre la particula y la funcién camino recorrido-tiempo, la posicion
de la particula se determina por la longitud del camino recorrido siguiendo la curva como una
funcioén escalar del tiempo; es decir s = s(¢), tal como se muestra en la figura 3.3.

I oymide)

s =s(?)

g oymide)

&
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£
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F1GUrA 3.3 MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA SEGUN LA CURVA § = 5(7)

La magnitud del vector dr es |dr| =ds, donde ds es el elemento diferencial de arco sobre la
trayectoria, por lo que la magnitud de la velocidad es v=ds/dt. Si s es el vector unitario tan-

gente en cada punto a la trayectoria de la particula y, ademas es funcion de s, el vector velocidad
se puede expresar como

 oymide)

ds @

y=vs§=—S§ &

dt =

=R

ds o

yvV=— 3.4 ()]
” (3.4

donde ds=dss es el vector diferencial de arco.

La ecuacion 3.4 muestra que el vector velocidad solo tiene un componente tangente a la trayec-
toria.
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Es evidente que el movimiento de una particula de fluido es inadecuado para describir todo el
campo de flujo, por lo que sera necesario considerar simultaneamente todas las particulas den-
tro de este o considerar el movimiento del fluido en todos los puntos del campo.

El enfoque euleriano es una alternativa para describir la velocidad dentro de un campo de flujo,
el cual consiste en identificar un punto en el espacio y luego observar la velocidad de las parti-
culas que pasan por el punto (véase la figura 3.4). En este enfoque, la velocidad de la particula
es funcion del tiempo y de la posicion del punto en el espacio.

v= f(x,y,z,t) (3.5

Figura 3.4 PUNTO DENTRO DE UN CAMPO DE FLUJO

Dado que la velocidad v 'y, por tanto, sus componentes v, ,v, y v, en cada punto del fluido
dependen del punto que se analice y del tiempo que se considere, se tiene

v, =f1(x,y,2,t) (3.6a)
vy =f(x,¥,2,1) (3.6b)
v, =f3(x,y,2,t) (3.6¢)

Las ecuaciones 3.6 proporcionan los componentes de velocidad en funcion del espacio y del
tiempo con respecto a un sistema de coordenadas cartesianas. Como la velocidad es un vector,
tiene magnitud y direccion. La magnitud de v , denotada por y = |v| = vﬁ + Vi + vf , es la rapi-
dez, aunque es comun denominarla velocidad en vez de rapidez.
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

3.2.2 EL CAMPO DE LA ACELERACION

El movimiento de un fluido se puede describir ya sea siguiendo particulas individuales (enfoque
lagrangiano) o fijando un sistema de coordenadas en el espacio y observando particulas dife-
rentes a medida que estas pasan por el punto en andlisis (enfoque euleriano). En el método la-
grangiano, de uso poco frecuente en la hidraulica, la aceleracion se describe en la misma forma
que se hace para la dindmica de solidos, es decir, la aceleracion es funcion del tiempo para cada
particula. Para la descripcion seglin el enfoque euleriano, el campo de la aceleracion se describe
en funcion de la posicion y del tiempo, sin seguir ninguna particula especifica. Los componen-

tes escalares de la aceleracion 4= dv , segun los tres ejes de coordenadas cartesianas, son
dt
dv, ov, N ov, N ov, N ov, 37
= =V A% v
Tar \Cax Yy oz ) ot (3.72)
d 0 0 0 0
S, Dy, D, ) D (3.7b)
Todt ox 7 oy Oz ot
dv, ov, N ov, N ov, N ov, (3.70)
=—==lvy v % )
Tar \(Fax Yoy far ) o ¢

Los términos dentro del paréntesis forman la aceleracién convectiva y el término del lado de-
recho fuera del paréntesis es la aceleracion local debido a la variacion de la velocidad en la
posicion ocupada por la particula.

Es muy util conocer la magnitud de los componentes de la aceleracion en cualquier punto de
una trayectoria a lo largo de una coordenada curvilinea. En cada punto de la trayectoria, se
define la direccién s tangente a la coordenada curvilinea en ese punto, la direccion normal
n perpendicular a la direccion tangencial y con sentido positivo hacia el centro instantdneo
de curvatura, y la direccion binormal local b que es perpendicular tanto a s como a n, véase la
figura 3.5. De los conceptos bésicos de cinematica se demuestra que la aceleracion solo tiene
componentes en la direccion tangencial y en la direccion normal, y son
dv vV

a=a,+a,=—s+—n (3.8)
t r
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HIDRAULICA BASICA

donde 7 es el radio de curvatura local y puede variar en los diferentes puntos de la trayectoria.

ag

e Centro instantaneo de
' curvatura

Figura 3.5 DIRECCIONES TANGENCIAL, NORMAL Y BINORMAL DE LOS COMPONENTES DE LA ACELERACION

Las ecuaciones 3.7 y 3.8 proporcionan la aceleracion relativa a un observador solo en el marco
de referencia de este.

3.2.3 EL CAMPO ROTACIONAL

El rotacional evalta la rotacion local de una particula. Se define matematicamente por el de-
terminante

i k
; 0 0 0
rotv=|— —  —
ox Oy Oz (3.9)
Vv, v, v,
Si rotv=0 el flujo es irrotacional; la particula se traslada, pero no rota
rotv=0 el flujo es rotacional; ademas de trasladarse, la particula rota

3.3 LiNEAS QUE CARACTERIZAN AL FLUJO

Con frecuencia es conveniente trazar lineas a lo largo del campo de flujo tal que estas propor-
cionen la velocidad del flujo. Una construccion de este tipo recibe el nombre de patron de flujo
y esta formado por una infinidad de lineas de corriente o de flujo, las cuales se definen como

toda linea trazada idealmente en el interior de un campo de flujo, de manera que la tangente en
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

cada uno de sus puntos proporcione la direccion del vector velocidad en el punto mismo. Estas
lineas se definen para un instante determinado y pueden cambiar de un instante a otro. Con
excepcion de puntos singulares, no existe posibilidad de que dos lineas de corriente se interse-
quen, pues ello implicaria que existieran dos vectores velocidad distintos. Las figuras 3.6 y 3.7

muestran, respectivamente, una linea de corriente y un patrén de flujo formado por infinidad de
lineas de corriente.

Figura 3.6 CONCEPTO DE LINEA DE CORRIENTE Figura 3.7 PATRON DE FLUJO EN UN CANAL AL PASAR
POR UNA COMPUERTA

Las lineas de corriente pueden ser diferentes al analizar el campo de flujo en diferentes instantes.
La trayectoria de una particula es la linea que une los puntos de posicion sucesivamente ocupa-

dos por esta. La figura 3.8 muestra los puntos ocupados por la particula A en el transcurso del
tiempo.

=t
Figura 3.8 TRAYECTORIA DE UNA PARTICULA
Considere una curva C cualquiera (que no sea linea de corriente) y las lineas de corriente que

pasan por cada punto de esa curva. La totalidad de estas lineas estan contenidas en una superfi-
cie que se denomina superficie de flujo o de corriente, figura 3.9.
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HIDRAULICA BASICA

Lineas de
corriente

Figura 3.9 SUPERFICIE DE CORRIENTE

Si la curva C es cerrada, la superficie de corriente adquiere el nombre de tubo de flujo o tubo de
corriente y el volumen encerrado por esta superficie se denomina vena fluida. La pared de una
conduccion y la superficie libre (si existe) son superficies de corriente y la curva C encerraria a
una seccion perpendicular a dichas superficies, a través de la cual pasaria el fluido.

Figura 3.10 TuBo DE FLUIO

Como se puede observar en la figura 3.10, las paredes de un tubo de flujo son lineas de corrien-
te, por lo tanto, el fluido no puede atravesar estas paredes. El tubo de flujo no tiene necesaria-

mente paredes rigidas; por ejemplo, en un canal el agua en contacto con la presion atmosférica
forma parte del tubo de flujo.

3.4 GASTO Y VELOCIDAD MEDIA

La vena fluida de la figura 3.11 muestra una superficie S (limitada por la curva C), por la cual
cruzan una infinidad de lineas de corriente. Cualquier elemento diferencial de area dA con-
tenido en esa superficie, se puede representar por el vector diferencial de superficie d4=dAn,
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

donde n es un vector unitario normal a d4. La velocidad v en el instante ¢ que pasa por el
elemento diferencial de area puede tener una direccion distinta a la del vector dA .

I oymide)

Figura 3.11 TuUBO DE FLUJO DE TAMANO DIFERENCIAL

Q
e
:;
S
=
)
(S}

En un intervalo de tiempo dt, el volumen elemental de fluido d¥’ que atraviesa el elemento de

superficie dA4 vale g
dvV =ds-dA =
)
(98]
dado que ds=vdt, se tiene

dvV =v-dA dt A
=1
El flujo de volumen que atraviesa en la unidad de tiempo al elemento d4 resulta %
AN

dv

dQ=—=v-dA
© dt

¢ oymyde)

y el flujo de volumen en toda la superficie S queda definido por

Q:ﬂAv-dA (3.10)

Donde QO es el gasto o caudal, también conocido como gasto volumétrico y sus dimensiones
son [L3 T‘l].
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El producto escalar de vectores es v-dA = |v||dA|cosf, donde 8 es angulo que forman los dos
vectores. Si en un flujo la superficie S se escoge de modo que las trayectorias sean sensiblemen-
te normales a ella en cada punto, se tiene v-dA = |v||dA|cos0° = vdA

aa >
dA
y el gasto se puede calcular
0=[[ vaa (3.11)

Se define la velocidad media instantanea, a través de toda la superficie S de area A al promedio

V:ﬂgﬁfg (3.12a)

Vzg (3.12b)
entonces

0=v4 (3.13)

y dado que el gasto se define como el flujo de volumen en la unidad de tiempo, también se ex-
presa como

O= v (3.14)
t
A partir de la definicion de gasto o caudal también se puede deducir el flujo de masa o gasto
masico que atraviesa por la superficie S. Dado que la masa es m = p 7/, al despejar el volumen
y sustituir en la ecuacion 3.14 se llegaa m = p Q t. Se define el flujo de masa o flujo masico

m

7=,0Q
(3.15)
m=pQ

137

I oymide)

g oymide)

&
=2
£
o
W

 oymide)

¢ oymyde)




CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

Esevrro 3.1 En el interior de un conducto circular de 0.3 m de didmetro fluye un liquido con
densidad p =920 kg/m’ y velocidades que siguen la distribucion

v=0.0225—(1)r*

donde
v velocidad, en m/s
r distancia radial, 0 <r<0.15,enm
0.0225 coeficiente dimensional, en m/s

1 coeficiente dimensional, en m™ - s™

I oymide)

Determine el gasto, el flujo mésico y la velocidad media. Grafique la distribucion de la velocidad.

Solucion

g oymide)

Conviene expresar al elemento diferencial de area en coordenadas polares d4 = r dr db,
dado que el area por la fluye el liquido es circular, d4=27 r dr y con la ecuacion 3.11 se
tiene

&
=2
£
o
W

R 0.15
0=[[ vad=2z["(0.0225-r*)rdr=2z[ " (0.0225r ~*)dr

al integrar se obtiene

 oymide)

0=0.000795m" /s

@)
=1
El flujo de masa se calcula con la ecuacion 3.15 y resulta =5
o
. k m’ k =
m=pO=920—2x0.000795—=7.31-=
m s S

El area del conducto es 4= 7z(0.15)2 =0.0707 mz, y de la ecuacion 3.12 la velocidad
media vale

V=0/A4=0.000795/0.0707=0.0112m/s
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Al dar valores a la coordenada radial, la distribucion de la velocidad se puede graficar y
es como la mostrada a continuacion

0.35
03,
0.25
Q
0.2 S,
=
0.15 _ 2
0.1
Q
0.05 S,
=
0 4 o
[\)
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
v (m/s)

&
=2
£
o
W

La coordenada radial tiene origen en el centro del conducto. Debido a la distribucion de
la velocidad, las lineas de corriente se mueven con diferente velocidad una con respecto
a la otra. La distancia radial a la cual la velocidad coincide con la velocidad media es
r =\/0.0225—0.01 12=0.1063 m.

 oymide)

Ejemrro 3.2 Por un conducto de didmetro D, = 0.30 m fluye agua con una velocidad media
Vi = 1m/s. El tubo se reduce gradualmente a un didmetro D, = 0.20 m. a) Calcule el gasto. b)
Determine la velocidad en la seccion 2, considere que la masa que entra es la misma que la que
sale, pues no hay variacion de esta dentro del conducto.

¢ oymyde)

v
<7 Igl D2:V2 %
O | Fr
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Solucion

a) Lasdreas de cada seccion son
A =7 (0.30)2/4=0.0707m> y 4 = 7 (0.20)* /4=0.0314m>
el gasto dentro del conducto vale

=V .4 =1x0.0707=0.0707m> /s
Q 1“1

I oymide)

b) Dado que el gasto que pasa por la seccion 1 es igual al que pasa por la seccion 2, la
velocidad en 2 resulta

V,=0/4, =0.0707/0.0314=2.25m/s

Q
e
:;
S
=
)
(S}

la cual también se puede calcular a partir de

@

B,

VzAz =N Al E_‘
D? D} &

sziszlewz

Vy=Vix| -k
D2
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3.5 CLASIFICACION DE FLUJOS

Atendiendo a alguna de sus diversas caracteristicas, existen diferentes criterios para clasificar
un flujo; los mas importantes son:

Flujo permanente y flujo no permanente

Si las caracteristicas del flujo en un punto determinado varian de un instante a otro, el flujo es
no permanente. En el caso de flujo permanente todas las cantidades de flujo en un punto dado
son independientes del tiempo, es decir

ov 9 0
-0 P_o L.

—= 0
ot ot ot

Si la velocidad puntual v cambia con respecto al tiempo, también lo hard la velocidad media
V' y al analizar el campo de flujo es mas sencillo emplear la velocidad media, por lo que la

clasificacion también se puede realizar con respecto a los valores medios y para el flujo no per-
. oV . . . . . .
manente se tiene a—;rso; por el contrario, sera un flujo permanente si la velocidad media en
t oV
cada seccion permanece constante para cualquier instante, con lo que — =0. Por sencillez en

ot
el analisis se aceptan pequeias variaciones en los valores medios y el flujo se puede analizar

como permanente. El flujo permanente también es conocido como flujo estable o estacionario;
evidentemente, al flujo no permanente se le denomina flujo no estable o no estacionario.

Flujo uniforme y flujo variado

El flujo uniforme ocurre cuando el vector velocidad en todos los puntos del escurrimiento es

ca, ) ) ., . L. ov

idéntico en magnitud y direccion para un instante dado, expresado matematicamente a—:O, y
.oV . . o8

con los valores medios 6—:0. Note que la ecuacion establece que no existe cambio alguno

S

en el vector velocidad para cualquier direccion que se considere en la region del escurrimiento

para un instante dado, pero no indica algo con respecto al cambio de velocidad en un punto en

relacion con el tiempo. Cuando el vector velocidad es diferente en los diversos puntos del flujo,

este es un flujo variado, a—v;t(), a—Vi(); el cual puede ser permanente o no permanente. Las

s os
figuras 3.12a y 3.12b muestran ejemplos de estos tipos de flujo en un canal.
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

a) Flujo uniforme b) Flujo variado

Figura 3.12 FLUJO UNIFORME Y FLUJO VARIADO

Flujo laminar y flujo turbulento

En un flujo laminar, las particulas de fluido se mueven a lo largo de trayectorias bastante regu-
lares, dando la impresion de que se tratara de laminas o capas mas o menos paralelas entre si,
deslizdndose suavemente unas sobre otras. El flujo laminar esta regido por la ley de Newton
de la viscosidad ya analizada en el capitulo 1. El flujo turbulento es el que mas se presenta en
la practica de la ingenieria; en €l las particulas se mueven siguiendo trayectorias muy irregu-
lares y se caracteriza por la accion de mezclado en todo el campo. Este mezclado se debe a los
remolinos o torbellinos de tamafio variable que se forman en el fluido. Dado que los remolinos
hacen que el flujo se mezcle casi por completo, la distribucion de velocidades en este caso es
mas uniforme en la mayor parte de la seccion transversal que en el caso del flujo laminar. Esto
se debe a que el proceso de mezcla turbulenta transporta hacia el centro del tubo el fluido de
baja velocidad que se encuentra cerca de las paredes, y las particulas de alta velocidad de la
region central se transportan hacia las paredes. La turbulencia provoca continuamente compo-
nentes fluctuantes de velocidad al flujo; sin embargo, si se toma un promedio de las velocidades
durante un intervalo de tiempo y los valores medios no cambian, el flujo puede ser permanente.

Flujo compresible y flujo incompresible

El flujo es compresible si la densidad p de la particula varia mientras se mueve dentro del cam-
po de flujo; si los cambios en la densidad son despreciables, el flujo es incompresible. Los li-
quidos se consideran incompresibles ya que para la mayor parte de los casos practicos el efecto
de la compresibilidad es despreciable.
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HIDRAULICA BASICA

Flujo rotacional y flujo irrotacional

Si todos los puntos en un campo de fluido tienen la misma velocidad, lo cual requiere que no
haya gradientes de velocidad, entonces la particula se traslada, pero no gira y el flujo es irrota-
cional. Si al trasladarse la particula, ademads gira, el flujo es rotacional. En los flujos viscosos se
presentan gradientes de velocidad que provocan que las particulas giren, por tanto, y el flujo es
rotacional. Si se exceptua la presencia de singularidades vorticosas, el movimiento de un fluido
ideal es irrotacional.

Flujo tridimensional, flujo bidimensional y flujo unidimensional

Si se requieren tres direcciones coordenadas para describir los cambios en velocidad y propie-
dades de un campo de flujo, este es tridimensional. Si no hay cambio en una de las direcciones
bastara analizar las otras dos direcciones y el flujo es bidimensional. Por ejemplo, el flujo entre
dos paredes paralelas en que no hay componente de velocidad en la direccion normal a estas, es
un caso de flujo bidimensional. El caso mas sencillo y que permite reducir la complejidad de las
ecuaciones que describen el movimiento es el del flujo unidimensional en el cual se considera
que sus caracteristicas en el espacio varian como funciones del tiempo y de una coordenada cur-
vilinea en el espacio, usualmente, el eje de la conduccion. En este caso interesan los cambios de
velocidad y de la presion promedio que se presentan a lo largo de la longitud del conducto, mas
que los que se tienen en la seccion transversal. El flujo de un liquido real no puede ser comple-
tamente unidimensional debido al efecto de la viscosidad, ya que la velocidad en una frontera
solida es igual a cero, sin embargo, con la consideracion del valor medio de la velocidad en cada
seccion se puede considerar unidimensional.

3.6 SISTEMA, VOLUMEN DE CONTROL Y SUPERFICIE DE CONTROL

Un sistema se define como una cantidad fija de materia compuesto siempre por las mismas
particulas. El andlisis de un sistema se hace desde el punto de vista lagrangiano y se sigue al
sistema a través de su recorrido para determinar sus propiedades dentro del flujo. La figura 3.13
muestra el flujo a través de una tuberia en la cual se muestra una cantidad de fluido en el instante

¢t y el cual es el sistema en analisis; este sistema se mueve a causa de una velocidad a una posi-
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

cion aguas abajo en el instante ¢ + A¢. Este anélisis es similar al que se realiza en el movimiento
de un cuerpo so6lido en la dindmica clasica. En la mecanica de fluidos a menudo es bastante
dificil identificar y seguir el rastro de una cantidad especifica de materia, ya que una porcioén
finita de fluido contiene una cantidad innumerable de particulas de fluido que se mueven con
bastante libertad, a diferencia de un sélido que, aunque se puede deformar, es relativamente fa-
cil de identificar. Por ejemplo, una porcion de agua que se mueve en el mar no se puede seguir
tan facilmente como una boya que flota sobre el mar.

El sistema en
el instante ¢

El sistema en el

instante ¢+ At

Figura 3.13 SISTEMA DENTRO DE UN CONDUCTO

La forma mas usual de analizar un flujo es desde el punto de visto euleriano, en el que se fija una
region en el espacio llamada volumen de control (VC), cuyo contorno se denomina superficie
de control (SC); véase la figura 3.14. A través de las fronteras del volumen de control, también
conocido como sistema abierto, entra y sale continuamente un fluido. La forma y el tamaiio del
volumen de control son enteramente arbitrarios, aunque en general se hace coincidir en algunas
de sus partes con las fronteras solidas del escurrimiento y en otras, con el objeto de simplificar
el analisis, se le considera perpendicular al flujo. El concepto de volumen de control se emplea
en la deduccion de las ecuaciones de continuidad, de la cantidad de movimiento y de la energia.
Para el analisis de flujos, este enfoque es mas sencillo que el lagrangiano.

\ Volumen de control ‘\

|
\ F Su;ﬂﬁclie di coﬂntrﬁ Jl
I

Figura 3.14 EJEMPLO DE VOLUMEN DE CONTROL Y SUPERFICIE DE CONTROL

I oymide)

g oymide)

g
=t
£
2
w

 oymide)

¢ oymyde)




HIDRAULICA BASICA

El tamafio y la forma de un volumen de control son totalmente arbitrarios, pero con fines de
simplificacion su superficie de control con frecuencia se hace coincidir en parte con contornos
solidos de la conduccion, con areas normales al flujo y con superficie libre del liquido cuando
esta exista en la region de interés. El volumen de control puede ser de tamafio diferencial o
finito, segun el tipo de analisis que se desee efectuar, toda vez que representa simplemente una
region de interés particular en la cual se establecen los principios. Puede ser de dos tipos:

Volumen de control no deformable. Su volumen es fijo en el espacio, pero puede cambiar la
masa en su interior por efecto de la compresibilidad del fluido. En general, el analisis de proble-
mas de flujo con voliimenes de control no deformable es mas préctico y sencillo, y permite la
solucidn de una gran cantidad de problemas y facilita las deducciones fisicas.

Volumen de control deformable. Parte de su superficie de control o toda ella esta en movimiento
en un instante dado y por supuesto cambia la masa en su interior. Un ejemplo es cuando el volu-
men de control abarca hasta la superficie libre del liquido contenido en un recipiente que se va-
cia a través de un orificio o de una tuberia, y en el que la superficie libre cambia con el tiempo.
El flujo no permanente en un canal o en un rio requiere de un volumen de control deformable
para su estudio; en este caso, las paredes no son deformables, pero la superficie libre, que forma
parte del contorno del ¥/C, si cambia con el tiempo.

En la hidraulica se utilizan igualmente los volimenes de control no deformables y los que si lo
son. Los primeros tienen aplicacion cuando el flujo es permanente y los segundos cuando es no
permanente.

3.7 EcUACIONES DE EULER

Leonhard Euler (1707-1783) aplico el principio que ahora es conocido como Segunda Ley de
Newton, pero que originalmente fue formulado como axioma, sin notacion matematica, y que
en el escrito original establecia “El cambio de (cantidad de) movimiento es proporcional a la
fuerza motriz aplicada y se realiza en la direccion de la recta segun la cual la fuerza se aplica”.
Con este principio, Euler dedujo las llamadas ecuaciones eulerianas de la aceleracion, las cuales
en las direcciones de los ejes ortogonales x,y y z, son
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

F. 1dp dv, dv, dv, dv 7
==Xy +

- X 4 z
m pdx dt dx 7 dy dx

F _1dp_dvy+ dv dv %

—_ v, —2+v, —2 4y L -
m pdy dt T dx T dy Cdx (3.16)

F, 1ldp dv, dv, dv, v,
L= =—t1y v, —= 4y, =

m pdz di F dx dy 7 dx

I oymide)

Ecuacion de Euler del movimiento a lo largo de una linea de corriente

Considere el elemento de fluido mostrado en la figura 3.15. Aqui el elemento se ha acelerado en
la direccion s y Unicamente actian sobre €l las fuerzas del peso y la presion; no se consideran
fuerzas viscosas. El eje z es vertical y se mide desde un plano horizontal de referencia PHR; se

g oymide)

ha supuesto que la presion varia a lo largo de la longitud del elemento.
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PHR

Figura 3.15 FUERZAS DE PRESION Y PESO QUE ACTUAN SOBRE UN ELEMENTO DE FLUIDO

El peso del volumen elemental es dW = pgd1’ = pgdAds; en la direccion +s su componente
es dW, = pgdsdAsend, donde sen@= —dz/ds =—0z/ds (el signo negativo es debido a que
cuando s aumenta, z disminuye), por lo que es igual a
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6
dw, :—pgdsdAa—Z (3.17)
S

la resultante de las fuerzas de presion en la direccion +s es

pdA—(p+%—pds)dA=—Z—pdsdA (3.18)
S

S

la suma de fuerzas en la direccidon +s resulta

0 0
SF =-Lasda- pgdsdA= (3.19)
os os
Al aplicar la segunda ley de Newton, Y F, =ma, , se tiene
0 0
~2P s dA- pg dsdA == pdsdAa, (3.20)
os Os
al dividir todo entre el volumen dsdA resulta
0
-—(p+pgz)=pa, (3.21)

os

Note que esta ecuacion es equivalente a cualquiera de las ecuaciones 3.16, pero ahora se es-
tablecio en la direccion s . Es interesante notar que cuando la aceleracion es cero, la ecuacion

3.21 se reduce a i(p+pgz)=0-
os

Con un procedimiento similar al efectuado para obtener la ecuacion 3.21, pero ahora en la direc-
cion de la normal principal, )| F, =ma,, se llega a

0
-—(ptpgz)=pa,
on

0 v
—%(p+pgz)=p7 (3.22)
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

En el caso de que la curvatura fuese despreciable, » — co y se tiene que en la direccion normal

la distribucién de la presion es hidrostatica p + pg z = C. Un resultado analogo se obtiene en la
direccion de la binormal ya que a, =0.

3.8 ECUACION DE BERNOULLI

Cuando se emplea la ecuacion de Euler (3.21) para un flujo a lo largo de una linea de corriente
de un flujo permanente, no viscoso e¢ incompresible se tiene

0 ov
——(p+pgz)=p|v_—
os

os
os pTpPE2=P Os 2
0 p WV
—| z+—+—|=0
s 02 2g (3.23)
esto es
2
z+£+—=C (3.24)

pg 2g

Donde C es una constante que permanece constante a lo largo de una linea de corriente, pero
que puede cambiar de una linea de corriente a otra. La ecuacion 3.24 fue obtenida por Euler,
si bien el llamarla Ecuacion de Bernoulli, como es ampliamente conocida, se debe al recono-
cimiento hacia Daniel Bernoulli (1700-1782) quien fue el primero en demostrar la relacion
presion-velocidad en un conducto y deducir el mecanismo por el cual este se produce.

Entre dos puntos de una linea de corriente la ecuacion 3.24 puede escribirse como

zl+—+v—:zz+—+— (3.25a)
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Dado que se considera flujo incompresible, con y = pg, la ecuacion 3.25a también se puede
escribir

2 2
zl+ﬂ+‘i:zz+&+v—2 (3.25b)
r 2g r 2g

La ecuacion de Bernoulli se puede aplicar en una vena liquida al considerar un flujo irrotacional
en todo el campo, tal que en una seccion la velocidad puntual sea la misma en cualquier punto
de esta y la ecuacion se puede expresar en funcion de la velocidad media V' ; ademas, con la
consideracion de flujo unidimensional, en el que la elevacion z se mide desde un plano hori-
zontal de referencia hasta el centroide de la seccion transversal, la ecuacion 3.24 se convierte en
2
42 ¢ (3.26)
y 28

Entre dos secciones del campo de flujo, la ecuacion de Bernoulli resulta

W vy
zl+&+L:22+&+i (3.27)

vy 2g v 2g

La figura 3.16 muestra de forma gréfica la ecuacion 3.27

S, T T T T T T K
V:_ /2g V22/2g
1
\ paly
DY

Figura 3.16 REPRESENTACION GRAFICA DE LA ECUACION DE BERNOULLI

149

I oymide)

g oymide)

&
=2
£
o
W

 oymide)

¢ oymyde)




CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

donde
z carga de posicion
P carga de presion
v
2
— carga de velocidad
2g

A fin de aplicar correctamente la ecuacion de Bernoulli se deben de tomar en cuenta las hipo-
tesis que fueron consideradas en su deduccion. La ecuacion de Bernoulli no considera efectos
viscosos, por lo que cuando estos son importantes, se tendra que emplear la ecuacion de la

energia (capitulo 4). Una mas amplia interpretacion de los términos “carga” también se hara en
el capitulo 4.

Algunas aplicaciones de la ecuacion de Bernoulli

Medicion de la velocidad

Dado que el conocer la velocidad en un conveniente numero de puntos de una seccion transver-
sal permite calcular el gasto que circula a través de la seccion, la medicion de la velocidad es un
aspecto importante en la caracterizacion del movimiento.

Un dispositivo que permite medir la velocidad con bastante precision es el tubo de Pitot en ho-
nor a su inventor Henri Pitot (1665-1771). La figura 3.17 muestra este instrumento. A la entrada
del tubo se muestra un punto de estancamiento, por lo cual la velocidad ahi es cero.

Figura 3.17 Tuso DE Prtor SiMPLE
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Para este caso con z; =z,, v, =0 y v, =v, al aplicar la ecuacion de Bernoulli para una linea de
corriente se tiene

2
p Y _P
y 2g 7y

Dado que en la direccién normal en un conducto sin curvatura la distribucion de la presion es hi-

drostatica, p, /y= h, y enlasecciéon 2 setiene p, [y = h,+Ah, la expresion anterior se reduce a

Medicion del caudal

Una forma de medir el gasto en una tuberia es con el tubo de Venturi -llamado asi en honor de
Giovanni Battista Venturi (1746-1822)-, el cual consiste en un conducto convergente seguido
de una garganta de diametro constante y después un conducto gradualmente divergente; véase
figura 3.18. Dado que cuando un fluido que circula por el interior de un conducto cerrado pasa
por un estrechamiento, su velocidad aumenta y su presion disminuye, por lo que si se mide la
presion en la seccion inicial y en la estrecha, o directamente la diferencia de presiones entre
ambas secciones, se podran calcular el caudal y la velocidad del fluido.

Figura 3.18 TuBO DE VENTURI
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

Dado que z;=z,, V;= O/ A,y V, = Q/ 4,, al aplicar la ecuaciéon de Bernoulli para una vena
liquida se tiene

ﬂ.;.QZ =&+QZ
y A2g v A2g

Al despejar el gasto
(p—p)y
Q= 1 2
Ayt v
2g\ 45 A4

Descarga a través de un orificio

Una de las ecuaciones mas antiguas de la mecéanica de fluidos esta relacionada con el flujo de
un liquido que sale de un depdsito de gran area en su superficie libre comparada con el area de
la descarga, tal como se muestra en la figura 3.19. Al ser 4, >> A4, setiene V<<V, y se consi-
dera V12 / 2g = 0. En las secciones 1 y 2, el liquido esta en contacto con la presion atmosférica,
por lo tanto p; = p,=0 ycon ¥, =V, al aplicar la ecuacion de Bernoulli resulta

2

h+0+0=0+O+V—
28

2
V=y2gh (3.28)
que es la version moderna del resultado obtenido por Evangelista Torricelli (1608-1647) quien
encontro V « \/Z . Al aplicar la ecuacion de Bernoulli se obtuvo que el coeficiente de propor-

cionalidad es /2g .

Figura 3.19 ORIFICIO EN EL FONDO DE UN RECIPIENTE
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HIDRAULICA BASICA

Esevrro 3.3 Un piezdémetro y un tubo de Pitot estan colocados en un tubo horizontal en el que
fluye agua y cuyo didmetro es D=10 cm . El punto 1 esta directamente abajo del piezometro
y el 2 en la entrada al tubo de Pitot. Para las alturas 7, =5 cm, h,=8cm y hy=11cm, de-
termine la velocidad en el centro del conducto. Determine el gasto si en todos los puntos de la
seccion transversal la velocidad se aproxima a la media.

Punto de estancamiento
Solucion

Se establece la ecuacion de Bernoulli entre las secciones 1y 2 a lo largo de la linea de
corriente; se observa que z; =z, y el punto 2 es un punto de estancamiento, por lo que

v, =0.
PO TP - N
y 2g y 28
W _P
y 28
donde

p1=y(h;+hy)
Py =y(hy+hy+hy)

al despejar la carga de velocidad se obtiene

3
2g vy /4
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CAPITULO 3. FUNDAMENTOS PARA EL ANALISIS DE FLUJOS

por lo que la velocidad es

v =428 I, =\/2(9.81m/sz)0.11m= 1.469m/s
Dado que se considera v =V y con Q =V 4, el gasto resulta

0 =(1.469m/s) x w (0.10 m)>/ 4 = 0.0115 m? / s

I oymide)

Esevpro 3.4 La figura muestra un codo con reduccion en el cual D, =0.8 m, D, =0.50 m,
Vi=1m/s y p; =350 kPa . El flujo es de 1 a 2, calcule p, si: a) el tubo esta contenido en un
plano horizontal; b) el tubo es vertical.

g oymide)

0.80 m

&
=2
£
o
W

NO

Solucion

 oymide)

Para ambos casos se tiene:

4 =0.502m*, 4,=0.1963m*, Q = V; 4=0.502 m’/s,

¢ oymyde)

V, = Q/4,=0.502/0.1963 = 2.557m/s ,

2 2

"
Las cargas de velocidad son: =—=0.051m y —2 =0.333 m;
2g 2g
P 350 kKN/m?

la carga de presion en la seccion 1 es =35.677 m

Y 9.81kN/m’
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a) Para z; =z, , al sustituir en la ecuacion de Bernoulli

35.677+0.051=2240.333
y

22 _35395m

y

)2 =35.395mx9.81kN/m’ =347.22kPa

I oymide)

b) Enun plano vertical, con z; = 0.8 my z, = 0, al sustituir en la ecuacion de Ber-
noulli resulta

1 %) Q

0.8435.677+0.051=224+0.333 5

y 3

o

P2 _36.195m >
y

P, =36.195mx9.81 kN/m’ =355.07 kPa

EsevpLo 3.5 En el conducto mostrado fluye aceite con densidad p =900kg/m> . Las presiones
en las secciones 1 y2 son: p,=35.316 kPa y p,=17.658 kPa. D;=0.15m D, =0.10m.
Calcule el gasto y las cargas de velocidad en cada una de las secciones.
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Solucion

De la ecuacion de Bernoulli

2 y2
Zl +&+L222 +&+L ........
y 2g y 2g
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En este caso z, =z,, y= pg=900kg/m® x9.81m/s> =8829 N/m*

A =m(0.15m)* /4=0.01768m? , 4, =7(0.10m)*/4=0.00785m”

p_35.316kN/m’ 4

7 8829N/m’
py 17.658kN/m’ 5
7 8829N/m’

I oymide)

Al sustituir en la ecuacion de Bernoulliy con V,= Q/4, y V,= Q/A4,, se tiene

2 2
- 2 =2+ ¢ 2
(0.01768)* x2g  (0.007854)* x2g

g oymide)

(4-2)(2g)
1 1

(0.007854)2  (0.01768)>

0= =0.0549 m’ /s

&
=2
£
o
W

La velocidad y su respectiva carga de velocidad en cada seccion son g
0.0549 V2 2
. o
n:gz ————=3.105m/s, ——=049m =

4, 0.01768 2g

0.0549 vy

A _ Q. —————=6.99m/s, —*=2.49m
4, 0.007854 2g

¢ oymyde)

Se revisa que la ecuacion de Bernoulli se cumpla

V2 VZ

zl+ﬂ+L:zz+&+i
ro2g ro2g
4+049= 2+2.49

4.49=4.49
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EJempLO 3.6

Determine el gasto que descarga el sifon y la presion en la seccion B. El diametro del conducto
es D=0.15m. La descarga es libre (chorro).

l.g m Q
o
’ =
I )
30m
Nivel de ®)
referencia J g
g
o
ro

Solucion

En la seccion 0, en la superficie libre del agua, con respecto al nivel de referencia se tie-

&
=2
£
o
W

nen: z,=3.0m , p,=0,y ¥, /2g=0 (por ser un almacenamiento de “grandes dimensio-
nes”, comparado con el area del conducto). En la seccion C, z- =0 'y por ser descarga
como chorro p. =0. De la ecuacion de Bernoulli

o
o
PR B R R e =
y 2g y 28 »
al sustituir, se tiene 5
% O
3+0+0=0+0+— .3
2g =5
V2 o
€ —3m, V.= [3x2g =7.67Tm/s -

2g
En todo el conducto el area es A = 7(0.15m)* /4=0.01767m?, por lo que el gasto resulta

O= AV = 0.01767 x 7.67=0.1355m" /s
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para determinar la presion en B se puede plantear la ecuacion de Bernoulli entre O y B o
entre By C, en que zo=4m

2 2 y2 2
s+ BB TB g G Pe e g gy e P TE
y 2g y 2g y 2g y 28

Dado que el area del conducto no cambia, las cargas de velocidad en las secciones By C
son iguales.

Para B-C Para 0-B
4428 13204043 340+0=4+28 13
y y
Ps_ 4m Ps__4m
y y
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ECUACIONES
FUNDAMENTALES
DE LA HIDRAULICA
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4.1 PRINCIPIOS Y METODOS DE ANALISIS

4.1.1 PRINCIPIOS BASICOS

Los métodos de andlisis del movimiento de los fluidos tienen el propdsito de evaluar la capa-
cidad de un flujo para transportar materia a lo largo de una conduccién y el mecanismo por
el cual cambian sus caracteristicas dinamicas y de energia de un punto a otro y en el tiempo.
Cuando se trata del flujo de un liquido, se establece como axioma que se satisfagan solo tres
principios basicos de la Fisica

a) Conservacion de la masa (principio de continuidad)
b) Conservacion de la energia (primera ley de la termodindmica)
¢) Segunda Ley de Newton del movimiento (principio de la cantidad de movimiento)

La segunda ley de la termodinamica tiene mas interés en el flujo de gases y ninguno en el de un
liquido, por lo cual no se considera en este analisis.

Las aplicaciones de estos principios a regiones particulares de tamafio infinitesimal o finito en
un flujo constituyen los métodos de analisis del movimiento de los liquidos. El principio de la
conservacion de la masa permite derivar una ecuacion de tipo escalar, llamada de continuidad,
que presenta diferentes formas y simplificaciones, segun el andlisis que se elija y el tipo de flujo
a considerar.

El principio de conservacion de la energia permite derivar la ecuacion de la energia, de tipo
escalar, que relaciona el trabajo mecanico efectuado por las fuerzas que intervienen en el movi-
miento, con el flujo de energia y la cantidad de calor transmitido al exterior.
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HIDRAULICA BASICA

La segunda ley de Newton establece la relacion fundamental entre las fuerzas que intervienen
y la variacion de la cantidad de movimiento que experimenta el liquido de un punto a otro en el
transcurso del tiempo. Esta ecuacion es de tipo vectorial.

4.1.2 PROCESO REVERSIBLE E IRREVERSIBLE

Un proceso se define como la trayectoria de los estados sucesivos a través de los cuales pasa un
sistema durante el cambio de alguna de sus propiedades, como cambios de velocidad, presion,
posicion, temperatura, etc. En general, el proceso ocasiona algun cambio en los alrededores
del sistema; por ejemplo, desplazandolo o transfiriéndole calor a través del contorno. Cuando
se puede lograr que el proceso vuelva a su estado original sin ningiin cambio definitivo en sus
propiedades, se dice que el proceso es reversible.

Cualquier proceso real es irreversible. Los efectos de la viscosidad del fluido, la friccion entre
las partes que intervienen, la transferencia de calor, etc., impiden que el proceso sea reversible.
La diferencia entre la cantidad de trabajo que pudiera efectuar una sustancia al pasar de un
estado a otro a lo largo de un camino de manera reversible, y la cantidad de trabajo real que
se produce siguiendo la misma trayectoria, es la irreversibilidad del proceso. En determinadas
circunstancias se denomina trabajo perdido, es decir, la pérdida de la capacidad de un sistema
para desarrollar trabajo debido a la friccion y otras causas. Por esta razon, cuando en hidraulica
se habla de pérdidas o de pérdidas de energia, se desea expresar la irreversibilidad del proceso
y no una pérdida real de energia.

La pérdida se puede expresar en funcion del trabajo por unidad de masa o peso del liquido, o
de trabajo por unidad de tiempo.

4.1.3 METODOS DE ANALISIS MATEMATICOS

Los métodos de andlisis del movimiento de liquidos resultan de la aplicacion de los principios
basicos de continuidad, energia y cantidad de movimiento a volimenes de control previamente
seleccionados, los cuales tienen la forma, tamafio y extension que se desee, segun la region de
interés en el estudio.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Existen distintas maneras de aplicar estos principios. Cuando se aplican a volimenes de control
de magnitud finita resulta el llamado analisis integral con soluciones convencionales sencillas
de obtener, ya que en general se refieren a flujo permanente y volumenes de control selecciona-
dos de manera adecuada. Cuando se aplican a un volumen de control de tamafo diferencial se
deriva el analisis diferencial que ha sido tradicional en la mecénica de fluidos. Dicho analisis
equivale a seleccionar volumenes de control de tamafio muy pequefio -de dimensiones
Ax, Ay y Az- que en el limite equivale a expresar como varian las condiciones en los puntos
x,¥,z , encerrado por dicho volumen en el tiempo. Sin embargo, el intento de una integracion
general lleva a soluciones muy complejas, y cuando se introducen hipotesis simplificadoras,
son de poca utilidad préctica.

4.1.4 METODO EXPERIMENTAL

El analisis matematico de un flujo es con frecuencia insuficiente para resolver todos los aspec-
tos de un problema. Es, por ejemplo, el caso de las pérdidas que ocurren en el flujo o de algunos
coeficientes o parametros de gran importancia. En otros, la soluciéon matematica se vuelve tan
compleja o imposible que para obtenerla es necesario conceder hipotesis simplificadoras que
no describen la situacion real del problema. Cuando esto ocurre es necesario auxiliarse de los
métodos de analisis experimental. El planteamiento racional de un experimento o la similitud
con otro ya efectuado permite continuar, complementar o sustituir el andlisis matematico en la
solucion.

La similitud dindmica entre dos flujos es la base del método experimental en hidraulica. Ade-
mas de permitir el planteamiento racional de un experimento, se utiliza para establecer las con-
diciones de semejanza entre el flujo que ocurrira en una nueva estructura por disefiar y el que se
presento en un experimento ya realizado y cuyos resultados se conocen.
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HIDRAULICA BASICA

4.2 1.AS FORMAS INTEGRALES DE LAS LEYES FUNDAMENTALES

En la hidraulica, la informacién deseada con frecuencia se refiere a magnitudes medias de las
caracteristicas en una conduccion y no tanto a las variaciones de un punto a otro de la seccion.
Debido a esta razon, es comun seleccionar un volumen finito de control no deformable en el
caso de flujo permanente cuyo contorno coincide con las secciones transversales al flujo y con
las paredes de la conduccion cuando es a presion (tuberia), o parte con paredes rigidas y otra
con la superficie libre del liquido cuando la conduccion es abierta (canal).

Al volumen de control seleccionado se le aplican los principios bésicos y se obtiene un conjunto
de ecuaciones que contienen integrales, por eso se le conoce como analisis integral o andlisis
del volumen finito de control. Estas ecuaciones llevan a soluciones convencionales sencillas y
practicas cuando la forma y extension del 9/C es la adecuada. Para algunos casos de flujo no
permanente es mas conveniente un 7/C deformable, aunque con soluciones mas complicadas.

El andlisis integral es uno de los mas utilizados. En este capitulo se hace mayor énfasis en flujos
permanentes y, por tanto, en /C no deformables. Cuando se aplican los principios basicos no
se hace distincion entre flujo laminar y turbulento, y las ecuaciones resultantes son validas si se
hace la interpretacion adecuada de variables.

En ocasiones se puede encontrar falta de rigor matematico en algunos desarrollos para hacer-
los mas sencillos, o bien, se aceptan suposiciones razonables, como despreciar una pérdida o
desechar algun término. Cuando esto sucede, se necesita de un conocimiento mas detallado
del comportamiento del flujo para una solucion, o bien de la valuacién experimental de dichos
términos.

El método del analisis integral no es adecuado para abordar problemas donde es crucial enten-
der el comportamiento local del flujo, y es entonces cuando el método de andlisis diferencial
se utiliza para dar mayor exactitud y mas detalles. Las ecuaciones integrales se reemplazan
por otras de diferenciales parciales, cuyas condiciones de frontera y solucidn tienen una mayor
complejidad matematica, lo cual muchas veces requiere de métodos numéricos avanzados.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

4.2.1 PRINCIPIO DE CONSERVACION DE MASA

Para un volumen de control, este principio se puede expresar como la transferencia neta de
masa hacia adentro de un volumen de control o hacia afuera de este. Durante un intervalo At es
igual al cambio neto (aumento o disminucién) en la masa total que esta adentro del volumen de
control. Es decir

Mepira — Mgale = A’n’VC

donde Am,, . es el cambio en la masa dentro del C durante el proceso. Esto también se puede
expresar como

n:lentra - n.’lsale :dm(VC /dt (4. 1)
dm,,./dt es la razOn del cambio de masa que esta dentro de las fronteras del 'C.
4.2.2 ECUACION DE CONTINUIDAD

La ecuacion de continuidad se basa en el principio de conservacion de masa aplicado al movi-
miento de los fluidos.

La masa que esta dentro de un volumen diferencial d¥’ es dm= pd?’. Por integracion se determi-
na que la masa total dentro del volumen de control en cualquier instante ¢ es m,, = .L/c pdv.
Entonces, la razén de cambio de la cantidad de masa dentro del volumen de control se expresa

dmyc —d
-4 pav
dr dr .[ e’ (4-2)

El 7C mostrado en la figura 4.1 corresponde al comprendido en una parte de interés de la
conduccion de un liquido y esta limitado por la superficie de control SC . Esta se forma por la
superficie lateral coincidente con la pared de la conduccion y por las secciones 1, 2 y 3. Estas
ultimas se seleccionan de manera que el flujo a través de ellas sea, en lo posible, en direccion
perpendicular a dichas superficies. La velocidad v del liquido en cada punto de una misma sec-
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HIDRAULICA BASICA

cion puede variar, pero existe el valor medio V de la misma representativo de toda la seccion,
con direccion perpendicular a ella y aplicado en su centroide.

Figura 4.1 VOLUMEN DE CONTROL PARA LA DEDUCCION DE LA ECUACION DE CONTINUIDAD

La expresion matematica del principio de conservacion de masa aplicado al volumen de control
seleccionado se escribe en la forma

I pv'dA+i pd?V=0 4.3)
sc dtJve

El primer término representa la cantidad neta de masa que atraviesa la porcion de superficie de
control donde hay flujo. Una parte de esa masa entra al 7/C'y es de signo negativo debido a que
los vectores v y dA estan en sentido opuesto, como en las seccion 1; otra parte de la masa sale
del C y es de signo positivo debido a que los vectores v y dA estan en el mismo sentido,
como ocurre en la seccidon 3. De acuerdo con esta convencion, la cantidad neta de masa que pasa
por la superficie de control, en la unidad de tiempo, es la diferencia entre la que sale y la que
entra al 7/C, mediante la suma algebraica de los términos del tipo p; V; 4; , es decir

pydd=Y p Vi, (4.4)

s¢ i=1

donde, para cada éarea de la seccion transversal in pvdA=p;V.4; p;y V; son la densidad y la
velocidad media en cada seccion i de la superficie de control donde hay flujo y cuya areaes 4;,
siendo n el nimero de secciones en las que hay entrada o salida de masa. Por ejemplo, para el
volumen de control de la figura 4.1 se tiene que

SCPV'dA == NA=p, V) Ay + psVidy
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Si el flujo es no permanente en el volumen de control de la figura 4.1, la ecuacion de continui-
dad queda

n

dm
VA +—YC=0
;p, A+

Para cualquier volumen de control se tiene

zn.'lsale _zn.’lentra + dn;(;/c =0 (45)

Cuando el flujo es permanente, el volumen de masa dentro del volumen de control no varia y si
ademas es incompresible, la ecuacioén de continuidad resulta

i Vid =0 (4.6a)
i=1

donde hay que recordar que ¥, 4; lleva signo negativo si entra al volumen de control y signo po-
sitivo si sale de este. Otra forma de expresar la ecuacion de continuidad para flujo permanente
e incompresible es

zQsale - ZQentra =0 (46b)

El flujo es unidimensional cuando el volumen de control es como el mostrado en la figura 4.2 y
el comportamiento se analiza en cada seccion transversal, la cual se localiza mediante una sola
coordenada curvilinea que sigue el eje de la conduccién y la otra variable es el tiempo.
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HIDRAULICA BASICA

I oymide)

Figura 4.2 FLUJO UNIDIMENSIONAL

g oymide)

En la deduccion de la ecuacion se emplea un volumen de control deformable limitado lateral-
mente por la superficie de control coincidente con la pared del conducto, ademas de dos seccio-
nes transversales al flujo, separadas la distancia ds, donde s representa la coordenada curvilinea
que sigue el eje de la conduccion. La otra variable independiente es el tiempo z. En cualquier
instante, el volumen de liquido contenido en el volumen de control es , donde el area
A es funcion de (s,t) y ds es independiente de ambos. Las velocidades en cada seccion trans-
versal poseen un valor medio V' que se considera representativo de la seccion transversal y con
direccion tangente al eje de la conduccion.

¢ ojyde)
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Para el 7/C mostrado, el flujo neto de masa a través de las secciones de flujo es la diferencia
entre la que sale y la que entra, es decir

A A
pVA+—a('OV )ds —pVA=—a(pV )ds
Os Os

¢ oymyde)

La rapidez con que varia la masa dentro del volumen de control es

o(pAds)
ot

(74




CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Por tanto, el principio de conservacion de masa establece

o(pVA) s + o(p Ads) _
Os ot

0

Dado que la longitud ds no depende del tiempo, esta puede salir de la derivada del segundo
término y al dividir la ecuacidn anterior entre ds, se tiene

opVA)  apd)_
0s ot

0

al desarrollar las derivadas parciales resulta

a_V+l a_AV_l.a_A +l a_pV_l.a_p =0
os A\ Os ot P\ Os ot

con V =ds/dt, y por el desarrollo de la derivada total, se llega a

ov . ldd 1dp_,
a Adi pdi

(4.7)

que es la ecuacion de continuidad para una vena liquida donde el flujo es no permanente y com-
presible. Esta ecuacion es la que se emplea en el analisis del golpe de ariete. En problemas de
flujo no permanente en conductos a superficie libre, el liquido es incompresible y desaparece el
ultimo término de la ecuacion 4.7.

Cuando el flujo es permanente, o(p A)/ot=0, y de 6(/;VA) + 8(:;) A) =0, se tiene
N t
ooV 4 _,
os

Si el flujo es permanente e incompresible, la ecuacion anterior se simplifica a la forma
Na=v,4,=0 (4.8)

que también se pudo obtener a partir de la ecuacion 4.6b.
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HIDRAULICA BASICA

Esempro 4.1 Agua entray sale del dispositivo que se muestra en la figura. D, =8 cm, V; =10m/s,
n%z =22 kg/s, 0;=0.012 m’/s . Calcule la rapidez de cambio de la masa dentro del dispositivo.

V O;
1 >(] Dispositivo ()—>
m,
Solucion
El flujo de masa en la unidad de tiempo es . De los datos del problema se
tiene:

p AV, =1000kg/m’ x (7 x0.08% / 4)m* x10m/s = 50.26 kg/s

n;z =22 kg/s

0, =1000kg/m’ x0.02m> /s =12 kg/s

De la ecuacion 4.5, la variacion de la masa dentro del dispositivo es

dn;% = Z P VAentra - z P VAsale

dmyc

7 =50.26-22-12 =16.26kg/s

Se debe aclarar que el resultado es para un instante dado en el cual se tienen las entradas
y salidas de masa al dispositivo.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Esevrro 4.2 En la bifurcaciéon mostrada en la que el flujo es permanente e incompresible, el
agua entra por la seccion 1 y sale por las secciones 2 y 3. La velocidad media en la seccion 1
es V,= 12 m/s y el gasto en la seccion 3, en la cual la se tiene una descarga como chorro, es
0;=0.020 m?/s. Los diametros son D= 60 mm y D, = D; = 50 mm. Calcule los gastos en las
secciones 1 y 2, y las velocidades medias en las secciones 2 y 3.

—_—
—_—
—
—_—

I oymide)

g oymide)

Solucion

7(0.06 m)?

¢ ojyde)

7(0.05m)*

Las areas son: 4, = =0.001963 m*

=0.002827 m*, 4, =4, =
El gasto en la seccion 1 es

0=V, 4, =12(m/s)x0.002827 (m?) =0.0339m> /s
1“1

&
=2
£
o
ESN

De la ecuacion de continuidad, el gasto en la seccion 2 resulta

0, =0 _Q3

0,=0.0339m’/s—0.020m>/s=0.0139m*/s

¢ oymyde)

De la ecuacion del gasto, las velocidades en las secciones 2 y 3 quedan

V, =0, | 4, =0.0139(m’ /s)/0.001963 (m?) = 7.08 m/s
Vs =0; / 4, = 0.020(m’ /s)/0.001963(m?*) =10.18 m/s
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EjempLo 4.3 Un tanque cilindrico con 7, = 4m de alto y didametro D,,,,,, = 0.9m, cuya parte
superior estd en contacto con la atmosfera, inicialmente esta lleno de agua. Se quita el tapon de
un orificio que esta en el fondo del tanque, cuyo didmetro es D,, ., =15mmy que descarga
hacia afuera. La velocidad media del chorro es V' =\/@ , donde # es la altura del agua en el
tanque medida desde el centro del orificio. Determine el tiempo que se requiere para que el
nivel del agua descienda hasta %, = 2m , medido desde el fondo. Considere despreciable la dis-
tancia desde el fondo del recipiente y el centro del orificio, ya que es muy pequeiia comparada

con la altura total del agua.

5 gr——— - - - ! i |
A

: Agua :

| |

| |

| |

ho | |

—f | |

| |

h h | | b

| | Chorro
L (I

0 h e e e o o e e - -

e Dy —1 1

Solucion

En este caso decrece el volumen ocupado por el agua conforme el agua desciende y, por

lo tanto, es un 7/C variable. Dado que la densidad es constante, d";"/ C - pi[—(‘/, de la ecua-
t

cion de continuidad 4.5, se tiene

entra — tate = p
entra — Msale = P ———
’ P
donde: n:le’”m =0, n.’lsale = (,0 VA)sale =P 2gh Achorro’ p%=p Atanque %

Al sustituir en la ecuacion de continuidad, esta queda

dh

—p+J2gh A =pA —
P g chorro — P tanque dt
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

—p 2gh ﬂthorro — ﬂ-Dlimque @
4 4 dt
2
dt= Dtanque dh

Dczhorro \ 2gh
Se integra desde 1=0, en donde ~=h,, hasta t=¢, en donde h=h, y resulta
j“ i Diongue j’” dh
0 chorro \lzg

t_( 0.9m T 1 Jam —/2m
0.015m ) \/2x9.81m/s> 1/2)

Por lo tanto, en 15.87 min se vaciara la mitad superior del tanque después de quitar el tapon.

=952.18s=15.87 min

Esevrro 4.4 La figura muestra una chimenea cilindrica la cual distorsiona un flujo de aire que
tiene una velocidad uniforme de 1.6m/s. La distribucion de la velocidad en el sitio mostrado
corriente abajo y dentro de la estela del cilindro se aproxima a la ecuacion

v(y)=1.24+0.25y?, valida para —1.2<y =1.2

donde v(y) estaen m/s y y en m.a) Determinar el flujo de la masa de aire a través de la
superficie CD por metro de profundidad; considere la densidad del aire p =1.1 kg/m’.

1.6 m/s estela 1.6 m/s

—)I —>
—)I P - /—/’/ A @ B

I _ - , ¢ -t —-—F-=---- *

| i y / n | |n
—> A B < H| 1.2 m
— 3\ | |

| \ Lo — — — — |

> | > AN
——— S~ - —\>\ C I D
L N A s n
Efecto de la chimenea en la velocidad | Volumen de control
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HIDRAULICA BASICA

Solucion

Se elige el contorno ABCD como 7C. En la figura se muestra que dentro de la zona de
influencia de la estela el flujo se retarda, pero la velocidad fuera de ella es de 1.6 m/s, con
la misma magnitud que la velocidad normal al plano AC. El plano AB es de simetria y
evidentemente no hay flujo a través de dicho plano. Se considera que el flujo es perma-
nente y la ecuacion de continuidad aplicable es

z n.’lsale - z n:lentra =0

mpp +mcp —mc =0

I oymide)

donde, por cada metro de profundidad

g oymide)

mac=(pVA) 4o = 1.1kg/m>x1.6m/sx1.2mx1m=2.112 kg/m’

. .. 12 12
maD =j pvgdA= J' 1.1(1.24+0.25 yz)(l)dy=[1.364 y+0.09166 y3)}0 =1.795 kg/m’
CD 0

¢ ojyde)

y el flujo de masa a través de la superficie CD , por cada metro de profundidad resulta

mep =2.112-1.795=0.317 kg/m’
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

4.3 ECUACION DE LA ENERGIA

Este principio establece que la energia, en cualquiera de sus formas, nunca se puede crear o
destruir, pero si se transforma. El calor es una forma de energia y una cantidad dQ, de él se
puede transmitir desde el exterior a un sistema o desde este al exterior y expresarlo en términos
de unidades mecénicas a través del llamado equivalente mecanico del calor; de igual manera,
el trabajo y la energia mecanica también se pueden medir en términos de unidades de calor.
Ademas, al existir un intercambio dW de trabajo mecanico del sistema con el exterior, tam-
bién se produce un cambio de la energia intrinseca que posee la sustancia como resultado de su
actividad molecular, posicion y velocidad en su movimiento.

En hidraulica, el principio se expresa en término de la rapidez con que se produce la trans-
ferencia de calor por efecto del intercambio de energia y trabajo mecénico entre un volumen
de control 7C lleno de liquido y la transferencia de calor al medio que lo rodea. En forma de
ecuacion se tiene que

dg, _dE_dW

+ 4.9
dt dt dt ( )

donde
dQ, cantidad de calor afiadido a la masa contenida en el volumen de control

dW  trabajo mecanico de intercambio hacia adentro o hacia afuera del volumen de
control

dE  incremento de energia intrinseca asociada a la masa del ¥C.

todo realizado en el tiempo df. Tanto O, como W y E se expresan en unidades de energia,
por lo tanto, las unidades de dQ../dt, dW /dt y dE/dt son de energia por unidad de tiempo,
es decir, de potencia.
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HIDRAULICA BASICA

Figura 4.3 VOLUMEN DE CONTROL PARA LA DERIVACION DE LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES

Se considera que la ecuacion 4.9 se aplica al volumen de control de la figura 4.3, donde el li-
quido entra y sale del volumen de control en direccion perpendicular a las secciones 1, 2 y 3,
con velocidad distinta en cada punto de estas y se mueve tangente a las fronteras laterales. La
rapidez del cambio de energia dE / dt es la rapidez del flujo neto de energia a través de algunas
partes o el total del volumen de control mas la rapidez del cambio de energia intrinseca asociada
a la masa en movimiento como lo indica la ecuacion 4.3; es decir

dt Lcepv dt ’VCep (4.10)

donde e representa la energia intrinseca por unidad de masa del liquido en el volumen de con-
trol, de acuerdo con los componentes de esta que intervienen en el movimiento. Para el escurri-
miento de liquidos no intervienen los componentes de la energia debidos a reacciones quimicas
ni nucleares o de tipo eléctrico o magnético. Por lo tanto, solo se consideran:
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

u energia interna producto de las fuerzas y actividad molecular del liquido,
asociado intimamente con su temperatura

gz  energia potencial por unidad de masa debida al campo gravitacional dentro del
que se produce el escurrimiento, donde z es la elevacion local de cada particula
que atraviesa el area del flujo

vi/2 energia cinética asociada a la velocidad local de la particula.

De este modo, la energia intrinseca total de la unidad de masa es

2
e=u+gz+v7 (4.11)

Al sustituir los valores de energia intrinseca de la ecuacion 4.11 en la ecuacion 4.10, se tiene
d—E—j (u+ Z+V—2)pV'dA +ij (u+ z+"—2)pd«/ (4.12)
dt Jsc & 2 dtdvc & 2

La razon de transferencia de trabajo, es decir, la potencia, se determina con sus componentes

aw de +dWT . de
dt dt dt dt

(4.13)

donde

w, trabajo debido a las fuerzas producidas por la presion ejercida desde el exterior
sobre la superficie de frontera SC o por el volumen 7C al medio que lo rodea.

W, trabajo debido a esfuerzos tangenciales ejercidos sobre la SC, similar al efec-
tuado por la presion.

w, trabajo de flecha realizado sobre un elemento rotatorio (turbina) dentro del vo-
lumen de control y transmitido hacia el exterior a través de una flecha rotatoria,
en cuyo caso es positivo, o transferido al interior del flujo (bomba), es decir
negativo. El término dW, /dt es la potencia de flecha.
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El trabajo elemental es . Por lo que respecta al trabajo debido a la presion, este es
y con v=ds/dt se tiene dW,=p(v-dA)dt ; resulta entonces

de = . 4.14

El signo es positivo cuando la masa sale del volumen, negativo en caso contrario; y €s cero
cuando no hay flujo en la parte de area en la que asi ocurra.

El trabajo desarrollado por las fuerzas tangenciales sobre la superficie de control se determina en
forma similar al desarrollado por las fuerzas debidas a la presion; es decir, dWW, = JSCr(v ~dA)dt .
Sin embargo, dado que 7 se genera solamente sobre la frontera solida y no existe flujo a través
de ella, , se tiene que

aw,
f o 4.15)
di (

El término dW; / dt es la potencia de flecha (potencia mecénica) que ocurre en algiin punto
del VC.

dw;
—L-»p, (4.16)

Con las ecuaciones 4.12 a 4.16, al sustituir en la ecuacién 4.9, agrupar términos y con
, se obtiene la ecuacion general de energia en la forma

2 2
. p v dJ‘ v
= —tu+gz+—)pv - dA+ — u+gz+—)pdvV+P
0. LC(p g+ )P 7 «/c( g+ )P s 4.17)

La primera integral de esta ecuacion debe efectuarse sobre todas las partes de la superficie de
control donde exista flujo, con las mismas consideraciones que se hicieron para la ecuacion 4.4.
Si se supone que p, p, u, y z son valores medios que ocurren en el centroide de las partes de la
superficie de control donde hay flujo y que este es perpendicular a ellas, resulta
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

i 2 2 1 vY
= —+tu+gz pVA+—pVA—J — | dA
=\ p 2 AdAN\V

2 n 2
(£+u+gz+"—)pv-dA=Z Lrurgralypva (4.18)
sc p 2 = p 2
donde 3
a:lj (1) dA (4.19)
ANV '

es el coeficiente de correccidon de energia cinética o de Coriolis, y corrige el calculo del flujo
de este tipo de energia al efectuarse con la velocidad media. Su valor siempre es igual o mayor
a 1 y se aproxima mas a la unidad en la medida que la distribucion de la velocidad sea mas
uniforme.

El término  en el lado derecho de la ecuacion 4.18 indica que debe efectuarse la suma alge-

braica de los distintos componentes en todas las partes de la superficie de control donde haya
flujo en la misma forma que en la ecuacion 4.4, toda vez que el signo depende de que el flujo
salga (positivo) o entre al volumen de control (negativo).

Al sustituir la ecuacion 4.18 en la 4.17, se obtiene

" 2 2 n
4 4 dJ‘ v d .
E +=+a—)pVA |[+— +—)pdV+ P, +— updv + E va—-Q. =0
(8= o 2 )P } dt {Vc(gz 2 P I dtdoc P = e Q.

i=1

(4.20)
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HIDRAULICA BASICA

En la ecuacion 4.20 no existe un término de pérdida de energia debido a que el principio de
conservacion de la energia no establece que esta puede perderse, sino convertirse en otro tipo
susceptible de recuperarse. Sin embargo, el fluido en su movimiento efectiia un trabajo para
vencer las fuerzas de friccion, que se convierte en calor, disminuyendo la energia disponible
para el movimiento. Una parte del calor produce un cambio de la energia interna entre el flujo
entrante y saliente. Ademads, la mayor parte del calor producido se transfiere del 1/C al medio
que lo rodea. Es decir, el calor producido equivalente al trabajo mecanico realizado para vencer
las fuerzas de friccion es precisamente igual a los tres ultimos términos de la ecuacion 4.20.

En cualquier caso, la conversion en calor es un trabajo o pérdida equivalente a una energia no
recuperable por la irreversibilidad /, del proceso al tratarse de un liquido, y se considera una
pérdida de energia por unidad de tiempo, la cual se representa como

n d .
= VA+—I wpd® — (4.21)
d ;up dtdvc r O

donde [, siempre es positiva debido a su caracter irreversible.

La ecuacion 4.21 contiene dos términos que dependen de la temperatura y, en el caso de un
fluido, como ya se dijo, corresponde a la irreversibilidad en el proceso. En efecto, el primer
término es el flujo neto de intercambio de energia del 7/C con el medio ambiente; la segunda
es la rapidez con que ocurre el cambio de energia interna del fluido en el 9/C. Cuando la tem-
peratura del ¥/C permanece constante, la energia interna no cambia y la pérdida se balancea
por transferencia de calor a través de la SC . Con ello, el valor de los dos primeros términos es
practicamente cero, de manera que la irreversibilidad se atribuye principalmente al intercambio
de calor Qc con el exterior. El término 7, es la pérdida de energia (en la unidad de tiempo), ya
que es una conversion de energia util a energia no aprovechable cuya valuacion es netamente
empirica. Dicha pérdida se debe principalmente a dos efectos: a) la viscosidad causa friccion
interna que resulta en incremento de energia interna (incremento de temperatura); b) los cam-
bios de geometria resultan en separacion de flujo que requiere de energia 1til para mantener su
movimiento.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Por lo tanto, de 4.21 en 4.20 se tiene

2

n 2
Z (gz +£+aV—)pVA +iJ‘ (gz+v—)pdff/+Pf+Ir =0 (4.22)
— o, 2 dt Jvc 2

La potencia de flecha P, sera positiva si se aprovecha potencia del ’C (turbina) o negativa si
se introduce potencia al flujo (bomba).

La ecuacion 4.22 es la ecuacion de energia mas general para el andlisis de un volumen a través
de un volumen de control del flujo, donde /, tiene un tratamiento netamente experimental.
Note que todos los términos de esta ecuacion tienen unidades de potencia.

4.3.1 FLUJO PERMANENTE E INCOMPRESIBLE

Cuando el volumen de control es indeformable y el flujo permanente e incompresible, la ecua-
cion 4.22 se reduce a

2
Z{(gz +£+a%)pm}+pf+z, -0 (4.23)
Yo,

i=1

Al aplicar la ecuacion 4.23 al volumen de control de la figura 4.3 cuando haya flujo permanente
e incompresible resulta

V2 V2 y2
—(gz +&+alL+)le —(gz, +&+a2_2+)PQ2 + (g3 "‘ﬁ"‘% —-+) p0s +Pr+1,=0
Yo, 2 o, 2 P 2

Esto indica que la potencia que tiene el flujo a la entrada del volumen de control es igual a la po-
tencia que tiene a la salida de este, mas la pérdida de potencia (irreversibilidad) que se produjo
durante el proceso, mas la potencia de flecha (con el signo que le corresponda).
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HIDRAULICA BASICA

Se define carga total /' en cada seccion

2
4.24
H=z +£+aV— (4.24)

v 2g

Donde H representa la energia de flujo en cada seccion por unidad de peso del liquido. Los
términos tienen las dimensiones de longitud y suelen designarse como cargas o alturas: de
posicion z , de presion , y de velocidad . Los productos tienen las
dimensiones de energia por unidad de tiempo (potencia), al igual que P, e I, . Entonces, la
ecuacion 4.23 también se puede expresar

n

D (HyQ)+ P +1,=0 (4.25)

i=1
Cuando no se tiene una maquina que aproveche o adicione energia, P, =0, la ecuacion 4.25
se reduce a la forma

n

D (HyQ)+1,=0 (4.26)

i=1

4.3.2 FORMA UNIDIMENSIONAL

En el volumen de control de la figura 4.4, el flujo entra por la seccion 1 y sale por la seccion 2,
por lo que O, =0, =0 . Al aplicar la ecuacion 4.25 y dividir todos sus términos entre se
tiene

2 2
Z{(z +£+0¢V—)}+i + 1—’=0
y 28 ] rQ ryQ

i=1

2 2 p
D [N (D - G S I 4.27)
4 2g 4 2¢ yQ yQ
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Figura 4.4 VOLUMEN DE CONTROL PARA FLUJO UNIDIMENSIONAL

El término /, es la pérdida de potencia. Se define la pérdida de carga /. como la irreversibili-
dad entre

hoote (4.28)

" y0

La energia neta por unidad de peso del liquido que una maquina aprovecha o proporciona se
define

P
s

= 4.29
mia =05 (4.29)

Al sustituir las expresiones 4.28 y 4.29 en la ecuacion 4.27, esta se convierte en una ecuacion de
energia por unidad de peso, aunque es usual llamarla simplemente ecuacion de energia

2 2
P 4 P> Vs
i +—+oy— =z, +—=+a, =+H,, +h
1 ’ 1 29 2 ” 2 29 mag T h1-2 (4.30)
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HIDRAULICA BASICA

donde representa las pérdidas que ocurren en el flujo entre las secciones 1y 2. Esta ecua-
cion incluye la carga que aprovecha (+) o proporciona la flecha (-). Cuando no existe intercam-
bio de energia con el exterior la ecuacion 4.30, se reduce a

2 vy
y 28 Y 2g

La ecuacion 4.31 establece las relaciones entre las diferentes transformaciones de la energia
mecanica del flujo por unidad de peso de este. La carga de posicion es la energia potencial; la
carga de presion es la energia correspondiente al trabajo mecanico ejecutado por las fuerzas
debidas a la presion; la carga de velocidad es la energia cinética del flujo en cada seccion y la
pérdida de carga es la energia mecanica equivalente al trabajo perdido por el flujo entre dos
secciones (todas por unidad de peso).

Si no se consideran pérdidas y el coeficiente de Coriolis es , resulta
y2 2
g+ oy 222 (4.32)
y 28 y 28

Esto muestra que la ecuacion de la energia se ha reducido a una forma idéntica a la ecuacion
de Bernoulli 3.27, la cual obtuvo Euler a partir de la segunda ley de Newton y con aplicacién
originalmente para una linea de corriente. La ecuacion de Bernoulli se puede aplicar solamente
cuando las fuerzas viscosas o de friccidon son sumamente pequefias en comparacion con las
otras fuerzas que acttian en el fluido. En casos reales no se puede aplicar en todas las partes en
un flujo, ya que por pequefia que sea la viscosidad siempre existe esta.

4.3.3 CARACTERISTICAS DE LAS PERDIDAS DE ENERGIA

Existen dos tipos distintos de pérdida. La primera se debe a la resistencia interna del flujo y a la
que oponen las fronteras rigidas de la conduccion. Se conoce como pérdida por friccion y de-
pende de varios factores como: la rugosidad de la frontera, la longitud del conducto, sus dimen-
siones transversales y la velocidad del flujo. Entre mayor sea la longitud, mayor sera la pérdida.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Otro tipo de pérdida se conoce como local y ocurre en sitios donde hay cambios geométricos
del conducto, como su entrada, cambios de direccion o de sus dimensiones transversales (brus-
cos o graduales), dispositivos de cierre o apertura, rejillas, mallas, etc. Esta pérdida se debe a
la generacion de turbulencias, separacion del liquido y vortices en el sitio que se producen. La
suma de pérdidas locales puede ser tan importante como la de friccion.

Los dos tipos de pérdida son de diferente indole, pero tienen en comun que dependen de la carga
de velocidad en el conducto, en la forma

2
h, =KZ— (4.33)
g

La valuacion de K se basa en resultados experimentales y si en las secciones 1 y 2 se tiene
diferente velocidad, siempre se especifica a cual de ellas corresponde la carga de velocidad.

4.3.4 INTERPRETACION Y APLICACION

En la figura 4.5 se muestra una conduccion cerrada donde el flujo es permanente y llena total-

mente el espacio interior. El1 /C queda limitado por las paredes y por las secciones arbitrarias
ly?2.

Con el proposito de entender mejor las distintas aplicaciones de la ecuacion 4.31 es adecuado
hacer una interpretacion fisica de los diferentes términos que intervienen en ella. Cada término
de esta ecuacion tiene unidades de longitud y se le llama carga o altura; en inglés se emplea
head. En la figura 4.5 se ha usado un plano arbitrario de referencia a partir del cual se mide la
altura z . La carga de presion equivale a la altura que alcanzaria el agua en piezometros hipoté-
ticos que se instalaran en cada seccion.
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HIDRAULICA BASICA

Carga total en la seccion 1

LV --_z____- hr,_,
1 < 1nead - -
2g ¢ energj.
~ 8la 2
. ] L7
Lineg o = ~ - 2g
Piezop, . “Ugas " 4~ |
%l In riCaS \)
P,
(@]
i &
o
V. =
/ 2 F_-
‘ o
—_
(@]
v, g
/ Z2 é‘;
)
Z, o
P.H.R

S S S S S ST

Figura 4.5 INTERPRETACION DE LA ECUACION DE LA ENERGIA PARA UNA CONDUCCION
A PRESION Y CON FLUJO PERMANENTE

¢ ojyde)

Con este esquema se pueden hacer las siguientes definiciones:

» Lalinea de la energia (L.E.) une los puntos que indican en cada seccion la carga total H

&
=2
£
o
ESN

representativa de la energia del flujo.

» Lalinea de cargas o alturas piezométricas (L.C.P.), también conocida como linea pie-
zométrica o gradiente de cargas de presion, une los puntos que marcan en cada seccion

¢ oymyde)

la suma de las cargas

De acuerdo con estas definiciones, la linea de cargas piezométricas esta separada de la linea de
energia, la distancia vertical , correspondiente a cada seccion. En el trazo de las lineas
se pueden hacer las siguientes generalizaciones:
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

» La linea de energia no puede ser horizontal o con inclinacion ascendente en la direc-
cion del movimiento si el liquido es real y no adquiere energia adicional desde el exte-
rior. La diferencia de nivel de la linea de energia en dos secciones distintas representa
la pérdida de energia o disipacion de energia por unidad de peso del liquido fluyente.

» Lalinea de energia y la de cargas piezométricas coinciden y quedan al nivel de la super-
ficie libre para un liquido en reposo.

* Encel caso de que la linea de alturas piezométricas quede en algin tramo por debajo del
eje del conducto, la presion local en ese tramo es menor que la presion cero de referencia
que se utilice (comunmente la presion atmosférica).

La figura 4.6 muestra una conduccion en la que la linea de cargas piezométricas cruza por de-
bajo del eje de esta; dado que la carga piezométrica es , en todas las secciones en las
que esta linea cruza por debajo de la conduccion se tiene que las presiones locales son menores
que la presion atmosférica, es decir que la presion manométricaes p < 0.

F igura 4.6 LINEA DE CARGAS PIEZOMETRICAS QUE CRUZA POR DEBAJO DEL EJE DE LA CONDUCCION

Para aplicar la ecuacion de la energia se utilizan volumenes finitos de control limitados por las
paredes de la conduccion y una superficie libre (si existe), y por las secciones transversales al
flujo. Por ello es comun decir que se aplica entre dos secciones de la conduccion sin mencionar
las restantes fronteras, las que se sobreentienden y debe conocerse su geometria cuando son
rigidas, o su posicion puede ser motivo del calculo cuando se trata de una superficie libre. Es
recomendable que en una de las secciones se conozca la energia total y en la otra haya el menor
nimero de variables desconocidas para lograr una solucion congruente con el nimero posible
de ecuaciones.
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HIDRAULICA BASICA

Algunas condiciones de frontera de un conducto a presion se muestran en la figura 4.7. La fi-
gura 4.7a corresponde a las condiciones del flujo a la entrada, donde es conveniente extender el
contorno del volumen de control al exterior. Si el deposito es de grandes dimensiones, la carga
de velocidad de acercamiento del agua seria insignificante y el nivel H de la energia estaria dado
por la posicion de la superficie libre en el recipiente. En rigor, el deposito debe estar alimentado
con un gasto igual al que sale por el conducto para que dicho nivel no cambiara.

En la figura 4.7b, el conducto descarga libremente a la atmdsfera, de manera que la presion
atmosférica domina alrededor del chorro. Si se considera que p,, = 0 (manométrica), la altura
piezométrica en la seccion de salida serd z, a la cual se agrega la carga de velocidad del agua
en el conducto a2/ 2g y la energia total del flujo en la seccion de salida serd H =z + al?/ 2g.

En la figura 4.7c, la descarga es a un gran deposito de manera que la altura piezométrica co-
rresponde al nivel de su superficie libre. Sin embargo, la energia total en la seccion final del
conducto incluye a la carga de velocidad, como se acota en dicha figura. Esta carga de veloci-
dad se pierde por las turbulencias que genera la difusion del chorro en el deposito, por eso se le
llama pérdida por salida; para reducirla se puede ampliar el area del conducto de descarga. En
el caso de que no se considere la pérdida por salida (aunque siempre se presenta), la linea de la
energia al finalizar el conducto coincide con la superficie libre del almacenamiento, tal como se
muestra en la figura 4.7d.

\ y PHR
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

L LB
x ‘_’Sijr _______ A x ‘_/53 By = A A
2g > a4 \ 2g
H H
S °—>V\\< L .
» z+ 17’ z+ 2 g
=
/ A / A 5
\J vy PH.R \J vy PH.R —
c) d)

Ficura 4.7 CONDICIONES DE ENERGIA EN LOS EXTREMOS DE UN CONDUCTO

g oymide)

La figura 4.8 muestra los componentes de la carga total de un conducto que une dos almacena-
mientos. Dado que la carga de posicion se refiere a un plano horizontal de referencia, en cual-
quier seccion la carga total se mide con respecto a este plano. En el almacenamiento, la carga
disponible con respecto al plano de referencia es H, = z; . La seccion 2 corresponde al inicio de
la conduccion y ya se presenta una pequefia pérdida por entrada a la conduccion. Se grafican
las dos lineas de especial interés: la linea de energia une las cargas totales que se tienen en cada

¢ ojyde)

seccion, y la linea de cargas piezométricas une sucesivamente a estas en cada seccion. Esta
ultima representa la altura a la que llegaria el liquido en caso de que se instalara un piezémetro
sobre la conduccion. En el caso mostrado, entre las secciones (4) y (5) se tiene una pérdida por

g
=t
£
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salida igual a la carga de velocidad, tal que
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Figura 4.8 INTERPRETACION DE LA ECUACION DE LA ENERGIA (CAFAGGI ET AL 2011)

Al aplicar la ecuacion de la energia entre la seccion en el almacenamiento y la de entrada al
conducto, resulta

2 2
z +ﬂ+a1£= zz+&+oz2V—2+h,1_2
4 2g /4 2g
2
/4 2g

Todas estas energias son por unidad de peso (cargas). Esto muestra que la energia potencial
que tiene el liquido en la superficie libre se va transformando poco a poco, tal que al llegar a la
entrada al conducto disminuye la energia potencial, pero adquiere energia de presion, energia
cinética y ademas pierde energia ttil para el movimiento.

Salvo aclaracion, en los siguientes ejemplos se considera el coeficiente de Coriolis a = 1.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Ejevpro 4.5 En el sistema mostrado, z,=40.0m, z,=40.5m,z;=z,=35m. El didme-

tro entre las secciones 1 y 3 es constante, D, =D, =D;=0.20m, y se reduce por medio de

un chiflén en la descarga a D, =0.15m. Para las pérdidas de energia, considere

his =9.82L, By_s =29.42L Y By :O.82—4. La descarga en la seccion 4 es hacia la at-
g

b

r r r

mosfera (descarga libre).

)

I[N
I oymide)

g oymide)

¢ ojyde)

a) Calcule el gasto. b) Determine la carga total H y la piezométricaz +p / y en las secciones
1, 2,3 y 4. c) Dibuje la linea de energia y la de cargas piezométricas.

&
=2
£
o
ESN

Solucion

a) Las respectivas areas de los conductos son

¢ oymyde)

7%(0.20) 7x(0.15)*

A=Ay=A; = =0.03142m?, A4,= =0.01767m?

Al aplicar la ecuacion de la energia entre las secciones 0 y 4, se tiene

2 2
zo+—+V—°= z4+&+Vi+hr0_4
y 2g y 2g
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En la seccion 4, la descarga es en chorro y la presion manométrica es nula. Debido a que
no cambia el didmetro se tiene V; =V, =5 y al sustituir se llega a

2

2 2 2 2
zy+0+0 = z4+0+Vi+0+9.8£+ 29.4Ii +0.8V—4
2g 2g 2g 2g

2 2

4()=35+1.8V—4+39.2Ii

2g 2g

Dado que Q = A4V, = 4.V, la velocidad ¥, se puede expresar en funcion de la velocidad
final V,

Vi= (4 A4V,
_ 2 2 _ 2
Vi=(GeD5 14)/ (D] 14))V, =(D, 1 (D, YV,

V2 =(Dy /(D)7 =(0.15/(0.2)* V]
Al sustituir en la ecuacion de energia entre 0-4, resulta

2 41,2

5x2g=14.20V}

v, = 228 _) 628 ms
\ 14.20

4

Elgastoes Q= 4,7, = 0.01767x2.628=0.04644m" /s
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Otra forma de obtener el gasto es con V' = (/A4 directamente en la ecuacion de la energia.

2 2 2
40=35+Q—2+39.2 0 ——+0.8 Q .
0.01767> x2g 0.03142°x2g  0.01767>x2g

0=0.04644m’/s

@)
o
Con el valor del gasto, las respectivas velocidades son E
=)
Q0 004644 | s, 1, = 200464 ogms

A, 0.03142 A, 0.01767 a

g

Las cargas de velocidad en cada conducto y las pérdidas resultan g:
[\

2 2 2 2

W 1447 =0.111m; Yo 2028 _350m .

g 2g 2g 2g =8

o

1.447% °

hr1_2=9.8x 7 = 1.092m e

2g

2 &

hr2_3 = 29.4 X 1.447 = 3.275 m §~

2g £

o

2 £

h,sq=0.8% 2'228 =0.281m

£ o

g

Se revisa que se cumpla la ecuacion de la energia E_’
o

(9]

2 2
2o +&+V_O= Z4 sy V_4+ Proy + g +hy 3+ Ry
y 28 y 28

40+0+0=35+0+0.352+1.092+3.275+0.281
40 =40
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b) Para determinar la carga total y la carga piezométrica en cada seccion, se establece la
ecuacién de la energfa entre las secciones (i) e (i+1),estoes H;= H;,j + k. 4 Al
despejar la carga en la seccion (i +1) se tiene H,,; =H; =, ;y_41). Una vez conocida la

2
carga total, la piezométrica se determina como (z+£] =H,,, -
Y in 2g
Por tanto, las cargas son: =
5 g
po V. : =
Hy =z, +=L4 2—0: 40+0+0=40m (esto es expresar la carga total en funcion %
yoo<8 -
de sus componentes)
(@]
Hy,=H,+h,,_, (esto es aplicar energia entre 0 y 1) L]
g
H, = 40-0= 40m N
p v
z++L = H ——1-=40-0.111=39.889m Q
y 2g =1
£
®)
Hy=Hy+h,, w
H,=40-1.092=38.908m a
. =
2+ 22 = H, —72 =38.908-0.111=38.797m £
4 2g IS
Hy=Hs+h, 5 A
g
H,=38.908-3.275=35.633m ;:
X W
P o V5 35633-0.111=35520m
Y 2g

H,=35.633-0.281=35.352m

v
/4 2g

=35.352-0.352=35.0m
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Tanto el valor de la carga total como el de la carga piezométrica en la seccion 4, también
se pueden obtener en términos de sus componentes ya conocidos

2
Hy=z+22 Y4~ 35.040352-35352m
r 2g

z,+24 =3510=350m

/4

Una forma sencilla de hacer estos calculos es con una tabla. En rojo se muestran los datos
iniciales y valores calculados en el inciso a) y en morado, los de las cargas totales H que
se van obteniendo al restar la pérdida de carga (columna f) a la carga total anterior (colum-
na e). La carga piezométrica (en azul) resulta de restar la carga de velocidad (columna d) a
la carga total. Ademas, una vez conocida la carga piezométrica, si se conoce la elevacion,
es posible despejar la carga de presion. En la seccion 1 solo se puede determinar la carga
piezométrica, pues al no conocer la elevacion, no se puede obtener la carga de presion.

: z / 2 H h,
Seccion Py Veilg
(m) (m) (m) (m) (m)
0 40 0 0 40 .
-
1 R 0111 <40 <7
40.5 '|' 1.703 [ 109
2 : : 0.111 38.008 4
38.797 ~—
3.275
35 | 0522 -
3 0.111 35.633
35.522 ~N
4 5 | 0 0.352 35.352 < 281
35.0 ' ' ——0.28
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HIDRAULICA BASICA

c¢) Lineas de energia y de cargas piezométricas (forma aproximada)

2
S v
(@)
S,
b=}
)
PH.R

Q
e
:;
S
=
)
(S}

4.3.5 POTENCIA HIDRAULICA Y MAQUINAS HIDRAULICAS

En la ecuacion 4.25 el término es de potencia, por lo que la potencia hidraulica en cada g
seccion es =
)
(98}

P,=yQOH (4.34)

El término de la ecuacion 4.27 se interpreta como la carga que aprovecha o adiciona

la maquina hidraulica. En el caso de la turbina, la cual aprovecha energia del liquido, esta se
denota H y tiene signo positivo en la ecuacion 4.30. En la practica profesional mexicana se
le llama carga neta H,, .

 oymide)

Q

=t

Por lo tanto, para el caso de una turbina que se encuentra entre dos secciones 1y 2, la ecuacion =5

o

de la energia es W
y2 vy

o+ 8 =Hy vz, + 2 e, 2k (4.35)

y 28 Y 2g

[Carga total inicial] = [Carga que el fluido proporciona a la turbina] + [Carga final] + [Pérdidas de cargal

En esta forma se ha igualado la energia por unidad de peso en la entrada, con la energia por uni-
dad de peso en la salida, mas la extraida por la turbina y la que se pierde entre ambas secciones.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Para el caso de la bomba, la carga que adiciona al liquido se denomina carga de bombeo Hj y

tiene signo negativo en la ecuacion 4.30. Por lo tanto, para este caso, la ecuacion de la energia
se escribe como sigue

2 2
Zl+&+a1£+HB :—|-22 +&+a2V_2+hr1_2 (436)
4 2g 4 2g

[Carga total inicial] + [Carga que la bomba proporciona al fluido] = [Carga final] + [Pérdidas de carga]

en esta forma se ha igualado la energia por unidad de peso en la entrada, més la que adiciona
la bomba con la energia por unidad de peso en la salida, mas lo que se pierde entre ambas sec-
ciones.

Los términos H, (o H;)y Hjp representan la energia que se transfiere desde y hacia el flui-
do, respectivamente. Si se desea obtener la energia generada por la turbina o la que transfirié la
bomba, es necesario conocer la eficiencia de cada maquina ya que la transferencia de energia
no es 100% eficiente.

Para el caso de las turbinas, la potencia hidraulica es mayor que la potencia mecanica P, ,. en

mec

la flecha de la turbina, y esta es mayor que la potencia eléctrica P, (ver figura 4.9). Se define la
eficiencia global del sistema turbina-generador eléctrico como

nr =B /By (4.37)

Figura 4.9 TURBINA HIDRAULICA
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HIDRAULICA BASICA

por lo tanto, la potencia eléctrica del sistema turbina-generador eléctrico se calcula como

Be=nryQHy (4.38)

En el caso de las bombas accionadas por un motor eléctrico o de combustion interna, la potencia
que este proporciona Py, , es mayor que la potencia hidraulica. La figura 4.10 muestra una bom-

ba acopada a un eje llamado flecha y este a un motor eléctrico. La eficiencia global del sistema
motor-bomba es

ns=Py | P, (4.39)

por lo que la potencia que debe proporcionar el motor para incrementar la potencia hidraulica
se calcula como

P,=yOHg/n, (4.40)
Miater
«— [Tlsdin
Bomba!
- -

Figura 4.10  MOTOR-FLECHA-BOMBA. (LABORATORIO DE HIDRAULICA, FACULTAD DE INGENIER{A)
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

En la figura 4.11 se muestra un almacenamiento con una elevacion H ,, el cual tiene una ener-

gia potencial mayor que un rio u otro almacenamiento con una elevaciéon menor y que se ubica
en la seccion C.

\

\l

Figura 4.11 ALMACENAMIENTO CON ENERGIA POTENCIAL DISPONIBLE

La diferencia de elevaciones entre el almacenamiento Ay el rio se denomina carga bruta H,, .
La energia potencial disponible entre estas secciones se puede aprovechar con una turbina como

ahora se muestra en la figura 4.12. Al aplicar la ecuacion de la energia entre las secciones A 'y
C resulta

Figura 4.12 TURBINA QUE APROVECHA LA ENERGIA DEL AGUA

198

commdey 1 omide)

¢ ojyde)

&
=2
£
o

ESN

¢ oymyde)




HIDRAULICA BASICA

La carga de velocidad en el rio no es considerable, por lo que la diferencia de energias (por uni-
dad de peso) entre las secciones A y C esigual a la carga bruta. En la figura 4.12 se muestra de
forma aproximada cémo queda la linea de la energia, la cual parte desde el inicio del conducto
hasta justo antes de la turbina, ahi la turbina aprovecha la carga neta y disminuye notablemen-
te la energia que el liquido tenia antes de entrar a esta. Antes de llegar a la turbina se muestra
una galeria de oscilacion. En el caso de flujo permanente, el pozo o galeria de oscilacion actua
como un gran tubo piezométrico y en el caso de flujo no permanente, la galeria se emplea como
dispositivo de alivio.

La figura 4.13 muestra de forma grafica la adicion de carga de bombeo H, entre las secciones
inmediatamente anterior a una bomba y la otra justo en la descarga. La seccion 1 corresponde

a la brida de succion y la seccion 2 a la brida de descarga. Al aplicar la ecuacion de la energia
entre ambas secciones, esta es

Figura 4.13 CARGA ADICIONADA POR UNA BOMBA

En la figura 4.14 se muestran dos almacenamientos. Se requiere llevar agua del almacenamien-
to A al C . La diferencia de elevaciones entre ambos se denomina carga estatica H . Por si
solo, el liquido no puede irde A a C, pues H < H, por lo que tiene que ser auxiliado por
una bomba y asi poder ser transportado de menor a mayor energia.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

I oymide)

Figura 4.14 ALMACENAMIENTOS CON DIFERENTE ENERGIA POTENCIAL

La figura 4.15 muestra la bomba que toma el agua desde el almacenamiento A y le adiciona
una carga de bombeo tal que pueda ser transportada hasta el almacenamiento de descarga. La
conduccion se lleva sobre el terreno.

g oymide)

¢ ojyde)

&
=2
£
o
ESN

Figura 4.15 BOMBA ENTRE DOS ALMACENAMIENTOS

¢ oymyde)

Al aplicar la ecuacion de la energia entre ambos almacenamientos se tiene
Hy+Hp=Hc+h 4 c

En este caso, la bomba tiene que ser capaz de proporcionar energia para vencer la diferencia de
elevaciones (carga estatica) y las pérdidas de energia en la conduccion.
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EsevpLo 4.6 En el sistema mostrado, el gasto es O =48m?/s. Los didmetros en los conduc-

2
tos son D, =4m y D, =3.5m; las pérdidas son 4, = 16.1% y h,= 1.6;—2. Solo se con-

sideran pérdidas de energia en los tubos 1 y 2, ya que el area del conducto 3 es muy grande

. La carga de velocidad en el rio es despreciable. Las elevaciones que se indican son

con respecto al nivel del mar.

a) Calcule la potencia hidraulica que se proporciona a la turbina. b) Determine la elevacion en

la galeria de oscilacion y la carga justo antes de la turbina (seccion E). ¢) Dibuje la linea de
la energia.

Solucion

a) La potencia hidraulica que se le proporciona a la turbina es . Para determi-

narla se requiere calcular la carga neta y para esto se aplica la ecuacion de la energia
entre la presa y la descarga al rio.

Con los datos se pueden calcular las areas, velocidades y pérdidas de energia en los tubos
ly2
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

2 2
4 =”X44 ~12.57m?, 4, =’”i"5 =9.62m>
v, _Q_ 48 =3.82m/s, V, _Q_ 48 =4.99m/s
4 1257 4, 9.62
2 2
h, 2161332 _11.97m, h, 16297 5 03m
2g 2g

Al sustituir en la ecuacion de la energia, la carga neta resulta
Hy=H,—=Hc—h,=h.,

H,,=1600-1470-11.97-2.03=116m

La potencia hidraulica que se proporciona a la turbina es
Py =y QH, =9810(N/m*)x 48(m’/s)x116 (m) =54.62x10° W= 54.62 MW

b) Para determinar la elevacion en la galeria de oscilacion se aplica la ecuacion de la
energia entre el almacenamiento y la galeria. Llamando H, a la elevacion del agua
en la galeria, se tiene

Hy =Hgo+h,

Hy,=1600—11.97 = 1588.03 msnm

De igual forma, para calcular la carga total en la seccion E se aplica la ecuacion de la
energia entre A y E

H;=1600-11.97-2.03=1586 m
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HIDRAULICA BASICA

c) La linea de energia sobre el sistema queda

I oymide)

g oymide)

Ejemrro 4.7 Se desea llevar un gasto de 160 I/s (litros por segundo) de aceite desde el almace-
namiento A hasta el F. Las pérdidas son: . Entre el almacenamiento

Q
e
:;
S
=
)
(98]

A'y la entrada al conducto no se consideran pérdidas de energia ni tampoco en la entrega al
terminar el conducto y el almacenamiento F. La densidad del aceite es p = 820 kg/m3 . a) Deter-
mine la potencia que la bomba debe proporcionar al liquido. b) Calcule la energia, en joule y

@
en kW-h , que la bomba le proporciona al liquido durante dos horas de operacion. ¢) Calcule la g
carga total en las secciones C y E. d) Dibuje la linea de la energia. o)
AN
—om
F Q
=1
=]
)
(9]
—bm
A
E
RpO
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Solucion

a) La carga de bombeo que la bomba proporciona se determina aplicando la ecuacion de
la energia entre las secciones Ay F

15+ Hg=65+2+7.2

El peso especifico del aceite es y = p g=820(kg/m’) x 9.81(m/s*)=8044.2 N/m’. La
potencia que la bomba adiciona al sistema resulta

P, =y O H, =8044.2(N/m>)x0.160(m*/s)x59.2 (m)=76.19 kW

b) Dado que la potenciaes P= E/t, la energia que se consume en dos horas se calcula
como

N-m 3600s

E=Pt=76.19x10> x 2h x =548.57x10° N-m
S

E=548.57 M]

E=Pi=76.19%x10° ™ o1 — 152.38 kW -h

S

c) Para determinar la carga H se aplica la ecuacion de la energia entre Ay C

Hy=Hc+h 4 ¢
15=H.+2
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HIDRAULICA BASICA

y para calcular H se aplica la ecuacion entre secciones de la energia entre C y E o entre

EyF
He+Hy=H,
Hp =13+59.2=722m
0 (@
Hy=Hp+hpp g
=N
o
Hy=65+72=722m -
d)

g oymide)

¢ ojyde)

&
=2
£
o
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EsevrLo 4.8 La bomba proporciona una potencia de 50 kW. Determine la elevacion en la sec-
cion E. La descarga es libre. Calcule la carga total H y la piezométrica z+ p/y en las seccio-
nes A, C y E. Dibuje las lineas de energia y de cargas piezométricas.

¢ oymyde)
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Los datos son:

Dl hrl D2 VZ hr2
(mm) (m) (mm) (m/s) (m)
VZ VZ

200 1.5 150 5 2
2g 2g

I oymide)

Q
e
:;
S
=
)
(S}

@)
=1
=
o
(98}
Solucion
g
Con los datos se pueden calcular las areas, el gasto, la velocidad en el tubo 1, las cargas %
de velocidad y las pérdidas de carga en el sistema: )
AN
2 2
AIZM:Q(BMQ m2, A2=M=0.01767m2 e
S
=
0=4,V,=0.01767x5=0.08836 m*/s, 3
2 2
1:220'08836:2.813 m/s, £=2'813 = 0.4032 m/s;
A4, 0.03142 2¢g 2g
2 2 <2 2
h.,=1.5x% 2813 _ 0.605 m, P> 1.274 m/s, hr2=3><5—= 3.823m
2g 2g 2¢g 2g

206




HIDRAULICA BASICA

La potencia hidraulica que el sistema proporciona es P, = 50000 W=y QH; al des-
pejar la carga de bombeo resulta

P, 50000 (N -m/s)

7O  9810(N/m>)x0.0883(m’/s)

Hp

Se aplica la ecuacion de la energia entre la seccion 0 del almacenamiento y la seccion
E, y se obtiene

2 2

V. V.
2+ 20+ 0 = zE+p—E+2—2+hr1+h,2

y 28 Y
0+0+0+57.684= z;+0+1.274+0.605+3.823

z,=51.983m

Para determinar los valores de las energias y de las cargas piezométricas se tiene

Hy=H 4+h._4

H,=0-0.605=-0.605 m

2
(z+£j — H,-Y4__0605-0403=-1.008 m
Y )4 2g

H-=-0.605+57.684=57.079 m

2
+2) - Y 57079-1274-55805 m
c 2g
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Tanto la carga total como la piezométrica en la secciéon E se pueden calcular a partir de
los datos ya conocidos

2
Hy= zE+p—E+;/—2:51.983+0+1.274= 53.257m
Yy 2g

zp+2E251.983+0=51.983m
y

o bien, al aplicar energia entre C y E

H;=57.079-3.823=53.256m~53.257 m

2
(z+£] — H,—YE _53256-1274=51.983 m
Y g 2g

Para calcular los valores de las cargas totales y piezométricas también se puede usar una
tabla como en el ejemplo 4.5, pero en este caso, cuando se tiene la bomba entre las sec-

ciones Ay C, se suma el valor de H .

i hr(-)
Seccion z p’y Veil2g H HO
(m) (m) (m) (m) 5(+)
(m)
0 0 0 0 0~ 605
A ! -2.008 0.4032 <€——-0.6054"] —
1008 «— | ' 57.684
1 [ 56.080 P i
C =R 1.274 57.08
51983 | 0
. . X 3823
E RTE 1.274 53257 <€—
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HIDRAULICA BASICA

Las lineas de energia (L.E.) y de cargas piezométricas (L.C.P.) son, de forma aproximada,

I oymide)

g oymide)

EsevrLo 4.9 a) Despreciando la resistencia del aire, determine la altura que alcanzara un cho-
rro vertical de agua que sale de un chiflén con una velocidad V; =14m/s; el diametro de la
boquilla es D, =2cm . b) Antes del chiflon el didmetro del conducto es D, =10cm ; determine

la presion que se lee en el manometro si este se encuentra 20 cm por debajo de la descarga.
2
La pérdida de carga entre el mandémetro y la seccion de salida es 4, = 0,1;4. ¢) Si el chorro

g
se inclina 60° con respecto a la horizontal, determine la maxima altura que este alcanzara y la

distancia horizontal medida desde la descarga. Emplee las ecuaciones de tiro parabolico.

¢ ojyde)

&
=2
£
o
ESN

¢ oymyde)

209




CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Solucion

a) Se considera el plano horizontal de referencia en la seccion 1; al ser un chorro se tiene
que p, = p, =0 (manométrica). Por lo tanto, la carga total en la seccion 1 es

2
H,= zl+ﬂ+V 040+ 999 m=10m

y 2g 2g

Cuando V, =0, el chorro alcanza la méaxima altura, y al no considerarse la friccion

Hy=H, +h,_,
2
10—zz+p2+V—2+h,1_2:zz+0+0+0
y o 22

b) Dado que Q = 4V, = 4}, la velocidad V|, resulta

Vo= Vi(4 | 4)=V,((xD} 1 4)/ (xD; /4))

Vy =14x(0.02/(0.1y'= 0.56 m/s

para determinar la carga total en el manometro se aplica la ecuacidon de la energia entre
las secciones 0 y 1 y se obtiene
2 2
2g 2
Hy=10+1=11m

El plano horizontal de referencia se fijé en la seccion 1, entonces z, = 0.2 m, y al ex-
presar H, en funcion de sus componentes se determina la carga de presion, y a partir de
esta se calcula la presion en el mandémetro

2 2
H0:11m=20+&+V -0.2 +&+0'56
vy 2g y 2g
Po_11184m
4

Do =11.184mx9810N/m® =109.72 kPa
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HIDRAULICA BASICA

c¢) La figura muestra la descarga del conducto inclinado. La seccion 1 se ubica exactamen-
te en la descarga y la seccion 2 en una seccion cualquiera del chorro.

I oymide)

Q
e
:;
S
=
)
(S}

En el tiro parabdlico, las relaciones entre las componentes de velocidad entre los puntos
1 y 2 vienen dadas por

Q
Vo =V, g
=
V2y =V1y_gt 8)

y con respecto al punto 1, las coordenadas del punto 2 son

x=V,t

 oymide)

[
y:I/lyt_Egt

Para los datos del problema

¢ oymyde)

Vi, =14cos60°=7 m/s
Vi, = 14sen60°=12.124 m/s

El chorro llega a la méxima altura cuando ¥,, =0, pero V,, permanece constante, en-
tonces, en esa seccion V,, =V, . En este caso se ubica el nivel de referencia en la seccion
1, es decir z,=0. Se aplica la ecuacion de la energia entre las secciones 1 y 2 y resulta
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2 2
z +—+VL:22+&+@
v 2g y 2g

2 2
0+O-|ri =z, +0+—
2g 2g

z,=7.492 m

En este caso z, se interpreta como la altura y, medida desde la descarga del chiflon.
El mismo resultado se obtiene calculando el tiempo que tarda el chorro en llegar a su
maxima altura y después calculando la coordenada y, . Dado que /;, =0

0=V, -gt

%
t=i=12.124 m/ZS ~1.236 s
9.81 m/s

v =V, t—%gtz =12.124x1.236 —%x9.81x 1.236°

y,=7.492 m

Evidentemente, se debe llegar al mismo resultado. La distancia horizontal desde la bo-
quilla hasta la seccion 2 es
Xy =V, t=Tx1.236

X, =8.652 m

4.3.6 UNIONES Y BIFURCACIONES

En los proyectos hidraulicos es comun la necesidad de incorporar flujo a un conducto principal
por lo que es necesario emplear una unidn o bien separar el flujo, para lo cual se requiere una
bifurcacion. Debido a la incorporacion de flujo, las pérdidas son mayores en las uniones que en
las bifurcaciones.
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HIDRAULICA BASICA

Figura 4.16 UNION

Para el andlisis de cualquiera de estos casos se hace uso de la ecuacion de la energia 4.26, la cual
para el caso de la union de la figura 4.16 queda

HyO+H,yO,=Hyy Oy +1, (4.41)

La irreversibilidad en el proceso depende de muchos factores y es necesario recurrir a la evi-
dencia empirica, debido a que influye el diametro de cada una de las secciones, el angulo que
forman los tubos entre si, la relacion de gastos, radio de curvatura, rugosidad, etc. Dependien-
do de estos factores diversos, investigadores han analizado el flujo tanto en uniones como en
bifurcaciones y entre ellos hay disparidad de resultados. En este capitulo no se presentan las

recomendaciones empiricas para determinar /, de todo el volumen de control, pero si la forma
de analizar al mismo.

Como ejemplo de analisis de una unidn se presenta un caso de unién en T que es la que pre-
senta mayores pérdidas debido a la separacioén de flujo. La figura 4.17 presenta una union de

este tipo y la forma aproximada de las lineas de energia y de cargas piezométricas (gradiente
hidraulico). En el dibujo, h=z+p/y.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Linea de energia ¢

Li .
inea de gradiente hidraulico (N)2/2g

Linea de energia

% D2

7

“—— — —Lo— — Q\

Figura 4.17 VOLUMEN DE CONTROL EN UNA UNION EN T (ADAPTADO DE SERRE, 1994)

La seccion 1 esta inmediatamente aguas arriba del chorro incorporado por el tubo 2; la seccion
3 esta lo suficientemente lejos, tal que el flujo ya esté totalmente desarrollado en esa seccion.
La potencia perdida es igual a la suma de las potencias en las secciones 1 y 2 menos la potencia
en la seccion 3. De la ecuacidn 4.26, la irreversibilidad es

1, =[H,Q+H,0,~Hy(0,+0,)]r (4.42)
La pérdida de potencia consiste en la pérdida en el tubo principal debido a la entrada de flujo del

tubo 2 y la pérdida por friccidon en el tubo principal entre las secciones 1 y 3, hasta que el flujo
se desarrolle uniformemente con la velocidad V5. Entonces

L=[Q s+ Qhys +(Q+0)hy 7 (4.43)

Los términos 7y 3 Y 7,3 se refieren a pérdidas locales 'y £ a la pérdida por friccion. Al sustituir
la ecuacion 4.43 en la 4.42 resulta

o I:Hl ~(H, +hrl—3)]+ ) [Hz ~(Hy +hy s )] =0 (4.44)
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HIDRAULICA BASICA

Donde /4, ya considera la suma de pérdida local y por friccion. Para que se cumpla la ecuacion
4.44, se requiere que los términos dentro de los paréntesis rectangulares sean igual a cero y se
tiene

Hy=H3+h, 3 (4.45)

Hy=H3+h,, 3 (4.46)

Note que las ecuaciones 4.45 y 4.46 son equivalentes a aplicar las ecuaciones de la energia para
flujo unidimensional entre las secciones 1 y 3 y entre 2 y 3, respectivamente.

Los términos de pérdida de carga tradicionalmente se expresan como el producto de un coefi-
ciente adimensional K y la carga de velocidad aguas abajo, por lo que para este caso

V2
hy =K, ——
r1=3 1-3 2g
y
V2
hyys =Ky zi
g

Como ya se indico, los valores K se obtienen de forma experimental. En las uniones la pérdida

por friccion es regularmente mucho menor que la pérdida local y es usual que en las ecuaciones
4.45 y 4.46 no se considere la friccion.

La pérdida de energia en una bifurcacion también depende de diferentes factores como son la

relacion de gastos entre los conductos, diametros, angulo de la bifurcacion, etc. Pero en general,
en la bifurcacion se presentan menores pérdidas de energia que en las uniones.

Figura 4.18 BIFURCACION
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Para el caso de la bifurcacion, como la mostrada en la figura 4.18, con un analisis similar al
realizado para el caso de la union resulta

H =H,+h,_, (4.47)
Ejemrro 4.10 La bifurcacién mostrada, que conduce agua, estd contenida en un plano vertical.
Losdatossonz, =0.4m,z,=0m, z;=0.95m, O, =0.060 m* /s, 4, = 0.02 m?, 4, = A; =0.008 m?,

p1=13.4KkPa, h,,, = h,;; = 0. Determine: la carga total en la seccion 1, los gastos en las seccio-
nes 2y 3, y la presion en la seccion 2. En la seccion 3 la descarga es libre.

© //@
@

—t

Solucion

Con los datos se puede calcular la velocidad, carga de velocidad, carga de presion y
carga total en la seccion 1, las cuales son

2 2
=2 000 5 T3 pasgm, Bo1300 60
A4 0.02 2¢ 2g 7 9810
2
Hy=z+ 2 0 _0411366+0458=2224 m
y 2g

En la seccion 3 hay mas datos que en la seccidon 2, pues se conocen la elevacion y la
carga de presion, ya que al ser una descarga libre, la presion (manométrica) es cero, por
lo que conviene inicialmente aplicar la ecuacion de la energia entre las secciones 1y 3
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HIDRAULICA BASICA

H=H;+h |
2 2
2004=z+ 2.5 L 0954045 10
1% 2g rl-3 zg
2
%5 1274m
2g

la velocidad y gasto en la seccidn 3 resultan

V,=1274x2g =5 m/s

Oy = 4y xV; =0.008x5=0.04 m* /s
De la ecuacion de continuidad, el gasto en la seccion 2 es
0,=0,-0;,=0.06-0.04=0.02m> /s

y su velocidad y carga de velocidad son

v, _ & _002 =2.5m/s
4, 0.008
2 2
%525 0318 m
2g 2g

Para determinar la presion en la seccion 2 se aplica la ecuacion de la energia entre las
secciones 1 y 2

2
2024=2,+ 2212 1 01 P2 031840
y 2g rl-2 y

&=1.906m; P, =1.906x9810=18.69 kPa
4
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

4.3.7 FLUJO PERMANENTE Y UNIDIMENSIONAL EN CONDUCTOS CON SUPERFICIE LIBRE

Este flujo se produce principalmente por la accion de la fuerza de gravedad y se caracteriza
porque expone una superficie libre a la presion atmosférica. Los rios y canales son ejemplos de
flujo a superficie libre. El conducto puede ser abierto (figura 4.19a) o cerrado sin que esté lleno
(figura 4.19b).

Q
y =t
=
o
y —_
a) Conducto abierto b) Conducto cerrado

Ficura 4.19 EJEMPLOS DE CONDUCTOS CON SUPERFICIE LIBRE

g oymide)

Se denomina tirante y a la distancia que se mide perpendicular desde la superficie libre hasta el
fondo del canal (plantilla). La plantilla del canal forma un angulo 6 con la horizontal. Cuando
el tramo de un canal tiene seccion transversal e inclinacion de plantilla constantes, se denomina
prismatico; evidentemente, los cauces naturales dificilmente son prismaticos. La figura 4.20
presenta el corte longitudinal de un canal; las secciones transversales, como las mostradas en
las figuras 4.19a y 4.19b son normales a la direccién del movimiento.
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£
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Figura 4.20 CORTE LONGITUDINAL DE UN CANAL (SOTELO, 2025)
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La presion en el fondo del canal es p / y =y cos 0, siendo ¥y cos 0 la proyeccion del tirante en la
direccion vertical. El centroide de la seccion transversal estd a una distancia y. medida desde
la superficie libre, tal como se muestra en la figura 4.21, la carga de posicion hasta el centroide
es z., por lo tanto, la carga piezométrica es z, +y,.cos 6. En la misma figura, se observa que
z.+y.cos 0 =z+ycos 0, por lo que la carga piezométrica en una conduccion a superficie libre
se puede determinar calculandola a cualquier profundidad de la seccion transversal. En una
conduccion con lineas de corriente de curvatura despreciable y paralelas, es mas adecuado
medir la carga de posicion desde el plano de referencia hasta el punto mas bajo de la seccion
transversal. La suma z +ycos 6 define la linea de cargas piezométricas, la cual coincide con la
superficie libre.

Figura 4.21 CARGA TOTAL EN UN CANAL

De modo que la energia total (por unidad de peso) respecto al nivel de referencia es

2
H=z+ ycosz9+aV— (4.49)
2g

donde ¥ es la velocidad media en la seccion perpendicular al fondo. El valor de a es un poco
mayor que 1; sin embargo, es comun aceptar el valor de la unidad cuando se eligen secciones
donde la distribucion de velocidad se asemeja a la uniforme. Los errores que trae consigo son
generalmente menores comparados con los que se tiene al calcular la pérdida de energia. Es
usual que 6 < 8° por lo que y cosf = y, y con el caso comiun de & = 1 se tiene

2

Hez+ y+lo (4.50)
2g
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Al aplicar la ecuacion de la energia entre dos secciones se tiene

r’ v
Zl+y1+£222+y2+£+hr1—2 (4.51)

EsevprLo 4. 11 En un canal rectangular de ancho b = 3 m, fluye un gasto O = 5.25 m’ /s con
un tirante y; = 3.5 m. Se tiene un vertedor que acelera el flujo en la descarga y en el cual las
pérdidas de energia son despreciables. Calcule el tirante y, que se presenta al pie del vertedor.

—
N 'ma Em
% 4
b
Corte longitudinal del canal Seccion transversal

Solucion

Entre las secciones 1 y 2 la plantilla es horizontal, por lo que z, = z,, ademas, como 4,, , =0,
la ecuacion de la energia 4.51 queda

o,
N 2g Y2 2g
En la seccion 1 se tiene
2
4 =by, =3x3.5=10.5m?; ¥, _Q2 3B s 00127 m
4,105 2g

Al sustituir en la ecuacion de la energia, donde ¥, = Q/ 4, , resulta

2
35+ 0.0127 = y, + #
Bxy,)"x2g
3.5127=y2+0'15261
Y2

y3—3.5127 y3 +0.1561=0
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HIDRAULICA BASICA

se tiene una ecuacion de tercer grado cuyas raices son

¥, =0.2176 m
¥, =—0.2049 m

El resultado es y, = 0.2176 m, pues y, = 3.5 m es el valor del tirante antes del verte-
dor y como ya se indicd, el flujo se acelera. La raiz negativa no tiene significado fisico.
En la seccion 2 la velocidad y la carga de velocidad resultan

0 __ 525 g v

- - =8.042 m/s ; -2 =3.296 m
(by,) (3x0.2176) 2g

£

Esto significa que, si coloca un tubo de Pitot en la seccion 2, el nivel del agua dentro del
tubo subira aproximadamente 3.3 m por encima del nivel del tirante.

4.4 ECUACION DEL IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La cantidad de movimiento de una particula de masa m es el producto de esta por la velocidad
v con la que se desplaza, por lo cual se trata de un vector. Para considerar la variacion en el
tiempo de la cantidad de movimiento del flujo en el interior de un volumen de control, es nece-
sario separar la que tiene la masa que pasa a través de la superficie de control de la que tiene la
masa contenida en el 7C.

La masa de liquido que pasa a través del elemento dA4 de la superficie de control en la unidad
de tiempo es p (v:dA) y la variacion de su cantidad de movimiento es pv (v-dA). Cabe recordar
que la magnitud del vector dA es igual a la del elemento de superficie y su direccion normal al
mismo elemento; y por convencion, positivo al dirigirse hacia afuera del volumen. Esto equiva-
le a que el flujo de masa p (v-dA), que es un escalar, es positivo si sale del C, yaque v y dA4
tienen la misma direccion, y negativo en caso contrario, por lo que el vector cantidad de movi-
miento es colineal con v, pero su signo se afecta igualmente con el que se le asigna a p (v-dA).
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

En cualquier instante, la masa de un elemento es pd?’, donde la densidad del elemento depende

del instante que se considere y de su posicion en el interior del 7/C. La cantidad de movimiento
., . d

dentro del ¥’C es entonces L/C vpd¥ y su variacion en el tiempo ELC vodv.

La segunda ley de Newton establece que la suma de todas las fuerzas externas sobre un sistema
es igual a la razon del cambio de la cantidad de movimiento de dicho sistema. Esto aplicado a
un 7C se expresa como

d
E F= “dA —j dv 4.52
chv(v )+ dt (chp ( )

Esta ecuacion es valida para un volumen de control inercial, es decir, un ¥’C que no se acelere
con respecto a un sistema de referencia estacionario. Cuando el flujo es permanente, la tltima
integral vale cero y la ecuacion resultante tiene la ventaja de no necesitar informacion sobre el
tamafio y condiciones dentro del ©’C.

El término ) F de la ecuacion 4.52 se considera de la misma forma que las fuerzas sobre un
cuerpo libre dentro de la ingenieria mecanica basica. En este caso, el cuerpo es la masa dentro
del volumen de control en el mismo instante del calculo y la superficie de control delimita a
este cuerpo. La velocidad esta siempre referida al /C mismo, ya que representa la descarga a
través del SC .

La ecuacion de cantidad de movimiento es valida para un volumen de control inercial (estacio-
nario o moviéndose a velocidad constante). En el caso de que el 7/C esté en movimiento, la ve-
locidad que se considera es la relativa al 7/C. Para un observador que se desplaza con la misma
velocidad que el volumen de control, lo que observa es un flujo estacionario.

En la mayoria de las aplicaciones, el volumen de control se elige de manera que el flujo que
entra y sale sea normal a las secciones contenidas en la superficie de control (figuras 4.1 y 4.3),
con valores medios espaciales de p y v en cada una de ellas. En estas condiciones, la primera
integral de la ecuacion 4.52 en cada seccion es de la forma

_ 204 (2204 |=
vavdA— va dA = pQV[AL(Vj dA} pPOBV
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HIDRAULICA BASICA

donde

A (x)e
ﬂ—AIA(Vj dA (4.53)

es el coeficiente de Boussinesq, que corrige el uso de la velocidad media en el calculo de la
cantidad de movimiento del flujo que pasa por la seccion. Su valor es igual a uno cuando la
distribucién de la velocidad es uniforme y tiene magnitud igual a la media; es mayor que uno
en la medida que la distribucion se aparta de la media. Se tiene entonces

I pr(v-dd)='Y (00pV) (4.54)
sC i=1

donde el término i(PQﬁ V) es la suma vectorial de las cantidades de movimiento en las »
secciones donde hé;l flujo. Ademas del signo que le corresponda a V', el gasto se debera afectar
con otro signo: positivo (+Q) si sale del volumen de control y negativo (—Q), si entra a este.
Tanto la densidad como el vector velocidad corresponden a los valores medios en el centroide
de cada seccion.

Para el caso de un volumen de control con movimiento constante en el que se emplea la velo-
cidad relativa v, , se emplea

chvr(vr'dA)Z i(pQﬁV,) (4.55)
i=1

Al aplicar la segunda ley de Newton, la cantidad ) F representa todas las fuerzas que actuan
sobre el volumen de control. Dichas fuerzas incluyen las fuerzas de superficie que son el resul-
tado de la accion del entorno sobre la superficie de control y las fuerzas de cuerpo que son el
resultado del campo gravitacional. Por tanto, en la suma de fuerzas se consideran:

. Tesultante de las fuerzas de presion estatica
resultante de las fuerzas tangenciales que se oponen al movimiento
fuerza de cuerpo, debida principalmente a la accién de la gravedad

> om0y

resultante de todas las fuerzas ejercidas por las paredes laterales del tubo (que es
igual en magnitud, pero de sentido contrario que la resultante de las fuerzas dina-
micas F,,; que el fluido ejerce sobre sus paredes).
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Con estas consideraciones, la ecuacion 4.52 resulta

i d
F, +F,+F,+R=) vy+ L dv (4.56)
pe Tro+F+ p (pQ:B ) + dt J.‘VC vp

4.4.1 FLUJO PERMANENTE

Cuando el flujo es permanente, el ultimo término de la ecuacion 4.56 vale cero y esta se sim-
plifica a la forma

F,, +F, +F,+R=Y (p0pV) 4.57)
i=1

Dado que la ecuacion 4.57 es vectorial, obviamente también se puede escribir en funcion de sus
componentes en las diferentes direcciones de los ejes coordenados, a saber

Foox TEp T F,, +RX=Z(,0Q,BVX) (4.57a)
i=1

Fpoy +F,y +F, +R,= > (pOSV,) (4.57b)
i=1

Fpez TFp, TF R, = Z(pQﬂVZ) (4.57¢)
i=1

Si ademas el flujo es incompresible, p sale de la suma vectorial. Las fuerzas debidas a la presion
se ejercen desde el medio exterior hacia el 7/C (a través de la superficie de control). Puede haber
partes de la SC que coincidan con la superficie libre (si existe) sobre las cuales la fuerza de
presion vale cero, ya que la presion interior se maneja cominmente como manométrica. Otras
partes de la SC coinciden con las areas de flujo y con las paredes de la conduccion; la fuerza
de presion estatica F,, que se ejerce sobre las areas de flujo generalmente se conoce o se pue-
de calcular, ya que se debe a las presiones hidrostaticas producidas por el liquido que fluye en
la conduccion y que se encuentran en los limites del 7/C; las fuerzas de presion estdtica son en
direccion normal a dichas areas y siempre dirigidas hacia el 1'C.

Dado que al analizar las fuerzas que actiian sobre el 1/C, este se considera como un cuerpo libre,
la fuerza externa R sobre las paredes es igual en magnitud, pero de sentido contrario a la fuerza
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HIDRAULICA BASICA

interna de presion dinamica F,; que el liquido ejerce sobre sus paredes y que, generalmente, es
la incognita por calcular. Para valuar R hay que estimar la direccion y sentido que se consideren
logicos; el calculo confirmara o no la suposicion hecha. Un valor negativo que se obtenga para
una fuerza desconocida indica que el sentido no es el correcto y debe invertirse. Si bien R es
la fuerza externa que debe considerarse al aplicar la ecuacion de cantidad de movimiento, si en
vez de esta fuerza se considera la fuerza interna F,;, el resultado no cambia.

La figura 4.22 muestra las cantidades vectoriales, fuerzas y velocidades, que actian sobre un
conducto. Tanto fuerzas de presion estatica como velocidades se consideran aplicadas en el
centroide de cada seccidén (aunque no aparecen asi en la figura).

Figura 4.22 FUERZAS QUE SE EJERCEN SOBRE UN CONDUCTO Y VELOCIDADES DE ENTRADA Y SALIDA

Es usual que para eliminar variables se elija un volumen de control de tamafo “pequeio” tal
que la fuerza F, tenga poca magnitud comparada con las fuerzas de presion y se considere “des-
preciable” en el calculo; esto también equivale a no considerar las pérdidas por friccion /2, en
la ecuacion de la energia. Sin embargo, aunque la pérdida por friccién no se considere por ser
poco significativa en el calculo, si se puede presentar una pérdida local /; importante al aplicar
la ecuacion de la energia. En general, cada que se presenta un obstaculo al flujo (reduccion,
ampliacion, cambio de direccion, etc.), el fluido emplea energia util en su paso. En cuanto a
la fuerza de cuerpo, debida al peso propio F,, esta solo tiene un componente en la direccion
vertical y cuando el volumen de control no es muy grande su efecto también puede ser poco
significativo y no considerarse. Cuando esto ocurra siempre debe aclararse.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Por ejemplo, para el conducto mostrado en la figura 4.22 y de acuerdo con los sentidos positivos
de los ejes x y y;siendo y un eje vertical, por lo que solo hay fuerza de cuerpo (peso propio)
en esta direccion, y considerando S =1, las ecuaciones 4.57a y 4.57b son

Fpelx +Fp62x +Erx - Rx =p((_Q)V1x +(+Q)(_V2x))
-F

ety + Fpony +Fpy = F,+ R, = p((—O), ) +(+O)(-V3,))

La magnitud de la fuerza de presion estatica en un conducto a presion es F,, = pA, siendo p la
presion representativa de la seccion (usualmente se emplea la presion manométrica).

A diferencia de un chorro, en que toda la presion a su alrededor es la atmosférica local (manomé-
trica igual a cero), en un escurrimiento a superficie libre si se presentan presiones manométricas,
siempre positivas; para este tipo de flujo, la fuerza de presion estatica es F),, = yA4z,, siendo z,
la distancia vertical desde la superficie libre hasta el centroide ¢ de la seccion transversal de la
conduccion. Para el caso comun de canales con poca pendiente (60 < 8°), y. =z, y F,, = yAy.. La
figura 4.23 muestra la seccion transversal de un canal, su tirante y la ubicacion de su centroide.

Figura 4.23 CENTROIDE EN LA SECCION TRANSVERSAL DE UN CANAL

Por ejemplo, en un canal rectangular de ancho b, la fuerza de presion estatica es F),, = y(by)l;

dado que la seccion es rectangular, el punto de aplicacion (centro de presiones) de esta fuerza
. 2 . ..

se ubica a 3V medido desde la superficie libre.
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HIDRAULICA BASICA

4.4.2 FLUJO PERMANENTE UNIDIMENSIONAL PERMANENTE

Cuando el flujo entra solo por la seccion 1 y sale por la 2 (flujo unidimensional), la ecuacién
4.57 se simplifica como sigue

Fpe+Ft+Fc+R= (pQﬁZVZ)_(IOQﬂII/I) (458)

la cual también puede escribirse en términos de sus componentes sobre un sistema adecuado de
ejes cartesianos.

4.4.3 SOBRE LA APLICACION DE LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES

La mayor parte de los problemas en la hidraulica se resuelven aplicando las tres ecuaciones
fundamentales: continuidad, energia y cantidad de movimiento. La ecuacion de la energia es
escalar y toma en cuenta los cambios internos de energia y no las fuerzas totales y condiciones
externas, en cambio, la ecuacion de cantidad de movimiento es vectorial y engloba fuerzas
totales y condiciones externas, sin tomar en cuenta los cambios de energia interna. En algunos
casos basta con dos de ellas y hay que tener muy clara la diferencia entre la aplicacion de la
ecuacion de la energia y la de cantidad de movimiento.

4.4.4 FORMA NUMERICA DE LOS COEFICIENTES . Y 3

Cuando se conoce por medicion directa la magnitud de la velocidad en diferentes puntos de una
seccion, a cada punto se le considera un area de influencia A4, (figura 4.24) y tanto la magnitud
de la velocidad media como la de los coeficientes se puede determinar por incrementos finitos
en forma aproximada. Esto es especialmente aplicado en cauces a superficie libre. El valor de
los coeficientes es generalmente mayor en pequefios cauces y menor para grandes corrientes
con tirantes considerables.

Figura 4.24 SECCIONES CON DIFERENTE VELOCIDAD
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Conocidos los valores de las velocidades v; y sus correspondientes areas de influencia, tanto
la magnitud aproximada de la velocidad media como la de los valores de los coeficientes se
determinan de la siguiente manera

1 n
Ve ;WM (4.59)
s
A== Z,V,-AAZ- (4.60)
_ 1 N ZAA
ﬂ—A—Vleﬂ:vi ; (4.61)

Donde 7 es el nimero de elementos A4, elegidos. Por ejemplo, para la seccion de rio mostrada
en la figura 4.24 se tiene

N VA +Vvy Ay +vi Ay
A + Ay + 4,

V13A1 +V§A2 +V§A3
o~
V34, + Ay + 4y)

2 2 2
o A +vy Ay +vi A4,

T VA A+ A)

Salvo aclaracién, en los siguientes ejemplos se empleara presion manométrica y SI para las
unidades, ademas a = S =1.

EjevpLo 4.12 Una conduccion de grandes dimensiones con didmetro D, =6m, tiene un codo re-
ductor ascendente que la une con un angulo de 50° a otro tramo con un didmetro D, =4.5m. La
presion a la entrada del codo es p; =9 kgf/cm? (manométrica) y la velocidad es V=8 m/s . Deter-
mine los componentes de la fuerza que han de soportar los anclajes del conector. No considere el
peso del liquido dentro del codo ni las pérdidas de energia debido a la friccion, pero si las pérdidas
vy

2g
tre los centroides de las secciones 1 y 2 es 7 m. Emplee sistema técnico de unidades.

internas debidas al cambio de direccién-reduccion #,, , =0.21-2-. La diferencia de elevaciones en-
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HIDRAULICA BASICA

Solucion

Con los datos se realizan los siguientes calculos

2 2
4 =20 g7 A, =45 15 004m?
0= A4V, =28.27x8=226.195m’/s py=L = 20095 145 s
4, 15904
2 g2 214207
VL: 8_=3,262m V—2: =10.309m
2g 2g 2g  2g
V2
1 =02122= 021x10.309 =2.165m
g

2 3
ﬂ=9kggx(1000r2n) “ 1 £=9 m
Vv cm Im 1000 kgf

Para calcular la presion en la seccidn 2 es necesario aplicar la ecuacion de la energia
entre las secciones 1 y 2; se considera el plano de referencia en la seccion 1

2 2
|4 V.
+&+;= 22+&+_2+hr1—2

y 2g vy 2g

Z

0+90+3.262 =7+£2+10.309+2.165
4

P2 _73787m, p, =73.787mx1000kgf/m’ =73787 kgf/m>

e
Dado que la presion es positiva, la fuerza de presion estatica es “hacia el volumen de
control”. El sentido de los componentes de la fuerza R se suponen y si son correctos,
estuvieron bien estimados, en caso contrario, se corrigen.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Las fuerzas de presion esttica son

ke
n,12

A x28.274 m*=2.54x10° kgf —

Fopy =pydy =73787 %x15.904 m?=1.17x10°® kef v

En el volumen de control se muestran las fuerzas de presion estatica, las velocidades y
la fuerza R que los anclajes proporcionan al volumen de control.

I oymide)

g oymide)

¢ ojyde)

Cuando se emplea sistema técnico de unidades, conviene expresar p = y /g para no con-
fundirse con el valor de la densidad en el SI. Dado que en la direccion horizontal no hay

fuerza de cuerpo y se desprecio la fuerza tangencial debida a la friccion, la ecuacion de
cantidad de movimiento en la direccion x queda

&
=2
£
o
ESN

¢ oymyde)
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Como el resultado tiene signo positivo, fue bien estimado el sentido de R .. En la direc-
cion y se tiene

Fpayt R =L (C0F)+GOE))

1000kgf / m’

—1.17x10° x sen50°)kef + R, =
( ke 7 9.81m/s?

x226.195m’ /s (14.22 sen 50°—0) m/s

-8.99x10° + R, =25121x10’
_ 6
R,=1.15x10° kgf T

Dado que el signo de R, es positivo, el sentido estimado es correcto. La fuerza de
presion dindmica que el agua ejerce sobre las paredes del codo-reduccion es de igual
magnitud y sentido contrario que la fuerza R que se requiere para mantener en equilibrio
a la pieza de acoplamiento. La fuerza de presion dinamica F,, tiende a mover la pieza
de izquierda a derecha y en direccion descendente; por lo que es necesario que se disefie
un anclaje que pueda soportar los empujes dinamicos. Si bien se calculan fuerzas resul-
tantes en las diferentes direcciones, cada una de estas es el resultado de las fuerzas que
se ejercen en todo el conector.

Esemrro 4.13  Calcule los componentes del empuje dinamico que el liquido ejerce sobre
la bifurcacion que esta contenida en un plano horizontal. No considere pérdidas de energia.
Vi=10m/s, V3= 8m/s, D, =D, = 0.06 m, D; =0.04 m, p, =245.25 kPa.
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

VI V2
Fpel FP€2

Solucion

Las éareas y gastos en cada seccion, asi como la velocidad en la seccion 2 resultan

7%(0.06)

A=4,= =0.002827 m?

_ 7x(0.04)

A =0.001256 m*

0,= A4, V,=0.002827x10 = 0.02827 m’/s
Oy =A,V; =0.001256 x 8 = 0.0100 m*/s

0,=0,—0;=0.02827-0.010 = 0.01827 m’/s
2 =YY

_ 0, 0.01827m’/s

=22 = = 6.46 m/s
4, 0.002827 m*/s

Al establecer la ecuacion de la energia entre las secciones 1 y 2 se tiene

245.25x10° 10° _ p, 646’

+
9810 2¢ ¥ 2g

25+51=2241213
y

P2 _ 2797 m
y
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HIDRAULICA BASICA

y entre las secciones 1 y 3 se llega a

245.25x10° 10° _py 8

9810 2g vy 2g

25+5.1=234326
y

D5 _2683m
y

Las fuerzas de presion estatica en cada seccion son

Fy= pd; = 245.25x10° N/m’* x 0.002827 m’ = 693.32 N -

F

"2 = Py =27.97m x 9810 N/m’ x 0.002827m? = 775.68 N <

F 3 = psdy = 26.83 mx 9810 N/m’ x 0.001256 m”*=330.58 N1

Como todas las presiones son positivas, el sentido de £7,, de cada una de ellas es “hacia”
el volumen de control. Con la ecuacion 4.57 en la direccion x, tomando en cuenta los
sentidos de cada fuerza, se puede calcular la fuerza que el exterior aplica al fluido, lo
mismo para la direccion y. Los sentidos de R, y R, se estiman y después se revisan.
En la direccion x se tiene con R, estimado en el sentido contrario del eje x positivo y
R, también en sentido contrario al positivo

© ©,
Vi

> V>

Fpel FpeZ
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

En la direccion x la ecuacion de cantidad de movimiento es

y en la direccion y
+Fu, =R = p((Q) (1)

+330.58 N— R, = 1000 kg/m’( (0.01m’ /s) x (~8 m/s))

R, =41058 N

Tanto R como R, tienen signo positivo, entonces el sentido fue bien estimado. Los
componentes del empuje dinamico del liquido sobre la bifurcacion son de igual magni-
tud, pero de sentido contrario tanto de R como Ry por lo que

R, = 8231 N« R, = 41058 NV
F, =831 N-> Frgy =410.58 N7

El empuje dindmico que el agua ejerce sobre toda la bifurcacion es

F,=+8231° + 410.58° = 418.74 N
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HIDRAULICA BASICA

Ejemrro 4. 14 Calcule los componentes del empuje dindmico que el chorro ejerce sobre el
deflector. El chorro esta contenido en un plano horizontal. No considere pérdidas de energia.
V,=30m/s, = 45°, D, =0.05m. Emplee sistema gravitacional con y =1000 kgf/m".

|

Solucion

Al ser un chorro se tiene que p; = p, =0 (manométrica). Al establecer la ecuacion de la
energia entre las secciones 1 y 2 se tiene

2 2
0+0+Ii:O+O+V—2
2g 2g

Porlo que V; =V, . El area del chorro es

_ 7x(0.05)°

A =0.001 963 m?
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

y el gasto se calcula
0= AV =0.001963x30=0.05889 m>/s

No hay fuerzas de presion estética, ya que la presion manométrica es nula, tampoco se
tiene fuerza de cuerpo debido a que el chorro est4 contenido en un plano horizontal, ade-
mas, al no considerarse pérdidas de energia, se tiene /', = 0. Dado que se empleara sistema
gravitacional, la densidad es p=y/g =1000 kgf/m3 /9.81m/s>

Los sentidos de las fuerzas de R, y R, que el exterior aplica al fluido desde el deflector, se
suponen y posteriormente se revisan. Al aplicar la ecuacion 4.57 en la direccidn x, se tiene

~R, = g (O + (+0) (7))

_Rx=§Q(V2x_le)

R 1000 kgf/m®

: — % 0.05889 m’/s (30cos45°—30) m/s
9.81 m/s

R, =52.75 kgf
R, =52.75 kef «

Como R, resultd con signo positivo, fue bien supuesto su sentido. En la direccion y, se tiene

~R, =§((—Q)V1y +(+O)s,))
5, ~Zo(1,,0)

_ g 1000 kef/m’

| -—x0.05889m’ /s x(30sen 45°) nv/s
9.81m/s

R, =—127.34 kgf

Para el caso de R, , como el signo resultd negativo, el sentido se estimo incorrectamente,
por lo que este se corrige y queda

R, =12734 kgf T

236

commdey 1 omide)

¢ ojyde)

&
=2
£
o
ESN

¢ oymyde)




HIDRAULICA BASICA

El empuje dindmico del chorro sobre el deflector es de igual magnitud, pero de sentido
contrario que las fuerzas R, y R,, por lo que

Fg =5275 kgf —

oy =12734 kef ¥

EsevpLo 4.15 Considere el vertedor del ejemplo 4.11. cuyos datos son Q = 5.25 m® /s,
b=3m, yy=35m, y, =02176m, V|, = 0.5m/s y V, = 8.042m/s. Determine el empuje
dindmico que soporta el vertedor.

Vi

Solucion

Se establece el volumen de control delimitado por el liquido contenido entre las secciones
1 y 2. Al no considerarse friccion F, = 0, y dado que el movimiento es en la direccion
horizontal no hay fuerza de cuerpo en esta. Las fuerzas por considerar son las de presion
estatica £, F,,, ylaincognita R, del vertedor hacia el volumen de control.

F,.

p

A
WV
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

La ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion x queda

Fpelx _Fpe2x - Rx = p((_Q) (+Vix)+(+Q) (+V2x))

donde

I oymide)

g oymide)

Dado que R, tiene signo positivo, estuvo bien estimado su sentido. La fuerza de presion

dinamica F,,, que el agua ejerce sobre el muro es de igual magnitud y de sentido contrario
que R, por lo que resulta

¢ ojyde)

R.=139.966 kN «

F,4,=139.966 kN —

&
=2
£
o
ESN
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Dado que

2
v, = 0 __ 52 8.042m/s; Y =3.296m
(by,) (3x0.2176) 2g

esto significa que, si coloca un tubo de Pitot en la seccion 2, el nivel del agua dentro del
tubo subird aproximadamente 3.3 m por encima del nivel del tirante.

Esevpro 4. 16 La figura muestra un alabe deflector con un angulo de 60°, el cual recibe un
chorro de agua que sale de una boquilla estacionaria con velocidad V' = 30 m/s. El 4labe se
desplaza en direccion horizontal con velocidad constante V,,,,, = 10 m/s . La boquilla tiene un
area de salida de 0.004 m”. Determine la fuerza que ejerce el agua sobre el deflector. No con-
sidere las pérdidas de energia ni el peso del liquido.

N=60°

V alabe

/

Solucion

Se selecciona el volumen de control que se mueve con el alabe a velocidad constante. R
y R, son los componentes de la fuerza necesaria para mantener la velocidad del ’C cons-
tante. E17C es inercial, puesto que no se acelera. Las velocidades se deben medir respecto
al volumen de control al aplicar las ecuaciones fundamentales.

alabe
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Dado que el flujo es estacionario relativo al dlabe para un observador que se mueve a la
misma velocidad que el alabe, la velocidad que observa en el chorro es

Ve = V-V tape =(30-10)m/s
V. =20m/s

El gasto volumétrico resulta
O =V.4=20m/s x 0.004m* = 0.08 m*/s

Al igual que en el problema 4.14, al aplicar la ecuacion de la energia entre las secciones
1y 2 setiene V. =V,,,y al aplicar la ecuacion de cantidad de movimiento 4.55 en la
direccion x, con el sentido de R, estimado se tiene

—R. = p((-Q(+1.)+ (+O)+,,))

~R, =1000kg / m’ x0.08 m’ /$x(=20+20c0s60° )m/s
R,=800N
R, =800N«

en la direccion y la ecuacion queda

+R, = p((~Q+V )+ (O ,,))

R, =1000kg/m*x0.08m" /sx(0+20sen 60° )m/s
R,=1385N

R,=1385NT

En ambos casos los sentidos fueron bien estimados. Los componentes del empuje del
chorro sobre el alabe son

F,4, =800 N>

F,;,=1385 NV
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HIDRAULICA BASICA

Esemrro 4.17 Calcule los coeficientes de correccion a y f de un flujo laminar entre placas pa-
ralelas. El perfil parabolico de la distribucion de la velocidad se puede expresar como

2
V)=V (I—Z—ZJ

donde y se mide desde la linea central; en y =+ h,v=0 yen y=0,v= Vo

I oymide)

h yT V() alb’ {

A’ [ ) : A A,
2 K

dA=bdy

g oymide)

|« >
™ ~

b

Perfil de velocidades Seccidn transversal

¢ ojyde)

Solucion

La velocidad media es igual a

Ivd I v 1= |pa _V—(zh——h) 2,
U 24D o (3073

F1 coeficiente de Coriolis se determina como

3 3
h 2 3 h 2
y Vind y
Vi | 1= 25 | | d =¢J' 1-= | d
AJ.( ) 2th3.[ ( [ hZD g 2}{2 )3 —h[ hz] g

2 3
(16/27)h.[ [ de 1542
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y el coeficiente de Boussinesq es

2 212 2 2\2
1 v b h y Vind h y
() e [ (122 )] e[ (1222
4 AL[VJ 2hbV? —h( ( h2D g 2;{2 —h( )

2
3Vma'xj
2
1 h y2
= 1-= | dy=12
p (8/9)h.[_h( hZJ g

Esevpro 4.18 La figura muestra la seccion transversal de un rio, la cual se aproxima a un tra-
pecio. El ancho total es 70 m y para medir las velocidades en diferentes puntos se subdividié
en 7 areas rectangulares de ancho 10 m y dos subsecciones triangulares laterales que tienen un

talud £ = 2. Las velocidades, en m/s, se midieron en el centro de las subareas y se consideran
representativas de las mismas. Determine: gasto, velocidad media y los coeficientes a y f.

—» 10m |[«— 5 ky «—
2 : : : = : : !
S - IR N R BN R - IS T
AL A j
< 70 m >
Solucion

Cada una de las subdareas centrales son iguales a

A4

central

=10y=10x8=80m>
y las laterales

AAlaleral Z% (ky)y Z% (2 X8) x8=64 I'Il2

el area total resulta
A=(7x80)+(2x64) =688 m*
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HIDRAULICA BASICA

Los célculos se pueden sistematizar en la siguiente tabla, en la cual la numeracion de las

secciones es de izquierda a derecha

| 2 R) 4 5 6

Seccién v, A4; 0= v, M, v A4, vi AA;
m/s m? m/s m’/s? m*/s?

1 2.7 64 172.8 1259.7 466.56

2 2.85 80 228 1851.9 649.8

3 31 80 248 2383.3 768.8
4 32 80 256 2621.4 819.2

5 34 80 272 31443 924.8

6 3.2 80 256 2621.4 819.2

7 3.1 80 248 2383.3 768.8

8 2.85 80 228 1851.9 649.8

9 2.7 64 172.8 1259.7 466.56
suma 688 2081.6 19377 6333.52

Con la ayuda de los calculos efectuados en la tabla anterior, el gasto, la velocidad media
y los coeficientes de Coriolis y de Boussinesq resultan

0= v,A4,=2081.6 m’/s
i=1

_2081.6
688

=3.026 m/s
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og:L3 >V AL =————x19377=1.0168
AV ST 688x3.026
1

688x3.026>

p=— D viAd = x6333.52=1.005~1.0
i=1

AV? =
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4.5 FORMAS DIFERENCIALES. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

Los principios de conservacion de masa, conservacion de energia y cantidad de movimiento se
han aplicado hasta aqui a volumenes finitos de control para deducir las ecuaciones que mas se
utilizan en hidraulica y que son las que se requieren en un curso basico. Sin embargo, en mu-
chos problemas de flujo es necesario conocer sus caracteristicas a lo largo de trayectorias o de
lineas de corriente y en direcciones transversales para aclarar condiciones locales dificiles de
precisar a partir de los valores medios de dichas caracteristicas o de sus propiedades. Para ha-
cerlo se requiere de aplicar los mismos principios a volumenes de control de tamafio diferencial
para derivar ecuaciones diferenciales que permiten entender las caracteristicas del flujo, aunque
su solucion sea posible solo en ciertos casos.

Los principios de continuidad y cantidad de movimiento son suficientes en este tipo de aplica-
ciones al derivar dos ecuaciones, con las que se puede inclusive explicar algunos de los térmi-
nos en la de energia. Ademas, tienen mas generalidad en el caso de flujo no permanente.

En los desarrollos que aqui se presentan, la ecuacion diferencial de continuidad se obtiene de
un volumen de control diferencial orientado segun tres ejes cartesianos ortogonales fijos, pero
también se pueden desarrollar para el sistema de coordenadas naturales. En cambio, la ecua-
cion diferencial de cantidad de movimiento se obtiene de un volumen de control similar, pero
orientado segun la trayectoria del flujo, que también se puede transformar al sistema cartesiano.
Las dos ecuaciones asi derivadas se conocen como ecuaciones del movimiento y tienen formas
particulares, como las ecuaciones de Euler.

4.5.1 ECUACION DIFERENCIAL DE CONTINUIDAD

Se considera el flujo de masa a través de cada cara del volumen de control infinitesimal que se
muestra en la figura 4.25. El flujo neto de masa que entra en el elemento es igual a la rapidez
de cambio de la masa en el elemento. Para realizar el balance se considera pv en el centro del
elemento de lados dx,dy ydz.
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HIDRAULICA BASICA

0 d
z dy (pvx——(pvx) _x) dy dz
ox 2
5 dy dx ! ‘//
(va__(pvy) _) dx dz 1 PV: ( 0 dy)
0 2 ! +— —\dx d.
y L _ > pvxl _p?v_y _____ —3p pvy ay (pvy) 2 X az
Yy dz P Xx % 2)
X .~ :
e |
0 dx 0 dz
x+_ X, A d d Z__ Z _
(vt o)) av (v~ 5 v S vy

Figura 4.25 VOLUMEN DE CONTROL INFINITESIMAL PARA LA DEDUCCION DE LA ECUACION DE CONTINUIDAD

Al pasar las caras normales al eje x , la funcidn pv se incrementa y decrementa en la misma can-
tidad %@dx. De este modo, considerando signo negativo para la masa que entra y positivo

X
para la que sale, la cantidad neta de masa que atraviesa las caras normales al eje x es

(o, ~2LY N o[ (v + LV BN OOV g
ox 2 ox 2 ox

con un razonamiento similar en las direcciones y y z se tiene

apvy) dy a(pv,) dy apv,)
—[(pvy— 8yy ?]dxdz+((pvy+ 2 ?]dxdz: 2~ dxdy dz
_ (pvz—M%jdxdy+((pvz+M% dxdy:dedydz
0z 2 oz 2 0z

La rapidez de cambio de la masa dentro del elemento es %(p dxdydz). Al aplicar la ecuacion
4.1 al volumen de control diferencial resulta

o(pv
—a(pvx)dxdydz+ﬂdxdydz+dedydz+ﬁ(pdxdydz)=O
ox oy 0z ot
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CAPITULO 4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA HIDRAULICA

Al dividir cada uno de los términos entre dx dy dz , el principio de conservacion de masa establece

Apvy) , Apvy) apv.) op_

(4.62a)
ox oy oz ot

Los primeros tres términos forman el divergente de pv, por lo que la ecuacion anterior también
se puede expresar de la forma

. 0
div pv + 8—’t’=o (4.62b)

Las ecuaciones 4.62 admiten las siguientes simplificaciones:

* Flujo compresible y permanente divpy=0
* Incompresible ( p = constante) y no permanente divv=0
* Incompresible permanente divv=20

Esemrro 4.19 Considere el campo de velocidad bidimensional dado por v = (0.4+0.7x) i+ (2-0.7 y) j
Revise si este campo de flujo se puede considerar incompresible.

Solucion

Los componentes de velocidad en las direcciones x y y, respectivamente, son

v,=04+07x 'y v,=2-0.7y

El flyjo es incompresible dado que no se presentan variaciones con la densidad. Para que
adicionalmente sea permanente se debe cumplir que

ov
Wy Ny O
x oy oz

Dado que no hay componente de velocidad en la direccion z se tiene que ov, /0z=0, y al
efectuar las derivadas parciales se obtiene

0.7-07+0=0

En efecto, el campo de flujo es incompresible.

pL
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HIDRAULICA BASICA

4.5.2 ECUACION DIFERENCIAL DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Las ecuaciones de Euler (3.16a, b y ¢) son un ejemplo de ecuacion diferencial de cantidad de
movimiento aplicada a una linea de corriente de un flujo no viscoso y es a partir de esta ecua-

cion, en la direccion del movimiento s, con la consideracion de flujo permanente, que se dedujo
la ecuacion de Bernoulli.

La figura 4.26 muestra las fuerzas que actiian sobre un elemento de tamano diferencial; por
simplicidad no se presentan las fuerzas de presion en la direccion binormal, las cuales también
existen. En el centro se encuentra el punto P en el cual existen los valores v, p, p, 7 (velocidad,
presion, densidad, esfuerzo de friccion).

I oymide)

n

g oymide)

1 op
+_—
(p 26ndn)deb

1
(p+—a—pds)dndb

1 ot
(r+?adn)dsdb 2 os

¢ ojyde)

1
(p——~ 4y dn ab

0
> s (t— dn) ds db

2 On

19
(p——2L 4nyds db

pg ds dn db 2 on

&
=2
£
o
ESN

Figura 4.26 FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE UN VOLUMEN DE CONTROL INFINITESIMAL
(ADAPTADO DE SOTELO, 1990)

¢ oymyde)

Las fuerzas que actan sobre este elemento en la direccion +s son

a) La componente de la fuerza de cuerpo -pgd? cosf@=-pgdsdndbcosd; donde
cos@=dz/ds =0z/0s (el signo positivo es debido a que cuando s aumenta, z también
aumenta), por lo que es igual a

—-pgdsdn db%
Os
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b) La resultante de las fuerzas de presion
1op 10p op
———ds)dndb—(p+———ds)dndb=———ds dndb
(» 2 Os s)dn (P 2 Os s)dn 6ssn

c) La fuerza de superficie debida a la resistencia al movimiento, la cual se puede evaluar
en términos del esfuerzo tangencial de friccion 1, el cual solo varia en la direccion n,
dado que en la direccidon binormal no hay variacién de la velocidad. La resultante de
esta fuerza es

1 |
e+ 2% anydsdb— (L 2% dnyas db= 2% ds dndb
2 0n 2 On on

la suma de fuerzas en la direccion +s resulta

0z Op Ot
Os Os On

-pg — ——— +—jdsdndb

dv dvds v o[V 0
La magnitud de la aceleracion en la direccion +s es q, B N [v_}__v. Al aplicar

dt osdi o os\2) ot
la segunda ley de Newton al elemento, la cual establece que la suma de las fuerzas es igual a la
masa del elemento multiplicada por la aceleracion, se obtiene

0z Op

(-pg = 2

2
+ 9% dsdndb=pdsdnap 2| |+
on os\ 2| ot

al dividir todo entre la masa p ds dn db se obtiene

o lop 1or_ofv) ov 163
8% pos pon os|\ 2 @ (4.63)

Esta es la primera ecuacion diferencial del movimiento. El primer término es debido al peso del
liquido; el segundo es debido al gradiente de presiones en la direccion de la linea de corriente;
el tercero a la fuerza de resistencia causada por la friccion (todas estas fuerzas por unidad de
masa); el cuarto término (después del signo de igualdad) es el cambio de energia cinética que
experimenta la unidad de masa a lo largo de la linea de corriente; y, el ultimo la aceleracion
local de la misma.
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HIDRAULICA BASICA

Con un procedimiento similar, en la direccion de la normal principal, y dado que la magnitud de
2

., . ., v .
la aceleracion en la direccion normal es a, =—, donder es el radio local de curvatura, resulta
r

2
= LV (4.64)

on p On r

que es la segunda ecuacion diferencial del movimiento.
En la direccion binormal, dado que a, =0, se llega a

—-g—-———=0 (4.65)
que es la tercera ecuacion diferencial del movimiento.

Las ecuaciones 4.63 y 4.64 ya habian sido presentadas en el capitulo 3.
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5.1 NECESIDAD DE MODELOS EN LA HIDRAULICA

Como ya se indico al derivar las ecuaciones fundamentales, el analisis matematico de un flujo
es con frecuencia insuficiente para resolver todos los aspectos de un problema, ya que, en mu-
chos problemas en la ingenieria, las ecuaciones tienen simplificaciones que no son aceptables
en el problema real o son demasiado dificiles de resolver; en estos casos, la experimentacion es
el método que permite obtener informacion confiable que complementa al andlisis matematico,
pero no lo sustituye. Si bien este capitulo se enfoca a la similitud en la mecénica de fluidos y
con aplicaciones especificas en la hidraulica, la experimentacion apoyada en la similitud y en el
analisis dimensional es aplicable a otras disciplinas de la ingenieria cuando es necesario disefiar
y realizar experimentos.

Por motivos practicos y econdomicos, la experimentacion se realiza en un modelo a escala
geométrica en vez de un prototipo de tamaiio real, que suele ser la estructura por construir.
El tamano del modelo depende, entre otros aspectos, del espacio disponible, la capacidad de
la instalacién para proporcionar gasto y carga, los efectos de escala, etc. Ademas, el aspecto
econdmico para la construccioén del modelo y adquisicion de equipo de medicion son variables
importantes por considerar.

Entre otros propoésitos, los modelos hidraulicos se usan para:

* Determinar coeficientes de pérdidas de energia para poder evaluar tanto las pérdidas locales
como las debidas a la friccion.

* Determinar coeficientes de resistencia al movimiento de los cuerpos que se mueven a través
de un fluido.

* Predecir el patron de flujo a su llegada a diversas estructuras, como son los vertedores de
grandes dimensiones, ya que usualmente se emplean ecuaciones de flujo unidimensional y
el flujo real no lo es.
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* Determinar coeficientes de descarga para orificios y vertedores.

* Proporcionar curvas de operacion que relacionen gasto-carga y eficiencia en maquinas hi-
draulicas.

» Disefiar métodos de disipacion de energia en obras de excedencia.

» Disefar protecciones a rios.

» Disefiar altura y ubicacion de rompeolas.

5.2 ANALISIS DIMENSIONAL

En el estudio experimental del flujo de fluidos intervienen variables geométricas y las propias
del fluido. Cuando se tienen resultados experimentales, los cuales se expresan con parametros
adimensionales, estos permiten que se reduzca la lista original de variables y que los resultados
obtenidos en determinadas condiciones se puedan extrapolar a situaciones en las que se tengan
diferentes dimensiones geométricas e inclusive a situaciones en que las propiedades del fluido
sean distintas a las presentadas durante la experimentacion. La técnica empleada para determi-
nar las combinaciones posibles de los pardmetros que describan al experimento se apoya en el
teorema [].

5.2.1 TeEOREMA ][]

En un problema de mecénica de fluidos se tienen diversas variables a considerar, por ejemplo:
presion, velocidad, densidad, viscosidad, didmetro del conducto, longitud del conducto. Para
determinar cudntos parametros adimensionales se requieren para sustituir de la lista original
cuando se realiza experimentacion y se facilite interpretar resultados, se recurre al método de
repeticion de variables que fue popularizado por el fisico estadounidense Edgar Buckingham
(1867-1940), y publicado por primera vez por el cientifico ruso experto en aerodindmica Di-
mitri Pavlovich Riabouchinsky (1882-1962), quien fue el autor de diversas teorias y técnicas
que raramente se asocian con su nombre y que en 1911 publico sus contribuciones al andlisis
dimensional (Rouse, 1957). Mas tarde, en 1915, Buckingham publicé una generalizacion del
método de Riabouchinsky que es conocido como teorema [, ya que es el simbolo que us6 para
representar un producto adimensional y si bien el teorema es simple, no lo es su demostracion
que aqui se omite.
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

El teorema establece que en un problema fisico en que se tengan k variables o cantidades fisicas
que incluyan m dimensiones, estas variables se pueden agrupar en k - m parametros indepen-
dientes. En su aplicacion se considera el nimero de dimensiones independientes que se presen-
tan entre las & variables (por ejemplo: fuerza, densidad, tiempo, didmetro del conducto) es igual
a m, lo cual se puede expresar mediante la relacion funcional

q1=F(q3,4935-nqy) (5.1)

Sean I1}, Il,.., I1;-,, pardmetros adimensionales que agrupan a las variables ¢,,¢,,g; ...q; , todas
estas incluyendo las m dimensiones, el teorema establece la existencia de una ecuacion del tipo

I, =f (11, I1,.., [1;-,) (5.2)

en la que todos los términos [ son adimensionales. Regularmente, en la mecanica de fluidos las
dimensiones de referencia necesarias para describir las variables son las dimensiones basicas
M,LyT o F,LyT,aunque en algunos casos se pueden requerir menos. Un requisito para
aplicar con éxito el método es que una dimension debe ocurrir al menos dos o ninguna vez.

Procedimiento

1. Enumerar todas las k& variables que aparecen en el problema, generalmente, estas
incluyen cualquier propiedad del fluido y aquellas que se requieran para describir la
geometria.

2. Expresar cada variable en términos de sus dimensiones basicas; por ejemplo, el gasto
tiene dimensiones L* 7.

3. Identificar las m variables repetidas que se combinaradn con cada una de las variables
restantes para formar los k-m parametros I1. Las variables repetidas seleccionadas de
entre las variables independientes deben incluir todas las dimensiones basicas, pero no
forman un parametro I por si solas.

4. Formar los pardmetros I combinando las variables repetidas con cada una de las va-
riables restantes.

5. Escribir la forma funcional de los k-m parametros [1 adimensionales
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HIDRAULICA BASICA

Para ilustrar el procedimiento anterior, se relaciona la pérdida de presion por unidad de longitud
Ap/l que se produce en un fluido, con las variables densidad p, viscosidad absoluta x, gasto Q
y didmetro del conducto D.

La variable dependiente es Ap/l y las independientes son p, u, Q' y D (k= 5). Las dimensiones
(véase tabla 1.2 del capitulo1) de cada variable son

Variable | Dimensiones

Ap/l (M/LT?)/L=ML>T?
p ML>?

U ML'T™!

0 LT

D L

Se tiene £ = 5 y dado que son tres dimensiones fundamentales las que intervienen, entonces
m =3, por lo tanto, se tendran k — m = 5-3 = 2 parametros [1.

Se seleccionan como variables repetidas p, Q y D. Para determinar el primer parametro gene-

ralmente se empieza con la variable dependiente y se combina con las variables repetidas para
formar el primer nimero [1. El procedimiento algebraico se puede escribir asi

I, =(Ap/ly D" O’ p¢
Como esta combinacion debe ser adimensional, se concluye que
MOLOTO =(M L2T2) (L) (LT (M L3
Los exponentes a, b y ¢ se deben determinar de modo que el exponente obtenido para cada

una de las dimensiones basicas del lado izquierdo sea igual a cero y asi la combinacién resul-
tante sea adimensional. Asi se tiene

1+¢=0 Para M
—2+a+3b-3¢c =0 Para L
—2-b=0 Para T
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

se concluye que c=—1, b=-2 y a=5 vy, en consecuencia
5

I, = (ALJ D
I)pQ

se repite el procedimiento con las mismas variables repetidas y con x como no repetida

M,=uD"Q p°

M0L0T0=(ML—1T—1)(L)a (L3 T—l)b (ML—3)c

1+ ¢=0 Para M
~1+a+3b-3¢=0 Para L
-1-6=0 Para T

al resolver las ecuaciones se tiene ¢=—1, b=—1y a=1 y se obtiene
IL=uD/Qp

por ultimo, se puede establecer la relacion funcional

b D

esta expresion también se puede escribir como

para determinar la funcidon desconocida f* se requiere aplicar algin método experimental o
analitico.
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HIDRAULICA BASICA

5.2.2 PARAMETROS I1 USUALES EN LA MECANICA DE FLUIDOS

Considere que en el andlisis de un problema fisico la caida de presion Ap esta relacionada con
todas las cantidades fisicas que pueden intervenir en ¢l, como son: una longitud caracteristica /,
una velocidad caracteristica V, la densidad p, la viscosidad y, la aceleracion de la gravedad g, la
tension superficial o, la celeridad de las ondas de presion c y la frecuencia angular .

Para este caso la ecuacion 5.1 resulta

Ap=f(L,V,p,u, g, 0O, c, ®)

Las 9 variables contienen 3 dimensiones fundamentales, por lo tanto, se pueden obtener 9-3 = 6
parametros I1. Al elegir /,V'y p como variables repetidas, para el primer parametro se tiene

Hl :A19 la Vb pc
Como esta combinacion debe ser adimensional, se concluye que
MOLT =M L'y (@) (LT (M L3¢

asi se tiene

1+¢=0 Para M
—1+a+b-3c=0 Para L
-2-b=0 Para T

al resolver las ecuaciones resultac=—1,b=—2y a =0, por lo que el primer pardmetro resulta

pV

a este parametro se le conoce como niimero de Euler, Eu ; si ahora se elige 4 como variable no
repetida se llega a

H2=L
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

al sacar inverso a este parametro, se tiene uno equivalente igual a

que es el muy conocido nimero de Reynolds; asi como en este caso, en la deduccion de algunos
otros parametros también se invierte numerador con denominador o se saca raiz cuadrada. Al

continuar con el procedimiento y asignando nombre a cada uno de los pardmetros resultantes
se llega a

Parametro [ ] Simbolo Expresion
. Ap
Numero de Euler Eu N
Vpl VI
Numero de Reynolds Re % =
: o
Numero de Froude Fr \/E
, 14
Numero de Mach Ma —
C
, V2 P
Numero de Weber We
o
, low
Numero de Strouhal St A

Cada uno de estos parametros tiene significado fisico, el cual puede determinarse observando
que cada uno se pueden escribir como el cociente de dos fuerzas. Las fuerzas que intervienen
se pueden expresar en funcion de sus variables de la siguiente forma:

. . dv _
Fuerza de inercia F=mV— ~plPVA I = pl?y?
S
.y _ . 2
Fuerza de presion F,=ApA=Apl
Fuerza viscosa FﬂZTAZ,LI?AN,u?FZ,UVI
'y
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HIDRAULICA BASICA

Fuerza de gravedad Fy=mg=p Pg
Fuerza de compresibilidad Fp=E A=c*pA=c’pl?
Fuerza de tension superficial F,=0ol
2 3,2 4 2
Fuerza centrifuga Fy=ma.=mo’r~ploil=pl'w ®)
!
2
)
Asi, se tiene que
Eu —i— Apl2 Q
CF pv? =1
i P =X
Ap (5.3) £
Eu :sz ro
2172 Q
Re=11 PV g
F, uvli =5
Re=VL (5:4) o
v
Q
2,2 =]
F, \ plg 2
eV (5.5)
Jg!
¢ @
=
E o |ply? £
Ma =, |-——= 22 =
FEv pc [ (o)
Ma =L (5.7
C
We =£= plez
F(72 ol (5.8)
We = Vip
o
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Dado que la velocidad angular o es directamente proporcional a la frecuencia f, el nimero de
Strouhal también se acostumbra a escribir como

gt

T (5.9b)

Para el andlisis realizado, al tomar en cuenta las fuerzas ya indicadas, la ecuacion 5.2 se puede
expresar como

Eu = f(Re, Fr,Ma,We, St) (5.10)

Se debe aclarar que existen otros pardmetros utiles en la mecanica de fluidos y que, evidente-
mente, el analisis dimensional tiene una aplicacidn mas compleja para encontrar datos Utiles en
la interpretacion de datos obtenidos a partir de modelos.

Si bien en este ejemplo se obtuvieron los nimeros adimensionales con la técnica del analisis di-
mensional, las relaciones entre las diferentes fuerzas fueron obtenidas a través de muchos afios
de investigacion por diferentes estudiosos de la mecéanica de fluidos, a algunos de los cuales se
les honra llamando por su nombre al nimero adimensional que obtuvieron o hicieron aportacio-
nes para su deduccion. Leonhard Euler fue el pionero del trabajo sobre la relacion entre presion
y movimiento; William Froude (1810-1879) realiz6 diversos estudios sobre la resistencia que el
agua ejerce sobre las naves en movimiento, pero no propuso, como ahora se conoce, la relacion
adimensional que ahora lleva su nombre, en cambio Osborne Reynolds (1842-1912), establecio
y popularizod la relacion entre fuerzas de inercia y fuerzas viscosas, pero fue Moritz Webber
(1871-1951) quien especificamente nombr6 a los nimeros de Froude y Reynolds, y dedujo el
nimero adimensional que lleva su nombre.
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5.3 CONDICIONES DE SIMILITUD EN FLUIDOS INCOMPRESIBLES
La similitud se emplea para predecir las condiciones de un prototipo a partir de los resultados
obtenidos en un modelo. Existen tres condiciones para que se cumpla la similitud entre modelo
y prototipo: similitud geométrica, similitud cinematica y similitud dinédmica.

5.3.1 SIMILITUD GEOMETRICA

El modelo debe tener la misma forma del prototipo, esto implica que la relacion de todas las
longitudes homologas sea igual en los dos sistemas.

Figura 5.1 SEMEJANZA GEOMETRICA EN EL IMPULSOR DE UNA BOMBA (CAFAGGI, ET AL. 2011)

La figura 5.1 muestra el corte meridional en los impulsores de una bomba, tanto en prototipo
como en modelo, los subindices p y m indican respectivamente a cada uno. Para que se cumpla
con la escala de longitudes /, en secciones homdlogas, se debe cumplir

l =L ="P= 5.11
o (5.1)

m m

donde D, D,y b,, son las dimensiones lineales especificas asociadas con el prototipo y el mo-
delo.
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

La similitud geométrica se extiende a las areas y a los volimenes, siendo para las areas

A
Ae=A—P =02 (5.12)
y para los volumenes
r(/
v =(V_P = (5.13)

I oymide)

En algunos casos, como en los modelos de rios y puertos, en los cuales la profundidad es pe-
quena con relacion a la longitud, se realizan modelos distorsionados en los que la escala de
longitudes horizontal y vertical no es la misma; cuando asi se requiere se definen las escalas

de longitudes horizontal /,;, y escala de longitudes vertical /,,. Como se demostrara posterior-

Q
e
:;
S
=
)
(S}

mente, la escala de cargas de presion en un flujo en que la viscosidad no es relevante es igual a

la escala de longitud vertical; por ejemplo, para el caso de los tirantes mostrados en el ejemplo

(@]
4.11, la escala de longitud vertical debe cumplir, para las secciones homologas, que g
=]
=)
Yip Y -
l,=—L="2L (5.14)
Yim Yom
(@]
g
g
y para que se cumpla con la escala de longitud horizontal i
b,
l,=—" 5.15
by, (5.15) -
=1
£
©)
(9]
i 5 i
Corte longitudinal del canal Seccion transversal
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Si se especifica que la escala de un modelo es 1:15, se refiere a que /, =15; en ¢l caso de que el
modelo sea distorsionado, se deben indicar las escalas horizontal y vertical.

Las rugosidades en una conduccion son dificiles de escalar, por ejemplo, si en la conduccion del
prototipo es de 0.1 mm, esto es practicamente imposible escalar en el modelo y suele suplirse
con longitudes méas largas que puedan reproducir la pérdida de energia debida a la rugosidad.

5.3.2 SIMILITUD CINEMATICA Y DINAMICA

Para que se cumpla con la similitud cinematica se requiere que dos sistemas con fronteras
geométricamente semejantes tengan configuraciones de flujo geométricamente semejantes en
tiempos correspondientes. Asi, todas las que fuerzas que actiian en el campo del flujo deben
cumplir con una misma relacion entre los dos sistemas (modelo y prototipo), llamada escala de
fuerzas. Estas condiciones implican la existencia de escalas de longitudes, tiempos, densidades
y fuerzas, las cuales relacionan a los dos sistemas.

A partir de las escalas de longitudes y tiempos se definen las siguientes escalas

vV, 1
Velocidades V,=L-=< (5.16)
m te
a, VvV, V;
Aceleraciones a,=—t=-¢=-¢ (5.17)
a, t, I
9
Gastos Q,=—=4,7V, (5.18)
m
La escala de fuerzas es
F
F,=—L (5.19)
Fm
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

de la segunda ley de Newton, se tiene

F,=m,a, (5.20)

2 2
con m,=p,v,=p,l>y a,=V} /L, laescala de fuerzas también se puede expresar como

Fo=p V2L (5.21)

Las fuerzas que generalmente se consideran en la hidraulica son las de inercia, presion, viscosas
y de gravedad. El nimero de Mach es importante en fenémenos relacionados con la compre-
sibilidad, especialmente en el caso de los gases, y tiene pocas aplicaciones en los ensayos en
modelos hidraulicos. La ley de Weber raramente se emplea en las pruebas con modelos hidrau-
licos, ya que las fuerzas de tension superficial no son relevantes en los problemas de ingenieria
hidraulica. En los problemas de flujo no permanente en que la periodicidad del fenémeno es
importante, como en la formacion de vortices o movimientos de ondas, el nimero de Strouhal
caracteriza la accion.

Cuando se toman en cuenta las fuerzas de inercia, presion, viscosas y de gravedad; entonces
la similitud dinamica exige que, en puntos correspondientes de los campos de flujo se cumpla

(7), (F), (F) (F)

®, &), &), &),

Estas relaciones pueden reacomodarse asi

lo que equivale a

Eu,=Eu, (5.21)
Re, =Re,, (5.22)
Fr,=Fr, (5.23)
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HIDRAULICA BASICA

Si estas fuerzas, al ser las relevantes, son las unicas que se toman en cuenta, se puede escribir
F =f(F,.F,.F,) (5.24)

Dado que solo hay una dimension basica, es decir, la fuerza, la ecuacion anterior se puede es-
cribir en términos de cocientes de las fuerzas, y resulta

Eu = f(Re,Fr) (5.25)

Asi, se puede concluir que, si el nimero de Reynolds y el de Froude son iguales en el modelo y
en el prototipo, el nimero de Euler también cumple con esta igualdad; sin embargo, en la practi-
ca es dificil satisfacer estas relaciones de manera simultanea. No obstante, se puede seleccionar
solamente uno de estos nimeros que involucre a la fuerza que se considere preponderante en el
movimiento y asi reducir el nimero de parametros que deben igualarse en modelo y prototipo.

5.4 ELECCION DEL NUMERO A IGUALAR EN MODELO Y PROTOTIPO
SIMILITUD CON PREDOMINIO DEL NUMERO DE EULER

Se emplea en problemas en que la presion o las diferencias de presion entre dos puntos son de
interés, es decir, en casi todas las situaciones de flujo, por lo que el nimero de Euler o algu-
na de las formas derivadas de este debera ser el mismo en modelo y en prototipo. Una de las
formas derivadas es el coeficiente de presion, Ap/2p V?. Para problemas en que la cavitacion
es importante, se emplea el grupo adimensional (p—p,,)/2p V4, en que P, ©s la presion de
referencia, por ejemplo, la presion de vapor, aunque este grupo adimensional es de la misma
forma que el numero de Euler, generalmente se le llama numero de cavitacion.

El nimero de Euler rige en la modelacioén de fenomenos de flujo ocasionados por un gradiente
de presiones donde la densidad y la aceleracion del fluido intervienen primordialmente, y las
fuerzas viscosas pierden importancia. Esto ocurre en problemas de flujos a presiéon como tube-
rias, orificios, valvulas, accesorios y dispositivos de medicion en los que los numeros de Rey-
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

nolds sean suficientemente grandes para no tener en cuenta los efectos viscosos. En los modelos
de turbomaquinas en que la diferencia de presion entre la entrada y la salida es muy importante,
también rige el nimero de Euler. Para todos estos casos, en la modelacion se debe cumplir

Eu,= Eu,,
? (5.26a)

Ap | _| Ap
],

SIMILITUD CON PREDOMINIO DEL NUMERO DE REYNOLDS

Los flujos confinados son aquellos que no tienen superficies libres; en ellos, la gravedad no
influye en el patron de flujo y las fuerzas relevantes son las inerciales, de presion y viscosas.
Estos flujos incluyen flujos externos, alrededor de objetos tales como perfiles de ala, edificios y
submarinos, asi como flujos internos, dentro de tuberias y conductos. Por lo tanto, la similitud
dindmica se logra si las relaciones de fuerzas viscosas, inerciales y de presion entre modelo
y prototipo son iguales. Esto lleva a concluir que en los flujos incompresibles confinados se
cumple

Eu = f(Re) (5.27)

y en la experimentacion el numero de Reynolds es el dominante en un flujo confinado e incom-
presible, por lo que se haran ensayos de manera que los nimeros de Reynolds sean iguales en
el modelo y en el prototipo, por lo tanto,

Re,= Re, (5.28a)

[ VV_IL _ [ %}m (5.28b)

La longitud caracteristica / depende del problema a estudiar; por ejemplo, en una conduccion
circular a presion la longitud caracterisitica es el didmetro de este o si se estudia la caida de
una esfera, también su didmetro es la longitud caracteristica que se emplea para determinar el
nimero de Reynolds.
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HIDRAULICA BASICA

A partir de la ecuacion 5.28b, la escala de velocidades resulta

Vo ¥
Vi 1y Vi
Ve=v,/1, (5.29)

Al sustituir la ecuacion 5.29 en la 5.17, se obtiene la escala de aceleraciones

2 (v/L)

a,=—
le le
2
Ve
ae = 1—3 (530)

la escala de gastos es

0,=1Lv (5.31)

y la de fuerzas queda como

F'ezmeae:peVezlzzpe(Ve/le)zlj

F,=p, v (5.32)
Las escalas indicadas en las ecuaciones 5.29 a 5.32 son exclusivas para modelos donde se uti-
liza el nimero de Reynolds.

Un flujo con numeros de Reynolds pequefios indica preponderancia de las fuerzas viscosas so-
bre las de inercia; en cambio, un flujo con nimeros de Reynolds grandes indica preponderancia
de las fuerzas de inercia sobre las viscosas y, en estos casos, es posible ignorar el efecto de la
viscosidad; por ejemplo, en el flujo turbulento, y solo hay que asegurar que en el modelo tam-
bién se tenga un nimero muy grande que asegure la escasa relevancia de las fuerzas viscosas.
La modelacion con el nuimero de Reynolds como parametro relevante siempre se emplea en
aquellos flujos a poca velocidad donde las fuerzas viscosas son las mas importantes.
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

Una de las dificultades comunes con modelos que requieran el criterio de semejanza del na-
mero de Reynolds se presenta cuando la viscosidad cinemadtica es la misma en el modelo y en
el prototipo, ya que de la ecuacion 5.29 se tiene V,, =V, (/,, / l,,), entonces para (/,, / [,)>1 se
tiene que ¥, >V, y se puede llegar a valores irrazonables de la velocidad para el modelo. Por
ejemplo, para (/, /lm) =10y V,=2.5m/s, se tendria V,, = 25m/s , que es un valor elevado para
alcanzar con liquidos. Para el caso en que se tenga simulacion en un tinel de viento y no se
consideren los efectos de la compresibilidad en el aire, se debe cumplir que V> 0.3 ¢, siendo ¢
la celeridad del fluido (Capitulo 1).

SIMILITUD CON PREDOMINIO DEL NUMERO DE FROUDE

Si ademas de la fuerza debida al gradiente de presiones interviene de forma preponderante la
gravedad, la ecuacion 5.25 se reduce a

Eu=f(Fr) (5.33)

El nimero de Froude tiene importancia en flujos con velocidades grandes que escurren por la
accion exclusiva de la gravedad; tal es el caso del flujo turbulento a superficie libre, donde los
efectos viscosos no tienen relevancia. A medida que aumenta el numero de Froude, mayor es la
reaccion inercial de cualquier fuerza; en tanto disminuye, mayor es el efecto de la accion gra-
vitacional. Cuando el flujo es horizontal, la accidon del peso desaparece y con ella la influencia
del namero de Froude.

La gravedad juega un papel primordial siempre que exista una superficie libre, por ejemplo, el
flujo a través de: un vertedor, un rio, conductos de desagiie, obras de excedencias de presas o
modelos de inundaciones.

En modelos de rios o de puertos es usual que se realicen con modelos distorsionados, pues al
presentar grandes longitudes comparadas con los tirantes, no se puede respetar la similitud
geométrica, pues se llegaria a tener tirantes sumamente pequeiios y la tension superficial ya
tendria efecto.
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HIDRAULICA BASICA

Para todos los casos en donde la gravedad es la fuerza relevante, en los ensayos se debe cumplir
que los nimeros de Froude sean iguales en modelo y en prototipo, tal que

Fr,= Fr, (5.34a)

()

A partir de la ecuacion 5.34b, y dado que la aceleracion de la gravedad no varia significativa-
mente con la altitud, se puede considerar g, =g,, y la escala de velocidades resulta

Q ) [ lﬁ JI/Z

v, |1,

v, =zi/2 (5.35)
La escala de gastos es

0= AV, =L2 "

0,=1" (5.36)
En los casos en que se tenga que emplear un modelo distorsionado, se tiene que

v,=1" (5.37)

Cuando se emplea el nimero de Froude, con agua en el modelo y en el prototipo, la escala de
fuerzas queda

F,=m,g,=pl; g=1xI;x1

F=0 (5.38)
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CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

En la hidréaulica es comun trabajar con cargas de presion, por ejemplo, los tirantes en un canal
0 en un rio, o la carga sobre un vertedor. Para los casos en que el liquido sea el mismo en el
modelo y en el prototipo ( =1 ), se tiene que la escala de cargas de presion es

Pe _ F B lj

Yo Ave [2x1
Pe_y (5.39)
Ve

Las escalas indicadas en las ecuaciones 5.35 a 5.39 son exclusivas para los modelos en que se
emplea el nimero de Froude y el liquido es el mismo en modelo y prototipo.

Esemrro 5.1 Se requiere determinar la fuerza de arrastre que el agua ejerce sobre un dis-
positivo detector de sonidos que tiene forma de elipsoide de revolucion, el cual tiene
1.25 m de longitud y se desplaza en aguas profundas con una velocidad de 3 m/s. La temperatu-
ra del agua es 15 °C. Un modelo geométricamente semejante de 25 cm de longitud se prueba en
un tinel de viento de presion variable con una velocidad maxima de 30 m/s y una temperatura
de 15 °C. El tunel se encuentra al nivel del mar.

a) Se requiere determinar la densidad del aire y la presion manométrica en el tinel de viento, tal
que se pueda cumplir con la condicion de similitud del nimero de Reynolds.

b) Para las condiciones anteriores, se mide una fuerza sobre el dispositivo en el tunel de viento

de 3.5 N ;cudl es la fuerza de arrastre que se espera en el prototipo?

Solucion

a) Del problema 1.9 se tiene que la celeridad del aire al nivel del mar es ¢ = 287 m/s.
Para que no se presenten efectos de compresibilidad, se debe cumplir que en el tunel
de viento V' < 0.3 ¢, es decir V' < 86.1 m/s, lo cual se cumple. Dado que la fuerza de
gravedad no es relevante y ademas se tienen dos diferentes fluidos, la ley de Reynolds
es la preponderante en la simulacién; por lo tanto,

Vel
=1

commdey 1 omide)

¢ ojyde)

Q
=t
=
=
o
IS

¢ oymyde)




HIDRAULICA BASICA

donde las escalas de velocidades y de longitudes son, respectivamente

V,  3m/s
A L
v, 30m/s
y
L _125m
1, 025m

Entonces, la escala de viscosidades cinematicas resulta

v,=V,1,=0.1x5=0.5

De la tabla 1.6, para agua a 15 °C, v,,,, =1.14x 10" m?/s, por lo tanto, la viscosidad cine-
matica del aire debe ser

Vagua _1.14x105 m?/s

Vaire =7 5 05

=2.28x10"°m?/s

De la tabla 1.9, la viscosidad absoluta del aire es x,,,=1.79x10° N s/m*, por lo que la
densidad del aire resulta
g 1.79x107° N-s/m’

=L = 7.85kg/m>
Py 2.28x10°°m?/s g

La presion absoluta para que se tenga esta densidad se determina a partir de la ecua-
cion 1.8, en la que p,=pRT. La temperatura absoluta es 7 =273.15+15=288.15K y
R=1286.9 J/kg-K, entonces

Pay=PRT=(7.85kg/m’)x (2869 N-mvkg-K)x (288.15 K)=649kPa

270

commdey 1 omide)

¢ ojyde)

Q
e
:;
S
=
)
N

¢ oymyde)




CAPITULO 5. ANALISIS DIMENSIONAL Y SIMILITUD DINAMICA

La presion manométrica que se requiere en el tunel de viento resulta

P=Dup— Pum =0649kPa-101.3kPa= 547.7kPa

3
b) Para este caso la escala de densidades es p, = 1000kg/m”

de fuerzas resulta

85 kg =127.37, por lo tanto, la escala
m

F,=p, V2 1>=127.37x(0.1)* x(5)* =31.84
entonces, la fuerza que se espera en el prototipo es
F,=F,xF, =31.84x35N=1114N
Ejevrro 5.2 En un tinel de viento se ensaya un modelo de un torpedo a escala 1:1. Si la veloci-
dad del torpedo en el agua es de 6 m/s ;cual debe ser la velocidad del aire a presion atmosférica
estandar en el tinel? La temperatura en el agua es de 10 °C y en el tiinel de viento es de 15 °C.

Rige el criterio de Reynolds.

Solucion

De la tabla 1.7, para una temperatura de 10 °C, la viscosidad cinemadtica del agua que se
considera en el prototipo es

Vagua =1.308x10°m?/s
De la tabla 1.9, para el aire se obtiene

v . =1.46x10" m?>/s

aire
entonces, la escala de viscosidades cinematicas se determina como

v 62
v, =Yoo 1.308><105 n’; /S=0.0896
vV, 146x107 m"/s
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HIDRAULICA BASICA

La escala de velocidades se obtiene a partir de

1% =lv—e= O'Of% —0.0896

e

por lo que velocidad en el modelo resulta

(@

V o

v, =2 = O 6 07ms =
v, 0.0896 2

Esempro 5.3 Para realizar el estudio experimental de una obra de excedencias, se construyo6 el
modelo de un vertedor con una escala de longitudes 1:49. La descarga esperada en el prototipo
es O = 10000 m¥s. ;Cual caudal debe proporcionarse al modelo para simular este flujo? Si se
mide una velocidad de 1.3 m/s en una seccioén del modelo, cual es la velocidad correspondiente

g oymide)

en el prototipo? Tanto en el prototipo como en el modelo el liquido es agua.

Solucion

¢ ojyde)

En este caso rige el criterio del nimero de Froude igual en prototipo y en modelo, por lo
tanto,

Q
e
:;
S
=
)
N

)

Dado que la aceleracion de la gravedad no sufre cambios significativos entre el lugar
donde se construird el prototipo y en el que se realizara el modelo, se tiene g »=8&n> POT
lo que la escala de velocidades resulta

¢ oymyde)

Y= V2 _4912 _7
e e
Dado que en un modelo no distorsionado 4, = le2 , la escala de gastos queda

Q,=4, V,=I}"
Q,=49°"%=16 807
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por lo que al modelo se le debe proporcionar

3
0, _9p_10000m°fs _ o sos s
0, 16807

Para la velocidad medida en el modelo, la esperada en el prototipo resulta
V,=V.V, =7x1.3m/s =9.1m/s
EsevrLo 5.4 Determine la relacion entre la escala de viscosidades cinematicas y la de longitu-
des, tal que se cumpla de forma simultanea el criterio de semejanza de Reynolds y el de Froude.
Solucion

La escala de velocidades con el criterio de Reynolds es

12
V=i
y la de Froude
V,=v,/1,
al igualar ambas escalas se llega a
| =23

Evidentemente, esto es una gran limitante, ya que para un estudio con agua en el modelo y
agua en el prototipo se llegaria a que la escala de longitudes es igual a 1. Por lo que es im-
portante seleccionar la fuerza preponderante en el movimiento al realizar la modelacion.

Esemrro 5.5 La resistencia debida a las olas en el modelo a escala 1:25 de un barco es de
100 kgf cuando la velocidad en el modelo es de 1.5 m/s. Calcule velocidad y la resistencia de-
bida a las olas en el prototipo. Dado que la unidad de fuerza es el kgf, emplee el sistema técnico
de unidades.
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Solucion
Rige el criterio del nimero de Froude, por lo tanto, la escala de velocidades es
v, 21‘12/2 _75l2_5
y la escala de fuerzas resulta
F,=I>=25"=15625

La velocidad y la resistencia esperada en el prototipo son, respectivamente
V,=V.V,=5x1.5m/s =7.5m/s
F,=F,F, =15625x100kgf =1.56x10° kgf

EjemrrLo 5.6 Se va a construir el modelo de un rio con escala horizontal 1:60 y a escala vertical
1:20. Si el gasto en el rio es de 2600 m*/s, determine el gasto en el modelo.

Solucion

Dado que es un modelo distorsionado, la escala de areas es igual a

4,= lev leh

e

En un modelo distorsionado

Ve =ll/2
ey

por tanto, la escala de gastos es

0,= A4,V,=(L, 1, )xI'* =(60x20)x20"*=5366.56
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entonces, el gasto que se debe proporcionar al modelo es

9, 2600m’/s

=0.484m>/s=484 I/s
0, 5366.56

On=

Ejemrro 5.7 Las valvulas de aguja, como la mostrada en la figura, se emplean para regu-
lar las descargas en conductos que soportan altas presiones. Para estimar las condiciones
que se presentaran en un prototipo con didmetro Dp =1.9 m y sujeto a una carga de presion
hp = 125 m, se construyd y se probd en laboratorio una valvula en la cual D =0.95 m y
h =5 m. Cuando en el modelo se descarga un gasto O = 0.3 m%/s, se mide un empuje dindmico
F =620 N. Determine el gasto y el empuje dinamico en el prototipo con estas condiciones.
Tanto en el prototipo como en el modelo, el liquido es agua.

Considere que el flujo es totalmente turbulento e independiente del nimero de Reynolds, por lo
cual la ley de semejanza que rige es el nimero de Euler.

Valvula de aguja

Solucion

Dado que rige el nimero de Euler, de la ecuacion 5.26, al dividir cada término por la ace-
leracion de la gravedad, resulta lo siguiente

pgV? |, \per? ),
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13
Vo=

Las escalas de cargas de presion, longitudes, velocidades, gastos y fuerzas son, respecti-

vamente Q
s
h, 125m =
h, Sm =
D, 1.
LR EL I
0.2m

g oymide)

V,=\h, =25 =5

0,= A4,V,=I2V,=9.5" x5=451.25

¢ ojyde)

E,=p, V21 =1x5"x9.5* =2256.25

Con QO = 0.3 m’/s, el gasto en prototipo es

0,=0,0,=451.25x0.3m’/s=137.37m’ /s

Q
o
:\
o
=,
o
NS

Para un empuje dindmico | = 620 N, el esperado en el prototipo resulta

F,=F,F,=225625x60N=1.4MN

¢ oymyde)
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