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PREFACIO

Este es un programa de introduccifn al estudio del anflisis de es
tructuras isostfticas. El programa ha sido disefiado para la ense-
fAanza autodidictica de conceptos y té&cnicas claves en el trazo de
diagramas de elementos mec&nicos de estructuras isost&ticas, y
con objeto de ayudar principalmente a los estudiantesg de ingenie
ria civil a adquirir una base firme en el campo de las estructu-
ras.

Es requisito el empleo de métodos para operar con fuerzas y ob-
tener la resultante de sus diferentes sistemas en el espacio y
en el plano; sin embarge. dada su importancia, se revisan en los
capitulos 1 y 2.

El contenido del programa est& elaborado siguiendo las té&cnicas
de pfogramaci6n lineal y lineal de salto.

El orden de presentacifn de los conceptos es resultado de un
an§lisis de contenido meidiante el método Ae anilisis comportamen

tal de M. Le Xuan,
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'INSTRUCCIONES PARA EL ESTUDIO DEL TEXTO

PROGRAMACION LINEAL

Cada unidad de informacifn est8 dividida en dos partes: una que
comprende la informaci6n y la pregunta, y otra que contiene la res-
puesta correcta, la cual estd separada por una doble raya punteada;
sirve para que sepas si respondiste correctamente o no y para que
corrijas tu error. Para estudiar las unidades cubre con una tarjeta
la confirmacifn, despu8s lee con mucha atencifn la informacifn y da
la respuesta que se te solicita. En muchas unidades tendrds que cons
truir la respuesta completando espacios en blanco dentro de una ora-
cifn mediante una palabra, frase, nfimero o simbolo. Desliza la tar-
jeta hacia abajo de la doble raya y compara tu respuesta con la
CORKECTA guc alll aparece. Si tu respuesta coincide con la CORRECTA
pasa a la unidad siguiente; si no es asf, vuelve a leer la unidad
hasta comprender por qué la respuesta que se da en el programa es
la CORRECTA. Si es necesario, estudia las unidades anteriores que
tratan ese mismo punto.

Los capftulos 3, 4, 5 v 6 estdn elaborados con esta técnica.

PROGRAMACION LINEAL DE SALTO

Los capltulos 1 y 2 estén elaborados con la técnica de progra-
macién lineal de salfo, cuya funcifn principal es la de acelerar el
ritmo de trabajo de aquellos lectores gque antes de iniciar el estu-
dio del texto ya dominan parte de la informacifn que en &l se pre-
senta. En algunas unidades de esos capitulos encontraf&s preguntas

que reafirman el conocimiento de ciertcs conceptos; i va los domi-

*
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nas, tendr&s oportunidad de saltar los ejercicios en los que se
proporciona la informacifn y la prictica referente a ellos. Sin
embargo, dado gue el método vectorial y los métodos escalares pro
porcionan soluciones matemdticas adecuadas para la mayorfa de los
problemas de estructuras, es conveniente te asegures de manejar-
los perfectamente, revisando las definiciones y eperaciones fun-

damentales.

El presente p.ugrama ha sido disefiado para que aprendas por ti
mismo en un tiempo promedio de 20 horas.

Elige un lugar tranquilo para estudiar y hazlo durante periodos
d« 60 minutos aproximadamente., Al terminar cada capftulo resuel-
ve totalmente el examen o serie de ejercicios correspondientes y
después verifica tus respuestas; cada una vale un punto. Si tu
calificaci6n es de 85 por ciento, o mayor, repasa los temas en
los cuales te equivocaste; si la calificacifn es menor, estudia

nuevamente todo el capitulo.



CAPITULO

Revisién

CAPITULO

Revisidn

CAPITULO

v

CONTENIDO

OPERACIONES CON FUERZAS

RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS

EN EL ESPACIO Y EN EL PLANO

INTRODUCCION AL ESTUDIO DEL EQUILIBRIO

DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS EN EL ESPACIO

Ecuaciones escalares de equilibrio de un sistema de fuerzas espa

ciales

Estructuras isostiticas en el espacio

- C8lculo de reacciones en estructuras isostéticas en el espacio

CAPITULO 4. EQUILIBRIO DE ESTRUCTbRAS ISOSTATICAS EN EL PLANO

Ecuaciones escalares de equilibrio de un sistema de fuerzas en

el plano

Estructuras isostiticas en el planc

C&lculo de reacciones en estructuiras isostiticas en el plano




CAPITULO 5. DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS EN ESTRUCTURAS
ISOSTATICAS EN EL PLANO

Nuevas convenciones de signos para el equilibrio de estructuras

isost&ticas en el plano

Trazo de diagramas de fuerza cortante, momento flexionante y

fuerza normal en estructuras isostiticas en el plano

CAPITULO 6., ESTUDIO DEL EQUILIBRIO DE ARMADURAS ISOSTATICAS EN
EL PLANO

Armaduras isostdticas en el plano

Equilibrio en armaduras isostiticas en el plano por los m&todos

de los nudos y de las secciones



CAPITULO 1.

VI

OPERACIONES CON FUERZAS

Objetivos:

1.1 Explicards qué es vector

1.2 Distinguirds las diferentes clases de vectores

1.3 Sumaris y restarfs vectores

1.4 Calcularis el producto de vectores por escalares

1.5 Representar8s vectores en funcién del vector uni
tario

1.6 Representaris vectores en funcibn de una base
ortogonal tridimensional de vectores unitarios

1.7 Calcularis el producto escalar de dos vectores

1.8 cCalcularis el producto vectorial de dos vectores

1.2 cCalcularis el momento de una fuerza respecto a
cualgquier punto en el espacio

1... Calcularis el momento de un par respecto a cual
quier punto en el espacio

1.11 Transportarfs fuerzas de un punto a otro en el

espacio
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1.1 -VECTOR

Es una cantidad determinada por el conocimiento de un médulo, una

direccifn, un sentido y, si asi se requiere, un punto de aplicacién.

Vayamos por partes; estudia con mucha atencién:

VECTOR. Es una cantidad determinada por el conocimiento de:

1. Un , Se representa analfticamente con un nfimero ma-
yor o igual a cero; geom&tricamente, con un segmento devrecta a

escala. Esto implica un origen y un extremo.

= o ——————— T = > L Y = -

2. Una , llamada tambié&n lfinea de accidn, se representa
analfticamente con la ecuacién de una recta y grificamente, tra-

zando la recta.

direccién

et " o ~ o > o T — - -

3. Un . Se representa analfticamente con el signo (+) 6 el

(-), geomé&tricamente, con la cabeza de una flecha.

"sentido

e o e - e e o e e o S - T = " = = "

4. Un ' , Se representa analfticamente por

las coordenadas de un punto y geométricamente, trazando el punto.

punto de aplicacifn

O et e e ok S i e e Y . St e A P = e . AN o S A e o - = T - i S S o e




La siguiente figura representa un vector, identifica su m6dulo,

direccibén y sentido.
v
v

P

1.2 Ahora, vamos a estudiar las Aefiniciones de las tres diferentes

clases de vectores que existen:

a) Libres. Se pueden mover libremente, pero conservando su direccién
y sentido. Se pueden trasladar paralelamente a si mismos.

b) Deslizantes. Su linea de accién es fija. El vector s6lo tiene 1li-
bertad de movimiento sobre &sta.

c) Fijos. Su linea de accibn es fija y est8 aplicado a un punto fijo.

Escribe las definiciones anteriores.



Dibuja un vector libre, uno deslizante Y uno fijo.

v
/ // s
P ”~
- < Pl < i
/ P
Vecror /ibre Vector ges:.izante

P (ounto fijo)

vecror fijo




Si sabes calcular la suma de dos o m&s vectores, pasa a la pﬁg 1-8.
Si no te acuerdas, estudia con mucha atencién lo siguiente:

1.3 Para sumar vectores, contamos con la LEY DEL PARALELOGRAMO, que
establece que la resultante, R, de dos vectores, P y Q, es la dia-

gonal del paralelogramo en el que P y Q son lados adyacentes.

Observa la figura

Los tres vectores concurren en el punto .

0

En otras palabras, suma o resultante de dos vectores P iHQ. es
otro vector R.

Observa la figura

B
‘iilis 4'15

0

R se obtiene trasladando el origen de 0 al extremo de P, y uniendo

el origen de P con el de Q

extremo
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Lo anterior se puede aplicar a la suma de mifs vectores; s6lo hay que
sumar sucesivamente de dos en dos.

Por ejemplo, si se desea sumar tres vectores: Qv S, lo primero
que se debe hacer es sumar do3 de ellos, y el resultado, que es otro

, Se suma con el tercero.

Sean tres vectores, P, Q y 3, mostrados en la siguiente figura. Ob-

tén la resultante de la suma de estos.




Si sabes calcular la diferencia de dos vectores, pasa a la p4g 1-9,

Si no te acuerdas, lo que sique te serviri de repaso.

La diferencia de dos vectores A y B, que se representa analftica-
mente por A - B, es otro vector D.

Observa la figura

Este vector D es tal, que sumado al vector . produce el vector

- - - o i s e - e e = e = = = - A - - —

La diferencia de vectores es un caso particular de la

~

se conoce como la LEY DEL TRIANGULO.

suma

- - - - - ——— ———————

En el caso en que A = B, el vector A - B se llama vector nulo o

y se representa por 0.

cero




{Sabes calcular el producto de escalares por vectores?

Si lo sabes, pasa a la padg 1-11. Si no te acuerdas, repasa lo
siguiente:

1.4 El producto de un escalar a pov un vector A es otro vector
oA con ias siguientes caracteristicas:

a) Su médulo es |a] veces el de .

b) Su direcciébn o linea de accién, es la del vector

c! Su sentide es el mismo u al de K, segln sea a positivo
2 negativo.




Observa la figura

modufo de /

” A Py
modulo de & A

Si el escalar es cero, el vector que se multipligue por este es-

calar seri el vector .

o - 4" > ] " " T T s = " " - I 0 = i Y W o S o

Pasa a la p&gina siguiente



RESUMEN

Podemos resumir las operaciones de suma, resta Yy multiplicacién de
vectores por escalares por medio de las LEYES DEL ALGEBRA VECTORIAL.
Si P, Q y S son tres vectores, y u y § dos escalares, se exige que
P+0=0+FP

P+ ((@Q@+5 =(P+0 +3

Q
o
+
ol
]
2
Yo
+
2
[o]

=]
o
Z
o
I
=]
e
™
|
-

Ejercicio.~
Verifica las siguientes LEYES DEL ALGEBRA VECTORIAL en forma gr&fica

(la soluci6n estd er: la p&gina siguiente) .

1YP+Q0=0+7
2) P+ Q+R =(F+d) + R

3) a(P + Q) = oP + ¢Q {considera en este caso a>1)




P+(O+R)=(P+Q) +R

L(P+0Q)=dP +dQ

Recuerda que a es cualquier nGmero REAL, y las leyes anteriores
rigen para vectores LIBRES.

Lo que sigue es importante; estidialo con mucha atencién.



1.5 VECTOR UNITARIO

Lo que caracteriza al vector unitario es su m8dulo, el cual es la

unidad

Un vector P se puede repregsentar con el producto de su médulo por
un vector , a, con la misma direccifn y el mismo sentido

de P.

Entonces, si P es el m6dulo del vector P y a es un vector unitario

con la misma direccién y el mismo sentido de P, queda:

1.6 3BASE ORTOGONAL TRIDIMENSIONAL DE VECTORES UNITARIOS

3ean tres vectores unitarios llamados I, j, k contenidos en los ejes
X, ¥, Z respectivamente, de un sistema derecho de coordenadas car-
tesianas.

El sentido de estns vectores es el mismo del eje quz les correspon-

de.

~1




Comentario:

si al tomar un tornillo de rosca derecha, su eje se hace coincidir
con el eje Z y, gir&ndolo desde el eje X al Y, avanza en sentido
positivo del eje Z, tendremos un sistema derecho de coordenadas
cartesianas.

8i como consecuencia, el eje del tornillo coincide con el eje X,
se tendr& que girar desde el eje Y al Z para que su avance sea en
sentido positivo del eje X.

Si su eje coincide con el eje Y, se tendr& gue girar desde el eje

Z al eje X para que su avance sea en sentido positivo del eje Y.

Un vector P en el espacio de tres dimensiones se puede representar
con su origen er el correspordiente origen de u:: sistema de coorde-

nadas trirrectangulares como:

Donde Px 1, Py J y Pz k se llaman VECTORES COMPONENTES de ¥ a lo

largo de los ejes respectivamente.




Los escalares Px, Py y Pz se llaman COMPONENTES del vector -
; 2
1 ———————
) Su m6dulo es
4

Observa que Px = P cos 8x
Py =
Pz =
1 Py = P cos 8y ; Pz = P cos 0z
1 i
| 3




En particular, un vector cuyo origen es el de un sistema de coor-

denadas trirrectangulares y cuyo extremo es un punto (x,y,z), se

llama VECTOR
T
con m6dulo:

T

DE POSICION, y se escribe:

= w1 + yJ + 2k

FUERZA

Es la accifn de un cuerpo sobre otro. Es causa de la producciér o mo-

dificaci6n del movimiento de un cuerpo en la direcci®n de =su accién

sobre &1.

Analiticamente, se representa con un .

—— e o e

vector

o s T . P =~ o = ¢ i o o . - T o 2R S e o o St o o A o T T &

Escribe la definicién de fuerza.



Ejemplo 1.-
Expresar el vector F que representa una fuerza de 68 kg, que a
partir del origen llega hasta el punto E(6,10,7), en funcifn de

los vectores unitarios I, 7 y k.

. \
v, VRN |
I’ ‘< v
’ ,' ]
I' 4 !
’ /’ ]
’ ]
AU R 6,10, |
] F 1
] o 1
t 7
' rd
4
' F.r Fesis -
i L7
: ’
£

Solucién:
Si se desea llegar a la expresibn
F=FI+Fy3J+ Fzk,

el primer paso es la obtencibén del m6dulo del vector F; calcfilalo:

F =/6° + 10° + 77 = 13.6 unidades de longitud




Este m6dulo representa una fuerza de 68 kg; si se 2iviidan los 68 kg
entre 13.6 unidades de longitud, nos queda que cada unidad del mé-

dulo del vector representa - .

- o e A s S = e T = > . = - " B P = - - = = e . = = o -

Por tanto:

1y
£
]
-]
[=}
=]
E
»
[=1
o
1]
o]
[¢]
o]
wu
bl
el
~
[
=]
[
o
o
[}
[}
W
o
t3
n

%)
N
n

e
]

- e - - - - e s e o s e e ot

F = 30T + 507 + 35k (kaq)

> o s > e . s 2 e . o e . . e Bk e S e e W - 4 o — ———
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Comentario:
Con este, se quiere aclarar que el mSdule del véctor es, como ya se E
dijo, unai;imensiﬁn Y que a su vez puede representar el valor de una
fuerza.

Por consiguiente, si estamos tratando con fuerzas, en lugar de decir

que el m6dulo del vector ¥ es de 13.6 unidades, decimos que el mf-
dulo del vector F es de 68 kqg.

Ejemplo 2.-

éDe qué otra manera se puede llegar al resultado del ejemplo anterior?
Solucién:
Obtengamos los componentes del vectcr F:

Fx = P 208 9x

Fy

Fz = F cos 6z

F cocx 9y

Para lograrlo, necesitamos conocer: cos 6x, cos 0y y cos 0z; que éoh
los cosenos directores del vector F.

Por tanto

cosex=n6—-g
cos 8y =
cos 8z =
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Entonces, los componentes del vector F, considerando su m&dulo -u-

mo fuerza, son

Fx=681—6§—6-=30kg
Fy=
Fz =

o e 2 e 2 e i e e e i o . i e A Sy o . S . o T e = = = o = T " o By e o

Ejercicio.-

Expresa el vector F que representa a una fuerza de 99 kg que a par-
tir del origen-llega hasta el punto E{3, -8, 5), en funcién de los
vectores unitarios I, J y k.

Cuidado con los signos

- s o e i e e o o s e e B

F = 3017 - 807 + 50k (kg)




PRODUCTQ ESCALAR O INTERNO

Si va sabes calcular el producto escalar de dos o mds vectores, pa-
sa a la pég 24.

Si no te acuerdas, estudia con mucha z“encifn 1o sigquiente:

1.7 Si A y B son dos vectores su producto escalar o interno se de-

fine como el producto del médulo de A po- 21 médulo de B y por el

COSENO del &ngulo 9 menor que forman entre sf.

Analiticamente el producto escalar o itnerno se escribe:

J

wi
"

(0 < o < 180°)

é Como A, By cos 8 son escalares, entonces el producto escalar o in-
terno de dos vectores es un .

AR-(B+C) =RKRB +&C
(R + B)'(C+D) = AC+A-D+BC+ BD

a(A*B) = (aA)+B = A-(aB)

J si 6=90% cos9=0, por tanto, si dos vectores son perpendiculares, su E

producto escalar o interno es .
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k"‘“x..,\ﬁ

Entonces

cero

Si 0=0° cos 6=1, por tanto, si ub vector se multiplica escalarmente
por si mismo, se obtendr&

AR-R-=

2

K-R=AA (1) = a2 = ax? + ay? + az?

Y el producto escalar de los vectores unitarios por sf{ mismos serd

iguoal a .

Esto es




Ejemplo.~-
Calcular el producto escalar o interno de los vectores
AR=37-43+5% y B=2T+5]+%k *

Solucifn:

A°B = (31 - 457 + 5K)- (21 + 55 + k)

™|
wi

.

= 3T- (2T +55 + k) - 45 (2T + 57 + K) + 5k- (21 + 57 + k

Recuerda que:

[
[
]
#
i

(=]

Ejercicio.-
Calcula el producto escalar o interno de

A=-21+ 35 -k

=]
1

47 + 57 - 2k
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Ejercicios.
St X=31 +43 -5k y B=21- 37+ 4k
a) pibuja una figura que represente a los vectores A y B

"b) Calcula & + B

+

c} Calcula A

)
wi

W

4} Calcula A-



Respuestas

a)

/

x ety Ly
: S o \,,»"
il . —
L . ’
v \
v . \ K
_____ -~ -~

b) A

b
+
wl
]
b
+
e

)
x|

]|

1
]

]
=
+
~
[

|
]
~

c)

-26

o
o)
]

d) A

Pasa a la pAgina siguiente.




PRODUCTO VECTORIAL O EXTERNO

Si sabes calcular el producto vectorial de dos vectores, pasa a la
pag 29.

Si no te acuerdas, estudia con mucha atencifn:

1.8 El producto vectorial o externo de dos vectores, Ay B, es otro

vector, P, con las siguientes caracterfsticas:

Su m8dulo es el producto de los m6dulos de los vectores A y B por

el SENO del &ngulo 8 menor gue forman entre sf; entonces,

Su lfnea de es normal al plano formado por A y B.

accidn

Su sentido de avance es el de un tornillo de rosca derecha cuando
se le hace girar de A hacia a través del &ngulo menor gque forman

entre sfi.

Si @ es el vector unitario que da la direccién y sentido de P, enton-

ces P, analfticamente, se escribe:

o
[
>
%
w
I
o
|A
<@
A
o
@
=
o



[

Se exige que el producto vactorias sumcla

AxB=-8BxaA

Dibuja en 1a figura el sentido de A x B v ei de B x R

siendo I, § y k ortogonales
ixIi=3x3=kxk-=

cero (recuerda la definicidén de vrcducto vectorial)




También, si i, j y k son ortogonales

ix3i=k%k

Fx k=

kx7T-=

Fxk=1; KxT1I=7 (recuerda que el sistema de ejes que se escogié

R=rRx T+ R 3 +Rzk

0
]

*

=

i + Sy j+szk

4
y
=

RxS=|Rx Ry Rz

Sx Sy Sz

Pasa a la »igina siguiente



Ejercicio.-

Sean R=Rx 1+ Ry J+Rzk y S=8SxI+8y3F+szk
entonces
RxS=(RxIi+RyJF+RzK)Xx(SxT+5y3F +5zk)

Desarrolla el producto y agrupa en términos de 1, J y K.

Se asegura gue

T 3 k
RxS=| R Ry Rz

Sx Sy Sz

Veriffcalo desarrollando el determinante.




TSy T

E. - conceptos son Ruy importantes

1 MOMENTO DE UNA FUERZA

S. :ma fuerza F = Pxi + Pyj + Fzk y

I + yj + zK el vector de posicién respecto al origen de un

21

s_vzma de coordenadas de tres dimensiones de un punto P contenido

el .a linea de accibén de la fuerza F.

Ob:z:rva la figura

AZ

S TSy

]
]
'y
o'
i
[}

[
[]
]
L)
N

_’r

Se :=fine momento, M, de la fuerza, F. raspecto al ORIGEN de un siste

n: = coordenadas trirrectangular como

o e



Desarrolla el determinante y agrupa en términos de i, Fy k

M= (Pz'Y - Py-2) T - (Fz-X - Px*2) 7 + (Fy'X - Fx*Y) k

También M se puede escribir como,
M = MxI + MyJ + Mzk

Por tanto

&

Mx = Fz"Y - Fy-2
My = -(Fz-X - Fx+2) = Fx+2 - Fz-X
Mz = Fy-X - Fx-Y
donde Mx, My y Mz son los momentos de los COMPONENTES de F respecto

a los ejes X, Y, Z, respectivamente.

Entonces, el momento M gueda

=l
"
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Estudiemos los componentes de M:

Mx = Fg°Y - Fy-2

Esto indica que el momento alrededor del eje X es la suma algebrai
ca del componerte por su brazo de palanca ¢ Vv el componen

te per su brazo de palanca -

¥z, Y, Fy, Z.

Fz-Y resulta positivo y Fy-Z negativo, como consecuencia de la con-
vencifn del .

tornillo de rosca derecha.

My = Fx°Z - Pz-X

O sea, que el momento alrededor del eje es la suma algebr&ica
del Fx por su brazo de palanca y el componente
por su X.

¥, componente, Z, ¥,, brazo de palanca

Log signos, son consecuencia de la

comrencifn del tornillo de rosca derecha.




Mz = Fy.x - Fu-Y

Esto muestra que el momento del eje Z es la suma alge-

briica del componente por su brazo X y el com

ponente Fx por su brazo de palanca Y.

alrededor, Fy, de palanca

Ahora, partiendo de la siguiente figura, obtén los componentes, Mx,

My y Mz. Recuerda la convencifn del tornillo de rosca derecha.

/] 2l
,1 ,l:
. , ,
AAZ' P R VN
! i ]
' |
:':-Z f : 1
] ]
[l ) !
' ) ) .
. P )
; o,
1 : F-V 1) ’
F ) _5{ _______ [
]
\z
) 4 - g Y
t 4
[
T
1,7
y
X
Mx =
My =
Mz =
Mx = F_.Y -~ Fy-2

Mz = Fy'Z - Fy'Y




INTERPRETACION GEOMETRICA DEL MOMENTO DE UNA FUERZA

Estudia con mucha atenci6n la siguiente figura

A z Aboa de accion de F

M

El producto vectorial M = T x F es un vector cuyo m8dulo es
M = 0 < @& < 180°



g2 se pueve esiribuir come

M = F (r sen 3}

Im

Ern donde, siendo r el vector de ] de un varve caeatgul

ra de la de la fuerza F, necesariamen-—

te el producto r sen ¢, que puede escribirse como r cos (90-4), es
siempre igual a la distancia que es perpenrdicular a la lfnea
de accidén de la fusrza F.

fu

posicidn, linea de accidn,

En resumen:

El momento de una fuerza respecto a un puntzo es igual al valor de

la por la menodr que los separa. B
fuerza, distancia E




Estudia con mucha atencidn:

PAR

Se define como PAR, a dos fuerzas que cumplen con las siguientes

caracteristicas:

Sus m6dulos, iguales.

Sus lfneas de accibn, paralelas entre sf.

Sus sentidos, opuestos entre si.

Observa la figura

i Z / ’
s -

i

]

)

ST

-_—y

X

.10 El momento P, de un par con respecto al origen de un sistema

§e coordenadas trirrectangulares, se define como la suma de los mo

entos producidos por las dos fuerzas que constituyen el par.

or consiguiente

|
n

?lx F




Entonces

|

P = r, x - r, x
Ahora, al recordar gue

(T+0) x§=Tx§+

el momento de un par respecto al’q;igen de un sistema de coordena-

das trirrectangulares queda ;’//

| is(?l—'fz)x‘ﬁ,f/

/
INTERPRETACION GEOMETRICA DEL MOMENTO DE UN PAR

Estudia con mucha atencidjkla siguiente figura

‘_Z K ’ b 4
7 ’
[
/
F
< JF
3 o
“%
7 2 ’
7 /
'
o Il 7 ’—'r

X

Por la ley del trifngulo, el vector C es

E:




P.- tanto

P=CxTF

Er-snces, el m6dulo o valor de P es

P = 0< 8 < 180°
P =CFsen 8 =F (C sen 8) 0< @ < 180°

Pc: consiguiente

P=FDb
la zcuacibn anterior indica que el m6dulo del momento de un par es
el del vector F multiplicado por la distancia ____ que

setara a las lineas de accibn del par.

Esz: quiere decir que, si la distancia b permanece constante, el
mb6i:lo del momento de este par con respecto a cualquier punto en

el a2spacio, es siempre el .




MUCHA ATENCION

1.11 TRANSPORTE DE FUERZAS
Sea una fuerza F actuando en un punto R en el espacio gque deseamos
transportar a otro punto Q

Observa la figura

‘ |
@T ®
| }
| F
| |
IL 4

Dibuja en la figura una fuerza con las mismas caracterfsticas de
F actuando en el punto Q

!
® !
I
. ®
4
F
]
' 1
T 1 T
A ! o




Ahora, dibuja en la siguiente figura otra fuerza aplicada en Q tal

que, sumada con la anterior resulte el vector nulo.

z | |

Observando la figura, apreciamos que la fuerza F actuando en R, no
se ha alterado por la presencia de laé otras dos actuando en Q,

puesto que su suma es igual a .

cexo




Pero, lo que deseamos es que la fuerza F actfie en Q. Por consi-
guiente, para que la fuerza F actuando en el punto Q sea equivalen
te a la fuerza F actuando en el punto R, se debe considerar el PAR

formado por las fuerzas en Qy en R.

Observa la figura

“

Entonces, la fuerza F aplicada en el punto R es igual a la misma

aplicada en y un PAR, P =

fuerza, Q, P = F x C.
Suponiendo que b es la distancia menor entre las fuerzas, el valor L
del PAR ser&: P =




EXAMEN

1.- Define lo que es vector
2.~ ¢(Cuintas clases de vectores hay y cuales son?

3.- Sean A = 3T + 43 - 5k; B =31+ 67 + 8k; C=~-1 + 5] + 4k

Calcula:

En los sigientes ejercicios, los componentes de los vectores estdn

dados en ton y las coordenadas en m

4.- Calcula el momento respecto al origen de la fuerza

F = 10T + 207 + 15k, que pasa por el punto (3,4,5)

S.~ Calcula el momento respecto al origen de un par que se consti-
tuye de la fuerza F = 5T + 107 + Sk actuando en el punto (3,2,4)

y la fuerza -F = -5T - 107 ~ 5k actuando en el punto (5,4,6).

6.- Transporta la fuerza F = 10 1 + 20 J + 15 k que actfia en el

punto (5,5,5) por su equivalente aplicado en el origen.



Respuestas

1.~ Es una cantidad determinada por el ccnocimiento de un médulo
una direccién, un sentido, y si asf se requiere, un punto de
aplicacién.

2.- Hay tres clases: libres, deslizantes y fijos.

3.- A+ B) + T =57 + 155 + 7k
(A - B) = -2F -13k
(A-B) € = 71 - 355 - 28k

R-(A+B) = 43

(8 + B) x T = 257 - 277 + 40k

4.- M = ~407 + 57 + 20k (ton-m)
T.- M =101 - 10k (ton-m)
6.- F = 10T + 207 + 15k (ton)

P =-25T - 255 + 50k (ton-n;)







CAPITULO 2. RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS EN EL ESPACIO
Y EN EL PLANO

Objetivos:

2.1 Explicaris de qué se compone un sistema de
fuerzas espaciales concurrentes

2.2 Explicar8s de gué se compone un sistema de
fuerzas espaciales pa;alelae

2.3 Explicarfs de qué se compone un sistema de
fuerzas espaciales no concurrentes ni para
lelas

2.4 Calcularfs la resultante de un sistema de
fuerzas espaciales concurrentes

2.5 Calcularfs la resultante de un sistema de
fuerzas en el plano concurrentes

2.6 Calcular8s la resultante de un sistema de

- fuerzas espaciales paralelas

2,7 Calcularis la resultante de un sistema de
fuerzas en el plano paralelas’

2.8 Calcularis la resultante de un sistema de
fuerzas espaciales ni concurrentes ni pa-
ralelas

2.9 Calcularfs la resultante de un sistema de
fuerzas en el plano ni concurrentes ni

paralelas







RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES

La resultante de un sistema de fuerzas espaciales se compone de:

a) Una fuerza R=IF, donde IF representa la suma de
todas las del sistema.

b) Un momento ﬁq=zﬁ, donde IM representa la suma de

los de todas las fuerzas del sistema respecto a

un punto determinado.

vectorial, fuverzas, vectorial, momentos

Por consiguiente, como primer caso para determinar la resultante de
un sistema de fuerzas espaciales, se debe distinguir a gué& tipo de

sistema pertenece, los cuales se agrupan en:

1) Sistema de fuerzas espaciales concurrentes
2) Sistema de fuerzas espaciales paraielas

3) Sistema de fuerzas espaciales ni concurrentes ni paralelas

Si sabes distinguir entre los diferentes sistemas de fuerzas a qué
tipo pertenece, o sea, puedes explicar de gu& se compone cada uno

de ellos, pasa a la p&g 2-10.

Si no lo sabes, se te dar§ toda la informaci%n que necesitas, seri
cuestibfn de minutos. Pasa a la siguiente p&gina y estudia con mu--

cha atencién.
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2.1 SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES CONCURRENTES

Se compone de fuerzas Jue sSe cortan en un punto com@n, llamado de
concurrencia.

Observa ia figura

o |

iy

’
*
'

[P

X

Rl sistema de fuerzas espaciales representado en

1la figqura, vos muestra un sistema de cuatro fuerzas en el espacio,

concurrentes al punto .

concurrentes, P

Dibuja, sobre la figura, todas las fuerzas que quieras, sin olvidar
que todas las 1lTneas de accibén deben cortar el punto P para que el
sistaa siga siendo de fuerzas espaciales .

concurrentes




SISTEMA DE FUERZAS EN EL PLANO CONCURRENTES.- (caso particular)

Se compeone de fuerzas contenidas en un que se cortan en

un punto llamado de .

Observa la figura.

Z“
| F
%
L P (0.y,2)
_ 0
‘ 5
0 ] =y

plano, concurrencia

Por tanto, los vectores que representan a estas fuerzas pertenecen

a la clase de .

- - - et it e > i = = Y - . = S o

deslizantes

N - -




2.2 SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES PARALELAS

Se compone de fuerzas que se cortan en el infinito.

Observa la figura

Un sistema de fuerzas =spaciales debe cumplir con

la condicidn de que todas las fuerzas que componen a este sistema

sean entre si.

paralelas, paralelas
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Por comodidad, cuando tratamos con un sistema de fuerzas espaciales
paralelas, hacemos que el eje 2 de un sistema de coordenadas rectan
gulares sea paralelo al sistema de fuerzas, con la ventaja de cono-

cer el de éstas en forma automitica.

sentido

SISTEMA DE FUERZAS EN EL PLANO PARALELAS.- (caso particular)

Se compone de fuerzas contenidas en un que se cortan en

el .

Observa la figura

. Zl
' )
r +
F (=) } !
3 —
(- (+) (+)
5 5
3

- - — —— - —— s oy - ——— -

plano, infinito

- - e e -

Los vectores que representan a estas fuerzas pertenecen a la clase de

deslizantes




2.3 SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES NI CONCURRENTES NI PARALELAS

Es el sistema m&s general, puesto que las fuerzas no son todas con-
currentes ni todas paralelas.

Observa la figura

B
Z)\ A "

>
LW
= N
|
o)
~

- ——— g
p -]

./

>

X

En la figura, se muestra un sistema de cinco fuerzas en el espacio

donde son todas ’ .

no, concurrentes, ni paralelas

- > o i e e = = T " A =t o " s " " = " o = s "~ o o

Escribe en la figura las coordenadas de los puntos (en centimetros)

donde las lineas de accibn de las fuerzas cortan los planos X-Y,



Fl A(3.5, 0, 4.5), B(0, 7.5, 7.0) ; _F-z B(1.4, 3.0, 0)
‘F‘3 A(2.8, 6.0, 0) i F, A(2.5,12.0, 0) , B(0,5.1,7.0)
‘fs A(1.4, 0, 2.5)

SISTEMA DE FUERZAS EN EL PLANO NI CONCURRENTES NI PARALELAS.- (caso
particular).

Se compone de fuerzas Y,

son todas .

Observa la figura.

La lfnea de accién de cada fuerza estd dada por un punto, y por el

dngulo menor que forma con el eje Y.

contenidas en un plano, no, concurrentes ni paralelas

s e o o o Sy ot e Y o e o e o S . e e e T o e S = S o = - - = A >
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Ejercicios.-
1) Explica, brevemente, de qué se compone un sistema de fuerzas es-

paciales concurrentes. -

.

Se compone de fuerzas que se cortan en un punto comfn llamado de
concurrencia. Los vectores que representan a estas fuerzas pertene-

cen a la clase de deslizantes.

2) Explica, brevemente, de qué se compone un sistema de fuerzas es-

paciales paralelas.

Se compone de fuerzas gque se cortan en el infinito. Debe cumplir con
la condici6n de que todas las fuerzas sean paralelas entre sf. Los
vectores gque representan a estas fuerzas pertenecen a la clase de

deslizantes.
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3) Explica, brevemente, de qué se compone un sistema de fuerzas es-

paciales ni concurrentes ni paralelas.

o e e 0 = i o e Y Y o i W o A o B e = - e WA e P oy e S - . S e o= e g o (0 e v P e S e o

Es el sistema m&s general, puesto que las fuerzas que lo componen no
son todas concurrentes ni paralelas. Los vectores que representan a

estas fuerzas pertenecen a la clase de deslizantes.

Si ya sabes obtener la resultante de un sistema de fuerzas espacia--

les concurrentes, pasa a la p8g 2-z1.

Si no, pasa a la pSgina siguiente,




2.3 RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES CONCURRENTES

La resultante de un sistema de fuerzas espaciales concurrentes, es

una UNICA .

Esta fuerza esti representada por un vector deslizante cuya lfnea de

accifn debe cortar el punto de .

concurrencia

ATENCION

El vector puede ser el NULO

OBTENCION DE LA RESULTANTE
si R=:F,
Rk T + Ry 3+ Rzk=1IFx T+ Fy J+IF2k

por tanto,




Donde las escalares Rx, y ; que son los componentes

del vector R, son las sumas de los respectivos en

los ejes x, y, 2z, de TODOS los vectores T.

Ry, Rz, componentes

Su direccién es
cos 08x=IFx, cos 08y= , COs 6z=
= . _—

donde 6x, y son los &ngulos que la resultante R forma con

los ejes x, y, z, respectivamente.

sentido.
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Ejemplo.-
Obtener la resultante del siguiente sistema de fuerzas concurrentes
en el ORIGEN de un sistema trirrectangulzr derecho. La posicifn de

las lineas Ae accifn, médulos y sentidos, se muestran en la figura.

2] # (4,6,8)
s
Fi =30k ,/ '
Fe 280Xy / X
Fy=43kg /' '
i :
--------- P paar Y
. ’,/' S ,
5. o .’
. /‘( \ : .
A Lo
s S , v
3,-2,-0e """\~ ot
\'5 :
x \
2 (1,3,-5)
Solucibn.-

Comc primer paso, obtengamos los componentes de los vectores F.

R T R/

Para F,, L.= '4%+ 6%+ 8%  =10.77

1 1 v

-4 - = -
cos 6x 10,77 =0.3714 le—30kg (0.3714)=11.14kg
cos 9y = =0.5571 F,y= =16.71kg
cos 8z = =0.7428 Fl," =22.28kg

6 - 8 R 30kg (0.5571), 30kg (0.7428)




Para F, ,

Fox~10-14kg, F, =30.42kg, F,,=-50.67kg

y=—24.05kg, F z=—12.03kg

3

‘Ahora, obtengamos el m&dulo de la resultante

Fx=F1x+F2x+F3x=57T36kg'




Solo resta conocer su y su + para deter

minar nuestro vector resultante.

direccibn, sentido

Obténlos
cos 6x=0.7763 6x=39,07°
cos 6y=0.3123 0y=71.80°

cos 682z=-0.5475 82=123.20°

La direccifn esti dada por los &ngnlos, 6, obtenidos a partir de los

cosenos directores de la del vector

resultante.

1lfnea de accibn

El sentido estd dado por los de los cosenos directores,
observa que el cos 6z, resultd , por tanto, el &ngulo

862z es mayor de 90°y se mide a partir del eje Z hacia el plano X-Y.



2.5 RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS EN EL PLANO CONCURRENTES

La resultante es una fuerza, representada por un vector

deslizante cuya linea de accién debe el punto de

El vector puede ser el vector

dnica, cortar, concurrencia, nulo

OBTENCION DE LA RESULTANTE
Si R=:F
Rx T + Ry 3+ Rzk = Fx I + tFy J + IFz k
pero en el caso 2e un sistema de fuerzas en el planc, y en particu-

lar del plano y-z, no existe componente en el eje x, por tanto

Entonces

Ry = LFy = L(F cos #8y)

-]
N
1]




Donde los componentes Ry y Rz del vector R son las sumas de los

respectivos en los ejes Y y Z de todos los

vectores F.

- - -

componentes

Su médulo es

R =JQ;Fy)2 + (th)zl

La direccifn de la lfnea de accién del vector que representa la
fuerza resultante, se define perfectamente si conocemos el Sngulo
menor que forma con el eje, el cual se obtiene en funcién de sus
componentes.

Por consiguiente

tan 9y =
tan oy = %%%

Por filtimo, el sentido de la fuerza resultante estf dado por el

de la del 4&ngulo.

signo, tangente




Ljemrplo.-
Obtener la resultan
curren en el puntc

médulos y sentidos,

te del siquiente sistema de fuerzas que con-
(0,4,3). La posicién de las lineas de acciédn,

Se muestran en la figura.

z)
&“s)mg
F,= 20¢on
Fe= 1 Ston 1
Fy= 50 ron I
Fe= 25 ron
,»/,/
s , =y
0
F’
) |
J % (5,-3)

Solucién.-

Obtencidn de los co

, , L
Fio L=/(6-0)% 4 (5-3)2 _ 5 g2
cos by = w220 = 0.7071 .. P, = 20 (0.7071) = 14.142
cos.. Z7.828 . T . -44< ton
COs “z = gen &y = . Flz =
sen fy = 0.7071 Fi, = 14.142 ton

mponentes de las fuerzas.

i g e RO UM



4 -

F)

F2y = ~12.863 ton, P2z = 7.717 toq
F3

FJY = 8.2 ton, F3z = -49.3 ton
Fy

FQY = =20 ton, F4z = =-15 ton
Ahora,

R =,[():Fy)2 + (zF2)° =

IFz _ : _
tan 8y = g5 T —————— = 8y =

La resultante gueda
R = 43.726 ton, tan oy = 4.0339

8y = 76.077°, &ngulo gue forma su linea de accibn con el eje y.




2-21

Ejercicios.-

Obtén la resultante de los siguientes sistemas espaciales, con—
currentes en el ORIGEN de un sistema derecho de coordenadas rec
tangulares: .

1

F,

F
3

1. ¥?, = 20 kg, Q, (2,2,2)

40 kg, Q, (0,3,3)

15 kg, 03 (4,0,0)

-

R = 26.547 T + 39.831 F + 39.831 k, R = 62.272 kg

L

64.76°

cos 6x = 0.4263 , 6x
cos ey = 0.6396 , 6y = 50.23°

cos 6z = 0.6396 , 0z 50.23°




2. F, = 20 ton, Ql (0,3,4)
F2 = 10 ton, 02 (0,3,-4)
F3 = 18 ton, Q3 (0,-4,0)
F4 = 8 ton, Q4 (0,0,-2)

La resultante es el vector nulo, por tanto, es CERO.



£ =20m0n

F. = 100N
32 /C %Jl £, < 1510

N,.
Fys 7,071 ton

& =1Fton

La resultante es el vector nulo.

Si sabes obtener la resultante de un sistema de fuerzas espacia
les paralelas, pasa a la pag 2-37.

Si no, prasa a la pidgina siguiente.




2.6 RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES PARALELAS

La resultante puede ser:

a) Una UNICA , representada por un vector PARALELQ

al sistema, sin olvidar que el vector puede ser el vector

FUERZA, nulo

b) Si R = 0, la resultante es un PAR. Se considera que el vector

que lo represente puede ser el vector .

por tanto,
Rx =
Ry:

Rz




Si suponemos que el eje Z de nuestro sistema de coordenadas car
tesianas es paralelo al sistema de fuerzas, entonces, IFx =

y IFy = , puesto que los respectivos en los

ejes X y Y de todos los vectores F son CERO.

cero, cero, componentes

Por tanto, el m6dulo de la resultante es la suma ALGEBRAICA de

todas las fuerzas del sistema, é&sto es,

R =
R = IFz
Para obtener la ubicacifn de la lfnea del vector

que represenia a la resultante, recordemos la definicibén del mo-~
mento de una fuerza respecto a un punto (pigina 1-30)

M=Mx1+My7J+MzKk

donde
Mx

L}

Fz (Y) - Fy(2)
My =

Mz =

de accibn, My = Fx (Z) - Fz (X), Mz = Fy (X) - Fx (Y)

- - - -—




:. consideramos la le del paralelcgramo,

ER=zﬁ=zMxY+ IMy J + IMz k
z-tonces:

MFx = IMx = £(Fz ¥Y) -~ f(Fy Z)

Moy =

M = My = L(Fx Z) ~ L (Fz X)

M = Mz = £ (Fy X) - %(Fx Y)

txora, de acuerdo con la suposicién del eje Z paralelo al siste
~: de fuerzas en estudio, esto es, que las respectivas fuerzas

::mponentes en los ejes X y Y de todos los vectores F son cero,
r:-eda

Mpy = TMX =

= 3 =
MFy My

MFZ = EMz =

~

]
~
=
~

\

[}
]
—~
g

N
>



Comentario:
Recuerda la convencién del tornillo de rosca derecha para ob-
tener el sentido del vector que representa el momento da una

fuerza.

Por otro lado, e acuerdo con esta convencién y suponiendo posi

tivo el sentido de la resultante

M., =RY
M, ="R X

entonces
I(Fz.y) = R Y
-z {Fz.x) = =R X
Por tanto, la lfnea de accifn de la resultante corta el plano

X-Y en el punto de coordenadas

Pasa a la p&gina siguiente
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Ejamplo.~
Chtencr La rosnultaate del'siguiente sistema de fuerzas espaciales
paralelas.
La pusicifn de las lineas de accién, médulos y sentidos, se mues-

tran en la figura.

2
F, : 30k F, Fe
Fp = 4049 4
f." = /0kg ‘.,’A
£ = 2049 s 1(-2,4,0)
£,
- — - Y
N ’/ ’4’ ’/
/230/’,/ ol =
————— b ’ /’I ‘F’ ’
__________ (3,5,0/ R
_______________________ 'l’aze;cv
X (/as coordemadas en cm)

Solucién.-

El m6dulo de la resultante es

R = IFz = 20 kg




Para determinar nuestro vector resultante, s6lo resta conocer la

ubicacifn de su

1fnea de accién

La cual estd dada por

_ L(Fz.X)
- R

I (Fz.y)
Yy = R
Entonces,
L (Pz.X)=(~-30) (2)+(40) (-2)+(-10) (5)+(20) (3)=-130 kg-cm

(Ffjate bien en los signos de las fuerzas y de las coordenadas)

por tanto
- =130 kg-cm _ _ .
. 20kg 8> °®
Ahora:
t(Pz.Y) =

Y=

(Pz.Y) = 90 kg-cm

y = 4.5 cm

bibuja en la figura anterior la resultante de este sistema.




Caso b) 8i R IFz = 0

entonces _
R=0

Por tanto, la resultante es un par P, cuyo médulo es

Su direccibén estd dada por

IMx _ I(Fz.Y)

cos 6x = =3 5
cos 9y = —— =
= IMy I (Fz.X)
cos oy 9 5
Su sentido nos lo indica el de los cosenos directores.

Recuerda que el vector que representa al par P, también puede ser el

vector .



Ejemplo.-
Obtener la resultante del siguiente sistema de fuerzas espaciales
paralelas.
La posicién de las lfneas de accifn, m8dulos y sentidos, se mues-

tran en la figura.

‘)

F,= [Oron £
F, = 20fon b
Fe
F, = 20fon .
F, = /Oton N f;
' E
I‘ " 3
i i ’ L —Y
_____ (2,2,0)\,- e P .’
2 , L
o esol§) .
weoll
"""""""""" A { las coordonedes on )
.7 ) ‘
X,
Solucibn.-’

El m6dulo de la fuerza resultante es

- . e o e o . . S . A e S = -

- e e e St . = — ————— -




L=<

G

e SRy

R

Por consiguiente, la resultante es un PAR. Se considera que el vec-

tor que lo representa puede ser el vector

e A .t v e e e e . e 8 T W " S8 B e T " . W S e o e o s A Y Ty e = S Yl S S o . e S T o T o

. El m6dulo del par resultante es
N 3

P = /(zMx)z + (IMy) 2
conde
IMx = £(Fz.¥) = (10) (2)+(20) (3)+(-20) (4) +(-10) (5)=-50 ton-m

1
x
<
]
U
™~
-
e
N
>
L}

s ot o e e e i B S S e e M = T e - e 4 " = o = " - —— — s = ——

- o - = 4 = et e T S Tt e S o o S i D o A - — - " — = - —

- - 2 - 0 e - = - +4 = - = = e = -t = =

Su direcci6n y sentido son

cos 6x =

>
Q
[*]
n
@
<
]

cos 6x = -0.7071 8x = 135°

cos 8y = 0.7071 8y = 45°



Observa la siguiente figura

Z T y - /. Y
I
. ] ' :
1] ] ; L}
./. :
- s ) :
______ i P :
] : '
: ; :
] ) ’
...... L SR
] ' !
. FI '
/ g. ]
B T [ f
. i
//‘735- o
. . - . )
g
Recuerda que el vector P es un vector .
LIBRE
Su proyeccifn respecto al eje X es y respecto al eje
Y .
negativa, positiva
Al considerar la ley del , €l sentido del vector

P es el indicado en la figura.

o e e -t " = " - . T TS = T

e o e s o e o S 1 e . - -
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2.7 RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS EN EL PLANO PARALELAS

La resultante puede ser:

a) Una fuerza R, paralela al .

Gnica, sistema

b) Un par en el plano del sistema, si R=0 considerando gque el par

puede ser también.
cero
Caso a)
R = IFz
donde IFz es la suma de todas las del sistema.
fuerzas

-———— -

Para cobtener la ubicacifn de la lfnea de accifén de la resultante,

recordemos la interpretacifn geométrica del momento de una fuerza:
M,= F.d ‘ ‘

donde, d, es la distancia desde el origen dg coordenadas hasta el

pie de la con la 1fnea L de la

fuerza.

perpendicular, de accifn




Por tanto,

IM,= [(F.d) = £(F.Y) = R(Y)

entonces,
Y =
_I(F.Y)
¥ ==%

Las fuerzas F y las distancias,&deben considerarse con su signo

para cumplir con la convencién del

Ejemplo.-

Obtener la resultante del siguiente sistema de fuerzas.

)

40 t0on

/Bron

Solucibn.- - R B ! T 3

o | ¥ _

R = IFz = (las coordenadas en m)

s
]
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$i R = 0 , la resultante es un par, P, normal al plano y-z.
Por tanto
P =M,

Su sentido se obtiene mediante la convencién del tornillo de rosca

derecha.
Ejemplo.-~
Obtener la resultante del siguiente sistema de fuerzas.
T Z}
)
/8ton
€010on 14
25ron
|
~'t A 0 'S A T A L 5|5 A Y
Solucibn .- {fos coordenadas en m)
IFy = 0
P=1:M =

P = -262.5 ton-m
Recuerda gue un par es un vector libre. El punto escogido, en este
ejemplo, fue el origen de cocrdenadas; perc puede ser el que tu

guieras



Ejercicios.~

)
8]
™
o
-
o
[

Obté&n la resultante de los slgurentes sistemas de fuerzas esp.

paralelas.

1. Z‘

F, = -f0ton ﬁl'

Fg =-20ton 1 E

F, = 20ton l I:

F, = [Oton ‘ ! .F-’
HE
T r
SR

_____ 2,20/ -1 ‘,,’ L o
. ﬁ%v%ﬂVi’]/! , g ,’
____________ (g,f,q/'[l

(550)( ’

XS/ o o i et (fes coerdencdas en m)

Dibuja, en la figura, los sentidos de las fuerzas.

©1

4

»®
[]

¥l sentidc de, I, es opuesto al de P, del ejemplc de la p&g 2-320




2. ? Z‘
i I
or ) |
on 2¢'Hon I
: )
-¢,-800) (.| ______ . /5 on
// ' /
. 1 ',
22,00 /‘
. i -
// B ' ,_/_ ) l_ "",.l( l:Z|°)
// 7
—————————————— /-/— B - T IS ) 4
/s ‘Jfon P
4 I3
. C,
Vd ’
’ "(3 4,0
____________ o
/’ 27y
X 7/
/ (los coordenadas en m)

o e e = " - = Y = . . e %45 S e ek e S e A S o -

A - -  — —— = - "= " = = - ——



F,= I8 ton ;
Fp=-10ton ;
Fy=-10ton ;
Fq=-1Oton ;
Fya= ISton ;

X

(3,2,0)
(3,4,0)
(3,6,0)
(3,8,0)
(3,0,0)

Z

Dibuja los vectores que representan a estas fuerzas, las coordenadas

en Cm.

Pasa a la pigina siduiente.

(estudia con mucha atencifn, es IMPORTANTE)




2.8 RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES NI CONCURRENTES

NI PARALELAS

En este tipo de sistema, que es el mds general en un espacio de
tres dimensiones, la resultante se compone de una

R actuando en un punto escogido y un P respecto al mismo

punto.
ZA , /
0 (3,8,9)
joon L Fey e
, AN ;
! / : ~_(0,7,4) X
i /' : ' Fy
- : X (2,10,4),
I o N
- v AN
' 1
- F Lo - !
o / — ————————y
----------- ,3,0) L
X

———— - -t o o e 4 o o e e e i . P = - o o

fuerza, par




Sustituyamos estas fuerzas por un sistema de coordenadas de fuerzas

concurrentes en el origen, como punto y su respecti-
vo sistema de .

escogido, pares

Recuerda el transporte de fuerzas {(p&g 1-39).

Dibuja estas fuerzas en la figura.

Ahora, la resultante de las fuerzas se obtiene en el

origen de coordenadas y con las mismas caracteristicas de las fuer-

zas del sistema original.

Entonces

o]
i

IFx 1 + IFy j + IFz k

su m6édulo es

concurrentes, R = {(ZFx) + (EFy)2 + (EFz)2

- —— - " — " o . o St S - " e R - o — = o - = A

Los componentes Fx, Fy, Fz de las fuerzas, se obtienen por medio de

los cosenos directores de sus respectivas lineas

[

3 lo cual es muy f&cil si contamos con las coordenadas de dos

de éstas.

de accibn, puntos

. > . e o e - = -~ _——— - - -




Recuerda que el SENTIDO del vector se considera para asigrar el

correspondiente a cada coseno director.

Esto es, los cosenos de la lfnea de accibén de un vec

tor estln dados por las DIFERENCIAS de coordenadas de DOS de sus

, divididas por la longitud L entre &stos.

directores, puntos

Como ejemplo, los cosenos directores de F, de la figura anterior,

1
son

¥

L, =\/(3—1)2 + (8—3)2 + (9—0)2 = 10.488

- _3-1  _
cos elx = 107488 ~ 0.190

cos 6 1y

0]
o]
1]
@
W

1y 1z
Obsexva que los cosenos directores de Fl resultaron positivos; esto
quiere decir que sus componentes vectoriales son .
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Ahora, como ejercicio, calcula los cosenos directores de las lfineas
Q de accibn de los vectores que representan a las fuerzas FZ y F3 en

la misma figura.

R




v e e

Con los cosenos directores de las lfneas de accifn de las fuerzas

que componen el sistema, estamos en condiciones de obtener los

componentes EE' . .

Fy, Fz

Entonces

y ¥

R =J(>:Fx)2 + (zFy) 2 + (zFz) %

. ZFx
cos eRx = R
»
cos ORY'z —
cos eRz = e————

con lo cual queda completamente definida la fuerza E.

Por otro lado, se obtiene la resultante del sistema de pares gue es

otro ] , y est& dado por

par, P = tpx. T + 1Py J + Pz k

—— ———




De acuerdo con la definici6n de par (p&g 1-36), tenemos

P, = (¢

1 -~ r2) x F

1 1
pero el vector de posicifén ;2. en este caso, es el vector ;
ya que la fuerza —Fl, que compone el par, actfia en el

de coordenadas.

Como fi es el vector de posicién de cualquier punto de la 1lfnea de

accién de Fl’ tenemos
T 3 k
Pl =
i 4 K
x ¥ z
Fix I"]'.y Fiz

- ———— = = " . e o o o e - S " e o




W R e
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Lo mismo se puede decir para obtener '52 y '53.

Con &sto, podemos definir completamente el par resultante

cos 6x =
cos 6y =

cos 63 =

P=:IPx 1+ IPyj+IPz k

P =\/(sz)2 + (IPy)z + (mrz)2 '

cos ox = IEX
P
Pz

COSOZ=T

En casos especiales la RESULTANTE es finicamente una fuerza, cuando

el par resultante es el vector

nulo.

También la RESULTANTE puede ser un

vector nulo.

s, cuando la fuerza es el

PAR




Por Gltimo, se puede dar el caso de que la fuerza y el par, RESUL-

TANTES, sean vectores .

ATENCION

Es importante recalcar 15 conveniencia de escoger el origen de
coordenadas como punto de referencia, pero se puede escoger cual-
quier otro punto.

La RESULTANTE estari compuesta por la misma fuerza R y un par, don
de &ste serd el mismo par que se obtiene cuando .se escoge el ori-
gen de coordenadas como punto de referencia, mis otro par, resul-
tante del transporte de R desae el origen de coordenadas al otro
punto. POr consiguiente, habr4 un punto tal gue las lfreas de
accibn de los vectores R y P coincidan; denomin&ndose a esta com-

binacién TORSOR.
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Ejercicio.-
Obtén la RESULTANTE del siguiente sistema de fuerzas espaciales

ni concurrentes ni paralelas.

)

s
k
e

£; = 20t0n i .
Fe= ISton .
Fy= 40 ron ! ;-: E
o - o ) 4
........... Z.
X (les coerdensdes om cm)

Los cosenos directores de las lineas de acci6n de las fuerzas ya

estén calculados (pigs 2-41 y 2-42).



R = 41.76 ton P = 173.42 ton-Ccm
cos 6x = 0.6226 cos 6x = -0.0382
cos gy = 0.6661 cos ey = -0.4131

cos €z = 0.4109\ cos 6z = -0.9099




e T v
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2.9 RESULTANTE DE UN SISTEMA DE FUERZAS EN EL PLANQ NI CONCURREN-

TES NI PARALELAS

La resultante puede ser

a) Una finica fuerza R

b) Un par P en el plano del sistema, si, R = 0. El par puede ser

también.

caso a)

w|
n
4
o
<
(W]
+
]
!
N
~

- - ——— ———— >

o
o]
=]
@
<
n

o
&
=}
]
~

]
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donde 8y es el &ngulo menor que forma la con el

eje Y. El sentido lo proporcionan los signos de las sumas de

los de las fuerzas.

- - —— - - . -

resultante, componentes

Para terminar de definir la 1fnea de accién de la resultante, recor-
demos que el momento de las fuerzas que componen al sistema respec-
to al origen de coordenadas, es v

' M,= :(Fz.Y) -

M,= I(Fz.Y) - L(Fy.Z)

También consideremos la ventaja de que el vector que representa la

resultante es de clase ) , con lo cual podemos hacer

coincidir su origen con el eje Y.

Entonces, como el componente LFy queda contenido en el eje y, no
ocasiona respecto al origen de coordenadas; por con-
siguiente, el momento de la resultante queda en funcién del compo-

nente y de una distancia .

momento, Fz, Y
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Por tanto

M,=
pero

M,= L(Fz.Y)
entonces

(ZFz) Y =
Yy

Y =

con lo cual gueda perfectamente definida la resultante R.

- B T T L. T T ——

e e o s e s s o B o A e e e e O

M,= L(Fz.Y) - L[{Fy.&)

(fFz) Y = L (Fz.Y) - L(Fy.Z)

L(Fz.Y)~-Z(Fy.2Z)
(tFz)

Y =

- — -




Ejemplo.-

Obtener la resultante del siquiente sistema de fuerzas

( fas coordenados en m )

Solucibn.-
IFy = Fl cos 30°~- F2 cos 30°- F3 cos 60°+ F4 cos Of
IFy =
tFz = F1 sen 30°- F2 sen 30°+ F3 sen 60°+ F4 sen 0°
LFz =
por tanto _
.- S
tan 8y = Oy
IFy = 31.83 ton R = 39.95 ton
tFz = 24.15 ton tan 8y = 0.759, gy = 37.19°




Ahora, obtengamos la distancia Y.

M.= IL(Pz-Y) - L(Fy.Z)

I(Fz-Y) (15) (~3)+(-12.5) (4)+(21.65) (6)+ 0 = 34.9 ton-m

I (Fy.2)

M,=

I (Fy.Z) = 162.01 ton-m
M, = -127.11 ton-m

Y= =-5,263m

- > - - - —

Dibuja la resultante en la figura. Su lfnea de accidn corta el eje
y al punto (-5.263,0), y como IFy y tFz son positivos, el sentido

de la resultante es hacia la y hacia .

derecha, arriba

Comprueba el filtimo resultado con la convencién del tornillo de

rosca derecha.



Caso b)
SIR=0, R=1
Por tanto,

a un punto cualquiera.

e e " = o s e e S e e o B o e A i e P S o

- e o o e o s e e e o S e .l e e i B

Ejemplo.-

la resultante es un
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, igual a EM‘reSpecto

- - ——

Obtener la resultante del siguiente sistema de fuerzas.

Z|
- 33 ron.
25108 L
o ngﬁyl_ 13,4.8)
t
(-4,3) 28ron
’ : $ lsnm :0'00
1 §t0s,1)
1 (7.8,0.8)
-+ A - . N - " - e L PR
+ + ¢ 5 I -+ ——t ‘ Yy
Solucidn: { las coordenodas em cm) '
IFy = 25-25 = 0
IFz = 15-35+20 = 0
R=0

IM = -(25)

(3) + (15)(0.5) +

{25) (4.5) ~(35) (3)

+ (20)

(7.5) M,

= 90 ton-cm




Ejercicio.-
Comprueba el resultado del ejemplo anterior obteniendo la suma de

momentos de las fuerzas respecto a cualquier punto que escojas.

Pasa a la p&gina siguiente



EXAMEN

1)
2)
. 3)

4)

5)

6)

éDe qué’
:De qué

¢De qué

tes ni paralelas?
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se compone un sistema de fuerzas espaciales concurrentes?
se compone un sistema de fuerzas espaciales paralelas?

se compone un sistema de fuerzas espaciales ni concurren-

Obtén la resultante del siguiente sistema de fuerzas espaciales

concurrentes en el origen de un sistema trirrectangular derecho.

= 20 ton, su lfnea de accién estd contenida en el eje x.

30 ton, su lfnea de accibn estid contenida en el eje y.

= 10 ton, su 1lfnea de accién esti contenida en el eje z.

Obtén la resultante del siguiente sistema de fuerzas espaciales

paralelas

Sus respectivas lfneas de accifn cortan el plano X-Y, en:

F

[

]
3}

Fi

F,

F.
3

= -20 ton
= -20 ton
= =20 ton
='-20 ton

= 80 ton

Cbtén la resultante del siguiente sistema

ni

concurrentes ni paralelas

= 100 ton Ai (0,0,0) om A2
= 80 ton B1 (0,0,0) cm B2
= 80 ton C1 (2,0,4) cm C2

(-2,-2,0)
(2,2,0)
(-2,2,0)
(2,-2,0)
(0,0,0)

de fuerzas espaciales

(C,4,0) cm
(6,0,2) cm

(21050) o]




Identifica a qué tipo de sistema de fuerzas pertenecen los siguien-

tes y obtén la resultante. (Coordenadas en cm)

: (&3

30rm0n

10 ton 10ron 10ton

Ston Sron

P 44 .

351on



Respuestas

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

%)

Se compone de fuerzas gue se cortan en un
concurrencia.

Se compone de faerzas gue s2 cortan en el
con la condicifn de gue todas las fuerzas
Es el sistema mds general, puesto que las
no son todas concurrentes ni paralelas.

R=20T+ 303+ 10%k; R=37.42 ton

cos 8x 0.5345

0.8017

cos 0y
cos 8z = C.2672
R=0
P=o

La resultante es el tcrscr:

R=o0I + 105 37 ~ ok ; R = 130 ton
P =0T+ 1607 +0k ;P =160 ton-cm
Concurrentes
R=-32.21F +8.368 %X ; R = 33.27 ton
tan 8 = -0.2589

8 = -14.31°

Ni concurrentes ni paraielas

R=0F -31.96 X ; R = 31.56 ton

tan 8= 3%.96
& = -gJ°

Paraielas

R=or¢

F =3

punto comn liamado de

infinitd. Debe cumplir
cear. paralelas entre si.

frerzas que lo componen







CAPITULO 3

INTRODUCCION AL ESTUDIO DEL EQUILIBRIO DE ESTRUCTURAS

ISOSTATICAS EN EL ESPACIO.

Objetivos:
3.1 Deducirfs las ecuaciones escalares qgue aseguran

el equilibrio de un sistema de fuerzas espaciales

3.2 Identificar8s estructuras isost4ticas en el espa-

cio

3.3 Calcular&s las reacciones que obran en los apoyos

de estructuras isostfticas tipo en el espacio







3.1 EQUILIBRIQO DE UN SISTEMA DE FUERZAS ESPACIALES

Existe equilibrio en un sistema de fuerzas espaciales si su resul-
tante NO es ni una fuerza R ni un par P, esto es, que R y P sean

vectores .

Por consiguiente, las condiciones necesarias y suficientes para que

R y P sean vectores nulos son

W
It
™~
o
1

e e e e e = e e - o - f—

Para un sistema de fuerzas espaciales concurrentes, se parte de

nuestra primera condicién vectorial de equilibrio.
t

R=3IF =0

?+ - = el = % =
R, 1 RyJ+RzE zFx1+szJ+sz 0

por tanto

LF
X X

LF
Yy Yy

R, = IF_ =0
2

-]
]
[

o

b
]

0

donde los escalares Rx' Ry K4 Rz, que son los componentes del vector>

R, deberdn ser cero paiuwcumplir la condicifn de .

equilibrio

o o = 4 - e o = 8 e = o = - = = = = o S W - = 2 A 4R & S dan o —




Entonces, para un sistema de fuerzas espaciales concurrentes, las

ecuaciones escalares que aseguran el equilibrio son

En el caso de tratar con un sistema de fuerzas espaciales paralelas.
y suponiendo que el eje Z de nuestro sistema de coordenadas carte-
sianas es paralelc al sistema de fuerzas, las condiciones necesa-
rias y suficientes para que exista equilibrio son

R=:F_ =0
z

=
"o
i

IM T+ M j=0
x Y.

esto es

Recuerda que en un sistema de fuerzas espaciales paralelas si la
resultante R es igual a cero, existe un par, P, el cual deberi ser

el vector para cumplir con nuestras condiciones de

- — - e e i - - -

nulo, equilibrio



Por filtimo, si el sistema de fuerzas espaciales no es concurrente

nil paralelo, las condiciones que aseguran el equilibrio son

R=¢tF =0

P=tM=20
entonces

Re = My =

Ry " Mpy =

Rz = MFz =
Rx =fIF_ =0 MFx = 2Mx =90
Ry=21? =0 nystuy=0
Rz = IF_ =0 'HFz = xuz =0

Esto es, Ias sumas de los componentes de las fuerzas y de los compo-

nentes de sus deben ser cero para que exista

momentos, equilibrio

3.2 El estudio de la ESTATICA que implica estructuras que est&n en
equilibrio bajo la acci6n de un sistema de fuerzas determina dos con
diciones que deben satisfacer las diversas partes de esta, para que
puedan actuar tales fuerzas: ‘

1. La estructura NO DEBE MOVERSE, esto/es, deben estar ligados sus
elementos entre sf y con el suelo (a las ligas de la estructura con
el suelo se les conoce con el nombre de APOYOS), de tal manera gque

sus posiciones resulten perfectamente definidas.

i




Esta condicifn nos dice que la estructura NO .

e e e e e e N e T T o kit = = S G " T - o v

DEBE MOVERSE

Esto es, sus elementos deben estar entre sf y con el
suelo (a las ligas de la estructura con el suelo se les conoce con
el nombre de ), de tal manera que sus posiciones resulten

perfectamente .

ligados, APOYOS, definidas
Por consiguiente, este sistema en estdi compuesto de

fuerzas actuantes o CARGAS Y REACCIONES de los de la es-

tructura.

equilibrio, APOYOS

- - ————— — " o - - A o7 = o (P S P A S S s e S o

Para calcular las de los APOYOS de una estructura, es-
tas deben satisfacer la condicién de mantenerla en equilibrio cuan-
do sustituyen a los APOYOS; esto es, las equilibran a

las .

REACCIONES, REACCIONES, CARGAS
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2. Todo cuerpo s6lido se deforma bajo cualquier sistema de fuerzas.
Sin embargo, si se toman en cuenta los materiales que ge emplean en
las estructuras, y suponiendo que las fuerzas no sean excesivas,

las DEFORMACIONES son MUY PEQUENAS respecto a las dimensiones de la
estructura, de modo que estas - se alteran en forma casi:

insensible.

dimensiones

Entonces, hay que determinar ciertas caracterfsticas desconocidas de

las de los de las estructuras, para que las

RESULTANTES de los diversos sistemas sean iguales a CERO.

REACCIONES, APOYOS

Por tanto, si en una estructura el nfimero de caracterfsticas desco-
nocidas de sus reacciones es IGUAL al n(mero de ecuaciones escala-

res de . existe un conjunto de reacciones que produce

el equilibrio, y es UNICO.
A estas estructuras se les conoce como

ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS O ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

equilibrio

Si en una estructura el n@mero de caracteristicas ; de

sus reacciones es MAYOR que el de las ecuaciones escalares de

el problema es indeterminado. Estas estructuras se

dice que son ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS O ESTRUCTURAS
HIPERESTATICAS




FRTTRT
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Si en una estructura, el nimero de caracterfsticas de

sus reacciones es MENOR que el de las ecuaciones escalares de

. €l problema es generalmente ifiposible.

Como no existe un conjunto de reacciones capal de equilibrar las

cargas, la estructura es INESTABLE.

desconocidas, equilibrio

Nuestro estudio lo reduciremos a los casos en que las ecuaciones

escalares de basten para determinar ciertas carac-

terfsticas desconocidas de las REACCIONES que aparecen en los
de la estructura por efecto de las fuerzas aplicadas, esto

es, las ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS O ESTRUCTURAS

equilibrio, APOYOS, ISOSTATICAS

Esas inc8gnitas o caracteristicas pueden calcularse

si su nfmero no es mayor ni que el de las

de equilibrio del sistema de fuerzas estudiado.

desconocidas, menor, ecuaciones escalares
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Por consiguiente, un cuerpo (usualmente una vyiga) que forma parte
de una estructura isostdtica, debe estar unido de modo estricta-

mente suficilente con el suelo 0 con las otras partes para impedir

.Cualquier (con excepcién de sus deformaciones).
movimtento T
Los apoyos se distinguen por el nfimero de que puedan
impedir.

;;;1m1entos ------------------------------------

- - — - —— = e e o .y - e ¥ e o S S

Por tanto, una estructura es ISOSTATICA si las reacciones de sus

dependen de SEIS caracter{sticas en un

sistema. espacial.

APOY0S, desconocidas

- - - . et o e B e - " " - -

Como existen movimfentos posibles, puede haber numerosas
combinaciones de impedir estos.

Sin embargo, para fines practicos, los apoyos se reducen a los tipos
siguientes

- - e e o v >

—— i S g, ot e > . o i e ———— s e - — e o e e o




APOYO DESLIZANTE SOBRE UN PLANO

b

ESFERA

Este tipo de apoyo impide finicamente la traslacifn normal a su

plano de liga; por consiquiente, la REACCION, que se compone de
una fuerza, act@a a ese plano.
Se considera que el apoyo no se levanta del plano; esto es, el

sentido de la REACCION puede ser hacia arriba o hacia .

- T -

normal, abajo

——— o = o e G e . S e o et -

En general, si los sentidos de los componentes de la REACCION de
un apoyo son evidentes a simple vista, puede mostrarse con el sen

tido propio. Si no es evidente, puede suponerse cualquiera de los

dos posibles y, si al obtener el valor del componente
su signo es POSITIVQ, el sentido es como se . ; si el
signo es negativo, el sentido es 2. que se .

sentidos, supuso, opuesto, supuso



Lo anterior es consecuencia del de la estructura.

e 4 e - — " " - T — 5 - P " " - T —

equilibrio

Entonces, de la REACCION de un apoyo deslizante sobre un plano se

conoce su direccién, se supone su y queda la

s

como su inica caracterfstica .

- e o e o - e o s g e S

sentido, intensidad, desconocida

APOYO DESLIZANTE SOBRE UNA GUIA

Zz

N

Impide las dos traslaciones perpendiculares a la . Su
REACCION est4d contenida en un plano normal a esta como resultante
de la suma vectorial de sus _____ componentes. Por tanto, se co-
nocen las direcciones de los componentes, se suponen sus sentidos

Y quedan como caracterfsticas desconocidas sus .
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ARTICULACION ESFERICA

‘ y4

ESFERA

'
\
1
t

de iz articulacidn eelérica.

gse conoce la direccifn de cada compeonente, se suponen (os sentidos

y quedan como caracteristicas desconccidas sus .

tres, intz

Q
=
=]
q
<
pe
1]
]
it
1

s5e

Entcnces, se conoce la de cada

los sentidos v

dirercidn,




ARTICULACION CILINDRICA

AZ

Impide las tres traslaciones y dos rotaclones. Soclo permite la ro-
tazidn alrededor de un eje normal a la base del cilindro.

Por tanto, la reaccién depende de las cinco de sus

componentes.,

intensidades
Esto es, conooes la ] de cada componente, los
sentidos v yuedan como caracterfsticas sus

direccibn, supones, desconocidas, intensidades




EMPOTRAMIENTO GIRATORIN

‘Z

A
F Y
==
Mx [/ Fx Cj?‘"
)
X 'Fz

Impide las tres y dos rotaciones, finicamente permite
la rotaci6n alrededor de un eje normal al empotramiento.
Su reaccibén depende de las de sus componen-

tes.

traslaciones, cinco intensidades

Entonces, la direccién de cada componente, supones los

y guedan como caracterfsticas desconocidas sus

conoces, sentidos, intensidades



3-15

EMPOTRAMIENTO COMPLETO

e

—
4
®

Impide todo .
Su reaccifén depende de caracteristicas '
las cuales son las de sus componentes.
movimeinto, seis, desconocidas, intensidades
Este tipo de apoyo __ - . todo movimiento, esto es, el APOYO es
estrictamente suficiente para que una estructura no se B

impide, mueva
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ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS

Como ya se dijo, una estructura cbn apoyos estrictamente suficien-
tes(isostdtica) no puede MOVERSE y esti en equilibrio bajo cual-
quier sistema de cargas.

Por consiguiepte, una estructu;a en el espacio es isostdtica si el

apoyo © una combinécidn dehggoyos hacen posible que la estructura

o e 10 . o e e o i e - - i o o e

Un ejemplo muy sencillo es el caso siguiente.

Observa la figura

Z

@ | 4
{ =

EMPOTRAMIENTO |
COMPLETO

EXTREMO LIBRE

©

En este caso, se observa que el marco no puede moverse por mi&s ar-

bitrario que sea el sistema de cargas, puesto que el extremo A es-
ts empotrado. Por consiguiente, estfn restringidos los seis

posibles en ese extremo, cumpliéndose as{ el



Observemos ante todo, que una estructura con apoyos estrictamente
Jsuficientes (ISOSTATICA) no puede y esti en
bajo cualquier sistema de cargas que son, por consiguiente,
totalmente arbitrarias.

moverse, equilibrio

it e - - - - - - A " SR " = et S T - oS T 4 e S o T " T A o S A o S o e

Por tanto, dada una estructura ISOSTATICA cargada arxbitrariamente, y
sustituyendo sus APOYOS por las REACCIONES desconocidas, estas deben

satisfacer la condicién de no permitir el . es decir,

han de estar en .

v e i o e 2 1 " " - = o = " = o 4 o Y v -

movimiento, equilibrio

o i o a4 = W 4 = v - - o —

La siguiente figura representa una estructura en el espacio, impide
sus SEIS movimientos empleando una articulacifn esférica y apoyos

deslizantes en los puntos A, By C.

® <f — Q

Para impedir los SEIS movimientcs se deben usar, por ejemplo, una
articulacién esférica en el punto 'A , dos apoyos deslizantes en B
V4 Q' sobre el plano X-Y, y un apoyo deslizante en .5' o en C so-

bre el plano ¥Y-Z o X-Z, o algunae combinacién semejante.




Explica, brevemente, a qué casos pertenecen las siguientes estruc-

turas (vigas).

1) o
ARTICULACION APOYQ DESLIZANTE
CILINDRICA SOBRE UN PLANO
2)
r/

APOYO DESLIZANTE
EMPOTRAMIENTO
COMPLETO SOBRE UN PLANO
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3)

— ,
O, ‘ /

EMPOTRAMIENTO
GIRATORI0

‘ APOYO DESLIZANTE
SOBRE UN PLANO

.La estructura representada en la fig 1 es inestable, ya que el apoyo

deslizante sobre ese plano no impide el movimiento alrededor del eje
del cilindro de esa articulacién. ’
La estructura reéresentada en la fig 2 es est&ticamente indetermina-
da, puesto gque aungue impide los seis movimientos posibles, las ca-
racter{sticas desconocidas de las reacciones de los apovos son siete.

La Gnica estructura ISOSTATICA es la representada en la fig 3.
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3.3 Ejemplo.~-

Calcula el valor de las reacciones en el apoyo de la siguiente

estructura.

y>——12.00m b

EMPOTRAMIENTO
COMPLETO

Solucién:
Es conveniente representar a la estructura por medio de sus ejes

longitudinales y, el empotramiento completo, de la siguiente forma:

. 12.00m — -
)
® =
10
Y. 19

Como primer paso, comprueba que la éstrugtura sea isostdtica (ob-

serva la figura).

. = = o = e = S . 8 . o . o P . ) e e e e e 1 > — o



2

Recuerda tus ecuaciones escalares de equilibrio y escribelas.

IF. = 0 IM = 0

IF. =0 IM =0
Y

IM =0 EMZ = 0

e et e v e . e i T o Y S o e A e e S Y P . 2 Y S e A e > o T -

Ordena tu sistema de ecuaciones asignando sentido positivo a los
componentes de las reacciones.

!Fx=

LF =
Y

ZFZ=

.

Recuerda la convencifn del tornillo de rosca derecha para asignar
el sentido del vector que representa el momento de una fuerza.

Completa el sistema de ecuaciones,

- s e e e - = - = o~ =

zFx = FAx =0

sz = FAY -5 - 8 cos 30°= 0

BFz = FA: -~ 10 =0

sz = HAx - 10 (12) - 8 sen 30°(12) = O
):My =My, + 10(6) = 0

IM, =M, -5 (6 =0




FAx = 0 HAX = 168 ton-m

Ay 11.33 ton MAy = -60 ton-m

F

th = 14.0 ton MAz = 30 ton-m

El signo de HAY resultd negativo, por tantc, en lugar de girar al-
rededor del eje Y en el sentido que se supuso, gira en sentido con
trario, esto es, del eje X al eje Z.

Por consiguiente, nuestras reacciones guedan:

~ UC_:L l@ /:(::‘
’ ' t’i 10 fon
1 .

=
x/

o . . o ~ 5 A = 4 o - o = o~ o . % 5 i . o o - " o e . e . ek o o e o
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Ejemplo.-
Calcula las reacciones en los apoyos de la siguiente placa, (emplea

la convencifn del tornillo de rosca derecha).

Z

Ay @ 1,2,2) APOYO DESLIZANTE

(1,10,2)

DA Y

La fuerza de 1200 kg estd contenida en un plano paralelco al plano
Y-2.
Las coordenadas en cm

“ Solucibn:

ZFX=O; Ax+0=0
iF. = 0; A + C - 1200 cos 30°= 0
Yy Yy b4
SF, = 0; Az‘+ L 1200 sen 30°= 0

Completa el sistema de c¢curciones
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e e k= P R i S Y 8 " = o e P - -

EMx =0, -AY(Z)—Cy(2)+Az(2)+Bz(10)+Cz(6)+1200cos30°(2)—12005en30°(6)=0

™y
M,

0, Ax(Z)-Az(1)~Bz(1)-Cz(4)+1200 sen 30°(2) = 0

"

0, -Ax(2)+Ay(1)+Cy(4)~1200 cos 30°(2) = 0

-~ —— - - o s e o - ———

Ordena tu sistema de ecuaciones.

e 1t i e o o ot i e o = o e A B -

+ Cy = 1039.2?
Az + Bz + Cz = 600

—ZAY - 2Cy + 2Az + 1OBz + GCz = 1521.54
—Az - Bz - 4Cz = =1200

A + 4C_ = 2078.46
y Y



Resuelve el sistema de ecuaciones

0O w 3
:"< “b

[g]

=0

692.82 kg
200.00 kg

= 200.00 kg
= 346.41 kg

200.00 kg

T S T i (2 . o e e O - o A Y g = = > — o o o -
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Se complic6 un poco el ejercicia anterior pdr tener nuestro sistema
de referencia fuera de la placa. ¢Qué pasari si trasladas el siste-
ma de referencia hasta que el origen coincida con la articulacién
esférica?

Hizlo y establece nuevémente tu sistema de ecuaciones.

(Cuidado con las coordenadas de loa puntos)

IF_ =0, A_+0=20
x x
EFY = 0, Ay + Cy- 1200 cos 30°= 0
EPz =0, Az + Bz + Cz - 1200 sen 30°= 0
znx =0, Cz (4) + az(s) - 1200 sen 30°(4) =0
'ZMY =0, -Cz (3) + 1200 sen 30°(1) = 0
znz = 0, cy (3) - 1200 cos 30°(1) = 0O

- - - - -—

»
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si se usa adecuadamente el sistema de referencia como en el ejemplo
anterior, el planteamiento de las ecuaciones de suma de momentos se
facilita notablemente, ya que si‘el origen de ese sistema est& con
tenido en la articulacibn esférica, las tres fuerzas que componen su

reaccidn no producen .

————— T - - -

momento

En algunos casos particulares, las caracteristicas desconécidas de
las reacciones en una estructura, son menos de ) .

En el caso frecuente de una viga de eje recto a la cual se le aplica
un sistema de fuerzas, este debe cumplir que las fuerzas qﬁe lo com-
ponen corten el ejé de la .

Observa la figura

poralelo of V-2
Articulgcion ' /<;f

Eferico @ K

A |
A, dndnn'n sobre plano
o]

%
Sron
parelelo ol X-

: : [
” i i

2ton oon deslizonte sobre plano
)
1
1
1
|

2 — M — 2m— S

Por consiguiente, en este caso, para que la viga esté en equilibrio,
el nGmero de movimientos que se deben impedir es de .




Ahora, si hacemos caincidir el origen con el punto A y el eje de
la viga con el eje Y de nuestro sistema de referencia, las ecuacio

nes de equilibrio ser&n

ZPx = Q ZHx = 0
IF_ = 0
y
zr' = Q zuz =90
Entoncea, el nfimero de caracteristicas de las reaccio
nes en los apoyos de la‘viga es de .

desconocidas, cinco

Ejemplo.-

Obtener las reacciones de la siguiente viga.

’ Z
) ‘ APOYO DESLIZANTE SOBRE uv
2rom #ron PLANO PARALELGC AL ¥ -2Z.
ARTICUL ACION A-o- ‘
ESFERICA % : — -
z ' on APOYO DESLIZANTE SOBRE UN
/ ' PLANO PARALELO AL X -~Y.

‘/. o
x/

4’-2!!! {I-——Qm ~—'i-—2m-l}.——3m —‘P



Solucibn:

La articulacibn esférica estd contenida en el origen. Los apoyos
deslizantes estdn sobre planos paralelos a los planos X-Y y- Y-Z, F
_respectivamente.

Las fuerzas de 2 y 4 ton estfn contenidas en el plano Y¥-Z, cortan
do al eje y.

La fue;za de 5 ton estdi contenida en el plano X-Y, cortando al

eje .

Entonces, si todas las fuerzas del sistema cortan al eje Y, el mo-
vimiento alrededor de este eje no .

e . i e e s A e A e Tt e e A oA o S e ol S P A S S T S S Y T e S e v

Y, existe 5

Establece tu sistema de ecuaciones.
Considera tus reacciones con sentido POSITIVO.

Recuerda la convencibén del tornillo de rosca derecha.

= - - °
ZFx 0; Ax + Bx 5 sen 30°= 0
EFY = 0; AY + 5 cos 30°~ 2 cos 60°= 0
IF_ = 0; A+ B_ - 2 sen 60°- 4 =0
z z z
zMx = 0; Bz (11)~4(8)}~2 sen 60°(2) = 0

™M, = 0; = {11) + 5 sen 30°(6) = 0

e e e e s e 4 e A i A P o o o e e S - e 4 e B P A W A s A S e e = o Y . e i o




Resuelve el sistema de ecuaciones.

Ax = 1,136 ton Bx = 1.364 ton
A_ = 3.33 ton (con sentido opuesto

Y al que se supuso).
Az = 2.508 ton Bz = 3,224 ton

Ahora, consideremos el caso particular de una viga de eje recto en
que el sistema de fuerzas esté contenido en el plano Y-Z y que la
seccibn de la viga sea simétrica respecto a los ejes X y 2

Observa la figura

’z

I Sron  gsom

‘ 2510n
AR rlcuucm’ ® R Aw APOYO DESLIZANTE

ESFER@ /5
-/
/

X / e - - BN - 2m A 2m 4 3m -

JAY ™
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Entonces, como - las fuerzas estsn contenidas en el plano Y-Z, el
nfimero de movimientos que debes impedir para que la viga cumpla el k i

equilibrio es de .

tres

Por tanto, escogiendo el punto A, el conjunto de ecuaciones esca-

lares qué aséguran el equilibrio~en este éaso particular, es:

P =0
Yy .
ZPz =0

ZHA = 0, suma de momentos de las fuerzas respecto al punto A

Recuerda que la suma de momentos de las fuerzas .en éste caso debe
ser cero respecto a cualﬁuier punto del planb Y~2 como condiciGn de
equilibrio.

Se égcoin el punto A para facilitar el establecimiento de nuestro
sistema de ecuaciones. Hay otro punto que lo facilita de la misma

forma.

Regresa a la pfgina anterior, observa la figurh y sefiala este otro

punto.

El punto B

COméntario:

" El caso anterior es el caso gernizral de equilibrio de vigas en el

plano.

- - - o0 o 2 i s R e 5 e - —— - e o ey e o
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Si en la viga de la pdg 3-29 aplicamos a un sistema de cargas para
lelas al eje 2, nuestras ecuaciones que aseguran el equilibrio se

reducen a

- o . o e = A T . e e e e St A e R A T A o e -

s~ 1 " . o 8 o - " — " Y > T P T ot e T " o ——

De los sigulentes conjuntos de ecuaciones, sefiala los que aseguran

el equilibrio de la viga en este caso particular.

):MA=0 ZMA=0 mB=o ZMB_=0 ZMB=0
ZMB =0 ZFz =0 ZFx =0 ZFY =0 ZFz =0




EXAMEN

1. Para un sistema de fuerzas espaciales concurrentes, las ecua-

2.

3.

ciones que aseguran el equilibrio son:

Para un sistema de fuerzas espaciales paralelas, las ecuaciones

que aseguran el equilibrio son:

Para un sistema de fuerzas espaciales ni concurrentes ni para-

lelas, las ecuaciones que aseguran el equilibrio son:

S5i en una estructura el nfimero de caracterfsticas desconocidas
de sus reacciones es igual al nfimero de ecuaciones escalares

de equilibrio, existe un conjunto de reacciones que produce el
equilibrio, y es ’ ' - B estas estructuras se les cono-

ce como




EESERTES

Aep
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Identifica las siguientes estructuras y obtén reacciones de las

isost&ticas.

fa)

b)

c)

Oton 000

15 rem

——

+—— MO —— 4 4O ——




Respuestas

1. IFx =0
LFy = 0
IFz = 0

2., IFz =0 ]
IMx = 0 &
IMy = 0

3. IFx =0 IMX = 0 L
IFy = 0 IMy = 0
IFz = 0 IMz = 0

4. UNICO

ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

a) 1Isostitica Mx =

Rx = 0 Mx = 100 ton-m
Ry = 0 My =-60 ton-m
Rz = 10 ton Mz = 0

b) Inestable

c) Hiperest&tica







CAPITULC 4.

EQUILIBRIO DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS EN EL PLANO.

Objetivos:

4.1 Deducir8s las ecuaciones escalares que aseguran
el equilibrio de un sistema de fuerzas en el
plano

4.2 Identificar8s las estructuras isost&iticas en el
plano en funciSn de sus apoyos

4.3 Calcularis las fuerzas que obran en los apoyos
de estructuras isost&ticas en el plano, bajo

la accibn de diferentes tipos de carga







Existe equilibric en un sistema de fuerzas en el plany, si su

resultante no es ni una nl un ; esto

es, si Ry P son vectores .

- e o A - - - - — - -

fuerza R, par P, nulos

- A — -

Por consiqulente, las condiciones vectoriales necesarlasg y suficien

tes para que R y P sean vectcres nulos, son

ol
i

oy
"

)
R=:F=09
P=:IM=0

Er este capitulo, como en el anterior aprender&s a determinar ciar

tas caracterfsticas desconccilas de las rezzcziones 2e los apoyos de

la estructura, de lcs diverscs sistemas para cumplir con nuestras
ecvarionss escalares Iz .




4-4

Para un sistema de fuerzas concurrentes en el plano, se asegura €l

equilibrio, si

R=LF=0
Ry J+Rzk=:tFy J+:Fzk=0
por tanto
Ry = I Fy =
y Rz = [ F2 =

Como los componentes del vector R son nulos, el sistema se encuen-

tra en .

Ry =L Fy =20
Rz = L Fz = 0, equilibrio

Entonces, para que en un sistema de fuerzas concurrentes en el pla-

no exista equilibrio, las ecuaciones escalares gque lo aseguran son:

tFy =0, IF, =0

Si el sistema de fuerzas es paralelo y lo suponemos paralelo al eje
Z de nuestro sistema de coordenadas cartesianas, las condiciones ne-
cesarias y suficientes para que exista equilibrio, son

R=1I Fz =0

0

|

=I M

donde I M es la suma de momentos de las fuerzas respecto a un punto

" cualquiera del .

plano




En este caso, si la resultante R es igual a cero, debes asegurar E

que también el par P sea cero para cumplir con el .

equilibrio : i

Por Gltimo, si el sistema de fuerzas no es concurrente ni paralelo,

el equilibrio existe si

R=ztF =0
P=iM=0
entonces
Ry = ?
M =

Ry = L Fy = 0
I F

-
]
[]

o

x
n

I M

]
(-3

Esto es, las SUMAS de los componentes de las fuerzas y la SUMA de

sus respecto a un punto cualquiera del plano, deben

ser para que exista

- - s ot o e e e e e o e . e o i e




Entonces, si en una estructura en el plano, el nfimerc de caracte
rfsticas desconocidas de sus reacciones es IGUAL al nfimero de
ecuaciones escalares de equilibrio, existe un conjunto de reac-
ciones que lo produce y es . A estas estructuras se les
conoce CoOmo

ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS O ESTRUCTURAS

UNICO, ISOSTATICAS

Si en una estructura el nfimero de caracteristicas desconocidas de
sus reacciones es MAYOR que el de las ecuaciones escalares de
, el problema es indeterminado.

Estas estructuras son; ESTATICAMENTE O ESTRUCTURAS

equilibrio, INDETERMINADAS, HIPERESTATICAS

Por Gltimo, si en una estructura el nfimero de

de sus reacciones es MENOR que el de las ecuaciones

escalares de equilibrio, el equilibrio es generalmente imposible.

Estas estructuras son .

caracterfsticas desconocidas, INESTABLES
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TIPOS DE APOYO Y SUS REACCIONES

Los apoyos que se usan para impedir los TRES posi-

bles en el plano, para fines précticos, se reducen a los tipos si-

guientes.

movimientos é
APOYO SIMPLE

Observa la figura ;

o |

CILINOROS

o : =l 4
Este tipo de apoyo impide Gnicamente la traslacién en la direc-
-cibn Z.

Por consiguiente, la reaccifn actfia paralela a esta direccibn,

siendo su finica caracteristica desconocida, la .

intensidad ) E




En rigor, este tipo de apoyo se deberia representar de la siguien-
te forma.

Observa la figura

)

CILINDROS

ARTICUL ACION

CILINDROS
0 =Y

Se sigue impidiendo Gnicamente la en la direccién Z.

traslaci6n

Por tanto, la reaccién actfia paralela a la direcci6én Z, y suponien-
do su sentido POSITIVO, queda como finica caracteristica desconocida

la ) .

intensidad

Si al obtener el valor de la reaccifn, su signo es positivo, el sen~

tido es como se supuso. Si el signo es negativo, el sentido es el

opuesto




ARTICULACION FIJA

Observa la figura

.z’ ’ ' | E:‘

ARTICIALACION

0 — =y

Impide las dos en el plano Y-2

Su reaccifn estd contenida en este plano como la resultante de la

suma vectorial de sus L.
Por tanto, la reaccifn, en funcifn de sus componentes, se deter-

mina si1 se conocen las de estos.

Los sentidos de los componentes se suponen .

- —— - - - —— - ———— -~ e

positivos

Si al obtener los valores de los componentes de la reaccifn, sus
signos son , los son como se supuso. Si el

signo es el sentido es el

- - - - . e e o i S e e Y T .~ > " =

positivos, sentidos, negativo, opuesto

- - ————— - Y - Y Y T s o T Y 0 = 2 o o o e - - S o "




EMPOTRAMIENTO DESLIZANTE

Observa la figura

e

0 R 4

Impide la traslacifn en la direccidn del eje y; también impide la
alrededor del punto A.
Su reaccién depende de una fuerza paralela a la direccién Y; y un

alrededor del punto A.

rotacifn, momento

Entonces, la reaccifn en este apoyo se obtiene si se conocen las

de la fuerza y del momento.

Recuerda que los sentidos se suponen POSITIVOS.
Segfin la convencién del tornillo de rosca derecha, el momento es

positivo si gira de a .



EMPOTRAMIENTQ COMPLETQ

Observa la figqura

@g{?—"

0 Y
Impide los tres posibles en el plano, los cuales son:
dos : Yy un alrededor del punto A.

e v > s = s = e = v - - - -

movimientos, traslaciones, giro

Su reaccién estd cofipuesta de una fuerza resultante, funcifn de sus

¢ Y un ' alrededor del punto A.

Dl - -

- - = = o e - - - -

S1 suponemos sus sentidos POSITIVOS, quedan como caracterfsticas -

desconocidas sus .

——————————————————— e = ity o o e s = Y

intensidades

-

- o -




Py

EJEMPLOS DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS EN EL PLANO

Convendremos en representar las estructuras por medio de sus ejes
longitudinales. |

El caso m&s sencillo es una viga de eje recto, el cuédl ést& con-

tenido en el eje Y de nuestro sistema de coordenadas cartesianas,

empotrada en uno de sus extremos.

La estructura es isostitica, puesto que el empotramiento impide

los posibles en el plano.

tres movimientbs

- - - —— - o e e i ot e e

Comentario:
a este tipo de estructura isostdtica se le conoce cor. el nombre de

viga en voladizo o CANTILIVER.



ahora, si tiatamos de hacer isostdtica una viga con una articula-
cién fija, es preciso ayudarla con un apoyo simple.

Observa la figura.

!
3 S
/S — y

Si dejamos finicamente la articulacién fija, esta impedird los dos

movimientos de i pero bajo cualquier sistema de car

gas girarfa alrededor del punto A.

Entonces necesitamos impedir que gire. Esto se logra con un apoyo
simple aplicado en cualquier parte de la viga; pero con la condi-

cifn de que un componente de su reaccidn sea . al eje

de esta.

- e - - - — o = = = = = = o o . > s 4 - = ————

perpendicular
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Por tanto, la viga es isostética sf se impiden los . movi-

mientos posibles en el plano con una articulacifén fija y un apoyo

- — 1 e o o =

Si el apoyo simple se encuentra situado a la mitad de la viga,

queda representada asf
%
i

®

®
-y

Q Q ART/ICULACION

La viga se apoya en la del apoyo simple.

- e e o o B i o s . e o o e e T = = e T e e > = o = "

o e e e A e - - —— - -



Observa la figura.

i
@4& <E__

¢Esta viga es isostitica?

Puesto que, el apoyo simple debe impedir la rotacifn consentida por
la articulacifn, que no se verifica y, en este caso, el apoyo sim-

ple no impide un pequefio giro alrededor del punto A.

Caso especial:

)

®

7AN

‘

La viga es isost&tica, puesto que cumple con la condicién de que

un COMPONENTE de la reaccifn del apoyo simple es al

eje de la viga.




Ejemplo.-

Obtener las reacciones en los apoyos de la siguiente viga.

z4

I
I
|
I
|

o)

?‘Sn———'ﬁ—zn——ﬁrhdr

El sentido de la reaccién en el apoyo simple es obvio, ya que

se debe impedir el giro alrededor del punto A que producen las
cargas.
Los sentidos de los componentes de la reaccibén de la articula~

cién fija se suponen .

o — . T P = T S o o o o S S - 4 o = o o e > v ———

La reaccifn en el apoyo simple se obtiene si se conoce su inten-

sidad, ya que conocemos su direccibn, su Yy su punto de

- . - - Y P} = o T - O . T — -



Escribe las ecuaciones de equilibrio.

et ot o St St T T R e Y T A (o Y 40 = e A4 o - - T Y - . Y . = = g . o - — - -

et e e Rt Gt Bt o et e e o o e B e o e T R A A o o A . 4 = G e e = - — - -

Para obtener la intensidad de la reaccién en el apoyo simple, usemos

la ecuacién

: ! :30°
3m ———2m —4 im 4
Entonces

ZMA = =10 sen 45°(3)- 4 (5) + RB cos 30°(6) = 0

Recuerda la convencibn del tornillo de rosca derecha

Obtén el valor de RB.




Ahora, se tendri que obtener el componente, en Y, de‘RB para

calcular R y con la ecuacifn

A
tFy = 0
RBY = RB sen 30°= 3,965 ton
Por tanto
tFy =
Ray =
IFy = Ry, + 10 cos 45°- 3.965 =0
Ry = ~3.106 ton
RAY resultS con signo negativo; por tanto, se sentido es

al que se supuso.

AZ

opuesto
Por filtimo, nos falta calcular RAZ'
CALCULALA
EFz = 0.

- - - O
ZFZ = RAz 10 sen 45°- 4 + RB cos 30 0
R =

4.202 ton (su sentido es el supuesto)




Dibuja en la siguiente figura las reacciones de los apoyos de la

estructura.

10 ron 4ron

o T

3 2 M I

Ejercicio.-

Obtén las reacciones

z 1

€ ton

t

1T
l

5 /96 toa
!

_




4-20

-Antes de seguir obteniendo reacciones en apoyos de diferentes
estructuras en el plano, estudiemos otros tipos de carga.

Hasta ahora, el finico tipo de carga que sevha aplicado a una es-
tructura se conoce como carga concentrada en un punto y se ha re

presentado por un .

vector

Un tipo de carga muy comin en estructuras es la carga uniforme-
mente repartida. Esta carga es clisica de un sistema de fuerzas
paralelas iguales en todas sus caracteristicas.
A
)

[ ]

—— >y

Se representa con la letra w, como

I Fz

UA= T,

Por tanto, las unidades de la carga uniformemente repartida son

unidades de fuerza (intensidad) entfe unidades de .

longitud




Esquem&ticamente, se puede representar asi

considerando que para la obtencibén del equilibrio de una estruc-
tura en la cual esté actuando este tipo de carga, se use su re-
sultante, la cual es paralela al eje ___ , su sentido es opues-
to al de este eje, su intensidad es

Y W=l

' y su punto de aplicacifn exactamente la mitad de la

que cubre.

2, longitud

- - T —_ o - = o -

Por tanto, en el caso de estructuras cargadas uniformemente,‘para
la obtencién del equilibrio podr&s usar su resultante, la cual ser4:
Paralela al eje

Su sentido, a este eje

Su intensidad w =

Y su punto de aplicacién en la del claro que cubre

- ——— v e e e o - S 8 e o

Z, opuesto, wL, mitad

o - - - - ————




Otro tipo de carga es la carga repartida con ley triangular, esto

es:
Z 4
I
l w
|
- Y
‘—
donde su resultante es al eje Z, su sentido

a este eje y su intensidad

ya que W es la mitad de W.

paralela, opuesto



Para obtener el punto de aplicacién de la resultante, conside-
remos la interpretacifén geométrica del momento de una fuerza
(p&g 1-34)

IM,= I(FZY) = WT Y

En este caso, y es la distancia desde el origen hasta el pie de

la perpendicular con la lfnea de accidn de la resultante.

Entonces

- Y
Yz T 1

_ _ wY dy
Fz = w, dy= I

. ‘ . .
/ 4 uY2 w Y3 sz

L{Fz Y) = Fz Y = gy = £ | - -

2 /, /) - R P

Por tanto

sz
v . L(FzY) _ 3 _ 2
Y=g T3 ¢UL

T 2




Dibulia en .3 sigulente figura la resultante de este sistema a2

2

carga sin olvidar ninguna de sus caracteristicas.

————— >y

+__~_2/3L——_+—//3L —

Comentario:
Hay otros tipos de cargas, los cuales, para fines de este texto, no
es nec¢esario mencionar, puesto que, cuando se te presente el ca-

so, con las bases que has logrado lo comprender&s féacilmente.



Eiemplo, -

Obtener las reacciones de o siqguiente @striuctura.

Solucifn,.-
Antes de hacer operaciones, comprueba que la estructura tenga el

nmero estricto de apoyos para ser una estructura .

Iscribe las ecuaciones escalares que aseguran el equilibrio de la

estructura,.

™~
=
o
L}

0 Recuerda que, por comodidad, la suma de momentos se
hace alrededor de o, pero puede ser respecto al pun-
to que quieras.
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Ahora, sustituye en las ecuaciones los datos del problema y los
componentes (considéralos positivos} de la reaccifn del empotra

miento.

IFy 1.5+ Ry =0

EFz=-wL+Rz=—2(3) +Rz=0

IM, = - 1.5 (4) -uL (—‘2‘-) + M= 1.5(4)-2(3) (_g_) + Mx =0

Despeja las inc6gnitas y calcula sus valores.

~1.5 ton

3

6 ton

b4
N
]

M, = 15 ton-m

En la siguiente figura dibuja las reacciones en el empotramiento,

con todas sus caracterfsticas.



1.5 ton
e
IS tom-m
&ton _
Ejercicio.-
fon
3
’r
s

Explica por qué este marco es isostético.

Porque una articulacién fija y un apoyo simple son estrictamente

suficientes para que el marco no se mueva.

e > = b e e e = e e " o - = = o= e e e




i

Establece el sistema de ecuaciones escalares que aseguran el

equilibrio

éConsideraste los sentidos positivos de las reacciones?
IFy = Ay = 0

th=Az+Bz-3(5) =0

2
IM, = B, (5)-3(5.) (3 5=0

Calcula el valor de cada reaéciGn

Z

]
o
g
=}

o
"
wn
o
<}
=}




Dibuja las reacciones

3.ton

2.5 ton S ron

Comentario:

En este caso particular, por no existir cargas horizontales el
componente horizontal en A es cero, y se podrfa pensar que la
articulacién fija, ahf, se pudiera cambiar por un apoyo simple
sin alterar el equilibrio. Esto es vilido hasta que alguien se la
lleve rodando, con lo que se dejarfa de cumplir la condicibn de
isostaticidad.




Ejercicio.-

Obtén reacciones

2 ton J m

Los pasos que debes seguir son:

1. Comprueba que el mArco sea 1sostltico

2. Establece tus ecuaciones escalares de equilibrio
considerando la carga uniformemente repartida como su
resultante y las reacciones con sentido positivo.

3. Calcula el valor de cada reaccién.

4. Dibuja en la figura las reacciones con TODAS sus caracte-

ri{sticas.



Wewtc!l5(6)=9ton
ZMA%—‘—JM <
2@

{ton 8ton




Comprueba el equilibrio con una suma de momentos respecto al

punto que quieras; debexid ser cero.

- - o

Descansa 5 minutos

Cuando crece el nfimero de cargas en un marco se complica un poco la
obtencifén de las reacciones.
_Una solucifn muy sencilla para facilitar los cdlculos es obtener las

reacciones para cada tipo diferente de carga y sumar resultados.

T T

—2m—im+

Ahora, si la carga horizontal es de 2 ton, la carga y=1.5 ton y
m

la carga vertical de 4 ton.

Obtén las reacciones en cada marco y s@malas, para llegar a la

solucién requerida.






4-34

Ejercicios.-

1. Obt&n las reacciones de la siguiente estructura

ron 3 ron
I
‘M e B 4~
3
!
cere -
cero 90 ton

Nota: Es importante resaltar la posibilidad de que en un apoyo sus
reacciones sean nulas por las caracteristicas de las cargas.

- - e . e et i = e . = ot o s o = Y k1 S . Yt o - ——



2. Obtén reacciones,

|
|

l»&»

e

i

1O ton

10 ton
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3. Qbtén reacciones

1IOvon

areoo ciroulor

s BN —p— BN ————p—
No te ASUSTES por la forma de la estructura; las reacciones son

funcidn de las cargas y tipos de apoyo.

3 ton
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4. QObtén reacciones.

1O ron

Sron

arco parabdiico

I BN B v —— e by A

eero

10 ron 10 tom




Hasta aqui, hemos estudiade estructuras isostdticas continuas
con apoyos o enlaces externos al suelaq.

Pero, si la estructura isostdtica, como la que se muestra,

-

VAN >

la cortamos en un punto cualquiera y la volvemos a unir, pero

con una articulacién interna,

Por 1

— )

la estructura se convierte en una estructura

Tomemos otra estructura isostftica y hagamos lo mismo que con la

anterior
Entonces, la estructura de la izquierda es y la de

la derecha es

isostdtica, inestaklc



Por el estudio anterior, sabemos que una estructura en el plana

es isostdtica si se impiden laos tres movimientos posibles.

Pero si introducimos una articulacibn en un punto, se convierte

en una estructura inestable. )
¢C6mo podemos hacerla nuevamente 1lsostftica?

Para contestar esta prequnta, estudiemos antes con mucha atencifn

la siguiente figura:

La estructura, sin deformarse, adgquiere una configuracién como
) la mostrada en la figura, esto es, se est§ permiﬁiendo un movi-

miento en el plano.

Este movimiento eg un giro alrededor del punto A.

bibuja dos solucicnes para regresar el giro




»
¥

‘'Por tanto, la siguiente estructura es

Ahora, enfoquemos nuestra atencién en la siguienrte estructura

isostdtica



Explica por qué esta estructura NQ es isostitica.

(Hay gue comprobar que todos los enlaces sean eficaces, o sea,

que cada uno impida realmente los movimientes consentidos por

los otrgs.)

AN

EATR 2vitar el womvimiento.




Regresemos a la primera soluci6n de la p&g 4-39.

Sabemos gue la estructura es isostdtica, pero haciendo un recuen-

to de las caracteristicas desconocidas de las reacciones, encon-

tramos gque son .

Las ecuaciones ascalares de equilibrio son ; por lo que

necesitamcs otra condici$n para calcular las cuatro incbgnitas.

Todo este problema nacif por la introduccién de una articula§i6n;
entonces, si &sta es responsable, tendri que ayudarnos a resolver-
lo.

Podemos pensar que el tramo C-B de la estructﬁra, se esty apoyandc

en el tramo A-C por medio de la .

e e e o o = . - S o e o = = = -

articulacién



Esto es, el tramo A-C, gue es un .cantilfver y, por tanto, una

estructura  estd sirviendo de apoyo al tramo

isost&tica, C-B.

o m th o e A e e T e e Y o e e o - o S S o o A e A ot o S et

Entonces, podemos separar asi el tramo C-B de la estructura;

3 ® © ®

Luego, obtenemos las reacciones en el apoyo simple y en la

, como si estuviera _ y bajo cualguier sistema

articulacién, fija

Ahora, obtengamos las reacciones en el empotramiento A debido

cargas que obran en esa viga empotrada, mis el opuesto de la

en la del tramo C-B.

reaccibn, articulacién

- s ok . T e o S T R 44 o i e - e Y W - " - S = e e - Y - > S . " o S e = run

de




Ejewplo.-

Obtener reacciones

/M 2lon
m o\

P

3m +—L5m-—+—15m—+

+

Separemos la estructura y obtengamos reacciones el tramo de la

derecha de la articulacifn

X’mn
a P

A5 —— A 5m —

Comc ti ya sabes calcular reacciones de una triste viga como esta,

CALCULALAS

C,, = Compcnente horizontal en C = -1 ton.
Cy 7 Componente vertical en C = 0.366 ton.
7

= (omponents vertical en R

il
[en}
fee)
fox}
E)
I
s
3
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Ahcra, obtén la reacci6n en el empotramiento del cantiliver; sin

clvidar el opuesto de la reaccién de la articulacién.

A, = 3.86% ton

M, = 7.092 ton-m
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En la siguiente figura, dibuja las reacciones en los apoyos con

todas sus caracteristicas

11en

s

7ZOS8 ron-my - R

fron

Ejercicio.-

Obté&n reacciones

o

T;>Jllbclror7

M(‘W@

m————tm - 3m



CERO

20833ron |11666ton J3.7510n




Al separar la estructura exactamente en la articulaci&n, usamos
indirectamente la cuarta condicién de eguilibrio, la cual est8

relacionada con una suma de momentos precisamente en esta

Esta suma de momentos respecto a la articulacién tiene una va-
liosa particularidad. l

¢Cudl es esta particularidad?

La suma de momentos respecto a la articulacién a la DERECHA o a la

de &sta es .

Ejemplo.- L51!ﬂ

2ton

1.5m

® ® ¢

+———4m—+
Comprueba que la estructura es isost&tica.

Se tienen cuatro incb6gnitas; tres ecuaciones escalares de equilibrio
y la condicibn de la articulacibén interna; entonces, la estructura

es isostética.



Ahora, hay que obtener las caracterfsticas desconocidas de las
reacciones en los apoyos para las tres condiciones de carga.

Condicién 1.

Jton ©

Ay By

La primera ecuacifn que conviene usar es:
IM, = 0, puesto que la inica inc6gnita que tendremos es .

Plantea la ecuacibn y resuélvela.

- " > T  n $ t  T f  eR  Y  Y  h  A=  20  Sn  S  e  AR  AS e  n n

IM, = -3(3) +B, (4) =0

v
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La segunda ecuacifn es:

z FV = 0, ya .que solo tendremos una incfgnita, y esta es .

= 2.25 = 0
IF, = Ay + 2 5
Av =—2,25 ton
Si queremos usar la ecuacibn ZFH = 0, tendremos una ecuacibn con
dos inz6gnitas; entonces, es mejor usar la condicibn extra, que
dice:

ZMC = BH (3) =0

derecha
Ya gue no hay ninguna carga a la de la articulacién y

el componente B, no produce .

v
Por tanto, B, = 0

derecha, momento

Por Gltimo, podemos usar:

EFH =0



Comprueba el valor de AH con:

n
(=]

EHC
izquierda

IM -
1zquierda

Dibuja las reacciones

3ton

3ton N

3ton CERO
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Calcula las reacciones con la condici6n de carga 2.

fon
l575-

e

A5 A

—m———

o e - A = 8~ = " " = e o e = = = = = o e o P e A T S o B o o o




Calcula las reacciones con la condicién de carga 3.

3 1
L.5m
2ton
) o I.im
-~ 4 m 4o
3
e 2T0n
f/ Ifwv
0.7 5%0n 0.7510n

T o e e e o o i o o o i . e o O e o e o e i e i o o e o . . o e Pt 2 it e o

——— e+ e e —— e e
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Suma las reacciones de las tres condiciones y el problema estard

resuelto,

15%

3Ston . }

le—— 2 /0n

VN paN

s e - (o - - A A — " 2 - -

2on Iton
15ton 4.5 ton



Ejercicio.-

Obtén reacciones, conaidera todas las cargas de una gQla vez.

+—25m—4—2.5m——

Piensa antes como abordar el problema; busca siempre las ecua-

ciones gque contengan una sola incégnita.

Comprueba el resultado final, con una suma de momentos respec-

to al punto que quieras. Deber§ ser CERO.




La solucifn mis cbmoda es

t. zmcldérecha =
N 4 .

2, ZFV= 0

3. EFH =0

4. EMA= 0




EXAMEN
Obtén reacciones en las siguientes estructuras.
1.

3ton

fon
'5m”

‘1'—————5 m————




- AR,

+—-3IM——2m—+—2m —

o~




4 fon

—2M 4 M ———
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3m-

+—2m

L

Im
2



e 20
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*—2m —4 4m +—2m —+



w=2 ton/m

5 ton

90°

S m 4 m




Respuestas = _ e
1.
33.75ton-m
CERO
10.51on
2.
fon Ston
I l - /\la fon-m
CERO
1.510n 6.3r0n
3.
T 15 ton I 1lon
4,

werlon 10.5on-m

16ton




W=/

ron
m

wef—
1.1510n 115ton
Izron tzron
7.
: A 2 ton/m
10833 ton C
S ton
5.0 ton
B 7.833 ton
| 93 ton







CAPITULO 5. DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS EN ESTRUCTURAS

ISOSTATICAS EN EL PLANO

Objetivos:

5.1 Aplicar8s nuevas convenciones de signos para
el equilibrio de estructuras isost&ticas

5.2 Trazar&s diagramas de momento flexionante de
estructuras isost&ticas '

5.3 Trazar&s diagramas de fuerza cortante de és-
tructuras isostiticas

5.4  Trazar$s diagramas de fuerza normal de estruc

turas isost&ticas
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Determinadas las REACCIONES de l-s , se tienen todas las

fuerzas EXTERNAS que actfian en una estructura.

—_— - ———— - —————

apoyos

Observa la figura

X

REACCIONES

Las fuerzas EXTERNAS que actfian sobre el segmento de esta viga ‘pue
den variar de infinitos modos en nfimero, intensidad, direccién,

y punto de .

sentido, aplicacifn




Con obieto de evitar 21 estudio de las fuerzas INTERNAS* caso por
caso, se sustituyen las fuerzas por algunos tipos de

solicitaciones equivalentes

Estas solicitaciones equivalentes a la IZQUIERDA de una seccifn
transversal recta de una viga en el espacio, por las condiciones

de la estitica, pueden sustituirse por su que obra

en el plano de esta seccién.

——— ———— o s e . " o e o S e M

En general, la RESULTANTE a la IZQUIERDA de la seccifin transversal

recta tiene componentes.

Para considerar el EQUILIBRIO, las fuerzas INTERNAS en la seccifn
transversal recta deben estas solicitaciones equivalen

tes ( ) que se indican, respectivamente con N, Vx' Vz,

Mo, Moy M. (Su significado se explica a continuacifn)

equilibrar, RESULTANTE

La fuerza N se llama fuerza normal o axial, y su efecto en la sec-
cifn es de alargar o la viga.

Ertonces, segfin nuestro sistema de coordenadas, N=

* El estudio de las fuerzas internas en las estructuras corresponde
a los cursos de MECANICA DE MATERIALES.



Ui
]
(%]

Las fuerzas Vx y VZ se denominan fuerzas cortantes porgue tienden
a la viga en esa seccibn.
Entonces, Vx = y V. =

El par M, se llama MOMENTO de torsibn, pues tiende a la

viga, :zsto es, M_ =

Los pares Mx y Mz se llaman flexionantes porque tienden
a doblar o la viga.

Por tanto, Hx = y M_ =

momentos, flexionar, M = M, M= zﬁz

Cada uno de estos efectos satisface el llamado principio de super-
posicién de causas y efectos:
El efecto producido peor varias fuerzas actuando simultaneamente es

igual a la de los efectos producidos por cada

si actuaran por separado.

Este principio significa que los efectos de una fuerza son INDEFEN-
DIENTES e la =xistencia de o>tras __




Ercorces, una fuerza aplicaca a un: ostructura, ~a sometida a ctras

fuerz-s, produce efectos iguales a lcs que aplicand

la a la estructura cCescargada.

Por consiguiente, sus efectos se a los ya producidos por

las previamente existentes.
suman, f£uerzas

iATENCION:

En el estudio de las estructuras ISOSTATICAS, la independencia cita
da solo es consecuencié del hecho de que las fuerzas previamente
existentes han modificado muy poco la forma de la estructura, y que,
por consiguiente, las nuevas fuerzas actfian sobre la estructura que
ha permanecido APROXIMADAMENTE IGUAL a la estructura descargada. Sin
embargo, no hay que olvidar que las estructuras isostfticas se defor
man; aunque sean deformaciones muv nequeflas, v nor las caracteristi-~
cas de este tipo de esiruzt v.3. ~-r:3 deformitiores no estis restrin

gidas.



Para una mejor comprensifén en la ob:tencidn de las solicitaciones

en una viga, la supondremos, por ahora, simplemen

te apoyada sobre la que actfian fuerzas verticales y contenida en
: su plano axial de simetrfa, esto es, la seccibén transversal recta
: de la viga es respecto al eje Z.

Observa la figura

Z

A A A 4
!

Al B

;;; - T Y
_a',._q;
Ay ——=
a, =
Ay g |6
4 )]
equivalentes, simé&trica
4 La viga est& contenida en su plano axial de .

____________________________ - e o e e e e D >

simetria




Supongamos que cortamos la viga en dos tramcs por una
transversal recta m-n situada a una distancia del apoyo

IZQUIERDO

- e ot e 4 T i = St e " g S P = o e o o . e e o Ak e S s A G o e

seccién, y

Si prescindimos del tramo a la DERECHA de la seccifn transversal
recta m-n, para analizar el EQUILIBRIO del tramo de viga gue con-

servamos, o sea, el tramo a la de esa seccién, debe

mos considerar no solo las fuerzas EXTERNAS que actfan en este,

sino también las fuerzas distribuidas en la seccién,
que representan la accifn del tramo de viga sobre el

tramo IZQUIERDO.

Observa la figura

F F D

7

Fuerzas externas ~ Fuerzos internas

IZQUIERDA, INTERNAS, DERECHO

Estas fuerzas INTERNAS deben EQUILIBRAR a las fuerzas EXTERNAS a la

de la seccibn transversal recta m-n.
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Racuerda que todas las fuerzas EXTERNAS, por laS'condiciopes de lq
estitica, pueden sustituirse por su resultante, la cudl, en este
caso, es una VERTICAL Fz que qbra en el plano de la sec

cibn 'y un : : M.

X
FUERZA, MOMENTO

Observa la figura

02— "

[ —
fr— Q7 —d :
' l
S Y 1 8 l)
| Solicitaciones . Fuerzos internos
| equivalentes -—
/n

La fuerza vertical Fz o fuerza cortante Vz es igual a lh suma de

las fuerzas situadas a la de la seccibn

transversal recta m-n y se denomina
FUERZA CORTANTE EN LA SECCION TRANSVERSAL RECTA

- T 0 e 4 - M > - o -

EXTERNAS, IZQUIERDA

El valor de la fuerza, en este caso, es

<
it
™
]
"
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Comentario:
El sentido de la fuerza Vz' en la seccifn, sigue con la convencién

inicial.

Para obtener el valor del momento Mx' seguiremos una NUEVA CONVENCION

DE SIGNOS: (estudia con mucha‘atencién, es muy importante)

Si el momento de la fuerza a 1la de la seccifn gira en

el MISMO sentido que las manecillas del reloj, se considerari POSI-
TIVO.

En caso CONTRARIO, se considerari ' .

IZQUIERDA, NEGATIVO

Entonces, el valor del momento Mx siguiendo la nueva convencifn de
signos, serd
M= Av (Y) - F, (Y-al) -

Esto es, .el momento Mx es igual a la suma de los momentos de las fuer
zas situadas a la IZQUIERDA de la seccién m -n, respec-
to al CENTROIDE de esta y se denomina

MOMENTO FLEXIONANTE EN LA SECCION TRANSVERSAL RECTA




Ahora, si sobre la viga actfia en lugar de las fuerzas (cargas con-

centradas) una carga uniformemente , Se utiliza el

mismo razonamiento.

Observa la figura

: y

1
repartida
Consideremos nuevamente el equilibrio del tramo de la
viga.

Observa la figura

1D

i Fuerzas externas Fuerzas internas
% AV pra—

7
n
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Entonces, la fuerza cortante, llamémosla V, en la seccifn transver

sal recta m-n, es

El momento flexionante, M, en la seccifin transversal recta m-n, es

(Recuerda la nueva convencibén de signos)

M =
2
_ Y _ _ 4
M= AV Y wY 5 = A Y w 5=

Si la longitud de la viga es L, Av = :+ entonces, la fuerza cortan-
te en esa seccifn, seri

vV =




Del estudio anterior obtuvimos las expresiones que representan, res

pectivamente, la FUERZA : y el MOMENTO , en

la seccibn recta m-n, considerado el equilibrio del tramo de viga a

la de esa seccibn.

———— = e Y i " i o = " W = = e = A e o = e = P e S =

CORTANTE, - FLEXIONANTE, IZQUIERDA.

= - e o o - . = = - " v S o S o o

Si en lugar del tramo izquierdo se conserva el , la suma
de las fuerzas a la derecha de la seccifn y la de sus momentos, ten-

drén los mismos m8dulos V y M, pero serd&n de sentidos ' .

DERECHO, opuestos

o o o L S - - - - -

Lo anterior, es consecuencia de nuestras condiciones de equilibrio;
esto es, las sumas de las fuerzas y+:la de sus momentos con respecto

a CUALQUIER'PUNTO de su plano DEBEN ser : .

Dibuja, en la siguiente figura, los sentidos de las fuerzas y el mo-
.mento a la derecha de la seccién recta m-n, para que se cumpla el

equilibrio.

Fuerzas internas J Solicitaciones equivalentes




Fuerzas internas 1 Solicitaciones equivalentes

- i e o o S e o g S D o S S e ok 4 = T = e T S 7S e S - o o o o

Siguiendo con nuestra nueva convencién de signos, de aquf en adelan

te, el momento y la fuerza se tomarén

sf{ {(considerando el tramo de viga a la DERECHA de la

seccibn) los sentidos obtenidos son los de la figura anterior.

flexionante, cortante, positivos

Para una mejor comprensibn de esta regla del signo del momento flexio
nante y la fuerza cortante, vayamosipor partes.

Aislemos un elemento de la viga mediante dos secciones transversales
réctas.

Observa la figura

n n

Si el momento flexionante es positivo, dibuja en la figura el sen-

tido del momento a la izquierda de la seccién m-n



o o o ot e T e = T " S oy e (e W e - P i e e " i o o o = n e —

Ahora; dibuja, en la figura anterior, el sentido del momento a la

derecha de la seccifn m'-n', para cumplir con el equilibrio.

= o i = o e o - > Y " " S o T o e P e o o e Y e T o A S e

Esto es, el sentido del momento, a la derecha de la seccién m'-n',
resulta CONTRARIO al de las manecillas del reloj, sf, el momento

flexionante es .

- - o o e . Y o o o o o e e e i o e

positivo

[, - o —~——— - o e e o e e o o . e S o e

Por estos sentidos, de los momentos, la viga se flexiona cSncava

hacia .

- - - e 2 s s o g e e B e (e o S " T o




Dibuja, en la siguiente figura, los sentidos de los momentos a la
Izquierda y a la derecha del elemento de viga, sf, el momento

flexionante es NEGATIVO

Por estos sentidos, de los momentos, la viga se flexiona c8ncava

hacia .

(=)

Consideremos el mismo elemento de viga, aislado por sus dos seccio-

nes rectas, si la fuerza cortante es POSITIVA, dibuja, en la si-

guiente figura, los sentidos de las fuerzas a la izquierda de la

seccibn recta m-n y a la derecha de la seccibn recta m'-n' "’



ot
!

-

~J

m iom
n n’
m m'
‘ .

Esto es, el sentido de la fuerza a la DERECHA de la seccifén m'-n‘,
resulta CONTRARIO al de nuestra convenci8n inicial, s, la fuerza

coxtante es .

positiva

Ahora, dibuja, en la siguiente figura, los sentidos de las fuerzas
a la izquierda y a la derecha del elemento de viga, sf, la fuerza

cortante es NEGATIVA.

i m m’
! --------- ) B -;:""°

m m’ - -
£
1
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Hasta aquf, hemos cumplido con las cordiciones de equilibrio, Gnica
mente, en lo que concierne al .

Ahora, nos ocuparemos de cumplir con las condiciones de equilibrio,

respecto a la .

intensidad

o - it > s e o Lo et e v o A e e ot ot e P i = R . . e o = e 7 - e

Suponiendo positivos el momento flexionante y la fuerza cortante-en
las secciones m-n y m'-n' del elemento de viga, dibuja en la siguien

te figura cbmo queda representado:

-



RN

Si no actfian fuerzas externas sobre la. viga, entre las secciones m-n

y m'n', las intensidades de las fuerzas cortantes en las dos seccio-

nes son .
iguales
Cbserva la figura
14
M/< )4!4 ......
v
e o

L/4

Obt&n el equilibrio del elemento (la suma de momentos hazla respecto

al centroide de la seccifn m'-n')

tFy = 0

IFz =V -V =290

IM =M., +Vdy ~-MI=0
°]nr-n' ’

e
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Considerando la ecuacifn de momentos, tenemos

M3

pero, Md, se puede escribir como

= Mi + vdy
Md = Mi + dM

por simple inspeccifén de las dos e¢uaciones anteriores, se deduce

que

Por consigulente, para tramos de viga sin cargas concentradas, la

fuerza cortante es la derivada del

respecto a y.

momento flexionante

e e e o L 0 - - = e 4 " " >k o e - A e S i T

Ahora consideremos el siguiente caso:

F
m m'
v
Vy
n n’
A

Establece la ecuacifn de equilibrio de fuerzas verticales y despeja

va.



Por tanto, el valor de la fuerza varfa en la cantidad F

al pasar por el punto de aplicacibn de la concentrada.

cortante, carga

De la ecuacibn

an
dy .
Se deduce que en el punto de de una carga

=V

se presenta un salto brusco en el valor de la derivada gﬂ.
Y

aplicaci6bn, concentrada

Por filtimo, vamos a considerar el caso en gue una carga uniformemente
distribuida actfia entre las secciones m-n y m' n®

observa la figura

m m
M; w My
Vi 4' Vd
n n
—
ady

Establece tus ecuaciones de equilibrio, y despeja vd y Md
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De la ecuacifn Vd = Vi + dV = Vi - wdy, podemos despejar 4V =
. ay

Por tanto, la derivada de la fuerza cortante respecto a y, con signo

contrario, es igual a la de la carga.

-w, intensidad

. o W T . . Y 1 T = i T o S . i B A e T S T o R o Sl o S o P e . o o . o e A e S o i S A

De la ecuacifn Md = Mi + dM = Mi + vdy - mdzz, podemos despejar dM,

dM=de-wg;1

despreciando el segundo término del segundo miembro, por ser una

cantidad diferencial elevada al cuadrado, la ecuacién queda como

Esto es, gque también en el caso de carga uniformemente distribuida,

la fuerza cortante es la

respecto a y.

derivada del momento flexionante

.Comentario:
Pel estudio de una viga simplemente apoyada sobre la que act@an fuer-
zas verticales, se obtuvieron las expresiones gque representan, res-

pectivamente, la fuerza cortante y el momento flexionante en esta.



Ahara, estudiemos un caso general en el plano.

H b
7

+ { -

Observa la figura

Obt&n la reaccién del empotramiento en funcifn de F y 9o

M= F(sen6)! F
X

N=F(cos 8) (%

V=F(senb)

o o S S 2 o e L o i R T e e (A S R o o S ot i B R e e S (e o o o e

Supongamos que la viga la cortamos en dos tramos por una seccién

recta m-n y conservemos ¢l tramo DERECHO

-

Sustituye, en la siguiente figura, por su resultante todas las fuer-

zas EXTERNAS a la derecha de la seccién recta m-n; usando las litera

les M, V y N.




m

n

m M
N

v

n

De aquif, se obtiene una nueva fuerza N que se le¢ conoce con el nom-

bre de fuerza , por ser ggrmal a la seccidn.

Del equilibrio de un elemento de viga separado por dos secciones

rectas m-n y m'-n',

es obvio que las fuerzas normales sean independientes de la fuerza
cortante y el momento flexionante en esta seccién. Respec£o a su
signo, convendremos que si las fuerzas, N, tiende a ALARGAR el ele
mento, se considerari POSITIVA. Si tiende a ACORTARLO, se considerg

ré - .



1
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DIAGRAMAS DE MOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA CORTANTE Y FUERZA NORMAL

Del estudio anterior, se ha visto que las fuerzas INTERNAS que
L]
act@an en una secci6n transversal recta de una viga, EQUILIBRAN

el ’ , la r Y

la , correspondientes a dicha seccidn.

- —— ———————— -_— - ——- - e ] -

momento flexionante, fuerza cortante, fuerza normal

- e 2 et T e A > o — -

Estas fuerzas internas distribuidas en una seccibn transversal
recta se les conoce con el nombre de ESFUERZOS*

Por consiguiente, los ESFUERZOS, en estructuras isostiticas en el

plano, DEPENDEN de los ELEMENTOS MECANICOS {momento

fuerza y fuerza _ ) v de la GEOMETRIA de las

secciones transversales rectas de la estructurz.

flexionante, cortante, normal

- - e e W o e e

O sea, los ESFUERZ0S, en estructuras isost&ticas en el plano, DE-

PENDEN de los Yy de la

de las secciones transversales rectas de la estructura.

ELEMENTOS MECANICOS, GEOMETRIR

Por tanto, para conocer los esfuerzos en una seccidn transversal rec
ta de una estryctura s necesario conocer antes las variaciones de

los elementos a lc largo del eje longitudinal de esta.

e e e s v L 4 e S " B A = . = - = = o = S e &7~ A " o o o S

mecdnicos

*El estudio de las fuerzas internas en las estructuras corresponde a

los cursos de MECANICA DE MATERIALES.
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Esto es, para simpiific

21 escudic de los ESFUERZOS en una 28nry.-t

ra, es conveniente representar en forma gr&fica las variaciones de

.

los a lo largo del EJE LONGITUDINAL de

Estas formas gr&ficas de representar las de los

a lo largo del EJE LONGITUDINAL de la
estructura, se denominan:

DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS.

Por consigqguiente, en estructuras en el plano contamos con tres for-
mas gr&ficas para representar las variaciones de los elementos me-

cdnicos; las cuales son:

DIAGRAMA DE (DMF)
DIAGRAMA DE (DFC)
DIAGRAMA DE (DFN)

Para una mejor compresiSn del andlisis de una estructura; esto es,

la obtencidn de las de sus apoyos Yy los

de elementos mecinicos; consideremos, por ejemplo, el caso sencillo
de una viga simplemente apoyada solicitada p2r una carga concentra-
da P.

reacciones, diagramas



o

Cbserva la figura

-l

>

-
o

Entonces, las reacciones de los apoyos de la estructura en este

caso son (Obtenlas en funcién de P, b, a y L)

Ahora, obtengamos el diagrama de momento flexionante a lo largo del
eje de la viga. En esta representacién los valores en este eje (Y)
indican la posicifn de la seccifn y los valores paralelos al eje 2

indican el valor del que actfia en cada

momento flexionante, seccién
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Los valores positivos del momento flexionante se toman arriba del

eje horizontal y los negativos

Entonces, tomando una seccién m-n a la izguierda de P, se obtiene

gue para ella:

De la ecuacifn anterior, se observa gue el momento flexionante

varfa proporcionalmente a .

Para y = o, el momento es nulo y para y = a, es decir, para la sec-

cibn de aplicacibn de la carga P, el momento vale
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El sentido del momento flexionante desde y = 0, hasta y = a, es
positivo
Dibuja la primera parte del diagrama:
; - M:%g
3 M:=O I
P g
m= 58, {
M=2O
Ahora, tomando una seccifn m-n a la derecha de P obtén el valor
del momento flexionante a la IZQUIERDA de e€sta seccién.
i P m
r— O ——————tiy ‘—F .
._79. ;._————y—————ﬁ
3 “

L T
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El momento flexionante sigue siendo una fuhcién lineal de y; el

~cual vale Pab para y = a, y para y = L, vale
L

M=

M=F L-P(L~a) =Pb~Pb=0
L

Entonces, el diagrama qheda:

- - o o = g g -

Obtengamos ahora el diagrama de fuerza cortante a lo largo del eje
de la viga. En esta represéntacidn los valores en el eje (Y) indi-

can la posici6n de la y los valores paralelos al eje 2

-indican el valor de la i que actfia en cada

seccifn

- - —— o e e e

seccién, fuerza cortante




Los valores positivos de la fuerza cortante se taoman arriba del

eje horizontal y los negativos .

abajo

- —_— - -

Entonces, tomando una seccifn m-n a la izquierda de P, se obtiene

1

n

que para ella:

V= %E (es la finica fuerza cortante a la izquierda de la seccibén

m-n y es CONSTANTE),

El sentido de la fuerza cortante desde y = 0, hasta y = a, es

positivo.

Dibuja la primera parte del diagrama:

Y > - - - Y T - A o " " o Y o o et R T S O St o e R (O

e o o i . o . T S e o S e i W A (U L T Y A S e S ot

A
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Ahora, tomando una seccifn m-n a la derecha de P, obtén el valor de

la fuerza cortante a la IZQUIERDA de esta seccifn.

vV =

Pb b b - L -3 Pa
= e = P o= —-—l= = — ) T A c—
V=5 P =P (f ) P { ) p(L) T

Dibuja el diagrama completo de fuerza cortante

En el punto de aplicacifn de la carga P se presenta un salto brusco

en el valor de la , desde el positivo Pb al
L

negativo Pa.
L
fuerza cortante

e o " ot e S o " = = — A v - o = o o v

También se presenta, en el punto de aplicacién de la carga P, un

cambio brusco en el valor de la pendiente en el diagrama del

momento flexionante

o = o ] - T — — —— _ & o T - " o O o




Ejemplo. -

Obtener diagramas de elementcs mecdnicos de la siguente viga.

<} ton S ron

@ o

Q625 2.8 o S —— t anrs

Obtengamos primero el diagrama de fuerzas cortantes, puesto que nos
ayudard en la obtencién del de momentos flexionantes. Para esto, se
divide en varios tramos la viga, estableciéndose los valores de la

fuerza cortante para cada uno de ellos.

Para: y £ 2.5 m; v = ; a la izquierda
Para: 2.5mcy < 5m; vV = ; a la izquierda
Para: Sm<y < 8m; vV = ; a la DERECHA
V = 4,625 ton
V = 0.625 ton

V =-4.375 ton (Recuerda la regla del signo)

Dibuja el diagrama de fuerza cortante, en la p&gina siguiente.




Ahora, en el caso general de cargas repartidas sabemos que:

M _ oy, &V
ay - Vi@
Entonces
a‘m _
dy
a’m_
dy!

De agquf se deduce que en los tramos descargados (w = o) V es cons-

tante y M varfa .

También se deduce que en los tramos sometidos a cargas
repartidas, V y M varfan con leyes contfnuas de primero y
grado respectivamente.

= o - = S > " = " = o = = > =

uni formemente, segundo

También se deduce que V y M varfan con leyes continuas de segundo y
grado, si la carga varfa linealmente (carga ).

y asf sucesivamente.

tercer, triangular

Finalmente, se concluye que en las secciones en las que la fuerza
cortante se anula,el momento flexionante se hace Yy no

mfnimo, porque la segunda derivada de M es NEGATIVA.
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En las aplicaciones del anflisis es importante encontrar las sec-

ciones para las que el momento flexionante toma un valor mdximo o

- mfnimo

En el caso considerado, el momento flexionante miximo se encuentra

exactamente en el punto de aplicacifn de la .
carga P

Esto es, en este punto la pendiente en el diagrama cambia de

Por otro lado, sabemos que la pendiente en el ‘Jiagrama de momentos

flexionantes es igual a la ; O sea:

aM _
-V

et o s > o T o = = A e s - = Y " = - ———

fuerza cortante

Por consiguiente el momento flexionante toma sus valores miximos o
mfnimos en las secciones para los que la fuerza cortante cambia

BRUSCAMENTE de




Estas (ltimas expresiones para la obtencifn del momento flexionante
y fuerza cortante a la IZQUIERDA de lé viga, en las cuales se in-
cluye el valor de la carga P, selcomplicaron un poco.

M&s sencillo es, en‘este‘caso, considerar el tramo de viga a la

DERECHA de la seccibn sobre el que actfla Gnicamente la reaccifn

——— o = o e e e - - Eadad

Siguiendo este procedimiento y utilizando la REGLA de los SIGNOS a
la derecha de la seccibn, obtén las expresicnes del momento flexio

nante y fuerza cortante para este tramo.

m
. o | P 4
i ;;_.L - y
<
" L n

2

= Pa -
M= (L-y)

vgia-

L

- - e o ——

—

Verifica que para y = a, M = Pab; y para y = L, M = o

.h,g



+—253M -+ 25mM +—Bm —+

2625 +)

(—) 3.37S

Ahora, obtengamos<e1 diagrama de momentos flexionante. Para esto,

consideremos dos aspectos muy importantes:

1. Las eargas son concentradas; por tanto, el momento flexionante
es una funcién de y.

2, Existe un salto brusco en el valor de la fuerza cortante en la
seccién y = 5 m; por consiguienﬁe, el momento flexionante en
ésta secci6nvcambia bruscamente de pendiente positiva a

’ presentindosé un momento flexionante .

lineal, negativa, miximo

Entonces, los puntos claves para trazar el diagrama de momento fle-
xionante, en este caso, son:
Aa) Los apoyos, en donde el momento flexionante vale

b) Los puntos donde estin

o s e = e e = e e A = e = = - ——— A= = = = = " A v

cero, aplicadas las cargas




w
]
[¥9)
w
.

0 sea, solo necesitas cuatro valiores para tracar el diagrama; dos

de estos va los conoces, 3715 falta calcular los otros dos. Calce

lalos
4 ton ' 5 ton
A

Traza el diagrama

max

(+)

a

{tor-m}
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Ejemplo,~

Obtener diagramas de elementos mecinicos de la siguiente viga.

—y—~

wl
L= wl
2 2

En este caso, la fuerza cortante para una seccibn a una distancia

Y del apoyo izquierdo, es

- —— e o e g - - - -—————

De la ecuacibn anterior se deduce que el diagrama de fuerza cortante
es una recta inclinada, cuyos valores para Y = 0, Y = % Yy Y=L, son
VvV =

\'

v
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Traza el diagrama

(=) V:—u-)él—

Ahora, obté&n la ecuacifn del momento flexionante considerando la

misma seccibn.

o - —— o o " o e e o e o e e O

De la ecuacibn anterior, se deduce que el diagrama de momento fle--
xionante es una curva , de eje vertical. Los momentos en
los apoyos son , Y para Y = % se presenta un valor

parab8lica, nulos, m&ximo

e e e 4 e e e = - i o e o e = Y > > oo

Obtén el valor miximo del momento flexionante y traza el diagrama.

Hazlo en la siguiente p&gina.



- Y = Y " - — o = — - -——

Ejemplo, -
Obtener diagramas de elementos mec&nicos de la siguiente viga en

voladizo o cantiliver.

Obtén reacciones




Ahora, la fuerza cortante a una distancia y del extremo libre de

la viga en voladizo, es

Traza, aproximadamente, a escala, el diagrama.

.

“y (-)

Para trazar el diagrama de momento flexionante, conviene obtener 1la

ecuacibfn del momento a la de una seccibn, o sea, a una

distancia y del extremo .-

izquierda, libre



La expresién anterior es la ecuacién de una par&bolz de eje

y tangente al eje horizontal en el extremo libre de la

Traza el diagrama

2
W
o e
2

Ejercicio.-
Traza aproximadamente, a escala, los diagramas de elementos mec&ni-

cos de la siguiente viga.

E w=1ton/m

7m ]

Te conviene obtener tus ecuaciones de fuerza cortante y momento

flexionante a la derecha de una seccifn cualquiera.




7 ton (+)

El signo positivo del diagrama de fuerza cortante es consecuencia

de la nosicibn del apovo

245 ton-m (=)



Ejemplo.-

Trazar diagramas de elementos mecinicos de la siguiente viga.

5 ton

Convencion 4

Cwr} : ' _?

Solucién:

Obtén tus ecuaciones de fuerza cortante y momento flexionante a

la : de cualquier seccién a una distancia y del

extremo libre.

lzquierda
Entonces
v =
M=
V= - [5(1]= -4 ton
5
M= - [S(g)y}— -4y ton-m

En este caso particular, existe una fuerza normal a la seccidédn trans

versal de la viga. Obtén su valor

N =-3 ton (El signo es negativo, puesto que la fuerza tiende a

acortar a la viga).
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Ahora, traza los diagramas

o e . o B o v e e S e e e . = B e =

=) 4 ton
* (=)
24 ton-m
L (=) ' 3 ton




Ejercicio.=-

Obtén los diagramas de elementos mec8nicos de la sigquiente viga.

lzquierda {+) Derecha (+)

o L

! 30m 10m

8 T | 13.75 ton . l

{(+}

{ton) - {ton-m)

1.25 (2
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Ejercicio.-

Obtén los diagramas de elementos mecinicos de la siguiente viga.

25 ton/m

> S5 553
| 30m 10m | 30m |




' 375'—\ _
' - : {ton) 1
1250 C \I E

- 375 '
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Ejemplo.-

Obtener diagramas de elementos mec&nicos del siguiente marco

3 ton w =15 ton/m

T C
2 ton
| —————

Im
«LA , ' AB
! 4 m ;#__4

Para trazar los diagramas de elementos mecinicos del marco es

15m

conveniente, por ahora, considerar por separado las condiciones
de carga que lo solicitan.

Condicién 1. (Las reacciones las calculaste en el capftulo anterior)

3

Teniendo las reacciones, el trazo de los diagramas es muy sencillo
si te imaginas estar de pie sobre el circulo de la figura anterior
'y recorres el marco con la vista de izquierda a derecha, usando la
convencifn para vigas.

Dibuja en los extremos izquierdos de cada una de las barras que for
man este marco, las convenciones para fuerza cortante y momento

flexionante.



-\

kTm (+) E

L |

Antes de trazar el diagrama de fuerza cortante, separemos las ba-

rras que lo componen de la siguiente manera: E

Ahora, recorre el marco de izquierda a derecha obteniendo valores
claves de la fuerza cortante que te ayuden a trazar el diagrama.
Recuerda que la fuerza cortante a la izquierda de una seccibn es la
suma de todas las fuerzas cortantes a la izquierda de esta.

Traza el diagrama en la figura anterior

30

(+) ° {ton)




Siguiendo con la misma idea traza el diagrama de momento £flexio-
nante. No olvides incluir todas las fuerzas a la izquierda de la
seccibn que producen momento.

3 ton

Im

L

90| (+)

9.0

{ton-m)



Por Gltimo, traza el diagrama de fuerzas normal considerando las
fuerzas que actflan a la izquierda y normales a la seccién. Si
estas fuerzas tienden a alargar el elemento se considera positivo

Yy si tienden a acortarlo, negativo.

'1(+)q ° I

225 ton 225 ton

Observa que la suma de fuerzas normales a la izquierda de cualquier

seccifn en el cabezal delvmarco, es CERO.




Ejercicio,-
Traza los diagramas de elementos mec&nicos del marco anterior

siguiendo la convenci®n derecha.



Consideremos ahora, la condicibn d= carga 2.

1.5 ton/m

4

-3 >

3.0 ton 3.0 ton

Observa que en este caso, el finico elemento que estd sometido a
fuerza cortante y momento flexionante es el cabezal. Las columnas

solamente estin sometidas a fuerza

Traza los diagramas

w 30 . 30 30

{ ton) { ton-m) (=) {ton) (=)




Condicién de carga 3.

1 ton %_}_D’on

t
075 ton r l 075 ton

Para facilitar el trazo de los diagramas conviene combinar las dos
convenciones de signos, por ejemplo, recorrer el marco de izquier-
da a derecha hasta la articulacién intermedia y de derecha a iz-
quierda hasta esta misma articulacién.

Considerando 1o anterior, traza el diagrama de fuerzas cortantes.

0.75 ton !TH
2| 07510
- _qun
| t+) |
=1 —+—
; (=)
.




Ahora, traza el diagrama de momentc flexionante.

; ' 15 ton-m
) O
1ZQUIERDA DERECHA

Por Gltimo, traza el diagrama de fuerza normal




La solucién final del problema la obtenemos con la suma de los dia-
gramas de elementos mec&nicos de todas las condiciones de carga con
sideradas, por tanto, obtén las sumas de estos y compara tus resul--
tados con los de la siguiente pégina.

Observards que la suma de dos diagramas, uno con ley de variacién
lineal_y otro con ley dé variaci6n parab8lica, resulta con ley de

variacifn PARABOLICA.



) Maximo
6
15
+)!
15 &
08 m =) e
1
{+)
)
(-)
2 1
11 (=) |
(=) =)
15 a5

DMF {ton-m)

DFC

DFN

{ ton )

{ ton)




Ejercicio.-

Obt2n los diagramas de elementos mecdnicos de la siguiente viga.
Considera la carga uniformemente repartida como condicib6n de
carga 1 y la carga concentrada como condicién de carga 2; luego
suma los diagramas y cdmpara tus fesultados con los que te pro-

porciona el texto

w=1ton/m 2
§:v<y’y:y:y“r“r\, GC?

[ 3I0m 15m ‘ 15 m I




€ Flexion {ton-m)
7098 (_)/
3866 X

™~ e 0B66

Cortante {ton)

[ {+) . Tension (ton)

s~ i’y




Ejemplo.-

Obtener diagramas de elementos mecdnicos de la siguiente viga.

L5
2.25r0n 6.7510n
-4 : - -
" 40m To20m T

Comprueba los valores de las reacciones de los apoyos.

- - - - o

‘Traza el diagrama de fuerza cortante, te conviene usar las dos con-

venciones de signos.

2.2%
(+) (+)
- (ton)

(+)} izquierda 375 (+) 4 derecha



Antes de trazar el diagrama de momento flexionante considera los

siguientes aspectos:

1. La curva que representa el momento flexionante a la IZQUIERDA
del apoyo intermedio es una

2. Esta curva se inicia con un valor -

3. En la seccifn donde la fuerza cortante es nula tiene un valor

ﬁ ‘, gue puedes calcular

4. La curva termina, precisamente en el apoyo intermedio, con un

valor que tambi&n puedes calcular.

pardbola, nulo, miximo

Calcula estos valores

Hm5x=l'688 ton-m, M=-3.0 ton-m

- - -




Ahora, para trazar el diagrama a la IZQUIERDA del apoyo intermedio
es conveniente conocer otro punto. Para esto, observa que el momen
to flexionante en la seccifn donde se encuentra el apoyo interme-
dio es negativo, por tgnto, hay un valor NULO en otra seccibn de

la viga. Localfzala y traza el diagrama.

— - — ]



Para terminar, considera el tramo a la DERECHA del apoyo intermedio.

El momento flexionante se representa mediante otra curva

Si recorres este tramo de derecha a izquierda y sigues la conven-
cién de momento flexionante a la derecha notar3s que solo exiséen

valores con signo .

En el apoyo intermedio la curva termina con el mismo valor que
acabas de calcular. Comprueba este valor considerando el momento a

la derecha y completa el diagrama en la figura anterior.

(+)




También podemos obtener los diagramas de elementos mec&nicos con-
siderando todas las cargas de una sola vez, esta forma es muy sen
cilla si llevas ... orden la obtencifn de los puntos claves de los
diagramas y si usas las dos convenciones de signos.

Ejemplo.~

Trazar los diagramas de elementos mecinicos de la siguiente viga.

2 ton

2 ton/m

Obtengamos las reacciones de los apoyos

I MA =0, (2) (8) (4)+(2) (3)-BV(.8) =0
_ Bv = 8,75 ton
):FV=0, -(2)(8)-2+8.75+Av=0

A, = 9.25 ton

Comprueba los resultadcs obtenidos con I MB =0



Ahora, obtengamos el diagrama de fuexza cortante que servird de
apoyo en la obtencién de los puntos claves del diagrama de momento
flexionante. En este caso, la fuerza cortante a la IZQUIERDA de

una seccibn, a la izquierda de la fuerza concentrada es

V=Av - oy = 9.25 - wy 0 <y=<3

y la fuerza cortante a la DERECHA de una seccibn, a la derecha de

la fuerza concentrada es

V=-Bv+uauy==8,75 + wy 0<y=<5

Traza el diagrama, recuerda que en el punto de aplicacibn de la car-
ga concentrada se presenta un salto brusco en el valor de la fuerza

cortante.

9.25

{ton)




Para trazar el diagrama de momento flexiosnante ccnsidera los si-
guientes aspectos:

1.- En el punto de aplicacifén de la carga concentrada se presenta
un cambio brusco en el valor de la _ del diagrama del
momento flexionante.

2.- E1 diagrama tiene una ley de variacibén parab6lica a la iz-
quierda de la carga concentrada y otra ley de variacifn

a la derecha.

3.- En la seccibn donde la fuerza cortante es nula se presenta un

momento flexionante .

pendiente, parab6lica, m&ximo

Traza el diagrama

Cambio de pendiente Mmax =19.14 ton-m

(+)

L_ 30m b 4375 m
S-S AL LU VR



Ejemplo.-

Trazar los diagramas de elementos mecinicos de la siguiente viga.

2 ton/m : 4 ton/m

10 ton 9m J 4m 4 ton

N -',‘

Comprueba los valores de las reacciones

Para obtener el diagrama de fuerza cortante combina las dos conven-

’

ciones de signo de la manera siguiente:

a la izquierda de 0 ad4dm V=

]

a la derecha de 0 a 4 m; v

V=10 - 2y
V =14 + 4y

o = s e . ST 2 A o L o o T S g e

Traza el diagrama




—————

{(+)

[z

{ ton)

Como habrds notado, en el punto donde hay cambio de carga no se pre-
senta un salto brusco en el valor de la fuerza cortante, por tanto,
en este punto existe continuidad en las dos curvas que forman el .

diagrama de momento flexionante, esto es, la pendiesnte es la

Traza el diagrama de momento flexionante

24.0

l///// (+)




Ejercicio.-

Obtén los diagramas de elementos mec&nicos de la siguiente viga.

2 ton

1ton/m

2m 2m 2m 2 m

Identifica los puntos clave para el trazo del diagrama de fuerza

cortante

- — s o o e o B et e

A, B, C, D, E

—— - v e e e e e

Obté&n reacciones, traza el diagrama de fuerza cortante y, localiza

la seccién donde la cortante es nula.




| 475 m I 325 m ‘

75 55
(+) 33 15
(ton)
25 (=)
6.5
10.5
A B C D E
Traza el diagrama de momento flexionante
Mmgx =18.56
18 r— Cambio de pendiente
Cambio de pendiente 17 '
13
{ (ton-m)
A B C D E

e — " - - Y o 2 o S o S T e B St ] " T o T > oo o



i s S SRR SO
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A

s
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ATENCION

La presentacifn de los diagramas de elementos mec&nicos es la base
de tu trabajo en el campo de las estructuras, esto es, te sorvirén
para resolver problemas de cursos posterioies.

Para facilitar el trabajo es necesario descomponer los diagramas
completos, o sea, los gue se obtienen al considerar todas las car
gas de una sola vez, en figuras geométricas sencillas.

Esta descomposicifn se demuestra mediante el principio de super-

posicifn de causas y efectos.

Observando los diagramas de elementos mec&nicos del ejercicio ante-
rior el tramo C~D es un ejemplo tipico; entonces, hay que buscar
algunas figuras geom&tricas sencillas y estAticamente eguivalonies.

Para esto, aislemos el tramo mediante dos secciones transversales

rectas sin olvidar las accicnes de los otras tramos suire £8ve vara
cumplir las condicicnes de equilibrie. Dibada o e 1.,
accienes.

- +

Al 72 g
a2 -




SN 4 .
18 ton-m 2 ton/m 17 ton-m
¢ )
15 ton 25 ton
._7 20 m Y_.
oy

Por el principio de superposicién de causas y efectos siempre podrés

separar las fuerzas que actfian en un tramc en la forma que t@ gquie-

ras, En la sigulente figura se muestra la m&s conveniente; pero, in-
-

completa, esto es, tienes gue obtenar las fuerzas gue faltan para

cumplir con este principio.

Z ton/m

(+)

(+)




J

o B

Traza los diagramas de momento flexionante de los dos segmentos

2 ton/m

NN Y N NN

2 ton T—v 20 m ‘ 2 ton

{+) )
18 ton-m ( ‘> 17 ton-m
05 ton l ] 05 ton
: 2
T wl® | .
j 5 =10 ton-m
i /_(-R
) l+)
18 ton-m
17 ton-m

(+)

e o o 2




l::0 es, cuando se presenta el caso de un diagrama como el del tra-

re estudiado siempre podris

:irfbola, trapecio

descomponerlo en una

iiiste un caso particular en el cuil el momento flexionante en uno

a: los extremos vale cero, por consiguiente, podris descomponerlo

. una par8bola y un

I.. caso anterior es tipico en tramos extremecs de vigas simplemente

::nyadas. Por ejemplo, aislemos el tramo A-B.

é—’
1 ton/m
13 ton-m
i &
3 on O o " 8.5 ton
r o™ 'L..w . e oy RONA [alal
R o
ST srAn - L LrinCiy s de o sune oL Lnadn Je Cotiihs Y
TE s L T ey mAd L LVRNIenT Lo ey nas ms Akt



L

gt bl S S e

t ton/m
1.0 ton ' 1.0 ton
(+)
7 13 ton-m
6.5 ton T . : 1 65 ton

Obtén diagramas de momento flexionante de los dos segmentos.

€

g 05 ton-m

(+)

+) 13 ton-m

(+)

- ———— e —— -————

Si superponemos los diagramas se obtiene el original.

13 ton-m

(+)
i
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Ejemplo.-
Obtener la descomposici6n del siguiente diagrama de momento

flexionante.

My
M2
(+)
! Ly - L2 -
= = T =

(i)

{+] 2
WL o sz
8 8 2
~— wL;
AijTITi 8
e —— —
Ll Le Ls
2 2 2

Por tanto, el diagrama del primer tramo es equivalente -a la suma de

un ) Yy, yna con un momento m&ximo igual a

El diagrama del sequndo tramo es equivalente a la suma de un

y una con un momento miximo igual a
<rapecio, wvarébola,



|
:

Y, el diagrama dei: tercer trame es »ucvilente 10 Mmoo

y una cor nn oncmart: miAximo ijual a

Estudiemos ahora el caso tipico de la vic.. en voladizo.

Observa la figura

e
1 ton 2 ton/m
> 20 ton-m

fae——&m_ o] 9ton
i—’

Considerando el principio de superposicibn de causas y efectos

completa las fuerzas que actflan en esa viga.
2 ton/m
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Traza los diagramas de momento flexionante.

Si superponemos los diagramas se obtiene el original.

Verificalo gr&ficamente (1 cm = 5 ton-m)

20 ten-m



-81

o,

Ejercicio.~
Obtén los diagramas de elementos mecinicos de la siguiente viga y,

efectfia la descomposicifn geométrica.

4 ton - 5 ton
2 ton/m

Obtén reacciones y -traza el diagrama de fuerza cortante. Los puntos

A, B, C y D son los puntos clave.

A
i
i
)




6.4

(+)

{ton)

4.0 ’ , 4.6

Analicemos el diagrama:
La figura del tramo A-B es un de base mayor igual a -8.0

ton y base menor igual a .

trapecio, -4.0 ton

- s e s o = e = = e s - = P = = e = A = —

La del tramo B-C es otro de base mayor igual a
y base menor iqual a .

Y, la del tramo C-D es también otro de base mayor igual a

y base menor igual a .

trapecio, -4.6 ton, 1.4 ton

Por consiguiente, no se necesita su descomposicifn geomé&trica.



Ahora, traza el diagrama de momento flexionarte, apoyate f{inicamente

en los puntos clave y calcula el sz de cada tramo.




5-84

{(+)

{ton-m)

Analicemos el diagrama:
La figura del tramo A-B es equivalente a la suma de un
de base igual a , Y una con un momento miximo

igual a .

tri&ngulo, -12.0 ton-m, par&bol“a, 1.0 ton-m

La del tramo B-~C es equivalente a la suma de un , de ba-
se mayor igual a Y base menor igual a . Y una

con un momento miximo igual a .

trapecio, -12.0 ton-m, 4.8 ton-m, paribola, 1.0 ton-m

Y, la del tramo C-D es equivalente a la suma de un de
base igual a ¥ una con momento miximo igual
a ) .

e ot s i s - T . e = T o = ot A o o £ 0 o S " o > o " - " -
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Traza lcs diagramas equivalentes.
A B
P}
= —
(ton-m)
\

i\ / (+)

/120

.
&-

225




Ejercicio.-

Obtén diagramas de elementos mecinicos del siguiente marco.

w=36 ton/m

30m
l 50 m | 40 m .
- L 1
A B

Comc primer paso, obté&n las reacciones de los apoyos.

13.0 ton

A =0
A,

B, = 5.0 ton
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Ahcra, obtén el diagrama de fuerza cortante. Recuerda que la fuerza
cortante es la fuerza que trata de cortar a la viga, esto es, su

direccibn es perpendicular al eje longitudinal de esta.

- -

130
L (+)
|

IZQUIERDA Jfso

40

{ton)

40 /x/

DERECHA




Traza el diagrama de momernto flexionante. No olvides efectuar la

descomposicién geométrica.

_ 200
20.0
o mﬂﬂﬂﬂﬂ 11
lzquierdo 1+ (ton-m)
) (+)
=125

il ' ~
Derecha



Por filtimo, traza el diagrama de fuerza normal.

30




FELICITACIONES

Has adquirido habilidad en el trazo de diagrfmas de elementos me-
cinicos de estructuras isostdticas, con cargas concentradas y uni
formemeute repartidas. Ahora, para demostrar esta habilidad consi
deremos la carga repartida con ley triangular, con la ventaja de
que ya estls en condiciones de analizarlo tG mismo sin necesidad
de muchas explicaciones, por consiguiente, obtén los diagramas de
fuerza cortante y momento flexionante de las siguientes vigas.

1.

L ton
WeZ=p=

ey
' ol

=30 m +

Antes de hacer operaciones piensa como abordar el problema.

La siguiente gufa te serviri para ordenar ideas.

a) Usa las converciones de fuerza cortante y momento flexionante
a la I2QUIERDA o a la DERECHA de cualquier seccién.

b) Lé fuerza cortante a la izquierda o a la derecha de una sec-
cibn es ia RESULTANTE de todas las fuerzas que CORTAN a la
viga en esa seccidn,

c) Dadas las caracteristicas de la éarga, el diagrama de fuerza
cortante varfa con ley PARABOLICA.

¢} El momento flexionante a la izquierda o a la derecha de una
seccifn es igual al momento de la RESULTANTE de TODAS las
fuerzas a la izquierda o a la derecha de esa seccidn.

e) Dadas las caracteristicas de la carga, =1 diagrama de momento
flexionante varfa con ley CUBICA. (Entiéndase por clibica la

paribola clkica)



(ton)

20




+

A L=30m

Ordena tus ideas, emplea la gufa anterior.

o v e i 2 . e T = " o " " o S e o D o o S A P o e B! e S ot

{ton}
033
1.33
30
10m 10m | 1.0m__|
T i ‘ ] {ton-m)

on !



- -t
" L=30m o
Ordena tus ideas, ya sabes lo que tienes que hacer.

lton)

30

(ton-m)

T T T e e e e e e e e e e e e e e e - -




eI mﬂTﬂﬂm i
AN AN

B 7 S — o7 +

Confla en tu anilisis.



45
L 20m {10m

~ 3-0_1_# 30 m
I , , \#
55




HAZLO
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{ton)
50
13.06 { maximo }
1244 — I —120
(‘V TN
756 — // \r 713
' (ton-m)







CAPITULO 6.

EQUILIBRIO DE ARMADURAS ISOSTATICAS EN EL PLANO

Objetivos:

6.1 Identificaris armaduras isost&ticas

6.2 cCcalcularis las fuerzas que obran en los apoyos
de armaduras isostiticas

6.3 cCalcularSs la fuerza normal en las barras de

armaduras isostfticas







e

En general, las armaduras est4n constituidas por barras rfgidas
unidas entre<éi én puntos ilamados nudos, formando un conjunto es-
trictamente indeformabie (cuerpo rigido). Las diferentes barras que
concurren en cada nudo se consideran articu;adas entre si.

Nos ocuparerios finizavcente de las armaduras en el élano, llémadas
trianguiades; esto es, formadas pQr barras contenidas en un plano

y con el nlmerc de ba.ras b, estrictamente necesario para ligar

entre si, mediante , de modo invariable, n, nudos
en un plano.

De las siguientes estructuras, identifica la que cumple con las con-

diciones anteriores

Explica brevemente por qué la otra estructura no se considera como

cuarpo.rfgido
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Partiendo de que la estructurn mis senciila es un tridncuio, en el
que se tiene 3 barras y 3 nudos, para fijar otro nudo respecto a
los tres primeros, debes unirlo por lo menos a dos de ellos median
te dos barras.

Une el nudo 4 con el tri&ngulo

3 4
/\ |
1 2

3 4
1 2

Ahora, une los siqguientes nudos a la estructura de la figura. Recuer

da que debes usar r lo menos dos berras para cada nu'o.
q po P

3 4 6
Q
/v |
! 2 ' 5
3 4 6
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Por consiguiente, el nfimero MINIMO de barras necesarias para ligar

los (n-3) nudos restantes es .

Por tanto, el nfmero total de barras es

b =

- - - o o > s o

b =3+ 2(n-3) = 2n-3

o o e S o e o O T 2 S e S Y e Y A -

Formada la estructura triangulada indeformable (armadura), es nece-

sario fijarla con el suelo con apoyos suficientes pa-

ra impedir cualquier movimiento, esto es, se forman las estructuras

trianguladas .

estrfctamente, isostiticas

El tipo m&s sencillo y frecuente de estas estructuras esti formado
por una sucesifn de tri&ngulos.

Observa la figura

Cuerda superior

Montantes —— —-Diagonales

Cuerdo inferior

Considerando la hipbtesis de barras articuladas en sus extremos,

los Gnicos apoyos que satisfacen la restriccifn de movimiento, son

o o g = T Y o TS e = S = = Tt A o S e e - = - -

articulacién fija y apoyo simple
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Ahora, si tratamos de hacer isost&tica una armadura con una articu
lacién fija, necesitamos impedir la rotacién consentida por ella

mediante un aplicado en cualquier nudo de la

armadura.

apoyo simple

Por tanto, la armadura es isost&tica si se impiden los movi-

mientos posibles en el plano, con una articulacién fija y un

- ——— — —_ - | S, ——————————— o

tres, apoyo simple

También, una armadura es isostitica si se impiden los tres movimien-~

tos posibles en el plano, mediante apoyos simples.

Esto es, los tres apoyos simples son estrfctamente necesarios para
hacer una armadura isostdtica, siempre y cuando impidan los tres

en el plano.

- = o = > - - o e s e e e e o

movimientos posibles

Observa la figura

Explica, brevemente, por qué esta armadura NO es isost&tica.



Entonces, para impedir este movimiento de traslacifn, ser§ suficien-
te con girar, por ejemplo, el apoyo simple en A, para que su reac-

cifén tenga componente .

Explica, brevemente, por qué las siguientes armaduras NO son isost&-

ticas

C NI,

AN

NN

1. Porque se est§ permitiendo el giro alrededor de la articulacién
fija »
2. Porque se estd permitiendo la traslacifén horizontal

3. Porque se est§ permitiendo la traslacifn vertical




Entonces, una armadura triangulada ESTRICTAMENTE

y contenida en un plano, es ISOSTATICA si el nfimero de barras es
igual a y el nlmero de apoyos es estrictamente suficien

te para impedir los en el plano.

INDEFORMABLE, (2n-3), tres movimientos posibles

Por lo anterior, la geometrfa de una armadura triangulada isost&-
tica puede adquirir infinidad de formas; sin embargo, para fines
pr&cticos, estudiaremos a lo largo de eéte capftulo los tipos m&s
sencillos.

Por otra parte, se supone que las fuerzas exteriores s6lo actdan en
los nudos, esto es, las barras no soportan cargas intermedias.

Observa la figura

Por tantc, una barra articulada y sin intermedias s8lo

puede estar sometida a tensién o a
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Por consiguiente, las incSgnitas del problema son las reacciones de

los apoyos y las fuerzas internas, N, en las barras.

- - 0 e o - -

Para obtener las fuerzas normales en las barras es nece-
sarlo recordar la convenci8n de signos empleada anteriormente.

Observa la figura

Esta barra esti sujeta a fuerzas éxternas de .

-

internas, compresidn

————— sy 1 - -

Por congigquiente, el sentido de las fuerzas normales internas en

compresién, es:

=)

Compresion

Esto es, las fuerzas internas se oponen a la producida

por las fuerzas .

compresifn, externas

- - - - oy e o i e . e W e e S e S
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Ahora, para una barra sujeta a fuerzas externas de tengibn, el sen-

tido de las fuerzas normales internas es

(+)

Tension

Esto es, las fuerzas internas se a la tensién producida

por las fuerzas .

oponen, externas

Resumiendo, las fuerzas normales internas, N, en las barras y las
reacciones de los apoyos se calculan suponiendo:
a) Las barras est&n articuladas en los

b) Las fuerzas externas solo actflan en loas

nudos, nudos




ATENCION

En la préctica, la primera hip6tesis no se realiza, porque en las
armaduras, principalmenfe de acero, todo nudo se forma soldandé
los extremos de las barras. Sih embargo, las fuerzas normales in-
ternas que se obtienen al considerar esta hip6tesis difieren poco-
de las verdaderas.

La segunda hipStesis es consecuencia del disefio de la estructura
en sI, puesto que, las cargas gue obran sobre la armadura se apli
can precisamenté en sus nudos, por lo que las barras estén someti
das s6lo a su peso propic, gue en el anilisis se aplica repaftié&

dolo en parﬁes iguales entre los dos nudos.
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Estas dos hipStesis permiten una gran simplificacién del cdlculo,
puesto que, de este modo se¢ tienen tantas fuerzas internas desco-
nocidas N como barras existan.

EfectiQamente, cada nudo es un punto en equilibrio sometido a fuer
zas exteriores (cargaé y/o reacciones) y a las fuerzas internas en

las que concurren en €1.

— _—— e o e - . S o o S . v

barras

- - = o e - o e . 20 .

Entonces, para todo nudo puedes escribir Gnicamente las dos ecuacio

nes dg EFH =0y EFV =0,

————— i — - —— -

equilibrio

Se impone esta limitacifn porque el sistema de fuerzas es
de modo que s8lo puedes disponer de dos ecuaciones por nudo, obte-

niendo en total ecuaciones de equilibrio.

- 0= - - 04 " (o P s o o o S

concurrente, 2n

Por otra parte, las inc6gnitas del problema son las fuerzas normales

en las barras y las de los apoyos; en con-

junto, b + R =

- —_— . et o > e e e e = e e

internas, reacciones, b+ R =2n - 3 + 3 = 2n
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Por consiguiente, el nfimero de ecuzciones de equilibrio basta para
determinar las caracterfsticas desconocidas de las fuerzas que
aparecen en la armadura por efecto de las fuerzas aplicadas, esto

es, las ARMADURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS O ARMADURAS

ISOSTATICAS

o e e = S A T S e o e e o S - T " " "

Para utilizar este sistema de ecuaciones, conocido como método de
los nudos, es conveniente que obtengas antes las de
los apovos cde la armadura (como cualquier otra estructura), luego,
dibuja el diagrama de cuerpoylibre de cualguier nudo de &sta con

tal que no actfien m&s de inc6gnitas sobre dicho nudo

Observa la figura

Lo
= B

Los finicos nudcs donde NO actfian m&s de dos incégnitas son el




Recuerda que se impone esta limitaci&n porque el sistema de fuer-

zas es , de modo que solo puedes disponer de

ecuaciones de equilibrio por nudo para su resolucibn. Asi vas pa-

sando de un nudo a otro hasta que se hayan determinado todas las

concurrente, dos, inc6gnitas

Ejemplo.-
Obtener reacciones y fuerzas normales en las barras de la siguiente
armadura

2 ton 4 ton

l‘ton@_J (4] @ el @
gl \&@ |8

2m

® \/®
@

) 2m 2m

Explica por qué la armadura es isotética.

]
~
-
-]

ft

Porque cumple con b = 2n-3 3 y los apoyos impiden los tres

movimiertos posibles en =1 plano




Ahora, obtén reacciones en los apoyos.

EMlF = 0; R5, = 5.5 ton
EFV = 0; Rlv = 6.5 ton
EFH = 0; ;RlH = 1.0 ton

Para obtener las fuerzas normales internas, N, en las barras, pode~

mos empezar indistintamente por el nudo o .

Empecemos por el nudo 1, dibujemos el diagrama de cuerpo libre y
supongamos que las fuerzas normales internas, en las dos barras,
est&n trabajando a tensifn. Dibuja en la figura los sentidos de

las fuerzas en las barras.

1 ton




Obtengamos las fuerzas normales internas en las barras.

IF, =[1]+ 6.5 = 0 = - 6.5 ton
wy =[2]-1.0-0  P]- 1ot i
Por lo anterior, la barra 1 est& trabajando a y la

barra 2 a .

compresién, tensibn

-Sigamos con el nudo 2, dibuja en la figura los sentidos de las
fuerzas en las barras, no olvides considerar la fuerza normal en
la barra 1 con su sentido y puedes suponer que las fuerzas en

las otras dos barras est&n trabajando a tensibn.

1ton (:Z v []

=

{

:'lton (:)

1 ton

65 ton



Obté&n las fuerzas normales en las barras 3 y 4

IF, = 6.5 - 2.0 - [3] sen 45°=0  [3]
= 1.0 + 6.364 cos 45°+ [4] =0 [4]

=)
]
L

6.364 ton

-5.500 ton

Dibuja en la siguente figura los sentidos de las fuerzas en las

barras

1ton

1

2 ton 4 ton

@ [

6.5 ton

1ton

—— e D

1 ton

65 ton

Ahora, por comodidad, pasa al nudo 4 y calcula las fuerzas norma

les en las barras 5 y

inc6gnitas son evidentes.

6

. En este nudo los sentidos de las
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- o - S O o o

Tton

Equilibra el nudo 3 , en esSte caso tenemos dos ecuaciones con una
inc6égnita, entonces, con una ecuacifin calcula la fuerza normal en

la barra 7 y con la otra compruébalo.

——— s o o e o e S e e - - - -

IF,, = 6.364 sen 45°- 4.0 + sen 45° - 6 =0,[7] = 7.778 ton

ZFH = -6.364 cos 45°- 1.0 + 7.778 cos 45°= ¢, (éomprobacidn)

e e e e T i 0 i e S e e o S T P " T - =~ "

Al fin, el nudo 5 , en este nudo se tienen conocidos todos los

valores; por tanto, solc comprueba el equilibrio.

4

¢ 61or



. D T TTTTTTTETTT T

. Ejercicio.~ :

vi Obtén reacciones y fuerzas normales en las barras de la siguiente
armadura.

Comprueba la isostaticidad de la armadura y obt&n reacciones.

=
[y
"

- 13.333 ton
R1. =0

R2_, = 23.333 ton
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Ahora, te conviene empezar por el nudo 2

T P Tz

e Py
l / -7 ilo ton
[3"‘ // // .

v //
| // ///
_l_ Lol CJ

Im 4 m _J

—t
13.333 ton 23333 ton

Sigue con el nudo 3 , observa que NO hay cargas externas, enton-
ces para cumplir con el equilibrio las fuerzas en las dos barras

debéen ser igual a .



S6lo resta obtener la fuerza normal en la barra 3

Observa la figura

flo
®

13.333 23333

Es obvio que del equilibrio del nudo 1 se obtenga, mds comoda-

mente, la fuerza en la barra 3 . Calcfilala

s 1 e e . St B S o i e B o e e A . S e ot G Y D T o 0% S POt o W > e P e - 2

s o i 17 o i D s o A it Bt o o o o . S ey A P e S e AL S B ot e = T e > o " " =

En el nudo 4 se tienen conocidos todos los valores, por tanto,

s0lo comprueba el equilibrio.




Ejercicio.~
Obt&n reacciones y fuerzas normales en las barras de la siguiente

armadura.
15 ton

FAVAN

l 3m l 312___4

4 ton 1410n




-———

(ton)




Empleando el método anterior se obtiene el eguilibrio de las arma-
duras a través de sus nudos. Ahora, estudiemos el equilibrio a tra
vé8s de las secciones; esto es, se escoce una seccifn m~n de la arma-
dura gue corte a TRES barras que NO concurran en un nude (seccifn de
Ritter}, con objeto de aislar una parte de la armadura.

Observa la figura

b — % = )

] I

La seccidn m-u corta a barras que NO en un nudo.

tres, concurren

La seccifn Je Ritter tiene como cbjeto una parte de la arma-

dura.
aislar
Entonces, para determinar las fuerzas I en lag barras puede

emplearse el mismo principic general gue se emplea en las vigas.




¢
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Conocidas todas las fuerzas externas, comprendidas las
de los apoyos, se traza una seccibén de Ritter que divida a la estruc- 5
tura en dos partes, cortando barras.
reacciones, tres i

Una de las dos partes, por ejemplo, la de la izquierda, estd en equi-
librio bajo la accién de todas las fuerzas EXTERNAS que actfian sobre
ella y de las fuerzas INTERNAS que representan la accibn de la parte

sobre la parte IZQUIERDA

Estas fuerzas INTERNAS deben equilibrar las fuerzas a la

izquierda de la seccibn de Ritter,

a EXTERNAS
Recuerda gue todas las fuerzas EXTERNAS, por las condiciones de la
estitica, pueden sustituirse por su resultante y, para simplificar el
estudic de las fuerzas internas se conviene en representarlas en for
ma gr&fica mediante los diagramas de .
elementos mec&nicos
v e
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En otras palabras, el estudio del equilibrio a través de las seccio-
nes es una aplicacién directa de los diagramas de elementos mecéni-
cos, puesto que, las incBgnitas del problema son precisamente las

fuerzas en las barras de la armadura.

internas

Ejemplo.-

Obtener reacciones y fuerzas normales en las barras de la siguiente

armadura.
v
2 ton 4 ton 4 ton 4 ton 2 ton
) X '
—
2m

1 3m | 3Im | Im | Im

Obtén reacciones



Ya conoces todas las fuerzas externas, ahora obt&n los diagramas

de elementos mec&nicos como si se tratara de una viga.
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60

I TTTT . tton)’
' : -60

{ ton-m)

i ol




Aislemos un tramo de la armadura mediante una seccién de Ritter.
Puede ser cualquier tramo siempre y cuando corte tres barras pa-
ra aislarlo.

Observa la figura

lzquierda ~

I I Cuerda inferior

Los sentidos de las fuerzas INTERNAS los suponemos positivos.

————————— B e B |
m /// // : i2m
! |

Ahora, apoyindonos en el diagrama de momento flexionante, sabemos

que en el punto C el momento vale .

Por otra parte, la Gnica fuerza interna gque produce momento respec-
to al punto C es la fuerza en la barra de la cuerda inferior, por
tanto, esta fuerza debe equilibrar al momento flexionante en C,

entonces:

18.0 -(2,0) =0 (récuerda la convencibn izquierda)

= 9.0 ton

El sentido es el supuesto, por consiguiente, la barra esti trabajan

do a .

tensién

= - 0 e o . S 0 o e T e T U S P - e = Y e oYk o At G o A o Y S O G S G o o e e = e o e e



Ahora, usemos el D.F.C. para obtener la fuerza en la barra 2 ,
puesto que, esta fuerza es la finica que tiene proyeccibn vertical.
Entonces, la fuerza cortante en esa seccifn es de +2.0 ton y se-

gfin la convencién izquierda, su sentido es hacia .

Por consiguiente, la proyeccién vertical de la fuerza en la barra 2

debe equilibrar la fuerza cortante, esto es,

2.0 - II sen 8 = 0

Pero,
- _2 =
sen § = ='0.555
\/;§+32
@] - —2— = 3.61 ton
sen @

El sentido es el supuesto, por tanto, la barra esta trabajando a

Por Gltimo, falta calcular la fuerza en la barra 3 ; pero, no
existe diagrama de fuerza normal, por tanto, las proyecciones hori-
zontales de las fuerzas internas deben equilibrarse por sf mismas.

Considerando lo anterior, calcula la fuerza en la barra 3.
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@+@ame+m=0

[3]= -12.0 ton P

El sentido es opuesto al que se supuso, por tanto, la barra esti tra
v

bajando a .

compresién

Aislemos otro tramo de la armadura.

Observa la figura

2 ton

Cuerda superior
——— = e O =~ — — — ;o.____-——-—/-v
AP At

P
~ t
e ! - 1 /// I
~ : /// ! // H
~ 1

_—— e, DO e e OF e e e = é

- 9 ton :
BlonT

Vamos a obtener la fuerza interna en la barra vertical (montante),
para esto, la fuerza cortante (fijate bien) a la izquierda de esa

seccifén vale .

+ 6.0 ton (recuerda la convencién izquierda)




6-31

Por consiguiente, la fuerza interna en la barra vertical debe valer
, con el sentido mostrado en la figura, esto es, estd

trabajando a .

———— . e e e e o e o e o o e e - —— -———— — ——

6.0 ton, compresién

e e o 08 e o o o

ATENCION

Es muy importante definir, perfectamente, las fuerzas que estdn ac-

tuando en la seccifn escogida, ya sea a la izquierda o a la derecha.

Obtén la fuerza en la barra de la cuerda superior. Apdyate en el

D.M.F.

e o i o o o i e o e = i Y = R o o e At o e R S

9.0 ton, la barra estd trabajando a compresibn

El resultado anterior se comprueba ficilmente, puesto que, las pro~

yecciones horizontales de las fuerzas internas deben

por si mismas.

equilibrarse

o - e e e e e s s i




Aislemos otro tramo de la armadura.

Observa la figura

D R S o—— — —— P Sl -9
. ! ~ 1 Ve ! P
Diagonal >~ | - ) - |
~ ! ~ | // ! P !

~ ~ | -
| [k |

~ \ \\ 4 | Ve

RS SHp . e — o e —— 4

Obté&n la fuerza normal en las barras. Recuerda que el momento

flexionante en el punto D vale cero y la fuerza cortante + 6.0 ton.

La fuerza en la barra de la cuerda inferior es igual a cero.

La fuerza en la diagonal es igual a 10.82 ton trabajando a tensién.

Se cumple el equilibrio horizontal.




Resumen de resultadgs.

Observa la figura

Ccomo habr&s notado, para completar el an&lisis de la parte izquier- F
da, respecto a un eje de simetrfa de la armadura, sOlo resta obte-
ner la fuerza normal en el montante extremo, la cudl, para no com-

plicarnos la existencia, podemos calcularla mediante el equilibriobv

del nudo A,por tanto, la fuerza vale y esti trabajando a .

8.0 ton, compresifn

También, la fuerza normal en el montante central la podemos calcular
mediante el equilibrio de su nudo superior; puesto que, la'ﬁnica in~
cbgnita con'proyeccidn vertical es precisamente este montaﬂte, por

consiguiente, la fuerza vale ‘ y estd& trabajando a

-— - —————— -

4.0 ton, compresifn
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Un aspecto muy importante de la geometrfa de este tipo de armaduras,
de cuerdas paralelas, o viga Mohni&, es la orientacifn de las diago-
nales, esto es, las diagonales descienden hacia la derecha en la pri
mera mitad, donde usualmente la fuerza cortante tiene sentido

, Y hacia la en la segunda mitad, donde es negativa.

positivo, izquierda

Por consiguiente, las diagonales resultan predominantemente en TEN-

SION y los montantes en .

COMPRES ION

Por lo anterior, para distribuir la accifn de las cargas concentra-
das, conviene que las diagonales trabajen a y los montan-—

tes a : Ya que los montantes son mis cortos.

tensibn, compresibn

Considerando la simetrfa en geometria y cargas, la obtencién de las

fuerzas normales restantes es evidente

10.82 36l
36 082"

D
o
© ]
Yo}
llo




Ejercicio.~

Obt&n las fuerzas normales en las barras de la cuerda superior de
la siguiente armadura. Considera el momento flexionante a la dere-
cha para obtener las fuerzas en las barras 1y 2, y a la izquierda
para las barras 3 y 4. (Notar&s la comodidad de emplear las dos con

venciones)

3 ton [] II - II []

: - - - e o o e e s o . o (4 2 e S S

225 15 15 075

:
‘E
|
E
l
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Ahora, obté&n las fuerzas en las barras de la cuerda inferior de la

misma armadura.

3 ton




Ejercicio,.-
Obté&n las fuerzas normales en las barras de las dos cuerdas de la
siguiente armadura. Observa que la fuerza de 3.0 ton estd actuando,

ahora, en el extremo derecho de ella.

ffe

3 225 075
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Comentario:
Como habr&s notado, el simple hecho de cambiar el punto de aplica-
cibén de la carga implica un cambio en el valor de la fuerza normal,

en cada barra, en intensidad vy sentido.

P

Como ejercicio, obtén la fuerza normal, mediante el DFC, en la ter-
cera diagonal (cuenta de izquierda a derecha) de las dos armaduras y
comprueba los valcres de las barras con el diagrama de fuerza normal.
Para evitar sorpresas, en el primer caso no existe D.F.N., por tanto,
las fuerzas normales en las barras deben equilibrarse por sf mismas,
mientrés que, en el secundo caso si existe D.F.N. y debes considerar-

lo.
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Ejercicio.-
Obtén las fuerzas normales en las barras 1, 2 y 3 de las siguientes

armaduras

2 ton 4 4 4 2

3 ton []

2m

3m 3 m 3m 3 m'

2 ton 4 4 49 2

. B 3 ton

Considerando el principio de superposicifbn de causas y efectos:

3 = 13.5 compresibn 3

10.5 compresibn

2 = 4,51 tensibn 2

4.51 tensién

1 = 9.75 tensibn 1= 9,75 tensibn

o~ . T o -t e 8 e e o e e Y o e et o S o e o - e P S
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Ejercicio,-

Explica por qué esta estructura es isostitica y obtén las fuerzas
normales en las barras 1, 2 y 3. Considera el momento flexiqnante
y la fuerza cortante a la izquierda de la seccifn. Comprueba los

resultados considerandc el momento flexionante y la fuerza cortan

A

te a la derecha de la seccifn.

e ]

3

(v

N
N
3

=




Porque la armadura, que es un cuerpo rigido, esti uynida a la columna

mediante una Aarticulacifén, por tanto, esta estructura es equivalente

a un marco triarticulado.

1 = 20.0 ton (tensibn)
2 = 3.2 ton {(tensién)
3 = 22,5 ton (compresién)

ATENCION

Existe otro tipo de armaduras de cuerdas paralelas o viga Howe, en
el cudl, las diagonales ascienden hacia el centro; por consiguiente,
las diagonales resultan predominantemente en compresifn y los montan
tes en tensién. En los cursos de Mecinica de Materiales tendrds opor
tunidad de criticar este tipo de disefio y apreciar las conveniencias
de la viga Mohnie&.

Por otra parte, si deseas hacer mis ejercicios o investigar algunos
otros métodos, por ejemplo, el de la doble seccibn de Ritter o el
gré&fico de Cremona, te pueden ayudar las referencias citadas en la

bibliograffa.
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