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TEMA I
ESTADISTICA DESCRIPTIVA

INTRODUCCION

La Probabilidad y la Estadistica son herramientas muy importantes en el desarrollo de cualquier ingenieria.
Sus aplicaciones van desde los juegos de azar hasta la confiabilidad de sistemas, estimaciones de datos para
variables inciertas, toma de decisiones en situaciones de incertidumbre, estudio de los efectos del ruido en
sistemas electronicos, el disefio de centrales telefonicas, etc.

Actualmente, los conceptos y métodos basicos de la estadistica son indispensables para describir,
comprender e intentar predecir el comportamiento del mundo que nos rodea. La estadistica nos proporciona
los elementos para comprender la informacién y poder obtener conclusiones con un soporte matematico.
El presente curso es un acercamiento al manejo de datos estadisticos, junto con las bases probabilisticas para
desarrollar el potencial de la inferencia estadistica.

INVESTIGACION

La humanidad, desde siempre, ha estado expuesta a innumerables problemas, lo que la ha llevado a buscar
la mejor forma de resolverlos, dando origen a la investigacion, y la forma cientifica de validar las
investigaciones es a través de la probabilidad y la estadistica. El término investigar proviene del vocablo
griego investigare que significa "hacer diligencias para descubrir algo™, la investigacion esta encaminada
a conseguir estos descubrimientos. En la actualidad se habla de dos tipos de investigacion: la basica y la
aplicada.

La investigacion basicatiene por objeto mismo lainvestigacion, es decir, solo persigue el conocimiento
de las cosas. Por otro lado, como su nombre lo indica la investigacion aplicada tiene como proposito el
resolver problemas especificos. Es comin que la investigacion que comienza como basica termine siendo
aplicada. Por ejemplo, en la antigtiedad los griegos desarrollaron y estudiaron la geometria (medida de la
tierra), y la formalizaron a través de la l6gica deductiva; sin embargo, la estudiaban principalmente por sus
valores estéticos y por considerarla simbolo de cultura. En la actualidad la geometria elemental encuentra
sus aplicaciones en los objetos que nos rodean, en las edificaciones y en la forma en que se miden los
objetos.

El ingeniero, como profesional, debe estar capacitado para desarrollar investigacion aplicada, dejando

la investigacion bésicas a investigadores de carrera.

EL METODO CIENTIFICO

Los cientificos e investigadores, con el objeto de lograr sus propdsitos deben seguir una metodologia. Sin
laintencion de entrar en una discusion detallada del método cientifico, se pueden resaltar en él los siguientes
puntos:

S)33)33313)333333333311113333333333))))))
ALBS /NMG



Estadistica Tema | Pag. 2

1. Parte de una revision de hechos, teorias y propuestas.
2. Se formula una hipotesis logica sujeta a prueba mediante métodos experimentales.
3. Seevalla la hipdtesis de manera objetiva con base en los resultados experimentales.

Los cientificos, que deben ser capaces de observar y clasificar los hechos que resultan de un disefio
experimental, tienen que recurrir a la estadistica.

LA ESTADISTICA EN LA INVESTIGACION

Para entender el papel de la estadistica en la investigacion es conveniente tener una idea de lo que es la
estadistica. La palabra estadistica significa literalmente "ciencia del estado", debido a que en sus inicios la
estadistica servia para proporcionar datos que fueran de interés para los gobernantes de una nacién. En la
actualidad la estadistica es mucho méas que eso.

La estadistica no s6lo proporciona informacién o datos; sino que los agrupa, analiza, interpreta y
permite generar inferencias o conclusiones de una poblacion a partir de los datos de una muestra. Son
muchas las aplicaciones de la estadistica en la investigacion. Por ejemplo; en politica, es deseable saber que
en porcentaje de una poblacion votara en favor de un candidato, sin tener que entrevistar a todos los posibles
votantes; en la industria, es conveniente determinar si un lote de productos cumple con ciertos estandares
de calidad o deben reprocesar las piezas; en la educacion, qué tanto afecta la escuela de procedencia en el
aprovechamiento de un grupo de alumnos que ingresaron al nivel superior; en biologia, los resultados sobre
el crecimiento de vegetales en funcion de determinadas variables controlables, etc., Todas estas son
interrogantes o predicciones que contesta la estadistica, por ello la gran relacion entre la estadistica y la
investigacion.

LA ESTADISTICA Y SUS CLASIFICACIONES

La estadistica es la rama de las matematicas que se encarga de la seleccion de datos, su organizacion,
presentacion y realizacion de las conclusiones que se pueden obtener de dichos datos.

La estadistica puede clasificarse en: univariable y multivariable, dependiendo de la cantidad de
variables que se estén registrando. Si solo interesa el peso de las personas, entonces se desarrollard
estadistica univariable, si por el contrario se pretende estudiar la relacion entre el peso y la estatura,
entonces se estara desarrollando estadistica multivariable.

Otraclasificacion estd basada en laaplicacion de la estadistica. La estadistica descriptiva (o deductiva)
tiene como proposito la recopilacion, organizacion y presentacion de datos para su estudio, mientras que
la estadistica inferencial ( o inductiva) tiene como objetivo obtener conclusiones con respecto a una
poblacion a partir de la informacion contenida en una muestra, cuantificando de manera probabilistica el
grado de certeza de la afirmacion. A la estadistica descriptiva se le llama también deductiva, mientras que
a la estadistica inferencial se le Ilama inductiva.

S)33)33313)333333333311113333333333))))))
ALBS /NMG



Estadistica Tema | Pag. 3

La estadistica descriptiva utiliza graficas, tablas y pardmetros numéricos para la presentacion de la
informacion. La estadistica inferencial utiliza técnicas de probabilidad para cuantificar el grado de
certidumbre de las conclusiones.

Otra clasificacion de la estadistica estd basada en la informacion que se posee. La estadistica
paramétrica es la rama de la estadistica que estudia las pruebas y modelos en los que se conoce la
distribucion de la poblacion bajo estudio, o que por las condiciones del muestreo, se sabe la distribucién
que se debe utilizar para el analisis. La estadistica no-paramétrica estudia las pruebas y modelos cuando
la distribucion no puede ajustarse mediante la estadistica paramétrica, esto ocurre generalmente cuando no
se conoce la distribucion poblacional.

LA POBLACION Y LA MUESTRA

Para comprender la naturaleza de la inferencia estadistica deben distinguirse dos grandes conjuntos: la
poblacion y la muestra. La Poblacidn es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento,
mientras que la Muestra es un subconjunto de la poblacidn que contiene los resultados observados de un
experimento. Debe entenderse que el principal objetivo de la estadistica es realizar inferencias (o
predicciones) de la poblacién a partir de los datos observados en la muestra; la importancia de esto puede
verse en los siguientes ejemplos.

Si se desea conocer el porcentaje de la poblacién que votara por un candidato en particular, el hecho
de entrevistar a todos los posibles votantes requeriria de un gran esfuerzo ademas de un gran costo, por lo
que debe realizarse la entrevista solo a un grupo de los votantes (muestra).

Si se desea conocer el tiempo promedio de vida de un foco, el probar toda la poblacion seria el
equivalente a prender todos los focos y medir el tiempo que tardan en fundirse, lo cual no permitiria tener
articulos para la venta, por lo cual la prueba de vida til s6lo se realiza a un grupo de focos (muestra).

Los disefios muestrales (muestreo) son los procedimientos utilizados para extraer muestras de una
poblacion. La forma en la que se extrae la muestra es muy importante, debido a que una mala muestra
arrojara conclusiones equivocadas. La probabilidad proporciona las herramientas para realizar un muestreo
justo; es decir, representativo de la poblacion.

MUESTREO

Al recordar que la estadistica es parte de las matematicas que se encarga de obtener informacion y
conclusiones acerca de una poblacion tomando para ello datos de una muestra, debera investigarse la mejor
manera de seleccionar dichos datos, es decir, debe buscarse una técnica adecuada para realizar el muestreo,
a lo que se llama disefio del experimento.

Siempre se desea que la muestra sea representativa de la poblacion, para lo cual se debe tener una
muestra aleatoria. Es claro que el término muestra aleatoria sugiere la forma en la que se deberan
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seleccionar los elementos de la muestra, es decir, en forma aleatoria, pero ¢qué se debe entender por muestra
aleatoria en este momento? De una forma sencilla, puede decirse que se tiene una muestra aleatoria si todos
los elementos de la poblacién pudieron ser seleccionados.

Para estudiar con profundidad el disefio del experimento se requeriria de un curso especial, por lo cual,
en este curso se considerara sélo el muestreo aleatorio simple, en el cual, todos los elementos de la
poblacion tienen la misma posibilidad de ser seleccionados.

Siempre se desea que la muestra sea representativa de la poblacién, para lo cual se debe tener una
muestra aleatoria. Es claro que el término muestra aleatoria sugiere la forma en la que se deberan
seleccionar los elementos de la muestra, los cuales se deberan seleccionar en forma aleatoria.

Definicién 1.1
Sean X, ,X,,...,X, variables aleatorias independientes, cada una con la misma distribucion
de probabilidad f, ( x ). Entonces se define X, X, ,...,X, como la muestra aleatoria de

tamafio » de la poblacion £, ( x ) y tiene, por independencia, la distribucion de probabilidad
conjunta:

fXX

14p .-

Xn(xl,xz,...,xn)=fX1(x1)fX2(x2)...an(xn)

Definicién 1.2
Si N y » son el numero de elementos de la poblacién y de la muestra, respectivamente,

entonces si se hace el muestreo de tal manera que cada una de las (
n

N) muestras tiene la

misma probabilidad de ser escogida, el muestreo se denomina aleatorio simple.

Se sabe que en la practica es bastante dificil realizar un muestreo aleatorio simple; sin embargo, debe
ponerse especial cuidado en que lo sea a fin de evitar sesgos. Un procedimiento sesgado es aquel en el cual
se producen inferencias que en forma constante sobreestiman o subestiman alguna caracteristica de la
poblacion.

En forma sencilla, en el muestreo aleatorio simple, las muestras aleatorias de igual tamario, tienen la
misma probabilidad de ser seleccionados, y por consiguiente, cada elemento de la poblacién tiene lamisma
probabilidad de ser seleccionado.

Otros tipos de muestreo se mencionan a continuacion:

El muestreo sistematico consiste en seleccionar una muestra tomando cada k-ésima unidad de la
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poblacion un elemento. Las unidades elementales de la poblacion se ordenan (o numeran) y cada &
elementos se toma uno. La constante & recibe el nombre de razon de muestreo.

El muestreo estratificado consiste en dividir a la poblacién en grupos denominados estratos. Los
estratos contienen elementos homogéneos (de caracteristicas similares). De cada estrato se toma un
subconjunto mediante el muestreo aleatorio simple y la muestra total se obtiene uniendo los subconjuntos.
El muestreo puede ser proporcional o no.

El muestreo por conglomerados es lo contrario del muestreo estratificado. Consiste en seleccionar
conglomerados, los cuales se forman con elementos con las mayores diferencias posibles. Posterirmente se
selecciona un conglomerado por muestro aleatorio simple de ahi se selecciona la muestra, nuevamente por
muestreo aleatorio simple.

ESTADISTICA DESCRIPTIVA

La estadistica descriptiva es la parte de la estadistica que tiene como proposito organizar y presentar los
datos de una poblacion o de una muestra para su analisis e interpretacion. Es a partir de la estadistica
descriptiva, que la disciplina tomé el nombre de estadistica, puesto que en la antigliedad, los gobernantes
deseaban conocer la informacion de sus reinos.

En la estadistica descriptiva existen basicamente tres técnicas:

- Distribucion de Frecuencias
- Gréficas
- Medidas numéricas

Las técnicas no son independientes, por el contrario, deben complementarse. La distribucién de
frecuencias es la forma en la que se agrupan los datos cuando se tiene una cantidad considerable de ellos.
Las gréaficas sirven para visualizar rapidamente la forma en la que se agrupan los datos, y los parametros
numericos son el resumen de los datos en forma cuantitativa. Cada técnica es una huella de la informacion
que se estudia, pero no debe olvidarse que para realizar una mejor interpretacion, deben combinarse las
técnicas.

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

Es una técnica de agrupacion usada en estadistica cuando se tiene un conjunto muy grande de datos, de tal
forma que el andlisis posterior: gréaficas y parametros numéricos; se puede realizar de forma mas réapida. La
tabla de distribucion de frecuencias puede usarse para datos cuantitativos y para datos cualitativos. Los
datos cuantitativos son aquellos que indican cantidad, 5 personas, 2.5 Newtones, etc.; mientras que los
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datos cualitativos expresan cualidades: azul, alto, sano, etc.

Existe una gran diversidad de tablas de distribucion de frecuencias; sin embargo, aqui se estudiara una
tabla tedrica completa. Para resumir los datos, se utilizan intervalos, clases o categorias y posteriormente
se indica la frecuencia de cada uno de ellos. Las columnas que forman una tabla completa son:

Limites de clase. Son los valores menor y mayor que de encontrarse como datos en la muestra pertenecen
a la clase en cuestion. Los limites de una clase tienen la misma aproximacion que los datos en la muestra
o0 de la poblacion, esto es, si los datos son enteros, entonces los limites son enteros. Si los datos tienen

aproximacion a décimas, entonces los limites tendran décimas, y asi sucesivamente. Se denotan por L,.

Fronteras de clase. Las fronteras o limites verdaderos de una clase, son los puntos medios entre los limites
de intervalos consecutivos. Se denota por L, , por limite real. No se acostumbra usar F porque esa letra se

reserva para las frecuencias. La distancia entre la frontera inferior y el limite inferior de una misma clase,
asi como la existente entre el limite superior y la frontera superior de una misma clase es igual a media
unidad de aproximacion, esto es, si en una tabla de distribucion de frecuencias, los limites de clase son: 1-3
, 4-6, 7-9 (con aproximacion entera); entonces las fronteras serian 0.5-3.5, 3.5-6.5, 6.5-9.5 (con media
unidad de aproximacion entera, es decir, 0.5) ; como se muestra en la siguiente tabla (entre paréntesis se
indica la operacion que se realizé con los respectivos limites de clase para obtener las fronteras de clase).

Tabla 1.1. Limites y Fronteras de clase

Limites de clase Fronteras de clase
1-3 0.5 (1-0.5) - 3.5(3+0.5)
4 -6 3.5(4-0.5) - 6.5(6+0.5)
7-9 6.5 (7-0.5) - 9.5 (9+0.5)

Marcas de clase. Es el punto medio de una clase. Se considera como el valor representativo de un intervalo.
Las marcas de clase se obtienen promediando los limites de un intervalo, o bien, las fronteras. Se denota

por x,.

Tabla 1.2. Marcas de clase

Limites de clase | Fronteras de clase | Marca de clase, x.
1

1-3 0.5 - 35 2
4 -6 35 -65 5

7-9 6.5 - 95 8
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Frecuencia. Es el nimero de elementos en la muestra o en la poblacién que pertenecen a la clase en
cuestion. Se denota por f;. Si los datos de una muestrason: 1, 9,5, 8,4, 1,2,7,6, 3,3, 2,7, 9; entonces al

agrupar por intervalos se obtienen las siguientes frecuencias.

Tabla 1.3. Frecuencia

Limites | Fronteras | Marca de Frecuencia
declase | declase | clase, x. f.
1-3 05 - 35 2 6
4 -6 35 -65 5 3
7-9 6.5 - 95 8 5

Frecuencia acumulada. Es el nimero de datos en la muestra o poblacion, que son menores o iguales que
el limite superior del intervalo en cuestion. Se denota por F,, y se obtiene sumando la frecuencia del

intervalo actual y de los anteriores intervalos.

Tabla 1.4. Frecuencia acumulada

Frecuencia Relativa. Es la proporcion de datos que pertenecen a la clase en cuestion. Se denota por fl.’ 0

* - - V * f
por f;". Es el cociente de la frecuencia entre el nimero total de datos, esto es: f;” = ~*. Para la tabla del
n

ejemplo, si el total de datos es n=100, entonces:

))))/)))))))))))))))))))))))))))))))))))
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Limites Fronteras de | Marca | frecuencia Frecuencia
de clase clase de f. acumulada
clase, ' F,
X;
1-3 05 - 35 2 6 6
4 -6 35 -65 5 3 6+3=9
7-9 6.5 - 95 8 5 6+3+5=14
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Tabla 1.5. Frecuencia relativa

Limites de | Fronteras de | Marca de | frecuencia | Frecuencia frecuencia
clase clase clase, X, fz acumulada relativa
Fi f-*
1-3 [(05-35 2 6 6 6/100=0.06
4 -6 |35-65 5 3 9 3/100=0.03
7-9 [65-95 8 5 14 5/100=0.05

Frecuencia Acumulada Relativa. Es la proporcion de los datos en la muestra o poblacion que son menores
o iguales que el limite superior de la clase en cuestion.

/ La: . . .
Se denota por F; o por F,". Matematicamente se define como el cociente de la frecuencia acumulada entre

F,
el nimero de datos, esto es: F;” = — . Considerando nuevamente que n=100, entonces:

n

Tabla 1.6. Tabla de distribucion de frecuencias tedrica completa

Limites de Fronteras de Marca de | frecuencia | Frecuencia |frecuencia | Frecuencia
clase clase clase. x. f acumulada relativa acumulada
e i Fi f* relativa

1 Fi*

1-3 05 - 35 2 6 6 0.06 0.06
4 -6 35 -65 5 3 9 0.03 0.09
7-9 6.5 - 95 8 5 14 0.05 0.014

Latabla anterior, ya es unatabla de distribucion de frecuencias teérica completa, pero debe observarse
que para tener una tabla de distribucién de frecuencias, basta con tener dos columnas, una que indique la
clase (Limites, fronteras o marcas) y una que indique la frecuencia (Frecuencia, frecuencia acumulada,
frecuencia relativa o frecuencia acumulada relativa).

Existen otras tablas de distribucién de frecuencias, basadas en intervalos, en donde se utiliza la
notacion del Célculo para los intervalos abiertos y cerrados, por ejemplo:

i))))/)))))))))))))))))))))))))))))))))))
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Tabla 1.7. Tabla de distribucion de frecuencias con intervalos

Intervalo | Marca de | frecuencia
clase, x, /;

[1,4) 2.5 2

[4.,7) 55 5

[7 ,10) 8.5 8

En donde la marca de clase es nuevamente el punto medio del intervalo y no puede existir traslape en
ningun intervalo.

Algunos valores que ayudan en la construccién de la tabla son:

Longitud de la clase. Es la diferencia entre la frontera superior y la inferior de una misma clase. Se denota
por c. Asi para la tabla 1.6, la longitud del intervalo es: ¢=3; lo mismo que para la tabla 1.7.
Cualquier tabla que contenga una columna de clase o intervalo y una columna de frecuencias, es una

tabla de distribucion de frecuencias; sin embargo, en este momento deberan de construirse tablas completas
atendiendo a las siguientes recomendaciones.
Recomendaciones para la construccion de una tabla de frecuencias

e El ndmero de clases estara entre 5y 20, inclusive. La primera aproximacion del nimero de clases se
obtendra con \/n.

*  Todas las clases seran de la misma longitud (c).

e  Lalongitud de clase se aproxima mediante

Rango
c=— g , donde el Rango es:
numero de clases
Rango = Mayor valor en los datos - menor valor en los datos

Posteriormente se ajusta de manera conveniente, de forma que el primer limite inferior sea ligeramente
menor o igual que el menor valor, y el dltimo limite superior sea ligeramente mayor o igual que el
mayor dato.

»  Tratara de evitarse que haya clases con frecuencia cero.
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La primera y la dltima clase nunca tendréan frecuencia cero.

S
A

))

L

B

Ejemplo 1.1
Los siguientes valores representan el tiempo diario de transporte de una muestra de 50 alumnos de
cierta universidad al sur de Copilco.

69 56 73 66 64 44 36 69 76 53
79 72 8 77 71 48 49 49 60 67
73 70 64 56 31 62 56 55 51 45
30 40 80 49 59 60 76 67 30 72
45 43 77 49 46 42 63 41 64 79

Construir una tabla de distribucién de frecuencias tedrica completa.

Resolucion
Puesto que no se proporciona ninguna indicacion con respecto a los intervalos, se realiza la primera

aproximacion del nimero de intervalos con y/a = /50 = 7.07, por lo que se utilizaran 7 intervalos.
El menor de los datos es 30 y el mayor de los datos es 82, por lo que el rango de los datos es

R = 82 - 30 = 52, entonces la longitud del intervalo aproximada es 5—72 = 7.428, por lo que se

utilizara una longitud de ¢ = 8.
Puesto el menor valor es 30, se toma la decision de iniciar en 29, teniéndose:

Tabla 1.8. Tabla de distribucion del ejemplo 1.1

Limites de | Fronteras | Marca de |Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
clase de clase clase, X, f acumulada | relativa acumqlada
i i F " relativa
i fi A
Fi
29-36 |28.5-36.5 325 4 4 0.08 0.08
37-44 | 36.5-44.5 40.5 5 9 0.1 0.18
45-52 |44.5-525 48.5 9 18 0.18 0.36
53-60 |[52.5-60.5 56.5 8 26 0.16 0.52
61-68 |60.5-68.5 64.5 8 34 0.16 0.68
69-76 |68.5-76.5 72.5 10 44 0.2 0.88
77-84 |76.5-84.5 80.5 6 50 0.12 1
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GRAFICAS

Cuando se desea dar un mayor impacto de la forma en la que se distribuyen los datos, éstos se presentan en
una o varias graficas. Son muchas las graficas que se pueden utilizar en la estadistica descriptiva,
destacando el histograma, el poligono y la ojiva. Otras graficas usadas son la de sectores circulares (también
Ilamadas pastel o pie), lade tallosy hojas y el diagrama de caja (que se estudiara después de las medidas
numericas).

HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS

El histograma es una grafica de barras rectangulares cuyas bases estan centradas en la marca de clase del
intervalo, y sus areas proporcionales a la frecuencia del intervalo. Es evidente que para un histograma bien
construido, las distancias entre marcas de clase son siempre las mismas, por lo que la condicion de que las
areas de los rectangulos sean proporcionales a las frecuencias, se convierte en la altura proporcional a la
frecuencia. No es necesario dibujar el eje de las ordenadas; sin embargo, puede hacerse sin ningun conflicto.

Con los datos de la tabla 1.8, el histograma de frecuencias es:

Histograma

12

10

Frecuencias
[a3]
1

325 405 485 565 645 725 80.5
Marcas de Clase

Fig. 1.1. Histograma con frecuencias en el eje

O bien, las frecuencias pueden colocarse sobre los rectangulos o dentro de ellos.
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Histograma

325 405 485 56.5 645 725 80.5
Marcas de Clase

Fig. 1.2. Histograma con frecuencias en los rectangulos

POLIGONO DE FRECUENCIAS

El poligono de frecuencias es una gréafica poligonal o de lineas rectas que indica para cada marca de clase
la frecuencia. Se obtiene uniendo los puntos medios de las partes superiores de las barras del histograma.
Para que la linea no se dibuje “flotando”, se puede dibujar una marca de clase antes de la primera 'y una
marca de clase posterior a la tltima, cada una con frecuencia cero, de esta forma la grafica poligonal parte
del eje de las abscisas y termina en él.

Tanto el histograma como la ojiva, se dibujan generalmente con las frecuencias absolutas, pero
también pueden dibujarse con las frecuencias relativas, con las acumuladas o con las acumuladas relativas.

Poligono de Frecuencias

Frecuencia
(4]
1

0 T T T T T T T
245 325 405 485 565 6845 725 805 885

Marcas de clase

Fig. 1.3. Poligono de Frecuencias
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OJIVA

La ojiva es también una gréfica poligonal, pero se dibuja utilizando las fronteras contra las frecuencias
acumuladas (o acumuladas relativas). La ojiva indica, para cada frontera, los elementos (o proporcién de
elementos), que son menores o iguales que dicha frontera. Si se utiliza la frecuencia acumulada relativa se
Ilama ojiva porcentual. A la ojiva también se le llama en ocasiones poligono de frecuencias acumuladas

La ojiva para los datos del ejemplo 1.1 se muestra en la siguiente figura.

Qjiva

F 50
45
40
35 -
30
25 -
20
15
10
5 4
0 T T T T T T
285 36.5 445 525 60.5 68.5 76.5 845

Fronteras

Fig. 1.4. Ojiva

Con la tabla de distribucion de frecuencias y con las graficas, se describe el comportamiento de un
conjunto de datos; sin embargo, para no caer en subjetividades, o errores por la escala, se utilizan también
las medidas numeéricas.

DIAGRAMA DE TALLO Y HOJAS

El diagrama de tallo y hojas es una representacion semi-grafica, utilizada para datos cuantitativos, utilizada
ampliamente en la década de los ochenta, cuando las computadoras no realizaban graficas mas sofisticadas
como los histogramas. Consiste en separar los nimeros en dos partes, por ejemplo decenas y unidades, de
esta forma los nimeros: 21, 33, 22,37,41,9, 12, 38, 28, 15, 25; se ordenan para tener 9, 12, 15, 21, 22, 25,
28, 33, 37, 38,41; y posteriormente se separan en decenas y unidades, para formar el gréafico.

09
1|25
211258
31378
411

S)33)33313)333333333311113333333333))))))
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Este diagrama se recomienda cuando se tienen entre 20 y 40 datos; y tiene la ventaja de que muestra
con cierta facilidad la forma de la distribucion. La separacion de los datos puede hacerse de distintas formas,
por ejemplo los nimeros de tres digitos pueden separarse en dos para el tallo y uno para las hojas.

MEDIDAS NUMERICAS

Las medidas numéricas, por el tipo de informacion que proporcionan se clasifican en medidas de tendencia
central, medidas de dispersion y medidas de forma.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Las medidas de tendencia central son valores representativos de un conjunto de datos, que se sitdan en la
parte central de los mismos. Las medidas de tendencia central mas conocidas son la media, la mediana y
la moda.

Media

Media aritmética

La media aritmética es mas conocida simplemente como media, y es el promedio de un conjunto de valores.
Es sin duda la medida de tendencia central mas utilizada, y por lo general es la méas representativa. Se

denota por x.

1 n
- x; ; Datos no agrupados

i=1

=]
I

m

1
- x,f, s Datos agrupados
L 7 =1
Debe observarse que para datos agrupados la suma va desde 1 hasta m, donde m es el nimero de
intervalos, y x, y £; son la marca de clase y la frecuencia del intervalo, respectivamente.
Para el ejemplo 1.1, se pueden obtener las medias de los datos sin agrupar y agrupados, teniéndose:
Para datos sin agrupar:

;=12x.=i(54+70+65+...+66)=58.7
n i=1 ! 50

Para datos agrupados se tiene

S)33)33313)333333333311113333333333))))))
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#=1 3 x 7= [325(4) + 40.5(5) +. . . +80.5(6) | =58.9
n =1 Pt 50
En resumen:

x =
58.9 ; Datos agrupados

_ { 58.7 ; Datos no agrupados
y debe observarse que las medias obtenidas son muy parecidas, pero en lo general diferentes.

Media geométrica

La media geométrica de un conjunto de valores positivos se calcula con la raiz n-ésima del producto de las

n observaciones. Se denota por G.

n
\/ X, X, ...x, ; Datos no agrupados

G

1742
Bk h kb Son
\/ X, X ...x," ; Datos agrupados

b

Para los datos del ejemplo 1.1 se tiene:

59.7967 ; Datos no agrupados
56.9836 ; Datos agrupados

Media arménica

La media arménica de un conjunto de datos se denota por H, Yy es el reciproco de la media aritmética de los

reciprocos de cada uno de los valores.

= ; Datos no agrupados

S|
R|n—-
N
- 3
8=

-
-,

X |-
-
I
A

Datos agrupados

2

Rl PN

-~
L}
—
-~
L}
—

S | =
MS p—

EIEN
NgE
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Para los datos del ejemplo 1.1 se tiene:

54.7191 ; Datos no agrupados
549336 ; Datos agrupados

Las medias aritmética, geométrica y armodnica, para un conjunto de valores positivos estan

relacionadas mediante
F<o<3

Con la hoja de calculo Excel, es muy facil calcular las medias para datos sin agrupar utilizando los
comandos promedio(Rango de celdas), media.geom(Rango de celdas) y media.armo(Rango de valores).
Para datos agrupados deben utilizarse el comando sumaproducto(Rango de celdas 1, Rango de celdas 2),
para facilitar las operaciones.

Mediana

La mediana de un conjunto de datos ordenados, es el valor que divide al conjunto en dos conjuntos de igual
tamanio, o bien, es el promedio de los dos valores centrales. Se denota por x.

Cuando los datos no estan agrupados, se deben ordenar en forma ascendente o descendente y
seleccionar el valor central. Si los datos son pares, entonces se toma el promedio de los dos valores
centrales; si los datos son impares entonces se toma el dato central.

Cuando los datos estan agrupados, entonces se realiza una interpolacion lineal utilizando las fronteras

y la frecuencia acumulada (es decir, los datos de la ojiva), para encontrar el valor de x en el cual la

. n
frecuencia acumulada es de —.

Con los datos del ejemplo 1.1, y al ordenar los valores se tiene:

30, 30, 31, 36, 40, 41, 42, 43, 44, 45,
45, 46, 48, 49, 49, 49, 49, 51, 53, 55,
56, 56, 56, 59,(60, 60|, 62, 63, 64, 64,
64, 66, 67, 67, 69, 69, 70, 71, 72, 72,
73,73,76,76,77,77,79, 79, 80, 82.

puesto que el nimero de datos es par, se toman los 2 valores centrales ( 60 y 60), y de ellos se obtiene el
promedio, finalmente, £ = 60.

Con la distribucion de frecuencias obtenida en el ejemplo 1.1, se utilizan las columnas de fronteras y
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de frecuencia acumulada

Fronteras de clase Frecuencia acumulada Fl.
28.5-36.5 4
36.5-445 9
445-52.5 18
52.5-60.5 26
60.5 - 68.5 34
68.5-76.5 44
76.5-84.5 50

y se realiza una interpolacion para obtener el valor de x, para el cual la frecuencia acumulada sea de
n _ 50 _

— === =25,
2 2
Frontera Frecuencia
acumulada
52.5 18
x < 25
60.5 26

Interpolando se obtiene: £ = 59.5.

Finalmente, se tiene, para los datos del ejemplo 1.1

. 60 ; Datos no agrupados
x =
59.5 ; Datos agrupados

Moda

La moda de un conjunto de datos es el valor que se repite con mayor frecuencia. Se denota por x, , 0 en

ocasiones mo . Si existe mas de una moda, entonces se dice que los datos tienen distribucion bimodal.

Para datos sin agrupar, se deben contar las repeticiones que puedan existir, y el que se repita mayor
numero de veces sera lamoda. Si todos los datos aparecen el mismo nimero de veces, entonces se dice que
no existe moda.
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Para datos agrupados, la moda se aproxima con la marca de clase del intervalo con mayor frecuencia,
0 bien, utilizando la formula:

A
x . = Frontera inferior + L c
A, +4,

m

Donde:

Frontera inferior AEs la frontera inferior del intervalo con mayor frecuencia.
A, AEs el exceso de la frecuencia modal sobre la frecuencia de la clase inmediata anterior.

A, AEs el exceso de la frecuencia modal sobre la frecuencia de la clase inmediata posterior.

¢ AEs lalongitud de la clase.

Para los datos del ejemplo 1.1, sin agrupar, el valor que mas se repite es el 49, con 4 repeticiones, por
lo que lamoda es 49, estoes: x = = 49.

Para los datos agrupados la moda puede obtenerse con la marca de clase del intervalo modal, por lo
que se obtiene: x = 72.5.Debe observarse que 72.5 es la marca de clase del intervalo con limites 69-76,

y con la méaxima frecuencia observada, ' = 10.

Utilizando la férmula para la moda se tiene:

. 68.5+(2+24)(8)

71.1667

=
1l

=
1l

mo

Relacién entre la media, la mediana y la moda
Para un conjunto de datos con distribucion de frecuencia unimodal y poca simetria se tiene la
siguiente relacion empirica:

x-x =3(x-X)
Si la distribucion es simétrica y unimodal, entonces se tiene la siguiente relacion:

xX=xX=x
mo
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Cuartiles, Deciles y Percentiles

Asi como la mediana es el valor que divide a una conjunto de datos ordenados en dos conjuntos de igual
tamano, los datos pueden dividirse en cuatro conjuntos de igual tamafio (cuartiles), en 10 conjuntos de igual
tamafio (deciles) y en 100 conjuntos de igual tamarfio (percentiles).

Los cuartiles se denotan generalmente por Q,, O, y Q,,y el segundo cuartil coincide con la mediana.
Los deciles se denotan D,, D,, . . . , D,y el quinto decil D, coincide con la mediana y con el segundo

cuartil. Los percentiles se denotan P, Py,, . . . , Py, €l El percentil 50 coincide con la mediana, con el

segundo cuartil y con el quinto decil. El percentil 10 coincide con el primer decil, y asi se pueden encontrar
muchas otras relaciones.

MEDIDAS DE DISPERSION

Las medidas de dispersion proporcionan un indicador del alejamiento de los datos. También se les Ilama
medidas de variacion. Las medidas mas comunes son: Rango, desviacion media, variancia, desviacion
estandar, el rango semi-intercuartil y el coeficiente de variacion.

Rango

El rango de un conjunto de datos es la diferencia entre el mayor valor menos el menor valor. Se denota por
Rango, o simplemente por R. Para datos agrupados se utilizan los limites mayor y menor. Es comin no
realizar la operacion de resta y solamente indicarla.

Para los datos del ejemplo 1.1 se tienen los siguientes resultados.

82 - 30 ; Datos no agrupados
84 - 29 ; Datos agrupados

En Excel se pueden utilizar los comandos max(Rango de celdas) y min(Rango de celdas) para obtener
los valores mayor y menor de un conjunto de datos.
Desviacion Media

La desviacion media o desviacion promedio de un conjunto de datos es el promedio de las distancias de
cada valor con respecto a la media. Se denota por DM.
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1 « —
— |xl. -X ; Datos no agrupados
n =1

DM = <

1 &
>
n

i=1

xX. - X
l

f; 5 Datos agrupados

Para los datos del ejemplo 1.1 se tiene:
Para datos no agrupados se utiliza la media de datos no agrupados, que es, x = 58.7, por lo que se tiene:
1 50

DM =—
50 E

i=1

x; = 58.7|

DM = % (|54-58.7| + [70-58.7| + ...+ |66-58.7|) = 12.244

y para datos agrupados, se utiliza la media de datos agrupados, las marcas de clase y la frecuencia, por lo
que:

DM=5i0( 132.5-58.9|(4)+|40.5-58.9|(5) +. .. +| 80.5-58.9| (6))=12.416

En resumen
{ 12.244 ; Datos no agrupados

12.416 ; Datos agrupados

Desviacién Mediana

Una variacion de la desviacion media es la desviacion mediana, la cual consiste en tomar el promedio de
las distancias con respecto a la mediana. Se denota DMd.

" L
= |xi—f
n =1

m
>

i=1

; Datos no agrupados

DMd = A

S |=

X, - X
1

f; s Datos agrupados

Tanto la desviacion media como la desviacion mediana son poco utilizadas en la practica por lo dificil
de manejar el valor absoluto. Para eliminar el signo de las diferencias x, - x 'y evitar el calculo del valor
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absoluto, se define la variancia o varianza de un conjunto de datos utilizando el cuadrado de la diferencia.
No puede utilizarse solamente la suma de desviaciones, porque ésta da como resultado siempre cero,
esto es:

zn: (x;-x) =0,

i=1

es por eso gue se obtiene el valor absoluto en el caso de la desviacion mediay que se eleva al cuadrado para
la variancia.

Varianza o Variancia

La variancia de un conjunto de datos es el promedio de las distancias cuadradas de cada valor con respecto

a sumedia. Se denota por s,f o por s,f_1 dependiendo del valor que se utilice para promediar. Se divide entre

n(se promedia entre »), cuando se considera que se tienen todos lo datos posibles (poblacidon), y se divide
entre n—1 cuando se tiene solo una fraccién de los datos (muestra). La formula para la variancia es:

1 (xl. -x )2 ; Datos no agrupados
2 n =1
Sn = A
1 Yy (xi - X )2 fi s Datos agrupados
n ;=1
0 bien:
L (xl. -x )2 ; Datos no agrupados
2 n-1 i=1
Sy-1 = )
1 Yy (xl. - X )2 f; 5 Datos agrupados
n-1 ;3

Enelejemplo 1.1, se tiene una muestra de 50 alumnos, por lo que se debe de obtener snz_1 , aunque para

valores mayores o iguales que 30 el resultado es muy parecido, y por eso algunos autores siguieren utilizar

snz, cuando » > 30. Con los datos del ejemplo se tiene:

n-1

2 206.94898 ; Datos no agrupados
212.2449 ;  Datos agrupados

El inconveniente de utilizar la variancia como medida de dispersion se encuentra en sus unidades, puesto
que queda en unidades cuadradas. Para evitar esta complejidad, la medida de dispersion mas utilizada es
la desviacion estandar.
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Desviacién estandar

Ladesviacion estandar de un conjunto de datos es la raiz cuadrada de la variancia. Se denota por s, _, 0 por

s, dependiendo de si se obtiene la desviacion estandar de una muestra o de toda la poblacion.

Es claro que para calcular la desviacion estandar debe calcularse la variancia primero, de forma que:

Cuando los datos agrupados tienen una distribucién que se aproxima a una campana, entonces la
desviacidn estandar puede aproximarse mediante el rango dividido entre 4, esto es:

ENg

Para los datos del ejemplo 1.1 se tiene:

n-1

14.3857 ; Datos no agrupados
14.5686 ; Datos agrupados

Coeficiente de Variacion

El coeficiente de variacion de un conjunto de datos es una medida de la dispersion en relacion con la media
de los datos, no tiene unidades y se define mediante el cociente de la desviacion estandar entre la media.,
cuando la media es positiva.

cy =

®||w

se utiliza la desviacion estandar adecuada, s, _, 0 s,y puede utilizarse un subindice en el coeficiente de

variacion para reconocer entre que se promedio para obtener la desviacion estandar.

Para los datos del ejemplo 1.1 se tiene:
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cvn_l =

0.2451 ; Datos no agrupados
0.2473 ;  Datos agrupados

El coeficiente de variacion tiene su principal uso al comparar muestras y también se utiliza para medir
la homogeneidad de los datos. Si cv < 0.15 indica datos homogéneos, mientras que cv > 0.15 se tienen
datos heterogéneos.

Rango intercuartilico

El rango intercuartilico de un conjunto de datos es la diferencia entre el tercer y el primer cuartil.
Ry =05 - O
Rango semi-intercuartilico

El Rango semi-intercuartilico es el promedio del rango intercuartilico, esto es:

_Qs_Q1
0-

Rango Percentil

El rango percentil de un conjunto de datos, es la diferencia entre el percentil 90 y el percentil 10, esto es:

90_P10

MEDIDAS DE FORMA

Las medidas de forma de un conjunto de datos son el sesgo y la curtosis. Para poder definir a las medidas
de forma, es necesario definir primero los momentos.

Momentos con respecto al origen.

El r-ésimo momento con respecto al origen se define mediante:
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n

1
— xir ; Datos no agrupados
n ;=1

m

1
- x; f; 5 Datos agrupados
1

Y el r-ésimo momento con respecto a la media se define mediante:

. . / .- .
Debe observarse que el primer momento con respecto al origen m, es la media x, mientras que el

. . . 2 .
segundo momento con respecto a la media m, €s la variancia s, . Los momentos con respecto a la media

pueden calcularse con momentos con respecto al origen, al desarrollar las sumas. Las primeras relaciones
son:

/ /2

m2=m2—m1
/ ro /3
my =my - 3my my +2m
/ I 12 14
my =my —4my my + 6 m; m, - 3Im,
Sesgo

El sesgo de un conjunto de datos es una medida del grado de simetria (o asimetria) de los datos. Se denota
por a, o por a, y se define mediante:
_ "
a, = —
R
donde m, es el tercer momento con respecto a la mediay s es la desviacion estandar.
El sesgo se compara con cero. Cuando el coeficiente de sesgo es menor que cero se dice que los datos

tienen una distribucion sesgada a la izquierda o con sesgo negativo. Cuando el coeficiente de sesgo es
positivo, se dice que los datos tienen una distribucion sesgada a la derecha o con sesgo positivo. Si el
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coeficiente de sesgo es cero, entonces los datos tienen una distribucion simétrica o insesgada.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig. 1.5. Sesgo positivo

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig. 1.6. Distribucion simétrica

Fig. 1.7. Sesgo negativo

Debe observarse la relacion de la medidas de tendencia central: media, mediana y moda, con el signo del
sesgo cuando los datos se encuentran agrupados.

Sesgo positivo: x < £ <x
mo

Sesgo negativo: x < £ < x
m

Insesgado: x =X-=

| o

mo

Para los datos de ejemplo 1.1 se tiene, para datos sin agrupar:
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o83 (14.5686)

En resumen:

{ -0.2488 ; Datos no agrupados
a. =
3

-0.1808 ; Datos agrupados

Al utilizar la relacion de las medidas de tendencia central con los datos agrupados del ejemplo 1.1, se
observaque x < ¥ < x_,puestoque x = 58.9 < ¥ = 59.5 < x__ = 72.5, por lo que se tiene un sesgo

negativo, como ya se habia calculado.

En la préctica cuando se requiere saber el signo del sesgo, pero no es determinante su magnitud, basta
con realizar la comparacion de las medidas de tendencia central.

Curtosis

El coeficiente de curtosis de un conjunto de datos mide el grado de aplanamiento relativo de la distribucion
de los datos. Se denota mediante a,, o bien, a,. Se define mediante la expresion:

m

a = —
4
S4

N

donde m, es el cuarto momento con respecto a la media y s es la desviacion estandar.

La curtosis se compara contra tres, porque tres es la curtosis de la distribucién normal, que se estudiara
en el tema 4 y es ampliamente utilizada en la probabilidad y la estadistica.

Si los datos tienen una distribucion mas puntiaguda que la distribucion normal a, > 3, entonces se

dice que los datos tienen una distribucién leptocurtica. Si los datos tienen una distribucion como la normal,
a, = 3, entonces se dice que la distribucion es mesocurtica. Si los datos tienen una distribucion aplanada,
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a, < 3, entonces se les llama platicdrticos.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig. 1.8. Distribucion platicartica

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig. 1.9. Distribucién mesocdrtica

1 2 3 4 5 6 T g 9 10

Fig. 1.10. Distribucion leptocurtica

Con los valores del ejemplo 1.1 se tiene, para datos sin agrupar:

m,
a, = — = ——""" =197698

fost (143857)

y para datos agrupados:
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m,
a, = — = ———— = 18992
st (14.5686)*
en resumen:
{ 1.9769 ; Datos no agrupados

1.8992 ;  Datos agrupados

a,

Puede observarse que los datos del ejemplo 1.1 tienen una distribucién mesocurtica.

SOOI IIIIIIIIDDDIIIIIIIIIIID).
Ejemplo 1.2

Los datos siguientes sefialan el tiempo de funcionamiento (en dias) hasta que se presenta la primera
fallade » = 88 radio transmisores-receptores:

16 [224 | 16 | 80 | 96 |536 | 400 | 80
392|576 (128 | 56 | 656|224 [ 40 | 32
358 | 384 | 256 | 246 | 328 | 464 | 448 | 716
30416 [ 72 | 8 [ 80 | 72 | 56 | 608
108 1194 | 136 | 224 | 80 | 16 [424 | 264
156 (216 | 168 | 184 | 552 | 72 | 184 [ 240
4381120 (308 | 32 |272|152 | 328|480
60 | 208 | 340|104 | 72 | 168 | 40 | 152
360 (232 | 40 (112 (112|288 | 168 | 352
56 | 72 | 64 | 40 (184|264 | 96 | 224
168 [ 168 | 114 (280 | 152 [ 208 | 160 | 176

a) Utilizar el rango para aproximar el valor de la desviacion estandar.
b) Obtener una distribucion de frecuencias con 15 clases de longitud 50 comenzando con 0.5

Resolucion
a) Utilizando la férmula par aproximar el rango se tiene:
. R _ 716 -8 _ 177
4 4

b) Latabla queda:

Limites Fronteras |Marcas de [Frecuencia| Frecuencia
clase relativa
1-50 0.5-50.5 25.5 11 0.125
51-100 | 50.5-100.5 75.5 16 0.182
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101-150| 100.5-150.5| 1255 8 0.091
151-200| 150.5-200.5| 1755 15 0.170
201-250( 200.5-250.5| 2255 10 0.114
251 -300|250.5-300.5 | 2755 6 0.068
301-350[300.5-350.5| 3255 5 0.057
351 -400 | 350.5-400.5| 3755 6 0.068
401 - 450 | 400.5-450.5 [ 4255 3 0.034
451 - 500 | 450.5-500.5 [ 4755 2 0.023
501 -550 | 500.5-550.5| 525.5 1 0.011
551 -600 | 550.5-600.5| 575.5 2 0.023
601 - 650 | 600.5-650.5 | 625.5 1 0.011
651 - 700 | 650.5-700.5| 6755 1 0.011
701-750( 700.5-750.5| 7255 1 0.011

Debe observarse que el valor en el que se inicia la tabla es una frontera, puesto que los datos no tiene
el valor 0.5.

$33331333333333331333333333331333))))))
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Ejemplo 1.3

De los resultados en un examen de antecedentes de probabilidad, aplicado a los alumnos que cursan
estadistica, se obtuvo la siguiente tabla de distribucion de frecuencias

Obtener:

a)
b)

c)

Calificacion Frecuencia
[0,2) 37
[2,4) 198
[4,6) 138
[6,8) 31
[8,10] 7

La media, la mediana y la moda.
La variancia.
Con los resultados obtenidos en el inciso (a), indicar si la distribucién de las calificaciones tiene
un sesgo positivo, negativo o no tiene sesgo.

Resolucion

a) Lamediaes x = 1
n

))/)))))))))))))))))))))))))))))))))))
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% ?11 [1(37) + 3(198) + 5(138) + 7(31) + 9(7)]
= 3.895
La mediana se obtiene mediante interpolacion, por lo que se tiene:
x =37
La moda se calcula con la expresion
A1
x = Frontera inferior + c
mo Al + A2
de donde
Y -2+ (198 - 37) )
me (198 - 37) + (198 - 138)
161
= + _— 2
[161 * 60}( )
= 3.45
0 bien, se puede aproximar con la marca de clase del intervalo modal, con lo que
x =3

b) La variancia esta dada por

por lo que
s? = %[(1 -3.895)%(37) + (3 -3.895)2(198) + . .
+ (9 - 3.895)%(7)]
= 27214

c) Puesto que la media > mediana > moda se tiene un sesgo positivo.

SOIIDIIIIDIDIIDDIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIDD,
Ejemplo 1.4
En la siguiente tabla, se tienen los tiempos medidos en horas con un decimal que necesitdo un
transbordador para cruzar de la Ciudad de Mazatlan a La Paz, en 60 viajes sucesivos.

0o W W oo
NS NN
0o 0o 0o oo
~Nwihors
0o 0o 0o o
oW
WO 0o 0o oo
Ulw oo~
00 W W oo
rrrow
00 00 0 ©
owo o

S)33)33313)333333333311113333333333))))))
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86 87 92 85 81 98
89 96 88 86 82 85
86 88 88 87 87 85
90 85 89 93 83 87
92 85 86 85 91 85
9. 8. 9.2 9. 8. 8.

a) Construir una tabla de frecuencias de la duracién de los viajes, con 6 intervalos.

b) Dibujar el histograma de frecuencias relativas.

c) Calcular la media.
d) Calcular la mediana.
e) Calcular la moda.

f)  Calcular la desviacion estandar.
g) Investigar si la distribucion empirica es 0 no simétrica.
h) Clasificar la distribucion empirica por su grado de aplanamiento.

Resolucion

a) Elrango de los datoses: 9.8-8.1=1.7

Dividiendo en 6 intervalos, con ¢ = 0.3 y comenzando en 8.05, se tiene:

Limites Fronteras [Marca de | frecuencia | frecuencia | Frec.
clase relativa relat.
X f, f/ acum.
1 1 i (F/i)
8.1-8.3(8.05-835( 8.2 8 0.1333 [0.1333
84-86(835-865( 85 19 0.3166 [0.4499
8.7-89(8.65-895( 8.8 16 0.2666 [0.7165
9.0-9.2(895-9.25( 9.1 11 0.1833 [0.8998
9.3-95(9.25-955| 94 4 0.0666 [0.9664
96-9.8(955-985( 9.7 2 0.0334 1
b) Distribucion de Frecuencias
0.35
a 0.3
% 0.25
% 0.2
5 015
% 0.1
£ 005 P
0 |
8.2 85 8.8 9.1 9.4 9.7

Marcas de clase

))))/)))))))))))))))))))))))))))))))))))
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1 60
c) Datos sin agrupar: x = % ) x, =87516
i=1
1 6
Datos agrupados: x = = Y x,f =875
i=1
d) Datossinagrupar: £ = 8.7
Datos agrupados (interpolando):
8.65 27
£ 30
8.95 43 |
Dedonde x = 8.7
e) Datossinagrupar: m_ = 8.5
Datos agrupados: m_ = 8.7
1 60
f) Datos sin agrupar: s, |, = 5 D (x,. - 3?)2 = 0.3712
i=1
1 6
Datos agrupados: s, | = 5 > (x - xf £ =03793
i=1
g) Paradeterminar si la distribucion es simétrica o no, se calcula el sesgo.
m
Datos sin agrupar: a; = 3 _ 003117668 0.61
s>, (03712)
m
Datos agrupados: a, = —> = 0.02765 _ 507
s>, (0.3793)
La distribucion tiene un ligero sesgo positivo.
h) Para determinar el aplanamiento se calcula la curtosis.
m
Para datos sin agrupar: a, = Ma _ 0051702411 _ 2.73
s (0.3712)*
Ligeramente platicdrtica.
m
Para datos agrupados: a, = Ma _ 005524125 2.67
st (0.3793)*
SIIDIIDDDIIDIIDIIIIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIDD,
ALBS / NMG



Estadistica Tema | Pag. 33

Ligeramente platicirtica.

$333311333333333313333333333313333)))))

Ejemplo 1.5

Determinar como se relacionan la media y la mediana muestrales de las x, con las y, para cada uno

de los siguientes casos.

a) Sise agrega una constante ¢ a cada una de las x; en una muestra, dando y, = x, +c.

b) Sicada x, se multiplica por una constante ¢, dando y, = cx,.

Resolucién
a) Parala media

Zn:yi > <xi+c)

i=1 i=1

y = =
n n
=x +c
Para la mediana
y=xX+c

b) Para la media

y = cx
Para la mediana
y=cX

SOOI IIIIIIIIIIIIIIID).
Ejemplo 1.6

n
2 . . L.
Y x enelestudio de la vida dtil, en horas, de

n
Los valores observados de las cantidades ) x, y
i=1 i=1

1

las baterias de litio para cierta calculadora son:

50 50
Y x,= 63707 y Y x = 154924261.
i=1 i=1

a) ¢Sorprenderia la afirmacion de que la duracion media de las baterias de litio usadas en esa
calculadoraes de 1270 horas? Responder y explicar utilizando solamente estadistica descriptiva.
b) Calcular la variancia y la desviacion estandar muestrales de estos datos.

Resolucion

S)33)33313)333333333311113333333333))))))
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a) De los datos se obtiene  x = 1 ) x
ni=1

= 1274.14 ,

No sorprenderia la afirmacion debido a que el valor es muy cercano al observado en la muestra.

. 2
b) s3=%_221x,-2—(12x,-)

ni=1
| 154924261 (1o
50
= 1475052.48
ns 2
Y la variancia muestral es s | = "1
o

de donde

s} =1505155592 vy

s,.,= 1226.8478

$333131133333333331333333333331333))))))

DIAGRAMA DE CAJA

Finalmente, después de estudiar medidas como la media, la mediana, el rango y los cuartiles es posible
estudiar el diagrama de caja. El diagrama de caja esta compuesto por una figura rectangular, cuyos lados

proporcionan los cuartiles Q, y @,y en la parte intermedia de la caja se dibuja una linea que representa
el segundo cuartil o lamediana X = Q,, alos extremos de la caja se agregan lineas (Ilamadas bigotes), para

se prolongan hasta los valores minimo y maximo respectivamente. Es comun localizar la media de los datos
con un punto. Los diagramas de caja proporcionan entonces una forma visual de identificar el rango y los
cuartiles. Es especialmente Gtil para comparar muestras o poblaciones y permite con gran facilidad
determinar si los datos son simétricos.

S$333333333333333333331113333333333))))))
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Ejemplo 1.7

Empleando los datos :
-10,1,2,3,4,5,7,6,5,4,2,4,6,8,6,4,2,4,6,4,3,2,2,3,4,5,6,4,2

trazar el diagrama de caja.

Resolucion

Para obtener los cuartiles se requiere ordernar los datos:

-1,0,1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,6,7,8

de donde

0,=2

Por lo que la gréfica es:

% 8 2 4 5 8

$33331133333333331333333333331333)3))))
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Ejercicios de autoevaluacion

La investigacion basica busca:

A) Reconstruir hechos a través de cifras.

B) el conocimiento de los fenGmenos naturales.
C) La aplicacidn practica del conocimiento.

D) La recopilacion de la informacion.

E) Explicar la informacion de una muestra.

La inferencia estadistica es la parte de la estadistica que:

A) Ordenay presenta los datos para su interpretacion.

B) Estudia las pruebas y modelos en los que se conoce la distribucion de la poblacion bajo analisis.

C) Busca obtener conclusiones con respecto a la poblacion a partir de la informacion contenida en
una muestra.

D) Asigna probabilidades a priori a lo eventos.

E) Determina la relacion entre poblaciones.

El muestreo por conglomerados consiste en:

A) Seleccionar elementos de tal forma que todos tengan la misma probabilidad de ser seleccionados.

B) Seleccionar una muestra tomando cada k-ésima unidad de la poblacién un elemento.

C) Seleccionar grupos con caracteristicas semejantes y de un grupo se selecciona la muestra.

D) Dividir a la poblacion en conglomerados y de cada conglomerado algunos elementos mediante
muestreo aleatorio simple .

E) Dividir en grupos con las mayores diferencias posibles y de un grupo realizar un muestreo
aleatorio simple.

Dada la muestra:

La mediana es:

Al B) 2 C)3 D) 3.25 E) Ninguna de las anteriores

Si al construir una tabla de distribucion de frecuencias los limites del primer intervalo son 3.5 - 8.9,

entonces la maraca de clase del tercer intervalo es:

i))))/)))))))))))))))))))))))))))))))))))
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A) 14.5 B) 14.45 C)17.2 D) 11.7 E) Ninguna de las anteriores

6.- El muestreo aleatorio simple se caracteriza por:

A) El investigador realiza la eleccion por conveniencia.

B) La eleccidn se hace de manera aleatoria.

C) Cada posible muestra tiene la misma posibilidad de ser seleccionada.
D) Se utiliza un razon de muestreo.

E) Ninguna de las anteriores.

7.- Esunatécnica de la estadistica descriptiva:

A) Eleccidn del tamafio de muestra.

B) Muestreo por conglomerados.

C) Calculo de la probabilidad de los datos.
D) Calculo de la correlacion de los datos.
E) Distribucion de frecuencias.

8.- Eslaproporcion de datos en la muestra que son menores o iguales que el limite superior de una clase

A) Marca de clase.

B) Frecuencia.

C) Frecuencia acumulada .

D) Frecuencia relativa.

E) Frecuencia acumulada relativa.

9.- Al completar la siguiente tabla de distribucion de frecuencias para 25 datos, el valor £, es:

Cimites Fronteras Marca de [Frecuencia| Frecuencia Frec.
clase relativa relat.
f , acum.
X i I
/
()
1- o
- - 0.5 0.20
- - 0.72
- - 0.1o
- 20 Z
A) 2 B) 3 C)4 D)5 E)6

2111111333333333)1)))3))))))Q
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, TEMA I
CONCEPTOS BASICOS DE INFERENCIA
ESTADISTICA

La inferencia estadistica es la parte de la estadistica que tiene por objeto obtener conclusiones acerca de
toda una poblacion a partir de la informacion contenida en una muestra, cuantificando en forma
probabilistica el grado de certidumbre de dichas conclusiones. Y para obtener la informacion que permite
generar las conclusiones utiliza, como se explicé en el capitulo uno, el muestreo aleatorio; del cual se
obtienen muestras representativas.

Si bien, se dice que se tiene una muestra aleatoria cuando todos los elementos de la poblacion tienen
cierta probabilidad de ser seleccionados, es necesario definir las caracteristicas que deben cumplir ciertas
variables aleatorias para que puedan, en conjunto, generar una muestra aleatoria.

Definicion 2.1 Parametro _ _
Un parametro estadistico es un nimero que resume el comportamiento de una variable
aleatoria y que describe parcial o completamente su distribucion de probabilidad.

LaMediay lavariancia son parametros de cualquier variable aleatoria. En el curso de probabilidad
se estudiaron variables aleatorias asi como sus pardmetros de tendencia central, de dispersion y de forma.

Definicion 2.2
Las variables aleatorias X, X, ..., X forman una muestra aleatoria de tamafio #, si son
independientes y tienen la misma distribucion de probabilidad.

En términos sencillos la independencia de las variables aleatorias significa que el conocimiento del
valor que toma una de las variables no afecta el valor que podran tomar el resto de las variables; mientras
gue cuando se dice que tienen la misma distribucion de probabilidad, debemos entender que son variables
extraidas de la misma poblacion.

En adelante, cuando se hable de una muestra aleatoria, o de las variables aleatorias de muestreo,
deberan tenerse presentes las caracteristicas de independencia e idéntica distribucion.

Definicion 3.3 _ _ _
Un estadistico® es una funcion de las variables aleatorias que se pueden observar en una
muestra y que no depende de pardmetros desconocidos.

! También se llama estadistica o estadigrafo.

Cuando se utilizan las variables aleatorias de muestro para formar con ellas una funcién, se obtiene
una estadistico, pero debe vigilarse que no dependa de ningln parametro desconocido. Asi, si se construye
_ n
lafuncion: ¥ = X, + X, setiene unestadistico. Otroejemploes: X = ZXi, donde aparece el parametro
i=1
n, pero es conocido, por lo que también es un estadistico.
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Definicion 2.4
Si X es una variable aleatoria con funcion de densidad o de probabilidad £, (x;8), donde
® esun parametro desconocido, y si X, X,, ..., X, esuna muestra aleatoria de tamafio n
, entonces el estadistico
@ - h(X,X,,....X,)

n

recibe el nombre de estimador de 0 .

Debe observarse que el estimador ® del parametro 6 , es una variable aleatoria porque es una
funcion de los datos de muestreo. Cuando se sustituyen las variables aleatoriasX,, X,, ..., X por sus

valores observados x,, x,, ..., x,, entonces se tiene una estimacion 8 del parametro 8.

~ Entérminos sencillos, puede decirse que un estimador es un estadistico que tiene como proposito
definido el “aproximar” un parametro desconocido. Evidentemente, el estimador no depende de parametros
desconocidos, de hecho, “despeja” al parametro desconocido.

Con el proposito de relacionar los valores observados en una muestra, con las variables aleatorias
de muestreo y los estadisticos, debera interpretarse la tabla 2.1, en la cual se muestran por renglon las

distintas muestras que se pueden observar, siendo X5 valores de la muestra i , y dentro de esa muestra,
elelementoj;con 1<i<m , 1<j<n. Adicionalmente, paracada muestra i ;se obtiene el promedio
de los datos de la muestra ’7, , 1 <i<m.Finalmente, antes de tomar o extraer la muestra, no se sabe

cual seré el valor de la primera observacion, por lo que se tiene una variable aleatoria, y asi para el resto
de las observaciones, estoes: X, , 1<i<n son lasvariables aleatorias que representan el valor que

podra observarse en la muestra en la i-ésima observacion y X es el promedio de las X;.

X, X X X
n
muestra 1 Xy Xy o X, X,
muestra 2 Xy X X, X,
muestra m x X ... X X
ml m2 mn m

Tabla 2.1 Variables de muestreo

Evidentemente, si lasX; son variables aleatorias, cualquier funcion que se genere de ellas, por

ejemplo X, es también una variable aleatoria. La distribucion de las variables aleatorias generadas a partir
de las variables de muestreo, se estudiara en el capitulo siguiente.

El objetivo de la inferencia estadistica sera el de aproximar los pardmetros de la poblacion; por
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n

ejemplo, lamedia de la poblacion p se aproximara mediante el estadistico X = 1 E X, que recibe el

n =1
nombre de media muestral, el cual a su vez se valuara para una muestra en particular a través de
- 1 ¢ . .
X = = Y. x, que recibe el nombre de media de la muestra.
n =1

DISTRIBUCION MUESTRAL DE LA MEDIA: DISTRIBUCION NORMAL Y
TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

La distribucion normal servira para caracterizar la distribucion muestral de la media. Con el propésito de
introducir la forma en la que se utilizarala distribucion normal, se recordara la propiedad de aditividad de
la distribucion normal y otro teoremas importantes.

Teorema 2.1
Si X|,X,,...,X sonvariables aleatorias independientes, y todos con distribucion normal

con media p, y variancia o; , entonces la variable aleatoriaY definida como

n
Y=X+X,+...+ X = Z; X,
1=
n n 2
tiene distribucion normal con media ), p, y variancia ) o; .
i=1 i=1

Demostracion

Si X ~ N(p,c?) , entonces su funcioén generadora de momentos esta dada por

o + %czez

M/(8) =e
n

ysi X, X,,...,X sonvariables aleatorias independientes y ¥ = E X,
i=1

My (8) = My (8) M, (8)... M, (8)

no + %0%92 n, 6 +%c§ 62 n,0 +%ci 0’
= (e ) (e ) - (e )
Bo+ w6+ +pn6 +%o%02+%c§92+... +cf,92

= e
1. 2. 2 2
(p+py+ o+ p,)0 + 5(01+62+... +csn)92
= e
n

n
que es la funcion generadora de momentos de la distribucion normal conmedia Y | p, y variancia Y | o;

i=i i=1
YNN(E”," EGIZJ
i=1 i=1

[ |
La caracteristica de aditividad de la distribucion normal se extiende a combinaciones lineales,
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teniendose los siguientes teoremas.

Teorema 2.2
SiX,X,,...,X sonvariables aleatorias independientes y todas con distribucion normal

con media p, y variancia c; entonces la variable aleatoria Y _ definida como

n
Yc = chl + 02X2+ oo+ chn= 2:1 cl.Xl.
iz

1 n
) . ., ) ) ) 2 2
tiene distribucion normal con media Y c,p, y variancia Y ¢; o; .
£

i i=1

Teorema 2.3
Si X, X,,...,X son variables aleatorias independientes e ideénticamente distribuidas, y

X, ~ N(n, 6®) entonces la variable aleatoria
n
r-y X,
i=1

tiene distribucion normal. ¥ ~ N (np, no®) por lo que Y-onp N(0,1)
no

Ademas de los teoremas para las distribuciones de sumas de variables aleatorias, un caso particular

] _ ., . = e 1 ©
se tiene cuando se desea obtener la distribucion del estadistico X definido como — )~ X, , que se puede
n ;=1
< 1
estudiar como un caso particularde Y = E c, X enelcual c,= —parai = 1,2, ... ,n, obteniéndose
i=1 n
el siguiente teorema.

Teorema 2.4
Sea X, X,,...,X unamuestraaleatoria con distribucion normal y media p y variancia

_ n
o’. Entonces la variable aleatoria X = — Y X, tiene distribucion normal con media p y
n =1
. . 62
variancia —.
n

_ 2
X~N(u,i)
n

Para ilustrar la propiedad de aditividad de la distribucion normal, considérese el siguiente ejemplo,
en el cual, las medias se restan, pero las variancias se siguen sumando, debido a las propiedades de la suma
de variancias.

$33313323333333333333333333333331333)))))

Ejemplo 2.1
Un eje de diametro exterior distribuido normalmente con media 1.2 cm y variancia 0.0016 cm?
se inserta en un cojinete que tiene un didmetro interior distribuido normalmente con media 1.25 cm
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y variancia 0.0009 cm 2. Determinar la probabilidad de que no embonen las piezas.

Resolucién
Sea X, lavariable aleatoria que representa el diametro exterior del eje y X, lavariable aleatoria que

representa el didmetro interior del cojinete.
X, ~ N(1.2,0.0016)

X, ~ N(1.25,0.0009)
Para que no embonen X, > X, obien ¥ =X, - X, >0

Y ~ N(-0.05,0.0025)
Por lo que

Y -(-005)_ 0-(-005)
/0.0025 1/0.0025
=P(Z>1) =0.1587
.. La probabilidad de que no embonen las piezas es 0.1587

$333333333333333333333311113333333)))))))

Los teoremas anteriores son Utiles si se desea obtener la distribucion de una suma de variables
aleatorias distribuidas normalmente; sin embargo, esto no siempre ocurre. En general las variables
aleatorias pueden tener cualquier distribucion y no solo la normal. Cuando se presentan estos casos se
utiliza el teorema central de limite’.

P( Y>0)=P

Teorema 2.5 (Central del limite)
Sean X,,X,,...,X unconjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con parametros E(X,) = p, y Var(X)) = csf( parai = 1,2,...,n.

n

; L = .. — 1
Entonces la variable aleatoria X definidacomo X = = X
n ;=1
) . , Oy
tiene una distribucion que converge a la normal, con parametros Hg = My Y Of = 7
n

estandar cuando n - «, esto es:

02
i 2 X
X~N H}‘HX,GX?—7

En general, si las n variables aleatorias independientes tienen parametros E(X;) = p, y

'Es muy comun estudiar este teorema como Teorema Central del Limite, pero este
nombre proviene de una falla en la traduccién de la idea original expresada por el matematico
hdngaro George Polya (1887-1985), que intentaba expresar la importancia del teorema, de
ahi el nombre de Central: Teorema Central.

Este teorema tiene sus inicios en el libro publicado por Abraham de Moivre, The
Doctrine of Chances, y a partir de ahi, son un conjunto de teoremas los que han recibido el
distintivo de Teoremas Centrales.

ALBS /NMG



Estadistica Tema Il Pag. 6

Y—;pi

n
Var(X,) = cf y se define la variable aleatoria ¥ = Y X, entonces tiene distribucion

i=1 n

[

-,
1}
—

que converge a la normal estandar.

En la practica, el teorema central del limite (TCL) proporciona una buena aproximacion cuando »

es mayor o igual que 30, sin importar la distribucion de las variables aleatorias de muestro. En el caso
particular de que las variables provengan de una distribucion uniforme, una muestra de tamafio 12 produce
ya una buena aproximacion.

Si la poblacion es normal, entonces puede utilizarse la distribucion normal por la caracteristica de
aditividad.

SIDIDIIIIIIIIIIIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIDDLS;
Ejemplo 2.2

El consumo de cierto tipo de focos led, tiene un promedio de poblacion de 9.5 [W] y una
desviacion estandar de 0.5, segun las especificaciones de produccion. Si se instalan ocho de estos
focos, calcular la probabilidad de que el consumo promedio sea mayor a 10 [W], suponiendo que
las mediciones del consumo tienen distribucion normal.

Resolucién
Sea X el consumo promedio de los ocho focos, X ~ N(9.5, %% =)
P(X>10) = P| 2> 1022 | - p(z>283)

v

P(X>10) = 0.0023
S3)3)313313113313313133131)3))))))))))Q

Pero cuando la poblacién es desconocida y la muestra es grande, se utiliza el teorema central del
limite.

S))))))))))))))))))))))))))))))))))))Q
Ejemplo 2
La re3|stenC|a a la ruptura de un remache especial tiene una valor medio de 10 000 kilogramos por
centimetro cuadrado y una desviacién estandar de 500.

a) ¢Cuél es la probabilidad de que la resistencia media a la ruptura de la muestra, para una
muestra aleatoria de 40 remaches, sea entre 9900 y 102007
b) Si el tamafio muestral hubiera sido 15 en lugar de 40, ¢podria calcularse la probabilidad
pedida en el inciso (a)?
Resolucion
a) Puesto que n = 40 se puede utilizar el teorema central del limite, por lo que
P (9900 < X< 10200) - P 9900 - 10000 <7< 10200 - 10000
30 300
V40 V40
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= P(-126<Z<2.53)= 0.8905

b) Si la muestra es de tamafio 15, se requiere conocer la distribucion de la poblacién, puesto
que el TCL se utiliza a partir de 30, por lo que, con la informacion proporcionada NO puede
calcularse la probabilidad.

S$33333711113333333333)313133)33)))))))Q

Como se comento antes, la distribucion normal sirve para caracterizar la media muestral, y deben
resaltarse los siguientes resultados relativos a la mediay a la variancia.

Si se extrae una muestra aleatoria de una poblacion infinita (o finita pero el muestreo es con

. 2 sy . . . .
reemplazo), con parametros p, Yy oy, entonces el estadistico media muestral X , tiene los siguientes
parametros:

E(X)

1
E( ;(Xl X, 4. +Xn))
1

n

(ECX)+E(X) +. .. +E(Xn))

1
- (np) =p
lo que significa que el valor esperado de la media muestral es la media de la poblacion y,

Var(f) = Var( l(X1 +X, ... +Xn))
n

1
= ;(Var(Xl) +Var(X,) +. . . +Var(Xn))
2
1 ( 2 ) Ox
= — n GX = —

n? n
la variancia de la media muestral es la variancia de la poblacion dividida entre el tamafio de la muestra.

Por supuesto, estos resultados son independientes de la poblacién.

A la desviacion estandar de una distribucion de muestreo se le suele llamar error estandar, puesto
que mide la variabilidad del muestreo debida a casualidad o a fuerzas aleatorias. El error estandar de la
media es entonces:

Obsérvese que el error estdndar es menor que la desviacion estandar de la poblacion para muestras
de tamafio dos 0 mayores, y que cuando » tiende a infinito el error estandar tiende a cero, es decir:

Oy

Iim —= =0
ne= yn
Esto es, mientras mayor sea el tamafio de la muestra menores seran las fluctuaciones entre la media
de una muestra y otra.

Cuando el muestreo se realiza en una poblacién finita y sin reemplazo, debe introducirse el factor
gue se conoce como Factor de Correccion por Poblacién Finita, el cual se denota FCPF.

Fepr = N
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2

(¢
~ . . . . 2 X
donde N es el tamafio de la poblacion. Para la variancia se tiene: ¢, = — FCPF

n

Por lo que el error estandar cuando la poblacién es finita queda:

Las diferencias entre los muestreos con y si

Y N-n
N-1

reemplazo; y sus afectaciones en la variancia muestral

b

61‘7=

5l

S

se observan en el siguiente ejemplo.

SOOI IIIIDDDIIIIDIIIIIIIIDDLS,
Ejemplo 2.4

Considérese una poblacién que solo contiene a los numeros 0, 1, 2y 3.

a) Obtener la media y la variancia de la poblacion.
b) Si se seleccionan muestras de tamarfio dos con reemplazo, obtener la media y la variancia
del promedio muestral.
C) Obtener la media y la variancia del promedio muestral a partir de la mediay la variancia de
la poblacion, para el caso de muestreo con reemplazo.
d) Si se seleccionan muestras de tamafio dos sin reemplazo, obtener la mediay la variancia del
promedio muestral.
e) Obtener la media y la variancia del promedio muestral a partir de la mediay la variancia de
la poblacion, para el caso de muestreo sin reemplazo.
Resolucion
a) Puesto que la poblacion esta formada por cuatro elementos y todos tienen la misma
posibilidad de ser seleccionados, la distribucion de probabilidad es:
x 0 1 2 3
f(%) 0.25 0.25 0.25 0.25
Entonces:
mo= Y xf(x) = L(0+1+2+3) =15
Vx 4
2 2
oy = 2 x fe(x) -y
Vx
o§=-%(m+1?+22+32)—(L5f - 125
b) Las muestras de tamafio 2 con reemplazo y considerando el orden son:

(0,0),(0,1),(0,2),(0,3)
(1,0),(1,1),(1,2),(1,3)
(2,0),(2,1),(2,2),(2,3)
(3.0).(3.1),(3.2).(3.3)

Se tiener_l 16 muestras.
Las medias son:
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0, 05, 1, 15
0.5, 1, 15, 2
1, 15, 2, 25

L5, 2, 25, 3
La funcion de probabilidad para las medias muestrales es:

s |l olos| 1 |15| 2 |25 3

fi(’?) 1 2 3 4 3
16 16 16 16 16 16 16
De donde la media es:

b = E(X) = Y %/

\Z3

ne = (0)(%) +(0.5)(%) A +(3)( %)

— - 2
Oy = g; xzfi(x) - My

o - (0)2(1—16) +(0.5)2(%) ‘.l +(3)2( 1—16) (1.5)?

oy = 0.625
C) Mg =My =15
(¢}
6}=l:£ :0.625
n 2
Los resultados coinciden con los obtenidos con los valores muestrales.
d) Las muestras de tamafio 2 sin reemplazo son:

(0,1),(0,2),(0,3)
(1,0),(1,2),(1,3)
(2,0),(2,1),(2,3)

(3,0),(3,1),(3,2)
Se tienen 12 muestras.
Las medias son:

05, 1, 15
05 15, 2
1, 15, 25

1.5, 2, 25
de donde:
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s los5| 1|15 2 |25

(ol 2] 2] 4|22
2|12|12|12|12

W=Ed5=;iﬁﬁ)

u);=(0.5)(1—22) +(1)(1—22) +...+(2.5)(1—22)

Wy = 1.5

o= X () -k

2 _ of 2 ) e[ 2. . of 2 2
6)?—(0.5)(12) (1)(12) (2.5)(12) (1.5)
oy = 0.41666

e) Mg = My =15
Para la variancia, como la poblacion es finita y el muestreo se hace sin reemplazo, se debe
de utilizar el factor de correccion poblacién finita, por lo que
2
> _ % N-n _125( 4-2
¥ n N-1 2 4 -1
Los resultados coinciden con los obtenidos anteriormente.

S$3333331313333333333331113333))))))))Q

) = 0.41666

DISTRIBUCION PARA CARACTERIZAR LA DIFERENCIA DE MEDIAS,
VARIANZAS CONOCIDAS: NORMAL

La distribucion normal, se puede utilizar también para caracterizar la distribucion de muestreo de la
diferencia de medias muestrales. Si las muestras son normales y se conoce la variancia, entonces la

diferencia de medias X - ¥ tiene una distribucion normal, por lo que

S XD - (- )

2 2
Ox Oy
o+
Ry Ry

. . . . 2 2
Si se desconocen las variancias de las poblaciones oy y oy; Yy las muestras son grandes, entonces

2
ny-1?

se pueden sustituir por sus estimadores puntuales S,,X_1 y S y se utiliza la expresion anterior

debido al TLC.
La caracterizacion de la media se utilizara para intervalos de confianza y pruebas de hipotesis
relacionadas con la media de una poblacion.
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SOOI I IIIIIIIIDIIIIIIIID))

Ejemplo 2.5

La gerente de una planta de una fabrica enlatadora de jugo de naranja esta interesada en comparar
el rendimiento de dos diferentes lineas de produccion. Como la linea 1 es relativamente nueva,
sospecha que el nimero de cajas que se producen al dia es mayor que el correspondiente a la vieja

linea 2. Se toman datos al azar durante diez dias para cada linea, encontrandose que x, = 824.9

cajas por diay x, = 818.6 cajas por dia. Se sabe por experiencia que of =40y cﬁ = 50.¢Qué
tan probables son las sospechas de la gerente?

Resolucion

Se desea calcular

P(X1 - X, 2x -x, | op o= uz)
El estadistico esta dado por

_ (il _A_,z) - (”1 - ”2)

; donde Z ~ N(0,1)

(824.9 - 818.6) - 0

z = = 2.1
40 50
—_ + =
10 10
P(X, - X, 2 63)=P(Z221)
-1 - P(Z < 21)
=1 - 0.982
= 0.018

Dado que la probabilidad es baja, podemos decir que las sospechas de la gerente son acertadas y
que la linea 1 produce mas que la linea 2.

$333333333333333333333331113333333)))))))

Por otro lado, cuando las poblaciones son normales, las muestras son pequefias, con variancias
desconocidas pero iguales, entonces se puede utilizar la distribucion ¢ para caracterizar la diferencia de
medias muestrales, la cual se estudiara més adelante.

Si las muestras son pequerias, de poblaciones normales, con variancias desconocidas y diferentes
se puede utilizar una aproximacion mediante la distribucion ¢ , la cual se estudiard en temas posteriores.
Cualquier otro caso queda fuera del alcance de este curso.
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DISTRIBUCION PARA CARACTERIZAR A LA VARIANCIA:
DISTRIBUCION Ji CUADRADA

Por las caracteristicas especiales que presenta la distribucién normal, se han estudiado distribuciones que

puedan generarse a partir de ella, tal es el caso de la distribucidn Ji cuadrada, también llamada en ocasiones
chi-cuadrada, del inglés chi-square.

Definicion 2.5
Sean Z,Z,,...,Z, ; v variables aleatorias independientes con distribucion normal estandar,
entonces:
X2=Z+ Z)+ ..+ 70
es una variable aleatoria que recibe el nombre de Ji cuadrada con v grados de libertad y se
. . 2
denota mediante el simbolo ',

Su funcion de densidad es

(-1 -=
;x 2 e ? x>0
v
fe(x) =4 22| Y
2
0 en otro caso

Debe recordarse que la distribucion Ji cuadrada es un caso particular de la distribucion Gamma, en
donde n = Lyr =2
2 2

La distribucion Ji cuadrada, al igual que la distribucién normal, presenta la caracteristica de
aditividad.

Teorema 2.6

2 2) 2 . .. c g ng e .
Sean Xj, X;, . . . , X, variables aleatorias independientes con distribucion Ji cuadrada y
vy, V,,..., Vv, grados de libertad, respectivamente. Entonces la variable

n n
Y = Xf + X§ + o+ Xi =) Xf tiene una distribucion Ji cuadradacon v = ) v,
i=1 i=1
grados de libertad.

La demostracion del teorema anterior resulta como consecuencia directa de la definicion de la
distribucion Ji cuadrada, que es una suma de variables aleatorias con distribucion normal estandar al

cuadrado; por lo que una suma de Ji cuadradas sigue siendo una suma de normales estandar al cuadrado
lo que sigue siendo una Ji cuadrada.

ALBS /NMG



Estadistica Tema Il Pag. 13

Para introducir el uso de la distribucion Ji cuadrada para caracterizar a la variancia muestral,
consideérese el siguiente caso.

Si X,X,, ... ,X constituyen una muestra aleatoria con distribucion normal con media p y

variancia o® conocidas, entonces la distribucion de la variable aleatoria Y definida por

> (X, -ny
Y = ’1—2 se obtiene directamente de la definicién de la variable aleatoria Ji-cuadrada, es decir:
(o}

i

Del enunciado X, ~ N (u, 6*) por lo que . Z.~ N(0,1)ylavariable aleatoria Y se

n
puede reescribircomo Y = E Z,.2 de donde se observa que Y tiene una distribucion Ji cuadrada con n
i=1
grados de libertad.

2
Y = Xy
Sin embargo, la variable Y, no es una variancia muestral, para seguir buscando la relacion entre la
. . . . . 7 - 2 ..
variancia muestral y la variable Ji-cuadrada, considérese ahora la variable S, definida como

n

2 (Ximuf

Sﬁ =21 entoncesdela explicacion anterior para la variable Y se observa que
n
2
n Su 5
0_2 - X( r)
n
2
nS2 E ()(, - l*l)
puesto que — * = =1 =Y
o c

Este resultado sirve para estudiar la distribucion de muestreo de Sf, definida como
n —_—
> (x-%f

2 =1
S, =
n

que es la variancia muestral.
O bien, para caracterizar a la variancia muestral definida como:
2 1 = >
— 2
Sn—l - E ()(z - X)
n-1;3
Considérese en particular la variancia muestral dividida entre n - 1
L i X - XY
1= — 2 (X, - X)
n-1:3
para obtener la distribucion de S,,_, , se realiza el siguiente analisis.
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Recordando que la extraccion es de una poblacion normal, X, ~ N( w, 6%)

— 2
X ~ N( L, 6—)
n
y manipulando la expresion de la variancia,
2 1 =

Sn—1= 1 E (‘X:_E)Z

n - i=1

2 Y (x,- x)?

n-1 i=1

& o

Trabajando exclusivamente con la suma:

Y (X -XP =X (Xmu X )

i=1

-

se tiene (n-1)

=Y 1&-w - (X - wF
=2 [ B - 20X 1) (X - )+ (X - Y]

=Y (XY -2(X - Y (X, w)+n(X-pY

i=1 i=1
=Y & w - 2(X - ) (X - ) s n(X Ry

-
x

Y. (X~ w)-n(X - py

-

por lo que

n

> Y (X, p)-n(X - py

Sn—l i=
(l’l - 1) 2 - : 2
(0} (0}

Y &, -p)

= _n(X - py

Despejando

Y (X,-p)y

n

se tiene que

y del teorema 2.6 y la definicion 2.5 se observa que il = Z Z,.2 tiene distribucion Ji
i=1

62
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cuadrada con » grados de libertad; mientras que (Xi”) tiene también distribucion Ji cuadrada con un

Vn
: : (n-1)8% . R
grado de libertad, por lo cual puede concluirse que — tiene distribucion Ji cuadradacon n - 1
(0}
grados de libertad. Finalmente:
(n - ) 2
— 2 " Xn-n
G
De manera similar, para S -1 E (X, - X)?, se tiene que:
n
2
n Sn ~ XZ
n-1
o2 (n-1)

Puesto que, quien realiza la aportacién de los grados de libertad es la suma, también se obtiene una
distribucion Ji-cuadrada conn - 1 grados de libertad. EI grado de libertad se pierde debido al
desconocimiento de la media de la poblacién, en el calculo de la variancia.

Teorema 2.7
Si X2 es una variable aleatoria que tiene una distribucion Ji cuadrada con v grados de
libertad, X? ~ %, entonces
E(X?*) =v , Var(X?)
y la funcién generadora de momentos de X2 es:

2v

<

Ma(8) = (1 -28)

La distribucion Ji cuadrada presenta un sesgo positivo, segin se muestra en la siguiente figura.

f\ (x)A

;{2
Fig. 2.1 Distribucion Ji cuadrada

Para calcular probabilidades de variables aleatorias con distribucion Ji cuadrada se utilizan tablas.
Las tablas de la distribucion Ji-cuadrada generalmente proporcionan el valor de y? en funcion del area de
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" " M 2
la "cola derecha™ a, y el valor de Ji-cuadrada se denota 1, cuando P(X2 > X2) = o, COMO se observa
en la siguiente grafica.

v —1 >
1 r
Fig. 2.2 Probabilidad de cola derecha

Resumen de notacién

X? Variable aleatoria ji cuadrada.
¥* Valor que toma la variable aleatoria ji cuadrada.

X?v) Distribucion ji cuadrada con v (ni) grados de libertad.

xf, Valor de ji-cuadrada para el cual la probabilidad de cola derechaes a.

SIOIDIIIIIIIDIIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIDD)]
Ejemplo 2.6

Utilizar las tablas de la distribucién Ji-cuadrada para obtener las siguientes probabilidades

a)  SiX®~ yfs) obtener P(X? > 15.73)
b)  SiX? ~ y{y) Obtener P(X? < 12.44)

Resolucion

a) De tablas de la distribuciéon Ji-cuadrada, y observando que las tablas proporcionan
probabilidades de "cola derecha™ o de lado derecho, entonces, se busca en el renglon el

numero de grados de libertad y posteriormente el valor de y? = 15.73, es decir:

Distribucion Ji cuadrada
o

v 0.9 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1

12 | 6.304 | 11.340 | 12.584|| 14.011 | 15.812 | 18.549
13 | 7.092 | 12340 | 13.635]| 15119 | 16985 | 19.812
14 | 7.790 | 13.339 | 14685 16222 | 18.151 | 21.064
15_| 8547 | 14339 |[15733]| 17.322 | 19311 | 22.307
16 | 9312 | 15339 | 16780 | 18418 | 20465 | 23.542
17 | 10.085 | 16338 | 17.824 | 19.511 | 21.615 | 24.769
18 | 10865 | 17.338 | 18.868 | 20.601 | 22.760 | 25.980
19 | 11.651 | 18338 | 19.910 | 21.689 | 23.900 | 27.204
20 | 12443 | 19337 | 20,951 | 22,775 | 25.037 | 28412
21 | 13.290 | 20337 | 21.992 | 23.858 | 26171 | 29.615
22 | 14041 | 21.337 | 23.031 | 24.939 | 27.301 | 30.813
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por lo que la probabilidad es

P(X%>1573) = 0.4

b) De forma similar, pero utilizando el complemento
P(X*<1244)=1-P(X?>>1244) =1 -09 = 0.1

23311111333333333331113333333333)))))))

Después de aprender a utilizar las tablas de la distribucion Ji-cuadrada, es posible realizar calculos
de probabilidad que involucren a las variancias muestrales Sn2 10 Snz.

27111331333333333331113333333333))))))))

Ejemplo 2.7

Sea una muestra aleatoria de tamafio 20 tomada de una poblacién con media 8 y variancia 4.
Obtener la probabilidad de que la variancia muestral S,,2 _, Sea mayor o igual a 5.7.

Resolucion

Puesto que la poblacién es normal,
n-1lg2 o Bisg
-2 4

- P(X? > 27.08)

P(S,f_1 > 5.7) - P

Y de tablas, con X? ~ xflg) se tiene:

P(s? > 57) =01

$333333333313333333333331111333333)))))))

_Ladistribucion Ji cuadrada se utilizara en la construccion de intervalos de confianzay en pruebas
de hipdtesis relacionadas con la variancia de una poblacion normal.
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DISTRIBUCION PARA CARACTERIZAR A LA MEDIA MUESTRAL,
MUESTRA PEQUENA, VARIANCIA DESCONOCIDA: DISTRIBUCION t-

STUDENT

Definicion 2.6
Sean Z y X? dos variables aleatorias independientes con distribuciones normal estandar y
Ji-cuadrada respectivamente, es decir:
Z~N(0,1) , X~
VA

X2
v

tiene una distribucion ¢ de Student con v grados de libertad y funcion de densidad dada por

entonces la variable aleatoria T definidacomo T =

T vl 1
2 2] -5
fT(l‘)=— 1 + — —o0 < t < o
v Y
yavIl| —
v>0

Como puede observarse la distribucién ¢ de Student posee el pardmetro v, que al igual que para
la distribucion ji-cuadrada, recibe el nombre de grados de libertad.

Teorema 2.8
Si T es una variable aleatoria que tiene distribucién ¢ de Student con v grados de libertad,
entonces
E(T) =0
Var(T) = v v>2
v -2

La funcion de densidad ¢ de Student es simétrica'y unimodal al igual que la normal, pero siempre
esta centrada en cero; es muy parecida a la distribucion normal estandar.
fr (1) A
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Fig 2.3. Distribucion t de Student

La distribucién ¢ converge a la distribucion normal estandar cuando el nimero de grados de
libertad tiende a infinito.
La principal aplicacion de ladistribucion ¢ radicaen la obtencion de la distribucion del estadistico

X - py

n-1
V=

que se utiliza para hacer inferencias con respecto a la media p, cuando el muestreo se lleva a cabo sobre
una distribucion normal con variancia desconocida.

Si X,,X,,...,X sonvariables aleatorias independientes con distribucion normal con media p,

. . 2 . ;.
y variancia oy Y se definen los estadisticos
_ 1 n
X--Y x
n i=1

2 1 “ =
Sy = Y (x-x)
n-1 i=1

S

n-1

V=

G,ZY] (n - 1)53—1 2
y -

Wy

Entonces, para obtener la distribucion de se realiza el siguiente procedimiento:

Puesto que X-~N

My — 5 ~ Xn-1y €ntonces, de la definicion 2.6 se
n oy
tiene:
X -y

Ox

X - py ) X - py ) \/ﬁ
St (n - 1) 551 % (n-1)8..
Vn (n-1) \/ZGX (n—l)cz
X

de donde se observa que
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(n-1)8",
—— " X1

entonces se tiene el cociente de una normal estandar entre la raiz cuadrada de una Ji cuadrada entre v, por
lo que

Px es una distribucién ¢, con n - 1grados de libertad.

n-1
=

se utiliza para construir intervalos de confianza y realizar pruebas de

Esto es, la distribucion de

El estadistico Bl

n-1

Jn
hipdtesis con respecto a la media de una distribucion normal.

Es importante observar que hasta ahora se han estudiado dos estadisticos relacionados con la
distribucion muestral de la media:

Del teorema central del limite

cuando o, es conocida, o bien, cuando o, se aproxima mediante S, _, para muestras grandes.

Y de la definicion de la distribucion ¢ de Student

X - py L
S (n-1)

n-1

Jn

cuando los datos provienen de una distribucion normal con o, desconociday » < 30.

)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))
Ejemplo 2.8

Sea T una variable aleatoria con distribucion ¢ de Student, con 19 grados de libertad, obtener:
a) P(T > 133)
b) El valor de ¢, tal que P(T < ¢) = 0.01
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Resolucion

a) Del enunciado T ~ (19 POT lo que, directamente de tablas en el renglon de 19 grados de
libertad se busca el valor mas cercano a 1.33 y se lee en la parte superior el valor de a,
teniéndose:

P(T>133) = 0.1

b) De tablas, y recordando que la distribucion ¢ es simétrica, se tiene que
001 =P(T<t)=P(T>-t)
Al localizar a = 0.01 y v = 19 se obtiene que: -¢ = 2.54
Finalmente: ¢ = -2.54

SOOI IIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIDD)
Ejemplo 2.9

Los siguientes seis datos son los tiempos de permanencia (espera y atencién) en un banco:

15, 32,18,26,27 y 20
Si el banco afirma que el tiempo promedio de permanencia es de 20 minutos 0 menos, determinar
si la afirmacion es razonable.

Resolucion
_ n 6
De los datos X = lz X = x-= lz x,= 23
n -1 6 i-1
Sn2—1 - (X, - )?)2
n-1;3

6
2 ==Y (x - %) = (63877

6 -1 i3 '

Las probabilidades se calculan para variables aleatorias, en este caso la variable aleatoria es la
media muestral, la cual se tiene que comparar contra algin valor que tome (0 que pueda tomar).
Debe calcularse la probabilidad para un intervalo, puesto que la probabilidad de que una variable
aleatoria continua tome un valor puntual es cero. La probabilidad, ademas, es condicional, puesto
que se considera como verdadero el valor del pardmetro objetivo.

De manera que pueden plantearse las probabilidades:

P(X2x|pe=m) 0 P(X<Xx|p=p)

Con ambas probabilidades puede concluirse; sin embargo, es mas conveniente utilizar aquella
probabilidad en la cual se plantee que la variable aleatoria tome valores iguales 0 mas alejados con
respecto a la media hipotética, de esta manera se tiene:

X -py 23 -,

P(X>23|p,=20)=P

v

Sn—l Sn—l
] R
X -y
pero =T~t,
Sn—l ( )
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valuando

P(Xx22)=P| 72"\ _p(1:115)

6.387

/6
y de tablas, con 5 grados de libertad
0.1 <P(T=>=115)<0.2

por lo que los datos no proporcionan una fuerte evidencia de que el banco no tenga razén, es decir,
la afirmacion del banco puede ser razonable.

$3331313333333333313333333333333131333)))))

DISTRIBUCION PARA CARACTERIZAR LA DIFERENCIA DE MEDIAS,
VARIANZAS DESCONOCIDAS: T

Cuando se realizan muestreos sobre poblaciones diferentes, las poblaciones son normales, las muestras
son pequefas, con variancias desconocidas pero iguales, entonces se utiliza la distribucion ¢ para
caracterizar la diferencia de medias muestrales, teniéndose el estadistico:

;o (XD - (o)
1

Ry

1
n

S
P

=+

~

donde

o (D Ses (= DSy

p

n

+_
xt By~ 2

y T~ L n +ny-2)

el estadistico S,f recibe el nombre de estimador combinado de la variancia (o estimador ponderado de la
. . . 2 . . . . 2
variancia). Evidentemente S, proporciona un valor entre las variancias muestrales de las poblaciones Sy

2 .
y Sy, pero no es el punto medio entre ambas.

Si las muestras son pequefias, extraidas de poblaciones normales, con variancias desconocidas y
diferentes puede utilizarse una aproximacién mediante la distribucion ¢, la cual se estudiara en temas
posteriores. Cualquier otro caso queda fuera del alcance de este curso.

SIODIIIDIIDDDIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIID L
Ejemplo 2.10
Una organizacion independiente esta interesada en probar la distancia de frenado a una velocidad
de 50 [km/h] para dos marcas distintas de automdviles. Para la primera marca se seleccionaron
nueve automoviles y se probaron en un medio controlado. La media muestral y la desviacion
estandar fueron de 145 [m] y 8 [m], respectivamente. Para la segunda marca se seleccionaron 12
automaviles y la distancia promedio result6 ser de 132 [m] y una desviacion estandar de 10 [m].
Con base en esta evidencia, ¢existe alguna razon para creer que la distancia de frenado para ambas
marcas, es la misma? Supongase que las distancias de frenado son variables aleatorias
independientes normalmente distribuidas con variancias iguales.
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Resolucion

De los datos del enunciado se tiene:

J71=145 , 3?2=132
s1=8 , s2=10
n =9 : n, =12

P(X,-X, > 13 | y=n,,0, =0,)

Y puesto que X; y X, tienen distribuciones normales con la misma variancia, entonces:

oo K X) (i - )

- t(nl +n,-2)
Sp i +i
\| » n2

1
P(X, -X,>13) = P(T>32) = 0.002

puesto que  t = _13°0 _ 3,

9211 /L +L
9 12

2 - 8(64) +11(100) _ gy g4n1 s - 901
19 P

con

Y puestoque P(T=>3.2) = 0.002, es muy poco probable suponer que las distancias de frenado
sean iguales.

$3333333333333333333333111133333333)))))))))Q

_ Si las muestras son pequenias, extraidas de poblaciones normales, con variancias desconocidas y
diferentes puede utilizarse una aproximacién mediante el siguiente estadistico:

oo %) - (W)

~

(v)

el cual tiene una distribucién aproximadamente ¢, con v grados de libertad, los cuales se aproximan

mediante:
2
sz 8
- 4+
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aproximando al méaximo entero, es decir, hacia el entero inferior més cercano.

O bien mediante

S S,

- 4+

n n

1 2

v = -2
2 2
2 2
S A
n n
1 . 2
n1+1 n2+1

aproximando al entero méas cercano.

SIDIIIIIIIDIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIID))
Ejemplo 1.11

Un fabricante de unidades de pantallas de video prueba dos disefios de microcircuitos para
determinar si ellos producen flujos de corriente equivalentes. Ingenieria de desarrollo ha obtenido
los siguientes datos:

Disefio 1 n 15 X, = 242 512

10

isef = = 2
Disefo 2 n, = 10 x, = 23.9 s2 = 20
Si se supone que ambas poblaciones son normales, pero no estamos dispuestos a considerar que las

. . . 2 2 - 7
variancias desconocidas o} y o, soniguales. ;Que tan probable es el resultado muestral observado?

Resolucion

Se desea calcular
P()(I_XZZ;I_)?Z | ”1=”2=61¢62)
El estadistico esta dado por

5 %) - (w —w)

2

T:

~ 1
- v)

S5
n oo
t = M = 0.1837
10 20
- +
15 10

P(X, - X, 2 03) = P(T = 0.1837)
Para obtener los grados de libertad
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5]
15
+
15 +1
v = =16.1676 = 16
Porloque T ~ t(16)

Entonces:
P(T > 0.1837) = 0.428
Por lo que puede considerarse que los flujos de corriente son equivalentes (”1 = Hz)

DISTRIBUCION PARA CARACTERIZAR A LA RAZON DE VARIANZAS:
DISTRIBUCION F

La distribucion F (de Fisher) se utiliza cuando se desean hacer inferencias con respecto a las variancias de
dos distribuciones normales independientes a partir de muestras aleatorias de cada distribucion.

Definicion 2.7
Si X y Y son dos variables aleatorias independientes con distribuciones ji cuadrada con
parametros u y v, es decir:
2 2
X~ Awy ¥~ X
Entonces la variable aleatoria F definida como

F =

<|*<‘§|><

tiene una distribucion F de Fisher con « grados de libertad en el numerador y v grados de
libertad en el denominador.
Se denota F ~ F(u v

La mediay la variancia de la distribucién F se proporcionan en el siguiente teorema.
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Teorema 2.9
Si F es una variable aleatoria con distribucion F de Fisher con » grados de libertad en el

numerador y v grados de libertad en el denominador, entonces:

E(F)=V‘_’2

2vi(u +v - 2)
u(v - 27 (v - 4)

v>2

v >4

Var(F) =

La distribucion F es asimétrica y sesgada hacia la derecha (sesgo positivo) segun se observa en la

siguiente figura
f.0)4

s
s
o4
3
0z

LA}

—

Fig. 2.4. Distribucién F de Fisher

Para entender el uso de la distribucion F, considérense dos muestras aleatorias independientes de
tamafos n, y n, respectivamente, de tal forma que paralamuestra X,,X,,...,X cadavariable tiene
X

distribucion normal con parametros u, y oi, , ¥ para lamuestra Y,,Y,,..,Y cada variable tiene
Y
distribucion normal con parametros p,, y cf, entonces los estadisticos
2 2
(ny-1) Sy (ny-1) 8y
2 y 2
Cx Oy
son variables aleatorias Ji cuadradas independientes con n, - 1 y n,- 1 grados de libertad. Y de
la definicion 4.3 se tiene que

2
(nX_ 1) SX
-, 2
oy Sy
2
2 2 T Fmg-lm,-1)
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S2/o%
Sy /oy

y denominador, respectivamente.

Es decir, tiene distribucion F con n, - 1 y n, - 1 grados de libertad en el numerador

Un caso particular se tiene cuando se considera que las variancias de las poblaciones son iguales,
2 2 -,
esto es, 6y = 6, = o, teniéndose que:

2
Sx
2
.. Ox 2_ 2 2
De la expresion — cuando oy=0y =0
Sy
2
Oy
2
SX
entonces — ~ F, .
2 (ny-1,n,-1)
S;

SIOIDIIIIIIIDDIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIDD)
Ejemplo 2.12

Si dos muestras aleatorias independientes de tamafio »n, =9 y n,= 16 se extraen de una

poblacion normal, determinar la probabilidad de que la variancia de la primera sea al menos cuatro
veces mas grande que la segunda.

Resolucion

Del enunciado se pregunta
2
1 2 2
P| —>4| o] =05,
2
S;
Se considera la misma variancia puesto que las muestras se extraen de la misma poblacién, y dado
que las muestras son independientes y provienen de una poblacion normal, entonces

S? .
2 T (m-1ny-2)
S22 n-l,m
en particular
S;
- F(8,15)
SZ

Por lo que, de tablas
P| —>4] =0.01

La probabilidad es de 0.01
SIOIIIDIDIIDDIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIDD.
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Ejemplo 2.13

) 2 . . . . ~
Si §;y S, representan las variancias de muestras aleatorias independientes de tamafio n, = 25

: o 2 2
y n, =31, que se toman de poblaciones normales con variancias o} = 10 y o, = 15,

2
. 1
respectivamente, encontrar la P — > 1.26

S2
Resolucién
sy
2
Se sabe que F = 6—; ~ F<n1_1n2_1)ydel enunciado o> = 10, 65 = 15.
S, ’
o2
2
Por lo que
Sy
i 6— 15(1.26
Pl L >126| =P = > 5(1.26)
S, S, 10
2
G,y
= P (F>189)

Y detablascon F ~ F,, 5

S;
Pl — >126] = 0.05
S5
SIII))))))22I20000000000)))))))))))))

DISTRIBUCION MUESTRAL PARA CARACTERIZAR AUNA PROPORCION:
DISTRIBUCION NORMAL

Si la muestra proviene de una poblacion Bernoulli, en la cual nos interesa caracterizar la probabilidad de
éxito p, llamada proporcion, entonces se requiere que el tamarfio sea grande para poder utilizar el teorema

del limite central, con lo que una proporcion se caracterizara con la distribucion normal. Esto es, si se desea
caracterizar el estadistico para una proporcion,

donde p es el parametro de una poblacion Bernoulli, Y es el numero de éxitos que se observan en la

muestra de tamafion (variable aleatoria binomial); se utiliza la distribucion normal cuando la muestra es
grande.
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~ Ademas, puesto que la distribucion Bernoulli es discreta y la normal es continua, debe realizarse
un ajuste por continuidad, que es especialmente necesario cuando el tamafio de la muestra no es tan grande.
El factor de correccién por continuidad, FCC, se define como:

Fcc - L
n

. . . Lo 1 A 1 ...
Obsérvese como el ajuste es mediante el término o en lugar del término 5 utilizado en
n

probabilidad, debido a que una proporcidn de éxitos es el nUmero de éxitos divididos entre .
~ Para calcular una probabilidad utilizando la aproximacion normal y el factor de ajuste por
continuidad se utiliza entonces la expresion:

1

A D+ n -p
P(P<p)=P| Z<
Op
donde o5 = p(1-p) :
n
S$33331331331333133133133113311)))))))))))
Ejemplo 2.14

Se procede a detener el funcionamiento de una maquina para repararla si en una muestra aleatoria
de 100 articulos de la produccion diaria de la maquina se encuentran por lo menos 15% de articulos
defectuosos. (Suponer que la produccion diaria consta de un gran nimero de articulos). Si realmente
la maquina produce sélo 10% de articulos defectuosos, encontrar la probabilidad de que se pare la
maquina un dia dado. (Utilizar la correccién por continuidad).

Resolucion

Puesto que la produccién diaria consta de un gran nimero de articulos, se considera que la
poblacion es infinita, y si Y representa el nimero de articulos defectuosos en la muestra de 100,

entonces:
(Z)_p 0.15—2;—
P l/20.15 =P 2 > (100)
" pa [(OD (09)
n 100
Y
P| =>015| =P (Z>150)
n
Y
P| — > 0.15]| = 0.0668
n

$3333333333331113333333333333333331)))))
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DIFERENCIA DE PROPORCIONES

Definicion 2.8
Si dos muestras independientes de tamafio n, y n, se extraen de poblaciones infinitas con
distribuciones binomiales, X representa el nimero de observaciones de la primera muestra

que corresponden a la clase de interés, y Y representa el nimero de observaciones de la

segunda muestra que corresponden a la clase en cuestion, entonces la distribucion de
muestreo para la diferencia de proporciones esta dada por

(ﬁX_ﬁy) _(pX_py)
\le(l _px) N py(l _py)

Ry Ry

Z =

donde Z ~ N(0,1)

$3333333333133333333333331113333333)))))))

Ejemplo 2.15

Se estan considerando dos tipos diferentes de computadoras de control de disparo que se utilizaron
en baterias de 6 cafiones de 105 mm del ejército de los Estados Unidos. Los dos sistemas de
computadoras se someten a una prueba operacional en la cual se cuenta el nimero total de impactos
en el blanco. El sistema de computadora 1 produce 250 impactos de 300 descargas, en tanto que el
sistema 2 consigue 178 impactos de 260 descargas. ¢Hay alguna razén para pensar que los dos
sistemas de computadora difieren?

Resolucion

Se desea calcular
P(}SX_ISYZPX_I’Y | pxsz)

. _ 250

= 227 ~ 0.8333 : n, = 300
Px = 300 1

178
5. = == =~ 0.6846 : n, = 260
Pr = 760 1

El estadistico esta dado por
(Px - Py) - (px - )

Jﬁxu -5, Bl -7

nX n

Z = ~N(0,1)

Y
(0.8333 - 0.6846) - 0

0.8333(1 - 0.8333) _ 0.6846(1 - 0.6846)
300 260

Z:
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z = 4.1353
Entonces:

P(Py - P, > 0.1487) - P(Z > 4.1353)
1 - P(Z < 4.1353)
=0

Debido a que la probabilidad es practicamente cero, podemos decir que hay una diferencia
significativa en los dos sistemas de computadora.

$33333333133333333333311133333)))))))Q
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Resumen
Distribuciones de X., Y. Estimador Distribucion del estimador
_ 2 _ n )
)(i N(IJX,Gx) X:lz X N GX]
2 - n i=1 ! uXa_
6y conocida n
2 _ n Y -
)(iNN(lJ'X’cX) le ‘Xz X Hy ~t( 0
o5 desconocida il St
NG
Teorema central del limite _ 1 0 2
n > 30 X==3 X V|,
X, ~ Cualquiera con st Y n
parametros:
E(X;) = py
Var (X;) = 0§(
X ~ N (n,,0) 2 1 ¢ (n-1)S?
i Hy> Ox St = Y (x- X» nl 2
n-1:3 ! 2 X("‘l)
Ox
2 2
X, ~ N (uy,0y) Sy (ng-1,n,-1)
SY
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) TEMA I
ESTIMACION DE PARAMETROS

La estimacion puntual de un parametro relativo a una poblacion es el valor numérico de un estadistico
correspondiente a ese parametro.

En la eleccidn de un estimador deben tenerse en cuenta las siguientes propiedades: insesgabilidad,
eficiencia, error cuadratico medio, consistencia y suficiencia.
INSESGABILIDAD
Cuando se obtiene una estimacion puntual de un parametro cualquiera, es deseable que la distribucién de dicha

estimacion se centre en el parametro real (al cual se le llamara pardmetro-objetivo),si se cumple la condicién
anterior entonces el estimador se llama insesgado.

Estimador insesgado Estimador sesgado
Fig. 3.1 Sesgo en la estimacion

Definicion 3.1
Sea ® un estimador puntual del pardmetro . Entoncessi E(®) = 8 se dice que ® esun
estimador insesgado de 8 , de lo contrario se dice que es sesgado.

SIOIDIIIIIIIDIIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIDD)]
Ejemplo 3.1

Sea X,X,,...,X unamuestraaleatoria de tamafio » extraida de una poblacion con media p y

variancia o . Determinar si los siguientes estimadores son sesgados o insesgados.

n ;-1
b) 2= L% (x,- X)?
n =1
2 1 " 2
c) S, = Y (x,-X)
n-1 i=1
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Resolucion

a) Para determinar si tiene 0 no sesgo debe obtenerse E(®) .

E(6)=Ex) -E| L Y X)
n ;=1
A 1 z 1 ¢ 1 ¢
ﬂ@):—E§3&)=— E(X)=—=> u
n i=1 n ;=1 n =1
E()?) = U -~ €s insesgado.
D) E(S) =E [+ Y (%, XY=1422<&—24
n i=1 n _i=1
E(S) - LE|Y (XP-2xX + X°)
n i=1
EsH =LE|Y X -2X) X + n)P)]
n |i=1 i=1
ESH=1EY x*-nx?|=LE|Y X*- X’
n Li=1 n i=1
E(sH) = 1|Y E(xY) - nE(XY)
n =1

Recordando que Var(X) = E(X?) - [E(X)]?

entonces: E(X?) = Var(X) + p? = o* + i?

y de forma similar

2
< (0}
E(X*) = — W2

E(s?y - L [E (+ 1) - n( L ul)
n|i=1 n
E(S) = L [no?+ np2- - np]
n
E(SH = L[(n-1))=""1¢
n n
E(S)) =2~ L . Es sesgado.
n

. , g 2 . , . . s
Otra forma de calcular si el estadistico S, es insesgado, es a través de la variable aleatoria ji cuadrada.

Se desea obtener E (S,,2 )

pero se sabe que, para una v.a. ji cuadrada E (X?) = v, si X? ~ Xiv)'
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De donde

00 E(S,)=E #f (Xi—if]
_n—l i=1

Pero
E(S},) =E| -5, ~_E(S))
n-1 n-1
E(Snz_l) =L (n—l 02) = o
n -1 n
E(S’,) = ¢ . Es insesgado.

$333333331313333333333333111333333)))))))

En la practica se suelen preferir los estimadores insesgados sobre los sesgados; por ello que cuando
. . . . -, ™ ;- 2
se desean hacer estimaciones con respecto a la variancia ¢* de una poblacion se utiliza el estadistico S, _; .

La siguiente tabla muestra algunos de los parametros objetivos mas comunes, juntos con sus valores
esperados y sus variancias.

Tabla 3.1. Valores esperados y variancias de estimadores basados en muestras grandes

Parémetro-objetivo 0 Tamafio de las | Estimador E(O) Var ()
muestras A
puntual ®
u n X u o
n
n ~ X
p p== p pPq
n n
b nymn, _1 ')Ez L A \ o
n, n,
P~ D nyn, b - b, P~ P hd |, B9
" n,
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EFICIENCIA

Puesto que es posible obtener méas de un estimador insesgado para el mismo pardmetro objetivo, debera
utilizarse el de minima variancia, que recibe el nombre de estimador eficiente.

Definicion 3.2
Sean @1 y (:)2 dos estimadores insesgados del pardmetro 6 , con variancias Var(@l) y

Var((:)z) , respectivamente, entonces el la eficiencia relativa de @1 con respecto de @2 ,
se define como:

Var((:)z)
Var(@l)

0.44

Distribucién de 82
0.3

Distribucidn de 81
0.1

h 2

B ? Var(gy < Var(g,) !

Fig. 3.2

En la figura 3.2 se observan las distribuciones de los estadisticos @)1 y ®2del parametrof,

considerando que ambos estimadores son insesgados, se prefiere al estadistico (:)2 porque tiene menor varianza

y esto repercute en estimaciones con menos variabilidad. Al estimador con menor varianza se le Ilama
eficiente.

La eficiencia relativa, no es una eficiencia del tipo mecénico, esto es,n puede ser mayor que uno

cuando Var ( @)1 ) < Var( @2 ), evidentemente lo que se busca al calcular una eficiencia entre estimadores es
una comparacion de la mejoria entre uno y otro.

$33313323333333333333333333333331333)))))

Ejemplo 3.2
Supdngase que se tiene una muestra aleatoria de tamafio 2n de una poblacién denotada por X vy

E(X)=ny Var(X) = o2. Sean

_ 2n _ n

XlziEXi y Xzzlin
2n -1 ni=1

dos estimadores de p. Determina cual es el mejor estimador de p. Explicar la seleccion.

ALBS /NMG



Resolucion
2 2

)?1 y)?2 son estimadores insesgados; sin embargo Var()?l) = % mientras que Var()?z) = %,
puesto que Var ()?1 ) < Var( )?2) se concluye que )?1 es un estimador mas eficiente que )?2 por lo

que el mejor estimador es X .

$333333333333333333333311113333333)))))))

ERROR CUADRATICO MEDIO

Cuando se desean comparar dos estimadores, de los cuales al menos uno no es insesgado, entonces la eficiencia
relativa no se calcula como el cociente de las variancias, sino como el cociente de los errores cuadraticos

medios, ECM.

Definicion 3.3
El error cuadratico medio de un estimador ®, del parametro 6, se define como:
ECM(®) = E[(6-0)]

El error cuadratico medio también puede escribirse en términos de la variancia y del sesgo.

ECM (0) = E[(6-8)] = E(6°-206 +6?)
-E(®’) -20E(0) + 6
sumando y restando [E (0) ]2, se tiene:

ECM(®) = E(&%) -[E(0)F+[B(0)] -20E(H) + ¢
= Var(®) + (E(®)-6)
= Var(®) + (6 -E(®) )

dondealacantidad 6 - E(®) se le llama sesgo, o bien, error cometido, y se denota mediante la letra
B, entonces:

ECM(©) = Var(®) + B?

La eficiencia relativa de @, a ©, se define como

ECM(6,)

Noers = -
M BeM(6,)
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si n<1 entonces @, es mejor estimador que @, .

$333332331133333333333331113333333)))))))

Ejemplo 3.3
Supéngase que ®, , ®, y ©, son estimadores del parametro 8. Si se sabe que

E(®,) =E(6,) =8, E(0,) # 8, Var(0,) = 12, Var(0,) =10 y E[(O, - 8)*] = 6,
utilizando el criterio del error cuadratico medio, determinar el mejor estimador.

Resolucién
Para los primeros dos estimadores, se tiene que el error cuadratico medio, ECM, es:
ECM(@,) = Var(0,) = 12

ECM(®,) = Var(0,) = 10
y para el tercer estimador
ECM(0,) = E[(O, - 8)’] = 6

Por lo que el mejor estimador es (:)3, puesto que tiene menor error cuadratico medio.

$333333333333333333333311113333333)))))))

CONSISTENCIA

Mientras mayor sea el tamafio de la muestra, la estimacion debera ser mas precisa. Si el estimador cumple con
la caracteristica anterior entonces se llama consistente. Por ejemplo X es un estimador consistente de p .

Definicion 3.4
El estimador @n es consistente al estimara 8 si para cualquier & > 0 se cumple:

limP(|® -6] <&) =1

n-

Para un estimador insesgado se puede probar la consistencia evaluando el limite de la variancia cuando
n-oco  i.e. un estimador insesgado de 8 es consistente si:

lim Var(@n) =0

n-oo

Cuando el estimador es sesgado, debe probarse que

lim E[(©, - 8)]=0

n-

paraque ® sea consistente. Esto es, el limite del error cuadratico medio cuando n tiende a infinito debe ser
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cero. Existen estimadores consistentes que son sesgados.

SOOI IO IIIIIIIIIIIIIIIID))
Ejemplo 3.4

. ., . . . 2
Sea Y, ,7Y,,.., Y unamuestra aleatoria de una poblacion con media p, y variancia oy.
Consideérense los tres estimadores siguientes para .

" 1
H1=5(Y1+Y2)

Y +...+7%Y
ﬁzzlYI+ 2 n—1+lY y
4 2(n-2) 4 "

ﬁ3 =Y
Determinar si los estimadores son consistentes para p.

Resolucion

Puesto que Y, ,Y,,.., Y forman una muestra aleatoria de una poblacion con media p, y
. . 2 . H

variancia oy, entonces E(Y,) =p, , i=1,2,...,n,Yy loprimero que se prueba es el

insesgamiento de los estimadores.

E(f,) - E %(YnYz) =%[E(Yl)+E(Y2)]

1 S
= E(;,LY + py) = My~ fi, esinsesgado
[ Yy +...+7%Y
E(p) =E |1y + 2 o1 1y
4 2(n-2) 4 "
= l + (}1——2)HY + l = ~ (L. es insesgado
T Yoy gt T e R
E(p;) =E(Y)
n
i g u, -~ [, esinsesgado.
n
Los tres estimadores son insesgados.
Para las variancias, puesto que Var ( Y, ) = o§ i=1,2,..., n, entonces:
1 1 oy
A 2 2 Y
Var(fi;) = Var E(Yl +Y2)} :Z(0Y+GY) ey

2

N 1 » (n-2)oy 1 »

Var(fi,) = —o6y + ———— + %
2 16 4(n-2) 16
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2 2
Oy Oy

= — + ——
8 4(n -2)
2
_ Oy
Var(f,) = Var(Y) = —
n
Por lo que:
| oy
lim Var(fi,) = >
2
. Oy
lim Var(f,) = 3
2
. . Oy
lim Var(fi,) = lim — =
n-—+ oo n-— o n

Y el Unico estimador consistente para p es fi,.

$333333333333333333333311113333333))))))

SUFICIENCIA

Un estimador es suficiente si toma en cuenta toda la informacién de la muestra.

Definicion 3.5
Sea 6 un parametro desconocidoy X, X,,...,X unamuestraaleatoria. Entonces el
estadistico
O = h(X,X,,....X,)
es suficiente para 8 si la distribucion condicional de X, X,...,X dado 8 no depende de
0.

SIOIIIDIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIDD.
Ejemplo 3.5

Considerese una muestra aleatoria de tamafio » : X,,X,,..,X de una poblacion Bernoulli con

n

parametro p. Determinarsi Y = 1 E X, es un estimador suficiente para p o no.
n =1

Resolucion
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1
P(X,=x, X,=x,, ..., X =x_ | ;Z‘Xi:k)

X =x, X,=xp, ..., X =x ,%' Xl.=k)

nk _ n-nk
= p~(1-p) = No depende de p

h nk _ n-nk h
[nfrma-rr ()

n

Y = 1 Y X, es un estimador suficiente para p .
n ;=1

$333133333333333331333333333333331333)))))

METODOS PARADETERMINAR ESTIMADORES PUNTUALES

Anteriormente se explicaron las caracteristicas deseables para un estimador, en esta seccién se vera la forma
de obtenerlas. Como debe intuirse, existen varias formas de estimar un parametro, por lo que no debe ser una
sorpresa el hecho de que existan varios métodos para determinar los estimadores. Dos de los métodos mas
comunes son: el de los momentos y el de maxima verosimilitud.

METODOS DE LOS MOMENTOS

El método de los momentos sugiere utilizar como estimador de alguno de los momentos de la poblacién, al
mismo momento con respecto a la muestra.

Definicion 3.6 Método de los momentos

Elegir como estimadores puntuales, a aquellos valores de los parametros que sean solucion de
las ecuaciones

p,i=mk/ . k=1,2,..,n

- p . 0 / /
donde » esigual al nimero de parametros a estimary p, y m, representan los momentos
con respecto al origen de la poblacion y de la muestra, respectivamente.
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SOOI IIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIDD)
Ejemplo 3.6

2

Sea X una v.a. con distribucion normal y pardmetros p y o desconocidos. Determinar los

estimadores de dichos pardmetros por el método de los momentos.

Resolucion

Puesto que se buscan dos parametros se requieren dos momentos. La media de p es el primer

momento con respecto al origen, y la variancia ¢® es el segundo momento con respecto a la media,
pero que puede expresarse a través de momentos con respecto al origen.

Para la media.

I
Mm=m =

1}
El estimador es

y una estimacion esta dada por X =

Para la variancia, se utilizan los segundos momentos con respecto a la media, por lo que

(X, Xy’
i=1

A 1
l“l’ = = 62 = m =
2 2 n

El estimador es

y una estimacion esta dada por
i=1

Z (xi_’?)z

n

$333133333333333333133333333333131333)))))

Debe observarse que el método de los momentos proporciona el estimador sesgado de la varianza.

En la practica, es mucho maés sencillo igualar momentos con respecto a la media. Es decir, se pueden
igualar momentos con respecto al origen, o bien, momentos con respecto a la media, respectivamente, seguin
sea mas conveniente.

En el ejemplo anterior basta entonces con igualar los primeros momentos con respecto al origen
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(poblacional y muestral, respectivamente):

/ /
= m
A ]- =
u)(:_EXi
n =1

y los segundos momentos con respecto a la media (poblacional y muestral, respectivamente)

K, = m,
2 2
x = Sn
SIOIIIDIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIDD.
Ejemplo 3.7

Sea Y unav.a. con distribucion de Pascal (binomial negativa) con parametros » y p desconocidos.
Utilizar el método de los momentos para obtener estimadores de dichos parametros.

Resolucion
Puestoque Y ~ Pascal(r,p)

entonces los momentos poblacionales son:

/ r
ul = E(Y) = —
p
r r(l-
u,=Var(Y) = —Z _rd-p) zp)
p p
Y los momentos muestrales son:
;=
m =Y
m, = Sn2
por lo que al igualar con los momentos poblacionales con los muestrales se tiene:
Y=< ()
p
g2 - F(L - p) (b)
. —ﬁz e
Resolviendo simultaneamente para 7 y p,
de (b)
A 2 A A
p*S,=7(1-p) ...(0
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~

p = - Estimador de p
§2+Y
Y sustituyendo la Gltima expresion en F=p Y
2
F = Y - Estimador de »
S?2+Y

$3333333333133333333333331113333333)))))))

METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Uno de los mejores metodos para realizar estimacion puntual es el de maxima verosimilitud, el cual consiste
basicamente en obtener una funcién de verosimilitud (probabilidad conjunta) y maximizarla.

Definicion 3.7
Sea f,(x;08) ladistribucion de una poblacion donde 8 es el parametro a estimar. La funcion

de verosimilitud es una funcién de las vv.aa. de muestreo y del parametro 8 a estimar definida
como sigue:

L(xppxyseo%, 5 0) = T 7 (5,50)

Notese que la funcion de verosimilitud L es la distribucidn conjunta de las vv.aa. de muestreo si éstas
son independientes.

Definicion 3.8 _ - . _ -
Un estimador de maxima verosimilitud es aquel que maximiza la funcién de verosimilitud.

En la practica, para maximizar la funcion de verosimilitud se utiliza el cambio de variable de L por
In L , como se observa en el siguiente ejemplo.

SIOIIIIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIDD.
Ejemplo 3.8

Construir un estimador de maxima verosimilitud para el parametro p de una distribucion Bernoulli,
utilizando una muestra de tamafio ».

Resolucion

La distribucién de Bernoulli es
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pr(1 —p)l"‘ six =0,1

f.(x) = {
0 en otro caso
La funcion de verosimilitud es

L(p) = T p(1 - p)'™

i=1

Exi E(l—x,.) Exi n—z x;
L(p)=p~ (1-p)~ =p™ (1 -p) ™
Puesto que siunvalor p = p maximizaa In L(p) también maximizaa L (p) se puede realizar
el cambio
E xi n—z xijl
InL(p)=In[p"" (1-p) "

utilizando las propiedades de los logaritmos

InL(p) =( Xn: xl.) Inp +(n —Zn: xi) In(1 -p)

i=1 i=1

Maximizando
E xl n - Z xl
~ [mL(p)]=2— - ALY
1 -p
n - X
1 - p _ i=1 !
p n

n

- " L p-ly s
n

1
P Exi i

i=1
El estimador de maxima verosimilitud de p es

p=- Y X,
n =1
S$33333333333333333333333333333131))))))))

Ejemplo 3.9

Obtener un estimador de méxima verosimilitud para el pardmetro p de una distribucion geométrica,
utilizando una muestra aleatoria de tamafio .
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Resolucion

La distribucion geométrica es
p(1 -pyF' x=1,2,3,...

0 en otro caso

Jx(x) = {
por lo que la funcién de verosimilitud es

-1 , ﬁ:(xi—l)
L(p) = 1p(l -p) =p"(1 -p)’

1

S

n
Y *
i=1

L(p) — pn(l _p)

(1 -pY
Tomando logaritmos

InL(p) -l |2 (1 "P)
(1 -p)
=nlnp +| Y x| In(1 - p) - nln(1 - p)
i=1
Derivando e igualando a cero

d n = n
= [InL(p)] =~ - + = 0
dp p 1-p 1-p
despejandoa p ,
X;
£+ n =1=1
p 1-p 1-p
n(l -p)+np _ v
= x
p Z; ’
n Z R n 1
p i=1 X

- El estimador de maxima verosimilitud de p es

p‘:

Pl

$333333333313333333333331111333333)))))))

~ Si se desconocen dos 0 mas parametros de una distribucion entonces se plantea la funcion de
verosimilitud como una funcion de todos los parametros desconocidos; y se optima aplicando logaritmos y
resolviendo el sistema de ecuaciones que se obtiene de las derivadas parciales de la funcion logaritmo de la
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funcién de verosimilitud.

SIOIDIIIIIIIDIIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIDD)]
Ejemplo 3.10

Considere que X,,X,,...,X esunamuestra aleatoria de una distribucion normal con media p y
2

variancia o“ desconocidas. Construir los estimadores de maxima verosimilitud para dichos
parametros y decir si son insesgados o0 no.

Resolucion

Para la distribucién normal

)
f;c(x) - e 2 c
2 o
Por lo que la funcién de verosimilitud es

. 1(_“)
s m,0) = IT e 2\ ©
i=1 2o
R oW
1 ne 202,-2(’ W
J2no

L(x;,%),...,x%

n

L(x,xy,...,x, ; H,0) =

Tomando logaritmos

1 1 ¢
InL =nh - — Y (x,-pllhe
( \/211:0) 267 i-1

mL=nlh—— % (x-py (@)

V2no 26?% i-1

Derivando parcialmente e igualando a cero

d 1 «
oI L] == 3 (x,-p) =0 ()
du o~ i=1
0 1 2 ¢ 2
— [In L] =n(2n0)| - + == (% n)
do V27 6? 260 i1
1 n
=2 S ) (5, m)=0 . (©)
o o i=1
Y las ecuaciones (b) y (c) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.
De (b)
2 (xi_ p’) =0
n n 1
Exi—zu=0=> pL=—2x
i=1 i=1 n -1
u=x ...(d
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. El estimador para p es X, =X

Sustituyendo (d) en (c)

2Ly (x-7)=0
6’ il

o
1 ¢ -2
—n+—E (x,-x)=0
o? i-1
o? =lz (x,.—J?)2
n =1

2

- El estimador para ¢” es

n —
#=1y (x-x7-8
n =1
Como se demostrd anteriormente X es un estimador insesgadode p y Sn2 es un estimador sesgado

de o .

$3333333333333333333333111133333333))))))

ESTIMACION DE PARAMETROS POR INTERVALOS DE
CONFIANZA

La estimacién puntual es Gtil pues proporciona el valor mas representativo para el pardmetro que se desea
estimar; sin embargo, la probabilidad de que el estimador tome el valor del parametro es préacticamente cero,
por lo que en algunos problemas es mucho mas atil un intervalo para el cual la probabilidad de que el
pardmetro se encuentre en dicho intervalo sea alta.

_ La estimacion por intervalos parte de construir intervalos aleatorios. Un intervalo aleatorio es un
intervalo en donde al menos uno de sus limites es una v.a. En general, un intervalo aleatorio se construye a

traves de los estadisticos L, y L, tales que
P(Li;<8<L)=1-ua
donde 7 - a recibe el nombre de nivel o coeficiente de confianza, L, y L, se denominan limites de

confianza inferior y superior, respectivamente y a se llama nivel de significacion o nivel de significancia
o simplemente significancia.
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Fig. 3.3. Limites de confianza

Considérese que se tiene una variable aleatoria X contenida en un intervalo dado, por ejemplo:
l1<X<2 (Intervalo deterministico)

el cual se podria escribir como:

1<X<2
1 2
— <1< =
X X
lez)—(

2
2X>2>X
X<2<2X

(Intervalo aleatorio)

En donde a partir de una condicion se ha generado un intervalo aleatorio, en el cual, la constante que
ha quedado dentro del intervalo puede ser el valor de un parametro objetivo 8 .

Definicion 3.7 Intervalo de confianza

Un intervalo de confianza para el parametro poblacional 6 al nivel de confianza
100(1 - a)% ,siendo o unvalorenelintervalo /0,11, sedefine como un intervalo de la
forma L, < 6 < L, cuyos extremos son estadisticos y tiene la propiedad de que

P(L,<8<L)=1-ua

Para obtener el intervalo de confianza se utiliza el método del pivote. El método del pivote se basa en
la determinacion de una expresion pivote que es funcion de las mediciones de la muestra y del parametro

desconocido 6 , en donde 6 es la Unica cantidad desconocida y el pivote tiene una distribucién de
probabilidad que no depende del parametro 6 .

Por ejemplo, si el estadistico @ tiene una distribucion normal, tal que ® ~ N(u,c?) entonces se
puede calcular P(z, < 6 < z,) =1 - a,ydespejando 6 se obtiene:

P(L;<6<L)=1-ua
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y L, y L, son los estadisticos del intervalo de confianza.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA

En el capitulo anterior se estudi6 el estadistico
_ n
X-1y x
n ;=1
como estimador de la media poblacional p ,y si se considera una muestra grande » > 30 , extraida de una

2
(6}

-, . ;. - X .
poblacién con o conocida, entonces del teorema central del limite X ~ N[ Hys —] y en consecuencia
n

Z ~ N(0,1),donde

por lo que

se obtiene de

De donde el intervalo de confianza de dos lados para la media con un nivel de confianzade (1 - a) 100%,
cuando la muestra es grande es:

IN
T
IN
>
+
N

.. (3)

S
Nle
Sl

N e

y los limites son:
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ST
)8

9

L2=.X_v+Z(x

2y

el valor z, se obtiene de tablas de distribucion normal estandar de formaque P(Z > z
2

(SRR

ole

TR

4 ! z Z
Fig. 3.4. Nivel de significancia

El denotar a z como z,, €s una notacion comin en estadistica, pero no esta completamente
2
generalizada.

Cuando la muestra es pequefia (n < 30) y lapoblacion tiene una distribucion normal con variancia
conocida, entonces puede emplearse la expresion (3.1), como se ilustra en el siguiente ejemplo.

23333333111133333331133333333)))3))))))
Ejemplo 3.11

Construir un intervalo del 95% de confianza para la media de una poblacién normal con variancia 4,
y n = 10. Ademas, utilizando los datos: 4,7, 5,10,23,17,9,15,7, y 10 obtener unaestimacion.

Resolucion
Puesto que se desea un intervalo para la media, la variancia es conocida y la distribucion de la
poblacion es normal, de la expresion (3.1) se tiene

— c — c
X X
X -zZa—= <y <X +2zg—

3 3 n
donde x = 1 E X, = 1—10(4+7+5+10+23+17+9+15+7+10)
n 1=1

= 10.7
=6y =2 , 1-a-=095

=

&‘

9
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n =10

ydetablas P(Z 2 za) = — = 0.025 = zq = 1.96

[\]
N
[\%]

El intervalo aleatorio es

X-196] 2 | <y <X+ 196 2
/10
y sustituyendo X por x se obtiene la estimacién

10.7 - 1.96

< py < 107 + 1.96(

Ell

9.46 < p, < 11.9 Estimacion

2313333333333333333333331333333)))))

El ultimo intervalo no es aleatorio, es decir, la estimacion no es un intervalo de probabilidad 0.95,
puesto que la probabilidad de que la media poblacional esté contenida en el intervaloes 1 6 0, lo que
significa que la media estd o0 no contenida en el intervalo.

La interpretacion del intervalo aleatorio es, que en repetidas utilizaciones de la formula,
(1 - a)100% de las veces el intervalo generado (estimacion) contendréa a la media.

En el ejemplo anterior, se construy6 un intervalo del 95% de confianza, por lo que se interpreta
considerando que en repetidas utilizaciones de la férmula, el 95% de las veces el intervalo generado contendra
a la media de la poblacion.

A pesar de que la estimacidn contiene o no a la media de la poblacion, es comun decir que se tiene una
confianza del 95% de que si lo contenga, pero debe recordarse que esto ya no es una probabilidad.

En muchos casos no se conoce la variancia de la poblacién la cual se puede aproximar puntualmente
mediante el estimador insesgado S _; Yy sustituirlo en lugar de oX en la expresion (3.1).

233331133331133331333313333113))))))))
Ejemplo 3.12

En una escuela de ingenieria, se seleccionaron 50 alumnos y se determiné el promedio de horas que
estudian a la semana, el cual fue de x = 3.5 [h] con una desviacion estandar de los datos igual a

s, = /3.92 [h] . Con estos datos, estimar las horas que estudiaron en promedio los alumnos con un
coeficiente de confianza igual a 95%.

Resolucion

Se desea un intervalo para la media de las horas de estudio ..
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Puesto que la muestra es grande, y del TCL se tiene:
2
_ Oy
X~N , —

Hy »

2 . . . . 2
como el valor de o} se desconoce se puede aproximar mediante el estimador insesgado S, ; de
donde la expresion (3.1) se reescribe como:

n-1 v Sn—l
X - zq < Py < X + 2Zg ... (3.2

2 |/ 2 Jn
al considerar un intervalo simétricoy centradoen p, ypuestoque 1 - a = 0.95 entonces, de tablas

zq = 1.96
2

y sustituyendo por los valores de la muestra

= 3.5

2
ns
o= 2o | G062
n -1 49

Y sustituyendo en el intervalo se tiene:

3.5 —i1.96 <p<35+

V50 V50

1.96
operando
2.9456 < p < 4.05
2333333311113333333133333333))3))))))

Cuando el tamafio de la muestra es pequefio, n < 30 , la muestra se extrae de una poblacion con
distribucion normal y la variancia se desconoce, entonces debe utilizarse el estadistico

_X-u
S

n-1

Jn
el cual tiene una distribucion ¢ con n - 1 grados de libertad, y el intervalo de confianza del
(1 - a)100% es:

T
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i Sn—l i Sn—l 3 3
_tE ( _1) \/ﬁ IJ'S +t%,(n_1) \/Z ( . )
donde t#, se obtiene de tablas con distribucion ¢ de Student de formaque P(T > tq

E’(n_l)

i

S
tg o0 1%

Fig. 3.5 Distribucion ¢

233331133331133331333313333113))))))))
Ejemplo 3.13

Diez ejes de precision fabricados en cierto proceso tienen un diametro promedio de 0.908 cm, con una
desviacion estandar de 0.004 cm. Considerando que los datos provienen de una muestra aleatoria con
distribucion normal, construir un intervalo de confianza del 95% para el didmetro promedio real de los

ejes fabricados.

Resolucion

Puesto que la muestra es pequefia, los datos provienen de una poblacion con distribucion normal y la
variancia es desconocida, entonces el intervalo de confianza para la media esta dado por (3.3), de donde

35 (n-1) Jn

X ot X
- tq — < l.l < + t
3’(7’_1) \/ﬁ X

y sustituyendo los valores obtenidos en la muestra

x = 0.908

s .= 0.004

n =10
y de tablas t%’(n_l) = o5 (o) = 2:262
0908 - 2262 L900%) 0908 + 2262 (0004)
/10

operando

0905 < p < 0911

2313333333333333333333331333333)))))
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Cuando se desea construir un intervalo de confianza para la media, existen entonces dos estadisticos
que se pueden utilizar: Z y ¢, dependiendo de la informacién que se tiene. Por otro lado, también pueden
construirse intervalos de un solo lado, como se observa en el siguiente ejemplo.

2333311333113333133331333)1133)))))))
Ejemplo 3.14

Un fabricante produce anillos de pistén para un motor de automovil, se sabe que el diametro de los
anillos se distribuye aproximadamente en forma normal y con una desviacion estandar

6, = 0.001 [mm ] .Una muestra aleatoria de 15 anillos tiene media de 71.036 [mm] .
a) Construir un intervalo de confianza de dos lados del 95% con respecto al diametro medio de

los anillos de piston.
b) Construir un limite de confianza inferior del 95% respecto al didmetro medio de los anillos de

piston.
Resolucion
a) Puesto que la poblacion tiene distribucién normal, el intervalo de dos lados esta dado por:
> Ox = Ox
X -zZoa— << X +zg—
2 Jn 2 Jn
De tablas se obtiene que
P(Z>zq) = = = 0.025
2 2

se satisface con zq = 1.96
2

Sustituyendo x = 74.036 , o, = 0.00l , n =15

74,036 - 1.96( &01] < iy < 74.036 + 1.96( _°°°°1J

/15 o /15

74.03549 < p, < 74.03650

b) Un limite de confianza inferior es de laforma L, < p,

por lo que
(z)

donde z, seobtienede P(Z < -z ) = 0.05
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De tablas
-z, = - 1.645
sustituyendo

74.036 - 1.645 ﬂ < My
/15

74.03175 < p,
21333333333333333333331313333333))))

~ Como se observo en el ejemplo, es posible obtener intervalos unilaterales, tanto inferiores como
superiores, procediendo de una manera muy similar que para los intervalos de dos lados.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE
MEDIAS

Al igual que el intervalo de confianza para la media, para el intervalo de confianza para la diferencia de medias
pueden distinguirse dos casos: muestras grandes (variancia conocida o que se puede aproximar) y muestras
pequefas (distribucion normal y variancia desconocida).

Definicion 3.8

Cuando la muestra es grande el estadistico para la diferencia de medias esta dado por
7 - ()(1_X2) - (u1_ “’2)

%) 2
Yl O,

[y 1
Por lo que el intervalo de confianza de dos lados para la diferencia de medias con un nivel de
confianzade (1 - a) 100% centradoen p, - u, €s

2 2 2 2

= o] o, = = S

X~ X Za |t = STl X - Xtz |~ —

2 nl n2 2 nl )

donde z, se obtiene de tablas con distribucion normal estandar de forma que
2

P(Z >z

n

) =

e
D e

. . . . 2 2
Si se desconocen las variancias de las poblaciones o7 y o, Yy la muestra es grande, entonces se
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- . 2 2
pueden sustituir por sus estimadores puntuales S, _; y S, _; .

23333113333113333133331333)113))))))))
Ejemplo 3.15

La resistencia del caucho a la abrasion aumenta si se agrega una carga de silice y un agente de
acoplamiento para enlazar quimicamente a la carga con las cadenas de polimero del caucho. Cincuenta
muestras de caucho con el agente de acoplamiento tipo | dieron una resistencia promedio de 92 y la
varianciade las mediciones fue de 20. Cuarenta muestras de caucho con el agente de acoplamiento tipo
Il dieron un promedio de 98 y una variancia de 30 en sus mediciones. Estimar la diferencia verdadera
entre las resistencias promedio a la abrasion en un intervalo de confianza del 95% .

Resolucion

Puesto que las muestras son grandes y aproximando puntualmente las variancias, se tiene:

1 2
Sustituyendo:
02 -98 - 196 |22+ 30 <o -98+196 2030
40 50 40
operando

-8.1019 < p, - p, < -3.8981

A

2333333333333333333333331333333)))))

El intervalo obtenido en el ejemplo anterior, -8.1019 < p, - p, < -3.8981, tiene la interpretacion

adicional de que, al no contener al cero, una de las medias es mayor que la otras. En este caso el intervalo
indica que la media p,es mayor que la media p, .

Cuando la variancia de la poblacion es desconocida y la muestra es pequefia, se puede utilizar la
distribucion ¢ para obtener el intervalo de confianza.
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Definicion 3.9
Cuando las muestras son pequefias y provienen de poblaciones normales con variancias
desconocidas pero iguales, entonces el estadistico para la diferencia entre dos medias esta dado
por
T - Xl‘X}‘(Hl‘MZ)
SP l + i
oy
donde
2 2
S2 (n1_1)S1+(n2_1)S2
P n o+ n,- 2
y T ~ t(n1+n2—2)

Por lo que el intervalo de confianza de dos lados para la diferencia de medias con un nivel de confianza
de (1 - a)100% centradoen p, - u, €s

= 1
-X, -t S |—+ ..(34
1 2 %,(nl+n2—2) p n ( )

2333333333333333333333331333333)))))

Ejemplo 3.16
Para dos muestras extraidas de distribuciones normales se obtuvieron los siguientes resultados
n =9 n,="17
y, = 43.71 ¥, = 39.63
s, = 5.88 s, = 7.68
Obtener un intervalo de confianza para la diferencia de medias con un coeficiente de confianza igual
a 0.95.
Resolucion

Puesto que la muestra proviene de una distribucion normal y las muestras son pequefias con variancias
desconocidas
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Sz_(nl—l)wanz—l)Sf

P

n1+n2—2

2 (8)(5.88)% + (6)(7.68)°

» = 45.0305
9 +7 -2
s, = 6.7108
valor de # con 14 grados de libertad para 1 - a =0.95es: fo02s,(14) = 2.145
Puesto que el intervalo se obtiene mediante
S 35 1 1
-Y ¢ S - o+ —
1 2 %,(n1+n2—2) D "1 nz
valuando
43.71 - 39.63 + 2.145(6.7108) % + %
Finalmente

-3.17 < p, - p, < 11.33

233333333333333333333331333333333))))

INTERVALO DE CONFIANZA PARA UNA PROPORCION

Definicion 3.10
Si se toma una muestra de tamafio » de una poblacion muy grande ( o infinita), y X

: o A X ]
observaciones pertenecen a la clase de interés, entonces P = — es un estimador puntual de la
n

proporcion de la poblacion que pertenece a la clase en cuestion, y la distribucion de muestreo es

A

P-p

p(1 - p)
n
donde Z ~ N(0,1)

y n, p sonlos pardmetros de la distribucion Binomial.

7 =
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Utilizando el estadistico _P-p y aproximando la cantidad p(1 - p) mediante su
r(l -p)
n
estimador puntual P(1 - P) se obtiene el intervalo de confianza de dos lados con un coeficiente
(1 - 0)100% para la proporcion p es

P -z, Mspsﬁ+za PA-P) | (3.5)
2 n 2 n

El aproximar la suma de variables aleatorias de Bernoulli (distribucion binomial), mediante la
distribucion normal, se realiza por el teorema central del limite, y debe recordarse del curso de Probabilidad

que la aproximacion es bastante buenasi np > 5 cuando p < 0.5, 0 bien ng > Scuando p > 0.5.

2333311333113333133331333)1133)))))))
Ejemplo 3.17

En una muestra al azar de 60 secciones de tubo en una planta quimica, 8 de ellos mostraron sefiales de
corrosion seria. Construir un intervalo de confianza del 95 % para la proporcion de los tramos de tubo
con corrosion seria.

Resolucién
Utilizando la formula (3.5), con zq = z,,s = 1.96 de tablas, y recordando que P = X , Se tiene:
2 ' n
[T [T
8 1.96 60 60 <p< 3. 1.96 60 60
60 60 60 60

Finalmente:
0.04731 < p < 0.21934

231333333333333333333331313333333))))
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INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE
PROPORCIONES

Definicion 3.11
Si dos muestras independientes de tamafio n, y n, se extraen de poblaciones infinitas con
distribuciones de Bernoulli, X representa el nimero de observaciones de la primera muestra

que corresponden a la clase de interés, y Y representa el nimero de observaciones de la segunda
muestra que corresponden a la clase en cuestion, entonces la distribucion de muestreo para la
diferencia de proporciones esta dada por

(pX_Py) _(pX_py)
\le(l _pX) N py(l _py)

7 =

n

v n

Y
donde Z ~ N(0,1)

De la definicion (3.11) se obtiene el intervalo de confianza de dos lados para la diferencia de
proporciones, con un nivel de confianzade (1 - a)100%, el cual es

+ ...(3.6)

2333311333311333313333133331133)))))))
Ejemplo 3.18
Dos grupos de 80 pacientes tomaron parte en un experimento en el cual un grupo recibi6 pildoras que
contenian un antialérgico, mientras que al otro grupo se le administr6 un placebo, es decir, una pildora
sin droga alguna. En el grupo que recibi6 el medicamento 23 exhibieron sintomas alérgicos, mientras

que en el otro grupo 41 los exhibieron. Obtener un intervalo de confianza del 99 % para la diferencia
entre las proporciones.

Resolucion

Sustituyendo en la férmula (3.6) con

b, = x _ 23 b, = y _4
' m 80 > n, 80
Y Za = Zyg0s = 2.575 de tablas, se tiene
2
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80 80 80
<P, D, <
Bl) )0 s)
23 4 +2.575 8 80 ) . \ 80 80 80
80 80 80
operando

-0419 < p, - p,< -0.031

2313333333333333333333331333333)))))

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANCIA

Definicion 3.12

Si X es una v.a. con distribucién normal con media p, Yy variancia oy desconocidas, entonces
el estadistico empleado es

» n-1 2
X = 5 Sn—l
Oy
donde X2~ Yen-1y
Utilizando el estadistico 22— 1 s> ; se obtiene el intervalo de confianza de dos lados con un

-
Ox

coeficiente de confianzade (1 - a)100% para 0)2( , el cual es

(n-1)S;, , (n-1)8,
5 < Oy < 5

%,(n—l) 1—§,(n—1)

(3.7)
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Ejemplo 3.19

Considérense los siguientes datos:

8.2 8.28 8.24

8.23 8.21 8.25

8.24 8.23 8.24

8.25 8.2 8.26

8.19 8.23 8.26
Obtener:

a) Un intervalo de confianza de dos lados del 95% para ci.
b) Un intervalo de confianza inferior del 95% para oi(.

¢) Un intervalo de confianza superior de 95% para oﬁ,.

Resolucion

De los datos de la tabla se obtiene
x = 823

s = 0.0253

n-1

a) Sustituyendo en

(n-1)82, , (n-1)S2,
— < Oy ——

Lo X’l—%,(n—l)

De tablas Yo . Youzs.(14y = 26.12

2 2 _
xl—%,(n—l) = Xog75,(14) = -63

Por lo que

ALBS /NMG



14(0.0253)* 2 14(0.0253)?
———————— L Oy ———
26.12 5.63

0.0003438 < offs 0.0015916

b) Para un intervalo inferior

2
(n-1)8, < o2

1
S

2

Xa,(n—l)
2

De tablas %05, (14y = 23.68

entonces
2
14(0.0253) _

23.68

0.0003784 < o

c¢) Para un intervalo superior
2
2 (n - 1)‘Sn—l

2
Xl -0, (n-1)
De tablas
2

X095, (14) = 6.57
entonces

2 14(0.0253)°

6.57
2

oy < 0.0013639

23133333333333333333333313333333))))
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INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA RAZON DE
VARIANZAS

Definicion 3.13
SiX'y Y son vv.aa. independientes con distribuciones normales con medias u, y u,
desconocidas y varianzas on y cf, desconocidas, respectivamente, entonces el estadistico
empleado es
2
Sy
62
Y
F = >
SX
2
Ox
donde
F - F(nY—l,nX—l)

2 2

.. . Sy /GY . . . ..
Utilizando el estadistico , se obtiene el intervalo de confianza de dos lados con un coeficiente
Sy / ox

2

. ., . Ox
de confianzade (1 - a)100% para la relaciéon de las variancias — |, el cual es
2

Oy
2 2 2
S c S
); Fl—E (n,-1,n,-1) _)2( < )i FE (ny-1,n,-1) +(3.8)
SY ’ Y X ¥ SY 2’ Y » X

ge(f),

_%,ny-l,nx-l f%
Fig. 3.7 Distribucién F

O bien ,utilizando el reciproco de F, se puede construir el intervalo de confianza de la forma:
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2 2 2

Sx 1 Ox Sx 1

2 F < 3 a2 F

S 2 (ng=1my-1) Oy S 1= 2. (n-Timy-1)

233311111333333333333111333333)))))))

Ejemplo 3.20
Se extraen dos muestras independientes de poblaciones normales obteniéndose los siguientes datos
n =15 n,= 10
x, = 300 x, = 325
s. = 16 s, = 49
Construir un intervalo de confianza de dos lados del 95 % con respecto a la relacion de las variancias
o)
2
)
Resolucion

El intervalo esta dado por

S12 6% 512

— < — < —

S22 fi—%,(n2—1,nl—1) G; S22 fg,(nz—l,nl—l)
De tablas

fi e (n,-1,n-1) = Joors,(9,14) = N 0.263
27 Sooss, a0y 3-8
f%,(nz—l,nl—l) :fo.ozs,(9,14) =3.21

sustituyendo

2

(0
16 0263) < 2L < 18(301)
49 249

0,
0.085 < — < 1.048
)

23333333333333333333333133333333))))
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DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA

Una de las interrogantes mas comunes es la determinacién del tamafio de la muestra cuando se va a hacer un
muestreo, para la estimacion de un parametro. Para determinar el tamafio de la muestra se utilizan los
conceptos de la estimacion por intervalos, en donde se acepta un “error” sobre la estimacion puntual, por
ejemplo para la media se tiene el intervalo

(0 (0
o— < P <X +Zg—
2/n 2y/n
(0 . .
en donde el error es E = z4—, que se suma y se resta al estimador puntual para generar el intervalo
2 4yn

confianza. Al fijar un valor para el error, y conociendo o aproximando la desviacion estandar, se puede
despejar el tamafio de la muestra.

X -z

2

Zg O

e
2
E

El redondeo se hace siempre hacia arriba, para asegurar el nivel de significancia.

n:

Para una proporcion el procedimiento es semejante, y se obtiene el despeje

2
Z g

2
n=|—1| p(l-p)
E
que requiere a pcomo dato. Puesto que pes desconocido puede aproximarse con una estimacionp, o en el caso
mas extremo, utilizar p = 0.5que representa el maximo desconocimiento sobre py por lo tanto genera el

mayor tamafo de muestra. Un error E tipico en una proporciones E = 0.05.

Cuando se tienen dos poblaciones y de cada poblacion se desea extraer una muestra, se igualan los
tamanos de muestra para realizar el despeje, obteniendose

2

B 2, 2
n=|— o] + O,

Para el caso de proporciones, el tamafio de las muestras se obtiene de:

2
Zq

n = (Pya, + P, q,)

2
E
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TOPICOS ESPECIALES:

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS, CASOS
ESPECIALES

Existen algunos casos especiales para los intervalos de confianza de diferencia de medias. El primero de ellos
es cuando se tienen datos apareados, 0 en pares, es decir, las muestras aleatorias no son independientes y tienen
el mismo tamafo. El segundo de ellos, que queda un poco mas alla del objetivo del presente curso, se tiene
cuando las muestras son pequefias, independientes, con distribuciones aproximadamente normales con
variancias desconocidas y diferentes.

DATOS EN PARES

Cuando se observan datos en pares y se espera que exista una fuerte correlacion entre cada pareja de datos, se
debe generar una nueva variable aleatoria para construir el intervalo de confianza.

Sea la variable aleatoria D, = X}, - X, ,,donde i = 1,2 ,..., n, entonces:

p, = E(D)=p; -y,

y el intervalo se puede generar mediante:

_ S — S
D_ta IJ,DSD"'ta

L _b
5’('1‘1) \/E 5’('1‘1) \/ﬁ

donde Dy S, son la mediay la desviacion estandar muestrales, que se calculan mediante:

— 1"
D :_E (Xy; - Xy)

n

_ 1 o =
SD_\I n-1+* {(Xli X2i) D

1}
—

SIOIIIDIIIIIIIIIDIIIIIIIIIIIIIIIIIIDDLL,
Ejemplo 3.21

Cierto gimnasio afirma que una nueva rutina de ejercicios reduce la talla de la cintura de una persona
dos centimetros en promedio en un periodo de cinco dias. Se indico la talla de la cintura de seis
hombres que participaron en este programa de ejercicios antes y después del periodo de cinco dias y
las cifras resultantes se registraron en la tabla:
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HOMBRES
1 2 3 4 5 6

Talla anterior
de la cintura 90.4 | 955 | 98.7 115.9 104.0 85.6

Talla posterior
de la cintura 91.7 | 939 | 974 | 1128 | 101.3 | 84.0

Determinar si la afirmacion de este gimnasio es cierta, calculando un intervalo de confianza del 95 %
para la reduccion promedio de la talla de la cintura. Asumir que la distribucion de las diferencias de
las tallas antes y después de la rutina es aproximadamente normal.

Resolucion

Si X, es latalla anterior y X, la talla posterior, D = X, - X, .
n=6,d=15,5,=1543, 1., 5,=2.571
utilizando un intervalo de confianza para p, - p, con observaciones apareadas, se tiene :
— S — N
d-te L < p-p, < d+ty 2
2 yn 2 \/n

15 - 2571 U98) oy s eps7 (1993)
V6 G
-0.12 < p, -p, < 3.12

La afirmacion es valida.

SOOI DI

VARIANCIAS DIFERENTES MUESTRAS PEQUENAS

Cuando el problema consiste en encontrar una estimacion por intervalos para la diferencia de medias w, - p,,

las muestras son pequenas, las poblaciones son aproximadamente normales y las variancias desconocidas no
pueden considerarse iguales, entonces no existe un estadistico exacto para el problema; sin embargo, algunos
autores han encontrado muy buenas aproximaciones utilizando el estadistico:

pe s (%) - (1 - )

el cual tiene una distribucién aproximadamente ¢ , con v grados de libertad, los cuales se aproximan mediante:
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Sl S2
- 4+
n n,
v~
2 2
2 2
Sl SZ
n n
1 " 2
n, - 1 n, - 1
0 bien mediante
2
2 2
Sl SZ
- 4+
n n
v = L 2 -2
2 2
2 2
Sl SZ
n n
1 " 2
n + 1 n, + 1

puesto que v dificilmente es entero se aproxima al entero mas cercano.

El intervalo de confianza de dos lados queda entonces:

2 2 2
vy ¥ St 5 i S5
X -X |-t —+ < -p<|\X -X, |+t oy
% - %) R L % - %) LN

USO DE LA FUNCION DE VEROSIMILITUD PARA DETERMINAR LA
SUFICIENCIA DE UN ESTIMADOR

La suficiencia de un estimador esté relacionada con la funcién de verosimilitud a través del siguiente teorema

Teorema 3.1
Sea ® un estimador del parametro 6, basado en la muestra aleatoria X, ,X,, ..., X . Entonces

® es un estimador suficiente para 8 si y solo si la verosimilitud L se puede factorizar en dos
funciones no negativas g(8 , 8) y h(x;,%y,...,x, ), le

L(x, ,%y,...,x,;08)= g(8,08) h(x,,%x,,...,%,)
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Ejemplo 3.22
SeaY, ,Y,,...,Y unamuestraaleatoria de una distribucion Rayleigh con parametro 6.
2
P4
2y %
— le >0
f,(3) = ( 0 ) 4
0 en otro caso

n
Demostrar que Y Y,.2 es suficiente para 6.
i=1

Resolucion

La funcion de verosimilitud es

2

n y.

2nyyyn —E_’

L(y]’yl,"-,yn)=+e i-1 6
2
n R Vi
Sig(zyiz,e) =ie i-1 8

i=1 en

YR(y Yy seeery,) =20 11y,

entonces L=g(zyi2,9]h(y1,y2,...,yn)
i=1

y puesto que la funcién de verosimilitud puede factorizarse en dos funciones no negativas g(8 , 8)
Yh(x;,%,,...,%,)

Y Y ¥ essuficiente para 6.
=1

S)))))))S))))))))))))))))))))))))))))Q

Evidentemente, existen varias factorizaciones de la funcion de verosimilitud L, con las cuales se puede
probar la suficiencia. Cualquiera de ellas es igualmente valida.
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] Tema IV
PRUEBAS DE HIPOTESIS ESTADISTICAS

Definicion 4.1
Una hipdtesis es una afirmacion acerca de la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria.

Las pruebas de hipotesis son parte de la inferencia estadistica, y a menudo involucran a mas de un pardmetro
de la distribucion. Supongase, por ejemplo, que se desea estimar el promedio de la estatura de los alumnos de la
Facultad de Ingenieria, y se pretende saber si el promedio es 1.67 o no lo es. Lo anterior se expresaria:

H,:p =167 [m]
H :p+ 1.67 [m]

Donde H, recibe el nombre de hipdtesis nula, mientras que H, se denomina hipotesis alternativa.

(4.1

En la expresion 7.1 se plantea una hipotesis alternativa de dos lados; sin embargo, es posible plantear
hipdtesis alternativas de un lado, generando propuestas como:

H,:p =167 [m] 42)
H :p>1.67 [m] T

Para probar una hipdtesis es necesario seleccionar una muestra aleatoria, y mediante un estadistico de prueba
adecuado determinar si se acepta la hipotesis H; o se rechaza, aceptandose entonces la alternativa H,. Con la

finalidad de aceptar o rechazar una hipdtesis, deben generarse regiones de aceptacion y rechazo, por ejemplo para
la hipotesis sobre la media poblacional planteada por (4.1) se tiene:

Region de

aceptacion

Regiéél critica 1-o Regidn critica
=3 L =3

Fig. 4.1 Region de “aceptacion”

Definicion 4.2
Una prueba de hipotesis estadistica para alguna caracteristica desconocida de una poblacion, es
cualquier regla que permite rechazar o no rechazar una hipétesis nula, con base en una muestra
aleatoria de la poblacion.

ERRORES DE TIPO1Y TIPO II

Ladecision que se toma de aceptar o rechazar una hipotesis segun los datos observados en una muestra y empleando
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un estadistico de prueba adecuado, esta sujeta a error. En particular se pueden cometer dos tipos de errores. Cuando
la hipotesis nula se rechaza siendo que es verdadera se comete un error del tipo I, mientras que si se acepta la
hipétesis nula cuando es falsa entonces se comete un error del tipo 11.

Tabla 4.1 Tipos de error en las pruebas de hipotesis

Estado de la naturaleza

—
Si la hipotesis es H, es verdadera H, es falsa
Y la conclusion es
Decision No se rechaza H, Ningln error Error tipo II
Se rechaza H Error tipo I Ningun error

Las probabilidades de cometer errores del tipo I y II se denotan mediante o y B respectivamente, es decir
P (rechazar H | H, es verdadera) = P (error tipo I) = &

..(4.3)
P (aceptar H,| H, es falsa) = P (error tipo II) = f

Ademas « recibe el nombre de nivel o tamaio de significacion de la prueba.

Tabla 4.2 Probabilidades de error en las pruebas de hipdtesis
Si la hipotesis es H, es verdadera H, es falsa

Y la conclusion €3

No se rechaza H| 1 -a B

Se rechaza H, o 1-P

Definicion 4.3
La potencia de una prueba de hipotesis estadistica es la probabilidad de rechazar una hipétesis falsa.
Es decir:

Potencia de una prueba = P (rechazar H, | H, falsa)

-1-8

Como se comento anteriormente, los resultados de una prueba de hipotesis estan sujetos a error, por lo que
no se dice que se aprueba la hipdtesis nula, es mas recomendable decir no se rechaza H,. El no rechazar H,

significa que no se tienen suficientes elementos para rechazarla, lo que no necesariamente significa que hay una alta
probabilidad de que sea verdadera.
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PRUEBAS DE HIPOTESIS

Ademas de las pruebas de hipotesis unilaterales y bilaterales como fueron las ecuaciones (4.2) y (4.1), las pruebas
se clasifican en simples y compuestas. Las hipotesis simples son aquellas que especifican el valor del parametro al

que se refieren, por ejemplo: H, : p = % .
Las hipotesis compuestas son aquellas que no especifican el valor del parametro, por ejemplo: H, : p > l,
1
H :p=+—.
0o- P75
Ejemplo 4.1

El tiempo transcurrido X entre dos sefiales consecutivas de un contador Geiger de particulas radioactivas,
es una v.a. con distribucion exponencial con parametro A .

£0x) Ae x>0
x =
X 0 en otro caso

A fin de probar la hipotesis H, de que para un material en particular A = 2, contra la alternativa H_, de
que A = 1, serealiza una sola observacion de X y se decide no rechazar H, siy solo si el valor observado

de X ocurre en el intervalo [0, 1] . Calcular los tamainos de los errores tipo I y tipo II.
Resolucion

Para el error tipo I, se tiene
P (error tipo I) = a = P(rechazar H; | H, es verdadera)

P(X>1]A =2)=f°°2e"2xdx=e'2
1

o

@ =e?=~0.135
P (error tipo II) = B = P(No rechazar H,| H, es falsa)

B P(OsXs1|A=1)=f1e"~dx=1—e-l
0
B

1 -e!=0632

Debe observarse que si al hipétesis nula H,, es compuesta, entonces no se puede determinar el valor de «,

es decir, si H,: A > 2 entonces:
@« =P(X>1|A>2) =f°°xe-’~xdx
1

y el valor de o depende de A . Es por ello, que la hip6tesis nula debe ser una hipétesis simple. De manera similar,
cuando la hipotesis alternativa es compuesta tampoco se puede obtener el valor de f.
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PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA LA MEDIA

Cuando se desea realizar una hipotesis con respecto a la media de una variable aleatoria X, debe suponerse con
distribucion normal, ya sea porque X se distribuye normalmente o por el cumplimiento del teorema del limite

central. Si se considera que la media p se desconoce pero se conoce la variancia 6%, entonces la hipotesis bilateral
puede formularse como:

H :p=
0_“ Mo (4
H :p =y,
donde p es una constante especifica, y el estadistico de prueba es
X-p
Z = 0 .. (45)

7

donde Z ~ N(0,1).

Ejemplo 4.2
Considérese una poblacion con distribucion normal con parametros p desconocidoy 62 = 4. Con base

enuna muestra de 30 observacionesenlacual X = 10 y s2 = 3.5, determinarsi es correcto suponerque | = 12
con un nivel de significancia de 0.01.

Resolucion
La prueba de hipotesis estadistica es:
Hy:p=12
H :p* 12
El estadistico de prueba es
= 4
X~N , —
[*5)
estandarizando
X - W,
Z, = ~ N(0,1)
4
30

Las regiones criticas y de aceptacion son

Regidn de
aceptacion
Regidn critica -

Regidn critica
=0.005 2

=0.005

o=
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o
P(Z>2z)==
( ) 5
P(Z>z) = 0.005
De tablas z = 2.575

Y evaluando el estadistico de prueba para la muestra dada y suponiendo cierta H, se tiene

X = Ky 10 - 12
Zy =
4 4
{5 s
De donde se observa que el estadistico de prueba se encuentra fuera de la region de aceptacion, esdecir -5.47 < -2.575
(z,< -2)

= -5.47

Regién de
rechazo

547 2575 0 2515 %

Se concluye que, con base es esta muestra, no parece adecuado suponer p = 12, porlo que H, serechaza.

Ejemplo 4.3

En un estudio del rendimiento de un proceso quimico se ha observado que la varianciaes 6> = 5 ,yen los
ultimos dias de operacion se han tenido los siguientes rendimientos:
89.95 , 91.3 , 88.75 , 90.8 , 91.6

(Existe razon para creer que el rendimiento es menor a 90?

Resolucion
La prueba de hipotesis estadistica es: H :p =9
H :p<90
Suponiendo distribucidon normal en los datos, el estadistico de prueba es:
X - W,
Z, = 5
Jn
x - -
valuando z, = o _ 9048 - 90 _ 48

0

e
by
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Y con a = 0.05,detablas, z,, = -1.645 ypuesto que z,,. < z, entonces:
no se rechaza H.

Con base en la informacion obtenida en la muestra no hay evidencia para rechazar la hipétesis nula, de que
la media es igual a 90, con una significancia del 5%.

Cuando en la practica no se conoce el valor de la variancia poblacional 6%, puede sustituirse su valor por

2 . . . .. . .,
S, silamuestra es grande (7 > 30) sin tener un efecto perjudicial de consideracion.

Si la variancia se desconoce y la muestra es pequefia (7 < 30) entonces el estadistico de prueba es

X

Ty

Bk

siempre que la poblacion tenga distribucion normal.

PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE LA IGUALDAD DE DOS MEDIAS

Si se desea probar que las medias de dos poblaciones (con distribuciones normales) son iguales, entonces el
estadistico de prueba es
X - X
z=-__1 "2 ... (4.6)

La prueba con alternativa de dos lados es:
Hy @ py=py
... (47
H : p#H,
Cuando las variancias poblacionales se desconocen, se pueden utilizar las variancias muestrales para las

poblaciones, siempre que las muestras sean grandes; si las muestras son pequeias pero provienen de distribuciones
normales con medias y variancias desconocidas, entonces se tienen dos casos.

Si se desea probar sobre la diferencia de medias, entonces el estadistico se modifica restando la diferencia
de medias

... (4.6b)
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Muestras pequeiias de poblaciones normales y variancias desconocidas pero iguales

El estadistico de prueba es:

X -

2
T, = .. (4.8)
S i + i
i o
2 2
n,-1)S; +(n,-1)S
donde SJZ=(1 )5+ (n~ 15 ... (49)
n1+n2—2
y TO - t(n1+n2—2)

Muestras pequeiias de poblaciones normales y variancias desconocidas y diferentes

Cuando las variancias son diferentes, entonces no existe un estadistico ¢ exacto para realizar la prueba sobre la
igualdad de medias; sin embargo, una buena aproximacion la proporciona el estadistico

X - X

Ty = ———— ... (4.10)

el cual tiene distribucion aproximadamente 7 , i.e., T, 0* ~ t(v); donde el numero de grados de libertad esta dado
por

st s
- 4+ —

y debe utilizarse el entero mas cercano.

Ejemplo 4.3

Mediciones respecto del esfuerzo cortante obtenidas a partir de pruebas de compresion independientes para
dos tipos de suelos dieron los resultados siguientes (mediciones en toneladas por metro cuadrado).
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Suelo tipo 1

Suelo tipo I

n, = 30 n, = 35
Y, = 1.65 372 = 1.43
s, = 0.26 s, = 0.22

(Difieren los dos suelos con respecto al esfuerzo cortante promedio, a un nivel de significacion de 1 %?

Resolucion
H : p -p=0
H : p -p,#0

El estadistico de pruebaes Z, =

0
6 6
noom
valuando z, = 165 - 1.43 = 3.65
(0.26)? . (0.22)?
30 35

de tablas se obtiene

z = 2575 con o« = 0.01
~ se rechaza HO.

Conclusion:  Con base en la informacion contenida en la muestra, se rechaza la hipotesis nula, las medias

son iguales; en favor de la hipotesis alterna, las medias son diferentes, con una significacion
del 1%.

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA LA VARIANCIA

Si se desea probar la variancia de una poblacion con distribucion normal, entonces el estadistico de prueba es

2 n-1)8?
X2 - % L (412)
0,
donde S? es la variancia muestral y X% ~ X2(n—1)-
La prueba de hipotesis de dos lados es:
H,: o’= o,
2

H, : ¢ # g

y la hipdtesis nula se rechazaria si Xo > xza ... (4.13)
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o bien si o <y . (4.14)

Ejemplo 4.4

La dispersion o variancia, de tiempos de acarreo en un proyecto de construccion son de gran importancia
para el sobrestante, ya que los tiempos muy variables de acarreo originan problemas en la programacion de
los trabajos. El encargado de los transportes dice que el intervalo de tiempo de acarreo no debe ser mayor
que 40 minutos (este intervalo es la diferencia entre el tiempo mayor y el menor). Si se supone que estos
tiempos de acarreo estan distribuidos en forma aproximadamente normal, el sobrestante cree que la
afirmacion acerca de los limites quiere decir que la desviacion estandar ¢ debe ser aproximadamente 10
minutos. Se midieron en realidad 15 tiempos de acarreo y se obtuvo un promedio de 142 minutos y una
desviacion estdndar de 12 minutos. ;Podria refutarse la afirmacion de 6 = 10 en el nivel de significancia
del 5%?

Resolucion

Se desea probar:

H,: 6* = 100
H,: ¢ > 100
- 2 2
El estadistico de prueba es: xg _(n-1)s? _ (H(U2)7 20.16
o2 100
0
La region de rechazo es: x> X(2),05,14 = 23.6848

Puesto que o < Xoos =  20.16 < 23.64

No se rechaza H,. Con base en la informacion de la muestra no hay suficiente evidencia para concluir que

la desviacion estandar es superior a 10 minutos, con ¢ = 0.05.

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA LA IGUALDAD DE VARIANCIAS

. . . . 2 2 .
Para probar la igualdad de dos variancias de poblaciones normales con parametros W, 07, |4, y 0, desconocidas,
se utiliza el estadistico

Si
F,= — ... (4.15)
S
donde F ~ F _, |
1 22
y la prueba de dos lados quedaria como:
2
H, : 0| =0,
... (4.16)
H, : of;e 03
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la hipotesis H| seria rechazada si:

fo> Je

E’"l_l’"z_l

... (4.17a)

o bien si

5L<f ... (4.17b)

o
_E’"l_l’"z_l

Para probar la hipotesis alternativa de un solo lado, quedando la prueba

2 2
H,:o0|= o0,
... (4.18)
H of> oi
Para rechazar H; debe cumplirse
A >fa,n1—1,n2—1 ... (4.19)

Un concepto muy utilizado en las pruebas de hipdtesis es el nivel de significacion alcanzado. El nivel de
significacion alcanzado en una prueba, p, es un estadistico que representa el minimo valor de o para el cual se

rechaza la hipdtesis nula. Es decir:
Si & > p serechaza H,.

Ejemplo 4.5

Dos maquinas producen piezas metalicas. Interesa la variancia del peso de estas piezas. Se han colectado

los siguientes datos.

Maquina 1 Magquina 2
n 25 30
X 0.984 0.907
g2 13.46 9.65
a) Probar la hipdtesis de que las variancias de las dos maquinas son iguales. Emplear & = 0.05.
b) Probar la hipétesis de que las dos maquinas producen piezas que tienen el mismo peso medio.
Utilizar o« = 0.05.
Resolucion
2 2
a) H,: o} = 0,
H, : of # oi
| St
Es estadistico de prueba es Fj = —
S5
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13.46

de donde f = 965 = 1.395

De tablas: fo — 2.15
524

Puesto que fo I 2.15 > 1.39 = f,
52

Ho no se rechaza.

Conclusién:  Con base en la informacidén contenida en las muestras, no puede rechazarse la
hipotesis nula, de que las varianzas son iguales, con una significacion del 5%.

b) Hy: py = By

H : p #H,
X - X,
El estadistico de pruebaes T, =
Sp i + i
n,onm
2 2
n-1)8 +(n,-1)S8
dondeS;=(1 )5+ (= 1) 5
n o +n, -2
valuando: £, = 0.984 - 0.907 = 0.084
v 11.37 1 + 1
25 30
De tablas, t%’n1+n2_2 = lyms.s3 = 2:007
Puesto que £, s <, = 2.007 > 0.084 = ¢,

Ho no se rechaza.

Conclusion:  Con base en la informacion contenida en las muestras, no puede rechazarse la
hipotesis nula, de que las medias son iguales, con una significacion del 5%.

PRUEBA DE HIPOTESIS SOBRE UNA PROPORCION

La proporcion es un caso particular de la media, por lo que no debe sorprender que el estadistico de prueba sea muy
similar.

X - np,

\ npo(l _p())

o bien, al dividir el numerador y el denominador por n se tiene

7 =

D -p
Z = 0

p()(l _p())
n
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y las hipotesis se pueden plantear como:

H,:p = p,
Hl:p¢p0

para una prueba de dos lados.

Ejemplo 4.6

Considérese que cierta empresa dedicada a realizar estudios estadisticos observéd que el 54% de 2207
personas entrevistadas pensaba que los tramites de titulacion son demasiado complicados. ;Se puede
concluir con un nivel de significacion de 5%, que la mayor parte de las personas de esta poblacion piensan

que los tramites de titulacion son demasiado complicados?

Resolucion
La prueba de hipotesis es:

H, : p=05

H : p>05

p

El estadistico de prueba es Z =

valuando el estadistico de prueba

La region de rechazoes Z > z

Puesto que & = 0.05, z,, .

= 1.645

Py 4,
n

L . _054-05 .

" (0.5)(0.5)
2207

Conclusién:  H, se rechaza. Con base en los datos de la muestra, existe evidencia para concluir que la

0

mayoria de la poblacion estudiada piensa que el sistema de titulacion es muy complicado,
con una significacion del 5%.

PRUEBA DE HIPOTESIS PARA UNA IGUALDAD DE PROPORCIONES

Nuevamente, el caso de una prueba de hipdtesis para la igualdad de dos proporciones es equivalente a la de igualdad
de medias, puesto que se utiliza el TCL para determinar la distribucion del estadistico de prueba.

Z

PI_P2

Jﬁ(l—ﬁ)

1 1
o+
TR

donde la estimacion del pardmetro cominp esta dada por:
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ﬁ:Xl+X2

+
h, *n

Este estadistico considera la hipotesisnula H, : p; - p, = 0

o bien, aproximando con el estadistico utilizado en los intervalos de confianza

A

B 1 2
Z,=

A A

P, 0, P, 0,

+

n n

1 2

En ambos casos para muestras grandes, donde pueda aplicarse el TCL.

Las hipotesis se pueden plantear como:
Hy:p, =p,
H :p *p,
para una prueba de dos lados.

Ejemplo 4.7

Un ingeniero industrial esta tratando de determinar si un proceso nuevo reduce el nimero de imperfecciones
en el acabado de un articulo. En 50 muestras del articulo con el proceso actual, 43 contenian ciertas
imperfecciones. Con el proceso nuevo, en otras 50 muestras s6lo 22 mostraron imperfecciones. ;El proceso

nuevo reduce significativamente la proporcion de articulo que tienen imperfecciones? Usar ¢ = 0.025.

Resolucion

Usando los subindices
1: Proceso actual.
2: Proceso nuevo.

Lo que se desea probares si p, < p;,0 lo que es lomismo p, = p,> 0, por lo que las hipdtesis se plantean:

Hy:p-py=0
H:p,-p,>0
43 22
.= — = 0.86 , h, = — = 0.44
Pi™ %5 P27 5o
Estadistico
_ P - b,
z,= -
b4, . b, 4,
n n,
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0.86 - 0.44
Z() = = 49
(0.86)(0.14) _ (0.44)(0.56)
50 50
Region de Rechazo: Z> 25005 = 1.90

Conclusion: H se rechaza. Con base en la informacion contenida en las muestras, se rechaza la hipotesis

nula, que 1ndlca que las proporciones son iguales, en favor de la hipotesis alterna, que indica que la
proporcion para el proceso nuevo es menos que para el proceso actual, con una 51gn1ﬁcac10n del 2.5%

PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE JI CUADRADA

Hasta este momento, se han estudiado pruebas de hipotesis estadisticas sobre pardmetros poblacionales, en
situaciones donde se conoce (o se supone) la distribucion de las variables aleatorias. Otro tipo de pruebas se da
cuando la distribucion de la variable aleatoria bajo estudio se desconoce, y por lo tanto se desea "probar" si sigue
una distribucion teodrica en particular. A este tipo de pruebas se les llama pruebas de bondad de ajuste.

En particular, parala prueba de bondad de ajuste ji cuadrada, considérese una muestra aleatoria de tamafio n
de la distribucion de una variable aleatoria X dividida en k clases (intervalos exhaustivos y mutuamente
excluyentes),ysea O, i = 1,2 ,..., k, elnimero de observaciones de la i -ésima clase. Si la hipotesis nula
es

H, : La distribucién de probabilidad es f,(x;0)

donde f(x ; 6 ) esunadistribucidon que se encuentra completamente especificada, incluyendo todos sus parametros,
entonces la hipotesis nula es simple.

Con el objeto de deducir un estadistico adecuado para Hj considérese el caso en el que sdlo se tienen dos
clases, k = 2, entonces O, representa el niumero de observaciones en la clase 1 y O, el numero de observaciones

delaclase 2 con O, = n - O,. Paralas dos categorias excluyentes las probabilidades son p; y p, = 1 - p,,

entonces bajo la hipotesis nula la probabilidad de la muestra agrupada es igual a la funcidn de probabilidad binomial
con parametros 7'y p, , es decir, lavariable O, tiene una distribucion binomial. Estandarizando la variable aleatoria

se tiene
0, - np,

\/npl (1 _pl)

y si m es suficientemente grande entonces Y tiene una distribucion aproximadamente normal estdndar, por lo que
al elevar al cuadrado se obtiene una variable aleatoria ji cuadrada con un grado de libertad.

Y:

(01 _np1)2 _ (01 _np1)2(p1 +p2)
npl(l _pl) np,p,
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p2(01 -np, )2 +p1(01 -np, )2

np,p,
_(O;-np) ,(n-0,-n(1 -p,) )
) np, np,
_(0,-npY  (0,-np, Y
) np, np,
& (0-npy
2 _ 2
Por lo que el estadistico E % tiene aproximadamente una distribucion ji cuadrada con un
i=1 ;

grado de libertad, siempre que »n sea lo suficientemente grande. De forma andlogamente, para k > 2 clases, el
estadistico

(O,-np,y
np;

y, Lorn)
tiene aproximadamente una distribucion ji cuadrada con k - 1 grados de libertad.

En resumen, la prueba de bondad de ajuste ji cuadrada consiste en comparar la frecuencia observada de la
variable aleatoria en cada uno de los intervalos de clase de una tabla de distribucion de frecuencia (Oi ) y el valor

esperado de la distribucion hipotética (El. np, ) El estadistico de prueba es

< Xk:(o E)2

l

O

2 2
dOl’lde X‘O ~ X(k—p—l) .

El estadistico Xg tiene distribucion ji cuadrada con k- p - 1 grados de libertad, donde k es el numero

de intervalos de clasey p es el nimero de parametros de la distribucion hipotética. Por ejemplo p = 0 para una
distribucion discreta uniforme; p = 1 para una distribucion de Poisson 'y p = 2 para una distribucion normal.

. o : : .2 2
La hipotesis nula, de que la distribucion se ajusta a la considerada se rechaza si Xo > Xy g-p-1 -

Para realizar esta prueba, no se requiere que el ancho de clase sea constante, lo que se requiere es que la
frecuencia esperada en cada intervalo no sea cero; sin embargo, el valor minimo no se ha establecido de forma

unica, la mayoria de los autores utilizan los nimeros 3, 4 6 5 como minimos, y es claro que con 5 se puede

asegurar la aproximacion a la distribucién normal para construir el estadistico )2 , por lo que se recomienda
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quenp, > 5, 0 bien, nunca menor que 4.

La prueba de bondad de ajuste puede utilizarse también cuando la variable es continua; sin embargo, debe
hacerse énfasis en que la prueba de bondad de ajuste ji cuadrada es de naturaleza discreta, en el sentido de que
compara frecuencias de observacion y esperadas para un nimero finito de categorias. Para muestras muy grandes,
la potencia de la prueba tiende a 1, lo que significa que es casi seguro rechazar la hipotesis nula.

Ejemplo 4.8

En un proceso de fabricacion de tela, se cuenta con el nimero de defectos por metro cuadrado en
50 muestras , cada una de un metro cuadrado, se observaron los siguientes resultados

Numero de Frecuencia de
defectos observacion
0 0
1 3
2 5
3 10
4 14
5 8
6 0 mas 10

Probar la hipdtesis de que los datos provienen de una distribucion de Poisson. Utilizar o = 0.05 .
Resolucion

Si se considera que Y , el nimero de defectos por metro cuadrado tiene una distribucion de Poisson,

entonces
Y ~ Poisson (1)
7
> ot
. = - -1 199

El estimador puntual de A es: A = ¥, de donde: A=y-= 0 = 50 = 3.98
La hipotesis estadistica es:
H_ : Elnimero de defectos tiene distribucién de Poisson con parametro A = 3.98.

0

H .

¢ Elntmero de defectos no tiene distribucion de Poisson con pardmetro A = 3.98.

Para determinar el estadistico de prueba se obtiene la siguiente tabla:
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Vi 0=/, e A% E, = np,
p;= '
Y
0 0 0.01869 0.934
1 3 0.07437 3.718
2 5 0.14799 7.400
3 10 0.19634 9.817
4 14 0.19536 9.768
5 8 0.15555 7.775
6 0 mas 10 0.21175 10.588

Puesto que para el primer intervalo, Y, = 0 setiene que E, = 0.934 < 3 , se agrupan los primeros dos
intervalos, obteniéndose ahora la siguiente tabla

Vi 0,= 1, e M E, = np,
_P. =
1 yl!
1o 3 0.09306 4.653
menos
2 5 0.14799 7.400
3 10 0.19634 9.817
4 14 0.19536 9.768
5 8 0.15555 7.775
6 0 més 10 0.21175 10.588
El estadistico de prueba es:
6 (0. - E)2
2 i i
Xo I; —Ei
> (3 -4653)7% (5 - 7400) (10 - 10.588 }*
Xo = + + o+
4.653 7.400 10.588
x> = 4.89

Por otro lado, con k = 6 intervalos, p =1 parametros ().) , Se tiene que:

2 2 2
Xok-p-1 = Xoos,4a = 9487 > ¥

No se rechaza la hipotesis nula, de que la distribucion es Poisson con parametro A = 3.98 , con una
significacion del 5%.
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Topicos especiales: Prueba de bondad de ajuste Kolgomorov-Smirnov

La prueba de bondad de ajuste x2 es muy 1til; sin embargo, cuando la v.a. es continua, para realizar el
agrupamiento se requiere de una gran cantidad de datos, con lo que el agrupamiento se vuelve mas complicado,
puesto que se deben buscar clases que no contengan menos 4 valores esperados. Cuando la v.a. bajo prueba es
continua, el estadistico Kolgomorov-Smirnov resulta mas adecuado.

Considérese la hipotesis nula, en la cual se especifica de manera completa la funcion de distribucion de la
variable aleatoria X,

H,: FX(x) = FOX(x)

utilizando los estadisticos de orden X(1 ) X(2 = X(n ) de una muestra aleatoria de tamafio 7 y definiendo la funcion
de distribucion acumulativa como

¥ =)

) < F S M)

— x> ©

X 2> x(n)

es decir, S (x) es la proporcién de los valores de la muestra que son iguales 0 menores a x.

El estadistico de Kolgomorov-Smirnov se define como
D, = max‘Sn(x) - F

(x)

n Vx 0X

donde F (x ) se puede valuar puesto que es la distribucion bajo prueba, y D es un estadistico independiente de
X n

la distribucion F . Los valores criticos del estadistico de k£ - § (Kolgomorov-Smirnov) se muestran en el

apendice A, y la hipotesis nula se rechazasi D, > D .

n

Ejemplo 4.9

Cierta empresa productora de champifiones ha registrado la demanda diaria de champifidon fresco en
toneladas, obteniéndose los siguientes valores

38 67 28 49 47 59 51 57 52 56
35 76 58 48 63 34 68 53 26 36
32 61 33 48 42 72 66 59 43 44

Utilizar la prueba de bondad Kolmogorov-Smirnov para probar que la demanda diaria de champifiones tiene
una distribucion normal con media p = 50 y desviacion estandar 6 = 13. Usar o = 0.05.

Resolucion
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H
H

0" Los datos tienen distribucién normal con media 50 y desviacion estandar 13.

L Los datos no tienen distribuciéon normal con media 50 y desviacion estandar 13.

Ordenando los datos XY calculando S (x), F, (x)y |Sn(x) - FOx(x)| se tiene

FLox | s (x) = 4| Fol®) S P(Xexg) | s, (x) = Fy (x)
n

1 25 1 0.0272 0.006
%

2 28 0.0453 0.021
%

3 32 0.0831 0.017
%

4 33 0.0955 0.038
%

5 34 0.1092 0.057
%

6 35 0.1243 0.076
%

7 36 7 0.1408 0.093
%

8 38 8 0.178 0.089
%

9 42 9 0.2692 0.031
%

10 43 10 0.2951 0.038
%

11 44 11 0.3222 0.044
%

12 47 12 0.4087 0.009
%

13 48 13 0.4389 0.006
%

14 48 14 0.4389 0.028
%

15 49 15 0.4693 0.031
%

16 51 16 0.5307 0.003
%

17 52 17 0.5611 0.006
%

18 53 18 0.5913 0.009
%

19 56 19 0.6778 0.044
o
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FLox | s (x) = L | Folx) S PXsxg) | s, (x) = Fy (x)
n
20 57 20 0.7049 0.038
30
21 58 21 0.7308 0.031
30
22 59 2 0.7556 0.022
30
23 59 23 0.7556 0.011
30
24 61 24 0.8013 0.001
30
25 63 25 0.8413 0.008
30
26 66 26 0.8908 0.024
30
27 67 27 0.9045 0.005
30
28 68 28 0.9169 0.016
30
29 72 29 0.9547 0.012
30
30 76 1 0.9773 0.023
Mo —TTE—
De donde D, = 0.093
Y de tablas Dn, 0 D30,0.05 = 0.23
Y puesto que D) = 0.093 <023 =D,

H o DO se rechaza.

Conclusion:

A partir de la informacion contenida en la muestra, no puede rechazarse la hipdtesis nula,

de que los datos provienen de una poblacion con distribucion normal con media p = 50 y
desviacion estandar 6 = 13, con una significacion del 5%.
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Apéndice A

Estadistico D, de Kolmogorov-Smirnov

(03

n 2 0.15 0.1 5 1

1 0.9 0.925 0.95 0.975 0.995
2 0.684 0.726 0.776 0.842 0.929
3 0.565 0.597 0.642 0.708 0.828
4 0.594 0.525 0.564 0.624 0.733
5 0.446 0.474 0.51 0.565 0.669
6 0.41 436 0.47 0.521 0.618
7 0.381 0.405 0.438 0.486 0.577
8 0.358 0.381 0.411 0.457 0.543
9 0.339 0.36 0.388 0.432 0.514
10 0.322 0.342 0.368 0.41 0.49
11 0.307 0.326 0.352 0.391 0.468
12 0.295 0.313 0.338 0.375 0.45
13 0.284 0.302 0.325 0.361 0.433
14 0.274 0.292 0.314 0.349 0.418
15 0.266 0.283 0.304 0.338 0.404
16 0.258 0.274 0.295 0.328 0.392
17 0.25 0.266 0.286 0.318 0.381
18 0.244 0.259 0.278 0.309 0.371
19 0.233 0.252 0.272 0.301 0.363
20 0.231 0.246 0.264 0.294 0.356
25 0.21 0.22 0.24 0.27 0.32
30 0.19 0.2 0.22 0.24 0.29
35 0.18 0.19 0.21 0.23 27
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] ] TEMA YV
INTRODUCCION A LA REGRESION LINEAL SIMPLE

INTRODUCCION

La mayoria de las ramas de las matematicas se dedica a estudiar variables que estan relacionadas de manera
deterministica, esto es, que una vez que se sabe el valor de x, el valor de y puede conocerse por completo; sin

embargo, existen muchas variables x y y que no estan relacionadas deterministicamente, por ejemplo:

1) La estatura y el peso de una persona
2) Consumo de un articulo y su precio
3) Coeficiente de inteligencia y rendimiento de una persona

Para estudiar estos casos se utiliza la estadistica multivariable, que se encarga de estudiar las relaciones entre dos
0 mas variables aleatorias. Una técnica muy utilizada por la estadistica multivariable es el analisis de regresion.

DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Como antecedente de la forma en la que se pueden relacionar las variables aleatorias, considérese una
generalizacion de la distribucion binomial a mas variables. Esta generalizacion surge del hecho de considerar que
cada ensayo pueda tener mas de dos resultados posibles. Es decir, los resultados se pueden clasificar en: bueno,
malo, regular; alto, medio, bajo; A, B, C, D, etc.

Sean X|, X,, ..., X,; k variables aleatorias conjuntas que representan el nimero de éxitos del primer

k

tipo x,, el numero de éxitos del segundo tipo x,, etc. Con E X; = n que se obtienen en 7 ensayos
i=1

independientes, cada uno de los cuales permite & resultados mutuamente excluyentes, cuyas probabilidades son

k
Pi>Pyse - pk,conz p; = 1,entonces las variables aleatorias tienen distribucién multinomial con pardmetros

i=1
nYy Py Py -5 Py

n! X% Xk
leXz...Xk(xl’xz"°"xk): . [ Pr. P2 - - Py
x,! x,! x,!
k k

parax, = 0,1,...,n; 1<i<ky E X, =n, E p; = 1.

i=1 i=1
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Definicion 5.1
Si un ensayo determinado pude resultar en cualquiera de los & resultados E,, E,, ..., E; con

probabilidades p,, p,, ..., p;, entonces la distribucion conjunta de las variables aleatorias X,
X,, ..., X, que representan el numero de ocurrencias para E,, E,, ..., E, en n intentos

independientes es:
n! x 52 X,

1 2
Pr P ---Dg

fXIXZ...Xk(xl’xz’ ceaX) =

3 3
con Exi=n,zpi=l.
i=1

i=1

! x,! !
Xl x! oo x!

Ejemplo 5.1

Supoéngase que de un proceso de produccion se seleccionan, de manera aleatoria, 25 articulos. Este
proceso de producciéon por lo general produce un 90% de articulos listos para venderse y un 7%
reprocesables. ;Cual es la probabilidad de que 22 de los 25 articulos estén listos para venderse y que dos
sean reprocesables?

Resolucion
Del enunciado:
p, : Probabilidad de que el articulo este listo para venderse

D, : Probabilidad de que sea reprocesable

P : Probabilidad de que no este listo y no sea reprocesable
p, =09 ; p, = 0.07 ; p; = 0.03

Si X, es la variable aleatoria que representa el niimero de articulos listos para venderse, X, el nimero
de articulos reprocesables y X, el resto de los articulos, entonces las variables aleatorias tienen

distribucion multinomial, por lo que:
251 2 2 1
P(X, =22,X,=-2,X,=1)=——"(09 0.07)(0.03
x )= 2,4 = 1) = = (09)(0.07)(0.03)

0.09988

REGRESION LINEAL

La regresion proporciona la posible relacion entre las variables mediante una ecuacion, con el objetivo de
predecir una de ellas (variable dependiente o variable de salida) en funcion de la otra u otras variables (variable(s)
independiente(s) o variable(s) de entrada). Existen dos tipos de regresion en general:

1) Regresion simple
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2) Regresion multiple

Laregresion simple, se utiliza cuando se relacionan dos variables mientras que la multiple se utiliza para
mas de dos variables. En este curso, se estudiara la regresion simple, en la cual, el tipo de curva puede ser lineal,
polinomial, exponencial y algunos otros modelos. En este tema nos concentraremos en el estudio de la regresion
lineal simple, haciendo lo que se llama anélisis estadistico bivariado, denominado asi por el manejo de dos
conjuntos de datos . El caso mas comtin de analisis estadistico bivariado es el ajuste por minimos cuadrados.

AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS

Partiendo de que se desea obtener un modelo lineal para la variable independiente y en funcién de la variable
dependiente x, se escribe

Yy = Bo + B] xX+&
donde € es un error aleatorio que se obtiene debido al modelo.

Sin considerar el error el modelo se puede escribir como

y = Go + Gl X
donde la pendiente y la ordenada al origen tiene un acento circunflejo para indicar que se trata de aproximaciones
de los verdaderos parametros.

Considerando el valor real y el aproximado para cada punto, se puede obtener la suma de los errores cuadrados,

esto es:
n n

SEC=Y & =Y (y-9)%- le(y,. - By - Byx;)?

i=1 i=1

obteniendo el minimo de SEC en funcién de Go y Gl se tiene:

0 SEC < 4 4
:_2Z(yi_ﬁo_ﬁ1xi):0
0o Bo i=1
o SEC 4 A A
= -2 Z x,(y; = By - Byx) =0
P Gl i1
de donde

Z (x,'_;) (yi_;)
Blz i=1

n

E (x; - x)?

i=1

Bo

o bien:

Il
=
|
P
=
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A _ =1 n
B, —
n ( E xi )
2 i=1
xi -
i=1 n
Bo = 37_ G]f

si se simplifica la notacion, mediante:

s, El (x,-%) (3,-7)

SS.. =Y (x-x)2

i=1

entonces:
5, - S8,

SS

xXXx

Bo y 61 son estimadores (aproximaciones) insesgados de B, y B;, que son los parametros que se desea obtener.

Cabe aclarar que la ecuacion de regresion que se obtenga es valida solo para parejas de valores
comprendidos en el rango donde se ha experimentado.

Diagrama de Dispersion

Una vez que se ha determinado la ecuacion de regresion, es util la representacion grafica de los puntos de datos
en el plano x y en lo que se denomina diagrama de dispersion. Cuando la regresion aplicada es lineal, los puntos
deben mostrar esa tendencia, aunque no debe esperarse que los puntos se ubiquen exactamente en una recta.

Diagram a de dispersion

Variable De pendiente

\fariable Independiente

Fig. 5.1. Diagrama de dispersion
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Covariancia

Definicion 5.2
La covariancia de dos conjuntos de datos, es una medida de la dispersion promedio de los datos con
respecto a sus medias. Se denota por Cov, y se define mediante:

SS
Cov = _ %
n

donde

n

SSxy =ZI: (xi_';)(.yi_)?)

es la suma sobre las x(equis) y las y(yes)

o bien,

Coeficiente de determinacion

Definicion 5.3
El coeficiente de determinacion lineal »? de la muestra es:

2
. SS,,

SS,,.SS,

y representa la proporcion de variacion de y observada que se explica mediante el modelo de regresion.

De un conjunto de datos muestrales apareados (x,) se puede obtener un ajuste por minimos cuadrados,
pero ;/qué tan bueno es el ajuste? ;Qué tanto sirve para explicar el comportamiento de y el saber el valor de x ?

Si el valor de y es independiente de la x, entonces el valor mas representativo de y seria y, y para cada valor
real y, se obtendria un error con respecto de y
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y‘\

0 >
1 2 3 4 5
X

Fig. 5.2. Distancias y, -y

n

La suma de estos errores al cuadrado esta dado por SS,, = Z (y,. —;)2
i=1

mientras que al realizar el ajuste a una recta por minimos cuadrados, el error se obtiene con la recta de ajuste
y = Bo + le

>

X

Fig. 5.3. Distancias y, - y

y la suma de errores al cuadrado es
n

- ~\2
SEC = E (y i~y )
i=1
n A A 2
=) [yi - (ﬁo * ﬁlxi)]
i=1
Esclaro que es una proporcién menor o igual que uno, e indica la variacién que el modelo no aclara
vy
ono explica. Si SEC _ 0, entonces SEC = 0 y los puntos experimentales u observados estan contenidos todos
vy
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SEC

sobre la recta de ajuste, por lo que no existe variacion no explicada. Si = 1 entonces SEC = SSyy yla
B vy
recta obtenida es un horizontal que coincide con y . Por lo que el modelo no explica nada adicional al promedio.

De lo anterior se define el coeficiente de determinacion.

Definicion 5.4
El coeficiente de determinacion muestral 72 se determina mediante
2 SEC
r-=1-—=

sS,,
y representa la proporcion de variacion de y observada que se explica mediante el modelo de regresion.

2

Cuando r“ es muy cercano a 1, el modelo explica en un mayor porcentaje el comportamiento de la

variable independiente, pero si 72 es cercana a 0, entonces el modelo proporcione muy poca explicacion.

Para calcular las sumas de cuadrados, del error y sobre y, se pueden utilizar las siguientes formulas operativas:

n

SEC = ), (yi_ﬁi)2 - ,Zl yiz_Bog yi_BIZ:l XVi
(E J’iz]
2

$S,, =Y mi-y) = Yy

i=1 i=1 n

S
X

Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion proporciona el grado de asociacion lineal de las variables x y y, en otras palabras.
El coeficiente de correlacion que se estudia en este curso es de tipo simple, es decir, considera solo dos variables
asociadas en forma lineal.

Definicion 5.5
El coeficiente de correlacion » de la muestra es:
SS

xy

/55,55,

y proporciona el grado de asociacion lineal de las variables x y y,

vy =

donde
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n X 22 Vi
SS,, = Y oxy - AL
i=1 n
n 2
n n » Eyz
= i=1
SS,, = 2 (=) =X ¥ -
i=1 i=1

Por la relacion que guardan las variables, existen tres tipos de correlacion:

Correlacion directa o positiva: Se obtiene cuando al aumentar (disminuir) el valor de la variable independiente,

aumenta (disminuye) también el valor de la variable dependiente. Si la correlacion toma el valor de 1 se tiene
correlacion positiva perfecta.

120

Correlacion Positiva

100

80

60

40

20

0<r<1

Fig 5.4. Correlacion Positiva

25

20

i5

10

Correlacion Positiva Perfecta

-

15 25

r=1

@

Fig. 5.5. Correlacion Positiva Perfecta

Correlacion inversa o negativa: Se obtiene cuando al aumentar (disminuir) el valor de la variable

independiente, disminuye (aumenta) el valor de la variable dependiente. Si la correlacion toma el valor de -1 se
tiene correlacion negativa perfecta.

Correlacion Negativa

25

Correlacionn Negativa Perfecta

60
50

20

L

40

15

30

10

20

i0 }

50 60

Fig. 5.5. Correlacion Negativa

70 80

-1<r<@
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Correlacion nula: Se da cuando no existe relacion lineal entre las variables.

Correlacién Nula

40
+
+

30 — - 2

01— .

10 i g b § L

0 T T T T T 1
10 15 2 25 0 35 )
r=0

Fig. 5.7. Correlacion Nula

Ejemplo 5.2
Emplear el método de minimos cuadrados para ajustar los siguientes puntos a una recta.

X 1 2 3 4 5 6
¥ 1 2 2 3 5 5

a) (Cuadles son la estimaciones de B, y B, de minimos cuadrados?

b) Obtener el coeficiente de correlacion e interpretarlo.
Resolucion

a) Y x, =21 Yy =18 n=6
i=1 i=1

nx.2=91 3 2 - 68
> ox; Yy
i=1 i=1

Exiyi =78
i1
2
SS._ =91 - (22) - 175
_ o (18)% _
ss,, = 68 - L120 - 14

xy

SS =78—L6(18) - 15

S 6
=X = Z = (.8571
By S, 7
Go = Jj_ 61; =0
La ecuacidn de la recta de minimos cuadrados es:
y = 0.8571 x
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b) El coeficiente de correlacion es:
SS, 15
r 2 = 0.9583

/SS..S5, \U75) (14)

Las variablesx yy tienen una buena asociacion lineal.

Ejemplo 5.3
Los siguientes datos representan el nimero de horas de estudio (x) y la calificacion obtenida (y) en un

examen para una muestra de 6 estudiantes.

Estudiante A B C D E F
Horas 1 2 4 4 7 12
Calificacion 71 | 71 74 80 &0 86

a) Representar los datos en un diagrama de dispersion.

b) Ajustar a los datos un modelo lineal de regresion empleando el criterio de minimos cuadrados.
c) Si estudia 5 horas, ;cual calificacion esperaria?

d) Calcular la covarianciay el coeficiente de determinacion. Interpretar los resultados de la relacion

de las variables.

Resolucion
Diagrama de Dispersién
100
5 & * ¢ * i
a) S
8
o
o 2 4 B 8 10 12 14
Horas
b)
x Yy x? xy y 2
1 71 1 71 5041
2 71 4 142 5041
4 74 16 296 5476
4 80 16 320 6400
7 80 49 560 6400
12 86 144 1032 7396
Sumas 30 462 230 2421 35754
De donde:
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i= n
" ORI IS
_ i=1  i=1 _ (30)(462)
$8,,= 3 Xy - T2 - L SR
A SS
B, = 2w o 1Ly 3895

A - a4 = 462 30
=y -pB,x = — - 1.3875| =

Bo Yy Bl 6 ( 6 )
= 70.0625

~y =70.0625 + 1.3875x

C) Utilizando la recta de regresion
$ = 70.0625 + 1.3875(5)

d) COV: — ¥ = ? = 18.5

sS,, = E y; -1
- 35754 - (4662)2 - 180
Por lo que:
2l So P

©Ss,.ss, (80)(180)

La variable x explica el 85.56% del comportamiento de y.

MODELOS LINEALIZABLES

En algunas ocasiones, se puede descubrir que la relacion entre x y y no esta dada por una recta, ya sea por
diagramas o analizando el coeficiente de determinacion; sin embargo, es posible que la relacion no lineal
existente entre x y y pueda ser linealizada, a estos modelos no lineales se les llama transformablemente lineales.

Las funciones no lineales, sus gréaficas, las transformaciones y las formas lineales que resultan se resumen en la
tabla 5.1
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Tabla 5.1. Modelos transformablemente lineales

Figura Funcién Transformacion
linealizable
Potencia y = axP y/ = lny’x/ = Ilnx o = eBO
(a,b) B = B,
Exponencial y = aeb* y! = Iny o = e
(c,d) B =B,
Logaritmica y = a+plnx x! = Inx o =B,
(e, f) B =B,
Hiperbdlica y= % yl = l,x’ _1 o =B,
(g h) ax-Pp y x B = -B,
Re01.pr.oca R 1 o - 1 o =B,
(1,]) X x B =P,
i v
!‘3;‘-1 i=1 G-l
—— 0 gl - ___\ -1< 8<0
: B=-1

F=0

0 |

X

x>0, #=<0

fa.b} Fancion Porencia

fo.dd Funcion Exponeacial
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e
W
=
—
o |

il

|
I
: -
ol i =
fe ) Funcion Logaritmica
VA ¥ g =<0
1
.l"'| ~ [} o
1|
[ - Mo "1.
0| g '
L= ¥ B
- T
fg,fz,' Funoion F.r.l.g_rr.-r'."r.l.l.l."{ o
g g =0
o | ' ~
o ;'9 ~ ) i A
[ 4
[
—_— = -
N x 0 X
(i) Funcion Reciproca

Fig. 5.2. Gréficas de modelos transformablemente lineales

Es decir, si la funcion de los datos es de tipo potencia, a los datos (x,y) originales, se les hara la

transformacion indicada y se hara la regresion lineal con esas variables transformadas, en este caso con (x ly! ),
para el caso de tener una funcion tipo exponencial la regresion lineal se hara con la x de los datos originales y

la y transformada (y/ )
Cuando se emplean estas transformaciones se debe tener cuidado sobre la forma del modelo antes y

después de la transformacion, es decir, una vez que se tenga el modelo lineal, se debe regresar al modelo que
linealizamos obteniendo sus parametros ey B, para poder utilizarlo cuando se quiera conocer un valor de y dado

uno de x, también deben tenerse en cuenta la medida de mejoria R2.

Ejemplo 5.4
Un ingeniero investiga el uso de un molino de viento para generar electricidad. Ha reunido datos sobre
la corriente directa (CD) producida por su molino y la velocidad correspondiente. Los datos se resumen

en la siguiente tabla:
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x(CD) |y (wvelocidad)| x(CD) y (velocidad)
5 1.582 5.8 1.737
B 1.822 7.4 2088
3.4 1.057 3.6 1.137
2.7 0.5 7.85 2.179
10 2.236 8.8 2112
9.7 2.386 7 1.8
9.55 2.294 5.545 1.501
3.05 (0.558 9.1 2.303
9.15 2.166 10.2 231
b.2 1.8b66 4.1 1.194
2.9 0.653 3.95 1.144
6.35 1.93 2.45 0.123
4.6 1.562

Determinar un modelo lineal adecuado para relacionara x y a y.
Resolucion

Se realiza la regresion, sin aplicar ninguna transformacion:

Modelo sin transformacion = ozzm+ o124
RP=0572

CD producida
=
]
-
’?

Velocidad del viento

Puede observarse el valor de #2=0.872, (R 2en los programas estadisticos) y en el diagrama de dispersion

podemos identificar que puede parecerse a la funcion potencial, logaritmica y reciproca, por lo tanto, se
realizan las transformaciones correspondientes para cada una y se realizan las regresiones.
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Modelo potencial  v=1272¢- 1385
RE=0.734
pEC
1
05 ygﬁ’ é
0 P
= 05 0s ] ‘/'| 5 2 25
: %
"
=15
i *
=3ig
X
Logaritmica y=1401x- 0,610
**=0955
3
*
= 15 .0{
1 .‘/
03 é‘./
a *
jal a 1 145
®
Reciproca y= 65834+ 2956
R°=0979
*
P \g\ﬂ.
1 \Qo
a \A‘Q. "
) \\’

a a1 02 0.3 0.4 0s

Al llevar a cabo las transformaciones, se puede observar que con la transformacién a la funcion
reciprocar? mejord considerablemente de 0.872 a 0.979, por lo cual para modelar nuestro problema
debemos obtener la funcion reciproca, obteniendo sus parametros, de acuerdo a la tabla 5.1, éstos son:
o = B,

B = [31
Partiendo del modelo lineal al cual llegamos mediante la transformacion:

y = -6.893x +2.996

2.996
-6.893

o

B

Por lo tanto la funcién reciproca para nuestros datos queda de la forma:
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el

Finalmente:

y = 2.996—6.893( l)

x
Si se quisiera estimar el valor de y para x = 3.8, entonces debera obtenerse mediante

y = 2.996—6.893( 3_18) = 1.1820

ESTIMACION DE INTERVALOS PARA LOS COEFICIENTES DE REGRESION Y
BANDA DE CONFIANZA

El método de minimos cuadrados nos proporciond las estimaciones puntuales de B, y B, ; sin embargo, es posible
obtener estimaciones de intervalo para estos pardametros. Considerando que los errores aleatorios €, son

independientes y siguen una distribucién normal con media cero y varianza 62, entonces el estimador insesgado

de la varianza de los errores es:
SEC

n-2

6 =

n n n

SEC =Y & =Y (y,-7)= ;(y,. - By - Bix)? =Y »' - ny* - B, S8,

i=1 i=1 i=1

Para obtener 62se divide entre # - 2 porque se pierden dos grados de libertad al tener que estimar la ordenada
al origen y la pendiente B, y B, antes de obtener la estimacién p,.

El intervalo de confianza para la pendiente del modelo de regresion lineal esta dado por:

R 2
Bl_ta 6

&’
< + 1
PR\ IS s Byt

2 (DAL SS

y de forma similar el intervalo de confianza para la ordenada al origen esta dado por:
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1, x
n SS

XX

1, x
n SS

XX

A 2
< By < BoJ“t%,(n—z)\J6

A 2
BO t%’(n_z) \J6

También puede construirse un intervalo de confianza para la variable dependiente a partir de un valor
especifico de la variable independiente, es decir, construir un intervalo de confianza para

E(y | X0 )
a partir de la estimacion
E(y | xo)fo = Go + Gl X0
obteniendose el intervalo

— =
bo ~ 2| 1, (o - %) 5 o 1, (% - %)
Yo t%,(n—Z) 0 [ - + e < E(ylx) < p, + t%,(n—Z) 6 - + e

XX XX

y como puede observarse, la longitud del intervalo depende del valor de x,, por lo que al obtener diversos

intervalos y localizarlos junto a la recta re regresion se obtiene una banda de confianza. La longitud del intervalo
es minima cuando x, = x y se incrementa a medida que el valor x;se aleja de x, lo cual nos indica que la recta

de regresion no debe utilizarse para extrapolar, puesto que el error aumenta significativamente.

PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA LOS COEFICIENTES DE REGRESION

La prueba de hipdtesis mas importante que se puede hacer sobre la regresion es la validacion de la pendiente, esto
es, probar que la pendiente debe estar incluida en el modelo y por lo tanto 3, # 0.

Recordando quie Go y fil son estimadores insesgados de B, y PB,, es decir, E( fio) =By ¥y
E( fil ) = B,. Por otro lado,

1 x?
Var = 02| = +
(By) . s
y
Var () - <
ar = —_
PToss

donde a2 es la variancia del error aleatorio €

La prueba de la utilidad del modelo se da en la tabla 5.2
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Tabla 5.2. Prueba de la utilidad del modelo lineal

Pruebas unilaterales Prueba bilateral
Hl:B1<0 HI:B1>O H13ﬁ1¢0
Estadistico de prueba: T, = & - By
SB] 62
SS..
Region de rechazo:
tO < _ta’n—z to > tu,n—2 tO > t%,n_z

SEC
n-2
El no rechazar la hipotesis nula Hy, : B, = 0, equivale a comprobar que no existe relacion lineal entre las

donde 62 es la varianza del error, es decir, 6% =

variables x y y.
También puede realizarse una prueba de hipotesis sobre el valor de la ordenada al origen de la forma

Hy: B, = Boo
H :B,# Boo
donde el estadistico de prueba es
To _ Go - Boo
62 |1 . x?
n 5SS,

y la hipétesis nula se rechaza si | #, | > t% (n-2y"

Ejemplo 5.5

Utilizando los datos del ejemplo 5.2, determinar si existe evidencia suficiente para decir que la pendiente
de la recta difiere significativamente de cero. Utilizar o« = 0.05.

X 1 2 3 4 5 6
y 1 2 2 3 5 5
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Resolucion

Del ejercicio 5.2

Yx, =21, Yy, =18, n=6, Yx>=91, Yy’ =68 Y xy =78
i=1 i=1 i-1 i1 P
2
ss_ =91-C217 _ 75
6
g (18)% _
SS,, = 68 rai 14
55, - 78~ 2DUB) s
6
N SS,
B, - 2 - 8 . 08571
§S. 7
La prueba de hipotesis requerida es:
H,:B,=0
H :B,#0
El estadistico de prueba es: T, = b,
6.2
SS..

asumiendo que los errores son independientes y tienen distribucion normal.
SEC _ S8, - B, S8,
n-2 n-2
14 -8 (15
6> = ———— =0.2857
2

Donde 62 =

De tablas toos 4 = 2.776
=5

(
La region de rechazo es | , | > foss (4
2 s

y puesto que:

t0 = 6.71 > 2.776 = t%’(4)
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Conclusion: Se rechaza H, con & = 0.05. Existe suficiente evidencia para concluir que la pendiente es

significativamente diferente de cero.
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