UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

Analisis hidrodinamico de un
fluido no newtoniano que circula
en un microcanal rectangular de

paredes permeables

TESIS

Que para obtener el titulo de

Ingeniero Mecanico

PRESENTA

Raul Alejandro Hernandez Martinez

DIRECTOR DE TESIS
Dr. Edgar Ali Ramos Gémez

Ciudad Universitaria, Cd. Mx., 2024



AGRADECIMIENTOS

Primeramente, le agradezco a Dios por permitirme concluir con
esta etapa de mi vida, por darme las fuerzas y el
conocimiento necesario para sortear los obstdculos que se han
presentado a lo largo de mi formacidén. Le doy gracias por
todas las experiencias buenas y malas que han permitido
forjarme profesionalmente, de igual manera por darme la
oportunidad de compartir este logro con mi familia y personas
importantes para mi.

Agradezco profundamente a mis padres, Alejandra Martinez y
Rail Herndndez, quienes con amor, dedicacién y esfuerzo
siempre me apoyaron durante todos los afios de mi formacidn
académica, por guliarme y aconsejarme siempre que lo necesité
en cada una de estas etapas, pero sobre todo por permitirme
tener la mejor de las herencias, mi educacién profesional.

Le agradezco a Calos Herndndez, mi hermano y mejor amigo, por
estar siempre para mi, por motivarme, ayudarme y sacarme una
sonrisa cada vez que lo necesitaba, por su carifio y compaiiia,




también por prestarme sus libros en el area de la salud para
la elaboracién de esta tesis y que deseo en lo mds profundo
de mi ser, que en un futuro él pueda vivir esta misma etapa.

A mi abuela y a mi tio, por ser para mi como una segunda
madre y un segundo padre respectivamente, por sus consejos y
motivaciones en todo momento, que sin su apoyo este trayecto

hubiera sido mas complicado para mi.

A Tania Cerén le agradezco por ser para mi un ejemplo a
seguir en el ambito académico. De igual manera a mi prima
Samara, que me recuerda a mi nifio interior, quien siempre

tuvo el suefio de convertirse en ingeniero y que espero poder
inspirarla a superarse dia con dia.

Le agradezco a Tania Flores, por todo su amor, apoyo y
compafiia incondicional que me ha brindado a lo largo de este
proceso y que me inspira a ser una mejor persona y
profesionista cada vez.

Al Doctor Edgar Ali Ramos de antemano le agradezco por su
tiempo, apoyo y por compartir conmigo sus conocimientos en la
elaboracién de esta tesis, por sus aportaciones, consejos y
paciencia para la mejora del presente trabajo.

A todos mis amigos y amigas, en especial a Alondra Posadas,
con quienes comparti esta etapa inolvidable en mi vida, llena
de crecimiento y buenos momentos, por motivarme y darme
animos desde el inicio hasta el dia de hoy.

A la Universidad Nacional Autdénoma de México y a la Facultad
de Ingenieria por abrirme sus puertas y facilitarme las
herramientas y conocimientos proporcionados mediante su

plantilla docente e infraestructura como laboratorios, en mi

formacién profesional.




De igual manera, quiero agradecer a cada uno de mis
profesores que me acompafiaron a lo largo de mi vida
académica, por tu tiempo y conocimientos compartidos conmigo,
llevandome lo mejor de cada uno. En especial al profesor
Topiltzin, que en donde quiera que se encuentre, sé que
estaria orgulloso de contribuir en la formacién de un
profesional de la ingenieria.

Finalmente, quiero agradecer a DGAPA (UNAM) por la
infraestructura de tecnologia de la informacidén brindada para
el desarrollo de esta tesis, ya que la Divisién de Ciencias
Basicas de la Facultad de Ingenieria obtuvo equipo de cdémputo
gracias al financiamiento proveniente del proyecto
PAPIIT-IA100623 que lleva como nombre ¢ ‘Estudio tedrico y
numérico de las ecuaciones diferenciales involucradas en
fenomenos eléctricos y electrocinéticos asociados a la micro
Y nmano escala’’.







TABLA DE CONTENIDOS

1. Introduccion

2. Descripcion del modelo fisico

2.1
2.2.
2.3.
2.4.

2.5.

Ecuaciones del Modelo Fisico . . . ... ... ... ......
Condicionesde Frontera . . . . . ... ... .. ........
Andlisis del Orden de Magnitud . . . . . . . ... ... ....
Ecuaciones Adimensionales . . . . . ... ... ........

Condiciones de Frontera Adimensionales . . . . . .. ... ..

3. Implementacion y resolucion del método numérico

3.1.

3.2.

Planteamiento del Sistema en el Software . . . . . . .. . ...

Formulacion Variacional . . . . . . . . . .. . ... ... ...

17
18
22
25
26
28




3.3. Representacion Grafica . . . . .. ... .. ... ........

4. Analisis de resultados

5. Conclusiones

A. Ley de la viscosidad de Newton

B. Adimensionalizacion de Ecuaciones

C. Forma Variacional de la Ecuacion de Momentum en Y

REFERENCIAS

47

69

73

79

93

97




CAPITULO

INTRODUCCION

En las ultimas décadas ha evolucionado la técnica de la dindmica de fluidos
computacional (CFD) por sus siglas en inglés, lo que genera un interés creciente
en esa area; esto implica un avance en cuestiones de investigacion y simulacion
de fendmenos fluido-dindmicos. La técnica de CFD surge de la necesidad del
estudio, resolucion y analisis de problemas que, impliquen un fluido en mo-
vimiento o la transferencia de calor mediante el uso de algoritmos y métodos
numéricos, sin importar el nivel de complejidad del sistema. Ademads, se pue-
de considerar a la CFD como una rama multidisciplinaria de la mecdanica de
fluidos, puesto que involucra ciencias como: la fisica, matemadticas, ingenieria e
informatica, que al trabajar en conjunto permiten contar con una mayor certeza
en el desarrollo del modelo del sistema que se esté analizando [1].

A la técnica de CFD se le atribuye una complejidad en la descripcion del com-
portamiento del flujo de un fluido previamente a su proceso de estudio; el subsa-
nar esa complicacion representa una oportunidad de desarrollo, de esta manera
tener la capacidad de ser una herramienta ttil en similitud con otros programas
de ingenieria asistidos por computadora (CAE) por sus siglas en inglés. Pese a
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

este inconveniente, también es cierto que cuenta con diversas ventajas, desta-
cando entre ellas la virtualidad del analisis de sistemas; los cuales implican un
alto nivel de complejidad al momento de la implementacion de sus réplicas o si-
mulaciones de forma fisica, debido a sus condiciones, ademas, gracias al avance
tecnoldgico en términos de la potencia y capacidad de ordenadores, se logra un
mayor manejo de datos, lo que se traduce en una reduccidn tiempo-costo de los
disefios e investigaciones, asi como en resultados con altos estandares de detalle

[2].

El CFD se puede aplicar para una gran cantidad de sistemas fluidodindmicos sin
importar su complejidad, siempre y cuando se tenga la capacidad de describir
y plantear sus caracteristicas, esto engloba tanto a sistemas en macro escalas
como aquellos que cuentan con dimensiones micrométricas; tal es el caso de las
venas, arterias y capilares del sistema circulatorio humano, cuyas estructuras
bioldgico-anatémicas se pueden considerar como microcanales, los cuales son
de interés en la presente tesis.

En este sentido, el sistema circulatorio es aquel que distribuye fluidos liquidos
por todo el cuerpo humano y se compone de dos partes; el sistema linfatico
y el sistema cardiovascular; éste ultimo a su vez se forma de tres elementos,
el corazon, el cual bombea la sangre por las extensas redes de vasos alrededor
del cuerpo, la sangre, que se puede considerar como el fluido de trabajo, ya
que en ella se encuentran los nutrientes y oxigeno, los cuales se transportan
hacia las células, pero también en la sangre se hallan sustancias de desecho
que el sistema ya no necesita; y finalmente los vasos sanguineos, que sirven
como los conductos de transporte por donde fluye la sangre [3]. Es importante
tener en cuenta que la mayoria de los vasos sanguineos poseen caracteristicas
estructurales muy semejantes entre si; sin embargo, también cuentan con ciertas
diferencias, las cuales permiten su clasificacion en tres tipos: venas, arterias y
capilares [4].

Segtn el Dr. Moore en su libro de Anatomia con orientacion clinica, las arterias
son aquellos vasos sanguineos que transportan la sangre proveniente del corazon
para su distribucion alrededor de todo el organismo. La presion a la que se en-
cuentra la sangre dentro de las arterias es relativamente alta en comparacion al
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resto de vasos sanguineos, estas arterias se van ramificando en conductos cada
vez mas pequefios logrando su diferenciacion en tres tipos, los cuales se des-
criben segun su tamafo, el grosor de la pared y su funcionamiento. La primera
clase de arterias son las de conduccidn, estas son las de mayor didmetro, puesto
que son las primeras en recibir el gasto de sangre directamente del corazon, por
su estructura anatomica su trabajo consiste en aminorar el cambio de presion
arterial entre las contracciones cardiacas, de esta manera evitar el reflujo de la
presion cuando el corazon se encuentra en la fase de contraccion y relajacion.
El segundo tipo de arterias son las de distribucion, estas cuentan con un calibre
mediano, permitiendo la irrigacion e impulso del flujo sanguineo por diversas
partes del organismo gracias a su capacidad de reducir su didmetro [5]. Por ulti-
mo, las arterias mas pequenas o arteriolas, cuyo didmetro es menor a 0.1[mm]
[3], son aquellas que controlan el flujo terminal de la sangre en direccion a los
lechos capilares.

Asi mismo el autor Keiht Moore sustenta que el segundo tipo de vasos san-
guineos con los que cuenta el sistema circulatorio humano son las venas, cuya
presion interna en su red es menor en comparacion con el resto de los vasos,
ademads, por lo general permiten el regreso de la sangre pobre de nutrientes y
oxigeno hacia el corazon, desde los lechos capilares, mediante su ramificacion
en venas de mayor calibre [5].

De manera similar a las arterias, las venas se clasifican en tres tipos segun la
dimension de sus didmetros y grosores. El primer grupo se llama vénulas y son
aquellas venas de menor tamafio, de 15 a 20[um] [6], se encargan de drenar
la sangre proveniente de los lechos capilares. A continuacion, siguen las venas
medianas, las cuales tienen un diametro menor a 1[cm] [4], su tarea es drenar
la sangre de la mayoria de las areas del cuerpo, y se encuentran acompafiando
a ciertas arterias de mediano calibre, ademas, cuentan con valvulas de no retro-
ceso que impiden el reflujo de sangre en zonas donde los efectos de la gravedad
dificultan la circulacién del flujo. Finalmente se encuentran las venas grandes,
cuyo trabajo es regresar la sangre de ciertas dreas del cuerpo como la cabeza,
extremidades, etc., directamente al corazon.

Finalmente, la tercera clase de canales vasculares son los llamados capilares.




CAPITULO 1. INTRODUCCION

Para los autores Leslie Gartner y James Hiat, este tipo de estructuras cuentan con
una longitud de aproximadamente 0.5[mm] y un didmetro de 8 a 10[um], lo que
los clasifica como los vasos sanguineos mas pequefios en el organismo [6]. Estos
conductos unen a la parte arterial y venosa mediante una ramificacion conocida
como lechos capilares, cuyo trabajo consiste en el intercambio de productos con
el organismo.

Para entender el proceso del intercambio de productos entre los capilares y fue-
ra de ellos, se debe tener en cuenta que este tipo de vasos no es mas que un
tubo cuya pared estd formada por células y que se considera permeable, ya que
permite el paso de ciertas moléculas, pero impide el paso de otras como las pro-
teinas del plasma. De esta forma, cercano al lado arterial (corriente arriba), la
presion hidrostatica con la que cuentan las arteriolas permiten la existencia de
flujo de sangre a través de los capilares, de igual manera promueven la salida de
nutrientes y oxigeno asi como de diversos materiales, y al contar con una pared
impermeable a las proteinas plasmaéticas, impiden que estas salgan, esto pro-
duce un aumento en la concentracion de este tipo de moléculas, naturalmente,
por efectos de 6smosis y en consecuencia del aumento en la presion osmotica
en el lado venoso (corriente abajo), ingresan a los capilares productos de de-
secho asi como dioxido de carbono, para posteriormente drenarse a las venas
y seguir con el proceso circulatorio [5]. Se debe tener en consideracion que la
presion hidrostética, la cual facilita la salida de moléculas fuera de los capilares
va disminuyendo a lo largo del conducto, por otro lado, la presion osmética que
permite la entrada de los desechos va aumentando conforme esté mas cerca del
area venosa.

La sangre juega un rol sumamente importante en el estudio del flujo en capila-
res, puesto que se considera como el fluido de trabajo, ya que en ella se van a
trasportar los nutrientes y oxigeno, los cuales serdn intercambiados en el lecho
capilar, por ello es necesario tomar en consideracion las propiedades hemo-
dindmicas que presenta. Asi, en el sistema circulatorio como en la ingenieria,
una de las caracteristicas y de las mas relevantes en la dinamica de fluidos, es
el tipo de comportamiento que se presenta, en el caso de la sangre es el de un
fluido no newtoniano, lo cual se refiere a que su densidad va a ser variable en
diferentes puntos del flujo con respecto a la velocidad de cizallamiento, a su vez,
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es importante tomar en cuenta que el hematocrito es la proporcion de gldbulos
rojos que se puede encontrar en la sangre, lo cual, tiene un efecto en el valor de
la densidad [2], es decir, entre mds concentracion de glébulos rojos se tengan en
ciertas secciones, la densidad aumentard y viceversa.

Al ser la sangre un flujo cuyo conducto (vaso capilar) tiene dimensiones mi-
crométricas, se clasifica como microfluido, lo cual trae consigo ciertas consi-
deraciones y efectos que dificilmente se pueden apreciar o tomarse en cuenta
en flujos de escalas macrométricas, por ejemplo, las fuerzas gravitacionales son
despreciables en sistemas microfluidicos, inicamente se utilizan para recipien-
tes de almacenamiento, o cuando hay diferencias de presion causadas por este
tipo de fuerzas que generen el movimiento del microfluido; otro ejemplo es la
tension superficial, la cual es muy relevante en este tipo de sistemas micrométri-
COS Y que en muy pocas ocasiones es tomada en cuenta para escalas mas grandes.
También los microfluidos rigurosamente presentan comportamiento laminar en
su flujo, caso contrario de los sistemas macroscopicos donde suelen ser por
lo general flujos turbulentos [7]. Si bien, existen diferencias notables entre los
efectos de los microfluidos y macrofluidos, las ecuaciones de momentum y de
continuidad siguen siendo validas para el modelado de fluidos en cualquiera de
estas escalas, por lo que la presente tesis se basara en ellas para el desarrollo y
andlisis del fendmeno fisico a estudiar.

Segtn la Organizacion Mundial de la Salud, las enfermedades cardiovasculares
cobran la vida de 17.9 millones de personas en todo el mundo cada afio, vol-
viéndola la principal causa de muerte [8]. Estas forman parte de un grupo de
trastornos en el corazén y en vasos sanguineos, en los que se enmarcan cardio-
patias coronarias, asi como enfermedades cerebrovasculares. Este tipo de pade-
cimientos se deben por lo general al impedimento en el suministro de sangre
hacia el corazon o el cerebro, mediante la obstruccion de los vasos sanguineos,
ya sea una arteria, vena o capilar, cominmente las pequefas capas de grasa que
se van apilando dentro de las paredes de los canales por donde viaja la sangre
son las causantes de esto. Un ejemplo de estas afecciones cardiovasculares son
los aneurismas, los cuales el Dr. Javier Vega los describe como la dilatacién en
consecuencia de una debilidad en la pared del vaso sanguineo, logrando un en-
sanchamiento mayor al 50 % del didmetro original del vaso, corriendo el riesgo
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de ruptura, causando una hemorragia grave que impida la circulacién correcta
de la sangre [9].

Otro tipo de ejemplo de estos trastornos es la estenosis, la cual es definido por
Muhammad Hasnain como el estrechamiento de la pared del vaso sanguineo de
forma anormal, el cual puede ser producido por esta misma pared o el aumento
en la placa de sustancias grasas que reducen el didmetro por el cual fluye la san-
gre, impidiendo su distribucion de forma normal; en casos extremos la seccion
transversal arterial puede llegar a taparse por completo produciendo problemas
graves e incluso la muerte [10]. Los factores de riesgo que pueden derivar en
un problema cardiovascular de este tipo son antecedentes genéticos, la diabe-
tes, obesidad, falta de actividad fisica, hipertension, tabaquismo, consumo de
alcohol y una mala alimentacién [11]. Lamentablemente una gran parte de la
poblacién mexicana padecen este tipo de factores de riego, los cuales derivan en
las afecciones cardiovasculares.

El presente trabajo tiene como fundamento los diversos estudios en donde se
muestra que gran parte del nivel de formacion y desarrollo de las enfermedades
cardiovasculares tienen una estrecha relacion con la fluidodindmica de la sangre,
asi como del comportamiento mecanico de las paredes de los vasos sanguineos
[12]. De esta manera es como la dinamica de biofluidos genera un mayor in-
terés, por su importancia en el sistema circulatorio humano, lo que resulta en
la necesidad de estudio del comportamiento sanguineo y sus componentes, asi
como su interrelacion con las paredes de los vasos. Entendiendo la interaccion
entre las caracteristicas del fluido tales como la variacion en su viscosidad, el
cambio en el comportamiento del flujo a lo largo del trayecto (sobre todo en la
generacion de turbulencias derivadas de obstrucciones en el canal), asi, como
factores estructurales del conducto, lo cual permite el andlisis de su influencia
en el progreso de afecciones cardiovasculares; lo anterior se ha demostrado en
experimentos hemodindmicos, donde se observa la creacion de aneurismas o ve-
nas varicosas, asi como su desarrollo en funcion de la hemodindmica presente.
Anteriormente la hemodinamica se encargaba de las mediciones de presion y
resistencia de los vasos sanguineos de manera in vivo, en la actualidad, gracias
al avance en la mecénica de fluidos, obtienen y analizan ciertos pardmetros co-
mo lo son la velocidad local, caracteristicas del flujo dependientes del tiempo,
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etc [13].

La importancia del estudio de la dinamica del flujo sanguineo y el como se
relaciona con los vasos por donde esta se desplaza, radica en la necesidad de
obtener un modelo analitico que permita en medida de lo posible, el andlisis de
este fendmeno fisico-bioldgico, asi, poder realizar investigaciones que logren
generar un mayor conocimiento del que se tiene actualmente, cuya finalidad es
la de la presente tesis.De igual manera, poder estudiar de forma individual los
parametros que se requieran, como la geometria, elasticidad en los vasos san-
guineos y propiedades no newtonianas del flujo, sin la necesidad de un anélisis
experimental, el cual requeriria una mayor cantidad de tiempo y costo, asi como
una gran dificultad en el control de diversas variables que permitan la réplica
experimental [13]. Por lo que el modelo fisicomatemético podria reproducirse
las veces que se quisiese sin alterar su resultado para unas mismas variables,
esto logra colocarlo en una gran ventaja respecto a los andlisis experimentales,
propdsito de esta tesis.

Las ventajas de trabajar con un modelo hidrodindmico, el cual se desarrolla y
analiza a lo largo del presente trabajo, son que al comprender el comportamiento
de los trastornos cardiovasculares se puede dar un tratamiento mas adecuado a
ellos dependiendo de su progresion, por otro lado, en la parte preventiva, al
conocer como es la interaccion entre el flujo de sangre y la superficie de los
vasos sanguineos existe la posibilidad de alertar sobre la formacion de coagulos
que se derivan en graves complicaciones e incluso mortales. Otro beneficio es el
disefio y optimizacion de dispositivos, al igual que de tratamientos médicos, ya
que al tener la capacidad de entender como se comporta la sangre al relacionarse
con estos, permite su desarrollo y mejora, de esta manera poder llegar a ser cada
vez mas seguros y eficaces [14] [15].

Pueden existir muchas técnicas y herramientas para el andlisis y simulacion de
un modelo analitico que describa el comportamiento del flujo de la sangre, en el
caso de la presente tesis, se empleara el software de uso libre FreeFEM++ [16],
el cual permite el desarrollo de simulaciones numéricas para problemas fisicos
e ingenieriles, sobre todo en el area de la mecanica de termofluidos. Para ello se
basa en el método de elementos finitos (MEF) o por sus siglas en inglés (FEM),
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esta es una técnica numérica que permite aproximar soluciones a ecuaciones di-
ferenciales parciales que a su vez estdn modelando fendmenos fisicos. La forma
de hacerlo es mediante la discretizacion del dominio del problema a través de
una malla de elementos simples y de cantidad finita, para el caso de trabajar
en 2D se utilizan tridngulos, y tetraedros para problemas en 3D. Finalmente, el
software aproxima la solucion para cada uno de los elementos, asi la ecuacion
diferencial parcial se puede satisfacer por partes, y la solucion general se da al
unir cada uno de los resultados individuales, teniendo la precaucion de asegurar
que se dé la continuidad entre las fronteras entre cada elemento [17] [18].

A pesar de lo aparatoso que pudiese sonar el método de elementos finitos, Free-
FEM-++ cuenta con una interfaz en donde el usuario puede describir los proble-
mas de una forma intuitiva, para esto, se define el dominio, niimero de nodos en
el mallado, condiciones de frontera, las ecuaciones del problema y algunos otros
pardmetros relevantes si es que asi lo requiere, utilizando el lenguaje especifi-
co de script del software. Una vez realizado lo anterior, FreeFEM++ mediante
técnicas numéricas resuelve el sistema de ecuaciones generado, de esta manera
se obtiene la solucion aproximada del problema planteado.

Algunas de las caracteristicas con las que cuenta este software que se propone
utilizar en esta tesis son que genera automaticamente el mallado para el proble-
ma. Cuenta con un lenguaje de script facil de usar con variedad de funciones.
El problema se describe mediante ecuaciones en su forma variacional, es de-
cir, cuentan con una parte bilineal, una lineal y las condiciones de frontera. Se
pueden proponer sistemas con multiples variables y dimensiones, estaticos o
dindmicos, lineales o no lineales, asi como sistemas acoplados, siempre que el
usuario detalle los procesos iterativos que permitan simplificar el problema en
un conjunto de problemas lineales. La generacion geométrica es sencilla me-
diante su descripcioén por limites, pero se debe tener en cuenta que no es un
sistema CAD, ya que el usuario debe especificar el punto de interseccion cuan-
do los limites se cruzan [16].

Considerando todas las ideas anteriores, la presente tesis plantea el analisis hi-
drodindmico del flujo sanguineo a través de un capilar. Como se ha comentado,
por la naturaleza fluidodindmica de la sangre, ésta se considera como un flui-
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do no newtoniano, el cual viajard a través de un microcanal rectangular, debido
a que el problema se describe en dos dimensiones (x,y), y cuyas paredes son
permeables a causa de los fendmenos bioldgicos de intercambio de nutrientes
dentro de los capilares. Al considerarse un estudio hidrodindmico, como resul-
tados se espera la obtencion de los perfiles de velocidades tanto longitudinal co-
mo transversal, de igual manera el campo de presiones del sistema, para ello, se
emplean las ecuaciones de momentum y continuidad, las cuales rigen la dinami-
ca de fluidos, estas se presentan de una manera adimensional para facilitar su
manejo e interpretacion, posteriormente se reescriben en su forma variacional,
lo que es necesario para su sintaxis dentro del lenguaje de FreeFEM++, cuyo
software se emplea para la aproximacion de la solucién de las ecuaciones dife-
renciales parciales obtenidas. De esta manera, lograr la generacion de resultados
graficos que permitan su andlisis y comparacion tanto cualitativa como cuanti-
tativamente.

Este trabajo, pretende contribuir a futuros proyectos de investigacion relaciona-
dos al tema de la descripcion fluidodindmica del sistema circulatorio humano,
lo cual se espera que permita el avance en la comprension de su comportamien-
to tanto en el drea de la salud como en el ingenieril. Si bien, no se plantea un
problema de afeccion a la salud como los aneurismas o estenosis, si se pretende
la descripcion hidrodindmica bésica del flujo sanguineo de la forma mas clara
y detallada posible, para que cualquier persona con conocimientos en mecanica
de fluidos e interés en el tema, pueda comprender el fendmeno fisico segin lo
mencionado en este trabajo de investigacion.

Considero que el estudio del comportamiento de la sangre dentro del sistema
circulatorio humano desde un punto de vista ingenieril es de gran importancia,
por el marco de oportunidades que engloba el tema, desde la prevencion y detec-
cién de problemas cardiovasculares, su desarrollo con base al conocimiento del
comportamiento y relacion de cada una de las variables del sistema, sobre todo
en la implementacion de tratamientos que permitan la reduccion en términos de
gravedad de la afeccion e incluso su erradicacion. A lo largo del desarrollo de la
presente investigacion, se observa que existe escasa investigacion sobre el tema,
lo que mi interés es sumar debido a la importancia que tiene en nuestro pais,
reflejado en el aumento de personas vulnerables a este tipo de enfermedades.
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CAPITULO

2

DESCRIPCION DEL MODELO FISICO

En la presente tesis se plantea el andlisis hidrodindmico de un fluido no new-
toniano que circula a través de un microcanal de paredes permeables, para ello
se emplea un sistema de coordenadas rectangulares en dos dimensiones (x,y),
cuyo origen se encuentra situado en la entrada del microcanal, tal y como se
puede apreciar en la Figura 2.1. La direccion longitudinal se representa median-
te el eje de las abscisas (x), mientras que el eje de las ordenadas (y) corresponde
a la direccion transversal. Las dimensiones geométricas del microcanal son: la
altura del canal, denotada como 2H, siendo la altura media H y su longitud,
descrita por L, donde se considera que L es mucho mayor que H, L > H, asi, se
define al microcanal con un tamafio significativo en relacion con las dimensio-
nes del grosor de sus paredes.

Dado el caracter permeable de las paredes, el perfil de velocidades, inicialmente
alimentado por un caudal de entrada Qg, presenta una mayor velocidad para la
direccion longitudinal en la entrada respecto a la salida, como resultado de la
pérdida de caudal en direccion transversal. También se puede o no omitir la con-
dicion de deslizamiento en las paredes del microcanal debido a las dimensiones
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del mismo, sin embargo, para esta tesis, no se considera este efecto.

i = B
=

\ \

| L |
Figura 2.1: Diagrama representativo del sistema a estudiar. Un microcanal de dimensiones
L x 2H, de paredes permeables en las cuales existe la condicion de no deslizamiento y por el

cual circula un fluido no newtoniano de caudal inicial Qq. El origen de coordenadas se sitiia
en el centro del microcanal por la simetria del sistema.

La descripcion anterior puede ser visualizada de mejor manera en la Figura 2.1,
en donde se observa que el origen de coordenadas esta situado en la linea media
del microcanal, ya que el flujo puede ser considerado axisimétrico, lo que per-
mite el estudio unicamente de una de las mitades, debido a las condiciones de
simetria. Este enfoque permitird una mejor optimizacion en la solucion numéri-
ca que se implementa para este trabajo.

2.1. Ecuaciones del Modelo Fisico

Se parte del hecho que las expresiones que rigen el comportamiento fisico de
los fluidos son la ecuacion de continuidad y las de momentum. Considerando
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que se realiza el andlisis de un flujo en un microcanal rectangular (2D), las ecua-
ciones se describen en términos de los ejes x y y. También, tomando en cuenta
que se estudia un flujo completamente desarrollado, incompresible, estacionario
y axisimétrico, se plantean las siguientes ecuaciones para el sistema.

Ecuacion de continuidad:

d d
a—z + a—; —0 @2.1)
Ecuacién de momentum en x y y:
Ju du\ _ dp 0T 0Ty
dv dv  dp dTyy  dTyy
P <u£+v8—y> = _8_)7 + < Ox + a—y y (23)

en donde la densidad p es constante, u y v son las velocidades en direccion x y
y respectivamente, p representa la presion y 7 el esfuerzo viscoso.

Tomandose en cuenta la Ley de Newton de la viscosidad, en donde se definen
las componentes del esfuerzo viscoso como:

N
Txx = 277 (Tf7Y> <a_z>

~[du dv
Ty ="Tx = N(I77) (8_y+$)
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Como se puede notar, la viscosidad n (Tf, )'/) es una funcidn variable, que mues-
tra dependencia de la temperatura y la velocidad de deformacion, lo cual descri-
be a un fluido no Newtoniano con base en el modelo de Carreau, cuya expresion
se define como [19]:

N (Ty.7) = noexp [~b (Tr = )] |1+ (A7)’] B (2.4)

Donde ng representa la viscosidad del fluido a altas velocidades de cizallamien-
to, es decir, la viscosidad minima (recordando que la viscosidad es inversamente
proporcional a la velocidad de cizallamiento del fluido), » mide la dependencia
entre la temperatura y viscosidad (cuyo valor de dicho parametro es obtenido
de forma empirica), A es el tiempo de relajacion (es una constante de tiempo
para el fluido), n es el indice de Ley de Potencia y finalmente ¥ representa la
magnitud de la velocidad de deformacion y cuya expresion para el caso de un
flujo en dos dimensiones estd dada por [19]:

, du\> du v\’ v\ 2 ?
= [2 (5:) + (5 5) =(5) ] -

Para efectos de la presente tesis, se considera una temperatura constante en todo
momento a lo largo del sistema, es decir Ty = Tp. Por lo que se reescribe la
ecuacion (2.4) como:

n—1
2

n(T7,7) =m0 [1+(A7)’] 2.6)

Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones (2.2) y (2.3), cuyo
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desarrollo se muestra en el Apéndice A, se obtiene respectivamente:

o, o
P “ox v&y

dp o1 (%u d%u
5y 1+ (7] (ﬁ*a?z)

5.2 (w1 )

28x dx
JE
a(no[u(/w)] )(@ 8v> 07
dy dy d '
YY) 2
P 2] 2 20°v  d<v
—a—+n0 [l—f—(/l’}/) } <W—|‘a—y2)
n—1
28v3<770 1097 7))
dy dy
e
o(mie a7 o, "
dx dy 0 '

Cabe mencionar que por la naturaleza FreeFEM++, para poder trabajar con los
términos convectivos, a las ecuaciones de momentum se les anexa el término
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temporal, quedando definidas de la siguiente manera:

du Ju Jdu\  dp o1 (%u d%u
pE—I-p <M$+Va—y> = —E‘FTIO[I—I—(A’Y)} (W—l—&—yz)

dv dv  dv\ _  dp o1 (0 9%
Pz—l‘p (Ma—FVa—y) = _8_y+n0 {14‘(1’}’) } (w—l‘a—))z)

2.2. Condiciones de Frontera

Para el sistema que se estudia en la presente tesis y cuya descripcion en
variables fisicas esta descrita por las ecuaciones planteadas anteriormente, es
importante describir las condiciones de frontera, las cuales se muestran a conti-
nuacion, de igual manera en variables fisicas.

oy Q. dul
u(x—O,y)—ZHW, e X_L—O (2.11)
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du du
ux,y=+H)=—sn—=0; — =0 (2.12)
(o, y ) g, 3,
av
y(x=0,y) = 0; 5| =0 (2.13)
v(x,y=0)=0; v(x,y==+H)=kAp (2.14)

Es de suma importancia el planteamiento de las condiciones de fronteras para un
sistema de ecuaciones diferenciales, ya que especifica restricciones que deben
cumplir las soluciones para su validez dentro del dominio de interés. La primer
expresion de (2.11) representa la velocidad en direccion x en términos de un
caudal inicial y el drea transversal del microcanal, todo ello a la entrada de este.
La velocidad u se obtiene a partir del caudal Q, el cual es igual al producto
de la velocidad en direccion longitudinal por el area transversal A, a su vez
esta area se define como la multiplicacion de la altura del microcanal 2H por
su profundidad W. Por otro lado, el caudal inicial Qp se determina mediante
la integracion de la velocidad u a la entrada del microcanal por el diferencial
de drea, Qp = [udA. La segunda expresion de la ecuacién (2.11) asegura la
inexistencia de variaciones en la velocidad u respecto a la distancia longitudinal
en la salida del microcanal, es decir, cuando se tiene un flujo completamente
desarrollado.

La primer expresion de la ecuacion (2.12) representa la inexistencia de una ve-
locidad u en las paredes internas del microcanal, es decir, valida la condicion
de no deslizamiento en las paredes. Esta ecuacion es conocida como la ley de
deslizamiento lineal de Navier, la cual es dependiente de la longitud de desliza-
miento ¢, COmo se muestra a continuacion.

du

u=0o—
on
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La longitud de deslizamiento se define a partir del producto del coeficiente de
deslizamiento s y la viscosidad absoluta del fluido 17, ademas en la ecuacion ori-
ginal de la ley de deslizamiento, la derivada parcial de la velocidad es respecto
a la direccion normal a la pared del canal, por lo que en este caso se sustituye
respecto a la direccion y [20]. La longitud de deslizamiento es aquella distancia
entre las paredes del canal real de estudio y un canal de referencia, cuyas dimen-
siones son mayores al real, ademéas que en sus paredes se cumple la condicion
de no deslizamiento, por lo que si & = 0 significa que no existe deslizamiento
en las paredes del canal real, como es en el presente caso. Cabe mencionarse
que el pardmetro s se define como s = Ae” P [21], en donde A es el coeficiente
de deslizamiento a presion nula, € es el parametro de caida exponencial y p la
presion. Se observa la relacidn inversamente proporcional entre la presion y el
parametro de deslizamiento s, lo cual asegura el deslizamiento en las paredes a
una presion relativamente mayor. La segunda expresion de (2.12) representa la
condicion de simetria dentro del microcanal, lo cual permite el estudio de una
sola mitad en cuanto a la altura, siendo y = 0 la altura media.

En la ecuacion (2.13) la primer expresion asegura que a la entrada del micro-
canal la velocidad v es cero, similar a un flujo Poiseuille, de igual manera en la
segunda expresion se muestra que la variacion de v a la salida del canal es cero,
lo que representa una conservacion en la variacion de la velocidad transversal
en ese punto del canal.

Por ultimo, la primer expresion de la ecuacion (2.14) representa que la velocidad
v es cero en la linea media el microcanal, lo cual es una idealizacion, la segunda
expresion muestra la permeabilidad en las paredes del canal, este efecto se nota
en el coeficiente de permeabilidad k y la diferencia de presion Ap = p — pg en
donde pg es la presion fuera del microcanal [22].

Tanto las expresiones de las ecuaciones (2.1), (2.9), (2.10) y el sistema de ecua-
ciones (2.11) a (2.14) pueden ser representadas en su forma adimensional, con
el fin de que se identifiquen los pardmetros fisicos mds relevantes, para lo cual
previamente es importante el andlisis del orden de magnitud y posteriormente
la obtencion de variables adimensionales.
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2.3. Analisis del Orden de Magnitud

Iniciando con la descripcion de la ecuacion de continuidad (2.1), es necesario
garantizar que ambas partes sean comparables en términos de su magnitud, lo
que implica que:

du dv

_—~ —

dx dy

De la ecuacion anterior se sustituyen las variables de velocidad u y v al igual que
las de posicion x y y por sus valores caracteristicos u., v., L y H respectivamente,
de esta manera se puede describir v, en términos de las variables caracteristicas.

Uo Ve
L~ H
p, ~ Hlte 2.15)

L

A partir de la ecuacion (2.7) se compara el orden de magnitud entre la diferencia
de presion longitudinal del sistema y los efectos viscosos en direccion transver-
sal.

dp N
PR T

Similar al analisis anterior, se rescriben las variables por sus valores caracteristi-
cos, y se despeja la diferencia de presion caracteristica.

Apc - Nouc
L H?

(2.16)
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Ahora se definen las siguientes variables adimensionales. Para el caso de aque-
llas que describen la geometria del micocanal se toman como base los valores
maximos que pueden llegar a tener, es decir, para las medidas longitudinal y
transversal se utiliza H y L respectivamente. En cuanto a las velocidades, estas
se describen mediante valores caracteristicos, u., que se determina mediante el
caudal y el area a la entrada del microcanal; y v,, la cual estd en funcion de u.,
H y L, como se observa en la ecuacion (2.15). Por ultimo, para el caso de la pre-
sion, se define mediante un valor caracteristico Ap. que varia segiin lo mostrado

en (2.16). Con base en lo descrito anteriormente, se tiene:

X y . u .V . P—Do
X:—; Y:—’ u:—; V:_, —
L H U, Ve P Ap.
Para las cuales:
. Qo b ucH A NotteL
<“ogw VT L ST T

2.4. Ecuaciones Adimensionales

(2.17)

Tomando en cuenta lo descrito en los apartados anteriores, se pueden adi-
mensionalizar las ecuaciones que describen el modelo fisico del sistema. El
desarrollo de la adimesionalizacion se muesta en el Apéndice B, quedando:

Ecuacion adimensional de continuidad.
dii IV
T
ox "oy

(2.18)
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Ecuacion adimensional de momentum en X.

ER Ji + ER ~ﬁ—l—~ﬁ __9
“\or “\"ox Voy )T ox
2l 2%i  d%i
N2 2 2_ it
+ 1+ iy <s 8X2+8Y2>

dii 0 it
2 2| 2
+ 2¢€ ﬁﬁ{{l_‘_(‘}vr}/) } }

P 1) [(dd 0P

Ecuacion adimensional de momentum en Y.

v v _dv ap

3p, 2V 3 RS S N o

8Re<8t) + 8Re(uaX—|—v Y> 5y
2,0 9
2 2] 2 207V oV
+ & [1+(Wzy)} (8 8X2+8Y2>

v 9 ot

20V O 2] 2

+ 2¢ ayay{{lnL(Wzy)}

J " [ di v
2 2] 2 2
+ e { [1+(le) } } <—Y+s _ax> L (2.20)

donde:
s:%<<1; Re:p”:;H; 2.21)
Ademas:
Wi = ’,LH”C (2.22)
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1
i\’ i Iv 97\ 2 ov\? /9i\?]?
~ 2 4
y=12¢ <_8X> +_8Y_8X+<_8Y) +& <_8X) +(_8Y) (2.23)

De las anteriores expresiones, € es un parametro adimensional que relaciona la
altura media H con la longitud L del microcanal, y cuyo valor debe ser mucho
menor a 1, lo que geométricamente representa que la distancia longitudinal es
considerablemente mayor a la transversal. Por otro lado, Re es el nimero de
Reynolds, el cual define el comportamiento del flujo de un fluido relacionando
su densidad p, velocidad caracteristica u., longitud caracteristica H y la vis-
cosidad dindmica de este 1. En cuanto a Wi es conocido como el numero de
Weissenberg, este pardmetro es cominmente utilizado en la mecanica de flui-
dos y la reologia, pues caracteriza el comportamiento viscoeldstico de ciertos
fluidos no newtonianos; relaciona el tiempo de relajacion del fluido A, la ve-
locidad caracteristica u, y la altura media del canal. En resumidas cuentas, Wi

compara el tiempo de relajacion y el tiempo caracteristico de cizallamiento del
fluido.

Se puede observar en la ecuacion (2.23) que ¥ es la variable adimensional res-
pectiva a la magnitud de la velocidad de deformacién ¥ y cuyo desarrollo se
muentra en el Apéndice B. Cabe mencionarse que a pesar de definir al sistema
como un flujo estacionario, las ecuaciones de momentum se consideran con su
término temporal debido a las condiciones de script de FreeFEM++, ya que se
debe diferenciar entre la solucion en un tiempo anterior y la solucién en un tiem-
po actual, de esta manera garantizando la convergencia del método numérico, lo
cual se describe a profundidad en el Capitulo 3 .

2.5. Condiciones de Frontera Adimensionales

Las expresiones que describen las condiciones de frontera (2.11)-(2.14) de-
ben adimensionalizarse, en este sentido se reescriben como se muestra a conti-
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nuacién empleando las variables adimensionales:

I dii
/ AX=0Y)dy =1, —— =0 (2.24)
0 OX |x—
. dii
AX,Yy=+1)=0, — =0 (2.25)
Y|y,
av
VN X=0Y)=0, == =0 2.26
5(X,Y =0)=0; ﬁ(X,Y:il):ﬁg (2.27)
Teniendo en cuenta que:
kn
ﬁ - ﬁ7

donde B representa el coeficiente de filtracion adimensional, que relaciona la
permeabilidad caracteristica de las paredes del microcanal k, la densidad del
fluido 1 y la altura media de canal H.

Es importante considerar que el valor minimo y méximo para una variable adi-
mensional en el caso de las coordenadas longitudinal y transversal es cero y
uno respectivamente, donde cero representa el valor mds lejano al de la variable
caracteristica, y uno cuando se toma el valor de esta variable de referencia. Sin
embargo, para variables que describen el comportamiento del fluido, como lo
son las velocidades ii, Vv y la presion p se podran tener valores mayores a uno,
ya que en algunos casos el valor maximo de estas variables es superior al carac-
teristico.
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Teniendo en cuenta lo anterior, las expresiones de (2.24)- (2.27) describe que
la suma de todas las velocidades longitudinales i a la entrada del microcanal
(X =0) en cualquier punto de Y desde el punto medio del canal (0) hasta la pared
(1) es igual a uno, es decir, el valor caracteristico de la velocidad longitudinal
se da a la entrada. De igual forma la velocidad de permeado en las paredes v
se define a partir de pardmetros adimensionales que estdn involucrados en el
sistema.

Finalmente en la Tabla 2.1 se muestran los valores propuestos para algunas pro-
piedades fisicas que al sustituirse en los parametros adimensionales generan los
valores de la Tabla 2.2.

Pardmetro Valor
H 4—5[uml, [6]
L 0.5 — 1[mml], [6]
P ~ 1065[2%], [23],[241,[25]
o 0.0035 — 0.004[Pa * 5], [25],[26],[27]
A 0.1— 1[s] [28], [29], [30]
k 1x1078 — 1.25x107 8] 2

Paxs

Tabla 2.1: Valores de las propiedades fisicas y geométricas

Parametro adimensional Valor
€ ~0.008 —0.01
B ~8.75x107% — 1.09x107>
n 0.5—0.8, [23], [31]
Re ~7.3x107% —30.4x107%, [32]
Wi 0.1—1, [30], [331, [341], [35]

Tabla 2.2: Valores de las propiedades adimensionales

Tanto el valor de H como el de L, que representan las dimensiones geométricas
del micro canal son obtenidas del libro Texto Atlas de Histologia, tomando como
referencia el didmetro y longitud de un capilar sanguineo respectivamente [6].
p es considerado como la densidad del fluido de trabajo, en este caso de la
sangre, asi como 7 es la viscosidad sanguinea aproximada, ya que estos valores
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dependen realmente de ciertos factores como de su composicion, condiciones de
flujo, entre otros. A es considerada como la constante de relajacion de la sangre
después de ser sometida a un esfuerzo cortante, aunque en ocasiones puede
variar el rango de valores, usualmente se encuentra del orden mostrado en la
Tabla 2.1.

Otro aspecto a considerar es que n es menor a 1, ya que para el modelo de
Carreau al tener n = 1 se tiene un fluido newtoniano, para valores de n > 1 se
describe un fluido dilatante, es decir que su viscosidad es directamente propor-
cional a la taza de cizalla que se le aplique, por otra parte n < 1 representa un
fluido pseudoplastico, es decir, que su viscosidad disminuye al aumentar el va-
lor de la velocidad de cizallamiento, lo cual se demuestra empiricamente que
al dejar la sangre en reposo, esta comienza a coagularse. Este rango de valores
para n se obtienen de los trabajos sobre la reologia de la sangre de Chien (1970)
y Thurston (1972) en Shear dependence of effective cell volume as a determi-
nant of blood viscosity 'y ”Viscoelastic properties of blood and blood analogs”.
Advances in Hemodynamics and Hemorheology, respectivamente.

Re es extremadamente pequeio debido al didmetro pequefio de los capilares y
las propiedades reoldgicas de la sangre, lo que asegura que dentro de este tipo
de vasos sanguineos el flujo sea laminar y no turbulento, en donde el comporta-
miento es dominado por los efectos de la viscosidad y no los inerciales.

Wi al ser menor que 1 indica que el tiempo de relajacidon es menor al tiempo de
deformacion, es decir que sus propiedades viscosas dominan sobre sus propie-
dades elasticas, por lo que se comporta como fluido viscoso principalmente y
los efectos viscoelasticos (por ejemplo la elasticidad) son menores. Implica un
flujo laminar (como se comprueba con el Reynolds) ya que es menos propenso
a inestabilidades causadas por efectos eldsticos. En general, su descripcion es
mas simple y predicativa en condiciones normales. Podria Wi llegar a valer mas
de 1 pero solo en casos especificos como en donde se tiene actividad cardiaca
o arterias demasiado estrechas como en el caso de problemas de estenosis [36].
Finalmente € se puede obtener mediante los valores correspondientes de la Ta-
bla 2.1, a su vez el rango de valores para 8 cumplen que son del orden de €.
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A continuacién se explica toda la metodologia realizada en FreeFem++ para
la resolucion numérica del sistema de ecuaciones junto a las condiciones de
frontera que fueron planteadas en el Capitulo 2.
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CAPITULO

IMPLEMENTACION Y RESOLUCION
DEL METODO NUMERICO

Para poder realizar el analisis hidrodinamico planteado y obtener las solucio-
nes de las velocidades longitudinal y transversal asi como el campo de presiones
del sistema, es necesario hacer uso de un software que permita obtener tales re-
sultados.

Como se menciona en el Capitulo 1, actualmente existen diversos programas
CFD que permiten el andlisis de sistemas fluidodinamicos. Para el caso de la
presente tesis se emplea el software llamado FreFEM++, el cual es un programa
de uso libre y permite la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales en
dos y tres dimensiones aplicando el método de elementos finitos. Este programa
es muy versatil ya que se puede emplear en diversos problemas de la fisica
e ingenieria, puesto que maneja un lenguaje de programacion propio de alto
nivel pero con una interfaz amigable a los usuarios, ademas genera mallado
automatico asi como la visualizacion grafica del sistema que se esté modelando.
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3.1. Planteamiento del Sistema en el Software

Se comienza definiendo el dominio del sistema a analizar € correspondiente
a la regidon que se encuentra delimitada geométricamente por la frontera I' y en
donde se aplican las condiciones de frontera con las cuales se tenga que trabajar.
Para generar el drea de control se debe recordar las caracteristicas geométricas
del sistema, por ejemplo, al tratarse de un problema axisimétrico respecto al
eje horizontal, en el andlisis inicamente se puede considerar la mitad superior
del microcanal, ya que el comportamiento es exactamente el mismo en ambas
partes.

Por otra parte al estar adimensionalizado el sistema, graficamente no se repre-
senta al microcanal de forma rectangular, sino con una forma cuadrada, cuyos
lados son de dimensiones igual a uno, esto no quiere decir que ese sea el va-
lor de las paredes, mas bien que la unidad representa el maximo de sus valores
respectivos. Asi se tiene que el lado izquierdo es la entrada al microcanal, el
derecho es la salida, el superior representa la pared permeable y el lado inferior
es la linea media del microcanal.

En este sentido, se utiliza el comando square para trazar un cuadrado de las
dimensiones especificadas definidas por otras dos variables que representan las
distancias geométricas longitudinales y transversales, a su vez esto se ingresa en
el comando mesh para generar el mallado automatico por parte de FreeFEM++,
declarando el nimero de elementos para el eje x y el eje y, 100 x 100 respec-
tivamente, dando un total de 10,000 elementos triangulares que conforman el
mallado para el andlisis del sistema. Cabe aclarar que la decision de hacer uso
de 10,000 elementos se debe a un sencillo analisis de malla realizado durante la
obtencidn de los resultados. En este caso dejo de existir variacion en la obten-
cion de los resultados.

El mallado finalmente queda como en la Figura 3.1, donde se muestra un cua-
drado cuyas dimensiones son la unidad y un mallado de 10,000 elementos, los
cuales se concentran mayormente en la entrada geométrica del microcanal, lo
cual dota de una mayor definicion en esa zona por tener mas puntos de anali-
sis. Esta distribucion de la malla se debe también a que al realizar el andlisis
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el método de elementos finitos y darle resolucion a problemas complejos. Una
vez transformado el problema a su forma variacional, las ecuaciones son discre-
tizadas en su forma temporal y espacial en un dominio, y de esta forma poder
encontrar las soluciones en espacios de funciones manejables y de dimension fi-
nita. Para darle solucion mediante FreeFEM++ a las ecuaciones resultantes del
capitulo anterior es necesario reescribir estas en su forma variacional o débil, lo
cual es simplemente otra forma de representarlas de manera integral, pero como
se ha mencionado, ahora pueden ser manejadas mediante métodos de algebra
lineal para obtener su solucion.

Una herramienta clave para convertir las ecuaciones de continuidad y momen-
tum a su forma variacional es el uso de las féormulas de Green, las cuales se
representan de la siguiente forma:

/vVu-ﬁdS:// Vv-VudQ+// vAudQ) 3.1)
r Q Q

//Q (Vu)de:—//Qu(Vv)dQJr/r(ﬁu)vdS (3.2)

En donde u representa una funcién y v su funcion auxiliar, ademas las integrales
de linea muestran las condiciones sobre la frontera I, por otro lado las integrales
superficie Q se definen en un dominio bidimensional de X y Y, es decir dQ2 =
dXxdy.

Teniendo en cuenta que las condiciones de frontera para este sistema son tipo
Dirichlet, es decir, se conoce el valor que la funcidén debe tomar en la frontera,
como se muestra en el capitulo 2; las integrales de linea sobre la frontera mos-
tradas en el teorema de Green son igual a cero.

/vVu-ﬁdS:O
r
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/r (i) vdS = 0

Reescribiendo el teorema de Green, las expresiones quedan como:

//QvAudQ = —/QVV~VudQ (3.3)
//Q (Vu)vdQ = —/Qu(Vv)dQ (3.4)

Se deben establecer variables auxiliares igual al nimero de ecuaciones que com-
ponen el sistema o al numero de variables que se obtendrin con la solucion de
este. En este caso se consideran como variables las velocidades i, 7 y la presion
P, por lo que las variables auxiliares a utilizar quedan definidas como u,, v, y
Pas las cuales se multiplican en la ecuacion de momentum en X, la ecuacion de
momentum en Y y en la ecuacion de continuidad, respectivamente.

Primero se comienza con la ecuacion de continuidad, la cual se iguala a ce-
ro y posteriormente se multiplican las derivadas parciales de la expresion por
la variable auxiliar p,. Es importante resaltar que esta ecuacion no cuenta con
términos de presion, por lo que se hace la consideracion de agregar un término
p multiplicado por un escalar cuyo valor es tan pequeno que tiende a cero,
¢ = 1x10710, Cabe destacar que esta consideracién es necesaria para el pro-
cesamiento del programa en FreeFEM++. Finalmente integrando respecto a una
diferencial de érea se tiene:

i
// (8_X+&_Y+¢p) PadQl =0 3.5)

Para el andlisis en FreeFEM++ se debe declarar un valor temporal caracteristico
t. que sirva de referencia en el programa para que el sistema diferencie entre re-
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sultados obtenidos en una solucién anterior, por ejemplo (i) y un resultado en
una solucién actual (#@"1). Este valor caracteristico se puede obtener mediante
el valor de la longitud del microcanal L y la velocidad caracteristica u..

L

Lo cual representa el tiempo desde la entrada al sistema hasta su salida, recor-
dando que es unicamente un tiempo de referencia y al no ser el real, no afecta a
los resultados obtenidos.

Finalmente reescribiendo la ecuacion (3.5) para un momento de estudio actual

se tiene:
8I/~tm+1 817m+1 5
//Q < X + oy +q)p> PadQ2 =0 (3.6)

De igual manera para el caso de la ecuacion de momentum en X se comienza
igualando la expresion (2.19) a cero y multiplicando por su variable auxiliar
u,. Ademas se realiza una discretizacion en la parte temporal y de esta forma
facilitar su manejo.

antl — g i _di op
ERe| —— —|—8R€ U=—FV=— | + =

At X JY 0X
ol 0%i  d%i
. N 2 2
1+ (Wiy)| (s S +_ay2>

2811 8 N ngl

—W{[lnL(WW)} }<ﬁ+8 ﬁ>]ua—0

Para los términos convectivos temporales es de interés estudiar un momento o
tiempo anterior y de esta manera poder referenciarse debido a la no linealidad.
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Para el resto de los términos es de interés el estudio de la variable en un tiempo
actualizado, por lo que:

cpo (E " +eRe [T o +a~m+1
Y A\ ox 7oy oX
n-l1 aZﬁm+1 aZﬁm—H

. N 2 2
1+ Wiy <s o+ 37 )

8um+1 0 ﬂ
“220% ax“”(W’M }

0 2 (a9t
8Y{[H(WW)] }( e )]ua—O
Integrando respecto a la diferencial de area €:

sRe// K i m>+(u ‘;X pn )]uadﬂ—l—// ~Muadsz

82~m+1 aZum—H
/ 1+ Wy (8 e + 572 )uadQ

2"t 9 2l
_2¢ // i aX{H(WW)} }uadQ

VAR [C A
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Lo cual es lo mismo que si se describiera:

sRe// <ﬂm+l)uadg—sRe//i<am—Ar (um 7 aﬂm))uadﬁ
)

u,d

~m—|—1 82~m+1 82~m+1
+// o dQ— // 1+ (wip)?] (e et o
aum—i-l 0
—2¢ // % aX{ 1+ Wzy

_//Q [;_Y{{H(Wﬁ) } }(8;}:1 +e2agn;1>]uad9:o

Tomando en cuenta las féormulas de Green desarrolladas anteriormente (3.3)-
(3.4) y aplicdndolas segun corresponda en la expresion anterior se tiene:

it 1/ 0" dil
SRe// (—)uadQ—SRe//—<u —At(u W#—v aY)>uadQ
a1, i L0 ouy,  dam ! o,
m+1 a a
// dQ+// 1+ (8 X ax T v ay)dQ
it 9 2l
2 // oX ax{ H(W")} }”“dQ

_//Q [;—Y{{H(Wﬁ) } }(8;;+1+828§;:1>] U dQ =0 (3.7)

Finalmente, para escribir la ecuacion en su forma variacional dentro de la sinta-
xis manejada en FreeFEM++ se emplea el comando convect para los términos

Uyd
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convectivos en la ecuacion (3.7), teniendo:

lszrl 1
8Re// (—) uadQ—eRe/ —convect([ﬁm,ﬁm],—At,ﬁm)uadﬂ
I, i L0 ouy,  dam ! du,
m+1%Y*a a
- J e ] [+ (8 X 9x T ar ay)dQ
it 9 nl
_2¢ // " ax{ 1+ wip?] }uadQ

_//Q [;—Y{{H(Wﬁ) } }(8;;+1+828§;:1>] U dQ =0 (3.8)

Para el caso de la ecuacion de momentum en Y, se sigue el mismo plantea-
miento, cuyo desarrollo se muestra en el Apéndice C, dando como resultado la
siguiente ecuacion variacional:

sm+1 sm ~m
83Re// <—v )vadQ—83Re// L <17m—At (amaa‘;( +ﬁmaa‘; >> VadQ
m—+1 ~m-+1
e ] (25
Zavm+l a ngl
—28// - ay{ 1+(Wzy)} }vadQ
2 8um+1 28ﬁm+1
> // ax{ 1+ Wzy)] }( s )vadQ—O (3.9)

Y la forma variacional de la ecuacion de momentum en Y utilizando el comando
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convect:

3 ﬁm—H 3 1 ~m ~m ~m
€ Re// —— | v, dQ—¢ Re/ —convect([u I —ALTT) v dQ
v, , 019 vt Jy,
// " vdg”// 1+ Wi : <8 % oxt oy a?)‘m
Zavm—l—l a n—l
2 // Y 8Y{{1+(WY)] }V“dg

_82//98%{[1—'_(“/!7)2} }( ;;H+e a;;l>vad9:0 (3.10)

3.3. Representacion Grafica

Una vez ingresado el cddigo correspondiente al programa FreeFEM++, com-
pilando y ejecutando se obtienen los resultados graficos que se muestran a con-
tinuacion.

La Figura 3.2, muestra el desarrollo de los perfiles de velocidades longitudinales
adimensionales # a lo largo del microcanal de X =0 a X = 1 y en un rango
transversal que va desde la linea media Y = 0 hasta la pared Y = 1, para el caso
de un canal de paredes permeables y un fluido newtoniano, cuyos parametros
adimensionales sonn = 1.0, f = 1x10_5, Wi=1.0,e=0.01 yRe=1.0. Nétese
como a la entrada del microcanal el caudal Q es mayor que el caudal de salida,
sobretodo por que el conjunto de velocidades i en la salida es menor, esto se
debe a la pérdida de flujo de forma transversal por la permeabilidad de la pared
del microcanal. Asi como lo muestran las ecuaciones de frontera, la velocidad @
es mayor en el centro del microcanal y va disminuyendo al acercarse a la pared
Y =1, tanto por cuestiones de condiciones de no deslizamiento como por la fuga
de fluido debido a la permeabilidad de la pared. Es importante recordar que las
cifras numéricas mostradas en la Figura 3.2 no representan valores concretos de
la velocidad i, ya que al ser adimensional, el O es el valor minimo que puede
tomar y el 1 es el valor mdximo caracteristico, pero no se limita unicamente a
este, ya que como se observa en estas figuras y en las del Capitulo 4, se pueden
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llegar a tener valores adimensionales mayores a 1.

IsoValue

m0.276316
M0.355263
m0.434211
m0.513158
m0.592105

m0.75
m0.828947
m0.907895
m0.986842
m1.06579
W1.14474
m1.22368
W1.30263

Figura 3.2: Desarrollo del perfil de velocidades it a lo largo del microcanal, asi como desde
la linea media hasta la pared superior. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=1.0,B=1x10"> Wi=1.0, e =0.01 yRe = 1.0.

La Figura 3.3, muestra el desarrollo de los perfiles de velocidades transversales
adimensionales ¥ a lo largo del microcanal de X =0 a X =1 y en un rango
transversal que va desde la linea media Y = O hasta la pared Y = 1, para el caso
de un canal de paredes permeables y un fluido newtoniano, cuyos parametros
adimensionales son n = 1.0, B = 1x1073, Wi = 1.0, € = 0.01 y Re = 1.0. Se
muestra conforme a lo esperado en las condiciones de frontera que las veloci-
dades v se encuentren en la parte superior ya que estan cercanas a la pared del
microcanal Y = 1, en donde se encuentra la pérdida de flujo transversal, y en es-
ta parte superior, las velocidades mayores en direccion transversal se encuentran
en el lado izquierdo, ya que es donde atn existe un mayor flujo, pero conforme

43



CAPITULO 3. IMPLEMENTACION Y RESOLUCION DEL METODO NUMERICO

este disminuye, por condiciones de conservacion, la velocidad ¥ igual lo hace,
inclusive también la velocidad ii. Las menores velocidades como se muestra en
la Figura 3.3 se encuentran en la parte inferior ¥ = 0, ya que aqui los efectos de
la permeabilidad de la pared no tienen ninguna reaccion en el fluido de trabajo,
de igual forma a la salida del microcanal en X = 1. Es importante destacar que
aunque exista una variedad de velocidades 7V, estas son muy pequefas en com-
paracion a las velocidades ii.

IsoValue

m0.0502777
m0.0646427
m0.0790077
m0.0933728
m0.107738
m0.122103
M0.136468
m0.150833
m0.165198
m0.179563
m0.193928
m0.208293
W0.222658
m0.237023
m0.251388
m0.287301

Figura 3.3: Desarrollo del perfil de velocidades V a lo largo del microcanal, asi como desde
la linea media hasta la pared superior. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=10,B=1x10"> Wi= 1.0, e = 0.01 yRe = 1.0.

La Figura 3.4, muestra el desarrollo del campo de presiones adimensionales p
a lo largo del microcanal de X =0 a X = 1 y en un rango transversal que va
desde la linea media ¥ = 0 hasta la pared Y = 1, para el caso de un canal de
paredes permeables y un fluido newtoniano, cuyos pardmetros adimensionales
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sonn=1.0, B =1x107>, Wi= 1.0, € = 0.01 y Re = 1.0. Se observa que la pre-
sién mayor se encuentra a la entra del microcanal X = 0 y la presion minima se
encuentra a la salida de este X = 1, esta diferencia de presiones permite el des-
lizamiento del fluido a través del microcanal. También es importante mencionar
que la presion p varia unicamente en direccion longitudinal, es decir se relacio-
na con X y no tiene cambios respecto a Y, lo cual se corrobora en las ecuaciones
mostradas en el Capitulo 2, donde se describia la variacion de la presion para la
coordenada longitudinal.

IsoValue

m0.502785
m0.646438
W0.790091
W0.933744
m1.0774

W1.3647

m1.50836
m1.65201
W1.79566
m1.93931
m2.08297
W2.22662
m2.37027
W2.51393
m2.87306

Figura 3.4: Desarrollo del campo de presion p a lo largo del microcanal, asi como desde
la linea media hasta la pared superior. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=10,B=1x10"> Wi= 1.0, e = 0.01 yRe = 1.0.

En el siguiente capitulo se presentan los resultados mas representativos del
proyecto mediante un andlisis cuantitativo y cualitativo.
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CAPITULO

4

ANALISIS DE RESULTADOS

En la figura 4.1, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional i co-
mo una funcion de la coordenada transversal Y para 6 valores del parametro
adimensional 8, en X = 0.6. Los valores de los parimetros adimensionales son:
n=1.0,Wi=1.0, € =0.01 y Re =1.0. Como se puede apreciar en la figu-
ra, la velocidad i alcanza un valor maximo en el centro del microcanal (Y = 0),
mientras que alcanza un valor minimo igual a cero en las paredes del microcanal
(Y = 1.0) como consecuencia de la condicién de no deslizamiento. Los perfiles
muestran un comportamiento parabdlico. Un aspecto importante a considerar es
que n = 1.0, lo que significa que estamos en el caso de un fluido newtoniano. Es
importante resaltar este punto ya que para un fluido newtoniano a valores cre-
ciente del parametro adimensional 3, la velocidad en la direccién longitudinal
decrece. Este comportamiento se debe a que el parametro 8 representa de ma-
nera adimensional el permeado del fluido a través de las paredes del microcanal
y por ende, al aumentar la fuga en la direccion transversal, por conservacion, la
velocidad en la direccion longitudinal disminuye, alcanzando su valor minimo
al centro del microcanal cuando 8 = 3x107>. Cabe aclarar que todas las graficas
que se van a presentar fueron evaluadas en X = 0.6, la razon es porque a dife-
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rentes valores de la direccidn longitudinal, el comportamiento hidrodindmico es
el mismo.

1.6 1

144
12

1.0

0.8

0.6
0.4 4

0.2

0.0 T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Y

Figura 4.1: Perfiles de la velocidad adimensional ii como una funcion de la coordenada trans-
versal Y para 6 valores diferentes de . Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=1.0 Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada lon-
gitudinal X = 0.6.

En la figura 4.2, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional &t como
una funcioén de la coordenada transversal Y para 6 valores del pardmetro adi-
mensional 3, en X = 0.8. Los valores de los parametros adimensionales son:
n=20.6, Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la velocidad @ alcanza un valor maximo en el centro del microcanal (Y = 0),
mientras que alcanza un valor minimo igual a cero en las paredes del micro-
canal (Y = 1.0) como consecuencia de la condicién de no deslizamiento. Los
perfiles muestran un comportamiento parabdlico. Un aspecto importante a con-
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siderar es que n = (.8, lo que significa reol6gicamente que estamos en el caso
de un fluido no newtoniano. Es importante resaltar este punto ya que se muestra
como a valores crecientes del parametro adimensional 3, la velocidad en la di-
reccion longitudinal decrece, similar al de las figuras 4.1. Este comportamiento
se debe a que el pardmetro 3 representa de manera adimensional el permeado
del fluido a través de las paredes del microcanal y por ende, al aumentar la fuga
en la direccion transversal, por conservacion, la velocidad en la direccion longi-
tudinal disminuye, alcanzando su valor minimo al centro del microcanal cuando
B = 3x107>. Se observa como el maximo valor de ii en 8 = 0 es menor que el
que se da para la figura 4.1, por otro lado el valor maximo de ii en B = 3x107>
(que es el valor maximo mas pequefio entre todos los ) es ligeramente mayor
que el que se tiene en la figura 4.1.

En la figura 4.3, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional &t como
una funcioén de la coordenada transversal Y para 6 valores del pardmetro adi-
mensional 3, en X = 0.6. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=0.6, Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figu-
ra, la velocidad i alcanza un valor maximo en el centro del microcanal (Y = 0),
mientras que alcanza un valor minimo igual a cero en las paredes del microcanal
(Y = 1.0) como consecuencia de la condicion de no deslizamiento. Los perfiles
muestran un comportamiento parabdlico. Un aspecto importante a considerar
es que n = 0.6, lo que significa reoldgicamente que estamos en el caso de un
fluido no newtoniano. Es importante resaltar este punto ya que se muestra como
a valores crecientes del parametro adimensional 3, la velocidad en la direccion
longitudinal decrece, similar al de las figuras 4.1 y 4.2 . Este comportamiento se
debe a que el pardmetro 3 representa de manera adimensional el permeado del
fluido a través de las paredes del microcanal y por ende, al aumentar la fuga en
la direccion transversal, por conservacion, la velocidad en la direccion longitu-
dinal disminuye, alcanzando su valor minimo al centro del microcanal cuando
B = 3x107>. Se observa como el maximo valor de ii en 8 = 0 es menor que el
que se da para la figura 4.2, por otro lado el valor maximo de ii en 8 = 3x107>
(que es el valor maximo mas pequeiio entre todos los ) es ligeramente mayor
que el que se tiene en la figura 4.2. Se nota como la diferencia entre la velocidad
i al centro del microcanal variando el pardmetro n para cada respectivo 3 es
diferente, es decir, para f = 0 estas diferencias son considerablemente mayores
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Figura 4.2: Perfiles de la velocidad adimensional ii como una funcion de la coordenada trans-
versal Y para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=0.8 Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada lon-
gitudinal X = 0.6.

que las que se perciben en B = 3x107>. También, al disminuir el valor de n para
B=0,B=1x107% B =5x10"%y B = 1x107 en el centro del microcanal la
velocidad ii va disminuyendo, caso contrario para 8 = 3x10~> cuya velocidad i
va en aumento, por otro lado el comportamiento de 8 = 2x107> difiere a lo des-
crito en los dos casos anteriores, puesto que el valor de la velocidad longitudinal
disminuye en la segunda gréfica respecto la primera pero vuelve a aumentar co-
mo se muestra en la figura 4.3.

En la figura 4.4, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional & como
una funcion de la coordenada transversal Y para 5 valores del pardmetro adi-
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0.0 T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Y

Figura 4.3: Perfiles de la velocidad adimensional ii como una funcion de la coordenada trans-
versal Y para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=0.6, Wi= 1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada lon-
gitudinal X = 0.6.

mensional n, en X = 0.6. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
B =1x107>, Wi = 1.0, ¢ = 0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la fi-
gura, la velocidad i para cada uno de los perfiles alcanza un valor maximo en
el centro del microcanal (Y = 0), mientras que se tiene un valor minimo igual
a cero en las paredes del microcanal (Y = 1.0) como consecuencia de la condi-
cion de no deslizamiento. Los perfiles muestran un comportamiento parabdlico.
Se observa que al considerarse un fluido newtoniano n = 1.0 se tiene la mayor
velocidad i respecto al resto de perfiles de fluidos no newtonianos en el centro
del microcanal, teniéndose una relacion directamente proporcinal entre el valor
reoldgico de n y la velocidad i en (Y = 0). Durante el desarrollo de los perfiles
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de velocidades se muestra una disminucién de # mas pronunciado en el fluido
newtoniano que para el resto, ddndose en el siguiente orden n = 0.9, n = 0.8,
n =0.7, n = 0.6. Finalmente se nota que no existe un punto en el cual converjan
todos los perfiles de velocidad durante su desarrollo, a excepcion de la pared en
Y =1.0)

T T T T T
n=1
~_ n=0.9| |
A N n=0.8
1.0 - —
~ 08 = 1.36— =
u 1.34 .
0.6 - 132 f\ 4
1 - \;\5\~
0.4 ] 1.28 ]
024 | _
0.0 Y

0.0 T T T T T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.4: Perfiles de la velocidad adimensional ii como una funcion de la coordenada trans-
versal Y para 5 valores diferentes de n. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
B =1x107, Wi= 1.0, £ = 0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
longitudinal X = 0.6.

En la figura 4.5, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcion de la coordenada longitudinal X para 6 valores del parametro adi-
mensional 3, en Y = 1.0. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=1.0,Wi=1.0, e =0.01 y Re =1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la velocidad ¥ alcanza un valor maximo en la entrada del microcanal (X = 0),
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mientras que alcanza un valor minimo igual a cero en la salida del microcanal
(X = 1.0) como consecuencia de la perdida de flujo de forma transversal a lo
largo del microcanal. Los perfiles muestran un comportamiento no lineal decre-
ciente. Un aspecto importante a considerar es que n = 1.0, lo que significa que
estamos en el caso de un fluido newtoniano. Cabe aclarar que todas las gréficas
que se van a presentar fueron evaluadas en ¥ = 0, la razon es porque se aprecia
de mejor manera el comportamiento de la velocidad transversal v a lo largo de
las paredes del microcanal. Notese la tendencia de los perfiles de cada uno de los
valores del pardmetro adimensional 3, el cual representa el permeado del fluido
a través de las paredes del microcanal, para 3 = 0 la velocidad v es cero en todo
momento, ya que al no existir una fuga transversal en las paredes la velocidad
en este sentido es nula. Por otro lado al aumentar el valor de 8 la velocidad ¥ es
mayor a la entrada del microcanal, como en el caso de f = 3x107°. Es decir, ¥
en X = 0 es directamente proporcional a f3.

En la figura 4.6, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcion de la coordenada longitudinal X para 6 valores del pardmetro adi-
mensional 3, en Y = 1.0. Los valores de los parametros adimensionales son:
n=0.8, Wi=1.0, e =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la velocidad ¥ alcanza un valor maximo en la entrada del microcanal (X = 0),
mientras que alcanza un valor minimo igual a cero en la salida del microcanal
(X = 1.0) como consecuencia de la perdida de flujo de forma transversal a lo
largo del microcanal. Los perfiles muestran un comportamiento no lineal decre-
ciente. Un aspecto importante a considerar es que n = 0.8, lo que reologicamen-
te se interpreta como el caso de un fluido no newtoniano. Notese la tendencia
de los perfiles de cada uno de los valores del parametro adimensional f3, el cual
representa el permeado del fluido a través de las paredes del microcanal, para
B = 0 la velocidad ¥ es cero en todo momento, ya que al no existir una fuga
transversal en las paredes la velocidad en este sentido es nula, teniéndose un
flujo Poiseulle. Por otro lado al aumentar el valor de f la velocidad ¥ es ma-
yor a la entrada del microcanal, como en el caso de § = 3x107°. Es decir, ¥ en
X = 0 es directamente proporcional a 3. También es importante observar que
las velocidades iniciales 7 en la Figura 4.6 de cada respectiva  son menores en
comparacion a los mostrados en la Figura 4.5. Ademas las diferencias iniciales
entre unos perfiles y otros respectivamente son mayores entre mayor es el valor
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Figura 4.5: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcion de la coordenada lon-
gitudinal X para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales
son:n=1.0, Wi= 1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.

de B.

En la figura 4.7, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcién de la coordenada longitudinal X para 6 valores del pardmetro adi-
mensional 3, en ¥ = 1.0. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=20.6, Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la velocidad v alcanza un valor maximo en la entrada del microcanal (X = 0),
mientras que alcanza un valor minimo igual a cero en la salida del microcanal
(X = 1.0) como consecuencia de la perdida de flujo de forma transversal a lo
largo del microcanal. Los perfiles muestran un comportamiento no lineal decre-
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Figura 4.6: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcion de la coordenada lon-
gitudinal X para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales
son: n=0.8, Wi= 1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.

ciente. Un aspecto importante a considerar es que n = 0.6, lo que reolégicamen-
te se interpreta como el caso de un fluido no newtoniano. Notese la tendencia
de los perfiles de cada uno de los valores del parametro adimensional f3, el cual
representa el permeado del fluido a través de las paredes del microcanal, para
B = 0 la velocidad v es cero en todo momento, ya que al no existir una fuga
transversal en las paredes la velocidad en este sentido es nula, teniéndose un
flujo Poiseulle. Por otro lado al aumentar el valor de 3 la velocidad ¥ es ma-
yor a la entrada del microcanal, como en el caso de 8 = 3x107>. Es decir, ¥ en
X = 0 es directamente proporcional a . También es importante observar que
las velocidades iniciales 7 en la Figura 4.7 de cada respectiva 8 son menores en
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comparacion a los mostrados en la Figura 4.6. Ademas las diferencias iniciales
entre unos perfiles y otros respectivamente son mds grandes entre mayor es el
valor de B. Esta tercer grafica de v contra X corrobora que al tener un valor pe-
quefio de n en general la velocidad transversal al inicio del microcanal va a ser
menor, por lo que existe una importante relacion entre esta velocidad y el valor
reologico n.
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Figura 4.7: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcién de la coordenada lon-
gitudinal X para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales
son: n=0.6, Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.

En la figura 4.8, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcién de la coordenada longitudinal X para 5 valores del pardmetro adi-
mensional n, en Y = 1.0. Los valores de los parametros adimensionales son:
B =1x107>, Wi = 1.0, ¢ = 0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la fi-
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gura, la velocidad v para cada uno de los perfiles alcanza un valor mdximo en
la entrada del microcanal (X = 0), mientras que se tiene un valor minimo igual
a cero en la salida del microcanal (X = 1.0) como consecuencia de la perdida
de flujo en direccidn transversal. Los perfiles muestran un comportamiento de-
creciente. Se observa que al considerarse un fluido newtoniano n = 1.0 se tiene
la mayor velocidad 7 respecto al resto de perfiles de fluidos no newtonianos en
la entrada del microcanal, y conserva ese comportamiento, teniéndose una rela-
cion directamente proporcional entre el valor reoldgico de n y la velocidad ¥ en
(Y = 1.0). Durante el desarrollo de los perfiles de velocidades se muestra una
disminucion de @ mas pronunciado en el fluido newtoniano que para el resto,
dandose en el siguiente orden n = 0.9, n = 0.8, n = 0.7, n = 0.6. Finalmente se
nota que no existe un punto en el cual converjan todos los perfiles de velocidad
durante su desarrollo, a excepcion de la pared en (Y = 1.0)

En la figura 4.9, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcioén de la coordenada transversal Y para 6 valores del parametro adi-
mensional 3, en X = 0.6. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=1.0,Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la velocidad ¥ para cada uno de los perfiles alcanza un valor maximo en las pa-
redes del microcanal (Y = 1.0), mientras que se tiene un valor minimo igual a
cero en el centro del microcanal (Y = 0), a excepcioén de B = 0 donde se tiene
un valor constante de cero en toda la distancia transversal, como consecuencia
de que al no existir permeabilidad, no se tiene una perdida de flujo transversal y
por eso la velocidad 7 en esa distancia es nula, lograndose un flujo tipo Poiseui-
lle. Los perfiles a excepcion del caso que no existe permeabilidad muestran un
comportamiento parabolico. Es importante considerar que el parametron = 1.0
nos muestra un comportamiento de fluido newtoniano, ademas se debe desta-
car, que al aumentar el valor de la permeabilidad los perfiles adquieren un valor
mayor en la velocidad v, esto se debe a que 3 es directamente proporcional al
aumento del caudal de fuga en direccion transversal al microcanal. Las graficas
presentadas a continuacion son evaluadas en (X = 0.6) ya que a lo largo del
microcanal en direccion longitudinal el comportamiento es el mismo.

En la figura 4.10, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcion de la coordenada transversal Y para 6 valores del parametro adi-
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Figura 4.8: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcion de la coordenada longi-
tudinal X para 5 valores diferentes de n. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
B =1x107>, Wi= 1.0, ¢ = 0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.

mensional 3, en X = 0.6. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=0.8,Wi=1.0, € =0.01 yRe =1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la velocidad 7 para cada uno de los perfiles alcanza un valor mdximo en las pa-
redes del microcanal (Y = 1.0), mientras que se tiene un valor minimo igual a
cero en el centro del microcanal (Y = 0), a excepcion de B = 0 donde se tiene
un valor constante de cero en toda la distancia transversal, como consecuencia
de que al no existir permeabilidad, no se tiene una perdida de flujo transversal y
por eso la velocidad 7 en esa distancia es nula, lograndose un flujo tipo Poiseui-
lle. Los perfiles a excepcion del caso que no existe permeabilidad muestran un
comportamiento parabolico. Es importante considerar que el pardmetro n = 0.8

58



CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

0.30 : I , I ' | | | | |
—B=0 n=1.0
0254 - B=1x10" Wi=1.0 |
— p=5x10% &% 0.01
0204 — B=1x10"° )'_‘2::016-0 |
B=2x10" '
= -5
0.15 - p=3x10 |
(V)
0.10 - I
0.05 - -
0.00 oo
0.0 0.2 0.4 06 08 7

Figura 4.9: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcion de la coordenada trans-
versal Y para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=1.0, Wi=1.0, € =0.01 yRe = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada lon-
gitudinal X = 0.6.

nos muestra un comportamiento de fluido no newtoniano, ademaés se debe desta-
car, que al aumentar el valor de la permeabilidad los perfiles adquieren un valor
mayor en la velocidad v, esto se debe a que 3 es directamente proporcional al
aumento del caudal de fuga en direccion transversal al microcanal. La razén por
la que todos los perfiles inician con un valor inicial de 7 = 0 es que los efectos
de la perdida de flujo en direccidn transversal no llegan a repercutir en la linea
media del microcanal. Obsérvese como con un valor menor de n los valores
maximos de velocidades transversales son menores respecto a los mostrados en
la figura 4.9, las diferencias que se tienen entre la figura 4.10 y 4.9 son mayores
entre mas grande sea el valor del parametro f3.
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Figura 4.10: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcion de la coordenada
transversal Y para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales
son: n=0.8, Wi= 1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
longitudinal X = 0.6.

En la figura 4.11, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcion de la coordenada transversal Y para 6 valores del parametro adi-
mensional B, en X = 0.6. Los valores de los parimetros adimensionales son:
n=0.6, Wi=1.0, € =0.01 y Re =1.0. Como se puede apreciar en la figura, la
velocidad 7 para cada uno de los perfiles alcanza un valor méximo en las paredes
del microcanal (Y = 1.0), mientras que se tiene un valor minimo igual a cero en
el centro del microcanal (Y = 0), a excepcién de 8 = 0 donde se tiene un valor
constante de cero en toda la distancia transversal, como consecuencia de que
al no existir permeabilidad, no se tiene una perdida de flujo transversal y por
ende la velocidad 7 en esa distancia es nula, lograndose un flujo tipo Poiseui-
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lle. Los perfiles a excepcion del caso que no existe permeabilidad muestran un
comportamiento parabdlico. Es importante considerar que el pardmetro n = 0.6
nos muestra un comportamiento de fluido no newtoniano, ademas se debe desta-
car, que al aumentar el valor de la permeabilidad los perfiles adquieren un valor
mayor en la velocidad 7, esto se debe a que 8 es directamente proporcional al
aumento del caudal de fuga en direccion transversal al microcanal. Obsérvese
como con un valor menor de n los valores maximos de velocidades transversales
son menores respecto a los mostrados en la figura 4.10 y 4.9, las diferencias que
se tienen entre la figura 4.10 y 4.11 son mayores entre mas grande sea el valor
del parametro 3. Con ello se demuestra que n es directamente proporcional al
valor maximo de v en cualquier valor de B exceptuando el caso de que no exista
fuga transversal en las paredes.

En la figura 4.12, se muestran los perfiles de la velocidad adimensional ¥ como
una funcioén de la coordenada transversal Y para 5 valores del pardmetro adi-
mensional n, en X = 0.6. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
B =1x107>, Wi = 1.0, ¢ = 0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la fi-
gura, la velocidad 7 para cada uno de los perfiles alcanza un valor maximo en
las paredes del microcanal (Y = 1.0), mientras que se tiene un valor minimo
igual a cero en el centro del microcanal (Y = 0). Los perfiles muestran un com-
portamiento parabdlico. Esta figura muestra de mejor forma lo comentado en la
figura 4.11, donde el valor maximo de las velocidades para un 8 determinado
es directamente proporcional al valor de n, donde el fluido newtoniano alcanza
las mayores velocidades transversales a lo largo de Y.

En la figura 4.13, se muestran los perfiles de la presion adimensional p como
una funcion de la coordenada longitudinal X para 6 valores del pardmetro adi-
mensional 8, en Y = 1.0. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=1.0, Wi=1.0, e =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la presion p para cada uno de los perfiles alcanza un valor maximo al inicio
del microcanal (X = 0), mientras que se tiene un valor minimo igual a cero en
la salida del microcanal (X = 1.0), es importante recordar que al decir que el
valor es cero no significa que esto valga la presion, ya que al ser una presion
adimensional simplemente significa que es el valor minimo. Los perfiles tienen
un comportamiento decreciente como consecuencia de la diferencia de presion
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Figura 4.11: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcion de la coordenada
transversal Y para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales
son: n=0.6, Wi= 1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
longitudinal X = 0.6.

entre la entrada y la salida del microcanal, lo que permite el flujo del fluido de
trabajo, ya que si la presion fuera constante no existirian movimiento alguno. Es
importante destacar que se trabaja en un valor de n = 1.0 lo que significa que se
trata de un fluido newtoniano. Obsérvese como en 3 = 0 que representa el caso
donde no existe perdida de flujo en direccion transversal, el perfil de presiones
es lineal, por otro lado en los casos donde existe fuga de fluido los perfiles de
presiones no son completamente lineales, esto se muestra de mejor forma en
B = 3x107>. Nétese como la presién en (X = 0) es inversamente proporcional
al pardmetro f3, debido a que entre mayor permeabilidad exista, se tiene una ma-
yor perdida de flujo transversal y por consecuencia una presion inicial menor.
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Figura 4.12: Perfiles de la velocidad adimensional v como una funcion de la coordenada
transversal Y para 5 valores diferentes de n. Los valores de los pardmetros adimensionales
son: B =1x1073, Wi = 1.0, € = 0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coor-
denada longitudinal X = 0.6.

Como consideracion todas las graficas mostradas a continuacion se evaluaron
en (Y =1.0).

En la figura 4.14, se muestran los perfiles de la presiéon adimensional p como
una funcién de la coordenada longitudinal X para 6 valores del pardmetro adi-
mensional B, en Y = 1.0. Los valores de los parametros adimensionales son:
n=0.8, Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura,
la presion p para cada uno de los perfiles alcanza un valor méximo al inicio
del microcanal (X = 0), mientras que se tiene un valor minimo igual a cero en
la salida del microcanal (X = 1.0), es importante recordar que al decir que el

63



CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

3.0 — -~ B=0 4
——— B=1x10"°
o5 ] — B=5X1 0—6 -
| N e B=1 x107° ]
00 4 N B:2X1 0—5 i
ﬁ NN B=3x1 0°
1.5 1
n=1.0
1.0 1 Wi=1.0 ]
e=0.01
0.5 Re=1.0 N\ -
Y=1.0 ‘
0.0 T T T T T T T T T . T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 4.13: Perfiles de la presion adimensional p como una funcion de la coordenada lon-
gitudinal X para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales
son:n=1.0, Wi= 1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.

valor es cero no significa que esto valga la presion, ya que al ser una presion
adimensional simplemente significa que es el valor minimo. Los perfiles tienen
un comportamiento decreciente como consecuencia de la diferencia de presion
entre la entrada y la salida del microcanal. Es importante destacar que se trabaja
en un valor de n = 0.8 lo que significa que se trata de un fluido no newtoniano.
Obsérvese como en 3 = 0 que representa el caso donde no existe perdida de
flujo en direccion transversal, el perfil de presiones es lineal, por otro lado en
los casos donde existe fuga de fluido los perfiles de presiones no son completa-
mente lineales, esto se muestra de mejor forma en § = 3x10~>, sin embargo es
menos pronunciada la curva respecto a la figura 4.13 . N6tese como la presion
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en (X = 0) es inversamente proporcional al parametro 3, debido a que entre ma-
yor permeabilidad exista se tiene una mayor perdida de flujo transversal y por
consecuencia una presion inicial menor. Es de destacarse el hecho que al tener
un valor menor de n respecto a la figura 4.13 los valores maximos de las presio-
nes para todos los fluidos disminuyen pero a su vez entre ellos se muestran mas
cercanos.
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Figura 4.14: Perfiles de la presion adimensional p como una funcion de la coordenada lon-
gitudinal X para 6 valores diferentes de . Los valores de los pardmetros adimensionales
son: n=0.8, Wi= 1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.

05 =

En la figura 4.15, se muestran los perfiles de la presion adimensional p como
una funcién de la coordenada longitudinal X para 6 valores del pardmetro adi-
mensional 3, en ¥ = 1.0. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
n=0.6, Wi=1.0, e =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura,
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la presion p para cada uno de los perfiles alcanza un valor maximo al inicio del
microcanal (X = 0), mientras que se tiene un valor minimo igual a cero en la
salida del microcanal (X = 1.0). Los perfiles tienen un comportamiento decre-
ciente como consecuencia de la diferencia de presion entre la entrada y la salida
del microcanal. Es importante destacar que se trabaja en un valor de n = 0.6 lo
que significa que se trata de un fluido no newtoniano. Obsérvese como en § =0
que representa el caso donde no existe perdida de flujo en direccion transversal,
el perfil de presiones es lineal, por otro lado en los casos donde existe fuga de
fluido los perfiles de presiones no son completamente lineales, esto se muestra
de mejor forma en 8 = 3x107, sin embargo es menos pronunciada la curva y
casi podria percibiese lineal respecto a la figura 4.14 y 4.13. Nétese como la
presion en (X = 0) es inversamente proporcional al parametro 3, debido a que
entre mayor permeabilidad exista se tiene una mayor perdida de flujo transver-
sal y por consecuencia una presion inicial menor. Es de destacarse el hecho que
al tener un valor menor de n respecto a la figura 4.14 los valores maximos de las
presiones para todos los fluidos disminuyen pero a su vez entre ellos se mues-
tran mas cercanos.

En la figura 4.16, se muestran los perfiles de la presion adimensional p co-
mo una funcion de la coordenada longitudinal X para 5 valores del pardmetro
adimensional n, en Y = 1.0. Los valores de los parametros adimensionales son:
B =1x10", Wi= 1.0, £ =0.01 y Re = 1.0. Como se puede apreciar en la figura
la presion tiene una relacion inversamente proporcional a la distancia longitudi-
nal del microcanal, tanto por cuestiones necesarias para el desplazamiento del
fluido, como de la existencia de una pérdida de caudal de forma transversal a lo
largo de este. Los perfiles de presion mostrados en la figura 4.16 no son lineales
aunque asi pareciesen, esto se debe a que al existir una fuga en las paredes del
microcanal la presion se ve afectada, al no permitir su disminuciéon de forma
lineal. Es importante observar como la presion maxima que se da a la entrada
del microcanal es directamente proporcional al valor de n, donde el fluido new-
toniano tiene el valor maximo de p.
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Figura 4.15: Perfiles de la presion adimensional p como una funcion de la coordenada lon-
gitudinal X para 6 valores diferentes de B. Los valores de los pardmetros adimensionales
son: n=0.6, Wi=1.0, € =0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.
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Figura 4.16: Perfiles de la presion adimensional p como una funcion de la coordenada longi-
tudinal X para 5 valores diferentes de n. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
B =1x10">, Wi= 1.0, € = 0.01 y Re = 1.0. Los perfiles fueron evaluados en la coordenada
transversal Y = 1.0.
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CAPITULO

5

CONCLUSIONES

En la presente tesis se desarrolld el estudio hidrodinamico de la sangre a
través de un capilar, representado como un fluido no newtoniano que circu-
la dentro de un microcanal de paredes permeables. Para ello se emplearon las
ecuaciones de momentum y continuidad que son las que rigen el comportamien-
to dindmico de los fluidos, pero en dos dimensiones como parte de la simplifi-
cacion del problema. Una vez desarrolladas las ecuaciones de Navies-Stokes y
planteadas las condiciones de frontera para este sistema, se adimensionalizaron
las expresiones y convirtieron en su forma variacional para su descripcion den-
tro de la sintaxis del programa utilizado para el analisis, en este caso el software
de uso libre FreeFEM++.

Como resultados del estudio hidrodindmico se obtuvo el perfil de velocidades
longitudinal i y transversal ¥, asi como el campo de presiones del sistema p
de forma grafica, y de igual manera el como influyen en el comportamiento de
estas variables los valores de los parametros como el permeado del fluido 3, el
indice de Ley de Potencia n, asi como la posicion transversal Y y longitudinal
X del microcanal.
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Entre los resultados mas importantes para cada variable se tiene que en el caso
de la velocidad longitudinal i su comportamiento es el mismo a lo largo del mi-
crocanal, pero si varia respecto a la distancia Y, ya que entre més cercano se esté
de la pared la velocidad # disminuye debido a la condicion de no deslizamiento
al igual que la influencia de la pérdida de flujo de forma transversal, lo cual
muestra que al aumentar el parametro B por condicion de conservacion dismi-
nuye el caudal Q en direccion longitudinal y por ende la velocidad ii es menor.
De igual forma #i y el valor de n, tienen una relacion directamente proporcional
durante la entrada del microcanal.

Para el caso de la velocidad transversal ¥ se tienen variaciones respecto a X y
Y dnicamente cuando existe una permeabilidad  diferente de cero, como se
muestra graficamente al igual que en las condiciones de frontera. Esto se de-
be que al no existir permeabilidad en las paredes del microcanal no se cuenta
con un flujo transversal, por lo que se tiene un flujo Poiseuille en donde ¥V = 0
para cualquier punto del sistema. Por otra parte, al tener una perdida de flujo
transversal, la velocidad 7V ira en incremento entre mas cerca se encuentre de la
pared, teniéndose en Y = 1.0 la zona de mayor velocidad en direccion trans-
versal. Considerando toda el drea del microcanal donde ¥ = 1.0, la velocidad ¥
decrece entre mds se acerque a la salida del microcanal X = 1.0, esto se debe a
que al irse perdiendo flujo en direccion y a lo largo del microcanal disminuye el
caudal que fluye de forma longitudinal, es decir, es menor la cantidad de caudal
de fuga transversal cercano a la salida que respecto a la entrada donde se tiene el
caudal inicial Qg, cuyo valor es el maximo; recordando que todo esto es cuando
se tiene 3 > 0.

Para el caso de la presion p, tanto en las ecuaciones como en las figuras mos-
tradas en el Capitulo 3 y 4 se muestra como esta variable Uinicamente varia en
direccion longitudinal y no de forma transversal al microcanal. Al existir esta
diferencia de presion entre la entrada y la salida se garantiza el movimiento del
fluido de trabajo de la zona de mayor presion (X = 0) a la zona de menor presion
(X =1.0).

Finalmente, como conclusion, se tiene que el modelo planteado tanto de forma
analitica asi como en el software FreFEM++ cumple con los resultados espera-
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dos en su andlisis fluidodindmico. Al estar correctamente modelado se esperan
futuras investigaciones de este sistema teniendo consideraciones como el des-
lizamiento en las paredes o estudios mas especificos como la dilatacién u obs-
truccion de un capilar, pudiendo entender el comportamiento de la sangre en
situaciones donde se tienen estas afecciones vasculares, apoyando al drea de la
salud desde un punto de vista ingenieril.

71



CAPITULO 5. CONCLUSIONES

72



APENDICE

A

ILEY DE LA VISCOSIDAD DE NEWTON]|

Para el caso de la ecuacion de momentum en x, se sustituyen en la ecuacion
(2.2), las expresiones de cada uno de los téminos del esfuerzo viscoso dados por
la Ley de la viscosidad de Newton.

Ju Jdu\  dp  d N [du
P(Getdy) = o (1@ (5)

+ a—(n (Ty,7) <%+%>)
Desarrollando:
p(13830) = 22 o) Tt (3) (20
+ n(71,7) (% (g—;Jr%) + (3—;+%> o gf77))
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du Jdu dp d%u 0%u
pugety) = ~Fanmn) SEn (1) 55

e 2(50) (PSR e 3
+ 1 (1, )ai?y+&(ngf’ ) (%ﬁ%)

Sabiendo que:

Jd (dv\  d [dv
3 (3e) = 5 (5)
%u ~d (du

Entonces:
@4_ @ — _a_p+ (T ) azu %u
P\ "% v&y — Tox TUnt 8x2 0y?
9 [du ou\ (9 (n(Ir.7))
+’7<Tf”)a<$>+2(a>< o

La v\ (M (ThY) [du v
e () 5 (5)+ S (5 )
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@4_ @ — _a_p_+_ (T ) 8_2144_8_2”
P\ "% V&y = Tox MTURY 52 dy?

Recordando la ecuacion de continuidad:

o, v,
dx dy
Se tiene:
@—l— @ = —@4— (T ) a_zu_|_a_2u
P\"ox Yav) T T ox TR\ 352 )2
0 T,y 0 T
Lo (oY (2 (Tr) | 2(n(Ty.7)) (du o
dx dx dy dy OJx
Finalmente:
du du . 3]9 .2% d%u  0%u
(ungv&—y) = _5“70 [1—{-(1’}’)} <ﬁ+a_y2>
n—1
5 a(no 1+ (A7) 2)
25 ox
n—1
NIe
) a(no[w(m} ) e o
dy dy OJx

Para el caso de la ecuacion de momentum en y, se sustituyen en la ecuacion
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(2.3), las expresiones de cada uno de los téminos del esfuerzo viscoso dados por
la Ley de la viscosidad de Newton.

dv ~dvy  dp N [V
(r5et5) = ooy (@ (57))

O g (2
ox \TUnY dy ox

Desarrollando:
dv ~dv  dp .\ 0%y v\ (9 (n(Tr7))
(15et5) - ‘a—y”"”f’”a—yz”(a—y)( z
e (g D (20 (2, 9) (0 (1,.9)
MURY) 55 dy Ox dy Ox ox
dv  dv dp 82 82

dy
(5 (‘””éﬁ””)+n< m)ﬁ—f;
n(

u_ 3 (n(1y.7)) <@+av>

Iry )axay dx dy 0x

Sabiendo que:

2%y

Jd (du) 0
(%) =

0
ox? ox
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Entonces:
dv  dv 0%y 9%y
"(“a—x“a—y> - “*’”Tf’ >< ay)
d [dv ov\ [ d(n(Ty,y
a3 () ()
d (du\ (N (Tr,7)) (du v
+ (7 )a_<$>+ ox (a—ﬁa)

@4_ & — _@4_ (T ) 8_2\}+8_2v
P\ "ox v&y  dy MUY 522 dy?
d [(du Jv v 8(17(Tf,j/))
" n(Tf’Y)ay <9x 8_y>+2<9_y)< dy
d (n(7,7)) (@Jr@)

ox dy Odx

Recordando la ecuacion de continuidad:

Ju dv

ErR riall

Se tiene:

@_{_ @ — _a_p+ (T ) 8_2‘)+a_2‘)
P\ "ox v&y ~ dy MUY 522 dy?
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Finalmente:
dv dv)  dp o1 (9% 9%
p(ug—i—va—y) = —a—y‘i—no[l—i—()t’}/)} (W+8_y2
n—1
2] 7
N 2@9<no[1+(17)] )
dy dy
n—1
217
N 3(’70[1+(M’)} > @ &
ox dy OJx
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APENDICE

B

ADIMENSIONALIZACION DE
ECUACIONES

Primero se toma en cuenta las expresiones que definen los pardmetros adi-
mensionales descritos en el Capitulo 2:

X Y . u .V - P—Po
X=—=; Y=, l=—; V=—; = B.1
L H Uc Ve p Ap. B.1)
Ademas, se considera el orden de magnitud de las siguientes variables:
x~L; y~H,
U~ ue, VooV (B.2)

De las cuales se obtiene la expresion dada en la ecuacion (2.15) al sustituir los
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valores caracteristicos en:

Uce Ve
Teniendo que:
uc-H
Ve = 2 (B.3)

Finalmente se expresa la variable caracteristica u, en términos de variables fisi-
cas de la siguiente manera:

(B.4)

Ecuacion de continuidad

Partiendo de la ecuacién de continuidad (2.1), se sustituyen en ella las ex-
presiones de (B.1), (B.3) y (B.4) segiin se muestra en el siguiente desarrollo:

Jd Jd .
B (due) + 8_y (Wve) =0
dii 0X avay

ucﬁg + vcﬁa_y_

dii 1 N ov 1 0
C A~ 7 Veso 5 =
“eoax L oY H
&% € MCHLE—O
L 0X L HJY

e OF U 0%

L dX L dY
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Finalmente, la ecuacion de continuidad adimensional queda:
dii n v
2.4 Yy

Magnitud de la velocidad de deformacion

0 (B.5)

Antes de adimensionalizarse las ecuaciones de momentum, es importante
que se realice este mismo proceso para la magnitud de la velocidad de defor-
macion ¥, ya que estd descrita en términos de las derivadas de velocidad u y v
respecto a x y y. A su vez, la viscosidad 1 (considerada en las ecuaciones de
momentum) estd en funcion de esta magnitud. Para ello, tomandose en cuenta
las expresiones en (B.1), se definen:

du_udd . ou_ucdd
ox LoJX ° dy HIY’
v vedV v v IV
xLoxX ' 9y HoY (B.6)

Considerando la ecuacion (2.5), se desarrolla completamente, quedando:

1
_ du\* du\* du dv v\ > ov\*|°
(3 (5) (G () ()] e
Se sustituye en (B.7) lo descrito previamente en (B.6), por lo que se tiene:
(o (198 (9" (ucddve 9Y
r= L oX H Y HJY LJX

1
+ Eﬁ 2_|_2 Eﬁ 2|
L dX HJY
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Se continua el desarrollo de la ecuacidén, tomando en cuenta (B.3):

[y (om\?, @ (9aN? a2 (93 0%
Y= 1712\ ox H? \ Y 12\ 9Y 90X

1

2 172 5\2 2
u: H> [ 9v Z [ dv
—=— | == 2 B.8
o (ax) * 2<ay (B.8)
Factorizando términos semejantes en (B.8):
Cfu? 2H2 Ji 2+ Jil 2+2H2 i Iv
"=\ w2 X gy ) "2 \arax
1
H* [ dv 2+2H2 a7\ |’
L4\ 0X L2\ dY
Definiendo € como la relacion de aspecto del microcanal:
H
E=—>1 (B.9)

L

Agrupando términos se tiene que:

[ o[ (3n\ (aaany
"=x 0X dY 90X

1
av\? [da\?*|’
4 — —
e (ax) +(8Y) } (510

=7 (B.11)
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En donde 7 es el término adimensional de la magnitud de la velocidad de defor-
macion.
L L |(28) (2897 (97
r= 9X arax ) \ar
1
AN A
4
-— — B.12
+€ (ax) +(ay> } (B.12)

Viscosidad del fluido

Si bien, la expresion de la viscosidad no puede ser adimensionalizada com-
pletamente, si una parte de esta. Tomando la ecuacion (2.6) y (B.11), se tiene:
n—1

. Uy 2 2
n (Tr,7) = Mo [1 + (l§y> ] (B.13)

Para lo cual se considera el nimero de Weissenberg Wi:

o Aug
Wi= I (B.14)
Reescribiendo (B.13):
n—1
n(Tr,7) = o [1+(Wi;7)2} ? (B.15)

Una vez teniendo en cuenta la expresion dada en (B.15), se procede a adimen-
sionalizar las ecuaciones de momentum.

Ecuacion de Momentum en x

Previo al desarrollo de la adimesionalizacidn, se debe considerar la siguiente
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expresion:

W _, I, IpIX _Ap.dp
ox  Pox T7Poxox T L ox

(B.16)

De igual manera, tomando en cuenta (B.1), las segundas derivadas parciales de
las velocidades u y v respecto a x y y se definen como:

02u U 02%ii . 0%u U a%z.

ox2  [29X%2 °  0y? H29Y%

9%y Ve 8217_ . 2%y Rz 0%y B 1
o T DoXT oy Hov A0

Para el caso de la derivada parcial de la funcion de viscosidad respecto a x y y,
se muestra el desarrollo de sus respectivas ecuaciones:

an(Tpy) 0 217 Mo 0 o1
T_E{”‘) [H—(Wzy)} }_fa—x{{u(wzy)] }(B.ls)

n—1

%Tyf”) - &% {770 1+ Wiy } S A { 1+ Wiy 2}<B.19>

De igual manera, para el término temporal respecto a x se tiene:

du_ 2 of _u.9a_i2on
ot 0f ot t,0f L of

(B.20)

Donde 7 representa el tiempo de forma adimensional y ademas:
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Tomando en cuenta las expresiones de (B.6), (B.15)-(B.20), se sustituyen en
(2.9), quedando como:

ox WeHay L oX
u. 0% N u. 0%
20X2  H29Y?

w2 ({1 +(Wip)’| 21>

uc dii | _ ucaﬁ>_ Ap. 9p

+10 [1 + (Wif/)z} & (

+2

L JdX L 0X
n—1
2]z
+@8([1+(W!}/)} ) &@Jrﬁﬂ (B.21)
H oY HJY LdX '

Se sustituyen algunos valores caracteristicos en la ecuacion (B.21):

PP (T ax LH? 0X

u? dii w2 di _u’H Ji _ MoucL ap
L of L 0X LH Y
u. 0%i  u, 82L7>

+n0[1+ WW} <L28X2 H29Y?

o 90 J ([”(W’” V)

7 X X
n—1
2] 7
+@a([1+(wm] ) w3 uH 3
H Y HJY L2 09X
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Factorizando términos semejantes:

u_3@+ g 00 590N Mouc Ip
Lot P \"ax"Vor) T T HZ ox
n—1 2 32~ 2~
NoUc¢ 21" (H”d“i Jd<i
o [+ Vi (ﬁﬁ*ﬁ)
n—1
a2 2
o aﬁa<[l+(Wl’}/)] )
12 oX oX
n—1
a2 2
+"°”"a({l+(wm} ) 9 H 9%
2 oY oY | 12 oX

Se despeja el término de la derivada parcial adimensional de la presion respecto
a la distancia longitudinal del canal:

e H® (da  (.od  _od\\ __Jp
P noe \ a7 " \“ax "Var ) ) T “ox

0 nom [H(W’Y) } (L2 ax2 " oy?

n—1
2| 2
Noue H? afta ({1+(WW) } )
L? T]()MC8X 0X

n—1

2 2
- Hza([u(wzy)] ) s w0
H? nou oY oy " 129X

_|_
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Simplificando y agrupando se obtiene:

puCHH %4_ ”%4_‘% —_@
m L\oi \"ox "'or)) T ox
n—1 2 32~ 2~
o1 (H”d°i Jd<i
+ [+ Wiy (ﬁﬁ*ﬁ)

1 9 ° Gl +(wiry’] 21)

T2 9% X
n—1
a2 2
+8<[1+(WZY)] > %+H_2ﬁ (B22)
Y Y [?0X '

La ecuacion (B.22) representa la ecuacion adimensional de momentum en x,
que se puede describir finalmente como:

Jii 9@ 9@\  dp
8R€§+8R€ <u8_X+v8_Y) = _a_X

o1 0%i 9%
+[1+(Wl’)/)2} ’ (82m+m>

oi? ([1+(Wi37)2r§1>

28755 oX
n—1
2] T
+8([1+(Wﬂ)} )@%zﬁ 52
oY oY ' ox ‘

En donde Re representa el niimero de Reynolds y € la relacion adimensional de
esbeltez.

Ecuacion de Momentum en y
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Previo al desarrollo de la adimesionalizacidn, se debe considerar la siguiente
expresion:

8p_A dp dpoY _Ap.dp

oy P9y TPy oy T H oy

(B.24)

Para el caso del término temporal en la ecuacién de momentum en y, se muestra
el desarrollo de sus respectivas ecuaciones:

dv _ dv.df Ve v gHa_ﬁ
ot of ot t.0f 1% Of

(B.25)

Tomando en cuenta las expresiones de (B.6), (B.15),(B.17)-(B.19), (B.24)-(B.25),
se sustituyen en (B.10), quedando como:

u>H 97 +p Ve OV 47 ve V) _Ap 8p

12 of Lox  Hoy H oY
A1 (v 9% vc 0%y

o [H(M) ] <L2 X2 w2 aﬂ)

12V 9o 9 { [1+ Wzy }

@i .~2% u. i vcav
L ox { [H(WW) } } <H oY T Lox (B.26)

Hu.—
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Se sustituyen algunos valores caracteristicos en la ecuacion (B.26):

uZH ov o (b oV cucHuH Iv\ _ moul dp
2 o P\ ox VL HLoYy) T  HZH oY
n—1 2~ 2~
217 (uH 0V u.H 9V
o [H(M) } ( I ox2 ' LH? 8Y2>

+2uCH8vn0 0 {[1+(Wy) ]n 1}

HL oY H oY
Mo 0 ) 1l u.di  u.H dv
+L8X{[1+(WW)} }(H8Y+L2 X

Factorizando términos semejantes:

w?Hov  ulH <~av ~av~>__noucLap

2 or P \"ox oy W oy

NottcL 1" (H* 9% H? 9%
HE {H(M)} <L48X2+FW

Noue AV 0 1
T2 HL oy oy { [+ i) }

Noue 0 1) [(dii  H? 9V
+LH${[H(W”’)} }<W+Fﬁ

Se despeja el término de la derivada parcial adimensional de la presion respecto
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a la distancia transversal del canal:
wzH H® [0V
P L? noucL <8t <
+ [HW) }2
n1
+2ﬁﬁﬁ{[1+(wm2} ’ }

H? 0 1"t [(9d  H? 9V
+ﬁﬁ{[”<wlﬂ }(aﬁﬁﬁ)

Simplificando y agrupando se tiene:

H4 027 N H? 9%
14 9x2 " 12 9y2

/\Q)Q)

o L3 \of  \"“ox "oy oY

St (HY 9% | H? 9%
[”(’“N (FW+FW)

oo (e w] ™)

+H_21 [1+W }21 il Hzaﬁ
12 0X i) oy T 2ox

LS9\ _ 98
Yav ) ) T oy

puCHH_3 <a_‘7_|_ <ﬁﬁ+ﬁﬁ>> — _@

(B.27)

La ecuacion (B.27) representa la ecuacion adimensional de momentum en y,
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que se puede describir finalmente como:

av v v ap
3 3 432 op
€ Re a~-|—8 Re(uaX v&Y) 5y

15 2% 9%
+e2 [1+(M/)2] B <e2m+m>
2 8\) 1 + W n 1
Y oY i7)’
ot

) dii 281}
te ﬁ{[u(ww) } } (8Y+ ax> (B.28)

En donde Re representa el niimero de Reynolds y € la relacion adimensional de
esbeltez.
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C

FORMA VARIACIONAL DE LA
ECUACION DE MOMENTUM EN Y

De igual manera para el caso de la ecuacion de momentum en Y se comienza
igualando la expresion (2.20) a cero y multiplicando por su variable auxiliar
v,. Ademds se realiza una discretizacion en la parte temporal y de esta forma
facilitar su manejo.

sm+1 _ =sm o7 o7 0P
[83Re (¥> + &3Re (a—v +v—v> + 2P

At X dY Y
5 9% 9%
) 2] 2 2
€ [1+(Wzy) ] <£ —8X2+—8Y2)

n—1

97 9 1!
_zgza—;a—y{{w(wﬂ ’ }

d ") ([ i v
22 Y N2 2 hed 2V .
e aX{[IJr(Wzy)} }<8Y+s ax>]V“_0
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Para los términos convectivos temporales es de interés estudiar un momento o
tiempo anterior y de esta manera poder referenciarse debido a la no linealidad.
Para el resto de los términos es de interés el estudio de la variable en un tiempo
actualizado, por lo que:

3 gm—}—l P 3 a_ ~ma =i a ~m+1
[8 Re(—At >—|—8 Re( aX—i- 37 + PY%

n—1 azﬁm—i-l 82‘7m+1
2 2|2 2
€ {1+(Wzy)} (8 %z T ay2 )

07"t 9 N
2y ay{{”(ww] }

0 5 % il ~m-+1 a~m+1
e 2 {1k wipy] o o
ax{[“ 7) }( oy ¢ ox )M
Integrando respecto a la diferencial de area Q:

3 m+l P av o o o
Re// [( ) < 8_X+v —)]vad -|—// o7 vad
n—1 82vm+1 82‘7m+1
2 2 2
//Qe 1+ Wiy (e St oy )vadQ
2 Jom+1 n—l
_2e // aVaY aay{ 1+(Wzy)} 2 }vadQ
0 a~m+1 aﬁerl
) 2 _
€ //an{[lﬂww} }( v & ox )v“dg 0
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Lo cual es lo mismo que si se describiera:

~m+1 ~m ~m
83Re// (V—> vadQ—£3Re// 1 (ﬁm—At <u aL—F L )) v, dQ
o At 0X

v, dQ

~m+1 82~m+1 a2~m+1
+// o dQ— // 1+ (wWip) ] <e ot
299+l 9 %

—28// 7 8Y{ 1+ Wz}/

5 gl Lo
. 2 7 .~
S/Lax{[lJr(Wl}/)] }( 37 +£? Ix )vadQ 0

Tomando en cuenta las identidades de Green desarrolladas anteriormente (3.3)-
(3.4) y aplicandolas segun corresponda en la expresion anterior se tiene:

3 gl 3 //i . Nma‘;m ~ma‘7m

8Re// (—) Vad€Q — €°Re A VEP—Ar | @ % + v 37 Vad €

dv i L0 av, 9Tl o

~m—+1 a a
// dQ+// 1+ (win?] <£ e S ay)dﬂ

Zavm—I—l a n—l
¢ // — ay{ 1w }vadQ
0 a~m+1 aﬁerl
) 9 ~ 2 _

e //an{{w(wzy)} }( e >vadQ 0

Finalmente, para escribir la ecuacion en su forma variacional dentro de la sinta-
xis manejada en FreeFEM++ se emplea el comando convect para los términos

vd€2
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convectivos en la ecuacion (3.7), teniendo:

gl

3Re// ( )vadQ 83Re/ —convect([ VN —AL T v, dQ

v 509 gy, 9Tl gy

~m+19Va a a
// a’Q+// 1+ (Wiy) } (e e+ 5 ay)dQ

Zavm—f—l 0 "*1
2 // oY 8Y{ H(W”)} }v“dQ
d T di™ 1 Nian
a2 v 2 —

e //MX{[H(WW)] }( e )vadQ 0
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