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rado la calidad de algunas figuras. En el capitulo 3, Principios Generales de la
Mecdnica, se ha agregado un anexo sobre el concepto de derivada material,
el cual es fundamental para el desarrollo matematico del capitulo. Se ha
reestructurado completamente el capitulo 6, Viscoelasticidad y se ha adi-
cionado el capitulo 8, Elastoplasticidad, con lo cual la obra cubre tanto los
temas que se abordan a nivel licenciatura como en el posgrado en geotec-
nia, quedando constituida finalmente por ocho capitulos y dos apéndices.

En el capitulo 6, Viscoelasticidad, se desarrollan con cierto detalle los
aspectos matematicos de los modelos constitutivos de Maxwel, Kelvin-
Voigth y Burgers, y se estudian los conceptos de Creep y Relajacion.
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Cabe resaltar que los modelos constitutivos mencionados son la base
para resolver problemas viscoeldsticos a través de lo que se conoce como
el Principio de Correspondencia. Este establece que la transformada de
Laplace a un problema de un continuo ineldstico se obtiene sustituyendo
en la solucidn elastica del mismo continuo, a las variables cinemdticas y
estdticas por sus valores transformados asi como a las constantes eldsti-
cas involucradas. Se incluyen en este capitulo algunos ejemplos resueltos
y otros propuestos, con la solucién correspondiente.

En el capitulo 8, Elastoplasticidad, se desarrollan los conceptos de Super-
fice de Fluencia, Potencial Pldstico, Regla de Flujo, Principio del trabajo
Plastico Maximo y Endurecimiento Isotrépico y Cinematico. Se finaliza
el capitulo con los Teoremas de Colapso Pldstico, ampliamente utilizados
en la definicién de la carga limite que puede soportar un material plds-
tico y cuyas aplicaciones en la Ingenieria Civil son muy variadas.

En esta primera edicion digital del libro Fundamentos de Mecdnica del
Medio Continuo, se han incluido y actualizado algunos temas que por su
formalidad y estructura matemdtica corresponden a un programa de
posgrado en Ingenieria Civil, sin embargo, si se escoge adecuadamente
el material por estudiar, el libro sigue estando al alcance de los alumnos

a nivel licenciatura.

El autor de esta obra reconoce ampliamente a la Unidad de Apoyo Edito-
rial, de la Secretaria General de la Facultad, por el trabajo de edicién del
libro, ahora en formato digital.

Es claro que esta obra no se hubiera podido llevar a cabo sin el apoyo
decidido e incondicional de la Divisién de Ingenierias Civil y Geomatica
y su Departamento de Geotecnia, para quienes el autor sélo tiene mues-
tras de gratitud.
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Por ultimo, se agradece de antemano a toda la comunidad académica
de la Facultad de Ingenieria de la UNAM involucrados en el tema, los
comentarios y sugerencias que le ayuden al autor a mejorar esta pri-
mera edicion digital de la obra.

Rigoberto Rivera Constantino

Profesor Titular, Departamento de Geotecnia
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INTRODUCCION

La Mecdnica del Medio Continuo es una rama de la Fisica que estudia el
estado de esfuerzo y deformacidén (o flujo) de sélidos, liquidos y gases.
Esta mecanica no toma en cuenta la estructura molecular de la materia,
sdlo la considera como carente de vacios, huecos o discontinuidades. Se
da por hecho que la materia se encuentra distribuida en forma continua
en todo su volumen, llenando por completo el espacio que ocupa.

Desde un punto de vista fisico, un medio continuo es cualquier cuerpo
deformable que se estudia macroscdpicamente, en el cual cada parti-
cula del cuerpo siempre permanece en contacto con sus vecinas. Este
concepto de medio continuo constituye el postulado fundamental de la
mecanica del medio continuo, lo que permite estudiar de manera seme-
jante el comportamiento de sélidos, liquidos y gases.

La presentacion del material se fundamenta en el anélisis vectorial, sin
embargo, muchas de las ecuaciones que surgen en esta mecdnica se
expresan también en notacién indicial, con objeto de que el alumno se
familiarice con este enfoque, que es el que se emplea de manera gene-
ralizada en la literatura técnica relacionada con esta rama de la Fisica.

El concepto de estado de esfuerzo (estatica del medio continuo) se esta-
blece en el capitulo 1, mientras que el concepto de estado de deforma-
cién (cinemadtica del medio continuo) se trata en el capitulo 2, para lo
cual so6lo fue necesario adoptar la hipdtesis de medio continuo. En estos
dos capitulos se demuestra que la estructura matematica para estudiar
el estado de esfuerzo y el estado de deformacion es enteramente similar.
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En el capitulo 3 se estudian las leyes generales de la mecénica, como son
los principios de conservacion de la masa, de la rapidez de la cantidad de
movimiento, de la conservacion de energia o primera ley de la termodi-
namica y el de aumento de entropia o desigualdad de Clausius-Duhem,
los cuales son aplicables a cualquier medio continuo.

Para ligar los esfuerzos con las deformaciones es necesario tomar en
cuenta las propiedades del material, lo cual se hace a través de lo que se
conoce como ecuaciones constitutivas de los materiales, siendo el capi-
tulo 4 donde se aborda la teoria de los materiales eldsticos lineales homo-
géneos e is6tropos. La solucion de ciertos problemas eldsticos se realiza
mediante funciones de esfuerzos y desplazamientos, por considerar que
estos métodos de solucién siguen siendo muy diddcticos, sin embargo, no
debemos olvidar que en la actualidad la solucién de problemas complejos
se lleva a cabo mediante herramientas numéricas muy poderosas, como
es el caso de los métodos de diferencias finitas, elemento finito y otros.

En el capitulo 5 se tratan de manera somera algunos aspectos de la meca-
nica de fluidos, estableciendo las ecuaciones fundamentales de Navier-
Stokes que rigen el comportamiento de los fluidos lineales, en tanto que
en el capitulo 6 se estudian algunos problemas viscoeldsticos a través
del Principio de Correspondencia, cuyo fundamento matematico es la
transformada de Laplace.

En el capitulo 7 se tratan las teorias de falla y ruptura de los materiales,
las cuales estdn intimamente ligadas con el disefio de las obras civiles
que proyecta el ingeniero.

Finalmente en el capitulo 8, Elastoplasticidad, se abordan algunos con-
ceptos de la teoria de la elastoplasticidad asi como los fundamentos de
los Teoremas de Colapso Plastico, ampliamente utilizados en la defini-
cién de la carga limite que puede soportar un material elastoplastico y
cuyas aplicaciones en la Ingenieria Civil son muy variadas.
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CAPITULO

Estado de esfuerzo

Introduccién

En este capitulo se establecen los conceptos de vector esfuerzo y de
tensor esfuerzo asociados a un punto material de un medio continuo.
Dado que el numero de vectores esfuerzo asociados a cada elemento de
superficie que se hace pasar por dicho punto es infinito, por medio del
concepto de tensor esfuerzo se demostrara que basta con conocer tres
de los infinitos vectores esfuerzo, asociados a tres planos mutuamente
ortogonales, para calcular todos los demas.

El resto del capitulo se dedicara al estudio del estado de esfuerzo en
un punto del medio continuo, tanto tridimensional como plano, y a
desarrollar métodos analiticos y graficos para calcular los esfuerzos
asociados a un plano de corte imaginario a través del medio continuo.
Finalmente, se derivan las ecuaciones de equilibrio de particulas de un
medio continuo, conocidas como ecuaciones de Cauchy.

Con la finalidad de que los lectores se familiarice con la notacién del
calculo tensorial, algunas ecuaciones relevantes derivadas de esta
mecdnica se plantean tanto en notacidn vectorial como tensorial, para
lo cual se les invita revisar los Apéndices A y B de la obra.
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1.1 Fuerzas de superficie y fuergas de cuerpo

Los tipos de fuerzas que se aceptan en el estudio de los medios conti-

nuos son de superficie y de cuerpo.

a)

Fuerzas de superficie. Aquellas aplicadas en las fronteras del medio
continuo por la acciéon de otros cuerpos que se encuentran en
contacto con el medio.

La fuerza resultante de todas las fuerzas de superficie que actian
sobre un drea de un medio continuo esta dada por:

SA%n dA:lTk \“A tk dA (l.l)
El subindice k que aparece en la ecuacion (1.1) se usa para expre-

sar el mismo concepto en notacién indice y generalmente varia de
1a 3 (Apéndice A).

donde:
t, vector fuerza de superficie
dA elemento diferencial de area

Adoptando un sistema de referencia cartesiano, la ecuacion (1.1)
queda como:

XA EndA:?XA t.dA+j XA t,dA +EXA t, dA (1.2)

siendo t,, t,, t, las componentes cartesianas del vector esfuerzo t,,,

cuyas unidades son [F/L?], por ejemplo, kg/cm?, t/m? N/m? (Pa).
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b) Fuerzas de cuerpo. Aquellas provocadas por la accién de cuerpos
distantes que generan campos gravitacionales, de temperatura y
electromagnéticos.

La fuerza resultante de todas las fuerzas de cuerpo, actuantes en
un volumen finito V esta dada por:

Xv Pfdv:{k SV pfiradv (1.3)

donde:

f :  vector fuerza de cuerpo

dv :  elemento diferencial de volumen

p : masaespecifica del medio, también conocida como
densidad

En notacién cartesiana la ecuacion (1.3) se puede escribir como:

‘Yv pfdv=i XV pfedV+j Xv Py dv+k Xv pfedv (1.4)

siendo f,, f,, f, las componentes cartesianas del vector fuerza de cuerpo
f, cuyas unidades se pueden expresar como [F / M] o) [F / La], siendo M
la masa del medio.

1.2 Teoria del estado de esfuerzo

Cuando un cuerpo deformable se somete a solicitaciones de cualquier
tipo, este se deforma hasta cierto limite. Esto se debe a que las fuerzas
internas han entrado en juego, tomando un valor tal que permiten equi-

librar a las fuerzas externas aplicadas.
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Para describir las acciones entre todas las particulas materiales de un
cuerpo deformable en equilibrio, imaginemos un sistema de fuerzas

OdIN3ILNOD

aplicado al medio, tal como se ilustra en la figura (1.1).

FIGURA 1.1 Cuerpo
Fy deformable de volumen
Ven equilibrio
sometido a un sistema
de fuerzas externas

q2 cualquiera

Plano de corte imaginario
J\ cuya normal es 11

Al hacer un corte imaginario a través de un plano cualquiera del cuerpo,
cuya normal esta definida por el vector unitario, n, se obtienen los cuer-
pos Iy II, mostrados en la figura (1.2).

F,

F,

92

FIGURA 1.2 Definicion
de vector esfuerzo en el
entorno a un punto de
un cuerpo deformable

1
A




Dado que el cuerpo Iy II provienen de un cuerpo inicialmente en equi-
librio, cada una de las partes debera estar en equilibrio también. La sola
posibilidad de garantizar esta condicion es que en el area de corte ima-
ginaria exista una fuerza resultante que equilibre cada una de las partes
del cuerpo. Para determinar dicha fuerza es necesario conocer la dis-
tribucién de los vectores fuerza de superficie en cada uno de los pun-
tos materiales del 4rea de corte y hacer la integracién correspondiente
mediante la ecuacion (1.3). En aras de la simplicidad llamemos F, la
fuerza resultante de superficie que representa la acciéon que el cuerpo II
ejerce sobre el cuerpo I a través del drea A, para mantener el equilibrio
de esa parte del cuerpo. Es claro que la situacién inversa es valida tam-
bién para el cuerpo II.

Consideremos un punto P de dicha seccién de corte y tomemos un
entorno de drea del mismo AA y sea AF la parte de la accién que el
cuerpo II comunica al cuerpo I, tnicamente a través de A A.

Definicion:

Elvector esfuerzo t,, en un punto P de un cuerpo deformable, asociado a un plano
de corte cualquiera que contiene a dicho punto y cuya normal es 11, esta dado por:

t,=lim —— (1.5)

1.3 Componentes normal y tangencial del vector
esfuerzo

El vector esfuerzo t, puede descomponerse en un vector esfuerzo nor-
mal o0, y en un vector esfuerzo cortante t,, tal como se muestra en la
figura (1.3).
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— Y FIGURA 1.3
Componentes
normal y tangencial

del vector esfuerzo ¢,

De esta manera, se obtiene: t,=0,+7T,

El médulo del vector esfuerzo normal o, se puede calcular como la pro-
n
yeccidn del vector esfuerzo ?, sobre la direcciéon n:

|6,| =0,=7,7 (1.6)

El vector esfuerzo cortante 7, se puede calcular como la diferencia vec-
torial:

T,=t,—0, (1.7)

La normal n que define el plano donde actua £, se puede expresar en

funcidn de sus cosenos directores como:
n=cosai+cosfj+cosyk

siendo a, B3, y los dngulos que forman los ejes de referencia cartesianos

con la direccién de dicha normal.

Llamandoa: cosa=n,;cosf=n,;cosy=n,
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La normal n se puede expresar como: n=n,i+n,j+n,k
El vector esfuerzo o, es positivo si tiene la misma direccién que el vec-
tor n (tension), en caso contrario serd negativo (compresion); o, siem-

pre sera normal al plano de corte.

El vector esfuerzo cortante 7, siempre estara alojado en el plano de
corte; T, adopta cualquier direccion.

En un marco de referencia cartesiano, es usual descomponer a t,, en

dos componentes paralelas a los ejes del marco de referencia.

Pe

FIGURA 1.4
Componentes del

vector esfuerzo cortante
T, en un sistema de
referencia cartesiano

Por lo tanto, el vector esfuerzo t, se puede expresar como:

[y =0yy+ Ty +Tyy (1.8)
En esta ecuacidn, el primer subindice indica la direccién de la normal
al plano donde actua dicho esfuerzo; mientras que el segundo, indica

la direccidn del eje cartesiano al cual es paralelo. En caras positivas (las
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frontales), las componentes de esfuerzos seran positivas, cuando tengan
la direccién de los ejes del marco de referencia.

En caras negativas (las posteriores), las componentes de esfuerzo seran
positivas cuando sean de direccién contraria a la de los ejes del marco

de referencia.

1.4 Determinacion de las ecuaciones de Cauchy

Por lo expuesto anteriormente, podemos decir que para describir las
acciones que se generan en un plano de corte de un medio continuo,
sera necesario describir al conjunto de vectores £,,, asociados a todos los
puntos del plano de corte. Por el momento centraremos nuestra aten-

cion so6lo en un punto del medio.

Ya que en un punto P del cuerpo deformable se pueden establecer una
infinidad de planos de corte que lo contienen, entonces existirdn una
infinidad de vectores esfuerzo, t,, asociados a todos los planos de corte
que pasan por P. Es de esperar que la envolvente de todos los vectores

esfuerzo t, sea una funcién continua.

Para describir a esa funcién, Cauchy propuso el siguiente procedimiento,
basado en consideraciones de equilibrio.

Consideremos un punto P de un medio continuo ubicado en el origen de
un sistema de referencia cartesiano X, y, z y supongamos conocidos los
vectores esfuerzo asociados a tres planos mutuamente ortogonales que
representan el entorno a dicho punto. Siahora se desea calcular el esfuerzo
en el punto P, asociado a un plano § que pasa por él y que estd definido
mediante la normal 7 (figura 1.5a), se procede de la siguiente manera:
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FIGURA 1.5
Determinacion de las
ecuaciones de Cauchy

S|

plano 6

<A

a) b)

Se elige un plano &' paralelo a 6 y separado una distancia h del origen
(figura 1.5b). En estas condiciones analicemos el equilibrio estatico del
tetraedro asi obtenido, utilizando como esfuerzo actuante en la cara CB
del tetraedro, al promedio de los realmente actuantes en dicha cara. Al

tomar el limite cuando h — 0 se tiene que:

a) El esfuerzo medio t, se reduce al realmente actuante en el punto P,

b) Elplano &' coincidird con 8.

Tomando en cuenta los incisos a) y b), analicemos el equilibrio del
tetraedro que se muestra en la figura (1.6), involucrando las fuerzas de
cuerpo y de superficie existentes en dicho cuerpo. Cabe sefialar que en
la figura (1.6) no estdn indicadas las fuerzas de cuerpo por unidad de

masa que actian en el tetraedro.
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FIGURA 1.6 Equilibrio
estatico del tetraedro

de Cauchy
Definiendo
A,pc =  éreacomprendida entre los vértices ABC que en lo sucesivo
denominaremos A.
p =  masa especifica del medio

el drea, al proyectarse en cada uno de los ejes coordenados, queda:
Appc=A cosa=An,
Apsc=A cos B=An,
Ap,g=Acosy=An,

Estableciendo el equilibrio del tetraedro, se tiene:

Por ).F.=0:

1
—Oxx Appc ~Tyx Apac — Tox Apap Tty Aupc+ g Pfx Aapch=0 (1.9)
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Por lo tanto:

— O AN, —T

WAy =T ANy +1, A+ %pfoh:O

Tomando limite, cuando h > 0, se obtiene:

— Oy ANy =Ty Ay =T, An, +1, A=0

yx

b= Oyy My + Ty Ty + Ty T (1.10)

Obsérvese en la ecuacién (1.10), que al tomar el limite cuando h > 0,
las fuerzas de cuerpo se anulan, quedando el equilibrio inicamente en
términos de las fuerzas de superficie.

Anélogamente, se puede calcular por ZFy =0 y D.F,=0:

Ly=Tyy My + Oy Ty + Ty 1, (1.11)
Ly =Tyy My + Ty Ny + 0y 1y (1.12)

Las ecuaciones (1.10), (1.11) y (1.12) pueden ser escritas en forma matri-

cial como sigue:

tx XX yx sz nx
b= Ty Oy Tay || Ty
tn = _Tij] ‘ n ‘
(1.13)
donde:
T;= tensor esfuerzo de orden 2, cuyo numero de elementos es 9

(véase Apéndice A).
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Fisicamente, los elementos del tensor esfuerzo representan los esfuer-
zos actuantes en tres planos mutuamente ortogonales. Matematica-

OdIN3ILNOD

mente, el tensor esfuerzo es un operador que al actuar sobre 7, produce
el vector £,,. Se dice que se conoce el estado de esfuerzos en un punto P
de un medio continuo cuando se conocen todos los elementos del tensor
esfuerzo. Se puede demostrar del equilibrio de una particula diferencial
de un medio continuo que el tensor esfuerzo es un tensor simétrico,
esto es T;=T;, por lo tanto, s6lo se necesitan conocer seis de los nueve
componentes del tensor esfuerzo para establecer el estado de esfuerzos
en un punto del medio continuo. Como el tensor esfuerzo representa la
respuesta del material cuando se somete a un sistema de cargas, este
resulta independiente del sistema de referencia adoptado para medir
dicha respuesta, lo que dentro del calculo tensorial se conoce como la
propiedad de invariancia de los tensores.

ISl Problemo 11 |

En un punto P de un medio continuo, el tensor esfuerzo vale:

14 7 -7
T, =| 7 21 0 | [MPa]

-7 0 35

1.1.1.
Determine el vector esfuerzo en un plano que contiene al punto Py es
paralelo a los planos a) BGE, b) BGFC, del paralelepipedo de la figura
(1.7).
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FIGURA 1.7 Vector

C .
esfuerzo asociado
aun plano

B
2cm

Dado que: t,= [Tij] |E|

a) Es necesario calcular la normal al plano BGE, para lo cual proce-

demos como sigue:

Coordenadas de los puntos:

B (0,0,4); BG=a=2i-4k
G (2.0,0); BE=b=6j -4k
E(0,6,0)

El producto cruz a x b resulta:

i j
axb = 2 0 -4 |=i(24)-2(4j-6k)
0 6 -4

axb=241+8j+12k

| axb | =4/24%+82+122=28

1
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Por lo tanto, la normal al plano BGE es:
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<

| 218(241+8]+12k):

X

Q|

n=

N

_ 2 _
1+— k
7] 7

<

X

Ql

Operando para calcular el vector esfuerzo total, tenemos:

6

14 7 -7 7

_ 2
-7 0 35 3

7

f.=11i+12j +9k MPa
b) Parael plano BGFC, procedemos de manera similar.
Coordenadas de los puntos:

B (0,0,4); G (2,0,0);  BG=a=2i-4k

C (0,6,4) BC=c=6j
i 5k

axc = 2 o -4 |=i(+24)-2(-6k)
0O 6 0

axc=241+ 12k

| axc|=4/720=124/5

La normal al plano BGFC resulta:

1
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1.1.2)
Determine las componentes normal y cortante del vector esfuerzo , en
el plano BGFC.

El esfuerzo normal se calcula como:

i211421 201i

5 '

— - 1
Tn:“ tn 2_0-13]2

1
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— 1
7,=[215.60-158.76]2 = 7.54
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1.5 Esfuerzos principales

Para determinar los valores maximo y minimo del conjunto de vectores
t, asociados a planos de corte imaginarios que contienen al punto P,
es necesario encontrar el plano que pasa por dicho punto cuya normal
coincida con la direccién del vector £, (figura 1.8).

FIGURA 1.8

Determinacion de los

esfuerzos principales

Si la normal al plano que contiene al punto P coincide con la direccién
del vector esfuerzo t,, entonces 7,,=0, por lo que:
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Por lo tanto:
En: anzT+ Gny]T+ oan: [Ti-] | n |

Desarrollando:

OMy = Oy My + Ty Ty + Ty 11 (1.14)
OTly=Tyy My + Oy My + T,y Ty (1.15)
OTly = Tyy Ty + Tyy Ty + Oy T,y (1.16)

En este sistema de ecuaciones las incognitas son los cosenos directores

n,, n,, n, del plano donde 7,=0 y la magnitud del esfuerzo normal o

R4
asociado a dicho plano.

Dado que se tienen tres ecuaciones y cuatro incdgnitas, el problema es
indeterminado, por lo que es necesario introducir una ecuacién adicio-

nal, que es:

ni+ny+ni=1 (1.17)

Las ecuaciones (1.14), (1.15) y (1.16) se pueden representar como:

(O =0) My + Ty 1y + T 11, =0 (1.18)
Ty nx+(0yy—o) My +Tyn,=0 (1.19)
Tog Ty + Tyy ny+(ozz—o) n,=0 (1.20)

Las ecuaciones (1.18), (1.19) y (1.20) tienen como modelo matematico:

[T;]| n|=0|n| (1.21)
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siendo:

o = valor caracteristico de la matriz que representa a los
elementos del tensor T

n = vector caracteristico de la matriz que representa a los

elementos del tensor T;

Es decir, la solucidén de las ecuaciones (1.18), (1.19) y (1.20) conduce a los
valores y vectores caracteristicos de la matriz que representa los elemen-
tos del tensor Tj;, por lo tanto, la expresion (1.21) puede ser escrita como:

[T,;-01] n=0 (1.22)
siendo: I=matriz identidad.

Obsérvese en la ecuacion (1.22), que para que exista una solucién dife-

rente a la trivial para n,, n,, n, esto es, n#0, es necesario que el deter-

R
minante de la matriz [Tij— O‘I] sea igual a cero. Por lo tanto:

Oxx—0 Tyx Tax
Tyy Oy~ 0 Tay =0
Tz Tyy Ozz =0

desarrollando el determinante, se obtiene la siguiente ecuacién carac-

teristica:
o’~I,0*+1,0-1,=0 (1.23)
donde los coeficientes de la ecuacion (1.23) estan dados por:

I, =0+ 0yy+ 0,y ; invariante lineal
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XX X Z zZ zX . . 7, .
I= B Bl B ;  invariante cuadrético
v Oyy Tay Oz xz Oxx
I;= | [Tij] | ;  invariante cubico

Resolviendo la ecuacién caracteristica (1.23), se obtienen los valores

caracteristicos o', 0", 0"

. Se puede demostrar que las raices de la ecua-
cién cubica son siempre reales si el tensor Tj; es simétrico, como es el
caso, por lo que dichas raices reciben el nombre de esfuerzos principales,

siendo o, el mayor, o, el intermedio y o, el menor, de esta manera:
0,20,20,

donde los subindices 1, 2, 3 nos indican tres ejes ortogonales que pasan
por el punto P, a los cuales se les pueden asociar tres planos ortogona-

les en los que Unicamente existe esfuerzo normal.

Sustituyendo los valores de o0, 0,, y 0; en las ecuaciones (1.18), (1.19) y
(1.20), en forma sucesiva, y haciendo uso de la identidad fundamental
n+nj+n%=1, mis dos de estas ecuaciones asi obtenidas, ya que s6lo
dos de ellas son linealmente independientes, se determinan los vec-
tores caracteristicos respectivos 7, , 7,, 71, los cuales representan las
direcciones principales de los esfuerzos o, , 0,, y 0; respectivamente.
Es claro que se debe cumplir que los productos escalares 7,- 7,=0;
M, M,=0; 71, - 1, =0; lo cual demuestra la ortogonalidad de las tres direc-

ciones principales de esfuerzo.

Ya que los planos principales son ortogonales entre si, sus normales
pueden ser utilizadas como ejes principales de referencia, el tensor
referido a ese marco queda representado por:

OdIN3ILNOD
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o 0 0
Tij = 0, 0
0 0 (o

Se dice que dos tensores representan el mismo estado de esfuerzos en
un punto cuando sus invariantes son iguales. Puesto que lo que se esta
midiendo como respuesta del material es una cantidad fisica, en este
caso, esfuerzos, esta debe ser independiente del sistema de referencia
adoptado.

Il Provtema 12

En un punto de un medio continuo, se establece el siguiente tensor de

esfuerzo:
4 3 0
T,=| 3 -4 o | [MPa]
0 0 2
Obtener:
1.2.1.
El vector esfuerzo en el plano que pasa por el punto cuya normal queda
definida por:
n=Zi- 274k
3 3 3
1.2.2.

Los esfuerzos principales o,, 0, y 0, .

OdIN3ILNOD
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a) Calculamos el vector esfuerzo:

+
VomnS
N
N—r
YR
w [
N
+
—~
o
N—r
/T\
w N
Q/
+
—
N
N—r
N
oo‘r—l
N
— ]
|

|~
=

3

t= +134]T+2E MPa

3

El esfuerzo normal quedara definido por:

onzfn-n
4 28 2
n=7_7+7
9 9 9
onz—gMPa
9

1
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b)

El esfuerzo cortante se definird como:

- 2. 14- 2 44 - 44 . 22 -
T,=—1i+—j+—k —-|-—1+—j——k
27 27 27

?n:Qi_+ gj_+ 0% Mpa
27 27 27

Calculamos los esfuerzos principales o;, 0,, 0, resolviendo la ecua-

cion caracteristica.
Evaluando los invariantes del tensor esfuerzo se tiene:

I,=2; I,=-25; I,=-50, por lo tanto, la ecuacién caracteristica
queda como:

0°-20°-250+50=0
Resolviendo la ecuacion caracteristica, obtenemos:
0,=5MPa; 0,=2MPa; o,=-5 MPa

Por lo tanto, la matriz de esfuerzos principales queda:

OdIN3ILNOD
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Dado que los invariantes del tensor esfuerzo en los sistemas de referen-
cia cartesiano y principal son iguales, entonces dichos tensores repre-
sentan el mismo estado de esfuerzos en el punto P del medio continuo.

1.6 Elipsoide de Lamé

Cuando se seleccionan a los ejes principales como marco de referencia,
en un plano cualquiera que pase por un punto del medio continuo, defi-
nido por su normal 7=cosae, + cosfe, + cosye, ; las expresiones que
definen a las componentes del vector esfuerzo ¢, en ese plano, paralelas
a las direcciones 7, , 11, , 71, , se pueden calcular de la siguiente manera
(figura 1.9):

Dado que:

o, 0 0 cos o

t,=1 0 o, 0 cos 3

[e)
o

O3 cosy

t,=0; cosae, +0, cosPe,+ 0, CoSYye,

Dado que n,=7, e;; N,=n, €,; Ny;=n, €; ¥ que la magnitud de los vec-
tores que representan las direcciones principales es unitaria, esto es,

n,=n,=ny=1, entonces:

t, 1, =0y cosa=¥n-gl (1.24)
t +n,=0,cosB=t,-e, (1.25)
Z‘n-ﬁfog cosy=fn-53 (1.26)
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FIGURA 1.9
Vector esfuerzo

en un marco
de referencia
principal

Elevando al cuadrado las ecuaciones (1.24), (1.25) y (1.26), despejando

cos?a, cos? B, cos?y y sumando miembro a miembro, se obtiene:
(%,-¢.)*= (0, cosa)?
(2. 2,)*= (0, cos B)*
(2 25)*= (03 cosy)*

Estas ultimas ecuaciones se pueden representar como:

Z .32
(Fn-2) =cos’a (1.27)
2
0
z .3 )2
(Fn-22) =cos’B (1.28)
2
03
7.2,)?
(n-2,) =cos’y (1.29)
2
O3

Sumando (1.27), (1.28) y (1.29), se llega a la ecuacion:

1

G ) S G (1.30)
o} oy 03 |

N
S




La ecuacién (1.30) muestra que el conjunto de vectores t,, que describe
el estado de esfuerzo en un punto, queda envuelto por un elipsoide
(Lamé), con semiejes, mayor, intermedio y menor, o,, 0,, 04, respecti-
vamente, tal como se observa en la figura (1.10).

Por lo tanto, el maximo valor de t, debe ser o, y el minimo o,. Es comtin
en la mecédnica del medio continuo representar la respuesta de un
material en términos de las magnitudes de los esfuerzos principales,
para lo cual el sistema de referencia cartesiano x, y z, se remplaza por
la magnitud de los esfuerzos principales o, , 0, , 05, respectivamente,
representacion espacial que resulta de gran utilidad en el estudio de las
teorias de falla y ruptura de los materiales (capitulo 5).

FIGURA 1.10
Elipsoide de
Lamé

1.7 Region de Mohr

Puesto que conocido el tensor esfuerzo y elegido un plano de corte ima-
ginario que contiene a un punto P del medio continuo, cuya normal esta
dada por el vector n, podemos determinar a la pareja de valores (on, rn)
mediante:
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7 (1.31)
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Otto Mohr establecié el plano coordenado (o, t,) con lo cual queda
establecida la correspondencia entre las normales a los planos que
pasan por el punto P del material en estudio y el punto (on, rn) de dicho
plano (figura 1.11).

F FIGURA 1.11
Plano de Mohr

Q (0, 70

vy Q

On

Sin embargo, la situacién inversa no es verdadera, es decir, existen pun-
tos del plano de Mohr, cuyas coordenadas no representan a esfuerzos
actuantes en ninguno de los planos que pasan por el punto P.

Por lo tanto, resulta de interés definir la regién de Mohr, cuyos pun-
tos representan a esfuerzos realmente actuantes en planos que pasan
por el punto P. Para resolver este problema se procede de la siguiente

manera.

Sea n la normal a un plano que pasa por un punto P de un medio conti-

nuo, cuyos cosenos directores son cosa, cos 3, cosy.
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Asociado a dicho plano existira un vector esfuerzo 7, , tal que:
t,=[T,] | 7| (1.33)

Aceptemos ademas que en el punto P existan las direcciones principales
n,, n,, n;en las cuales se definan a los planos principales con esfuerzos
actuantes o,, 0,, 0, respectivamente. Tomando como base el marco de
referencia anterior, la ecuacidn (1.33) puede ser escrita como:

o, 0 0 cosa
t, = 0 o, 0 cos (1.34)
0 0 O3 cosy

El vector esfuerzo resulta:
t.=0, cosai+0,cospj+0,cosy k
|fn|2:c§1+r31:0§ cos’a+ o3 cos’ B+ 0 cos’y (1.35)
La magnitud del esfuerzo normal es igual a:
0,=t,-n=0, cos’a+a, cos’B+ 0, cos’y (1.36)
haciendo uso de estas dos ultimas ecuaciones, conjuntamente con:
cos’a+cos’B+cos’y=1
resolvemos el problema planteado, es decir, determinamos al vector n que

define al plano que pasa por el punto P en el cual actian o,y t,,. Obsérvese
que al hacer este planteamiento los cosenos directores cosa, cosf3, cosy
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son ahora una funcién de o,, 0,, 03, 0, y T, los cuales al graficarlos en el
plano de Mohr, conducen a la regidn solucién buscada.
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El sistema de ecuaciones planteado es el siguiente:

| t, |2:012 cos’a+o? cos’ B+ 02 cos’y (1.37)
0=0, cos’a+ 0, cos’ B +0, cos’y (1.38)
1=cos’a+cos’B+cos’y (1.39)

Las ecuaciones (1.37), (1.38) y (1.39) pueden representarse de manera
matricial como:

2 2 2
o2 oF o} cos’a oo+T}
0y 0y O3 cos’B | = O, (1.40)
1 1 03 cos®y 1

Resolviendo el sistema de ecuaciones planteado para cos” a; cos” B; cos?y,
mediante el método de Cramer, procedemos de la siguiente manera.

Calculo del determinante de la matriz de coeficientes:

ol o; o5
o, 0, 03 |=0i(0,~05)-0%(0,~0;)+0%(0,~0,)
1 1 1
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Para cos”q, se tiene:
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oi+t:  of Ol
o, 0, 0y |=(0+1,)(0,—0;)-03(0-0;)+03(0-0,)
1 1 1

=(02+12)(0,~0,)—03 0+ 02 05+ 02 002 0,

= (o,f+ t,f) (02 - 03) - crn(o2 + 03) (cr2 — 03) +0, 03(02 - 03)

cos?a = (0,f+ T,f) (02 - 03) - Un(oz + 03) (02 - 03) 10,05 (02 - 03)

Gf(az - 03) - 622(01 - 03) + 05(61 - Gz)

(G,f+ Trf) - On(az + 03) 10,03

, 022(01 - 03) + 032(01 - 02)
01

(02_03)

El denominador se puede simplificar como sigue:

2 2 2 2
, —05,0,%0,03+050,—030,
o; t+ =

(0'2 - O'3)

o2+ (02_03)(_0201+0203_0103) :(0'2—0'1)(0'3—0'1)

(0,~03)
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Por lo tanto:
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COSZ(I—(O-T%-'- T,f)—on(02+03) +0,0; (1.41)

(02 - 01) (03 - 01)

De la misma manera, se obtiene para cos’ B y cos®y:

cos? B = (0-13"' T,f)—O'n(01+0'3) +0,0; (1.42)
(0,-0,)(05~0)
cos?y = (O-r%"' r,f)—an(01+02) +0,0, (1.43)

(01 - 03) (02 - 03)

Procediendo por simple analisis de estas ecuaciones, podemos definir
a la region buscada. Asi en la ecuacidn (1.41), observamos lo siguiente:

Dado que: 0,20,20,

concluimos que: (02 -0 ) (03 -0, ) >0

y como: cos’a=0

por lo tanto: (02+12)-0,(0,+0,)+0,0, 20

Ecuacién que puede ser escrita como:

2 2
O'n—O'n(O'2+O'3) +1; = — 0,03
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Completando el binomio cuadrado del primer miembro:
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2
0,+0.
2 2 3 2
on—on(02+03)+( . ) +T7,2—0,0,

2
0,+0.
+[ 23
2
2 2
0, +20,05+05—40,04
4

N 07 —20,0,+02 o (92— z
4 2
0,+0; \ 0,— 0, \
(on— 22 3) +T22 ( 22 3) (1.44)

Obsérvese que con el signo de igualdad la ecuacién anterior define a una

circunferencia de radio:

0,—03
2

R =

a

y centro en:

o, +0
Ca:<2 23,0)

De esta manera concluimos que en lo referente a cosa, la regién bus-

cada viene dada por los puntos de la circunferencia definida y los exte-

1

riores a él.
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Respecto a cos” B, obtenemos:

2 2
o, + 0. 0, —0.
(O-n— 123) +T§ < ( L 5 3) (1.45)

Es decir, la region buscada queda definida por los puntos de la circunfe-

rencia de radio:

0,—0. 0,+0
Rg= += y centro en Cp:(l 3»0>

asi como los puntos interiores a él.

Respecto a cos’y , obtenemos:

o,+0, \ 0,—0,\>
(on—122> +r35(122) (1.46)

Es decir, se trata de los puntos de la circunferencia de radio:

0,—0 0,+0
R,= 12 : y centro en Cy:<12 2,0);

asi como los puntos exteriores a él.

Por lo tanto, la regién buscada es la parte achurada que se muestra en
la figura (1.12).
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%ato FIGURA 1.12
[« “=77 — L
Regidén de
Mohr

P Problema 1.3

El tensor esfuerzo principal en un punto de un medio continuo estd

dado por:
10 0 0
T,=| 0 6 0 | [MPa]
0 0 -3
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Determine:
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1.3.1
Los esfuerzos o, y t,, de manera analitica, asociados a un plano que

contiene al punto cuya normal esta dada por:

— l - l
n={—i+—j+—
i [
1.3.2
Los esfuerzos o, y t,,, empleando el circulo de Mohr.

Calculo del vector esfuerzo t,, :

1

1
10 0 0 2
— l - - 3 T
f,=| 0 6 0 = | =5i+3j - —— k[MPa]
2 V2
0 0 -3
1
V2
Célculo del esfuerzo normal ¢,,:
=t on
3 11 1 5 3 3
0= 5.3 = || T = -
NA 272 4/2 2 2 2
5
0p= ?[MPa]

w
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Calculo del esfuerzo cortante 7, :

1.8 Procedimiento grdfico de Mohr

Unicamente se enunciardn los pasos a seguir para obtener los esfuerzos
0,V T,, asociados a un plano, cuya normal es 7, por lo que esta fuera del
alcance de esta obra la demostracion rigurosa del procedimiento.

Para obtener los esfuerzos o, y 7,,, mediante el procedimiento grafico
de Mohr, se siguen los siguientes pasos:

1) Unavezdefinidalaregiéon de Mohr, por o, se traza una recta perpen-
dicular al eje o y a partir de ella, pasando por o, trazamos una recta
que con la primera forme un dngulo 6, (8, =cos ™" a).

2) Por o, se traza una recta perpendicular al eje o y a partir de ella,
pasando por o, se traza una recta que con la primera forme un
dngulo 0,(0,=cos™'y).

3) Haciendo centro en C,, se traza el arco de circunferencia que pasa
por los puntos donde la recta A—A’ intersecta a las circunferen-
cias, cuyo centro es Cgy C,,.

4) Con centro en C,, se traza el arco de circunferencia que pasa por
los puntos donde la recta B—B’ intersecta a las circunferencias,

cuyo centro es C, y Cg.
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5) El punto buscado viene dado por la interseccién de los dos arcos
de circunferencia anteriormente trazados; las coordenadas del
punto Q representan a los esfuerzos (on,rn) actuantes en el plano

cuyanormalesm.

Solucion del problema 1.3

mediante el procedimiento grdfico de Mohr

Los dngulos 0, y 0, se calculan como: 6, =cos 'a, 6,=cos 'y .

TA

FIGURA 1.13
Solucién grafica
de Mohr
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Siguiendo la construccién geométrica, indicada en la figura (1.13), se

obtiene:

0,=2.5 MPa

unto
T,=5.7 MPa g P ¢

1.9 Casos particulares de estados de esfuerzo

a)

Estado de esfuerzo nulo. Es aquel en el cual 0, =0,=0;=0, por lo
tanto, el tensor esfuerzo queda representado por:

o 0 0
T;=| 0 0 0
o 0 0

En el espacio de Lamé y de Mohr el estado de esfuerzo nulo estd
representado por un punto, ubicado en el origen del sistema de
referencia (figura 1.14).

FIGURA 1.14 Representacion
grafica de un estado de
esfuerzo nulo

Representacion de Lamé

o » O

Representacion de Mohr
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b) Estado de esfuerzo uniaxial. Es aquel en el cual 0, #0; 0,=0,=0.

OdIN3ILNOD

En este caso, el tensor esfuerzo queda representado por:

o 0 0
;= 0 0 0
0 0 0

Todos los vectores £, tienen la direccion del eje 1 (figura 1.15).

n, FIGURA 1.15
Estado de
esfuerzo uniaxial,

espacio de Lamé

n,
j1/’

Representacion de Lamé
y

El estado de esfuerzo uniaxial en el plano de Mohr estd represen-
tado por una circunferencia de diametro o, (figura 1.16).

Mohr FIGURA 1.16
Estado de esfuerzo
uniaxial
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©)

Estado de esfuerzo plano. Es aquel en el cual uno de los esfuerzos
principales es nulo, por ejemplo: o, #0; 0,#0; 0;=0, por lo tanto,
el tensor esfuerzo se reduce a:

0, 0 0
Ti=l 0o o, 0
o 0 0

En el espacio de Lamé, este estado de esfuerzos se reduce a una
elipse (figura 1.17).

U Espacio de Lamé

Elipse

FIGURA 1.17
Estado de
n, esfuerzo plano,

espacio de Lamé

Cuando dos circunferencias pasan por el origen se trata de un
esfuerzo plano (figura 1.18).

T
Region de Mohr
TTl

FIGURA 1.18
Estado de
esfuerzo plano,

| a regién de Mohr,

O3=0 03 0, 050
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d

Estado general de esfuerzos. Es aquel en el cual 0,#0; 0,#0;
0;#0. El tensor esfuerzo queda representado como:

o, 0 0
Ti ] = 02 0
0 0 (o

El estado general de esfuerzo en el espacio de Lamé queda defi-
nido por un elipsoide.

La representacion en el plano de Mohr quedara, como en el caso

anterior, con la variante de que 0,# 0.

Estado de esfuerzo hidrostatico. Es aquel en el cual 0, =0,=0,=0.

El tensor esfuerzo se reduce a:

El estado de esfuerzo hidrostatico en el espacio de Lamé queda
representado por una esfera, mientras que en el plano de Mohr es
un segmento de recta sobre el eje o (figura (1.19)).

Plano de Mohr FIGURA 1.19

Estado de esfuerzo
hidrostatico

Yy
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1.10 Descomposicion de un estado general
de esfuerzos en sus componentes
volumétrica y desviadora

Supongamos que en un punto P de un medio continuo se establece el

)
O
=z
_|
m
Z
W)
@)

1
siguiente tensor esfuerzo.
e !
o !
Sea n la normal a un plano que pasa por el punto P de un medio conti-
nuo, entonces el vector esfuerzo en dicho plano se calcula como: l
4
,=[T;]| 7| (1.48)
1,= (04, cOS+ Ty, COSPB+T,, CcOSY) T '
+ (rxy cosa + 0y, cos B +1,, cos y)j !
+ (T, cOsa+ Tyy COSP +0,, COs y) k
7
La ecuacion (1.48) puede ser escrita en forma matricial como:
L L o o
Oxx — ? Tyx 2x ?
cosa cosa
- L 0 I 0 Ccos B
t, Tyy Oyy— Py Toy cosf |+ 5 A
cosy cosy
L I
Txz Tyz Oz ? 0 0 g
< = N W _
TO Tv

S
[HEY




De donde:
t=[T, ]| n |+ [1,]]| 7 | (1.49)

siendo:

T,
T

v

componente desviadora del tensor esfuerzo

componente volumétrica del tensor esfuerzo

Obsérvese en la ecuacion (1.49) que la componente volumétrica de T;;
representa un estado de esfuerzo hidrostatico, cuyos esfuerzos princi-
pales son el valor promedio aritmético de los esfuerzos normales que

aparecen en Tj;, iguales en magnitud a% .

La componente distorsional o desviadora de un estado general de esfuer-
zos siempre presenta la siguiente propiedad:

I 1
Oxx =7 Tyx Tax
L
[To]=| o Wy Tay
Il
Txz Tyz Ozz — g B B
L J I,
Opx —— 0 0

0 Tyx O 0 0 Tex 0 0 O
[T]= [Ty O O[+/0 0 0 [+]0 0 Ty|+| 0 _(axx_> 0
0 0 O Txz 0 O 0 Tyz O
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Obsérvese que:

I I oI,
=2 | Op— = | = O — Oy +—
XX Rz XX 4
3 3
oI, I,
T 7O T O T Oy T Oy T = Oy T

Lo anterior indica que la componente distorsional o desviadora de T;;

resulta siempre ser igual a la suma de cinco estados de esfuerzo plano.

A estos estados de esfuerzo plano algunos autores los llaman “estados de
cortante puro”, en los cuales el méximo esfuerzo cortante es igual al
valor de cualesquiera de los esfuerzos principales diferente de cero.

Es comun considerar que en la componente desviadora se manifiesta
la accidn del estado de cortante puro, mientras que en la componente
volumétrica se manifiesta la accidn de los esfuerzos normales prome-
dio en el punto en estudio.

En general, en un cuerpo deformable sometido a un cierto estado de
esfuerzo se acostumbra asociar los cambios de volumen a la compo-
nente volumétrica, mientras que los cambios de forma se asocian a la

componente distorsional o desviadora.

1.11 Estado de esfuergo plano

En la figura (1.20) se muestra un cuerpo deformable sometido a ciertas
solicitaciones en su plano. Si el elemento es de espesor pequefio, los
esfuerzos asociados a la direccion z se pueden despreciar, esto es:
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Ve
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Ve
e
7 Ve
FIGURA 1.20
Estado de
— esfuerzo plano
W r en un sistema
F, de referencia
v y cartesiano

Opx  Tyx 0
Tij: ‘L—xy ny 0 (1.51)
0 0 0

Este tensor representa un estado de esfuerzo plano.

Las componentes normal y cortante del vector esfuerzo £, para un estado
de esfuerzo plano se pueden deducir como a continuacién se explica.

y P "
=
t= 5
Oz
N X

P FIGURA 1.21
Derivacion de los
esfuerzos o,y T, para
un estado de esfuerzos

m plano
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Tomando en cuenta la figura (1.21), los vectores unitarios ny m se pue-
den expresar como:

E=(cose) f+(sen 9)]_ (1.52)

m =(sen8) i—(cos9);j (1.53)

En estas dos direcciones se pueden establecer las componentes normal
y tangencial del vector esfuerzo ?,,, de la siguiente forma:

a1 o= ]|

Oyy senb

t,= (oxx cos b +1,, sen 9) i+ (rxy cosb +o0,, sen 6) j (1.54)

La magnitud del esfuerzo normal se calcula como:

0,=t,'n

0,= (0, cos” 0 +1,, sen6 cosb)+(,, sen 6 cosb +a,, sen’6) (1.55)

Si o, es positivo, quiere decir que tiene la direccién de 7, en caso con-

trario es negativo.

Para el esfuerzo cortante se tiene, de manera similar:

= .7 — 2 2

T,=t-m= (O‘xx sen 6 cos6+1,, sen”6—1,,cos” 6 -0, senb cos 9) (1.56)

Si T, es positivo, esto quiere decir que tiene la direccién de m, en caso

contrario es negativo.
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Haciendo simplificaciones, se tiene que:
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0, =0y, c0s”0 +0,, sen® 0 +2t,, sen B cosh (1.57)

7,= (0, —0,,) senf cosB +1,, (sen®6—cos’0) (1.58)

Tomando en cuenta las siguientes identidades trigonométricas:

sen26=2sen6 cosHO (1.59)
1-cos26
sen’f=——— (1.60)
2
1+cos26
COSZO:T (1.61)

y sustituyendo estas ultimas expresiones en las ecuaciones (1.57) y
(1.58), se llega a:

1+cos26 1-cos26
0, =04y Y +0y, Y +T,,5en26
0,,—C 1-cos26 1+cos26
Tn:< xx2 yy) sen29+‘fxy[(—2 )—(—2 )]

Simplificando, se tiene:

O, +0 1
=X W4~ (0,~0,)Cc0s20+T,, sen20 (1.62)

n 2 2 vy Xy

xy

1

Oy —O
Tn=<xx—yy> sen20-t1,.,cos20 (1.63)
2

i~
(o)}




Las ecuaciones (1.62) y (1.63), permiten calcular las magnitudes de los
esfuerzos normal o, y cortante t,, respectivamente, que actian en un
plano que pasa por el punto P cuya normal es n, conocido el estado de
esfuerzo plano en dicho punto.

Derivando o, respecto a 0, se tiene:

a0,
ae”: —(O‘xx—O'yy) sen20+27t,, cos26
90,
=_27 1.64
v . (1.64)

Este resultado muestra que 1, es una medida del cambio de o, con res-
pecto a By que cuando t,,=0, se tendra el maximo o minimo valor de o,

(esfuerzos principales).
Si se acepta que los ejes de referencia coincidan con las direcciones en

que t,=0, el tensor que representa al estado de esfuerzos en un punto
del medio continuo, para o,=0 quedara definido por:

o, 0
Ty= 0 o
3

Para este tensor, las ecuaciones (1.62) y (1.63) quedan:

0,103
2

T,= (01 _ZG?) sen20 (1.66)

-+ 17(01—03) cos26 (1.65)
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Estas ultimas ecuaciones se pueden representar como sigue:

o, +0 1
o,-—2 |= —(01—03) cos26 (1.67)
2 2
1
T,= > (0,~0,) sen28 (1.68)

Elevando al cuadrado las ecuaciones (1.67) y (1.68) y sumandolas, obte-

nemeos:

2 2
0, + 0. 0, —0.
(on— —12 3) +12 = (1 23) (1.69)

La ecuacidn (1.69) nos muestra que el conjunto de vectores £, asociados a

planos cuyos vectores esfuerzo estén en el plano de esfuerzos deben tener

sus extremos sobre la circunferencia con centro en:

0,+0 0,—0
C(lz 3,0) y radio en R(lz 3)

Para definir a un vector esfuerzo dado, asociado al plano cuya normal

forma un dngulo 0 con el eje n,, es necesario girar un angulo 26 en
la region de Mohr, en direccién contraria a 0, para definir al extremo
del vector £, cuyas proyecciones son 0, y T,. Estos esfuerzos se pueden
determinar también de manera grifica empleando lo que se conoce
como método del “Polo” y que se explica mds adelante a través de un
ejemplo.
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1.12 Planos principales de esfuerzo
Por definicidn, los planos principales de esfuerzo son aquellos donde el

esfuerzo cortante t,=0 , por lo que tomando en cuenta la ecuacion

(1.63), obtenemos:

Oy —O
(%) sen26 -1, cos26=0

Desarrollando, se llegaa: tan20= (1.70)

Las raices de esta ultima ecuacidn representan las direcciones de los

ejes principales 7, y 715 .

Para encontrar las raices de la ecuacion (1.70), hacemos uso de la
figura (1.22)

20 FIGURA 1.22
Relacion

geométrica entre

xx
B LA Oxx » ny) Txy y 26
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Oxx ~ Oyy
2
cos260= (1.71)
2
0,,—O,
+ (xx2 yy) +T2xy
T
sen20= il (1.72)

Sustituyendo las ecuaciones (1.71) y (1.72) en la (1.62), obtenemos la
magnitud de los esfuerzos principales o, y 0;, como:

2
O,, 1t O O,y — O,
Oy 5= XX Yy 4+ (xx2 yy) +T2xy (1.73)

Las magnitudes de o0, y 0, se pueden determinar también haciendo uso
de la ecuacion caracteristica (ecuacion (1.23)), la cual para un estado de
esfuerzo plano se reduce a:

-02+I1,0-1,=0 (1.74)

donde:

I, =0, +0y,

Tye O,

L=det [ ]
vy

Siendo las raices de dicha ecuacion las magnitudes de 0, y 05 .
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Il Probtema 1

El estado de esfuerzo plano en un punto de un medio continuo esta dado por:
4 -1
T.= MPa
|5 |

Usando los métodos analitico y grafico del Mohr, determine:

OdIN3ILNOD

a) Los esfuerzos normal y cortante asociados al plano de corte indi-
cado en la figura 1.23.

b) Los esfuerzos principales.

¢) Lasdirecciones principales de esfuerzo, referidas a los ejes x, y en
que se define el tensor esfuerzo.

Los elementos del tensor esfuerzo son:
Oy =4MPa; o, =2MPa; 7,, = -1 MPa

El angulo 6 que permite calcular los esfuerzos o,y t,,, mediante las ecua-
ciones (1.62) y (1.63), vale: 6 =135°.

Cara

ﬁ\ 2 m
11
X
PART: I
4 FIGURA 1.23
o Representacién del
4\45 Cara @ estado de esfuerzo

1

para el problema 1.5
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a) Esfuerzo normal:
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442 4-2 . .
0,= — + —— c08270°+(—1) cos270
2 2

0,=3+1=4 [MPa]
Esfuerzo cortante:

4-2
T,= — sen270°—(-1) cos270°

T,=-1 [MPa]

b) Los esfuerzos principales valen:

_ 2
0y 3= vz iJ(“) +(-1)* = 3£/ 2.0

2 2
0,=3%4/ 2.0=4.41 [MPa]
0,=3%4/2.0=1.60 [MPa]

¢) Calculo de las direcciones principales:

-1
tan20= —— =-1

4-2

2

Las raices de la ecuacion son:

1

20'=-45% y 26"=135°
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Para comprobar la direccidn asociada a los esfuerzos o, y o, , se sustitu-

yen las raices obtenidas en la ecuacidn (1.62).

Para 20'=-45
O'n=4;-2 +4;2 cos(—45°) +(-1) sen (—45°)

0,=3+0.7071+0.7071 =4.41 [MPa]

Por lo tanto, el 4ngulo 6'= —22.5° define la normal 7, del plano princi-

pal donde actia el esfuerzo principal mayor o;, obviamente el angulo

0”=67.5° define la normal 71, del plano principal donde actiia el esfuerzo

principal menor o,.

Método grafico del “Polo”

El polo es un punto en el circulo de Mohr, el cual se puede ubicar como

sigue (figura 1.24):

a)

b)

d)

Se traza primeramente la circunferencia de Mohr a partir de los
puntos conocidos A y B. Para que el signo del esfuerzo cortante t,,
sea el correcto, es necesario cambiar el signo del esfuerzo cortante
T,y asociado a la cara A antes de trazar la circunferencia de Mohr.
Por el punto A se traza una linea recta que sea paralela al plano
donde actian los esfuerzos asociados a la cara A; donde esta linea
corte a la circunferencia estard ubicado el polo.

Se realiza 1o mismo con el punto B para verificar la posicién del polo.
Una vez conocida la ubicaciéon del polo, y a partir de este, bastara
con trazar una recta que tenga la misma orientacién del plano

donde se desea calcular los esfuerzos o,y T,.

OdIN3ILNOD

1

w1
w




e) El punto donde esta recta corte a la circunferencia, determina los
esfuerzos o, y t,, correspondientes.

En la figura 1.24 se muestra la aplicacion del procedimiento seguido
para el problema planteado. Para este caso particular, el punto corres-
pondiente al polo coincide con los esfuerzos o,y t,, buscados. Estos valo-
res se pueden obtener también trazando el angulo doble 26 =-270°, a
partir de la linea base que va del centro de la circunferencia al punto A,
tal como se muestra en la figura (1.24).

En la misma figura (1.24) se han trazado los angulos 26,=45° y
20,=135° que dan los valores de los esfuerzos principales o, y 0,, res-

nr

pectivamente. El dngulo 26

1,=(0,-0,)/2=74,-

esta asociado con los valores de 0,=0y

FIGURA 1.24 Solucién
grafica de Mohr para el
problema 1.5

1,
A(4,1)
29 "
20,
(9}
(02
“ “Polo
45°

OdIN3ILNOD

1

(%2}
=3




1.13 Esfuerzos octaédricos

Considérese un punto del medio continuo en el cual se defina un estado
general de esfuerzos. En ese punto existen ocho planos octaédricos defi-
nidos por normales que dividen en angulos iguales a cada uno de los

octantes del espacio.
Tomemos el plano octaédrico del primer octante, cuya normal es:

1

;+\/§]_+

k (1.75)

-
5

3 _Q_
a=p=y
O3 _
Moct
a
a (04
O
2 2
P FIGURA 1.25
plano Definicién
1 o, octaédrico de esfuerzos
octaédricos

Asociado a este plano existira un vector esfuerzo octaédrico definido por:

foct:[Tij” [ | i . (1.76)
1
0, 0 0 */g
t,=| 0 0, 0 \/_15
0 0 Oy 1
V3
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_ 1 - 1 - 1 -
toet = \/75011 +ﬁ 0, ] +ﬁ oy k (1.77)
La magnitud del esfuerzo normal octaédrico es igual a:
[ 1 + + L +j+ k
Ooct =loct * oct_\/_ O-17' 02] O-3 T i ]
3

1
Ooct = ? [01 +o,+ 03]

I, (1.78)
Opct = g

El vector esfuerzo cortante octaédrico puede calcularse como sigue:

%oct = Z-oct _Eoct (1'79)
_ 1 < - - 1 L- L+ I+
roct=\/—[ol i+0,] +0, k]— — [ i+—=j+—=k

3 V3|3 37 3

el

La magnitud de 7, resulta igual a:

_ 1 IL\? I)? I \? (1.80)
T =Tocet = < o;,—— | +(0,—— + | 0, ——
| oct| oct 3 \/( 1 3) (2 3 3 3

De los resultados obtenidos, se puede observar lo siguiente:

a) El esfuerzo normal octaédrico depende de la magnitud de la compo-
nente volumétrica del tensor esfuerzo.
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b) El esfuerzo cortante octaédrico tiene como magnitud el valor medio
cuadratico de los elementos de la diagonal principal de la compo-
nente distorsional o desviadora.

En el capitulo 5 se analizaran las relaciones que existen entre estos dos

esfuerzos y los conceptos de energia de deformacién volumétrica y dis-
torsional, respectivamente.

1.14 Equilibrio de particulas en un medio
continuo

Consideremos que en cada punto del medio continuo se conoce el ten-
sor esfuerzo T; y estd dado por:

Oxx Tyx Tax

Ty=| Ty Oy Ty
Txz Tyz Ozz

Aceptemos que las componentes del tensor esfuerzo T; son funciones
continuas de (x, Y, 2, t) . Cuando el tensor esfuerzo es simétrico, basta
con definir a seis funciones continuas y derivables para conocer el

estado de esfuerzo en todos los puntos del medio continuo.

Para ello, es suficiente con estudiar el equilibrio de particulas en el
medio continuo, de donde surgen las condiciones de frontera y las fuer-
zas de cuerpo que producen los elementos del tensor esfuerzo T;; .

Consideremos una particula diferencial interior de un medio continuo

de volumen dV.
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Particula

elemental

¥
“P”,; .
e
ay

«Pn Fz
®

FIGURA 1.26
Equilibrio estético

dv=dx dy dz

de una particula

interior del medio
continuo

En la particula elemental aparecen:

a) Fuerzas de superficie en las caras laterales, provocadas por la
accion de particulas vecinas, las cuales varian de una cara a la otra
al moverse una distancia diferencial.

b) Fuerzas de cuerpo generadas por la accion de cuerpos distantes,
aplicadas en el centroide de la particula elemental.

O,y +d0,,

dV=dx dy dz

FIGURA 1.27 Fuerzas de cuerpo
w y de superficie en una particula
dy elemental de un medio continuo
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En el elemento diferencial, que se muestra en la figura (1.27), se indican
las fuerzas de cuerpo y de superficie que actuan en una particula ele-

OdIN3ILNOD

mental del medio continuo.

En cuanto al equilibrio de fuerzas, se tiene lo siguiente:

a) Por ) F.=0
(Ot doxx) dydz— (oxx dy dz) + (ryx + dryx) dxdz - (‘L'yx dx dz)
+ (T + dT,y) dxdy — (T, dxdy) +fdxdydz=0

doy, dydz+dty, dxdz+dt,, dxdy+f, dxdydz=0

) ) )
% G dydz+ ¥ d dydz+ % dxdydz +f, dxdydz=0
ox oY 0z
C) G) ;)
Oux gy 4 Clux gy 4 Ol dV+f,dv=0 (1.81)
ox Yy oz
SidVv->0,
C) 9T, O
Gxx Tyx TZX +fx — 0 (1.82)
ox dy 0oz

b) De manera similar, por ZFy =0, se obtiene:

2 ) 0
Ty OO, sz+fy=0 (1.83)
ox dy 0oz

1
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¢) Finalmente, por ) F,=0:
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+f,=0 (1.84)

Las ecuaciones (1.82), (1.83) y (1.84) pueden ser escritas en notaciéon
indice como sigue:

—2L+£=0

Esta ultima ecuacion se conoce como ecuacion de Cauchy y representa la
condicidn de equilibrio estatico de un medio continuo, formado por un
conjunto de particulas materiales. En el caso de que se quiera estable-
cer un equilibrio dindmico basta con igualar dicha ecuacidén a la masa
del medio continuo multiplicada por su aceleracién (Segunda ley de
Newton).

Problema 1.5

En un medio continuo se establece un tensor esfuerzo definido por:

2xy c*-y* 0
T,=A-| ¢*~y* 0 0 ; donde A, ¢ son constantes

ij
0 0 0
Obtenga:

a) Las fuerzas de cuerpo.
b) Las fuerzas en las fronteras del medio continuo.
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FIGURA 1.28 Viga de
seccion prismatica

sometida a flexién simple

Analizando cada una de las caras del medio continuo, se tiene:

En el plano y=c , n=}, el vector esfuerzo , vale:

t,=0 = cara descargada.

En el plano y=—c, n=—j

-2¢cx 0 0
t,=[T,]|7|=4-] o o o
0 0 0

1

t,=0 = cara descargada.

o
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S
2

=~

Enel plano z=+—, n=

OdIN3ILNOD

t,=0 = cara descargada.

En el plano z= —;, n=-k

t,=0 = cara descargada.

En el plano x=0, n=—i

0 >~y 0 -1
T,=[T,] |n|=4-| -* 0 0 0
0 0 0 0

Si y=0, t,=-Ac".

En la figura (1.29) se muestra la distribucion de esfuerzos cortantes corres-

1

pondiente.
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14
C
¢ |
| FIGURA 1.29
Y | Distribucién de
' esfuerzos cortantes
—| —c’A }e }% I — en el plano x=0

Integrando el volumen de esfuerzos cortantes para un ancho unitario,
se obtiene la fuerza cortante que actia en la cara xX=0:

V=" ()29 (1)=- ¢

De donde la constante A vale:

Vv

3

3
A=——
4 ¢

Enel planox=L,n=1i

t,=[T,] |n|=4-| &-y* o0 0 0 | =A(2Ly)i+A (%))
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La distribucién de esfuerzos normales en x =L se muestra en la figura
(1.30).

2LcA
Hy
c 2
—C
3 M
KD A /] FIGURA 1.30
c v Distribucion
<—H de esfuerzos
L |
¢ normales en el
—-2LcA —+ 1 —+ plano x=L

Dicha distribucién genera un par interno que vale:
Mi = H ° d
Siendo:

2LcAc
H=——=c"LA
el brazo de palanca del par vale:
4
d=—=c
3
Por lo tanto, el momento interno resulta igual a:
M;=(c’LA) A=t oar
3 3
La distribucién de esfuerzos cortantes produce una fuerza cortante igual a:

V:i A
3
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Esta fuerza estd en equilibrio con la que se produce en x=0.

El momento de inercia centroidal de la seccion se puede expresar como:

i

2IL

2 3
I=§c , porloque A=

Por equilibrio, el momento interno que produce la distribucion de
esfuerzos normales en x =L debe ser igual al momento que produce la
distribucion de esfuerzos cortantes en ambos extremos de la barra.

Dado que el esfuerzo normal que actta en la cara x =L se puede expre-
sar como 0, =2ALy y sustituyendo el valor de A en esta ultima expre-
sion, se llega a:

0, = Ty

Ecuacién conocida en los textos de mecdnica de materiales como for-

mula de la escuadria.

1.15 Ecuaciones de equilibrio de momentos en particulas
de un medio continuo

En la figura (1.31) se muestra el estado de esfuerzo a que se encuentra
sometida una particula elemental de un medio continuo. Por facilidad
unicamente se indican las fuerzas en las caras que van a producir giros
alrededor del eje X. En este andlisis se estd aceptando la existencia de
momentos externos por unidad de volumen de la particula, cuyas mag-

nitudes son m,, m,y m,.
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Por >'M, =0
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dy dz

d
L Ty, dxdz e (rzy + drzy) dxdy P

(t,s+dr,,)dxdz 5

d
T, dxdyf +m, dxdydz=0

dty, —dt,,+2m,=0

3 3
Tz g~ gy 4 2m, =0 (1.85)
oY oz

De manera analoga, por » M, =0 se obtiene:

0T,
0z

X

0
555 e+ 2m, =0 (1.86)
ox

Finalmente, por ) M, =0 se llega a la expresion:

arxy dr— aryx

ox oY

dy+2m,=0 (1.87)

(tqy+dr,,) dydx
/

dx A /
i
(ryz dx dz) s i
~ S0 Al il /(Tyz+dryz)dydx

1

dz Pt
<—< FIGURA 1.31 Ecuaciones de
equilibrio de momentos de
dy (sz dx dy) una particula de un medio
continuo
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De las ecuaciones (1.85), (1.86) y (1.87) se pueden definir los valores de
m,, m,, m,debidos a la excentricidad de las acciones que se generan en
la particula respecto al centroide.

Para el problema (1.6), la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio de

momentos conduce a lo siguiente:

Por > M,=0, 0-0+2m,=0 = m,=0
2.M,=0,  0-0+2m,=0 = m,=0
>'M,=0, 0-(-2y)Ady+2m,=0 = m,=Aydy

donde:

m,=—A Xydy=—A*=1y

Este resultado muestra que existiran tendencias al giro de las particulas
alrededor del eje z, dependiendo de su posicidn en el medio continuo.

La existencia de estos momentos implica que las particulas no se mue-
ven como elementos rigidos, sino que deben presentarse distorsiones

para garantizar la existencia de continuidad.

Los pares de esfuerzo se auto equilibran con los correspondientes a las
particulas simétricas respecto al eje z, sin que exista la necesidad de
aplicar momentos externos para equilibrarlas. Estos momentos se pro-
ducen en el problema en estudio por la distribucion no uniforme de
esfuerzos en las caras de las particulas.
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Normalmente en campos de esfuerzos no uniformes existen estos pares

de esfuerzos que tratan de provocar rotaciones y distorsiones en las

particulas.

Asi, mediante las ecuaciones de equilibrio se pueden identificar las

caracteristicas del vector fuerza de cuerpo f y del vector momento m,

dados por:

.]?zfx{+fy7+sz

m=m,i+m,j+m,k

1.16 Problemas propuestos

P Problema 1.6

El tensor esfuerzo en un punto de un medio continuo esta dado por:

-5 0 0
T,=| 0 -6 -12 | [MPa);
0 -12 1
. 1. 2. 2_
Sila normal a un plano que pasa por el punto vale, n= 3 i +? j +§ k,
calcule:
a) El vector esfuerzo total 7,; el vector esfuerzo normal o, y el vector

b)

esfuerzo cortante t,. Utilice las ecuaciones analiticas correspon-
dientes.
Los esfuerzos principales y las direcciones principales correspon-
dientes.
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c¢) Compruebe la ortogonalidad de las direcciones principales.
d) Resuelva el inciso (1.6.a) empleando el método grafico de Mohr.
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212 ki 0,= l(+121?+2427+242E)-
3 I3 Ty J ’

0,=10MPa; 0,=-5MPa; o;=-15MPa

3. 4_- - - _ 4. 3_
—Jj ks mp=i; —j+—k;
"5/ 2 B

IS Probtema 17 |

Demuestre que el esfuerzo cortante octaédrico dado por la ecuacion:
2 2 2 L
1 LY, LY, I, \2/2 alent
T, =—3| 0 —— 0,—— 03—— ; es equivalente a
oct 3 1 3 2 3 3 3 q
1
Tt =5 { (0,-0,)*+(0,~0,)* + (o, —01)2}

P Problema 1.8

El estado de esfuerzos en un punto “P” de un medio continuo estd dado

N~

1

por:
4 b b

Ty=| b 7 2 | [MPa]; b:cantidad desconocida
b 2 4
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Si, 0,=3MPay 0,=20,, determine:
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a) Elvalor del esfuerzo principal mayor.
b) Elvalordeb.
¢) Ladireccion del esfuerzo principal o,.

Solucion

a) 0,=20,=8MPa; b) b=0MPa; c¢) n,=1i

P Problema 1.9

El tensor esfuerzo en un punto “P” de un medio continuo esta dado por:

o 1 2
T,=| 1 o, 1 | [MPa
2 1 0

a) Determine el esfuerzo desconocido de forma tal que el vector
esfuerzo 7, en un plano cualquiera que pase por el punto “P” sea
igual a cero, es decir ,,=0.

b) Determine también la normal al plano donde 7,=0.

Solucién
1

a) o0,=1MPa; b) n=——(i-2j+k)
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CAPITULO

Estado de deformacion

Introduccién

En este capitulo se estudian los conceptos de vector desplazamiento de
un punto de un medio continuo y el de vector desplazamiento relativo de
un punto respecto a otro vecino, lo que permite establecer los conceptos
de vector deformacion y tensor deformacién. Se demuestra que la cine-
matica completa de una particula material de un medio continuo estd
constituida por una traslacion, una rotacion y el estado de deformaciéon
de la particula, este altimo representado por el tensor deformacion.

Asimismo, se demuestra que la estructura matematica establecida para
el estudio del estado de esfuerzo, asi como las ecuaciones analiticas
derivadas y métodos graficos empleados, son igualmente aplicables al
estudio del estado de deformacion.

Por ultimo, se establecen las llamadas ecuaciones de compatibilidad
que garantizan la continuidad del material durante su proceso de defor-

macion.
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2.1 Descripcion del movimiento de un medio continuo

Consideremos una particula elemental de un medio continuo descar-
gado, y llamemos a este estado del cuerpo la configuracion inicial (t=0),
material o no deformada. Cada una de las particulas que conforman el
medio continuo en esta configuracidon recibe el nombre de particulas
materiales, cuya posicion se establecera en el sistema de referencia car-
tesiano x;, x,, X; (también conocido como sistema local o lagrangiano).

Al someter al cuerpo deformable a un sistema de cargas se generan
estados de esfuerzo, los cuales a su vez provocaran estados de defor-
macion. La forma que adopta el medio para un tiempo ¢ cualquiera se
conoce como configuracion deformada o final y corresponde a la imagen
que proporciona una fotografia del cuerpo para el tiempo especificado.
Cada una de las particulas que conforman el cuerpo en esta configura-
cién recibe el nombre de particulas espaciales, cuya posicion se estable-
cerd en el sistema cartesiano x, x5, x’s (denominado sistema espacial o

euleariano).

Para describir la cinematica del medio continuo, se supondrd por como-
. . . 4 4 / ’
didad que los sistemas de referencia x;, x,, x; y X1, X', X5 estan super-
puestos (figura 2.1).
A -
t=0 X" t=t

FIGURA 2.1
Definicion de vector
Xy desplazamiento
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La posicion de cada particula del medio en la configuracidn inicial se
puede definir mediante un vector de posicién OP , cuyas componentes
son:

(@):x1?+ x2]T+ xsi (2.1)

Al transcurrir el tiempo de t=0 a t=t, el vector de posicién del punto P
en la configuracién deformada resulta:

(OP")=xi +x}j +x3k (2.2)

De la figura (2.1), se puede establecer que:

(OP")=0P+$6, (2.3)

Siendo §, el vector desplazamiento del punto P, el cual puede ser escrito

como:

Sp=(xi+xyj+xyk)=(x0+x,j +x,k)

§p=(x7—x)i+(xy—y)j +(xs—2)k

Llamando a las componentes del vector desplazamiento:

xX|—x=u (2.4)
XH—y=v (2.5)
Xy—2=W (2.6)
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Tomando en cuenta estas ultimas ecuaciones, el vector desplazamiento
se puede escribir como:

Sp=ui+vj+wk (2.7)

Evidentemente, las componentes del vector desplazamiento u, v, w
dependen de la posicion del punto en el continuo y del tiempo transcu-
rridodet=0at=t.

Si el vector desplazamiento esta asociado con cualquier particula en
la configuracion no deformada, entonces sus componentes se pueden
escribir (notacion indice) como:

§: (21, 20, x5, 1) =2} (200, %0, 205, ) =% (2.8)

La ecuacion (2.8) representa la descripcion material de las particulas de
un medio continuo, generalmente utilizada en la mecdnica de sélidos. En
esta descripcion, se sigue el movimiento de la particula para diferentes
tiempos.

Cuando el vector desplazamiento esté asociado con cualquier particula
en la configuraciéon deformada, se tiene:

8;(x, xhy xy, t) =xi—x; (x, x5y, x5, t) (2.9)

En este caso, la ecuacion (2.9) expresa la descripcidon espacial de las
particulas de un medio continuo, comunmente utilizada en la mecdnica
de fluidos. En esta descripcion, la atencidn se centra en un punto fijo del
espacio o en una region. Se describe la propiedad como una funcién
del punto y del tiempo. Se obtiene la evolucion de la propiedad para las
distintas particulas que van pasando por dicho punto del espacio a lo
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largo del tiempo. Por ejemplo, seria el caso de un observador que regis-
tra la velocidad de un fluido en un punto fijo del espacio en funcién del
tiempo. Por otra parte, al fijar el argumento tiempo en la ecuacion (2.9)
se obtiene una distribucién instantanea (fotografia) de la propiedad en

el espacio.

Asi, las ecuaciones (2.8) y (2.9) continuas y derivables permitiran des-
cribir el campo vectorial de desplazamientos de todos los puntos de un
continuo en cualquier instante. El lugar geométrico de los extremos de
vectores desplazamiento § respecto a la posicién original describird la
trayectoria de cada punto material del continuo. El conocimiento de
las trayectorias permite describir la cinemdtica de las particulas de un
medio continuo, pero para conocer la cinematica completa de las par-
ticulas es necesario describir el movimiento relativo de la particula res-
pecto a la trayectoria.

Para ello se analizara una particula elemental del medio continuo, tal
como se muestra en la figura (2.2), donde por facilidad de exposicion se
adoptara un sistema de referencia cartesiano X, y, 2.

+ dy +
== 3
dx : Q
+ ;
: //
dz % 5,
Z -+ - Q
p
t=0 y

FIGURA 2.2 Definicién de
vector desplazamiento relativo
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Supongamos una particula material del medio (t: 0) y fijemos dos pun-
tos de dicha particula, por ejemplo, Py Q, separados una distancia dife-
rencial. La posiciéon de dichos puntos estd dada por las siguientes coor-
denadas:

P(x,y,2); Q(x+dx,y+dy, z+dz)

Al transcurrir el tiempo, la posicidn de la particula en la configuracién
deformada estard dada por las coordenadas de los puntos P’y Q’, esto es:

P (x+u,y+v,z+w)
Q' (x+dx+u+du, y+dy+v+dv, z+dz+w+dw)

Asi, la nueva posicion de la particula quedara definida una vez que se
establezca el campo de desplazamiento § mediante funciones conti-
nuas y derivables.

2.2 Caracteristicas de rotacion
y cambio de forma de La particula

Con referencia a la figura (2.2), llamaremos al vector AEQ /p1a diferencia

vectorial siguiente:

ASy/p=5,—5p (2.10)

El vector AEQ /» mide la rotacion y el cambio de forma de la particula y
representa el movimiento relativo del punto Q respecto al punto P.
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Evaluando la ecuacién (2.10), el movimiento relativo de la particula que-
dara descrito por:

A8y p=(u+du)i+(v+ dv)j+(w+dw)k-(ui+vj+wk) (2.11)
A8y p=dui+dvj+dwk

Desarrollando la ecuacién (2.11), se tiene:

_ (ou. ou, ou, N\- (. . ov -
B8gp=| o dx+ o dy+ o dz | T+ S dx+ s dy+o" dz);
ox Y oz ox Y oz

0 0 0 -
+ —de+—wdy+—wdz k (2.12)
ox oY oz

La ecuacién (2.12) se puede escribir de manera matricial como:

ou ou u |
ox oy oz

dx

= ov ov av
ANS,pp=| — — — ||d
Q/P ox oy oz Y (2.13)
aw dw dw ||
| ox  Jy oz

De la figura (2.2), se puede observar que el vector que une los puntos P
y Q resulta igual a:

PQ=dxi +dyj +dzk (2.14)
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Dividiendo la ecuacién (2.13) entre el médulo de ﬁ, se obtiene:

JEZANCURN T =

- ax oy oz | |IPQ]

ASop | av v v dy

Tl | W || 219
w o aw o || g
| ox Y 9z | |m|

Obsérvese en esta ultima ecuacion que los elementos del vector columna
representan los cosenos directores del vector que va de P a Q, el cual se
puede expresar de la siguiente forma:

E=cosa17+cos[3]7+cosy§ (2.16)
AEQ/P ., — .7
Llamando a |_ el vector deformacion total €, la ecuacion (2.15) se
PQ
puede escribir como:
e=[E;]|e] (2.17)
Siendo:
u du ou | (2.18)
dx Jdy 0z ’
— ov ov ov
Ei= | — — —
1 ox dy 0z
w ow aw
| ox oY oz |

Ei]- recibe el nombre de gradiente de desplazamiento material o tensor
deformacidn total.
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Este tensor representado por una matriz cuadrada, una simétrica y la
otra antisimétrica, se puede expresar como la suma de dos matrices,
esto es:

Foo| L[V, ou ov 1(ov ow (2.19)
ox oy dy 2 \2z ay

=
N

1 aw+au 1 (ow ov 0
2 \ox 0% 2 \0Jy oz

La primera matriz (simétrica) se conoce como tensor deformacion E;,

mientras que la segunda (antisimétrica) recibe el nombre de tensor

rotacional Q;;.

Asi, el tensor deformacion total se puede expresar como la suma de dos
tensores, esto es:
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2.3 Interpretacion fisica del tensor rotacional

Definiendo a los términos del tensor rotacional Q;; como:

o oL o) o o Lfou_ow
w2 \oy ox ) =2 \oz  ox
Q 1 fov ou), Q 1 (ov ow
W2 \ox oy )’ @ 2\9z oy
o Jlfow ) 1(ow oy
¥ 2\ox az)’ ¥ o2 \ay oz

Obsérvese que los elementos del tensor rotacional guardan la siguiente

relacion:

Q,,=-0

yx xy o

sz:_sz; Q,,=-Q

Por lo que dicho tensor se puede representar como:

Q=1 -Q, 0 Q (2.21)

Para identificar los términos del tensor rotacional Q;;, apliquemos la
definicién de rotacional al campo de desplazamientos &:

i

0 1 _ _ _ B
cots= | ax = ?rotS:[Qyz1+sz]+Qxyk]

" (2.22)
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Calculando el producto vectorial % rot§ x e , se tiene:

; ; K
L téxe=
2 1o €= - sz Qux Qxy (2.23)

cosa cosf cosy
e COSY — Q. cosB}f—{—szcosy—Qxycosa}j_

=lo
{Q cosfB—-Q,, cos a} k

-

5 L rotxe ={Q,. cosy+Q, cosB} i +{Q,, cosy+Q, cosa} j
+{ cosB+szcosa} k

Por otra parte, el tensor rotacional aplicado a la direccién definida por
el vector e resulta igual a:

Q]] el|= {ny cosB+ Q,, cosy} i+ {Qxy cosa+Q,, cosy}j_

+ {sz cosa +Q,, cos B} k (2.24)
Obsérvese que las ecuaciones (2.23) y (2.24) resultan ser iguales, por lo que:

[Qi]-] |E| :; rotSxe=v (2.25)
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La interpretacion fisica de % rot§ x e = v se muestra en la figura (2.3).

FIGURA 2.3
Interpretacion fisica

del término rotS xe

Se puede observar en esta figura que dicho término representa al con-
junto de vectores v generados por una rotacién alrededor del eje rot §,

con un giro w de magnitud:
L |rot5]
2

El conjunto de vectores v tiene magnitudes proporcionales a su distan-
cia d al vector rot§.

Para aclarar el significado fisico del tensor rotacional en el plano, con-
sideremos una barra rigida sometida a un giro w,, tal como se muestra
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en la figura (2.4). Consideremos que en los extremos de la barra se loca-

lizan los puntos Py Q separados una distancia diferencial.

FIGURA 2.4
Rotacién pura de
una barra rigida

El vector desplazamiento relativo del punto Q respecto al punto P es:

AS

=dui+dvj

El desplazamiento du se puede calcular como:

du

du

dR

dv

dv

dR

=dRcos(w,+0)-dRcosB
=dR (cosooz cos B —senw, sen 6) —dR cosf

=(cosooz—l) cos B —senw, senf

=dRsen (w,+6)—dR sen
=dR (senoozcose + cosw, senf )—dR sen6

=senw, cosf+ (cosw, —1) send

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Las ecuaciones (2.27) y (2.28) se pueden representar en forma matricial:

du

iR ) cosw,—1 —senw, || cosO (2.29)
v sen w, cosw,—1 | | senB

dR

Si w, es pequeflo, entonces sen w,=w, y cos w, =1, por lo que la ecua-
cién (2.29) se reduce a:

du 0 cosB

— )

dR | N (2.30)
dv w, 0] |senb

dR

Obsérvese que esta ultima ecuacion puede ser expresada de la siguiente

manera:

€= [Qij] | e | con E;=0

por lo tanto:

ny =W, y Qxy =W,

Asi, los términos del tensor rotacional Q; representan los giros del ele-
mento alrededor del eje Z.
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2.4 Interpretacion fisica del tensor deformacion

El tensor deformacién qued¢ definido por:

ou 1 /(ou . ov) 1 (ou . ow

ox 2\o0y oJx/) 2\0z ox

| 1 fov . ou ov 1 (ov . ow (2.31)
| 2 \8x oy dy 2 \2z oy

1 8w+au 1 8v+aw ow
2\ox 9dz/) 2\oz 9y oz

i

A continuacioén, se presenta la interpretacidon fisica de cada uno de los
elementos del tensor deformacién. El término:

auNAu

dx Ax

donde Au representa el desplazamiento del elemento dx en la direcciéon
X, mientras que Ax es la dimension original del elemento. Asi:

ou
ox

representa la deformacién normal o longitudinal unitaria en la direc-
cién x, y en lo que sigue la designaremos como €, . El primer subindice
indica la direccién del desplazamiento del punto Q a Q’, en tanto que el
segundo, la direccién de los puntos P a Q dada por el vector unitario e.

De manera similar, designaremos a los términos:

ov e ow
ay W Y 5

=€y
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los cuales constituyen las deformaciones normales o longitudinales
unitarias en las direcciones y y z, respectivamente. Los valores de €
seran positivos cuando los lados de la particula aumentan de longitud,

en caso contrario, seran negativos.

En lo que respecta al término:

ou oy
oy ox
la interpretacidn fisica se hara con referencia a la figura (2.5).

Considérese un elemento diferencial cuya configuracién no deformada
esta definida por los vértices O, P, Q y R, asumiendo que esta fijo en O.
Una vez que el elemento ha sido deformado, los vértices en la configu-
racién deformada son P’, Q, R".

FIGURA 2.5
Interpretacioén fisica

deltérmino [ 31 3y
4
oy 0x
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Con base en esta figura, se tiene:

ou
—
o 2
tang, =7 =% (2.32)
dy oy
0
s
tan 6=~ =¥ (2.33)
dx ox
Por otra parte, si el angulo 0 es pequefio, entonces:
o o
LV 0+, (2.34)
ody ox

En lo que sigue, designaremos al término:

ou  ov
— +— =ny
dy ox
Observamos que este representa la suma del cambio angular entre los

lados dx, dy inicialmente ortogonales y se conoce como deformacion
angular o deformacion cortante.

Analizando las caracteristicas de deformacién en los planos xz, yz, se
puede establecer por analogia:

ow Ju ow dv
Yex = — t— Yzy: — t—
ox 0z Jdy 0z

siendo y,, y V,, los cambios angulares entre los lados dx y dz y los lados
dyy dz, respectivamente. Los valores de las deformaciones angulares y
seran positivos cuando decrece el angulo que forman los lados corres-
pondientes, en caso contrario, serdn negativos.
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De esta manera, el tensor deformacién puede ser representado como:

1 1
Exx 5 Yyx 2 X
1 1
[E4]= SV Ey o S Vm (2.35)
1 1

Asi, en el tensor E;; aparecen:

a) En su diagonal principal, las deformaciones longitudinales unita-
rias en tres direcciones ortogonales.
b) Simétricamente a la diagonal principal aparecen la mitad de las

deformaciones angulares entre tres lados originalmente ortogonales.

P Problema resuelto 2.1

En el medio continuo representado en la figura (2.6), se establece el

siguiente vector desplazamiento:

5=(-0yz)i+(0x2)j

FIGURA 2.6 Barra cilindrica
sometida a un campo de
y desplazamientos

)
@)
b
_|
m
=
o
o
)

o
(o]




Determine la cinemdtica de las particulas A, By C, en 2=0.

Las componentes del vector desplazamiento son:

u=-0yz; v=0x2; w=0; 0O=cte

Los elementos del tensor deformacion se calculan como:

ou ov

— =0 — =0z

ox ox

ou 0

—=-0z ; —V:O

oy oy

0 0

—u=—6y; YV _ox

0z 0z

ow ow ow

—=0 ; —=0; —=0

ox ] oz
i j ok

- 0 o0 9 ~fow ov)\ [ ow oJu\ —(dv oJu

rotb=| — — — |=i| ——— |-j| — - — —-—
ox oy oz oy 09z ox 0% ox 9y
u v ow

Por lo tanto:

rot§=1(0-6x)—j(0+0y)+k(6z+62)

rot§=i(-0x)—j(0y)+k(262)
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Ademas: -0y
0 0o —
2
0
-0 0
y bx 0
2 2

La evaluacion del tensor deformacién E; y del rotacional del vector
desplazamiento para cada una de las particulas permite conocer su
cinematica.
a) Enelorigen (particula C),

x=0, y=0, z=0
se tiene:

§=0, E;=0, rot§=0

De lo anterior, podemos concluir que no hay traslacién ni rotacién y
tampoco cambio de forma.

b) En el borde de la barra (particula A),
x=R, y=0, z=0

por lo que §=0.
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El rotacional del vector § resulta:

rot§=—R0i - laparticula gira alrededor del eje x en direccién negativa.

El tensor deformacion vale:

0 0 0
R .
E.=| 0 0 06— | - haycambiode forma
Ul 2
0 0 — 0

¢) Enelborde de la barra (particula B),
x=0, y=R, 2=0
por lo que & =0.

El rotacional del vector § resulta:

rot§=—R0j - la particula gira alrededor del eje y en direccién negativa.

El tensor de formacidn vale:

_ o
0 0o -—
2
E;= 0 0 0 | - haycambio de forma
OR
-— 0 0
- 2 -
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d) Describa el movimiento de las particulas A, B, Cen z=Ly compare
los resultados con z=0.

Se encontro que el vector desplazamiento queda expresado como:

§=(-0yz)i+(0xz)j

Siz=0->8=0, este resultado implica que las particulas no experimen-
tan desplazamientos paralelos a ningun eje.

Para el rotacional, se tiene:
rot §=(—-0x)i+(-8y)j+(262)k
rot & =(—6x) f—(ey) j=-6 (xlT+y]T)

El tensor deformacion vale:

0 0 -y
E;j=| 0 0 x ;9
-y X 0

Si se compara el vector rotacional con el vector de posicidon de cada par-
ticula, descrito por:

r=xi+yj—>rot6=-0r
Se observa que ambos vectores tienen las mismas lineas de accién, pero

difieren en direccién en 180°. Ademas, las magnitudes de los vectores
rot§ son proporcionales en 8 a la magnitud de los vectores de posicién.
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Lo anterior indica que todos los vectores rot 6 coinciden en el origen.
Por lo tanto:

[rotg] =0 - no hay giro

origen

Analizando la seccién z=1 (figura 2.7), se tiene:

3=(—6y) 17+(8x)]

Ya que en w=0, la seccién permanece plana y sélo se presentan despla-

zamientos en el plano de la seccién.

X
FIGURA 2.7 Componentes
y del vector desplazamiento
en las secciones z=0y
z=1
Dado que:
r=xi+yj y &= (—9y)17+ ((t)x)]T

Los desplazamientos son proporcionales a la magnitud del vector de
posicién 1y ortogonales a él, por lo que podemos escribir:

[8]=6]r|
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Por lo tanto, la seccién z=1 permanece planay gira rigidamente alrede-
dor del eje z, un angulo 6.

El 4ngulo 8 mide el giro respecto a z, de una seccion distante z=1, de la

seccidn que no se mueve (z=0).
Ademas: [rotg] —1=(-0x)i—-(0y)j+(20)k

Este vector es igual al de la seccién z=0 m4s un vector 20 k, que implica
una rotacion rigida alrededor de z=0.

Ademas de estos movimientos rigidos de las particulas, se cumple que:
[Eij L= =By ]oo

Finalmente, en z=L:
[g]z:L:[g]z=1 L

La seccién permanece plana, girando un angulo 6L respecto al eje 2:
[rot§ |,_, =[rot & |,,+(26L)k

Asi, las rotaciones de las particulas son similares a las de z=0, pero son
una rotacion rigida alrededor de z con magnitud igual a 6L.

Por lo tanto, § = (~8yz)i+(0xz)j describe la torsién de una barra cilin-
drica cuando las secciones permanecen planas y la seccién z=L gira un

angulo OL respecto a la primera seccién.
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2.5 Componentes normal y cortante
del vector deformacion

Previamente se establecid que el vector desplazamiento relativo de un
punto Q respecto a un punto P, se puede expresar como la diferencia
vectorial ASQ /Png—gp. En la figura (2.8) se muestra graficamente
dicho vector.

4
Q
FIGURA 2.8
Componentes normal
y cortante del vector AS
despla ient I
p' zamiento A5,
relativo
_ 6
e
e .
p Q _
AS,

Se puede observar en dicha figura que si Py Q son dos puntos en la con-
figuracién no deformada del cuerpo, cuya direccién esta dada por el
vector unitario e, entonces A§ es el vector que va del punto Q al punto
Q’, ubicado este ultimo en la configuracién deformada del cuerpo. De
esta manera, y con referencia a la figura (2.8), se puede establecer la

siguiente suma vectorial:
AS=A8,+A§, (2.36)

Dividiendo esta tltima ecuacién entre el médulo del vector PQ, se
obtiene:

AS  AS, AS,

— = — + —— (2.37)
1P| |PQ| |PQ|
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La ecuacion (2.37) se puede escribir como:
£=¢g)+¢, (2.38)

siendo ¢, el vector deformacién normal o longitudinal y €, el vector
deformacion cortante o desviador. Obsérvese que la ecuacién (2.38)
tiene la misma forma que la establecida para el vector esfuerzo f.

Dado que el vector deformacién € presenta la misma estructura matema-
tica que el vector esfuerzo t, todo lo establecido con anterioridad en el
estudio del estado de esfuerzo serd valido para el estado de deformacion.

2.6 Deformaciones principales y direcciones
principales asociadas

Para determinar las direcciones principales de deformacion, se realiza un
planteamiento andlogo al del estado de esfuerzos.

Las magnitudes de las deformaciones principales quedan definidas por la

ecuacién caracteristica siguiente:

€3~ J,e*+J,e-TJ,=0 (2.39)
donde:
Ji= €t Eyyt+ ey, ; invariante lineal
Ty = € Eyy+ Eyy €+ €0 By —lyiy —lyzz —lyﬁ,x ; invariante cuadratico
4'xy glvE g
J= | [Ei]-] | ; invariante ctbico
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Por lo tanto, el tensor deformacién en un sistema de referencia principal

se puede expresar como:

€, 0 0 (2.40)
Tij: O 82 0
0 0 £,

siendo €,, €&,, €; las deformaciones principales mayor, intermedia y

menor, respectivamente.

Por analogia, se puede llegar a establecer un elipsoide de Lamé que des-
cribe el conjunto de vectores € en un marco de referencia principal e,
e, , e;. En dichas direcciones sélo se generan cambios de dimensiones

lineales, pero no angulares.

Las direcciones principales de deformacion se calculan con el modelo
matemadtico de valores y vectores caracteristicos, de manera similar a lo

que se hizo para el estado de esfuerzo.

2.7 Significado fisico del invariante lineal J,

Consideremos un elemento de volumen de un medio continuo some-
tido a un estado de esfuerzos tal que sus dimensiones se incrementan,
pero el cuerpo mantiene su forma (figura (2.9)), por ejemplo, el gene-
rado por un campo de temperatura.

Por facilidad de presentacion, supondremos que las dimensiones origi-

nales del elemento son unitarias.
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n, FIGURA 2.9 Cambio
volumétrico de una
particula de un medio
continuo

El cambio de volumen AV que experimenta el cuerpo resulta igual a:
AV=(1+¢)(1+¢,)(1+¢&,)-(1) (1) (1)

Desarrollando:
AV=(g,+e,+8,)+ (6 6,4 €65+ £58)) + (818, &)

y teniendo presente la definicién de invariantes de deformacidn, resulta

que:

AV=]+ J,+ J, (2.41)
La suma de los tres invariantes mide el cambio de volumen de una par-
ticula unitaria. Dado que en muchos problemas de ingenieria las defor-

maciones longitudinales son menores de 1 %, se acepta que:

AV=], (2.42)
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./ e .. . AV
Puesto que la deformaciéon volumétrica unitaria es igual a £,= —,
\4

entonces £,=J;.

2.8 Componentes volumétrica y desviadora
del tensor deformacion

Supongamos que en un punto de un medio continuo se conoce el tensor
deformacién E;; en un marco de referencia principal. Este tensor, al igual
que en el caso del tensor esfuerzo, puede ser descompuesto en sus par-
tes volumétrica y distorsional (o desviadora). Asi:

E;=E,+ E, (2.43)
donde:
1 0 0
J1
Ey="5| 0 1 0 (2.44)
0
_ . _
& -— 0
'3
A (2.45)
E,= 0 €r—— 0
Jq
0 0 €3——
i e

El tensor E, mide el cambio de volumen de las particulas unitarias del
cuerpo deformable, mientras que el tensor E, mide su distorsiéon o cam-

bio de forma.
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2.9 Estado de deformacion bidimensional

El estudio del estado de deformacién bidimensional, desde un enfo-
que matematico, es muy similar a lo que se establecié para el estado
de esfuerzo plano; sin embargo, desde el punto de vista fisico, existen
algunas particularidades que es conveniente puntualizar.

Se tiene un estado de deformacién bidimensional cuando las deforma-
ciones asociadas, por ejemplo, a la direccién 2 se pueden despreciar,
esto es:

ezz:(); sz:(); szzo

Esta condicidn se presenta en la préctica en el caso de cuerpos defor-
mables donde una de las dimensiones es considerablemente mayor a
las otras dos, por lo que las deformaciones asociadas con la direccién
larga se suelen despreciar, asi todo el estudio de deformaciones se hace
en el plano.

Asumiendo la condici6n planteada, el tensor deformacion E;; se reduce a:

- L _
Exx ? ny 0
1
— il 2.46
Ee = 5 ny gyy 0 ( )
0 0 0

Este ultimo tensor representa un estado de deformacion bidimensional.

Las deformaciones principales y las direcciones correspondientes se
calculan de manera analoga para el estado de esfuerzo plano.
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Las magnitudes de las componentes lineal €, y cortante €, del vector
deformacidn € para un estado de deformacién plano se pueden deducir

como a continuacion se explica.

FIGURA 2.10 Derivacion de las
magnitudes de los vectores

deformacioén €, y €, para un

estado de deformacién plano

Siguiendo un procedimiento similar al realizado para el estado de es-
fuerzo plano, se obtiene:

€. +E 1 1
=2 W = (g, —€,,) COS2a+ — ,, SEN 200 (2.47)
2 2 2
Exx—E 1
€= (xxzyy) sen2a — 5 Yy COS 20 (2.48)

Las ecuaciones (2.47) y (2.48) permiten calcular las magnitudes de
las deformaciones longitudinal €, y cortante €,, respectivamente, que
actuan en la direccién de los puntos P a Q (figura (2.10)), dada por el vec-
tor unitario e, conocido el tensor deformacion Ej; en el punto P.
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A diferencia del estado de esfuerzo plano, donde el angulo 6 se mide del
eje horizontal (el x) a la normal al plano donde se quieren calcular los
esfuerzos, ahora el dangulo a se mide del eje horizontal x, a la direccién
de los puntos P a Q, dada por el vector unitario e.

Para un estado de deformacion bidireccional en un sistema de referen-

cia principal, el tensor deformacién resulta (€,=0):

Para este tensor, las ecuaciones (2.47) y (2.48) quedan:

€,t+e; 1
gp=— ; 3+?(el—£3) cos2a (2.49)

£, +¢€
€g= (123) sen 2a (2.50)

2.10 Ecuaciones de compatibilidad de deformaciones

Se demostrd en el cuerpo del capitulo que para conocer el estado de defor-
macién en un punto de un medio continuo es suficiente con determinar
las seis componentes del tensor deformacion Ej; (simétrico). Dado que
las seis componentes del tensor deformacién forman un sistema de seis
ecuaciones diferenciales parciales, donde las incdgnitas son los desplaza-
mientos u, vy w, es claro que el sistema esta indeterminado y, en general,
no poseerd una solucion nica para una eleccién arbitraria de las compo-

nentes u, vy w. Para que un tensor simétrico de orden dos corresponda a
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un tensor deformacidn y, por lo tanto, sea integrable y exista un campo de
desplazamientos del cual provenga, es necesario que se garantice la conti-
nuidad del medio continuo durante el proceso de deformacién. Para ello,
los elementos del tensor deformacién deben cumplir con ciertas condi-

ciones, conocidas como ecuaciones de compatibilidad.

Supongamos que de alguna manera se establecen las dos ecuaciones
diferenciales siguientes, siendo la variable desconocida la componente

del vector desplazamiento u(x, y):

o}

o =x+3y (2.51)
ox

ou

- =x2

oy

El andlisis de estas dos ecuaciones nos lleva a que no pueden ser resuel-
tas debido a que son inconsistentes. El cdlculo en ambas ecuaciones de
la derivada:

d%u

9x 9y

pone en evidencia dicha inconsistencia. La derivada de la primera ecua-

cién da 3, mientras que la segunda da 2.x.

Silas ecuaciones (2.51) se expresan como:

)
o _ f(x,y) (2.52)
ox

ou
@ —g(x’ y)
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entonces, para que estas ecuaciones puedan ser integradas, se debe

cumplir la siguiente condicidn:

o 0

of _o8 (2.53)
dy odx

La ecuacion (2.53) representa la condicion de integrabilidad de Riemann o

ecuacion de compatibilidad.

Por lo expuesto, es claro que los elementos del tensor deformacion
deben guardar cierta relacion entre si para asegurar la existencia de
continuidad del campo de desplazamientos & correspondiente.

Para establecer las ecuaciones de compatibilidad, recordemos la defini-
cion de cada uno de los elementos del tensor deformacion E;;:

ou

Exx=— (2.54)
ox
ov

€y = (2.55)
Y
ow

€pp = g (2.56)
ou ov

ny: 4+ — (2.57)
oy ox
0 0

Yxz = °r + o (2.58)
oz  0x
ov  ow

Yyz (2.59)

= — 4+ —
oz 9y
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Para relacionar los elementos del tensor deformacién, efectuemos las
siguientes operaciones. Derivando la ecuacién (2.54) respecto a y?, se
obtiene:

9%, _ o’u
oy? dx dy?

(2.60)

Haciendo lo mismo con la ecuacién (2.55), pero ahora respecto a x°, se

llega a:
9% o’v
zy =32 (2.61)
ox 0x” oY
Derivando la ecuacidn (2.57) respecto a x , y:
ch o*u o’v
Yoy _ + (2.62)
0X0Yy  JYoxody 0xoyox
Si u, v son funciones continuas,
Ch o’,, d€
L e (2.63)
ox oY oy ox
Andlogamente, si u, w son funciones continuas y derivables,
R 9%, J%
Yoz _ e (2.64)
0x 0% 0z ox
Finalmente, si v, w son funciones continuas y derivables,
2 2 2
Vs _ Iy | O s (2.65)

dydz  3z° oy?
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Las ecuaciones (2.63), (2.64) y (2.65) forman el primer grupo de ecuacio-
nes de compatibilidad.

Ahora, estableceremos las relaciones entre los valores de las deforma-
ciones angulares y que permitan definir explicitamente a las deforma-

ciones longitudinales €.

Derivando la ecuacion (2.57) respecto a z:

Oy _ o%u . 9%v

(2.66)
0z 0Yyoz o0x0%
La ecuacion (2.58) respecto a y:
2 2
OYys _ o‘u N o'w (2.67)
oY oyoz 0xoy
Finalmente, la ecuacion (2.59) respecto a x:
) ’v  *w
Yoz _ (2.68)

+
0x 0x0z 0x9Y

Multiplicando la ecuacidon (2.68) por (-1) y sumando miembro a miem-
bro con las ecuaciones (2.66) y (2.67), se llega a:

) U Oy Oy i

(2.69)
dyozx 0z  0xX QY

Derivando esta ultima ecuacion respecto a x, se obtiene:

of U \_ 3 [ Oy s, Oy
0x0Y oz ox ox 9y 0z
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2 G _ 9 (9, s Oy (2.70)
dyoz dx\ ox Jy 0z

De manera similar, se puede obtener:

2
, 0% _ 2 (avyz s avxy) .

dxdz dy\ ox  dy 0z
2
9 & _ i asz + anz _ any (2.72)
dxdy odz\ 9x dy oz

Las ecuaciones (2.70), (2.71) y (2.72) forman el segundo grupo de ecuacio-
nes de compatibilidad. Si estas seis ecuaciones son satisfechas, se con-
cluira que los elementos de E;; son compatibles.

Las seis ecuaciones previas garantizan que se satisfagan las condiciones
de Riemann para establecer las condiciones de integrabilidad que per-
miten la aceptacién de la existencia del campo §=ui+Vj +wk que dé
origen a un tensor E; compatible.

2.11 Determinacion de los elementos
del tensor deformacion

Existen varios métodos para determinar los elementos del tensor defor-
macién en un punto de un cuerpo deformable: a) analiticos, b) numéri-
cos y c) experimentales. En los dos primeros, los elementos del tensor
deformacién se determinan resolviendo las ecuaciones de comporta-
miento del medio continuo, en general, sistemas de ecuaciones dife-
renciales. Dependiendo de la complejidad del problema que se quiera
resolver, se puede llegar a una solucidn cerrada (analitica), o bien, a una
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solucién aproximada de tipo numérico. Ambos métodos estdn fuera del
alcance de este primer curso, no obstante, en el capitulo 4, Teoria de la
elasticidad, se abordaran algunos problemas sencillos haciendo uso de
funciones potenciales de esfuerzo y de desplazamiento.

Con respecto a los métodos experimentales, el problema se reduce a la
medicion de las deformaciones unitarias longitudinales en un mismo
punto del cuerpo deformable para diferentes direcciones. Para ello, es
necesario emplear instrumentos de mediciéon de mucha precisiéon, como
es el caso de los transductores de desplazamiento que trabajan bajo el
principio de resistencia eléctrica, también conocidos como strain gages.

En cuanto al tensor deformacién en el espacio, seria necesario medir
las deformaciones longitudinales en seis direcciones diferentes para un
mismo punto del cuerpo deformable; en cambio, para un tensor defor-
macidn bidireccional, es suficiente con tres mediciones. En este ultimo
caso, los elementos del tensor deformacion €., €., y,, se determinan
haciendo uso de la ecuacién que da la magnitud de la deformacién lon-
gitudinal €,, asociada a una direccién (ecuacion (2.47)), lo que conduce
a un sistema de ecuaciones algebraicas donde las incdgnitas son los tres
elementos del tensor deformacién.

Para facilitar las mediciones de las deformaciones longitudinales en varias
direcciones, existen ya en el mercado arreglos de strain gages, denomi-
nados rosetas de deformacion, lo cual ayuda mucho en su montaje, ya que
para lograr una medicién confiable estos dispositivos deben ser solida-
rios al cuerpo deformable. Para conseguir esto, se utiliza un pegamento
especial que evite que haya corrimientos entre el medidor de deforma-
cién y el punto donde se quieren conocer las deformaciones.
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En el problema 2.2, se ilustra la forma de obtener los elementos del ten-
sor deformacion empleando strain gages.

Problema resuelto 2.2

Se colocé una roseta de deformacién en un punto de un cuerpo deforma-
ble y se obtuvieron los resultados que se muestran en la figura siguiente:

_* 1 _
y ey ./ ey
\N/
A
AN FIGURA 2.11 Deformaciones
obtenidas con la roseta de
deformacién
A\
/
Q
N
X
N
60° _
// elz
/2 { X
Determine:

a) Los elementos del tensor deformacién.

1
Exx s gyy ’ ? ny

b) Las deformaciones principales €, , €.
¢) Lasdirecciones principales de deformacién.
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a) Determinamos los elementos del tensor deformacion usando la
ecuacion (2.47).

+€ Exx—E 1
£,= W W eos200+— v,

5 5 5 ysen2a

Para: ¢;/, a=0:¢g;/=2x10"*
-4 Exx Syy 1 o -4
2x10 =7(1+l)+7(1—1)+?yxysen0 ; 2X107 " =g,

Para: e,/, a=120°: g,,=1.5x107"*

€ € 1
1.5x107* :% (1+cos240°) +% (1-cos240°) - Vay sen 240°

£ 3 ,\/§ 1
15x107*= X+ —¢g, — Y —| — ;
4 2 (2}}’“’)

4yy

2x107* 3 NEXS!
_4_
1x10""= 7 —( y)

ety
Para: e, , a=60°: g,,=1x10"*

€ € 1
1x107*= % (1+cos120°) +% (1-cos120°) o Vay SeN 120°;

4 Exx 3 \/5 1
1x10 —T+?8yy—— ?ny ;

2

3 NEXS!
_4_
0.5x10 —Z eyy_ T (? ny)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones formado para las direcciones e,/

y ey, se obtiene:

-4, 1 -5
€y =1%x10""; ?ny: —2.8867x10

Por lo tanto:

b)

81,3_

©)

3 2x107* -2.8867x107°
U1 -2.8867x107° 1x107*

Calculamos las deformaciones principales €, y €; empleando
expresiones analogas a las desarrolladas para el estado de esfuerzo
plano, pero en términos de deformaciones.

€. +E €..—€,\> [ 1 2
€,3= xxz yyi\/<xx2 yy) +(2Vx9

(2x107%)+(1x107%) (2 x107*~1x10"

D\ 2
+(-2.8867x 107°)°

2 2

Las direcciones principales de deformaciéon podemos determi-

narlas utilizando una expresiéon similar a la empleada para el

estado de esfuerzo plano, pero en términos de deformaciones.
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(-2.8867x107°)
tan2a = =-0.57734

(2 x 10741 x 104)
2

_tan"'(-0.57734)
2

2a =-30°; 2a’=-30°; 2a”=180°-30°=150%

Comprobacién de las direcciones principales de deformacién:
Con 2a’=—30°

(2x107*)+(1x107%) . (2x107*)-(1x107*)
2 2

€)= cos(—30°)+

+(-2.8867x107°) sen (-30°)

£,=2.0773x10"*=¢,; €;=0.9659 i —0.2588 j

€)=

(2x107*)+(1x107%) . (2x107*)-(1x107*)
2 2

cos150°+

+(~-2.8867x10°) sen 150°

£,=9.2265x10 °=¢,; €,=0.2588 1 —0.9659
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2.12 PROBLEMAS PROPUESTOS

Il Probtema 23

El tensor deformacién en un punto de un medio continuo esta dado por:

Determine:

_ 1 - 1 - _
a) FElvectordeformaciénasociadoaladireccion e= ? ? k

G

b) Lasmagnitudes de los vectores deformacién normal €,y cortante g

S Solucion

_  _ 6 —
a) e=3]-3j+—k

b) €)= 6; 8920

P Problema 2.4

Dado el campo de desplazamientos: §=3xy”i +2xz; +(2*—xy)k

Determine:
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a) Los elementos del tensor deformacion E;;.




b) Revisar la compatibilidad del tensor deformacion Ej;.
¢) Calcular la componente volumétrica E, y la componente distor-
sional Eg para el punto P (1, 2, 3).

b) El tensor deformacion satisface las de ecuaciones (2.63) a (2.65) y

(2.70) a (2.72), por lo tanto, es compatible.

6 0 0 6 9 -1
¢ E=1]0 6 0 ; Eq= 9 -6 1/
0 0 6 -1 1/ 0

Il Probtema 2.

Se coloca una roseta de deformacién en un punto de un cuerpo defor-
mable y se obtienen los valores de la deformacién que se indican en la
figura para las direcciones indicadas. Calcule los elementos del tensor
deformacion €,,, €,y, Vxy, asumiendo que el primer invariante del ten-

sor deformacién es igual a 6 x107*.
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1
w
STRAIN
GAGES
STRAIN Qo
GAGES
45°
0o
45 ey
1 -1.5 .
10
-1.5 5

FIGURA 2.12 Arreglo
de los strain gages para
un punto del cuerpo
deformable
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CAPITULO

Principios generales
de la mecdnica

Introduccién

La mecdnica de los medios continuos tiene como base una serie de
principios o postulados de caracter general que se suponen validos para
cualquier tipo de material, independientemente del rango de despla-
zamientos o deformaciones que este experimente cuando se somete a

ciertas solicitaciones.

Estos principios constituyen las leyes fundamentales que rigen el compor-
tamiento mecdnico de los medios continuos, y muchas de las veces son
expresados como leyes de conservacidn de ciertas cantidades fisicas.
Tal es el caso de los principios de la conservacion de la masa o ecuaciéon
de continuidad, el de la conservacion de la cantidad de movimiento, el
de la conservacién de la energia (primera ley de la termodinamica) y el
de aumento de entropia (segunda ley de la termodindmica).

En ciertos fendmenos mecdanicos es frecuente ignorar algunos de estos
principios por considerar que sus efectos son despreciables, lo que per-

mite una formulacién matemadtica del fenémeno mas simple.
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En este capitulo se enuncian los principios mencionados y se estable-
cen las ecuaciones matematicas correspondientes.

3.1 Teorema de la divergencia de Gauss

Las leyes de conservacién, nombradas anteriormente, pueden ser apli-
cadas a un cierto volumen de materia, que tenga como frontera una
superficie cerrada de forma cualquiera. En el desarrollo del modelo
de comportamiento es usual encontrar que ciertas cantidades fisicas
aparecen como integrales de superficie y otras como integrales de volu-
men. La transformacién de una integral de volumen a una de superficie
y viceversa es una operacion matemadtica requerida en esta formula-
cién. Esta transformacién matematica es conocida como el teorema de
Gauss o de la divergencia, el cual establece que para una funciéon vec-
torial espacial f (x, y, 2), continua y derivable, con primeras derivadas

parciales también continuas, se cumple que:

o av (3.1)
ox;

~[\(Fm)aa={, div(Fav=|,

siendo n; los cosenos directores de la normal a una superficie cerrada
A (con el subindice i variando de 1 a 3), frontera de un volumen V, en el
entorno a un punto definido por dA.

3.2 Principio de la conservacion de la masa
0 ecuacion de continuidad

Este principio establece que en el interior de un “volumen de control”,
entendido este como un elemento diferencial asociado a un sistema de
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referencia fijo en el espacio, la masa no se crea ni se destruye. De esta
manera, la existencia de cambios de masa en tal volumen de control tendra
que estar asociada a un flujo de masa a través de la superficie de control.

Con referencia ala figura (3.1), y suponiendo que la densidad p del medio
llena todo el volumen V, la masa total M, ocupada por dicho volumen en

un tiempo t, resulta:

M=Svpdv (3.2)

FIGURA 3.1
Volumen de

referencia

Dado que la densidad del medio es una funcién de posicién y del tiempo,
esta se puede expresar como:

p=p (x, Y, 2, t) (3.3)

Por lo tanto, la rapidez de variacidon de la masa total respecto al tiempo,
en el volumen V, se obtiene derivando la ecuacion (3.2) con respecto al

tiempo, asi:

oM 0
ov :X P av (3.4)
ot |, ot
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Considerando que dentro del volumen V, la masa no se crea ni se des-
truye, entonces la ecuacion (3.4) es equivalente a la rapidez de variacién
del flujo de masa hacia el interior del area A.

Por otra parte, el flujo de masa hacia el exterior del area dA en el entorno
del punto P, es pv,, dA, siendo v,= v-n la magnitud de la componente
normal del vector velocidad v. Asi, la rapidez de variacién del flujo de
masa total es:

[, (~pv)aa=-[, p(v-7)da (3.5)

En esta ecuacidn, el signo menos obedece a que al entrar flujo el vector
velocidad va en sentido contrario de la direccién de la normal n a la
superficie, y puede ser expresada, de acuerdo con el teorema de Gauss,

comao:

[, (~pv)aa=-[, div(pv)av (3.6)

Dado que las ecuaciones (3.4) y (3.6) representan el mismo fenémeno,

se tiene:
oM L (3.7)
Py —jv div(pv)dv
op
=| —dV
XV ot
Reordenando esta ultima ecuacion, se tiene:
0 —
P +div(pv)| dv=0 (3.8)
v ot
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La ecuacioén (3.8) se debe satisfacer para cualquier volumen V, por lo
que el integrando necesariamente tendra que ser nulo, esto es:

Zf+div (pv)=0 (3.9)

La ecuacion (3.9) se puede representar en notaciéon indice como:

% 3evi) _, (3.10)
ot ox;

Desarrollando cada uno de los términos de la ecuacion (3.10), se tiene:

3(pvy) %V.+pavi

=Ty, (3.11)
axi axi axi
Por otra parte:
d 0 0
P _P P (3.12)
dt ot ox

i
Sustituyendo las ecuaciones (3.11) y (3.12) en la ecuacion (3.10), se obtiene:

d7p + aVi

=0 3.13

La ecuacion (3.13) se puede escribir en un sistema de referencia carte-

siano como:

d d d d d _
SN AL TAZS P v pdiv(v)=0 (3.14)
dt ox 9Jy 0z dt
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Despejando la div (V) de esta tltima ecuacidn, se tiene:

div(v)=- : Zf (3.15)

De la ecuacion (3.15) se puede observar que si el medio es incompresible,
ladiv (v)=0. Asi, en un sistema de referencia cartesiano se tiene que:

OV , OVy, OVs_

0 (3.16)
ox 9y oz

Esta ecuacion diferencial representa el principio de conservacion de la

masa y se conoce también como ecuacion de continuidad.

3.3 Principio de conservacion de la cantidad
de movimiento

La rapidez de variacién con respecto al tiempo de la cantidad de movi-
miento de un sistema de particulas que conforman un medio continuo
de volumen V, y que se mueve con una velocidad v, es igual al vector
fuerza resultante de todas las fuerzas externas, que actuan sobre el
conjunto de particulas, siempre y cuando sea la tercera ley de Newton
(accion y reaccion) la que gobierne las fuerzas internas en el sistema.

En relaciéon con la figura (3.2), dicho principio queda expresado como:

LfndA+SfodV=jtSvadv (3.17)
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FIGURA 3.2
Conservacién de la
cantidad de movimiento

La ecuacion (3.17) se puede expresar en notacion indice como:
d
[, tida+{,p ¥ dV:aXvai v (3.18)

Obsérvese que el término del lado derecho de la ecuaciéon (3.18) se
puede expresar como:

d dv;
EXV pv; dV:XVP Edv (3.19)

Por otra parte, en el estudio del estado de esfuerzo se estableci6 que:
b=T;n, (3.20)

Sustituyendo la ecuacién (3.20) en la (3.18) y aplicando el teorema de
Gauss, se obtiene:

{, zzf av+[,pfiav=|,p ‘Zi v
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Reordenando términos, se llega a:

JT;

Finalmente, el principio de conservacion de la cantidad de movimiento

dav;
dv= —dv 3.21

conduce a:
oT:; dv;
—L+pfi-p—— [dV=0 3.22
L[axj pfi P (3.22)

Dado que la ecuacion (3.22) se debe cumplir para todo volumen V,
entonces el integrando debe ser igual a cero, esto es:

dv

) 3.23
5 (3.23)

oT..
—L+pfi-p

Esta ecuacion se conoce como la ecuacidn del balance de la cantidad de

movimiento o ecuacion de Cauchy.

dv; _

En el caso de equilibrio estatico, la aceleracion 7t

0, por lo que la
ecuacion (3.23) se reduce a:

La ecuacidn (3.24) representa un sistema de tres ecuaciones diferencia-
les parciales donde las incégnitas son los nueve elementos del tensor
esfuerzo, que, por simetria del mismo, bastara con conocer seis elemen-
tos de dicho tensor. Es obvio que el problema es estaticamente indeter-
minado, por lo que sera necesario incluir ecuaciones adicionales, por

ejemplo, aquellas que relacionen los esfuerzos con las deformaciones de
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un material en particular. Dichas relaciones reciben el nombre de ecua-
ciones constitutivas, las cuales se estudiaran en el capitulo 4 para el caso
de los materiales elasticos lineales, homogéneos e isétropos.

3.4 Primera ley de La termodindmica: principio
de conservacion de la energia

El principio de conservacion de energia es una consecuencia de la primera
ley de la termodindmica, el cual establece que la energia no se crea ni
se destruye solo se transforma. Esta ecuacion de energia involucra una
incégnita adicional, la energia interna, por lo que su utilidad radica en
poder relacionar dicha energia interna con alguna variable de estado.

En la mecédnica de los medios continuos un sistema termodindmico se
define como una porciéon de materia continua, donde no existe inter-
cambio de materia con cuerpos vecinos, lo que se ha dado en llamar un
sistema cerrado. Las superficies fronteras del sistema se mueven en gene-
ral con el flujo de materia.

La rapidez de variacidn del trabajo realizado por las fuerzas de superficie

y de cuerpo sobre un sistema termodindmico, se puede expresar como:
W=, t,-vda+{, pf - vav
W:L t,v; dA+XV pfiv;dv (3.25)

Sustituyendo en la integral de superficie el valor de t;= Tj; n;, y aplicando
el teorema de Gauss, se tiene:

3T, v, oT,
SA Tl] n] v; dA :j\ # dV:j\ [Vi (axl] +pﬁ>
v ] v 7

av (3.26)

w
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Sustituyendo la ecuacién (3.26) en la (3.25), se llega a:

. oT;; av;
W= v; 4 + pﬁ + Tl] —!
v ax]- ax]-

Obsérvese que el término entre paréntesis, por la ecuacion de la conser-

av (3.27)

vacion de la cantidad de movimiento, resulta igual a:

Ty of, ) =p 2 (3.28)
Ax; Phi _pdt ’

]

De esta manera, la rapidez de variacién del trabajo W es igual a:
. dVi
w =XVpVi ? av + XV Tl] Vi,j av

El primer término del segundo miembro de la ecuacion se puede expre-

sar como:
d 1
W:dt“\vsziVi dV+§V Tijvi,j av (3'29)
Por otra parte:
Vi,j:Dij+ V;] (3°30)

siendo D;; el tensor rapidez de deformacion y Vj; el tensor vorticidad. Este
ultimo es un tensor antisimétrico, esto es, V;=—V;;.
El producto tensorial que aparece en la segunda integral de la ecuacion
(3.29) es:

Ty (Dy+Vy) = T;; Dy + T; Vi (3.31)
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En la ecuacion (3.31), el término T;; V; es igual a cero (contraccion del pro-

ducto tensorial de un tensor simétrico y otro antisimétrico), por lo que:

T, v; ;=T; Dy (3.32)
De esta manera, la ecuacion (3.29) queda como:
d 1
:E j\vzpvl Vi dV+XV Tl] Dl] dV (3.33)

La primera integral de esta tltima ecuacién representa la energia cinética
del sistema, en tanto que la segunda representa la rapidez de variacion de
la energia interna total, por lo tanto:

W=K+U (3.34)

El principio de la conservacion de la energia establece que la variacion
de la energia cinética mas la energia interna por unidad de tiempo es
igual a la variacidn del trabajo mas cualquier otra energia suministrada
o extraida por unidad de tiempo en el sistema termomecanico.

Definiendo al vector ¢ como flujo de calor por unidad de drea y tiempo
en el fenémeno de conduccién calorifica y a r como la constante de
radiacion de calor por unidad de masa y tiempo, entonces la rapidez de
aumento de la cantidad de calor en el medio se puede expresar como:

0=-[,q-naa+[,prav (3.35)

Para un medio continuo termomecanico es costumbre expresar la

variacion de la energia interna total por unidad de tiempo como una
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funcién de la energia especifica interna u por unidad de tiempo, por lo
que U queda como:

. d ]
U= 7 jv pu dV=XV pui dV (3.36)

Aplicando el principio de la conservacion de la energia, se tiene:
K+U=W+Q (3.37)

Sustituyendo las ecuaciones (3.33), (3.35) y (3.36) en (3.37), se obtiene:

d 1 d 1
- — pPV;V; av+ pu; dv =— —— PV;V; dV+X Tl] Dl] av
dt |y \ 2 dt |, 2 v
[, gnda+], prav (3.38)

Tomando en cuenta el teorema de Gauss, el integrando g-n dA se puede
expresar como:

3a.
{aam dA:X %95 gy (3.39)

v ax]

De esta manera, la ecuacion (3.38) queda como:
9q; du
—L o — —T..D.:—por |dV=0 3.40

Para un volumen arbitrario V dentro del medio continuo, el integrando

de la ecuacion (3.40) debe ser nulo, por lo que:
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3a.
p——=T;Dy;+pr— F (3.41)

Esta ultima ecuacidn se conoce como la ecuacion de la conservacion de la
, . . , .
energia o primera ley de la termodindmica.

3.5 Segunda ley de Lla termodindmica:
desigualdad de Clausius-Duhem

Desde el punto de vista termodinamico la entropia de un medio conti-
nuo es una magnitud fisica que mide la parte de la energia no empleada
para realizar trabajo mecdnico y se expresa generalmente como el
cociente entre el calor cedido por el medio continuo y su temperatura
absoluta.

La segunda ley de la termodindmica establece que la variacién con res-
pecto al tiempo de la entropia total, s, en un medio continuo de volumen
V, siempre es mayor que la suma del flujo de entropia que entra a través
de la superficie A del medio, mas la entropia creada interiormente a
causa del propio cuerpo.

Esta ley se puede expresar desde un punto de vista matemdtico en forma
integral como:

d
— sdV=

v

r q
p— dV—j —dA (3.42)
6 .6

siendo 6 una funcién de estado denominada temperatura absoluta.
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En la ecuacion (3.42), el signo “=" corresponde a procesos reversibles;
“>7” a procesos irreversibles, y el signo “<” indica que el proceso es no
factible.

Tomando en cuenta los principios generales de la mecanica, la respuesta
termomecanica de un medio continuo, constituido de un numero finito
de particulas materiales, queda descrita por ocho funciones que depen-
den de la posicion de las particulas materiales y del tiempo. Ellas son:

- Posici6n espacial de las particulas materiales:  §;=x'(x,t) —x;

+ Tensor esfuerzo: T;=T; (x,1)
+ Fuerzas de cuerpo por unidad de masa: fi=f:(x,1)

« Energia interna especifica: u=u(x,1)

«  Vector flujo de calor: g:=q;(%. 1)
+ Calor suministrado por unidad de masa: r=r(x,t)

« Entropia total: s=s(x,t)

+ Temperatura absoluta (positiva): 8=0(x,1)

Anexo 3.1 Derivada material o sustancial

La derivada material es una descripcion temporal de alguna cantidad
fisica (densidad, calor, etc.) de un volumen finito de un medio conti-
nuo, constituido de un sistema de particulas materiales en funcién del

tiempo y del espacio, sujeto a un campo de velocidades.

Consideremos I(t) la integral de volumen de una funcién continua y
derivable ¢ (J_C, t) definida sobre un dominio espacial V(J_C, t), ocupado
por un sistema de particulas materiales. De esta manera:
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I(t)= SV o(x,t) dx, dx, dx, (A3.1)

La rapidez de variacion de I (t) con respecto al tiempo, se escribe como
DI 'y se denomina la derivada material.

Dt

Tomando en cuenta la figura (A3.1), para un tiempo t=0, el medio con-
tinuo tiene un volumen V, y una superficie envolvente A, en tanto que
para un tiempo t+dt su volumen ser4 V'y su superficie envolvente A",
La derivada material se define en este caso como:

t+dt A’ v

Figura A3.1 Definicion
de derivada material

(A3.2)

DI . 1 _ _
D otim 2 v o) av-, o dav

Tomando en cuenta que V'=V+ AV, la ecuacién (A3.2) se puede escribir

como:
X im [, o@tranav+{ o@t+dnav-{ e )av| (3.3
Dt dt—=0 dt \4 ’ AV ’ \4 ’

Reordenando términos en la ecuacion (A3.3), se tiene:
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DI tim [jt XV fo(x, t+dt)-p(x,1)} dV+di XAVq)(J_c, t+dt)dv| (A3.4)

Dt dt—o

En la ecuacién (A3.4) el primer término del segundo miembro de la

ecuacion representa:

_1 (1)
=, S av (A3.5)

. d — _
}iltr_rgo ldt XV {(p(x, t+dt)—o(x, t)} av

Cuya integracion nos dard la contribucién a == br.

El diferencial de volumen dV del segundo término del segundo miem-
bro de la ecuacion (A3.4), resulta igual dV =n,v;dAdt, el cual representa
el volumen barrido por las particulas materlales que ocupan un dA en
la frontera A, en el intervalo de tiempo dt, las cuales se desplazaron a
la frontera A’ una distancia v;dt (figura (A3.1)), por lo que la ecuacién
(A3.4), toma la forma:

DI atp(x, ) —
i L - v+ X o(x, 1) v;n; dA (A3.6)

Transformando el segundo término del segundo miembro de la ecua-
cién (A3.6) a una integral de volumen, y tomando en cuenta que:

div(p(x,t)v)=0(x,t)divv+grad o(x,1) - v (A3.7)
Se tiene:
S o(x, t)v;n;dA= X { (x,t)div v+ grad o(x, 1) - V}dV (A3.8)

, . . . DI
Asi la derivada material Di queda como:
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DI :X M+ o(x,t)div v +grad o(x,t) - v}dV (A3.9)
Dt |, ot

La ecuacién (A3.9) se puede simplificar ain m4s si se toma en cuenta

que:
3y(x, 1) _ o _de(x.1)
+grad o(x,t)-v= A3.10
. rerad o(x.1) 7 (A3.10)
Finalmente, la ecuacion (A3.9) toma la forma:
DI do(x,t) .. -
= ——2+(x,t)divy (dV A3.11
by H o) % (A3.11)
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CAPITULO

Elasticidad lineal

Introduccion

La elasticidad lineal es la parte de la mecanica de los medios continuos
que estudia el comportamiento esfuerzo-deformacién de sélidos cuyas
propiedades son independientes del tiempo. Se dice que un material es
eldstico cuando al ser sometido a ciertas solicitaciones que provocan
deformaciones en el mismo, el material regresa a su condicién original

una vez que las solicitaciones son eliminadas.

Si los esfuerzos y las deformaciones estan relacionados linealmente se
asume que el material ademas de ser elastico es lineal. Es comun tam-
bién asumir que el material es homogéneo (sus propiedades son las mis-
mas en cualquier punto) e isotropo (sus propiedades son independientes
de la direccién adoptada), con lo cual las ecuaciones constitutivas de los
materiales eldsticos lineales homogeéneos e isétropos se simplifican conside-
rablemente.

En este capitulo se desarrollan las ecuaciones constitutivas de los mate-
riales eldsticos lineales, homogéneos e isdtropos y se presenta el pro-
cedimiento de funciones de esfuerzo y funciones de desplazamientos
para resolver algunos problemas eldsticos.
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4.1 Planteamiento matematico para definir
Las relaciones constitutivas en un
continuo cualquiera

Para establecer la relacion entre las fuerzas que actian en un medio
continuo y los desplazamientos que provocan, es necesario seguir la

siguiente secuencia:

Fuerzas - Tj; <> E;; - Desplazamientos
\2

Relaciones constitutivas

Considérese que el estado de deformacién y de esfuerzo de un medio
continuo corresponde al estado A o inicial (figura (4.1)), dado por:

Estado inicial "A" Estado final "B"

FIGURA 4.1 Relaciones entre
esfuerzos y deformaciones en un
medio continuo eldstico lineal
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Al aplicar las fuerzas {Fl} se establece un campo de desplazamientos
8 =ui +vj+wk, el cual genera en cada punto del medio continuo un ten-

sor deformacion [Eij] 3V este a su vez genera un tensor esfuerzo [Ti-] B

[E;]s#0 5 [Ty]5#0

Sabemos que:

_ . . _
Exx — Yyx  — Yax
Oxx Tyx Tox
1 1
[Tii] = Ty Oy Ty | [Eij] =5 Yxy €y o Yzy
Txz Tyz Ozz 1 1
— VYaxx ? Yyz €,

Ya que fisicamente existe relacion entre los tensores E; y Tj;, se puede

escribir:
O =0, (exx » Eyys €220 Yy Yxz o Vyz )
Oyy = $, (Exx’ €yys €229 Vay» Yaz s Vyz ) (4.1)
Oy =3 (Sxx » €y €xz0 Yy Yz o Vyz )
Txy= P, (gxx » Eyyo €xz0 Yy Yazs Vyz )
Ty =Ps (gxx’ Eyyr €220 Yyr Vazo Yyz )

Tyz= Ps (Exx ’ Syy > Exz Yxy» Yxz> YVyz )

(D)
@)
Pz
_|
m
P
W)
@)
4




Las ecuaciones (4.1) definen las relaciones constitutivas de los medios
continuos eldsticos-lineales, siendo las funciones ¢ y ¥ continuas y
derivables.

Las relaciones constitutivas que se seleccionan en la mecanica del medio
continuo son relaciones probadas experimentalmente, que permiten

describir de manera razonable el comportamiento real de los materiales.
Se considera que el tiempo transcurrido entre el estado A y el estado B

es una cantidad pequefia, por lo que seria posible establecer, siguiendo
las ideas de continuidad que:

[Gxx]B = [O-XX]A + dcxx

[Oyy]B

I:O-ZZ]B = [Gxx]A + daxx

= [ny]A +doy,
(4.2)
[rxy ] B= [rxy ] Lt drxy

[ryz ] = [ryz ] At dryz

Desarrollando las diferenciales totales de las ecuaciones (4.2), se tiene:

0 9 a
[Gxx]B [GXX] 8 o dex a¢1 deyy*’& dezz'*'& AYyy+ % dsz +— 9%, dyy,

xy
xx Eyy €z xy OYx 0 Yz
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3, 3¢, 3¢, 3, 3¢, 3,
[ny]B B [Oxx]A +872 dexx o) : dsyy ae : dEZz ay : dny ayz d\’xz ay : dez

xx Yy xy Xz Yz




s ¢, 00, b, b, b,
o l.=lo | +—3de +-2de +-3de 4+ T34y +-34y 47734
[ ZZ]B [ xx]A xx - agyy v aezz = d xy H 0 xz Yz asz sz
oy P op oY P oY
[Txy] [Txy ]A + —= d XX + — dEyy — dszz + — d Xy + —1 dsz +71 dez
O,y 9€yy 0€,, OVxy sz Ve
P P oY oY o oY
[sz]B [sz ]A + 2 dexx : dEyy — dezz : dny + 2 dsz —12 dez
xx vy 0E,, C) xy Yy ayyz

[l =[] +a¢3 et D e+ V5 ge s Vo gy Moy 1 Togy,
€

Estas ultimas ecuaciones pueden ser escritas de la siguiente manera:

[Gxx]B = [Gxx]A +Cp1€xx +C1€yy + C1€0p + CurVay + Cs1Vuz + CorVyz

[ny]B

[Gzz]B = [Gxx]A +C13€xx + Cpa€yy + C3€ 0 + CugVoy + CsaVuer + CosVys (4.3)

= [ny]A + Cpo€xx T Cpo€yy + C32€p + CuaVuy + CoaVoz + CoaVyz

[Txy ]B = [Txy ]A + Cra€x T Cos€yy + Cau€0n + CuuViy + CoaVaz + CoaVys
[sz ]B = [sz ]A +C5€xx + Cos€yy + Cas€ + CusVuy + CssVar + CosVyz
[Tyz ]B = [Tyz ]A +Ci6Exx + Co6Eyy + C36€20 T CugVay T CooVaz + CoeVyz

Obsérvese que en las expresiones planteadas (4.3) aparecen 36 operado-
res diferenciales C;; que representan las constantes elasticas del material.
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(4.4)

El desarrollo anterior indica que para definir a [Ti]-] 5 €S necesario cono-

cer los tensores [Ti-] s [Ei]-] Y los 36 operadores deferenciales Cj;.

Estas relaciones indican que es posible seguir la siguiente secuencia
para conocer el vector de fuerzas externas {Fl} que dio origen al campo
de desplazamientos 6.

65— [Ei]-] , — Relaciones constitutivas —> [Tij]B - {Fi}

Para definir a estos 36 operadores diferenciales es necesario analizar
pruebas experimentales en diversos materiales y observar las caracte-
risticas de su respuesta, esta debera compararse con formulaciones te6-
ricas para predecir dicha respuesta con suficiente aproximacion.

Cabe sefialar que cuando existe una funcién energia de deformacién para
el continuo elastico, esto es, cuando los elementos del tensor esfuerzo se
pueden obtener derivando la funcién energia de deformacién respecto a
los elementos del tensor deformacion, entonces C;=Cj;, de esta manera
la matriz de operadores diferenciales se reduce a 21. Los materiales elas-
ticos a los que se les puede asociar una funcién energia de deformacién
se denominan hipereldsticos.

Si el continuo elastico tiene tres planos de simetria elastica mutuamente

ortogonales, se le denomina material ortotropico. En este caso la matriz
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constantes eldsticas se reduce a 12, y si C;;=C;; el nimero de elementos
independientes es 9.

Cy Cy Cy O 0

2 Cp Cyp 0 0

Cs Cp Ciu O 0

] O 0 0 C, O
0 0 0 0 Cg
0 0 0 0 0 Cg

(4.5)

o O o o o

En ingenieria es comun establecer algunas hipdtesis que permiten sim-
plificar las formulaciones matematicas de los materiales elasticos. Las

ma4s comunes son:

1° El material que ocupa el continuo es homogéneo. Sélo existiran seis
relaciones esfuerzo-deformacién.

2° El material es isétropo. Las constantes eldsticas que representan al
material se reducen a dos: el médulo de elasticidad, E, y la relacion
de Poisson v.

3° Lasdirecciones principales de esfuerzos coinciden con las direccio-

nes principales de deformacién.

Tomando en cuenta las hipétesis anteriores, supongamos que en un
punto del medio continuo se conocen los tensores esfuerzo y deforma-
ci6én en un sistema de referencia principal:

0y 0 0 € 0 0
[Ti]-] =l 0o o 0 |; [Ei].] =l 0 & O
0 0 o, 0 0 €3
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Para este caso particular, las relaciones constitutivas se reducen a:
01=Cp1 & +Cp & +C5 8
0, =C1p€,+Cpy €, +Cgr €5 (4.6)
03=C138 +Cy38,+ Cy38,

Obsérvese que la tercera hipdtesis reduce a nueve el nimero de opera-

dores diferenciales necesarios.

Haciendo una rotacion de los ejes coordenados 2 y 3 de 90°, respecto al
eje 1, se obtiene un nuevo sistema de referencia 1’, 2, 3/, con 1'=1 (eje
de rotacién). Cambiando los ejes 2 y 3 por 3"y 2/, respectivamente, o,
(ecuaciones (4.6)) se puede expresar como:

0,=C1;6,+Cy 85 +Cy 8y (4.7)

Debido a que la respuesta del material debe ser independiente del marco
de referencia, se debe tener que:

C181+Cp €+ Cy€3=Cpy 8, +Cy 83+ Cy €y

= C»=Cy (4.8)
Por lo anterior, 0, queda como:

0,=Cp& + C21(€2 + 83)

0,=(Cu—C,) £,+Cyy (€, +€,+8,) (4.9)
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llamando a:

Cy—Cp=2G y Cpy=A (4.10)

y tomando en cuenta que J, =€, + €, + €5, entonces la ecuacion (4.7) resulta:

0,=2G¢g;+AJ; (4.11)

En la ecuacion (4.11) A es conocida como la constante de Lamé y G el
modulo de rigidez al cortante.

Para 0,y 03, se tiene (ecuaciones 4.6):

0,=2Ge,+AJ, (4.12)

0,=2Ge;+AJ; (4.13)

Tomando en cuenta la tercera hipdtesis planteada, las ecuaciones (4.11)
a (4.13) se pueden generalizar como:

0,=2Ge,+AJ, (4.14)

De esta manera, las relaciones elasticas esfuerzo-deformacién de con-
tinuos homogéneos, isétropos y con coincidencia de direcciones prin-
cipales de esfuerzos y deformaciones, se reduce a la busqueda de dos
operadores diferenciales A y G en lugar de 36.
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4.2 Relaciones tensoriales de los materiales
eldasticos lineales en un marco
de referencia principal

Considérese que en un punto de un medio continuo se establece el ten-

sor deformacion:

£ 0 0
Eij: 0 82 0 :EV+E0 (4.15)
0 0 £

El tensor esfuerzo correspondiente, tomando en cuenta la ecuacién (4.12),
resulta igual a:

AT, +2Geg, 0 0
E;= 0 AJ,+2Ge, 0 =T,+T, (4.16)
0 0 AT, +2Ge,

Estas expresiones pueden ser ligeramente transformadas, descompo-
niendo los tensores esfuerzo y deformacién en sus componentes volu-
métrica y desviadora, esto es:

_ s B}
sl—gl 0 0
1 0 0 ;
4! E,= 0 &2 0
E=7[0 1 0 0 273
J
00t 0 0 es—gl
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Ahora, las componentes del tensor T; son:

[ 30426
Ji 0 0
3
3A+2G
T,= 0 Jy 0
3
3A+2G
0 3 Jy

Analizando las componentes de ambos tensores, y haciendo (31+2G)
=3 K; K recibe el nombre de mddulo de deformacién volumétrico.

[1,]=3K[E,] (4.17)
[1,]=26G[E,] (4.18)
Las ecuaciones (4.17) y (4.18) muestran una relacidon tensorial simple

entre las componentes volumétrica y desviadora de los tensores T;;y Ej;,
a través de las constantes Ky G.
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4.3 Ecuaciones constitutivas de los materiales
eldsticos lineales homogéneos e isdtropos
en un marco de referencia cartesiano

Supongamos que en un punto del medio continuo se establecen los ten-

sores E;; y T;;en un marco de referencia cartesiano, esto es:

1 1
Exx 7ny 7?2’36
2 O-xx Tyx sz
1 1
Ej= |5V &y Ve |5 Ty=| Ty Oy Twy
1 1 Tez  Tyz One
— Yxz sz gzz

Se establecerd la forma que adquieren las relaciones esfuerzo-deforma-

cion entre ambos tensores en un marco de referencia cartesiano.

Para ello calculemos el esfuerzo normal o,, asociado a un plano cuya
normal es el vector unitario n y la deformacién longitudinal ¢;, aso-
ciada a la direccién dada por el vector unitario n (hipétesis 3), por lo que
€,=¢,. Una vez hecho esto, se aplicara la relacion constitutiva previa-
mente derivada para materiales isétropos (ecuacion (4.14)).

Por definicién: £, =[T;] | 7 |
Desarrollando:
t,= (Gxx COS O + Ty, COS B +1,, cos y) 1+ (rxy cosa + 0y, cos B+ T,y COS y) ]

+ (sz cosa +T,, cos B +0,, cos y) k (4.19)

Y
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El esfuerzo normal se calcula como:

0, =t, =0y, cos’a+0,, cos’B+0,, cos’y +271,, cosa cos B

Y
+27,, cOS P oSy +2T,, COSy cosa (4.20)
De manera andloga, se puede establecer parala deformaciéon normal €,
€n=Eyy COS"A+E,, COS’B +€,, COS’y +y,, cOsa cos B
+Yy, COSB cOsy +Y,, COSY cosa (4.21)
Aplicando la ecuacién (4.14):
0,=AJ,+2Geg,,
se tiene:
Oy COS’A+ 0y, cOS*B + 0, cOs’y +2T,, cOsa cos B
+27T,, cosf3 cosy+2t,, COSy cosd
=AJ;(cos’a +cos’B +cos’y) +2G(e,, cos’a+e,, cos’B

+€,, COS®Y +Y,, COSQ COS B +Y,, COSB COSY +y,, COSY COS a)

Para que se satisfaga la igualdad planteada los coeficientes, en términos
de los cosenos directores, deben cumplir que:

O =AJ;+2Ge,, ; Tyy=G Vyy
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Oy=AJ,+2Geyy ; Ty =G Yy,
Oy =AJ;+2Ge,, ; Ty =G Vox (4.22)

Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones constitutivas de los

materiales eldsticos lineales, homogéneos e isétropos.

Las ecuaciones (4.22) se pueden expresar en forma matricial como:

O A+2G A A 0 0 0 €
Oyy A A+2G A 0 0 0 Eyy
Opy A A A+2G 0 0 0 €rn
= (4.23)
Ty 0 0 0 G 0 0 Vxy
Tye 0 0 0 0 G 0 Vyz
(- 0 0 0 0 0 G Yax
Estas ecuaciones toman la siguiente forma:
[o]=[cC][e] (4.24)

siendo
[o] : matriz de esfuerzos
[8] . matriz de deformaciones

[C] : matriz de constantes elasticas del medio

Las ecuaciones (4.23) pueden ser escritas en notacion indice como:

Tl]:ASU Ekk+2GEl] (4'25)
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Siendo 6;;1a delta de Kronecker (tensor de orden 2) y los subindices i, j, k
variandode 1 a 3.

Para expresar las deformaciones en funcién de los esfuerzos, es nece-

sario invertir la matriz de constantes elasticas y operar matricialmente,

esto es:

[e]=[c]™ o] (4.26)

En lugar de buscar invertir la matriz de constantes eldsticas se puede

seguir el siguiente procedimiento alternativo.

De la ecuacidn (4.22), los esfuerzos normales se pueden escribir como:
0 =(A+2G) e, +he, +Ae,,
Oy =AE+(A+2G)e,, +Ae,, (4.27)
O =AE +Ag, +(A+2G)e,,

Resolviendo el sistema para €,,, €,,, €, empleando el método de Cra-

mer, se tiene que el determinante de la matriz de coeficientes es:

2
(A+2G6) A A (+26) A
A= A (A+2G) A = A+2G A A+ 26)
A A (A+2G)
A A
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A=(A+2G)[(A+2G)*-A*]-A[A(A+2G) -A*]+A [A*-A (A +2G)]

A=(A+2G)(4GA+4G*) -1*-21°G + 1> +A3>-A%-21°G

A=4GA*+4G*A +8G*A+8G3-A*-2A%G +A* +A3-1%-27%G
A=12G*A +8G*=4G*[31+2G]| (4.28)

En consecuencia:

Oy A A
Sxx“i o, (A+26) 1
O,y A (A+2G)

Exx=— [oxx{(i\ +2G)(A+2G) -A*}-Mo,,(A+2G) - Ao}
+M(o,,1)-(A+2G) (azz)}]
S"x:i [0,(41G +4G?) =0,,A*~20,,AG+1%0,,
+0,,A*~0,, \*~20,,AG]|
Ern =i 02 (4G) (A +G)=24G (0, + 0,,) ]

_ (46)(x+0) o 2MG (0, +0,)
C46q3r+26] | (46)(a+G) ¥ 7
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Haciendo:

1 (46)(A+g) . oo 2MG

E  4GY3A+2G] (4G)(A +G)
Simplificando:
1 (A+G) A
= V= (4.29)
E G[31+2G] 2(A+G)

Las ecuaciones (4.29) permiten relacionar las constantes eldsticas pri-
marias E y v con la constante de Lamé A y el mddulo de rigidez G.

1
tc:xxzf [Oxx_v(oyy+ Ozz)] (4.30)

De manera similar, para €y €,

1
Syy=E [O-yy_v(o-xx"'o-zz)] (4.31)

1
€on = E [Gzz -V (O-xx + ny)] (4.32)

Las ecuaciones (4.30), (4.31) y (4.32) son las leyes generalizadas de Hooke
para relacionar deformaciones unitarias con esfuerzos normales.

La relacion entre los esfuerzos cortantes t y las deformaciones angula-

res y queda como:

oy = 4.33
Yoy =" (4.33)
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T

. =% (4.34)
T

Vaz = f (4.35)

En notacidén indice, las ecuaciones (4.30) a (4.35), quedan representadas

de la siguiente manera:

Bme S T T (4.36)
T 26(3A+26) T 26 7Y '

Con los subindices i, jy k variando de 1 a 3.

P Problema 4.1

En el continuo que se muestra en la figura (4.2) se establece el tensor:

Oyx 0 0
0 0 0

a) Calcule los elementos del tensor deformacion y de una interpreta-
cion fisica a las constantes elasticas E y v.

FIGURA 4.2
Interpretacion fisica
de las constantes E, v
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El tensor de deformaciones unitarias quedara definido por:

€xx 0 0
0 0 &

Aplicando las relaciones constitutivas de los materiales eldsticos linea-
les, se tiene:

Oxex 0 0
E
O.
_ Y XX

E;=| 0 . 0

0 O vV %

L E ]
Dado que:
1

Exx = Oxx

y haciendo ¢, =x; y=0,, = y=mx, siendo la pendiente m =E.

La constante E representa la pendiente del diagrama esfuerzo-deforma-
cién de una barra prismatica sometida a tensién uniaxial y representa
el modulo de elasticidad o mddulo de Young del material. Esta constante
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elastica es una caracteristica del material y tiene las mismas unidades
que un esfuerzo [F/L?].

El médulo E implica que el diagrama esfuerzo-deformacion es lineal e
independiente del tiempo. En caso contrario, diremos que el material
es ineldstico y esto conlleva a que las relaciones constitutivas del conti-
nuo deben involucrar operadores diferenciales respecto al tiempo.

Analicemos ahora la interpretacion fisica de v.

Del tensor E;; se tiene que:

_ O-xx
Eyy Eyy €2z
= = -V 5 Ve=———=—
E

donde v resulta ser la relacién entre la deformacién unitaria transver-
sal y la longitudinal en valor absoluto y recibe el nombre de relacion de
Poisson. Tedricamente esta constante eldstica toma valores entre 0y 0.5,
siendo el segundo valor el que corresponde a un material incompresi-

ble. Haciendo:

Exx=X; Eu=Y; Y=—VX

La relacion de Poisson v resulta ser constante solo cuando la relacién

entre €,, y €, €s una constante.
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4.4 Energia de deformacion eldstica
para un estado uniaxial de esfuergos

Supongamos que la curva esfuerzo-deformacién para un material elds-
tico lineal, sometido a un estado de esfuerzos uniaxial, es como se

muestra en la figura (4.3).

FIGURA 4.3
Definicidn de energia
de deformacion
elastica

La energia que un cuerpo absorbe como resultado de su deformaciéon
bajo cierta carga se llama energia de deformacién (W). Esta se puede
expresar como:

w=("Fds (4.37)

La energia de deformacidn por unidad de volumen o densidad de ener-
gia U, se puede expresar como:

1 s
UzvondS (4.38)
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Para una particula elemental de un medio continuo de volumen
dV=dxdydz y asumiendo que la fuerza se aplica en la direccién x, se
tiene:

by

F.dé6 x xx

u=| ——— =X€ oxxdexxzjg Ee . de,,
o dxdydz ¥° 0

Integrando se obtiene:

= Jex€ax _ Ox (4.39)

El area bajo la parte lineal de la curva uniaxial o —¢ es una medida de
la capacidad del material para almacenar energia eldstica (figura (4.4)).
Esta medida se llama mddulo de resiliencia (R) y se puede calcular como:

us 1 Ole (4.40)
R=S0 O'd€:7O-LE€LE=E :

FIGURA 4.4
Definicién de
modulo de
resiliencia

siendo €,y 0, la deformacién longitudinal y el esfuerzo normal en el
limite eldstico, respectivamente.
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4.5 Energia de deformacion eldstica para un estado
triaxial de esfuerzos

Para un estado de esfuerzo principal el trabajo total realizado por los
esfuerzos o, , 0,, 0, serd la suma de los trabajos efectuados por cada uno
de ellos de manera independiente (figura (4.5)).

Ty
4\ O3 FIGURA 4.5 Energia
de deformacion
elastica para un
dz estado de esfuerzo
v by principal
L — =02
G/ n
2
dx

Por lo tanto, el trabajo realizado por o; se calcula como:
1
dW=? 0, dV (4.41)

De esta forma, la densidad de energia resulta:

W_g-Lse (4.42)
PR =—0 .
dV 1 2 1“1
Repitiendo el razonamiento para las demas caras de la particula ele-
mental, se concluye que la densidad de energia de deformacion eléstica
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total U almacenada en el material, debido a un estado de esfuerzo prin-

cipal 0y, 0,, 0, es:
1
U=? (0,6,+ 0,8, +0,¢,) (4.43)
tomando en cuenta que:
1
Slzf (01_‘) (op+ 03))

1
Ezzf (0'2—\) (01+03))

1
E3=— (03_‘) (o, + Gz))
E
Sustituyendo estas ultimas ecuaciones en la ecuacion (4.43), se obtiene:

1
UZE [01 (0,-v(0,+0,)+0,(0,—v(0,+0,) +0,(0,—v (0, + 02)]

U= [ot+ 02+ 01-29(0,0,+ 0305+ 0,03)
1 2
U= [0+ 0,4 0=2(14v)(0,0,+ 0,00+ 0,0,)]

1
UZE[If—Z(l‘FV)IZ:I 5 dado que: G:m

1L L
U_zl ] (4.44)
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La densidad de energia se puede descomponer como:
U=U,+U, (4.45)

siendo Uy la densidad de energia volumétrica y U, la densidad de ener-
gia desviadora o distorsional.

Asumiendo que existe la siguiente relacidn:
U, < T, parte isotrdpica (dilataciéon o compresion)
U, <> T,, parte distorsional o desviadora

La energia de deformacién volumétrica se puede calcular como:

oy € 0,+0,+0
Upy=—""T; ey=g,+6,+€ ; Op=—"—22
2 3
Ke K B G B
v 3(1-2v) 2(1+v)
U= e, v_ D

€, = =
2 2K 18K

o _£3(1—2v)
18K 18 E

Uy

1-2v
UV:( - )If (4.46)
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La energia de deformacion desviadora se puede calcular como:

Uy=U-U,

1/ 17 1 1-2v
G-t (£ L) 02
2\E G 6E

Desarrollando esta ultima ecuacién, se obtiene:

1

= FG {(01 _02)2 + (02 —03)2 + (03_01)2} (4.47)

Uo

Las densidades de energia volumétrica y desviadora estan relacionadas
con los esfuerzos normal y cortante octaédricos mediante las siguientes

expresiones, respectivamente:

o2 ,=2KU, (4.48)

oct
) 4
Toctzg GUO (4.49)

Las ecuaciones (4.48) y (4.49) son muy importantes cuando la respuesta
del medio continuo sometido a ciertas solicitaciones se formula en tér-

minos de energia de deformacion elastica.

4.6 Solucion de problemas eldsticos aplicando
funciones de esfuerzo

Las relaciones constitutivas de los materiales eldsticos lineales, homogé-
neos e isétropos quedaron expresadas en términos de esfuerzos a partir
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de las ecuaciones (4.22), las cuales podran ser utilizadas para solucionar
problemas eldsticos, conjuntamente con las ecuaciones de equilibrio
(ecuaciones (1.82), (1.83) y (1.84)), de continuidad (ecuaciones (2.63) a
(2.65) y (2.70) a (2.72)) y cumpliendo con las condiciones de contorno del
problema por resolver. Para ello se pueden emplear funciones de esfuer-
zos, como las conocidas funciones de Airy.

4.6.1 Funcion de esfuergos de Airy en coordenadas cartesianas
Airy propone el empleo de una funcién ¢ = ¢(x,y), continua y deriva-
ble, que permite definir a los elementos de un tensor cartesiano T;;en el
que no existan fuerzas de cuerpo.
Mediante el uso de la mecanica del medio continuo, Airy logra definir
las condiciones que debe satisfacer la funcién ¢ para cumplir los requi-
sitos de continuidad y equilibrio. La secuencia a seguir es:

Estatica - Dindmica - Cinemdtica

¢ —> T; > Relaciones constitutivas - E;;

Para un estado de esfuerzo bidireccional, los elementos del tensor

esfuerzo se pueden calcular como:

e @0
S oy*  axdy
Tj=| Ty O 0 | |- ai:y Z:f 0 (450
0 0 0
0 0 0
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Veamos qué sucede desde el punto de vista de equilibrio al aceptar esta
definicidn:

0. oT oT
Por D F,=0; X4 ¥4 2 3£ =0

ox oY oz
o (9d° o [ @
— d;—— ¢ +0+f,=0
ox \ 9y oy \ 0x 0y
= f,=0
0 0 )
Por ).F,=0; Ty %y, Oay +£,=0

) 0° o[ o°
of_9¢ ) 3 d: +0+f,=0
ox 0x 9y oy \ ox

> £,=0
dt.. 9t,. 90
Por S'F,=0; ar;‘z+ aT;z+ a: +f,=0
= f,=0

En consecuencia, al aceptar la definicién de Airy, el equilibrio de medios
continuos sin fuerzas de cuerpo es automaticamente satisfecho. Asi,
cuando ¢ = (x, y) es continua y derivable, el equilibrio en el medio se
cumple.
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P Problema 4.2

a) Sea ¢=Ax", con A=constante

Por definicién de funcién de Airy:

Oyy = 2A
o 0 0 ¢1/T1/TA
T,=| 0 24 0 Ttﬁbyl/
o 0 0 — -~ [

Fuerza resultante

|F|,=2Abt b
FIGURA 4.6 Barra
prismatica sometida a P
un estado de esfuerzo R ¢
uniaxial T RERE pd
b

Por lo tanto, la funcién ¢ = Ax” resuelve el problema de una barra
sometida a fuerzas colineales de magnitud 2 Abt (figura (4.6)).

b) Sealafuncién ¢ =By? con B=constante

Esta funcién representa la solucién de un continuo sometido a fuer-
zas horizontales colineales de magnitud:

| Fy | =2Bht

¢) Sealafuncién ¢ =Ax>+ By’
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Esta funcion, al ser la suma de las funciones ya analizadas en los incisos
a) y b), resuelve el problema de una barra prismética sometida a un estado
de esfuerzos biaxial (figura 4.7).

Oyy =24
. L
. T A
_ ;/TT L~
AT “ o.=2B
" T A o
________ o - FIGURA 4.7 Barra
pd / e prismatica sometida
4 ﬁ aun estado de
L/J, L t esfuerzo biaxial
T

d) Sealafuncién ¢ =Cxy, con C =constante

Esta funcién resuelve el estado de cortante puro (figura (4.7)).

0 -C 0
T;=|-C 0 0
0o 0 0

FIGURA 4.8 Estado
de cortante puro
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Para buscar los desplazamientos generados en el continuo por un con-

junto de fuerzas definidas por ¢ =$(x, y), se sustituyen los elementos

del tensor deformacién, expresadas en funcién de esfuerzos y de las

constantes elasticas, en términos de la definicién de Airy, esto es:

1 92 92
[(1+v)d2—vv2¢] o0 0
E oY 2G ox oy
% 1 9%
E.= - —|(1+v) —L—-vV? 0
4 2G 9xdy E [( ) dxc? ¢ (4.49)
1
0 0 — | -vV?
—[-vv2]

Para afirmar la existencia del campo de desplazamiento §, debe compro-
barse la compatibilidad de E;;. La primera ecuacién del primer grupo de
compatibilidad es:

GRS . d’e,, _ %Y.y
oy? ox?

2 2
B a2
3y’ | E 3y’

o0x Y

1 @ o%¢
G oxdy| oxdy

Desarrollando:
1 ¢ 4 V2 v? 4 2(1
28, 28] 70020 20
E Y’  ox E ox” 9y E
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WERONLE

oyt ox? 9x?
3%
=-2(1+v
( ) axz ayZ

De aqui puede escribirse:

2 2
o |97,
oy? || ax?

o’
oy?

o* o* o* o* o*
()| SEa 28 | Thn 22 2
oy’ ox ox ox“oy” 9y
2*¢
=-2(1+v
( )axZayZ
N0 9y 9% +a4¢_ G0 ¢
ox* ox* ay*  ay? ax*ay®>  ox* Yy’

29, 3% 3% _

0
ox*  oax*ay* ox*

Esta ultima expresion puede escribirse como:

V3 (v2¢)=0

(4.52)

La primera ecuacién del primer grupo de ecuaciones de compatibilidad

se satisface si ¢ es una funcion biarmdnica.

Verifiquemos ahora la segunda ecuacion del primer grupo.
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2 2 2
0% €yy +a € 0 Vyz

9z 9y>  dyodz

2

o
0+—

=0
oy*

v

-—V?*
E

En consecuencia:

v 2°

CE 9

Y vz(azf) =0 (4.53)
E oy

az
Esta tultima ecuacion se satisface si v=0, o bien, si 32 es una funcion
Y

V=0

armoénica cuando v#0.
La tercera ecuacion del primer grupo es:

2 2 2
0 €2z +a exx_a Yzx

9x? 0z 9xoz
92 v
e [‘EVZ‘”]:O
v R0
_YV 2 ~0 4.54
E ( axz) (4.54)

2
La ecuacion (4.54) es valida si v=0, o bien, verificando que 322 es una
x

funcién armdnica cuando v#0.
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Revisemos ahora la primera ecuacién del segundo grupo:

) _ 9| Wyr ar Oy
oyoz 0x ox oY oz
0=0

Segunda ecuacion del segundo grupo:

2

aZSyy :i asz _ anz + any
oxodz 0y | ox oY oz

0=0

Tercera ecuacion del segundo grupo:

2 azgzz =i asz + anz _ any
ox oy 09z | ox oY oz

9% ¢ 20°
) e g Vo |0
ox oY 9x Y E

2
E ox Y

La ecuacién (4.55) se satisface si v=0, o bien, si

9%
9x oY

armoénica cuando v#0.

(4.55)

es una funcion

En consecuencia, en medios eldsticos en equilibrio, existe solucion

cuando es posible definir una funcién de Airy ¢=d(x, y) con los

siguientes requisitos:
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a) Siv=0; ¢ debe ser una funcién biarmonica.
b) Siv#0; ¢ debe tener derivadas segundas armonicas, es decir, Tj;
debe tener a sus elementos armodnicos.

Il robtemas |

Sea ¢ = —Cy® una funcién continua y derivable, asociada al continuo que
se muestra en la figura (4.9). Matemdticamente se puede demostrar que
V* =0y V?T; =0, por lo tanto la funcién propuesta es solucién de algin
problema eldstico, el cual se identifica a continuacidn.

- FIGURA 4.9 Barra
Z prismatica sometida

b=1 a flexién pura

Aplicando la definicién de Airy, se obtienen los elementos del tensor

esfuerzo:

O =—6CY ; 0,,=0 ; T,,y=0

xy
-6Cy O 0

Por lo tanto T;; resulta igual a: T;= 0 0 0
0 0 0

Ahora se analizaran cada una de las caras de la barra para conocer si
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-6Cy 0 0
En x=0; n=-1i [Tij]: 0 0 0
0 0 0

El volumen de esfuerzos normales x =0 se muestra en la figura (4.10), el
cual al ser integrado resulta ser un par M alrededor del eje z.

FIGURA 4.10 Volumen
de esfuerzos normales

enx=0
~6Cy 0 0
Enlacarax=L;n=i [TU]= 0 0 0
0 0 0
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El volumen de esfuerzos mostrado en la figura (4.9), es equivalente a un

par —Menlacarax=L.

-3Ch 0 0
B
Enlacaray=—; n=j: [Ti]-]: 0 0 0
2
0 0 0

t,= [ T; ] | n | =0 = el plano se encuentra descargado.

3Ch 0 0
h - =
Enlacaray=——; n=—j : [T;]=| o 0 0
2
0 0 0

t,= [ T; ] | n | =0 = el plano se encuentra descargado.

La funcién de esfuerzos propuesta resuelve el problema de una barra
prismatica sometida a flexion para cualquier material elastico.

_ [M -
Dado que: c=M , entonces f,=(—y|i
61, I

Esta ultima ecuacién se conoce como férmula de la escuadria, la cual es

de suma importancia en mecanica de materiales.

4.6.2 Funcion de esfuerzos de Airy en coordenadas cilindricas

Existen algunos problemas eldsticos donde la geometria del medio con-
tinuo es tal que el manejo de los tensores esfuerzo y deformacién se
facilita mucho si se utiliza un sistema de referencia diferente al carte-
siano, por ejemplo, el cilindrico o esférico.
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En el caso particular de un sistema de referencia cilindrico, con coorde-
nadasr, 0, 2, el tensor esfuerzo resulta igual a:

Oy Tor Tor
[Tij] =| Tg Ogg Ty
Trz Toz Oz

Este estado de esfuerzos se representa en un elemento diferencial de

volumen en la figura (4.10).

‘\£19 dz

FIGURA 4.11 Estado de esfuerzos
en un elemento diferencial

de volumen en coordenadas
cilindricas

En coordenadas cilindricas, las ecuaciones de equilibrio se pueden expre-

sar comao:

00, 1 01y, 0T, 1
+— + +—(0,,—0gg) +f,=0 4.56
ar r ae az r( m ee) f?’ ( )
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o 10 ) 2
T, * 990  9TZg

+—Ta+fa=0 4.57
or r 06 0z r o *fe ( )
ot,, 1 019, 00, 1

+— + +—T,+f,=0 4.58
or r 06 oz r ° I ( )

Siendo f,, f3 y f, las componentes del vector fuerza de cuerpo en coor-
denadas cilindricas.

En coordenadas polares, el tensor esfuerzo se reduce a:

Por lo tanto, las ecuaciones de equilibrio que debe satisfacer la funcién
de Airy para un estado de esfuerzo plano y fuerzas de cuerpo nulas son:

30,, 1 91, 1
s +—(0,,—0gq)=0 4.59
or r of r( " ee) ( )
aTre +i 809 E
or r 06

T,6=0 (4.60)

La funcidén de Airy en términos de coordenadas polares resulta:

¢=¢(r.6)
Realizando el cambio de variables, se puede establecer que:

%
Ogp=—"71 4.61
00~ (4.61)
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199 1 9%

9%, 4.62

T or P 062 (4.62)
3 (134

w=—-—\ —— 4.63

tre or (r 89) ( )

Para comprobar la compatibilidad de deformaciones, bastara estable-
cer la definicién de V? en coordenadas cilindricas.

GR 0°
Vi = 42’+ 4:
ox oy
V=0, x 0y
Dado que debe cumplir la invariancia de tensores, 0y, +0,,=0,.+ 0gg;
de donde:
> 19 1 9
V2 S
b= (ar ror 1 a62)¢
Siendo:
Vi= az+l ° 2 G (4.64)
o2 roar 1 oe? '

Con esta definicidn se puede revisar la armonia y la biarmonia de cier-
tas funciones de esfuerzos que permiten resolver algunos problemas de
interés en la préctica de la ingenieria dentro del marco de la teoria de
la elasticidad.
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Il Probtema s

P
Sea la funcién ¢ = - ;(re sen ) continua y derivable, donde P es una

constante.

a) Determine los elementos del tensor esfuerzo T;; .
b) Identifique el tipo de problema que resuelve la funcidn propuesta.

Calculo de los elementos del tensor esfuerzo.

Oy Tor
Tij_
Tro Ogg
5] p ) P
i:—fesene; i:——r(sen6+60056)
or T 06 T
9% P Pr
=——rcosf——(0senO(—-1)+ cosB
06? T n( (1) )
92 p 9 (19
d; :—r[esene—Zcose]; — ——d) =0
00 T or \ . r o6

p p 2P
0,=——0senf+— [ 0 senf-2 cosG]= ——cosf
r r nr

Ogp=0 ; Tp=0

Por lo tanto, los elementos del tensor esfuerzo son:

2p cos6 O
Tij: -
r 0 0
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En cualquier medio, este tensor genera un campo de esfuerzos en el cual
f,=fo=f,=0.Ya que Unicamente existe un sélo término o,,, calculemos:

Vo, = 82+1a+l G o,.; 0,.= 2PcosE)
™ \orr roar r2o02) 7T o

do, 2P d%c 4p

T 2cose; 2”:— 3 cosH

or mr or r

d0 2P d%c 2P

—T =" _senB; —2”=—cose

00 r o0 r
4p 2P 2P

Vo, = (— - Cos0+—cosB+ 3) cosH
r r r

V?0,,=0, porlo tanto V*T;=0

Este resultado muestra que el tensor propuesto es armodnico y resuelve
problemas eldsticos para cualquier medio siempre y cuando la relaciéon
de Poisson v#0.

La funcién propuesta representa al estado radial simple y corresponde
al problema de una placa de pequenio espesor sometida a una fuerza
horizontal de magnitud P (figura 4.12).

Op 0 2P
T;i= ; Op=———cos0
0 0 r
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0 A dA
AN
FIGURA 4.12
Estado radial dF=o0,1d 0
impl 0
simple 9p
nr

Con referencia a la figura (4.12), la fuerza que actia sobre un elemento
dA=rd0 es o,,vd By su componente vertical es (o,r rd 6) cos6 . La fuerza
resultante vertical es:

T

> F,=2 Eorr cosO rd0= —“:jocoszede

|

=—P

4P| 6 sen26 2
=— +
2 4

0

La figura (4.12) muestra que todos los puntos del semiespacio, excepto
los de la frontera superior, contribuyen a soportar la carga P.

La funcién propuesta ¢ = —g (re sen 6) genera el estado radial simple

que aplicado a un semiespacio elastico conduce a la solucién de Flamant.

Variacion de o,,con 8 constante y r variable.

Haciendo [Urr]e=o =y ; y=———
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Haciendo — 2TE—P= c; r=x=>Yy =x£ ; la variacion de esta ultima funcién
P
y

FIGURA 4.13 Irr
Variacién de 0, para

se muestra en la figura (4.13).

0 =ctey rvariable

Ahora definiremos el lugar geométrico de los puntos del semiespacio
con el mismo valor del esfuerzo principal.

Con relacion a la figura (4.14), el punto A que se encuentra sobre la cir-

cunferencia tiene como radio vector:

r=D cos0

Por lo tanto, el esfuerzo radial vale:

2p 2P cosH 2P
0,=——cosf=—-——— =——
r D cosH D

En consecuencia, ya que A se encuentra sobre la circunferencia, se

. 2P .
debe tener el mismo esfuerzo o,,=— =p e todos los puntos de la cir-

cunferencia, exceptuando al punto de tangencia de la circunferencia

con la frontera superior.

Se llama isobara a la circunferencia de didmetro D correspondiente al
2Pp

esfuerzo o,,=— .
nD
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FIGURA 4.14 Lugar
geométrico del
semiespacio con

el mismo valor del
esfuerzo radial al

maximo O,

En la figura (4.15) se muestra la construccion de isobaras para diferen-
tes valores de o,,.

VZZANNNS

FIGURA 4.15
Isobaras para
el estado radial
simple

P Problema 4.6

Lafuncion de Airy ¢ = ALn(r) +Br?, esvalida para el medio continuo que
semuestraenlafigura(4.15), siendo Ay Bdosconstantes. Elcontinuo (tubo
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FIGURA. 4.16 Tubo de seccidn transversal cilindrica sometido a una presién

interna p; y externa p,. a) corte transversal; b) corte longitudinal

a)
b)

Determine los elementos del tensor esfuerzo
Evalue el valor de las constantes A y B.

Las contantes A y B se evaluaran para dos casos particulares:

a)

Suponiendo p;#0y p,=0

para; § | & OmT
s
r=b; 0p=-p,=0

Calculo de los elementos del tensor esfuerzo.

O

13, 13% o a(l&p)

~7 %00~ s Trg=
r or r* 20? or? or

A A
GWZ—F‘FZB; Ogg=— F+2B, ‘L’r9=0
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b)

A A
Para0ﬂ=_pi i_plz_iz"'ZB = 0:—?+2B
T

Resolviendo para A y B, se tiene:

P g P

b-a® NEs

a’b* a’
Sustituyendo las constantes A y B, en 0,,y Ogg , Se tiene:

b? b?

pi (7’2 - ) bi (rz +1>
-~ %= —

b2 2
(az . ) (az i )

Para el caso en que p;#0y p,#0, se deja como ejercicio al lector

1T

demostrar que los elementos de tensor esfuerzo T;; estdn dados por:

bZ 2 2 2

— -1 1-— —+1 1+—

r? r? r’ r
Op=="Pi ) —Pe ) 5 Ogg=—Di ) —Pe. ) ;

LA LA

a? b? a? b?

4.7 Ecuaciones de Navier-Cauchy

Las ecuaciones de Navier-Cauchy permiten ligar los desplazamientos y

las fuerzas de cuerpo, con las constantes eldsticas del material. Para ello

partiremos del campo de desplazamientos.
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S=ui+vj+wk

Por definicidn, las deformaciones unitarias quedan definidas por:

. _au 3 au+av
T 9x Yay= oy ox
. _ov B au+8w
Wy YT o o
. _aw _av+aw
3z Yoz = oz 9y

Por otra parte, las ecuaciones constitutivas de los materiales eldsticos
lineales, homogeneos e isétropos, estan dadas por la ecuacion (4.20):

_ 3
oxx=7U1+2Gexx=7\(div8)+2Ga—i

0,y =A(div6) +2GE:;

ozzzx(div3)+2ca—w

au+av G av+aw G aw+au
Ty = —+— |; T, = —+— |57, =G| —+—
Y oy ox v oz 9y = ox 0z

Para definir las fuerzas de cuerpo haremos uso de las ecuaciones de
equilibrio del medio continuo. Asi por suma de fuerzas en x igual a cero,
se tiene (ecuacion (1.82), capitulo 1):

a0. oT
xx+ yx+

ox dy 0oz
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Sustituyendo los esfuerzos en términos de los desplazamientos en la
ecuacion anterior, se tiene:

0 =, O 0 a ou 9 0 ow 0
7A(le5)+7 2G — “ —G u v +—G 7W+7u +£,=0
ox ox ox ay ay ax oz ox 0z

o°u _d%u o%v *w o’u
—Adlv8+G—+G— G +G +G — +f,=0
ox ax? oy® ox oY 0x 9% oz
0 = o0 (ou ov 0
2 AdivE +GViu+G - | L VLY +f,=0
ox 9x \ 9x ay oz

Por lo tanto la primera ecuacion de equilibrio toma la forma:

) _
(A+G) a—div8+GV2u+fx:0 (4.65)
X

De manera similar, sustituyendo los esfuerzos en términos de deforma-

ciones en la ecuacion de equilibrio (1.83), se obtiene:
o0 .. = )
(7\+G)a—d1v8+Gv v+f,=0 (4.66)
Y

Finalmente, sustituyendo los esfuerzos en términos de deformaciones
en la ecuacion de equilibrio 1.84, se llega a:

0 _
(A+G) a—div8+ GV w+f,=0 (4.67)
z

Multiplicando la ecuacién (4.65) por i, la (4.66) por j y la (4.67) por ky
sumando miembro a miembro, se obtiene:
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(A+G) grad div6+GV>§+f =0

[(A+G) grad divs +GV?] 6= —f

Pero:
2VE E(1-2v)
A+G=
) (1m2y) 2(14v)(1-2v)
A+G= E G

2(1+v)(1-2v) (1-2v)

Por lo tanto:

L - _
( grad div + Vz) §=- i (4.68)
1-2v G

La ecuacion (4.68) puede ser escrita en notacién indice como:

G6; j+ (A + ZG) 8;itfi=0 (4.69)
En esta ultima ecuacion la derivada parcial respecto a la variable inde-
pendiente se representa con una coma, con los subindices iy j variando
dela3.

La ecuacion (4.68) o (4.69) se conoce como ecuacion de Navier-Cauchy
y representa un sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden, donde las incognitas son las componentes del vector
desplazamiento u, v y w, la cual se puede resolver tomano en cuenta
las condiciones de contorno del problema, ya sea que se conozcan los
desplazamientos o los esfuerzos en todo el contorno. En la mayoria de
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los problemas de elasticidad las condiciones de frontera son tales que
sobre una parte del contorno se conocen los desplazamientos en tanto

que sobre el resto se conocen los esfuerzos.

4.8 Solucion de problemas eldsticos aplicando
funciones potenciales

Las ecuaciones de Navier-Cauchy pueden ser resueltas mediante méto-
dos numéricos, como es el caso del método del elemento finito que se
puede aplicar a una gran variedad de problemas con condiciones de
frontera complejas, o bien, empleando métodos analiticos para condi-
ciones muy particulares.

Otra forma de resolver dichas ecuaciones es empleando funciones
potenciales escalares y vectoriales, haciendo uso del teorema de Hel-
mholtz, el cual establece que cualquier campo vectorial § (u,v,w) puede
ser expresado como:

§=grad ¢ +roty
siendo ¢ una funcién potencial escalar (término irrotacional) y ¥ una
funcidén potencial vectorial (término rotacional).
4.8.1 Funciones potenciales escalares en términos de desplagamientos

(Funcién de Lamé)

En este problema se define al campo de desplazamientos y se buscan
las fuerzas que dieron origen a ese campo.
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La secuencia a seguir seria:
Funcion de desplazamientos > 6 - E;; = Tj, —> Fuerzas

Lamé propuso definir al campo de desplazamientos mediante una fun-
cién potencial escalar ¢(x, y, z), con P=0, la cual llamé funcién poten-
cial de desplazamientos, mediante la cual se puede establecer:

d d
2Gu=—(1> ; 2Gv=—¢ ;0 2Gw=— (4.70)
ox oY oz

Multiplicando estas ultimas ecuaciones por los vectores unitarios i, j y
k, respectivamente, y sumandolas, se obtiene:

2G5=grad $=Vo (4.71)

Usando esta definicidn, la ecuacion de Navier se simplifica de la siguiente

manera:

.V Vo -
A+G ddiv— +GV?> —=— 4.72
(A+6) graddiv—-- +GV* ~~=~f (4.72)

Dado que: div grad ¢ =V*¢ , entonces:
(A+G) V2 Vo +GV* V=~ (2G)

(7\ + 2G)

(A+2G) V2 Vo=-f(2G); = ViVo=-f

Para fuerzas de cuerpo nulas, la ecuacidn anterior se satisface si:
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ViVe=0 = V(V¥$)=0 (4.70)

Si se establece que ¢ sea una funcién armonica, la ecuacién de Navier
se satisface.

En consecuencia, funciones de Lame ¢ armonicas resuelven el problema de
encontrar el campo de desplazamientos buscado.

Con la definicién anterior, el primer invariante del tensor deformacion
se puede expresar como:

- 1
J,=divé=div— |grad
1 S Leradd]
Asi, J; queda como
J -t div[grad ¢] - V=0 (4.74)
' 26 2G

Dado que el primer invariante del tensor deformacion es cero, la defor-
macién volumétrica es nula, por lo tanto al aplicar la definicién de
Lamé sdlo sera posible generar soluciones a problemas en las cuales

unicamente existe componente distorsional.
P Problema 4.7
Sea ¢ = A(x*~y?®) + Bxy; una funcién continua y derivable.

Al aplicar el Laplaciano a la funcién anterior, se tiene V?¢ =24 —2A =0,
por lo tanto se trata de una funcién armonica.
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En lo que sigue definiremos al campo de desplazamientos, su cinemé-

tica y los esfuerzos que genera.
Por definicién:

1 9¢p 1

= =" _(2Ax+B
"6 ax ZG( x+By)
1 3¢ 1
= = (-24y+B
Y7796 ay 2G( y+Bx)
1

(0)

w=——o
2G

Lo anterior implica que se trata de un campo de deformacion plana.

El tensor de deformaciones unitarias es:

A 1B
G 2 G
Ey= B A
26 G

R0
O'xeZGExx:aixz => O'xx=2A
9%
cryy—2G€yy——ay2 = 0,y=—2A
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R0
Opy =2GE,=—— = 0,,=0
oz
92 92 92
‘[xy: d) :B; ‘L'yz: d) :0; ‘L'xzzid) :0
0x9Y oYoz 0x9Y
Por lo tanto el tensor esfuerzo queda como:
2A B 2A 0 B
Tij: = =+
B -2A 0 -2A B 0

Este tensor esfuerzo representa un estado de cortante puro.

Finalmente para terminar de describir la cinematica del problema,

obtengamos el rotacional del campo 6.

i j k
— o} o] o) 2 2
rotd = — — — :i ¢ - G i
ox %y 0z 2G |\ oy oz 9y oz
1 36 1 3¢ 1 3¢
2G ax 2G 9y 2G 0z

0% °d \-
0x 0% axaz]

gt

ox oY

¢ 3% E
ox oY

La operacidn anterior conduce a rot 6§ =0.

Por lo tanto, el empleo de la definicién de Lamé, inicamente permite
resolver un caso particular de problemas eldsticos, esto es, aquellos en
los cuales no existe componente volumétrica y ademas resultan siem-

pre ser problemas irrotacionales.

(D)
@)
Pz
_|
m
P
W)
@)
4




4.8.2 Funciones potenciales vectoriales: Vectores Galerkin

Galerkin en 1930 propuso seleccionar una funcién vectorial de despla-

zamientos definida por: F=F,i+ F, j+F,k, siendo F,, F,, F, funciones

continuas de X, y, 2.

El campo de desplazamientos & se selecciona de tal forma que consti-

tuya una solucién de la ecuacién de Navier, por lo que:

2G6&=(cV*-Vdiv)F

(4.75)

siendo c es una constante que puede ser ajustada para satisfacer la ecua-

cion de Navier:

1 _
G (Vz - grad div) §=-f
1-2v
Sustituyendo en la ecuacidn (4.72) la (4.73), se obtiene:

1 _
(Vz oy grad div) (cV?-Vdiv) F=-2f
—2v

Haciendo operaciones se llega:

C

Vdiv V-

cV*-V? Vdiv+
1-2v 1-2v

VdivVv dix) F
Matemdticamente se puede demostrar que:
V?Vdiv=VdivV?=Vdiv Vdiv

Vdiv Vdiv (constante) =0

(4.76)

=-2f
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Por lo que se puede lograr hacer desaparecer estos términos si:

C 1 —1+2v+c-1
1-2v 1-2v 1-2v
= c=2(1-v) (4.77)
Por lo tanto:
2(1-v)V*F=-2f = V*F=- f (4.78)

Debe entonces seleccionarse a funciones F que satisfagan la ecuacién
(4.78) para que el equilibrio y las relaciones constitutivas eldsticas sean
satisfechas también en el célculo del campo de desplazamientos §.

Sustituyendo la ecuacion (4.78) en la (4.75) se pueden calcular las com-
ponentes del vector desplazamiento como:

P} _
2Gu=2(1-v) V’F,— —div F (4.79)
ox
2 o .. =
2Gv=2(1-v) V Fy—a—dlvF (4.80)
Yy
2 o .. —
2G6w=2(1-v) V Fz—a—dwF (4.81)
V4

Si se deriva la ecuacién (4.79) con respecto a x, la (4.80) con respecto y,
la (4.81) respecto a 2y se suman miembro a miembro, se obtiene:

(D)
@)
Pz
_|
m
P
W)
@)
4




2G div6=2(1-v) V’divF-V*divF
2G div6=(1-2v) V*divF (4.82)

Esta ultima ecuacién muestra una dependencia entre la divergencia del
vector de Galerkin y la componente volumétrica del tensor deforma-
cién dada por divs.

A partir de las ecuaciones (4.79) a la (4.81) se pueden definir los elemen-
tos del tensor deformacién E; y mediante las relaciones constitutivas
para los materiales elasticos lineales homogeneos es is6tropos se pueden

conocer los elementos de tensor esfuerzo Tj;.

2vG
(1-2v)

Puesto que: 0, =A div6 +2Ge,,, siendo A =

. S l —2\) 2 1+ T
y de la ecuacion (4.82) divé = e V- divF.
De la ecuacién (4.79) se tiene:

ou  2(1-v) o > . =1
du _21-v) 9 gup _ _divF —
dx 2G

ox 2G ox

XX

Sustituyendo esta ultima ecuacién o, obtenemos:

—_ —_— - ’ Fa
_ 2vG (l 2\)) V2divF +2G Miszx_idlvFi
(1-2v) 2G 2G  ox 3x 2G

Gxx

_ d 9?2 _
0 =VV?divF +2(1-v) — V’F,— —, divF
ox ox

Finalmente se obtiene:
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2
O =2(1- v) — v F .+ (v vi- aax) divF (4.83)

Procediendo de manera similar para los otros esfuerzos se llega a,

d ch —
0,=2(1-v) —V°F,+ (vV’— — | divF (4.84)
oy oy
o _, , o
=2(1-v) — V’F,+|vV’~— | divF (4.85)
oz 9z°
d d d? —
Ty = (1—\))(8 VZF,#; szy)— o divF (4.86)
Y x x 0y
d d ch —
ryz:(l—v)<a Vsz+aV2FZ)— 3 divF (4.87)
2 Y Yoz
d R
Te=(1-v) v F, +a—v Fe |2~ divF (4.88)

Las ecuciones (4.83) a la (4.88), permiten determinar los elementos del
tensor esfuerzo a partir de un vector Galenkin F.

a) Analisis de la accion de un vector de Galerkin
en un semiespacio elastico
— —| P
Sea F=k 2—(2vR+(1—2v)zIn(R+z)) (4.86)
T

un vector Galenkin (figura (4.17)) en un sistema de referencia cilindri-
co, donde:
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P= fuerza vertical puntual aplicada en la superficie del semiespacio
elastico.
v= relacion de Poisson

zZ= profundidad
R= [xz + Y+ zz] 2 magnitud del vector de posiciéon de un punto

cualquiera del medio.

FIGURA 4.17 Vector
Galerkin para una carga

Semi-espacio ° puntual P aplicada
elastico en la superficie de un

v M(xyz)

semiespacio elastico lineal

La funcién propuesta es continua y derivable en todos los puntos del
semiespacio elastico, excepto en el origen del marco de referencia. Su
aplicacion dara resultados validos si R #0.

A partir del vector propuesto se puede obtener el campo de desplaza-

mientos.

&=u,(e,)+vy(eq) +w,(e,)

Siguiendo las definiciones del campo de desplazamientos, se obtienen:

Pr z 1-2v
Uy=——""|—7"—
4nGR | R® R+z
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Ve=0 (4.90)

P
41 GR

z

2(l—v)+;22]

En el campo sdlo existen desplazamientos u, , w,, siendo vg=0, lo cual
implica una condicién axisimétrica ya que las funciones no dependen
del valor de 6.

Para calcular los desplazamientos u, en la superficie del medio, se tiene

que para z=0, r=R, por lo tanto:

2P
4mET

[14,]5m0 P [-(1-2v)]=- [(1+v)(1-2v)] (4.91)

[1],c= — [(1 +v)(1-2v) ]

2

2

o P [(1+v)(l—2v)]

(] o=

Figura 4.18 Variacion
del desplazamiento u,
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Los desplazamientos u, en la superficie varian inversamente proporcio-
nales a su distancia al polo del marco de referencia y siempre estan diri-
gidos hacia dicho polo (figura (4.19)). Polo

Figura 4.19 Campo de
desplazamientos en

la superficie de un Semiespacio elastico

semiespacio eldstico

Los desplazamientos verticales en la superficie del semiespacio quedan

lineal

definidas por:

P(1-v?)
TEr

(.)oeo= —— [2(1-v)]= (4.92)

 AnGr

A partir del campo de desplazamientos, y siguiendo la secuencia de
Galerkin, se obtiene el siguiente campo de esfuerzo.

P [_ 3r'% (1—2v)R]

O

2T R? R3 R+z
(1-2v)P|z R
Cpg= /| = (4.93)
%7 9nrR? |R R+z
3pz? . 3prz?
O TR T anRe

En la superficie, donde z=0 se tiene:
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(1-2v) (4.94)

En las particulas de la superficie existe un estado de esfuerzo plano,
que corresponde a un estado de cortante puro, excepto en r=0 donde el
vector de Galerkin no define al estado de esfuerzos.

. . L. 1 . . .
En el semiespacio eldstico con v= 5 sen la superficie se tienen siempre

particulas descargadas, excepto en r=0

. 1 c e , .
Siv# - » existira cortante puro en las particulas superficiales.

Analicemos ahora qué sucede a una profundidad D bajo la superficie
(figura (4.20)).

P r
|
D
R
). O-ZZ
R=./7"+D*
FIGURA. 4.20 Esfuerzo

normal ¢, a una
profundidad D
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()
O
pzd
[0.] _ s (4.95) 5
Ozz|z=p = 2 2\5 : Pz
27 (4/7*+D?) =
@)
Simplificando se puede escribir:
1
3
P 2m
o, lyep=—————————— (4.96)
[ zz]z D D2 . 215
1+ —
D
. p
Haciendo: [ozz]z= iy Ng !
3 4
2m . r
Ng=————— siendo —=tangy
~\2| 2 D
1+ —
D
FIGURA 4.21
0.5 Variacién de N,
0.4 con la relacion /D 7
0.3
0.2
0.1
0.0 L
D
A
N se conoce como factor de de influencia y conocida su variacién se
puede representar la correspondiente variacion espacial de los esfuer-
Z0S 0y, (figura (4.21)). Los esfuerzos o,, varian con el inverso del cua- H
drado de la profundidad del plano z=D.




La funcién propuesta conduce a la solucién fundamental de Boussinesq,
ampliamente utilizada en mecdanica de suelos.

b) Vector Galerkin para resolver el problema de Mindlin

Se trata del problema de una carga concentrada aplicada a una profun-
didad ¢, bajo la superficie de un semi espacio eldstico. La carga es nor-
mal a la superficie dirigida hacia el semi espacio y el origen del marco
de referencia coincide con la proyeccion sobre la superficie del punto P
donde esta aplicada la carga (figura (4.22)).

Debido a que existe simetria respecto al eje z, el sistema de referencia
apropiado es el de coordenadas cilindricas (r, 0, z) y el vector de Garle-
kin es tal que F,=F,=0y F,=Z (r, ).

p
Fszz:m §R1+[8v(1—v)—1] R,+4(1-2v)[(1-v)z-vc]
2cz
log (R, +2+ c)—Rzg (4.94)
Siendo:
Rlz[r2+(z—c)2]%; R2=[r2+(z+c)2]%

El campo de desplazamientos y los esfuerzos quedan definidos por el
vector de Galerkin en todos los puntos del semi espacio excepto en el
punto de aplicacién de la carga, en el cual existe una discontinuidad y
resulta imposible valuar los esfuerzos y desplazamientos.
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c—

FIGURA 4.22 Carga
concentrada en el interior
de un semiespacio

elastico

1 9%z 1 92
U =—-— s ve=0; w.= — [2(1-v)V*-—|Z 4.98
" 26 arar’ : 2G[ (1-v) 8z2] )

Los elementos del tensor esfuerzo se pueden calcular en funcién del
vector Galerkin propuesto como:

o _° vv? a—ZZ'G —ivvz 19 Z;o0 _9 (2 v)Vz 12 Z
" 3z or? 7 o0 oz r or T z 9z?

Tr6=Tgz=0

0 92
T, =—|(1-v)V’-——|Z 4,99
= arg ) azz) ( )

Operando matematicamente, se obtiene:
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T

. -P )l(l—Zv)(z—c) (1-2v)(z+7¢)  4(1-v)(1-2v)

~8m(1-v R} - R R3(R,+2+¢)

_3r'(z—¢) . 6¢c(1-2v)(z+c)*=6c*(z+c)-3(3-4v) r*(z—c)

R} R;
30 cr’z(z+¢) 4100
= (4.100)
5 _ —P(1-2v) (z—c)+(3—4v)(z+c)—6c_ 4(1-v)
7 gn(1-v) | R R} R,(R,+z+¢)

6c(z+¢)® 6 (z+c)
- g, ] (4.98)
P [ (1-29)(z-9) , (1-2v)(z-0) _ 3(z-¢)°
Oy = - " -
# 8n(1-v) R R; Ri
3(3-4v) z(z+0) —536(z+0)(5z‘c) B 300z(f+c) ] (4.102)
RS R3
—Pr [ (1-2v) (1-2v) 3(z=¢)’
‘L—rZ: N M -
8m(1-v) R R R
) 3(3—4v)z(z;Cs)—3C(3Z+C) - SOCZR(fH) ] (4.103)
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a)
b)

b)

P Problema 4.11

Sea la funcién ¢ = e

4.9 Problemas propuestos

3F
c

x
x —_—
Y 3¢?

g , una funcién continua y derivable.

Calcule los elementos del tensor esfuerzo T;; .

Analice el estado de esfuerzos en cada una de las caras del medio

continuo que se muestra en la figura y una vez analizado el equili-

brio diga qué tipo de problema resuelve la funcién propuesta.

3Fxy
S 2
3Fy* 3F
4 4c

3Fy* 3F

4c*

4c

Ya que el tensor no tiene términos armoénicos, la solucién no es

aplicable a medios continuos con v#0. Obviamente V*¢=0; es

decir, resuelve el problema en medios elasticos en los cuales v=0.

La funcién ¢ representa la solucién de una ménsula sin fuerzas

de cuerpo, sometida a una carga en su extremo libre, tal como se

muestra en la figura (4.23).
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empotramiento

2c

AN

FIGURA 4.23 Ménsula sometida _l_ b=1 _l_
a una carga puntual en su
extremo libre

Problema 4.12

Para la barra que se muestra en la figura (4.24) se conoce el campo de
desplazamientos y esta dado por:

S=ui+vj+wk; donde:

_ _ 2 p2 2, .2
_Tvyxs o -vyys [ 22 2%+ v (x*+y?)]

) )

E E 2E

siendo / =Longitud de la barra; v=relacion de Poisson; E =Mddulo de
Elasticidad; y = peso especifico del material de la barra.
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Determinar:

a) Eltensor deformacion E;
b) Eltensor esfuerzo Tj;

L

Barra
indeformable

FIGURA 4.24 Barra
prismatica colgada de un
extremo sometida a peso

propio
0 0 0
0 0 0
0 0 -VZ
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CAPITULO

Mecanica de fluidos

5.1 Aspectos fundamentales de la mecdnica
de fluidos lineal

La Mecdnica de Fluidos es la parte de la mecanica del medio continuo que
estudia los fluidos en reposo (estética de fluidos) o en movimiento (dina-
mica de fluidos) y sus efectos sobre los contornos, que pueden ser una
superficie sdlida o bien otro fluido. En los fluidos las caracteristicas de
viscosidad del medio son fundamentales en la respuesta de los mismos.

Las relaciones constitutivas para los fluidos lineales pueden definirse
de la siguiente manera.

El tensor rapidez de deformacion se obtiene derivado el tensor defor-
macion E; respecto al tiempo, lo que conduce a:
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i

ol
ox

1[0t ov
J— 7+ R
2\ 9oy ox

1/(/ow
2\ ox

ou
+ -
az)

1
2

1

ou v
JR— + E—
(ay ax)

ov
oy

ow v
J— JEE— +7
2\ ody oz

ow
oz

(5.1)

En la ecuacién (5.1) los componentes del vector deformacién estan deri-

vados respecto al tiempo, lo que da origen a las componentes del vector

velocidad v (V,, V,, V).

Yy’

El tensor rapidez de deformacién puede ser escrito como:

i

oV,
ox

1(ov. o,
2\ oy ox

1/(ov,
2\ ox

L Vs
oz

1
2

1/(ov,
—|—=+
2\ 9y

Wy
9y

avy

oy

vy
ox

o,
0z

1fove
2\ oz

1 avy
— | —=+
2 \ 0z

ov,

ov

ox

oy

oz

)
»)

Dado que el tensor deformacién puede ser descompuesto en sus partes
volumétrica y distorsional, podemos escribir:
E."i]': ‘E.V+E.“O (5.3)

Siendo:
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J
= 0 0
3
Ty
E = 0 — 0
v 3
jl (5.4)
0 0 —=
— 3 -
1. 1
&‘xx—-é — Yyx — Vax
2
1 i 1
E0: foy eyy—-;l — Yzy
(5.5)
1 1. . J
donde:
. 0 2 o] _
Jy= Ve Ny OV ) _qiyy (5.6)
ox 9y 0oz

Por otra parte el tensor esfuerzo se puede descomponer en sus partes
volumétrica y distorsional, esto es:

Tijz TV+ TO (5.7)

Para aplicar las leyes constitutivas se acepta que existe la siguiente rela-
cién tensorial (ecuaciones (4.15) y (4.16)):

j

2 0 o0

3

T,
T,=3k | 0 3 0 (5.8)

j

o o =

i 3
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Eyx —é lny isz
2
1 . S, 1.
=Y Epy—2L Y
T0=2,J, 2 * vy 3 2 = (5.9)
1 1. .

De aqui se puede encontrar el valor de T;; definido por:

Oxx Tyx Tax

T..: ‘[‘x

Ul 0,

vy ey (5.10)
O-zz

Y

Tz Tyz

Intengrando respecto al tiempo:

jl B T
—dt 0 0 .
js [Jiar o 0
J :
T,=3k 0 jgldt 0 =k| 0 jjldt 0 (5.11)
0 0 X;ldt 0 o [hias
-p 0 0
+K, 0 -p 0
0 0 -p

Cuando el liquido se encuentra en reposo, el vector velocidad v=0 en
todos los puntos:
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Por lo tanto:

-p 0 0
Tj=K, 0 -p 0 | ;setrata de un fluido en reposo
0 0 -p

Para un fluido en reposo, en un punto particular de ese fluido, el elip-
soide de Lamé degenera en una esfera de radio p; es decir, en cualquier
plano que pase por el punto, siempre se tiene el mismo valor de los
esfuerzos normales y no existen esfuerzos cortantes.

A “p” se le conoce como presion hidrostdtica actuando en un punto en par-
ticular del medio continuo y siempre resulta ser un esfuerzo de compresion.

La presion en el punto analizado resulta ser el peso de todas las particu-
las colocadas sobre el plano y representaria a una compresion que debe
ser igual a los esfuerzos normales en cualquier otro plano que pase por

el mismo punto.

En un fluido siempre se tienen esfuerzos residuales, los cuales pueden
ser visualizados como aquellos que existen al iniciarse el movimiento.

Tomando en cuenta la ecuaciones (5.6), (5.8) y (5.10), obtenemos las leyes
constitutivas para los fluidos lineales.

. J :

Opr=—p+ ZMGxx—§>+Kj]1 dt (5.12)
. T :

Opy=—P+ 21 (syy—gl>+;cyjl dt (5.13)

Opy=—P+ Zszz—JBl) + Kjfl dt (5.14)
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av
‘L'xyz “ (ayx —

av,
ox

v, 0V,
e =H e Tax

(5.15)

(5.16)

(5.17)

ov, v
o=yl 2y _Z%=
v “(az ay>

Donde k y pu son los coeficientes de viscosidad volumétrica y desviadora
del fluido respectivamente.

Para un fluido con viscosidad volumétrica nula, k=0 y dado que 3k =

(37\ +2 p) =0, entonces el coeficiente A = — % u, asilas expresiones (5.12)
a (5.17) pueden ser escritas como:
. ov
Ope=—p+ AT +2u—= (5.18)
ox
De igual foma para o,, y o,,, se tiene:
. ov
Opy=—p+ AJ;+2u—* (5.19)
%y
. ov
Op=—-P+AJ,+2u—= (5.20)
oz
oV, . 9V,
Tyy= M| — +—2 (5.21)
w= H (ay ax)
av, ov,
Tyy=M|[—+— 5.22
= (az ax) ( )

v, ov
T = —y + -z 5'23
vl ( oz 9y ) ( )
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5.2 Ecuaciones de equilibrio dindmico
de particulas de fluidos

Por ) F.=pa,, siendo a,la componente del vector aceleracién de las

particulas en la direccion x, se tiene:

5} 0 0
Oxx + Tyx+ sz+ Pszpax (5'24)
ox oY oz

Sustituyendo las ecuaciones (5.18), (5.21) y (5.22) en la (5.24), se obtiene:

0 . oV, 0 av, ovy

— {-pH+AT 22—+ — [ — + — +
ox ox oy oY ox

i %4_% + F =pa

oz H 0z ox o=l

0 GR GR GR 0° 0° GR
P V;H\ LR Vz+2p V’Zc+p V;+p Yoy
ox ox 0x oY 0x 02 ox oY 0x oY

d%v, %,
+ +p(—a,+F,)=0

Definiendo a:

pa,= Fuerza de inercia provocada por el movimiento.
pF,.= Fuerzas de cuerpo (masicas) provocadas a distancia.
Se tiene que:

2 2

ap azvx a Vv a \%
—£+(A+p)y+(7\+p) axayy +(?\+u)ﬁ+ﬂvzvx+9 (-a,+F)=0
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_% +(A+p) aa (divv) +pV?v,+p(-a,+ F,)=0
x

ox
Siendo divv= Vs + vy + Vs , ydado que pa,=p Oy , entonces:
ox 9y 0% ot
ap ) . — 2
pax=——+()\+p)—(dlvv)+pv v, +pF, (5.25)
ox ox

De manera similar, por ZFy= pa, y por > F,=pa,, siendo a,y a, las
componentes del vector aceleracion de las particulas en las direcciones
Yy 2, respectivamente, se obtiene:

pa,~ - ;’5+(7\+p) aay(divV)+pV2Vy+ oF, (5.26)
ap 5] — 2

pa,=— —+(A+p)—(dlvv)+pv v,+pF, (5.27)
oz 0z

Multiplicando las ecuaciones (5.25), (5.26), y (5.27) por los vectores uni-
tarios por i, j y k, respectivamente, y sumando miembro a miembro, se
puede plantear:

pa=p(a,i+a,j+ak)

pa=gradp+(A+p)grad divv+uv?v+pF (5.28)

La ecuacidn (5.28) recibe el nombre de ecuacion de Navier-Stokes.
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5.3 Interpretacion fisica de la ecuacion
de Navier-Stokes

Tomando en cuenta que V>V =grad (divv ) —rot(rotV) y desarrollando el

segundo miembro de esta ecuacion, se tiene:

—~ (9 . -\ =fO9 ..\ +[09 .. _
grad (divv)=i| — divv |+j | —divV |+k | — divVv
ox oY 0z
2 2 2 2 2 2
7 av2x+avy+avz +]T avx+81/2y+avz N
ox° 0x9y 0x0% 0xdy 0y~ 0JYyoz
z 9%v, . 3%v, . o*v,
dzdx 0zdy oz°

Por otra parte:

i ]k
_ |2 3 3| _fov, v\ -(ov, ov,\ —(ov, 3
rotv=| 5 3y oz |=1 WVa Vy) 5 WVa Vel p( Yy OV
dy oz ox 0% ox 9y
Ve  Vy oV,
- - ; = -
2 2 2
rot (rotv)= ox oy oz =
v, oV, oV, N oV, oV, OV,
oy 0oz ox 0z ox 9y

- v, v\ ([ 3%, +32Vx 5 v, v, \ (v, v,
oxdy oy’ oxdz 02° ox®  dxdy dydz 92
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z _azvz N v, B azvz_ azvy
ox*  dxay 9y>  9zdy

Por lo tanto:

grad (divv) —rot (rotv) =i (V?v,) +j (V?v,) +k (V?v,) = V>V (5.29)

Finalmente, sustituyendo la ecuacidn (5.29) en la (5.28), se obtiene:
pa=—gradp+(A+u) grad divv + pu(grad divv—rot rotv) +p F
pa=—gradp+(A+2p) grad divv—prot(rotv)+p F (5.30)

Conocidas las fuerzas maésicas F, se puede llegar a conocer el campo de
velocidades que se engendra en el medio continuo.

Para fluidos incompresibles, (divf) =0, e irrotacionales, (rotV) =0, por
lo tanto, la ecuacion de Navier se reduce a:

pa=—gradp+pF (5.31)
Esta dltima ecuacion es aplicable a problemas hidrostdticos.
Para fluidos solamente incompresibles:

pa=-—gradp—purot(rotv)+pF (5.32)

La ecuacion (5.32) es aplicable a problemas hidrodindmicos.
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P Problema resuelto 5.1

El recipiente que se muestra en la figura contiene un fluido de densidad
p. Determine la presion hidrostatica que se genera en el fondo del reci-

piente.
z

AN
N | A

Plano

de presion
H ’/ FIGURA 5.1.
- Recipiente sometido
T a una presion

i hidrostatica
y

N~

X

Si el fluido estd en reposo, a=0, y la ecuacién de Navier (5.30) se reduce a:
—grad p+pF=0, siendo F=—gk

_oP_

o _ ._9%p_
oax a

0 ay_ oz
Integrando:
p=-pge+c; para: z=H; p=0
O=-pgH+c = c=pgH

p=-pgztpgH

p=pg(H-z); esta ecuacién muestra que la presién hidrostética tiene una
variacion lineal, siendo cero en z=H y adquiere su valor maximo en z=0

(figura (5.1)).
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5.4 Mecdnica de Los medios viscosos
incompresibles (div v=0)

Para fluidos viscosos incompresibles la ecuacion de Navier-Stokes (5.28)

se reduce a la ecuacion (5.32):
pa=—gradp+uV>v+pF

Para comprender el significado fisico de esta ultima expresion desarro-

llemos el primer miembro, sabiendo que: EL=Z—V, pero como el vector
t

velocidad v es una funcién de x, y ,2 y t, entonces:

d d
dvo= Y% qr 4+ V% gyt

X

0 0
s gy O g,
ot ox oY 0z

_OVx, OvydX Ovydy  Ovydz

a,=—
ot ox dt 9dy dt oz dt
Pero como:
dx_ ] @_ ) dz

)

—=V v, v
e dt Y odt °

_ov, OV, oV, oV,
BEVRREY:

Ay

ot ox
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Pero:
oV, oV, oV,
— v . +—v +—v . =v_(gradv,),
ox X ay x oz x x (g x)
oV, oV, oV, oV, oV,
a,=—+v_gradv.+ —v,—— — v, ——V 5.33

Para las componentes del vector aceleracidon en los sentidos y y z, se
puede obtener una ecuacion similar a la (5.33), esto es:

a,= aVy+v radv, + aVyv aVyv - aVyv aVyv (5.34)
EYIE '
v, ov ov v ov
a,=—=2+vygradv,+ —2v,——2v,+ —2v,——=Vv 5.35
SRFTIMRCE SRy ox oy Y ooy ° (5:35)

Multiplicando la ecuacién (5.33) por i, la (5.34) por j yla (5.35) por k y

sumando miembro a miembro se obtiene:

_ ov - - _
a= -+ [(v, gradv,)i + (v, gradv,)j + (v, gradv,) k] +
av ov av ov - [ov v av. av. <
R e T o e e 2 L e A T e A A U
o] o] 0z 0z ox ox 0z 0z

) ) 0 0 -
ey, O, (O, V2 g
ox ox oY Y

En esta ultima ecuacion, el término:

52

(Vx grad Vx) i+ (vy grad Vy) j+ (vz grad Vz) k =grad ‘;—
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Por otra parte, se puede demostrar que:

ov ov ov ov + [ov ov ov ov -
Vvt — v — v i+ | v - v+ v, Py ]
] oy oz oz ox ox oz oz

+ (avzvx—avzvz+avzvy—aszz)EZ(mtv)x(v)
oY Y

E:%+grad (%)+(rot?)x(7) (5.36)

La ecuacion (5.36) muestra que la aceleracion a, del fluido viscoso
incompresible, es la suma de tres aceleraciones: la local, (BV/ at) ;la con-
vectiva, grad (v/2); y la de Coriolis, (rotv ) x (V).

5.5 Funciones potenciales para derivar las fuerzas
madsicas de particulas de un fluido
Sustituyendo la ecuacién (5.36) en la ecuacidon de Navier-Stokes para

fluidos incompresibles (5.32) y aceptando que las fuerzas mdsicas pue-
dan ser derivadas de un potencial, &, esto es:

F=grad®

Entonces:

ov 1_ _ _ _
p (a—:+ grad(zva +(rotv ) x ( v)) =p grad®+uv?v-gradp

Acomodando términos, se tiene:
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1 _ _ _ _ 0

grad (Epvz—p<1>+p> +p(rotv)x(v)—pvzv=—pa—:
Llamando:
1, _

Epv -pd+p=E (5.37)

Siendo E la energia mecdnica especifica:

pS—:+gradE+p(rotV)x(V)—uV2V=O

Dado que:
Vv?v=grad(divv ) —rot(rotv )

Y considerando un fluido incompresible, es decir, divv=0. La ecuacién
de Navier-Stokes se puede escribir como:
v E N _
§+grad—+(rotv)x(v):— L rot(rotv) (5.38)
p p

En esta tltima ecuacién el término (8V/dt) representa la aceleracién
local, grad (E / p) la aceleracién convectiva y (rotV ) X ( V) la de Corio-
lis. La aceleracidn local es la que puede observarse en un volumen de
control sumamente pequefio, determinando la variacién con el tiempo
de las velocidades de las particulas que pasan sucesivamente por él. La
aceleracidn convectiva resulta de la variacién en magnitud de la veloci-
dad de las particulas a lo largo de sus trayectorias, sin tener en cuenta el
efecto de cambios de direccion. La aceleracion de Coriolis resulta de los
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cambios de direccidn, por tanto suele aparecer en movimientos curvili-
neos, en particular en los giratorios.

La ecuacion de Navier-Stokes establece que la energia que se suministra
a un fluido sirve para establecer un campo de velocidades y un campo
vorticoso, esto es, parte de la energia se emplea para trasladar a las par-
ticulas y otra parte para generar movimientos de rotacidn.

Para visualizar el flujo de los fluidos incompresibles hace usos de:

a) Lineas de corriente (o de flujo). Lugar geométrico de los puntos en los
cuales la tangente en un punto coincide con la direccién del vector
velocidad v en ese punto.

b) Lineas vorticosas. Lugar geométrico de los puntos en los cuales la
tangente en un punto coincide con la direccién del vector rot v en
ese punto. Toda superficie cubierta completamente por lineas vorti-

cosas se llama superficie vorticosa.

Se puede afirmar que alo largo de toda linea de corriente y de toda linea
vorticosa la energia mecanica especifica E es constante. El lugar geome-
trico de los puntos del espacio en los cuales la energia mecdnica espe-
cifica, adquiere un valor constante se llama superficie isoenergética; una
para cada valor E = constante.

Si se considera a una superficie, engendrada por todas las lineas de
flujo que pasan por una curva, se forma lo que se conoce como tubo de
corriente.

Consideremos un tubo de corriente limitado por una superficie de flujo
y dos secciones A, y A,, definidas por los vectores unitarios n, y n,.
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FIGURA 5.2 Tubo
de corriente

Dentro de la superficie interior se encuentra un volumen de fluido incom-
presible que debe satisfacer en cada punto la condicién:

[ divv av=0 (5.39)
Se puede demostrar que (teorema de Gauss):

[y divvav={,vida

= [0 (1) dA = [ 1, (7,778,) dA, =0 (5.40)

SAI(VI 1,)dA, = XAZ(VZ-EZ) dA,=Q=(gasto o caudal)

De manera similar puede hablarse de intensidad de un tubo vorticoso
definida por:

H=XA(rot v-n)dA

En un tubo vorticoso H=T, siendo esta ultima la circulacion.
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Las caracteristicas de un flujo en términos del campo de velocidades
y del campo vorticoso pueden ser visulizadas en una vena liquida. Las
intensidades de las velocidades y de los torbellinos estdn relacionadas
con el gasto y la circulacién, respectivamente.

5.6 Flujos laminares

En fluidos viscosos incompresibles que se mueven a baja velocidad en
planos paralelos, en los cuales las aceleraciones son practicamente
nulas, se asume que se ha establecido un flujo laminar. Aplicando a este
flujo la ley de Navier-Stokes se tiene:

pa=—gradp+pF+uv?v
Pero como a es casi nula.

—gradp+pF+uv?v=0
Sino se considera el efecto de peso propio.

—gradp+uv?v=0

gradp=puv?v (5.41)
Ecuacién que define el movimiento de flujos laminares sin fuerzas mdsicas.

La ecuacion (5.41) puede ser simplificada recurriendo a la siguiente ope-
racién:
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Como el flujo es laminar:

rot(gradp)= | — — =

+( op op ~( op ap i op op 0
=1 — e —_ _— = =
oYyoz 0dYyoz J 0x0z 0x0% 0xoy  0x9y

Si se toma el el operador rotacional de ambos miembros de la ecuacién
de Navier-Stokes, se tiene:
rot (gradp) =p rot (V*v ) =0

V2 rotv=0 (5.42)

Considerando que v sea funcién sélo de x y de y, entonces:

i j Kk
99
rotv= 9 93 —k|ox 9y |=% vy _9Vx
ox 0y oz ox 9y
Ve Yy
ve vy O

Ahora, aceptemos la existencia de una funcién potencial Y = lp(x, y), tal
que:
_ov. o

Vo 'S

Y

rotV:E(—aw—af):—kvzw (5.43)
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Sustituyendo la ecuacién (5.43) en la (5.42), se llega a:
V2 (-k V?9)=0
Vip=0 (5.44)

En todos los flujos laminares en donde las fuerzas mdsicas no se con-
sideren, se puede demostrar que el campo de velocidades v=vxf+vy]T
queda definido por la funcién de corriente P =1 (x, y) , la cual debe ser
una funcion biarmonica.

5.7 Clasificacion de los flujos en términos
del tipo de funcion potencial

Es posible establecer diversos tipos de flujo a partir de funciones conti-
nuas ¥ (x, y). Cuando las funciones son arménicas, los flujos son laminares
irrotacionales, mientras que cuando la funcion de corriente es biarmonica el
flujo es rotacional.

Asi, la solucion de la ecuacion:

—gradp+(A+p) grad divv+uV*v+pf=pa
Cuando se tienen las siguientes condiciones
a) Solo existen componentes v, y v, en el flujo
b) Elfluido es incompresible (divv=0)
¢c) a=f=0

d V?rotv=0

la solucién de la ecuacién de Navier-Stokes conduce a un flujo laminar.
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La existencia de flujos laminares definidos por funciones de corriente
) (x, y) permite visualizar muy facilmente las trayectorias de las parti-

culas del fluido, como se muestra en la figura (5.3).

Y linea de corriente o flujo

FIGURA 5.3
Lineas de flujo
o de corriente

Para que v sea tangente a la trayectoria se debe cumplir que:
vxdr=0

Dado que se trata de flujo bidimensional:

v,=0 = V:VxlT+Vy]
dz=0 = dr=dxi+dyj

A B B
vxdr=| v, vy 0| =|v, vy 0 :E(dey—vydx)z()
dx dy 0 dx dy 0
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Pero:

0 0
Vv, dy—vydxz—wdy+—l’bdx=0

oY ox
- dp=0 .. YP=cte.

Este resultado implica que el vector velocidad v serd tangente en un punto de
la trayectoria siy = cte, por lo tanto, las lineas P = cte constituyen las trayec-
torias reales del fluido, conocidas como lineas de corriente o de flujo.

El conocimiento de las lineas de corriente conduce a algunas solucio-
nes de gran utilidad en la mecanica de fluidos, que tienen que ver con
la evaluacion de gastos, velocidades, gradientes hidraulicos, etc.

Aceptemos la existencia de dos lineas de corriente vecinas, tal como se

muestra en la figura (5.4).

y FIGURA 5.4 Gasto entre
1 dos lineas de corriente
2
b, Ly,
q =g
a S wa

En la seccién se puede valuar el gasto entre las dos lineas de corriente

comao:

b ’ oY
q:X vedA=| —dy=(,-p,)=cte. (5.45)
a ay

a
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La ecuacion (5.45) muestra que el gasto entre dos lineas de corriente es
una constante.

Se ha demostrado a lo largo del capitulo que para deducir las ecuacio-
nes que rigen el comportamiento de los fluidos lineales (ecuaciones
de Navier-Stokes), se puede seguir un procedimiento similar al que se
estableci6 para los materiales elasticos lineales (ecuaciones de Navier-
Cauchy), manejando en el caso de los fluidos el concepto de tensor rapi-
dez de deformacion (la derivada del tensor deformacion E; respecto
al tiempo) e introduciendo las constantes viscosas que caracterizan al
fluido. Los casos particulares de las ecuaciones de Navier-Stokes y su
solucion se estudian en los cursos de Mecanica de Fluidos, Hidraulica

(Hidrostética e Hidrodindmica) y Flujo de Agua en Suelos y Rocas.

)
@)
b
_|
m
=
o
o
5




CAPITULO

Viscoelasticidad

Introduccion

Los materiales viscoelasticos son aquellos cuya respuesta depende tanto
de sus caracteristicas eldsticas como viscosas, tal es el caso de algunos
plasticos, materiales sinténticos, asfaltos y ciertos geomateriales. Las
condiciones de temperatura en estos materiales influye de manera rele-

vante en su comportamiento cuando se someten a un estado de esfuerzo.

En este capitulo se establecen algunos modelos mecénicos simples que
permiten describir el comportamiento de los materiales viscoelasticos y
se dan las bases tedricas para la aplicacion del Principio de correspon-
dencia, que permite resolver problemas viscoelasticos, conocida la res-
puesta elastica del fendmeno estudiado.

Finalmente se presentan algunos ejemplos ilustrativos relativos al tema
abordado.
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6.1 Modelos Mecdnicos simples

En el capitulo 4 (Teoria de la Elasticidad) de esta obra se estableci6 que
cuando un cuerpo deformable se somete a solicitaciones de diferente
naturaleza, se producen estados de esfuerzos en los diferentes puntos
materiales del cuerpo, los cuales a su vez producen estados de deforma-
ciones. Cuando las deformaciones resultantes no dependen del tiempo,
los esfuerzos y las deformaciones se pueden relacionar mediante opera-
dores diferenciales lineales que son independientes del tiempo, tal es el
caso de la teoria de la elasticidad y de la plasticidad. En el primer caso la
unidad reoldgica fundamental que representa las deformaciones recu-
perables o reversibles es un “resorte”, de rigidez conocida G, (Unidad
de Hooke, figura (6.1a)), en tanto que en el segundo caso la unidad reo-
l6gica fundamental estd constituida por un “patin” que representa las
deformaciones no recuperables o irreversibles (Unidad de Coulomb),
que se manifiestan cuando se alcanza un valor limite del esfuerzo cor-
tante representado por t, (figura (6.1b)). Dado que en este capitulo se
estudia s6lo el comportamiento viscoelastico de los medios continuos,
esta ultima unidad bdsica tiene poco interés por el momento.

Cuando las deformaciones son funcién del tiempo, los operadores dife-
renciales lineales lo seran también, por lo que los tensores esfuerzo en
los diferentes puntos materiales del medio continuo se relacionaran
ahora con los tensores rapidez de defomacién correspondientes (Ec.
5.9), siendo la unidad reolégica fundamental un “amortiguador”, de
caracteristicas viscosas lineales representadas por la letra n (viscosidad
dinamica) conocida como Unidad de Newton (figura (6.2)).

En el caso de los materiales viscoelasticos, su comportamiento meca-
nico se puede estudiar a partir de la unidad fundamental de Newton,
combindndola en paralelo o en serie, con las unidades de Hooke y de
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Coulomb, dando origen de esta manera a otros modelos simples de com-
portamiento (Fluido de Maxwell, Sé6lido de Kelvin-Voigt, Modelo de Bur-
gers, otros).

a) A (o)

: 23
T Figura 6.1 Modelos

b) AT mecanicos simples:
a) Unidad de Hooke;
- — — b) Unidad de Coulomb
u
T,=HO
= constante experimental
y »
\
T
_n
T | T
e
n !
1

y Figura 6.2 Modelos

> mecanicos simples:
Unidad de Newton
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6.1.1 Fluido de Maxwell

Cuando una unidad de Hooke se combina en serie con una unidad de
Newton, se obtiene un modelo de comportamiento conocido como
fluido de Maxwell (figura (6.3a)). Dado que la deformacion angular del
modelo serd la suma de las deformaciones de cada unidad, en tanto que
los esfuerzos son los mismos, y, tomando en cuenta las ecuacion 4.16,
se tiene:

Y=YutV¥Yn (6.1)

Siendo yy y Yy las deformaciones angulares en las unidades de Hooke y
de Newton, respectivamente.

Derivando con respecto al tiempo la ecuacién (6.1) y sustituyendo los

valores de las deformaciones, se tiene:

go LT (6.2)

Gy Mu

Definiendo a t%, = (r)M / GM) como el tiempo de retardo en el modelo de

Maxwell, la ecuacién (6.2), toma la forma:

4,1 e (6.3)
a7 Tar (Y '

La ecuacion (6.3) es la ecuacion constitutiva del fluido de Maxwell, cuya
solucion permite conocer la relacion esfuerzo-deformacién del modelo

en funcién del tiempo.
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6.1.2 Modelo de Kelvin-Voigth

Sise combina una unidad de Hooke con una unidad de Newton en para-
lelo, se obtiene lo que se conoce como el modelo de Kelvin-Voigt (figura
(6.3b)). En este caso las deformaciones del modelo seran las mismas en
tanto que los esfuerzos seran la suma de cada unidad. Por lo tanto se
puede establecer la siguiente ecuacion:

T=Ty+Ty (6.4)

Sustiuyendo los esfuerzos en términos de las deformaciones en las uni-

dades de Hooke y de Newton, se llega a:

d
T= GK+nKE Y (6.5)

La ecuacidn (6.5) es la ecuacion constitutiva del modelo de Kelvin-Voigt,
cuya solucién permite conocer la relacion esfuerzo-deformacion del
modelo en funcién del tiempo.

G
a) Gy, Ny b) .

<—o—/\/\/\/—|i|—o—r><—o— L o>

Figura 6.3 Modelos reoldgicos: a) Fluido de
Maxwell, b) Modelo de Kelvin-Voigt

El modelo de Maxwell se puede generalizar conectando N unidades en
paralelo, obteniéndose como ecuacion constitutiva (figura (6.4)):
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G5 G Gy
T= 1Y + 2Y + o+ 71‘]}) (6.6)
d 1 d 1 d 1
dt ty, dt t, dt  thy,
G,
N 7
G,
Figura 6.4 Modelo niE
de Maxwell ¢ vvve 4 T
generalizado
Gy

En el caso del modelo de Kelvin-Voigt, este se puede gereralizar conec-
tando N unidades en serie, obteniéndose como ecuacién constitutiva
(figura (6.5)):
T T T
T= + R (6.7)

d d d
G1+nl+a Gy +n,+ E GN+UN+E

Estos modelos generalizados permiten describir de manera mds racio-
nal la respuesta de los materiales cuando se someten a ciertas solici-
taciones, sin embargo, siguen siendo una representacion aproximada
del comportamiento real de los materiales, por lo que tienen que ser

ajustados en funcién de la evidencia experimental.

G, G, Gy
. AN AN NMA—
-—O— — see —0O—»
1] 1] 1]

ﬂl’h ﬂnz HUN

Figura 6.5 Modelo de Kelvin-Voigt generalizado
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6.1.3 Modelo de Bourgers

Cuando un cuerpo de Kelvin se combina en serie con un fluido de Maxwell,
se obtiene lo que se conoce como un cuerpo de Bourgers (figura (6.6)).

Gk
T — T
] NN
] G m
1
Nk | Figura 6.6 Modelo de Bourgers

Para encontrar la ecuacion constitutiva del cuerpo de Bourgers, es sufi-
ciente con sumar la deformacién del cuerpo de Kelvin con la del fluido
de Maxwell, esto es:

Y=Ykt VYm (6.8)
La ecuacioén constitutiva para el cuerpo de Kelvin estd dada por la ecua-

cion (6.5), siendo:

d
tK:gGKJrant%h (6.5)

En el caso del fluido de Maxwell, se tiene (Ec. 6.3):

i+—l Ty=1G +i (6.3)
ar e (T )M T g (Y '

Por estar el cuerpo de Kelvin y el fluido de Maxwell en serie, se debe
cumplir que:
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T= ‘L'K = ‘(_’M (6'9)
Despejando la deformacién yy de la ecuacidn (6.5), se obtiene:

T
Vk= ————— (6.10)

d
GK+]7KE

Si ahora se despeja la deformacion y,, de la ecuacion (6.3), se tiene:

Ty
*
Um

= — 6.11

M dt

Ty +

Desarrollando la ecuacién anterior, se obtiene:

th Ty +T
YM:LdM (6.12)

Gy — t

Mdt M

Dado que: t, :%

M

T+ Ty
Ym = -4 (6.13)

UME

Sustituyendo las ecuaciones (6.10) y (6.13) en (6.8) y tomando en cuenta
la ecuacion (6.9), se obtiene:
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T +t"1‘ui'+r 6.13)
it g4 |
xk Tk dat OMdt

Por lo que:

d
Mmt+ (GK+]7K dt) (t";w‘i'+‘t)

(6.14)
Y d G+ d
N TR Nk T
Desarrollando 6.14, se obtiene:
:r)Mi'+GKt"jwi'+GKr + 0 T + Nt (6.15)

d d?
MGKE+ UM’?Kd?

Desarrollando 6.15:
) DT
NuGgY + Ny DY = Tk GiM'*' T(nM+GKt*I<VI+nK)+TGK
M

- . . . G
Multiplicando ambos miembros de la ecuacién anterior por U—M, se
M
obtiene:

.. . . G
yGMr)K+yGMGK:r)Kt+r(GM+GK+ ZK)+( K>+r (6.16)

" t
La ecuacion (6.16) representa la ecuacion constitutiva del cuerpo de Bourgers.

Si ambos miembros de la ecuacidn (6.16) se dividen por % , y tomando

Nm . M
en cuenta que th=——, se obtiene:
M G b

M
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i vk +y (nM) iz Nxm + 1 NG+ G + 0k Gy ir
Gy GxGy GxGy

Desarrollando esta ultima ecuacion:

RIS Nk m v, v, Nk
T +T| -+ |+T (6.17)
V(200 (2o (D T 2

Llamando:
P,= nKnM P,= 7M+U7M+07K ; QZZY’MUK v Gi=Nu (6.18)
GGy, Gy Gy, Gy Gy
La ecuacién (6.17) toma la forma:
P, T+P,T+T=q,y +q,y (6.19)

Esta ultima ecuacion relaciona la componente desviadora T, del tensor
esfuerzo Tj; con la componente desviadora E, del tensor deformacion
E;, que en notacion tensorial toma la forma P,T,=Q,E,, siendo:

P =|P iz+P i+l (6.20)
*\ td e '

a d (6.21)
Qo= zdt +q,—— it .

De las ecuaciones (6.20) y (6.21), se puede identificar que P,y Q, son dos
operadores matematicos que dependen del tiempo.
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6.2 Fendmeno de Creep Yy Relajacion

El fenémeno de creep tiene lugar cuando una probeta de material defor-
mable al ser sometida a un estado de cortante puro de magnitud t,,
aplicado este de manera instantanea, la deformacién angular corres-
pondiente es una funcién del tiempo, y(t). La relajacion en cambio
se manifiesta cuando a una probeta de un material deformable se le
impone un estado de deformacién desviador de magnitud y,, aplicado
este de manera instantdnea, y el esfuerzo cortante correspondiente es
una funcién del tiempo t(t). En este dltimo caso, como el esfuerzo cor-
tante resultante disminuye en funcién del tiempo, el fenémeno también

se identifica como relajacion de esfuerzos.

Desde un punto de vista matematico ambos fenémenos se pueden estu-
diar haciendo uso de una funcién escalonada unitaria U(t—t,) definida
como (figura (6.7) ay b):

1 t>f
U(t-t,) = 6.22
(1) 0 t<t, (659
u(t-t,) | 2 e b)
AT,
1r AT,
|
. AT, |
t=0 t=t, t t=t, t=t, t

Figura 6.7 Fendmeno de creep: a) funcién escalonada unitaria o funcién de Dirac;
b) funcién escalonada generalizada
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Si el esfuerzo se aplica de manera instantanea en t=0, este se puede

representar como:
t=1,U(t) (6.23)

Sustituyendo la ecuacion (6.23) en la ecuacidn constitutiva del modelo de

Kelvin-Voigt (ecuacion (6.5)), se llega a la siguiente ecuacion diferencial:
d 1
L

Ty
—yv=—1U(t 6.24
P (1) (6.24)

Resolviendo la ecuacion diferencial 6.24, se obtiene:

v()=1, (1—e_f’§<)u(t) (6.25)

G

De la ecuacion (6.25) se observa que cuando t = oo la deformacion alcanza
un valor limite igual a y (t =00 ) =1,/ Gy, mientras que para t=0 la tasa de
deformacién resulta igual a y =, /1, lo cual significa que si el fenémeno
de creep continuara a esta tasa de deformacion, en t=t*, se alcanzaria el
valor final, esto es la interseccién de la pendiente y en t=0 con el valor
limite de y(t= oo) =1,/ Gy, razén por la cual t*, recibe el nombre de

tiempo de retardo.

y Modelo de Maxwell
+— =
/)
! . .
Figura 6.8 Definicién T, / Modelo de Kelvin-Voigt
de tiempo de retardo Gy J } T, " Nk
t* en el modelo de / \}d Y "0k K™ Gy
Kelvin-Voigt ‘
1 !
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La ecuacion (6.25) puede ser escrita como:

v()=J(t) 7, U(t) (6.26)

Ecuacién en la cual J(¢) recibe el nombre de funcién de creep, cuyo valor

()= <1 ‘ tK) (1 e tx) (6.27)

En esta tltima ecuacién J=1/Gy recibe el nombre de mddulo de defor-

es:

macion unitaria al esfuerzo cortante.

En general, la funcién de creep para cualquier modelo viscoelastico,
formado por combinaciones en serie o en paralelo de las unidades fun-
damentales de Hooke y de Newton, se puede expresar como la suma
de las funciones de creep de cada uno de sus elementos. Asi, para un
solido de tres parametros, por ejemplo, las unidades de Kelvin y Hooke
en serie, dicha funcién resulta:

t
I(t)=17, (l—e t’%>+12 (6.28)

En el caso del modelo de Kelvin-Voigt generalizado, se tiene:

N _t
()= 7, (l—e f’%i) (6.29)

El fenémeno de creep en el modelo de Maxwell se puede estudiar de
manera similar a lo que se hizo con el modelo de Kelvin-Voigt, haciendo
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uso de su ecuacion constitutiva correspondiente (ecuacion (6.3)), y defi-
niendo una funcién §(¢) como:

§(t-t,)= ch(;_tl) (6.30)

La cual debe cumplir con las siguientes condiciones:

§(t—t,)=0, para t#t, (6.31)

+ o0

X §(t—t,)dt=1 (6.32)

— 00

La ecuacion (6.32) recibe el nombre de funcion impulso unitaria o fun-
cion delta de Dirac. Esta funcidn es nula en cualquier parte excepto para
t=t;, donde alcanza un pico indeterminado. Para una funcién continua
f (t), se puede demostrar que para t’ como variable de integracién:

X f(t)s(t'-t)dt'= f(t)U(t-t,) si t>t, (6.33)

Tomando en cuenta la definicién de funcién impulso unitaria, la ecua-

cion (6.3) puede ser escrita como:

@ +T @ (6.34)

Integrando la ecuacién (6.34), se obtiene:

t t
Y= Sros(t)dt + SroU(t)dt (6.35)
Gy oo M

— 00
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y =g u(t)+—2 U()t (6.36)

y(t):fof<1+tf> u(t) (6.37)

M

De donde la funcién de creep de Maxwell resulta:

I(t)=71 (1 +tf) (6.38)

Si se realiza una prueba de laboratorio a un material que se comporta
de acuerdo al modelo de Kelvin-Voigt, imponiendo una deformacién
instantanea en t=0 igual a:

y=Y,U(t) (6.39)

El esfuerzo resultante se puede obtener sustituyendo en la ecuaciéon
(6.5) dicha deformacién, con lo cual:

‘C(t) = {GK U(t) +1x 6 (t)} Yo (6.40)

La funcién delta de Dirac que aparece en en el segundo término del
segundo miembro de la ecuacién (6.40) significa que se requiere un
esfuerzo infinito para producir una deformacién instantanea y, .

Si ahora la deformacién instantanea se sustituye en un material que se

comporta como un fluido de Maxwell, la ecuacion (6.3), toma la forma:

%+t1 =Gy, §(t) (6.41)

M
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Intergrando esta ultima ecuacidn, se obtiene:

b
o(t) =y, Ge " U(2) (6.42)

Derivando esta ultima ecuacién con respecto al tiempo, se obtiene la
tasa de variacion del esfuerzo respecto al tiempo, esto es:

G -1
t=- Y"T e ™ U(2) (6.43)

Um

Evaluando la ecuacion (6.29) en t=0, se obtiene, la tasa de variacion
inicial del esfuerzo respecto al tiempo:

t=-— YoG (6.44)

t

Si en la prueba se mantuviera la tasa de variacién inicial del esfuerzo
respecto al tiempo, el esfuerzo seria nulo en t=1t%,, por esta razén t%,

recibe el nombre de tiempo de relajacién en el modelo de Maxwell.

La ecuacion (6.42) se puede expresar en terminos de una funcién de
relajacién que denominaremos G(t), por lo que r(t) resulta:

() =G(t)y, U(t) (6.45)
Siendo:
t
G(t)=Ge ' (6.46)

Para el modelo e Maxwell generalizado la ecuacidn (6.46) toma la forma:

t

N -
G(t)=2.G;e tm
o (6.47)
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6.3 Relaciones constitutivas de los materiales
ineldsticos

Los materiales ineldsticos son a aquellos cuyas propiedades y caracte-
risticas de respuesta resultan dependientes del tiempo.

Desde el punto de vista matematico son materiales que pueden ser
representados mediante relaciones constitutivas esfuerzo-deformacién
en las cuales las cantidades C;; (Capitulo 4, ecuacion (4.3)) son operado-
res diferenciales respecto al tiempo.

En aquellos casos donde se acepta la existencia de una ecuacién de
estado termodindmico, en la que se establezca un balance entre energia,
entropia, temperatura y difusion, las relaciones constitutivas que pue-
den ser manejadas matemdticamente, desde un punto de vista tensorial,

adquieren la siguiente forma:

P, T,= Q,E, (6.48)

PyTo= Qo E, (6.49)
Siendo P,, Q,, P,y Q, operadores diferenciales respecto al tiempo.
Cuando el material es homogéneo e isétropo, con igualdad de direccio-
nes principales de esfuerzo y deformacidn, es posible esperar que P,,
Q,, P, y Q, sean operadores diferenciales lineales respecto al tiempo,
siempre y cuando la estructura del material y la temperatura permanez-

can practicamente constantes.

En su forma mas general, un operador diferencial lineal puede tener la
siguiente forma:

)
@)
b
_|
m
=
o
o
6




dn dn dn—l dZ d
Sa, o ma, L (), S () +az*(---)+ala(---)+ao(---)

" " At dr™? dt?
(6.50)

En estos operadores, las cantidades a,,, -, a,, resultan ser cantidades
constantes respecto al tiempo.

Para trabajar matematicamente con este tipo de relaciones constituti-
vas resulta util recurrir al concepto de transformada de Laplace.

6.4 Nociones sobre la Transformada de Laplace

Por definicidn, se dice que la transformada de Laplace de una funciéon
f(t), continua y derivable, es la funcién:

L{f (1)} =S:°f(t) e tdt=f (6.51)

1° Transformada de Laplace de una constante:

Sea f(t)=A, donde A es una constante:
L{f()}=c{a}=["aetar

= L{A}: 4 [e—St]°°: A [e—oo(s)_eo]: A

2° Transformada de la suma de dos funciones:

)
@)
b
_|
m
=
o
o
6

Sea: f(t)=g(t)+h(z)




L{F()} =[Te()+h(n)] e at
= [ a@ear [Th() e ar=gh
L{f()}=f=g+h

3° Sif*(t)=Af(t), donde A es un niimero real, entonces:
Llaf()=[,af()etdt= A [ f(t)e " de=AF

>L[Af(t)]=Af

4°  Sea f(t)= j—t g(t), determine la transformada de Laplace

correspondiente:
o d —st
L{f(t)}=S0 Eg(t)e dt

Definiendo:

u=e st ; du=-—se *tdt

d
dv= —g(t)dt ; =gt
v dtg() v=g(1)

Ahora, integrando por partes, se tiene:

S;Oudv= uv— X;ovdu

|2 gtierar= (@) -(-9) [ret@ e

o dt
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ngtg(t)g: ~g(t)+s8

Si no existen condiciones iniciales, es decir: g(0)=0

50

d —
Ly—g(t)r=s
g ~ 8l )g g
d2
Sea f(t)= e g(t), determine la transformada de Laplace de la
t

funcién.

f(t)=;t [Zt g(t)], haciendo ddt () =h()

Lg;;g(f)g ~5°g ~s¢(0) - L g(0)

dt

Si las condiciones iniciales son nulas:

dt’

Lg d*g(1) gg
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60

70

80

n

Seaf(t)= e g(t), determine la transformada de Laplace:

Lg d"g(t) gzsnL{g(t)}_Sn—lg(O)_ _gﬂ—l(o)

at"
Sea f(t) =Addg(t) , su transformada de Laplace resulta igual a:
tTL

L { f (t)} =As" g; cuando A es constante y no existen condiciones

iniciales.

Sea f(t)=).a,—>~, ylas condiciones iniciales son nulas.

d"g(t)
dat"

L{f(t)}zL%Zan d"g(t)g

dt"

=>a,s"g=L{Pg(t)}

La transformada de Laplace de un operador diferencial P operado sobre

una funcién continua y derivable g(t), cuyas condiciones iniciales son

nulas y las de sus derivadas, es P®=)a,s", el cual resulta un operador

algebraico en la variable s.

Por lo tanto, la transformada de Laplace de:

90

L{pPg(t)} =g Xa,s" (6.52)

a . .,
o, entonces la transformada inversa de la funcion
n+

s

sea f(s) =3,

f (s) , resulta igual a:

== %) o

n=o\ !
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Al aplicar la ecuacion (6.52) a la operacion:
PT=QE

Siendo T y E dos funciones continuas y derivables dependientes del
tiempo, resulta:

L{rt}=r{QE}
P°T=Q%°E (6.53)

donde P® y Q® son operadores algebraicos en s, con lo cual la ecuacién
(6.53) resulta independiente del tiempo.

Todo el planteamiento anterior indica un camino simple para buscar
la solucién a problemas de materiales ineldsticos una vez conocida la
solucidn elastica. El procedimiento es el siguiente:

1° Se hace el planteamiento elastico del problema, utilizando como
constantes las correspondientes a los operadores Py Q.

2° Conocida la solucidén elastica en la que las variables cinematicas y
estaticas se transforman, conduce a la transformada de Laplace de
la solucidn eldstica.

3° Para obtener la solucion ineldstica bastara antitransformar la solu-
cién obtenida en dos y se tendrd asi la solucién ineldstica en las
variables de espacio y tiempo real.

Para materiales homogéneos, is6tropos y con igualdad de direcciones
principales de esfuerzo y deformaciones, las relaciones constitutivas
pueden ser expresadas como relaciones diferenciales entre las compo-
nentes volumétricas y distorsional de los tensores esfuerzo T;; y defor-

macion E;;.
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PVTV: QVEV
P, T,= QoEo

Para que estas relaciones existan es necesario aceptar un equilibrio ter-
modinamico en el material, y que su estructura resulte practicamente

invariable, ante el estado de esfuerzos impuesto.

En materiales ineldsticos, los operadores P,, Q,, P,, Q, pueden ser expre-
sados mediante operadores diferenciales lineales, mientras exista conti-

nuidad en el medio.

Cuando estos operadores existan, siempre serd posible establecer un
procedimiento matematico simple, basado en el concepto de transfor-
mada de Laplace, para evaluar el efecto de cargas en materiales reales

inicialmente libres de esfuerzo y deformacién.

Al tomar la transformada de Laplace de toda la estatica y de toda la cine-
matica del medio continuo, las relaciones constitutivas correspondien-
tes resultan ser:

PV® TV = QV® EV
P 0® To = Qo® E0
Ahora, P2, Q,%, P,%, Q,%, resultan ser operadores algebraicos en s.

Para materiales inelasticos:

= _ &= = _ Q=
TV=P®EV 5 T0=P70®E

v

. (6.54)
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Para materiales elasticos lineales, se tiene:
T,=(3A+2G)E,; T,=(2G)E, (6.55)

La analogia entre las ecuaciones (6.54) y (6.55) dio lugar al llamado Prin-

cipio de Correspondencia, que indica:

La transformada de Laplace a un problema de un continuo ineldstico se
obtiene sustituyendo, en la solucién eldstica del mismo continuo, a las varia-
bles estdticas y cinemdticas por sus valores transformados, asi como a las
constantes eldsticas involucradas.

De esta manera en las ecuaciones (6.54) y (6.55) se tiene la siguiente

correspondencia:
Q° . Q°
(3A+2G) <> =L 5  (26) &> =% (6.56)
v 0

Al hacer la sustitucidn, se obtiene la transformada de la solucién inelas-
tica. La solucidn ineldstica se obtiene antitransformando las expresio-
nes asi obtenidas.

P Problema resuelto 6.1

Para el medio continuo sometido a un estado uniaxial de esfuerzos, que
se muestra en la figura (6.9), obtenga la solucién ineldstica en términos
de deformaciones.
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continuo viscoelastico
sometido a un estado
unixial de esfuerzos

/{zz\
N FIGURA 6.9. Medio
)
\14_/
I

0 0 0
(P.6.1)
T; 0 0 0
0 0 Oy

Debido a la existencia de continuidad y de una ecuacién de estado, exis-

tira:
Erx 0 0
Ey=| 0 g, O (P.6.2)
0 0 €0n

Si el continuo es un material viscoelastico lineal, la solucion inelastica
que relaciona el tensor esfuerzo T;; con el tensor deformacion Ej;, puede
ser obtenida de la siguiente manera:

1° Se obtiene la solucion eldastica:

£o=—— G e =0 ; £, =2E (P.6.3)
XX 2z E 2z -4 E 0.
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2° Para obtener la solucion elastica transformada, basta efectuar las

siguientes sustituciones:

(P.6.4)

3° Se antitransforma la solucién; para ello conviene expresar los segun-
dos miembros de la ecuacién (P.6.4) en fracciones simples en s.

4° Conocidas las fracciones simples en s, es posible buscar en tablas
de transformadas de Laplace a esas fracciones simples y sus corres-
pondientes antitransformadas.

5° Sumando todas las antitransformadas de las fracciones simples, se

obtiene la solucion inelastica del problema propuesto.

En la solucién previa, los operadores algebraicos v, E dependen de las
caracteristicas del material ineldstico que ocupa el continuo y sus carac-
teristicas sélo pueden ser obtenidas a partir de pruebas controladas de
los materiales ineldsticos.

La aplicacion de este procedimiento sélo es valida para materiales
inelésticos en los cuales sus operadores P,®, Q,%, P,®, Q,° sean expre-
sables por:

n

n=N

> a, s ; operadores diferenciales lineales
t

n=0
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Si en el problema propuesto:

_ o
O,=Cte Vt ; Op,=— (P.6.5)
s
_ 1 _ 1 o,
£ = —— 4 (P.6.6)

siendo E un cociente de polinomios en s.

6.5 Equivalencia entre modelos matemadticos
para representar el comportamiento
de materiales

En lo que sigue, se aplicara el Principio de Correspondencia a un conti-
nuo sometido a un estado uniaxial de esfuerzos, en este caso el tensor

esfuerzo vale:

Oxx 0 O
T,= | 0 0 0 (6.57)
0o 0 0

El estado de esfuerzos en el continuo genera un estado de deformacion

dado por:
exx 0 0
E;= 0 Eyy 0 (6.58)
0 0 £

Se asumira que existe homogeneidad, isotropia e igualdad de direccio-
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Para relacionar ambos tensores, aceptamos que las relaciones constitu-

tivas son:
P, T,=Q,E, (6.59)
PyTy=0Q,E, (6.60)

Donde P,, Q,, P,, Q, son operadores diferenciales respecto al tiempo.

Para aplicar las relaciones constitutivas se calculan las componentes
volumétrica (T,, E,) y distorsional (T,, E,) de los tensores esfuerzo y

deformacion. Asi:

Oyx 2
T — Oy 0 0
3 0 0 3
Gxx Gxx
T,= 0 ? 0 T,= 0 - ? 0 (6.61)
Oxx Oxx
0 O 3 i 3 i
) ] A
1 0 0 o3 0 0
_N _ e _N
Ev _§ 0 1 0 EO_ 0 vy 3 0 (662)
0 0 1 e I
L i 0 0 2% ?_

Siendo J; el primer invariante del tensor deformacién. Dado que

E€yy = €4z » ENtONCES J; =€y + 26, .
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Al aplicar las relaciones constitutivas, se obtiene:

Oxx | _ Exx T 28y,
Pv<3) Qv(3 ) (6.63)

. . .2 .
Para la componente distorsional y para el término E) Oxx , Se tiene:

2 T, 2 2
PO (3 Gxa) = QO (’gxx_ 3) = QO(3 Sxx_? eyga
2 2
Py (3 o-xx> = Qo (3> (exx _syy) (6.64)

A 1 .
Para el término — 3 Owes S€ tiene:

_ G | i\ o [ Bw _ Exx
n(he)-e(-3)
PO <_ ;) (Gxx)ZQO <_ :]3-) (exx_gyy) (6.65)

Por lo tanto, las relaciones constitutivas, en términos de las componen-

tes volumétrica y distorsional, de los tensores esfuerzo y deformacién

resultan:
P,0y = Q, (£ +2¢,,) (6.66)
PO Oxx = QO (Sxx _Eyy) (6-67)

Para conocer a los elementos del tensor deformacion E;;, basta poner
de manera explicita a g, y £,, en términos de o,,.
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Para ello, aplicaremos el operador Q, a la ecuacién (6.66) y el operador

Q, ala ecuacion (6.67), lo que da como resultado:
Qo Py 0 = Qo Qy Exx +2Q0 Qv Eyy (6.68)
QvPo 0y =0Qy Qo Exx —Qy Qo €y (6.69)
Restando la ecuacion (6.69) de la (6.68), se obtiene:
(QoP,=Q/Py) 0= 3Q0 Qv8y, (6.70)

Si ahora multiplicamos la ecuacion (6.69) por 2 y se suma con la (6.68),
se obtiene:

(QoP,+2Q,Py) 0 =3 Q0 Qy €4y (6.71)

Las expresiones (6.70) y (6.71) son las ecuaciones basicas de la meca-
nica de los medios continuos ineldsticos.

Diremos que dos relaciones constitutivas son equivalentes desde el
punto de vista matematico, si al sustituir sus operadores en las ecuacio-

nes (6.66) y (6.67) se obtienen operadores del mismo orden.

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones (6.70) y (6.71),
para lo cual tomaremos en cuenta que:

L(P, T,)=P& T,
L(Qo Eo) = Q(;@ Eo

Donde P¢ y Q& son dos operadores diferenciales que dependen de s.
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De esta manera se obtiene, respectivamente:
®N® = @ p® ® p®\ <~
3Q0 v gyyz(QO Pv “Nv PO)Oxx
® = R p® ® p®\ <
3Q0 Qo Exx:(QO P +2Q, Po)cxx

De la ecuacion (6.73) se obtiene:

_ Q&P®+20Q2P8_
Sxx: 3Q6®QV® XX

Si el medio continuo es eldstico lineal, se tiene:

Aplicando el Principio de Correspondencia, E serd igual a:

3Q0Q°
Qo B’ +2Q,°P¢

E=

Si ahora despejamos €, y se divide entre —¢,,:

Eyy _ QV®P0®_QO®P\‘/8

Ve W

£ QFPE+2Q°P

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

Estas cantidades, E y v, son las que utiliza el Principio de Correspon-

dencia para obtener la solucién ineldstica a problemas de continuos

sometidos a sistemas de fuerzas externas, cuando se conoce la soluciéon

elastica del problema.
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P Problema resuelto 6.2

Considere el cilindro que se muestra en la figura (6.10) sometido a un
estado unixial de esfuerzos que se comporta como un cuerpo de Bour-
gers. Si las componentes volumétrica y distorsional del tensor esfuerzo

estan dadas por:
Tv= qO Ev
P,Ty+P,To+To= q, E,+q, E, (Ecs. 6.20 y 6.21)

Calcule las constantes viscoeldsticas E y V.

Figura 6.10 a) Cilindro

o, =H (t) o X viscoelastico sometido a un
estado uniaxial de esfuerzo
b) Funcion de Heaviside

- T~ Funcién
de Heaviside

G

Primeramente, identificaremos los operadores diferenciales P,, Q,, P,,
Q,, que aparecen en las ecuaciones anteriores.

Para la componente volumétrica, se tiene que:
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P, T,=Q,E,, entonces P,=1yQ,=4,




Para la componente desviadora, se tiene que:

P, T,=0Q, E,, entonces

d? d
P0:P2?+Pla+l (P.6.7)
2 d
Qo= Qz?“L %, (P.6.8)

Usando la transformada de Laplace, la componente volumétrica queda

como:
L(1xT,)=1xT, = P2=1 (P.6.9)
L(qo XEv) =4 XEV = Q=4

Para la componente desviadora, se tiene:
PE=P,s*+P,s+1;  QF=q,5*+q,s (P.6.10)

Por lo tanto de las ecuaciones (6.76) y (6.77), se obtienen los parametros
viscoélasticos E y v, siendo:

3 (%32 +Q13) 9o

E=
(q,5°+q,5) +2q, (P,s*+Ps+1)

(P.6.11)

_ qo(P,s*+Pys+1) ~ (g,5°+ ) (P.6.12)

(q,8*+q,8) +2q,(P,s*+ P, s+1)

<l
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Para el cilindro que se muestra en la figura (6.10), aceptemos que:

Opx =0, H(2) (P.6.13)
siendo o, =cte.

La teoria elastica conduce a:

_ Op
3 :%; Opy =—" (P.6.14)

Aplicando el Principio de Correspondencia, se tiene:

05"+ 415 +24, (Pos*+Pys+1) 0y, (P6.15)

€y = S
3909,S (s + )

Para obtener la solucién inelastica es necesario en primer lugar, des-

componer en fracciones simples la ecuacién (P.6.15).

4,+24,P, q:1+24,P, 24,

3‘]0‘]26"' ) 3‘]0‘]236"') 3409, G"')

Esta ultima ecuacion se puede representar como:

) ) )

(P.6.16)

(P.6.17)
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Siendo:

g, +2q,P, C :‘11"'2‘]0131 . C.= 2q,

C = ) ’
' 34909, ’ 3409, ’ 34909

Antitransformando la ecuacion (P.6.17), se obtiene la solucién inelastica.

Para cada una de las fracciones, se tiene:

1 _1
I = |=e @' (P.6.18)
(3)
2
i q
1 " 1
LY———— =(l—e A (P.6.19)
s+ B %
i q, q,
[ 1 4,
L™t = s le® +q1t—l] (P.6.20)
ey (B F
qs q,

S )( 5 )( e ).

La ecuacion (6.21) se puede representar como:

9,
e
Sxx=§A1+A2t+A3 <l—€ 1 > g Om (P.6.22)

(P.6.21)
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Donde A, , A, , A,y ql/qz son constantes.

Se puede observar de la ecuacion (P.6.22) que cuando t= 0, €,,=A, 0, la

cual representa una deformacién instantanea. Cuando t = oo, el término

ql
-t
Ag (1 —e % )0 m=4A30m, valor que representa una deformacién limite
diferida por efectos viscosos lineales, sin embargo, la deformacién del
cuerpo de Bourgers tiende a infinito debido al término A,t que representa

una deformacion por flujo pldstico con viscosidad lineal.

Los términos de la ecuacion (P.6.22) tienen el significado grafico que se
indica en la figura (6.11).

Exx a)

o.mA?:
FIGURA 6.11. Componentes de
la deformacién unitaria € en el l
modelo de Burgers modificado. ¢

a) deformacidn instantanea;
b) deformacién por flujo

ql
-t
pldstico lineal; Exx=9 A+ AT+ A, <l—e 1 ) Om

c) deformacioén diferida por

efectos viscosos lineales.
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En un instante cualquiera la deformacién unitaria esta constituida por
tres partes.

« Deformacidén unitaria instantanea constante.
+  Deformacion diferida debida a efectos viscosos lineales.
+ Deformacién diferida debida al flujo plastico lineal.

6.6 Calculo de las constantes que aparecen
en los modelos matematicos representativos
del comportamiento de materiales

De acuerdo con la ecuacién (6.18), los parametros viscoeldsticos P,
P,, 41, 45, Y q, estan relacionados con las constantes viscoeldsticas del
modelo de Burgers modificado como:

PZZM; Plz(M+nM+nK); Q2=0M]7K; ¢1=Ny; qo=3K

Sea

Op=0, H (t)

8 .7 / ’ .
Llamando a ¢ = = la deformacion especifica, se puede graficar esta iltima
m

en funcién del tiempo, tal como se muestra en la figura (6.13).
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FIGURA 6.12. Definicion
de pardmetros en el
modelo de Burgers

+i 4

Este diagrama de deformacién especifica figura (6.12) permite recono-
cer a algunas de las constantes viscoelasticas que aparecen en el modelo,
pudiéndose calcular sus valores numéricos.

De experimentos bien controlados, en materiales sometidos a esfuerzos
constantes, en intervalos de esfuerzo intermedio, se obtiene como res-

puesta.
1t 1 -
x:—+—+—G l1-e Tk (P.6.23)

La ecuacién (P.6.23) se grafica en funcién del tiempo en la figura (6.13).
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FIGURA 6.13.
b <« 17 Deformacién

P especifica en
funcién del tiempo

Interesa asociar este conjunto de datos a los resultados tedricos deriva-
dos del modelo.

Para ello, se puede recurrir a programas que minimicen la desviacion

estandar entre resultados teéricos y experimentales.

El analisis por el procedimiento antes descrito, tomando como base
resultados de pruebas experimentales, ha mostrado la posibilidad de
representar mediante el modelo de Burgers, el comportamiento de algu-
nos materiales usados en ingenieria.
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Las constantes viscoeldsticas de las probetas estudiadas han demostrado

ser dependientes de la estructura de los materiales y de la temperatura.

Problema resuelto 6.3

El estado de esfuerzos que genera una carga puntual F,, aplicada en la
superficie de un semiespacio elastico lineal figura (6.14), fue resuelto por
Boussines y estd representado por el tensor esfuerzo Tj;, cuyos compo-
nentes en coordenadas cilindricas estan dadas por la ecuacién siguiente:

y
F,U(t) /
r X .
i Figura 6.14 Estado de
= esfuerzos provocado
por una carga puntual
y R aplicada en la superficie
de un semiespacio
elastico lineal
Z |  RP=r*+z2?
Tij
\4
rP=x*+y?
I 0 Tar
Tij = 0 Gee 0
Try 0 Ozz

Para el caso particular del esfuerzo radial o,, , este tiene como solucién

elastica la expresion siguiente:

Fy

21

O

3zr*  (1-2v)
- +R(R+Z)] (P.6.24)
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Llamando a:

1 3zr?
A(T’, Z) —m 5 B(T, Z) = ?

El esfuerzo radial se puede expresar como:

F

O 2—0 [(l —2V) A(r, z) —B(r, z)] (P.6.25)
s

Suponiendo que el semiespacio es un cuerpo viscoelastico de Kelvin-

Voigt y que la fuerza aplicada puede expresarse como F (t):F0 U(t),

determine el esfuerzo radial correspondiente.

Dado que se conoce la solucion eldstica para el esfuerzo radial, se apli-
cara el Principio de Correspondencia para encontrar la solucién vis-
coeldstica, para lo cual bastard con calcular la transformada de Laplace
de la relacién de Poisson v que aparece en la solucidn eldstica y final-
mente antitransformar la soluciéon encontrada para expresar el esfuerzo

radial en funcién del tiempo.

Para el modelo de Kelvin-Voigt, se tiene (ecuacion (6.5)):

0,=23Gy+ is
" Kr)Kdtrr

Para la componente desviadora del tensor esfuerzo se tiene que:

P,Ty= QoEo
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Cuyo valor transformado resulta:

De igual manera para la componente volumétrica se tiene:
PV TV = QV EV

Cuya transformacién conduce a:
PV® TV: QV® EV

Identificando términos, se tiene que:
Qo=29Gg+ d
0 k Tk i\

cuyo valor transformado se puede calcular haciendo uso del operador

n=1
lineal Q¢ = Z a,s" (ecuacién (6.52)), resultando:
n=0

QP =ay+a,s=2Gg+2ngs

Dado que P,=1, su valor transformado se calcula nuevamente con la
ecuacion (6.52), con n=0, resultando:

PP=a,=1

Para la componente volumétrica se tiene, P,=1y Q,=3K, y usando la
misma ecuacion (6.52), con n =0, se obtienen los valores transformados:

PP=ay,=1y Q°=a,=3K
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La relacién de Poisson transformada es (ecuacion (6.77)):

QPSP —=Q0 By
Qv B’ +2Q7 Py

v

v=

Sustituyendo las relaciones establecidas en esta tltima ecuacidn, se tiene:

_ 3K-2(Gg+1s)
- 6K—2(GK + nKs)

(P.6.26)

V(s)

Sustituyendo este ultimo valor en la solucidon eldstica se obtiene la solu-
cion transformada del esfuerzo radial o, (s) resultando:

3F, (GK + r)Ks) A(r, z) B(r, z)

o,(s)= =2 I - (P.6.27)
21 ( (BK+Gy)s+nys 3s

Para antitransformar la ecuacién (P.6.27), conviene expresarla en frac-

ciones parciales para cada uno de los términos que la componen, asi

para el término:

(GK+ ]?KS) _ Ay . A,

(BK+Gy)s+1n,s®  A,s+Az8° A, +Ags
Con A,;=Gy; A,=(3K+Gy) ; Ay=ny

Antitransformando las fracciones parciales incluyendo el término
B(r, z) /3s, se obtiene la solucién viscoeldstica del problema planteado:

_<3K+GK> .
3F G 3Ke Nk
o, (s)= 270 k___

2m 3K+Gg 3K+Gg

A(rz)- B(;’Z) (P.6.28)
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De la anterior ecuacion se puede ver que:

Sit=0; o,= 3F, A(r,z)— 7B(r, z)]
21 3

Si t: 00; O-rr: % GA(r, Z) —_ B(r, Z)]
2T 3K+G 3

Dado que:

3G e ., .
1-2v= 3K1G I’ esta ultima ecuacién (t= oo) representa la solucién
+

elastica del problema.
La relacion de Poisson v queda expresada como:

3K-2GK
V=——"—"—"—=
2(3K+GK)

P Problema resuelto 6.4

Una viga simplemente apoyada constituida de un material viscoeldstico
se somete a una carga por unidad de longitud p,, tal como se muestra en
la figura (6.15).

Suponiendo que el material de la viga se comporta de acuerdo con el
modelo de Maxwell, determine el desplazamiento de la viga al centro
del claro si la carga aplicada es p=p, U(t).

Figura 6.15 Barra

v l l l l l l l l l | prismdtica sometida a

una carga uniformemente
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El desplazamiento eldstico al centro de la viga es igual a:

L 5p,L*
§lx=] = 2P0~ (P.6.29)
2 ) 384EI

Siendo I el momento de inercia centroidal de la viga.

Para encontrar la solucién viscoelastica, se aplicara nuevamente el
Principio de Correspondencia, para lo cual sera suficiente con calcu-
lar la transformada de Laplace del médulo de elasticidad en la solucién
elastica y después antitransformar dicha solucién para obtener el des-
plazamiento en funcién del tiempo.

Para el modelo de Maxwell, se tiene (ecuacion (6.3)):

o i+i—2G ie
“le,o dr T M\

De la ecuacion anterior se puede ver que los operadores diferenciales
para la componente desviadora del tensor esfuerzo son:

P,= i+i'Q—ZG e
O, dr\ < TM ) ar Y

En tanto que para la componente volumétrica los operadores diferen-
ciales siguen siendo:

P,=1; Q,=3K

La transformada de Laplace de los operadores diferenciales resulta:
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1
P?:%§+s; Q2=2G,{st; PP=1; Q°=3K

'
La transformada de Laplace del médulo de Elasticidad E es:

3Q0 Q°
Qv B°+2Q,° P¢

E=

Sustituyendo los operados diferenciales transformados en esta ultima

ecuacidn se obtiene:

9G, Ks

E(s)= (P.6.30)
¥+ (3K+GM)s

Tm

Para antitransformar la ecuacion (P.6.30), hay que tomar en cuenta que
p= pOU(t), cuya transformada de Laplace es p(s) =Po/s, por lo tanto la
ecuacion (P.6.30) puede expresarse como:

3K
tT+(3K+GM)S
Po__, tu o (P.6.31)
M

Antitransformando esta dltima ecuacidén y sustituyendo en la solucién
elastica se obtiene el desplazamiento al centro de la viga en funcién del

tiempo, resultando:

L L*| ¢t K
s(x=T )= 2P0 RELSL
2 3841 |3y,  9KGy

(P.6.32)
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6.7 Problemas propuestos

P Problema 6.5

Un material viscoelastico se coloca dentro de un molde rigido tal como se
muestra en la figura (6.16). Si se aplica una carga uniformente repartida
en la superficie del material p=— pOU(t) y considerando que dicho mate-
rial se comporta de acuerdo con el modelo de Maxwell, determine el
esfuerzo horizontal o, que se genera sobre las paredes rigidas del molde.

Figura 6.16 Material
l l l l v confinado en un molde
rigido sometido a una

vt p=-pU(t)
|
|
|
B

- - _/_ - carga uniformemente
Material X repartida en su superficie

Solucién

- (_ 3K )t
1— M P (3K+4Gy)th,
3K +4G,,

Problema 6.6

El tubo que se muestra en la figura (6.17) esta constituido de un material
elastico lineal y se somete a una presion interna p,, la cual genera un

desplazamiento radial u, igual a:
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1+v
U=——
E r

A(1-2v)r+ B]

Siendo A y B dos constantes que involucran a p,,.

Figura 6.17 Material
confinado en un molde
rigido sometido a una
carga uniformemente
repartida en su

superficie

Suponiendo que el material del tubo es viscoelastico y que cuando se
aplica una carga p=p, U(t) sigue el modelo de Kelvin-Voigt, determine
el desplazamiento radial i, en funcién del tiempo.
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CAPITULO

Teorias de falla y ruptura

Introduccion

En el capitulo 2 se establecié que las fuerzas externas aplicadas a un
medio continuo generan estados de esfuerzo en los diferentes puntos
del medio y estos a su vez producen estados de deformacion (capitulo 3).
Para ligar los esfuerzos con las deformaciones fue necesario involucrar
las propiedades del material. Como una primera aproximacién a su
comportamiento real; dicha liga se hizo mediante la teoria de los mate-
riales eldsticos lineales homogéneos e is6tropos (capitulo 4).

Es claro que la falla o ruptura de un material deberd estar ligada a los
esfuerzos o alas deformaciones que experimente este cuando se somete
a ciertas solicitaciones, o bien, a un concepto que involucre tanto los
esfuerzos como las deformaciones, tal es el caso de la energia de defor-
macién. Normalmente la falla de un material se asocia a una condicién
limite que no necesariamente involucra la pérdida de continuidad del
cuerpo deformable, condicidn bajo la cual estariamos hablando de una
franca ruptura del medio, en cuyo caso deja de ser aplicable la meca-
nica del medio continuo.

N
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En este capitulo se establecen criterios de falla y ruptura, algunos apli-
cables a materiales ductiles y otros a fragiles. Si bien la temperatura es
una variable que influye de manera notable en el comportamiento de
los materiales, esta no se toma en cuenta en ninguno de los criterios de

falla y ruptura que se expondran mas adelante.

Cabe sefialar que histéricamente las primeras teorias de falla desarro-
lladas fueron para el caso del comportamiento de metales y es hasta
una época mds reciente que se han establecido teorias de falla para
otros materiales involucrados en el disefio de las obras civiles, como ha
sido el caso del concreto, los suelos y las rocas.

Normalmente la condicién de falla en un material se establece al com-
parar el estado de esfuerzos o deformaciones que generan las cargas
aplicadas en el medio con su resistencia, determinada esta en una

prueba de laboratorio representativa del fenémeno estudiado.

En el caso de los metales cuyo comportamiento a tensién o compresion
es muy similar, la prueba representativa que se emplea en laboratorio
para determinar su resistencia es la de tensién que se ejecuta en una
probeta representativa del material en estudio y la cual se denominara
en adelante S;. Cuando se aplican esfuerzos superiores a Sy el material
puede fluir o se rompe (comportamiento ineldstico), por lo que asumi-
remos en lo que sigue que S; representa el limite de aplicabilidad de la
teoria elastica para el estado de esfuerzos aplicado a la probeta. Este
valor limite se le conoce también como limite eldstico y no necesaria-
mente representa el esfuerzo de fluencia del material bajo el cual este
puede alcanzar la ruptura. En materiales como el concreto, el sueloy la
roca, cuya resistencia a la tensidon es muy limitada en comparacién con
su resistencia a la compresion, es usual que el valor limite S; se esta-
blezca en una prueba de compresidon que tome en cuenta las diferentes
variables que influyen en el comportamiento del material.
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Para un medio continuo sometido a un estado de esfuerzos principales,
la funcién que define la regiéon donde el material tiene un comporta-
miento elastico, se puede expresar como:

f(av 03 0‘3) =0 (7.1)

En los parrafos siguientes se describirdan algunas teorias de falla y rup-
tura comunmente empleadas para establecer bajo qué condiciones se
alcanza la falla o ruptura de un material sometido a ciertas solicitacio-
nes (superficies de fluencia). Como ya se hizo ver con anterioridad la
mayoria de estas teorias tienen su aplicacién principal en el comporta-
miento de metales y permiten establecer la condicién limite de falla del
material (comportamiento ineldstico) y no tanto la condicién de rup-
tura o pérdida de continuidad. Para estudiar esta ultima condicién se
abordaran las teorias de Mohr-Coulomb, ampliamente utilizada en la
mecanica suelos y rocas asi como la de Griffith, esta tltima con mayo-

res aplicaciones a la mecdnica de rocas.

7.1 Teoria de Rankine

Esta teoria establece que en un material sometido a un estado de esfuer-
zos principales se genera fluencia cuando cualquiera de los esfuerzos
principales alcanza el valor limite Sy, este valor obtenido de una probeta
representativa del mismo material sometida a una prueba de tensiéon
en el laboratorio. Como la teoria de Rankine asocia la falla del material
sélo a los esfuerzos normales, también se le conoce como la Teoria del
esfuerzo normal maximo. Matematicamente estas condiciones quedan

expresadas por:

o] -] .2
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EARIET (7.3)
oy | =] 5] (7.4)

Las condiciones anteriores se pueden representar graficamente en un

sistema de referencia donde los ejes corresponden a los esfuerzos o,

0,y Os.

De esta manera, el limite de aplicabilidad de la teoria elastica queda
definido por seis superficies planas que conforman a un cubo de lado
2S¢ (figura (7.1)).

l / . FIGURA 7.1 Volumen
/ de fluencia. Teoria de

Rankine

Cuando un punto P(crl, 0, 03), que representa a un estado tridimen-
sional de esfuerzos, se ubica en el sistema de referencia establecido,
se tendra una condicidn de fluencia incipiente si P se encuentra en las
caras del cubo, pero si P se localiza dentro del cubo, el material tiene un

comportamiento eldstico.

Para un estado de esfuerzo plano, con 0,=0, se obtendra la superficie
limite o de fluencia que se muestra en la figura (7.2), delimitada por las

siguientes ecuaciones:
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0,= iSf s 0,= iSf (7.5)

Un punto en este plano representaria a un estado de esfuerzo plano.
Cuando el punto estd dentro del cuadrado, el material tiene un compor-
tamiento eldstico, mientras que, si esta en los bordes del cuadrado, el

material esta en una condicion de fluencia incipiente.

La teoria de Rankine es aplicable sobre todo a materiales fragiles, esto
es, aquellos materiales que presentan bajos niveles de deformacién

antes de alcanzar la condicién de fluencia.

oy, A

S¢ FIGURA 7.2 Superficie
de fluencia para el

estado de esfuerzo

—K—
\/
9

S¢ plano. Teoria de

JL Rankine
k— 55 —k—5r—)

7.2 Teoria de Coulomb-Tresca

i j istico cu uerz Axi

El material deja de ser elastico cuando el esfuerzo cortante maximo

generado por un estado de esfuerzos principales, en un punto cualquiera
. . i

del cuerpo, iguala al esfuerzo cortante maximo que se engendra en una

probeta sometida a tension en laboratorio.

Para un estado tridimensional de esfuerzos, el esfuerzo cortante maximo

queda definido por:
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0,=0y |_ Sf (7.6)
2 2

0,=03 | _ Sf (7.7)
2 2

0 =03 |_ & (7.8)
2 2

Si cualquiera de las condiciones anteriores es satisfecha, se tendria la
condicién limite para que el medio deje de ser elastico.

Para un estado de esfuerzo plano con o0, =0, las condiciones matemati-
cas que indican iniciacién de fluencia serian:

De la ecuacion (7.6):

|01—02|:|Sf| = 0,-0,=+S ; 0,-0,=-5 (7.9)
De la ecuacion (7.7):

|01|=|Sf| => 0,=+5 ; 0,= -5 (7.10)
De la ecuacién (7.8):

|02|=|Sf| = 0,=+S5 ; 0,=—S¢ (7.11)
Representando graficamente estas condiciones en el plano o,, 0,, se

obtendrian seis lineas rectas limites que definen la superficie de fluen-
cia (figura (7.3)).

)
@)
b
_|
m
=
o
o
7

N
~
O




FIGURA 7.3 Superficie de fluencia
7 para el estado de esfuerzo plano.

Fany

Sf Teoria de Coulomb-Tresca

De acuerdo con la teoria del esfuerzo cortante maximo, si se agregan
esfuerzos hidréstaticos de tensién o de compresion, no es posible pre-
decir ningin cambio en la respuesta del material.

La suma de estos esfuerzos simplemente desplaza el circulo de Mohr a

lo largo del eje o pero t ermanece constante.

mdx P

Cuando los esfuerzos principales o, y 0,, son del mismo signo, se tienen
dos condiciones para alcanzar la fluencia del material:

Tension

:
!

FIGURA 7.4 Estado de
esfuerzo plano; tension
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. T
0y Compresion
— - bomeend - 0,
FIGURA 7.5 Estado
o
de esfuerzo plano;
compresion 0y 0y 0;=

Para el estado de esfuerzos de tension que se muestra en la figura (7.4),
se debe cumplir:

lo,| > o] = |a] =5 (7.12)
Para el estado de esfuerzos de compresion, figura (7.5), se tiene:

|02|>|01|=>|02|S5f (7.13)
Por lo tanto, podemos concluir que, cuando los esfuerzos principales
0,y 0, son del mismo signo, las teorias de Rankine y Coulomb-Tresca
coinciden.

Si 0,y 0, son de signo contrario, se tiene que:

0;—0,
2

Sr

= (0,-0,)< %5, (7.14)

Por lo tanto, cuando o; y 0, son de signo contrario, las teorias de Ran-
kine y Coulomb-Tresca difieren.

De las figuras (7.4) y (7.5), se puede observar que el estado de esfuerzos
representado en el circulo de Mohr, sigue siendo una region, por lo que
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dicho estado de esfuerzos es estrictamente tridimensional. Sin embargo,
en el caso del estado de esfuerzo plano, se asume que el circulo critico es

el de radio mayor.

7.3 Teoria de Saint Venant

El material deja de ser eldstico cuando una de las deformaciones princi-
pales, €, €,, 0 €; alcanza el valor de la deformacion principal €7, que se

genera en una probeta sometida a tension.

Para un estado uniaxial de esfuerzos, dicha deformacién se puede expre-

sar como:

Sy

Efzi

: (7.15)

Para un estado de esfuerzos tridimensional, las deformaciones princi-

pales quedan definidas por:

1

le, | = 5(0'1_"(0'2"'0'3)) :lgfl (7.16)
1

le, | = E(Gz_v(01+03)) =l esl (7.17)
1

lesl= E(O's—v(0'1+0'2)) =l sl (7.18)

Para un estado de esfuerzo plano, con 0,=0, las condiciones de fluencia

resultarian ser:
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De la ecuacién (7.16):
lo,—vo,|=[S| = o0,-vo,=5; (7.19)
0,—V0,=—S5¢

De la ecuacion (7.17):
lo,—vo, =S| - o0,-vo,=S; (7.20)
0,—V0; =-S5

De la ecuacion (7.18):
|—v(01+02)|:|8f| - —v(01+02):Sf (7.21)
v(o,+0,)=+5;

Reordenando términos, las ecuaciones de las seis rectas limites resul-

tan ser:

o S o S
o,=— L o,= =+ (7.22)

v v v v
0,=Vv0; + 5 ; 0,=v0; — S (7.23)

S S
02:—01+—f ; 02:—01——f (7.24)

v v

La regién que estas ecuaciones definen se muestra en la figura (7.6), en
la que se puede observar que la teoria de Saint Venant permite lograr
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niveles de esfuerzos mayores antes de alcanzar la falla, que los que defi-
nen las teorias de Rankine y Tresca.

0,

l S

FIGURA 7.6 Superficie de
fluencia, criterio de Saint

|<— Sf/v _>|<_ Sf/u_>| Venant

7.4 Teoria de Nadai

Esta teoria es aplicable principalmente a materiales ductiles, y establece
que la fluencia en una particula de un medio continuo se inicia cuando se
aplica a esta una energia de deformacién igual a la energia de deforma-
cidén que se genera en una particula de una probeta sometida a tension.

La energia de deformacidn eldstica por unidad de volumen, o densidad
de energia, para un estado uniaxial de esfuerzos, tal como se defini6 en
el capitulo 4, resulta igual a:

o, €
=14
2
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De acuerdo con esta teoria, la probeta dejara de ser elastica cuando:

Scer  S¢S;  S%
Uprob: f2 L= gEf :ﬁ (7.25)

Para un estado tridimensional de esfuerzos, la densidad de energia
puede expresarse como:

1
U= oE [02+02+0%2-2v(0, 0,+0, 0,+0, 0;)] (7.26)

Entonces, la fluencia se presentara cuando:

Y 1
f 2 2 2
—=——|0o7+0,+0;—-2v(0, 0,+0, 0,+0, O 7.27
2E ZE[I 2 3 (12 1VY3 23)] ( )

Por lo tanto, la condicién de fluencia queda representada como:
§%=oi+03+03-2v(0, 0,+0, 03 +0, 03) (7.28)

Para un estado de esfuerzo plano, con 0,=0, la condicién de fluencia
queda definida por:

Sk =o0l+05-2v0,0, (7.29)

La representacion geométrica de la region que define la ecuacion (7.29)
se muestra en la figura (7.7).
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FIGURA 7.7 Superficie
de fluencia; teoria de
Nadai

7.5 Teoria de Von Mises-Hencky (VMH)

Se alcanza la fluencia en una particula de un medio continuo cuando
la energia de deformacidn distorsional en un estado de esfuerzos cual-
quiera, iguala la energia de deformaciéon distorsional en una probeta

sometida a tensidén.

U= [UO] prob

De acuerdo con la ecuacidn (4.59), capitulo 4, la energia de deformacién
distorsional U, se puede evaluar como:

_1+v
6E

0

{(01—02)2+(02"03)2+(03"01)2} (7.30)
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Desarrollando esta ultima ecuacion se llega a:

1+v
0= 5g fo?+02+0%—(0, 0, +0, 03+ 0, 0,)} (7.31)

En una probeta sometida a tensién: 0,=0;=0

1+v ,

[UO]prob = E 01 (7.32)

Se alcanza la falla del material cuando: [Uo] U,, por lo tanto:

prob =

1+v
3E

1+v
2 2 2 2
P 3E {01+02+03—(01 0,+0, 0, +0, 03)}

De donde resulta:

S% = oi+03+03—(0, 0,+0, 0, +0, 03) (7.33)
Esta ultima ecuacién representa la condicion de fluencia de VMH. De la
ecuacion (7.28) se puede ver que cuando v=0.5, el criterio de fluencia
de VMH se vuelve un caso particular del de Nadai.
Para el estado de esfuerzo plano.

St =0l+03-0, 0, (7.33)
De manera experimental, se ha demostrado que la teoria de VMH es la

que mejor predice el esfuerzo de fluencia de los materiales si 0; y 0, son
positivos o si alguno de los dos es positivo.
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Si ambos esfuerzos principales son negativos, la teoria de VMH da resul-
tados conservadores. Esta teoria es aplicable sobre todo a metales.

La teoria de VMH puede ser expresada en términos de los invariantes

del tensor esfuerzo, como sigue.
Para un estado de esfuerzo principal se tiene que:

II:(01+02+03) (7.35)

I,=(0,0,+0,0,+0,0,) (7.36)
Elevando la ecuacion (7.35) al cuadrado:

I =(0}+03+03+20,0,+20,0,+20,0,) (7.37)
Multiplicando la ecuacién (7.36) por 3:

-3I,=-30,0,-30, 03— 30,0, (7.38)
Sumando las ecuaciones (7.37) y (7.38), se tiene:

I3-31,=02+05+05— 0,0,—0,0,— 0,0,
lo cual indica que existe fluencia en un material si:

SE=I1-31, (7.39)

Esta ultima expresion puede ser aplicada para cualquier sistema de refe-

rencia.
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7.6 Teoria de Mohr-Coulomb

La teoria de Mohr-Coulomb establece que se alcanza la ruptura del
material cuando el cociente del esfuerzo cortante al esfuerzo normal,
asociados a un plano que pasa por un punto del medio continuo, donde
se conoce el tensor esfuerzo provocado por las cargas aplicadas, alcanza
un valor méximo. Para un estado general de esfuerzos principales, esta
condicidn se alcanza en el punto de tangencia de los circulos de Mohr
correspondientes. La resistencia del material queda expresada como:

T=c+otan¢ (7.40)

siendo cy ¢ los pardmetros de resistencia del material, conocidos dentro
de la mecanica de suelos como cohesidn y dngulo de friccién interna,
respectivamente. En el plano de Mohr (o, 1), el parametro ¢ representa
la ordenada al origen de la recta tangente al circulo de esfuerzos princi-
pales asociado con la ruptura del material y el pardmetro ¢ representa la
pendiente de dicha recta.

La superficie de fluencia para un estado de esfuerzo plano (con o0,=0
hipétesis frecuentemente adoptada en mecanica de suelos), puede ser
definida a partir de la ecuacion (7.40), sustituyendo los valores de Ty
o0, asociados a cada circulo de falla. Por lo tanto, la falla del material se
alcanza bajo la condicién siguiente:

|0, — 0, o, +o; |0y A | o, |

-c-k——;——-c—-k—; -c—-k
2 2 2 2

Max (7.41)

N | @

siendo k=tan ¢.
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Obsérvese que la ecuacion (7.41) representa seis rectas cuya intersec-
cion define la superficie de fluencia correspondiente (figura (7.8)). En
este caso los valores limite de los esfuerzos R; (resistencia a la tension)
y R (resistencia a la compresidn) que se indican en dicha figura depen-

den de los parametros c y ¢.

FIGURA 7.8 Criterio de falla
de Mohr-Coulomb

7.7 Teoria de Griffith

Esta teoria de ruptura se establecié en un principio para estudiar el
comportamiento del vidrio, pero posteriormente se aplicé a las rocas
con resultados razonables. Se asume la existencia de discontinuidades
dentro de la masa del material, como es el caso de las rocas fisuradas.

Se analizara el caso ideal de una masa de roca sometida a un estado de
esfuerzo plano (0,=0) dado por 0, y 0,, en la que se encuentra una grieta
o discontinuidad (figura (7.9)).
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FIGURA 7.9 Estado de
esfuerzos en una grieta

B presente en un macizo
r0C0SO
0

vy

discontinuidad

ﬁ@Q

Xy

Se considerard en un primer analisis que 3 =cte, siendo 3 el angulo que
forma la direccion del esfuerzo principal mayor o, y el eje longitudinal
de la grieta. Este caso corresponderia por ejemplo al de una probeta de
roca sedimentaria con planos de sedimentacién paralelos entre si.

Para realizar el analisis, supondremos que s6lo existe una discontinui-
dad y esta tiene forma eliptica muy achatada, segiin se muestra en la
figura (7.10).
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Xy

discontinuidad
eliptica

FIGURA 7.10 Esquema para
determinar el esfuerzo normal
de ruptura o, en una grieta de

un macizo rocoso

En una prueba triaxial dada, se conocen o, y 0, y, mediante el uso del
circulo de Mohr de esfuerzos, se pueden determinar oy, 0y, ¥ Tyy-

Se desea determinar la magnitud del esfuerzo normal 0, en términos
de los esfuerzos oy, 0,y, ¥ Ty y de la geometria de la discontinuidad.
Este problema ha sido resuelto en el marco de la teoria de la elasticidad
y el esfuerzo o, se expresa mediante la siguiente férmula:
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Ty [m(m+2)cos®a—sen’a] + o, [(1+2m)sen’a —m?cos’a] -

Gb =
m? cos®a +sen’a

~7,,[2(1+m?)sena cosal]

m® cos’a +sen’a
b (7.42)
siendo m = " la excentricidad de la elipse.

La falla del material esta asociada con el valor méaximo de o, siendo este
un esfuerzo de tensién que ocurre en los labios de la discontinuidad.

Analicemos los estados de esfuerzos en la vecindad de la ctspide de la
elipse (punto P,), es decir, para el caso en que o =0, suponiendo ademds
una grieta o discontinuidad infinita de espesor pequeno, o sea m =0. En

estas condiciones:
cosaxlysena=a
y la expresidn anterior queda:

O,

» [m*+2m -]+ 0., [(1+2m)a®~m?] ~Tyy [2(1+m?)q]

m*+ o

(7.43)

Oy =

Despreciando los términos de segundo orden, por ser muy pequenos
comparados con los de primer orden, obtendremos:

or = Oyy (2 m) " Ty (2 a)
b~ m?+ a2

es decir:
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2 [moyy —-a rxy]

op= (7.44)

m*+a?

A partir de esta expresion, podemos encontrar el valor maximo de 0, en

la vecindad del punto P,.
Si:

Oy max < Resistencia a la tension de la matriz rocosa, la falla no se presenta
Opmax = Resistencia a la tension de la matriz rocosa, hay equilibrio limite
O max > Resistencia a la tensidn de la matriz rocosa, se presenta la falla

Para conocer en qué punto de la elipse se presenta esta condicion, obten-
dremos el maximo esfuerzo de tensién, para ello hagamos:

d Oy .
d— =0, suponiendo m constante
a

p ) mo,-ar,) :_ZTxy(mz+a2)—4a(moyy—arxy) —0 (7.45)
m*+ o’ (m*+ac)?

es decir:
27, (m*+a?) = —4a[m oyy—arxy]

Xy

2moy, —207t,,

Toy=—|—" 5 |ad=—a 0y
Xy m2+a2
—-T
=> a=—24 (7.46)
Op
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Sustituyendo (7.46) en (7.44) queda:

1_2
2 moyy+—xy ) )
oo Op |  2mO0y, 0p+2Ty0p
b~ 2 - 252 .2
s Ty m 0%+ Ty
m°+—
0%

2 2
M=0%+Tyy= 2M 0y, 0+ 2Ty,

m? 05 —2m 0y, 0, —Tyy =0

resolviendo la ecuacion de segundo grado obtenemos:
(moy,—o0,,)* =02, +1%, (7.47)
1
Mo, =0y, * (o§y+riy)2 (7.48)

Para el caso particular en que los ejes x y y coincidan con las direccio-
nes de los esfuerzos principales, se tiene: t,, =0y 0,,=0,, siendo o, la
resistencia a la tensidon del material. Sustituyendo esta condicién en la
ecuacion (7.48), se tiene que mo, =20, . Por lo tanto, el esfuerzo de falla

20,
se puede expresar como g, =— .
m

S
}

discontinuidad

FIGURA 7.11. Esfuerzo

normal o, enla

discontinuidad eliptica
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Cuando m o, =2 0,, la expresion (7.48) queda como:

2 2

20;=0, Oyt Ty

+
y
Despejando 75, de esta ecuacidn, se obtiene:

w5, =40;(0;-0,,) (7.49)

Matematicamente, la ecuacién (7.49) representa una parabola en el
plano t,, —0,, y constituye la envolvente de resistencia de Mohr para una
falla de tipo fragil.

envolvente de falla

/ de tipo parabélica
A
Tx

w)

O

vy

v

+ O +

‘ FIGURA 7.12. Envolvente
de falla, criterio de Griffith

Este criterio de falla explica el porqué se relaciona la curvatura de la
envolvente de falla con la presencia de fisuras en la roca.

Obtengamos ahora una expresion que relacione directamente al esfuerzo
maximo de tensién o, con los esfuerzos principales o, y o,. Para ello
utilizaremos las ecuaciones que permiten calcular los esfuerzos nor-

mal (ecuacidn (1.62)) y cortante (ecuacion (1.63)) asociados a un plano
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de corte que forma un dngulo  con la direccién del esfuerzo principal
mayor o,, dado un tensor esfuerzo plano principal. Asi:

20,= (0,+05) (0, —0;) cos 2B (7.50)
27,,=(0,-0;) sen2 (7.51)
Sustituyendo las ecuaciones (7.50) y (7.51) en la ecuacidn (7.48), se tiene:

mob=; [(ol+03)—(01—03) cos2f ]

1 1 1
+ [4(01+ 0,)" - E(oi —03)cos2 B+ Z(GI ~0,)* cos®2 B +
1 1
2
+ 2(01—03)2 sen”2 [3]
Asi, obtenemos finalmente:

mabzi [(01+03)—(01—03) cos2f ]i

(7.52)

i\/:; [(0i+ 03)—(02-03) cosZB]

Ahora, analicemos el caso general cuando el d&ngulo B es variable
(figura 7.13).
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Probeta de roca

/ // con un sistema de
>/ / discontinuidades

e
§/ > \ FIGURA 7.13.
\ _ Discontinuidades
/ /\ con diferente

inclinacién

Encontremos el o, maximo maximorum haciendo variar la ecuacion
(7.48) con respecto a a (lo que ya se hizo con anterioridad), y con res-
pecto a B.

Para obtener el o, maximo maximorum, derivemos la ecuacién (7.52)
con respecto a 3 e igualemos a cero, asi:

1
don 1 ) E(cf—oﬁ)ZsenZB
—b——(ol—oa)ZsenZB iz =0

ap 2 \/;[(GiJrag)_(oi_og) cos 2]

1 0, +0
(0,—0;)sen2B |1+ = L3 =0
1

2 \/2[(of+0§)—(0i—‘7§) cos2 ]

Esta dltima ecuacién se cumple si:

11; St =0

1 2 2 2 2
\/2 [(01+03) —(01—03) cosZB]
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1
\/z [(02+0%)~(02~02) cos2B] =7 5 (0,+0,) (7.53)

Desarrollando esta ultima ecuacidn, se tiene:

(0 +03) (=02 cos2p] =  (or+y)

i[( 2+02) cosZB=;(0§+o§)—i(ol+o3)2
2

1 of+; 03— 0,0,
cos2B= o2
2
cos2B= (01 +3)
2(01—03) (01+03)
0103
2= —"——"+ 7.54
cos 2P 2(0,+0,) (7.54)

La ecuacion (7.54) permite calcular el valor del angulo 8 que conduce al

maximo valor del término m o, .

Si hacemos que: k= %
01
1-k
cos2fB= —
2(1+k)

Conocidos o0, y 0;, se puede evaluar el plano donde se va a presentar la
falla del material. Sustituyendo las ecuaciones (7.53) y (7.54) en la (7.52),
se obtiene:
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1 0, —0O.
mo,=— (01"'03) (01 03) 2(;1+;3) _*(61"'03)
_ 2
mo,=— M =20, (7.55)
4(0,+03)

Esta ultima expresion representa la envolvente general de Griffith para
un material con fisuramiento isétropo.

En una prueba de compresién simple 0, =0, 0;#0, y la ecuacidén (7.55)
se reduce a:

02+80,0,=0

0,=—80,=R, (7.56)
De la ecuacion anterior, puede observarse que la resistencia a la com-
presién simple (R,) es 8 veces la resistencia de la roca a la tensién (o).
En la préctica se ha encontrado que la R, es del orden de 10 veces la

resistencia a la tension.

Envolvente de falla

Tyt =40 (0,— oyy) /

v

FIGURA 7.14.
Representacién

grafica de la

ecuacién (7.56)
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La ecuacion de la pardbola, que se muestra en la figura (7.14), tiene como

ecuacion:

w5, =40,(0,~0,,) (7.57)
Si 0,,=0, se obtiene la cohesi6n de la roca:

Ty =20;=C

De lo anterior, puede concluirse que la cohesion de la roca es la cuarta
parte de su resistencia a la compresion simple R..

La falla de la muestra de roca se va a presentar por insuficiencia de resis-
tencia a la tension en la matriz rocosa, en un punto cercano a la cuspide
de la elipse representativa de la discontinuidad mas desfavorable para su
estabilidad. Las fisuras se propagan en un principio con un angulo 2 8 con
respecto al eje de la discontinuidad, y posteriormente tienden a tomar la
direccidn paralela al esfuerzo o,, no siendo ya peligrosas cuando llegan a
este punto, debido a que el esfuerzo de confinamiento o, no deja progre-
sar la grieta.

7.8 Problemas resueltos

P Problema 7.1

El tensor esfuerzo en la viga, que se muestra en la figura (7.14), esta
dado por:
2xy c¢*-y* 0
3P|,
§= 48| €Y 0 0

0 0 0
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Siendo c el semiperalte de la seccion transversal de la viga y P una carga
puntual aplicada en su extremo.

FIGURA 7.15 Barra
prismatica sometida a

una carga puntual P en
su extremo libre

e ofo

k—i—4/

Determine, aplicando el criterio de VMH, el valor limite de la fuerza P,
de tal forma que la viga se mantenga dentro del rango elastico.

La teoria del medio continuo sera aplicable si I f—SI2 < S; , en todos los
puntos del medio.

Si en algun punto I f —312=S)2c, se estableceria el limite del tensor Tj
hasta donde seria aplicable la mecédnica del medio continuo.

. . 2 2 , ;. .
Si en algunas regiones I, —31,<S¥, la teoria de la mecanica del medio
continuo no sera aplicable.

Si P se aplica al medio, se busca definir la regién en la cual sea aplicable
la Teoria Eldastica.

3P

Llamando: k,= —
c
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Entonces los invariantes valen:
I, =2xyk,
I=- (Cz_yz)z K2

Sustituyendo los valores de I, e I, en la ecuacion (7.39), existira fluencia
cuando:

4x% P K +3K (c*-2cy+y*) =S%
S%
4x2 y2+3 (C4_2C2y2+y4) :?
Esta ultima ecuacion representa la condicién de fluencia de VMH.

La elasticidad seria aplicable mientras no se plastifique algin punto.
Los puntos més esforzados son a (L,—c) y b(L,+c).

Se iniciara la fluencia en el medio en el instante en que las coordenadas

de los puntos a y b satisfagan la condicion de VMH.

Sustituyendo las coordenadas de los puntos en la condicién de fluencia,

se tiene:

SZ
417 *+3(c*-2c*+c*) = k—zf

Y S
4r?c¢*=-L . =L
k? 41%¢?
9pP*  S% , 16c¢*S%  4c*sh
6 = 2 27 P = 2 = 2
16¢ 41L%¢c 36L 9L
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2
i2C Sf
3L

Sila fuerza P del extremo esta comprendida entre los limites:

2
_2c Sf
3L

2
<P< 2078y , el medio es elastico.

2
2c O

Si | p | < , el material deja de ser elastico.

Il robiema2 |

El tensor esfuerzo en la viga que se muestra en la figura (7.14) estd dado

por:
0 0 0
MZ
Tij= 0 Z X 0
0 0 0

Siendo M, el momento flexionante aplicado en los extremos de la viga
e I, el momento de la inercia centroidal de la misma. Determine, apli-

cando el criterio de VMH, el momento de fluencia M, de la viga.

_|_

X M 2c

ot ) 4

i + bt

)
@)
b
_|
m
=
o
o
7

| FIGURA 7.16 Viga sometida a flexién pura
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Existird plastificacién siI7—31, >S%

M, \* I
—Zx| =5F > x=7=5;
IZ Mz

;. S I
Las rectas limites pasan por el borde de la seccién si x=c= AZ/ISf , por lo

tanto, M, = M; . !
7’ . . Iz
Asi  Mg=S; multiplica =
c
. T 8 . L.
Si |Mf| < §¢ multiplica - =  todo el medio es elastico.

Si | Mf| > S; multiplica Lz = el medio deja de ser elasticoy
c , ., . .
s6lo una porcién préxima al eje y

permanecerd elastica.

Esta distribucidn de esfuerzos aparecera cuando la seccidn se ha plas-
tificado completamente, y serd engendrada por un momento pléstico
total M,,, tal que:

M, > M;
Por estética se puede afirmar que el M, es la fuerza resultante F de la
distribucidn de esfuerzos en la seccidn transversal completamente plas-

tificada, esto es:

2
MPZFC = Mp:Sbe
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Por otra parte:

1 b(2c)3
12 c

2 2
szgbc Sf = Mf:?Mp

Este ultimo resultado muestra que el momento pldstico, M,, es 1.5
veces el momento de fluencia My, que se alcanza en la fibra mds ale-
jada de la secci6on de la viga (x =+ c), por lo tanto, se puede incrementar
el momento que provoca la primera fluencia en 50 % para alcanzar el

momento que provoca fluencia en toda la seccion transversal.

La relacion que existe entre el momento de la fluencia y el momento de
plastificacion total, M, /M, depende de la forma de la seccién transver-
sal de la viga y puede oscilar entre 1y 2.5.

i |

| A
M M M
1.07< -2 < 1.17 —P=15 —P>15
My My My
FIGURA 7.17 Relacion M, /M,
para diferentes secciones
Problema 7.3
Para el estado de esfuerzo:
c t© O
Ty=| © o 0 | siendoo ytdosconstantes
0 0 o
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Determine el esfuerzo de fluencia empleando los criterios de Coulomb-
Trescay VMH.

Los esfuerzos principales se obtienen resolviendo la ecuacién caracte-

ristica, y resultan:
0,=0+T 0,=0 0,=0-T

Asi, el tensor esfuerzo principal queda como:

(c+1) 0 0
Ty= 0 o 0
0 0 (o-1)

Condicién de fluencia de VMH:
I} -3I1,=S%

Los invariantes del tensor esfuerzo son:
L=30

(o+7) ©
0 o

o 0
0 (o—r)

(o-7) ©
0 (o+71)

=

L=(c+t)o+0(oc-1)+(0-1)(0+7)
I,=0’+t0+0’~t0+0°+T10-T0—T"

I,=30°-7
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Por lo que, aplicando la condicién de fluencia de VMH, se tiene:
(30)*-3(30”-1")=5%
90°-90°+31*=5%
SE=31" = Sp==%4/37°
Sp=+1.737

Utilizando el criterio de Coulomb-Tresca:

_0,—03 Sf

f .
=— ;> S:=27
2 f

Obsérvese que este tltimo criterio permite un mayor esfuerzo de fluen-
cia comparado con la teoria de VMH.

Il robtema

Una muestra cilindrica de un material deformable estd confinada por
un molde rigido que no le permite deformarse lateralmente, bajo una
presién constante p. Aplicando el criterio de VMH, diga si el material
alcanza la condicién de fluencia.

Para establecer el estado de esfuerzos y deformaciones, suponga que el
cuerpo deformable es elastico lineal, homogéneo e isétropo. Suponga
ademas que no se producen esfuerzos cortantes en el contacto molde-
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Muestra
Molde rigido
————— >
FIGURA 7.18 Muestra
cilindrica en un molde
rigido; a) alzado, b) planta
,,,,, > Y

E = 2.1x10®kPa
v = 0.2

S; = 4000 % 10* kPa
p = 1000 x10* kPa

Las ecuaciones constitutivas de los materiales elasticos lineales, homo-

géneos e isotropos para un estado de esfuerzo principal, son:

2Ge, +AJ,
2Ge,, +AJ,
Oy = 2GE,,+AJ;

Q
=
Il

Q
Il

Calculo de las constantes elasticas.

E 2.1x108 .
G= = = 0.875x10° kPa
2(1+v)  2(1+0.2)
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- vE _0.2x2.1x10° —0.583% 10° kPa
C(1+v)(1-2v) (1+02)(1-2x02)

De los datos del problema, se pueden establecer las siguientes condi-

ciones:
Oxx=—DP > Exx 7 0
o,#0 5 £,=0
O 70 5 £,,=0
Para o,,, se tiene: o, =AJ;
Para o,,, setiene: 0, =AJ;, —> 0,=0,
Para o,,, se tiene:

O == 1000 X 10> =2 G £, +AJ; (€ + €,y +£,,) — 1000 X 10% =

=2G e +AEp =6, (2G+1)

_ —1000x10% —1000 x 10

ST T(264h)  (2x0.875x10°+0.583 % 10°)

£,,=—-0.428x107°=7J,

0,y =0.583x10° x (~0.428 x 10™*) = —249.5 x 10° kPa
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Por lo tanto, el tensor esfuerzo resulta igual a:

~1000 0 0
Ty= 0 -2495 0 x10* kPa
0 0 -249.5

Aplicando el criterio de VMH, se tiene: S%=1;-31,
Calculo del primer invariante I,:
I, =0y, + 0y, + 0y, = —1000 x 10°~249.5 x 10°-249.5 x 10

=-1499.0 x 102 kPa

I,={(~1000 x —249.5) +(~249.5 x —249.5) +(—249.5 x ~1000)} x 10*

I,=561250%10*

§%=1499.0*x10*-3x 561250 x 10*=563251 x 10*
S;=750.5x10"kPa (esfuerzo de fluencia calculado)

Dado que 750.5x 10> kPa<4000 x 10> kPa, no se presenta fluencia en el
material.
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CAPITULO

Elastoplasticidad

Introduccion

En este capitulo se desarrollan algunos conceptos fundamentales de
la teoria de la plasticidad como son la condicién de fluencia, el poten-
cial plastico, la regla de flujo, el Principio del trabajo plastico méaximo,
el endurecimiento isotrépico, el Postulado de estabilidad de Drucker,
el endurecimiento cinemdtico y combinado y las ecuaciones generales

esfuerzo-deformacién para los materiales plasticos.

8.1 Criterio de fluencia

La condicién que define el limite de aplicabilidad de la teoria de la elas-
ticidad y el inicio de las deformaciones irreversibles o plasticas es cono-
cida como la condicién de fluencia del material o criterio de fluencia.
En la figura 8.1 se muestra una curva esfuerzo-deformacién para un
material ideal, donde se aplicé un ciclo de carga-descarga, lo cual puso
de manifiesto las deformaciones elasticas o reversibles (g,) y las plasti-
cas o irreversibles (sp).
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Ss: esfuerzo de fluencia
gs: deformacion de fluencia
£=¢€,+¢€,

Figura 8.1 Curva esfuerzo-
deformacién para un
estado uniaxial de
esfuerzos. Deformaciones

elasticas y plasticas

En el caso de un estado de esfuerzos uniaxial, el criterio de fluencia esta
dado por un esfuerzo limite, el cual, una vez superado, hace que apa-
rezcan deformaciones pldsticas en el material. En el espacio de esfuer-
zos principales (01, Oy, 03), dicho esfuerzo limite queda representado
por un punto. Para un estado de esfuerzos plano, el criterio de fluencia
queda representado por una curva, en tanto que, para un estado general
de esfuerzos, lo constituye una superficie. Se puede afirmar que cuando
el estado de esfuerzos en un punto del material, generado por las car-
gas aplicadas, se ubica dentro de la superficie de fluencia, el material
es eldstico, pero si se ubica sobre la superficie de fluencia se tendran
deformaciones plasticas.

Matematicamente, el criterio de fluencia se puede expresar en términos

de los elementos del tensor esfuerzo (seis elementos independientes en el
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caso de un tensor cartesiano o tres elementos si se trata de un tensor prin-
cipal) o bien en funcion de los invariantes del tensor esfuerzo T;; como:

f(Tif) :f(Iv I, Is) =0 (8.1)

Cabe resaltar que, un estado de esfuerzos con f >0 estaria fuera de la
superficie de fluencia, no obstante, esta tltima condicién es inadmisi-
ble en la teoria de la plasticidad, y se asume que el material no puede
existir bajo ese estado de esfuerzos.

8.2 Potencial pldstico y regla de flujo

Se establecié que, cuando el estado de esfuerzos que experimenta el
material en un punto debido a las cargas aplicadas se ubica sobre la
superficie de fluencia (SF), comienzan a aparecer deformaciones plds-
ticas. La evaluacidn de estas deformaciones es una de las tareas fun-
damentales de la teoria de la plasticidad. Si las direcciones principales
de esfuerzo coinciden con las direcciones principales de deformacion,
como es el caso de los metales, el incremento del tensor deformacion
plastico se puede evaluar mediante:

(dEij)pz dA ai (8.2)

Siendo dA un escalar positivo que controla la magnitud de las deformacio-
nes plasticas y g una funcién denominada potencial pldstico, que controla
la direccién de las deformaciones plasticas, éste ultimo puede ser igual
o diferente del criterio de fluencia y puede adoptar el siguiente formato:

g(Tij):g(Iv I, Is):() (8.3)
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La ecuacion (8.2), se conoce también como regla de flujo pldstico, y
permite calcular los incrementos de deformacién plastica a partir del
potencial plastico. Cuando el potencial pldstico es igual al criterio de
fluencia la regla de flujo se llama asociada o regla de normalidad. Cabe
sefialar que en el caso de los suelos con un alto grado de anisotropia
esta regla no siempre se cumple.

8.3 Principio del trabajo pldstico maximo

Supongamos que se conoce el incremento del tensor de deformaciéon
plastico (d Ei]-)p, calculado con la regla de normalidad a partir del tensor
esfuerzo Tj; y representado por un punto P sobre la SF f. Si T7; repre-
senta el tensor esfuerzo en un punto arbitrario P*, sobre o interior a la
SF, entonces, la diferencia de los trabajos plésticos realizados por ambos

estados de esfuerzos sobre (d Ei]-)p , se puede expresar como (figura (8.2)):
aw,=(T;-T%)(dEy), (8.4)

De acuerdo con la figura 8.1, la ecuacidn (8.4) representa el producto
punto de los vectores P*P y PQ. Si la SF f es convexa, el angulo que for-
man estos dos vectores es menor de 90° y, por lo tanto, su producto
punto es positivo. Asi:

(Tij_ th) (d Eij)p 20 (8.5)

La ecuacidn (8.5) es conocida como el Principio del Trabajo Plastico
Maximo, el cual se puede enunciar como el trabajo realizado por un ten-
sor de esfuerzos Tj; sobre el incremento del tensor deformacidn (d E,-j) s siem-
pre igual o mayor que el trabajo realizado por un tensor de esfuerzos arbitra-
rio que no rebase la superficie de fluencia. Del principio del trabajo plastico
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maximo se pueden derivar dos conceptos importantes: primero, la SF f
es convexa y, segundo, el incremento de deformacién pléstica (d Ei]-)p es

ortogonal a la SF.

Figura 8.2
Definicion de
trabajo plastico
maximo

8.4 Endurecimiento por deformacion
y plasticidad perfecta

Es un hecho reconocido en la teoria de la plasticidad que la SF no esta
fija en el espacio de esfuerzos, sino que ella se puede expandir o con-
traer en funcion de las deformaciones pldsticas experimentadas por el
material y la historia de cargas.

Considérese en primer lugar el caso en que las deformaciones plésticas
s6lo cambian el tamafio de la SF, pero no la forma. Sila SF se incrementa
el fendmeno se conoce como endurecimiento isotropico en el caso de que
disminuya el fenémeno recibe el nombre de ablandamiento isotrdpico.
En ambos casos la SF también recibe el nombre de superficie de carga.
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Esta ultima puede ser representada matematicamente por:

( ij ’ (qu)p) (8.6)

Cuando la SF no cambia con la historia de esfuerzos, el material tiene

un comportamiento perfectamente plastico.

Tomando en cuenta la ecuacién (8.6), se pueden establecer las condi-
ciones matematicas que debe cumplir un material que endurece por las
deformaciones que experimenta cuando se somete a un estado de esfuer-
z0s, para que su comportamiento sea elastico o pldstico, esto es:

Si f(T;.(dE;),) <0 6 df—ai

ij

dT;<0 = material elastico  (8.7)

of

Si f(T;,(dE;),) =0 6 df=a—T dT; >0 = material plastico ~ (8.8)
ij

Elincremento de deformacién plastica puede calcularase también como:
(dEl])szl] df (8.9)

Siendo G;; un tensor simétrico, el cual es funcién del estado de esfuer-
z0s, asi como de la historia de deformaciones, siendo independiente del
tensor incremento de esfuerzos. Esta ultima condicién se puede satisfa-
cer expresando G;; como:

9
—p %8

—©_ (8.10)
aT;
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Siendo h y g dos funciones escalares del tensor esfuerzo y dependen
también de la historia de deformaciones. Especificamente g recibe el
nombre de Potencial Pldstico.

Sustituyendo la ecuacién (8.10) en la (8.9), el incremento de deforma-
cién plastica se puede calcular como:

og
(dE;),= hﬁdf (8.11)

ij

8.5 Postulado de estabilidad de Drucker

En la figura 8.3a se muestra la curva esfuerzo-deformacién de un mate-
rial ideal para un estado de esfuerzos uniaxial, en tanto que en la figura
8.3b se muestra la curva esfuerzo-deformacion plastica de dicho mate-
rial. En esta ultima figura se observa que para un incremento de defor-
macidn plastica el trabajo plastico total realizado es jadep, que repre-
senta el 4drea bajo la curva ABCD. Obsérvese en la figura (8.3), que el
area ABDE representa el trabajo plastico realizado por el esfuerzo o;,
que corresponde al punto donde el incremento de deformacién plastica
inicia, siendo su valor 0;d¢, y estd representado por el drea ABDE, en
tanto que, el trabajo pldstico realizado por do vale dodg,, y esta dado
por el area CDE. Si la curva esfuerzo-deformacién es mondtonamente
creciente do de, >0, en caso contrario dicho producto serd negativo. Si
el trabajo plastico es positivo el postulado de Drucker define el compor-
tamiento del material como establey si es negativo sera inestable.
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Figura 8.3
Definicion de
comportamiento
estable e inestable

tet e, et

Con base en lo anterior, para un estado de esfuerzos arbitrario T7,
dentro o sobre la superficie de fluencia, el postulado de estabilidad de
Drucker permite establecer desde el punto de vista matematico, dos ini-
gualdades fundamentales para el comportamiento plastico de los mate-

riales, ellas son:
(Ty—T%) (dEy), 20 (8.12)
(d Tij) (d Eij)p 20 (8.13)

Cabe sefialar que la ecuacion (8.12) es la misma derivada del Principio
del trabajo pldstico maximo.

En resumen, un material con comportamiento estable, en términos del
postulado de Drucker, debe satisfacer las siguientes condiciones:

a) La SF debe ser convexa.
b) Elincremento de deformacién pldstica es ortogonal a la SF (regla
de flujo asociada).
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c¢) La curva esfuerzo-deformacion deberda ser mondtonamente cre-
ciente, esto es, el incremento de deformacién pldstica durante el
endurecimiento por deformacién sera positivo o cero.

d) Esvalido el Principio del Trabajo Plastico Maximo.

8.6 Endurecimiento por deformacion isotrépico
Yy cinemdtico

El endurecimiento por deformacién significa que la SF puede cambiar
de tamafio, forma y trasladarse, en funcién de la historia de cargas, esta
ultima pudiéndose expresar en términos de las deformaciones plésticas.
Cuando se conoce la condiciéon de fluencia inicial, la modificacién de la
SF por flujo pléstico se puede establecer a partir de la regla de flujo.

8.6.1 Endurecimiento isotropico

Esta condicién se tiene cuando la forma de la SF no cambia y no se tras-
lada, pudiendo expandirse o contraerse uniformemente con relacién a
su centro geométrico (figura (8.4)).

Figura 8.4
Endurecimiento
isotrépico con
expansion uniforme
de la superficie de
fluencia
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Cuando la SF tiene su centro geométrico en el origen del espacio de esfuer-

zos principales, esta se puede representar matematicamente como:
f=f(T;)-R(a) =0 (8.14)

Ecuacion en la cual R representa el tamafio de la SF, siendo funciéon
de las deformaciones plasticas experimentadas por el material, estas
ultimas pudiéndose expresar en funciéon de un parametro de endure-
cimiento a (variable de estado). Es usual que la variable de estado se
exprese como una funcién de las deformaciones plasticas, dando lugar
a lo que se conoce como endurecimiento por deformacion (strain harde-
ning). Sin embargo, hay que tomar en cuenta que la variable de estado
puede evolucionar si existe alguna otra condicién que modifique el
limite de fluencia del material considerado. Es comun expresar este
parametro en términos de la deformacién plastica equivalente, como:

=1/ H(dEif)p (dEi]-)p]% (8.15)
Pero también en términos del trabajo pldstico como:
a:XTU (dEl])p (8.16)

8.6.2 Endurecimiento cinemdtico
Cuando durante el flujo plastico del material la SF mantiene su forma
y tamafio y sdlo se traslada, esta condicién se conoce como endureci-

miento cinematico.

Matemdticamente el endurecimiento cinematico se puede describir como:

fzf(Tij_aij)_R():O (8.17)
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Ecuacion en la cual a; representa las coordenadas del centroide de la
SF y R, es una constante del material que representa el tamafio inicial
de la SF. La ecuacion (8.17) muestra que cuando a;; cambia debido al
flujo plastico del material, la SF se traslada en el espacio de esfuerzos
manteniendo su tamafio y forma. De esta manera la regla de flujo para
a; puede ser expresada en términos de (d Ei]-)p y Tj-

Uno de los primeros modelos de endurecimiento por deformacién cine-
matico fue propuesto por Prager (1955), citado por Yu HS (2006), el cual
asume que la SF mantiene su forma y tamafio original y sélo se traslada
en la direccidn del incremento del tensor deformacion plastica (figura
(8.5a)). Matematicamente esta condicion se puede expresar de manera
simple a partir de una regla de flujo lineal, como:

daij:C(dEij)p (8.18)
Siendo c una constante del material. Este modelo da buenos resultados
para estados de esfuerzos uniaxiales, pero su prediccion es deficiente
cuando el problema es bidimensional o tridimensional, ya que en cada
caso se tiene que utilizar una SF distinta.

Para superar la deficiencia del modelo de Prager, otro investigador, Zie-
gler(1959), citado por Yu HS (2006), asume que la SF se mueve en direc-
cion del vector Tj; —ay; (figura (8.5b)), cuya representacion matemadtica
de su modelo resulta:

dai]: dH(Tl]—al]) (8.19)

Siendo d p una constante del material.
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Figura. 8.5

Endurecimiento cinematico.
a) Regla de flujo de Prager
b) Regla de flujo de Ziegler

8.6.3 Endurecimiento cambinado o mixto

Sila SF puede cambiar de forma y tamano y ademads trasladarse, cuando
el material estd sometido a flujo pldstico, este fendmeno recibe el nom-
bre de endurecimiento combinado o mixto. En este caso el tamafo y
el centroide de la SF dependen de las deformaciones plasticas, pudién-

dose expresar matematicamente este modelo de endurecimiento como:
f=f(Ti]-—ai]-) —R(a) =0 (8.20)

En este modelo el tamano de la SF puede expresarse como una funciéon
de las deformaciones pldsticas o del trabajo plastico. La traslacion de la
SF se puede describir con el modelo de Prager o bien el de Ziegler.
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8.7 Relaciones esfuergo-deformacion
para materiales elastopldsticos

Existen ciertas condiciones que deben cumplir los materiales plasticos
perfectos o bien los que presentan endurecimiento por deformacion,
también conocidas como condiciones de consistencia. En el primer caso,
asumiendo que el estado de esfuerzos parte de la SF, esto es, f (Ti]-) =0
, entonces el estado de esfuerzos generado por la aplicacién de cargas
permanece sobre la SF. En el segundo caso dichas condiciones signifi-
can que, durante el flujo pléstico, el estado de esfuerzos se ubica sobre
la SF subsecuente.

8.7.1 Condiciones de consistencia para materiales que presentan
endurecimento por deformacion isotrépico
En este caso la SF puede ser descrita como:

f(T, a)=0 (8.21)

Calculando la diferencial total de la funcidn f, se tiene:

oT;; oa

1

Puesto que el parametro de endurecimiento depende de las deforma-
ciones plasticas, calculando su diferencial total en términos de las
deformaciones plasticas, la ecuacion (8.22) se puede reescribir como:

of Ti].+a—f&d(Eij)p=0 (8.23)
T da 3(Ey),
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El incremento de deformacién pléstica d(Eij)p que aparece en la ecua-

cion (8.23) puede ser determinado a partir del potencial pldstico (ecua-

cion (8.11)), una vez conocido el valor de la funcién h, o la regla de flujo

plastico (ecuacion (8.2)), cuya aplicacion requiere de conocer la canti-

dad positiva dA. Para ello, se puede hacer uso de la regla de consistencia

dada por la ecuacion (8.22) para determinar dA.

Con base en lo anterior es posible establecer un procedimiento general

para determinar las relaciones esfuerzo-deformacién para materiales

perfectamente plasticos o que presentan endurecimiento por deforma-

cion. La secuencia es como sigue:

a)

b)

©)

El incremento de deformacién total dE;; se puede dividir en una

parte eldstica (Ekl)e y otra pléstica (Ekl)p , COMo:
dEy=d(Ey),+ (Ekl)p (8.24)

Las relaciones esfuerzo-deformacién para materiales eldsticos
lineales homogéneos e isétropos, permiten calcular las deforma-
ciones elasticas, en funcion del tensor esfuerzo T;; y de la matriz de
constantes eldsticas del material D;;;, como:

d Ty= Dy (Eyy)e = Dyjua[d Exy— (d Eyy), ] (8.25)

El incremento del tensor deformacién plastica que aparece en la
ecuacion (8.25) se puede expresar en términos del potencial plas-
tico (Ec. (8.2)), quedando la ecuacién como:

d Tij = Dijkl

0
dE,—d\ -5 ] (8.26)
9Ty
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Sustituyendo esta tltima ecuacién en la ecuacién de consistencia (ecua-
cién (8.23)), y despejando dA se obtiene:

10
d}\_ H a{_' Dl]kl dEkl (8.27)

Ecuacion en la cual H esta dada por:

of og of da og

oT; M 3T, a d(E;), 9Ty

He (8.28)

Sustituyendo la ecuacién (8.27) en la (8.26), se obtienen las relaciones
generales esfuerzo-deformacién para materiales elasto-pldsticos, esto es:

dT;=(Dyj)ep dEyy (8.29)

Siendo (Dijkl)ep la matriz de rigidez elasto-pldstica, definida por:

1 og of
(Dyj)ep=Dyjia — o Dimn an qu Dy (8.30)
. [ . of
Para materiales plasticos perfectos la SF no cambia, por lo tanto, 56=0>
por lo que la ecuacion (8.28) se reduce a:

of o

H=—— ijkl S (8-31)
aT; ¥ 3Ty
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8.7.2 Condiciones de consistencia para materiales que presentan
endurecimento por deformacion cinemadtico

Se establecid con anterioridad que en los materiales que presentan endu-
recimiento por deformacién cinematico su SF puede ser expresada por la
ecuacion (8.17).

Calculando la diferencial total de la funcién f dada por la ecuacién
(8.17), se obtiene:

2 6]
I dT; + 9 da;;=0 (8.32)
j j
aTij aj;

Derivando la ecuacion (8.17) con respecto a T; y después con respecto
a a;;, y dado que ambos resultados estan igualados a cero, se obtiene:

) )
7f —_ i (8. 33)
Sustituyendo en la ecuacion (8.32) las ecuaciones (8.2), (8.18) (criterio
de endurecimiento de Prager) y (8.33), se obtiene:

o Y %

(8.34)
3Ty 9T;  oTy

La ecuacion (8.34) permite calcular el multiplicador plastico dA como:

3
1 aJTC 4Ty 1 d
Al =— i — f (8.35)
c of og c of og
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Sustituyendo la ecuacién (8.35) en la (8.2) se obtiene el incremento de

deformacién pléstica (dE;;),, y si este resultado se sustituye a su vez en

ﬁ)p;
la ecuacion (8.18) es posible calcular el parametro pléstico a;; como:

d o
of og oT,
T; 9T,

(8.36)

Por lo tanto, el incremento del tensor deformacién pléstica (d Ei]-) , queda

como:
%
1 9Ty
d(Ey)p=— W df (8.37)
9T, 3T

Tomando en cuenta la ecuacion (8.25), el incremento del tensor defor-
macion elastico (Eij)e se puede expresar como:

(dE;),=Ciji dTy (8.38)
Siendo [Cijkl] = [Di]-kl]_l la matriz de flexibilidades del material elastico.

Por lo tanto, el incremento del tensor deformacion total dE; queda
expresado como (ecuacion (8.24)):

og
1 aT,
d(E;),=Ciju diz+7 W af (8.39)
AT, ATy

Esta ultima ecuacion se puede escribir como:

dEi]-: [Cijkl]ep dil (8.40)
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Siendo:
og of
1 aT oT
[Cijkl] =Ciju +; afiagkl (8.41)
aT aT

Las relaciones esfuerzo-deformaciéon de un material elasto-plastico,
empleando el criterio de endurecimiento de Ziegler, se pueden derivar
con un procedimiento similar al seguido para el criterio de endureci-

miento de Prager.

Aplicando el Principio de Consistencia de Prager (ecuacion (8.32)) a la
ecuacion (8.17) y tomando en cuenta la ecuacion (8.33), se obtiene:

of dT; = af(

Tij—ai]-) du (8.42)

De esta ultima ecuacion se puede despejar el parametro plastico dy,
dando como resultado.

Py df (8.43)
af( ..... o) aa{;(T.._a..)

i

De la ecuacion (8.19) se puede determinar el parametro pldstico day;,

quedando como:

daij: dp- (Ti] 1]) Y~ (Tij_aij (8.44)
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Es importante destacar que la ecuacidn (8.44), derivada sobre la base
del criterio de consistencia de Prager y la regla de endurecimiento de
Ziegler, no involucra el incremento de deformacién plastica d (Ei]-)p. Sin
embargo, para superar este problema Melan (1938), citado por Yu HS
(2006), propuso calcular el incremento de deformacion plastico d (E,-]-)p
a partir de un potencial pldstico, de la forma:

og

1 oT;;
g
p _J "o
3T, ATy

Ecuacion en la cual K, representa un médulo de plasticidad que puede
ser determinado experimentalmente de pruebas de compresion o ten-
sién uniaxiales. Se puede observar que el valor de K, es equivalente al
valor de ¢ en la regla de endurecimiento de Prager (ecuacion (8.41))

8.8 Teoremas de colapso pldstico

En este inciso se desarrollan los conceptos de trabajo virtual y los teo-
remas de colapso pldstico, que son la base de la teoria de la plasticidad,
cuyas aplicaciones en la mecdnica de sélidos son muy variadas.

8.8.1EL Principio del Trabajo Virtual

El principio del trabajo virtual (PTV) es una forma de expresar las con-

diciones de equilibrio y continuidad para un cuerpo deformable en
equilibrio estatico.
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Consideremos un cuerpo deformable en equilibrio estatico de volu-
men V, envuelto por un drea A, sometido a un sistema de fuerzas de
superficie t,; y desplazamientos §,; , ambos conocidos, en dos regiones
perfectamente diferenciadas del area total del cuerpo, denominadas A,
y Ag, respectivamente (figura (8.6)). Se supone también que el cuerpo
esta sometido a un campo de fuerzas de cuerpo f;. Dado que el sistema
de fuerzas de superficie y los desplazamientos son conocidos, las condi-
ciones de frontera son:

5,=8y; sobre area Ag (8.46)

tOi: T

i 1 sobre area A, (8.47)

El PTV se puede expresar para todo el cuerpo deformable como:

X“VTU dEiJ' dv= XXXVﬁ ds; dv+ HAT to; d6; dA (8.48)

Ecuacién en la cual el incremento tensor deformacién esta dado por:
1
dBy=— (ds; ;+ds; ;) (8.49)

En la ecuacién (8.48), el primer miembro de la ecuacion representa el
trabajo interno efectuado por el tensor esfuerzo T;; en cada punto mate-
rial del cuerpo, sobre el tensor deformacion diferencial virtual dEj,
mientras que el segundo miembro de la ecuacidn representa el trabajo
externo efectuado por las fuerzas de cuerpo actuando en cada dV (pri-
mer término) y las fuerzas de superficie conocidas en la region A, sobre
el vector desplazamiento diferencial virtual d§; (segundo término).
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Figura 8.6 Definicion
de trabajo virtual

8.8.2 Teoremas de colapso pldstico en el andlisis limite

Cuando un material plastico perfecto se somete a un sistema de car-
gas externas en su superficie, las cuales se incrementan gradualmente,
llega un momento en que dichas cargas alcanzan un cierto valor limite,
a partir del cual el material ya no es capaz de soportar incrementos de
carga adicionales. Este valor limite recibe el nombre de estado limite de
carga o colapso pldstico, cuya determinacion es fundamental en la inge-
nieria civil y mecanica. El método de analisis limite estd basado en dos
teoremas fundamentales, que permiten establecer una cota inferior y
superior al sistema de cargas limite que es capaz de soportar el s6lido
elasto-plastico perfecto antes de alcanzar el colapso plastico.

8.8.2.1 Primer teorema de colapso plastico, cota inferior
del sistema de cargas limite

Si un soélido pléstico perfecto es sometido solamente a un sistema de
fuerzas de superficie mt,;, siendo m un coeficiente de proporcionalidad
que varia desde cero hasta un valor final m, (figura (8.7)). Si t,; se hace
unitario, el coeficiente m, sera una medida directa de la magnitud de ¢,;.
En otras palabras, si el coeficiente m es relativamente pequefio, digamos
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0<m<m,, el material tendrd un comportamiento puramente elastico,
pero cuando m =m, el material comienza a comportarse plasticamente
y puede ocurrir que ante esta condicién de carga limite el material se
siga deformando sin que se incrementen los esfuerzos. Cuando m <m,
ciertas partes del material alcanzan la plastificacion, aunque existiran

otras partes que se seguiran comportando eldsticamente.

Por simplicidad de exposicion, se supondra que los desplazamientos
conocidos §,; en la regiéon Az son cero, esto es, el trabajo realizado por

las fuerzas reactivas es nulo.

Figura 8.7 Definicién
de teoremas de colapso
plastico

El primer teorema de colapso pldstico permite determinar la cota infe-
rior del factor de carga de colapso m,, cuyo enunciado es como sigue:

Si todas las deformaciones por cambio de volumen del material son des-
preciables cuando se alcanza el sistema de cargas limite o colapso plds-
tico, el factor de carga de colapso derivado de un sistema de cargas estd-
ticamente admisible (m,), es siempre menor que el factor de carga de
colapso real m,, esto es (m.),<m..

Para probar este teorema, aplicaremos el PTV (ecuacion (8.48)), para
dos estados de esfuerzo, T;;y (Ti]-)s, siendo el primero de ellos el estado
de esfuerzos correspondiente a una condicidén de colapso plastico con
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su correspondiente estado de deformacion dE;, y, el segundo de ellos,
es el estado de esfuerzos estaticamente admisible (el punto Q es interior
a la superficie de fluencia, figura (8.5)) el cual esta en equilibrio con el
factor de carga (m,),. Al aplicar el PTV a estos dos estados de esfuerzos

(figura (8.8)), se obtiene que:

m o [T5=(Ty)] dE;dv =0 (8.50)

Obsérvese en la ecuacion (8.50) que el término [Ti- —(Ti]-)s] dE;; repre-

senta el producto punto de dos vectores que forman un dngulo entre
ellos menor de 90° (por ser la superficie de fluencia convexa), por lo que
dicho producto siempre serd mayor o igual a cero.

Desarrollando la ecuacién (8.50), se tiene:

Xﬂv [Ti'_ (Tif)s] dE; dV = [mc_ (mc)S] ﬂAT to; d6;dA =0 (8.51)

Analizando la ecuacion (8.51), se puede constatar que el trabajo realizado
por el vector esfuerzo t,; es positivo, por lo tanto se debe cumplir que:

(me)s=<m, (8.52)

Desigualdad que representa el primer teorema de colapso pldstico o la cota

inferior del sistema de cargas limite.

Figura 8.8 Primer teorema
de colapso plastico
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8.8.2.2 Segundo teorema de colapso pldstico, cota superior
del sistema de cargas Llimite

Para demostrar el segundo teorema de colapso plastico consideremos
un campo de velocidades cinematicamente admisible, esto es, satisface
las condiciones de frontera sobre A; (figura (8.9)). Adicionalmente, se
definird a (mc)k como el factor de carga de colapso asociado al campo
de velocidades cinematicamente admisible. De esta manera, se puede
enunciar el segundo teorema de colapso plastico como sigue:

Si todas las deformaciones por cambio de volumen del material son des-
preciables cuando se alcanza el sistema de cargas limite o colapso plds-
tico, el factor de carga de colapso derivado de un campo de velocidades
cinemdticamente admisible (m.),. es siempre mayor o igual que el factor

de carga de colapso real m,, esto es, (m,),=m, .

Figura 8.9 Segundo
teorema de colapso
plastico

Para probar este segundo teorema, haremos uso nuevamente del PTV,
para dos estados de esfuerzo, T; y (Ti]-)k, siendo el primero de ellos el
estado de esfuerzos correspondiente a un estado de colapso plastico (el
punto Q estd sobre la superficie de fluencia, figura (8.7)), y, el segundo
de ellos, es el estado de esfuerzos asociado con el estado rapidez de

deformacién (dE,-]-)k, que satisface la ley de flujo asociada (condicién de
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ortogonalidad). Al aplicar el PTV a estos dos estados de esfuerzos, se
debe cumplir que:

fﬂ o (T =Ty ] d(Ey) dv =0 (8.53)

Definiendo un factor de carga cinematicamente admisible (mc)k, se
puede establecer que:

I, (T () dV = (me) [ ay tor (d87), da (8.54)
Aplicando el PTV, se obtiene:
m o [(T)e=Ty(dEy ) dv =[(m ) —m,] ‘“AT to (d5;) dA=0  (8.55)

Analizando la ecuacion (8.55), se puede constatar que si se escoge un
campo de velocidades cinematicamente admisible tal que el término:

“AT to; (d8;)x dA20 (8.56)
Entonces se cumple que:
(me)e=m, (8.57)

Desigualdad que representa el segundo teorema de colapso plastico o la
cota superior del sistema de cargas limite.
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APENDICE

Elementos de andlisis
tensorial

El andlisis tensorial se centra en el estudio de entes abstractos llama-
dos tensores, cuyas propiedades son independientes de los sistemas de
referencia empleados para determinarlos.

Un tensor estd representado en un sistema de referencia particular
mediante un conjunto de funciones llamadas componentes.

El que un conjunto de funciones represente a un tensor depende de la ley
de transformacion de estas funciones de un sistema coordenado a otro.

Los tensores se clasifican por su orden y el numero de componentes en
un sistema de referencia cartesiano es 3V, siendo N el orden del ten-
sor. En la tabla (A.1) se reportan algunos tensores, su representacién en

notacién indicial y el nimero de componentes.

Tabla A.1 Clasificacion de los tensores

Orden N Nombre del tensor Simbolo No. de componentes
0 escalar a 1
1 vector b; 3
2 diada T; 9
3 triada Ejx 27

w
w
~




La ubicacidn del punto P en el sistema de referencia x;, x,, x, esta dada
por el vector OP = x,e, + X,€, + X,&,, siendo ¢,, &, y ¢, los vectores base
asociados al sistema de referencia x;, x,, X;. La ubicacién de dicho
punto en el sistema de referencia x';, x’,, xy es OP=x"1g", + x',e’, + x';¢
(figura (A.1)).

Figura A.1
Coordenadas de

un punto P en un
sistema de referencia

cartesiano

Un conjunto de ecuaciones:

xg:fi (xu Xa xs)

describe una transformacién de las variables x;, x,, x; a las variables
x';, x'y, x'5. De la misma forma, se puede plantear la transformacién

inversa como:
4 4 4
xi:gi(xl’ X9, xs)

Con objeto de asegurar que la transformacion inversa existe y es uno a

uno, en una region R, se debe cumplir lo siguiente:

a) Las funciones f; tienen valor Unico en el punto P, son continuas asi
como sus primeras derivadas.
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b) El determinante del jacobiano no se anula en ningtn punto de la

regidén R, esto es:

/ 4 4
ox; ox; 0x;

0x; 0Xx, 0X4

ox;| |ox), ox) dx,
J=|—|=|7T" — —|#0
ox; ox; 0x, 0Xx,

/ 4 4
0xX3 0OXj3; 0Xj3

0x; 0X, 0Xj

Si se cumple lo establecido en a) y b), se dice que la transformacién es
admisible. Si el jacobiano es positivo en cualquier punto de la regién R,
se afirma que la transformacidn es propia, en caso contrario, la trans-

formacién es impropia.

En el estudio de los medios continuos, que se aborda en estos apuntes,
se acepta que las transformaciones son admisibles y propias.

Consideremos un sistema de referencia cartesiano x;, x,, x, y los vectores
base asociados a cada eje e, €,y e,, tal como se muestra en la figura (A.2).

x5 A

\

> X,

FIGURA A.2
Sistema de referencia
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Debido a que los vectores base son mutuamente ortogonales y tienen
un moédulo unitario, se dice que forman una base ortonormal.

Cualquier vector v, puede ser expresado en esta base como:

3
v=v,e+ Vzéz"'vsés:ZViEi (A.1)

i=1

siendo v,, v, y v, los componentes del vector v.

Notacién suma

Siempre que en una ecuacion tensorial aparezca un subindice repetido,
se entendera que se debe sumar el producto de las letras con subindice
repetido. De esta manera, si se estd en un espacio de n dimensiones, se
sumara de 1 a n. Los indices repetidos son mudos (o falsos), ya que el
resultado final es independiente de la letra usada.

Por lo tanto, la ecuacidn (A.1) se puede expresar como:

V=Vi5i=vj5- (A.2)

—

I ciemplons

Sin importar por el momento el significado de las siguientes ecuacio-
nes, representarlas en forma expandida, con variacion de los subindi-
cesdela3.

a) u; v; wje; b) T;v;e; c) Tvje;
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a) Desarrollando primero el subindice i y luego el j:
W v; w; 8 = (U, + w,v, + 1yv,) (Wie, +w, e, + wye,)

777
b) Tjvie=Ty;v,e+T,v,e+Tyv
=T vie +Ty,vie+Tigvies+ T vy
+Tyvye,+ Thavy,es+ Ty vee, +T,,v5e,
+T33v5e
= (Tll Vit T v+ Ty Vs)él + (le Vi+Tyv,+ T, Vs) e,
+(Tya vy + Ty vy + Tyy V3 ) €,

©) Ty =(Tyy+Tp+Ts)vie
=(Ty+ Ty +Tyy) (Vi €4V, 6,4+, €;)
D
1) Suma de vectores en notacion indicial:
w=u+v w; Ei=(ui+vi)5i (A.3)
2) Multiplicacién de un vector por un escalar:

AV = }\Vi Ei (A4)
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Delta de Kronecker
Este simbolo se define como:

1 si i=j
i = . (A.5)
0 st 1#j

De acuerdo con la convencion suma:
8= sjj: St Syt 633=3

Este simbolo nos permitira expresar el producto punto de dos vectores
de la siguiente manera:

Sean u y v, dos vectores cualesquiera cuyas componentes son:

U=ue;+ Uye,+ Uze,= Ue;

V=vie + Vye,+ vies= vje;

Por definicién de producto punto, tenemos:

u-v=|ul||v|cosb (A.6)

Siendo 6 el dngulo que forman los dos vectores con origen comun. De
esta manera, si 6=90° u-v=0, lo cual significa que los vectores son
ortogonales. En notacidn indicial, la ecuacién (A.6) se puede represen-

tar como:

u-v=(ue) (vig)=uve ¢
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Por la definicidn del simbolo delta de Kronecker :
e¢;+¢;=5;;, por lo tanto:

u-v=1uv:6 (A.7)

i

<l

U-V= UV +U,V,+ UV,

Simbolo de permutacion
Este simbolo se define como:
1 permutacién par: 1,2,3; 2,3,1;3,1,2
€;x=4—1 permutacionimpar:1,3,2; 3,2,1; 1,3,2

0 aparece al menos un subindice repetido

El simbolo de permutacion tiene las siguientes propiedades:

€ijk= ~C€kji= €kij= ~Cikj

D) ociciones |

El producto cruz de dos vectores u XV, es igual a:

ﬁxV=|ﬁ||V|sen6 (A.8)
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=e; (u2 Vy— 1, V2) —-e, (u1 Vg — 1l vl) +e, (u1 Vy—1U, vl)

= (uz V3—U; Vz) e+ (us Vi—u, Vs) e,+ (ul Vo= U, Vl) [

En notacién indicial se tiene:
u><V=(ui ei)x(v-e-):u-v-eixe]-

Obsérvese que:

e; X ej = Eijk €k

Por lo tanto:

UXv=1u; Vj gijk ekZSijk u; V]' €

Producto tensorial o externo de dos vectores (diada).

(A.9)

(A.10)

Dado que los vectores son tensores de orden 1, entonces se puede

generalizar la definicién de producto externo al caso de dos tensores

de orden arbitrario, cuyo resultados serd un tensor cuyo orden serd la

suma de los drdenes de los tensores factores y cuyas componentes se

determinan multiplicando cada componente de uno de los tensores por

todos los componentes del otro. De esta manera sean:

S
Il
&
Hml
<l
Il
=
oI

<
<l
[
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o
<
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Desarrollando esta ecuacion, se tiene:

UV=1U,Vje, ¢ + Uy Vi€, e + U V; €3¢

=U Vi€ e + U Vye e, tUVze ey + Uy Vi€, e
tU,Vy€,e,t UyVye, et U Vyege + U V,y,eg eyt Uy Vyeg ey

La suma de estos nueve términos se puede representar de manera

matricial como:

UV UVy UgVs
— _ T
M=|u,v; u,v, U,y |=uv

UgVy UzVy, UzVy

Frecuentemente se utiliza para el producto tensorial de dos vectores la

siguiente notacidn:

Uu®v=u;e®v;e; =u;V;
La suma de diadas, expresada por:
Uy Vit Uy Vot oo + Uy Vy,

se denomina "diadica".

El producto ¢;®¢; se le denomina diadas unitarias.
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Productos vector-diada

1) u(veow)=ue-(v viejw kek) U; V; Wy, ey,
2 (@eV)w=(u7v,e

3) ﬂX(V®W)=(ui eiXV]- ej)Wk ek:€ijk u; ijkéq

) =u;v;w;e;
ex

4) (ﬂ@V)XW:uiEi (V]-ijwkék)zejkqu V szz

Producto diada-diada

(u®v)-(Wok)= ue (vie; - weey)s, e,=uviw;s, ¢ e

Producto vector-tensor

vier=Tye; Sy vi=T;V;e

Producto tensor — tensor

O T-S=T,&e - S, ¢, 2=T;5,¢,

Suma de tensores

Los tensores cartesianos del mismo orden se pueden sumar o restar com-

ponente a componente.
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Multiplicacién de cada componente de un tensor por un escalar:

bi:Aai
Bl]:AAl]

Producto externo de tensores en notacion indicial
Como ya se establecid para el caso del producto tensorial de dos vecto-

res, esta operacion para el caso de dos tensores de cualquier orden, da
como resultado un tensor cuyo orden es la suma de los 6rdenes factores.

a;b;=Ty; 5 Dy Tim= ¢ijkm

ViFp=0 5 €k Vi =Vijkm
Contraccion de tensores en notacion indicial
La contraccién de un tensor respecto a dos indices libres es la opera-
cién que consiste en asignar a ambos indices una misma letra como

subindices, cambiando de esta manera estos indices por seudoindices.

La contraccion produce un tensor que tiene un orden dos veces menor

que el original.

Contraccién de : T; - Ty
ai Vj - ull
Eij ay - El] a;= bi
Eij a; = C]'
Ejaqp = dy
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Contraccién de Ej; Fyy,: E;Fiy =  Gm
Eij Fim = Hjm
Eij F jm = Rim

Producto interno

El producto interno de dos tensores es el resultado de una contracciéon
que da lugar a un indice por cada tensor, y después se debe realizar el
producto externo de los dos tensores.

Producto externo Contraccién Producto interno
a; b; - i=7 a; b;
a; Ej - j=1 a; Eg=fx
EjFim - k=j EiFim=Gin
E;jEm - k=j E;Epm=Bipy,

La derivada parcial de un campo tensorial respecto a una variable t se
simboliza con el operador a% y sigue las mismas reglas del calculo con-

vencional.

Asi, la derivada parcial respecto a la coordenada x, se indica como:

=~ » que de manera compacta se puede expresar como 9.
X
q

De esta manera el operador d,,, representa la derivada parcial segunda
az
90X, 0Xpy,
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Frecuentemente la derivada parcial respecto a la variable x; se repre-
senta en notacién indicial haciendo uso de la coma, esto es:

o ov;

a) a_xl = ¢ b) ox, = Vi
avi azvi

C = Vi : 5 _— =V, .

) ) xj y] d) axj axk i, jk
aTi' azT

e) =T. ; KE—
ox, Ik f) ox;dx,,  km

Algunos operadores utilizados en el cdlculo vectorial se representan en

notacion indicial como sigue:

= 0 _ o _ o _
Nabla; V=—r¢,+ —e,+ —e,
0x; 09X, 0X4
o _ _
=§ei:az i

Gradiente de un campo escalar:

— 00 _ 00 _ 00 _
Vo= ¢el+ d>e2+ ¢e3

X, 0x, 0X4
=0 _ _
aei:d)’iei

Divergencia de un campo vectorial:
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diVVZ%-F%'l‘%:aVi—

ox,  ox, ox. ox M
X1 Xy X3 Xi

Rotacional de un campo vectorial v:

rotv=Vxv
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APENDICE

Rotacién de ejes
coordenados

Las componentes del vector v en el sistema de referencia x;, x,, se pue-

den expresar cComao:

V=vie +V,e,=V;e;

Si el sistema de referencia original se gira un dngulo 0 respecto al eje x;,
el nuevo sistema de referencia serd x';, x’,. Ahora el vector v se puede
expresar en este nuevo sistema de referencia de la siguiente manera:

— 7= r=r 7=
vV=v,e,tVv,e,=Vv;e;

A

FIGURA B.1
Rotacion de ejes

coordenados
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Primeramente, se buscard la transformacion de coordenadas:

x;,:.fl (xl s xz)

Los vectores base correspondientes al sistema de referencia x';, x',, se

pueden expresar como
e,=cosBe +senbe, (B.1)
e,=—senfe +cosHhe, (B.2)

-, _ _ _
€1=ay e, tap e, =ay5¢;

- -
€2=0y €T Ay €, =0y €;

e (B.3)

—7
e;=a ]

gl

El vector v puede ser expresado en las coordenadas sin primas de la

siguiente forma:

v=vje; (B.4)

y en el sistema con primas como:
v=v)e; (B.5)
Sustituyendo la ecuacién (B.3) en (B.5), se obtiene:

V=Via;e (B.6)

Comparando la ecuacion (B.4) con (B.6), se obtiene:

V.= V/~ a.:: (B.7)
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Ahora se busca la transformacién inversa x;=g; (x’l, x’z) .
Los vectores base e, y e, se pueden expresar como:
e,=cosfe| -senb e
e, =senB e} +cosb e,

—/ —/ —/
e, =ape,+ay€e,=a;¢;

_ 4 _/_ -/
€y =ape;taye,=a,e;

Generalizando, se tiene:

-~

ol
Il
Q
=
o]

(B.8)

-

El vector v puede ser expresado en el sistema coordenado con primas:

v=ve; (B.9)

y en el sistema coordenado, sin primas:

V:Vjé' (B.l())

—

Sustituyendo la ecuacién (B.8) en (B.10), se tiene:
v=viaje; (B.11)

Comparando la ecuacion (B.9) con (B.11), se obtiene:

vi=v;al (B.12)
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Las ecuaciones (B.7) y (B.12) representan la ley de transformacién para

un tensor de orden (1).

Esta ley se puede generalizar para un tensor de orden 2, cuya ley de

transformacion es:
Tl/] =aj a]-l Tkl (B' 13)

El término a; representa la matriz de cosenos directores entre los ejes
4 /

coordenados x; y x; dada por [ai]-] =Cos (xi , x]-), tal como se muestra

en la figura (B.2).

FIGURA B.2
Transformacién de un
sistema de coordenadas

! ! !
X, %, % €n x', X', y x';

51 Ez 53
Xy Xy X3
e’ x’ a a a
1 1 11 12 13
_, ,
Tabla B.1 Tabla el x', ay, ayy s
de deformacion _, ,
e X a a a
de coordenadas 3 3 31 32 33
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