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Capitulo 1

Introduccion

Los Sistemas Microelectromecdnicos (MEMS) son dispositivos de di-
mensiones del orden de 1078 metros, que integran elementos microfabrica-
dos capaces de recibir senales, procesarlas y replicar funciones de sistemas
mecanicos macrométricos. Los sistemas microelectromecanicos se utilizan
principalmente para el registro de variables fisicas del entorno en el que
estan incorporados, como presiéon, tensién, posicién, temperatura, intensi-
dad luminosa, sonido e incluso presencia de gases y sustancias quimicas,
[1]. Los dispositivos micrométricos que convierten una energia de entrada
(como eléctrica, térmica, magnética o quimica) y generan una respuesta
mecanica se conocen como microactuadores. Algunos mecanismos de ac-
cionamiento de los microactuadores, como respuesta a la energia de entra-
da, son la piezoelectricidad, magnetostatica, neumatica, expansién térmica,
memoria de forma y combustién [2].

Los MEMS se han incorporado recientemente en aparatos electrénicos
que van desde celulares y computadoras, hasta en prétesis y dispositivos
médicos para el monitoreo de la salud. El desarrollo de esta tecnologia se dio
con la intencién de incorporar varios sistemas, que desempenen tareas cada
vez mas complejas, con la posibilidad de miniaturizarlos. Anteriormente se
mantenia como concepto general que los MEMS involucraban solo compo-
nentes mecanicos y eléctricos micrométricos, sin embargo, esta definicién
se ha extendido de modo que ahora se consideran de manera general como
el conjunto de técnicas y procesos para crear componentes micrométricos
[3]. Esta tecnologia se utiliza en el desarrollo de sistemas que realicen como
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

microsensores y microactuadores que registren variables fisicas especificas
y permitan el intercambio de informacién o retroalimentacion de sistemas,
tal que mejoren el desempenio de dispositivos [4, 5].

El comienzo en el desarrollo de esta tecnologia surgié como necesidad
a experimentar con diferentes condiciones de los fluidos a la vez que se
combinen la practicidad, simplicidad y funcionalidad. En diversos articulos
cientificos y conferencias se aborda la posibilidad de miniaturizar los pro-
cesos como los conocemos actualmente, y continuar con un desarrollo hacia
obtener productos cada vez mas pequenos, hasta ser capaces de interactuar
con atomos directamente, como un enfoque puro de la quimica [6]. Como
resultado se crearon diferentes dispositivos que exploran las diferentes eta-
pas de analisis de los fluidos a escalas cada vez més pequenas hasta llegar
a escala micrométrica y que podrian replicarse facilmente. Recientemente
se han aplicado los presentes conocimientos a la microfabricacién de ele-
mentos, con nuevas tecnologias de la ingenieria aplicada. Los resultados
son nuevos dispositivos para el analisis de otros sistemas de dimensiones
similares. Estos nuevos desarrollos de dispositivos abarcan hasta el Anali-
sis en Micro-Laboratorios [7], donde se recrean fenémenos fisicos que se
encuentran en la naturaleza, aprovechando las facilidades de un laborato-
rio del tamano de un chip, puesto que los fluidos micrométricos tienden
a conservar propiedades como viscosidad y densidad constantes aun si se
presentaran variaciones en el ambiente, combinado con la accesibilidad de
la microfabricacién, se hace posible replicar diversos eventos fisicos como
la filtracion.

Los métodos de manufactura empleados para los MEMS se comparan
a la foto impresion utilizada en los chips de circuitos integrados, asi como
la remocién de material a escalas micrométricas, conocido como micro-
mecanizado. Debido a su adelanto y relativa facilidad de fabricacién, el
método de foto impresién es el més utilizado, puesto que se ha desarrolla-
do ampliamente esta técnica y automatizado para acelerar la produccién y
disminuir el tiempo de manufactura. Consiste en incidir un haz de luz ultra-
violeta en una placa de silicio, de modo que se endurezca el material, segtin
el patrén dibujado que se introdujo. Por otro lado, el micromaquinado es
un proceso de manufactura que consiste en la remocién de material de una
pieza de trabajo, utilizando distintos procedimiento de desprendimiento de
material. Un ejemplo de un proceso utilizado para obtener piezas de tales



dimensiones es un método no convencional conocido como Maquinado por
Descarga Eléctrica (Electrical Discharge Machinig, EDM). Para este pro-
ceso se sumergen la pieza de trabajo y el electrodo en un fluido dieléctrico,
sin estar en contacto directo. Posteriormente se aplica una corriente que
genera descargas eléctricas, que aumentan hasta més de 8000 °C la tempe-
ratura, tal que se genera un canal de plasma entre el catodo y el danodo.
Posteriormente la corriente es interrumpida, de modo que el canal de plas-
ma se rompe y el material fundido de la superficie se evapora. [8, 9]. En
general, los métodos de micromaquinado emplean piezas de dimensiones
aun menores que las dimensiones de las piezas que se obtienen, los cuales
constituyen el Sistema Microelectromecénico [5, 4].

Una de las aplicaciones principales de los Sistemas Microelectromecani-
cos es en el desarrollo de sensores. Estan presentes en sensores de acelera-
cién, presion, movimiento y estabilidad. Incorporan elementos piezoeléctri-
cos, que detectan variaciones en la posicion, que registran y envian una
senal de retroalimentaciéon. Debido a su configuracién y su disposicion re-
presentan una ventaja respecto a los anteriores modelos debido a la facili-
dad de integracién y a su confiabilidad frente a antiguos sensores mecanicos
[10]. En suma, los sensores son sistemas que a su vez, utilizan subsistemas
que trabajan en conjunto para registrar un cambio, o funciones especificas,
con la facilidad de integrarlos entre si y realizar tareas complejas como
unién de distintos sistemas simples. Estos subsistemas son principalmente
mecdanicos y eléctricos, aunque también se han llegado a incorporar recien-
temente sistemas hidraulicos y 6pticos. Estos sensores se han incorporado
para detectar caidas subitas, golpes, desaceleraciones, y en diversos dis-
positivos de control [11]. Incluso se ha llegado a colocar chips en érganos
humanos, como el corazon, los pulmones y el cerebro, para monitorear su
correcto desempeno y funciones estables, como la presion arterial, ritmo
cardiaco, oxigenacion en la sangre, actividad cerebral, entre otras [12]. Por
otro lado, también se ha planteado la posibilidad que uno de estos sistemas
sustituya el funcionamiento de érganos humanos, ya sea parcial o totalmen-
te. Gracias a la semejanza de trabajo con microcanales de forma natural
en el cuerpo humano es que se puede replicar su geometria en algunas zo-
nas especificas, asi como adaptarse a los lugares en los que se debe alojar,
[12, 13]. Es precisamente en su disefio compacto, versatilidad, bajo peso y
costo, y gasto energético minimo lo que la hace tan importante para los
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nuevos sistemas [14].

Las ventajas mencionadas anteriormente se pueden aprovechar amplia-
mente en la mecanica de fluidos, ademas de incluir el flujo de fluidos en los
sistemas Microelectromecanicos. El drea que relaciona los micro-sistemas
con los fluidos se conoce como microfluidica, la cual estudia los sistemas
microscépicos que manipulan cantidades diminutas de fluido (10718 a 10~
litros), permitiendo la manipulacién, el transporte, la mezcla y la separa-
ciéon de microfluidos en un microchip. Las dimensiones para realizar estos
andlisis son desde las décimas hasta las centésimas de micrémetros. Esta
area se enfoca en la interaccién de un pequeno volumen de un fluido que
pasa por una red de trabajo [15]. La capacidad de desarrollo en entornos
pequenios, a su vez, da como resultado tiempos de estudio méas cortos y
la capacidad de observar diferentes comportamientos debido a propiedades
fisicas como la viscosidad y la densidad, con lo que se obtienen flujos distin-
tos a los que se observan a macro-escalas, puesto que a escalas micrométri-
cas las propiedades dominantes son la capilaridad, la tensién superficial y
la viscosidad del fluido [16].

A diferencia de flujos macroscopicos donde el flujo es cominmente tur-
bulento, a escalas micrométricas el flujo tiende a ser laminar, algo que
puede significar una ventaja si se desea trabajar en un régimen estacio-
nario, ain a velocidades relativamente altas. Otra caracteristica es que
las fuerzas gravitacionales se vuelven despreciables. En flujos de un mayor
caudal se considera el efecto de estas fuerzas, mientras que en microfluidos
predomina la tensién superficial. Pese a que se observa un comportamiento
distinto, siguen siendo validas las leyes fundamentales de la mecanica de
fluidos [17]. Las ecuaciones de continuidad y momentum se siguen cum-
pliendo, por lo que se puede modelar el comportamiento del fluido en estas
escalas, dependiendo del fenémenos fisico que se este desarrollando.

En vista del continuo aumento en la demanda de bienes por parte de la
sociedad, la comunidad cientifica ha buscado nuevas estrategias de produc-
cién para alcanzar estos requerimientos. Es por eso que se han desarrollado
procesos de filtraciéon para eliminar cada vez mas contaminantes o defectos
en las sustancias de consumo. La filtracién es un proceso de separacién de
particulas mezcladas en un fluido, el cual circula en una tuberia por efecto
de una fuerza externa. Consiste en depurar o eliminar coloides, o sélidos
disueltos en el fluido, con el objetivo de disminuir la concentraciéon de es-



tos elementos en el medio [18]. Puesto que las paredes estdan hechas de un
material poroso semipermeable, es posible separar la solucién del soluto.
Los medios porosos permiten el paso del fluido, pero filtran las particulas
que tienen un tamano superior al tamano de poro. Las membranas también
son ampliamente utilizadas en la separacién de gases, para la recuperacion
del hidrégeno, en la extraccion de diéxido de carbono del metano, en el
proceso de mejorar las caracteristicas del petréleo, purificacién de gases,
enriquecimiento de oxigeno para combustién, entre otras [19, 20]. También
se ha desarrollado procesos de desalinizacion de agua de mar por medio
de 4smosis inversa, como alternativa a los métodos convencionales de ob-
tencion de agua. En esencia se separa las sales y sélidos disueltos, con lo
que se obtiene dos salidas del sistema de 6smosis. Por un lado se recoge
agua dulce para consumo, el producto principal que se busca obtener en
el proceso, y por otro lado un fluido concentrado con las sales mezcladas
desde un principio, conocido como salmuera [21]. Debido a los beneficios
que presentan los procesos de filtracion, la obtencién de recursos y distin-
tas herramientas ttiles para la sociedad, es que se han realizado esfuerzos
por seguir desarrollando esta tecnologia, de tal manera que ha llegado a
reproducirse a escalas micrométricas, con lo que surge la posibilidad de
aprovechar las caracteristicas propias de la microfluidica en los distintos
procesos de filtracion.

La permeabilidad y selectividad son cualidades muy importantes de las
membranas, que son determinadas experimentalmente bajo las condiciones
y resultados obtenidos en la practica. Las propiedades de la membrana se
expresan en términos empleados frecuentemente en electroquimica, como
los coeficientes de permeabilidad, de transferencia de iones, densidades de
carga y resistencia eléctrica, entre otros, [18]. La seleccién de membranas es
un proceso que depende de los resultados deseados en el proceso de filtra-
cion. Si se desea hacer un tratamiento de residuos toxicos, se necesita una
capacidad de filtrado rigurosa, por lo que se debe escoger un tamano de po-
ro adecuado para eliminar las sustancias toxicas presentes de los elementos
aprovechables, [22]. Existen otras condiciones que se deben considerar para
ajustar correctamente el proceso de produccién, como el esfuerzo cortan-
te en la salida del fluido, necesario para tener una salida més uniforme y
continua, presién a través de la membrana, resistencia a la corrosién, man-
tenimiento, entre otros aspectos, [23, 22]. Existen varios tipos de filtracién,
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debido al efecto de una presion, que se clasifican segin el tamano de poro
de la membrana. Los seis tipos de filtracién son: macrofiltracién, micro-
filtracion, ultrafiltracién, nanofiltracién, ésmosis inversa y ésmosis directa
[24].

Por otra parte, la perfusiéon sanguinea es el flujo de sangre local por la
red capilar. Es un flujo constante junto con el aporte de oxigeno, nutrientes
y electrolitos, de modo que todos los tejidos permanecen constantemente
bajo riego sanguineo, [25]. Este proceso ocurre de manera natural, puesto
que esta controlado segin la necesidad tisular, y la acumulacién de diéxido
de carbono. Es un medio de transporte por medio de la sangre para que
llegue a todos los tejidos. Después de haber sido oxigenada en los pulmones,
la sangre se dirige hacia los tejidos, 6rganos y huesos, hasta las perfusiones,
que son como microcanales donde ocurre el intercambio de oxigeno hacia los
dichos tejidos, [26]. Los capilares tienen una longitud desde 0.3 hasta 1 mm.
Esto significa que tarda muy poco tiempo en estas zonas, considerando que
la sangre se desplaza a 0.3 mm/s en promedio, tarda de uno a tres segundos
en realizar el aporte de nutrientes y expulsar diéxido de carbono, [27].

Haciendo una analogia con el proceso de intercambio que surge en los
capilares sanguineos es que se plantea la posibilidad de disenar un mi-
crocanal por el que circule un fluido en direccién longitudinal del canal,
por donde se va filtrando una cantidad del mismo en direccién transversal
a través de las paredes. Para continuar con la semejanza de los capilares
sanguineos, el microcanal es de dimensiones similares, con paredes permea-
bles, y una velocidad del fluido que circula aproximadamente igual al de
la sangre en los capilares. Debido al fluido que se filtra por las paredes del
microcanal es que el gasto volumétrico a la salida respecto al de entrada
es menor, puesto que el flujo a la entrada es igual a la suma del fluido que
sale en direccién longitudinal, més el flujo que se filtra por las paredes. La
cantidad de fluido que se filtra depende de la permeabilidad del material
que sea seleccionado, y por consiguiente es lo que define la cantidad de flujo
que se tiene a la salida en direccién longitudinal del canal.

Debido a las condiciones fisiolégicas, la analogia no es exactamente
igual a las perfusiones sanguineas, puesto que la velocidad en estas zonas es
aproximadamente de un tercio de los resultados obtenidos en este ejercicio.
Ademds, la longitud de los capilares es tan pequena que el tiempo que tarda
la sangre en pasar es de uno hasta tres segundos como maximo. Aunque



no se comparan en condiciones exactamente iguales con los capilares donde
ocurren la perfusion, es decir, el flujo sanguineo lento y continuo, sirve
como una analogia para un estudio posterior con pardmetros similares. Sin
embargo, se sienta un precedente para aplicaciones de esta indole, con los
avances tecnoldgicos y de manufactura expuestos en este trabajo.

Tomando en cuenta los comentarios anteriores, este trabajo pretende
estudiar el flujo de un fluido newtoniano que circula en un microcanal
rectangular con paredes permeables considerando condiciones de desliza-
miento. Cabe aclarar que este es un problema puramente hidrodindmico,
por lo tanto, el objetivo es obtener el campo de presiones y los perfiles de
velocidad en las direcciones longitudinal y transversal. Para este fin, las
ecuaciones de la mecdnica de fluidos que se resolveran en este problema,
son las de continuidad y de momentum en las direcciones x y y, las cuales
se presentan de manera adimensional y se reescriben en su forma variacio-
nal para poder adaptarlas a FreeFem++, un software de uso libre que nos
permite obtener la solucién a sistemas de ecuaciones diferenciales parcia-
les, obteniendo resultados que se presentan graficamente con la finalidad de
hacer una comparacién cualitativa y cuantitativa de distintas condiciones
en las propiedades de permeabilidad y deslizamiento en las paredes del mi-
crocanal. De esta manera, este estudio pretende contribuir a la aplicacién
futura en distintos proyectos y areas de investigacién en la industria, lo
cual, se mencioné previamente en el estado del arte.






Capitulo 2

Planteamiento del Problema

En la Figura 2.1, podemos apreciar el esquema del modelo fisico a estu-
diar. Tal y como se puede observar en la geometria del esquema, se adopta
un sistema 2D de coordenadas rectangulares (z,y) con el origen en la entra-
da del microcanal, donde x representa la direccion longitudinal, mientras
que la coordenada y es la direccién transversal. En este trabajo, se asu-

Qo

f L 1

Figura 2.1: Fluido Newtoniano que circula en un microcanal rectangular,
con flujo filtrandose por las paredes.
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12 CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

me que un fluido newtoniano esta circulando en un microcanal rectangular
con paredes permeables. El microcanal se encuentra caracterizado por las
siguientes dimensiones geométricas: la altura media del canal, representa-
da por H y la longitud como L, donde la longitud es superior a la altura
del microcanal: I > H. De esta manera, el anterior aspecto geométrico
define un microcanal muy grande y el espesor de las paredes es mucho
mas pequeno que cualquier otra dimensién geométrica. Considerando que
el sistema cuenta con paredes permeables, en el esquema se puede apreciar
como el perfil de velocidades, el cual fue previamente alimentado por un
caudal de entrada (g, en la direccién longitudinal es mayor a la entrada
con respecto a la salida, como consecuencia de la fuga en la direccién trans-
versal. Otro aspecto a considerar es que por tratarse escalas del orden de
las micras, se considera que puede existir deslizamiento por parte del fluido
en las paredes del microcanal.

2.1. Ecuaciones para el modelo fisico

Tomando en cuenta los comentarios anteriores, las ecuaciones en va-
riables fisicas que definen el comportamiento de un fluido newtoniano que
circula en un microcanal rectangular con paredes permeables son las ecua-
ciones de continuidad y cantidad de movimiento en z y y. Considerando
que se analiza un flujo estacionario, incompresible, completamente desa-
rrollado, laminar con condicién de simetria en el centro del microcanal, se
definen de la siguiente manera las ecuaciones:

Ecuacion de continuidad,

ou Ov
7Ty = (2.1)
Ecuaciones de momentum en = y y,
ou ou\  Op 0u  0%u
ov ov Op v 0%
vv bt I 24 4 2.
p(“ax+”ay> 8y+n<8x2+8y2)’ (2.3)

donde u y v son las componentes de la velocidad en las direcciones z y v,
respectivamente. p representa la presién. También, p y 7 son la densidad
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v la viscosidad, respectivamente. En el presente trabajo, asumimos a las
propiedades como uniformes, es decir, seran constantes y no cambian por
alguna influencia fisica. Para poder resolver el anterior sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales, en donde se tienen tres incégnitas, con la
obtencién del perfil de velocidades en ambas direcciones, asi como el cam-
po de presiones, se requiere de condiciones de frontera con la finalidad de
obtener una solucién particular al presente problema.

2.2. Condiciones de frontera

Es importante mencionar que la temperatura, aunque es un factor im-
portante en problemas de microfluidica, se considera constante para el pre-
sente andlisis, por lo que no se toma en cuenta en las ecuaciones, y las
propiedades del fluido como la densidad y la viscosidad tienen variacio-
nes insignificantes, tal que no se ven afectados los resultados obtenidos, de
modo que estos valores también permanecen constantes.

Para las ecuaciones descritas anteriormente en variables fisicas, se es-
tablecen las siguientes condiciones de frontera en variables fisicas:

Qo ou
u(z=0,y) = . Ao =0, (2.4)
2HW' x|, ,
ou  Ou
uwlx,y=+H)=—-sn—, — =0, 2.5
(z,y )==50 B, - (2.5)
v=0,9 =0 2 o (2.6)
) ) ax x:L ) *
v(iz,y=0)=0, y v(zr,y==xH)=rAp. (2.7)

La importancia fisica de las condiciones de frontera (2.4)-(2.7) se en-
cuentra basada en las siguientes consideraciones. La primera y segunda
expresién de (2.4) representan la velocidad caracteristica de entrada en
términos del caudal al inicio del microcanal y la condicién de un flujo
totalmente desarrollado en la direccién = a la salida del microcanal, res-
pectivamente. En el caso de la velocidad u se determina a partir del caudal
Q@ que se define como el producto de la velocidad del fluido en direccién
longitudinal por el drea transversal A. Para determinar el caudal a la en-
trada del microcanal se integra la velocidad u a la entrada por el diferencial
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de area, para considerar las variaciones de la velocidad en la determinacion
del caudal Qo, definido por Qy = [udA. La primera expresién de la ecua-
cion (2.5) representa el efecto del deslizamiento en las paredes internas del
microcanal [28], el cual es controlado por la longitud de deslizamiento A,
definido por el producto del coeficiente de deslizamiento s y la viscosidad 7.
A esta expresion se le conoce como la ley de deslizamiento lineal de Navier,
[29, 30]. La definicién del pardmetro s varia inversamente a la variacién de
la presién p, [31], tal y como se muestra en la siguiente expresién

s = Ae” P,

donde A es el coeficiente de deslizamiento a presién nula, € es el pardmetro
de caida exponencial, y p la presién. Debido a la dependencia de la pre-
sién, podemos asegurar que el deslizamiento ocurre cuando la presién es
relativamente grande. La distancia de deslizamiento graficamente podria
representarse como un perfil de velocidades de un canal de dimensiones
mas grandes. La separaciéon entre las paredes de el canal real y el canal
de referencia se conoce como longitud de deslizamiento. Cuando el valor
del parametro A = 0, la velocidad u en las paredes es igual a cero, por la
condicién de no deslizamiento,

u(ly==xH)=0.

Por otro lado, la segunda expresién de la ecuacién (2.5) define la condi-
cién de simetria hidrodindmica, debido a que solo vamos a analizar la mitad
de la altura 2H del microcanal. Ademds, la ecuacién (2.6) considera que la
velocidad en la direccién transversal a la entrada del microcanal, asi como
su derivada al final del microcanal es igual a cero. Finalmente, la ecuacién
(2.7) describe que nuevamente la velocidad en la direccién transversal en
el centro del microcanal es igual a cero, mientras que la tdltima expresién
determina que las paredes son permeables, y este efecto se vera reflejado
por el coeficiente de permeabilidad x y la caida de presién Ap = p — po,
donde pyg es la presién en la regién exterior al microcanal, [21].

El sistema de ecuaciones (2.1)-(2.3) junto con las condiciones de frontera
(2.4)-(2.7), se pueden reescribir de manera adimensional. La principal razén
de esta transformacion es identificar los parametros fisicos mas importantes.
Por tal motivo, a continuacion se propone el siguiente andlisis de orden de
magnitud.
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2.3. Analisis de Orden de Magnitud

Partiendo de la definicién de la ecuacién de continuidad (2.1), se debe
cumplir que ambos términos deben ser del mismo orden de magnitud, es
decir,

ou  Ov

o2

dr Oy
La anterior ecuacion puede reescribirse en términos de los valores ca-
racteristicos de las variables de velocidad u y v, y de la posicién z y v,

como:
Uc Ve
=€~ L
L H
entonces se puede definir la velocidad v, en funcién de las variables carac-
teristicas u., H y L,
u. H
L
Continuando con este andlisis de orden de magnitud, ahora se analiza a
la presién con ayuda de la ecuacién (2.2), en donde se comparan la caida de

la presién en la direccién longitudinal con los efectos viscosos en la direccién

Ve ™~

(2.8)

transversal,
Op 0%u
oz ~ "672’
por lo que en términos de los parametros caracteristicos, se observa que
Ap, Uc
L " TE?

y despejando la caida de presién caracteristica en el sistema,

nueL

H?

Con base en el analisis anterior, se pueden obtener las siguientes varia-
bles adimensionales:

T Y - U ~ v ~ __P—Do
X:— Y:— = — = — =
L’ H? U uC? v ’UC y p Apc )

Apc ~

(2.9)

(2.10)

donde u., v. y Ap. estan definidas por

. Qo . NucH NnucL
°c 2HW' € L
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En resumen, los parametros de longitud adimensionales se definen por
el valor maximo que puede tomar la variable, segin la geometria del canal.
Para la variable x que define la posicién longitudinal, el maximo valor
que puede tomar es de la longitud L del microcanal, mientras que para la
posicién transversal y, medida desde el centro del canal, el valor maximo
que debe tomar es H, es decir, la mitad de la altura total del microcanal.
En el caso de la velocidad en direcciéon longitudinal #, se establece por
definicién que la velocidad caracteristica u. es la que define el caudal de
entrada del fluido. La velocidad caracteristica v, se expresa en funcién de
la velocidad u., y de las longitudes caracteristicas L y H. De igual manera,
para la presion se define el valor caracteristico Ap, en funcién de los valores
caracteristicos u., L, H mencionados arriba, y la viscosidad cinematica del
fluido 7, como se define en base a las caracteristicas propias del fluido y de
la geometria del microcanal.

2.4. Ecuaciones Adimensionales

Con ayuda del anélisis de orden de magnitud de la seccién anterior, se
llegaron a las variables adimensionales de la ecuacién (2.10), permitiendo
la adimensionalizacién de las ecuaciones (2.1)-(2.3), las cuales tienen la
siguiente forma:

Ecuacién adimensional de continuidad

ou 0V
X + Y 0. (2.11)

Ecuacién adimensional de momentum en X

o _ou\  9p 0% 0%

Ecuacién adimensional de momentum en Y

~ ~ ~ 2~ 2~
E3Re<aa”+~a”>:—ap+52<s2a”+a”>. (2.13)

ax "V oy oY ox2 " ay?

El procedimiento algebraico de la adimensionalizacién se puede consul-
tar en el Apéndice A. De las ecuaciones adimensionales (2.11)-(2.13), se
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pueden definir los siguientes parametros adimensionales:

H puc.H KN
= = = = 2.14
e=7, ke e =7 (2.14)

El pardmetro ¢ conocido como la esbeltez, relaciona la altura media H
del microcanal con la longitud total L. El niimero de Reynolds adimensional
Re es un parametro conocido, utilizado ampliamente en la mecanica de
fluidos para caracterizar el flujo del fluido en funcién de la densidad p, la
velocidad caracteristica u., la altura media H y la viscosidad cinemética
1. El parametro J representa el coeficiente de filtracién adimensional, que
relaciona la permeabilidad caracteristica de la membrana «, la viscosidad
7 y la altura media del microcanal H.

2.5. Condiciones de frontera adimensionales

Por otro lado, las condiciones de frontera en variables fisicas dadas por
las ecuaciones (2.4)-(2.7), pueden ser transformadas es su forma adimen-
sional con ayuda de las variables adimensionales de la siguiente forma:

/111(X—0Y)dY—1 A (2.15)

0 ) ) aX X1 ) .

o 0a

QXY =41) = —0-—, ——| = 2.1

a(X, )= 05 Iy o 0, (2.16)
db

(X =0Y)=0 ——| = 2.1
TX=0Y)=0, & o 0, (2.17)
(X, Y =0)=0, y 9(X,Y ==£1)= :%p (2.18)

De las condiciones de frontera adimensionales, se define el pardametro
adimensional para el deslizamiento §, definido por
5 A sy
H H’
Los valores que pueden tomar las variables adimensionales van del cero
al uno, donde cero es el valor mas alejado de la variable caracteristica,
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Pardmetro Valor
H 50-200 pm, [17]
L 1072 m, [17]
p ~ 10% kg/m3, [32]
n 1,002 x 103 kg/m s [32]
A 2x107%—-5x10"8
K ~1x10"12

Cuadro 2.1: Propiedades geométricas y fisicas

y uno es cuando toma el valor de esa variable. En algunos casos el valor
maximo de la variable es superior a su valor caracteristico, por lo que la
variable adimensional tendra un valor superior a 1, principalmente para las
variables que describen el comportamiento del fluido, como las velocidades
Uy v,y la presion p.

Tal y como se puede ver en las ecuaciones adimensionales (2.11)-(2.13),
juunto a sus respectivas condiciones de frontera (2.15)-(2.18), las ecuaciones
van acompanadas de parametros adimensionales, los cuales estan definidos
por medio de sus propiedades en variables fisicas. Por tal motivo, se mues-
tra en la Tabla 2.1 algunas propiedades fisicas para poder sustituirlos en
los parametros adimensionales y generar la Tabla 2.2. En esta tltima tabla
se muestran los valores que toman los parametros adimensionales, con las
condiciones de andlisis de esta tesis de licenciatura. En el estudio de la
microfluidica el nimero de Reynolds es del orden de Re ~ 1072 aproxima-
damente [32], sin embargo, también se pueden obtener mayores o iguales
a la unidad, tal y como sucedié en el presente andlisis. Ahora bien, en
el estudio numérico se vario al nimero de Re de .1 a 1, y los resultados
fueron practicamente los mismos, por lo que se establecié el valor de este
parametro Re = 1. Ademas, se debe cumplir que la relacién entre la altura
media del microcanal y la longitud total (esbeltez ) sea menor que 1, es
decir ¢ < 1, o bien, L > H. Igualmente, el parametro 8 debe ser del orden
del cuadrado de la esbeltez ¢, f ~ 2. Como maximo, la relacién entre
los pardmetros adimensionales 8 y el cuadrado de la esbeltez ¢ debe ser

aproximadamente % ~0.3.
€
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Parametro adimensional Valor
B ~107°—-10"%
Re ~1
€ ~.01

Cuadro 2.2: Valores de los pardmetros adimensionales

Un aspecto que se debe de resaltar en esta tesis, es que a diferencia
de otros trabajos que se encuentran en la literatura y en la que definen la
velocidad % con un valor numérico, aqui se presenta a la velocidad en la
direccién longitudinal en términos del caudal de entrada, integrando todos
los valores de la velocidad desde el centro hasta las paredes del microcanal.
En la entrada del canal, x = 0, la integral de la velocidad es igual a 1,

1
/ ady =1. (2.19)
0

También, la velocidad en direccién longitudinal % en las paredes ahora
se representa en forma diferencial, debido a la hipétesis de deslizamiento en
las paredes que se analiza en el presente trabajo. Finalmente, la velocidad
de filtrado del fluido ¥, o la velocidad del permeado en las paredes se analiza
en funcion de los pardmetros adimensionales involucrados en el sistema.
Esta es la velocidad que se da en direccién transversal, y depende de la
variacion de la presion y la relaciéon del coeficiente de filtracién 8 con el
cuadrado de la esbeltez € del microcanal.

Tal y como se comentd en la introduccién, se hard uso del software de
uso libre FreeFem++ para resolver el sistema de ecuaciones adimensiona-
les junto a sus respectivas condiciones de frontera, mediante la técnica de
elemento finito. Sin embargo, para este fin, se requiere garantizar la con-
vergencia para las variables adimensionales u, ¥ y p, y para ello se debe de
considerar la parte temporal en las ecuacones de momentum, quedando el
sistema de la siguiente manera:

ou 0V
—_—t — =
0xX oY

A diferencia de las ecuaciones 2.2 y 2.3, en las ecuaciones adimensiona-
les de momentum x y y, previo al término convectivo se anade la variacién

0 (2.20)
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de la velocidad en el tiempo. Aunque se establecié previamente que el flu-
jo es estacionario, es preciso incluir la parte temporal, multiplicado por
los mismos parametros adimensionales que el término convectivo en es-
tas ecuaciones para poder diferenciar la solucién actual de la solucién en
un tiempo anterior. Este punto quedara definido de mejor manera en el
siguiente capitulo.
FEcuacién adimensional de Momentum en X:
(~ on aa) _0p 0% D%

Py
gu + cRe

cRe 5

Ecuacién adimensional de Momentum en Y:

~ ~ ~ ~ 2~ 2~
53Re% + £3Re <a o0 y 81}) _ o + &2 (EngUQ + ng;> . (2.22)

ot ox ' oy
Finalmente, y a pesar de colocar la parte temporal en las ecuaciones adi-
mensionales (2.20)-(2.22), las condiciones de frontera (2.15)-(2.18), siguen
siendo las mismas. Lo tinico que se va a considerar con la parte temporal de
las nuevas ecuaciones de momentum son condiciones iniciales que se le debe
de asignar al codigo numérico para garantizar y ayudar a la convergencia
del método numérico.

oYy




Capitulo 3

Método Numeérico

Para la solucién numérica del problema es preciso emplear un programa
computacional que sea capaz de resolver el problema de microfluidica del
presente trabajo, con las condiciones de frontera especificadas en el capitulo
anterior. Existen muchos programas dedicados a la de mecanica de fluidos,
que ficilmente nos permiten obtener los resultados graficos y numéricos.
La mayoria estan disenados para ingresar unicamente los parametros y
condiciones especificas de cada problema, sin explicar el funcionamiento
del sistema, ni las ecuaciones involucradas para la solucién, por lo que este
trabajo opta por la solucién de las ecuaciones de continuidad y momentum
con las condiciones de frontera expuestas, con un software de licencia libre,
que nos permita obtener los mismos resultados.

FreeFem++ es un software de licencia libre capaz de obtener la solucién
numérica de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden por medio
del método de elementos finitos. En el programa se introducen las ecua-
ciones y condiciones de frontera especificas para cada problema, para la
resolucion del problema fisico. Se define el dominio de anélisis denominado
comunmente por €2, con lo que se la regién interna de andlisis definida por
la frontera I', o bien, un modelo simple semejante a la geometria que se
desea analizar. Posteriormente se debe definir la malla sobre la superficie
de analisis, que es la divisién del modelo en fragmentos mas pequenos pa-
ra tener una mejor definicién de los resultados y un andlisis mas preciso,
donde la suma de los elementos finitos constituyen el modelo completo.
De ahi parte el concepto de refinamiento de malla, donde se incluyen maés

21
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elementos en el andlisis, por lo tanto el modelo se divide en partes mas pe-
quenas para su analisis, y se obtiene como resultado un valor més cercano
al real. En ocasiones no es necesario incrementar el nimero de elementos
para el andlisis, puesto que esto significa incrementar el tiempo que tarda
el servidor en resolver el problema, asi como el costo. Por eso es necesario
efectuar un analisis de malla para determinar si es necesario hacer el refina-
miento. La malla que se selecciona nos permite asignar un valor numérico
para cada variable una posicién especifica, formando una matriz de datos
que el sistema resuelve con un resolutor lineal.

El anélisis del problema comienza recreando la superficie que se va
a analizar. Se debe definir un area de control por la que se aplican las
distintas condiciones de frontera que se desean analizar, para obtener los
valores correspondientes. Al tratarse de un problema simétrico respecto al
plano central en z = 0, podemos recurrir a un analisis méas simplificado, que
estudia la parte superior del problema. Por igual de condiciones, en la parte
inferior se tiene el mismo comportamiento. El ejercicio se sitla a la entrada
del microcanal en la parte superior, de modo que la pared de abajo es el eje
que corresponde con el centro del canal, la pared derecha es la salida del
canal, la parte superior corresponde a la pared permeable donde se tiene un
flujo de permeado, y la pared izquierda es la entrada del sistema, por donde
ingresa el fluido al microcanal. El sentido de desplazamiento del fluido va
de izquierda a derecha.

La funcion ‘square’ que genera automaticamente una malla de elemen-
tos triangulares en un dominio rectangular de las dimensiones especificadas
por el usuario. Para facilitar el analisis es posible definir con otras dos va-
riables las dimensiones que se ingresen a la funcién, de modo que se pueda
modificar la longitud del canal, asi como el ancho, independientemente.
Posteriormente en la instruccién se especifican el niimero de elementos por
pared, o divisiones, que se precisan para el analisis. Igualmente es posi-
ble crear esta caracteristica por medio de una variable, para modificarla
facilmente, e incrementar el nimero de elementos para un andlisis mas
detallado.

La malla seleccionada para la solucién del problema tiene 20000 elemen-
tos que, como se observa en la Figura 3.1, concentra una mayor cantidad
de elementos en la parte izquierda. Se desarrollé de esta manera para tener
la maxima definicién posible en esta zona que corresponde a la entrada



Figura 3.1: Malla.
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del sistema, puesto que con una menor cantidad de elementos su compor-
tamiento no era homogéneo, y en algunos casos los resultados no siempre
tendian a ser lineales, Al aumentar la resolucién en la entrada, se soluciond
este problema. En la zona de la derecha no fue necesario aumentar la can-
tidad de elementos, porque los resultados no presentan este problema, y
aumentar los elementos significaria aumentar innecesariamente el tiempo
de procesamiento. La funcién para generar la malla queda en funcién de las
variables enteras = y y, que especifican las dimensiones del dominio donde
se aplica la malla. Ademas de definir el nimero de elementos, se establecié
en el compilador que la diferencia entre el valor anterior y actual de todas
las variables debe converger a 1 x 107!2, para minimizar el error de los
resultados y obtener una mejor definicién de la solucion.

3.1. Formulacion Variacional

Para el andlisis en FreeFem++ se debe incluir una variable temporal,
para que el sistema pueda diferenciar entre los resultados obtenidos de la
solucién actual, por ejemplo u"*!, de una solucién anterior u”. El tiempo
caracteristico se obtiene a partir de la longitud L del canal y la velocidad
caracteristica en esta direccién u,

te = (3.1)

L
Uc
con lo que se obtiene el parametro que describe el tiempo desde la entrada
al sistema X = 0 hasta la salida X = 1. Este valor es diferente de la
tiempo real, puesto que no considera las variaciones de la velocidad u, se
basa tunicamente en la velocidad caracteristica u. que se obtiene con el
caudal de entrada. Este pardmetro sirve unicamente como referencia para
el programa, entonces no afecta los resultados finales.

Para que el programa pueda solucionar las ecuaciones de continuidad
y momentum en x y y, se deben introducir las ecuaciones adimensionales
en su forma variacional o débil, que es una forma alternativa de escribir
las mismas ecuaciones de forma integral, dando lugar a ecuaciones que se
tratan mediante los métodos del algebra lineal para un espacio vectorial.

Para ello es necesario hacer uso de las férmulas de Green, que parten



3.1. FORMULACION VARIACIONAL 25

del teorema de la divergencia. La forma de estas féormulas es

//Q(Vf)ndQ://Qf(Vn) dQ+/F(ﬁf)nd5’ (3.2)
//QngdQ:—//QVf.ngQJr/Ffvg.ndS (3.3)

donde f y g son funciones lineales, n es una funcién auxiliar, las integrales
de superficie () se establecen en el dominio bidimensional de x y y, y las
integrales de linea indican las condiciones sobre la frontera I'.

Como se mencioné anteriormente, el flujo Poiseuille que se plantea para
este estudio establece que el flujo es laminar en estado estable. La condi-
cion de entrada para este tipo de problemas puede estar en términos de la
velocidad del fluido o de la presién de entrada. Como el valor de la presién
no la conocemos, la velocidad es el valor de entrada, y la presién es la va-
riable que se obtendra con la resolucién del problema. Esto significa que las
condiciones iniciales se establecen en cuanto a la velocidad de entrada, por
lo que los términos de las integrales de linea sobre la frontera I" son igual a
cero para este caso. Entonces las férmulas de Green de la divergencia que
se utilizan para el presente analisis son

J[ wnnae=- [[ £ a0 (3.4)
//QngdQ:—//QVf-ngQ (3.5)

Finalmente, para la formulacién variacional es necesario establecer un
ntmero de variables auxiliares igual al nimero de variables que se ob-
tendran con la solucion, o bien, igual al nimero de ecuaciones que compo-
nen el sistema de ecuaciones que se debe resolver. En este caso, las variables
son las velocidades % y 0, y la presién p, por lo que se establecen las tres
variables auxiliares ug,, v, ¥ po. Estas variables auxiliares se multiplican por
cada una de las ecuaciones para el modelo fisico. La velocidad auxiliar u,
se multiplica por la ecuacién de momentum en X, la velocidad auxiliar v,
por la ecuacién de momentum en Y, y la presién auxiliar p, por la ecuacién
de continuidad.
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El procedimiento completo para escribir las ecuaciones para el modelo
fisico en su forma variacional comienza con la ecuacién de continuidad. Una
vez que la ecuacion estd igualada a cero se efectiia la integral de superficie
en el dominio de €2, y se multiplican las derivadas parciales de las velocidad
'y v con respecto a X y Y por la variable auxiliar correspondiente. En este
caso, la variable auxiliar es la presiéon p,. Con el fin de relacionar las tres
ecuaciones con las tres variables se agrega el tltimo término p multiplicado
por el factor de escala &, cuyo valor es de 1 x 10712, el cual es muy cercano
al cero, por lo que no afecta los resultados de la ecuacion de continuidad.

//QKS}U( §;>+5p ]Padﬂ—o (3.6)

Este tltimo término también se multiplica por la presién auxiliar y se
integra en el dominio de §2. Entonces, la ecuacién de continuidad en forma
variacional queda de la siguiente manera.

[+ o5 )| mans [[eoman=0 o

La ecuacién de Momentum en X comienza igualando la ecuacién a
cero, por lo que los términos del lado derecho de la igualdad pasan al lado
izquierdo con signo contrario. La ecuacion se multiplica por u, y se integra
en ). Los términos de la ecuacién de Momentum en X adimensional son
del orden de los términos adimensionales que los multiplican.

//[ T

ap 82~ 1 82u

La ecuacién de momentum en X en su forma variacional se expresa con
la funcién “convect” sumando todos los términos de la siguiente manera.



3.1. FORMULACION VARIACIONAL 27

~n+1
O(cRe) // —— dS)

+0O(eRe) / —convect ([a", "], At,a") ug dS2
u, ou™ du 8’&" ou,
~n+1 a a a
// dQ+O // 0X 8X Y 9y d2
8u”+1
~ | gt dQ =0 (3.9)

El procedimiento para escribir en su forma débil la ecuaciéon de momen-
tum en Y se muestra en el apéndice C, por lo que la ecuacion queda de la
siguiente manera

~n+1
(e°Re) / / — v, dQ

+0( 3Re/ —convect[ L O], AL, 0™) v, d2

ov o™ Ov (917" Ov
~n+1 OVq a a .
// dQ+O // X 6X W Iy dQ) = 0(3.10)

Al introducir las ecuaciones para el modelo fisico en el programa pa-
ra su solucién también es posible observar la representacion grafica de los
resultados que arroja el sistema con dicho anélisis. Como se puede notar,
el movimiento del fluido corresponde con los resultados esperados para un
problema semejante. Primeramente para la presién, observamos que a la
entrada se tiene un valor mayor que a la salida, con lo que se origina el
desplazamiento del fluido. Las ecuaciones observadas en el capitulo anterior
especificaban la variaciéon de presién tnicamente en direcciéon de la coor-
denada longitudinal z. No existe variacion de la presién en direccién de la
coordenada transversal y. La representacion grafica de la caida de presién
corresponde con estos pardmetros correctamente.

La velocidad en direccion longitudinal @, describe a la entrada un perfil
de velocidades determinado por la ecuacién B.42 que se muestra mas ade-
lante. La figura 3.3 muestra los resultados que se obtienen con el parametro
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Figura 3.2: Presién

IsoValue

m0.489408
m0.629239




3.1. FORMULACION VARIACIONAL 29

IsoValue

0.294311

Figura 3.3: Velocidad @

de deslizamiento 6 = 0,01 y el coeficiente de filtracién B = 1 x 107, los
valores méds altos respectivamente considerados en este estudio. En otras
palabras, la velocidad % del fluido en contacto con las paredes es diferente
de cero. La figura comprueba efectivamente los resultados del andlisis con
la variacién del pardametro de deslizamiento. Ademés se observan también
las condiciones de frontera que, a la entrada del microcanal, caudal @) es el
maximo, asi como en el centro del microcanal, en Y = 0, la velocidad @ es
maxima.

La figura 3.4 muestra la variacién de la velocidad ¢, con § = 0,01 y
B = 1 x 1075. La variacién de la velocidad en direccién transversal es
directamente proporcional a la variacién del coeficiente de filtracién S,
como se puede notar en dicha representaciéon. El valor mas grande de la
velocidad ¥ se da a la entrada, por lo que cumple con el comportamiento
senalado en las ecuaciones y las condiciones de frontera expuestas. Ademaés



30 CAPITULO 3. METODO NUMERICO

IsoValue

W0.0349572

FoToR R
IN

Figura 3.4: Velocidad ©

se observa como el valor de la velocidad disminuye conforme se acerca el
fluido a la salida del microcanal, por lo que coincide con el comportamiento
esperado para este problema. Como indica las condiciones de frontera para
la velocidad v, la velocidad en el centro del microcanal Y = 0 es igual a cero
v = 0. El andlisis que se centra en las paredes, en ¥ = 1, muestra que la
variacién de la velocidad depende tinicamente de la coordenada longitudinal
X, tal como apuntan las condiciones de frontera para esta variable. Pese a
todo, el valor de la velocidad © es muy pequeno, por lo que la variacion de
la velocidad # respecto a su valor maximo sin deslizamiento y sin filtracién
por las paredes es semejante a los resultados que se obtienen con la maxima
filtracién y deslizamiento.
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3.2. Validacion de resultados

La figura 3.5 presenta los perfiles de la velocidad u para la coordenada
transversal X = 0,5, el pardmetro de deslizamiento § = 0 y coeficiente de
filtracién f = 1 x 10~° que se obtienen para 5000, 20000, 45000 y 80000
elementos. El andlisis de malla nos permite tener una idea precisa de la
diferencia que habria comparado los resultados obtenidos con el tamaifio de
malla utilizado, asi como determinar si es necesario hacer el estudio con un
mallado que nos permita obtener una mejor definicién de los resultados.
Sin embargo, como notamos en la imagen, los resultados son practicamente
iguales desde que tenemos 5000 elementos, por lo tanto no habria una
diferencia significativa entre los resultados observados con estos distintos
tamafnos de malla.
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~ £=0.01 | —— NE 20000
U os{ 4 NE 45000
= —— NE 80000
p=1x10"°
0.6 -
,,sf———#
.
044
U
|
024 |
|
0.0 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.5: Analisis de malla para @

La figura 3.6 presenta los perfiles de la velocidad u para la coordenada
transversal Y = 1, el parametro de deslizamiento § = 0 y coeficiente de
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Figura 3.6: Andlisis de malla para

filtracién = 1 x 10~° que se obtienen para 5000, 20000, 45000 y 80000
elementos. Como se menciond anteriormente, las variaciones son tan ligeras
que no justifican aumentar el nimero de elementos para el analisis, por lo
que se puede obtener resultados precisos para este anélisis ain con 5000
elementos. Para este trabajo se decidié trabajar con 20000 elementos, con
lo que se obtienen los mismos resutlados sin necesidad de aumentar el
tiempo de compilacion en el servidor, y podemos asegurar que los resultados
obtenidos son correctos y nos permitiran obtener resultados reales de las
variables de velocidad y presiéon, asi como del comportamiento del fluido
en el microcanal, de modo que podremos obtener conclusiones pretinentes
al respecto.
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Resultados

Los valores recogidos de las simulaciones hechas se presentan a conti-
nuacién en las graficas que correlacionan los valores correspondientes, con la
finalidad de observar los efectos esperados con las distintas condiciones pro-
puestas en las posiciones seleccionadas, que nos permitan posteriormente
llegar a conclusiones pertinentes sobre el tema. Los valores que permane-
cen constantes son los que rigen el comportamiento del experimento. Puesto
que no se puede variar sibitamente la geometria del microcanal, el parame-
tro que la caracteriza, la relacion entre el ancho y la longitud del mismo,
conocido como la esbeltez, permanece en un valor constante para todas las
graficas que se observaran en adelante. Por otro lado, teniendo en cuenta
que se desea conocer el comportamiento del fluido variando la posicién,
permeabilidad de las paredes, y la condicién de deslizamiento o no desliza-
miento del fluido en esta zona, la velocidad del fluido debe ser siempre la
misma. Ademads de esto, el flujo Newtoniano mantiene las mismas condicio-
nes de operacién, como temperatura y presion atmosférica. De este modo,
sus propiedades también permanecen constantes, como la viscosidad y den-
sidad. El dltimo pardmetro relacionado, una longitud caracteristica, la del
microcanal, también permanece constante, por lo tanto, el otro parametro
que no cambia en todo el ejercicio es el nimero de Reynolds. En adelante
se estudiaran los datos obtenidos por medio de las graficas. En cada una de
ellas se abordaran diferentes cuestiones que nos ayudaran a comparar los
resultados, y obtener conclusiones pertinentes sobre la validez de las condi-
ciones propuestas. Se abordaran todas ellas, y se especificara la razén por
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la que se ven tales resultados. Principalmente se recordara la fisica del pro-
blema, donde se debe cumplir siempre la conservacién de masa y energia,
junto con las ecuaciones de flujo de fluidos, las Ecuaciones de Continuidad
y Momentum en direcciones X Y.

T T T T T T T T T T T
3.0 Y=1.0 4
Re=1 — B='|X']0>B
— -7
=0.01 [3-1x10£
25 50 — p=1x10%| |
’ p=2x10
—— B=4x10°
p=6x10°
~ 204 —— B=8x10%| ]|
p —— B=1x10"°
1.5 1 E
1.0 H -
0.5 E
00 1 v 1 M 1 T 1 v 1 r 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 4.1: Perfiles de la presion adimensional, p, como una funcién de la
coordenada longitudinal, X, para ocho valores diferentes de 8, en Y = 1,0.
Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e = 0,01 y § = 0.

En la figura 4.1 se muestran los perfiles de la presién adimensional, p,
como una funcion de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores dife-
rentes de 8, en Y = 1,0. Los valores de los pardmetros adimensionales son:
Re=1,e=0,01 y 6 =0. Como se observa en la grafica y en los resultados
obtenidos, la presién es una funcién de la coordenada longitudinal y mues-
tra un comportamiento lineal; es decir, en la entrada del microcanal existe
un valor maximo que toma la presion, mientras que en la salida se alcanza
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un valor minimo. Tal y como se expresa en los pardmetros adimensionales,
se esta analizando el caso en las paredes del microcanal (Y = 1), donde
no hay deslizamiento (0 = 0), y las tnicas variaciones que se presentan
estan en términos del parametro 3, parametro que analiza el efecto de per-
mear el fluido en la direccién transversal sobre las paredes del sistema. Los
perfiles de la presion tienen un comportamiento muy similar entre si, para
los distintos valores de 3, desde la entrada del microcanal hasta la salida.
Conforme el pardmetro adimensional S aumenta, existe una ligera caida
en la presion, siendo mucho més notoria en la entrada. Esto se debe a que
conforme haya una mayor pérdida de fluido por las paredes del microcanal,
habra una menor cantidad de flujo circulando en la direccién longitudinal,
aspecto que propiciard una disminucién en la caida en la presién, siendo el
caso més extremo cuando 3 = 1x 107>, caso en donde existe mayor perdida
de fluido en la direccién transversal. En otras palabras, existe una caida de
presién cuando se tiene mayor fluido permeado por las paredes. Cuando el
permeado es minimo, la presién en las paredes es la maxima. Como ya se
comento, para todos los perfiles, el comportamiento es lineal, sin cambios
repentinos, lo que nos indica un flujo estacionario, segin lo que esperamos
para un flujo laminar a bajos nimeros de Reynolds, como consecuencia de
la microfluidica.

En la figura 4.2 se muestran los perfiles de la presién adimensional,
P, como una funciéon de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores
diferentes de 3, en Y = 0,4. Los valores de los parametros adimensionales
son: Re =1, ¢ = 0,01 y 6 = 0. Notamos que las variaciones en la presién
se relacionan con la posicion en X, de modo que existe una funcién para
la posicién en Y = 0,4. El comportamiento nuevamente es de una pequena
caida de presiéon que depende de la variacion del parametro adimensional 3.
Con esta gréfica podemos observar que la presién no se ve afectada por la
variacion de la coordenada transversal Y, inicamente por la posicion en X.
Como se observa, los perfiles de la presiéon en la coordenada longitudinal en
la figura 4.2 tienen un mismo comportamiento, que en la figura 4.1. El valor
maximo coincide en ambos casos para la presiéon adimensional p. De igual
manera, se conserva una relacién lineal para todos los casos, con ligeras
caidas de presién, que son mas notorias en la entrada del microcanal, que
en la salida. Ademés es en este punto donde se obtiene el valor minimo
para este parametro. Todas las curvas convergen al mismo valor minimo
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Figura 4.2: Perfiles de la presiéon adimensional, p, como una funcién de la
coordenada longitudinal, X, para ocho valores diferentes de 8, en Y = 0,4.
Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e = 0,01 y § = 0.

en la salida del microcanal.

En la figura 4.3 se muestran los perfiles de la presién adimensional, p,
como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para tres posiciones
diferentes en la coordenada transversal Y. Los valores de los parametros
adimensionales son: Re = 1, e = 0,01, § =0y 8 = 1 x 107°. La presién
adimensional p como funcién de la coordenada longitudinal X, tiene el
mismo comportamiento para cada valor de Y. Pese a que en la gréfica
se observa una sola recta en color azul, y pudiera interpretarse que la
presion en las posiciones seleccionadas siguen el mismo patrén que Y =
1, y atn en el cuadro donde se agrandan los valores no se nota alguna
variacién, los valores para cada caso no son exactamente iguales, existe
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Figura 4.3: Perfiles de la presién adimensional, p, como una funcién de la
coordenada longitudinal, X, para tres posiciones diferentes en la coorde-
nada transversal Y. Los valores de los parametros adimensionales Re = 1,
e=001,0=0ypB=1x1075.

una ligera caida de presion conforme el fluido se aproxima a las paredes
por donde ocurre la filtraciéon. No obstante, la diferencia entre cada valor
es muy pequeiia, del orden de 1 x 1075, tal que en la practica no se ve
una diferencia. Entonces los perfiles de presiéon para cada valor de Y, va
disminuyendo gradualmente conforme se aproxima a las paredes, pero esta
caida de presion es despreciable, por lo que solo se ve una variacién real
en la coordenada longitudinal X. El perfil de presiéon también tiene un
comportamiento lineal, con el valor méximo en la entrada, y el valor minimo
a la salida del microcanal. Considerando que el pardmetro relacionado con
la permeabilidad de la membrana, 5 = 1 x 107°, el cual es el maximo valor
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de §, y aun asi no se modifica considerablemente la presién a lo largo de la
coordenada transversal, ocurre lo mismo con los deméds valores de 3, por
ser menor el fluido permeado a través de las paredes.

1 N I v 1 v 1 v 1 M I
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Figura 4.4: Perfiles de la presion adimensional, p, como una funcién de la
coordenada longitudinal, X, para ocho valores diferentes de 8, en Y = 0,8.
Los valores de los pardmetros adimensionales Re = 1, ¢ = 0,01 y § = 0,01.

En la figura 4.4 se muestran los perfiles de la presion adimensional,
P, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores
diferentes de 8, en Y = 0,8. Los valores de los parametros adimensionales
son: Re =1, ¢ = 0,01 y 6 = 0,01. El comportamiento en la gréafica 4.4 es
muy similar al de las gréaficas 4.1 y 4.2, mostradas anteriormente. En todos
los casos se escogié una posicién aleatoria en la coordenada transversal Y.
En este caso se observa la caida de presién conforme se desplaza el fluido
por el microcanal, en direccién longitudinal X, donde nuevamente existe
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una relacién inversamente proporcional al pardmetro 8 relacionado con la
permeabilidad del fluido por las paredes. En la entrada del microcanal es
donde se observa el mayor valor, y a la salida se tiene el menor valor de
p. A diferencia de las anteriores figuras 4.1 y 4.2, el valor méximo que se
alcanza en esta figura 4.4 es menor comparado con el valor de la condicién
sin deslizamiento, cuando el valor de § = 0. Sin embargo, los demaés factores
que determinan su comportamiento son iguales, como en la relacién lineal
de la presién adimensional p con la posicién longitudinal X. Igualmente,
al mayor valor del pardmetro 3 le corresponde el menor valor de presién p,
puesto que existe una mayor cantidad de fluido permeado por las paredes,
y es menor la cantidad de fluido que circula en la direccién longitudinal X.
Este mismo comportamiento se observa conforme el fluido se desplaza en
direccion transversal Y.

En la figura 4.5 se muestran los perfiles de la presién adimensional, p,
como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para tres posiciones
diferentes en la coordenada transversal Y. Los valores de los pardmetros
adimensionales son: Re=1, e =0,01, 6§ =0,01 y 8 =1 x 10~°. La funcién
entre la variable adimensional p y la coordenada longitudinal X para los
tres distintas posiciones en la coordenada transversal Y, tiene un comporta-
miento lineal como se observa en la grafica. Los tres perfiles para la presién
P tienen el mismo patrén que se observa anteriormente en la figura 4.3, que
la diferencia entre cada recta no es notoria a simple vista, ain acercando
el rango de la proyeccién como se ve en el cuadro inferior izquierdo. No
obstante, la presion no es exactamente la misma para cada caso, conforme
el fluido se aproxima a las paredes la presion disminuye, por lo que el valor
minimo de la presién se encuentra justo en Y = 1. La variacién entre cada
perfil graficado es mas notoria a la entrada del microcanal, en X = 0. Tam-
bién presion maxima se encuentra a la entrada del microcanal, y todas las
rectas convergen al valor minimo en la salida del microcanal. Comparado
con el caso sin deslizamiento observado en la figura 4.3, la presién maxima
en la figura 4.5 es menor, debido a que se esté filtrando la maxima cantidad
de fluido posible, y que el fluido que se desplaza en direccién longitudinal
lo hace con facilidad, gracias al desplazamiento en las paredes. En cuanto
a otras caracteristicas permanecen igual en ambos casos, por ejemplo, la
presion minima se encuentra a la salida del microcanal, y no cambia la
presién respecto a la coordenada transversal Y. Sin embargo, si aumentara
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Figura 4.5: Perfiles de la presiéon adimensional, p, como una funcién de la
coordenada longitudinal, X, para tres posiciones diferentes en la coorde-
nada transversal Y. Los valores de los pardmetros adimensionales Re = 1,
€=0,01,=001ly3=1x10"°.

el parametro 3, relacionado con el flujo permeado a través de las paredes,
el valor de p aumentaria, debido a que se desplaza una mayor cantidad del
fluido total en direccién longitudinal.

En la figura 4.6 se muestran los perfiles de la presién adimensional, p,
como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores
diferentes de 9, en Y = 0,4. Los valores de los parametros adimensionales
Re=1,¢=0,01y S =1x 1075 La funcién de la presién p guarda una
relacion lineal que tiene su valor méaximo en la entrada, y converge al valor
minimo a la salida del microcanal. El perfil que tiene el valor maximo es
el caso sin deslizamiento, y la recta con la menor presién es el caso con
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Figura 4.6: Perfiles de la presién adimensional, p, como una funcién de la
coordenada longitudinal, X, para cuatro valores diferentes de J, en ¥ =
0,4. Los valores de los parametros adimensionales Re = 1, ¢ = 0,01 y
B=1x1075.

el maximo deslizamiento. Debido a que se estan graficando los valores con
el maximo valor del pardmetro 8 es que disminuye el valor de la presién
maxima para todos los casos. Ademads de esto, el tener el maximo valor del
deslizamiento § hace que el fluido se desplace con mayor facilidad, por lo que
con ambas condiciones la presién total observada disminuye. El estar mas
cerca del centro del microcanal que a las paredes no se nota una diferencia
significativa, comparado con la presion en las paredes, cuando Y = 1.
Finalmente, podemos predecir que las gréficas con un menor valor de (3,
haria que aumentara un poco maés el valor méximo a la entrada de todos
los perfiles graficados, y estos convergerian igualmente al valor minimo a
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la salida del sistema, con un comportamiento lineal. Debido a que se esta
desplazando una mayor cantidad de fluido en direccién longitudinal, y es
poco el que se filtra por las paredes, es que se observaria este cambio en
la presion. Todos estas conductas apoyan los comportamientos observados
anteriormente y nos confirman la veracidad de los resultados observados.

Figura 4.7: Perfiles de la velocidad adimensional, %, como una funcién de la
coordenada transversal, Y, para cuatro posiciones diferentes de la coorde-
nada longitudinal X. Los valores de los parametros adimensionales Re = 1,
e=001,0=0yB=1x1075.

En la figura 4.7 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional, ,
como una funcién de la coordenada transversal, Y, para cuatro posiciones
diferentes de la coordenada longitudinal X. Los valores de los pardmetros
adimensionales son: Re =1, e = 0,01, § =0y 8 = 1 x 107°. La relacién
entre la velocidad % y la posicién Y mantiene un comportamiento simple,
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para todos los valores de la posicién longitudinal X. Se observa la caida
de velocidad mientras se analiza el fluido desde el centro del microcanal
hasta las paredes, donde se nota que la caida del valor de la velocidad es
gradual, hasta llegar al valor minimo en las paredes del microcanal. La
velocidad méaxima la encontramos en el centro del microcanal, en Y =0, y
en la posicién mas cercana a la entrada del microcanal. Por consiguiente, el
valor minimo de la velocidad se obtiene en la curva que analiza la velocidad
en la salida del microcanal. Los resultados concuerdan con lo esperado,
que la velocidad méaxima se encuentra en la entrada del microcanal, en el
centro del mismo. Ademd&s notamos como la velocidad disminuye conforme
el fluido se aproxima a la salida del microcanal. Como el valor del parametro
de deslizamiento § = 0, todos los perfiles convergen en Y = 1, donde le
corresponde el valor de 4 = 0. La caida en la velocidad % es méas notoria
a la entrada del microcanal. Considerando que se simularon los perfiles de
velocidad con el méximo valor de 8 =1 x 107°, el valor de @ serfa menor,
si se comparara con los resultados obtenidos con un valor de § menor, ya
que disminuiria la velocidad ©, pues se estaria filtrando por las paredes
una menor cantidad del fluido que entra al sistema, y como consecuencia
incrementaria .

En la figura 4.8 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
, como una funcién de la coordenada transversal, Y, para ocho valores
diferentes de 5, en X = 0,4. Los valores de los parametros adimensionales
son: Re = 1, e = 0,01 y 6 = 0. Se aprecia la variacion de la velocidad
4 en funcién de la posicién Y, con el pardmetro de deslizamiento § = 0.
Dada esta condicién, el valor de la velocidad en las paredes (Y = 1), es
igual a cero, @« = 0. En cuanto a la posicién longitudinal, se analizan los
efectos con los valores dados para cada pardmetro, en una zona cercana
al centro del microcanal, que para fines préacticos se obtienen los mismos
valores y la misma conducta. La diferencia entre cada perfil es notoria
principalmente en el centro del microcanal, en Y = 0, donde se notan los
efectos de aumentar disminuir el valor del parametro adimensional 5. De
todos los ejemplos mostrados, la velocidad méaxima se encuentra en el caso
en el que B = 1x1078, es decir, donde se estd permeando la menor cantidad
de fluido. El perfil con la menor velocidad en el centro del microcanal es
cuando 8 =1 x 107°. En un anélisis en la entrada del microcanal, X = 0,
se veria un incremento en la velocidad méxima en el centro del microcanal,



44 CAPITULO 4. RESULTADOS

1.6 T T T T T T T T T T

1.4
1.2

1.0

ey

0.8 +

0.6 +
0.4 +

0.2 —

0.0 -

Figura 4.8: Perfiles de la velocidad adimensional, %, como una funcién de la
coordenada transversal, Y, para ocho valores diferentes de 3, en X = 0,4.
Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e = 0,01 y § = 0.

en Y = 0, comparado con los valores para esta figura.

En la figura 4.9 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional, ,
como una funcién de la coordenada transversal, Y, para cuatro posiciones
diferentes de la coordenada longitudinal X. Los valores de los parametros
adimensionales Re = 1, ¢ = 0,01, § = 0,01 y 8 = 1 x 107°. Se presenta
la velocidad @ como funcién de la posiciones transversal Y principalmente,
y como esta se relaciona con la posicién longitudinal X. En el centro del
microcanal, en Y = 0 se tiene el valor maximo de , siendo el valor maximo
de todos los perfiles el més cercano a la entrada del microcanal, y el perfil
con la menor velocidad en el centro se encuentra en la salida del sistema
en X = 1, como se observa en el cuadro inferior izquierdo. El cambio o
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Figura 4.9: Perfiles de la velocidad adimensional, %, como una funcién de la
coordenada transversal, Y, para cuatro posiciones diferentes de la coorde-
nada longitudinal X. Los valores de los pardmetros adimensionales Re = 1,
€=0,01,§=001y3=1x10""°.

calda en la velocidad es mas notorio en las curvas graficadas que estan mas
cerca a la entrada del microcanal, y cuando se acercan a la salida, la caida
de velocidad es menor para distintas posiciones de la coordenada X. Por
otro lado, al analizar los efectos en las paredes, con el valor maximo para
el parametro de deslizamiento 6 = 0,01, la velocidad en Y = 1 es diferente
de cero. En la aproximacién del cuadro superior derecho que se encuentra
dentro de la figura, se observa como el valor para todos los perfiles converge
en este punto, pero no llega a ser cero. comparado con la velocidad total
4 del fluido es casi despreciable. Sin embargo, si se modifican los valores
de las variables involucradas en el andlisis con este cambio de condiciones.
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Todas las curvas se encuentran en este punto, por lo que la velocidad a
lo largo del eje longitudinal X cumplen con esta condicién. Por efecto de
la filtracion, la velocidad @ disminuye, conforme el pardmetro 8 aumenta.
Entonces, para valores menor de [, la velocidad % aumentaria respecto a
los valores observados en esta figura.
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Figura 4.10: Perfiles de la velocidad adimensional, @, como una funcién de
la coordenada transversal, Y, para ocho valores diferentes de 3, en X = 0,4.
Los valores de los pardmetros adimensionales Re = 1, ¢ = 0,01 y § = 0,01.

En la figura 4.10 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
i, como una funcién de la coordenada transversal, Y, para ocho valores
diferentes de 3, en X = 0,4. Los valores de los parametros adimensionales
Re =1, =0,01 y 6 = 0,01. El comportamiento como se puede ver, se
asemeja al que existe en la figura 4.8, con una caida de la velocidad @ para
cada valor de 3, la cual es evidente en el centro del microcanal, como lo
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demuestra el cuadro inferior izquierdo que ofrece una mejor vista de los
perfiles de velocidad. La diferencia con la figura 4.8 radica en el cambio
de la condicién de deslizamiento, con el valor maximo del pardmetro §.
El resultado es que las curvas graficadas convergen en Y = 1, donde la
velocidad tiende a cero, sin llegar a ese valor, entonces se puede asegurar
que se cumple la condicién de deslizamiento, y la velocidad @ en las paredes
es diferente de cero.
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Figura 4.11: Perfiles de la velocidad adimensional, %, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores diferentes de d, en
Y = 0. Los valores de los pardmetros adimensionales Re = 1, ¢ = 0,01 y
B=1x1075.

En la figura 4.11 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
%, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores
diferentes de &, en Y = 0. Los valores de los parametros adimensionales
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Re=1,6=0,01y 8=1x1075. En el centro del microcanal, la velocidad
maxima se tiene a la entrada, cuando el parametro § = 0. El parametro
adimensional 8 indica que el fluido que se estd filtrando por las paredes
permeables es el valor maximo para todos los casos estudiados, asi que
la velocidad © aumenta en todo el sistema, sobre todo en las zonas mas
cercanas a las paredes, donde se presenta un deslizamiento en direccién de
la coordenada longitudinal X. En consecuencia, la velocidad @ en el centro
del microcanal disminuye con la condiciéon de deslizamiento, y es maximo
su valor cuando § = 0. La caida de la velocidad es evidente a la entrada
del microcanal, en X = 0, y permanece esta diferencia constante en todo
el recorrido longitudinal dentro del microcanal. A medida que el fluido se
desplaza por el microcanal la velocidad disminuye progresivamente, con
un comportamiento no lineal, hasta llegar a su valor minimo a la salida.
Como se espera, en X = 1 la velocidad % es menor que en la entrada, en
X = 0, sin embargo el valor es diferente de cero. El valor de la velocidad
adimensional u es superior a 1, indica que en este punto la velocidad es
superior a la velocidad caracteristica.

En la figura 4.12 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
4, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores
diferentes de §, en Y = 0,5. Los valores de los parametros adimensionales
Re =1, =001y 8 =1x 107 En este punto, la relacién de la velo-
cidad @ con la posicién X no permanece constante para los valores de 4,
como se observa en los tres cuadros que agrandan la figura para observar
el comportamiento de los perfiles. En la entrada del microcanal, en X = 0,
la velocidad % es méxima para todos los casos. Cuando no se tiene des-
lizamiento, el parametro § = 0, y la velocidad 4 es la maxima de todos
los perfiles que se muestran, mientras el caso con el maximo deslizamiento
6 = 0,01 le corresponde la menor velocidad. Conforme el fluido se despla-
za e incrementa el valor de la coordenada longitudinal X, los perfiles se
van invirtiendo de orden. Aproximadamente a la mitad del microcanal se
encuentra el punto donde se cruzan estos perfiles. En el cuadro superior
derecho se observa la conducta descrita. A la salida la velocidad 4 es la
minima. Su valor adimensional se aproxima a la unidad. La velocidad
en este punto es diferente de cero. En este punto, el caso con el méximo
deslizamiento, 6 = 0,01, es la méxima velocidad de todos los perfiles, y la
minima velocidad @ se presenta cuando no hay deslizamiento, 6 = 0. Esta
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Figura 4.12: Perfiles de la velocidad adimensional, @, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores diferentes de J, en
Y = 0,5. Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e =0,01 y
B=1x1075.

conducta se debe a que la velocidad @ en las paredes es cero para § = 0,
contrario al caso para § = 0,01, donde la velocidad depende del valor del
parametro de desplazamiento en las paredes 6.

En la figura 4.13 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
1, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores
diferentes de 4, en Y = 1,0. Los valores de los parametros adimensionales
Re =1, =001y B8 =1x 10" En el anslisis de @ en funcién de
la coordenada longitudinal X, se observa que la velocidad a la entrada
tiene aproximadamente el mismo valor que en la salida del microcanal.
Para § = 0 el comportamiento es lineal. Se cumple que la velocidad tiene el
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Figura 4.13: Perfiles de la velocidad adimensional, @, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores diferentes de 9, en
Y =1,0. Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e = 0,01 y
f=1x1075.

mismo valor en todo el microcanal. Para § = 0, la velocidad @ = 0. Para los
demads valores de §, se puede notar que la velocidad del fluido a la entrada
es ligeramente superior que en la salida. Primeramente, se puede apreciar
que los valores que toma u son pequenos comparados con los resultados
obtenidos para la misma variable en Y = 0, donde llega a su valor maximo.
Esto se debe a que se estudia la velocidad del fluido que estd justo en
contacto con las paredes del microcanal, en ¥ = 1. Sin embargo, esta
conducta indica que si existe una contribucién en la velocidad @ en direccion
longitudinal X debido a la variacién del pardmetro de deslizamiento 4, que
se vuelve més relevante conforme incrementa. Su comportamiento es similar
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a los vistos anteriormente para la misma variable, donde su valor maximo
se encuentra a la entrada, y disminuye progresivamente hasta llegar a su
valor minimo a la salida.
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Figura 4.14: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores diferentes de 3, en
Y = 1,0. Los valores de los parametros adimensionales Re =1, =0,01 y
60 =0.

En la figura 4.14 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
v, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores
diferentes de 3, en Y = 1,0. Los valores de los parametros adimensionales
son: Re =1, ¢ = 0,01 y § = 0. La velocidad en direccién transversal ¢ en
funcién de la coordenada longitudinal X presenta una relacién lineal para
todos los valores de X, donde el valor méaximo de v para todos los perfiles
se encuentra en la entrada, en X = 0, y disminuye hasta su valor maximo
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cuando X = 1. En este punto convergen todos los perfiles de ©. Los perfiles
de la velocidad presentan una caida notoria especialmente a la entrada. De
todos los casos analizados, es para = 1 x 107°, el valor maximo que se
relaciona con la permeabilidad de las paredes permeables, el que tiene el
mayor valor de la velocidad en direccién transversal v. El menor valor de
¥ le corresponde al perfil con el menor valor de 8 = 1 x 1078, El anélisis
se efectud justo en las paredes del microcanal (Y = 1) donde se observa el
efecto de la filtracién, y la velocidad del fluido dependiendo del parametro
5. El efecto del pardmetro § = 0 ocasiona que la velocidad @ sea igual a 0
en Y =1, y en consecuencia la velocidad ¥ en las paredes es maxima.
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Figura 4.15: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores diferentes de 3, en
Y = 0,2. Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e = 0,01 y
6 =0.



53

En la figura 4.15 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
v, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores
diferentes de 8, en Y = 0,2. Los valores de los pardametros adimensionales
son: Re = 1, ¢ = 0,01 y § = 0. El rango de los valores que se presentan
disminuyen considerablemente conforme se desplaza la zona de andlisis des-
de las paredes y se aproxima hacia el centro del microcanal. La conducta
de los perfiles de la velocidad ¥ es semejante para todos los valores de la
coordenada transversal Y. En la entrada se tiene la velocidad méxima, y
la caida de los valores de la velocidad més evidente. El valor méaximo de 3
le corresponde el perfil con la méxima velocidad v a la entrada. La veloci-
dad para los valores més pequenios de 5 incluidos en el estudio permanece
aproximadamente en el mismo valor minimo en la entrada que en la salida.
Debido al valor minimo del parametro 8 que se relaciona con la permea-
bilidad, la cantidad del fluido que se filtra por las paredes es casi nula, y
por lo tanto existe muy poca influencia reflejada para la velocidad 0. A
la salida del sistema todos los perfiles convergen en el valor minimo. La
relacion entre estas variables, v y X, tienden a un comportamiento lineal
también cuando se aproximan al centro del microcanal.

En la figura 4.16 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
¥, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para seis posiciones
diferentes en la coordenada transversal Y. Los valores de los pardmetros
adimensionales Re = 1,¢ = 0,01, § =0y 8 = 1 x 10~°. El comportamiento
para distintos valores de la posicién en la coordenada transversal Y, man-
tienen el mismo comportamiento observado en las anteriores graficas. La
velocidad v tiene su valor maximo en la entrada. En esta zona, conforme se
acerca hacia las paredes, la velocidad transversal © aumenta. La velocidad
maxima para v se presenta en X = 0y Y = 1, mientras que en el centro
del microcanal, en Y = 0, tiene su valor minimo. Este ultimo caso presenta
la misma velocidad desde la entrada hasta la salida del microcanal. Tam-
bién es en la salida del sistema, X = 1, donde todos los perfiles graficados
convergen en el mismo valor minimo. Cuando no existe deslizamiento en
las paredes como lo indica el pardmetro 6 = 0, la velocidad © tiene su valor
méximo, comparado con los otros caso con deslizamiento, cuando § # 0,
especialmente cuando su valor es maximo, en 6 = 0,01.

En la figura 4.17 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
¥, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores



54 CAPITULO 4. RESULTADOS

0.3 T T T T T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.16: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién de
la coordenada longitudinal, X, para seis posiciones diferentes en la coorde-
nada transversal Y. Los valores de los pardmetros adimensionales Re = 1,
e=001,0=0yB=1x1075.

diferentes de 4, en Y = 1,0. Los valores de los pardmetros adimensiona-
les Re =1, = 0,0l y 8 =1 x 1075, La relacién que se observa para
los valores propuestos del pardametro d que define el deslizamiento tienen
un comportamiento muy similar entre si. Todos los perfiles graficados se
aproximan en la salida del microcanal, asi como en la entrada con valores
muy cercanos entre si, tal que en el cuadro inferior derecho se acercan los
perfiles para observar como la caida en la velocidad es casi imperceptible.
Centrandose en el cuadro que agranda los valores, el perfil con la velocidad
maéaxima le corresponde al valor de § = 0, cuando no hay deslizamiento. Co-
mo se observa, el flujo que se estd filtrando por las paredes indicado con el
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Figura 4.17: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para cuatro valores diferentes de J, en
Y =1,0. Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e =0,01 y
B=1x1075.

pardmetro 3 es el maximo incluido, igual a 1 x 107°, por lo que la velocidad
del fluido filtrado es la méxima posible para este estudio. La gréfica nos
demuestra que la velocidad en direccién transversal ¥ se ve afectada por la
condicion de deslizamiento en las paredes, determinada por §, evidente en
la entrada del fluido al microcanal, hasta la salida, donde tienen el mismo
valor de velocidad 9.

En la figura 4.18 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
¥, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores
diferentes de 8, en Y = 1,0. Los valores de los parametros adimensionales
Re=1,e=0,01 y § =0,01. El comportamiento de la velocidad es igual
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Figura 4.18: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores diferentes de 3, en
Y =1,0. Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e = 0,01 y
0 = 0,01.

al que se observa en la figura 4.14, que muestra los perfiles de la velocidad
para distintos valores de 8 para el mismo valor de la coordenada transversal
Y =1, con la diferencia que varia el parametro §, que ahora en lugar de ser
0 tiene el valor maximo, de § = 0,01. La tnica diferencia que se observa es
que los valores de la velocidad a la entrada, asi como la caida de velocidad
entre cada uno de los perfiles de velocidad, son menores para todos los
casos. El perfil méas notorio es el superior, para el valor de 8 =1 x 1075,
que tiene un valor inferior, comparado con el valor de la velocidad © para
el mismo valor de 8 y X. La diferencia mostrada es muy poco perceptible.
Excepto por estas conductas mencionadas, coincide con los otros rasgos de
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comportamiento caracteristicos de la variable adimensional en cuestion.
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Figura 4.19: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién de
la coordenada longitudinal, X, para seis diferentes posiciones de la coorde-
nada transversal, Y. Los valores de los parametros adimensionales Re = 1,
€=0,01,§=001y3=1x10""°.

En la figura 4.19 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
v, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para seis diferentes
posiciones de la coordenada transversal, Y. Los valores de los pardametros
adimensionales Re =1, e = 0,01, § = 0,01 y S =1 x 107°. A diferencia de
la figura 4.16, el pardmetro J relacionado con el deslizamiento es diferente
de cero, por lo que toma el méaximo valor incluido en este caso de estudio,
6 = 0,01. El comportamiento es similar, como se ha observado en los casos
que se varia unicamente el parametro 3, con un valor maximo a la entrada,
y una caida de presiéon conforme incrementa la variable de la coordena-
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da transversal Y, con lo que se demuestra que la velocidad en direccion
transversal es menor conforme se acerca el punto de andlisis al centro del
microcanal. En Y = 0 para todos los valores de X se mantiene la velocidad
v en el mismo valor. Para los demds perfiles, la velocidad es maxima a
la entrada del microcanal, y en X = 1 convergen todos los perfiles en el
minimo valor. Comparando la figura 4.16 con esta figura 4.19, se observa
una minima diferencia, respecto al valor maximo que toma la variable v,
el cual es inferior en este ultimo caso, debido a que el fluido circula con
mayor facilidad a lo largo de la coordenada longitudinal X, gracias al desli-
zamiento que se encuentra en las paredes, lo cual incrementa el valor de la
velocidad longitudinal 4, y en consecuencia disminuye el valor maximo de
la velocidad en direccién transversal 0. La velocidad de filtracién del fluido
sigue siendo la maxima, puesto que el parametro que incluye la filtracién
en el andlisis tiene su maximo valor: 8 = 1 x 107°. Para menores valores
de 3, se observaria una caida en todos los perfiles de velocidad v.

En la figura 4.20 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
¥, como una funcién de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores
diferentes de 3, en Y = 0,2. Los valores de los parametros adimensionales
son: Re =1, = 0,01 y § = 0,01. En una posicién més cercana al centro
del microcanal, el valor de la velocidad v disminuye respecto a su valor
maximo que se encuentra en las paredes del microcanal. Cuando se estudian
los efectos de variar el pardametro S en una misma posicion se observa
nuevamente que en la entrada se encuentra el maximo valor de la velocidad
v. Conforme continia el flujo hacia la salida, va cayendo en una relacién
que esencialmente es lineal. En la salida se encuentra el valor minimo para
esta variable, donde convergen todos los perfiles. El efecto de aumentar
el parametro de deslizamiento § se ve reflejado en el valor maximo de
la velocidad a la entrada, y de ahi en adelante disminuye hasta su valor
minimo a la salida. El caso que presenta la maxima velocidad a la entrada
le corresponde al pardmetro 8 =1 x 107°, que nos indica que la velocidad
de permeado es la maxima. Para menores valores de 3, se va notando una
caida de la velocidad a la entrada, hasta converger en el valor minimo a la
salida. Para el menor valor de 3, la velocidad es minima a lo largo de todo
el microcanal.

En la figura 4.21 se muestran los perfiles de la velocidad adimensional,
¥, como una funcién de la coordenada transversal, Y, para cuatro valores
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Figura 4.20: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién
de la coordenada longitudinal, X, para ocho valores diferentes de 3, en
Y = 0,2. Los valores de los pardmetros adimensionales Re =1, e =0,01 y
0 =0,01.

diferentes de 4, en X = 0,8. Los valores de los pardametros adimensiona-
les son: Re =1, ¢ = 0,01 y 8 = 1 x 107°. La relacién entre la velocidad
transversal ¥ y la coordenada transversal Y para una posicién dada en
la coordenada longitudinal, presenta un comportamiento no lineal, que va
incrementando conforme el fluido se acerca a las paredes del microcanal.
Cuando Y = 0, en el centro del microcanal, todos los perfiles de la varia-
ble de la velocidad © tiene su minimo valor. Conforme Y incrementa, los
perfiles divergen hasta llegar a su valor maximo en las paredes. El perfil
que se observa en la parte superior es el que no incluye deslizamiento en
las paredes, segin el parametro § = 0. El perfil que tiene la menor velo-
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Figura 4.21: Perfiles de la velocidad adimensional, ¥, como una funcién
de la coordenada transversal, Y, para cuatro valores diferentes de 4, en
X =0,8. Los valores de los parametros adimensionales Re =1, e = 0,01 y
f=1x1075.

cidad en Y = 1 es el andlisis realizado con el maximo valor de la variable
6 = 0,01. La relacién inversamente proporcional indica que a un mayor
valor de deslizamiento determinado con un mayor valor del parametro de
deslizamiento § se obtendra como resultado una menor velocidad en direc-
cion transversal ©. El andlisis se puede considerar en dos partes debido a
su comportamiento. Cuando Y tiene sus valores mas cercanos al centro del
microcanal la velocidad tiene un comportamiento casi lineal. Cuando los
valores de la coordenada se acercan a las paredes del microcanal, los perfiles
tienden a un comportamiento no lineal, hasta llegar a su valor maximo en
Y = 1. En estudio de esta figura 4.21 se efectué en una posiciéon cercana a
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la salida del sistema. Para valores mas cercanos a la entrada del microca-
nal, se observaria que los valores maximos a los que tiende la variable de la
velocidad © serian superiores, comparados con los obtenidos para este caso
de estudio.
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Figura 4.22: Perfiles del caudal adimensional, Q, como una funcién del valor
de la permeabilidad, 8, para dos valores diferentes de 4. Los valores de los
parametros adimensionales Re = 1, ¢ = 0,01.

En la figura 4.22 se muestran los perfiles del caudal adimensional, Q,
como una funcién del valor de la permeabilidad, 3, para dos valores di-
ferentes de §. Los valores de los pardmetros adimensionales son: Re = 1,
e = 0,01. En la figura se observa una variacién debido a la condiciéon de
deslizamiento.Se aprecia una diferencia en el gasto volumétrico para los
dos casos opuestos de la condicion de deslizamiento, los valores maximos
y minimos: § = 0,01 y § = 0. Como se observa en el perfil del caudal Q,
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cuando se compara el gasto volumétrico en direccién longitudinal contra
el volumen permeado en direccién transversal, se observa una relacién in-
versamente proporcional. Para un valor minimo de permeado se tiene el
maximo gasto volumétrico, y para el maximo permeado le corresponde el
gasto minimo. El comportamiento es aproximadamente lineal, como se ob-
serva en los resultados graficados. Comparando ambos perfiles, se observa
que el caso con el maximo deslizamiento tiene un caudal ligeramente mayor
que el caso sin deslizamiento. Para los valores menores del parametro 5 la
diferencia es imperceptible, pero segun incrementa 3, los perfiles indican
que se tiene el minimo caudal, y la diferencia es evidente, lo que indica
que cuando el fluido permeando por las paredes es minimo, el caudal es el
mismo, ya sea que se incluya la condicién de deslizamiento, § # 0, o que el
parametro de deslizamiento se igual a cero, § = 0.



Capitulo 5

Conclusiones

Para el presente trabajo de tesis, se hace uso de las ecuaciones de mo-
mentum acopladas con la ecuacién de continuidad en dos dimensiones. La
metodologia utilizada consistiéo en la adimensionalizacién del sistema de
ecuaciones con ayuda de un andlisis de orden de magnitud. Tomando en
cuenta que las ecuaciones son altamente no lineales por los términos con-
vectivos, se propone resolver el sistema de ecuaciones mediante la técnica
de elemento finito. Para este fin, se hace uso del software de uso libre Free-
Fem++.

Tal y como se puede apreciar en los resultados, los parametros adimen-
sionales mas relevantes son 8 y d, donde el primero representa el permeado
del fluido a través de las paredes del microcanal en la direccién transversal,
mientras que el segundo término, representa el efecto del deslizamiento so-
bre las paredes del microcnal, afectando al flujo inicamente en la direccién
longitudinal del fluido.

Como se observo en las ecuaciones de momentum y sus respectivas
condiciones de frontera, la velocidad en la direccién transversal tiene una
gran relacion con la caida de la presién en la direccién longitudinal, ya que
esta variable esta relacionada con el pardmetro adimensional 8. En este
sentido, a mayores valores de este parametro junto a la caida de presién,
produce un mayor permeado del flujo en esta direcciéon. Cabe destacar que
la caida de presién no se ve influenciada por el parametro 6.

Tomando en cuenta los comentarios anteriores, en el desarrollo del pre-
sente trabajo se lograron obtener resultados satisfactorios para el andlisis
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numérico de un fluido que circula en un microcanal con las condiciones es-
tablecidas de fluido permeado por las paredes y el deslizamiento sobre las
mismas, donde al ir aumentando el coeficiente de deslizamiento ¢, el flujo
volumétrico ) incrementa, porque mantienen una relacién directa propor-
cional con la velocidad longitudinal .

Otro aspecto a resaltar, es que existe balance de masa en el flujo que
circula por el microcanal, ya que cuando la velocidad en direcciéon longi-
tudinal & aumenta como una consecuencia del incremento en el coeficiente
de deslizamiento adimensional §, disminuye la velocidad transversal o, y
existe una menor cantidad de fluido permeando por las paredes.

Como una conclusion final, se pretende trabajar en el futuro con estds
mismas ecuaciones, pero ahora considerando que el fluido no es newtoniano,
lo que permitiria considerar a la viscosidad con una variable y no como
una constante, dandole mucho mayor realidad a un flujo sanguineo que
circula por un capilar, para posteriormente analizar distintos problemas
hemodinamicos en el tratamiento de algunas enfermedades vasculares.



Apéndice A

Adimensionalizacion de
Ecuaciones

Ecuacion de Continuidad

Comenzando por definir los parametros adimensionales que han de ser
usados para expresar las ecuaciones de continuidad y momentum

X Yy - u
X = — Y:— = —
L’ H’ Y U’
- v - p
v = — = 5 Al
w VP A (A1)

y del andlisis de orden de magnitud se puede notar el valor de la velocidad
caracteristica u..

Qo
Expresando el area transversal del microcanal en dimensionas fisicas
Qo Qo
=0 _ A3
A 2HW (A-3)
Entonces a partir de la misma ecuaciéon de continuidad expresada an-
teriormente 5 5
U v
—+—=0 A4
Oox + oy (A-4)
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y con el andlisis de orden de magnitud sabemos que ambos términos de la
ecuacién deben ser del mismo orden para que se cumpla la condicién de

continuidad
ou Ov

Rl

or Oy

Podemos expresar la misma ecuacion en funcion de sus valores carac-
teristicos.

(A.5)

U~ Ue, VYU,
x~L, y~H (A.6)
Entonces la ecuacién queda de la siguiente manera

Ue Ve

de modo que el valor de la velocidad caracteristica v, es

u.H
L

Ve = (A.8)
Expresando la ecuacién de continuidad A.4 en funcion de los pardmetros

caracteristicos A.1l ~ ~
Ue OU v, OV

Tox “moy " (4.9)
Sustituyendo el término A.8
uc 0u  u.H 1 0v
Lox T L moy (A-10)

Simplificando y factorizando los términos comunes

Ue ((OU OO
— ==+ =]=0 A1l
L <6X * 8Y> (A.11)
Para simplificar la ecuacién se puede expresar sin el factor que mul-
tiplica al término entre paréntesis, con lo que la ecuacién de continuidad
adimensional queda:
ou  0v



67

Ecuacion de Momentum en z

Para la adimensionalizacién de las ecuaciones de momentum debemos
definir primeramente las presiones adimensional p y caracteristica Ap.

nucL P —Dpo
Ap,. ~ =L = A3
Pe ™ T2 Ap, ( )

=1

La ecuacion de momentum en x se definen como:

ou ou Op ?u  0%u
el === —+ — A.l4
p<u8x+vay> 8x+n<8x2+8y2> ( )
expresada en funcién de los valores caracteristicos A.6 y A.13
e 00 sue 00N _ Ape 0p (uc0%0  ue 070
P\ Lox "™ Hoy )~ L ox ""\12012 T H2oY?2
(A.15)

Sustituyendo v, y factorizando los términos comunes, entonces

u? (_0u  _0u Ap. Op ue (H?0*u  0°u
L (“aX * ay) =L ax e <L28L2 - ayz) (4.16)

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por A%)

iuig *@4_*@ _—@—Fi& E@_{_azﬂ (A17)

AT \"ax T Yoy ax " Ap HZ\IZaLz " ay? '
sustituyendo la definicién de Ap de A.13 se pueden simplificar los términos
del lado derecho de la ecuacién.

puHH (_0u _0u op H? 9’1 0%*u
— | a=— — | =—== — = A.18
n L <“aX U5y ox "\ 2ar T oy (A.18)
Finalmente se sustituyen los pardmetros adimensionales
pucH H
Re = = — A.19
e=—, v e=7 (A.19)
La ecuaciéon de momentum en x adimensional es
_o0u  _0u op  ,0% 0%
el bl IS - - A2
eRe <“aX + ”aY> ox "oz T a2 (4.20)
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Ecuacién de Momentum en y

La definicién de la ecuaciéon de momentum en y

ov ov Op v 0%
i ) == — 4 — A.21
p<u693+1}8y> 6y+n<8x2 +8y2 ( )
se expresa en funcién de los valores caracterisicos A.6 y A.13
wgle 00 g 00N _ _ApeOp (Ve O°T v O
P\""Tox """Hoay )~ H av 120X2 " H20Y?

(A.22)
Sustituyendo A.8 y simplificando

w?H (.00 _0v Ap. Op ve (H? 0*0 0%
P12 <“aX ”ay) ~“woay Ve (L?@X? * ayz) (4.23)




Apéndice B

Velocidad u

Sin condicion de deslizamiento

La definicién del caudal de entrada es igual al producto de la veloci-
dad del fluido por el area de entrada, cuyas dimensiones son conocidas,
se desarrolla el siguiente andlisis. Las dimensiones del microcanal para la
entrada, como se observa en la figura 2.1, son 2H para la altura, y W pa-
ra la anchura del microcanal con dimensiones rectangulares. Entonces, la
definicién del caudal Qg es

Qo = / udA (B.1)
Qo = /u (2dyW) (B.2)
H
Qo = 2W/ udy (B.3)
0
Sustituyendo los pardmetros adimensionales propuestos en la tabla 2.1
1
Qo = 2Wuc/ uH dY (B.4)
0
1
Qo = 2HWuC/ udY (B.5)
0
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Volviendo a la definicién del caudal Q = u A, si A = 2H W, entonces
Qo = 2W Hu,, por lo que se simplifica de ambos lados de la ecuacion y
obtenemos la condicién que describe la velocidad en el microcanal en su
forma integral a la entrada del microcanal (X = 0).

/OlvldY— | (B.6)

La presién se expresa como funcién de la coordenada longitudinal X, por

lo que la velocidad en direccion longitudinal @ depende de la variacién de
la presién p respecto a X.

d*a

sy 9

P2 = oy

Puesto que la variacion de la presién p respecto a la posicién X es constante.

(B.7)

pX =C (B.8)

Integrando la variacién de la velocidad y la constante C

//dY< >deY C//deY (B.9)

du

Y = / (CLY + Co) dY (B.10)
_ Cl 9
w(Y)= =Y+ CY +C4 (B.11)

Para determinar los coeﬁcientes, se hace uso de las siguientes condiciones

du

— = B.12
dY |y _o 0 ( )

Junto con la condicién de no deslizamiento en las paredes

WY =1)=0 (B.13)
di
— =Y B.14
|y, ChY + O ( )
di
W v—o — Cl (O) + CQ — O (B15)




Cy=0
Sustituyendo en la ecuaciéon B.13
N Cy
WY =1) = (1) + Go(1) + G
Cy
—+C3=0
p T3
Entonces o
Cy=—7
La ecuacion de la velocidad @ queda en términos de Cy
C
a(Y) = Ciy2 &1
2 2
O bien c
a(Y) = 71 (Y2 -1)
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(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

En la funcién B.6 establecida para la velocidad se sustituye @(Y") expresada

en B.21, de modo que se tiene

/01 [021(1/2—1)} dy =1

Evaluando la integral

213
01[1_1]:1
2 13
Gl 2] _
2 31

Despejando, obtenemos finalmente el valor del coeficiente C

Ci=-3

(B.22)

(B.23)

(B.24)
(B.25)

(B.26)

(B.27)
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Por lo tanto, los valores de los coeficientes son
3
Ci=-3 Cy=0 Cs = 3 (B.28)
Sustituyendo en la ecuacién B.21

a(Y)==:(1-Y?) (B.29)

l\D\OJ

Con condicién de deslizamiento

Si se incluye la condicién con deslizamiento, la ecuacién B.13 se susti-
tuye por la siguiente condicién que expresa un diferencial de deslizamiento
cuando el fluido estd en contacto con las paredes Y = 1, junto con la

condicién B.12
~du

5

ay|y_,
La velocidad #(Y) tiene la forma de la ecuacién B.11, y se cumple la con-
dicién B.14, por lo tanto Co = 0 como en B.16. Entonces la funcién a(Y)

ay =1) = — (B.30)

es
C'l

a(Y)= =Y?+C;3 (B.31)

Haciendo uso de la condicién de deshzamlento B.30

d Cl 2 Cl
—0— Y B.32
5dY< +C>Y1 2()+03 (B.32)
—6(C1Y) = G +Cs (B.33)
y=1 2
-5 Cy = % +Cs (B.34)
Despejando Cs en término de C
1
Cs=—0Cy+ ﬁ = —-C (5 + 2) (B.35)
Sustituyendo en la ecuacion B.31, en términos de C}
a(y) = 9 B Yo} (B.36)
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C
wY) =5 (1+25 - Y?) (B.37)
Notamos que en la ecuacién B.37 se incluye el término 2 J, que modifica la

velocidad 4. Sustituyendo B.37 en B.6,

1
Cy
/0 {—2 (1+2 5—Y2)] dy =1 (B.38)
C y3)!
—la+20)y-=—| =1 (B.39)
2 3 1o
Evaluando la integral
IS Py (B.40)
2 3] '
Obtenemos el valor de C}
3
= _ B.41
“1="1735 (B-41)
Finalmente se sustituye en la ecuacién B.36
a(y):§ ! [1+26-Y? (B.42)
21436 '

Se puede comprobar que el resultado obtenido es correcto, si se sustituye
6 = 0, con lo que se obtiene el mismo resultado que la condicién de no
deslizamiento, obtenida en la ecuacién B.29.
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Apéndice C
Formulacion Variacional

En los términos convectivos que observamos la necesidad de incluir el
término temporal para escribir estos términos como la razén de cambio en
el tiempo de la velocidad u actual y anterior, multiplicada por la variable
auxiliar u,.

8u 8u . ou

Si reescribimos el término temporal como una diferencia finita

u™tt oy _, ou" . ou"

Y agrupando los términos

w1 _, our o ou”
At MT( AT( ax T ay>> (€-3)
Al escribir los términos convectivos de esta forma podemos hacer uso de

la funcién gonvect” que se encuentra en el programa de FreeFem. La parte
convectiva de la ecuacion momentum en X se introduce al software de la

siguiente manera

O(eRe) //

A dQ+O cRe) / —convect ([a",o"], A, a") d2 (C.4)
-
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El segundo término, el término que involucra la derivada de la presién
respecto a X, cambia del producto de la divergencia de una funcién por
una funcién auxiliar, a la integral de la variaciéon de la variable auxiliar u,
multiplicada por la presién p, segin la férmula de Green 3.4, mencionada

arriba.
f[en-[[s(3)m e

Para el dltimo término se utiliza la formula de Green 3.5 que establece
que la doble integral del producto de una funcién por la divergencia de otra
funcién es igual a la doble integral del producto escalar de la divergencia
de ambas funciones

9% U ou"™ Oug  OU™ Ouyg
//““<6X2 aw)‘m Ot //axax oy oy =0

(C.6)
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