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Resumen

En este trabajo se presenta la teoria de la propagacién de ondas mecdnicas en medios
eldsticos y viscoeldsticos lineales. En el desarrollo de la teoria se exponen las ecuaciones
que permiten describir el movimiento en coordenadas cilindricas como cartesianas.
Ademas se exponen los diferentes modelos de atenuacién para buscar simular el
comportamiento de medios realistas, asi mismo se hace un estudio de sus pardmetros
para conocer la interaccion con las ondas existentes en un medio isétropo viscoelastico
lineal. Dichos modelos se estudiaran desde un punto de vista matematico y fisico, con
énfasis en su aplicacion en la solucién de la ecuacién de onda en un pozo vertical a
cualquier escala.

Presento la formulacion y aplicacion de los dos métodos de simulacion empleados en el
desarrollo del estudio; el método de Diferencias Finitas y del Numero de Onda
discretizado (DWN por sus siglas en Ingles), los programas creados a partir de dichos
métodos representan la solucién numérica y semianalitica respectivamente, para tomar
en cuenta la generacidon y propagacion de ondas en la seccién de un pozo, de esta manera
se realiza la solucion de la ecuacion de onda en 2 dimensiones y en 2.5 dimensiones.

Los programas creados, a partir de los métodos de simulacion fueron modificados y
corregidos para tomar en cuenta, los diferentes modelos de atenuacién presentados en
este trabajo, con los parametros descritos en la teoria para realizar las simulaciones.

De igual manera se realizé un estudio para encontrar los diferentes pardmetros fisicos que
tomen en cuenta las caracteristicas presentes en los modelos geolégicos de un pozo
petrolero, para hacer las simulaciones, se utilizaron los programas de diferencias finitas y
numero de onda discretizado, para entender la influencia relativa de cada parametro y
representar de manera fidedigna el fendmeno de propagacién y atenuacién de ondas en
un medio cilindrico, es decir, en un medio eldstico con una cavida cilindrica ocupada por
fluido.

El estudio paramétrico es esencial para las conclusiones, ya que los resultados obtenidos
serdn presentados como animaciones y sismogramas sintéticos, donde sera posible
observar la propagacion de ondas en un pozo. Se obtendran vistas tanto de planta como la
traza de los esfuerzos contra la velocidad, para asi analizar los resultandos y hacer las
conclusiones pertinentes.

El programa de visualizacién en MATLAB 7.0 genera a partir de los archivos de salida del
programa de Diferencias Finitas una serie de animaciones y graficas que ayudan para la
interpretacion del fendmeno fisico y a realizar un analisis de sensibilidad de los
parametros.



Abstract

In this work | review the basic theory of wave propagation in elastic and linear viscoelastic
media. The aim is to deal properly with the problem of wave propagation in a borehole. |
firstly made a summary of the several attenuation models proposed so far in order to
include them in the programs that solve the wave equation for an axi-symmetric hollow
cylinder. These programs are based on elastic theory and use the finite difference method
(FDM) and the discrete wave number method (DWN). In these programs | also included

some parameters needed to take into account the attenuation.

After reviewing the programs for the numerical and the semi analytical solution, the
attenuation study was performed. It is the way to represent realistic conditions in the
sonic log and to find the right physical parameters. The results of this study are presented
by means of stress an velocity time history of the wave and in movies of particle
displacements. To obtain the movies a Matlab program was made to show the data

resulting from the numerical programs.

These studies can be made for 1 or 10 receivers and various geometrical arrays in order to
avoid constraining the focus of the program just to one scale. Further improvements both

in the theoretical formulation and in the computational side would include:

e 3D simulation
e Take into account the poro-elastic theory (Biot’s theory)

e A process of inversion.
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[.- Introduccioén

En los estudios del subsuelo, muchas veces la complejidad de la geologia hace que se
utilicen modelos sencillos que, en ocasiones son erréneos y llevan a malas
interpretaciones, tanto a nivel regional con la sismica como a escala de pozo con el
registro de pozo sénico. Uno de los elementos mas importantes para la representacién
fidedigna de la geologia, es la correcta definicién de las relaciones esfuerzo-
deformacién, energia-esfuerzo, energia- deformacién vy relajacién-deformacién para
materiales viscoelasticos ya que las rocas estan lejos de ser materiales perfectamente

elasticos.

La modelacidn matemadtica de la propagacién de ondas en pozos con eje de simetria
axial es un problema clasico de la elastodinamica. En este trabajo esta modelacion sera
util para simular la propagacion de ondas en medios viscoelasticos, mediante el
empleo de los distintos modelos de atenuacidon y su aplicacion en la simulacién
numérica en pozos verticales con cierta escala. Para la solucién del problema
planteado utilizaremos los métodos de diferencias finitas y del nimero de onda

discretizado (DWN por sus siglas en ingles).

Tipicamente se piensa en la anisotropia a escala sismica; sin embargo, el tema también
es de importancia a nivel de pozo. La anisotropia se relaciona con los sistemas de
estratificacion y de fracturas naturales. Estos temas son de suma importancia ya que
ambos pueden determinar el éxito o fracaso en fase de perforacion y produccion. La
anisotropia también se relaciona con la concentracion y orientacién de los esfuerzos lo

cual es crucial en la toma de decisiones para la perforacion.

El algoritmo del nimero de onda discretizado es empleado para la solucién del
problemas que pueden ser analiticos o semi-analiticos, reduciendo asi el tiempo de
calculo, pero limitando la complejidad del problema. Esta solucién analitica es

accesible gracia al algoritmo DWN que su principal ventaja es el tiempo y la precisidn



de los cdlculos, sin embargo su limitacién es que las geometrias complejas no se

pueden tomar en cuenta, como el caso de las grietas o estratos delgados.

Para problemas con geometrias complejas y suplir las deficiencias del algoritmo DWN
utilizaremos el método de diferencias finitas, que representa una solucién numérica,
pues el método consiste en resolver un sistema de ecuaciones diferenciales por
etapas, considerando cierto grado de precision. En este caso, se hace una

discretizacion espacial y temporal del problema.

Mediante el proceso de discretizacion, el conjunto finito de nimeros que representan
la funciéon o funciones incégnitas en el espacio continuo es reemplazado por un
numero finito de parametros incégnita. La estrategia para lograr la solucién de dichos
problemas se basa en el uso de computadoras y asi agilizar el calculo de la solucién.
Para ello es necesario presentar el problema de una manera puramente algebraica y
este proceso requiere alguna forma de aproximacién. Entre las diferentes formas de
discretizacion posibles existen; los elementos finitos, volimenes finitos y espectrales,

diferencias finitas, etc.

Una de las aplicaciones mas importantes del enfoque de este trabajo podria ser en el
contexto del monitoreo y evaluacién de yacimientos. Para optimar el proceso se debe
caracterizar de mejor manera un yacimiento. Esto es mas complejo e importante que
en el pasado, donde con una geologia eldstica e isétropa se debia modelar la respuesta
del subsuelo en una escala regional. Las rocas del yacimiento pueden mostrar
anisotropia efectiva en la banda sismica o sénica. De igual manera las microfracturas
en las limolitas, que son en ocasiones las rocas sello por excelencia y las rocas
generadoras del sistema, deberian ser modeladas tomando en cuenta la anisotropia y
la viscoelasticidad. Es mas, los yacimientos fracturados con alta saturacién de fluidos y
las areniscas porosas presentan propiedades de atenuacién, que con un tratamiento
convencional solo se disfrazan o se mal interpreta la sefal, recientemente se estdn
viendo en el mundo las ventajas de tratar la anisotropia de la atenuacion en lugar de

tratar la anisotropia de la elasticidad.



[I.- Marco Teérico

En la bibliografia, dependiendo del enfoque que se adopte, se encuentran diversas
definiciones para los conceptos que en este estudio se manejaran cominmente. Con
el propdsito de homogeneizar criterios, definir los términos empleados y fundamentar
el desarrollo del trabajo con los términos necesarios para establecer el marco tedrico.
Este se basa en una revisiéon de textos como los de Achenbach (1976) y Fung (1977),

entre otros.

I1.1 Isotropia.

La materia sdélida estd constituida por un conjunto de particulas que interacttdan entre
si, dando lugar a una configuracién en equilibrio. En numerosas aplicaciones es
conveniente aceptar que dichas particulas estan constituidas por un medio continuo,
sin espacios entre las particulas ni separaciones en su interior (fracturas o porosidad),
homogéneo y ademas isétropo. La isotropia excluye la posibilidad de tener una
distribucidén preferencial de las propiedades fisicas y en especial las mecanicas. De
esta manera, el material isétropo es aquel cuyas propiedades mecdnicas no dependen
de la direcciéon en la que se aplique la fuerza y presenta las mismas caracteristicas en

cualquier direccion.

El concepto de isotropia es ampliamente usado y referido en la literatura por esta
sencilla hipdtesis, razonable para muchas condiciones, ayuda a simplificar las
ecuaciones. De esta manera, es posible crear un modelo matematico diferencial ideal
para estudiar el comportamiento del medio. De particular interés es el caso de la
propagacion de ondas, que a final de cuentas es la variacién espacio - tiempo de una

cierta propiedad del medio.



I1.2 Anisotropia

La anisotropia se define como la variacién de una propiedad fisica dependiendo de la
direccion en la cual se mide. En términos de la propagacion de onda, la anisotropia se
representa por la variacion de la direccién de vector de onda, por lo que se observa
una velocidad de fase dependiente de la direccién de propagacidn ya que la direccion

de la velocidad de fase, no coincide con la direccién de la velocidad de grupo.

Parte de las caracteristicas de la anisotropia y por lo que vale la pena estudiar el tema
a fondo es el hecho que la anisotropia puede ser inducida, ya sea por tecténica local o
intrinseca, es decir, estar asociada a estratificacion, a presencia de lutitas, fracturas
alineadas, capas delgadas y en general, a factores con resolucién menor a la escala de
observacion. En cierta forma, también la anisotropia inducida por esfuerzo tecténico
estd asociada a fracturamiento o micro fracturamiento. Las fracturas se forman en
direccion del esfuerzo principal maximo y al abrirse, por acomodo de los granos
producen aumento en la porosidad. El tema de la anisotropia resulta interesante para

un trabajo posterior al tratar la anisotropia con un enfoque poro-elastico.

I1.3 Propiedades mecanicas de los materiales

Las propiedades mecdnicas que se presentan a continuacion son la base tedrica para la
solucion de problemas de propagacion de ondas, estas propiedades describen el
comportamiento de los materiales ante un sistema de fuerzas a través del tiempo, se
incluye una revision basica de mecanica del medio continuo para introducir los

términos empleados.
I1.3.1 Elasticidad

Todos los materiales poseen hasta cierto punto la propiedad de elasticidad. En efecto,
cuando un cuerpo es sometido a un sistema de fuerzas, el cual no excede cierto limite,
el cuerpo presenta una deformacidn, la cual desparece hasta su estado original una

vez que el sistema de fuerzas es retirado.



Ademas, un sélido eldstico es aquel que sigue la ley de Hooke, la cual establece que el
tensor de esfuerzo es proporcional al tensor de deformacién, es decir, que las
deformaciones crecen linealmente con a los esfuerzos. La expresién mas general de
para el tensor de esfuerzos o;;, se ve como el producto del tensor de las propiedades

mecanicas Cjjy; y el tensor de deformaciones ey, esto es:

O-l']' = Cijklekl ........................................................................................................... (21)

Los indices que aparecen en la ecuacién 2.1 varian entre 1y 3 y adquirirdn sentido mas
adelante. Por ahora nos basta notar que o;; y ey tienen nueve elementos y que C;jy,
tiene 81 elementos y estd formado por constantes para la mayoria de los materiales

de interés en la exploracién del subsuelo, al menos hasta cierto limite.

En la amplia gama de materiales que existen en la tierra existen comportamientos
variados dentro de las propiedades mecanicas de los materiales, por ejemplo, para
materiales aneldsticos donde C estd en funcién de la deformacion C = C(e), para

materiales viscoelasticos donde C esta en funcién del tiempo C = C(t).

I1.3.2 Anelasticidad

La anelasticidad describe genéricamente la deformacidn eldstica que depende del
tiempo, es decir que la deformacion y el esfuerzo no estan linealmente relacionados
de manera directa como con el caso eldstico. El sistema depende de la historia de
deformacion y de esfuerzos del material y siempre hasta cierto nivel, regresa al estado
original. Al aplicarse una carga, el material sigue deformandose durante el tiempo. Lo
mismo ocurre al eliminar la carga y se tiende a tarda un tiempo en recuperar su forma

inicial al avanzar el tiempo.

Para el estudio de la propagacién de ondas, la anelasticidad es un mecanismo de
disipacidén de las ondas en el cual existe una relaciéon de la deformacién con el esfuerzo
en funcién del tiempo, debido a que la energia de las ondas eldsticas es transformada
en energia térmica, por la friccidn interna de las fronteras porosas del material que
atraviesa la onda. Esta energia térmica estd en funcién de las propiedades

5



termodinamicas del material, especificamente con la entalpia y la temperatura, ya que
relaciona la cantidad de energia que el sistema puede intercambiar con su entorno y
condiciona la historia de deformacion, en general la temperatura afecta al ir
disminuyendo la resistencia, y aumentando la ductilidad, si la temperatura aumenta

podemos decir que, disminuye el limite elastico.

I1.3.3 Viscosidad

La viscosidad es definida (Phan Thien N. 2002) como el cociente del esfuerzo de
cortante entre la velocidad de la deformacidn cortante. La figura 2.1 representa de
manera microscépica 2 placas de un material cualquiera, una placa encima de otra,
con un fluido entre las placas. Las cantidades interesantes en esa figura son la
velocidad de deformacién, y = U/hy el esfuerzo S = F /A, donde U es la velocidad
de la placa sobreyacente y h es el espesor,S es el esfuerzo de corte, F la fuerza

tangencial que actla en la superficie y A, el area de contacto del fluido.

U S=F/A

AY A T

h U= UYa‘h Fuerza Normal

b4 X
S

Figura 2.1. Movimiento de corte generado por el deslizamiento entre 2 placas sobrepuestas.

Entonces, tenemos que para un flujo constante, se tiene que la viscosidad estd

definida por:

Para un fluido Newtoniano, n es constante con unidades en Pa y depende solo de la

temperatura.



I11.3.4 Atenuacion.

Para un medio lineal homogéneo e isdtropo, donde se propaga una onda, el
movimiento continuard indefinidamente. Ciertamente la onda se atenuara

espacialmente mientras se aleje de la fuente, pero la energia seguirad siendo la misma.

En los materiales reales existen procesos de friccidn interna entre los espacio vacios
del medio, en donde basicamente se transforma la energia mecdanica en energia
calorifica, en especial cuando las fronteras de las particulas no estan perfectamente
acopladas y estas disipan la energia ligada al movimiento (Achenbach 1976)
disminuyendo la amplitud de la onda, ademas esta friccidn interna se puede ver por el
caracter anelastico o viscoelastico de los materiales que se pueden representar de
manera gruesa mediante la combinacién de los diversos mecanismos de atenuacién y

las diferentes maneras de representarlos.

Para tomar en cuenta este fendmeno, se modela el comportamiento viscoelastico del
medio introduciendo un término correctivo en los parametros elasticos, ya que al

tomar en cuenta la atenuacién entramos en materia de viscoelasticidad.

El modelo mas sencillo para representar un sistema dinamico es el experimento de
Hooke, que consiste en una masa sujeta a un resorte. Si a este sistema le agregamos
en combinacién o de manera individual cualquier elemento o elementos de
amortiguamiento, tenemos alguno de los modelos de atenuacién. Estos modelos
ayudan a representar de manera matemadtica la atenuacion, al utilizar valores
complejos de las velocidades de propagacion estamos pensando en una dependencia
de la velocidad con la frecuencia y el factor de calidad. Esta dependencia se ve de
manera mas clara al pasar las relaciones constitutivas del dominio del tiempo a la
frecuencia mediante la transformada de Fourier, de esta manera, la relacién entre los
esfuerzos y deformaciones es lineal y las velocidades de las ondas compresionales y de
corte quedan en el dominio complejo debido al factor de calidad, facilitando el calculo

de las propiedades viscoelasticas, estas velocidades se pueden encontrar de manera



convencional con a y 8, pero estas de manera compleja se transforman sencillamente

en:

a*=a<1+$) .................................................................................................... (2.3)
Y

B* =g (1 + i) ..................................................................................................... (2.4)

Donde @, y Qs son los factores de calidad para las ondas P y S respectivamente, a”y
B* representan las velocidades complejas para las ondas Py S con atenuaciony ay B

representan la velocidad de las ondas P y S sin atenuacion que veremos mas adelante.

Para representar a grosso modo la atenuacion y los efectos de friccidn interna en
materiales viscoeldsticos o anelasticos es necesaria la definicidon del factor de calidad
Q, que es adimensional, depende de la frecuencia y puede ser util para determinar
propiedades macroscépicas, el factor de calidad por si solo es una medida que
depende de la frecuencia y amplitud de las ondas (que controlan la energia) y del

material.

Este pardmetro Q, se ha determinado en trabajos experimentales como constante en
un amplio rango de frecuencias. Q representa una medida de la friccion interna o
viscoelasticidad cuando un esfuerzo es aplicado sobre un cuerpo a una cierta

frecuencia w (Aki & Richards 2002).

El factor de calidadQ, cuyo inverso es el factor de disipacion, es la relacién entre la
atenuacién y la propagacién de la onda. Si un determinado volumen de material se
somete a un esfuerzo con cierta frecuencia w, el factor de calidad que determina la

cantidad de friccidn interna esta dada por:

1 AE
Q(w)_ 2nE

Donde E es el pico de la energia almacenada durante la deformacion del volumen y

- AE es la energia perdida en cada ciclo debido a la anelasticidad. Esta definicién por si
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sola no se ocupa directamente sin embargo es la primera relacidén entre el factor de
disipacion y un esfuerzo constante en un intervalo de tiempo, es decir, el paso de una
onda. En el fendmeno de atenuacidn, por lo general se observan 2 fendmenos, el
decaimiento o disminucién temporal de la amplitud la onda para un cierto nimero de
onda constante y el decaimiento espacial de la amplitud de una onda que se propaga
en una frecuencia dada, ademds para simplificar las ecuaciones en este trabajo se
supone que la atenuacién es un fendmeno lineal, por lo que se puede encontrar la
solucion de la propagacién de una onda haciendo la sintesis en frecuencia con la
transformada de Fourier, logrando con esta transformada de Fourier ver de manera
evidente los 2 fendmenos antes mencionados, el de decaimiento temporal en un
numero de onda fijo y decaimiento espacial en frecuencia fija, lo cual ayuda para

introducir de manera correcta los efectos de atenuacion.

Para estudiar cualquiera de los 2 fendmenos de atenuacién es necesario definir la
amplitud de la onda, 4, donde, para un medio con una relacidn constitutiva lineal, A
resulta ser proporcional al pico de energia almacenada durante la deformacion, es

decir, A EY2yQ » 1.

Sustituyendo esta relacion en la ecuacién (2.5) ahora tenemos la ecuacién como:

Donde podemos obtener las fluctuaciones de la amplitud debido a la atenuacion.

Ahora para estudiar los 2 fendmenos presentes en la atenuacién de una onda, el de
decaimiento temporal y espacial, tenemos para el decaimiento temporal, la amplitud
de la onda A esta en funcién del tiempo, es decir, A(t)y esta representado por:

—wt

A(t) = Aoe[ﬁ ...................................................................................................... (2.7)

Esta ecuacién es la que utilizamos para describir la atenuacién temporal y para

determinar el Q temporal.



Ahora bien, para determinar el decaimiento espacial A(x), establecemos que la

direccion de maxima atenuacién sea la misma direccidon de propagacién de la onda,
dA .
tenemos entonces que AA = (E)A' donde A es el vector longitud de onda dado en

términos de w y la velocidad de fase ¢, enconces A = 2nc/w. Entonces la ecuacion

(2.6) gueda como:

—wX

A(X) = AQRZOQ ettt ettt r e (2.8)

Lo que resulta en una decaimiento exponencial de la amplitud espacial de la onda,

utilizamos la ecuacion (2.8) para determinar el Q espacial.

Ahora para obtener los efectos de la atenuaciéon en una solucién de onda tal que
ellkx=wt) ' nara obtener Q se puede remplazar w yk, por una frecuencia angular

compleja, tal que la parte imaginaria estd dada por:-iw/2Qt™PoTaly yn vector
numero de onda complejo tal que la parte imaginaria de k esta representado por:

ik/2 Q espacial .

Supongamos por ejemplo una onda plana 6(t—§) propagdandose a una misma

velocidad c a lo largo de la direccién positiva del eje x, en un medio con atenuacién
pero sin dispersion y con un factor de calidad Q independiente de la frecuencia, esta

onda puede verse como la Transformada de Fourier del impulso, es decir:
J2, Bt =2)eTI0tdE = eTHOXC (2.9)

Esta onda sufrira una atenuacidn con un factor dado, este factor es:

Y de la ecuacién (2.8) podemos ver que este coeficiente de atenuacion es:

A= W/ (2QC) oottt ettt (2.11)
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También existe la forma de definir al factor de calidad como la parte imaginaria de los
diferentes mddulos de almacenamiento y de perdida, pero esta definicién se vera mas

adelante con mas detalle, es por eso que Q puede verse como:

My _ Re(M) _ Re(w})
My,  ImM)  Im?2)

Q:

Donde v? representa la velocidad compleja al cuadrado en donde se incluyen las

constantes elasticas complejas que se definiran mas adelante.

I1.4 Mecanica del medio continuo.

La mecdnica del medio continuo es la rama de la mecanica que se refiere al esfuerzo
en sélidos, liquidos y gases y estudia la deformacidn extrema en dichos materiales, la
finalidad de las siguientes lineas es presentar los aspectos mas relevantes para el

desarrollo del capitulo.

Supongamos una regién R3, en dicha regién tenemos un elemento diferencial, que
estard sujeto a fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie; las fuerzas de cuerpo
dependen de la cantidad de materia contenida en el cuerpo, por ejemplo la masa. Si
se toma el promedio de la masa en un elemento diferencial de volumen y después su

limite tenemos:

. A
limy, o ﬁ D ettt ettt bttt h et eae et e e bt e he e sanesare et e enreas (2.13)

Esto es, pasar de una propiedad de todo el cuerpo a una propiedad de un solo punto,
es decir puntual, estas propiedades intensivas o puntuales de un medio continuo son
funciones continuas y derivables del tiempo en cada punto del medio y por lo tanto
podemos determinar el comportamiento global de campo escalares y vectoriales de las

fuerzas y desplazamientos a estudiar.

Un concepto fundamental antes de comenzar a definir los demas entes matematicos,
es el esfuerzo, que es la generalizacion de las fuerzas de superficie, esto es, si una

fuerza F, o mejor dicho un vector que actia sobre una superficie S, la suponemos
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uniforme distribuida, continua y diferenciable, de tal manera que al tender a cero el
elemento diferencial de area le corresponda una parte pequeia de la fuerza total, se

obtiene el esfuerzo promedio de la siguiente manera:

. AF _ dF
limyg_,g g T g T e (2.14)

Ahora con base en las hipdtesis anteriores se observan 3 tipos de relaciones: las de
equilibrio, de desplazamiento-deformacién y las constitutivas, de las cuales por
caracteristicas de este trabajo, solo nos ocuparemos de las relaciones de

desplazamiento deformacidn y esfuerzo deformacién (relacion constitutiva)
11.4.1 Relaciones desplazamiento-deformacion.

Para un estado de deformaciones en el plano x, y con elementos diferenciales dx, dy
se consideran por simplificacion 2 tipos de deformaciones, las longitudinales o
volumétricas y las angulares o distorsionales, mientas que las primeras llevan a un

cambio de magnitud las segundas llevan a un cambio en forma.

La relacién para deformaciones longitudinales en x tanto como en y es:

Ouy

e, = a_xx .................................................................................................................. (215)
_ 9
€y (2.16)

Y la relacién para deformaciones angulares en el plano resulta ser simétrica y esta
dada por la relacién:

6ux 6uy
By T T T T e et e et e e e e e ee e et e et e e earans 2.17
xy O0xy  Oxyx ( )
Para un medio en general en 3 dimensiones, utilizando notaciéon indicial la relacion

para deformaciones tanto longitudinales como angulares esta dada por:

Y TN
eij = El] =3 (axj + 6xi> ........................................................................................ (218)



I1.4.2 Ecuaciones constitutivas

La relacion entre la deformacion y esfuerzo es definida por las ecuaciones
constitutivas, para diferentes materiales existen diferentes relaciones constitutivas, sin
embargo se puede generalizar en 3 simples relaciones idealizadas, que describen la
mayoria de los materiales, estas relaciones son; fluido no viscoso Newtoniano, fluido
viscoso Newtoniano, vy el sélido perfectamente eldstico, existen casos mas complejos

como los que trataremos en lo sucesivo, donde, el comportamiento es mucho mas

complejo como los sdlidos viscoelasticos, pero para el caso puramente eldstico la

relacion constitutiva estd dada por:

Esta relacidn, al igual que la ley de Hooke, nos dice que cada componente del tensor
de esfuerzo es una combinacién lineal de todos los componentes del tensor de
deformacion. La relacién entre los esfuerzos y las deformaciones para un sdlido
elastico isétropo cuando no se toma en cuenta ningun tipo de atenuacién es la ley de

Hooke Yy se expresa:
Oij = A[Zl Eii](sij + Zl-’tgij ........................................................................................ (220)

Donde en la ecuacién 2.20, 1y uson las constantes de Lamé, §;; es el delta de
Kroeneker el cual funciona como; sii =j =1;sii# j,= 0yg¢; = ¢; es el tensor de
deformaciones infinitesimales de Cauchy que veremos mas adelante, especificamente
u es el modulo de rigidez del material. Como se podrd comprobar, la velocidad de las
ondas S en un fluido como el agua es igual a 0 ya que en los liquidos © = 0 y A esta
relacionado con el contenido dentro los espacios vacios del material solido cualquiera

gue este sea, sea algun fluido viscoso o gas.
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I11.4.3 Tensor de esfuerzos

Supongamos la figura 2.1 representa un cuerpo en equilibrio. Este cuerpo es sometido
a un sistema de fuerzas externas cualesquiera, P; ... P;, producird fuerzas internas
entre las partes del cuerpo, para estudiar la magnitud de estas fuerzas en cualquier
punto O, supongamos que el cuerpo se divide en 2 partes A y B por una seccién
transversal denominada mm que atraviesa el punto O. Si se analiza por separado las
partes, digamos la parte A, puede decirte que se encuentra en equilibrio bajo la accién
de las fuerzas externas P, ... P; y por las fuerzas internas distribuidas a través de la
seccion mm debido a la accion del material de la parte B del material sobre A. Se
establece en la literatura (Timoshenko S.P 1934) que estas fuerzas estan distribuidas
continuamente a lo largo del area mm de la misma manera que la presion hidrostatica
o la presion del viento actua sobre la superficie. La magnitud de dichas fuerzas estan
normalmente definidas por su intensidad, es decir, por la cantidad de fuerza por
unidad de area en la superficie sobre la que actluan, estas fuerzas internas son
conocidas como esfuerzo. Para el caso de la figura 2.1, el esfuerzo no estd distribuido
uniformemente sobre el drea mm. Para obtener la magnitud del esfuerzo actuando
sobre un area diferencial de A, es decir 4, tomado de la seccion mm en cual quier
punto O, se supone que las fuerzas que actuan a lo largo del area elementar, debido a
la accion de la parte B del material sobre la parte Ha, pueden ser reducidas a una
resultante de fuerzas 6P. Si delimitamos la parte diferencial del area §A4, el cociente
entre 6P/8A nos da como resultado la magnitud del esfuerzo actuando sobre la
seccion transversal mm en el punto 0. La direccion limitante de la resultante 6P se
encuentra en direccion del esfuerzo. En general la direccién del esfuerzo se toma
inclinada a la porcion del area diferencial 64 en donde generalmente se divide en 2
componentes; un componente normal de esfuerzo, perpendicular al drea que es el
cociente entre la componente normal (N) vy el area A, un esfuerzo de corte, el cual
actla sobre el plano del drea Ay es el cociente de la componente Tangencial o de

corte entre una porcion de area.
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Figura 2.2 Sistema de fuerzas en un volumen cualquiera. Area transversal mm.

De la definicién anterior puede concluirse que; la magnitud del esfuerzo depende del a
magnitud del drea donde actua la fuerza y que el esfuerzo es un vector dado que estd
definido como el cociente del vector de fuerza entre un escalar que es el area. Esta
definicion de esfuerzo es aplicable a un plano, sin embargo, es posible extender la
definicion del estado de esfuerzos a todos los puntos de un cuerpo y representar asi
dichos estados de esfuerzos en un diferencial de volumen. Asi, se tienen esfuerzos

normales y tangenciales en tres direcciones perpendiculares entre si.

Figura 2.3. La representacion de esfuerzos en un volumen elemental. El primer indice indica
la cara en cual se aplica el esfuerzo, el segundo indica la direccion del esfuerzo.
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Estos esfuerzos se pueden representar matematicamente en un arreglo matricial
conocido como tensor de esfuerzos, el cual representa el estado de esfuerzos del
medio y es especialmente util ya que cualquier tipo de esfuerzos normales estan
contenidos en la diagonal principal, mientras que en la triangular superior e inferior se

localizan los esfuerzos cortantes o tangenciales.

Oxx Oxy Oxz
[Uij]z Oy gy Ogz | ittt e e et ettt ee e e s e e e tetea e e s s eeeseaaraaasaeeaens (2.212)
Ozx Ozy Ozz

A los esfuerzos que actian donde los esfuerzos cortantes son nulos se les denomina
esfuerzos principales estos son esfuerzos normales y los planos donde actuan se les

denomina planos principales.

El tensor de esfuerzo puede ser escrito como la suma de 2 tensores, uno
representando los esfuerzos normales o hidrostaticos en donde cada componente
normal del esfuerzo es 1/30y, y el vector complementario es llamado tensor

desviador de esfuerzo y esta representado matemdaticamente por:
_ 1
dij = Ok — Eakk(gij ................................................................................................ (2213)

I11.4.4 Estado de deformaciéon

Los cuerpos se pueden clasificar en cuanto a su capacidad de deformarse en; cuerpo
rigido o deformable, el analisis de cuerpo rigido trata los efectos exteriores de las
fuerzas sobre el cuerpo y estudia el cambio de lugar de este, es decir, no implica
deformaciones internas en el material, el andlisis de cuerpo deformable trata los
efectos internos producto de las fuerzas al actuar sobre el cuerpo y pueden causar un
cambio de forma, volumen o de posicion. Si la intensidad de las fuerzas aumenta
puede ocurrir en cierto grado una ruptura del cuerpo y por lo tanto el desequilibrio del

sistema de fuerzas que actuan en el.

Normalmente en la literatura se define como deformacién al cambio de longitud entre

dos puntos (dx) de un cuerpo cuando se somete a un estado de esfuerzos, sin

16



embargo, este cambio de longitud no es una medida propia de la deformacion, ya que

es dependiente de la longitud misma.

X
Figura 2.4. Esquema del cambio de posicién de un punto con un vector x.

Para eliminar esta dependencia debe normalizarse a en funciéon de la longitud inicial,

es decir,

Ly es la longitud final y L; es la longitud incial y e es la deformacion unitaria. Esta es
una medida de la deformacion independiente de la magnitud de la recta que une a los

2 puntos.

11.4.5 Tensor de deformacion

El tensor de deformacién es una matriz que al igual que el tensor de esfuerzo sus
elementos representan las deformaciones unitarias tanto lineales como angulares de

un cuerpo referido a un sistema de ejes coordenados.

El tensor de deformacién se define como
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Esta representacion se conoce como de deformaciones infinitesimales de Cauchy y sus
elementos representan tanto a las deformaciones longitudinales como angulares en un
medio continuo. Otra forma de ver el tensor de deformacion es mediante el tensor
desviado de deformaciones, que es la suma de las deformaciones normales menos el

promedio de la traza las deformaciones de corte, esto es:

el-j = gij - ggkk6ij .................................................................................................. (2233)

I1.5 Ecuacion de movimiento y ecuacion de Navier.

A partir de la segunda ley de Newton podemos resumir que la fuerza es igual al
producto de la masa por la aceleracién. i.e. Fuerza=masa x aceleracion. Al expresarse

de manera vectorial por unidad de volumen se tiene

aaki _ azui
ox; +fi=p F RN (2.24)
Aoy . . .
Donde a(;k‘ es la divergencia del tensor de esfuerzos y p es la denisdad de masa, f es la
k

fuerza de cuerpo, u; es el desplazamiento, por lo general se utiliza u para referirse al
movimiento en el eje x, v para referirse al movimiento en el eje de las ordenadas y w

para el movimiento en el eje z y x; son las coordenandas espaciales.

Recordando la ley de Hooke, que establece que las deformaciones son proporcionales
a los esfuerzos que las producen, ec. 2.20 y sustituyendo la ec.2.23 en la ec. 2.20, se

puede utilizar para reescribir los desplazamientos en funcion de los esfuerzos esto es;

i L i
o = A2, +“(ax]. + axi) ............................................................................... (2.25)

Al sustituir esta expresion en la ecuacién del movimiento (ec. 2.24) se obtiene que

azu]- 9%uy 0%u; 9%y
At Oi + u( o) B/ Rl = — (2.26)

axl-axk axkaxk

Que puede escribirse como:
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azui

axkaxk

62
+(A+M)Wg}’;{+ﬁ=

Esta expresion se conoce como ecuacion de Navier y representa el equilibrio dindmico
en un sélido elastico, lineal, homogéneo e isétropo en términos de los

desplazamientos.

Gracias al teorema de Helmoholtz el cual nos dice que una funcidn vectorial se puede
separar y clasificar como la suma de la divergencia de un campo escalar con el
rotacional de un campo vectorial esto es; i =V -Y + VxW, donde V - W = 0, donde

W es una funcion vectorial

La ecuacién de Navier se puede escribir de forma vectorial como ref. [11]:

~

2
T Ty A e (2.28)

I1.6 Tipos de ondas sismicas

En un medio elastico con extension ilimitada pueden propagarse 2 tipos de ondas
eldsticas, las ondas primarias o de compresiéon, ondas P y las ondas secundarias o de
corte. Las primeras se propagan con mayor velocidad en el medio, presentando
ademas la caracteristica de propagarse tanto en liquidos como en sélidos, las ondas S
viajan a una velocidad menor y no se propagan a través de liquidos y tienen una mayor
amplitud. El desplazamiento de las particulas en el terreno durante el paso de la onda

es perpendicular a la direccion de propagacion

viilua r viilua o

Figura 2.5. Representacion del movimiento de las particulas durante las ondas de cuerpo.
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La onda S se descompone en 2 direcciones ortogonales entre si, en este caso se dice

que las ondas estan polarizadas como se muestra en la figura.

incidencia

Figura 2.6. Ondas S y sus componentes SV y SH, el angulo y es el angulo de incidencia y el
angulo 0 es el angulo de polarizacion entre las ondas SHy SV.

El componente vertical de la onda S estd alojado en un plano vertical y se conocen
como SV, mientras que el componente horizontal se le conoce como componente SH,
por lo general la componente vertical de las ondas S, viajan acopladas con las ondas P.
Existen otras llamadas ondas superficiales y que solo existen en la superficie. Estas
ondas tienen amplitud maxima en la superficie del terreno y decrecen con la
profundidad en funcidn de la frecuencia, ademas su velocidad es menor que las ondas
de cuerpo, por lo que generalmente las ondas de superficie llegan mucho después y
presentan dispersion; esto es que; las ondas viajan con diferentes velocidades en
funcién de la frecuencia. Estas ondas pueden agruparse en dos tipos principales: ondas
de Rayleigh y ondas de Love, también existen ondas superficiales que solo existen en

diferentes interfaces, como por ejemplo Stoneley, Sholke.

]
-

o

R

Onda de Rayleigh Onda de Love

Figura 2.6. Representacion del movimiento de las particulas durante las ondas superficiales.
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Las ondas superficiales pueden explicarse como producto de la interferencia de las
ondas de cuerpo (P y S). Las ondas de Rayleigh, se deben a la interaccién entre las
ondas P y las SV, el movimiento de cada particula de la superficie del terreno al paso

de la onda es en forma de elipse retrograda.

Las ondas de Love, son de periodo muy largo, se comportan de manera muy parecida a
la descrita para las ondas de Rayleigh, pero se deben a la interferencia constructiva de
ondas SH, no pueden existir en un semiespacio, sino que requieren al menos una capa
sobre un semiespacio, donde pueda quedar atrapada parte de la energia. Estas son

polarizadas horizontalmente y por lo tanto no se registran en los sensores verticales.

I1.7 Ecuacion de onda elastica en un medio is6tropo.

Para simplificar la descripcion del fendmeno de propagacion de ondas eldsticas
considérenos la ecuacion de Navier en forma vectorial (ec. 2.28) sin fuerzas de cuerpo,
es decir, f; = 0 dejando la expresion como:

9~ ~ 9%a
uv u+(A+,u)VV-u=pﬁ ............................................................................... (2.29)
Ahora, supongamos que il es un cierto movimiento que se verifica sin cambio de
volumen, es decir,V - i1 = 0. En este caso la ec.2.26 queda como

1 9210

Vg =

Donde § = \/%. Se puede comprobar que la divergencia del campo de desplazamientos

es nula, es decir, (V- u) = 0 por lo que se trata de ondas sin cambio de volumen. Esta
ecuacion gobierna la propagacion de las ondas S o de cortante. Su caracteristica
principal es que ocurre un movimiento de las particulas generalmente perpendicular a

la direccién de propagacion del frente de onda.
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Si ahora suponemos o establecemos como condicion que Vx il = 0, es decir que i es
un movimiento continuo sin rotacion de las particulas, la ec. 2.29 de igual manera
puede escribirse como

~ 1 90%0
Vi ==—
Esta ecuacion describe la propagacién de ondas irrotacionales, garantizado por

A+2u
p

Vx 1 = 0, donde solo se involucran cambios de volumen, en la ecuacion a = y

es la velocidad de propagacion de las ondas P. Este tipo de ondas como veremos mas
adelante se asocian sélo con el cambio de volumen de la posiciéon de las particulas

(compresidén o distensidn) ya que el rotacional es nulo (Vx u) = 0.

Podemos escribir la ecuacién 2.29 de manera escalar en coordenadas cartesianas
sustituyendo u = x,v =y yw = z, con esto la ecuacién 2.29 de forma no vectorial le

corresponde 3 ecuaciones, que representan el equilibrio en las 3 direcciones:

0%°u = 9%u . 9%u 0 (u Ov = Ow 0%u
M(ﬁ+ﬁ+a7)+(ﬂ+ﬂ)a(a+a+a—z)—pﬁ .................. (2.32)

0%v  0%v = 9%v d (0ou  Ov . Oow 0%v
“(ﬁ+a_3ﬂ+ﬁ)+(’1+“)@(a+@+g)—Pﬁ ............... (2.33)
(62W+62w+azw)+(/1+ )i(a_u+@+a_w)— az_w 234
l'l axz ayz azz l'l OZ ax ay aZ - p atz .................. ( . )

A partir de estas expresiones se puede encontrar las ecuaciones que describan el
movimiento en diferentes direcciones, para demostrarlo se pueden establecer algunas
condiciones iniciales de frontera sobre la fisica del problema, tales como esfuerzos o

desplazamientos conocidos en alguna seccién del medio.

Ahora para encontrar la solucién supongamos por ejemplo; que u # 0 y que
w= v =0. Ademas que w =w(z,t). Bajo estas condiciones el conjunto de

ecuaciones quedan como:
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(azu n 92U 62‘11) _9%u (2.35)
axz ayz azz -_ atz ------------------------------------------------------------ .
0%u

ooy 0 ettt e e e e e e e e e e e e e abaraeeeeenaaaraaaeeeeananns (2.36)
0%u

Brgy D s (2.37)

De las ecuaciones 2.36 y 2.37 se tiene que
u=F(,t)+ Gy, t)+H(zt)+1(y,z1t)

Que indica que existen 4 soluciones independientes. Considérese el caso en que u es
funcidn solo de x y del tiempo t. la ecuacion 2.35 queda como:
0%u 22U

()L + ,Ll) ox2 = pﬁ ................................................................................................ (2.38)

O bien:

0%u 1 92U
Py = E PEE T (2.39)

Esta es la ecuacién de onda en una dimensidn, en este caso es en el eje x, la cual

admite cualquier solucién de la forma

u=f(t—§)+g(t+£)

Las funciones fy g son funciones de una sola variable y pueden describir

perfectamente una forma de onda arbitraria.

Un anadlisis de los argumentos de f y g permite establecer, que f representa el
movimiento de la onda de manera constante en la direccién positiva del eje x,
consideremos que f varia con el tiempo y el espacio, mientras el tiempo aumenta por
un incremento de dt, el argumento permanece constante debido a que la distancia
aumenta a una velocidad de adt, de igual manera g representa el movimiento de la

onda en direccién negativa del eje x. los que nos lleva a pensar que la composicién de
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cualquiera 2 funciones que viajen en un mismo plano con la misma velocidad y los
mismos argumentos pueden representar matematica y fisicamente el comportamiento

de una onda.

Una aplicacién sumamente util para la anterior conclusién es el hecho de suponer una
solucion de onda arménicas, ya que cualquier funcién de la forma f(x + vt) describe
una onda que se propaga en funcién del tiempo y de la distancia, una forma muy util

de representar es mediante senos y cosenos de la forma
u(x, t) = Aet @tk = Acos(wt + kx) + Ai sin (wt + kx)
Donde la velocidad es v = w/k.

Por otra parte, puede verificarse como se vio en los casos anteriores que el rotacional
es nulo y que la onda producto de la ecuacién 2.39 solo esta asociado al cambio de
volumen de las particulas. Ondas de este tipo reciben el nombre de ondas P o de

compresion.
Ahora tomamos el caso en que u = u(y, t) o bien.

9%u 1 02U
6_)/2 = FF ............................................................................................................. (240)

Lo que nos lleva a la soluciéon particular de D’Alambert y tiene la forma

u=f<t—%)+g(t+

4

B)

Donde § = \/%, es la velocidad con la que viajan las particulas, en esta solucion se ve

que se trata de un movimiento en la direccidn del eje x que se propaga en direccién del
eje y con una velocidad B. Puede verse que la divergencia de u es igual con 0. Se trata

entonces de ondas sin cambio de volumen. Este tipo de ondas se llaman ondas S
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Cabe resaltar que @ > f3, que indica que la velocidad de las ondas P es mayor que la

velocidad de las ondas S.

Como se vio en las posibles soluciones del campo de desplazamientos u existe 3 partes
que representan la ecuacién de onda en una sola direccidn, ya sea x, y, z, sin embargo
también existe un caso en que u = (y, z,t) cuyas solucion en este espacio satisface las

ecuaciones 2.36 y 2.37 dejando la ec 2.32 como:

9%u | 9%u a%u
(a_yz + g) = ﬁ ............................................................................................ (241)
O bien:

Que es la ecuacidon de onda en 2 dimensiones. La soluciones de la ec.2. 35 seran ondas

de corte pues la divergencia de u(y, z,t) = 0

=

Figura 2.8. Cuando u = u(z, t) la solucién es similar y se tiene ondas S propagandose en la
direccion de z pero con movimiento de las particulas en direccidn del eje x.

Hemos definido los conceptos esenciales para nuestro estudio en un medio eldstico
isétropo, ahora comenzaremos a definir los conceptos necesarios para un medio

viscoelastico.
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I.8 Viscoelasticidad

Un sélido viscoelastico a diferencia de un material eldstico si lo atraviesa una onda,
este presentara una pérdida de energia, debido a los procesos internos de atenuacion.
Un material viscoelasticos, es aquel en el que la deformacién es producto no solo del
esfuerzo aplicado en un instante si no en la historia de cémo se ha sometido a
esfuerzos el material. La formulacidon basica de la viscoelasticidad lineal ha sido
desarrollada por varios cientificos a través de la historia como Maxwell (1867),
Boltzman (1874), Lord Kelvin (William Thomson Kelvin, 1875), Voigth (1892). Pero no
fue sino hasta 1874 con Boltzman quien introdujo el concepto de Memoria, en el
sentido de que, en un punto fijo del material el esfuerzo aplicado en cualquier
momento depende de las deformaciones existentes en cualquier momento anterior,
es decir, el comportamiento viscoeldstico depende del tiempo, es una respuesta
mecanica no instantanea del material a las variaciones del esfuerzo aplicado. Ya que
la respuesta no es instantanea existe una funcion dependiente del tiempo que
caracteriza el comportamiento del material. La funcién incorpora el esfuerzo o la
historia de deformacion del cuerpo viscoelastico. La dependencia es mayor para
eventos recientes y menor para eventos antiguos, es por eso que se dice que el
material tiene memoria, en un cuerpo viscoelastico lineal el esfuerzo es linealmente
proporcional a la deformacidon hasta cierto nivel, la deformaciéon producto de un
aumento en esfuerzo va a incrementar las deformaciones producto de esfuerzos
anteriores creados en el cuerpo. Consideremos un elemento infinitesimal de materia y
supongamos que sometemos al elemento en un estado de esfuerzo homogéneo
longitudinal instantaneo definido por o, # 0y o, = g, = 0, en un material elastico

perfecto, el esfuerzo g, automaticamente produce una deformacién, en particular a

. . . . o.
una deformacién homogénea extensional de magnitud &, = x/ 3a+2 donde Ay p
A+u

son los coeficientes de Lamé. En un elemento viscoelastico, la respuesta instantdnea
vendrd acompafnada de una deformacidén extra que aumenta con el tiempo, este
fendmeno llamado “aumento” o creep, es caracteristico de estos materiales. La
respuesta de la deformacidn extensional a un esfuerzo longitudinal homogéneo de
magnitud unitaria es llamada la funciéon de aumento y(t). Por otro lado, si el elemento
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X(t)

es colocado instantdaneamente en un estado de deformacion extensional, combinado
con la respuesta de esfuerzo instantdneo, este a continuacidn presentara una
disminucion del nivel de esfuerzo. Este fendmeno es conocido como “relajacion” o
relaxation. La respuesta de un esfuerzo longitudinal a una deformacién de magnitud

unitaria es conocida como la funcién de relajacion Y (t).

a) Funcién de aumento b) Funcion de relajacion

Figura 2.9. La grafica 2.9 a) muestra el comportamiento en el tiempo de la funcién de
aumento, 2.9. b) muestra el comportamiento en el tiempo de la funcion de relajacion.

Las propiedades de ondas planas viscoelasticas estdn descritas esencialmente en
términos del vector de onda complejo. Este puede ser escrito en términos de su parte
real e imaginaria, representando el vector numero de onda por la parte real y por la
parte imaginaria el vector de atenuacién. Cuando estos vectores coinciden en
direccion, la onda plana es conocida como homogénea, de lo contrario la onda plana
es llamada heterogénea. Esta heterogeneidad tiene diversas consecuencias que hace
el comportamiento de onda viscoeldstico diferente al comportamiento elastico de la

onda.

Para una dimensién encontramos de manera breve gracias a la propiedad de linealidad
del proceso de atenuacion, que el esfuerzo longitudinal debido a una deformacidn
extensional cualquiera en funcién del tiempo puede expresarse como una

superposicion de la integral sobre Y(t) y &,.

0, (t) = £, (0)Y(t — t,) + fttol/)(t = ) ZEAS ot (2.43)
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Donde se debe dejar en claro que el proceso comienza en t = t;, entonces la ecuacién

2.44 puede ser reescrita como:

o,.(t) = sx(t)z,(l))(O) + ftto Y (= S)E(S)AS v (2.44)

0
Donde v representa la funcion de aumento ent = 0y’ denota la derivada con

respecto al argumento. Ver referencia Achenbach J.D, 1976, Carcione J.M, 2002.
11.8.1 Ecuaciones constitutivas para medios viscoelasticos

En un cuerpo elastico isétropo el comportamiento mecdnico estd completamente
descrito por 2 constantes elasticas py A, al igual que en un medio elastico, la ecuacion
que determinan la relacién entre esfuerzo y deformaciéon es la ecuacién constitutiva,
que en esta ocasion es para un medio viscoeldstico, y por las caracteristicas
recientemente mencionadas dependen de la memoria de esfuerzo y de deformaciones

para que sea posible tener la deformacidon en funcién del tiempo

Ahora bien en analogia con la ecuacidn 2.44 las relaciones viscoeldsticas

correspondientes son:

e RV () Y LS Y (2.45)

01 = 3 [[ i (£ = A)AEL] oot (2.46)

Donde Y, (t) y Y (t) son las funciones de relajacion en un movimiento de corte y otro

volumetrico.

La respectiva relacion constitutiva para los esfuerzos o;; y las deformaciones ¢;; es:

01 = 8 Jy [ (t — d) — 29 (t — D]degy + 2 [ s (t = ey (2.47)
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11.8.2 Relacion energia - deformacion.

Es la primera parte para definir las ecuaciones constitutivas o relacion esfuerzo
deformacion, con la ayuda de la propiedad de simetria de los tensores de esfuerzo y

de deformacion [4]
2V = Y X0l Qi8] oot (2.48)
Segun la notacién de Voigt

e; = ey =0, 1 =123, e =e;=2056u+d5u;, i #jU=4506),

Donde u son las componentes de desplazamiento, V es la energia de deformacién y

a;j son los 21 coeficientes relacionados a las constantes de elasticidad ¢;; dado que

aiy = iy Y ay = 2¢y paral # ]

Ahora bien utilizando coordenadas cartesianas, la densidad energia deformacién

queda expresada en términos de un tensor ¢;j; de la siguiente manera.
2V = Cijklgijgkl ....................................................................................................... (249)

Donde la propiedad de simetria en el tensor de 42 orden hace que quede como:

Y la ley de Hooke o la ecuacién constitutiva final para un cuerpo isotrépico

viscoeldstico es:
O-ij = Cijklgij ........................................................................................................... (251)
11.8.3 Densidad de energia para la relaciéon constitutiva.

Una forma para encontrar la funcion de densidad de energia de deformacion, es

mediante la convolucidn y para encontrar la relacién esfuerzo — deformacion mediante
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la funcion de relajacion, es con la convolucidn del tensor de deformaciones y la funcion

de relajacién que es un tensor.

La relacion esfuerzo deformacion es:

Sin embargo, esta ecuacién no determina la energia almacenada que necesitamos

encontrar para relacionar con la memoria

Donde 1;; son los componentes del tensor de relajacion, tal que

lpijkl = Gijkl(t! O)H(t) ........................................................................................... (253)

Donde H (t) es una funcién escalén o Heavy - side que significa que antes de t=0 H (t)

era nula, entonces

Jl]=f_tw6ijkl(t TZ,O) ekl(rz)drz ............................................................... (2.54)

se convierte en

3 av
O'ij%=a+l) ...................................................................................................... (2.55)
d
Donde D = ——ff o Gijr(t =71, t = 73) Tl e (T 1) 2 €(T2)dT1dT e (2.56)

que representa el cociente de densidad de energia disipada.

Como la ecuacién 2.72 no determina la energia almacenada, esta no puede obtenerse

de la relacién esfuerzo deformacion, sin embargo si asumimos que
0
Gijkl(t' Tl) = lpijkl(t' Tl) ....................................................................................... (257)

0
Entonces l)bijkl = lpijkl(t' TI)H(t) ......................................................................... (258)

y sustituyendo en las ecuaciones 2.50y 2.56 tenemos que

30



0
V() = —ff_too Yijru (2t — 11 — T3) %eij(rl)%ekl(rz)drldrz ...................... (2.59)

. 1t 09 d d
D= —Eﬂ_walpiﬂd(t —T,t—Ty) %eij(rl) %ekl(rz)d‘rldrz ..................... (2.60)

Estas expresiones describen la energia almacenada en el resorte y disipada en el

amortiguador.
Ahora bien comenzamos con las ecuaciones para las ondas en medios viscoeldsticos
I1.8.4 Propagacion de onda en un medio viscoelastico

Antes de comenzar a definir los diferentes modelos con lo que se atenua la onda
debemos primero definir como se propaga la onda a través de un medio viscoelastico
en una dimensién, para lo cual hemos acentuado la dependencia de la relacidn
esfuerzo deformacién con la frecuencia, sin embargo el modulo para los modelos de
atenuacién como veremos mas adelante es complejo y depende de igual manera de la

frecuencia. Ref. [4]

Supongamos la ecuacién de desplazamiento de una onda plana como:

U= uoe[i(wt—kx)]
w . . s
Donde k = - que representa el vector numero de onda complejo en direccién x.
X

De la ecuacién de newton podemos encontrar la ecuacién de balance entre la

superficie y las fuerzas de inercia

do() _ 0%u

T D e (2.61)
Y la relacion de dispersion es:

MEZ = D2 oottt ettt ettt (2.62)



El cual para ondas que se propagan con k complejo y w real tenemos una velocidad

compleja.
ve(w) =2 = @ ................................................................................................ (2.63)

Siendo el vector numero de onda complejo k* = k — ia, siendo k el vector numero de

onda tradicionaly a = —wlm(l/vc) el factor de atenuacidn o vector de atenuacién.

Podemos escribir la ecuacion de onda plana como

u = uye (") glilwi=kx)] (2.64)

La velocidad de fase queda definida como:

(U]
) S




[1I. Metodologia

En este capitulo se realiza una revision de los métodos de solucion utilizados para
resolver la propagacion de ondas en un medio viscoeldstico isétropo cilindrico y

tomar en cuenta los modelos de atenuacidn y la teoria viscoelastica.

Antes de comenzar es necesario hacer una revision y descripcién de una de las
herramientas mas importantes en el repertorio de un geofisico. Hasta ahora, hemos
definido a la ecuacién de onda como una funcién que depende del espacio y el tiempo,
sin embargo, en ocasiones resulta practico cambiar de dimension y trabajar en el
dominio espacio-frecuencia, para ello, nos basamos en la hipdtesis fundamental de
gue cualquier serie en el tiempo puede ser descompuesta y fragmentada en la suma o
la integral de ondas armdnicas con diferentes frecuencias, decimos entonces que

aplicamos el analisis de Fourier.

III.1 Analisis de Fourier.

En el estudio de la tierra, una de las herramienta del geocientifico y el Unico medio
indirecto con el que cuenta para el estudio del subsuelo, es la sefial producto de las
estructuras geoldgicas, ya sean sefales magnéticas, gravimétricas o la respuesta
producto de una onda que viaja en la tierra producidas por una fuente transitoria
generada. El andlisis de Fourier permite analizar o sintetizar una sefial e interpretar
diversos parametros, lograr un manejo mas amigable de los datos para estimar una
respuesta. En el concepto fundamental se tiene una serie en el dominio del tiempo,
puede ser una serie de ondas armodnicas y considerar cada serie armdnica por

separado para después realizar una operacion de sintesis.

II1.1.1 Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una sefal temporal permite expresar a la sefial como
una superposicion continua de sefales armdnicas de frecuencias variables con

amplitud dependiendo de cada frecuencia.
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Matematicamente se define como:
F(0) = [T FE)@TUOAL covvvveoeeeeeeeeeeseee s (3.1)

Donde F(w)es la transformada de Fourier de la funcién f(t). La transformada inversa

se define como:
f(t) = i L G L L T (3.2)

Se habia sefialado que la ecuaciéon de onda plana admite soluciones de la forma
f(t— ;), si aplicamos este corrimiento en el tiempo a la definicion de la transformada

inversa de Fourier se tiene:

FE=5) = 2 [ F(@)e U0 s (3.2 a)

Y como e@t0 = e lwx/celwt se syele llamar al primer término propagador o
funcion de transferencia. Si ademas se considera la velocidad compleja, como podria
ser el caso de la ecuacidon de onda en un medio viscoelastico, este término puede ser
un factor de atenuacidn. La funcién de transferencia es un ente matemadtico que
propaga la solucién a través del medio. La funcidn F(w) es la transformada de Fourier

de la sefial que perturba el medio.

Generalmente, la funcién de transferencia se ve afectada por factores que contienen
informacién sobre las amplitudes que sufre la onda cuando viaja en el medio. La
funcién de transferencia es un operador que permite conocer la solucién en la posicién

de interés. Suele representarse comparando su modulo contra la frecuencia.

Si bien no existe un método de solucién universal para resolver el problema de
propagacion de ondas en medios viscoelasticos. Pero existe una metodologia a seguir
para encontrar el campo de desplazamientos o esfuerzos en el medio a partir de

soluciones en el dominio de la frecuencia. Porque al desarrollar la funcién de

34



transferencia, ésta debe convolucionarse con la excitacion en el dominio de la

frecuencia.

La convolucién de funciones es un concepto matematico que se define como:

RE) * () = [ _RD)F(E = TIAT v (3.3)

Al aplicarse este teorema a la definicién de la transformada de Fourier, se encuentra
que si F(w) y H(w) son las transformadas de Fourier de f(t) y h(t) respectivamente,
entonces la convolucién de ambas funciones tiene como transformada al producto
F(w) H(w), es decir, la convolucion de 2 funciones en el dominio del tiempo se
transforma en una multiplicacion (en numeros complejos) punto a punto en el dominio

de la frecuencia.

Una vez hecha la convolucién entre la funcién de transferencia y la sefial de excitacion,
basta con aplicar a dicho producto la transformada inversa de Fourier, la funcién que
se obtenga sera la respuesta del medio en el punto de estudio. A este resultado se le
conoce como sismograma sintético y representa la respuesta del medio en el dominio

del tiempo.
3.1.2 Transformada Discreta de Fourier

Debido a que en la practica los calculos numéricos se hacen a través de programas, es
necesario discretizar las expresiones de la transformada de Fourier y de la
transformada inversa. Asi, definimos respectivamente a la transformada discreta de

Fourier como:
F(wj) = Fj = AL INZ3 F(MAL)TIOMAL e (3.4)

Donde At es la tasa de muestreo y N es el niumero de puntos que tiene la sefial de

interés. La transformada inversa discreta de Fourier se define como:

F(t,) = f(nit) = f, = ﬁzy;olgeiwfnﬂt ........................................................... (3.5)



La representacidn grafica de la transformada de Fourier suele hacerse como el modulo
de cada uno de los valores de la funcidn F (w) en funcion de la frecuencia, es decir,
|F (w)| contra w, a dicha grafica se le conoce como el espectro de Fourier e indica la

manera en que la energia varia respecto a la frecuencia.

II1.2. Pulso de Ricker

En este trabajo ocupamos el pulso de Ricker, este pulso permite un control directo,
determina la eficiencia del muestreo y ademds, se puede identificar de manera
sencilla, asi pues, resulta el pulso apropiado para excitar un modelo con énfasis en una

frecuencia cualquiera. Analiticamente el pulso de Ricker se define como:

r(t) = (a® — %)e-az ............................................................................................... (3.6)
Donde a = @ donde t, es el periodo caracteristico del pulso y t; define el centro
p
-, Ve tp
del pulso, la duraciéon de la parte central del pulso es —.
R(t)
T J6 1 /
T
]
/\ | )/\ :_ |
0 20 40

Figura 3.1 Pulso de Ricker en el dominio de tiempo.

Mediante la transformada de Fourier se puede encontrar que la expresion del pulso de

Ricker para el dominio de la frecuencia es:

R(w) = —;—%bze‘i“’t .............................................................................................. (3.7)



Donde b = “)/wp, y w, = 2nf, = 2m/t, , donde f, es la frecuencia de energia

maxima conocida como frecuencia caracteristica. Para que la respuesta de un sistema
sea significativa, es necesario que la funcidn de transferencia del modelo y el pulso que

lo excita presenten energia en el mismo intervalo de frecuencias.

0 1.25 a5 3.5 s

Figura 3.2 Pulso de Ricker en el dominio de la frecuencia.

II1.3 Método de Diferencias Finitas

A continuacidn se presenta en una descripcidon del método de diferencias finitas para
obtener soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. El
marco tedrico es general y es aplicable a problemas de ecuacién de onda propios de

sismologia de exploracion.

El método es esencialmente parecido a una simulacion de laboratorio usando un
modelo a escala, tiene mayores ventajas sobre otros métodos en cuanto a exactitud de
resultados, facilidad para preparar el modelo de estudio y la facilidad para crear la
fuente y los mecanismos de reduccién del efecto de fronteras artificiales impuestas,
estas con un caracter finito en los modelos. Todo esto sin ninguna otra dificultad que

un programa de computadora.
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Dicho programa es posible gracias al proceso de discretizacion, logrando representar
funciones o funciones incdgnitas continuas y mediante la discretizacién con un
conjunto finito de nimeros que reemplazan un nimero finito de parametros incégnita.
Entre las diferentes formas de discretizacién posibles existen los elementos finitos,
volumenes finitos, etc. En este apartado estudiaremos uno de los métodos mas

simples, el método de diferencias finitas.

Este método ofrece un camino directo para calcular los movimientos, a partir del
problema formulado, en términos de las ecuaciones bdsicas vistas en el capitulo
anterior y las condiciones iniciales y de frontera, implica un minimo de esfuerzo
analitico mediante el empleo intensivo de computadoras digitales. EIl método es en
general flexible, puede ser aplicado a cualquier cuerpo inhomogéneo de forma virtual
y arbitraria. El tamafio y la complejidad de un problema que puede ser resuelto con
este método esta limitado por la capacidad de cdmputo disponible. Por ello es de gran
importancia contar con algoritmos que minimicen la cantidad de memoria requerida y
el tiempo de coémputo. Un algoritmo eficiente debe explotar al maximo la simetria de
un problema, la simplificacion de las ecuaciones basicas, las condiciones de frontera
que se alojan para la exactitud deseada y las opciones optimas de configuraciones para

rejillas, formas de diferencias finitas y condiciones en las fronteras artificiales.

Para nuestro caso en particular con la finalidad de reducir el tiempo de computacién
de las simulaciones, se supone que las propiedades de los medios son iguales sobre un
cilindro centrado en el eje de axisimetria. La ventaja de desarrollar un cddigo de
diferencias finitas reside en el hecho de que los estudios de propagacién de ondas se

pueden efectuar para un medio mas realista

El proceso general de aplicaciéon consiste en, primero, discretizar el dominio del
problema mediante una malla, tomando en cuenta las condiciones de estabilidad, la
aproximacion de las derivadas de las ecuaciones que rigen el fendmeno mediante el
esquema de diferencias finita, establecer las condiciones iniciales y de frontera, el
planteamiento del sistema de ecuaciones en diferencias finitas y por ultimo el

computo de los resultados:
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Se puede clasificar el método segun el tipo de discretizacion que se emplee en;
Métodos de mallado regular o irregular, segln se realice el discretizacién del dominio.
También se pueden clasificar como métodos implicitos o explicitos. Los métodos
implicitos son aquellos que conllevan la resolucién de un sistema de ecuaciones,
mientas que los explicitos evitan la resolucién de sistemas y permiten el célculo de la
solucién de una manera iterativa. También se cuenta con diferentes tipos de rejilla,
como la convencional y la desplazada. La rejilla convencional es empleada con
representaciones en desplazamientos, mientras que las rejillas desplazadas se empelan

con formulaciones en desplazamientos-esfuerzos o velocidad-esfuerzos.

II1.3.1 El teorema de Taylor

El primer paso o etapa para establecen un esquema de diferencias finitas para resolver
una ecuacion en derivadas parciales, es sustituir el dominio conjunto del problema
original por un modelo discreto, es decir, una malla o rejilla. A modo de ejemplo se
analiza el caso mas sencillo de una funcion dependiente de una variable espacial, es el

caso unidimensional.

Sea u(x) una variable continua dependiente, se puede pasar a un dominio discreto
como u(i-Ax), o mediante la notacion con subindices como u;. Asi se pueden

referenciar los distintos puntos de discretizacion como se muestra en la figura 3.1.

Ui—g = u(xg — Ax) u; = u(xo) Uirr = U(Xp + Ax)
Xq— Ax Xo X + Ax
Ax

Figura 3.3 Discretizacion espacial en una dimension (Pérez Ruiz, Ja y Luzon Martinez F).

La idea de la aproximacion por diferencias finitas para una derivada se puede extraer

. .y . ou . u(xg+Ax)—u(x
de la propia definicién de derivada como tal es; P limp,_ %, donde
X0

se tiene la aproximacion para el valor de la derivada respecto de u con respecto de x,

en torno de xy. No obstante, una manera mas formal de desarrollar este tipo de
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aproximaciones se puede conseguir mediante la aplicacidon del desarrollo en series de

Taylor. Al desarrollar una expansidn en esta serie se tiene de la forma:

Ax o1y Bx)"1 9y (bx)™
2! dxn—1 xo (@-1)! axm™lg n!

u(xy + Ax) = ulxy) + ou
Oxly,

Con limites en xy < & < xo + Ax, la letra & es un punto intermedio donde se evalua
om"u . . . L.
oY donde el dltimo termino de la ec .3.8 es el dominado resto de la expansion. Una

vez que se tiene este desarrollo se puede extraer lo que se conoce con diferencia

“hacia adelante”, reordenando la ecuacion anterior como:

ou u(xg+Ax)—u(x 0%u Ax
e R I S 59
0xly, Ax 0x?ly, 2!

Empleando una notacién mas usual, a través de indices quedaria:

a_u I
oxl, = " ar F O (AX) e (3.10)
El error de truncamiento O(x) se define como la diferencia entre la derivada parcial y

su representacion con diferencia finita.

Existe un ndmero infinito de representaciones para la derivada de u, dependiendo del
la expansion en serie de Taylor, asi se puede encontrar el llamado esquema “hacia

atrds” sin mas que aplicar el siguiente desarrollo de Taylor,

ou o"u (Ax)™

_ 9%u Ax
u(xy + Ax) = ulx,) — P ‘e Ax + o3 ‘e ETER R e g T (3.11)
Simplificando se obtiene
oul _ ui—ui—q
oxl, = " F O (AX) oottt (3.12)

Restando los dos desarrollos anteriores, ec. 3. 11 3.12 y reordenando los términos, se

encuentra el lamado esquema “centrado”:
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ou Ui+1—Ui—1 2
oot Mot ol 0 (74 ) E PP 3.13
oxl; 2Ax + ( ) ( )
Si en lugar de restarlas se suman y se reordenan se obtiene una aproximacién

“centrada “para la segunda derivada

%u Ujpq—2Uj+U_q 2

| = e O (X)) e e e 3.14

axz l sz ( ) ( )
Existen diversos desarrollos para obtener diferentes esquemas que aproximaran con
distinto orden de error las sucesivas derivadas. A continuacién muestro algunos

ejemplos de estos esquemas

Derivada Aproximacion en DF Orden de Error
du Ui — U 0(Ax)
ox i Ax

Wi e 0(Ax)
Ax
Uppg — Ujg 0(Ax)?
20x
0%u Uipg = 2U; + Uiy 0(Ax)?
ax2|. Ax?
l
—Ujs2 + 16ui+1 - 30ui +1 0(Ax)4'
Ax?
o3u Uiy = 2Upq +4U; + 20 0(Ax)?
ax3| 2Ax3

Tabla 3.1. Algunos esquemas de derivadas en diferencias finitas.

El método de DF resulta laborioso para logar explotar el maximo de eficiencia es por
eso que en ocasiones para un problema complejo resulta, hablando en términos
computacionales, sumamente costoso y el desarrollo del algoritmo se vuelve una tarea
complicada y dificil, es por eso que recientemente se han realizado algunas

modificaciones al método de DF tratando de aprovechar al maximo su esquema.
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II11.4 Numero de Onda Discretizado.

El método de DWN mediante la solucidn y evaluacién de la funcidén de Green fue
introducida por Bouchon y Aki. La evaluaciéon de funciones de Green para medios
eldsticos y acusticos es un problema, que por su importancia, ha sido estudiado en
repetidas ocasiones, desde el trabajo pionero de Lamb (1904), muchas aproximaciones
han sido propuestas para evaluar la respuesta de sdlidos eldsticos excitados por una
fuente puntual transitoria. Los métodos concebidos para el calculo de las funciones de
Green son, sin embargo, muy complejos o que proporcionan sélo soluciones
aproximadas. El método de onda discretizado, introducido por Bouchon y Aki (1977),
proporciona una forma de calcular acertadamente la funcidén de Green completa para

muchos problemas con un minimo de matematicas.

El principio del método se puede llevar hasta Rayleigh, quien demostré que las ondas
reflejadas por una superficie sinusoidal corrugada se propagan solo a angulos
discretos, los cuales describié los érdenes del espectro (Rayleigh, 1896, 1907). La
existencia de drdenes discretos en el espectro horizontal del nimero de onda es una
consecuencia inmediata de la periodicidad de la superficie reflectora. Aki y Larner, en
1970, extendieron la aproximacién de Rayleigh para estudiar la dispersion de ondas
planas en la vecindad de una superficie irregular periddica utilizando frecuencias en
dominios complejos. De la misma forma, el nimero de onda discretizado, introduce
una periodicidad espacial de fuentes para discretizar el campo ondulatorio radiado,
qgue se apoya en la transformada de Fourier en el dominio de la frecuencia compleja

para calcular las funciones de Green.

I11.4.1 Teoria basica del DWN

Consideremos la onda esférica, que admite una expresién integral de la forma (ver

Bouchon, 2003)
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Dondei =+vV—1,R =+/x2+y2+2z2,r=R=\x2+y%,n= ’(%)Z—kz

Im(n) <0, H,Sf) Es la funcién de Hankel de segunda especia de orden cero yces la
velocidad de las ondas en el fluido, y suponiendo que hay un nimero infinito de
fuentes de ondas esféricas separadas por una distancia L, es posible transformar la

integral de la ec. (3.15) en una suma de la forma:

_ia)_R . —iwRm
2( =) = 32;’;20 gmHéz)(nmr) cos(lz) Ak — ¥m== R;teT < ) ... (3.16)
Donde

_(1sin=0 I P o _
E_{Zsin21 '”m—\/(c) k%, Im(m) <040k == yky, =mAk.

Se supone que L es tan grande como sea necesario para que la ventana de tiempo

considerada no registre la llegada de las fuentes localizadas en +mL.

La interpretacidn fisica de la ecuacién 3.19 consiste en que la onda esférica que esta
expresada en el lado izquierdo, se descompone en la superposicién continua de ondas
planas o cilindricas homogéneas e inhomogéneas que se mueven a lo largo del eje z y
ondas cilindricas que lo hacen a lo largo de la direccién radial r, el conjunto
corresponde a un patrén cénico. En la figura 3.5 se ilustra esquematicamente esta

descomposicién.

El sistema de ecuaciones que resulta de considerar las condiciones de frontera en las
ecuaciones de movimiento se resuelve en el domino de la frecuencia. La suma de las
ondas se hace mediante una integracién, que puede tener polos y singularidades. Con
la finalidad de evitarlas, ademas, esto se logra afadiendo una parte imaginaria
constante a la frecuencia y por ello las ondas que vienen desde ese arreglo periodico

estan amortiguadas.
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Figura 3.5. Descomposiciéon de una onda esférica en una superposicion de ondas

coOnicas.

Considerando las ecs. (3.15) y (3.16), el potencial de la fuente se puede expresar de la

forma:

e—LwR/C)

PY = S(w)———=S(w) = z emH(Z)(nmr) cos(km(z — z5)) Ak

Donde S(w) es la transformada de Fourier del pulso disparado en la fuente (xg, ys, Z5)

es la posicion de la fuente, R = \/(x — x5)% + (y — ¥5)? + (2 — z5)2, 0 = wg — iTl, y
w

los otros parametros se toman como fueron definidos con anterioridad. En general el
método de numero de onda discretizado se basa en parte en el teorema de Scharwz, el
cual nos ayuda a representar un fendmeno mediante la suma de fuentes continuas,
esto implica tener la repeticidn de las fuentes, es por esto que es necesario un sistema
de amortiguamiento virtual, para las fuentes que deben de estar suficientemente
alejadas para que su efecto sea minimo.
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II1.5 Diferencias Finitas Vs DWN.

En este capitulo se presento la teoria basica de los métodos de DF y DWN, cada uno de
estos métodos tienen sus ventajas y desventajas, entre las principales ventajas del
método de DWN sobre DF podemos mencionar la velocidad de calculo, costo de
computo y una mayor facilidad en el planteamiento, sin embargo es necesario revisar
las fuentes periddicas producto de la teoria del método, para el método de DF
podemos decir la potencia de calculo, capacidad para incluir mayores parametros y

mayor complejidad en la geometria.

Son 2 alternativas para la solucion de la propagacion de onda en medios cilindricos,
ambos métodos utilizan parametros similares para el disefio de la geometria y fuente,
entre las principales diferencias podemos contar el principio de programacién, el
dominio en el que se resuelven las variables y en especial para el método de DWN el
empleo de frecuencias complejas para amortiguar las ondas producto de las fuentes
virtuales, este procedimiento es equivalente a utilizar un sistema de amortiguamiento
virtual para las fronteras, es por ello que el programa de DWN requiere algunos

pardmetros mas para realizar el calculo.

Sin importar las diferencias, cuando 2 métodos estdn debidamente programados y
ambos se suponen correctos la prueba a superar es la similitud en los resultados
obtenidos, es por ellos que un método sirve en este trabajo para comparar con el otro,
lo ideal, seria comparar ambos métodos con un registro sénico real para posterior
mente realizar un proceso de inversiéon de datos sénico, esto implicaria tener una
matriz de sensitividades y de pardmetros correctos para dicho proceso, sin embargo
por el momento escapa del objetivo, el cual es mostrar la atenuacién en la

propagacion de ondas en medios cilindricos con cavidades inmersas en un fluido.
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[V. Modelos de Atenuacion

A continuacion se muestran las caracteristicas generales de los distintos modelos de
atenuacion que existen para representar la propagacion de ondas en materiales

reales y no idealizados como las rocas y algunos fluidos.

IV.1 Parametros basicos de los modelos de atenuacion.

IV.1.1 Funcioén de relajacion.

Se puede obtener midiendo el esfuerzo después de imponer una constante por unidad

de deformacidn en una muestra relejada del medio.

Para encontrar la funcion de relajacién primero recordando la ley de Hooke para un

caso sin pérdida es 0 = M€ y la funcidn de relajacién para este caso es:

W) = MoH (L) coveeeeererseeesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssessssssssssssssanees 4.1

Donde M, es la constante de lamé A y H(t) es una funcidn escalén o Heavy-side, que

significa que antes de t=0, la funcién H(t) era nula.

Sabemos que en la relacion viscoelastica, el esfuerzo es proporcional a la
deformacion, y que se puede expresar como la convolucién de la funcion de

relajaciéon con la derivada temporal del tensor de deformaciones, esto es:
0 =P % €(t) = P(E) = MeB() % € = Mo€ o (4.2)

Ahora para el caso con pérdida tenemos
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Entre las propiedades que cuenta una funcidn de relajacién, es que debe ser causal,

positiva y real ademas de presentar un comportamiento decreciente con el tiempo.
IV.1.2 Funcién de aumento

La dependencia de la deformacién con el tiempo resultado de la aplicacidon de un

esfuerzo uniaxial constante.

e(t) = ZED s H(£) = 4(£) * 8(E) = X(8) coriiieocomssosssseseere (4.6)

También se puede ver como

d d d a
o':al‘[)(t)*€=a)((t)*0'=(a l/)(t)*a )((t))*O' ................................... (4.7)

Tenemos la propiedad que:

% W(t) * % D N1 (> N (4.8)

Y M(w)](w) = 1,donde J(w) = F|x(t)| es el modulo complejo de aumento flexible.

. d - L, . .
Ahora si llmt_)ood—f es finito, ocurre una deformacién después de aplicar un campo de

esfuerzos, este comportamiento esta relacionado a los fluidos viscoelasticos, si dicho

limite es 0 el material es un solido viscoelasticos six = o 1 = 0.
IV.1.3 Tiempo de relajacion

El tiempo de relajacién (t) o de respuesta del sistema, fisicamente representa el
tiempo necesario en el cual el esfuerzo caiga exponencialmente hasta su valor inicial,
asi mismo es el tiempo en el cual la funcidn de esfuerzo pasa a través de un punto de

inflexion.
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IV.1.4 Modulo complejo, de pérdida y almacenamiento

El Modulo complejo es el cociente de desfasamiento entre el esfuerzo y la
deformacion, el modulo complejo representa la transformada de Fourier de la funcién

de relajacion, la transformada de Fourier de la ecuacién 4.3.

Flo(w)] = M(@)F|E(W)] eveereriririnirienieniesieseesee ettt st (4.9)

Donde F es el operador de la transformada de Fourier. Ahora tenemos que:

M(w) = F [P = [7 O o00GE (4.10)

0 0
Es el modulo complejo ya que % =6 + S(OYH(L)

M(w) = ¥(0*) + fj% LG (4.11)
Si separamos M (w) en su parte real e imaginaria tenemos que

M (@) = M1() F Ma() ceeveereeieiiieiesesesiesieeeee ettt st se s e (4.12)

Donde la parte real representa el modulo de almacenamiento y la parte imaginaria

representa el modulo de pérdida, esto es:

M;(w) = w fow SINIWE) Attt ettt e s (4.13)

es el modulo de almacenamiento

M, (w) = w fow [W() = W(0)] COS(WE) AL urririririiireiierereere e (4.14)

es el modulo de perdida

Entre algunas de las propiedades del modulo complejo se encuentran; su parte real e
imaginaria deben de ser diferentes con 0, su limite inferior y superior debe ser real y
coincidir con los valores de la funcién de relajaciéon en sus partes relajada y no

relajada, el par transformado de Hilbert es su parte real e imaginaria
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IV.2 Modelo de atenuacion de Maxwell.

Uno de los pioneros en darse a la labor de formular las bases de la viscoelasticidad
lineal, fue Maxwell en el aiflo de 1867 quien publico su representacién de uno de los
modelos mas sencillos de atenuacion, la combinacién de elementos mecanicos
sencillos colocados en serie, como se ve en la figura 4.1 estos elementos son un
resorte y un amortiguador. Con esto se logra que las deformaciones que se producen
en cada elementos y en la parte inferior sea la suma total de las deformaciones en los

elemento.

o M, 7 o

&N ES
E

Figura 4.1. Muestra la representacion mecanica del modelo de Maxwell para la atenuacién.

]
¥
']

IV.2.1 Relaciones esfuerzo deformacion

La relacion entre el esfuerzo y la deformacion para este modelo mecanico en la

parte del resorte esta dada por la ecuacidn:

En el resorte donde M, es la constante elastica del resorte que representa la respuesta
instantanea del sistema no relajado para el resorte. La relacién constitutiva para el

amortiguador con n >0, siendo n el factor de viscosidad, es:
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La elongacidn final del sistema € = & + ¢,, la relacién esfuerzo deformacién para el

modelo Maxwell.

do 1 o _ de(t)

i b T ettt ettt (4.17)
dt My 7 dt
Cuya transformada de Fourier es g(w) = M(W)E(W) vvvvrerenereneniiiiieieieine, (4.18)
DONAE M (00) S e e eeeeeeeeeseseeseeeseesseeesese e (4.19)
wT—1
es el modulo complejo con T = Mi ......................................................................... (4.20)
U

La funcidn de relajacién y de aumento para el modelo de Maxwell quedan definidas

como: Y(t) = Mue(_?t)H(t) ................................................................................... (4.21)

x(t) = Miu (1 + f) LG (4.22)

El modelo Maxwell tiene wun cociente de relacion esfuerzo energia

a2

0 — (4.23)
Con un factor de calidad igual @ Q (W)=WT .eeeiieeveeeeeeieeeceeee e (4.24)

— a _ X
7 03 (@) _ 25 (b)
<) & M,
) & 20
o =
] 0.2+ 2
g 2 15
2 E
= & 10 gt
; 0.14 < Me
£ Z
g _ T o5
b /M, E .
00 | \ \ \ | | 0 | | | | T |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (ws) Tiempo (ms)

Figura 4.2. La grafica a) muestra el comportamiento de la funcion de aumento para el
modelo de Maxwell mientras que la grafica b) muestra el comportamiento de la funcién de
relajacién para el mismo modelo, M,, es el modulo con tensién del resorte.

El hecho de que el modelo de Maxwell sea el mas apropiado para representar un fluido

viscoelastico, es debido a la cantidad y simplicidad de sus elementos.
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En la grafica podemos ver como el factor de calidad es directamente proporcional a la
frecuencia y al tiempo de relajacidon del material, lo que nos puede dar una idea de la
proporcién entre la atenuacién de la onda en funcién de la frecuencia angular, a mayor
frecuencia angular mayor dispersiéon por lo tanto menor amplitud en el tiempo,
también del tiempo que se tarda el material en disipar la energia que atraviesa en

forma elastica.

.. > b
J 01 @ ®
w = 40
g - 5
= 2
g 2 G 307
P <
- © 20
2 1 g
K £ 10+
S A
-
0 T T T T T | o T T T T |
0 50 100 150 200 250 300 0 20 40 60 80 100

Frecuencia angular (@) en Hz Frecuencia angular (w) en Hz

Figura 4.3. a) Velocidad de fase y b) factor de disipacidn para el modelo de Maxwell con los

U —pc2 p=249" 3km __ 1 o_
siguientes datos M,, = pc“,p = 2.4cm3,c = ,T = an’f = 25 Hz.

El sistema actia como un filtro pasa altas, ya que los modos en bajas frecuencias son
disipados completamente. La velocidad para un medio eldstico se puede obtener en el
limite de altas frecuencias, a bajas frecuencias como podemos ver, la propagacion es

minima.

Tanto el resorte como el amortiguador sufren la misma fuerza, ya sea en serie o en
paralelo, inicialmente la extensién es en el resorte, después el intercambio de la
deformacion en el resorte al amortiguador para después presentar la relajacion en el
amortiguador, lo que hace un movimiento mas lento el modelo de Maxwell es mas
apropiado para representar un fluido viscoelasticos. También vale la pena mencionar
que una onda en un material cuyo modelo de atenuacion es representado por el
modelo de Maxwell presenta una velocidad menor que una onda que viaja en un

material sin atenuacion.
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IV.3 Modelo de atenuacion de Kelvin-Voigt.

Lord Kelvin (William Thomson) en el afio de 1875 y Woldemar Voigt en 1892,
adecuaron un sistema mecanico utilizado para describir los efectos de la anelasticidad.
Este modelo resulta muy util para describir sélidos elasticos puros a altas frecuencias.
Es un modelo viscoelastico comunmente utilizado para atenuar las altas frecuencias
caracteristicas en los materiales metalicos. Consiste de 2 elementos de
amortiguamiento conectados en paralelo, esto causa esfuerzos diferentes tanto en el

resorte como para el amortiguador.

Figura 4.4. Representacion mecanica del modelo de Kelvin-Voigt, podemos ver que a
diferencia del modelo de Maxwell los elementos estan en paralelo.

IV.3.1 Relacion constitutiva

El esfuerzo total estd compuesto por un esfuerzo eldstico en el resorte es:

01 = MR e e (4.25)
Donde My, es la constante del resorte, el subindice R es para “relajado” o sin esfuerzo y
la relacién constitutiva en el amortiguador involucrando a la viscosidad del elemento

de amortiguacioén, se tiene:
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Donde ¢ es la deformacién total del sistema. La relacidn constitutiva general estd dada

por la suma total de los esfuerzos

0=01 + 0y = MRSI + n d‘:i(tt) ..................................................................................... (4.27)

Ahora bien en funcidn de las constantes elasticas de Lameé tenemos:

O-ij = /1(21 Eij)5l-j + Zﬂgij + ;{(Zl EU)SU + ZMEU ......................................................... (428)

Donde A y i’ son los coeficientes anelasticos. Solo se agrega una atenuacién
proporcional a la derivada temporal de las deformaciones.

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion 4.27 tenemos:

Y el modulo complejo es:
M) = MR A 10 eeeeieeieiiiiiiieieeeeee ettt e (4.30)

De ahi se puede entonces calcular la funcion de relajacion a partir de la transformada
inversa de Fourier de la ec. 4.10. M(w) = F [%} = ffw% el gt
Y() = MRH(E) F DO (1) ceeerereneienerieneee ettt sttt et (4.31)

Y una funcién de aumento:

1 _t
X)) == [1 —e ] HQE oo eseeeeee e eessesen e (4.32)
R
DONAE T o e e e et e e eeeee e e e e e e s eeeeee et e e et e e eeeeeeeneeeneeeaeenns (4.33)
R
_ (a) 25 7 oft)
_ 1/M, — b (b)
& &
T 004+ g 207 M,
z 3
g g 15
= 0.02— o 107
:g . ‘.g 5]
£ &
I
0.0 | | | | | 1 0 | | | | | 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (ms) Tiempo (ms)

Figura 4.5. a) Comportamiento de la funcion de aumento, b) comportamiento de la
funcidn de relajacion para un experimento dado.
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La funcién de relajacién no muestra dependencia con el tiempo. El modelo es ideal
para materiales sdlidos eldsticos puros en altas frecuencias. Inicialmente el
amortiguador se extiende y comienza a transferir el esfuerzo al resorte, al final, el
esfuerzo total esta en el resorte, la funcién de aumento no muestra
instantaneamente dicho impulso o deformacion instantanea ya que el amortiguador
no se deforma instantaneamente, lo cual no es necesariamente cierto en un medio

real. La funcién de aumento tiende al modulo relajado Mg en el tiempo infinito.
1
El factor de calidad esta dado por: Q(w) = -

Es curioso que en este modelo el factor de calidad sea inversamente proporcional al
del modelo de Maxwell, ademas, la funciéon de relajacién no muestra dependencia
temporal, es decir, que depende por completo del material por donde se propaga la
onda. Vale la pena mencionar que una onda que se propaga en un modelo Kelvin Voigt

es mas rapida que una onda que se propaga en un material elastico.

6 (@) 20+ (b)
w -
g S 1.5
Sad 2
@ N (Myp) =
y T 10
T 2 S
B % 05
= I
2
-
0 T T T T T | 0.0 T T |
0 50 100 150 200 250 300 0 100 200 300
Frecuencia angular (w) en Hz Frecuencia angular (w) en Hz

Figura 4.6. Velocidad de Fase a) y b) Factor de Disipacion del modelo Kelvin - Voigt.

El sistema actia como un filtro pasa altas ya que disipa las bajas frecuencias, ideal en
experimentos o fendmenos que necesiten una frecuencia ultrasdnica. Una onda que se
propague en un medio con atenuacién Kelvin Voigt es mds rapida que la misma onda

en un medio elastico.
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IV.4 Modelo de atenuacion de Zener.

La combinacion entre el modelo de Maxwell y Kelvin Voigt nos otorga la capacidad de
describir mejor lo materiales que podemos encontrar cominmente, rocas, polimeros,
etc. Para considerar procesos de aneldsticidad o de relajacion en fronteras porosas, es
necesario representarlos mediante la distribucion de picos de relajacidn, este tipo de

picos de relajacion puede ser obtenidos considerando elementos tipo Zener ya sea en

serie o en paralelo, la velocidad de fase varia desde TRcomo limite de baja

. . ,M .
frecuencia y para altas frecuencias tenemos 7“, el sistema presenta un

comportamiento eldsticoen Q=1 = 0

Figura 4.7. Representacion mecdanica del modelo estandar lineal o Zener multielemento.

IV.4.1 Relacion constitutiva.

La relacion esfuerzo deformaciéon por partes para cada uno de los elementos son:

O T K €]ttt ettt ettt et e et e e te e te bt et e enteenteete e teenes (4.34)
d

oy = nf ................................................................................................................ (4.35)

09 = K€ i st be e e rae e srae e (4.36)

Conk,>0,k, >20yn =0
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Sabemos que el esfuerzo total puede ser la suma de los esfuerzos en cada elemento,

ESTO ©5: 0 = 01 T 0 urreiiiiiie ettt e s s n (4.37)

La solucién al conjunto de ecuaciones para ¢ y € nos da la relacion esfuerzo

deformacion.
do(t) de(t)
O'+TO-7=MR(£+T£ at ) ............................................................................. (439)
DONAE My = S e e e e (4.40)
k1+k2

es el modulo de relajacién (modulo de los amortiguadores relajados)

_ n
L - (4.41)
y
T, = klz .................................................................................................................... (4.42)

y son los tiempos de relajacion tanto para el esfuerzo como para la deformacion

El modulo complejo se obtiene sacando la transformada de Fourier de la ec. 4.34.

G I A e S (4.43)

1+iwts

El modulo de los amortiguadores con esfuerzo y se obtiene cuando w — oo

My = Mg(EE) My = Mp oo snsssssnssans (4.44)

To

El factor de calidad es

O (4.45)

(Te=Tg)

Donde T0=\/E
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También podemos expresar el factor de calidad en funcién de t,y una frecuencia
central dada w, = 75! y este factor de calidad para una frecuencia dada.

27:0

QO T T iieiieeeeie et ieie e e et e e e e e seesae0000aNeetNetNeeeeeieetetetetesteeteetseteeteeleetrerserteretionnts (4.46)

Te—To
Para cualquier frecuencia en funcidn de 7,

2.2
1+w Ty

Q(w) = Qo(

2(1)1'0

Resolviendo para el tiempo 1. y 7,

Yoo eeeeeeeeeee e s e eeseeeeeee s (4.47)

T, = ;—0(,/Q§ e ) JO SO (4.48)
Ty = ;—‘;(w/QS 1 m 1) oo (4.49)

Las ecuaciones constitutivas quedan

de(t)
=1y T T T (4.50)
PG (4.51)
dt
Donde la funcidn de relajacion es
AWEES]
W(t) = Mg |1 - ( —T—)e ez 2 0C DO (4.52)
Y la funcidn de aumento es -
PO It F el R A 1 (3 (4.53)
_ a _ M
- 005 (@) _ 30— Mo )
& 0.04 @,
3 £ a0
‘% 0.02- g .
7 00 Q
< = 104
= 5
2 0014 e
) T
I
00 \ T T T T | 0

0 5 0 15 20 25 30

Tiempo (ms)

0 15 20 25 30

Tiempo (ms)

Figura 4.8. a) Comportamiento de la funcion de aumento, la cual muestra una respuesta
instantanea y un valor asintético como los sélidos en la realidad. b) la funcién de relajacion
presenta un estado no relajado instantaneo, y al final del proceso, el sistema se ha

distendido totalmente al modulo Mg.
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Para la funcién de aumento existe un valor inicial y(0*) = M;1y un esfuerzo
asintotico para y() = Mz, determinado por las propiedades del resorte y del
amortiguador. Poco después de la primera deformacién, la fuerza a través del
amortiguador es gradualmente disipada por la deformacion en el amortiguador,
resultando en un incremento gradual de la deformacién en total, finalmente se alcanza
el valor asintdtico. De manera similar la funcién de relajacion muestra un estado
instantaneo de esfuerzo de magnitud My;. Al final del proceso, el modulo del sistema

tiende al valor de M.

De igual manera como para los sistemas anteriores podemos ver en las siguientes
graficas caracteristicas como la velocidad de fase aumenta con la frecuencia. El factor

de calidad para el modelo de Zener es:

1+ 0%ty

Q) = L s (4.54)

Donde podemos encontrar las graficas de velocidad de fase y factor de disipacion.

40— (a)

0.16—
»
g  (My/p) £ 012
é} im Al .
. 35 E
< Z 0.08-
< 3
E 3.0+ : =
% v (My/p) £ 0.04
= &
= Log(1/7,)
25 | I ] 0.0 T | |
1 2 3 4 1 2 3 4
Log[w(Hz)] Log[w(Hz)]

Figura 4.9. a) Velocidad de fase y b) factor de disipacion del modelo de Zener

DONAE Ty = 1/ TeTe creerreermeereeruerireesieesieesteste st et e saeesaeesaeesareebeesbeesanesaseeaneeseeneas (4.55)

La velocidad de fase aumenta con la frecuencia en este modelo hasta alcanzar un valor
e g My . . _1
asintotico con " presenta un pico de atenuacion para cuando wy = /To' El

modelo de Zener es apropiado para representar los mecanismos de relajacion como
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los ilustrados en la figura 4.7. Procesos como relajacion en las fronteras de los poros
pueden ser explicados por la distribucion de picos de relajacion. Este comportamiento
es resultado de considerar varios elementos de Zener en serie o en paralelo, un

sistema que trataremos a continuacion.

IV.5 Modelo de Zener para varios elementos.

Algunos procesos como la simulacion de grietas o fracturas, o medios con alta
porosidad en lo que esta presente una proceso de atenuacién debido a la porosidad de
la materia y que tienen factores de disipacién mucho mas complicados que una sola
curva. Para tratar de representar fisicamente el modelo que se propone, se supone
una serie de modelos Zener conectados en serie o en paralelo como se muestra a

continuacion.

Figura 4.10. Representacion mecanica del modelo Zener Generalizado o Zener
Multielemento.

El esfuerzo total en el sistema para elementos en paralelo es:
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En el dominio del tiempo relacionando la funcién de relajacién tenemos la ecuacién

constitutiva

d d
o= 2f=1xpl*ae:¢*ae ................................................................................. (4.57)

Donde 1; es la funcién de relajacién para cada elemento y se obtiene de

w12 (-2

=1

T HE) oo (458)

hlv—\

Y para el modulo no relajado tenemos

L L
1 Tel Mg Tel
M, =M 1——2(1——8) = ) e e e (4
U Rl I Tal I " (4.59)

=1
Cuandot =0y w — +o0
También podemos encontrar la relacién constitutiva mediante

o = Y-, M Y en el dominio de la frecuencia tenemos la relacién como:

LEEOTELY o oeeeeeeeeeeeesseeeeeeeeeeesssseeseees e e e e sssseseen e esseseeee (4.60)

1+le

U=ZzL1 Mg (

L, M .
Podemos escoger la relacién Mg, = TR, y el modulo complejo puede ser expresado

como
M) = FF i M) ettt (4.61)
M (w) = 2E (M) .............................................................................................. (4.62)

1+iwtgy

Por lo general, en el drea de exploracion petrolera y sismologia, los modelos con Q
constante son utilizados para representar la atenuacién en rocas, en algunas ocasiones

es valido a escala sismica regional, aunque la dependencia con la frecuencia es por lo
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general desconocida. Para ciertas bandas de frecuencia esta empiricamente visto que
la atenuacién es casi constante con la frecuencia, por lo que Q es generalmente
constante en las distintas ventanas de frecuencia. La técnica para encontrar Q para un
rango de frecuencia, es suponer mecanismos de relajaciéon separados a una misma

distancia en un escala logaritmica en funcién w (Liu, Anderson and Kanamori, 1976).

Por lo general, para el modelo de Zener de varios elementos, la respuesta del factor
de calidad en funcidn de la frecuencia es equivalente a la superposicién de la respuesta
de varios modelos Zener de un solo elemento, por lo que se puede decir que en dicho
rango de frecuencias una respuesta de Q para un modelo Zener de varios parametros,
es equivalente a varios modelos de un solo elemento, esto es, que exista un Q cuasi
constante en la que el efecto de tener varios picos pueda ser descrito por una sola

curva. En la siguiente descripcidon veremos cémo ajustar las curvas.

Este modelo es conveniente para representar la atenuacion en las rocas ya que
generalmente la dependencia de la frecuencia es desconocida, sin embargo, existe
evidencia fisica que la atenuacién es casi constante con la frecuencia, de ahi Ia
posibilidad de obtener un Q constante para una banda de frecuencias. La técnica para
construir un modelo de Q constante sobre un rango de frecuencias es sencilla. Es
posible para sdlidos con poca pérdida representar la atenuacién mediante el modelo
de Zener multiparametrico, de forma que se puede ver de manera mas clara y sencilla
una parametrizacién del modelo Zener un elemento, podemos obtener para una
frecuencia central dada por; w, = 757, y el valor de factor de calidad para esta

frecuencia es:

Entonces el factor de calidad en funcidn de la frecuencia queda como:

2.2
1+w Ty

QW) = QuCEEI0Y oo eeeeeee e eeee e seseee et eseee e eeesss e (4.64)

2wTy

Resolviendo para 7, y T, tenemos que
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T, = ;—‘;(,/QS F 1A 1) oottt (4.65)
y T, = ;—‘;(,/QS F 1 m 1) et (4.66)

Ahora el problema es encontrar un conjunto de tiempos de relajacién 7. y T, para

cada elemento que nos den un Q casi constante en una banda de frecuencias con

centro en wy,, = 1 , que representa la posicion del mecanismo en la mitad de la
om TOm

. . T L
banda, que para cualquier L, tiene un indice m = >~ 1.

Como se menciono anteriormente, se deben de tomar varios picos individuales de

relajacion en una escala log (w) equidistante.
El factor de calidad del sistema es:

Re(M) _ Re(Yi,M))

= e =) vt T U U OO PP PP UPT PP 4.67
Q) mM)  ImEk, My ( )
Recordando la ec. 4.53 M;(w) = Yr (M)
L “1+iwtgg
Yaque Q; = Re(Ml)/]m(Ml) se puede suponer que
Yie 1 QuIm(My)
s e OO PPUPUPPPROR R PPPPPIN: 4.68
Q(w) = Moo (4.68)
_ 1+w?t
Donde Q;(w) = Qy; (—Zw‘fol ) ................................................................................. (4.69)
Y suponiendo una aproximacién con poca pérdida t,; = T tenemos que:
_ Mg |w(@a-To1|  Mr 2wy _ Mg
Im(my) =2 [1+sz;,1] ~ M [ (szrglmm] S — (4.70)
Ahora escogemos Qy; = Q,, Yy sustituimos en ecuacién 4.61 para encontrar
2 -
() = Qg (T = ) e e (4.71)

=1 2.2
1+w Tol



Supongamos entonces T, distribuido iniformemente en el eje log (w) y Q(wey,) = Q

que seria el valor ideal a encontrar tenemos la grafica
33 @ 0% (b)
: v (My'n) .

g 32 g 0.06-

¥ :

2 1

& 31 T 0.044

= L

= &

2 30 E 0.024

> v (M)

29 | | | | 00T= T
0 | 2 3 4 0 | | 3 4
Log[aHz)] Log[wi{Hz)]

Figura 4.11. a) Velocidad de fase y b) Factor de disipacion contra la frecuencia, para 5
mecanismos de disipacion, cada uno con un Qy=15, tal que Q=30. Las lineas punteadas son
los factores de calidad de cada elemento de disipacion y la linea continua vertical indica la
posicion del tercer pico de relajacién y la line continua muestra Q constante equivalente.

Entonces para tener una Q constante igual a Q necesitamos:

T 3 OO (4.72)

L <=1 1+ w3, T3,

La funcién de relajacién para dicha Q constante tiene una grafica como:

30—

= N
=, —
E 20 R

=

=
2

(=¥

=
2 10—
NS

=

[T

0 | I | | | |
] (=] 10 15 >0 e A

Tiemp o (ms)

Figura 4.12. Comportamiento de la funcidén de relajacién en el tiempo.

La velocidad compleja esta dada por: v, =

=
~
~l
w



que representa la velocidad de fase en w = w, (que es la frecuencia de referencia) y
— 2 2 Y
M, = pcgcos (7)
Ty

El factor de atenuacién esta dado por: @ = tan (7) sgn(w) Uﬂ .......................... (4.76)
1]

Y el factor de calidad, es: Q = , pero Q es independiente de la frecuencia de

tan (my)

1 1 . . . .
formaquey = ;artan(a) parametriza o normaliza el nivel de atenuacion
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V. Formulacion de Atenuacion en
DWN y FD 2.5D

El problema que se estudia en este trabajo corresponde a la propagacién de ondas en
el interior de un cilindro dentro de un medio eldstico. La fuente es un pulso esférico
disparado a lo largo del eje de simetria del cilindro. Cada uno de los medios de

propagacion estd considerado homogéneo, de densidad © y de geometria cualquiera.
Se define una referencia cilindrica (O, F,ég,z) como se muestra en la figura 5.1. La

fuente estd centrada en O, un punto perteneciente al eje z.

< Y
e ! A
! $élido
1 ‘Z"'
Fluido
o | I r
~

Figura 5.1. Representacion geométrica del sistema de referencia en coordenadas cilindricas.

V.1 Aplicacion del algoritmo de DF 2.5D

El principio de calculo de diferencias finitas como ya hemos mencionado, consiste en
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales por etapas, considerando cierto grado
de precisién. En este caso, se hace una discretizacidn espacial y temporal del
problema, en el cual las derivadas de una variable son aproximadas localmente en
cada una de las celdas por un esquema de diferencias finitas de un orden escogido, es
decir, tomando en cuenta para la suma la misma variable en celdas situadas alrededor
y asignando un peso apropiado a la exactitud del esquema. El paso de un tiempo al
otro se hace mediante la solucién de las ecuaciones en las fronteras de cada una de las
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celdas y de la ecuacidn de movimiento. Gracias a esto, se facilita la formulacién y se
aumenta la precisién. Por ejemplo, con base en la figura 5.2, u, se encuentra en medio
del borde izquierdo de la celda a fin de cumplir con la continuidad de desplazamiento
normal a este borde. Del lado derecho se supone que se encuentra el desplazamiento
u, de la celda siguiente. Las propiedades del medio se definen en el punto medio de la
malla indicado con una estrella. Si las celdas contiguas tienen propiedades distintas, se

hace un promedio y las propiedades son iguales en toda la celda.

Jj+1 I 3 ®

u | w u

s
L

i+1/2 ~ 95 * <
} G;-U p; Gocof p
. p. |w r
j *— —1— @—>
. Gr.— M-‘ GB.—
i i+1/2 i+1

Figura 5.2. Configuracion de la malla para el esquema elegido, posicidn de las variables.

Se considera cada uno de los medios de propagacion homogéneo, de densidad p y de
geométria cualquiera. Se define una referencia cilindrica (0,7,,eg, Z). La fuente esta
centrada en O, un punto al eje z. El prefil temporal de la funente puede escogerse de

cualquier forma pero se necesita que sea causal y con derivada continua.

El sistema de ecuaciones para resolver estd constituido de las ecuaciones del
movimiento y las condiciones de fronteras. Se resuelven en dos etapas de tiempo (t, y
tn+1/2). Primero se evalian las componentes del desplazamiento que se utilizan
después para calcular las deformaciones y los esfuerzos que cumplen directamente

con las condiciones de las fronteras.

El campo de los desplazamientos se puede sustituir por el campo de las velocidades a

fin de evitar hacer dos derivadas en tiempo. La ecuacidn del movimiento en
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coordenadas cilindricas y con la derivada de las velocidades se expresa de la siguiente

forma:
. _ (Orr 00, laarg Barz_w
pv, = ( ottt e Yo, T ) e (5.1)
. 20,9 60r9 160'99 6092
pPYg = — + o +r 56 + D s (5.2)
d 19 d
PR AR - L R (5.3)

Se considera la siguiente notacién:

Il =7 ; ; ;

— —1.9%rr Orr , 1009 Irz _ 060

=p (—r +_6r + 0 T, D ISR (5.4)
[Io =7 ; ; ,

— —1(2%78 grg , 10099 96z

=p - ( " + P +r 5 + 62) .................................................................. (5.5)
Hz =7, 5 5 5

i (B L R (5.6)

r ar r 00 0z

Ahora bien, las ecuaciones en la frontera se deben cumplir en cada una de las celdas.
Para cualquier borde de cada celda se establece la continuidad de los esfuerzos
normales y de los desplazamientos normales a cada superficie, es decir, q los esfuerzos

normales a una superficie paralela al eje r son:

I —

T

Oz = Opg  eeerteeseeesesseeressesuessstssesenssessesenssensesasesentasateneseresessesenesen et en sen st eteen et etenseneeenes (5.7)
[ _ I

0re = Org

ul = ulf

De igual manera se puede expresar los esfuerzos y desplazamientos normales al

plano (ef, e0) para la superficie z:

I _ 1l
O-ZZ - O-ZZ
I _ 1l
020 = O30
ul =ul!
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Con el propésito de cumplir estas condiciones se hace un promedio de las propiedades
de los materiales, que mas adelante en el algoritmo se le asignaran a cada celda dichas
propiedades. Para hacer las ecuaciones un poco mas sencillas, realizaremos el

siguiente cambio de variable

_Ovr v, 19v , vy
S = T A S b (5.8)

Y sustituimos la nueva variable para expresar el esfuerzo en funcién de las

velocidades.

. ovy

Opr =AS+2;1¥ .................................................................................................... (5.9)

. vy . 10y

Opg = AS + 2'“(7 + ;5) ...................................................................................... (510)

Orz = AS + 2UTE sttt (5.11)

kv e

Gz = K>, 62) ............................................................................................... (5.12)

ovy ov,

Gy = (62 ?) .................................................................................................. (5.13)
— (%% _ve , 10vr

arg_y(ar : rae) ...................................................................................... (5.14)

Afortunadamente se pueden hacer algunas simplificaciones con las hipodtesis de axi-
simetria. Por ejemplo, las ecuaciones se reducen suponiendo que el plano (O,I‘,eg)

siempre tiene el mismo patrén de irradiacion que la fuente. Este patrén es de la forma
cos(nd) donde n es el tipo de fuente, (e.g. n=1 monopolar, n=2 dipolar, etc.). Por
razones de simetria, las variables v, v,0,,0490,,0,, también deben tener un patrén
de irradiacion de la misma forma que la fuente, mientras que en las variables
V), 0,0, este patrén es de la forma sin(nd) . Introduciendo la dependencia de & en
las ecuaciones, se puede constatar, que se simplifica y sélo queda el orden n de la

fuente. Las componentes de la variable II tienen por supuesto la misma dependencia

que las componentes de la velocidad:

. 1,0/ , 00/ , N doy; O
HT=VT=;(T+?+;O}9 +¥—%) ....................................................... (515)
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1,2 d - 2
H@ =Vg = p( Jrre _;re + Ogp + ;5 ........................................................... (5 16)
. 1,0, 0054 , 1 00,
HZ=UZ=;(T+?+;O'QZ+ az) ................................................................. (517)

Asi, las variables[],y [], dependen de cos (n8) mientras que en []g, es de la forma

sen(n#). Los esfuerzos se escriben como:

__ 0y

S_Br

nv v
—0 4=
r 0z

+I+
r

Que era nuestro cambio de variable cambia de tal forma que los esfuerzos cambian a:

T (5.19)
007 = HC Uy F 5D) ottt (5.20)
Gpg = AS + 2,1(% + %vg) ....................................................................................... (5.21)
Orz = UL +ZE) ottt (5.22)
T (5.23)
Grg = U (a;re v:’ + _Tnvr) ..................................................................................... (5.24)

V.1.1 Promedio y disposicion de las variables en la malla

Las variables estdn arregladas de manera tal que cumplan con las ecuaciones de
frontera. En la referencia [A7] explica cdmo hacer el promedio de las propiedades de
las celdas, de manera que se imponga la continuidad de los esfuerzos y los
desplazamiento normal o velocidad normal en este caso. Hay que subrayar que sdlo las
variables situadas en las fronteras cumplen con las ecuaciones. Las variables p, y p,
corresponden al promedio aritmético de las densidades segln la direccién de su
subindice. Eso permite calcular correctamente u,. y u,. La variable p sera utilizada con
Ug y tiene como valor la densidad asociada al interior de la celda. Igualmente, las
variables u,, u,y u,, corresponden al promedio armdnico (inverso del promedio

aritmético de los inversos) del coeficiente de Lamé de las celdas en la direcciones de
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sus indices. Estas son usadas para evaluar las variables g,4, 05, Y 0, . La variable u se

utiliza para calcular g4, donde a = (1,0, z).

V.1.2 Implementacion numérica

El esquema numérico entre el tiempo g y g+1 se puede escribir como:

pI*t =l 4 ﬁl‘[r ................................................................................................. (5.25)
vi*tt = v + Hg ................................................................................................ (5.26)
v =l 4 EHZ ................................................................................................. (5.27)
SUFL = ST b ALS oottt sttt (5.28)
A N e el @ NI N WO (5.29)
O = 00+ ALGET (A I Ay (1) e (5.30)
N A 0TI ) OO (5.31)
A N3 A BT ) WO (5.32)
A N e A N TR N WO (5.33)
N 2 ¢ 1 ) OO (5.34)

V.1.3 Uso de la simetria

Cuandor = 0, se pueden usar las simetrias del problema con el fin de calcular
solamente la mitad de la geometria. Las simetrias del problema dependen del tipo de
fuente (para una fuente centrada en cero). Cuando la fuente es monopolar, las
variables v,, 6,4,,0-¢ Son pares y pueden ser distintas a cero enr = 0. Las variables

Uy, Vg, Oy, Ogz, SON, por otro lado, impares y por lo tanto nulasenr = 0.

V.1.4 Conclusion

En esta seccién se presentd un método de simulacién que permite simular la
irradiacion de las ondas generadas por una fuente monopolar centrada en un pozo en

un medio elastico. En esta formulacion no incluye ningin parametro de atenuacién o
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propagacion en un medio viscoeldstico, ya que estos se veran en el capitulo 5. Las

ecuaciones se resuelven paso a paso gracias a las discretizaciones espacial y temporal.

V.2 Aplicacion del algoritmo de DWN

La modelacién de ondas en la vecindad de pozos puede, como antes he mencionado,
partir de un método analitico llamado del numero de onda discretizado (DWN por sus
siglas en inglés). La geometria es tal que los pozos son considerados infinitos en las
direccion z, las ventajas de este metodo sobre el método de diferencias finitas son
multiples; la rapidez de los calculos y la precision que se puede alcanzar. Sin embargo
tiene la desventaja de que las geometrias complejas, como podria ser el caso del

mismo cilindro con grietas, estratos inclinados, etc., no pueden ser caracterizadas.

Los medios de propagacidn son considerados homogéneos, de densidad p, geometria
tubular y de radio r. Se define un sistema de referencia cilindrico dado por (r, 8, z) con
0 como el origen. En la figura 5.1 podemos apreciar que la direccidn del eje Z esta
alineada con el eje de los tubos. La fuente esta centrada en F y es un punto sobre el eje
z. El sistema de coordenadas es el mismo que el empleado en el método de diferencias
finitas y la posicién de la fuente es de igual manera un punto O sobre el eje vertical del

sistema de referencia.
V.2.1 Sistema de ecuaciones por resolver

La soluciéon se expresa en el fluido como la suma de un campo incidente y uno
reflejado, y en el sélido como un campo transmitido. El campo incidente se resuelve de
manera tedrica a partir de la ecuacién del movimiento, mientras que las amplitudes de
los campos reflejado y transmitido se obtienen considerando las condiciones de

frontera. Por lo tanto se hace una descomposicidn de las ondas circulares en expansién

o en hundimiento en el plano (O, F,ég) a partir de las funciones de Hankel.

Al igual que el método de diferencias finitas la de ecuacién del movimiento 5.1. Es:

Oal-j _ azui
ox; ot
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En donde los subindices i y j corresponden a los ejes cartesianos, es decir, cuando i, j
sean igual a 1, tomaran el sentido del eje de lasxy paraiOjigual a 3 tomaran el
sentido del eje z. Los componentes del tensor de esfuerzos estdn representados por
o;j y finamente pr es la densidad del fluido y u; los componentes de los

desplazamientos en el fluido.

En las ecuaciones en la frontera se debe verificar que los esfuerzos normales en la
interfaz liquido-sdlido sean nulos y que exista continuidad de los desplazamientos

normales, esto es:

g.solido — fluido
rr = Opr

solido —
Ory =0

solido __
Org =0

i luido
uﬁolldo — u:

La relacién entre los esfuerzos y las deformaciones en un medio isétropo como vimos
en el capitulo 2 se puede escribir como:

Uij = AZ]?E=1 Ekk + Zﬂfij ........................................................................................ (535)

Expresando los esfuerzos en coordenadas cilindricas tenemos:

Opr = A& F €57 4 €09) F 2 e erueneeiniieieiseee ettt (5.36)
Opr = A(Err F €57 F €00) T 2E g et (5.37)
Opz T 2IE g eeeeeeeeeitt ettt ettt sttt et ettt b e ettt b e b e bt e be e st et e b e reenreennes (5.38)
070 T 2ILE g uveesreesreereeatteateeateeate e st steeabe s bt e bt e b e e sae et e e bt e bt e bt e be e st e eat e et e et e e nreenes (5.38)

duy

&y = air ................................................................................................................ (5.39)
1 ,0u, , Ouy

72 = 3 (S A ZE) e (5.40)
10u Up

Epp = ;6_99 T (541)
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LG (5.42)
e (5.43)
Las ecuaciones constitutivas resultan en:

Oy = A (aa”rr + % + %% + %) +2u aair ........................................................................... (5.44)
Y ) (5.45)
T (3.46)
L (3.47)

Por lo que las condiciones de frontera anteriores pueden expresarse a partir
Unicamente de los desplazamientos. La ventaja de suponer la forma de los
desplazamientos de modo que concuerde con la ecuacion del movimiento tanto en el
fluido como en el sélido, es que el campo de desplazamiento se puede expresar

mediante potenciales.

Ahora para ver los desplazamientos en funcidon de los potencias tenemos que
considera una descomposicion del campo vectorial de los desplazamientos en el sélido

como la ecuacion 5.35

con la condicion sobre Y = (Y, Yg,,) Para que la divergencia de la funcién
potencial sea igual con cero, es decir, V - iy = 0 Considerando coordenadas cilindricas,

el potencial vectorial viene dado por:

Yr = 22 (5.49)
W = aair ............................................................................................................... (5.50)



Los desplazamientos pueden reescribirse como:

s 9% xs l oPs

_9¢
u,(r,0,z,t) = > +araz g s (5.52)
_ 1095 | 10%xs _ 0Ys
ug(r,0,z,t) = g T T 500, T gy e (5.53)
dps[1 0 , dos 1 9%ys
uz(r, H,Z,t) =¥[;5(T?) T_2 692] ............................................................... (554)

Sustituyendo los desplazamientos en la ecuacidon 5.1 del movimiento y expresandolas

de manera vectorial, se tiene:

(v2 + %) T | SO (5.55)
(v2 + %) Wi = 0o eeeseeeese s e e eeeeeeeesee e eesesssssessssessssseeeneeneenee (5.55a)
(v2 + %) e O (5.55b)

Recordando que el laplaciano en coordenadas cilindricas se expresa como:

9% 14 19* 9

2 -
or? + r or + 2002 + 0z2

En el liquido, el desplazamiento se calcula solamente en funcidn del potencial escalar:

7]

u, (T, 0, Zt) = E (qb}(‘)luido + (p}glul’do) ...................................................................... (556)
7]

uZ(T', 6, Zt) = E ((»b})luido + (p}iluido) ...................................................................... (557)

Donde ¢]9luido corresponde al campo emitido por la fuente en el fluido y ¢>}l,uid0 es la

parte del campo correspondiente a las difracciones en el mismo fluido. Los esfuerzos

se escriben finalmente como:

luid luid w?
O‘J;ul - O-Zfzul o _ _Afa_}%(¢}gluid0 + qb;‘iluido) ................................................... (5.58)
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. 62 63
O',iqrt?lldo = [ASVZ + 2‘Lls 2 @+ 2,Lls m}( ........................................................... (559)

= 9¢s ("’3?( _%x ia_X_l"’z_X)
Opy = U2 <araz TG00z “ a3 T 2oy Ty anz) | (5.60)
a2 a2 19 , 92 2us 92 ax)
s — 12 o 1049 _ZHs O (,.%%s
Opy = [/15 oz T 2Ug 5z T As (T ot 622)] =5, (r pyee) RESTRIS (5.61)

Ahora bien, para encontrar la soluciéon del campo escalar asociada a una fuente
monopolar requerimos escribir el campo asociado a una fuente monopolar [Aki &

Richards]:

w
e TaR

1 @ s
SPruido = =37 Zemco HE (k1) e TR AL ..o (5.62)

w2

Con Ak =ZT”, kfn = ?—kznz, R =vz%+1r72 Héz) corresponde a una onda
f

cilindrica en expansion y Hél) a una implosién. Esto si onda es armonica del tipo et/@t
[Aki], es importante mencionar que solo nos interesa la primera onda generada por la
serie armonica.

Los potenciales reflejados y transmitidos se expresan de manera similar. El potencial

ligado a las ondas longitudinales del sélido se escribe como:

O5 = 2% 0 AgHP (kpn)e KO AR e (5.63)
wZ

Donde kp,, = /—2 — k,,% . Para las ondas S del sélido, el potencial es:

Xs = Yoo CuHP (kgn)e THI O Ak ..o (5.64)

Donde kg, = ’Z—j - kznz. Y finalmente, la expresién del potencial en el fluido es:

Dido = Teen EnHEP (Rpn)e KOk v (5.65)
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Sin embargo, el desplazamiento segun la direccidn r del campo reflejado en el fluido
debe ser nulo enr = 0, con lo que sélo se requiere tomar en cuenta la componente Jo

de la funcién H,.
BPuuido = Zitm—eo (EnJo(kpnt)) € T DN s (5.66)
Tomando en cuenta las siguientes identidades para las funciones de Bessel:

djo(ar) 9%Jo(ar) a
o = ah(a) Y 5= = —a¥o(ar) + 7/ (ar)

3 2
2 gor(:r) = —(a® — 2;12)]1(”) +“7]O(ar) Se tiene que:
i © 1 -
u:luldo = — Y50 kn(Enfy (kpnt) + EHl(Z)(kfnr))e TR @ AR oo, (5.67)

45 = B AnH{ (kpnr) (—pn) + CoH{ (ks Uk pukin) ) 5 k... (5.68)

Para los esfuerzos se tiene:

luid luid 2 G 1
gflutdo _ grluido —)tfi)—%lzn:_oo(En]O(kfnr) + 2—]Héz)(kfnr))e]kzn(Z)Ak... (5.69)
. ~As(KBn+k2n) AnH? (kpnr)+
fluido _ oo
O-ZZ - Zn:-oo ( _kl%nAnH[EZ)(kPnr)"'kPanAnHiZ)(kPnr)"' > ........................ 5.70
2ug

ken1T
Tk CnHE (kpnt) =Tz S0 CrH P (kisnr)

Orz; = U Z?f:—oo( ijznkPnAnHl(Z) (kPnr) + kSn(kgn + k%n) CnHl(Z) (kSnr))e]kzn(Z)Ak
5.71

— K2
solido _ Yoo 2 2 (2) AnHD (kp, 1)+
O-ZZ - ZTL=—00 _As(kPn + kZTl)AnHO (kPnr) + 2.“5 “nto ((zfnr) (572)
JKkznkTnrCnH, (kTn7)
Debido a que las igualdades son vélidas para cualquier z, lo son también para cada
uno de los términos de la suma. Asi, reorganizando el sistema de ecuaciones en forma
matricial para cada término n, la resolucidon del conjunto de incégnitas se hace mas

sencilla:

X X X1[4n X

l l
uy = u{ PO = O'rfr 0y = 0] [X X X] C,| = [X]
x x OllE, 0
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Las cruces representan los coeficientes de A, C, y E, o las expresiones del campo
incidente. De este modo, la inversion de la matriz permite calcular las incégnitas, que
posteriormente son utilizadas en las expresiones deseadas (desplazamiento, esfuerzos,

deformaciones) para obtener el movimiento en cualquier punto de la geometria.
V.2.2 Conclusion

En esta seccion se presentaron con detalle las bases de un método de simulacién que
permite tomar en cuenta la radiacion de las ondas generada por una fuente
monopolar centrada en un pozo con una simetria central. Las soluciones de las
ecuaciones correspondientes son expresadas mediante desarrollos de funciones de
onda que se expresan mediante funciones exponenciales de z y radiales. Esto puede
interpretarse como una aplicacién masiva del método de separacién de variables. La
estrategia de solucidn es usar desarrollos en términos de numeros de onda vertical
discretos. La soluciéon se expresa de manera analitica en el dominio de las
transformadas considerando las ecuaciones de frontera. Finalmente, a partir de la
solucién en el dominio de la frecuencia se expresan las variables de campo en los
dominios espacial y temporal. Esto es posible gracias a la utilizacién de la transformada

rapida de Fourier temporal.

5.3 Aplicacion de la atenuacion en los algoritmos.

Como mencione en el capitulo 2, la atenuacién se puede ver simplemente como un
mecanismo de transformacién de la energia mecanica en energia calorifica, y como se
presento en el capitulo anterior existen diversas maneras de representar la atenuacion
matematicamente, pero en todos los modelos vistos se presenta una dependencia con
la frecuencia, a continuacion presentaremos la implementacion de los modelos de

atenuacién en los algoritmos de soluciéon que hemos visto.

Recordamos del capitulo Il que la relacién constitutiva cuando no existe la atenuacion
es:

O'ij=l ZEU 6U+2M£U

i
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V.3.1 Modelo de Kelvin-Voigt

Para el modelo de Kelvin-Voigt podemos la relacion constitutiva esta dada por la ec.

4.20 del capitulo anterior, que es;
O'l'j = A(Zl Sij)5ij + Z,USL']' + A(Zl SU)gU + Z,USU ............................................... (573)

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién 5.73 tenemos para encontrar la

notacion en frecuencia resulta como:

O-ij = (/1 +](,()A)(Zl gii)dij + 2(# +](,()‘u)€l] ....................................................... (574)

Para simplificar la ecuacién anterior podemos hacer el siguiente cambio de variable

Esto nos ayuda a realizar los calculos siguientes como si no existiera ningun tipo de

atenuacién y podemos ver la relacion entre esfuerzos como:

Ojj = /1*(21 Eij)6ij + ZH*fij ................................................................................... (576)

De esta manera se puede calcular la velocidad de ondas compresionales o primarias y

transversales con base en las ecuaciones 5.75 y 5.75a.

a(w) = Vy(w) = /“% ....................................................................................... (5.77)

B(w) = Vy(w) = “7 ............................................................................................. (5.78)

p w w .
Donde los nimeros de onda son k,, = V—yks = son tomados tambien en cuenta
P s
para la atenuacion.

Esto es para el método de DWN, para el método de Diferencias finitas en 2.5 D.

Para resolver la ecuacion 5.73 en el método de DF realizamos el cambio de variable
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¢ 0 T 10T, o,
~or r r 00 0z

Que aplicado al esquema numeérico de los esfuerzos se tiene:

Oy

S=Z0 b T L MIg £ 2% ettt (5.79)
Orr = AS 42U T NS 2 Tt (5.80)
Gog = AS + 20 (2 + 209 ) + A'S + 20 (TE 4 211g) e (5.81)
Gy = AS H 2USZ A XS+ 2U D2 ottt (5.82)
Oyy = I (_Tn v, + %) +u (_Tn I, + %) ............................................................. (5.83)
Oz = U (% + %) +u (% + %) ..................................................................... (5.84)
Grp =1 (52 =24 0 ) b (S8 = T8+ M) o (5.85)

Como podemos apreciar los cambios de variable en el método de DWN son mas faciles
de apreciar y de llevar acabo mientras que la aplicacién en DF resulta una tarea

sensiblemente mas compleja.
V.3.2 Modelo de Zener

La relacién entre los esfuerzos y deformaciones tomando en cuenta la atenuacion
mediante el modelo de Zener.

0ij + 1510:0ij = Ciji€i + Te10¢Exy

En el método de numero de onda discreta, aplicando la transformada de Fourier a la
ecuacion anterior permite obtener el tensor de los coeficientes de elasticidad
equivalente

1+jwte

ijkl m .. 5.86

* —
Cij =

Esto en resumidas cuentas representa un cambio de variable el cual permite utilizar la
ecuacion constitutiva g;; = A(Zi Eij)5ij + 2pug;;
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V.3.2.1 Modelo de Zener en el algoritmo de DF y DWN:

La ecuacidn 5.86 se rescribe también en funcion de las nuevas constantes elasticas. En
un sistema de referencia cartesiano se tiene:

Opx = [A 4 20] Exx + AT €y oo (5.87)
Oyy = [A 42Ul 8y + A Epx e (5.88)
Oxy = 2 Eyy trtrinieininiiteee s (5.89)

En coordenadas polares:

Opr = (A 2U] € F A (€57 F €09) covrverereeneirierieenieerieerte et (5.90)
Opz = [A 4 2U] €55 + A (Erp F €00) rereeererereeririeeireieeneree e (5.91)
Oz = 2 Epgueeneeneeeitteteeeeeseesteesteete e te e st e teente e e n e e et e e te e te e teeaneeanteenteenteete e reennes (5.92)
070 = 2T Epg evereeeterieeteite sttt ettt sttt et et h et sttt st e renaeen (5.93)
Con
. 2 4
A+2u]" =Ax, +u (5)(1 + 5)(2) ......................................................................... (5.94)
. 2

/1 = /1)(1 + 5)(1#(){1 _Xz) ..................................................................................... (595)
[T T TP PPUPRUPRR (5.96)

Como vimos en el capitulo anterior y;y x,son las funciones de relajacién son
adimensionales y cumplen tanto para las ondas P (compresionales) como para las

ondas S (de corte). Estas funciones estan definidas por:

1 t
Tsl) _
=1 —-— 1—-—— Tol
Ao LU Z ( Ts1 €

Donde sabemos que 7 = ;—0 (V1+q2+1) yl = ;—0 (/1 + g2 — 1) corresponden
v v

a los tiempos de relajacidn. En estas ecuaciones y para implementar en los programas,

se utilizo tg = 1/f rickerPara el DWN y g = 1/2f,icker Para el programa de DF, L, el

numero de elementos de Zener y una notacion de superindices para v donde cuando

v = 1 representa las ondas Py v = 2 representa las ondas de corte o transversales.
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V.3 Conclusiones.

La atenuacion de Kelvin-Voigt es mas apropiada para representar el amortiguamiento
debido a wuna frecuencia ultrasdnica, ya que consiste principalmente en un
amortiguamiento en las bajas frecuencias, tratar de representar un experimento
sismico o sénico en el registro geofisico de pozos seria inutil con este modelo de
atenuacioén, al contrario, el modelo de Zener con un elemento y con varios elementos
es mas representativo de la atenuacién encontrada en los experimentos efectuados a
baja frecuencia, donde el medio presenta muchas heterogeneidades, e.g, fracturas,
anisotropia, porosidad, geologias irregulares y poco homogéneas, etc. El modelo de
Zener otorga una atenuacion maxima en torno a una frecuencia de referencia, este
modelo puede calcularse utilizando el modelo de Zener en serie o en paralelo con el

propésito de reproducir mejor lo mejor posible las sefiales reales.
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VI. Resultados

Durante el desarrollo de este trabajo hemos hecho una revisiéon tanto de la teoria
eldstica como de la viscoeldstica. También se realizé un estudio de los métodos de
solucidn utilizados y de la aplicacién de la teoria de atenuacidon en cada uno ellos. Asi
mismo, comentamos las ventajas y desventajas de dichos métodos. Toca el turno
ahora de mostrar algunos resultados. Por las caracteristicas del estudio, una parte de

ellos se muestran en peliculas, en donde se aprecia la propagacion de las ondas.

En el capitulo anterior hice la revisién y aplicacion de la atenuacion en los métodos de
solucién, en particular, de los modelos de atenuacién de Kelvin-Voigt y de Zener
debido a que estos dos métodos resultan los mas apropiados pare representar la
atenuacién en los sélidos (ver cap. 4), mientras que el modelo de Maxwell resulta por
su sencillez mas efectivo para los liquidos. Es por eso que el modelo de Maxwell solo se
utiliza en la parte interior del cilindro, donde se supone estd lleno de lodo de

perforacién con ciertas propiedades mecdnicas.

A continuacién se presenta un estudio paramétrico con el modelo de atenuacién de
Zener debido a que, asi como los modelos Kelvin-Voigt y Zener resultan mas aptos para
modelar la atenuacion en sélidos, el modelo de Zener resulta mas efectivo para
simular la propagacion de ondas con atenuacion en sdlidos a baja frecuencia como
podria ser el caso de un estudio sismico o para el registro sénico. Mientras que el
modelo de Kelvin-Voigt es util para estudios ultrasénicos en materiales mas

competentes como metales o algunos polimeros.

Por lo tanto el siguiente estudio paramétrico estd enfocado en la propagacién de
ondas en materiales con atenuacién en bajas frecuencias. Por ello el modelo que
emplearé para simular dicha atenuacién es el modelo de Zener y Zener con varios

elementos de atenuacion.

Este estudio paramétrico se divide en dos grandes ramas, la simulacién con el método

de DF y con DWN, asi mismo cada uno estd divido en 2 posibilidades, con atenuacién y
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sin atenuacion, y los parametros que se buscan variar son: Tipo de formacidn, rapida,
lenta o media, frecuencia y litologia. En la estudio en funcién de la frecuencia se
dividen en 5 frecuencias desde 20 MHz hasta 2 MHz, que representa el rango maximo
y minimo de la frecuencia en un registro soénico. Por su parte la litologia fue
seleccionada para un estudio en pozos petroleros los materiales que se escogieron son
propios del contexto, para esto realicé un estudio bibliografico para encontrar las
litologias que a mi parecer son las mads caracteristicas de un pozo petrolero asi como
algunas de sus propiedades mecanicas. Entre las rocas mas comunes se encuentran:

dolomia y calcita (carbonatos) arenisca y cuarzo - arenisca y arcillas.
VI.1 Resultados sin atenuacion.

A continuacién presento las graficas sin atenuacion para los distintos parametros, para
DF y para DWN asi como una comparacién entre los 2 métodos. Comenzamos el

estudio paramétrico con un solo receptor y en funcién del tipo de formacién:

Formacion Lenta
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Figura 6.1. Grafica de los esfuerzos en un pozo, método de DWN.
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0, sinatenuacién
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= H
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Figura 6.2 Grafica de los esfuerzos en un pozo, método de DF.
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Figura 6.3. Grafica de los esfuerzos en un pozo, comparacion método de DF vs DWN.
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Formacion Media.

Amplitud

L R RN

@, sinatenuacién

Tiempo (s}

Figura 6.4. Grafica de los esfuerzos en un pozo, comparacion método de DF vs DWN.

Formacidén Rapida

0.8 f----mn

06 -mnmmmee

0.4 mneneee

Amplitud

g, sinatenuacién

D
DF

-0.4

-06

' - | I
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Figura 6.5. Grafica de los esfuerzos en un pozo, comparacion método de DF vs DWN.
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La siguiente fase del estudio paramétrico involucra el contexto petrolero al tomar en

cuenta los valores de densidad y velocidad de las principales rocas presentes en los

pozos petroleros, entre ellas podemos mencionar; Dolomia, Calcita, Arenisca, Cuarzo

arenisca y Arcilla.

Litologia Velocidad Densidad[gr/ ]
cm3
Velocidad a Velocidad B
Dolomia 4800 2400 2.87
Calcita 4800 2000 2.71
Arenisca 4000 2000 2.68
Cuarzo arenisca 3600 1200 2.65
Arcilla 3200 1200 2.31
Tabla 6.1

En seguida las graficas de la comparaciéon de los métodos de DWN y DF con los

distintas parametros para las distintas litologias que se muestran en la tabla 6.1.

08}

0.6

04f--

02}

.

[—

0, sinatenuacién
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————

06}

08

Tiempa s}

Figura 6.6. Grafica de los esfuerzos con los métodos de DWN vs DF y litologia Dolomia.
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o, sinatenuacion

Amplitud

L e mm s b booseeenoes
T . s S [
[I7=] Ao ] [ I Jeoooiei [ Do ] b leooei
] 1 2 3 4 3 7 E
Tiempo (s} 2
%10

Figura 6.7. Grafica de los esfuerzos con los métodos de DWN vs DF y litologia Calcita.

a,, sinatenuacién

Amphitua

i I i
[ 10 12

Tiempo (s}

Figura 6.8. Grafica de los esfuerzos con los métodos de DWN vs DF vy litologia de Cuarzo

arenisca.
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@, sinatenuacion

Tiempo [s)

Figura 6.9. Grafica de los esfuerzos con los métodos de DWN vs DF y litologia de arenisca.

0, sinatenuacién
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Figura 6.10. Grafica de los esfuerzos con los métodos de DWN vs DF, litologia Arcilla
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A continuacién el siguiente compendio de graficas se encarga del estudio de la
frecuencia, para determinar las frecuencias representativas en el estudio con

atenuacién. Las graficas que seleccione para el estudio se encuentran en la siguiente

tabla.

DF [Hz] DWN [s] v, = 3200/,
2000 .0002 vg = 1200 M/
4000 .0005 ve=1615M/
. T
8000 000125 p. =271 g /Cm3
16000 .0000625 -
pp=119_ s
20000 .00005 f cm

Tabla 6.2. Estudio de la Frecuencia

O, sin atenuacion

o

5

Amplitud

o 05 1 15 25 3 35 4

2
Tiempo(s)

Figura 6.11. Grafica de los esfuerzos en un pozo, con una fuente virtual a una frecuencia de
20 Mhz.
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Figura 6.12. Grafica de los esfuerzos en un pozo, con una fuente virtual a una frecuencia de
16 Mhz.
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Figura 6.13. Grafica de los esfuerzos en un pozo, con una fuente virtual a una frecuencia de 8
Mhz.
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g, sin atenuacién
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Figura 6.14. Grafica de los esfuerzos en un pozo, con una fuente virtual a una frecuencia de 4
Mhz.
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Figura 6.15. Grafica de los esfuerzos en un pozo, con una fuente virtual a una frecuencia de 2
Mhz.
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Antes de comenzar con los resultados con atenuacidn, vale la pena hacer un par de
comentarios de los resultados anteriores sin atenuacion. Las graficas 6.1 a la 6.3
corresponden a la propagacion de ondas en un cilindro y se muestrean as presiones a
lo largo del eje z a través del tiempo. Estos casos corresponden a una formacidn lenta,
la cual se define asi cuando la velocidad de corte del medio circundante es menor a la
velocidad del fluido inmerso en el cilindro. Estas tres primeras figuras son importantes
ya que la figura 6.1 muestra el resultado con el método de DWN, la figura 6.2 muestra
el resultado con el método d DF mientras que la figura 6.3 muestra la comparacion
entre los dos métodos, como podemos apreciar en esta grafica las diferencias son
minimas, de hecho solo se aprecian en los rebotes de las ondas que se entrampan en
el cilindro y en la llegada de las ondas superficiales al final que son las de mayor

amplitud.

En las siguientes graficas se muestra solamente la comparacion entre los dos métodos.
En las graficas 6.4 y 6.5 se presentan resultados para el estudio de formacién media y
formacion rapida, respectivamente. Esto significa que la velocidad de corte es mayor a
la velocidad del fluido, para el caso de la formacién répida es el doble y para el caso de
la formacién media es 1.5 veces mayor. Con esta informacién vemos que se altera la
polaridad de la primera onda de llegada, asi como los tiempos de llegada de las ondas
y los rebotes provenientes del fluido se compactan y aumentan. Estos resultados son
con una misma frecuencia ya que en este primer estudio lo que nos interesa es el
parametro de las velocidades de las formaciones, lo cual nos da una idea del tipo de
ondas que se pueden distinguir de manera mas clara, para la formacion lenta la llegada
de cada onda y cada evento estd bien definida mientras que para las graficas de las
formacidon media las ondas estdn mas juntas, los rebotes no son de mucha amplitud y
las ondas que al final llegan estdn mas cercanas al paquete inicial, por lo que para fines
académicos es mas util la formacién lenta debido a que le da mayor énfasis en cada

una de las ondas.

Para el caso de las graficas de las figuras 6.6 a la 6.10 el estudio es en funcién de la
litologia. En dicho estudio el cambio fueron las velocidades constantes en un tipo de

formacion lenta y solo cambiamos las densidades. Esto es util para hacer un analisis de

92



sensibilidades cualitativo, podemos apreciar desde la figura 6.6 a la 6.10 como los
tiempos de llegada son similares, la polaridad de las primeras ondas es la misma, la
amplitud relativa es similar, los Unicos cambios sustanciales que se muestran en estas
5 graficas se encuentran entre la figura 6.6 y 6.10, si comparamos las 2 podemos ver
que la amplitud de las ondas en el caso de una formacién mas competente es mayor
mientras que para una formacién menos densa las ondas estdn mejor definidas pero
presentan menor amplitud, en el caso de las ondas de cabecera que se ven al final de
la grafica podemos apreciar que son mas notorias en el caso de una densidad mayor
(figura 6.6) por lo que nos da una idea de que la impedancia acustica estd
directamente relacionada con los indices de transmision de la energia y de reflexion de
las ondas, en conclusion el contraste de densidades no es tan apreciable, es decir,
necesita un mayor contraste para notar alguna diferencia, sin embargo, en caso de
utilizar un mayor rango de densidades algunos materiales no seria propiamente de un
pozo petrolero, los materiales que elegi para investigar sus densidades, es decir, la
litologia son caracteristicos de un sistema petrolero, materiales como arcilla, dolomia,
arenisca, cuarzo arenisca y calcita. Estas densidades las tome de una serie de cartas de
interpretacion de Schlumberger. En conclusién para hacer mas notorio el efecto de la
densidad requiere al menos un contraste entre materiales como sélido y liquido o
rocas y metales, seria util un estudio a mayor profundidad para determinar los efectos
de la densidad de la herramienta en la propagacidon de ondas o los efectos de la
densidad de una roca con porosidad y permeabilidad, pero estos escaparian del
alcance de este trabajo ya que los programas no toman en cuenta la presencia de la
herramienta y la teoria no toma en cuenta los pardmetros de Biot o Castagna para la

porosidad y permeabilidad.

Sin lugar a dudas, el estudio mas interesante de estos 3 fue el hecho en funcién de la
frecuencia, para este estudio se mantuvieron fijas la litologia, es decir, la densidad, el
tipo de formacion, se eligié una formacién lenta, y el cambio se dio en relacién a la
frecuencia de la fuente, el rango de frecuencias seleccionado va de los 2000 Hz hasta
los 20 MHz, esto debido a que son las frecuencias que se acostumbran manejar en la

industria petrolera para los registros sdnicos. En este estudio representado por las
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graficas 6.11 a la 6.15 podemos ver como para las distintas frecuencias seleccionadas
para cada grafica los cambios son notorios, desde el tiempo de calculo hasta la
representacién de los esfuerzos, asi mismo, en este estudio es donde se muestra una
mayor discrepancia con los métodos, ya que como hemos mencionado el DWN estd
intimamente relacionado con la frecuencia por lo que es mas sensible a los cambios
producidos por este, el estudio no de ser valido por esto ya que se respetan los
tiempos de llegada y las formas de onda, lo que varia son las amplitudes, recurando

que estas son amplitudes relativas y dependen del tipo de normalizacién que se utilice.

Cuando el pulso es de alta frecuencia o bajo periodo, se puede distinguir muy bien
cada onda. La enumeracidn de todas las ondas se hara con la ayuda de las imagenes
instantdneas (snapshots) que se presentan en las figuras 6.16 y 6.17 en donde se
puede apreciar la evolucion de las sefiales en funcién de la duracién del pulso. Cuando
el pulso de la fuente es de mas baja frecuencia, las ondas se traslapan y no se
distinguen las llegadas. Para resolver esta situacién, se utiliza una convolucién con
ondiculas que tiene la misma forma que el pulso utilizado en el estudio, es decir un
pulso de Ricker. Los primeros arribos de la onda que ha viajado en el sdlido con la
velocidad A tienen una amplitud relativa muy pequefia cuando la sefial incidente
corresponde a un pulso de alta frecuencia, para los arribos obtenidos con un pulso de
baja frecuencia las amplitudes que se obtienen en la respuesta son mayores. Sin
embargo, hay que destacar que se estan considerando las amplitudes relativas, es
decir, la amplitud de una onda contra las amplitudes de todas las ondas presentes en
la sefial. Efectivamente, es posible ver la sefial recibida por los receptores aunque la
sefial incidente tenga alta frecuencia. Pero estas sefiales son analiticas y no toman en
cuenta el ruido siempre presente. Dependiendo de sus amplitudes, los primeros
arribos podrian no ser facilmente detectados en las sefales experimentales. Ademas,
la amplitud de la repuesta dindmica en los receptores también tiene un papel
importante, pues si ho se usa una compresién, no se pueden detectar estos pequeios
cambios. La mayor amplitud de las ondas viajando en el sélido y radiando sobre los
receptores se puede explicar a partir de la longitud del pulso. Entre mas largo sea el

pulso en el agua, mas largo sera el sector angular alrededor del dngulo critico que
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permite generar la onda que se medira. Sin embargo, una amplificacién con el tiempo
de la onda viajando en el sélido con la misma velocidad (debido a que todas las
llegadas de esta onda se pueden distinguir en alta frecuencia) se puede medir en la
formacion a partir de la diferencia de tiempo entre dos reflexiones. También se puede
verificar si la sonda esta bien centrada en el pozo considerando la periodicidad de las
recepciones, esto es, en el caso de que la sonda esté vertical pero no centrada, se ve
una periodicidad entre las llegadas pares y otra de mismo periodo con las llegadas

impares. Asi, la generacion con alta frecuencia favorece la medida de la velocidad A.

r

L

_

s &

=
-
=

0 0.5 1 1.5 2 25 3
x1

Figura 6.16. Representacion en una animacion instantdnea asi como en tazas de la
propagacion de ondas a través de un cilindro con una fuente virtual y 8 receptores.

Para ver el tipo de ondas que se puede encontrar en estas sefales hay que remitirse a
la figura 6.16 que tiene una resolucion bastante buena. Esta se obtuvo con un pulso de
alta frecuencia (Tp=5 e”s). En esta figura las lineas sefialadas con los nimeros (1) y (2)
corresponden a las ondas de polarizacion longitudinales L en el sélido generadas por la
onda directa de compresion (L) del agua (linea 1), y después de una reflexion (linea 2).
La linea (3) corresponde a la onda de cabecera emitida por la onda L (1) del sélido. Esta
onda se superpone a la onda de cabecera emitida por la onda L (2) del sélido y asi
sucesivamente. Se ve claramente la amplificacién con el tiempo de esta onda en la

segunda traza de la grafica contigua. Los puntos negros en esta grafica corresponden al
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tiempo de la instantanea o snapshot. La linea (4) representa a la onda cabecera de
polarizacién transversal o de corte T en el sélido emitida por la onda L del sélido. Su
amplitud es muy pequenfia. La linea (5) corresponde a la onda cabecera T emitida por la
onda de compresion en el agua cual se ve en el pozo al extremo derecho de la linea (5).
Los frentes de ondas detrds del pulso de agua y dentro del pozo corresponden a una
mezcla entre ondas cabeceras del estilo (3) y los rebotes de la onda de agua. La linea
(6) corresponde a la ultima onda T transmitida en el sélido. Su amplitud es muy
pequefia lo que se explica con el coeficiente de transmision entre el fluido y el sélido. A

la izquierda de la linea (6) se pueden ver las cuatro primeras ondas T.

- S
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Ly '.-._-J,,__._’___—
4 —— L] S
- " e

gl
D5 0 05 1 15 2 25 3
Figura 6.17. Representacion instantanea de la propagacion de una onda a menor frecuencia,

8 Receptores y sus trazas. Sin atenuacion.

La iError! No se encuentra el origen de la referencia. 6.17 se obtuvo con un pulso de
Ricker de mas baja frecuencia
(T,=5.0 e3s). Se presentan dos instantdneas (snapshots) a dos tiempos distintos, la
primera la de la figura 6.17, en esta ilustracidn se puede notar el traslape de las ondas
lo que no permite distinguir bien todas las ondas que se describieron en el parrafo
anterior. Esta grafica no exhibe la onda de Stoneley la cual no se aprecia claramente en

la primera grafica. Eso se puede explicar de la siguiente manera: 1) la onda de Stoneley
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tiene una velocidad mas baja que la del fluido lo que le permite apartarse del paquete
de ondas y volverse mds identificable; 2) es una onda de superficie y su amplitud no
disminuye con el tiempo como las ondas de volumen, las cuales tienen una amplitud
gue disminuye debido a la difraccién. Hay que recordar que los modelos aqui
estudiados son bidimensionales, lo que implica que el efecto sera mucho menos visible

gue en un modelo 3D.

T

#* % % ¥ *

%

Figura 6.172. Representacion a diferente tiempo de la propagacion de ondas mencionada en
la figura anterior

En esta figura las ondas cabeceras T se visualizan mejor después de que ha pasado el
paquete de ondas.

V1.2 Resultados con atenuacion.

En este seccion se muestran los resultados con atenuacion, estos resultados estan
divididos en un estudio paramétrico para encontrar la influencia de cada parametro,
las graficas estdn compuestas por un solo receptor para visualizar de mejor manera las

trazas.
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Estudio paramétrico en funcion de la litologia.

En la tabla 6.3 se muestra los valores utilizados para la simulacion, recordamos que Q,,
y Qs son los factores de calidad, mientras que 7, y 7, son los tiempos de relajacion y
estdn intimamente ligados a la frecuencia de atenuacién del material. Vp hace
referencia a la velocidad de la onda P y Vs hace referencia a la velocidad de la onda S
en el material. La velocidad, densidad del fluido permanecen constantes.

Tabla 6.3
Litologia Densidad | Velocidad Qp Qs Tp T
Vp Vs
Dolomia 2.87 4800 2400 30 21 .0318385 .0296065
Calcita 2.71 4800 2400 25 18 .0311465 .0304653
Arenisca 2.68 4000 2000 20 15 .0325305 .0332577
Cuarzo arenisca | 2.65 3200 2000 15 12 .0304655 .028748
Arcilla 2.31 3200 1200 10 9 .0332577 .035244
a,, con atenuacion
] e — - S - S - =
o
| | |
11 A4 S o e — oo -
.
E | a
2,
<
LER— S S S— |
[ I I |
PR - I —— S S i
| | | i |
0 1 2 3 4 I}
Tiempao(s) 10

Figura 6.18. Comparacion entre DWN y DF de la propagacion de ondas en pozo con
atenuacion con una litologia de Dolomia. Dentro de un estudio paramétrico con la litologia
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a,; con atenuacion

1 2 3 4 5 B
Tiempo(s) 1’

Figura 6.19. Comparacion entre DWN y DF de la propagacion de ondas en pozo con
atenuacion con una litologia de Calcita. Dentro de un estudio paramétrico con la litologia

0,4, con atenuacion

° a
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< :

 F 5 | b -
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1 2 3 4 [} [5
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Figura 6.20. Comparacion entre DWN y DF de la propagacion de ondas en pozo con
atenuacion con una litologia de Arenisca. Dentro de un estudio paramétrico con la litologia
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0, con atenuacion
1

1 ‘ —— DWN
‘ ‘ —DF
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Figura 6.21. Comparacion entre DWN y DF de la propagacion de ondas en pozo con

atenuacion con una litologia de Cuarzo-Arenisca. Dentro de un estudio paramétrico con la
litologia.

0,z con atenuacion

2
Tiempo(s)
Figura 6.22. Comparacion entre DWN y DF, Estudio paramétrico con

la litologia
correspondiente a una formacion con Arcilla.
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A continuacién la tabla 6.4 muestra valores del estudio paramétrico en funcién de los

tiempos de relajacién, la densidad es constante, los factores de calidad son constantes,

se supone una formacidon media, una frecuencia de 4000 Hz.

Tabla 6.4

Litologia Densidad Qp Qg Tp T
A | Calcita 2.71 25 18 .0318385 .0296065
B | Calcita 2.71 25 18 .0325305 .0304653
C | Calcita 2.71 25 18 .0332577 .0332577

g, con atenuacion

o

Amplitud

058

=]

B T T R ‘
00 SN S S -
| b b b b b 4

1 . 3 4 B

Tiempo(s) i

Figura 6.23. Comparacion entre DF y DWN para los valores A de la tabla 6.4
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a,, CON atenuacion

Amplitud

Tiempol(s)
Figura 6.24. Comparacién entre DF y DWN para los valores B de la tabla 6.4

@, con atenuacion
1

=]

5

Amplitud

Tiempo(s) g 10°

Figura 6.25. Comparacion entre DF y DWN para los valores C de la tabla 6.4
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Estudio paramétrico en funcion del Factor de calidad

constante (4 Mhz), formacién lenta.

. Litologia constante (calcita), frecuencia

Litologia Q, Qs Tp Tg
Calcita 30 21 .033 .032
Calcita 20 9 .033 .032
Calcita 10 6 .033 .032
Calcita 5 3 .033 .032
Tabla 6.5
0, CON atenuacion
! 1
S R N A N N
A A—
3
< | | |
A D —_— T f
I S T— T S— ,
o A A R— A A 1
\
| | | | |
0 1 2 3 4 a
Tiempo(s) 10°

Figura 6.25. Representacion de los efectos del Factor

de calidad en los esfuerzos en un pozo,

se comparan los 2 métodos DF y DWN. Para @, = 30 yQ, = 21.
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g, ton atenuacion
1

Amplitud

15 2 : ‘
Tiempo(s) c10?
Figura 6.26. Representacion de los efectos del Factor de calidad en los esfuerzos en un pozo,
se comparan los 2 métodos DF y DWN. Para @, = 20 yQ,; = 9.

0, con atenuacion
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Figura 6.27. Representacion de los efectos del Factor de calidad en los esfuerzos en un pozo,
se comparan los 2 métodos DF y DWN. Para @, = 10 yQs = 6.
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@, Con atenuacion

T e e e e e
| s | | | L —om

(1]

Amplitud

05

Tiempo(s) #10°
Figura 6.28. Representacion de los efectos del Factor de calidad en los esfuerzos en un pozo,

se comparan los 2 métodos DF y DWN. Para @, =5y Qs =3

Estudio paramétrico en funcidn de la frecuencia.

Frecuencia DF DWN Parametros | Qs | @
2000 .002 F. Lenta 30 |18
4000 .0005 7,=033 20 |9
16000 .000125 7,=.032 10
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0,7 CON atenuacion
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Figura 6.29. Representacion de los esfuerzos con un pulso de baja frecuencia (2 Mhz)

g, CON atenuacion

=
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2 3 4
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win®
Figura 6.30. Representacion de los esfuerzos con un pulso de media frecuencia (4 Mhz)
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0, CON atenuacion
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Figura 6.31. Representacion de los esfuerzos en un pozo con un pulso de alta frecuencia ( 16
Mhz).

Este estudio paramétrico resulta insuficiente ya que se puede ver a mayor detalle en
las animaciones realizadas a partir de las simulaciones numeéricas, dichas animaciones
se mostraran en la presentacion, por lo pronto se puede decir que la atenuacidn esta
ligada a la frecuencia de la fuente y a la litologia mediante la frecuencia de atenuacion
del material y los factores de calidad en cierta banda de frecuencias, la densidad y la
velocidad del material afectan las formas de onda y sus amplitudes pero no estan tan

relacionadas con la atenuacion.

El factor de calidad de la onda de corte @, se liga directamenta a la parte después de
los rebotes, cambiando su amplitud y atenuando dichas ondas, esto se debe a que
amortigua las ondas que atraviesan los materiales de menor velocidad; a mayor valor
de Q es menor la atenuacidn, mientras que para los tiempos de relajacién el contraste
debe de ser mayor. En efecto, pera tiempos de relajacion grandes es mayor la

atenuacion.
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VII.- Conclusiones

A lo largo de este trabajo se presentaron con detalle las ecuaciones del fenédmeno asi
como las bases de dos métodos para realizar la simulaciéon y tomar en cuenta la
propagacion de las ondas generada por una fuente monopolar, centrada en un pozo
con una simetria central. Las soluciones de las ecuaciones correspondientes son
expresadas mediante desarrollos de funciones de onda que se expresan mediante
funciones exponenciales de z y radiales. La estrategia de solucién para el método de
DWN es utilizar desarrollos en términos de nimeros de onda vertical discretos en un
eje, en este caso el eje z. La solucidn se expresa de manera analitica en el dominio de
las transformadas considerando las ecuaciones de frontera. Finalmente, a partir de la
solucion en el dominio de la frecuencia se expresan las variables de campo en los
dominios espacial y temporal. Esto es posible gracias a la utilizacion de la transformada
rapida de Fourier temporal, por parte del método de DF la soluciéon es un poco mas
compleja ya que se resuelven las ecuaciones diferenciales parciales en coordenadas
cilindricas. La fuente utilizada para los dos métodos es el pulso de Ricker debido a la
facilidad para escoger su frecuencia central, en el caso del método de DF en las
fronteras se empleo un método para absorber los rebotes, esto fue mediante un factor
de atenuacidn virtual conocido como y, la cual se utiliza para hacer la convolucién de
la sefial con una sefial de la forma e ™Y logrando asi un amortiguamiento en la sefial

de regreso.

Se han proporcionado ecuaciones y lineamientos para modelar las velocidades y la
atenuacién de ondas sismicas en materiales isdtropos viscoeldsticos. Solo se
presentaron tres tipos de mecanismos de atenuacidn ya que estos son los que resultan

adecuados para explicar los datos disponibles en la actualidad

En el estudio sin atenuacidn logramos observar la importancia que tiene la frecuencia
central de la fuente en este estudio, de igual manera se ve que el tipo de formacidn es
importante para caracterizar las ondas ya que da mds énfasis a cierto tipo de

generacién de ondas y el estudio depende intimamente de los contrastes de
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impedancias acusticas para la fase de la primer onda recibida y el tiempo de llegada de
esta. Este estudio fue necesario para conocer la dependencia de ciertos parametros en
la propagacion de ondas, estos parametros en especial fueron, la frecuencia de la
fuente, el tipo de formacién y con base en estos resultados se tomaron dichos
parametros para puntualizar de mejor manera el estudio con atenuacién. La frecuencia
de la fuente es importante ya que a menor frecuencia las ondas son mas faciles de
identificar, pero hay un menor nimero de formas de onda, mientras que a mayor
frecuencia del pulso existe un mayor nimero de ondas pero mas dificiles de identificar,
como por ejemplo las ondas de Cabecera, ondas Stoneley. El tipo de formacién es
necesario y Util para ver los tipos de rebote dentro del fluido, en una formacién lenta
los rebotes serd mas espaciados, la amplitud de la onda de Stoneley sera pronunciada,
para el caso de una formacién media, la cual pretendo que sea la transicidon entre los
dos tipos de formaciones tradicionales, la rapida y la lenta, resulta interesante ya que
la amplitud es mayor, pero los rebotes son menores, el tiempo de llegada de la onda P
corresponden con los cdlculos. En una formacidén rapida, la amplitud de la onda de
Stoneley es 20 % menor a la formacion media, la fase de la primer llegada es invertida
y el tiempo de llegada es menor, esto se debe al contraste de velocidades y de
impedancias acusticas. En este caso para calcular el tiempo de llegada es necesario
calcular el angulo critico para conocer el dngulo de incidencia y asi obtener la primer

llegada que es la que viaja por la frontera del sélido del Pozo.

Para el estudio con atenuacion, de los tres modelos de atenuacion escogi en particular
el modelo de Zener ya que la atenuacion de Kelvin-Voigt corresponde a un
amortiguamiento encontrado en régimen ultrasénico que consiste principalmente en
un amortiguamiento de las altas frecuencias. Al contrario, el modelo de Zener con un
elemento es mds representativo de la atenuacidon encontrada en los experimentos
efectuados a baja frecuencia donde el medio presenta muchas heterogeneidades. El
modelo proporciona una atenuacién maxima en torno a una frecuencia de referencia,
la cual se encontré mediante los experimentos de simulacién y el calculo de la mayor

atenuacién a cada frecuencia. Esta frecuencia de referencia esta ligada a la frecuencia

109



de la fuente pero también a la frecuencia de atenuaciéon dada al material por los

pardmetros Tg y Tp.

Cuanto mayor sea el nimero de elementos de Zener que se utilicen, ya sea en serie o
en paralelo, las sefales son reproducidas con mayor realismo, siempre y cuando se

utilicen los pardmetros correctos de atenuacion.

En general, a los mecanismos de atenuacidn se les denomina macroscopicos,
mesoscopicos o microscdpicos dependiendo de la escala en la cual los cambios en la
presion del fluido inducidos por las ondas tratan de equilibrarse. En el flujo
macroscopico, la distancia que necesita equilibrarse es la que corresponde a la
longitud de onda sismica que a su vez varia de manera inversamente proporcional a la
frecuencia. En los flujos mesoscépico y microscopico las distancias que se van a
equilibrar son longitudes independientes de la frecuencia determinadas por la

heterogeneidad mesoscdpica y por el tamafio de los granos, respectivamente. Debido

a esto, la frecuencia de relajacién para la cual el valor de Qﬁ1 alcanza un maximo tiene
una dependencia inversa a la viscosidad del fluido en comparacién con la que
corresponde a los mecanismos de flujo mesoscdpico o de flujo microscépico. Se
demostrd que en la banda de frecuencias de exploracién sismica sélo el mecanismo de
flujo mesoscdpico parece ser capaz de explicar los niveles medidos de atenuacion. La
heterogeneidad mesoscdpica se puede deber ya sea a una saturacion difusa del fluido

0 a variaciones litoldgicas.

El alcance de este trabajo es académico sin embargo puede ser la antesala para la
simulacidon de ondas con atenuacidn en tres dimensiones y con mas detalle y recursos
podria ser un estudio de la propagacién de ondas eldsticas en medios porosos
saturados con fluidos, si se incluyera la teoria de Biot, la cual involucra porosidades y
permeabilidades, dando asi la relaciéon entre los fluidos dentro de los materiales
eldsticos y como se ve afectada la onda al paso por este tipo de sdlidos, el cual podria
ser de gran importancia para la industria petrolera, pues permite comprender y
determinar mejor las propiedades petrofisicas de las rocas presentes en los

yacimientos de hidrocarburos.
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