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INTRODUCCION, OBJETIVOS Y ALCANCES.

Introduccion.

Un sistema es un conjunto ordenado de elementos, cuyas propiedades se interrelacionan e
interactuan entre si de forma armonica [1].

Muchas de las cosas que sabemos o hemos aprendido a cerca de los sistemas fisicos y el
conocimiento de estos ha sido usando teoria de sistemas lineales. Estos con ecuaciones del
tipo:

n

n—1 d
- —y +a,(x)y =g(x)
k=0 dx

Por ejemplo el modelo matematico de un sistema con una masa m y un resorte puede
definirse por una ecuacion diferencial

2

d*x
o +F(x)=0

m

Donde F(x)=kx, x representa el desplazamiento de la masa respecto a su posicion de
equilibrio, F(x)=kx es la ley de Hooke; esto es, la fuerza que ejerce un resorte, que tiende a
regresar la masa a una posicién de equilibrio. Un resorte que ejerce una fuerza lineal de
restitucion F(x)=kx se llama resorte lineal; pero los resortes casi nunca son perfectamente
lineales. Segun como el resorte sea fabricado y los materiales que se usen, el resorte puede
ser flexible o hasta suave, y su fuerza puede variar desde algo menos hasta algo mas de la
que determina la ley lineal.

Si bien la linealizacion de los sistemas, ayuda al estudio basico de las ecuaciones
diferenciales, su resolucion y el entendimiento de conceptos relacionados con la dinamica de
sistemas, no representa fielmente el modelo matematico de los fendmenos fisicos.



En sistemas derivados de la Mecanica no siguen el comportamiento regular considerado
anteriormente por el tipo de ecuaciones lineales, sino que por el contrario el futuro es
completamente impredecible.

Un punto de ruptura entre las teorias de mecanica celeste y la dinamica de sistemas no
sujetos a la fuerza de friccion fue aportada por el matematico francés Jules Henri Pointcaré.

Si bien las ideas de Newton se habian convertido en un paradigma para describir muchos
aspectos de nuestra vida diaria y al menos los mas evidentes, habia detalles que aun no
estaban contemplados.

Partiendo de que en la mecanica planetaria no se habia tomado en cuenta aspectos no
lineales, como los que se exhibian en el "problema de los tres cuerpos". Esa es la ventaja de
la Teoria de Caos.

Pointcaré publico un articulo en 1890 describiendo el hecho de que aun el sistema Sol-
Tierra-Luna (tres cuerpos en interaccion), no podia ser explicado bajo la mecanica clasica
tradicional.

Para este problema, Pointcaré demostrd que por simple que parezca, el conjunto de los tres
cuerpos presentaba un comportamiento complejo a través de una dinamica irregular.

Por consiguiente podemos decir que Pointcaré es el padre de lo que ahora se conoce como
Teoria de Caos.

Las ideas de Pointcaré no fueron aceptadas inicialmente debido a cuatro razones principales:
a. La gente no estaba dispuesta a modificar el modelo que permitia interpretar la realidad
en base a la mecanica clasica y a la matematica Laplaciana.
b. En esa época el interés por el analisis geométrico iba en descenso
c. El sistema planteado por Pointcaré trataba de sistemas dinamicos sin friccion, que
requieren de energia para subsistir, como son de hecho la mayoria de los sistemas

con los que tenemos contacto, ya sean animados o inanimados

d. No existian computadoras.



La deduccion que planteaba Pointcaré era correcta. Calcular el comportamiento de dos
cuerpos, por ejemplo Sol-Tierra a través de los principios Newtonianos era exacto y
totalmente predecible, pero al agregar un tercer cuerpo (Luna), las ecuaciones de Newton se
vuelven insolubles, como lo mencionan Briggs y Peat (1994). "Al sistema ideal de dos
cuerpos él afadio un término que incrementaba la complejidad no lineal de la ecuacion y se
correspondia con el efecto pequefo producido por el movimiento de un tercer cuerpo”.

En afos recientes, debido sobre todo a la ayuda de los resultados teoricos nuevos, a las
posibilidades de calculo que ofrecen las modernas computadoras y técnicas experimentales
mas sofisticadas, se ha encontrado que lejos de ser una curiosidad, el fenbmeno de
impredecibilidad de sistemas se produce frecuentemente en la naturaleza y con notables
consecuencias en muchas ramas de la ciencia.

En la década de 1970 se fue consolidando una incipiente ciencia, el Caos, cuyos primeros
balbuceos datan del afo 1963, cuando Edward Lorenz, meteordlogo del M.L.T.
(Massachusetts Institute of Technology) diera a conocer un curioso modelo climatico que
posteriormente fascinaria a muchos fisicos por su extrafio comportamiento [2].

Al demostrar que ciertos sistemas tienen limites de prediccion, Lorenz "acabd con el universo
cartesiano y dio pie a la tercera revolucion cientifica del siglo XX", después de las teorias de
la relatividad y la fisica cuantica, sefalé Kerry Emanuel, profesor de ciencias atmosféricas del
M.L.T.

Nacido en 1917 en West Hartford, Connecticut, Lorenz se licenci6 en matematicas en la
Universidad de Harvard y en el Colegio Dartmouth en 1938 para graduarse como
meteordlogo del M.I.T. en 1943. "Desde nifio siempre me interesaron los numeros y me
fascinaban los cambios del clima", sefalé en una autobiografia [3].

A veces se ha definido el Caos como la ciencia de la totalidad, pues, frente al reduccionismo
de las ciencias puras y la superespecializacién de las ciencias aplicadas, el Caos opone su
espiritu integrador y universalista. Toda una enorme variedad de campos del saber humano
han sido transcendidos ya por la Teoria del Caos; y probablemente lo seran otros muchos en
el futuro. No se libran de su influjo campos tan diversos como la Ingenieria, la Medicina, la
Biologia o la Economia.

Desde el punto de vista de la Ingenieria y, en general, de las ciencias aplicadas la teoria del
Caos ha de ser entendida como una nueva herramienta de analisis que permite afrontar
problemas hasta ahora inabordables o dificilmente analizables por la Estadistica.



Sin duda, en la vida profesional de todo ingeniero, se habran presentado alguna vez
problemas que conlleven preguntas imposibles de responder como por ejemplo la siguiente
reflexion: en alguna empresa surgen averias o descomposturas en las maquinas, y éstas no
suelen presentarse aisladas y su distribucion temporal muy dificiimente puede arrojar un
diagrama estadistico de dispersion aceptable ;esto es realmente un fruto del azar o
responde a alguna ley?

He ahi algunas de las cuestiones que solo el Caos puede aspirar a responder.

El Caos es una teoria del "proceso" mas que del "estado”, del "devenir" mas que del "ser". Se
trata de estudiar el comportamiento caracteristico de algunos sistemas dinamicos, bien
entendido que este concepto (el de sistema dinamico) trasciende el marco de la Fisica en el
gue normalmente se encuadra.

Dentro de la Teoria del Caos, un sistema dinamico puede ser:

- Para un economista, la "Bolsa".
- Para un médico, el corazén humano.

- Para un ingeniero, una compleja red de distribucion eléctrica.



Objetivo e Hipoétesis

La finalidad de este trabajo es triple:

1.

Presentar algunas caracteristicas de los sistemas no lineales, sus propiedades y sus
representaciones graficas,

Calcular los exponentes de Lyapunov (en los capitulos subsecuentes seran definidos)
mediante la implementacion de un algoritmo en Matlab®, motivo esencial de ésta tesis,
y por ultimo,

Observar que al ir variando los parametros dinamicos del sistema de Lorenz, en
particular, produce cambios en los exponentes de Lyapunov y las condiciones iniciales
del sistema también influye.

Al comenzar el trabajo, surgieron varias preguntas al variar los parametros de las ecuaciones
de Lorenz:

¢ Puede variar el valor de los exponentes de Lyapunov?, si era asi ¢,como variarian
éstos?,

¢ Estas variaciones influyen en el comportamiento cadtico del sistema dinamico?,
¢Al utilizar algun sistemas caodtico o no caotico para producir las variaciones

paramétricas en el sistema de Lorenz esto también harian cambiar el valor de los
exponentes de Lyapunov?

En este trabajo decidimos adelantarnos al analizar esos casos, es decir, suponer afirmativas
todas éstas cuestiones y demostrarlas por medio de las técnicas computacionales que la
teoria de sistemas dinamicos no lineales; una vez representados de forma grafica y numeérica
procedimos para comprobar nuestra hipétesis de que las variaciones de los exponentes de
Lyapunov cambian segun van modificando los parametros de las ecuaciones que rigen su
dinamica y que las condiciones iniciales de cada sistemas también influye de forma
determinante en esto.

El comportamiento cadtico de un sistema fisico nos lo podemos encontrar practicamente en
todas partes y es una representacion real de la naturaleza. La representacién y modelizacion
de estos sistemas complejos puede ser complicada, sin embargo, su tratamiento no es



imposible y abre una muy interesantes perspectivas a la investigacion cientifica en todos los
campos.

El caos es impredecible, ¢ Quiere decir ello que se debe renunciar a su analisis? En absoluto,
sin embargo se requiere una metodologia diferente. Por ejemplo el analisis de estos sistemas
se hace en el llamado espacio de fases, un espacio en el que esta representadas todas las
variables dinamicas del sistema. El espacio de fases de un péndulo simple se representaria
en funcién de su posicion y su velocidad.



Resumen

Las teorias y técnicas modernas de la dinamica no-lineal han demostrado su poder de
caracterizacion en diferentes fendmenos fisicos. En este trabajo se presenta la forma de los
principales espacios de fase de sistemas dinamicos, con distinto grado de complejidad
matematica. Los sistemas analizados en este trabajo tienen la caracteristica de contar con un
modelo matematico que los representa, produciéndose sistemas de ecuaciones diferenciales
gue son no-lineales; estos sistemas fueron estudiados con las técnicas de:

|. Diagramas de espacio de fase,

II. Exponentes de Lyapunov,

para asi poder caracterizarlos y saber cuales -en principio- son mas simples o mas complejos
de estudiar segun la sensibilidad a sus condiciones iniciales propias, esto es, si dos puntos
en tal sistema pueden moverse en trayectorias muy diferentes en su espacio de fase incluso
si la diferencia en sus configuraciones iniciales son muy pequefias la dependencia sensitiva
de las condiciones iniciales que facilmente se pueden comprobar y evaluar sin mas que
superponer graficas que difieran levemente en éstos parametros iniciales; fundamentalmente
analizar que tanto aumentan o disminuyen sus exponentes de Lyapunov segun las
variaciones propuestas para que se observen cambios.

En el capitulo 1 se halla una presentacion sobre los sistemas Dinamicos y su relacion con el
término “caos”, la definicion de los espacios de fase y las principales propiedades que tienen
los comportamientos “atractores” que existen en los espacios de fase, y asi poder observar
de estos cuando encontramos algun tipo de atractor en estos espacios.

También se da la primera introduccion al significado de los exponentes de Lyapunov vy la
relacion de sus valores numéricos con la existencia o ausencia de caos en un sistema.
También se comenta sobre las dimensiones de los atractores y su dimension fractal.

Definimos en el capitulo 2, en especial, al sistema de Lorenz y se da una breve historia de
como se planteo éste sistema, se describe la importancia que tiene este tipo de sistema asi
como su relacion con los fendmenos caoticos.

En el capitulo 3 regresamos al concepto de los Exponentes de Lyapunov y su ayuda para
caracterizar sistemas dinamicos cadticos, pero en particular se describe el algoritmo (todo el
codigo se encuentra en el Apéndice A que se empled para su calculo y se comienzan las
primeras pruebas para el sistema de Lorenz con variaciones técnicas como el numero de
iteraciones del método y el tiempo en que se efectuan los calculos.
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Finalmente en el capitulo 4 se encuentra la caracterizacion de los exponentes de Lyapunov
para todas las distintas variaciones que se proponen, utilizando otros sistemas para hacer
éstas variaciones y algunos métodos de seleccion de valores para los parametros de las

ecuaciones de Lorenz.



CAP iT UL O 1 | TEORIA DE DINAMICA DE SISTEMAS

1.1 Dinamica de Sistemas

Un sistema dinamico es cualquier sistema que evoluciona con el tiempo [4]. La
conducta de los sistemas dinamicos es cambiar continuamente en el tiempo y
pueden ser descritos matematicamente por un conjunto acoplado de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

dx(t)
dt

= F(x(1), 1) [1.1]

Los componentes del vector x(¢)son las variables dindmicas del sistema, las
componentes del vector 2 son los parametros del sistema, y las componentes

del vector de campo F son las reglas gobernantes de la conducta de las
variables dinamicas del sistema.

Se distingue entre sistemas dinamicos lineales y sistemas dinamicos no
lineales. En los sistemas lineales, el lado derecho de la ecuacion es una
expresion que depende en forma lineal de x, tal como:

X kx

n+l n

Si se conocen dos soluciones para un sistema lineal, la suma de ellas es
también una solucién; esto se conoce como principio de superposicion. En
general, las soluciones provenientes de un espacio vectorial permiten el uso del
algebra lineal y simplifican significativamente el analisis.

Un ejemplo de un sistema dinamico no lineal con numerosas aplicaciones en
ingenieria es el oscilador de Van der Pol:

v_ (l—yz)ﬂ+y3=fcosa)t [1.2]

a Y dt

Donde y, f,® son parametros del sistema.



En el mundo de la Electronica, existe un circuito que se conoce como el
Circuito de Chua que ha proporcionado todo un arsenal de interesantes
Sistemas de tres ecuaciones diferenciales con varios parametros donde los
fendmenos no lineales son muy fuertes y donde se ha conjeturado la existencia
de muchos atractores extrafios de diferentes geometrias (mas adelante en este
capitulo se abundara en el tema).

Este sistema viene dado por:

d
%=ka(x2—xl—h(xl))
d

%:k(xl - X, +x3)

d

—2=k(~fx,~7x)

Donde «,fy y son los parametros fisicos del circuito.

h(x,) =mx, ++(m, —ml){|x1 +1|—|xl —1|}

Una de los alcances sorprendentes en los descubrimientos matematicos de
ultimas décadas ha sido: las soluciones de los sistemas dinamicos no lineales,
puede ser impredecible [5]. Este comportamiento es llamado caos
deterministico.

El descubrimiento del caos deterministico es sorprendente porque la
aleatoriedad ha sido tradicionalmente asociada con las perturbaciones externas
desconocidas (ruido).

Lo que hace que sea sorprendente de éste descubrimiento es que la mayoria
de los sistemas dinamicos son no lineales y la mayoria de los sistemas no
lineales tienen soluciones cadticas.

El caos deterministico tuvo ramificaciones inmediatas en la construccion de
modelos matematicos para sistemas caracterizados por sefales aleatorias.
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De aqui nos podemos preguntar si todas las sefales aleatorias presentan el
mismo comportamiento dinamico.

Bueno la respuesta no podria ser afirmativa, porque las sefales aleatorias son
generadas por ruido y son fundamentalmente diferentes de las sefales
generadas por dinamicas deterministicas con pequefios numeros de variables
dinamicas.

La diferencia no es revelada por analisis estadisticos, pero es revelada por el
analisis dinamico basado en la reconstruccién del espacio de fase.
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1.2 Espacio de Fase y Atractores

El espacio de fase es un espacio matematico abstracto medido de modo
completo y minucioso por las variables dinamicas del sistema [6]. El estado del
sistema dinamico en un instante dado en el tiempo puede ser representado por
un punto en este espacio de fase. Si existen n variables dinamicas, entonces el
estado en un momento dado, puede ser representado por un punto en el

espacio euclidiano R".

Como las variables dinamicas cambian sus valores en el tiempo, los puntos
representativos trazan una direccion en el espacio de fase (una curva continua
en el caso de sistemas dinamicos continuos y una secuencia de puntos en el
caso de sistemas dinamicos discretos).

dx,

dx,

E=xl+ax2

dx
7;:,B+x3(x1_7)

Espacio de Fase

20

Fig. 1-1 Sistema de Réssler, Fuente: Elaboracion propia.
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Para un sistema de un péndulo simple, hay dos variables dinamicas fisicas, la
posicion angular ¢ y la velocidad @, entonces el espacio de fase puede ser
representado en R”.

En la figura 1-1 se muestra el espacio de fase para el sistema de Rdssler:

El sistema tiene por condiciones iniciales: x, =-5, x, =x, =5 y el conjunto de
parametroses: a=£=02y y=4.7.

En el oscilador de Van Der Pol también presenta un espacio de fase
caracteristico. Sus ecuaciones estan dadas por:

&
d
&

dt

Y

dt

= u(1=x7)x, —x, + f cos(ewt)

Y escogimos de condiciones iniciales son: x, =1, x, =x, =0 y su conjunto de
parametros: £=0.2, f =1, ®=0.94. A continuacion el grafico que lo ejemplifica:

Espacio de Fase

Fig. 1-2 Oscilador de Van Der Pol, Fuente: Elaboracion propia.
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Propiedades

El concepto de disipacién y de atractores es definido mas para sistemas
dinamicos continuos. Un sistema dinamico es conservativo si:

divF =0 [1.3]
donde:

F
dl'VF:%-Fai-i-...-i— oF,
0X, 0X, oX

n

Un sistema dinamico es disipativo si:

divF <0 [1.4]

En un sistema dinamico disipativo, el volumen de elementos del espacio de
fase se contrae conforme el sistema evoluciona [7]. Para el sistema de Rodssler
tenemos:

divF =a +(x,—7)

Para que el sistema sea disipativo o <—(x, — 7).

En el caso del oscilador de Van Der Pol:

divF = —pu(x; 1)

Se vuelve el sistema disipativo si z>0; x7 >1

Un punto x es un punto fijo (o punto de equilibrio) si:

F(x)=0 [1.5]
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Una trayectoria de un espacio de fase x(¢)es periddica si:
x())=x(t+T) [1.6]

Para T diferente de cero. Esto es conveniente para representar la direccion de
un espacio de fase como:

xX(t) =" (x,) [1.7]

Donde ¢ es el flujo para el mapa de condiciones iniciales x: e R"y el tiempo t

e R de la solucién x(7). Un limite  de x, es el espacio de fase x tal que:

lim ¢"" (x,) = x [1.8]

Un conjunto limite @ es un conjunto de puntos correspondientes a un conjunto

o e e I 0 : :
de puntos iniciales X :{xo ,Xo ,...,Xxo . Un conjunto atractor es un conjunto

limite w en el todas las orbitas que comienzan alrededor de el conjunto de
puntos iniciales Xoque tiendaa o cuando ¢t — «.

Un atractor es el conjunto al que el sistema evoluciona después de un tiempo
suficientemente largo. Para que el conjunto sea un atractor, las trayectorias que
le sean suficientemente préximas han de permanecer proximas incluso si son
ligeramente perturbadas.

Un sistema debe ser disipativo para que tenga un atractor. Un atractor de ciclo
limite es un atractor periodico.

Un atractor extrafio es un atractor en el que la dimension del conjunto de
puntos comprendidos por el atractor no es entera.

Cuando un sistema es cadtico, el conjunto del estado de fases donde se
presenta el fenomeno de dependencia sensible a las condiciones iniciales
puede venir acompafado de otras condiciones adicionales, por ejemplo, que
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sea un conjunto atractor para todas o para la mayor parte de las trayectorias
del sistema.

En tales situaciones, es habitual que dicha porcién del espacio de fases tenga
una estructura geomeétrica y topoldégica muy complicada y como consecuencia
una dinamica de alto grado de complejidad. Estos conjuntos fueron
denominados atractores extrafios debido a que tienen una estructura y una
apariencia extrafa.

Para poder clasificar el comportamiento de un sistema como cadtico, el sistema
debe tener las siguientes propiedades:
« Debe ser sensible a las condiciones iniciales.
Sensibilidad a las condiciones iniciales significa que dos puntos en tal
sistema pueden moverse en trayectorias muy diferentes en su espacio de
fase incluso si la diferencia en sus configuraciones iniciales son muy
pequeias. El sistema se comportaria de manera idéntica sélo si sus
configuraciones iniciales fueran exactamente las mismas.
La sensibilidad a las condiciones iniciales esta relacionada con el exponente
Lyapunov. El exponente Lyapunov es una cantidad que caracteriza el radio
de separacion de trayectorias infinitesimalmente cercanas.

o El sistema debe ser disipativo.

Esto es, el sistema debe tener una atractor  extrano.
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Exponentes de Lyapunov

Una de las caracteristicas fundamentales de un régimen dinamico cadtico es la
dependencia sensible de las condiciones iniciales, esto hace que la capacidad
de prediccion de la evolucion del sistema dinamico se pierda rapidamente.

En tales condiciones pasa que pequenas diferencias sobre las condiciones
iniciales se aplican enormemente hasta que se producen trayectorias
completamente diversas.

Las simulaciones numéricas nos permiten verificar una eventual divergencia
exponencial de trayectorias vecinas que sean cualitativas en vez de
cuantitativas, a través de los exponentes de Lyapunov.

Para definir el conjunto completo de exponentes, consideramos una esfera
infinitesimal m-dimensional de condiciones iniciales que se fijan a la trayectoria
de referencia.

Como la esfera evoluciona, ésta se deforma en un elipsoide. p,(t) denota la

longitud del i-ésimo eje principal, ordenado del que crece mas lento al mas
rapido. La ecuacion:

) =1im110g(pf—(”J i=1,2,...,m [1.9]

Define el conjunto de los exponentes de Lyapunov [8] ordenados desde el mas
grande al mas pequeno. El volumen de elementos en el espacio de fase
evoluciona en el tiempo como:

v(i)= V(o)exp(fz/J [1.10]

La suma de los exponentes de Lyapunov es igual a la divergencia del vector de
campo

—

S 4 =V-F=divF [1.11]

1
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Asi, en sistemas disipativos el promedio de la suma de los exponentes de
Lyapunov es negativa. Ademas, para trayectorias limitadas que no se acercan
a puntos fijos al menos un Exponente de Lyapunov es cero.

Recogiendo las observaciones podemos decir que un sistema disipativo con un
atractor extrafio implica un espacio de fase de al menos tres dimensiones, y
debe ser de al menos un exponente de Lyapunov positivo y al menos uno nulo,
en otro caso la suma debe ser negativa.

De aqui se deduce que los atractores extrafios deben tener al menos tres
exponentes de Lyapunov. Esto es valido para sistemas dinamicos auténomos.
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1.3 Dimension Fractal

Hasta ahora hemos considerado aspectos dinamicos del atractor cadtico.
Existe una importante categoria cuantificatoria de caos aquella que se basa en
analizar las caracteristicas geométricas de los atractores.

Un objeto geométrico puede ser completamente representado por un conjunto

de puntos en el espacio euclidiano R™ con m suficientemente grande, para ser
capaz de localizar la posicion de cada punto en el objeto.

Cada conjunto en R"” ha sido asignado a una dimensién topoldgica d que esta
en el rango entero de [0,m]. Si todo el conjunto es R" entonces d=m.

En geometria euclidiana, los puntos poseen dimension d=0, las lineas tienen
dimension d=1, las superficies planas d=2, los solidos tienen dimensién d=3,
etc.

D=1 D=2 D=3

Fig. 1-3 Representacion grafica de dimensiones, Fuente: Elaboracion propia

Una dimensién fractal D [9] es cualquier medida de la dimensién que tiene
valores no enteros[6]. Un fractal es un conjunto con una dimension fractal no
entera. Los objetos estandares en Geometria Euclidiana no son fractales pero
tienen dimension fractal entera D=d.

La importancia de los fractales en la dinamica es que los atractores extrafios
son fractales y su dimension fractal D esta relacionada con el minimo numero
de variables dinamicas necesarias para modelar la dinamica del atractor
extrano.

El camino mas simple (conceptualmente) para medir la dimension de un
conjunto es la medicion de la Capacidad de Kolmogorov (o dimensiéon de box-
counting).
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En esta medicion un conjunto esta cubierto con pequefias celdas de tamafo ¢.
M(¢) denota el numero celdas que contienen parte del conjunto.
La dimensién queda entonces definida como:

D = lim 1081 (2)) [1.12]
=0 log(1)

Para n puntos aislados, M(¢)=n y D=0; para una linea recta de longitud L,
M(g)=L/c y D=1; para una region plana de area A, M(c)=A/s?y D=2.

Para aplicaciones practicas el limite € no es alcanzable.

Un ejemplo matematico de un conjunto con dimension fractal no entera es el
conjunto de Cantor el cual esta definido como el conjunto limitado en una
secuencia de conjuntos.

Llamado asi por ser introducido por Georg Cantor [10] en 1883, es un
destacado subconjunto fractal del intervalo real [0, 1], que sugiere la siguiente
definicion: de forma recursiva, se elimina en cada paso el segmento abierto
correspondiente al tercio central de cada intervalo.
Se construye de modo recursivo dando los siguientes pasos:

e El primer paso es tomar el intervalo [0, 1].

e El segundo paso es quitarle su tercio interior, es decir el intervalo abierto

(1/3; 2/3).
o EIl tercero es quitar a los dos segmentos restantes sus respectivos

tercios interiores, es decir los intervalos abiertos (1/9; 2/9) y (7/9; 8/9).

o« Los pasos siguientes son idénticos: quitar el tercio de todos los
intervalos que quedan. El proceso no tiene fin.

Si consideramos el conjunto en R” definido por la siguiente secuencia de
conjuntos. En la el estado k=0 (figura 1-4 A), Sy denota el cuadrado con lados
de longitud /. En el estado k=1(figura 1-4 B) se divide el conjunto Sy en nueve
cuadrados de tamafio uniforme y remueve el cuadrado de en medio.

Ese conjunto es nombrado S;.
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A) B) C)

Fig. 1-4 Un ejemplo de conjunto de Cantor, Fuente: Elaboracion Propia.

En el estado k=2 (Fig. 1-4 C) divide el cuadrado S1 en nueve cuadrados del
mismo tamarfo y remueve el cuadrado de en medio. Este nuevo conjunto es
llamado S..

El proceso de subdividir y remover es continuado iterativamente para obtener
una secuencia de conjuntos Sy, Sy, Sy, ..., ¥ el conjunto de cantor es definido
como el conjunto limite:

S=lmS,

n—>0

Esta es una medida para medir la capacidad de Kolmogorov de este conjunto
de Cantor.

En el estado k=0, el conjunto Sy es cubierto por el cuadrado de tamano a. Asi
para k=0; e=a y M(¢)=1.

En el estado k=1, el conjunto S; es cubierto con ocho cuadrados de tamafio
a/3. Asi para k=1; e=a/3 y M(¢)=64.

En general para el estado k el conjunto Sk es cubierto con e=a/3" y M(e)=8. La
dimension fractal del conjunto de Cantor es:

k
D = lim 288"

k—0 a
log 3

=1.892

Una medicion mas elaborada de la dimension que toma en cuenta las
inhomogeneidades es el espectro de dimension definida por Hentschel y
Procaccia [11].
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M(r)

lo 7

D =lim ! gz":l P
T r0g-1 logr

g=0,1,2, - [1.13]

Proporciona un conjunto de medicidn de la dimensién fractal que toma el mas
alto orden de correlaciones con el aumento de q.

La dimensidon D; es llamada dimension de informaciéon, ésta esta definida
cuando se toma el limite de ¢ —> 1

D, = lqlgll D,
M(r) [1.14]
log p.
i > plogp,
r—0 log 7

La dimensién de informacion también ha relacionado a los exponentes de
Lyapunov mediante la conjetura de Kaplan y Yorke [12]

2o [1.15]

En la ecuacion anterior A4 son los exponentes de Lyapunov del atractor
A <0

Jj+l

ordenados desde el mas grande al mas pequefio y z; A 20; ZH
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C APiTU LO 2  ANALISIS DE SISTEMAS DINAMICOS

En este capitulo -en particular- se menciona y analiza el sistema de Lorenz y algunas de sus
caracteristicas dinamicas principales.

2.1 Sistema de Lorenz

Lorenz realizd un modelo simplificado de la atmdsfera que constaba de 12 ecuaciones
diferenciales acopladas. Al realizar simulaciones numéricas del mismo notd que el error
debido al redondeo en las condiciones iniciales empleadas para resolver la dinamica,
provocaba discrepancias intolerables entre una simulaciéon y otra. Concluyé que hay
sensibilidad extrema a las condiciones iniciales.

Esta idea la expresd en una conferencia en 1979 cuyo famoso titulo fue “Predictibilidad:
¢ Puede el aleteo de una mariposa en Brasil desencadenar un tornado en Texas?” [13].

Esta conducta de las condiciones iniciales hace imposible realizar una prediccién todo lo
detallada que uno quisiera por un tiempo largo. Lorenz buscé una simplificacion de las
ecuaciones de movimiento para el modelo de la atmésfera que conserva sus propiedades,
que contienen cierta pauta repetitiva, pero que no vuelven exactamente al valor inicial, de
forma que nunca se alcanza el equilibrio.

Hallé que el mismo tipo de comportamiento aparece en las tres ecuaciones que describen la
conveccion de Rayleigh-Bénard (muy simplificadas).

El modelo de Lorenz nace en 1963, de algunas simplificaciones radicales de las ecuaciones
las cuales describian el comportamiento dinamico de algunos estratos de fluidos que
representan movimientos convectivos a causa de una diferencia de temperatura aplicada
entre la superficie inferior y la superior de aquel fluido.

El modelo esta constituido de un sistema de tres ecuaciones diferenciales de primer orden en
forma ordinaria que se presentan asi:
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dx

aTl =0o(x, —x)

dx

—dtz = X, — X, X; — X, [2.1]
dx

7; =x,x, —bx,

El espacio de fase es tridimensional y las variables (x,,x,,x,) no son variables espaciales: x,
esta ligada al campo de velocidad del fluido, la variable x, es la proporcion de la diferencia
de temperatura entre las corrientes ascendentes, y x, es la proporcion a las distorsiones de
la linealidad del perfil vertical de la temperatura.

(O',p,b) son parametros hidrodinamicos que pueden asumir valores unicamente positivos.
o=x"'v es el numero de Prandtl, el parametro p es el numero de Rayleigh relativo a su
valor critico p=R_'R, .

El régimen dinamico mayormente estudiado, es aquel en el cual los parametros tienen los
valores' siguientes:

N & Q9
I ||| 1
l\) w |0 [—
o0 o

Escogiendo a 0 =10 y =%, podemos dejar a p como parametro de control y estudiar las

caracteristicas del sistema en sus variaciones.

El modelo de Lorenz, nace para el estudio de los movimientos convectivos en hidrodinamica,
pero las propiedades de tal sistema diferencial pueden ser objeto de variados estudios,
independientemente de cualquier referencia fisica.

T Los valores tomados aqui son dados por el propio Lorenz en sus investigaciones. Véase en [3].
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Ejemplo de Aplicacion de las ecuaciones de Lorenz

Un ejemplo fisico que responde a las ecuaciones de Lorenz es el modelo de Haken
para laseres de estado solido:

dE
 _K(P-E

” K ( )
dpr
& _—y(ED-P
” 7( )
dD

= =y (A+1-D—- AEP
% 7, ( )

Donde:
- E: es el campo eléctrico de la cavidad
- P: es la polarizacion media de los atomos
- D: Inversion de la Poblacion
-k velocidad de transferencia del haz
- 7,: velocidad de decaimiento de P

- 7,:velocidad de decaimiento de D
A bombeo de energia desde el exterior

Haciendo el cambio de variables,

A=r-1
71:%’(
72:%’(
E=ax
P=ay
D=r-2
a=1¢

k “lorenz
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Se obtienen las ecuaciones de Lorenz:

dx | 10

—=—(K(= Vvt —r+ 2

dt a ( ( K y lorenz ))

dy lo

E - i (ﬁ ‘thorenz (7" - 2) - ll? ytl‘”enz)
dr %0 2

—=—=(7 —1 X t

dt 3Kk ( ) y lorenz
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2.2 Puntos fijos en el Sistema de Lorenz

Los puntos fijos son por definicion [14], aquellos que anulan el segundo miembro del
sistema’, es decir la terna (x,,x,,x;), que es solucion del sistema homogéneo, se expresa

como sigue:

F(x)=0

o(x,—x,)=0
PX, = X%, —x, =0

xx, —bx; =0

Las soluciones del sistema anterior son:

S, =[Vb(p=1.Jb(p=1).p-1]

para p >1
S, =[~Jb(p=1),~Jb(o=1), p-1]

Para p <1, el unico punto fijo es: S, =0

Desde un punto de vista fisico S, representa el estado puramente conductivo, es decir un
estado en el cual no se presentan movimientos convectivos, mientras que las soluciones §, y
S, representan dos estados de convenciones estacionarias'.

Para el parametro p es evidente que las soluciones S, y S, tienen un significado fisico
cuando p>1.

T Punto fijo o también llamado punto de equilibrio ec. [1.6]
T El signo en el que difieren S, y S, se refiere a los dos sentidos de la rotacion.
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Los parametros valuados en el Sistema de Lorenz, despliegan algunas caracteristicas
interesantes. En la figura 2-1 se muestra la conducta violenta de la trayectoria de una
particula proyectada en el plano x,x;.

La definicién precisa de turbulencia varia dependiendo del contexto y del analisis que se
haga, pero una caracteristica turbulenta comun es que: la trayectoria que describe no se
acerca a un limite periodico o punto de equilibrio. Se observa también en esta figura que el
centro de cada una de las dos vueltas es un punto de equilibrio inestable, es decir, la
particula gira y da la vuelta y se dirige al otro punto, y salta de uno a otro de una manera que
pareciera aleatoria pero en realidad es deterministica.

Ademas la forma general de la trayectoria no depende de las condiciones iniciales ni del
método de integracién empleado para calcular las soluciones del sistema. Aqui los valores de
los parametros son o =10,b=2%, p =28 y el punto inicial [10,0,10].

45

35+

30

25+

x3

20

10

5
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 2-1 Representacion Clasica del espacio de fases para el sistema de Lorenz, Fuente: Elaboracion
propia.

T Debe notarse que las intersecciones en la trayectoria es un efecto del resultado de la proyeccion, y realmente
ocurre en tres dimensiones.
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2.3 Caracterizacion de los puntos fijos.

Para caracterizar los puntos fijos, nos referimos al sistema [2.3]. La matriz de tal sistema es
el jacobiano J(x,,x,,x;), es cual esta definido asi:

9 G o
ox, 0Ox, Ox,
o, o, 0
J (X, Xy, %,) = a—f % % [2.2]
1 2 3
9 9 9
ox, Ox, Ox,

En particular, para nuestro sistema:

-c o 0
J(x,x,,x)=| p—x; -1 —x [2.3]

x, x, b

Y la forma matricial del sistema en torno a una singularidad es:

dx,

ar .

&y =J(x,,x, x3] a [2.4]
dt ’ ’ (XI.O’XLOXS.O) 2

dx, %

dr

con:
Q) =X — X,
Q) =Xy, =Xy

Q3 = X3 = X3
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Los eigen-valores del jacobiano valuados en un punto fijo distinguen el caracter atractivo o
repulsivo de tal punto. Un punto es atractivo si los eigen-valores del jacobiano son todos
reales y negativos, en tal caso todas las trayectorias en torno al punto fijo se atraidas de éste
directamente, es decir sin espirales a su alrededor; también se distingue el caso en el cual
los eigen-valores tienen parte imaginaria diferente de cero, en este caso el punto siempre es
un atractor, pero las trayectorias son espirales a su alrededor.

Si los eigen-valores son todos reales y positivos, el punto fijo tiene caracter de repulsivo y
todas las trayectorias en su vecindad divergen; también en este caso dos de los eigen-
valores pueden ser complejos conjugados', y las trayectorias en torno a éste punto divergen
en forma de espirales.

Ahora podemos proceder con el estudio de los eigen-valores y sus partes reales del
jacobiano para cualquiera de sus puntos fijos.

Comenzando por el origen:

20

N
(63}
T
1

°)
()}
T
1

-30 ! ! ! ! !
-10 0 10 20 30 40 50

r

Figura 2-2 Ejemplo grafico de Eigen-valores para Sistema de Lorenz, Fuente: Elaboracion propia

T Los eigen-valores en éste caso (cuando son complejos conjugados) la parte real siempre es positiva.
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En rojo se indica los eigen-valores reales (forma de parabola), en verde la parte real de los
eigen-valores de los valores complejos conjugados. Se resalta el valor de p=1, para el cual
un eigen-valor cambia positivo, y asi el origen pasa de un punto fijo atractivo, a un punto con
un eigen-valor positivo y dos negativos

2.4 Sensibilidad a las condiciones iniciales

Un rasgo del Sistema de Lorenz que habia sido principalmente ignorado del analisis de
sistemas fisicos, es el hecho que incluso una perturbacién ligera puede alterar el resultado
drasticamente.

Esta caracteristica también se usa a veces en las definiciones de turbulencia. Como
habiamos visto previamente, una diferencia pequefa en las condiciones de los valores
iniciales rendiria una diferencia pequefia en los resultados.

Esto no es verdad para la mayoria de los sistemas del mundo real. La Figura 2-3 ilustra este
fendmeno en el Sistema de Lorenz. Dos trayectorias empiezan con las condiciones iniciales

muy intimas; en particular’ (x,,,x,,%,,)=(10,0,10) y (x,,,x,,,x,, ) = (10,0,10.0000000001).

T De azul se visualiza la primera condicién inicial.

-31-



X1 ws t
20 ‘

| M . uwv \M

_20 | | | | |
o 5 10 15 20x22\%t303 50

(R Y

5 10 15 20 x12\%t 30 35 40 45 50

jWWWWW

0 5 10 15 50
t

Valor x1
o

Valor x2
()

60

40

20 ""

Valor x3

Figura 2-3 Grafico de soluciones numéricas para sistema de Lorenz con condiciones iniciales sensibles,
Fuente: Elaboracion propia.

Para las primeras 25 unidades de tiempo, las dos las trayectorias parecen idénticas. Sin
embargo, mas alla de 30 unidades de tiempo, se nota que las trayectorias no se sobreponen.

Estas dos soluciones numéricas de las ecuaciones numéricas, muestran sensibilidad a las
condiciones iniciales. Se representa en la grafica los valores de x, con respecto al tiempo con
condiciones iniciales diferentes; se muestra cada direccion de los valores de X, (x,,x,,x;) .
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2.5 Simetrias en el Sistema de Lorenz

El Sistema de Lorenz es invariante bajo la simetria:

(/112 15) = (/=10 1)

—fi=0(=x,=(-x))
Si=—0(=x,+x)
= fi=o(x,—x)

_fz = p(_x1) - (_xl )x3 - (_xz)
o ==(=px;+xx;,+ x;)
= [, =px —xx;,— X,

La invariancia del eje x,, implica que todas las trayectorias de x,, permanecen en éste eje y
se acercan al origen, ademas todas las trayectorias que giran en torno a x, conforme al
tiempo aumenta.
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2.6 Atractor Extrano

Dado un sistema dinamico U en n dimensiones, un atractor extrafio A, puede ser definido,
Segun Ruelle[15] como:
Un subconjunto del espacio de las fases que tiene las siguientes caracteristicas:

a) Sea un subconjunto m-dimensional de A tal que, para cada punto x perteneciente a A,
existe un entorno de x completamente contenido en U.

b) Existe una dependencia sensible a las condiciones iniciales.

c) A no puede ser dividido en diferentes atractores.

Espacio de Fase

X2 -20

x1

Figura 2-4 Representacion grafica de Atractor Extrafio en ecuaciones de Lorenz, Fuente: Elaboracion
propia.
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Fijando el valor de pigual a 28, independientemente de las condiciones iniciales, se forma el
sistema compuesto en el espacio de fases por un conjunto de trayectorias que rotan
alrededor de los puntos de equilibrio inestables S, y S,. Tales regiones se visualizan en la

Figura 2-4, es el atractor del modelo de Lorenz para ésta dinamica marcada.

El estudio de las caracteristicas de éste atractor permite verificar, que para el valor de p -
indicado arriba- la dinamica generada del modelo es cadtica.

También podemos ver un comportamiento similar, es decir, un atractor extrafio, en el Circuito
de Chua, el cual es un ejemplo muy comun en el estudio y analisis de atractores extrafos.

Este ejemplo puede verse en la figura 2-5, donde éste atractor parece tener un
comportamiento similar al atractor de Lorenz.

Espacio de Fase

Figura 2-5 Representacion grafica de atractor para sistema de Chua, Fuente: Elaboracién propia
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i COMPORTAMIENTO DE LA DINAMICA DE
CAPITULO 3 SISTEMAS CAOTICOS

3.1 Técnicas para la obtencidn y analisis de los exponentes de Lyapunov

Una de las caracteristicas fundamentales de un régimen dinamico cadtico, es la dependencia
sensible que tiene éste a las condiciones iniciales (como se revis6 en los capitulos
anteriores), eso hace que la capacidad de prevision de la evolucidon del sistema dinamico se
pierda rapidamente.

En tales condiciones, de hecho, pasa que pequenas diferencias sobre las condiciones
iniciales, se amplifican enormemente hasta producir trayectorias completamente diversas en
la dinamica del sistema.

Las simulaciones numéricas, nos permiten verificar una divergencia exponencial, eventual,
de las trayectorias mas cercanas, de una forma cualitativa mas que cuantitativa, a través de
los Exponentes de Lyapunov. Los exponentes pueden ser considerados como una
estimacién de la velocidad media de convergencia o divergencia exponencial de las
trayectorias de un sistema cadtico.

Subsecuentemente la dependencia sensible de las condiciones iniciales se manifiesta en el
caso en el cual las trayectorias sobre el atractor presentan al menos una direccion de
divergencia exponencial. Cualquier sistema dinamico de tercer orden o mayor que presenta
al menos un exponente de Lyapunov positivo, es definido como cadtico.

Hasta ahora hemos analizado algunas de las caracteristicas dinamicas principales del
Sistema de Lorenz, ahora procederemos a calcular los exponentes de Lyapunov de este
sistema, haciendo variaciones en los parametros de control, en especial para este sistema p,

ya que como se ha analizado y visto por el propio Lorenz, las variaciones en la dinamica
caodtica se producen en el sistema al alterar el valor de éste parametro.

A continuacion se menciona el método o el algoritmo empleado para calcular los exponentes
de Lyapunov del sistema de Lorenz que puede ser empleado para calcular los exponentes a

cualquier sistema en R”.
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3.2 Calculo de los exponentes de Lyapunov

A menudo, los exponentes de Lyapunov, son considerados para sistemas no lineales. Para
calcular los exponentes es este tipo de sistemas, requiere que se trabaje con las ecuaciones
lineales variacionales, que son una aproximacion de la solucion del sistema no lineal.

A continuacion se expone un algoritmo elemental que se uso para el calculo de los
exponentes de Lyapunov.

Algoritmo

Para el calculo de los Exponentes de Lyapunov en éste trabajo nos basamos en el siguiente
algoritmo:

e Paso 1

Construir una hiperesfera unitaria de dimensién D = dim ension del sistema

00 ..0
010 ..0

a,={0 0 1 - 0 [3.1]
00 0 1

e Paso?2
Desde j=1 hasta el numero total de iteraciones, n:

- Integrar las ecuaciones no lineales del movimiento, tomando en cuenta
las caracteristicas de la escala de tiempo 7z, para obtener x(j7).

- Integrar las ecuaciones variacionales para obtener los vectores de los
ejes que envuelven (q,,a,,....,a,)para el tiempor.

Para obtener éstas ecuaciones, para el sistema de Lorenz, procedemos de la siguiente
manera:
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ds,
dr %,
‘S; = J(x,,x,,x;) £, [3.2]
ds, £
dr
s,
dt -o o 0 )%
6:; =| p—x, 1 —x | %,
ds, X, x, —b % 3.3]
dt

e Paso3

- Aplicar el método de Gram-Schmidt de re-ortonormalizacion para los
vectores de los ejes.

Para definir el proceso de Gram-Schmidt[12], definimos el operador proyeccion como:

Lu) [3.4]

(u-u)

proj,v=

Que es la proyeccion ortogonal de v en u.

El proceso de Gram-Schmidt es el siguiente:
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U
U =v, e =
o

. U,

Uy =V, = proj,v,, € :H
2
. . u,

Uy =V3 — proj, vs — proj,,vs, € = m
3
k-1 ‘ n

uk_vk_jzz;prq]u/vk e3_m

V)
/Vl
u 2> Lll
62 A projulv2
e

1

—

Figura 3-1 Método de Grarﬁ-Shmidt para un par de Vectores, Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 3-1 se ejemplifica graficamente los primeros dos pasos del método de Gram-
Schmidt o el método para un par de vectores.

La secuencia de u,u,,...,u, , €s el sistema requerido de vectores ortogonales, y los
vectores normalizados e,,e,,...,e, , forman el sistema ortonormal’. Un conjunto de

vectores es ortonormal si es a la vez un conjunto ortogonal (su producto escalar resulta
nulo) y la norma de cada uno de sus vectores es igual a 1. Esta definicion sdlo tiene
sentido si los vectores pertenecen a un espacio vectorial en el que se ha definido un
producto interno, como sucede en los espacios euclideos donde el producto interno
puede definirse en términos de distancias y proyecciones perpendiculares de vectores
[16].

T Cuando éste proceso es implementado en una computadora los vectores u, no son realmente

ortogonales debido a los errores de redondeo. De aqui que pudiera decirse que es numeéricamente
inestable.
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Cuando se realiza éste proceso en computadora la forma de calcular u, , (para que se
vuelva numéricamente estable) cambia a:

@ _ :
U~ =V, =proj, v,

)

2)
U ke

. ;
- uk _pro‘]uzu

(k=3)

(k=2) _ k=3 _ .
u - uk pro‘]uk,zuk

_ k2 . (k-2)
Uy =u proj, U

Esta serie de calculos da el mismo resultado como la féormula original en la aritmética
exacta, pero introduce los errores mas pequenos en la aritmética de precision fina.

e Paso4

Desde i=1 hasta la dimensién, n:
Calcular el valor de Sj. , donde:

Sj:(o'l,po'l’z,,,_,O',,,) i=1,..,dim

[3.5]

o, =log(norm(a,))

Donde norm es la norma del vector y la i en este caso, se refiere a la dimension del
sistema.

e Paso 5

Calcular los exponentes de Lyapunov, de la siguiente manera:

=Ly [3.6]
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3.3 Exponentes de Lyapunov- Uso del algoritmo en el Sistema de Lorenz
Ejemplo 1

Emplearemos el método para calcular los Exponentes de Lyapunov, que hemos revisado con
anterioridad para obtener los exponentes en el Sistema de Lorenz (en un comienzo).

Parametros A A A, Tiempo [min.] Iteraciones
(a) 0.000000 -0.599675 -0.600325 1.880467 5000
(b) -0.198909 -0.204994 -0.996097 2.083850 5000
(c) -0.015876 -0.198664 -1.185460 1.854950 5000
(d) -0.013160 -0.988780 -1.138060 1.855217 5000

Tabla 3-1 Calculo de exponentes de Lyapunov segun: (a) sigma=0 rho=0, (b) sigma= 0.2 rho=0.0, (c)
sigma=0.2 rho=1.0 b=0.90, (d) sigma=0.2 rho=1.0 b=0.94.

En la Tabla 3-1 se puede observar el conjunto completo de exponentes de Lyapunov
{/11,/12,}3}, calculados para cada uno de los conjuntos de parametros utilizados en las figuras

3-2 ala 3-5.

X1 vs X2 X2 vs X3
0.2 1
0
0.5
N -0.2 R
0
-0.4
-0.6 : : : -0.5 w ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 -06 -04 -0.2 0 0.2
X1 )\(/; X3 Espaciézde Fase
1
1
0.5
2 % 0
0 -1
0.5 ; 5
0.5 : ‘ : 1
0 0.5 1 1.5 2 x2 0.5 0 x1
x1

Figura 3-2 Espacio Fase basado en la Tabla 3-1 (a), Fuente: Elaboracién propia.
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X1 vs X2 X2 vs X3
0.2 1

0 7 0.8

0.6

' 7 0.4

0.4 | 0.2
-0.6 . .

0 . .
-0.6 -04 -0.2 0 0.2

X2
o)
N

x3

.Cl).
(6]
o
o
(6]
-

1 2
X1 )\(/s X3 Espaci())( de Fase
1
0.8 ] 1
0.6 1
Q 0 0.5
0.4 1
0
0.2 1 0.5
0 1
0 ‘ 0
-0.5 0 0.5 1 x2 -0.5 -1 x1
x1

Figura 3-3 Espacio Fase basado en la Tabla 3-1 (b), Fuente: Elaboracién propia.

X1 vs X2 X2 vs X3
0.25 1
0.2 | 0.8
0.6
N 0.15 | Q
0.4
0.1 0.2

0.05 ‘ 0 ‘ : ‘
0 0.5 0.05 01 0.15 0.2 0.25
X1 )\(/; x3 Espaci())(zde Fase

—_

0.8 ] 1
0.6 1
Q Q 0.5
0.4 1
0
0.2 1 0.2 1
0 | 0.1 0.5
0 0.5 1 x2 00 x1
x1

Figura 3-4 Espacio Fase basado en la Tabla 3-1 (c), Fuente: Elaboracién propia.
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X1 vs X2 X2 vs X3

0.5 1
0.4 ] 0.8
0.3 1 0.6
AN ™
X x
0.2 1 0.4
0.1 0.2
0 : 0 : : ‘
0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X1 )\(/; x3 Espaci<)>(2de Fase
1
0.8 ] 1
0.6
o c;z 0.5
0.4
0
0.2 1 0.5 )
0 ‘ 0.5
0 0.5 1 x2 00 X1
x1

Figura 3-5 Espacio Fase basado en la Tabla 3-1 (d), Fuente: Elaboracién propia.

Podemos ver también de los datos de la Tabla 3-1 que en todos los casos, la suma de los
exponentes de Lyapunov es negativa por lo tanto el sistema es disipativo. También cabe

notar que las condiciones iniciales del Sistema de Lorenz no viariaron.

Ejemplo 2

Ahora calcularemos los Exponentes de Lyapunov para el caso de los valores clasicos de los

parametros asi como su dimension de informacién para este caso en particular.

Los parametros registrados por Lorenz son:

T & Q
Il Ill 1
[\) w |co Jum—
[o%e) (@]
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Después variaremos unicamente el parametro p para demostrar nuestras premisas. Lo que
modificaremos en este ejemplo seran las condiciones iniciales.

X1 vs X2
40 50
40
30
AN [a2]
X x
20
10
-40 : : : 0 ‘ ‘
-20 -10 0 10 20 -40 -20 0 20 40
50
40
30
(a2]
x
20
10
20 10 0 10 20 x2 50 20 41
x1

Figura 3-6 Espacio de Fase para sistema de Lorenz con condiciones iniciales sigma=10, b=8/3, rho=28,
Fuente: Elaboracion propia.

Parametros A A, A, X, X, X, E:'r:?;rr':;%?éie
- 0.878398 -0.001035 -14.544030 1 0 0 2.060325
- 0.860882 0.002310 -14.529858 0 10 0 2.059408
- 0.895149 -0.001259 -14.560556 0 10 10 2.061391
- 0.910260 0.004572 -14.581498 10 10 10 2.062739

Tabla 3-2 Calculo de los exponentes de Lyapunov con condiciones inciales x1,x2,x3.

En la Tabla 3-2, observamos los Exponentes de Lyapunov para los parametros establecidos,
puede notarse que al variar las condiciones iniciales, los exponentes calculados presentan
pequefas variaciones por cada conjunto de condiciones iniciales, y ademas la suma de 4,

A, y 4, es negativa y presentan cuando menos un exponente positivo, o que implica que
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para este con]junto de parametros y puntos iniciales el sistema es cattico, como nos indicaba
la bibliografia

X1 vs X2
40 50
40
30
(a2)
x
20
10
-40 0 ‘ ‘ ‘
20 40 40  -20 0 20 40

X2
Espacio de Fase

30

x3

20

10

0 L
20 0 20 40 x2 50 50 1

x1

Figura 3-7 Espacio de Fase para sistema de Lorenz con condiciones iniciales basadas en la Tabla 3-2
(primera variacién), Fuente: Elaboracién propia.

T 2,=0.905, A,=0, A,=-14.572, Lorenz, N. Edward: Deterministic non-periodic flows. Journal of Atmospheric
Science, 1963 [26].

-45 -



X1 vs X2
40 50

40
30

x3

20

10

-40 : : : 0 : : :
20 -10 0 10 20 40 20 0 20 40

X2
Espacio de Fase

0 L L L
20  -10 0 10 20 x2 50 20 1

Figura 3-8 Espacio Fase de Lorenz basado en Tabla 3-2 (segunda variacion), Fuente: Elaboracion propia.

X1 vs X2 X2 vs X3

20

10

O L L L
20 -10 0 10 20 x2 50 20 1

Figura 3-9 Espacio Fase de Lorer%(z1 basado en Tabla 3-2 (tercera variacion), Fuente: Elaboracién propia.
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En las figuras 3-6 a la 3-9, muestran el espacio de fase y su proyeccion en cada uno de los
planos {xx,,x,x;,x,.x,}; realmente no se aprecia una variacién seria en los atractores que

describen los espacios de fases, con las condiciones alteradas, anteriormente.
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1 VARIACIONES DE LOS EXPONENTES DE
CAPITULO 4 LYAPUNOV EN SISTEMAS CAOTICOS

4.1 Caracterizacion Numérica de los Exponentes de Lyapunov

El numero llamado Exponente de Lyapunov (4) es util para distinguir entre varios tipos de
orbitas en los sistemas no lineales [17]. Funciona para sistemas en tiempo continuo.

Para un espacio de fase en tres dimensiones, existen tres posibilidades para caracterizar a
los Exponentes de Lyapunov:

La érbita atrae a un punto fijo estable o la érbita es estable. La suma de
2,1[ <0 los exponentes de Lyapunov negativa es caracteristica de los sistemas
: disipativos no conservadores

La érbita es un punto fijo neutro. Si el exponente es neutro significa que
Z’% =0 el sistema es conservativo y predecible.

El sistema es cadtico ya que existe al menos un exponente positivo y la

Z/li <0 y 34>0 gyma de los exponentes es negativa.

Para nuestro estudio, variamos los parametros de las ecuaciones de Lorenz, mediante otros
sistemas, ya sean lineales o algunos no lineales y cadticos.

A A A o P b A
-10.000000 -1.000009 -2.666658 10 0 2.666667 -13.6667
-0.008129 -2.674592 -10.983945 10 1 2.666667 -13.6667
-0.150537 -0.168037 -13.348092 10 20 2.666667 -13.6667
0.878398 -0.001035 -14.544030 10 28 2.666667 -13.6667

1.255660 0.000036 -14.922364 10 48 2.666667 -13.6667
1.340664 0.000376 -15.007722 10 128 2.666667 -13.6667

Tabla 4-1 Calculo de los exponentes de Lyapunov mediante otros sistemas de ecuaciones diferenciales.
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Los primeros calculos los hicimos variando los parametros de Lorenz, en forma manual y
arbitraria, los cuales los reportamos en la Tabla 4-1.

X1 vs X2 X2 vs X3
1 1
0.5 0.5
X0 % 0
-0.5 -0.5
-1 ‘ ‘ -1 ‘ ‘ ‘
-0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X1 )\(/; x3 Espacic))(zde Fase
1
1
0.5
® 0 o 0 o
< x
0.5 11
1
-1 ‘ ‘ 0 0
-0.5 0 0.5 1 x2 -1 - X1
x1

Figura 4-1 Ejemplo de variacién de parametros en Lorenz sin caos, Fuente: Elaboracién propia

De las primeras dos variaciones en el parametro’ p, con valores {0,1}, segun la suma de los

exponentes de Lyapunov el sistema es puramente disipativo, ya que no se presenta ningun
exponente positivo y las curvas descritas en las Figuras 4-1 y 4-2 no denotan aspectos del
tipo de un comportamiento cadtico.

Para p =20, nos acercamos al valor limite para el cual es sistema se vuelve cadtico, ya que
en p =28 el sistema encuentra un exponente positivo y la suma sigue siendo negativa, como
desde los valores iniciales.

Conforme aumenta el valor de p, después de 28, el sistema comienza a hacerse mas

complejo, en lo que a su comportamiento cadtico se refiere, y esto disminuye su capacidad
de predictibilidad.

T Notese en la tabla, que el Gnico parametro variable es £, debido a que la dinamica es gobernada por éste, en
el Sistema de Lorenz.
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0.1
0.08
0.06

X2

0.04

0.02

x3
N

X1 vs X2
0 0.5 1
x1
x 10° X1 vs X3
0 0.5 1
x1

x3
N

0 0.05 0.1

X2
% 107 Espacio de Fase

Figura 4-2 Ejemplo de variacion de parametros en Lorenz sin caos, Fuente: Elaboracion propia

20

x3
)
o

0
-20

X1 vs X2

20

10 10

x1

20

X2 vs X3
40

30

20

x3

10
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-20 -10 0 10 20

Espaci())(%e Fase
40

20

x3

20
0 0
x2 20 20 x1

Figura 4-3 Ejemplo de variacion de parametros en Lorenz, Fuente: Elaboracion propia
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X1 vs X2

40 50
40
30
N ™
X X
20
10
-40 : : : 0 ‘ :
-20 -10 0 10 20 -40 -20 0 20 40
50
40
30
(a2}
X
20
10
0 L L L
-20 -10 0 10 20 x2 -50 -20 x1
x1

Figura 4-4 Ejemplo de variacion de parametros en Lorenz, Fuente: Elaboracion propia

X1 vs X2 X2 vs X3
60 100

100

80

60

x3

40

20

40 x2 950 -50 x1

Figura 4-5 Ejemplo de variacion de parametros en Lorenz, Fuente: Elaboracion propia
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X1 vs X2 X2 vs X3

150 ‘ : 1 250
100 200
50 150
AN ™
X x
0 100
-50 50
-100 0 :
-50 100 -100 0 100 200
X2
Espacio de Fase
250
200 400
. 190 ® 200
X
100
50 3
200 100
0 0 0
-50 100 x2 -200 -100 x4

x1

Figura 4-6 Ejemplo de variacion de parametros en Lorenz, Fuente: Elaboracion propia

A partir de aqui las variaciones tendran de por medio la intervencién de otro sistema’ y un
método para aplicar la solucién del sistema empleado en la variacion de los parametros,
podria decirse que los parametros cambiaran de forma dinamica; aunque el calculo de los
parametros vendra dado por una regla o una relacion ajena a la manipulacion, el método que
seleccione es una consideracion arbitraria para cada caso.

4.2 Métodos y Sistemas empleados para la variacion de parametros en el
Sistema de Lorenz

En este punto, utilizamos dos diferentes sistemas lineales muy conocidos en el ambito de las
ecuaciones diferenciales, y cinco no lineales para hacer nuestras variaciones en los
parametros de las ecuaciones de Lorenz.

T Los sistemas empleados en esta parte para la variacion de los parametros del Sistema no Lineal, no son
solamente lineales
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Para escoger el tipo de sistema que se uso, se hizo de una forma ordenada utilizando en
primeras instancias sistemas lineales muy comunes (los cuales no fueron rebuscados o muy
complejos ya que no era el caso para éste desarrollo y su dinamica esta estudiada) y
siguiendo después con los sistemas no lineales. Para la eleccion de éstos ultimos se busco
sistemas que fueran caodticos y que su representacion no tuviera dependencias propias de
sus ecuaciones diferenciales, es decir, que su naturaleza fuera no lineal, pero de
manipulacién numérica sencilla.

Los sistemas lineales son:
a)

Series Radiactivas

dx,
Mo x
5 -
dx
7; = A4x, —Ax,
dx,
—_— = X
PRECY
b)
Mezclas en dos tanques.
L = Ax, + Bx,
dt
dx
7; =—A(x, —x,)

Observando el par de sistemas, no representa .dificultad calcular la solucion de sus
ecuaciones diferenciales o predecir su comportamiento en el tiempo; pero con éstas
ecuaciones lineales variaremos los parametros de Lorenz.

De los sistemas no lineales que empleamos el unico no conocido o del que no se habia
hablado es un modelo de competencia en 2D.

Sus ecuaciones vienen dadas por:
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Los otros sistemas no lineales son: El Sistema de Rossler, El oscilador de Van Der Pol, el
mismo sistema de Lorenz y las ecuaciones del circuito de Chua'.

Con relacion a la forma en como asignamos los parametros, una vez que hemos calculado la
matriz M, que es solucién numérica del sistema escogido, definimos los siguientes métodos:

Meétodo I. Escoger un vector renglon de la matriz de solucion M de forma aleatoria y
usarlo de manera que esa solucion sean nuestros parametros nuevos (para Lorenz solo
usaremos un valor de éste nuevo vector).

Sea i y j, el renglon i-ésimo y la columna j-ésima de la matriz de solucibn M vy
random(M ) un numero aleatorio de la matriz M, entonces el valor de parametros nuevos p

se verifica asi:

i =random(M)
Jj =random(M) [4.1]
pP= Mi,j

Meétodo II. Obtener la norma de un vector renglon M, aleatorio de la matriz de solucion.
En una forma mas clara puede verse asi:

i =random(M)
[4.2]
p=|M|

Método Ill. Obtener la norma del maximo vector de la matriz M. De forma parecida al
método anterior puede visualizarse esto:

T Los valores de los parametros de estos sistemas se toman como los valores en donde tienen su atractor
extrafio cada uno y de ahi se obtiene la solucién en ese entorno
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[4.3]

Meétodo 1V. Obtener la norma del minimo vector de la matriz M. En este caso es vez de
calcularemos el minimo, este método es aun mas parecido en cuanto a la forma, al
anterior.

[4.4]

Método V. Escoger dos vectores renglén de la matriz de solucion M de forma aleatoria
M., M, y obtener su producto escalar.

i =random(M)
k = random(M) [4.5]
p=M M,

Se resalta que para la variacién paramétrica en Lorenz utilizamos estos métodos, pero para
otros sistemas alteramos un poco los métodos ya que en Lorenz el unico parametro variado
es p.

Sistema, Sistema, Método 4 A A P
Lorenz Radiactivo | -0.994159 -2.670897 -10.001610 0.009467
Lorenz Rossler 1] -0.781324 -2.665898 -10.219444 0.206404
Lorenz Van Der Pol ] 1.235354 -0.002731 -14.899291 45.238089
Lorenz Chua \Y] 0.712962 -7.180767 -7.197267 34381.006364
Lorenz Lorenz \% 0.015011 -6.839456 -6.841327 834.420777

Tabla 4-2 Calculo de los exponentes de Lyapunov mediante otros sistemas y otros métodos de calculo
de los parametros dinamicos.

En la Tabla 4-2, p presenta valores muy separados entre si, es decir, sus incrementos no

son constantes, y no presentan algun comportamiento aparente, y aunque no es el tema de
estudio es importante denotarlo, ya que se observa como cada método puede provocar
variaciones que no son predecibles de p y lo mas importante es que esto provoca que los

exponentes varien de forma, también, significativa y en la mayoria de los casos de los
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sistemas que presentaban caos (Figuras 4-9 a la 4-11 ), esta conducta la refleja también el

sistema de Lorenz.

0.15

X1 vs X2

0.1

¥ 0.05

-0.05

-0.5

x1
X1 vs X3

N

0.5

x3

-0.5

-0.5

Figura 4-7 Variacion de parametros en Lorenz con métodos propuestos, Fuente: Elaboracion propia
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1
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™
X
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0 0
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0.15
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X1 vs X3
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0.5

x3

-0.5

-0.5

0.5
x1

-

x3

x3

X2 vs X3
1
0.5
0
-0.5 : ‘ :
-0.05 0 0.05 0.1 0.15
Espacic))(zde Fase
1
0
-1
0.1

0 0
x2 01 4 41

Figura 4-8 Variacion de parametros en Lorenz con métodos propuestos, Fuente: Elaboracion propia
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Figura 4-9 Variacion de parametros en Lorenz con métodos propuestos, Fuente: Elaboracion propia
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Figura 4-10 Variacion de parametros en Lorenz con métodos propuestos, Fuente: Elaboracion propia
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Figura 4-11 Variacién de parametros en Lorenz con métodos propuestos, Fuente: Elaboracion propia
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Al aumentar el parametro p cambian de gran manera los graficos del espacio de fase, hasta

llegar casi a desaparecer la forma del atractor de lorenz, esto se aprecia muy bien en las

figuras 4-10 y 4-11, sucede que aumenta la escala y en estos graficos asemeja como si
hiciéramos un zoom' profundo a cada espacio de fase.

"No es en si que haya aumentado el caos, sino que se produjo un escalamiento exagerado ocasionado por el
tamano que se asigno a los parametros.
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CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES FINALES

Un sistema dinamico es lineal cuando su dinamica es conocida, de tal forma que el
conocimiento del estado actual del mismo hace que se pueda conocer el estado en cualquier
otro instante futuro o pasado. Dicho sistema se puede formular mediante una ecuacién
diferencial ordinaria o en derivadas parciales, ecuaciéon en diferencias finitas, ecuacién
integral o sistemas de ecuaciones combinacién de las anteriores, pero siempre lineales.

Los sistemas no lineales son aquellos que no presentan tal comportamiento, pero si se
conoce el estado actual del sistema y una ecuacién (de cualquiera de los tipos sefialados
anteriormente) no lineal que lo modeliza, también se podra conocer el estado que el sistema
alcanzara en el futuro.

Se presenta un sistema, para el anadlisis no lineal y un método para calcular los exponentes
de Lyapunov desde conjeturas experimentales. En particular se escogio el sistema de Lorenz
ya que por sus caracteristicas matematicas ejemplifica muy bien el comportamiento cadtico
de los sistemas no lineales.

Se han disefiado muchos sistemas con dimensiones mas altas con el sistema de Lorenz, de
hecho el propio sistema de Lorenz (que se utiliza en éste trabajo) es una simplificacion sobre
el sistema de flujos turbulentos.

La idea de este documento, era demostrar como varian los exponentes de Lyapunov al ir
variando los parametros que generan la dinamica del sistema, esto es: la idea de que la
modificacion de los valores de los niumeros que gobiernan la dinamica del sistema cambien
por un vector de solucién de otro sistema o por algun método de manipulacién de éste.

Algo que nos fue guiando para hacer el analisis del comportamiento de cada alteracién del
sistema de estudio, asi como orientarnos en cuanto a su dinamica, es la representacion
grafica conocida como el espacio de fase, que nos mostré el estado del sistema en un
instante de tiempo dado, que al tener todas esas formas en esos intervalos, se encontro la
trayectoria que describia el sistema en ese espacio fase, lo cual ayuda a verificar toda la
manipulacién numérica de que es objeto el sistema.
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Una de las caracteristicas primordiales que hace que un sistema dinamico presente
particularidades cadticas es la sensibilidad que éste tiene a sus condiciones iniciales, que se
pone de manifiesto en las trayectorias sobre los puntos atractores que exhiben al menos una
direccion de divergencia exponencial, de aqui la importancia de tomar en cuenta los
exponentes de Lyapunov para tomarlos como una medida de caos, condicionalmente para
cualquier sistema dinamico que tenga en su conjunto de exponentes de Lyapunov, para un
espacio de fase determinado, al menos un exponente positivo, el sistema asumira cualidades
de un sistema cadtico.

Esto nos ayuda a confirmar nuestro bosquejo trazado sobre la idea de que los exponentes de
Lyapunov cambian cuando se cambian los parametros dinamicos del sistema, ya que como
muestra las tablas y graficos obtenidos de las simulaciones numéricas, al tener cambios en
los parametros de control del sistema, y en sus condiciones iniciales, el valor de los
exponentes cambia.

Las formas de ir cambiando los parametros de control, fueron propuestas para tener el
analisis en sistemas predecibles y que no presentaran comportamientos “extrafios”, asi como
en sistemas sabidos cadticos y en las regiones con éste comportamiento para ver si la forma
del sistema que alimentaba a los parametros del sistema de Lorenz distinguia o provocaba
mas el caos del sistema, y nos sirvid para darnos cuenta que estas formas solo manipulaban
el cambio numérico.

Observando la naturaleza de la dinamica y estudiando a fondo cada sistema que de
antemano se suponga cadtico, se puede situar cuidadosamente el conjunto escogido de
parametros que generen el caos del sistema, no queriendo decir con esto que se obtiene la
predictibilidad, porque si fuera asi se pierdo el sentido de la palabra caos, sino que puede
determinarse el rango en que se puede hallar atractores y determinar muy bien los puntos de
equilibrio de cada sistema y todas las particularidades que esto involucre.

Si bien nos basamos en un algoritmo para el calculo de los exponentes, cabe sefalar que se
programd de manera individual y unica éste cddigo para el sistema de Lorenz y todas sus
subrutinas, pues para cada sistema que se analice de esta forma y para estos propdsitos de
medicion numérica de los exponentes de Lyapunov, sus propias ecuaciones diferenciales y
las representaciones simbolicas de sus propiedades, lo que no permite generalizar el cédigo
fuente en la programacién ya que no es trivial lograr el perfecto acoplamiento entre la
programacion numérica y simbdlica por lo antes mencionado; de manera tal que para cada
sistema que desee verificarse los exponentes de Lyapunov por este algoritmo, se tendra que
presentar sus ecuaciones y toda la parte simbdlica correspondiente al nuevo sistema que se
esté analizando.

De esta manera el algoritmo es el mismo para cualquier sistema dinamico lo que cambiara
sera, el coédigo fuente en si, pero los resultados tendran que presentar las singularidades o la
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forma de los procedimientos que se estan midiendo, es decir, los valores propios de los
exponentes de Lyapunov, con sus variaciones dependiendo el numero de iteraciones que se
hagan.

Hasta ahora, si bien solo se ha presentado el analisis y el calculo de los exponentes de
Lyapunov en sistemas dinamicos no lineales, la literatura no ha descrito o representado la
variabilidad de los parametros que generan la dinamica de un sistema, para el empleo en la
caracterizacion caodtica de sistemas que es lo que se aporté en este trabajo.

En cuanto a esto queda mucho por desarrollar y simular pero considero que es un primer
paso importante y una ayuda para el conocimiento en cuanto a sistemas cadticos y
caracterizaciones numericas de éste tipo se refiere.
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= ANALISIS DE DINAMICA DE SISTEMAS:
AP E N D I C E A PROGRAMAS EN MATLAB®

A. Control de exponentes de Lyapunov

%function varlorenz(n,x@,param,sistema,met,timepoints,ci)

%n: numero de iteraciones

%x0: condiciones iniciales de lorenz

%param: parametros de lorenz

%sistema: sistema del cual se obtienen los nuevos parametros para lorenz
%met: metodo de eleccion de parametros

%timepoints: vector de tiempo

%ci: condiciones iniciales del segundo sistema

% ej.

% varlorenz(5000,[1;.1;1],[10,28,8/3],'ra','n"',1:100,[1;1;1])
%

function varlorenz(n,x0,param,sistema,met,timepoints,ci)

global SIGM R B

tic

%Tipos de Sistema
%a)lineales
%Sistema Radioactivo

if sistema=='ra’',
[t,x]=sdec(ci,timepoints, 'radiactivo’');
%Sistema de mezclas en dos tanques
elseif sistema=='me',
%ci=[4;4]
[t,x]=sdec(ci,timepoints, 'mezc');

%b) no lineales
%Modelo de competencia
elseif sistema=='co’',
%ci=[1;1]
%ci=[5.5;3.5]
[t,x]=sdec(ci,timepoints, 'comp');

%Rossler
elseif sistema=='ro',
%ci=[-5;5;5]
%t=2000;
[t,x]=sdec(ci,timepoints, 'ross’');
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%Vander Pol
elseif sistema=='vp',
%ci=[1;0;0]
%t=5000:0.3:7500;
[t,x]=sdec(ci,timepoints, 'vanpol');

%Lorenz
elseif sistema=='lo',
[t,x]=sdec(ci,timepoints, 'edLorenzl’);

%Circuito de Chua
elseif sistema=='ch',
[t,x]=sdec(ci,timepoints, 'chua');
end

% figure(2),
% plot(t,x(:,1));xlabel('t"');ylabel('x1");title('t VS X1');
% %Tipos de metodos
%asignado directamente
if met=="ni"',
paramn=param;

%xi aleatorio de un sistema
elseif met=="'xa',
paramn=xia(x,param);

%norma de la solucion para un punto
elseif met=="'no',
paramn=norma(x,param);

%norma del maximo de x
elseif met=="ma',
paramn=normamax(x,param);

%norma del minimo de x

elseif met=="mi"’,
paramn=normamin(x,param);
% producto punto

elseif met=="pp’
paramn=pp(x,param);

end

clc;

[xp]=LyapunovLorenz(n,x0,abs(paramn));

ti=toc/60;
sprintf('Tiempo total: %f minutos',ti)
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B. Calculo de los Exponentes de Lyapunov para el Sistema de Lorenz

function [xp]=LyapuanovLorenz(n,x@,param)
xp: matriz solucion del sistema

% x0: condiciones iniciales del sistema

% param: parametros del sistema

function [xp]=LyapuanovLorenz(n,x@,param)
global SIGM R B

SIGM=param(1);
R=param(2);
B=param(3);

% paso 1

%N=400;

tau=.1;

Sigma=zeros(n,3);

%x0=[1;.1;1];

ad=eye(3);

x=zeros(3,n);
%timepoints=5000:0.3:7500;
timepoints=0:0.01:100;
[t,xp]=sdec(x0,timepoints, 'edLorenz');
%Graficacion del espacio de fase
grafsp(xp);

% paso 2

for j=1:n,
[xpoint,a]=IntegrateSistemal (x0,a0,tau);
x(:,j)=xpoint;

% paso 3
[aUnit]=GramSchmidt(a);
for i=1:3,
aorth(:,i)=dot(a(:,1i),auUnit(:,i))*aunit(:,1i);
end

% paso 4
for i=1:3,
Sigma(j,i)=1log(norm(aOrth(:,1),2));
end
x@=xpoint;
ad=alnit;
% size(Sigma);
% figure(2)
% plot(j,(1/n)*Sigma(j,3));hold on
end
% Sigma
% paso 5
Lyapunov=(1/(n*tau))*sum(Sigma,1);
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% D1: Informacion de la dimension
dl=2+(sum(Lyapunov(1:2))/abs(Lyapunov(3)));
S=sum(Lyapunov)
sprintf('SIGMA:%f \nRHO:%f \nBETA:%f \nExponentes de Lyapunov:%f %f %f \nTotal de
iteraciones:%d \ndL:%f '.
,SIGM,R, B, Lyapunov,n,dl)

C. Integracion de las ecuaciones de Lorenz y las sus ecuaciones
Variacionales

% function [x,a]=IntegraSistemal(x0,a0,tau)
% x0: condiciones iniciales del sistema

% ao:

% tau: tiempo

function [x,a]=IntegraSistemal(x®@,a0,tau)
global SIGM R B

s@=zeros(12,1);
s0=x0;
for i=1:3,
sO(i*3+1:i*3+3)=a0(:,1i);
end
t0=0;
tfinal=t@+tau;
options=odeset('RelTol',1le-10, 'AbsTol',1le-12);
[t,s]=0de45( " 'LorenzEqu',[t0,tfinal],s0);
DataLength=size(s)*[1;0];
x=s(DatalLength,1:3)"';
for i=1:3,
a(:,i)=s(DataLength,i*3+1:i*3+3)";
end
%clear all;

D. Calculo de un conjunto de vectores ortogonales usando el algoritmo de
Gram-Schmidt

% function [RenormMatrix]=GramSchmidt(Matrix)
% Calculo de un conjunto ortogonal de vectores
% usando el metodo de GramSchmidt

% Matrix: matriz a ortogonalizar

% RenomMatrix: matriz ortogonalizada

%

function [RenormMatrix]=GramSchmidt(Matrix)
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Dim=size(Matrix)*[1;0];
RenormMatrix=zeros(size(Matrix));
RenormMatrix(:,1)=Matrix(:,1)/norm(Matrix(:,1),2);

for j=2:Dim,
z=Matrix(:,j);
for i=j-1:-1:1,
z=z-dot(Matrix(:,j),RenormMatrix(:,i))*RenormMatrix(:,1i);
end
RenormMatrix(:,j)=z/norm(z,2);
end

E. Solucion de un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, usando
una funcién construida en Matlab® (ode45) para resolver ecuaciones
diferenciales.

% %[t,x]=solved1([1,0],1:.1:1.5,"'ed6")

% %ed6

% %function xp=ed6(t,x)

% %xp(1)=2*t(1)*x(1);

% %xp(2)=0;

% %Xp=xp';

% 6269762696766 %626 %666 96766967666 666 %766 %6766 96769666766 %766 %766

% %t =

%

% % 1.0000

% % 1.1000

% % 1.2000

% % 1.3000

% % 1.4000

% % 1.5000

%

%

% %X =

%

% % 1.0000 (%}
% % 1.2337 (%}
% % 1.5527 (%}
% % 1.9937 (%}
% % 2.6117 0
% % 3.4903 0

% %ejemplo2
% %[t,x]=solved1([-1,6],0:.2:0.6, 'ed2variable")

% %function xp=ed2variable(t,x)

% %xp(1)=2*x(1)+4*x(2);

% %xp(2)=-x(1)+6*x(2);

% %xp=xp"

% %%%%62696%%76626%6%.766606% %6606 %6 %6666 % %6.7666 9676767666 % 676696
% %t =
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% % 0.2000
% % 0.4000
% % 0.6000

-1.0000 6.0000
9.3473  19.1397
46.5586 55.4740
160.9386 152.1200

x0: condiciones iniciales
timePoints: vector de tiempo
fun: funcion que contiene al conjunto de ec. dif.

R
3% 3% 3% 3R 3R R ¥ ;¥ R

%
function [t,x]=sdec(x@,timePoints,fun)

options=odeset('RelTol’',le-10, 'AbsTol',le-12);
[t,x]=0de45(fun,timePoints,x0);

F. Graficacion del Espacio de Fase en Tres Dimensiones

% function grafsp(xp)
% GRAFICACION DEL ESPACIO DE FASE
% xp: VECTOR SOLUCION DEL SISTEMA

function grafsp(xp)
figure(l),

subplot(2,2,1);plot(xp(: ,1),xp(: ,2));xlabel('x1"');ylabel('x2");title('X1 vs X2');
subplot(2,2,2);plot(xp(: ,2),xp(: ,3));xlabel('x2");ylabel('x3");title('X2 vs X3');
subplot(2,2,3);plot(xp(: ,1),xp(: ,3));xlabel('x1");ylabel('x3");title('X1 vs X3');
subplot(2,2,4);plot3(xp(: ,1),xp(: ,2),xp(: ,3));xlabel('x1");ylabel('x2");zlabel('x3");title('Es
pacio de Fase');

view([14,32]);

figure(2),

plot3(xp(: ,1),xp(: ,2),xp(: ,3));xlabel('x1"');ylabel('x2");zlabel('x3");title( 'Espacio de Fase');

32 38 3% 3% 3¢ 3¢

view([-5,58]);
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G. Ecuaciones de Lorenz expresadas como un sistema de Primer Orden y el
Jacobiano de las mismas

% function sp=LorenzEqu(t,s)

% ecuaciones diferenciales del sistema
% y jacobiano de lorenz

% s: vector de entrada

function sp=LorenzEqu(t,s)

global SIGM R B

%s=16 r=45 b=4

n=3;

sp(1)=SIGM*(s(2)-s(1));

sp(2)=s(1)*(R-s(3))-s(2);

sp(3)=s(1)*s(2)-B*s(3);

for i=1:n,
sp(n*i+1)=-SIGM*s(n*i+1)+SIGM*s(n*i+2);
sp(n*i+2)=(R-s(3))*s(n*i+1)-s(n*i+2)-s(1)*s(n*i+3);
sp(n*i+3)=s(2)*s(n*i+1)+s(1)*s(n*i+2)-B*s(n*i+3);

end

sp=sp’;

% xp=edLorenz(t,x)

%ed Lorenz

%s=10;r=28;b=8/3;

%xp: matriz solucion de la ecuacion diferencial
%t: vector de tiempo

function xp=edLorenz(t,x)
global SIGM R B

xp(1)=SIGM*(x(2)-x(1));
xp(2)=x(1)*(R-x(3))-x(2);
xp(3)=x(1)*x(2)-B*x(3);
Xp=xp';

H. Métodos para asignar los valores a los parametros de las ecuaciones del
sistema de Lorenz

%metodo de seleccion de rho

% paramn: valor del nuevo parametro de rho
% x: matriz solucion del sistema

% param: valor del parametro viejo

%x1 aleatorio de un sistema
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function paramn=xia(x,param)

paramn=param;
nr=ceil(size(x,1)*rand);
nc=ceil(size(x,2)*rand);
paramn(2)=x(nr,nc);

%metodo de seleccion de rho

% paramn: valor del nuevo parametro de rho
% x: matriz solucion del sistema

% param: valor del parametro viejo

%norma de la solucion para un punto

function paramn=norma(x,param)

paramn=param;
nr=ceil(size(x,1)*rand);
paramn(2)=norm(x(nr,:));

%metodo de seleccion de rho

% paramn: valor del nuevo parametro de rho
% x: matriz solucion del sistema

% param: valor del parametro viejo

%norma del maximo vector de x

function paramn=normamax(x,param)

paramn=param;
maxx=max(x) ;
paramn(2)=norm(maxx);

%metodo de seleccion de rho

% paramn: valor del nuevo parametro de rho
% x: matriz solucion del sistema

% param: valor del parametro viejo

%norma del minimo vector de x

function paramn=normamin(x,param)

paramn=param;
minx=min(x);
paramn(2)=norm(minx);

% function paramn=pp(x,param)
%metodo de seleccion de rho
%producto punto de dos vectores x(i,:) y x(j,:
%1 puede ser igual a j

% paramn: valor del nuevo parametro de rho
% x: matriz solucion del sistema

% param: valor del parametro viejo

%

function paramn=pp(x,param)
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paramn=param;
nrl=ceil(size(x,1)*rand);
nr2=ceil(size(x,1)*rand);
paramn(2)=dot(x(nrl,:),x(nr2,:));

I. Sistemas de ecuaciones diferenciales para cambiar los parametros de las
ecuaciones de Lorenz

%Series de desintegracion Radiactiva
function xp=radiactivo(t,x)

% t: vector de tiempo

% x: condiciones iniciales del sistema

function xp=radiactivo(t,x)
%k1l=-1lambdal<@
%k2=-1amba2<0

lambdal=.10;lambda2=.20;
xp(1)=-lambdal*x(1);
xp(2)=1lambdal*x(1)-lambda2*x(2);
xp(3)=lambda2*x(2);

Xp=xp";

modelo de mezclas

t: vector de tiempo

% x: condiciones iniciales del sistema
% function mezc(t,x)

%

function xp=mezc(t,x)

3R X

A=(-2/25);
B=(1/50);
C=-A;

D=A;

xp(1)=A*x(1)+B*x(2);
xp(2)=C*x(1)+D*x(2);

Xp=xp';

% %Modelos de competencia

% % t: vector de tiempo

% % x: condiciones iniciales del sistema
% function xp=comp(t,x)

%

function xp=comp(t,x)

%al,bl,cl,a2,b2,c2>0
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al=1;
b1=0.1;
cl1=0.05;
a2=1.7;
b2=0.1;
c2=0.15;

xp(1)=x(1)*al-b1*x(1)"*2-c1*x(2)*x(1);
xp(2)=x(2)*a2-b2*x(2)*2-c2*x(1)*x(2);
Xp=xp";

% %Ecuaciones de Rossler

% function xp=ross(t,x)

% t: vector de tiempo

% Xx: condiciones iniciales del sistema
%

function xp=ross(t,x)

%a=b=0.2,c=4.7
%[-5;5;5]
%t=0:0.01:500
a=0.2;b=0.2;c=4.7;
xp(1)=-x(2)-x(3);
xp(2)=x(1)+a*x(2);
xp(3)=b+x(3)*(x(1)-c);

Xp=xp"';

% %0scilador de Van der Pol

% xp=vanpol(t,x)

% t: vector de tiempo

% x: condiciones iniciales del sistema
%

function xp=vanpol(t,x)

%d2x/dt2 - b (1 - x2) dx/dt + x = a cos(ct)
%X = x, Y = dx/dt, Z =c t:
b=0.2;a=1.0;c=0.9;

xp(1)=x(2);
xp(2)=b*(1-x(1)*2)*x(2)-x(1)"3+a*cos(x(3));

xp(3)=c;

Xp=xp';

% function xp=edLorenzl(t,x)

%ed Lorenz

%s=10;r=28;b=8/3;

%xp: matriz solucion de la ecuacion diferencial
%t: vector de tiempo

%
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function xp=edLorenzil(t,x)
s=10;r=28;b=8/3;

xp(1)=s*(x(2)-x(1));
xp(2)=x(1)*(r-x(3))-x(2);
xp(3)=x(1)*x(2)-b*x(3);
Xp=xp";

% function xp=chau(t,x)

%Circuito de Chua

% xp=chau(t,x)

% t: vector de tiempo

% x: condiciones iniciales del sistema
function xp=chau(t,x)

a=9;b=100/7;m0=-1/7;m1=2/7;

if x(1)>=1,
h=m1*x(1)+(m@-ml);

elseif abs(x(1))<«1,
h=mo*x(1);

elseif x(1)<=1,
h=m1*x(1)-(m@-ml);

end

xp(1)=a*(x(2)-h(1));
xp(2)=x(1)-x(2)+x(3);
xp(3)=-b*x(2);

Xp=xp";

J. Comparaciones de valores con respecto al tiempo y autovalores del
jacobiano de Lorenz en el Origen

funcion para comparar la diferencia en condiciones iniciales
il1,i2: condiciones iniciales

% sist: sistema

% t:tiempo

% function grafco(il,i2,t,sist)
function grafco(il,i2,t,sist)

[t1,x1]=sdec(il,t,sist);
[t1,x2]=sdec(i2,t,sist);

h=grafspt(x1,t1); set(h, 'Color','red');hold on
grafspt(x2,tl);
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% funcion que grafica los valores de la solucion xp
% contra el tiempo t
% function grafspt(xp)

function [h]=grafspt(xp,t)
figure(l),

subplot(3,1,1);hl=plot(t,xp(: ,1));xlabel('t');ylabel('Valor x1');title('X1 vs t');
hold on

subplot(3,1,2);h2=plot(t,xp(: ,2));xlabel('t");ylabel('Valor x2"');title('X2 vs t');
hold on

subplot(3,1,3);h3=plot(t,xp(: ,3));xlabel('t");ylabel('Valor x3');title('X1 vs t');
hold on

h=[h1,h2,h3];

% eigen-valores del jacobiano de lorenz

% % valuados en el origen

% function av(s,r,b)

% s,r,b: parametros de las ecuaciones de lorenz
x1,x2:eigenvalores

elo =

[-1/2%s-1/2+1/2*(s"2-2*s+1+4*r*s)~(1/2)]
[-1/2%s-1/2-1/2*(s"2-2*s+1+4*r*s)~(1/2)]
[ -b]

3% 3% 3% 3® ¥ R® R

function [x1,x2]=av(s,r,b)

for i=1:length(r),
x1(i)= -1/2%s-1/2+1/2*(s"2-2*s+1+4*r(i)*s)"~(1/2);
x2(i)= -1/2*s-1/2-1/2*(s"2-2*s+1+4*r(i)*s)"(1/2);
end
% x3=-b;

for i=1:length(r),
if isreal(x1(i))==1,
plot(r(i),x1(i), 'r");xlabel('r");
hold on;
elseif isreal(x1(i))==0 & (sign(real(x1(i)))==1 & -sign(imag(x1(i)))==1) |..
(sign(real(x1(i)))==-1 & -sign(imag(x1(i)))==-1),
plot(r(i),real(x1(i)),"'g");
hold on;
end
if isreal(x2(i))==1,
plot(r(i),x2(i), 'r");xlabel('r");
hold on;
elseif isreal(x2(i))==0 & (sign(real(x2(i)))==1 & -sign(imag(x2(i)))==1) |..
(sign(real(x2(i)))==-1 & -sign(imag(x2(i)))==-1),
plot(r(i),real(x2(i)),"'g");
hold on;
end
end
1ine([1,1],[—30,20]);
line([-10,50],[0,0])
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x1=x1";
x2=x2";
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