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Como parte de las actividades del Departamento de Investigacion
de Operaciones e Ingenieria Industrial de la Divisién de Ingenieria
Mecénica e Industrial de la Facultad de Ingenieria UNAM, nos hemos
propuesto el desarrollo de una serie de apuntes que sirvan de apoyo
a los diferentes cursos que se imparten y, desde luego, como material
de referencia o de lectura para quienes asi lo requieran.

En dichos apuntes se busca mantener un alto nivel, de manera que
contribuyan a una sé6lida formacién tedrica del alumno, pero al mismo
tiempo se intenta acercarlo a las aplicaciones de tales conocimientos,

como es en sintesis el objetivo central del posgrado de ingenieria.

Estos apuntes constan de ocho capitulos, en los cuales se desarrolla
cada uno de los temas con unas notas histéricas al final de cada uno.

Como autora de estos apuntes quiero expresar mi agradecimiento a
Alejandro Zarate y Mayela Luna por su colaboracion en la elaboracion
de figuras y revision de la redaccién. A la Unidad de Apoyo Editorial,
en particular a la Maestra Maria Cuairdn Ruidiaz y a la Lic. Nismet
Diaz Ferro por el trabajo de revisién y comentarios, asi como por el
disefio y formacién que hicieron mejorar la calidad de este trabajo.
Asimismo, a la Lic. Patricia Garcia Naranjo titular de la UDAE por su
apoyo en la publicacion de este texto.




PROLOGO

La Teoria de Redes es un area dentro de la Investigacion de Operaciones
cuyo origen estd vinculado a la Programacion Lineal. El desarrollo de la
computacién ha provocado una mayor variedad y velocidad de los algo-
ritmos propios de esta teoria y en general en la teoria del disefio de algo-
ritmos. Su versatilidad y la representacion gréfica de los problemas hace
de esta una de las dreas mas usadas en el campo de las aplicaciones, cuyo
rango es tan amplio que abarca la quimica, la fisica, redes de computado-
ras, muchas ramas de la ingenieria, manufactura, politica publica y siste-
mas sociales, trafico urbano, telecomunicaciones y transporte, por citar
solo algunos. El problema central de resolver un problema de flujo a costo
minimo conlleva a que los problemas de flujo maximo, ruta més corta,
asignacion, transporte y circulacion se puedan ver ligados y formando
parte de este problema central.

Estos apuntes tienen como objetivo ser un apoyo didactico para la clase,
asi como un complemento de la bibliografia sugerida para el curso. Ya
que por su amplitud no es posible cubrir todos los tépicos de redes que
estdn contenidos en un libro de texto, se da una vision sencilla y general
del tema. Los grandes temas que se abordan son flujo méximo y corte
minimo, ruta mas corta, arbol de expansiéon minima, ruta critica y por
ultimo el problema de flujo a costo minimo. Se exponen diferentes algo-
ritmos de un mismo problema para compararlos y ver su complejidad
computacional, asi como una variedad de ejemplos desarrollados paso a
paso para facilitar su comprension. Finalmente se expone una serie de
notas histdricas al final de cada capitulo, con el objetivo de que el lector
tenga una visiéon mas amplia sobre cada tema.
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CAPITULO

Formulacion de

problemas de redes

1.1 INTRODUCCION

En problemas de optimizacién donde se tiene una funcién objetivo y
restricciones sean lineales o no, algunas veces es posible tener una
representacion visual del problema porque involucra el uso de una
red. Por ejemplo, si se quiere localizar un servicio para darlo de mejor

riales. De esto se desprenden problemas que se consideran cldsicos
en lo que se conoce como teoria de redes. Es importante entonces
hacer notar que se cuenta no solo con la representacion en redes sino
también con algoritmos propios que explotan las caracteristicas de la
red, asi como la geometria de esta. El hecho de que se pueda contar
con la representacion hace que el problema sea mas facil de entender
y en muchos casos de encontrar soluciones més rdpidamente. En este
capitulo se verdn ejemplos de formulacién de problemas en redes y
cémo se pueden también formular como problemas de programacién
lineal para considerar esta herramienta como otra manera de mode-

larlos y resolverlos.

manera a los clientes, o se estan buscando rutas para entrega de mate- I




Cualquier red esta formada por tres componentes (1) nodos, (2) arcos
y(3) flujo en los arcos como se ilustra en la figura 1.1.

Figura 1.1
Representacion
de una red

Los circulos son los nodos y estan unidos por arcos, observe que en la
figura hay dos tipos de arcos, dirigidos y no dirigidos. Un arco dirigido
es aquel sobre el cual puede moverse el flujo en una sola direccién, y
uno no dirigido es aquel sobre el cual puede moverse el flujo en cual-
quier sentido. En la figura 1.1, el arco que une los nodos 1 y 2 es un
arco dirigido y el que une los nodos 2 y 3 es no dirigido.

Por lo general los nodos se numeran, tal como se ha mostrado en la
figura 1.1y los arcos se denotan por los nodos que unen. Por ejemplo,
el arco que une los nodos 1y 2 se identifica como el arco j, ~ (1,2).

El flujo que pasa de un nodo a otro a través de un arco es un factor
desconocido en la red y se le denota como X;; para el flujo entre los
nodosiyj.

El flujo de una red puede constar de muchos bienes o productos dis-
tintos. Unos cuantos ejemplos serian: gas natural en un gasoducto,
distribucidén de articulos de mayoristas a detallistas o entre fabricas y
almacenes. El costo unitario del flujo para cada arco se denota como




C;j para los nodos iy j. En el caso de una red carretera, las ciudades
son los nodos y las rutas de transporte entre las ciudades son los arcos.

El costo por automévil para cada ruta es el costo del flujo. En algunos
problemas pueden existir capacidades para cada arco que limiten la
cantidad de flujo.

Puede entonces definirse una red como un conjunto de nodos, arcos y
flujos que pasan de un nodo a otro a través de los arcos.

Un buen dibujo es mejor que una larga lectura (o una imagen dice mds
que mil palabras). El lenguaje de las graficas trata de poner esta idea a
tal efecto. De hecho, muy a menudo es un reflejo natural que nos hace
abstraer una situaciéon dada, dibujando en una hoja de papel puntos
que pueden representar individuos.

/A
B\>c

Figura 1.2
Representacion
D en imagenes
Lugares

A C

B D

E F

G H

Y asi conectando con lineas o flechas que simbolizan una cierta rela-
cién. Esta representacion de la realidad por figuras tiene las siguientes

ventajas:




De esta forma se expresa la estructura profunda de una situaciéon dada.
2. Desde un punto de vista practico, muestra una visiéon completa del pro-
blema, lo que representa una valiosa guia para la intuicién y el razona-

miento.

El primer documento en gréaficas “solutio problematis ad geometriam
situs pertinentis”, lo escribié Euler en 1736. Comenz6 con una curio-
sidad matemadtica: coémo puede una persona caminar una y solo una
vez a través de cada uno de los siete puentes de Konigsberg. Dichos

puentes se muestran en la figura siguiente:

Figura 1.3
Los puentes
de Konisberg?

Desde 1946 la teoria de las graficas ha sido ampliamente desarrollada
bajo la inspiracién de muchos especialistas en investigacion de ope-
raciones, motivados por problemas actuales. En forma paralela, un
esfuerzo importante de sintesis ha prevalecido.

Es a partir de 1960, que, ayudados por la aparicién de las primeras
computadoras electrénicas, se ha visto una explosion real de investi-

gacion y de aplicaciones.

1 Tomado de https://es.quizzclub.com/trivia/quien-soluciono-el-problema-
matematico-de-los-puentes-de-koenigsberg/




Una red G consiste en 3 componentes: Un conjunto N de nodos (vérti-
ces o0 puntos) que se representan con circulos pequefios, un conjunto
A de arcos (lineas, flechas o cadenas) que se representan con flechas,

la direccion de estas da una orientacion al arco.

Yunafunciénp : A—> N x N queasignaacadaje€Auna pareja(i, i') eNxN
tal que =1’ se supone N # ¢. Si i=1'se trata de un rizo.

Ejemplo 1.1

Representacion en red donde se tienen tres nodos y seis arcos.

Jq

N={1,2,3}
A:{Jl, Jz: ]3’ J4’ ]5’ J6}
p:A>NXN

Los arcos j tal que p(j)=(i, i)
como ya se ha dicho anterior-

p (1) =(
p(J2)=(
p(Ja)=(
mente se denominaran rizos. p (J 4) = (
p(Js)=(
p(Je)=(

Sino existen arcos paralelos

es normal hacer
j~ (il, iz) o bien (il, iz)

Y se dice que i, es el nodo inicial de j, e i, es el nodo final. También se

dice que i,, i, son nodos adyacentes y que j incide en i,, i,.




Una red donde no existen arcos en paralelo se conoce como una gra-
fica dirigida o digréfica y el conjunto A se identifica como un subcon-
junto de N x N. El término grafico se usa para una estructura similar
donde los arcos no estan orientados.

Ejemplo 1.2

El gerente de programacion de la General Motors, de la regién oriental
de México, estd interesado en elaborar un plan semanal para enviar
automoviles de su puerto de entrada a diversas distribuidoras regio-
nales. Para elaborar el plan, ha recopilado datos sobre costos de trans-
porte por automdvil en todo el pais, necesidades mensuales de auto-
moviles de cada distribuidor y llegadas mensuales de automéviles a
cada puerto de entrada. Los automoviles se pueden enviar en forma
directa a cada distribuidor o puede enviarse un conjunto de ellos a un
distribuidor, descargar algunos, y enviar el resto a algin otro distri-
buidor. En el mapa de la figura 1.4 se muestran la localizacién de los
distribuidores y de los puertos de entrada.

z A Figura 1.4
i A Los puentes
oY DosBocas , & de Konisberg?
LTS S =1

N _‘:‘\“,u' e 2 O .:. A‘ ":‘_‘_»-\_
i Ny c°a.tz_T:'°"’k°5 Villahermésa ~ r

", s < % 55 |

8 ey =

= "‘ Oaxaca S =z
Acapuleoma, -7 ! TuxtlaGutiérrez
\\"‘"\g/siﬁa Cruz /
Huatulco
{

Tapachula

2 Tomado de https://realestatemarket.com.mx/infraestructura-y-
construccion/27568-impulsar-el-sur-sureste-de-mexico




En la tabla 1.1 y en la figura 1.5 se muestran en pesos por automavil, los
costos de transporte entre los puertos de entrada, las ciudades de trans-
bordo y las ciudades que son destinos finales. En los casos en los que no
existe relacion directa entre un par de ciudades no se muestran los costos.

TABLA 1.1 Costo entre ciudades

A: CIUDAD
DE: CIUDAD Cd. Mx. Villahermosa Puebla Jalapa
Tampico - $450 $500 -
Veracruz - - $250 $150
Puebla $150 $400 - -
Jalapa $200 - $200 -

Uso de La representacion en redes

Este problema consiste en determinar la forma de enviar los automo-
viles de manera que se minimicen los costos, y al mismo tiempo, que

se satisfagan las necesidades de todos los distribuidores.

En la red de la figura 1.5 los circulos representan a cada uno de los
puertos de entrada y los distribuidores y las flechas, las relaciones
entre ellos. Los numeros que estan fuera de los circulos son las dispo-
nibilidades y las demandas segun sea el caso de cada ciudad.

Tampico Villahermosa
450

Puebla

Figura 1.5
Red de distribucion

Veracruz Jalapa México




El gerente necesita determinar cudntos automoviles se deben enviar
de Tampico y Veracruz a cada una de las otras ciudades, para que sean
vendidos alli o transferidos a alguna otra ciudad. Se da cuenta de que
no es dificil encontrar un plan de envios que satisfaga las necesidades
de todas las ciudades, como se muestra en la figura 1.6, pero ;sera este
el plan mas econémico?

Tampico Villahermosa

Figura 1.6
Plan de envio

100

Veracruz Jalapa

México

1.2 TIPOS BASICOS DE PROBLEMAS DE REDES
Se consideran cuatro tipos importantes de problemas de redes:
El de transbordo

El de la ruta m4s corta
El de flujo maximo

i

El de transporte

El problema de la General Motors es un ejemplo tipico de problema de
transbordo, puesto que se tienen disponibilidades y/o demandas y algu-
nas ciudades que al mismo tiempo pueden recibir y enviar automdvi-
les a otras. Los otros tipos de problemas se ilustran mds adelante. Algo
comun a estos es que los cuatro se pueden plantear en forma similar a




los que se denominan problemas de flujo de costo minimo; pero antes,

es necesario analizar un poco la terminologia de los problemas de redes.

1.3 REDES DE TRANSITO URBANO

El sistema de transporte consiste en redes que representan los modos
disponibles (automdviles, autobuses, etc.) La descripcion de la red es
una abstraccién de lo que actualmente existe en el campo, y como tal,
no incluye todas las calles locales o las calles colectoras en el area.
Se desarrolla una descripcion de la red para representar los viajes
en automovil y camion, con una resefia separada para el transporte
publico, si se incluye este medio. Estas descripciones pueden abarcar
la geometria del sistema de transporte.

La geometria de la red incluye la numeracién de las intersecciones
(llamadas nodos para propoésitos de asignacion). La numeracion de
los nodos permite identificar los segmentos entre ellos (llamados
tramos). En las redes de transporte se pueden identificar grupos de
tramos por los que pasan rutas especificas (llamadas lineas). Esta des-
cripcidn geométrica de la red de transporte muestra todas las posibles
vias por las que puedan realizarse los viajes entre puntos del area.

En la descripcidn de la red, se identifican los centroides de zona (cen-
tros de actividad); que son también conocidos como nodos de oferta.
Estos se conectan a los nodos por medio de los tramos imaginarios
denominados correctores de centroides. Los centroides se utilizan
como los puntos en los cuales se efecttia la “carga” ala red.

Una vez que la red de transporte se ha descrito en términos de la
manera como se pueden conectar los puntos, es necesario cuantificar
la facilidad con la que se realizan estas conexiones.




Las velocidades de viaje y la capacidad de un tramo en una via rapida
probablemente serian mayores que en una calle arterial; esta diferen-
cia de nivel de servicio debe cuantificarse e incluirse como parte de la

descripcion del sistema de transporte.

Para la descripcion de la red vehicular, se deben reunir puntos especi-
ficos para determinar el nivel de servicio en cada tramo. Estos reque-
rimientos incluyen aspectos fisicos tales como la longitud del tramo y
el numero de carriles, ya sea que el tipo de instalacién bajo conside-
racion sea via rapida, arterial, etc., asi como la localizacién del tramo

en el drea urbana.

El costo de recorrido en un tramo especifico se conoce como impe-
dancia y tiene implicitas las mediciones de tiempo y costo.

1.4 PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES

Problemas de transbordo

Siun problema de redes se refiere a la minimizacion de los costos del
flujo de algiin producto entre nodos, en donde cada nodo puede ser un

punto de abastecimiento, un punto de demanda, o ambos, entonces
se considera que el problema de redes es un problema de transbordo.

El problema de la General Motors es un excelente ejemplo de un pro-
blema de transbordo. Existen tres tipos de nodos en un problema de
transbordo. Si un nodo acttia al mismo tiempo como receptor y emi-

sor de flujo se le denomina nodo de transbordo. En la figura 1.5 los

nodos 3 y 4 son nodos de transbordo. El problema de transbordo es
el mas general de los problemas de redes, dado que cada nodo puede




tener al mismo tiempo oferta y demanda y no existen restricciones
sobre los flujos o sobre los tipos de nodos.

1.5 EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean
no negativos (tal como medidas de distancia), entonces podriamos
estar interesados en encontrar la ruta mds corta entre dos nodos de la
red. A este problema se le denomina problema de la ruta mds corta.

Como ejemplo del problema de ruta mds corta considere el siguiente:

La compania de muebles “El mueble moderno” quiere transportar
unos comedores de su planta en Naucalpan, Estado de México, a una
distribuidora que se encuentra en Tlalpan, en el sur de la Ciudad de
México, en el menor tiempo posible.

Las rutas que enlazan estas dos instalaciones forman la red que se

muestra en la figura 1.7

Chapultepec Las Aguilas

Figura 1.7
Rutas del mueble
moderno

] Calzada
Sta. Maria de Tlalpan




En donde las “distancias” son los tiempos de viaje del camién dados
en minutos y considerando que se traslada a las 6 de la mafiana y por
lo tanto el transito es rapido, a una velocidad media de 50 kph.

Observe que, con el objeto de plantear este problema en forma de
problema de costo minimo, puede elegirse en cualquier nodo solo el

camino a través de un arco.

Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los

arcos:

1 siseviaja através de la ruta entre la instalacién i
Xii= y la instalacién j
0 de otra manera

Si se recorre la ruta (i, j), esto significa que no puede utilizarse nin-
guna otra ruta que parta de la instalacion i.

Por ejemplo, si se viaja por la ruta de Naucalpan a Chapultepec, enton-
ces el flujo entre esos puntos serd igual a 1y X, sera cero.

Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en la red un flujo ima-
ginario de una unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y
llega a un nodo final o terminal. En otras palabras, existe un suministro
de una unidad en el origen y una demanda de una unidad en el nodo
terminal. En nuestro ejemplo, habria un suministro (u oferta) de una
unidad en Naucalpan y una demanda de esa misma unidad en Tlalpan.

La ultima pregunta que permanece pendiente es: ;Qué costos deben
utilizarse en este problema de costo minimo? Para responder a esta

pregunta observe que si X;;=1, entonces serd necesario viajar de los




nodos i al j. Si se denotan estas distancias mediante d;; y se utiliza la
ruta entre 1y j, entonces el costo para esa ruta se convierte en d;; X;;
Dado que Xj; es cero o uno, el costo para cualquier ruta serd d;; o cero.
Por esto, podemos utilizar las distancias, d;; como los costos para el
problema de flujo a costo minimo.

De acuerdo con la figura 1.7, para salir de Naucalpan se puede ir por
dos caminos, por Chapultepec o por Santa Maria, pero no por ambas.
Para los puntos Chapultepec, Santa Maria, Las Aguilas y Calzada de
Tlalpan se requiere que el flujo que llega a esos nodos sea igual al flujo
que sale, puesto que no existe demanda en ninguno de ellos. La restric-
cién para Tlalpan exige llegar a ese punto ya sea por Las Aguilas o por
Calzada de Tlalpan, obligando a que la suma de los flujos sea igual a 1.

En un problema de ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos
no dirigidos. En nuestro ejemplo, solo se tienen arcos dirigidos. Para
el caso de arcos no dirigidos seria necesario tener una variable de i a j
y otra de ja i. No seria dificil modificar el planteamiento para manejar
las variables en ambas direcciones.

Finalmente, cabe mencionar que existen diversas variaciones del pro-
blema de la ruta mas corta, y que la que se ha presentado aqui es solo
una de ellas. Las dos variaciones que existen son:

1. Encontrar la ruta més corta entre algiin nodo y cada uno de los
otros nodos de la red.
2. Encontrar la ruta mas corta entre cualquier par de nodos de la red.




1.6 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

En el problema anterior estdbamos interesados en los valores que
se generan a través de cierto flujo que pasa por una red. Este valor
puede estar dado en términos de dinero, distancia, tiempo o alguna
otra medida. Existen problemas en los que el valor del flujo no es
tan importante como la cantidad de flujo que pasa a través de la red.
Los gasoductos, trafico de automéviles y las lineas de transmision de
electricidad son ejemplos de esta situacion. Los problemas en los que
interesa determinar el flujo maximo que pasa a través de una red se

denominan problemas de flujo maximo.

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que exis-
ten restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el flujo
maximo que pasaria a través de la red seria infinito. Considere el

siguiente ejemplo:

PROCAMPO es un programa de la Secretaria de Agricultura que tiene
entre otros un programa anual costalero. Esta se compra de dos fabri-
cas, una en Mérida con capacidad de produccion maxima de 10 millo-
nes de costales al afio, y otra en Saltillo con capacidad de produccién
maxima de 7 millones de costales al afio. Los excedentes en la fabrica
de Mérida pueden transferirse a la planta de Saltillo.

La disponibilidad de transporte entre las dos fdbricas permite un
maximo de 8 millones de costales por afio. Hay tres almacenes: en la
Ciudad de México, Guadalajara y Oaxaca. La tabla 1.2 proporciona la
capacidad méxima anual de transporte de las fabricas a los almacenes.




TABLA 1.2 Capacidad maxima anual de transporte

A: CIUDAD
De: Ciudad Cd. Mx. Guadalajara Oaxaca
Saltillo 4 8 -
Meérida 3 2 3

Los excedentes de Guadalajara y Oaxaca pueden transferirse a la Ciudad
de México. La capacidad méxima anual es de 3 y 4 millones de costales,
respectivamente. Una vez en los almacenes, los costales se entregan a
los ejidatarios de la regién. La capacidad méxima anual de entrega es
de 4 millones en la region del almacén de Guadalajara, 7 millones en la
region de la Ciudad de México y 5 millones en la regién de Oaxaca.

La pregunta es ;cudl es el flujo maximo anual de costales nuevos que
pueden circular en este sistema? El problema se puede representar
graficamente en la red de la figura 1.8

Saltillo Guadalajara

Figura 1.8
Flujo de costales
nuevos

Produccién
anual de
costales

Ejidatarios

Se puede observar en la red que los nimeros en los arcos se refieren a
las capacidades maximas de transporte, no se pusieron las capacida-
des minimas por ser éstas todas iguales a cero. Asi también los nodos
1y 7 se pueden considerar nodos artificiales que permiten visualizar
con mayor claridad la red.




1.7 EL ARBOL DE EXPANSION MiNIMA

Antes de especificar en que consiste este problema cabe mencionar lo
que en redes se entiende por un drbol. Un arbol es un subconjunto de
los arcos de la red original que conecta a todos los nodos sin formar

ningun circuito.

En este problema se conocen los costos o distancias entre diferentes
nodos en una red. Sin embargo, los arcos no se especifican, y lo que se
trata de encontrar es un arbol que comunique a todos los nodos de la

red, pero cuyo costo o distancia total sea minima.

Este tipo de problemas se ubica en las redes de comunicacién eléc-
trica, telefonica, telegrafica, carretera, ferrocarrilera, aérea, mari-
tima, etc., donde los nodos representan, por ejemplo, puntos de con-
sumo eléctrico, teléfonos, telégrafos, terminales de autobuses, trenes,
aeropuertos, puertos maritimos, etc., y los arcos podrian ser las lineas
de alta tensién eléctrica, lineas telefdnicas y telegréficas, carreteras y
vias de ferrocarril, rutas aéreas y maritimas, entre otras. A continua-
cidn, se presenta un ejemplo de este caso.

Suponga que en la red que se muestra en la figura 1.9, los nodos son
centros de consumo eléctrico, y los numeros en los arcos son distan-
cias en kilometros. Se trata de encontrar el arbol que, con una longitud
total minima, comunica a todos los nodos. Como el costo de tendido
de cable eléctrico es proporcional a la distancia, se habra encontrado,
con la distancia minima, también el costo minimo.




Figura 1.9
Centros de
consumo
eléctrico

Después de usar algin paquete de computo el arbol de expansion
minima que conecta los centros de consumo y que no necesariamente

es el Unico, se muestra en la figura 1.10

Figura 1.10
Arbol de
comunicacién
eléctrica

El siguiente ejemplo muestra los tres casos de problemas de redes que
hemos visto hasta aqui.

Ejemplo 1.6

En fecha reciente se ha reservado el parque La Marquesa para pasear
y acampar. No se permite la entrada de automdviles al parque, pero
existe un sistema de caminos angostos para tranvias y jeeps conduci-

dos por los guardabosques.




Figura1.11
Red de caminos
de la Marquesa

En la figura 1.11 se muestra este sistema de caminos (sin las curvas),
en donde O es la localizacion de la entrada al parque; las otras letras
designan la localizacién de estaciones de guardabosques (y otras ins-
talaciones). Los nimeros dan las distancias de estos caminos sinuosos
en kilémetros, los arcos no muestran flechas porque los caminos se
pueden recorrer en ambas direcciones.

El parque contiene un paisaje maravilloso en la estacidn T. Se usa un
numero pequefio de tranvias para transportar visitantes de la entrada
del parque a la estacion T, y de regreso, para quienes desean contem-
plar este paisaje sin tener que caminar.

La direccién del parque estd encarando en este momento tres proble-
mas. Uno es determinar cual ruta de la entrada del parque a la esta-

cién T tiene la menor distancia total, para la operacion de los tranvias.

Un segundo problema se refiere a la instalaciéon de lineas teleféni-
cas debajo de los caminos para establecer comunicacién de este tipo
entre todas las estaciones, incluyendo la entrada al parque. Puesto que
la instalacidn es cara y, a la vez, perturba el medio ambiente natural,
se instalaran las lineas solo debajo del numero suficiente de caminos
para proveer cierta conexion entre todo par de estaciones. La cuestién
es donde deben colocarse las lineas para realizar esto con un nimero
total minimo de kildmetros de linea instalada.




Figura 1.12
Numero maximo
de viajes en los
caminos

El tercer problema es que, durante la temporada pico, mas personas
desean el viaje en tranvia desde la entrada del parque a la estaciéon T
que las que pueden ser acomodadas. Con el fin de evitar la perturba-
cién indebida de la ecologia y la vida salvaje de la regidn, se han racio-
nado estrictamente el nimero de viajes al dia del tranvia que pueden
llevarse a cabo sobre cada uno de los caminos, estos limites son dife-

rentes para los diferentes caminos como se muestra en la figura 1.12.

Por lo tanto, durante la temporada pico, podrian seguirse diversas rutas,
sin importar la distancia, para incrementar el nimero de viajes por tran-
via que pueden efectuarse diariamente. La cuestion consiste en trazar
las rutas de los diversos viajes para maximizar el nimero de viajes que
pueden efectuarse diariamente, sin violar los limites de cada camino.

Para resolver el problema de ruta mds corta considere la siguiente
tabla 1.3:

TABLA 1.3 Distancias en la red y conexiones de los nodos (primera parte)

Nodos resueltos  Su nodo no . . , .

Distancia N_ésimo Su 29

conectados resuelto . , . . Suultima
total invo- nodomads distancia L)
a nodos no conectado L conexion
P P lucrada cercano  minima
resueltos mas préoximo

1 0 A 2 A 2 OA

(0] C 4 C 4 oC

2 A B 242=4 B 4 AB




TABLA 1.3 Distancias en la red y conexiones de los nodos (segunda parte)

N Nodos resueltos Sunodo no . . 2.9
Distancia N_ésimo Su o
conectados resuelto . ; . . Suultima
total invo- nodomads distancia L)
anodos no conectado lucrada cercano  minima = comexion
resueltos mas proximo
2 A D 2+7=9
B E 44+3=17 E 7 BE
C E 4+4=8
4 A D 2+7=9
B D 4+4=38 D 8 BE
E D 7+1=8 D 8 ED
5 D T 8+5=13
E T 7+7=14 T 13 DT

Ahora puede recorrerse hacia atrds la ruta més corta, del destino al
origen, a través de la ultima columna de la tabla, comoaT->D > E >
B->A->0,0bien, T>D->B->A- 0. Por lo tanto, se han identificado
las dos alternativas para la ruta mas corta del origen al destino como
O>A>B->E->D->TyO->A->B->D->T, conunadistancia total de 13
millas sobre cualquiera de las dos.

Como se podrd observar los problemas 1, 2 y 3 son respectivamente pro-
blema de ruta mds corta, problema de drbol de expansiéon minima y pro-
blema de flujo méximo, dicho problema se resolvera posteriormente.

Ejemplo 1.7

En este ejemplo se muestra la forma en que se puede resolver un pro-
blema préctico de transito. Para concretar mas, empezamos con una

red que muestra una parte del centro de la ciudad de México.
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v Figura 1.13 Red de calles
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En la red se indicé el flujo de transito que entra o sale a cada calle,
en unidades de vehiculos por hora (VPH). Ya que el flujo de transito
varia considerablemente durante el dia, supondremos que los nime-
ros mostrados representan el flujo de transito promedio a la hora de
maximo flujo que se da aproximadamente entre las 3y las 5 de la tarde.

Suponga ahora que un grupo politico estd planeando una manifes-
tacién en Republica de Argentina, entre Republica de Venezuela y
Gonzalez Obregon a las 4 de la tarde del miércoles. La policia puede,
hasta cierto punto, controlar el flujo de transito reajustando los sema-
foros, colocando policias en los cruces clave, o cerrando la calle cri-
tica al transito de vehiculos. Si se disminuye el transito por Republica
de Argentina, aumentard el de las calles adyacentes. La cuestién es
minimizar el transito por Republica de Argentina (entre Republica de
Venezuela y Gonzdlez Obregdn) sin ocasionar congestionamientos en
las otras calles. Para resolver este problema de minimizacién le agre-

gamos marcas a nuestro mapa, ver figura 1.13.




Aqui se han marcado las seis intersecciones A hasta Fy se ha denotado
el flujo de transito entre las intersecciones adyacentes por las varia-
bles x; hasta x,. El problema consiste ahora en minimizar x, sujeta a
las restricciones del problema.

Para encontrar estas restricciones veamos, por ejemplo, la interseccion

B. El transito que fluye a la interseccién B es, segun el mapa, x, +Xs;

mientras que el transito que sale de la interseccion B es x, +100. Supo-

niendo que el transito no se acumula en la interseccion B, el transito de

"entrada" debe ser igual al transito de "salida". Asi se obtiene la ecuacion
Xy +x5=x%,+100

o bien

Xy =%, +%x5=100

A partir de este analisis en cada interseccion, se obtiene el siguiente

sistema de seis ecuaciones en siete incognitas:

enA x —X, =-200
en B Xy —X, +Xs = 100
en C X3 +5 = 700
enD x, — X = 100
en E Xy —Xs +x,= 600

enF X +x,= 900




1.8 PLANTEAMIENTO DE MODELOS DE REDES
COMO PROBLEMAS DE PROGRAMACION LINEAL

Consideraremos cuatro tipos de problemas de redes: problemas de
transbordo, de ruta mds corta, de flujo maximo y de transporte. Ana-
lizaremos también el planteamiento de problemas de PERT/CPM y pro-
blemas de asignacién de personal como problemas de redes. El tema
mas importante de esta seccidn es que todos estos problemas de flujo
pueden plantearse de manera similar como problemas de flujo de
costo minimo y pueden resolverse como problemas de programaciéon
lineal. Para varios de estos problemas existen algoritmos especiales
que pueden ser mas eficientes que el método simplex de programa-
cién lineal, pero debido a que se hard hincapié en los planteamientos,
aqui no se analizan esos algoritmos.

Enseguida se presentan y analizan cada uno de los problemas de redes
y después se plantea cada uno de ellos.

PROBLEMA DE TRANSBORDO

Como segundo ejemplo de un problema de transbordo, considere el
siguiente: la Compafiia Petrolera Alianza tiene un solo campo petro-
lero desde donde envia todo el petrdleo a través de un oleoducto a uno
de dos centros de embarque, en donde se almacena en buques tanque
para su envio a refinerias de Estados Unidos.

La oferta diaria en el campo es de 2,000 barriles. Deben considerarse
los costos del oleoducto, los costos de embarque y las cantidades de
petrdleo que pueden enviarse a través de los oleoductos. Los costos del
oleoducto y las capacidades diarias de este se muestran en la tabla 1.4.




TABLA 1.4 Compaiiia Petrolera Alianza. Costos y capacidades de los ductos

Capacidad del oleoducto

Instalaciéon de envio Costo por barril .
(en barriles)
$0.20 1000
2 $0.15 500

En la tabla 1.5 se presentan los costos de embarque de cada estacion
de embarque a cada refineria y las demandas diarias de las refinerias.
En la figura 1.14 se plantea este problema en forma de red.

TABLA 1.5 Compafiia Petrolera Alianza. Costos de transporte y demandas

Costo de transporte por barril ’ Demanda
Refineria L.
diaria
Del centro 1 Del centro 2
0.10 0.15 1 600
0.20 0.25 2 800

600
Demanda Figura 1.14.
Red de la
S0 Compaiiia
Oferta Petrolera
Alianza
800
Demanda

En el planteamiento de red, el nodo 0 es el campo petrolero, los nodos
1y 2 son los nodos de embarque y los nodos 3y 4 representan las refi-
nerias de Nuevo Ledn e Hidalgo, respectivamente. Las capacidades de
los oleoductos se muestran en los arcos entre paréntesis y los costos

se ilustran encima de los arcos.




Este problema puede plantearse en forma de programacion lineal si
x;= barriles enviados del nodo i al nodo j

Entonces, el problema es

Minz=  0.2x, +0.15x, +0.10x,; +0.2x;, +0.15x,; +0.25x,,

Sujeto a:

Xo1 +2, <2000

Il
o

Xo1 —X3 — X4
Xo2 — Xy o = 0

X3 + 5,5 = 600

X4 +,, = 800

Xo1 <1000
500

&
S
N

A

\%
o

todas las x;;

Este problema difiere un poco del de General Motors ya que existen
capacidades en algunos de los arcos. Estas capacidades resultan ser
restricciones de cota superior. Las restricciones de la oferta aparecen
como una restriccion de menor o igual, en vez de ser una restriccion de

igualdad, puesto que la demanda total es inferior a la oferta disponible.

Problema de la ruta mads corta

Si se define una red de manera que los coeficientes de cada arco sean
no negativos (tal como medidas de distancia), entonces podriamos
estar interesados en encontrar la ruta mas corta entre dos nodos de la

red. A este problema se le denomina problema de la ruta mds corta.




Como ejemplo del problema de ruta més corta, consideremos el pro-
blema de viajar en automoévil desde Nueva Orleans a Atlanta en el
tiempo mas corto, dentro de lo legal. Las carreteras que enlazan estas
dos ciudades forman la red que se muestra en la figura 1.15 en donde
las "distancias" son los tiempos de viaje en automovil dados en minutos.

Atlanta

Birmingham
Meridian 180
180 ’
192

G

Montgomery
Mobile

Figura 1.15. Rutas
del manejo de Nueva
Orleans a Atlanta.

Nueva Orleans

Observe que, con el objeto de plantear este problema en forma de
problema de costo minimo, puede elegirse en cualquier nodo solo el

camino a través de un arco.

Lo anterior implica que es necesario tener los siguientes flujos en los

arcos:

1 sise viajaatravés de la carretera entre la ciudad i
X;= y la ciudad j
0 deotra manera

Si se recorre una ruta (i, j), esto significa que no puede utilizarse nin-
guna otra que parta de la ciudad i. Por ejemplo, si se viaja por la carre-
tera de Nueva Orleans a Mobile, entonces el flujo entre esas ciudades

sera igual a 1y x,, sera cero.




Es posible satisfacer estas condiciones utilizando en la red un flujo ima-
ginario de una unidad. Este flujo parte del nodo de salida u origen y llega
al nodo final o terminal. En otras palabras, existe un suministro de una
unidad en el origen y una demanda de una unidad en el nodo terminal.
En nuestro ejemplo, habria un suministro (u oferta) de una unidad en
Nueva Orleans y una demanda por esa misma unidad en Atlanta..

La ultima pregunta que permanece pendiente es: ;Qué costos deben
utilizarse en este problema de flujo? Para responder esta pregunta
observe que si x;;= 1, entonces serd necesario viajar de los nodos i al j.
Si se denotan estas distancias mediante d;; y si se utiliza la ruta entre
1y J, entonces el costo para esa ruta se convierte en d;;x;. Dado que
X;; es cero o0 uno, el costo para cualquier ruta serd dij o cero. Por esto,
podemos utilizar las distancias d;, como los costos para el problema
de flujo de costo minimo. Ahora, podemos plantear este problema de

la siguiente manera:

Minz= 210, +210x,3+192x,, +315%,5 +210x,, +180x,5 +192x,, + 180 x5,

Sujeto a:
New Orleans Xy9 +X5 =1
Mobile X9 —Xpy  —Xos =0
Meridian X3 -y, ~Xg5 =0
Montgomery Koy + Xy —X46 =0
Birmingham X5 + Xy X5 =0
Atlanta Xo1 Xye +x5 =1

x;20 para toda iy toda j
Para propésitos de analisis, hemos anotado con qué ciudad se rela-
ciona cada restriccion. La restriccién de Nueva Orleans establece que
puede utilizarse la carretera que va a Mobile o la que va a Meridian,
pero no ambas. Sabemos que las soluciones de programacién lineal




para problemas de redes son enteras, por lo cual estamos seguros
de que x;,=1 00y que x,;;=1 0 0, al mismo tiempo que la restriccién

impone que x;,=1 6 x;;=1, pero no ambas.

Las restricciones de Mobile, Meridian, Montgomery y Birmingham
requieren todas que el flujo que llega a esos nodos (ciudades) sea igual
al flujo que sale, puesto que aun no existe demanda en ninguno de
ellos. La restriccion para Atlanta exige llegar a esta ciudad ya sea de
Birmingham o de Montgomery, obligando a que la suma de los flujos
seaigual a 1.

En un problema de ruta mas corta puede haber arcos dirigidos y arcos
no dirigidos. En nuestro ejemplo solo se tienen arcos dirigidos. Para el
caso de arcos no dirigidos, seria necesario tener una variabledeiajy
otra de j a i. No seria dificil modificar el planteamiento para manejar

las variables en ambas direcciones.

Puesto que ya hemos formulado el problema de la ruta més corta
como problema de flujo de costo minimo, podemos entonces utilizar
un programa de computacion especial de programacion lineal, para
resolver el problema.

El lector debe percatarse de que existen diversas variaciones del pro-
blema de la ruta més corta, y que la que se ha presentado aqui es sélo
una de ellas. Las dos variaciones que existen son: (1) encontrar la ruta
mas corta entre algin nodo y cada uno de los otros nodos de la red;
(2) encontrar la ruta mas corta entre cualquier par de nodos de la red.
Al igual que con la versién que se presenta aqui, es posible formu-
lar como problemas de flujo de costo minimo estos otros problemas
de ruta més corta. Existen también algoritmos de aplicacién especial

para las otras versiones.




Problema de Pert/CPM

El objetivo de estos modelos es encontrar la secuencia de actividades

o tareas que requieren del mayor tiempo para su terminacion. A esta

secuencia de trabajo se le denomina ruta critica. Como ejemplo de un

analisis de red de actividades, considérese la siguiente situacion.

La Facultad de Administracién de la UAM esta planeando una conferen-

cia para ejecutivos de negocios. En la tabla 1.6, se listan las actividades

que deben llevarse a cabo antes de la conferencia y también se pre-

sentan los tiempos estimados para terminar cada una de las labores.

TABLA 1.6 Lista de actividades con tiempo estimado

Actividad

Descripcién

Elaborar el programa

Recopilar lista
de asistentes

Contactar a oradores
para que asistan

Elaborar folleto para el
programa

Hacer arreglos fisicos

Enviar los folletos

Preparar programa
de las conferencias

Detalles de ultimo
minuto

Tiempo
estimado
semanas

Actividades
precedentes




Este problema de planeacién también se muestra en un formato de
redes en la figura 1.16 y se ilustran en forma directa en los arcos los
simbolos que representan a las actividades y el tiempo estimado para

terminar la actividad; también se enumeraron los nodos.

Figura 1.16. Red
de planeacién de
conferencias

Dado que estamos intentando descubrir cudl es la ruta mas larga en
esta red, tenemos la situacién opuesta al problema de la ruta mas
corta. No obstante, este problema puede planearse en forma similar.
En este caso, los tiempos estimados para cada arco se utilizan como
"distancias", que van a maximizarse en vez de minimizarse. De nuevo
se incluye un suministro imaginario de una unidad de flujo en el pri-
mer nodo y una demanda imaginaria de una unidad en el ultimo. El
planteamiento de programacion lineal de este problema es:

Minz= 3Xpp +5%3 +4%y, +9%, +2x55 +3%, T4Xs +1X
Sujeto a:
X T X3 =1
X12 X4 T X6 =0
X13 — X35 =0
X24 —X46 =0
X35 —Xs6 =0
X26 TXe TXs6 X7 =0
X7 =1

x;20 para toda iy toda j




Problema de flujo maximo

En los problemas anteriores estdbamos interesados en los valores que
se generan a través de cierto flujo que pasa por una red. Este valor
puede estar dado en términos de dinero, distancia, tiempo o alguna
otra medida. Existen problemas en los que el valor del flujo no es tan
importante como la cantidad del flujo que pasa a través de la red. Los
gasoductos y las lineas de transmisidn de electricidad son ejemplos de
esta situacion. Los problemas en los que interesa determinar el flujo
maximo que pasa a través de una red se denominan problemas de flujo
mdximo.

Para estudiar este tipo de problemas, es necesario suponer que exis-
ten restricciones de capacidad en los arcos. Si no fuera asi, el flujo
maximo que pasaria a través de la red seria infinito. Como ejemplo
de problema de flujo méximo considérese el problema de enviar gas
natural desde un campo de gas que se encuentra en Ledn hasta Chia-
pas, a través de una red de gasoductos. Esta red se muestra en la figura
1.17. Los valores que se encuentran encerrados en semicirculos en
cada arco representan las restricciones de capacidad en millones de
pies cubicos de gas por hora.

(5)

g

Ledn Chiapas

3) (7)

Figura 1.17. Red
de Le6n a Chiapas




En esta figura se muestra también una cantidad desconocida de flujo,
f, que entra en el gasoducto en el nodo 1 (el campo de gas) y que sale
del gasoducto en el nodo 5 (la terminal de Chiapas). Utilizando este

flujo, f, puede plantearse este problema de la siguiente manera:

Maximizar: f

Sujeto a:
X12 + X3 =f
X12 —Xa3 Xo4 =0
X13 *Xo3 ~ X34 — X35 =0
X4 + X3y — X5 =0
X35 +Xys =f

X12510, X356, X533, X, <S5, X34, <7, X35<8, x,5<8

x;20 paratoda iy toda j
Este planteamiento no se ajusta a nuestra formulacién estandar de
programacion lineal de flujo de costo minimo, puesto que el flujo que
se desconoce, f, aparece tanto como variable de la funcidn objetivo,
como en forma de valor de lado derecho de las restricciones. Si se
plantea de esta manera no es posible utilizar el método de flujo de

costo minimo para resolverlo.

Para evitar esta dificultad, en primer lugar, se elimina el flujo fy se
introduce un arco artificial o ficticio que conecta los nodos 5y 1. El
objetivo se convierte entonces en maximizar el flujo que pasa por este
arco ficticio. Maximizar el flujo que regresa del nodo 5 al nodo 1 por
un arco ficticio que no tiene capacidad dara la cantidad de flujo que va
del nodo 1 al nodo 5 a lo largo de la red de capacidades. En la figura

1.18 se muestra la red de gasoductos, incluyendo el arco de regreso.




(5)

Chiapas

Figura 1.18. Red
modificada de los
gasoductos

Ahora, utilizando esta nueva red de gasoductos, se tiene un plantea-

miento modificado, en donde el objetivo es maximizar x;:

Maximizar: xg,

Sujeto a:
Xs1 +Xo X135 =0
X12 —Xp3 X4 =0
X153 + X3 ~ X34 ~ X35 =0
Xog + X3y Xys =0
~Xs1 tXs  tXs =0

X510, X356, X33, X,,<5, X537, X358, x,5=8

x;=0 para toda i y toda j

Ahora queda planteado el problema de flujo méximo en forma estan-
dar de programacion lineal de redes, excepto que no existen ofertas ni
demandas. Los problemas de este tipo se denominan redes circulares.




Problema de transporte

El denominado problema de transporte es un caso especial del pro-
blema de transbordo, en el que todos los nodos son o fuentes (nodos
de oferta) o destinos (nodos de demanda). En un problema de trans-
porte no existen nodos de transbordo. Dado que es posible dividir el
problema de transporte en dos conjuntos diferentes de nodos, es un
problema de red bipartita. Para continuar analizando los problemas

de transporte utilizaremos de nuevo un ejemplo.

Considere el caso de la Cerveceria Modelo. Esta empresa elabora una
cerveza que se distribuye a nivel nacional a partir de dos fébricas de
cerveza, una en cada una de las dos costas de México (en Jalisco y Vera-
cruz). La cerveza se envia a cuatro mayoristas que se encargan de la
distribucién subsecuente (en Chihuahua, Guerrero, Nuevo Le6n y Yuca-
tan), por lo que la Modelo se ocupa solo de la distribucién a los mayoris-
tas. Los costos de distribucién, por conjuntos de 100 cajas que se envian
a cada mayorista, se presentan en la tabla 1.7 junto con la oferta men-
sual de cada fabrica y la demanda mensual de cada mayorista.

TABLA 1.7 Costos de distribucién para la Modelo.

Fabrica , , . Oferta
de Cerveza LETLER NG Bh Clida 1% (Cientos de cajas)
Jalisco $21 $15 $18 $9 550
Veracruz $10 $14 $16 $23 650
| WemmermiE 200 250 400 350
(cientos de cajas)

Si se representa este problema en forma de red, aparecera segun se
muestra en la figura 1.19. Dado que el flujo de un nodo de oferta solo
va a un nodo de demanda, se codificara el sistema comun de numera-
cién de los nodos para numerar los nodos de oferta en forma indepen-
diente de los nodos de demanda.




Observe que esto dard como resultado que haya nodos que se denotan
como X;;, pero dado que los nodos de oferta estdn conectados solo a
los nodos de demanda, no existe ambigiiedad con respecto a qué arco
identifica a xy,.

Nodos de Nodos de
oferta demanda

Figura 1.19. Red

de transporte Yucatdn
para la Modelo
Jalisco Nuevo Ledn
550
v Chihuahua
eracruz
650
Guerrero

El planteamiento de programacion lineal del problema de transporte
es muy similar al de los problemas de transbordo que se analizaron al
inicio del capitulo. En este caso habra 8 variables, una para cada arco,

y 6 restricciones, una para cada nodo.

Minz= 21y, +15x;, +18x;3 +9xy, +10x,; +14x,, +16x,5 +23x,,
Sujeto a:
X tX,  tXy X, =550
Xy FXyy Xy X, =650
X1 +y, =200
Xip +%,, =250
X3 +X,q =400
X14 +x,, =350

x;20 paratoda iy todaj




Es necesario sefalar varios detalles acerca de este planteamiento. En
primer lugar, las primeras dos restricciones imponen que la cantidad
que se envia sea igual a la cantidad disponible. Se utilizan aqui restric-
ciones de igualdad debido a que la oferta total es igual a la demanda
total, por lo que debe transportarse la totalidad de la oferta. A un pro-
blema de este tipo se le denomina problema en equilibrio de transporte.

En segundo lugar, las siguientes 4 restricciones exigen que la cantidad
que llega a cada nodo de demanda sea igual a la de demanda de ese
nodo. Aqui se utilizan restricciones de igualdad por la misma razén
que antes. Debe observarse que, para un problema en equilibrio de
transporte, una de las restricciones no es necesaria. Si la oferta total
que se transporta es de 1,200 y los primeros 3 nodos de demanda
absorben 850 unidades, entonces el ultimo nodo de demanda debe
absorber 350 unidades, y esto hace que la ultima restriccion resulte
redundante y pueda eliminarse. Si se hace esto entonces habra, para
este problema que tiene dos nodos de oferta o suministro y cuatro de
demanda, 2+4—1=>5 restricciones.

En general, un problema que tiene m nodos de oferta y n nodos de
demanda tendra m+n-—1 restricciones. Este es un resultado impor-
tante puesto que siempre habra el mismo numero de variables bésicas
que restricciones.

En término de planteamiento de redes original, el hecho de que exis-
tan (m+n—1) variables basicas implica que habra (m+n—1) arcos en
el arbol abierto que represente este problema. En otras palabras, en
cualquier solucién no mas de m+n—1 arcos (rutas) de un problema
de transporte seran positivos.




El resultado es:

De Jalisco a Nuevo Ledén 200 (cientos de cajas)
De Jalisco a Chihuahua 0

De Jalisco a Guerrero 350 (cientos de cajas)
De Veracruz a Yucatan 200 (cientos de cajas)
De Veracruz a Nuevo Ledén 50 (cientos de cajas)
De Veracruz a Chihuahua 400 (cientos de cajas)
De Veracruz a Guerrero 0

No es necesario utilizar un paquete de programacion lineal de redes
para resolver un problema de transporte tan pequefio como ejemplo.
Para ello se ha adaptado una versiéon del método simplex que se deno-
mina método del cruce del arroyo (o de la piedra de paso: “stepping
stone”) y se analiza en detalle en otro capitulo.

Problema de asignacion

El ejemplo final de problemas de redes que consideramos aqui es el
problema de asignacion de personal (o en forma mas simple, el problema
de asignacion). Este problema se refiere a la asignacién de agentes a
trabajos en forma tal que se minimicen los costos de esa asignacién.
En calidad de ejemplo, considérese la situaciéon que debe manejar el
entrenador Ricardo Martinez del Equipo de Natacion de la Acuatica
“El Pez Feliz”.

El entrenador esta intentando organizar el mejor equipo de relevo de
mujeres para los 200 metros. Tiene 4 muchachas en el equipo: Luisa,
Julieta, Maria y Rocio. Luisa solo nada el estilo libre, por lo que no hay
problema respecto de esa parte del equipo. Cada una de las otras tres




chicas puede nadar en cualquiera de los otros tres estilos: mariposa,
dorso y pecho. Entonces la cuestion es cudl de ellas debe nadar en qué
estilo. Los tiempos de cada una de las nadadoras en cada uno de los

estilos se muestran en la tabla 1.8.

TABLA 1.8 Tiempos por estilo en segundos del equipo de “El Pez Feliz”

Nadadora Mariposa Dorso Pecho
Julieta 33 35 37
Maria 33 37 37
Rocio 33 36 39

Este problema puede plantearse en forma de red considerando tres
nodos fuente, cada uno con un suministro de una unidad, y tres nodos
destino, cada uno con una demanda de una unidad. Los nodos fuente
representan los agentes disponibles (nadadoras) y los nodos destino, los
trabajos (estilos). La red para este ejemplo se muestra en la figura 1.20.

Nadadora Estilo

Julieta Mariposa

Figura 1.20. Red
de asignacién
para el equipo
de natacién de
“El Pez Feliz”

De dorso

De pecho

Es facil de observar que el problema de asignacion no es otra cosa que
un caso especial de red de transporte en el que todas las ofertas o sumi-
nistros y las demandas son iguales a 1y en la que el nimero de nodos




de oferta es igual al nimero de nodos de demanda. Puesto que esto es
cierto, el procedimiento de programacién lineal es muy similar:

Minz= 33x;; +35%;, +37x,3+33%,; +37%,, + 37 X,3 + 325, +36 X5, +39 x4
Sujeto a:
Xy, tXy,  tXgs =1
Xop  FtXyy Xy =1

X3 tXyp Xz =1

X0 + X,y + X3y =1
x;20 paratoda iy todaj

Se ha omitido la ultima restriccion de este planteamiento puesto que
seria redundante, al igual que en el planteamiento de transporte. Una
caracteristica especial de este problema es que x;=0 6 1.

En otras palabras:

1 sialanadadorai sele arigna el trabajo (estilo) j

0 de otra manera

Estamos seguros de obtener este resultado porque en cada nodo de oferta
existe solo una unidad que pueda enviarse a lo largo de varios arcos.




1.9 NOTAS HISTORICAS

El estudio de los modelos de redes de flujo
antecede al desarrollo de la programacién
lineal. Los primeros estudios en esta drea
los realizaron Kantoroévich (1939), Hitchcock
(1941) y Koopmans (1947) considerando el
problema de transporte como un caso espe-

cial del problema de flujo a costo minimo.

Esos estudios proporcionaron una nueva luz
en la estructura del problema y dieron nuevos
métodos y algoritmos. El interés por las redes
de flujo creci6 con el advenimiento del método
simplex desarrollado por Dantzig en 1947, quien
incluso especializd este algoritmo para el pro-

blema de transporte (ver Dantzig, 1951).

Durante los afios cincuenta, las investigacio-
nes comenzaron a mostrar un creciente inte-
rés en el problema de flujo a costo minimo y
sus especializaciones: el problema de la ruta
mas corta, el problema de flujo maximo y el
problema de asignacidn; esto se debid princi-
palmente a la importante aplicacién de estos
modelos en la vida real. Algunos autores

desarrollaron algoritmos para resolver estos
problemas. Dantzig, Ford y Fulkerson fueron
pioneros en este aspecto. Mientras Dantzig se enfocé en los métodos
basados en el simplex, Ford y Fulkerson desarrollaron algoritmos
combinatorios primales duales. Los libros de Dantzig (1962) y de Ford




y Fulkerson (1962) estan presentes a través de la discusidon de estas
primeras contribuciones.

En los afios siguientes, los problemas de flujo en red y sus generaliza-
ciones emergieron como tépicos de gran interés en cientos de articu-

los y numerosos textos, asi como en libros de referencia.

1.10 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hay ocho cuadrados iguales ordenados en tres renglones, cada
uno con dos cuadrados en el primer renglén, cuatro en el segundo
y dos en el tercero. Los cuadrados de cada fila estan arreglados en
forma simétrica respecto al eje vertical. Se desea poner nimeros
distintos en los cuadrados, entre los limites de 1, 2, -, 8, de modo
que no haya dos cuadrados adyacentes vertical, horizontal o diago-
nalmente que tengan nimeros consecutivos. Use la representacion

en red como vehiculo hacia la solucion de una forma sistematica.

2. Se deben transportar en un bote tres reclusos escoltados por tres
guardias, de San Francisco a la penitenciaria de la isla de Alcatraz,
para que purguen sus sentencias. El bote no puede transportar mas
de dos personas en cualquier direccidon. Los reclusos les ganan
con seguridad a los guardias si su nimero es mayor en cualquier
momento. Formule un modelo de red para disefiar los viajes del
bote de modo que se asegure la transferencia segura de los reclu-
sos. Suponga que no se fugan si tienen oportunidad.

3. Una persona desea viajar un cierto dia de una ciudad A hacia una
ciudad B. la persona pretende llegar a la ciudad B a maés tardar a
las cuatro de la tarde y planea viajar a costo minimo. Los Unicos




vuelos que ofrecen las lineas de aviacién para ir de A hacia B son
vuelos con escalas cuyas salidas y llegadas, asi como los costos se
muestran a continuacion:

No. de vuelo Origen Destino Salida Llegada Costo
436 A C 7:00 11:00 Gy
C D 12:10 13:00 C,
D B 13:20 15:00 Cq
524 A D 9:30 14:00 C,
D C 14:15 15:00 Cs
C B 15:10 16:00 Cs
301 D X 14:00 15:00 &
X B 15:00 16:00 Cs
409 A N 7:00 11:00 Cy
N D 11:10 14:00 Cio
D B 14:10 15:00 Cu

En la planeacién debe tomarse en cuenta que si se cambia de vuelo
se requiere de una hora para llevar a cabo la interconexidn, por
ejemplo, si la persona toma el vuelo 524 y llega a la ciudad D a las
14:15 horas, no puede tomar el vuelo 409 de la ciudad D a B. Repre-
sente la red y formule la red de flujo a costo minimo que repre-
senta la problemadtica.

Planeacion de produccion. DirectCo vende un articulo cuya demanda
en los 4 meses venideros sera 100, 140, 210 y 180 unidades, res-
pectivamente. La empresa puede almacenar sélo la cantidad justa
para abastecer la demanda de cada mes, o puede almacenar mas
y cumplir con la demanda de dos o mds meses consecutivos. En
el segundo caso se carga un costo de retencién de $1.20 por uni-
dad en exceso por mes. DirectCo estima que los precios unitarios
de compra durante los 4 meses siguientes seran de $15, $12, $10




y $14, respectivamente. Se incurre en un costo de preparacion de
$200 cada vez que se coloca un pedido. La empresa desea desarro-
llar un plan de compras que minimice los costos totales de pedido,
compra y retencién del articulo en el almacén. Formule la red que
representa la problematica y el problema como modelo de ruta mas
corta a través de la programacion lineal.

Dibuje la red asociada al siguiente planteamiento de programacion

lineal.
Minz= 3x, +5x, +2x, +4x,, +2Xx5,
Sujeto a:
X1z + X4 =100
X1z — X3 — X4 = 50
Xa3 —Xx3 = 0
X1 +X,, +x,, = 50




CAPITULO

Conceptos basicos

de redes

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presentan conceptos fundamentales para poder I
desarrollar diferentes algoritmos de redes, asi como la representaciéon
matricial de una red que nos permite encontrar arboles de expansion
y que ademds muestra la relacién entre el teorema fundamental del
algebra lineal y las estructuras de red. Asimismo, la dualidad entre
potenciales y tensién y su relacién con la programacion lineal, que
nos introducird a otro concepto dual: el de trayectorias y cortes que se

vera en el capitulo 3.

2.2 REPRESENTACION MATRICIAL
DE UNA RED

Para responder a la pregunta de cdmo se puede representar numeérica-
mente una red se introduce aqui el concepto de matriz de incidencia
como sigue. Sea G una red, la matriz de incidencias nodos-arcos E es
una matriz de m x n donde m es el nimero de nodos y n es el nimero

de arcos cuyos elementos e (i, ]) son:




+1 sielarcoj sale del nodo i
e(i,j)=4 -1 sielarco;j entraalnodo i
0 enotro caso

Una forma de recordar los signos de esta definicidn es que “una flecha

siempre va desde donde esta hasta donde no estd”.

Ejemplo 2.1

En la figura 2.1 se presenta la red asociada a la siguiente matriz
nodos-arcos, donde los nodos estan dados en los renglones y los arcos

en las columnas.

oI, I3,
1/1 1 0 1 Figura 2.1
E= 21-1 0 -1 o0 Red asociada

ala matriz E

Si existen rizos la matriz nodos-arcos no sirve, pues un rizo entra y
sale del mismo nodo.

Ji, J5, J; son linealmente dependientes ya que J, +J;—J,=0.
¢Qué significado tiene esto en la red?
Si se cambia de sentido un arco significa que se multiplica por -1 la
columna, entonces en este caso que los vectores sean linealmente

dependientes significa que se forma un circuito.

Los arboles son aquellas estructuras que no tienen circuitos, por lo
tanto, son linealmente independientes.




Ademas de la matriz de incidencia (o funcién de incidencia), existe
una matriz de adyacencia Q de orden m xm definida en Nx N de la

siguiente manera:

. 1 siexiste un arco que parte de i; y llegue a i,
q (11’ ]z) =
0 en otro caso

Por supuesto se tiene que G es una digrafica, estoes GCNxN

Ejemplo 2.2

Encuentre la matriz de adyacencia nodos-nodos de la siguiente red:

1 2 3 4
110 1 1 O
Figura 2.2 Red
. 210 0 0 1
con matriz de Q=
adyacencia 310 1 0 O
410 0 1 0

Una matriz de m x m puede ser la matriz adyacente de una red con m
nodos si consiste solo de 0 y 1 y si no contiene rizos debe tener ceros
en la diagonal principal y se define como se muestra en la figura 2.2.

El grado exterior de un nodo i es el nimero de arcos que salen de i por

ejemplo:




El grado interior de un nodo i es el nimero de arcos que entran al nodo i.
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La suma de los grados de todos los arcos es par

2.8+ 2.&=5+5=10

2.3 REDES ESPECIALES

Una red G es bipartita si el conjunto de nodos N puede particionarse
en N,, N, con N,n N, =® de manera que todo arco j ~(i,, i,) es tal que
i,€EN,,i,eN,0i,eN;,i;EN,

Figura 2.3
Red Bipartita

Nota:
1. Las matrices nodos-nodos para graficas no dirigidas son simétricas.
2. La matriz nodos-nodos de una red bipartita es de la forma:

que es simétrica.




Lema de handshaking

En una gréfica, la suma de los grados de todos los nodos es igual al
doble del nimero de arcos.

Demostracion

Ya que cada arco tiene dos extremos, debe contribuir exactamente dos
veces a la suma de los grados.

Este lema aparecid por primera vez, aunque en forma diferente en un
articulo de Leonhard Euler (1707-1783), titulado Solutio Problematis ad
Geometrian Situs Pertinentis (la solucién de un problema referido a la
geometria de posicidn) que data de 1736 y es ampliamente conocido
como el primer articulo en la teoria de grédficas, donde también da la
solucion de los puentes de Konigsberg.

Para graficas que no son dirigidas simplemente se habla del grado de un
vértice como el numero de arcos que “llegan a é1” (pueden entrar o salir)
Redes simples

Es una grafica que no contiene rizos ni arcos en paralelo con un nodo

sumidero y un nodo fuente.

Un nodo fuente es un nodo de donde Ginicamente salen arcos.

Un nodo sumidero es un nodo a donde nicamente entran arcos.




Redes circulatorias

Una red es circulatoria si no existen nodos fuente o sumideros.

Conectividad

Una cadena de longitud g (cardinalidad g) es una sucesién de g arcos

L=}

tal que cada arco j, de la sucesion (2 <r<gq —l) tiene un punto final en
comtin con el arco j,_, (j,_, + j.) y un segundo punto final comin con

elarcoj,, (jr+1 +]r)

El punto final i de j, que no es adyacente a j, y el punto final i’de j, que
no es adyacente a j,_, son llamados los puntos finales de la cadena L.
Decimos que la cadena L une los nodos i, i’. Asi en la siguiente red:

Figura 2.4 Ejemplo
de cadena

L= {jz, Js Je> j4} es una cadena del nodo 2 al nodo 3.

Una cadena es elemental si no se pasa dos veces por un mismo nodo.




Un ciclo es una cadena cuyos puntos finales coinciden. Una trayecto-

ria de longitud g (cardinalidad gq) es una sucesién de g arcos P = { JirJ q}
con j, =iy, 1y), jo=(iys 1p) Jg= (iq_l, iq). Es decir, una trayectoria es
una cadena cuyos arcos estan todos dirigidos en el mismo sentido.

Figura 2.5 Ejemplo
de trayectoria

P= {j3, Ja» ]'7} es una trayectoria del nodo 2 al nodo 3.

El nodo i, es el punto inicial de la trayectoria Py el nodo i, es el punto
terminal de la trayectoria P.

Asi parala grafica anterior P= { J1s J30 Jas j7} es una trayectoria del nodo 1
al nodo 4, y se puede describir como la sucesién de nodos {l, 2,5,3, 4}.

Un circuito es una trayectoria cuyos nodos finales coinciden. Una gra-
fica se llama conectada si para cualquier par de nodos (i,, i,) existe
una cadena que une i, con i,. La relacion

=1,

i,Ri,= : S
0 exi1ste una cadena que unati, coni,

Es una relacién de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva).




2.4 FLUJO Y DIVERGENCIA EN UNA RED

Un flujo en una red es una funcidn real definida en A (donde A es el

conjunto de arcos de una red G).
x:A—>R

El valor x( ]) es el flujo en el arco j, y se interpreta como la cantidad de

material que fluye en el arco j.

Ejemplo 2.3

Seala red siguiente:

Figura 2.6
Ejemplo de flujo
en una red

El tipo de material es el mismo para todos los arcos. Para entender
en forma mas clara los conceptos es util entender j como un canal
y x(j) como el nimero de litros de agua por segundo que pasa por
cada punto de j un flujo estacionario del nodo inicial i al nodo final i".
La cantidad que entra en i es la misma que sale por i/, pero puede ser
positivo, negativo o cero dependiendo de la direccién fisica del flujo.

Para un orden fijo de arcos A= {jl, -, ]n} un flujo x se puede represen-
tar como un vector (x;, -, xn) asi para la figura anterior el flujo se puede

representar como

x=(2,-2,-2,2)




Asi x es un “vector” indexado por el conjunto A (es decir un elemento
del espacio R*)

Existe otra notacion para flujos que estd vinculada con la represen-

tacion de una red por su matriz de adyacencia. Como mas tarde se

requerira que la red sea una digréafica (gréafica dirigida) cada arco se

puede identificar por un par de nodos (i, i’). La idea es simplemente
o/ ./

escribir x (i, i") en lugar de x(j) tomando x(i, i")=0 en los casos en

que no exista arco entre i, 1.

Los flujos en G se representan como funciones en N x N que pueden
representarse matricialmente como:

1 2 3 4
1{10 2 -2 0
210 0 0 2

xX=
310 0 0 -2
410 0 0 O

Divergencia

Las matrices de incidencia vuelven a entrar en escena cuando tratamos
de analizar qué sucede a un flujo x en un nodo i, particularmente las
entradas y salidas o pérdidas. El nodo i estd representado en la matriz
de incidencia E por el renglén i.

Las cantidades de material que salen de i estan asociadas con los arcos
jtales que x(j)>0ye(i,j)=1, o tales que x(j)<0ye(i,j)=-1.

¢Qué significa esto?




Ejemplo 2.4

Seala red de la figura 2.7.

Figura 2.7 Red con
flujo en los arcos

Para el nodo 3 se tiene en la matriz de incidencia:

jl j2 j3 j4 j5 j6 j7 jB
1 1.0 0 0 0 0 0
-1 0 -1 1 0 0 0 -1
0 -1 1 0-1 1 0 0
00 0-1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 -1 -1 1

a ~ w N

El arco j, sale del nodo 3 y tiene asociado un 1 es decir e(3,3)=1
(recuerde que cada entrada de la matriz est4 representada por e(i, j))
si se tiene un flujo x (j=3)=1 (cantidad de material que sale del nodo
3) significa que el flujo "pasa" por el arco j, en el sentido que lleva el
arco y por lo tanto x(j)e(i, j)>0. Si x(j)<0 por ejemplo x(j)=-4
significa que el flujo recorre en sentido contrario el arco y por lo tanto
e(i, j)=—1 como es el caso de x(8)=-4ye(2, 8)=—1lo que implica
que x(j)e(i,j)>0.




Asila cantidad total que sale de i es la suma de todos los términos de la

forma e (i, j) x (j) que son positivos.

En forma semejante las cantidades que llegan a i corresponden a los
casos donde x(j) >0y e(i, j) = —1 por ejemplo:

En el nodo 5:x(6) =2 es decir la cantidad de flujo que llega al nodo 5
por el arco joesde2ye (5, 6) =—1 en la matriz de incidencia por lo
tanto x (6) e (5,6) <0

0x(j)<0ye(i,j)=1como en el nodo 4, x(5) = —1 es decir por el arco
js pasa un flujo que vaal nodo4 con-1lye (4,5) =1.

La suma de todos los términos de la forma e (i, j) x(j) que son negati-
vos es el negativo de la cantidad de flujo que llega a i.

De esta forma la suma de e (i, j) x(]) sobre todos los arcos j nos da el
total de salidas de i menos el total de llegadas a i.

Esta cantidad es la divergencia del flujo en el nodo i, y se denota y(i), asi
y(i)=2.e(i, j) x(j) =divergencia de x en i
jea
Por ejemplo, de la figura anterior:
En el nodo 3 llegan 4 unidades por j,
salen 2 Je

sale 1 Js
sale 1 Js




Este nodo tiene la particularidad de que:
# total de llegadas = # total de salidas.
Asi y(3)=0 en el nodo 5 se tiene y(5) = -7 esto significa que llegan 7

unidades mas de las que salen y en general se dice que:

+ Un nodo es fuente para el flujo x siy(i) >0
« Un nodo es sumidero para el flujo x si y(i) <0
+ Si el flujo se conserva y(i) =0

Se llama y a la funcién de divergencia (vector) asociada con x, se escribe:

y=Ex=divx
3
11 0 0 0 0 o ol " ]
1 0-1 1 0 0 0 -1 ! 0
y=l 01 1 0 -1 1 0 ol 2],
00 0-1 10 1 of]" 0
00 0 0 0 -1 -1 1 2 7
I I 7]
__4_

En este caso para el flujo de la figura anterior usamos la matriz de inci-

denciay se calcula

asi i, es una fuente, i es sumidero, y el flujo se conserva en i,, i; € i,




El hecho de que las 7 unidades creadas en el nodo fuente i sean las 7
que se destruyen en el sumidero no es un accidente. La intuicion fisica
sugiere, y el dlgebra lo confirma que la cantidad de flujo que se crea en
la fuente es igual a la cantidad que se destruye en el sumidero.

Esto se expresa como el principio de la divergencia total:

Zy(i)=0 paray=divx

ieN
Esto se verifica de la siguiente forma:

2y())=22e (/) x(f) =2 2e (i 1) x(j)

ieN ieN jeA jeA ieN

Pero

Ye(ij)=0 para toda jeA

ieN
Ya que cada columna de la matriz de incidencia contiene exactamente

un 1yun-1ylasumadao0.

Operaciones vectoriales

Dos flujos x y x' se pueden sumar o superponer para producir un flujo
resultante:

«x(f) =x()+x(j) ¥ jea.

Asimismo, un flujo se puede multiplicar por un escalar x'=ax lo que
significa que

x(j)=ax(j) V jea.




¢Que esta sucediendo fisicamente?

Considerando la red del ejemplo 2.4 se tiene:

El flujo x” estd representado en esta red, como una unidad de flujo
pasando desde el nodo 1 hasta el nodo 5 pasando por los nodos 2 y 3.

Figura 2.8
Representacién
del flujo x’

Haciendo la suma se tiene:

x"=x+x"y se tienen 8 unidades en el nodo fuente y llegan 8 unidades
al nodo sumidero. Note que el arco j, es usado por xy x’ pero no por x”.

Figura 2.9
Flujo resultante
dex+x’

El flujo 2x’ podria representar dos unidades moviéndose en el mismo
sentido que x’ de i, > i, > i, > i5, mientras —x’ podria representar una
unidad moviéndose en forma inversa. Trivialmente se tienen las reglas

div (x+x") =diva+diva’
div (Ax)=Adivx




2.5 CIRCULACIONES
Un papel especial lo constituyen los flujos x en una red G tales que:
divx=0

Esto es que x se conserva en cada nodo. Tales flujos se conocen como
circulaciones. La suma y el producto por un escalar de una circulacién
es nuevamente una circulacién. Asi el conjunto de todas las circula-
ciones forma un subespacio de R": el espacio de las circulaciones C,
claramente C es el espacio nulo de la matriz de incidencia E.

Una de las razones de porqué las circulaciones son importantes es que
las discusiones tedricas a menudo pueden simplificarse en términos
de ellas, esto debido a que todo flujo en una red G se puede identificar
como una circulacién de una red mds grande. En el caso del flujo x del
ejemplo 2.4 la idea se ilustra en la figura 2.10.

Formamos de una red G una nueva red G aumentando un nuevo nodo
i' (el nodo de distribucién) y un arco j; ~ (i, i) (un arco de distribucion)
para cada uno de los nodos viejos i. Para esta nueva red los conjuntos
de nodos y arcos se denotan N y A. Para cada flujo x en G le corres-
ponde un flujo x en G definido por:

x(j)=x(j) para todos los arcos viejos

x(j)=y(i) para todos los arcos de distribucién




Figura 2.10
Formacion de una
red circulatoria a
través de agregar un
nodo

Asi x es una circulacién en G. Inversamente, cada circulacion en G
corresponde de esta forma a un flujo en G. También se tiene el caso en
que se tienen identificados un nodo fuente y un nodo sumidero por lo
cual sélo se agrega un arco como se ilustra en la figura siguiente:

Figura 2.11
Formacion de una
red circulatoria a
través de agregar un
arco

El nuevo arco j se conoce como un arco de suministro.

2.6 POTENCIALES Y TENSIONES

Un potencial u en una red G es una funcidn real definida en el con-
junto de los nodos N.

u:N->R




El valor u(z) es llamado el potencial en el nodo i. Con un arco j~ (i, i’)
se asocia la diferencia de potenciales

v(j)=u(i")-u(i) =tensién a través de j

Elsigno de la diferencia depende de la orientacion del arco. Asi se define
la funcidén tensién ven A, y se denomina el diferencial del potencial u.

La tensién v (j) se puede escribir como

v(j)=-2u(i)e(i))

ieN
v=—uE=Au

Un ejemplo de potenciales y tensiones se muestra en la figura 2.11
donde los nimeros en los nodos son los potenciales y los nimeros en

los arcos son las tensiones correspondientes.

Figura 2.12
Potenciales y
tensiones en
una red

En general, llamamos a v un diferencial en G si v=Au para algin
potencial u. El conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo la
suma y la multiplicacién por un escalar, y asi como el espacio de las
circulaciones forma un subespacio de R”, y se llama el espacio de los




diferenciales y se denota por D. De esta forma D es el espacio de los
renglones en la matriz de incidencia E, el rango de la transformacién
lineal u— —uE de RN > R™.

Es natural usar la notacién siguiente de producto punto para elemen-
tos de RY y R™.

u-y=2.u(i) y(i) vex=2v(j) x(j)

ieN jeA
Y se obtiene de esta manera la formula de conversion:
VexX=—u-y si y=divx, v=Au

La validez de esta férmula parte del hecho de que ambos lados se redu-

cen a la expresion:

v(j)=-22u(i) e(ij)

Entonces

vex=—p u(i)e(i,j) x(j)=—uEx=-u-y

ieN, jeA

Una consecuencia inmediata de la féormula de conversién es el hecho
de que

vex=0 paratodos ve D, xeC, ya que:

1. v-x=-u-ycomoy estd asociada a un flujo x que es circula-
cién, entonces y(i) =0 paratodo i, lo que implicaquev-x=0




2. SixeC,veDy C es el espacio nulo de E y D es el espacio
renglén de E por la segunda parte del Teorema Fundamen-
tal de Algebra Lineal que dice:

Dada una matriz de m x n se tiene
N(4)=(r(aN)*
R(AT)=N(a)"

Ademas
N(4a")=(r(4))"
R(4)=(N(4D)*

Y dim (espacio fila) + dim (espacio nulo) =ntimero de columnas.

Entonces C y D son complementos ortogonales, lo que significa que el

producto entre 2 elementos cualesquiera de ellos es igual a cero, ademas:
dimC+dimD= |A |
D=Cl={veRA|vx=0 V xe C}
C=Dl={xeRA|vx=0 \ veD}

Asi como un flujo en G se puede ver como parte de una circulacion de

la red aumentada G, se puede también ver cada potencial en G como
parte de un diferencial en G: como se muestra en la figura siguiente:




Figura 2.13
Diferencial en
una red

Entonces dado cualquier potencial u en G con una tensién asociada v

se define el potencial u en G como:

0 u(i) V ital que i es “nodo viejo”
u(i)=
- u (;) =0 para el nodo de distribucién i
La tension v=Au en G satisface
v(j)=v(j) V j donde j son “arcos viejos”
v(jy)=u(i) para los arcos de distribucidn j;

En términos de dualidad los variables definidas sobre los arcos se con-
vierten en variables definidas sobre los nodos.

La tabla siguiente define un par de sistemas lineales duales.

Primal Dual
Flujos - variables definidas sobre los Potencial - variables definidas sobre
arcos los nodos
divergencias - variables definidas tensién - variables definidas sobre los

sobre los nodos arcos




Los potenciales y las tensiones se pueden sumar o multiplicar por
escalares, dos mismos potenciales pueden tener la misma tensién. En

particular si:

u(i)=u(i) + k donde k es una constante, V i€ N

Considere las redes de la figura 2.14 (a y b). En la figura a se muestran

los flujos y se pide calcular las divergencias. En la figura b se muestran

las potenciales y se pide calcular las tensiones en los arcos.

Figura 2.14 a)
flujos en la red
y b) potenciales
en lared

2.7 FLUJOS OPTIMOS Y POTENCIALES

Para cada arco j € A existe un intervalo c(j) c R y una funcién
fit c( j) - R de tal forma que para cada nodo i€ N existe un intervalo
c¢(i)>R y una funcién f;:c(i) > R. El problema de flujo éptimo es a

grandes rasgos:

min )’ f](x (7)) +2. f:(¥(i)) sobre todos los flujos

jeA ieN
x€R*satisface x(j)ec(j) V jeA

y(i) € c(i) <i€e N donde y=divx




En forma analoga se tiene el problema de potencial éptimo

min 2,g (u(i))+ 2 g(u(j)) ¥ uer"
Que satisfacen

u(i)eD(i) VieNy v(j)eD(j) VjeA

2.8 NOTAS HISTORICAS

El lema de Handshaking aparecié por pri-
mera vez, aunque en forma diferente en un
articulo de Leonhard Euler (1707-1783) titu-
lado Solutio Problematis ad Geometrian Situs
Pertinentis (la solucién de un problema refe-
rido a la geometria de posicion). Este arti-
culo data de 1736 y es ampliamente conocido
como el primer articulo en la teoria de gra-

ficas, donde también da la solucion de los
puentes de Konigsberg.

Aunque las redes eléctricas se han estudiado por

mucho tiempo, la utilidad de los flujos y poten-
ciales de las redes en la modelacién de proble-
mas en economia e investigacién de operaciones
no fue reconocida hasta los afios cincuenta.

El libro de L.R. Ford y D.R. Fulkerson (1962) ha

jugado un papel realmente significativo al esti-

mular el crecimiento y aplicaciones de la teoria




de redes en esas nuevas areas. La notacién y
terminologia en ese libro son naturales para
la gente familiarizada con la programacién
lineal y han sido ampliamente aceptadas en la
Investigacion de Operaciones.

Los términos flujo y divergencia no fueron

usados en teoria de redes antes de Rockafellar

y pueden no estar completamente ligados a la

ingenieria eléctrica debido a otro uso conec-

tado con magnetismo. Sin embargo son simples, naturales y cubren
una necesidad definida. El "nodo de distribucién" en la red aumentada
corresponde a la "tierra" en teoria eléctrica.

Ralph Tyrrell Rockafellar (nacido el 10 de
febrero de 1935) es un matematico estadou-
nidense y uno de los principales eruditos
en teoria de la optimizacién y campos rela-

cionados de analisis y combinatoria.

Es autor de cuatro libros importantes,
incluido el texto histérico Convex Analy-
sis (1970), que ha sido citado mds de 27000
veces segun Google Scholar y sigue siendo

la referencia estdndar sobre el tema, y
Variational Analysis (1998, con Roger JB Wets) por el que los autores
recibieron el premio Frederick W. Lanchester del Instituto de Investi-
gacion de Operaciones y Ciencias de la Gestién (INFORMS). Para redes
tiene este libro: Rockafellar, R. T. (1984). Network Flows and Monotropic
Optimization. Wiley.




Los flujos x que pertenecen al espacio de circu-
laciones C se dice que también satisfacen la Ley
de Corriente de Kirchhoff, mientras que las ten-

siones v en el espacio de diferenciales D satisfa-
cen la Ley de Voltaje de Kirchhoff. El uso de esta
terminologia es en honor al trabajo pionero de G

Gustav Kirchhoff Kirchhoff en 1847.

Estrecho colaborador del quimico Robert Bunsen, aplicé métodos de
analisis espectogréafico (basados en el analisis de la radiacidon emitida
por un cuerpo excitado energéticamente) para determinar la compo-
sicién del Sol.

Una discusién de esas condiciones en la termi-
nologia de topologia combinatoria se encuentra

en Slepian (1968).

Slepian, Paul naci6 el 26 de marzo de 1923 en

Boston, Massachusetts, Estados Unidos. Hijo de
Philip e Ida (Goldstein) Slepian. Paul Slepian

Una discusién de las condiciones de C circulaciones, y D tensiones se
encuentra en la terminologia de topologia combinatoria de Slepian
(1968).

El hecho de que Cy D son ortogonales es también conocido como el

Teorema de Tellegen.




2.9 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dibuje una red cuya matriz de incidencia sea como sigue:

2. Determine las matrices de incidencia y de adyacencia de la red
que se muestra en la figura 1.

Figura 1

3. Lafigura?2indica un cierto flujo x. Determine la divergencia y = divx,
asi como los nodos fuentes y los nodos sumideros con respecto a

este flujo.

‘ m e @ Figura 2




4. Sea x un flujo en una red G con la propiedad de que x se conserva
en todos los nodos excepto en un par de nodos sy s'. Demuestre
que y=divx satisface y(s) = y(s'), y de una interpretacion fisica de

esta relacion.

5. Losvalores que se muestran en la figura 3 definen una ciertaye R".
¢Existe un flujo x tal que divx=y?

Figura 3




CAPITULO

Trayectorias y cortes

3.1 INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es describir dos conceptos duales asocia-
dos con nodos y arcos: la trayectoria y el corte; asi como el resultado
central que los relaciona: el teorema de la red pintada y su equivalen-
cia, el lema de Minty.

Definicion 3.1

En una red G se dice que P es una trayectoria, si consiste en una suce- I
sion finita de la forma:

los Jus Tas Jos s Js Ly
Donde r>0 y cada i, es un nodo mientras que j; es un arco tal que I

Jk~ (ik—p ik) 0 Jx~ (ik’ ik—l)

Los nodos i, e i, reciben el nombre de nodos inicial y final de la tra-

yectoria, respectivamente. Si i, =1, se dice que P es un circuito.




Un arco j, en una trayectoria P se dice que se recorre positivamente
(negativamente) si jy ~ (i —1,ix) (siji~ (ix ix_1))- Sitodos los arcos de P

se recorren positivamente, se dice que P es una trayectoria o circuito

positivo. De manera semejante P es una trayectoria o circuito negativo

si todos sus arcos se recorren negativamente.

Si G es una digréfica, la trayectoria P se puede denotar como:
Piig—>i,~>1,~>1,

Pues a cada arco le corresponde un par de nodos en forma tnica.

Ejemplo 3.1

En la figura 3.1 se muestran un circuito y una trayectoria como se des-
criben a continuacidn, el circuito estd indicado con linea gruesa y la

trayectoria con linea punteada.

a) Uncircuitoes:1,7J;,2,7J,,3,J,, 10bien P:15>2->3->1
b) Una trayectoria 2, J;, 5, Jo, 30 bien P:2—>5-3

Figura 3.1 Circuito
y trayectoria

Una trayectoria P puede recorrer mas de una vez un arco, si esto sucede
se dice que P tiene multiplicidades o que es una trayectoria con multi-

plicidades.




Una trayectoria elemental o simple es aquella en donde cada arco y

nodo se recorren una sola vez.
Sea P una trayectoria sin multiplicidades. Denotaremos por: P* el con-
junto de arcos que se recorren positivamente y por P~ el conjunto de

arcos que se recorren negativamente.

Se define la funcién de incidencia de la trayectoria elemental P como:

+1 si  jeP"
e(/)=e(jp)=9 -1 si jeP”
0 si jgP

Note que esta funciéon ademas de indicar la orientacién en el arco puede
interpretarse como un flujo “unitario” en la red para el ejemplo 3.1

a) e,=[1,1,1,0,0,0,0,0,0]
b) e,=[0,0,0,0,1,1,0,0,0]

Dada la siguiente red en la figura 3.2

a) ¢Existe una trayectoria positiva del nodo 5 al 2?
b) ¢Existe un circuito positivo que contenga al arco J?

Figura 3.2 Red
con trayectorias y
circuitos positivos




Conectividad

Una red G se dice conexa si para cada par de nodos distintos s y s*
existe una trayectoria P:s—>s', esto es, una trayectoria P que tiene

como nodo inicial s y como nodo final s'.

Si G no es conexa podemos particionarla en k redes G; (Ni, Ai) i=1,
2,-, kdonde los subconjuntos de nodos N; forman una particién de N
y son tales que dos nodos s y s* pertenecen al mismo conjunto Ni siy
solo si existe una trayectoria P:s—s' o bien s=s".

Los subconjuntos de arcos A;, se definen como los arcos cuyos extre-
mos pertenecen a N; y también forman una particién de A.

Una red fuertemente conexa es aquella para la cual existe una trayec-

toria positiva p:s— s' para cada par de nodos distintos s y s.

Ejemplo 3.3

En la figura 3.3 se muestra una red conexa

Figura 3.3
Red conexa

Una red fuertemente conexa se muestra en la figura 3.4




Figura 3.4 Red
fuertemente
conexa

3.2 EL PROBLEMA DE DETERMINAR
UNA TRAYECTORIA

Un aspecto basico de la definicién de conexidad de una red es la exis-
tencia de trayectorias de un nodo a otro con el propdsito de analizar
este problema, que se repetird continuamente, diremos que los arcos
pueden recorrerse de acuerdo con las siguientes reglas:

a) Arcos que se recorren en cualquier sentido (verdes)

b) Arcos que unicamente se recorren en el sentido del arco
(blancos)

c) Arcosqueunicamente se recorren en sentido inverso (negros)

d) Arcos que no pueden recorrerse (rojos)

Para el ejemplo 3.2 dado el siguiente coloreado

Figura 3.5 Red
coloreada

Encuentre una trayectoria del nodo 5 al nodo 2 y otra del nodo 1 al nodo 6.




Problema de la trayectoria pintada

Sea Gunaredy N'y N~ conjuntos ajenos de nodos. Suponga que hemos
efectuado un pintado de la red (colores: verde, blanco, negro y rojo).

Determine una trayectoria P:N"—>N"; esto es, una trayectoria que
parte de N* y termina en N~ tal que cada arco de P* es verde o blanco y
cada arco de P~ es verde o negro.

Una trayectoria P con las propiedades anteriores se dice compatible
con la coloracién o bien el problema anterior equivale a encontrar

una trayectoria compatible de N* a N~

Ejemplo 3.4

En la siguiente red encuentre una trayectoria compatible con la colo-
racionde N* a N~

Figura 3.6
Trayectoria
compatible con
la coloracién

Se propone la siguiente trayectoria P:1—>2—>4-6.

Es importante hacer notar que en el pintado cada arco de la red tiene
exactamente uno de los colores que se han dado, aunque puede haber
un color no usado. Por ejemplo, para probar conexidad todos los arcos
se pintan de verde, mientras que para probar que una red es fuertemente

conexa se pintarian de blanco o negro como se verd mas adelante.




Cortes

Un concepto dual a una trayectoria es el concepto de corte o cortadura
que podemos formularlo como sigue:

Sean Sy S’ dos subconjuntos de nodos de una red G y se definen los
conjuntos de arcos:

s, sT*={jea|j~(i,i")ies, i'’es’}

s, s ={jeAl|j~(i"i)ies, i'es’}

El caso m4s usual es que S'=N\S, es decir que S’ es el complemento
de SenN.

En este caso se dice que un conjunto de la forma [S , N \S] es un corte
Q=[S, N\S] tal que:

Q'=[s, N\s]" y @7=[s, N\s]"
O también

Q*={jealj~(, i) ies i'es’}

Q={jeA|j~(i’i).ies, i'es’}

La palabra corte para Q proviene de la idea de que cualquier trayec-
toria P con nodo inicial en S y nodo terminal en N\S debe, al menos
en una etapa, atravesar uno de los arcos en Q, al borrar arcos en Q se
cortaria tal trayectoria. El hecho de que P debe usar un arco de Q se
establece formalmente de la siguiente manera:




Sea i el primero de los nodos en P que no esta en S, tal nodo existe ya
que Pvade Sa N\S. El arco de Pinmediatamente anterior i, llamadoj,
que une al nodo de S con un nodo de N\S, y pertenece a Q, entonces
jEP'nQ 0jeP nQ”

Por ejemplo, en la red de la figura 3.6.
Q={s. N\s} i s={1,2,3}

Q*=1{(24), (2.5), (3.,5)} 0=¢

Ejemplo 3.5

Se considera la red de la figura 3.7 con la siguiente coloracién:

Figura 3.7
Red con
corte

Seael corte Q=[S, N\S] si S= {2,5}
Q"={(2.4). (2.3). (5.4)}
0 ={12). (35). (6.5)}

Ejemplo 3.6

En la red del ejemplo 3.5 especifique el corte Q considerando que los
elementos de Q" sean blancos o verdes y los de Q~ sean negros o verdes.




Sea S:{Z, 5} con Q=[S, N\S§]

Figura 3.8
Red con corte
pintado

La funcién de incidencia del corte Q se define como:

1 sijeQ”
ep= §—1 sijeQ” esE=¢e,
0 en otro caso

Es interesante observar que e,, como una funcién en el conjunto de
los arcos, se puede considerar como un diferencial; sin embargo, esta

es la tensidn correspondiente al negativo del potencial

. 1 siieS
es(l)_ 0 sii¢S$

Donde S es tal que Q =[S, N\S].
En general, e, =Au con

1 si ieN\S
0 siieS

u(i) =




Ejemplo 3.7

Sea la red de la figura 3.9, con el corte que se describe y la notacién
para el corte como se muestra a continuacion.

Figura 3.9
Red con
corte

Sea  Q=[S,N\S]con S:{l, 2, 3}
{(2.4). (2.5)}
{.3)}

e,=[0,0,0,1,1,-1,0,0, 0]

Q+

o-

Un corte se dice elemental si al quitar estos arcos de la red, el nimero

de componentes de la red aumenta en uno.

3.3 ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO

Se usa para determinar una solucién al problema de las trayectorias
compatibles con una coloracién dada o bien un corte.

La idea del algoritmo es combinar un conjunto de nodos Sc N y una
funcién ©:S\N*—> A que recibe el nombre de enrutamiento (o ®-en-




rutamiento) de S con base en N* tal que etiqueta cada nodo ie S\N™,
con un arco j € A, dicha etiqueta servira para representar las trayecto-
rias construidas.

a) ParacadaieS\N", ©(i)esun arco que une i con algin nodo de S
b) Se generala sucesién i,, ©(1i,), i;, © (1), , i, ©(i}), donde i, es el
nodo final del arco © (i,_,) y eventualmente se llegaa N~

Algoritmo de enrutamiento

Propésito: Determinar una trayectoriade N a N~ compatible con una
coloracién dada.

Descripcion
Pasol  Sean S=N'y S’=N" el enrutamiento vacio.
Paso2  Determine el corte Q = [S , N \S]
2.1 Siexiste je Q" verde o blanco osije Q™ es verde
onegroira3

2.2 Sino existe j terminar. No hay solucién al problema

Paso3  Sea @(i) =j con i¢ S hacer S: = SU{i} (enrutamiento com-
patible con la coloracion)

3.1 Siie N terminar. © contiene una trayectoria
compatible P:N*—> N~
3.2 Sii¢g N setieneSnS =¢ira2




Ejemplo 3.8

Dadalared con N*= {s} yN = {s'} encontrar una trayectoria compati-

ble con el pintado

Figura 3.10 Una red con
trayectoria compatible

El nodo i, se aumenta a S en la k-ésima iteraciéon

Pis>i,>i,<i,<i,<s

Ejemplo 3.9

Determine si existe una trayectoria P: N*— N~ en la siguiente red con
N'= {1}, N = e}

Figura 3.11
Red con
pintado

Definimos un corte que solo contenga al nodo 1, nos fijamos en sus
arcos, si el arco que va al nodo 2 es blanco extendemos s a ese nodo,




lo mismo para el nodo 3, el conjunto de estados alcanzables es 2, 3. Se
define otro corte que abarca a los nodos 1, 2, 3 y se vuelve a empezar.

Ejemplo 3.10

Dada la siguiente red en la figura 3.12, encuentre una trayectoria com-
patible con la coloraciéon o un corte.

Paso1  Comenzamos con S,=N"= {il} y © vacio.
Paso2 Q,= {jl, J2» jg}; J1» J2» J3 SOn compatibles con el pintado.

Paso3  Sea
© (iz) =1
© (is) =Ja
C) (i4) =Js
Sy =Sq Uiy i i} = {iy, 1, iy 14}
S;NN™=¢, ir al paso 2.
Paso 2
Iteracidn 1
Q,= {ju Js+ J72 Jo» J10 jll}; J» J5 son compatibles
con el pintado.

Paso3  Sea® (i7) =7,
© (is) =Js
S,=S, U {is, i,} = {in, 1, sy 1y is, 1,
S,NN"=¢, ir al paso 2.

Paso 2
Iteracion 2

Qs= {j9’ le’ j11’ j13’ j14’ j17’ jls}-




Figura 3.12 Red
con un corte
compatible

No existen arcos compatibles con la coloracidn. Por lo cual no existe
solucidn al problema.

NOTA: El pintado es:
Color Arco
Verde J1r J3 Jar J12s J1s0 Jma
Blanco Jor Jas J1s J1a
Negro J2r 5 Jor J7» Ja2 J16 J1s2 J2o
Rojo J100 J17 J19-

Dualidad de trayectorias y cortes

El problema complementario al de encontrar una trayectoria compa-
tible con una coloracién dada es el corte compatible. Se dice que el
corte Q separa N* de N si es de la forma [S, N\S], para algin Sc N,
tal que N'cSy N"nS=¢. Se denotard Q con N* V' N™.

Problema del corte coloreado (o pintado). Sean N* y N cN tales

que N*nN™=¢. Sea una coloracién en la red G con los colores verde,
blanco, negro y rojo.




El problema es determinar un corte Q: N | N tal que todo arco de Q*
sea rojo o negro mientras que todo arco de Q™ sea rojo o blanco.

Un corte que cumple las restricciones de color se dice compatible con
la coloracién y si ademds separa N* de N~ constituye la solucién al
problema del corte coloreado. Observe la dualidad entre las restric-
ciones de color para trayectorias y cortes.

Teorema (de la red coloreada). Sean N'c Ny N c N, talesque N'n N~
= ¢ Entonces, para toda coloracidn de la red G con los colores verde,
blanco, negro y rojo, una y solo una de las siguientes afirmaciones es
valida.

a) El problema de la trayectoria coloreada tiene solucién P.
b) El problema del corte coloreado tiene solucién Q.

Demostracion

Sea G una red coloreaday N'c Ny N'n N™= ¢. Aplique el algoritmo de
enrutamiento, entonces el algoritmo tiene 2 terminaciones posibles y
excluyentes, si termina en el paso 2 se ha construido un corte Q com-
patible con la coloracidn, la existencia de este corte garantiza la no
existencia de una trayectoria compatible; o bien, en el paso 3, donde
se obtiene una trayectoria coloreada P la que a su vez excluye la posi-
bilidad de encontrar un corte Q compatible con la coloracién

Existe otro resultado fuertemente relacionado con el teorema de la
red coloreada. Este resultado es el lema de Minty que utiliza el con-
cepto de corte elemental paralelo al de trayectoria elemental.




Lema de Minty

Considere una red G con pintado de arcos verde, blanco, negro o rojo.
Dado cualquier arco j" blanco o negro uno y solo uno de los siguientes
postulados es cierto:

c) Existe un corte Q (elemental) compatible con la coloracién
que usaj’.
d) Existe un circuito (elemental) compatible con la coloraciéon

que usa j’.

Demostracion

Sea j=(i,, i,) un arco blanco o negro, si j es blanco considere N*= {iz}
yN™= {il}. Si j es negro considere N*= {il} yN = {iz}.

Apliquemos el algoritmo del enrutamiento para encontrar una trayec-
toriade N*aN~

Observe que el arco j siempre pertenece al corte Q del paso 2 del algo-
ritmo, pero debido a su coloracién y la forma de seleccion de N* y N~
entonces j no es compatible con la coloracion.

Ahora el algoritmo solo tiene dos terminaciones excluyentes en el
paso 2: que es el determinar un corte que contendria a j o bien en el
paso 3 al encontrar una trayectoria de N* a N~ que no contiene ajy
como j es compatible con una trayectoria de N~ a N* por su forma de

seleccidn se forma un circuito.

Proposicion

El teorema de la red coloreada y el lema de Minty son equivalentes.




Demostracion

Use Minty para probar el teorema.

Ya vimos que se demuestra el lema de Minty usando el teorema de la
red coloreada, para demostrar que son equivalentes basta demostrar
el teorema de la red coloreada usando el lema de Minty.

Entonces procedemos a demostrar el teorema de la red coloreada.

Demostracion

Sea G una red coloreada con los cuatro colores de costumbre y sean
N*, N~ dos subconjuntos ajenos del conjunto N de nodos de la red.
Sea G’ una red construida agregando a G el arco j'~ (s, s) y los arcos
(s, i) paratodo ie N* y (k, s’) para toda ke N~ como se muestra en la

figura siguiente:

Figura 3.13
Demostracion
del lema de
Minty

Se colorean todos los nuevos arcos de blanco. La aplicacidn del lema
de Minty para el arco j’ lleva dos posibilidades:

i) Existe un circuito elemental P compatible con la coloracién que
contiene al arco j’. Puesto que j’ es blanco, este circuito debe ser de
laforma P:s’,j', s, j1, i, jo, k. j5, s en donde j, ~ (s, i) con i € N*, j, ~
(i, k) yjs~(k, s") con ke N~y P’ es una trayectoria de i a k compa-




tible con la coloracién. Con esto se establece una correspondencia
biunivoca de los circuitos P’ con estas caracteristicas y las trayecto-
riasP:i—>kconie N', ke N~ de donde se deriva la primera condi-
cion del teorema de la trayectoria coloreada.

ii) Existe un corte elemental Q compatible con la coloracién que
. ./ . ’

contiene el arco j’ En este caso Q no puede contener ningin arco

nuevo distinto de j’ puesto que, siendo estos blancos, no satisfarian

las restricciones de color (nétese que j€ Q).

De aqui que los demds arcos de Q son arcos de la red original Gy por
tanto constituyen un corte compatible con la coloracion en ella. De
nuevo, esta correspondencia de cortes es biunivoca por lo que se
deriva la segunda alternativa del teorema de la red coloreada.

Conviene sefialar que el lema de Minty en términos algebraicos es
equivalente al lema de Farkas; que no es otra cosa que un resultado de

separacion de dos conjuntos convexos (poliedros).

Determine si el arco j~ (4, 5) pertenece a un circuito elemental com-
patible o a un corte elemental compatible con la coloracién definida

en la red de la figura siguiente:

Figura 3.14
Red donde se
aplica lema de
Minty




Solucidn

Para verificar si este arco pertenece a un circuito o corte elementales
compatibles con la coloracién se utilizard el algoritmo de Minty. Es

decir, se resuelve el problema de la trayectoria coloreada de N*= {i4}
aN™= {is}

Utilizando el algoritmo de enrutamiento se obtiene la trayectoria com-

patible de i, a i
P:4-52«1->5

Esta trayectoria P junto con el arco j, forman un circuito elemental.

Determine si el arco jg pertenece a un circuito elemental compatible
o a un corte elemental compatible con la coloracién dada en la red de
la figura siguiente:

Figura 3.15 Red
donde se aplica
lema de Minty

Solucién

Aplicando el algoritmo de enrutamiento se determina Q=[S, N\S]
donde S = {i4, Iy, is} que contiene a j, y es compatible con la coloracién.




3.4 APLICACIONES A CONEXIDAD

El algoritmo de la red pintada proporciona un medio eficiente para
probar cudndo una red es conexa y si no lo es nos sirve para determi-

nar sus componentes.

Seleccione un nodo arbitrario s y aplique el algoritmo con N*= {s} y
N™=¢ ytodos los arcos pintados de verde. En la terminacién habrd un
enrutamiento maximo con base s (con notacién {s}) correspondiente
a cierto conjunto S que contiene a s. De la naturaleza del pintado, es
claro que S consiste en todos los nodos alcanzables por trayectorias
que empiezan en s y describe un sistema particular de trayectorias
que completan la tarea. Si S=N, G estd conectada. Si no, entonces los
nodos en S, junto con los arcos incidentes a ellos forman la compo-
nente de G conteniendo a s.

Para determinar otra componente seleccione cualquier nodo que no
estd en S y repita el procedimiento. Después de una sucesion finita de
tales calculos todas las componentes se identificaran.

La prueba para una red fuertemente conexa necesita el doble del
esfuerzo. Aplicando el algoritmo como se hizo antes, y comenzando
desde un nodo arbitrariamente seleccionado s, pero con los arcos pin-
tados de blanco. Esto nos da un enrutamiento maximo compatible con
la coloracién ©,, asociado con un conjunto de nodos S,,. Repetimos la
aplicacion con los arcos todos blancos, obteniendo ©, y Sy,.

Obviamente, los nodos en S,, (fuera de s) son aquellos que pueden alcan-
zarse por una trayectoria positiva desde s, mientras aquellos en S, son
los que pueden llegar a s a través de una trayectoria positiva. Entonces
el conjunto S=S,,N S, estd compuesto por todos los nodos fuertemente




conectados a s. Si S=N, G es fuertemente conectada. Si no, S suminis-
tra una componente fuerte que contiene a s (como podemos ver en la
figura siguiente).

/

54— >
O

/ Figura 3.16

A — Prueba de
conexidad en
una red

0,
, -
) ()

\

En el caso de una red en una ciudad se pueden pintar las calles de
doble sentido de verde, todas las de un sentido de blanco, y todas las
que estén cerradas por reparaciones de rojo. ;Sera posible ir de un
nodo a cualquier otro nodo?




La teoria de graficas y redes ha sufrido de una falta de estandariza-
cion en cuanto a su terminologia, diferentes autores usan diferentes
palabras para el mismo concepto, o una misma palabra en diferente

sentido. En parte, esto se debe a que hay muchas areas de aplicacién.

En el caso de las “trayectorias” como las que se exponen aqui es difi-
cil encontrar dos textos que estén de acuerdo, lo mismo sucede con
cortes. La terminologia usada aqui es acorde con el teorema de la red
coloreada y el lema de Minty (1960), aunque Minty solo uso tres colo-
res, él no admiti6 la categoria de usar negro, solo se refiere al sentido
inverso de los arcos blancos. Sin embargo, esto no provoca ningin
problema al usar arcos negros. Enrutamiento se usa por otros autores

como arcos con raiz o arborescencias, que veremos mas adelante.

196 G. J. Minty

disjoint sets of branches connecting W to the other components; these sets are casily
seen to be co-cycles in which the notion of ‘similarly directed’ is the same as i;
U(W). If, on the other hand, deletion of U(W) splits W into several components
Wt ..., Wm then U(W)is the union of the disjoint sets U(W?), ..., U(W™), in whic}
the notion of ‘similarly directed’ is the same as in U(W). By the preceding remark
each of these co-boundaries can be decomposed into co-cycles, and in general we
have:

LEMMA 3:1. For any set W of nodes of a network: If U(W) is non-empty, it can b
partitioned into disjoint co-cycles, in each of which the notion of * similarly directed’ i
the same as in U(W). A co-cycle can be characterized as a minimal non-empty co
boundary.

A skeleton is a maximal set of branches containing no cycle, and a co-skeleton is &

maximal set of branches containing no co-cycle. Clearly a skeleton contains at
least one branch of each co-cycle, and a co-skeleton contains at least one branch of
each cycle, so that their complements contain no co-cycle and no cycle, respectively

ThHeOREM 3-1. Let N be a network whose branches are partitioned into three sets
(or coloured with three colours) A, B, and C, and let one branch of the set B be distin-
guished and called b. Then there exists one (but not both) of the following: (i) a cycle,
containing b but no element of C, in which all elements of B are similarly directed, or
(12) a co-cycle, containing b but no element of A, in which all elements of B are
similarly directed.

O
=



3.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. (Opcién multiple). En las siguientes preguntas seleccione una
opcién y justifique su respuesta. Sea G (N, A) una red, N* y N~dos
subconjuntos de nodos no vacios y disjuntos. Dada una coloracién
con los colores verde, blanco, negro y rojo con j'~ (i, i') un arco
blanco con i, i’ fuerade N* y N~ entonces

a) Siempre existe una trayectoria de N* a N~ compatible con
la coloracién que usa j’

b) Siempre existe un corte Q compatible con la coloracién que
usa;j’

c) j'siempre forma parte de un circuito compatible con la colo-
raciéon

d) Ninguna de los anteriores es correcto

2. (Opcién multiple). Sea G = (N, A) una digréfica, el rango de la matriz
de incidencia o nimero de renglones o columnas linealmente inde-
pendientes es

2 =4

b) Siempre igual a |N| -1
c) < |N |

d =|n|

e) Ninguna de las anteriores

3. (Opcién multiple). Considere la condicién e,v =0 donde P es un cir-

cuito y v es un vector

a) Silacondicién se cumple, entonces v=0
b) La condicién se cumple para todo P siy solo si P es una cir-

culacién




c) Silacondicién se cumple, v es un diferencial siy solo si P es
una circulacién

d) Lacondicion implica que v es un diferencial

e) Ninguna de las anteriores.

4. (Algoritmo de enrutamiento) Aplique el algoritmo de enrutamiento
a la red siguiente y encuentre una trayectoria compatible con la
coloracion o un corte.




CAPITULO

EL problema de flujo
maximo-corte minimo

4.1 INTRODUCCION

En muchos problemas de redes se involucran flujos que tienen ciertas
restricciones en al menos uno de los arcos, también se pueden tener
restricciones en las divergencias permitidas en los nodos. El propé- 4
sito de este capitulo es introducir los conceptos necesarios para resol-
ver estos problemas, analizar el problema cldsico de flujo méximo y
su problema dual, el corte minimo, asi como sus correspondientes
métodos de solucion. Estos métodos de solucidn son el coloreado de
la red y el de etiquetas. De este modelo se desprende el problema de
distribucién factible, en donde se supone de antemano una oferta y
una demanda, las cuales se tienen que cumplir para lo que se usan los

algoritmos de distribucién factible y de rectificacion de flujo. I

4.2 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE DIVERGENCIA

El problema de flujo maximo fue resuelto en 1986 por R. L. Ford y R.D.
Fulkerson, que de hecho fueron los iniciadores de la era de flujo en
redes independientes de redes eléctricas.




Intervalos de capacidad

El flujo en un arco j de una red varia en un intervalo cerrado ¢ (j), deno-
minado intervalo de capacidad de j. Dicho intervalo se denota por:

c(7)=[c7(), <" ()]
Donde ¢ (j) es la minima capacidad y ¢*(j) es la méxima.

La Unica restriccion es que ¢ (j) sea un intervalo no-vacio. En particu-

lar ¢*(j) puede ser + oo y ¢*(j) puede ser — oo.
Un flujo se dice factible six(j) ec(j) V jeA.
Algunos ejemplos de intervalos de capacidad son:

1. c(j)=[—c, c] con 0<c< + oo; el flujo x puede usar el arco j en
ambas direcciones, pero el flujo debe satisfacer |x( 7) | <c.

2. ¢(j)= [O, c] con 0<c< + co como en el ejemplo anterior, pero el
arco solo puede usarse en direccidn positiva.

3. ¢(j)= [O, o0 ) el arco solo puede usarse en direccién positiva, pero
no hay una cota superior en el flujo.

4. ¢(j)=(-o0,+ 00) aqui no hay ninguna restriccién de flujo en el
arco j.

5. ¢(j)=|c, ¢] con — oo <c< +00; aqui hay un requerimiento exacto,
x(j)=c

Una consecuencia directa de que los flujos en los arcos estén acotados
es que se restringe el flujo que puede pasar a través de un corte. Espe-
cificamente, el flujo x a través de un corte Q se define como:




eqx=2,%(f)-2x(j) (4.1)

jeQ* jeQ~
Donde e, es la funcién de incidencia para Q. Este se puede interpretar
como la cantidad neta de material que fluye a través de Q en la direc-
cién de la orientacién de Q. Para reforzar esta interpretacion escriba
Q= [S , N \S] para el conjunto de nodos S, se define la divergencia de x
desde S como:

y(8)=2y(0) (4.2)

ieS
Esta cantidad representa la cantidad neta de material originada en S

(esto es, la cantidad total de la fuente menos la cantidad total del sumi-
dero). Estas cantidades (4.1) y (4.2) se relacionan a través del principio

de divergencia.

Principio fundamental de divergencia

Seaxun flujo enlared Gyseael corte Q= [S, N\S]. Entonces y(S) = eyx
[Divergencia de x desde S] = [ﬂujo de x a través del corte Q]

Demostracion

Usando las definiciones de y=divxy de ¢, se tiene:

y(8)=2y(0)=22.e (i, j) x(j) = 2 2e (i) x(j) =

ieS ieS jeA jeA ieS
=2, 2e (i) x(j)+ 20 2e (i) x(j)=
jeQt ies jeQ™ ieS

= 2.x(1) —2x() = eqx

jeQ* jeQ”




Nota: La regla de divergencia total donde y(N)=0 es un caso parti-
cular del principio de divergencia ya que si S=N entonces Q=¢ y de
aqui se concluye el resultado.
En un corte Q se observa:
c(f)=x(j)=c+(j) jeQ’
—c'(f)= =x(j)= =< °(j) jeQ

y sumando se tiene:

2. ()= 222 (j) = 2 (j)

Te())<-2x(i)< -2 ()
e ()-Se ()= Sx () -Zx () = Z () -Se ()
jeQ* jeQ~ jeQ* JjeQ~™ JjeQ~™ JjeQ~™

C'(Q) < flujo a través del corte Q < C*(Q)

Estas son las capacidades inferior y superior del corte, el intervalo de
capacidad asociado con Q es ¢(Q) =[c¢™(Q), ¢*(Q)]

Ejemplo 4.1

Dada la red de la figura 4.1 se observa el corte y se calcula la divergen-
cia en los nodos de S asi como el flujo a través del corte.




Figura 4.1 Red
con corte Q

Con y(1)=7,y(2)=4,y(3)=-6,y(4)=3,y(5)=-8
Sea S= {l, 2, 4}, entonces Q={j4,j5,j2,j8, ]'7}

Se puede observar que la divergencia de x desde S: y(S)=7+4+3=14
Y el flujo x a través de Q

Q+:{J4a ]5’ 18}=4—3+9210
Q={l1}=-2-2=-4
eoX = Q"-Q= 10—(—4) =14, son iguales, por (4.1).

Ejemplo 4.2

Dada la red de la figura 4.2 con divergencias en los nodos marcadas
con [.] y el flujo en los arcos con el corte que se describe, verifique el

principio fundamental de divergencia.




Figura 4.2 Red
con corte, flujos y
divergencias

0={(1.3), (2.4). 3.2}

‘ Nodo i 1 2 3 4 5 6

‘ y(i) 4 1 0 0 0 -5
Q*={(1.3), (24)} 0={(2)}
Q*=flujo={2+2} Q =flujo={-1}
Q'-Q={2+2)-(-1)}=5

y(S) =5=¢eyX

Verifique el principio fundamental de divergencia en la siguiente red:

Figura 4.3
Red con
corte




Nodo i 1 2 3 4 5 6 7

s=11,2,4} Q=174 T5 75 T, T} y(S)=2=epx
Q+: {]2’ Jss ]s}

Q= {14’ J7}

4.3 Problema de flujo maximo en una red

Sea G una red con intervalos de capacidad, y sean N* y N~ conjuntos
de nodos disjuntos de G. Sea también cualquier flujo x que se conserva
en todos los nodos que no pertenecen a N* 6 N, en otras palabras,
tal que tienen y(i)=0 V ie (N'UN~) y donde y=divx. Por la regla de
divergencia total se tiene que:

0=>" y(i)=>1 y())+> y(i)

ieN ieN*t iEN~
lo que implica

y(N*)=-y(N")

Esta tltima cantidad recibe el nombre de flujode xde N*a N~




Problema de flujo maximo

El problema de flujo maximo queda entonces definido de la siguiente

manera:

El problema consiste en maximizar el flujo de N* a N~ sobre todos los
flujos x tales que y(i)=0 para todas las i¢ N'UN~ factibles con res-
pecto a las capacidades.

Se supondra la existencia de al menos un flujo que satisfaga todas las

restricciones de capacidad y conservacion.

La minima cota superior del conjunto de flujos factibles de N* a N~
se denomina el supremo en el problema de flujo méximo. El supremo
puede ser infinito, un flujo cuyo valor es igual al supremo se dice solu-

cién al problema de flujo maximo.

Una formulacién del problema en términos de programacion lineal

equivale a

maxz:Z Z e(i,j)x(j)

ieNt jeA
sujeto a
e (i, j) x ( j) =0 igN'UN~ (restricciones de conservacion)
jeA
c(f)=x(j)=c*(j) jeA (restricciones de capacidad)

Para resolver este problema se introduce el concepto dual de corte
minimo que serd utilizado como herramienta de optimizacién. Como




se habia mencionado anteriormente, todas las trayectoriasde N* a N~
utilizan algtn arco de cualquier corte Q:N'V N~, de este modo los
cortes constituyen “cuellos de botella” para el valor del flujo de N* a
N~. Es decir:

Proposicion 4.1

Sea xun flujo que satisface las restricciones del problemaysea Q:N* V' N

un corte que separa N de N~ entonces

flujo de x de N*a N~ < C*(Q)

Demostracion

Puesto que Q es un corte que separa N* de N~ entonces es de la forma
[S, N\S] con N'c Sy SNN™=¢, Ademéas como x se conserva en todos
los nodos excepto los de N'UN", se tiene que y(i)=0 para ie S\N",
por tanto y(N*)=y(S), pues y(i) =0 para toda ie S\N*. Asimismo,
por el principio de divergencia y(S)=e,x<C*(Q) lo que demuestran

la proposicion.

Problema de corte minimo
Minimizar C*(Q) sobre todos los cortes Q:N*{ N~

Una consecuencia inmediata, de la proposicion anterior estd dada por:

Supremo en problemas Minimo en problemas
de corte minimo

IN

de flujo maximo




La relaciéon mds importante entre los dos problemas es el hecho de
que la igualdad se cumple en los dptimos. Para probar este resultado
es necesario definir los conceptos de trayectoria aumentante de flujo
y trayectoria de capacidad ilimitada.

Definicion 4.1

Una trayectoria P: N'— N~ es aumentante para el flujo x
Si x(j)<c™(j) V jeP*

y x(j)>c (j) vV jeP”

Claramente, el flujo x puede mejorarse a través de una trayectoria

aumentante. En efecto, puede garantizarse la existencia de un nimero

o >0 tal que:
x(j)+a jeP?
“()=x()rae()=) (-« jer
x(j) jePtuP”

Es importante notar que el flujo x’ construido de esta manera cumple
con todas las restricciones del problema para todos los valores de o
que cumplan

azc(j)-x()) vjept

a<x(j)-c(j) vV jep”

Ya que con esto ¢ (j) <x(j) <c*(j), paratodaje A, ademés

divx'=divx+adive,(i)




Pero

dive,(i)=1 si ieN*

div ep(i) =-1 si ieN”
dive,(i)=0 si i¢gN"UN~
oa>0

Esto implica que x’ se conserva en todos los nodos fuera de N'UN™ y
también que:

[flujo x” de N*a N™| =[flujo x de N*a N |+«
De aqui que x’sea mejor que x.

Al valor méximo del niumero a se le llama capacidad incremental de la

trayectoria P. Se dice que una trayectoria P:N*—> N~ tiene capacidad
ilimitada si su capacidad incremental no es finita; es decir, si:

c*(j)=+ o0 vV jep*

c‘(j):—oo V jeP”

Ejemplo 4.3

En la figura 4.4 se muestran trayectorias aumentantes, con capacida-
des incrementales 3,5 y 1 respectivamente:

a) Flujo inicial

Figura4.4 a

@ 3 /I\ 6 /I\ 6 @ 'Re.d‘conﬂujo
Yo (398 2/ (0,9) NV (0,10) 4 inicial en

arcos




Flujo actualizado: o = min{8 -3,9-6,10 —6} =3
. 6 /AN 9 /AN 9 .
" Y NV '
b) Flujo inicial

Ot Ot D@
(1,5 2/ (38 2/ (09

Flujo actualizado: a = min {4—( -1),8-(-3), 5—0} =5

@ 4-5=-1 @ 8-5=3 @ 5-5=0 @

c) Flujo inicial

ORI G W ( Wy
Y 03 2 03 & 03 X (03 5

Flujo actualizado: o = min{S -2,2-0,1-0,3 —l} =1

=———————

La siguiente es una trayectoria no aumentante
OO OO0
vV 08 2 (33 2 @410 A (010 3

Ya que se tiene o =0 en el segundo arco.

Figura 4.4b
Red con flujo
actualizado
aumentando 3
unidades

Figura 4.4c
Red con flujo
inicial en
arcos

Figura 4.4d
Red con flujo
actualizado
iguala 5

Figura 4.4e
Red con flujo
inicial

Figura 4.4f
Red con flujo
actualizado
igualal

Figura 4.4g
Red con
trayectoria no
aumentante




Teorema de flujo mdximo-corte minimo
(Ford y Fulkerson)

Suponga que existe al menos un flujo x que satisface todas las restric-
ciones del problema, entonces:

Supremo en problemas Minimo en problemas
de flujo mdximo de corte minimo

Demostracion

La demostracion de este teorema es constructiva por lo cual consti-
tuye un algoritmo para resolver ambos problemas. En vista del resul-
tado que afirma que el supremo en el problema de flujo maximo es
menor o igual que el minimo en el problema del corte minimo, basta

exhibir un flujo x y un corte Q tales que:
[flujo de x de N*a N™]=C*(Q)

Para ello, considere cualquier flujo x en la red G tal que se conserva en
todos los nodos fuera de N*UN" y construya un corte aplicando

i) S=N*

i) SiieN*  j~(i,i)eAd y x(j)<c*(j) o
j~(ihi)ea v x()>c())

Actualice S=N"u {1}

Repita (ii) hasta que no sea posible agregar nodos a S.




Es importante seflalar que los nodos de S son aquellos a los cuales
aun puede enviarse flujo. Pueden presentarse entonces dos casos:
SAN"$¢ obien SNN"=¢.

Si SNN™ 4 ¢ entonces atin puede enviarse flujo de N* a N7, es decir,
dada la construccién de S, existe una trayectoria P:N*> N~ tal que
x(j)<c*(j) paratodaje Py x(j)>c (j) para toda je P". De aqui se
concluye que P es una trayectoria aumentante para el flujo x. Sea a la
capacidad incremental de Py se define x como sigue:

+

x(j)+a si jeP
<()=4x()-a s jer"
x(j) en otro caso

Construya de nuevo el conjunto S con el procedimiento (i), y (ii) utili-
zando este flujo mejorado.

Si SNN =¢ entonces Q= [S, N\S] es un corte de Q por construccion
se tiene que x(j) =c*(j) paratodaje Q" yx(j)=c™(j) paratodajeQ~;
entonces puesto que SNN =¢

| flujo de x de N*a N™|=y(N*)=y(S)=egx=

=2.x(j)2x()) =2 () -2 () =

jeQ* jeQ~ jeQ* jeQ~

=¢"(Q)

En este caso x es flujo maximo y Q es corte minimo.




Algoritmo de Ford y Fulkerson

Propésito: Determinar el flujo médximo de N*a N™ en una red G en la

cual no existen trayectorias de capacidad ilimitada.

Descripcién

PASO 1

PASO 2

PASO 3

Determinar x, un flujo que satisfaga todas las restricciones
del problema.

Colorear los arcos de G de acuerdo con:

Verde si () <x(j)<c*(j)
Blanco si c(j)=x@)<c*(j)
Negro si ¢ (j)<x(j)=c"(j)
Rojo si c(j)=x(j)=c"(j)

Utilizar el algoritmo de enrutamiento para determinar una
trayectoria compatible con la coloracién (es decir, una tra-
yectoria aumentante para x).

3.1 Sise determina la trayectoria P: N*-> N~ compatible
con la coloracioén, calcular:

c'()-x()  jeP*
x(j)-c"(G)  jeP”

a=min

hacer x=x+ae, y regresar a 2

3.2 Sise determina un corte Q: N*{ N~ compatible con la
coloracion terminar con el flujo méximo xy el corte

minimo Q ya que este ultimo satisface




c*(j)=x(j) jeQ’
< (j)=x(j) jeQ”

y por lo tanto el flujo x a través de

Q=2.x(j)—2x(j)=C*(Q)

jeQ* jeQ”

Nota: El valor en la igualdad del teorema puede ser + oo cuando el corte
tiene capacidad ilimitada.

Ejemplo 4.4

En la siguiente red se busca el flujo maximo que se puede enviar del
nodo s al nodo s, se aplica el algoritmo de flujo méximo, comenzando
con un flujo cero x(j) =0 para toda j € A. Esto es posible porque todos

los intervalos de capacidad contienen al cero.

Figura 4.5
Red con
capacidades
en arcos

[-213]

En siguiente figura se muestran los flujos en cada arco que correspon-
den a las iteraciones 1 a 5.




Figura 4.6
Red con los
flujos de las
trayectorias
para cada
iteracién

0,0,0,-1,-1,-2

Las correspondientes trayectorias aumentantes son:

Pis>i,>i,>is—>s a,=3
Pyis—>i,>i,—>s a,=1
Pyis—>i,¢is—>s a,=1
Piis>i,>i,—>i,—>s a,=
Pois—>i,¢ i< i< i, ¢1,—>s a;=1

Las iteraciones a detalle se pueden consultar en el Anexo A de este libro.

La iteracidn cinco no nos proporciona otra trayectoria de flujo aumen-
tante, solo el corte Q=[S, N \S] correspondiente a S={s, iz}. Asi, el
flujo x en esta etapa resuelve el problema de flujo médximo mientras Q
resuelve el problema de corte minimo. El flujo de sa s”es 8, y este es el
mismo valor de ¢*(Q).

Note que la cancelacién del flujo toma lugar en la iteracién 5 en los
arcos (i, 15) e (i3, i5) donde las trayectorias P, y P corren contrarias
una con otra. Tal cancelacidn corresponde al enrutamiento de un flujo

anterior, y el algoritmo no funcionaria si esto no fuera permitido.




Considere la siguiente red y determine el flujo maximo y corte minimo
deSas’.

(3)

Figura 4.7 Red
con capacidades
en los arcos

(0,20) s

Justificacion de convergencia del algoritmo

Suponga que las capacidades de los arcos c*(j), ¢*(j) y los valores de
flujo inicial x (j) son conmensurables, es decir, son multiples de cierta
cantidad q. En particular capacidades y flujos enteros son conmensu-
rables con g =1. De esta condicién de conmensurabilidad se concluye
que los niimeros a y x'(j), calculados durante el algoritmo, son tam-
bién multiplos de la cantidad g. De aqui que, en cada iteracion, el flujo
de N* a N™ se incrementa al menos en la cantidad positiva ¢ y por lo
tanto se realiza un nimero finito de iteraciones si no existen trayecto-
rias de capacidad ilimitada. Sin esta condicién puede no converger el
algoritmo o que converja dando una solucién errada.

Discriminacion de arcos

La condicidon de conmensurabilidad puede eliminarse si el algoritmo de
Ford y Fulkerson se utiliza con una pequefia modificacién llamada crite-
rio de discriminacion de arcos. Este cambio consiste en utilizar, siempre

que sea posible, arcos verdes durante la rutina de enrutamiento; cuando




se utilizan trayectorias de arco verdes, el flujo “mejorado” alcanzara la
cota superior o la inferior para al menos un arco, el correspondiente al
valor de a. De este modo, para la siguiente iteracion, al menos un arco
se vuelve blanco o negro mientras que los que tenian estos colores no se
alteran. Después de un numero finito de iteraciones no existen trayecto-
rias aumentantes con todos los arcos verdes, por lo que para continuar
con el proceso de aumento de flujo (si esto es posible) debera recurrirse
a los arcos blancos o negros. En tal momento hay un conjunto S corres-
pondiente a un corte Q que no contiene arcos verdes; es decir, todo arco
jde Qsatisface x(j) =c*(j) 0 x(j) =c”(j) o ambas. De aqui que

2.x(j) > x(j) =flujo a través del corte Q =flujo x de N*a N~
jeQ* jeQ-

4.4 EL PROBLEMA DE FACTIBILIDAD DE FLUJO

El algoritmo de flujo maximo requiere inicialmente un flujo factible
en la red, es decir, un flujo que satisfaga las restricciones de capaci-
dad y conservacidn en arcos y nodos respectivamente. Se considera
un caso especial de un modelo mas general llamado el problema de
distribucidén factible, donde ademas se tiene que las divergencias en
los nodos deben coincidir con cantidades preestablecidas de oferta y
demanda en los nodos.

Problema de distribucion factible
Sean los intervalos de capacidad C(j) =[c™(j), ¢*(j)] para todo arco jy

sean los valores de oferta b(i) para todo nodo i. Se desea determinar

un flujo x tal que:




c(j)=x()=c*(j) VjeA
(1) =b(1) V ieN, con (y=div x)

La funcién b recibe el nombre de funcidn de oferta, entendiéndose
como demanda una oferta negativa. En el caso particular en que b=0
el problema recibe el nombre de problema de circulacién factible.

Debido al principio de divergencia total, una condicion necesaria para
que exista solucién al problema de distribucién factible es b(N)=0;
es decir, que la oferta total sea igual a la demanda total.

El problema puede ser mas general si en vez de considerar un cierto

valor para la divergencia, se permite que esta ultima pueda tomar valo-

res en un determinado intervalo llamado de oferta y se formula como:

Problema de flujo factible general

Determinar un flujo x tal que

x(j)eC(j) VjeA
y(i)ec(i) V ieN con (y=divx).

Donde C(j) es el intervalo de capacidad para el arco jy C(i) es el inter-
valo de oferta para el nodo i.

Puede verificarse facilmente que el problema de distribucién factible,
circulacién y flujo factibles son equivalentes.




Teorema de distribucion factible (Gale y Hoffman)

El problema de distribucién factible tiene solucién siy solo si b(N) =0
yb(S)<C*(Q) ¥V Q=[S, N\S]con ScN.

Demostracion

Condicidén necesaria

La condicién b(N) =0 debe cumplirse como se estableci6 en la formu-
lacién del problema. Por otro lado, segun el principio de divergencia,
siScNyQ=[S, N\S|

b(S) = [divergencia de x desde S| = flujo de x a través de Q.

Sidivx =b como x debe ser un flujo factible con respecto a las capaci-

dades de los arcos.

b(s)ec(Q)=[c"(Q). <" (Q)]
En particular b(S) <c¢*(Q).

Condicidn suficiente

Se prueba constructivamente con el algoritmo de distribucion factible.

Algoritmo de distribucion factible

Proposito: Resolver el problema de distribucién factible, considerando
un flujo factible con respecto a las capacidades de los arcos y buscando
factibilidad en nodos.




Descripcién

PASO 1

PASO 2

PASO 3

Determinar un flujo factible x con respecto a las capacida-
des de los arcos.

Sean N*={ie N|b(i) >y (i)}, N"={ie N|b(i) <y (i)}

Si N*=N"= ¢ entonces el flujo x es la solucién deseada,

terminar.

SiN"#4¢y N~ #¢ colorear los arcos de la red de la siguiente

manera:
Verde si () <x(j)<c*(j)
Blanco si c()=x()<c*(j)
Negro si () <x()=c"(j)
Rojo si c(=x(G)=c"(j)
ir al Paso 3.

Aplicar el algoritmo de enrutamiento a la red.

3.1 Sise determina una trayectoria P:N">N~ compatible
con la coloracidn, calcular:

CG)-xG) jert
aemin d ¥0)=<0) jeP

b(1)-y(1) i nodo inicial de P(en N*)

y(i)-b(i) i nodo terminal de P(en N”)

Hacer x'=x+ ae, y regresar al Paso 2.

3.2 Sisedetermina un corte Q= [S, N \S] compatible con la
coloracidn, terminar, no existe solucién al problema.




Ejemplo 4.5

Usando el algoritmo de distribucién factible, determine un flujo facti-

ble en la red siguiente:

Figura 4.8
Red con
divergencias
en nodos

(-10,10)

Paso1  Seinicia con el flujo x factible con respecto a los arcos. En la
figura se muestra en los arcos el flujo y el color del arco, asi
como los conjuntos N* y N~ de nodos cuya divergencia es

mayor o menor que la demanda.

Figura 4.9
Red con
flujo factible
en arcos

Paso 2 i 1 2 3 4 5 6 7 8
y(i) 5 0 0 -5 0 -5 0 +5
b() 14

o
o
o
o
|
—
>
o
o

Entonces N*= {l, 4} yN™= {6, 8}




Paso 3  Se obtiene la trayectoria compatible con la coloracidn:
P:1-57->8

Enla figura 4.10 se muestra la trayectoria con arcos mas grue-

sos y el flujo actualizado en los arcos, asi como la coloraciéon.

a=min {9-3, 10, 14-5,5}=5

Figura 4.10 Red
con trayectoria
compatible con la

coloracion

Iteracion 1
Paso 2 i 1 2 3 4 5 3 7 8
y(i) 10 0 0 -5 0 -5 0 0
b(@) 14 0 0 0 0o -14 0 0

De donde N*={1,4}yN"={6}

Paso3  Conla coloraciéon correspondiente y P:4<8—>6
y a=min {10, 16, 5, 9} =5, con el nuevo flujo que se muestra

en la figura 4.11.




Figura 4.11
Red actualizada
con trayectoria

compatible
Iteracién 2
Paso2  Lasdivergenciasy las ofertas son
i 1 2 3 4 5 6 7 8
y(@i) 10 0 0 0 o -10 0 0
b(@) 14 0 0 0 0o -4 0 0

Paso3  De donde N+={l} y N = {6}, y la trayectoria compatible
con la coloracién

P:152-54«8->6

Con a=min{10-5,8-0,0~(~5),20-9, 14-10,-10~(-14)} =
=min{5, 8, 5, 11, 4, 4} =4

Figura 4.12
Red actualizada
con trayectoria
compatible




Iteracion 3

Pasos2y 3 i 1 2 3 4 5 6 7 8

yai) | 14 0 0 0 0o -10 0 0

N'=N"=¢ cony(i)=b(i) V i

Figura 4.13
Red con flujo
compatible con
arcos y nodos

Algoritmo de rectificacion de flujo

Proposito: Resolver el problema de distribucion factible, conside-
rando un flujo factible con respecto a los nodos y buscando factibili-
dad en arcos.

Descripcion

Paso1  Determine un flujo x que es factible con respecto a las res-
tricciones de divergencias, es decir divx=>b

Paso 2  Defina los conjuntos de arcos:

ar={jealx()>c" (D} a™={jealx(j)<c ()}




2.1 SiA*=A"=¢, entonces x es la solucién deseada, terminar.

2.2 Siexisteje A*oje A", colorear los arcos de la red, de la
siguiente manera:

verde si () <x(j)<c*(j)
blanco si x(j)=c™ () x(j) < (j)
negro si x(j)zc(7); x(G) > ()
rojo si ¢ () =x(j)=c"()

ir al paso 3

Paso 3  Aplique el lema de Minty:

3.1 Sise determina un circuito elemental P compatible con
la coloracion, que contenga a j calcular:

CG)-x()  jer

a=min § x(j)—c (j) jepP”
o

donde

i) jear
x()-c'(j)  jeA”

Hacer x'=x+a e,eira?2

3.2 Sise determina un corte Q= [S , N \S] compatible con la
coloracidn que contenga a j terminar, ya que en este
caso no existe solucién al problema.

Una alternativa natural para resolver el problema de distribucién fac-
tible consiste en determinar inicialmente un flujo factible con res-




pecto a las restricciones de oferta en los nodos y posiblemente no fac-
tible con respecto a las restricciones de capacidad sobre los arcos. Al
igual que en el algoritmo de distribucion factible se construye en cada
iteracion, un flujo que “rompa menos” las restricciones de capacidad
en el sentido de que el flujo definido sobre el arco se acerque mas a las
cotas de capacidad en cada iteracion.

Ejemplo 4.6

Usando el algoritmo de rectificaciéon de flujo, determine un flujo facti-
ble en la red de la figura siguiente:

. Figura 4.14

h i3 Red con
capacidades en
los arcos

(-10,10)

Paso1  Sedetermina un flujo factible con respecto a los nodos como

se muestra en la figura 4.15.

10N
0
\\

Figura 4.15 Red
con flujo factible
en nodosy
pintado de arcos




Paso 2  Se definen los conjuntos de arcos A*y A” y se colorean los

arcos como se muestra en la figura 4.15.

A*={(iy ig)} A={(iy iy), (ig: is)}

Paso 3  Seaplica el lema de Minty y se encuentran los siguientes cir-

cuitos:

Pi,—>i,—>1,—>1, Contiene al arco (i,, i,) que estd en A~
P,ii < 1i,—>1is—>13—>1, Contiene alarco (is,1,) que estien A*
Para ambos circuitos se tiene:

Para P;: o, =min{9-4,10-0,3-0}={5, 10,3} =3

ParaP,: a,=min{8-0,20-0,20-4,10-5}={8,20,16,5} =5

Resultando el flujo que se muestra en la figura 4.16

Figura 4.16
Flujo resultante
de los circuitos

Iteracidon 1

Paso2 A*=¢ A= {(is’ is)}




Paso 3  Sea P;:i,—>1s—>13—>1, que contiene a (i, i) con o=min
{20 -5,20-9, 4—0} =4 el flujo resultante es el que se mues-
tra en la figura 4.17 donde ademds para este fluyjo A"=A"=¢
por lo cual se termina el algoritmo con esta solucién facti-

ble en nodos y arcos.

Figura 4.17
Flujo factible
en arcosy
nodos

4.5 DESCRIPCION DEL ALGORITMO DE ETIQUETADO
DE FORD FULKERSON

El método que se describira a continuacion resuelve el problema de
flujo maximo a través de etiquetar nodos. A grandes rasgos consiste
en lo siguiente: Primero, se etiqueta el nodo origen s con dos etiquetas
[s, oo] indicando que en este nodo se dispone de cualquier cantidad
de flujo. Después, si j es un nodo etiquetado y puede enviarse flujo del
nodo j al nodo i, recibe dos etiquetas [ +7, x(ji)]. La primera etiqueta
serd de la forma +j si i€ P*(j), es decir, si puede aumentarse flujo
a través del arco j. Serd de la forma —j si i€ P™(j), es decir, si puede
disminuirse el flujo a través del arco (j, i). La segunda etiqueta es la
cantidad de flujo que puede enviarse de ja iy se calculara por lo tanto
como el minimo entre x(ji) y h donde:




- ci; si ieP*(j)
x; si 1eP(j)

Debe observarse que si h =0 no puede enviarse flujo de j a i, por lo que
no se etiquetaré con [, x (ji) . Aqui c};es la capacidad maxima del arco.

Este proceso de asignacién de etiquetas a nodos se repetird mien-
tras sea posible. Si el nodo destino t recibe etiquetas, entonces dado
el modo de etiquetar, existe una trayectoria aumentante de s a ¢t con
una capacidad incremental igual a x(t) y por lo tanto se procederd a
determinar esta con la ayuda de la primera etiqueta, y se actualizara el
flujo a través de ella. Si, por el contrario, t no recibe etiqueta alguna,
entonces se habra determinado el flujo méaximo. Para justificar esto
ultimo considere el conjunto de arcos que tienen extremo inicial eti-
quetado y extremo final no etiquetado; este conjunto forma un corte
de capacidad igual al valor del ultimo flujo definido y por lo tanto este

es maximo.

Note la similitud de este algoritmo con la demostracién del teorema

de flujo méximo - corte minimo.

Es importante observar que el algoritmo converge solo si las capacida-
des para el flujo en los arcos son enteras; sin embargo, en casos donde
las capacidades sean racionales, pueden transformarse estas en ente-
ras multiplicdndolas por la potencia de 10 adecuada. De este modo, el
algoritmo puede usarse también en estos casos.




Algoritmo de Ford y Fulkerson

Proposito: Determinar el flujo maximo entre el origen y destino en
una red G.

Descripcion
Paso1  Iniciar con cualquier flujo factible x
Paso 2  Etiquetar el origen con [s, oo]

Paso 3  Elegir un nodo etiquetado y no examinado; sea j dicho nodo
y sean [ £, x(ji)] sus etiquetas.

3.1 Paratodoie P*(j) que no esté etiquetado y tal que

x;;< ¢’ asignar la etiqueta [ +7, x(i)],

] Jt
donde x(i) = min{x (7)s C;i_xji}

3.2 Paratodoie P™(j) que no esté etiquetado y tal que
¢;;>0 asignar la etiqueta [-j, x(1)],
Se puede decir ahora que el nodo j ha sido examinado
Paso4  Repetir el paso 3 hasta que suceda:
4.1 Elnodo destino ¢ no tiene etiqueta y todos los nodos
etiquetados han sido examinados. Terminar, ya que

el flujo factible x es el maximo

4.2 Elnodo t recibe etiqueta. Ir al paso 5




Paso5  Seay=t

5.1 Silaetiqueta de y es de la forma [ +2, x(y)],
hacer x,,=x,,+x(1)

5.2 Silaetiqueta de y es de la forma [~ 2, x(y)],
hacer x,, = x,, —x(t)

Paso6 6.1 Siz=s, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2
actualizando el flujo en la trayectoria.

6.2 Siz#s, hacer y=zy regresar al paso 5.

Determine el flujo maximo de s a t en la siguiente red usando el algo-

ritmo de Ford y Fulkerson.

Figura 4.18
Red con
capacidades
de flujo en los
arcos

En siguiente figura se muestran los nimeros correspondientes al flujo
actualizado en cada arco por cada trayectoria encontrada y que corres-
ponden a las iteraciones 1 a 5.




Q={(s,1),(2,4}=6

Flujo maximo = 6

Figura 4.19
Red con los
flujos de las
trayectorias
para cada
N iteraciéon
N (0,1,2,1)
N g
N\

Las correspondientes trayectorias aumentantes son:

Piis>1->4->t
P,:s>2->4->3->t
P;:s>2>4<1->3->t
P,:s>2->4->1¢

Un gran numero de personas viajan en automavil de la ciudad A hacia
la ciudad B. Las rutas posibles se muestran en la red siguiente. El depar-
tamento de policia de caminos desea construir suficientes casetas de
inspeccion, de tal manera que todo automovil pase por al menos una
de ellas en su trayectoria de A hacia B. El costo de construccién de las
casetas varia segun su localizacion; el costo asociado con cada tramo se
proporciona en cada arco de la red (en millones de pesos). Determine
dénde deberan colocarse las casetas si se desea incurrir en el minimo

costo. La red que representa la problematica se muestra en la figura 4.20

Figura 4.20 Red que
representa las rutas de
A hacia B




Observe que, en términos de redes, se desea obtener un conjunto de
arcos (tramos donde deberan construirse las casetas) de manera tal que
si eliminamos esos arcos de la red ya no existan caminos de A hacia B
(es decir, todo automévil debe utilizar alguno o algunos de estos arcos
en su trayectoria); este conjunto de arcos forma entonces una corta-
dura de la red. Por otro lado, se desea incurrir en el minimo costo; debe
determinarse entonces la cortadura de minimo costo. Si se consideran
los costos de los arcos como capacidades de un cierto flujo a través de
ellos y se determina la cortadura de capacidad minima, es claro que
esta corresponde a la de minimo costo. Para ello se determinara el flujo
maximo de A hacia B mediante el algoritmo de Ford y Fulkerson.

4.6 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Los cuatro algoritmos vistos en este capitulo tienen la misma compleji-
dad computacional, y se parte del peor caso en el algoritmo de etique-
tado, recordemos que, en cada iteracion, excepto la ultima, cuando el
sumidero no se puede etiquetar, el algoritmo realiza un aumento.

Es f4cil ver que cada aumento requiere tiempo O (m) porque el método
de busqueda examina cualquier arco o cualquier nodo como méaximo
una vez. Por lo tanto, la complejidad del algoritmo de etiquetado es
O(m) veces el nimero de aumentos. ;Cudntos aumentos puede reali-
zar el algoritmo? Si todas las capacidades del arco son enteras y acota-
das por un nimero finito U, la capacidad del corte (s, N—{s}) es como

maximo nU.

Por lo tanto, el valor de flujo maximo esta acotado por nU.




El algoritmo de etiquetado aumenta el valor del flujo en al menos 1
unidad en cualquier aumento. Como consecuencia, terminard den-
tro de nU aumentos, por lo que O(nmU) es un limite en el tiempo de
ejecucion del algoritmo de etiquetado. En el anexo B se presenta otro

algoritmo con menor tiempo de ejecucion.

4.7 NOTAS HISTORICAS

El articulo de Ford y Fulkerson (1956) en el pro-

o & BELLTELEPHONE SYS
5 T

blema de flujo méximo establecid el celebrado teo-

A e on the rema de flujo maximo - corte minimo. Fulkerson y

maximum flow
through a network

. Dantzig (1955) y Elias, Feinstein y Shannon (1956)
establecieron independientemente este resultado.
. i oo Ford y Fulkerson y Elias et al., resolvieron el pro-

blema de flujo maximo a través de algoritmos
de trayectorias aumentantes, mientras Fulkerson y Dantzig (1955) lo
resolvieron usando el método simplex especializado para redes.

Desafortunadamente, el algoritmo de Ford y Fulkerson corre en tiempo
pseudopolinomial; mas atun, para redes con capacidades irracionales el
algoritmo desarrolla una sucesidén infinita de trayectorias aumentantes
que pueden converger a un valor diferente del valor de méaximo flujo.

Existen varias versiones mejoradas que superan esta limitacion.

En la primera versidn del teorema, todos los intervalos de capacidad se
toman de la forma [0, c] , y aparecen nodos sencillos en lugar de conjun-
tos de nodos N* y N™. Tales restricciones no representan una pérdida
significativa de generalidad, pues se pueden usar trucos para reformu-
lar el problema; sin embargo, el uso de intervalos arbitrarios y nodos
multiples fuente y sumidero hacen mas facil su aplicacién.
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En aflos mds recientes J. Edmonds, y R.M. Karp (1972) demostraron

que, si se usa una busqueda de primera amplitud en la subrutina de pin-

tado de la red, el algoritmo terminara (aun sin conmensurabilidad de

los datos), y de hecho los pasos requeridos son del orden O(|N||A|?)

(por lo que es para el caso digrafico no peor que O(|N|?®). El efecto

de la busqueda de primera amplitud consiste en seleccionar en cada

iteracién una trayectoria aumentante con la menor cantidad de arcos

posible. Lo mismo se puede cumplir usando una version de trayecto-

rias multiples de la subrutina de pintado de la red.

Las facetas de un conjunto poliédrico
determinadas por las desigualdades
de Gale Hoffman

El teorema de distribucién factible
fue publicado por primera vez por
Gale (1957) en el caso en que

¢ (j)=0=c*(j) y por Hoffman (1960)
en el caso de intervalos de capaci-
dad cerrados arbitrarios. Ambos
resultados en realidad datan de un
articulo que no se publicé elabo-
rado por ambos autores en 1956.

El algoritmo de rectificacion de flujo
se puede ver como una simplifica-
cién de un método de Minty (1962).




Monotone networks*

By G. J. MiNTY{
Department of Mathematics, Duke University, Durham, N.C., US.A.

(Communicated by J. L. Synge, F.R.S.—Received 12 June 1959—
Revised 4 February 1960)

Fundamental existence and uniqueness theorems for electrical networks of non-linear
resistors are proved in an abstract form, as theorems of pure mathematics, The two groups
from which the ‘currents’ and *voltage drops’ are drawn are permitted to be either the real
numbers, or discrete subgroups of the reals. It is found that the uniqueness theory is deriv-
able from extremum principles for certain convex functions associated with the networks,
and that the existence theory is derivable from a single new theorem of graph theory.

The abstract approach, besides revealing the logical structure of the subject more clearly
than the ‘concrete’ approach, also (1) reveals the mathematical problem of solving a non-
linear network to be identical with certain extremum problems arising in non-electrical
applications, (2) contributes a numerical method, since the constructions for the discrete
case are algorithmic, and (3) permits the application of the theorems to problems of pure
mathematics.

Applications are not fully discussed; they will be treated at greater length in the
appropriate technical journals.

1. INTRODUCTION

A well-known theorem, proved incorrectly by Poincaré (1gor) and correctly by
Chuard (1922), states that all subdeterminants of the incidence matrix of a directed
graph are +1, —1, or 0. This fact has been exploited (implicitly, via the simplex
method) to derive integer-valued solutions to certain special linear-programming
problems. Efficient algorithms for the solution of such problems have been devised,
notably by Ford & Fulkerson (19574, b), using only the addition-operation of the
real numbers.

The work of the present treatment began as an attempt to discover the broadest
class of problems to which such methods were applicable; however, in its present
form, it is an investigation of certain relationships between simply ordered groups
and networks (directed graphs) culminating in proofs of existence and uniqueness
theorems. Solution algorithms are contained implicitly in the proofs of the
existence theorems. An electrical application is carried along with the theory; if
has been preferred over the other applications largely for aesthetic reasons.

2. PRELIMINARIES
The empty set is called ¢. The real number system, with all its usual structure, ¥

called R. An n-tuple of reals may be written as a vector: ¢ = (zy, ..., %,); the zero
vector is denoted by #. The symbol ||z| means max |z;|, and satisfies the triangie

* This paper has its origins in work done for Project Michigan (Contract DA-36-038
SC-52654, U.S. Sig. C.); abstracts of various aspects were presented to the American Mathe
matical Society on 28 November 1958 and 21 November 1959.

+ Now at the University of Washington, Seattle, Washington, U.S.A.
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4.8 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resuelva el problema de flujo maximo-corte minimo en las redes

siguientes:




. Resuelva el problema de flujo factible representado en la red
siguiente utilizando el algoritmo de rectificacion de flujo. Las ofer-
tas son i,=5, i,= -5, ;=0 en los demds nodos

(o)




CAPITULO

Arbol de expansion
minima

5.1 INTRODUCCION

Como ya se ha mencionado en el Capitulo 1, el problema de 4rbol de
expansion minima juega un papel importante en los problemas de redes
de flujo. Como veremos en este capitulo, para resolver el problema de
ruta mas corta se necesita construir un arbol con raiz; asimismo, para
resolver redes de flujo a costo minimo se usan arboles para encontrar
la solucién. En este capitulo veremos el modelo de 4rbol de expansiéon
minima y definiremos un arbol de expansién T de una red G como una
subgrafica aciclica conectada que conecta a todos los nodos.

Con mayor exactitud podemos definir un arbol de la siguiente manera:

Definicion 5.1

Una red se dice arbol si es conectada y sin circuitos. Por ejemplo, en la

red de la figura 5.1 se muestra un arbol.
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Figura 5.1
< >__.< ) Ejemplo de
un arbol

()
-/

O O0—=0
O

La definicidn anterior excluye aquellas redes que constan de un solo
nodo.

Hay una serie de caracteristicas de un arbol que podemos enunciar en

el siguiente teorema:

Un arbol es una red (o grafica) caracterizada por cualquiera de los siguien-

tes postulados:

a) Conectada y sin circuitos

b) Existe una trayectoria uinica entre cada par de nodos

c) No tiene circuitos, pero exactamente uno se forma al anadir
un arco

d) Esconectada, pero deja de serlo si algin arco se elimina

Demostracion

a->Db) Es inmediato, pues si existe un par de nodos con dos trayec-
torias distintas que los una, se tendrd un circuito.




b-c¢) Se tiene que la red no tiene circuitos. Sij< (i, i’) y hay una
trayectoria Unica al afiadir un arco, tendremos un circuito

Unico.

c->d) Suponemos que no es conectada, entonces se afiade un arco
que une dos componentes no conectados y no se forma un
circuito (lo que es imposible ya que por hipétesis al anadir
un arco se forma un circuito).

d->a) Es inmediato que es conectada; supongamos que tiene cir-
cuitos, entonces podemos eliminar un arco y la red no se
desconecta, pero esto contradice a d) por lo cual no debe

tener circuitos.

Nota: las equivalencias de arbol no requieren que el nimero de nodos
sea finito.

Corolario 5.1

Sea G una red con m nodos. Entonces cualquiera de los postulados

siguientes caracteriza a un arbol:
e) Gesun arbol
f) Gtiene m—1 arcos y no tiene circuitos
g) Gtiene m—1 arcosy es conectada

Un nodo se dice terminal si su grado (nimero de arcos que inciden) es 1.

LEMA

En una red la suma de los grados de los nodos es par.




Proposicion 5.1

Sea G un arbol. Entonces G tiene al menos dos nodos terminales. Ver
figura 5.2

Figura 5.2 Nodos
terminales en un
arbol

Suponga que G tiene m nodos y m—1 arcos. Entonces la suma de los
grados de los nodos es 2 (m-1).

Si G no tiene al menos dos nodos terminales, es sencillo concluir que
la suma de los grados de los nodos sera mayor que 2 (m —1).

Proposicion 5.2

Sea G un 4rbol. Cualquiera de las siguientes operaciones produce otro
arbol.

a) Seelimina un nodo terminal y el arco que incide

b) Se afiade un nodo y se conecta a G con un arco

Prueba para saber cudndo una red es un drbol

Existe una forma de determinar algoritmicamente cuando una red
dada con (|N | <2) es un 4rbol. Seleccione cualquier nodo s y apli-
que el algoritmo de pintado de la red, con todos los arcos pintados de
verde para obtener un enrutamiento maximo © con base en N*= {s}




Si este es un enrutamiento para todo N (es decir, @(i) se define para
cualquier i#s) y usa cada arco (esto es, cada arco j se designa como
(H)(i) para algin nodo i, y es necesariamente unico de acuerdo con la

definicién de enrutamiento) entonces la red es un arbol.

Si el enrutamiento tiene estas propiedades, entonces la red es conec-
tada, ya que existe una trayectoria de s a cualquier nodo, y no puede
tener circuitos elementales, pero si P fuera un circuito elemental,
entonces cada arco j de P estaria en @(i) para uno de los dos nodos
de P adyacente a él; ya que un circuito elemental tiene igual nimero
de nodos que de arcos, esto implicaria para cada nodo i de P que © (l)
esta definido y es un arco de P, entonces el enrutamiento no propor-
ciona una trayectoria que une cualquier nodo de P con s. Por lo que la
red debe ser un arbol.

Por otro lado, sila red es un drbol y se aplica este procedimiento, cada
nodo se alcanzara debido a la conexidad. Ademas, los nodos y los arcos
usados por el enrutamiento constituiran un drbol por el argumento ya
dado, y por lo tanto cualquier par de nodos i, i’ se pueden unir por una

trayectoria elemental limitada a los arcos que usan el enrutamiento.

Lo anterior muestra que la nocién de un enrutamiento con base en
s es equivalente a la de arbol con raiz, donde el nodo s es la raiz del
arbol. Un arbol con raiz también recibe el nombre de arborescencia.

Bosques y drboles de expansion

Definicion 5.2

Un conjunto de arcos F c A se dice que forma un bosque en una red G
si cada componente de la subred compuesta por arcos de F y los nodos




incidentes a ella es un arbol. En otras palabras, F es un bosque si y
solo si no se incluyen circuitos elementales en F. Por ejemplo, los arcos
mas gruesos en la figura 5.3 forman un bosque, si incluimos los nodos

incidentes se tiene en cada caso un arbol.

Figura 5.3
Ejemplo de

i
I un bosque
/

O—0O—0

F forma un bosque en G si y solo si es el conjunto de arcos usado por
algin enrutamiento © (no necesariamente todos los de N con base
N'cN).

La conexidn entre bosques y flujos es la siguiente: Un conjunto de
arcos F forma un bosque si y solo si no existe una circulacién distinta
de cero cuyo soporte esté incluido en F, esto es, ninguna circulacién
x tal que x(j) =0 para toda j que no esté en F, pero x(])+0 para al

menos unajeF.
Las circulaciones x se caracterizan como soluciones del sistema.

e(i,j)x(j)=0 para toda iEN

jeA

Sea ¢/(i) =e(i ,j), asi ¢/ denota a la “columna” de E correspondiente al

arco j. El sistema entonces se convierte en

>.x(j)e'=0

jeA




En otras palabras, una circulaciéon distinta de cero puede interpre-
tarse como una eleccién de coeficientes x( ]) que producen una rela-
cion de dependencia lineal entre las columnas correspondientes de E.
De aqui se sigue que un conjunto de arcos F forma un bosque en G siy
solo si las columnas correspondientes de la matriz de incidencia de G
son linealmente independientes.

Es natural de este hecho pensar en el estudio de conjuntos de colum-
nas que forma una base para el espacio de las columnas de E (es decir,
el subespacio lineal de R” generado por todas las ¢/, jeA), ya que entre

otras cosas este da una descripcion del rango de E.

Definicion 5.3

Un bosque maximo en G se define como un bosque que no estd estric-

tamente contenido en otro bosque de G.

Definicion 5.4

Un arbol de expansién de G es un arbol que pasa por cada nodo de G,

como en la figura 5.4

v

O—O—0O

Figura 5.4
Ejemplo de

M
% > un arbol de
/

expansiéon




Teorema de expansion

Para cualquier red G, las siguientes propiedades de un conjunto de
arcos F Cc A son equivalentes:

1. F forma un bosque maximo para G.

2. F formaun arbol de expansion para cada componente de G que no
sea un nodo unico.

3. F forma un bosque tal que |F| = |N| —p donde p es el numero de
componentes de G.

4. Las columnas ¢’ de la matriz de incidencia E correspondiente a los
arcos jeF forman una base para el espacio de las columnas de E.

Demostracion

La equivalencia de las propiedades 1 y 4 es clara de las observaciones
precedentes acerca de la independencia lineal.

1->2) Note de la maximalidad de F que cada componente de G
que no sea un nodo aislado debe incluir un arco de F y por
lo tanto uno de los arboles componentes de F.

Sea T tal 4rbol y sea S su conjunto de nodos, la componente
de G que incluya a T no puede tener nodos fuera de S. Si asi
fuera entonces el corte Q= [S , N \S] seria no vacio y cual-
quier arco en Q se podria agregar a F sin romper la pro-
piedad de bosque. Asi, cada drbol componente del bosque
corresponde a una componente de G que tiene el mismo
conjunto de nodos que el arbol, y cada componente que no
es un nodo aislado corresponde de esta forma a un arbol.




2-3) Es inmediata del hecho de que el nimero de arcos en un

arbol siempre es igual al nimero de nodos menos uno, de

aqui se generaliza que para cualquier componente G’ de G:

, Numero ,
Numero de Numero de ,
arcos en un OO arboles del Numero
incidentes al de nodos -1
bosque que . bosque que enG')
estden G’ estd en G’ estden G’

Entonces cualquier conjunto de arcos F que forman un bosque en G
satisface:

|F| < |N| —[m’lmero de componentes de G]

y se cumple que F es maximo, asi la propiedad 3 implica la propiedad 1.

Corolario 5.2

En una red conectada (con al menos un arco) un bosque maximo es lo
mismo que un arbol de expansion.

En programacién lineal la propiedad 4 tiene un significado espe-
cial, ya que en programacion los problemas involucran la restricciéon

Ex=0b, que se puede escribir:

Sx(j)ei=b

Es importante saber cuales conjuntos F c A son tales que, los elemen-
tos ¢/ para je F forman una base del espacio de las columnas (supo-
niendo que contiene a b). Cada uno de éstos determina una tinica x que
satisface la ecuacién y teniendo x(j) =0 para toda j que no estd en F.




El método simplex depende de generar una secuencia de tales conjun-
tos F. Geométricamente, estos conjuntos pueden identificarse con los
arboles de expansion para la red, suponiendo que la red es conectada.

Asociado con el concepto de arbol con raiz o arborescencia se encuen-
tra el problema de ruta mds corta que se aborda en el capitulo 6 y se
presentan algoritmos de solucidn para las distintas variantes que hay,
también se desarrollan ejemplos para cada algoritmo.

5.2 ARBOL DE EXPANSION MINIMA

Una caracteristica especial de los problemas de arbol de expansion
minima es que los arcos no son dirigidos (i, j) o (j, i) se refieren al

mismo arco.

Definicion 5.5

Dada una red G=(N, A) no dirigida con n= |N| nodos y m= |A|
;j asociados a cada arco (i, ]) €A, se
desea encontrar un arbol de expansion, llamado el arbol de expan-

arcos con costos o longitudes ¢

sién minima, que tenga el menor costo (o longitud) de los arcos que lo
constituyen, medido como la suma de los costos de los arcos.

En la figura siguiente se muestra la diferencia entre red no dirigida,
arbol de expansidn y arbol de expansién minima:

Figura 5.5
Diferencia
entre red no
dirigida, arbol
de expansién
y arbol de

5

Grafo no dirigido Arbol de expansién Arbol de expansién expansién
Costo=4+5+2=11 minima minima
Costo=4+1+2=7




Los tres algoritmos que veremos en esta seccién son el algoritmo de
Kruskal, el algoritmo de Prim y el algoritmo de Sollin, todos con la
caracteristica de ser algoritmos de tipo “glotén”, en el sentido de que
en cada paso aumentan un arco de costo minimo como candidato de
la lista, siempre y cuando este arco no forme ningun circuito con los
arcos ya seleccionados. Los tres algoritmos mantienen un bosque que
contiene arcos que ya han sido seleccionados y se aumenta uno o mas
arcos para incrementar el tamafio del bosque.

Para el algoritmo de Kruskal, la lista de candidatos es la red completa;
para el algoritmo de Prim, el bosque es un unico arbol mas un con-
junto de nodos aislados y la lista de candidatos contiene todos los
arcos entre el arbol Unico y los nodos que no estan en él. El algoritmo
de Sollin es un hibrido que mantiene varias componentes en el bos-
que, como el algoritmo de Kruskal, pero se aumentan varios arcos
en cada iteracion, seleccionando (como en el algoritmo de Prim) el
arco de costo minimo que conecta cada componente del bosque a los
nodos que no estan en esa componente.

Ya que los algoritmos tipo glotén se usan en muchos otros contextos
de optimizacion discreta, se puede ver qué generalizaciones del algo-
ritmo de Kruskal resuelven una amplia clase de problemas combina-
torios abstractos como los de optimizacién en matroides.

La programacion matematica tiene otra forma til de ver el problema
de arbol de expansién minima: se puede formular un problema de
arbol de expansién minima como un modelo de programacién entera
y usar argumentos de programacion lineal para establecer otra prueba
de la validacién del algoritmo de Kruskal. Esta discusion sirve para
varios propdsitos:




Da otra vision util de los arboles de expansién minima.

2. TIlustraunatécnica de prueba, via programacion lineal que ha demos-
trado ser poderosa en el campo de la optimizacién combinatoria.

3. Proporciona un puente entre el problema de arbol de expansién
minima y poliedros combinatorios (o poliedros enteros).

5.3 Algoritmo de Kruskal

Proposito: Determinar el drbol de expansion cuyo “costo o peso” es
minimo en una red conectada G con N nodos y funcién de costo C:A >R

conocida.
Descripcion

Paso 1 (Inicio) Ordene el conjunto de arcos en forma creciente res-
pecto a la funcidn de costos. Sean j,, j,, - ,j,,, los arcos orde-
nados, hacer k=0,1,2,-,n=1,I=1yA=¢

Paso 2  (Afiadir arco) Si el arco j; no forma circuito con el conjunto
de arcos de A entonces A =AU {]r} y hacer k =k +1 y vaya
a 3. De otra manera siga a 3 y no aumente k.

Paso 3  (Criterio de Terminacién) Si k<n-—1 hacer [ =[+1 y regre-
sar a 2. En caso contrario T = [N , 4] es el arbol de expansion

minima.




Ejemplo 5.1

Considere la red de la figura 5.6 y determine el arbol de peso minimo

mediante el algoritmo de Kruskal.

Figura 5.6
Red con pesos
en los arcos

Paso 1 Se ordenan los arcos:

jlz( ’ ) j2:(2, 8) Js= (1, 2) j4:(8’ 4)
s=(1.8)  je=(5.8) =089 js=(15)
j9:( ) ) j10:(5’ 6) Ju= (7’ 9) J12= (3’ 8)
J13= E6’ 73 j14:( ’ ) Ji5= (8’ 6) Ji6= (4’ 7)
J17=\9s

Paso2 A= {jl}, k=1. Como k<n-1=8, aun no se tiene el arbol.

Enlatabla 5.1 siguiente se presenta un resumen de las operaciones rea-
lizadas en cada iteracidn. En la primera columna aparece el numero de
iteracidn, en la segunda, el arco que se agrega al conjunto A para ir for-
mando el arbol; por ultimo, en la tercera columna se tiene el numero

de arcos que ya se han incluido en el arbol hasta esa iteracion.




Tabla 5.1 Iteraciones del algoritmo de Kruskal para el ejemplo 5.1

Numero de iteracion (I) Arco agregado a A Valor de K
1 j1=(2.3) 1
2 j,=(2.8) 2
3 js = (1’2) 3
4 ja=(8.4) 4
s ningun(?, Js forrna 4

un circuito
6 js=(5.8) 5
7 j,= (8’9) 6
8 ningun(?, Js 1'°orma 6
un circuito
9 ningun('), Jo forma )
un circuito
10 Jro= (5’6) 7
11 jn=(7.9) 8

Puesto que en la iteracién 11 se tiene k=8=n-1, se ha obtenido la
solucion 6ptima; la que esta dada por la red de la figura 5.7 donde

A= {jv jz’ js’ j4} je’ j7’ le’ ju}

Figura 5.7 Arbol
de expansién
minima




Este arbol de expansion tiene un peso de:
0+1+2+2+3+3+5+5=21

Ejemplo 5.2

Considere la red de la figura 5.8 y determine el arbol de peso minimo
mediante el algoritmo de Kruskal.

Figura 5.8 Red
con pesos en
los arcos

Paso 1 Se ordena la lista de arcos.

j Arco Valor
1 (2, 4) 10
2 (3, 5) 15
3 (3, 4) 20
4 (2, 3) 25
5 (4, 5) 30
6 1, 2) 35
7 (1, 3) 40

Pasos 2 y 3. Se resumen las iteraciones del algoritmo para el ejemplo
5.2 en la tabla siguiente




Tabla 5.2 Resumen de las iteraciones para el ejemplo 5.2

Paso 2 Paso 3
No. de iteracion Arco por agregar ¢Hace ciclo? Valor de K
1 (2,4) No 1
2 (3,5) No 2
3 (3,4) No 3
4 (2,3) Si 3
5 (4,5) Si 3
6 (1,2) No 4

La construccion del arbol de expansiéon minima se presenta en la figura 5.9

Figura 5.9 Construcciéon
del arbol de expansion
minima

Complejidad computacional del algoritmo

El tiempo de corrida del algoritmo de Kruskal se compone del tiempo
para ordenar los arcos y el tiempo para detectar ciclos. Para una red
arbitrariamente grande, el ordenamiento requiere O (m log m) =0




(m log nz) :O(m log n) de tiempo. El tiempo para detectar un ciclo
depende del método que se use en este paso. Por ejemplo, la lista que
se tiene en el ejemplo 2 y el segundo paso es (2, 4) y (3, 5). Se denotan
estos conjuntos de nodos por los arboles N; y N, se guardan estos con-
juntos en dos listas ligadas. Mientras se examina un arco (k, [) se busca
en estas listas ligadas y se verifica si k y [ estan en la misma lista, si
ambos nodos estan en listas distintas se agrega el arco si no, se elimina.
Sise aumenta el arco se unen las listas que contienen a ky [ en una sola
lista; esta estructura de datos requiere un tiempo O(n). Usando esta
estructura de datos el algoritmo de Kruskal corre en O (nm).

5.4 ALGORITMO DE PRIM

Un método alternativo de solucion para el problema del drbol de peso
minimo de una red conexa con n nodos, es el algoritmo de Prim. Este
algoritmo consiste en considerar, inicialmente, una red formada
por cualquier nodo de la red original, después se agregara el arco de
menor peso adyacente a él y su otro extremo. Luego se aumenta el
arco mas pequefio, que tenga exactamente un extremo en la red for-
mada, junto con su otro extremo. Se procede de esta manera, sucesi-

vamente, hasta tener n—1 arcos en la red generada.

A diferencia del algoritmo de Kruskal, la red construida en cada itera-
cién es conexa y ademads tiene n—1 arcos, luego, esta red es un arbol
expandido de la red original. Debe notarse también, que el algoritmo
termina en n—1 iteraciones exactamente; esto constituye otra dife-

rencia con el algoritmo de Kruskal.




Algoritmo de Prim

Proposito: Determinar el arbol de expansiéon cuyo costo o peso es
minimo en una red conectada G con N nodos y funcién de peso o costo
C:A - R conocida.

Descripcion
Paso1  (Inicio) Sea x, (arbitrario) elemento de Ny k=0. Sea
No= {xo} Ag=¢

Paso 2  (Afiadir un arco). Sea Fy el conjunto de arcos de A que tie-
nen exactamente un extremo en N,. Sea j, el arco de costo
minimo en F, y denote por x; el extremo de j; que no perte-
nece a F;. Hacer

Nien =NeU {4 A =A0{jid

Paso3  Hacer k=k+1. Si k<n-—1 regrese a 2. En caso contrario,
termine. La red Tn_1=[Nn_1, An_l] representa el arbol de
expansion minima de G.

Aplique el algoritmo de Prim y determine el arbol de expansiéon minima

en la red conectada de la figura 5.10

Figura 5.10
Red con pesos
en los arcos




Pasol  Comenzaremos con Xx,= {7} Ay=¢

En la tabla 5.3 se presentan resumidas, las iteraciones del
algoritmo. En la primera columna aparece el nimero de
iteracién k, en la segunda el conjunto ¢, resultante de la
k-ésima iteracion, en la tercera el arco de peso minimo de
ce(ji) y por ultimo en las columnas cuarta y quinta respec-
tivamente, los nodos y arcos que iran formando el drbol de
expansion minima de la red.

Tabla 5.3 Resumen de las iteraciones para el ejemplo 5.3 usando el algoritmo de Prim

Numero
de
iteracion (K)

1

Fy Jx Ny Ag
{@47), 6,7), (7.8), 7.9)} 67) {7.6} {67}
{3,6), 69, 4.7), 7,9), (7.9} 3.6) {7.6.3} {6.7), 3.6)}
E;lg);z 3.4, 6.9). 4.7). (7.8). 1L3) {7631} {6.7). 3.6, 1.3)}
vaaa T aa pesad {67 6.9, 09, 0.9}
;{(Zf) (;29;‘}? (“5). (6.9). 12) {7.6,3.1,42} {6,7), 3.6), (1,3), (1,4), (1,2)}
{2,5), 4,5), (6.9), 7.8), (7.9} (25 {7.6,3,1,4,2,5} ;{i } ), (14),
{(6.9), (7.9), (8,10)} (5.8) {7.6,3.1,4,2,58} E,S) N 8)}, (1,3), (1,4) (1,2),
{(8.10), 9.10), (7.8), (7.9)} 6.9) {7.6,3.1,4,2,5,89} ;{65’;( )(69)}’(1’4) 1.2,

(9,10) {7.6.3.1,4,2,5,8,9,10} ;{ ©.7), G, ?) (L,3), (L4) (1,2),

1
2,5), (5.8), (6.9), (9,10)}




En la iteracién k=n—-1=9 se observa que el arbol de peso minimo

generado por el algoritmo es como el que se muestra en la figura 5.11

Figura 5.11 Arbol de
expansion minima
paralareddela
figura 5.10

(10)

Este arbol de expansion tiene un peso de:

1+1+2+3+4+4+2+5+4=26

Ejemplo 5.4

La siguiente serie de redes muestran paso a paso el uso del algoritmo
de Prim para resolver el problema de encontrar un arbol de expansién
minima.

Figura 5.12 Construccion del
arbol de expansion minima




Complejidad computacional del algoritmo

Para analizar el tiempo de ejecucion del algoritmo de Prim, considera-
mos cada una de las n —1 iteraciones que el algoritmo desarrolla como
si aumentara un arco a la vez al arbol, hasta que se tiene un arbol de
expansion con n—1 arcos. En cada iteracion el algoritmo selecciona
el arco de costo minimo en el corte [S , §]. Si podemos revisar la lista
completa de arcos para identificar el arco de costo minimo, esta ope-
racién requiere un tiempo de ejecucién de O(m), lo que nos da una
cota de tiempo de O (nm) para el algoritmo. Por lo cual podemos afir-
mar que el algoritmo se ejecuta en un tiempo O (mn).

El cuello de botella en el algoritmo de Prim es la identificacién del
arco de costo minimo en el corte [S, §]. Podemos mejorar la eficiencia
en este paso manteniendo dos indices para cada nodo j € S:

1. Unaetiqueta parala distancia d ( ]) que representa el costo minimo
de los arcos en el corte incidente al nodo j que no estd en S, es decir

d (]) =min {cij : (i,j) € [S, §]}

2. Una etiqueta predecesora pred( j) que representa el otro punto
final del arco de costo minimo en el corte incidente al nodo j. Por
ejemplo, en la tercera iteracién del ejemplo 4.4 los tres arcos (1, 3),
(2, 3) y (4, 3) en el corte son incidentes al nodo 3. Entre esos arcos
el arco (4, 3) tiene el costo minimo de 20.

Entonces d (3) =20 y pred (3) =4. Para el mismo caso d (5) =30 y
pred(5)=4. Si mantenemos esos indices podemos encontrar f4cil-
mente el costo minimo de un arco en el corte; simplemente calculamos

min {d(]')|jeS}




siel nodo i alcanza este minimo, (pred (i), i) es el arco de costo minimo
en el corte. Observe que, si movemos el nodo i desde S hasta S, nece-
sitamos actualizar las etiquetas distancia y predecesor solo para los
nodos adyacentes al nodo i.

5.5 ALGORITMO DE SOLLIN

Podemos usar las condiciones de optimalidad para derivar otro algo-
ritmo para el problema de arbol de expansién minima. Este algoritmo
lo podemos ver como una version hibrida de los algoritmos de Krus-
kal y de Prim. Como en el algoritmo de Kruskal, el algoritmo de Sollin
mantiene una coleccidn de arboles de expansién de los nodos N;, N,,
N,,... y aumenta arcos a esa coleccién. Sin embargo, en cada itera-
cion aumenta arcos de costo minimo que emanan de esos arboles,
una idea tomada del algoritmo de Prim. Como resultado se obtiene un
algoritmo que usa estructuras de datos sencillas y corre en un tiempo
O(m logn). El algoritmo de Sollin desarrolla repetidamente las dos
siguientes operaciones basicas.

Vecino més cercano: (Ny, iy, ji). Esta operacién toma como inicio
un arbol que une a los nodos N, y determina un arco (ik, ji) de costo

minimo entre todos los arcos que emanan de N, es decir

Ciy jx=min{C;| (i, /) €A, ie N yj& Ni}

Para desarrollar esta operacion necesitamos revisar todos los arcos en
las listas de adyacencia de los nodos en N, y encontrar el arco de costo
minimo entre esos arcos que tenga un punto final que no esté en N;.




Acoplar (i, j,): Esta operacién toma como inicio dos nodos i, y ji y si
los dos nodos estan en distintos arboles, entonces une esos dos arbo-
les en un solo arbol.

Algoritmo de Sollin

Proposito: Resolver el problema de arbol de expansién minima.
Descripcion

Pasol  ParacadaieN hagaN;= {i}, T*=0

Paso 2  Mientras |T*| < (n—l) entonces para cada arbol N, haga

(N o Lo jk): donde el arco (ik, jk) es el arco de costo minimo
entre todos los que emanan de N, es decir:

min ¢;= {(i, j) | (i,j)€A,ieN,, ]"ka}
y vaya al paso 3

Paso3  Silos nodos iy y ji estén en distintos arboles una (iy, ji) y
actualice T*=T*u {(ik, jk)} y regrese al paso 2.

Ejemplo 5.5

En la siguiente red encuentre el arbol de expansion minima usando el
algoritmo de Sollin.




Figura 5.13
Red con pesos
en los arcos

Se comienza con cinco arboles que conforman un bosque. Cada arbol
consta de un solo nodo y el arco es el de menor costo que conecta cada

nodo.

Paso 1 @.--.1.9 1.9-_-.@
35
7 Figura 5.14
Primer
paso parala
construccion
O =0

del arbol
Paso 2 Se unen nodos reduciendo el nimero de arboles a solo dos.

El arco de menor costo que emana de esos arboles es el (3,4).

10
2 4
35 {)
el Figura 5.15
20 Segundo
20 paso parala
’I

construccion
del arbol

s

Paso3  Seune ese arco y obtenemos el arbol.




35
Figura 5.16

El arbol de
expansion
minima

resultante

O

Complejidad computacional del algoritmo

Para poder analizar el tiempo de ejecucion del algoritmo necesitamos
discutir la estructura de datos necesaria para implantarlo. Mostra-
remos que el algoritmo desarrolla O(logn) ejecuciones del ciclo del
paso2, y que se pueden desarrollar las operaciones vecino mds cer-
cano y acoplamiento en un tiempo O (m). Estos resultados establecen
una cota de tiempo de O (m logn) para el algoritmo.

Almacenamos los nodos del drbol en una lista circular doblemente
ligada, lo que nos permite visitar cada nodo del 4rbol comenzando en
cualquier nodo. Asignamos una etiqueta numérica con cada nodo en
la red; la etiqueta satisface las siguientes dos propiedades:

1. Nodos del mismo drbol que tienen la misma etiqueta.
2. Nodos de diferentes arboles con diferentes etiquetas. Al inicio del
algoritmo, asignamos la etiqueta i a cada nodo i€ N.

Usando esta estructura de datos podemos verificar facilmente cuando
un arco (i, j) tiene sus puntos finales en el mismo arbol. Contestamos
esta pregunta verificando las etiquetas de los nodos i y ;.




Esta observacién implica que podemos desarrollar la operacién de
vecino mds cercano para cada arbol en el bosque en un tiempo total
de O(ZieN|A(i)) =0(m).

Desarrollamos las operaciones de acoplamiento en el ciclo del paso 2-3
usando el siguiente esquema iterativo: En cada iteracion selecciona-
mos un arbol no examinado, por ejemplo, N, , y consideramos el arco
de costo minimo (il, jl) que emana de N; (el nodo i, estd en N, y el j;
puede o no estar en N,). Suponga que los nodos en N, tienen la etiqueta
a. Si el nodo j, también tiene la etiqueta a, la iteracion termina.

En caso contrario buscamos los nodos del drbol, por ejemplo, N, que
contenga al nodo j; y les asignamos la etiqueta a. Después, considera-
mos los arcos de costo minimo (iz, jz) que emanan de N,. Si el nodo j,
tiene etiqueta a, la iteracion termina; en caso contrario, buscamos en
los nodos del arbol N, que contenga al nodo j, y les asignamos la eti-
queta a. Repetimos este proceso hasta que la iteracién termina. Note
que en cada iteracién podemos asignar a los nodos de varios arboles
la etiqueta del primer arbol. Cuando una iteracién termina iniciamos
una nueva iteracion seleccionando otro drbol no examinado. Termi-
namos este proceso iterativo cuando hayamos examinado todos los
arboles. De esta descripcion se puede ver que este método asigna una
etiqueta a cada nodo y se ejecuta en un tiempo O (n)

Cada ejecucion en el ciclo del algoritmo requiere un tiempo O(m),
obtenemos entonces una cota del nimero de ejecuciones del ciclo.
Cada ejecucion del ciclo reduce el numero de arboles en el bosque
por un factor de al menos dos porque acoplamos cada arbol en un
arbol mayor. Esta observacion tiene como consecuencia que desarro-
llaremos O(logn) ejecuciones del ciclo. Se tiene entonces el siguiente

teoremas:




El algoritmo de Sollin tiene un tiempo de ejecuciéon de O (m log n)

En este capitulo hemos descrito tres algoritmos para resolver el pro-
blema del arbol de expansiéon minima. Todos ellos son faciles de
implantar y tienen excelentes tiempos de ejecucidon, ademds son muy
eficientes en la practica.

La tabla 5.4 siguiente resume la complejidad computacional de estos
tres algoritmos:

Tabla 5.4 Complejidad computacional de Kruskal, Prim y Sollin

Tiempo de

. ., Observaciones
ejecucion

1. Examina arcos en orden no decreciente de sus cos-
tos mas el tiempo necesario para ordenar m arcos y
los incluye en un arbol de expansidn si el arco que se
aumenta no forma un ciclo con los arcos seleccionados.
2. La prueba del algoritmo usa condiciones de optimali-
dad para una trayectoria.
3. Esun algoritmo atractivo si los arcos ya se encuentran
ordenados en forma creciente.

Kruskal O(m+n logn)

1. Mantiene un arbol de expansiéon en un subconjunto
de nodos S y aumenta un arco de costos minimos en el
corte [S, §].

2. Laprueba del algoritmo usa condiciones de optimali-
dad para cortes.

3. Se puede implantar usando una variedad de estructu-
ras de apilamiento. Esta cota de ejecucion se refiere al
tiempo de la estructura de datos de Fibonacci.

Prim O(m+n logn)

1. Mantiene una coleccion de arboles, en cada iteracion
aumenta un arbol de costo minimo que emana de cada

Sollin 0(m logn) arbol.

2. Laprueba del algoritmo usa condiciones de optimali-
dad en cortes.




5.6 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Una vez presentados los métodos de solucion para el problema del
arbol de expansion minima, es interesante observar el efecto de elimi-
nar un arco de la grafica original. Es claro que, si este arco no pertenece
a la solucién 6ptima, la solucién 6ptima del problema de encontrar el
arbol de peso minimo en la red resultante de remover dicho arco es
la misma que para la red original. Sin embargo, si el arco forma parte
de la solucion 6ptima es importante contar con una herramienta que
permita resolver el nuevo problema aprovechando los resultados que
ya se han obtenido. Enseguida se analiza este problema.

Suponga que se ha obtenido el arbol expandido de peso minimo T= [X,
A*] de una red conexa G = [X, A], también suponga que, por alguna
razon, es necesario eliminar un arco de la red G que, ademas, perte-
nece al arbol T. Considere, ahora, el problema de encontrar el arbol
expandido de peso minimo de la red resultante de eliminar dicho arco.

Sea j'=(i, i’) el arco que debe eliminarse y sea G'la red resultante de
tal eliminacién, es decir, G'= [X, A-{ j'}]. Entonces, el problema con-
siste en encontrar el arbol requerido. A continuacion, desarrollamos
un procedimiento para obtenerlo, aprovechando que ya se cuenta con
el arbol T.

Al eliminar (i, i’) de T, este se descompone en dos componen-
tes conexas. Sean estas T1=[X1, Al] yT,= [Xz, Az]. Observe que un
extremo del arco j" estd en X, y el otro en X,. Suponga, sin pérdida de
generalidad, que i estd en X, y que i’ estd en X,. Sea U el conjunto de
arcos de G distintos de j’ que tienen un extremo en X, y otro en X,.
Observe que si U es vacio el problema no tiene soluciéon puesto que G’
no seria conexa y por lo tanto no existe arbol expandido de G. Suponga




entonces, que, U no es vacio, sea u* el arco de U tal que p(u*) < p(u)
para todo arco u€ U, y una constante p. La solucién del problema se
establece en la siguiente proposicion:

Proposicion 5.3

Lared T*= [X, A UA,U {u*}] es un 4rbol de expansién minima de G'.

Demostracion

Sean las redes conexas G, = [Xl, Al] yG,= [XZ, Az] donde A; es el con-
junto de arcos de A que tienen ambos extremos en X; (i =1,2). Se
demostrara primero que T, y T, son los arboles de expansién minima
de G, y G, respectivamente.

Suponga que T, no es un arbol de expansién minima de G,.Sea N = [Xl,
Ul] el arbol de expansiéon minima de dicha gréfica, se tiene entonces

que p(N) <p(Ty).
Sea T'=[X, U,uU,u{j'}], note que T’ es un drbol de expansién de G,

ya que T  es aciclica debido a que el arco j' tiene un extremo en X, y
otro en X, y las redes N y T, son aciclicas.

Ahorabien, p(T')=p(U,)+p(4,)+p(j")=p(N)+p(4,)+p(j’)
porotrolado p(T)=p(4,)+p(A,)+p(j)=p(T) +p(4,)+p(j’)
porlotanto P(T')<P(T)

Lo que contradice que T sea un 4rbol de expansién minima de G. Por

lo tanto, T, es un arbol de expansién de peso minimo de G,. Andloga-
mente, se prueba que T, es un arbol de expansién minima de G,.




Por otro lado, G’ puede expresarse como lared [X ,AJUA,Uj ’], y puesto
que p(u*) Sp(u) para todo arco ue U, se tiene que T* es un arbol de
expansiéon minima de G’y con esto se concluye la prueba. Este proce-
dimiento lo podemos aplicar en el siguiente problema:

Suponga que se ha encontrado el arbol de peso minimo T = [X , A*] de
lared G = [X , A] y suponga también que se modifica el peso de un arco
jeA*. Se desea encontrar ahora el d4rbol de peso minimo en la gréafica
G con la funcién de peso, asociada a los arcos de G, modificada para

el arco j.

Si el nuevo peso de j es menor que el que tenia anteriormente, es claro,
que la solucién éptima seguira siendo la misma; el problema surge
cuando el nuevo peso de j es mayor que su peso anterior. Es en este
ultimo caso cuando puede aplicarse el método expuesto anteriormente.
Para encontrar la nueva solucion, la tnica modificacién que debera

hacerse al procedimiento sera no excluir al arco j del conjunto U.

Ejemplo 5.6

Considere la red del ejemplo 5.1 y su arbol de expansién minima.
Suponga que se elimina el arco (2,8). La grafica resultante G' se mues-
tra en la figura 5.17

Figura 5.17 Red

4 4/) modificada del
4 .
ejemplo 5.1




Determine el arbol de expansion minima en esta nueva red. Las com-
ponentes conexas T1y T2 en que se divide T al eliminar (2, 8) se mues-

tran en la figura 5.18

Figura 5.18
Componentes
conexas de T

El conjunto U estard formado entonces, por los arcos siguientes, con
sus respectivos pesos:

Arco Peso Arco Peso
(1, 5) 4 (3,5) 10
(1, 8) 3 (3,8)

(3, 4) 4 (3,9)

De aqui se tiene que u*=(1, 8). Por lo tanto, el 4rbol de expansién
minima de G’ se muestra en la figura 5.19

Figura 5.19
Arbol de
3 expansion
minima
construido

Cuyo peso esta dado por:

0+2+2+3+3+3+5+5=23=p(T)-p(2, 8)+p(L, 8)




5.7 NOTAS HISTORICAS

Los primeros algoritmos de 4rbol de expansién
minima se desarrollaron en 1926. El articulo de
Graham and Hell (1985) presenta una resefia his-
torica de los algoritmos de drbol de expansion
minima. l :
Bortivka (1926) y Jarnick i

(1930) independientemente ¢

desarrollaron y resolvieron
el problema. M4ds tarde otros
investigadores redescubrie-
ron esos algoritmos.

El algoritmo de Boravka es
un algoritmo codicioso para
encontrar un arbol de expan-
sion minimo en un grafico,
o un bosque de expansion
minimo en el caso de un gra-
fico que no estd conectado.

Kruskal (1956), Loberman
y Weinberger (1957) inde-
pendientemente desarrolla-

ron el algoritmo que lleva el
nombre de Kruskal.




Prim (1957) desarrollé el algoritmo que lleva su
nombre.

Sollin presenté su algoritmo, discutido en un semi-
nario en 1961; nunca se publicé. Claude Berge, que

estaba presente en el seminario, reporté este algo-

ritmo en su libro Berge and Ghouila-Houri (1962).

El algoritmo fue redescubierto por Choquet en 1938; nuevamente por
Florek, Lukasiewicz, Perkal, Steinhaus y Zubrzycki en 1951; y nueva-
mente por Georges Sollin en 1965. Mas tarde, diversos investigadores
descubrieron que el algoritmo de Prim es similar al de Jarnick.

Una versidén mejorada del algoritmo de Kruskal fue desarrollada por
Tarjan en 1984 y se ejecuta en O (m a(n, m)) més el tiempo requerido
para ordenar los arcos. a (1, m) es la funcién de Ackermann que para
efectos précticos es menor que 6.

Gabow, Galil, Spencer y Tarjan en 1986 presenta-
ron una variedad del algoritmo de Prim que corre
en un tiempo O(m logB (m, n)) con la funcién
B(m, n) definida como B(m, n) =min {i|log(i)
(m/n)< l} En esta expresién log@x=log log
log--log x en logi iterado i veces. Asi, B(m, n)

es una funcién que crece muy lentamente. Por

ejemplo, si m/n =224 entonces [3(m, n) =6

Actualmente, el algoritmo mds rdpido para resolver el problema del
arbol de expansion minima es el de Kruskal modificado por Tarjan
(1984) si los arcos ya estan ordenados.




5.8 EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Sea G una gréfica no dirigida. Conteste o demuestre lo siguiente:

a) Gesun arbolsi...

b) Si G es un arbol con m nodos (m22) entonces G tiene al
menos dos nodos terminales

c) SiGesun drboly se elimina un nodo terminal, se tiene otro

arbol.

2. Sea Guna grafica no dirigida con m nodos. Demuestre que los siguien-

tes postulados son equivalentes.
a) Gesun arbol
b) Gtiene m—1 arcosy no tiene circuitos.
c) Sia Gseleafiade un arco se forma un circuito tnico

Sugerencia: use la férmula de Euler

3. Encuentre el arbol de expansiéon minima en la siguiente red:




4. Considere el siguiente algoritmo: arregle los arcos en A en orden
arbitrario y comience con un arbol de expansién vacio. Examine
cada arco en A, uno por uno, y siga los pasos siguientes:

a) Aumente un arco (i, j) a T, si T contiene un circuito W.
b) Borre de T un arco de costo maximo de dicho circuito.

Demuestre que cuando este algoritmo ha examinado todos los arcos el
arbol final es un 4rbol de expansién minima. ;Es posible implementar

este algoritmo de manera eficiente como el de Kruskal? ;Por qué?




CAPITULO

Problema de ruta
mas corta

6.1 INTRODUCCION

El problema de la ruta mas corta es un problema cldsico de redes y de
una gran aplicacion en diferentes dreas no solo de la ingenieria sino
de otras disciplinas, en este capitulo se presentan métodos de solu-
cién para los siguientes problemas de rutas mads cortas de una red:

1. Ruta mas corta entre dos nodos especificos sy t
2. Rutas mds cortas entre un nodo especifico sy todo nodo i de la red

3. Ruta mas corta entre todo par de nodos

Para ejemplificar considere lo siguiente: 6

Ejemplo 6.1

En una terminal de camiones para pasajeros se desea establecer la
ruta que debera seguir el autobus que presta servicio de la ciudad s a
la ciudad t de tal manera que la distancia recorrida sea lo mas corta
posible. A este problema se le puede representar en una red G = [N,
A, d] donde:
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N= {Ciudades a las cuales se ofrece el servicio}

A= {Tramos de carretera entre las ciudades}

d:A— R, donde para toda a elemento de A, d(a) es la longitud o
distancia del tramo de carretera a.

En general en una red G = [N , A, d], al ntimero d(a) asociado a cada
arco se le llama longitud o costo de a. Por otro lado, se define la longi-
tud de una ruta o camino como la suma de longitudes de los arcos que
la forman; aquella ruta tal que su longitud sea minima se llama la ruta

mas corta o camino mas corto.

El problema entonces de la terminal de autobuses es encontrar la
ruta més corta entre dos nodos especificos: los que representan a
las ciudades s y t. Observe que en este caso las longitudes definidas
son no negativas; sin embargo, el problema de encontrar la ruta mas
corta entre dos nodos especificos puede generalizarse a cualquier red
puesto que la funcién de longitud d, puede representar, ademds de
distancia o tiempo, costos o alguna otra cantidad.

Si la red contiene arcos con longitudes negativas pueden presentarse
circuitos negativos (circuitos de longitud negativa). En este caso el
problema puede no ser acotado puesto que para cualquier ruta entre s
y t que contenga al circuito negativo existe otra mejor, a saber, aquella
que contiene una vez m4s al circuito. Por ejemplo, en la siguiente red:

Figura 6.1
Una red
con costos
negativos




Unarutadesates:s, 3,1, 2,3, tdelongitud 7. Otra ruta de s a t mejor
que la anterior es: s, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, t, de longitud 5. De hecho, si se
considera una ruta que contenga el arco (s, 3) M veces el circuito 3, 1,
2,3(M>0)yelarco (3, t) lalongitud serd 9-2 M, de tal modo que, si M
tiende a infinito, la longitud de la ruta tiende a menos infinito. Luego,
la ruta mas corta entre sy t no existe.

Se concluye entonces, que para que el problema de la ruta mas corta
entre dos nodos especificos tenga solucion, debera cumplirse:

i) Existe alguna trayectoria entre sy t
ii) No existen circuitos negativos tales que haya un camino de s a
algin nodo del circuito y otro de algin nodo del circuito a t.

Suponga ahora que en la terminal de autobuses se desea mejorar el
servicio que se proporciona a la ciudad s; con este objeto se requiere
encontrar las rutas mds cortas entre la ciudad sy todas las demas ciuda-
des a las cuales se les da el servicio. A este problema puede asociarse,
de nuevo, la red definida anteriormente.

Antes de analizar cuando tiene solucién este problema se definiran
algunos conceptos de gran utilidad.

Definicion 6.1

Sea G = [N, A] una red dirigida y sea s un nodo en N; entonces a s se le
llama raiz de G, si existe una trayectoria de s a i paratoda i en N.




Definicion 6.2

Una arborescencia es un arbol que tiene una raiz. La siguiente red es

una arborescencia de raiz 1:

Figura 6.2
Arborescencia
de raiz 1

Definicion 6.3

Sea G= [N , A] una grafica dirigida. Una arborescencia de G es un arbol

expandido de G que contiene un nodo que es raiz.

En una arborescencia de raiz s el camino o trayectoria de s a i, para

toda i elemento de N, es tnico.

Definicion 6.4

Considere ahora una red G. Una arborescencia de rutas mds cortas de G
es aquella arborescencia tal que la Unica ruta de s a i, para toda i ele-
mento de N, es una ruta més cortade sa i.

Una vez definidos estos conceptos, puede decirse que el problema de
la terminal de autobuses es encontrar la arborescencia de rutas mas
cortas deraizsdelared G= [N, A, d].




Haciendo una analogia con el problema de la ruta mas corta entre dos
nodos especificos puede concluirse que para que exista la arborescen-
cia de rutas mds cortas de raiz s en una red cualquiera G, ésta debera
cumplir que:

i) Existen caminos de sa i, para toda i en N. Es decir, que s sea la raiz
de la red.

ii) No existen circuitos negativos en la red G, ya que de presentarse
estos el problema seria no acotado (por la misma razén expuesta
para el problema de ruta més corta entre dos nodos especificos).

Finalmente, suponga que en la terminal de autobuses se tiene interés
en encontrar las rutas mds cortas para todos los camiones que prestan
servicio entre cada par de ciudades. Nuevamente, se asocia a este pro-
blema la red G definida anteriormente, se deben encontrar entonces,
las rutas mas cortas entre todo par de nodos en la red G.

Este ultimo problema es una generalizacién inmediata de los anterio-
res. Por esto se deduce que, para que exista solucién en cualquier red
G, debera cumplirse lo siguiente:

i) Existe, al menos, una trayectoria entre todo par de nodos
ii) No existen circuitos negativos en la red G

Algunas propiedades de las arborescencias se dan a continuacion.

6.2 CARACTERIZACION DE UNA ARBORESCENCIA

Existen ciertas propiedades de las arborescencias que serdn utiliza-
das en la busqueda de la solucién del problema de la arborescencia
de rutas mas cortas de raiz x,. Estas propiedades se demuestran en el




siguiente teorema en el cual se postulan las distintas caracterizacio-
nes de este tipo de redes.

Es importante hacer notar que, en general, la arborescencia de rutas
mas cortas es distinta del arbol de expansién minima en una red,
puesto que, mientras el segundo concepto es no orientado el primero
solo es aplicable a redes dirigidas.

Aun en el caso en que la red sea dirigida, un arbol no necesariamente
es arborescencia ya que esta puede no tener raiz. Por ello, para deter-
minar la arborescencia de rutas mas cortas no es posible aplicar nin-
guno de los algoritmos presentados en el capitulo anterior. Podria
suceder incluso que un drbol de peso minimo resulte ser una arbores-
cencia; sin embargo, de ningin modo puede garantizarse que esta sea
de rutas mas cortas. Por ejemplo, en la red de la figura 6.3.

Figura 6.3 Red
con costos
positivos en
arcos

Un arbol de peso minimo esta dado en la figura 6.4 el cual resulta ser
una arborescencia de raiz 1. Sin embargo, la Gnica ruta en la arbores-
cencia entre los nodos 1y 4 tiene una longitud de 5 unidades y existe
otra ruta de longitud menor entre esos dos nodos en la red: la ruta 1, 4
tiene una longitud de 4 unidades. Por lo tanto, puede concluirse que la
arborescencia no es de rutas mas cortas.




Figura 6.4
Arbol de
peso minimo

Sea G una red con n nodos. Suponga que n = 2. Los postulados siguien-
tes son equivalentes y caracterizan una arborescencia:

a) G esun arbol y tiene un nodo x, que es raiz

b) Paratodo nodo i existe un camino Unico de x, a

c) G tiene al nodo x, que es raiz y si se elimina un arco enton-
ces X, ya no es raiz

d) G esconexa

e) G esaciclica

f) G tiene como raiz a x, y es aciclica

g) G tiene como raiz a x,, y posee n—1 arcos

Demostracion

(a implica b). Sea i un nodo de G. Puesto que x, es raiz de G entonces
existe una trayectoria de x, a i. Suponga que existen, al menos,
dos trayectorias de x, a i. Entonces G tendria un ciclo y esto con-
tradice que G es un drbol. Luego, el camino de x, a i es Unico.




(b implica c). Puesto que existe una trayectoria entre x, e i, para todo
nodo i, entonces x, es raiz. Seaa= (ik, jk) un arco de Gy suponga
que x, es raiz de la red F'= [N , A —{a}] entonces existe una tra-
yectoria de x, a j, en G’ (note que esta trayectoria no contiene
a a). Puesto que x, es raiz de G, existe una trayectoria de x, a
i;; esta trayectoria y el arco a forman una trayectoria de x, a ji;
entonces existen en G dos trayectorias distintas de x, a j, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, G no tiene a x,, como raiz.

(cimplica d). Puesto que X, es raiz de G, entonces G es conexo. Suponga
que g(x,)=0, es decir que existe un arco (x, x,). Como x, es
raiz, entonces existe al menos un camino de x, a x; luego, al
eliminar (x, xo) de G, x, sigue siendo raiz, lo cual es una con-
tradiccion por lo tanto g(x,) es igual a 0. Por otro lado, por ser
X, raiz, se tiene que g(x) =1 para todo nodo x = x,. Suponga que
g(x)>1, es decir, que existen al menos dos arcos (i, x) ¥ (jis
x) entonces al suprimir cualquiera de estos dos arcos x, sigue
siendo raiz de G, por lo tanto, g(x) =1, para toda x = x,.

(dimplicae). Lared G es conexa y tiene n —1 arcos puesto que g(xo) =0
y g(x)=1 para toda x#x,. Entonces G es un 4rbol y como con-

secuencia es aciclica.

(e implica f). Si x, no fuera raiz, entonces G tendria un ciclo puesto
que g(x) =1 para toda x # x,.

(f implica g). G es aciclica y ademds conexa puesto que X, es raiz.
Entonces G es un arbol y por lo tanto tiene n—1 arcos.

(gimplica a). Gtiene n—1 arcos y es conexa puesto que X, es raiz, luego
G es un arbol.




6.3 METODOS DE SOLUCION Y JUSTIFICACION

En esta parte del capitulo se presentan los métodos de solucién para
el problema de la arborescencia de rutas mas cortas de raiz s en una
red R= [N VA, d]. El primero de ellos solo es aplicable a redes que tie-
nen arcos con costos no negativos y el segundo puede utilizarse para
cualquier red.

En la préctica existe gran cantidad de problemas que involucran costos
no negativos (tiempo, distancia, etc.); es por esta razdn que se justifica
el desarrollo de algoritmos que se aplican solo a estos casos. Por otro
lado, el método presentado para redes con esta caracteristica consti-
tuye el primer caso del algoritmo general posteriormente expuesto. Es
importante mencionar que estos algoritmos tienen la ventaja de que,
ademas de proporcionar la solucién 6ptima cuando existe, la detectan
cuando esta no existe; ya sea que dicha solucion no exista porque s no
es raiz de la red o por la presencia de circuitos negativos. Cabe sefialar
que estos métodos sirven también para encontrar la solucién éptima
del problema de la ruta mas corta entre todo par de nodos.

Para el problema de la ruta mas corta entre todo par de nodos se pre-
senta un algoritmo con la misma ventaja que los anteriores. Mds ain,
si la ruta mds corta existe para algunos pares de nodos y para otros
no, el algoritmo proporciona las longitudes de las rutas existentes y
detecta para qué pares de nodos no existe ninguna ruta.

Otra observacién importante que debe hacerse es que, como se vera
posteriormente, el problema de la ruta mas corta resulta ser un sub-
problema del problema de flujo a costo minimo. Otro subproblema
que surge en la busqueda del flujo a costo minimo es el de la deteccién
de circuitos negativos por lo cual los métodos en este capitulo seran
de gran utilidad.




Arborescencia de rutas mds cortas
Caso de redes con costos no negativos

El método de solucion presentado para el problema de la arborescen-
cia de rutas mas cortas en redes que tienen arcos con costos no nega-
tivos fue desarrollado por Dijkstra (1959) y esta considerado como uno

de los métodos maés eficientes para resolver este problema.

Este método se basa en la asignacidn de etiquetas “permanentes” a los
nodos para los cuales ya se conocen las longitudes de las rutas mas cor-
tas de la raiz a ellos. Sea S este conjunto de nodos. Las etiquetas de los
nodos de S representan precisamente las longitudes de las rutas més
cortas buscadas. Los nodos restantes se etiquetan “temporalmente” en
una cota superior de la longitud més corta de la raiz al nodo etiquetado.

En la primera iteracidn el conjunto T contendra inicamente al nodo
raiz; es decir, solo la raiz estara etiquetada permanentemente. Las eti-
quetas temporales se mejoran continuamente y en cada iteracion se
agrega exactamente un nodo x a S; este nodo es aquel tal que la longi-
tud desde la raiz es la mas corta posible.

Puesto que todos los arcos tienen costos no-negativos, siempre puede
encontrarse una ruta mas corta de la raiz a x que pase solo por nodos
de S; en este caso la etiqueta de x representa la longitud de la ruta mas
corta correspondiente. Una vez que todos los nodos estén en S, las eti-
quetas de todos los nodos seran las correspondientes a las longitudes
mas cortas desde la raiz y por lo tanto se habrd encontrado la soluciéon
deseada. En el caso en que se desee solo la ruta mas corta entre dos
nodos especificos, se obtendra la soluciéon cuando se etiquete “perma-
nentemente” el nodo final del camino buscado.




Algoritmo de Dijkstra

Proposito: Obtener la arborescencia de las rutas mds cortas de raiz s
enunared G = [N, A, d] con costos no negativos en los arcos.

Descripcion

Pasol  (Iniciacién de etiquetas). Sea d (s) =0 y marquese esta eti-
queta como permanente. Sea d (x) =00, paratodo x # sy con-
sidérense estas etiquetas como temporales. Sean a (x) =X
(estas etiquetas indicaran el predecesor de x en la arbores-
cencia). Sea p=s.

Paso?  (Actualizacién de etiquetas). Para todo xeT*(p) que tenga
etiqueta temporal, actualizar etiquetas de acuerdo con:

d(x) =min{d (x), d(p) +d(p, x)}

si d(x) se modificé, hacer a(x)=p. Sea x* tal que d(x*)=
min{d(x)|d(x) es temporal}. Si d(x*)=oo, terminar. En
este caso no existe arborescencia alguna de raiz s. En otro
caso, marcar la etiqueta d (x*) como permanente. sea p=x*.

Paso3 (i) (Sisolo se desealarutadesat).Sip=t, terminar: d(p)
es lalongitud del camino mas corto. Si p=#t, ir al paso 2.

(i1) (Sise deseala arborescencia). Si todos los nodos tienen
etiquetas permanentes, terminar; ésta es la longitud
deseada del camino y el conjunto de arcos {a (x), x}
forman la arborescencia de caminos mas cortos.

En otro caso, ir al paso 2.




Justificacion del algoritmo

Primero observe que el algoritmo termina en un nimero finito de ite-
raciones, ya sea en el paso 2 o en el paso 3 puesto que el numero de
nodos es finito. Se justificara la optimalidad del algoritmo para el caso
del problema de arborescencia de rutas mas cortas ya que el otro caso
esta comprendido en este.

Note que, si el algoritmo termina en el paso 3, la red generada ten-
drd n—1 arcos y a s como nodo raiz; por esta razén dicha red es una
arborescencia. Por otro lado, se tiene que, por construccion, d(x) es
la longitud del tinico camino de s a x en esta arborescencia. Ahora se
probara que la arborescencia generada es de rutas mas cortas. Para
ello se demostrara, por induccion sobre el nimero de iteraciones, que
las etiquetas permanentes de los nodos son las longitudes de las rutas
mas cortas de s a x, para todo x € X. Esto es claro en la primera itera-

cién. Suponga también que es valido en la k-ésima iteracion.

Sea S el conjunto de nodos con etiquetas permanentes y S’ el conjunto
de nodos con etiquetas temporales en la iteracion k. Al final del paso 2
de la iteracion k+1 la etiqueta temporal d (x) , para x€ S’ es la longitud
de una ruta mas corta de s a x que contiene solamente nodos de S. En
efecto, en cada iteracion solo se etiqueta permanentemente un nodo;
por lo tanto, solo es necesaria la comparacion efectuada en el paso 2. En
particular esto sucede para x* (nodo con la minima etiqueta temporal).

Suponga ahora que la ruta mds corta de la raiz a x* no contiene solo
nodos de S. Sea y el primer nodo, en el camino mds corto de s a x*, que
no estd en S. Puesto que los costos de los arcos son no negativos, enton-
ces la porcién del camino de s a x*, que une a y con x*, es no negativa.

Sea D esta longitud. Note que la porcién del camino de sa x*, queunaas




con y, es un camino que contiene solamente nodos de S. Pero d(y) esla
longitud de una ruta més corta que contiene todos sus nodos en S, luego:

d(y)+D<d(x*)
lo que implica
d(y)<d(x*)-D<d(x*)

lo cual constituye una contradiccién puesto que d (x*) es el minimo de
las etiquetas temporales. Luego, se concluye que la ruta mds corta de s
a x* contiene solo nodos de Sy, por lo tanto, d(x*) es su longitud. Por
lo tanto, la etiqueta permanente de x es igual a la longitud de la ruta
mas corta de s a x en la iteracién k+1.

Finalmente, observe que si d (x*) es igual a infinito (paso 2) en alguna
iteracién, entonces existe algun nodo (x* y todos los que tengan eti-
queta temporal) para el cual no existe ruta alguna desde s; puede
entonces concluirse que el problema no tiene solucién puesto que en
este caso sno es raiz de la red.

Ejemplo 6.2

Suponga que en un aeropuerto se considera la posible adquisicién de
un equipo que, a causa de ciertas modificaciones, serd inutil dentro
de 3 afios. Los costos de utilizacién y de reventa del equipo usado son
conocidos. El equipo puede ser utilizado durante uno, dos o tres afios,
revenderse al final del periodo de utilizacién y comprarse uno nuevo
para usarse durante el tiempo restante. Los costos totales en los que
se incurre (costo de compra mds costo de utilizacién menos precio de
venta) estan dados en la matriz de costos:




0|4 8 16
C= 1|- 511
2 |- - 6

El elemento (i, j) de la matriz es igual al costo total en millones de
pesos en el que se incurre si se compra un equipo al final del afio i, se
utiliza hasta el final del afio j y se revende. Se desea encontrar la estra-

tegia mas econémica de compra y reventa de equipo.

Para resolver este problema considere la red G= [N , A, C] donde
N= {O, 1,2, 3} y cada elemento de C indica el final de un afio; (i, j) € A
siy solo si es posible comprar el equipo al final del afio i y revenderlo
al final del afio j; finalmente, C (i, j) es el costo total en el que se incu-
rre por comprar el equipo al final del aflo i, usarlo y revenderlo al final

del afio j.

Una forma esquematica de la red es:

Figura 6.5
Red con
costos por
afno

Observe que una ruta de 0 a 3 en la red corresponde a una estrategia
posible y viceversa; por otro lado, el costo de una estrategia posible es el
mismo que el de la ruta correspondiente. Por ejemplo, la ruta 0, 1, 3 (de
longitud 15) corresponde a comprar al final del afio 0, utilizar el equipo




durante un afio, revenderlo y comprar uno nuevo al final del afio 1, uti-
lizarlo durante dos afios y revenderlo al final del afo 3 (con un costo
total de 4+11=15 millones). Por otra parte, comprar el equipo al final
el afio 0, utilizarlo durante tres afios y revenderlo al final del afio 3 (con
un costo total de 16 millones) corresponde a la ruta 0, 3 (de longitud 16).

Para encontrar la estrategia 6ptima se deberd entonces encontrar la
ruta mas corta entre los nodos 0 y 3 de la red. Para esto se aplicara el
algoritmo de Dijkstra considerando s=0y t=3.

Pasol d (0) =0 (etiqueta permanente); d (x) =00, para x=1, 2, 3
(etiquetas temporales), p=0. Ver figura 6.6.

d(0)=0

d(1)=0

d(2)=0

Figura 6.6
Red con

d(3)=c0 etiquetas

Paso 2 Actualizacién de etiquetas: T (p) = {l, 2, 3}
d(l)=min{oo,4}=4 a(1)=0
d(2) =min {co, 8} =8 a(2)=0
d(3)=min {0, 16} =16 a(3)=0

Sea x* tal que d(x) =min {d (1), d(2),d (3)} =d(1)




Paso3  De donde x*=1 (nodo con minima etiqueta temporal). Se
marcad (l) como permanente; p=1. (p #t= 3). Ver figura 6.7.

d(0)=0

d(1)=4
x*=1

d(2)=00

Figura 6.7
Red con
nodo 1
etiquetado

Iteracidn 1
Paso 2 Actualizacion de etiquetas: T (p) = {2, 3}

d (2) =min {8, 4+ 5} =8 a (2) no cambia
d(3)=min {16, 4+11} =154(3) =1

De donde x*=2 (nodo con minima etiqueta temporal). Se marca d(2)
como permanente; p=2. (p #* t). Ver figura 6.8.

d(0)=0

d(2)=8
x*=2

d(1)=4

Figura 6.8
Red con
nodo 2
etiquetado




Iteracién 2
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = {3}

d(3)=min{15, 8+6}=14 a(3)=2
Ver figura 6.9.
d(1)=4 d(2)=8

Figura 6.9
Red con nodo
3 etiquetado

d(3)=14
x*=3

De donde x*=3 (nodo con minima etiqueta temporal). Se marca d(3)
como permanente; p=3=t. Se termina.

Para recuperar la ruta mas corta de 0 a 3, de longitud d(S) =14, se
utilizan las etiquetas a (x) La ruta deseada, en sentido inverso, es: 3, a
(3) =2,a (2) =0. Luego, la estrategia 6ptima para el problema del aero-
puerto es comprar el equipo al final del afio 0, utilizarlo durante dos
afos, revenderlo y comprar un nuevo al final del afio 2, utilizar este
ultimo durante un afo y venderlo al final del afio 3 con un costo total
de 14 millones de pesos.




Ejemplo 6.3

Considere el siguiente mapa de los Ferrocarriles Nacionales de México,
donde las vias estdn representadas por arcos y el nimero asociado al
arco (i, j) representa el tiempo, en horas que tarda un ferrocarril en

recorrer el tramo de via (i, j) :

El Rey

Veracruz

Figura 6.10 Red
con distancias
entre las
ciudades

Cuautla Tehuacan

Suponga que se desea encontrar las rutas mas rdpidas para los ferroca-
rriles que presten servicio desde la Ciudad de México (Cd. Mx.) hasta
cada una de las ciudades del mapa.

En términos de redes se desea determinar la arborescencia de rutas
mas cortas de raiz Cd. Mx. Para resolver este problema usaremos algo-
ritmo de Dijkstra puesto que los costos en los arcos son no negativos.

Pasol d (Cd.MX.)) =0 (etiqueta permanente)
d(x) =00 paratoda x en N tal que x = Cd. Mx.
(etiquetas temporales)
p=Cd. Mx.




Paso2  Actualizacién de etiquetas: T*(p)=(El Rey, Teotihuacan,
Metepec, Cuautla):

d(El Rey) =min{e0,2} =2  a(ElRey) = Cd. Mx.
d (Teotihuacan) =min {oo , 2} =2 a(Teotihuacan) = Cd. Mx
d (Metepec) =min {oo , 2.5} =2.5; a(Metepec) = Cd. Mx.
d(Cuautla) =min {oo , 3} =3  a(Cuautla) = Cd. Mx.

de donde x*=El Rey, puesto que este es el nodo con minima
etiqueta temporal (los empates se rompen arbitrariamente).
Se marca d (El Rey) como permanente, p=El Rey (atn exis-
ten etiquetas temporales).

Iteracion 1
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = (Irolo)

d(Irolo) =min{oo, 2+3} =5;
a(Irolo) =El Rey

de donde x*=Teotihuacan, puesto que este es el nodo con minima eti-
queta temporal. Se marca d (Teotihuacan) como permanente, p = Teo-
tihuacan (aun existen etiquetas temporales).

Iteracion 2
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = (Irolo)

d (Irolo) =min {5, 2+ 1.5} =3.5;
a (Irolo) = Teotihuacan

de donde x*=Metepec, puesto que este es el nodo con minima eti-
queta temporal. Se marca d (Metepec) como permanente, p=Metepec
(aun existen etiquetas temporales).




Iteracidn 3
Actualizacion de etiquetas: T‘+(p) = (Teotihuacan, San Lorenzo) (Teoti-

huacan ya tiene etiqueta permanente).

d (San Lorenzo) =min { 00, 2.5+ 3} =5.5;
a (San Lorenzo) = Metepec

de donde x*= Cuautla, puesto que este es el nodo con minima etiqueta
temporal. Se marca d (Cuautla) como permanente, p=Cuautla (ain

existen etiquetas temporales).

Iteracién 4
Actualizacion de etiquetas: T‘+(p)=(Metepec, San Lorenzo, Puebla)

(Metepec ya tiene etiqueta permanente).

d (San Lorenzo) =min {5.5, 3+ 3} =5.5;
a (San Lorenzo) = Metepec

d (Puebla) = min{oo ,3 +3} =6;

a (Puebla) = Cuautla

de donde x*=Irolo, puesto que este es el nodo con minima etiqueta

temporal. Se marca d (Irolo) como permanente.
p=Irolo (aun existen etiquetas temporales).

Iteracion 5
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = (Jalapa)

d(Jalapa) =min { 0, 3.5+ 9} =12.5;
a (]alapa) =Irolo




x*=San Lorenzo, puesto que este es el nodo con minima etiqueta tem-

poral. Se marca d (San Lorenzo) como permanente.

p=San Lorenzo (aun existen etiquetas temporales).

Iteracion 6
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = (Jalapa, Puebla, Irolo)

d(Jalapa) =min {12.5, 5.5 +7.5} =12.5;
a (Jalapa) =Irolo

d(Puebla) =min {6, 5.5+3} = 6;
a(Puebla) no se modifica

x*=Puebla, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal.
Se marca d(Puebla) como permanente.
p= Puebla (atn existen etiquetas temporales).

Iteraciéon 7
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = (Tehuacén)

d(Tehuacan) = min { oo, 6+4} =10;
a (Tehuacén) =Puebla

x*=Tehuacén, puesto que este es el nodo con minima etiqueta tempo-
ral. Se marca d(Tehuacan) como permanente.
p=Tehuacan (ain existen etiquetas temporales).

Iteracién 8
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = (Cérdoba)

d(Cérdoba) =min { c0, 10+ 6} =16;
a (Cérdoba) =Tehuacdn




x*=Jalapa, puesto que este es el nodo con minima etiqueta temporal.
Se marca d(Jalapa) como permanente.
p=Jalapa (atin existen etiquetas temporales).

Iteracion 9
Actualizacién de etiquetas: T*(p) = (Veracruz, Cérdoba)

d(Veracruz) = min { ©0,12.5+ 4} =16.5;
a(Veracruz) =Jalapa

d(Cérdoba) =min {16, 12.5+7.5} = 16;
a(Cérdoba) = Tehuacan

x*=Cébrdoba, puesto que este es el nodo con minima etiqueta tempo-
ral. Se marca d(Cérdoba) como permanente.
p=Cobrdoba (auin existe una etiqueta temporal).

Iteracion 10
Actualizacién de etiquetas: T (p) = (Puebla, Veracruz)

d(Veracruz) =min {16.5, 16 +3.5} = 16.5;
a(Veracruz) = Jalapa

x*=Veracruz, puesto que este es el nodo con minima etiqueta tempo-

ral. Se marca d (Veracruz) como permanente.
Todos los nodos tienen etiqueta permanente, detenerse.

La arborescencia de rutas mas cortas con raiz Cd.Mx. esta formada por

el conjunto de arcos en la siguiente red:




Jalapa Veracruz

CDMX

Figura 6.11
Arborescencia de
rutas mas cortas

Puebla

Tehuacén

El Unico camino entre el Cd. Mx. y x para todo nodo x en N, en esta
arborescencia es la ruta mas rdpida para seguir por ferrocarril que
proporciona servicio entre las ciudades Cd. Mx. y xy su longitud es el

numero asociado en el nodo x (etiqueta permanente).

Ruta mas corta entre todo par de nodos

Una manera de resolver el problema de rutas mas cortas entre todo
par de nodos en una red G consiste en encontrar la arborescencia de
rutas mas cortas de raiz x para toda x elemento de N. Sin embargo,
existen procedimientos mds eficientes como el que se expone en esta
seccidn. Este procedimiento fue desarrollado por R.W. Floyd (1962)
y es aplicable a redes que admiten cualquier costo en sus arcos. En
dicho algoritmo se supondrd una numeracién de los nodos de la red
1,2, 3,-, ny se utilizard una matriz C de dimensién n para calcular las
longitudes de las rutas més cortas entre cada par de nodos; al termi-
nar de aplicar el algoritmo, la longitud de la ruta mds corta entre los
nodos iy j estard dada por el elemento (i, j) de C.




En el algoritmo de Floyd, en la k-ésima iteracion se calcula la longitud
de la ruta mas corta entre iy j que pueda admitir a los primeros k nodos,
o a alguno de ellos, como nodos intermedios, este nimero se almacena
en la entrada (i, j) de la matriz C. Al inicio se asigna el costo del arco (i,
j) al elemento (i, j) de la matriz C, si i #J; si dicho arco no existe, enton-
ces se asigna oo, los valores en la diagonal serdn igual a cero. Con esto
quedan calculadas las longitudes de las rutas mas cortas entre todo par
de nodos iy j, que no contengan ningin nodo como nodo intermedio.

Al inicio de la k-ésima iteracién, la entrada (i, ) de C es igual a la lon-
gitud de la ruta mds corta entre i y j que contiene a los primeros k—1
nodos, o a alguno de ellos, como nodos intermedios. Durante esta ite-
racion se compara la longitud de esta ruta con la de aquella formada
por la unién de las rutas mas cortas que contienen a los primeros
k—1 nodos como nodos intermedios entre i y ky ky j; de esta manera
se obtiene la ruta mas corta entre i y j que contiene a los primeros k
nodos, o a algunos de ellos, como nodos intermedios. Procediendo de
este modo se tendra que, al final de la n-ésima iteracion, la entrada
(i, j) de C es 1a longitud de la ruta mas corta entre iy j, que contiene
a los primeros n nodos como nodos intermedios o a alguno de ellos;
es decir, se habra calculado la longitud de la ruta més corta entre iy j.

Debe observarse que si, al finalizar el algoritmo, alguna entrada de C es
igual a oo, esto querra decir que no existe ruta alguna entre los nodos
correspondientes. Por otro lado, si algin elemento de la diagonal de,
por ejemplo (i, i), es menor que cero en alguna iteracién, se habrd
encontrado una ruta de i a i de longitud negativa (es decir, un circuito
negativo), luego en este caso el problema no tiene solucion. Este algo-
ritmo por lo anterior es importante porque detecta circuitos negativos.




Algoritmo de Floyd

Proposito: Obtener las rutas mas cortas entre todo par de nodos en una

red G con n nodos.

Descripcion

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Construya la matriz C de dimensi6én n cuyos elementos c;; son

como sigue:

Haga k=k+1 para toda i=k tal que ¢;j# 00 y para todo j#k
tal que ¢;;# 00, haga:

o

si i=j
st (i,j)eA
d(i,j) s (i,/)gA

o
|
8

k=0

¢;j=min {cij, Cix+ ckj}

i) Sic;<0 para alguna i, termine. En este caso existe un
circuito negativo que contiene al nodo i y por lo tanto
no hay solucién.

i) Sic;=0, paratoda iy k=n termine ¢; es la longitud del
camino mas cortodeiaj.

iii) Sic;=0paratodai,y k<niral paso 2.

Recuperacion de las rutas

Para recuperar las rutas mas cortas puede construirse una matriz A

de dimension n, donde el elemento a;; de esta matriz serd el predece-




sor del nodo j en la ruta de i a j encontrada en cada iteracion. Dada la
definicién de A, sus entradas se inicializardn a;=1, para todo par de
nodos i, j€ N.

La matriz A se modificard en el paso 2 de la k-ésima iteracién de
acuerdo con la siguiente asignacién:

ak] St Cik+ Ck]< Cij

ij= . .
7 [ nocambia si CijS Cig+ Cyg

Justificacion del algoritmo

El algoritmo de Floyd termina en exactamente n iteraciones, donde n
es el nimero de nodos de la red, a menos que termine en el inciso i)
del paso 3, en cuyo caso terminard en menos de n iteraciones. Se mos-
trara la optimalidad por induccién sobre el nimero de iteraciones.

Al principio de la iteracién 1 (paso 1) la entrada (i, j) de la matriz
representa la longitud de la ruta mas corta, que no contiene ningin
nodo intermedio entre los nodos iy j. Durante el paso 2 de esta ite-
racidn se realiza una comparacién entre dicha longitud (ci]-) y la de
aquella ruta formada por la unién de la ruta entre i y 1 y la ruta entre
1yj(cy+ clj); de este modo se obtiene la longitud de la ruta mds corta
entre los nodos iy j, que no contiene ningin nodo intermedio o que

contiene al nodo 1 como intermedio.

Suponga que al final de la iteracién k-1, c; representa la longitud
de la ruta més corta entre iy j, que contiene los primeros k—1 nodos
como nodos intermedios o a algunos de ellos. Durante el paso 2 de la
iteracion k, se realiza la comparacion entre esta ultima longitud (ci]-)




y la de aquella ruta formada por la unién de las rutas mas cortas, que
admiten a los primeros k—1 nodos como nodos intermedios entre iy

kyentre kyj (cik+ ckj),' entonces, al final de la k-ésima iteracion, c;; es

i
igual a la longitud de la ruta mas corta entre iy j, que contiene a los

primeros k nodos como intermedios o a algunos de ellos.

De lo anterior se concluye que, al final de la iteracion n, ¢; es 1a longi-
tud de la ruta mas corta entre los nodos 1 y j.

Ejemplo 6.3

Considere la siguiente red y determine las rutas mas cortas entre todo
par de nodos; se usara el algoritmo de Floyd para la determinacién de
las rutas:

Figura 6.12 Red
con distancias
en los arcos

Las matrices Cy A iniciales son las siguientes:

Paso 1
0 1 -1 o 1 1 1 1
o 0 5 o 2 2 2 2
C: A:
2 6 0 o 3 3 3 3
oo 3 -6 0 4 4 4 4




Paso 2 Sea k=1. Se actualizan los valores de los elementos:
C32=min{6,2+l}=3 s, =a,=1

Entonces las matrices resultantes de esta iteracion son las siguientes:

0 1 -1 o 1 1 1 1
oo 0 00 2 2 2 2
C = A=
2 3 00 3 1 3 3
co 3 -6 0 4 4 4 4
Paso 3
iii) C;20 Vi, k<n, ir al paso 2
Iteracidén 1
Se asigna k=2 y se actualizan los elementos:
C13=min{—l, 1+5} =-1 no se modifica a,,
C,; =min {0, 3+ 5} =0 no se modifica a,,
C43=min{—6, 3+5¢=-6 no se modifica a,,

Luego, las matrices Cy A no se modificaron durante la segunda iteracion.

Iteracion 2

Se asigna k= 3y se actualizan los elementos:

C,,=min {l, —1+3} =1 no se modifica a,,
CZI:min{oo,5+2}:7 Ay =aq =3
C41:min{oo,—6+2}:—4 A4 =05, =3

C42:min{3,—6+3}:—3 Ay =03,=3




Entonces las matrices resultantes de esta iteracidn son las siguientes:

0 1 -1 o 1 1 1 1
7 0 5 o 3 2 2 2
C: A:
2 3 0 o 3 1 3 3
-4 -3 -6 0 3 1 4 4

Iteracién 3

Se asigna k=4. En esta iteracion no se realiza ningin cambio puesto
que C;,=o0, para 1=1,2,3. Entonces la ultima matriz C es la matriz
de longitudes mds cortas. El elemento aij de la tltima matriz A es el
predecesor del nodo j, en la ruta mas corta de i a j, siempre y cuando

Cij;t Q.

Observe que, puesto que C;,=oo(para i=1,2,3), entonces no existe
ninguna ruta entre los nodos i y 4 (para i =1, 2, 3); esto puede verifi-

carse facilmente en la red siguiente.

Figura 6.13
Matriz de rutas
mas cortas en
todo par de nodos




El Algoritmo de Floyd se puede reformular de la siguiente manera:

Algoritmo de Floyd

PASO GENERAL K. Defina el renglén k y la columna k como renglén

pivote y columna pivote. Aplique la triple operacién a cada elemento
dij en Dy_, paratodo iy ;. Sila condicion dy + ;< di]-(i 2k, j2k, i#])se

satisface, haga los cambios siguientes:

a) Crear Dy reemplazando d;; en D;_, con dy + dy;
b) Crear S reemplazando s;;en S;_, con k

Esto se puede ver facilmente como sigue: El renglén k y la columna k
son la columna y el pivote actuales.

El renglon i representa cualquiera de los renglones 1, 2, -+, k—1

El rengldn p representa cualquiera de los renglones k+1, k+2,-+, n
La columna j representa a las columnas 1, 2, -, k—1.

La columna g representa a las columnas k+1, k+2,--, n.

Si dy + dy;< d;;, reemplace d;j con dy + d;; y cambie s;; por k.

Si dy+dy, < d;g, reemplace d;, con d; +d,, y cambie s;, por k.
Sidpy+di;<dyy,
Sidy+di,<d

reemplace d,; con d,; +d;;y cambie s,; por k.

S

g Teemplace d,,, con dp +d;, y cambie s, por k.

Después de n pasos, podemos determinar la ruta mas corta entre los
nodos iy j de las matrices D, y S,, usando las siguientes reglas:

1. De D, d;;dala distancia mds corta entre los nodos i y j.
2. De S,, determinar el nodo intermedio k=s;, el cual proporciona




la ruta i = k—>j. Si s =k, detener; todos los nodos intermedios de
la ruta han sido hallados. De otra forma, repetir el procedimiento

entre los nodos i y k.

Esto se puede ver en la figura 6.14 como sigue:

Columna
Columna Pivote Columna
j K q

Renglén i
Figura 6.14
Esquema
L general de las
Renglon Pivote k .
operaciones

del algoritmo

Rengldn p

Ejemplo 6.4

Para la siguiente red, encuentre las rutas mas cortas entre cada par de
nodos. Las distancias estan dadas en los arcos. El arco (5, 6) es direc-
cional, por lo que no se permite flujo del nodo 6 al nodo 5. Todos los

otros arcos permiten flujos en ambas direcciones.

Figura 6.15
Red con un
solo arco
dirigido




Las matrices D, y S, proporcionan la representacidn inicial de la red.
Note que d ;=00 debido a que no se permite el trafico del nodo 6 al
nodo 5. El rengldén y la columna pivotes son dados por el primer ren-
glén y la primera columna (marcados). k=1.

D, 1 2 3 4 5 6 So 1 2 3 4 5 6
1 I 0 3 10 o0 o | 1 I 1 2 3 4 5 6 |
213 0 o 5 oo 20 211 2 3 4 5 6
3110 o 0 6 15 oo 311 2 3 4 5 6
4] 5 6 0 4 10 411 2 3 4 5 6
5[0 o 15 4 0 5 511 2 3 4 5 6
6| c0 20 o0 10 o O 6 1 2 3 4 5 6

En la matriz D,, los elementos d,, y d;, son los Unicos que pueden ser
mejorados. Por lo tanto, para obtener D,y S; de D,y S:

1. Reemplace d,; con d,; +d;;=3+10=13y haga s,,=1.
2. Reemplace d,, cond, +d;,=10+3 =13y haga s,,=1.

Estos cambios se muestran en D, y S;.

Iteracion 1
Haga k=2. Los cambios en los elementos de D, se muestran en D,y S,.

D, 1 2 3 4 5 6 S; 1 2 3 4 5 6
1 I 0 3 10 oo o0 o | 1 I 1 2 3 4 5 6 ]
213 0 13 5 o 20 211 2 1 4 5 6
3/10 13 0 6 15 oo 3/1 1 3 4 5 6
40 5 6 0 4 10 411 2 3 4 5 6
5|0 o 15 4 0 5 5/1 2 3 4 5 6
6|00 20 c0o 10 o 0 6|1 2 3 4 5 6




Iteracion 2
Fije el renglén y la columna pivotes en k= 3.

D, 1 2 3 4 5 6 S,
1[0 3 10 8 o 23] 1
203 0 13 5 o 20 2
3/10 13 0 6 15 33 3
418 5 6 0 4 10 4
5/ o0 15 4 0 5 5
6123 20 3 10 w 0 6

Iteracion 3

Fije el renglén y la columna pivotes en k=4.

D, 1 2 3 4 5 6 S,
1[0 3 10 8 25 23] 1
213 0 13 5 28 20 2
3/10 13 0 6 15 33 3
418 5 6 0 4 10 4
5(25 28 15 4 0 5 5
6|23 20 33 10 48 0 6

Iteracién 4
Fije el rengldon y la columna pivotes en k=5.

D, 1 2 3 4 5 6 S,
1[0 3 10 8 12 18] 1
203 0 1m 5 9 15 2
310 1 0 6 10 16 3
408 5 6 0 4 10 4
5012 9 10 4 0 5 5
6|18 15 16 10 14 0 6
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Iteracidn 5
Fije el renglon y la columna pivotes en k=5. Como muestra la matriz
Ds, ya no es posible mejorar ninguna de las rutas. Por lo tanto, Dy y Sy

son las matrices éptimas para la red.

Dy 1 2 3 4 5 6 Sy 1 2 3 4 5 6
10 3 10 8 12 17 11 2 3 2 4 5|
213 0 11 5 9 14 211 2 4 4 4 5
3/10 11 0 6 10 15 3|1 4 3 4 4 4
418 5 6 0 4 9 412 2 3 4 5 &6
5/12 9 10 4 0 5 5|14 4 4 4 5 4
6|18 15 16 10 14 0 6|5 5 5 5 4 6

Estas matrices contienen toda la informacién necesaria para determi-
nar la ruta mas corta entre todo par de nodos en la red. Por ejemplo, la
distancia mads corta entre el nodo 1y el nodo 6 es d,,=17. Para deter-
minar la ruta, sea cada segmento (i, j) una ruta directa si s;;=7, de otra
manera iy j estan ligadas por al menos otro nodo intermedio.

Como s;,=5 y S5,=6, la ruta estd dada inicialmente por 1->5->6.
Como s;5#5, el segmento (1, 5) no es una ruta directa y necesitamos
determinar sus nodos intermedios; dados s;s=4y s,s=5,laruta1->5
es reemplazada por 1->4->5y como s,,=2Yy S,,=4, 1 >4 es reempla-
zada por 1 > 2— 4. Finalmente, tenemos s;, =2 y no existen mas nodos
intermedios, lo que implica que 1->2->4->5— 6 es laruta ptimayla
distancia asociada a la ruta es 17.

Otra manera de resolver el problema de ruta mas corta es usando pro-
gramacién dinamica como se muestra en la siguiente seccion.




6.4 PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA CON PROGRAMACION
DINAMICA

La programacion dindmica es un procedimiento de optimizacion que
es aplicable particularmente a problemas que requieren una sucesion
de decisiones interrelacionadas. Cada decision transforma la situaciéon
actual en una situaciéon nueva. Una sucesion de decisiones, que a su
vez producen una sucesion de situaciones, que buscan maximizar (o
minimizar) alguna medida de valor. El valor de la sucesion de decisio-
nes generalmente es igual a la suma de los valores de decisiones indivi-
duales y situaciones en la sucesion. De esta forma se puede plantear al
problema de encontrar la mejor trayectoria de un lugar a otro.

Problema de trayectoria simple

Suponga que vive en una ciudad cuyas calles se encuentran como en
la figura siguiente:

Figura 6.16 Red
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Todas las calles son de un solo sentido y los numeros representan el
esfuerzo (que usualmente es tiempo, pero algunas veces costo o dis-
tancia) requerido para atravesar cada bloque o cuadra individual. Si
usted vive en A y quiere llegar a B con el minimo esfuerzo total. Se
puede resolver este problema enumerando todas las trayectorias posi-
bles de A a B. Sumando los esfuerzos bloque por bloque para cada
trayectoria y positivamente escogiendo la menor suma.

Sin embargo, hay 20 trayectorias posibles de A a B (¢Por qué?).

Si enumeramos las calles de la siguiente manera:

Figura 6.17
Enumeracion
o 4 de calles

Se pone un 1 en A pues para llegar ahi solo hay una posibilidad (de
hecho, se va a salir de ahi). Después se pone un 1 en cada esquina
inmediata porque solo hay una forma de ir a ellas desde A, dos en la
siguiente esquina pues hay dos formas de llegar a ella y asi en cada
esquina se pone la suma de los dos numeros mas cercanos situados
sobre el o los caminos que conduzcan hasta ella.




Si cortamos a la mitad esta figura y la rotamos:
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Los numeros de este tridngulo son los numeros del tridngulo de Pas-
cal; entonces, el algoritmo para contar el nimero de trayectorias
minimas que bajan desde la ctuspide no es otro que el método usual

para construir el triangulo de Pascal.
Entonces para una red de n x m el nimero de trayectorias posibles de
A a B es igual al numero de combinaciones de n +m elementos toma-

dos de nen n.

n+m

Sin=m se tiene:

(2n)! _(2(3)) _ 6! _6x5x4 120
ninl 3131 3131 3x2 6

Si se toma una red de 30 x 30 son 2000 afios.




Se tiene entonces 20 caminos de A a By 5 sumas que producen la suma
de 6 numeros alo largo de la trayectoria, asi 100 sumas podrian produ-
cir las 20 sumas de las trayectorias a ser comparadas. Ya que una com-
paracion produce el menor de 2 nimeros, una comparacion adicional
(de ese numero con un tercero) produce el menor de 3, y asi sucesi-

vamente. Las enumeraciones completan esta solucién del problema.

Sin embargo, se puede resolver este problema usando programacion

dinamica.

La solucidn de programacion dindmica

Para desarrollar el problema en términos de programacién dindmica,
razonamos de la siguiente forma: “No sé si voy a avanzar diagonal-
mente hacia arriba o diagonalmente hacia abajo desde A, pero si sélo
conozco 2 numeros adicionales, —es decir el esfuerzo total reque-
rido para ir de C a B por la mejor trayectoria (el minimo esfuerzo) y
el esfuerzo requerido de ir de D a B por la mejor trayectoria— puedo
entonces hacer la mejor seleccién desde A”.

Denotamos el minimo esfuerzo desde C a B por S; y el minimo esfuerzo
desde D a B por S, se puede entonces aumentar el esfuerzo de ir de
AaCasS,, obteniendo asi el esfuerzo requerido de la mejor trayecto-
ria de ir de A a B usando C. Lo mismo se hace con S, y finalmente se
comparan estas 2 sumas para encontrar el minimo esfuerzo y la mejor

decision.

Por supuesto, todo esto presupone el conocimiento de los nimeros SC
y Sp- Sin embargo, una de las ideas centrales de la programacién dina-
mica se ha establecido ya que solo el esfuerzo a través de las mejores




trayectorias desde Cy desde D hacia B son relevantes para los célculos
y el esfuerzo a lo largo de las otras 9 trayectorias respectivas desde
Cy D a B nunca necesitan calcularse. Esta observaciéon a menudo se
conoce como el principio de optimalidad y se establece como sigue:

Principio de Optimalidad

La mejor trayectoria de A a B tiene la propiedad de que cualquiera que
sea la decisidn inicial en A, la trayectoria remanente a B, comenzando
desde el siguiente punto después de A, debe ser la mejor trayectoria
desde ese punto a B.

Sea Sy S;, como ya se habia mencionado, podemos citar el principio
de optimalidad para justificar la férmula:

C\N1+S,
S,=min
0+S,
Donde S, es el minimo esfuerzo de ir de A a By el simbolo “min [ ]”

significa “el menor entre xe y”".

La segunda idea importante es: Mientras los dos numeros S; y S;, son
desconocidos para nosotros, inicialmente podemos calcular S si cono-
cemos Sy Sy (los esfuerzos minimos desde Ey F para llegar a B respec-
tivamente) y remitiéndonos al principio de optimalidad escribimos:

5+S,

Sc=min
4+S,




Asi mismo:

.\ 7+S;
Sp=min
4+8S,
Asi continuamos con Sg, S; y S si no los conocemos, los podemos
calcular si Sy, S;, S; v Sk se conocen y continuamos con este razona-
miento hasta llegar a O y P, trabajando hacia atras desde O y P hasta

A tenemos:
. 2+S5,=2+10
Sp=min =9
1+5,=1+8
. 1+S5;,=1+8
Sp=min =8
2+85,=2+6
. 5+85,=5+6
Sg=min =11
44+Sy=4+7
. S5+S5;=5+9
Sc=min =12
4+S5,=4+8
. 7+Sp=7+8
Sp=min =12
3+8,=3+11
.o V1+S,=1+12
S,=min =13
0+S,=0+14
S;=5+8,=7

Sy=3+S,=10




. 2+8,=2+2
Sy =min =4
8+S,=8+1
Sy=4+S,=5
. \3+S85,=3+7
S;=min =8
4+S,=4+4
. \2+S5y=2+4
S;=min =6
2+Sy=2+5

SK:2+SN=2+5=7

Como la mejor trayectoria de S, =13 desarrollamos una suma en cada
punto H, L, O, K, Ny P (que son 6 puntos) donde solo fue posible una
decisién y desarrollamos 2 sumas y una comparacién por cada uno de
los 9 puntos remanentes donde las 2 decisiones iniciales fueron posibles.
Esto da 24 sumas y 9 comparaciones, lo cual contrasta con 100 sumas y
19 comparaciones usando enumeracién exhaustiva (o fuerza bruta).

Una vez que conocemos el esfuerzo total queremos saber cudl es la
trayectoria, esta se obtiene facilmente fijdindonos en las 2 primeras

decisiones y buscando el minimo en nuestro calculo previo.

Si denotamos x un nodo inicial cualquiera y Px el nodo posterior al
nodo x en la trayectoria 6ptima desde x a B entonces se tiene:

Py=0 ya que 2+S, fue menor que 8+,
P,=M yaque 4+S,,<3+S, y asi se continua.




Asi, se tiene que:

P,=B P,=B
P, =0 P,=0 Py=P
P, =L P,=M P,=M P,=N
Pe=I Py=J P,=J 0K
P.=F P,=G
pP,=C
La mejor trayectoria es:
A->C>F->J->M->0->B

Sumando las distancias a lo largo de la trayectoria se tiene
1+4+2+2+2+2=13

que esiguala S,.

Terminologia

La regla que asigna los valores a varios subproblemas es la funcién de
valor éptimo (en este caso S).

El subindice de S (por ejemplo, S,) es el argumento de la funcién Sy
cada argumento se refiere a un subproblema en particular (por la defi-
nicién de S, en este caso A significa la mejor trayectoria de A a B que es
la deseada).

La regla que asocia la primera mejor decisién con cada subproblema
(la funcién P) es la funcion de politica 6ptima.




El principio de optimalidad produce una férmula o un conjunto de
férmulas relativas a varios valores de S. Esta férmula es la relaciéon
de recurrencia. Finalmente, el valor de la funcién de valor 6ptimo S
para ciertos argumentos se supone obvia del tipo de problema y de
la definicién de S que no requieren célculos. Estos valores obvios se
conocen como condiciones de frontera a S.

En este caso: Sea

S, =trayectoria mds corta de x a B

X=A,C,D, ..

Sp=0 (Condicién de frontera)

Ecuaciones recursivas.

Cxy = longitud del nodo x al y

Cxz= longitud del nodo x al z
Ademas, se tiene la longitud minima de todo nodo al nodo B.
6.5 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

DE LOS ALGORITMOS

Tiempo de ejecucion del algoritmo de Dijkstra
Ahora estudiamos la complejidad del peor caso del algoritmo de Dijks-
tra. Podriamos ver el tiempo computacional para el algoritmo de

Dijkstra asignado a las siguientes dos operaciones bésicas:

1. Seleccion de nodos. El algoritmo realiza esta operacion n veces y cada
operacion de este tipo requiere que se escaneé cada nodo etique-




tado temporalmente. Por lo tanto, el tiempo total de selecciéon de
nodos es n+(n—1)+(n-2)+ - +1=0(n?).

2. Actualizaciones de distancia. El algoritmo realiza esta operacion
|A(i) | veces para el nodo i. En general, el algoritmo realiza esta ope-
racion D ;_y |A(i) | =m veces. Dado que cada operacion de actualiza-
cién de distancia requiere O (l) tiempo, el algoritmo requiere O (m)
de tiempo total para actualizar todas las etiquetas de distancia.

Esto se resume en el siguiente teorema:

El algoritmo de Dijkstra resuelve el problema de la ruta més corta en

un tiempo O (n?).

El limite de tiempo O(n?*) para el algoritmo de Dijkstra es el mejor
posible para redes completamente densas [es decir, m=Q (nz)], pero
se puede mejorar para redes dispersas. Tenga en cuenta que los tiem-
pos requeridos por la seleccién de nodos y las actualizaciones de dis-
tancia no estan equilibrados.

La seleccién de nodos requiere un tiempo total de O(n?*), y las actua-
lizaciones de distancia requieren solo un tiempo de O(m). Los inves-
tigadores han intentado reducir el tiempo de selecciéon de nodos sin
aumentar sustancialmente el tiempo de actualizacién de las distan-
cias. En consecuencia, utilizando estructuras de datos inteligentes,
han sugerido varias implementaciones del algoritmo. Estas implemen-
taciones han reducido drasticamente el tiempo de ejecucion del algo-
ritmo en la préctica o han mejorado su complejidad en el peor de los
casos, para mas informacién consultar Ahuja, Magnanti, Orlin (1993).




El algoritmo de Floyd-Warshall claramente realiza n iteraciones prin-
cipales, una para cada k, y dentro de cada iteracion principal realiza
0 (l) calculos para cada par de nodos. En consecuencia, se ejecuta en
un tiempo O (n®). Hemos establecido asi el siguiente resultado.

El algoritmo de Floyd-Warshall calcula las rutas mas cortas entre todo
par de nodos en un tiempo O (n®).

El algoritmo genérico de correccién de etiquetas de todos los pares
y su implementacién especifica como el algoritmo de Floyd-Warshall
son algoritmos de manipulacién de matrices. Mantienen una matriz
de distancias tentativas de ruta mds corta entre todos los pares de
nodos y realizan actualizaciones repetidas de esta matriz. Los princi-
pales inconvenientes de este enfoque son sus importantes requisitos
de almacenamiento y su pobre complejidad en el peor de los casos
dada la densidad de la red, excepto en los casos donde las redes son
completamente densas. Los algoritmos de manipulacidén de matrices
requieren Q(nz) de espacio de almacenamiento intermedio, lo que
podria hacer prohibitiva su aplicacién en algunas situaciones. A pesar
de estas desventajas, los algoritmos de manipulacidon de matrices han
demostrado ser métodos computacionales populares para resolver
problemas de ruta mds corta entre todo par de nodos.

6.6 NOTAS HISTORICAS

El problema de la ruta mds corta y sus generalizaciones tienen una
voluminosa literatura. Como una guia al respecto hasta antes de 1984,
remitimos al lector a la extensa bibliografia compilada por Deo y Pang




(1984). En este escrito se presentan algunas referencias seleccionadas;
referencias adicionales pueden encontrarse en los articulos de Ahuja,
Magnanti y Orlin (1989, 1991).

El primer algoritmo de etiquetado fue sugerido
por Dijkstra (1959) e, independientemente, por
Dantzig (1960) y Whiting y Hillier (1960). La ins-
trumentacién original del algoritmo de Dijkstra
corre en un tiempo de O(nz), el cual es el tiempo
optimo de corrida para redes completamente den-

sas [aquellas con m=Q(n*)] debido a que cual-
quier algoritmo debe examinar todos los arcos.

Ademas, el uso de apilamientos nos permite obtener mejores tiem-
pos de corrida para redes esparcidas. El uso del apilamiento-d del
algoritmo de Dijkstra con d =max {2, [m / n]} corre en un tiempo de
0 (m log;n) y fue hecho por Johnson (1977a). El uso del apilamiento de
Fibonacci hecho por Fredman y Tarjan (1984) corre en un tiempo de
o (m +nlog n) Johnson (1982) sugirid el uso del algoritmo de Dijkstra
O(m log log C) basado en un trabajo anterior de Boas, Kaas y Sijlstra
(1977). El algoritmo escalable de Gabow (1985) es otro eficiente algo-

ritmo de ruta m4ds corta.

El algoritmo de Floyd-War-
shall, publicado por Floyd
(1962), se basé en el algo-
ritmo de Warshall (1962).




6.7 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Usando el algoritmo de Dijkstra encuentre las rutas mas cortas entre

el nodo 1y todos los demds nodos en la siguiente red:

2. Aplicando el algoritmo de Floyd encuentre la ruta més corta de:
a) elnodo1lalnodo?7
b) delnodo 7 al nodo 1
c) delnodo 6 alnodo 7

3. La compafiia Telcel tiene seis dreas geograficas. Las distancias sate-
litales en kilometros se dan en la red siguiente. Telcel necesita deter-
minar las rutas mds eficientes de mensajes que se deben establecer
entre cada par de areas en la red.




4. Suponga que un autobus debe recorrer cada uno de los 6 poblados
indicados a continuacidn, visitando cada poblado una vez y regre-
sando al punto de partida. El tiempo de recorrido en este caso es
simétrico es decir t;=t;. ;:Qué secuencia de visita se debe llevar a
cabo con objeto de minimizar el tiempo de recorrido total? Este
problema se conoce como el “problema del agente viajero”, inves-
tigue métodos de solucién y resuelva.




CAPITULO

Ruta critica (Pert-CPM)

7.1 INTRODUCCION

Los métodos CPM (método de la ruta critica o del camino critico, Criti-
cal Path Method) y PERT (técnica de evaluacion y revision de programa,
Program Evaluation and Review Technique) se basan en redes, y tienen
por objetivo auxiliar a la planeacion, programacién y control de pro-
yectos. Se define un proyecto como un conjunto de actividades inte-
rrelacionadas, en la que cada actividad consume tiempo y recursos.
El objetivo del CPM y del PERT es contar con un método analitico para
programar las actividades.

El método PERT es una técnica estadistica que analiza los tiempos de

las tareas de un determinado proyecto.

Esta técnica emplea una distribucién de probabilidad con base en tres
tiempos a cada actividad (tiempo optimista, medio y pesimista). Se
utiliza mayormente en proyectos de investigaciéon donde no se tiene

data histdrica de referencia para definir los tiempos de cada tarea.
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La técnica PERT fue desarrollada en la década de 1950 por la Marina de

los Estados Unidos.!

El método CPM (por sus siglas en inglés Critical Path Method), también
conocido como método de la ruta critica, surgié en 1957, implemen-
tado como una herramienta por J. E. Kelly de Remington Rand y M. R.
Walker de DuPont para ayudar en la construccidn y el mantenimiento

de las plantas quimicas de DuPont.

La técnica CPM parte de la suposicién de que los tiempos de las acti-
vidades son fijos. Este tiempo lo denomina tiempo normal o estdandar
que se utiliza para realizar los cdlculos. Este tiempo viene asociado
con el costo normal de la actividad. Adem4s del tiempo normal, con-
sidera el tiempo de aceleracidn, que se define como la duracién mas
corta necesaria para terminar la actividad. Este tiempo de aceleracién
se encuentra asociado con el costo de aceleracion de la actividad.

Estas asignaciones de tiempos y costos normales y acelerados estan
relacionadas con acciones que podemos tomar en la gestiéon de un
proyecto como afiadir mas personal, equipos, entre otros. Al asignar

mas recursos, aumentaran los costos.

Las dos técnicas, CPM y PERT, que se desarrollaron en forma indepen-
diente, difieren en que en el CPM se suponen duraciones determinis-
ticas de actividad, mientras que en PERT se suponen duraciones pro-
babilisticas.

1 https://www.plandemejora.com/metodo-pert-cpm-en-la-gestion-de-proyectos/




7.2 DIFERENCIAS ENTRE PERT Y CPM?

En la tabla 7.1 siguiente se muestran las principales diferencias entre

ambos métodos:

Tabla 7.1 Diferencias entre los métodos PERT y CPM

PERT CPM
Se usa para proyectos con tiempos Se usa para proyectos con tiempos
inciertos. conocidos.
Es un modelo estocastico. Es un modelo determinista.

Estd orientado a la gestion efectiva del ~ Estd orientado a la gestion efectiva de
tiempo del proyecto. los costos.

Es adecuado para proyectos de
Es adecuado para proyectos de para proy

. ., construccién o proyectos donde se
investigacién y desarrollo.

tienen los antecedentes documentados.

Se usa cuando la naturaleza del Se usa cuando implica trabajo de
trabajo no es repetitiva. naturaleza repetitiva.

Como vimos en los puntos anteriores, los métodos PERT y CPM tie-
nen algunas diferencias entre los enfoques en que abordan los pro-
yectos; sin embargo, tienen los mismos objetivos. De la misma forma,
el andlisis empleado por ambas técnicas es muy similar, por ejemplo,
ambos utilizan un diagrama de redes para representar las actividades.

En la préctica, tanto PERT y CPM se complementan y pueden ser uti-
lizados en conjunto. Asimismo, cada vez es mds frecuente que en la
bibliografia se haga referencia a ambos métodos como uno solo deno-
minado método PERT CPM.

2 https://www.plandemejora.com/metodo-pert-cpm-en-la-gestion-de-proyectos/




De esta forma, con la aplicacién del método PERT CPM podemos res-

ponder las siguientes interrogantes:

¢Cudl es la duracion del proyecto?

¢Cuales son las actividades criticas del proyecto?
¢Cuales son las actividades no criticas?

¢Cuadl es la probabilidad de terminar el proyecto en una fecha
especifica?

Para una fecha en particular, ¢el proyecto estd a tiempo,
retrasado o adelantado con respecto al programa?

Para una fecha dada, ¢el dinero gastado es igual, menor,
o mayor que la cantidad presupuestada?

¢:Se dispone de suficientes recursos para terminar

el proyecto a tiempo?

Si el proyecto debe terminar en menor tiempo,

scudl es la mejor manera de lograr esta meta al menor costo?

Ventajas
El método PERT CPM tiene las siguientes ventajas:

Es muy util en el control y la programacion de grandes proyectos.

2. Tiene conceptos claros y su complejidad matemdtica es minima.
Los diagramas de redes PERT CPM facilitan la visualizacién de las
relaciones que hay entre las actividades del proyecto.

4. El andlisis del camino critico y los tiempos de holgura nos ayudan
a detectar las actividades prioritarias.

5. Las graficas y la documentacion del proyecto indican quién es el
responsable de las diferentes tareas. (En este punto es muy util el
diagrama de Gantt).




6. Sualcance abarca diferentes tipos de proyectos en varios sectores.
7. Permite supervisar tanto los tiempos como los costos.

Limitaciones

Como toda herramienta, el método PERT CPM tiene ciertas limitacio-
nes, entre ellas:

1. Se requiere definir claramente las actividades del proyecto. Eso
implica independizarlas y definir adecuadamente sus relaciones,
lo que en la préctica puede ser complicado.

2. Lasrelaciones de precedencia entre las tareas deben especificarse
e incorporarse a la red de forma conjunta.

3. El proceso para estimar los tiempos tiende a no ser objetivo; por
el contrario, puede fallar debido a gerentes que temen ser dema-
siado optimistas o no lo suficientemente pesimistas.

4. Existe un riesgo inherente de darle demasiada importancia a la
ruta critica. Como administradores de los proyectos, se debe saber
que las actividades no criticas pueden convertirse en criticas si no

se manejan adecuadamente.

7.3 TERMINOLOGIA DE PERT/CPM

La primera etapa del proceso de PERT/CPM consiste en identificar
todas las tareas o actividades asociadas con el proyecto y sus interre-
laciones. Por ejemplo, se considera un caso basico de un proyecto de

ajuste general de un motor, como se muestra a continuacion.




Ejemplo 7.1

En la tabla siguiente se listan las actividades, asi como las relaciones
de precedencia para el ajuste de un motor.

Tabla 7.2 Actividades y relaciones de precedencia para ajuste de motor

de i(cs:(tiiivgi(éa d Descripcion de la actividad P;ﬁiiﬁi:;js
A Quitar y desarmar el motor -
B Limpiar y pintar la base A
@ Rebobinar la armadura A
D Reemplazar los anillos A
E Ensamblar e instalar el motor B,C,D
en la base

Para este ejemplo solo se requieren cinco actividades, pero el niumero
de actividades varia de acuerdo con cada proyecto. El ajuste de un motor
puede requerir unas cuantas actividades, mientras que la construcciéon
de una planta de energia o una refineria de petréleo podria implicar
varios cientos. En cualquier caso, el punto clave es tener, en esta etapa
de planeacion una lista precisa y exhaustiva de actividades y las relacio-
nes correctas de precedencia entre ellas, ya que todos los calculos futu-
ros y los programas finales del proyecto dependen de esas actividades.

Ademas de las actividades del proyecto se puede ver en la tabla 7.2 las
que son predecesoras del proyecto, que se refieren a la actividad inme-
diatamente anterior, lo que significa que, para una actividad deter-
minada deben terminarse todas las precedentes inmediatas antes de
poder comenzar esa actividad. En el ejemplo 7.1 las actividades B, C
y D no pueden comenzar hasta que la actividad A se haya terminado;
esto significa que antes de limpiar y pintar la base, antes de rebobinar
la armadura y antes de reemplazar los anillos, debe retirarse y desar-




mar el motor. Este ejemplo indica que la actividad E no puede comen-
zar mientras no se hayan terminado las actividades B, Cy D.

Muchas veces son evidentes las relaciones de precedencia, sin embargo
es importante que sean completas y precisas. La omision, asi como
también la inclusion de una actividad precedente puede distorsionar
en gran medida las relaciones generales entre las actividades.

7.4 ESTRUCTURA DE RED

Una vez que se tiene una lista completa y precisa de actividades y sus
predecesoras se pueden ver graficamente sus relaciones. Antes del
desarrollo de PERT se usaban diagramas de barras disefiadas por H. L.
Gantt y que se conocen como diagramas de Gantt para ilustrar la dura-
cion y relaciones de tiempo de un proyecto de manera grafica. Como
se puede observar en el diagrama de barras de la tabla 7.3 donde se
ilustra un proyecto de ocho actividades, la técnica es conceptualmente
correcta pero no puede mostrar de manera clara las relaciones de pre-
cedencia, por ejemplo ¢las actividades E y F dependen de la termina-
cion de las actividades B y D? es imposible responder a esta y otras
preguntas usando un diagrama de barras, sin embargo, un diagrama

de red puede ilustrar la relacidn apropiada.

Tabla 7.3
Diagrama
de barras

actividad

ToOoMEDO® >

1 2 3 4 5 6 7
tiempo (semanas)




En la figura 7.1 siguiente se resumen los pasos de estas técnicas, CPM
y PERT. Primero se definen las actividades del proyecto, sus relaciones
de precedencia y sus necesidades de tiempo. A continuacion, el pro-
yecto se traduce en una red que muestre las relaciones de preceden-
cia entre las actividades. El tercer paso implica cdlculos especificos de
redes, que forman la base de desarrollo del programa del proyecto en
funcién del tiempo.

Durante la ejecucién del proyecto, podria no cumplirse el programa
que estaba planeado, provocando que algunas actividades se atrasen o
se adelanten. En este caso sera necesario actualizar el programa para
que refleje la realidad. Esta es la razdn de incluir un bucle, lazo o ciclo
de retroalimentacion entre la fase del programa y la fase de red como
se ve en la figura 7.1.

La figura siguiente es un diagrama de red o diagrama de red PERT/CPM
para el ejemplo 7.1 de ajuste del motor. La red consta de circulos lla-
mados nodos y flechas llamadas arcos que los unen. En una red PERT/

CPM los arcos representan actividades y los nodos representan even-
tos. Las actividades implican tiempo, y como se vera mds adelante por
lo general consumen recursos en forma de mano de obra, materiales o
dinero. Los eventos no consumen ni tiempo ni recursos, sino que mas
bien, sirven como “puntos de referencia del proyecto” y representan
los puntos légicos de conexién para asociar las diversas actividades.

Figura 7.1. Red PERT/
CPM para ensamblado

Limpiar y pintar N

la base ~ . Ficticia del motor
> N
N
A C E
® 0 ©
Quitar y Rebobinar la ,S\/ Ensamblar e
desarmar armadura 7 instalar el motor
D 7
en la base

el motor //F'ct'c'a
Reemplazar , 7 rieuci
los anillos




Al comparar la tabla 7.2 con la figura 7.1 se confirma que la red ilus-
tra las relaciones apropiadas de precedencia. La actividad A precede
a las actividades B, C y D, y la actividad E no puede comenzar sino
hasta que se hayan terminado esas tres actividades. Examinando los
datos de la tabla y la figura se puede inferir que si se proporcionan
las relaciones de precedencia la elaboracién de los diagramas de red
es bastante simple. Esto es correcto, sin embargo, no debe intentarse
dibujar el diagrama de red sin listar primero todas las actividades, sin
haberlas ordenado en alguna forma légica, y sin haber identificado en
la medida de lo posible las relaciones de precedencia.

7.5 ELABORACION DE LA RED

Cada actividad del proyecto se representa con un arco que apunta en
la direccién de avance del proyecto. Los nodos de la red establecen
las relaciones de precedencia entre las diferentes actividades del pro-
yecto. Para configurar la red se dispone de dos reglas:

Regla 1 Cada actividad se representa con un arco, y uno solo.
Regla 2 Cada actividad se debe identificar con dos nodos distintos.

La figura 7.2 siguiente muestra cémo se puede usar una actividad fic-
ticia para representar dos actividades concurrentes, A y B. Por defini-
cién, la actividad ficticia, que normalmente se representa con un arco
de linea interrumpida, no consume tiempo o recursos. La insercién de
una actividad ficticia en una de las cuatro formas que se ve en la figura
7.2 mantiene la concurrencia de A y B, y también proporciona nodos
finales Unicos para las dos actividades (para satisfacer la regla 2).




Figura 7.2 Uso de
actividades ficticias
en lared

Regla 3 Para mantener las relaciones de precedencia correctas, se
deben contestar las siguientes preguntas cuando se agrega a
la red cada actividad:

a) ¢Qué actividades deben anteceder inmediatamente a la acti-
vidad actual?

b) ¢Qué actividades deben seguir inmediatamente a la activi-
dad actual?

c) ¢Qué actividades deben efectuarse en forma concurrente o
simultdnea con la actividad actual?

Para contestar estas preguntas se podra necesitar el uso de activida-
des ficticias, para asegurar las precedencias correctas entre las activi-
dades. Por ejemplo, considere el siguiente segmento de un proyecto:

1. La actividad C comienza de inmediato después de haber termi-
nado Ay B.

2. Laactividad E se inicia después de que solo terminé la actividad B.




La parte (a) de la figura 7.3 muestra la representacidon incorrecta de
esta relacién de precedencia, porque pide que A y B terminen antes
de poder iniciar E. En la parte B se corrige la situacion con el uso de la
actividad ficticia.

A C
A C
Figura 7.3 Otro
| caso de actividades
ficticias
B E B E

Ademads de las reglas descritas se pueden considerar una serie de pasos
que faciliten la construccién de esta. Los pasos se listan a continuacion.

1. Antes de que pueda comenzar una actividad, todas las actividades
precedentes deben haber terminado.

2. Las flechas indican solo precedencia légica, ni su longitud ni su
direccién tienen significado alguno.

3. Cada flecha (actividad) debe comenzar y terminar en un nodo de
evento.

4. Ningun par de nodos de la red puede estar directamente conec-
tado por mas de una flecha.

5. Cuando se enumeran los nodos es aconsejable, y en particular en
una red grande, utilizar multiplos de 10 para que sea facil incorpo-
rar cualesquiera cambios o adiciones futuros.

6. Todas las flechas de la red deben estar dirigidas, mas o menos de
izquierda a derecha.

7. Laclasificacion de las actividades (es decir, el listado de las activida-
des del proyecto) no debe ser mas detallado que lo que se requiera
para representar un plan de accion légico y claramente definido.




Ejemplo 7.2

Examinar Elaboras Insertar los cheques

Uno de los errores comunes que se cometen en la 16gica de las redes es
colocar las actividades en la red con base en algiin sentido del tiempo
(es decir, considerando el momento en que es probable que ocurran).
En la figura 7.4 parte a), se presenta una red secuencial, donde es pro-
bable que se consideraran esta serie de tiempos y actividades al pagar
una factura. Aunque la red puede ilustrar la forma en que podrian
ordenarse las actividades, equivocadamente dice que “poner la direc-
cién en los sobres” no puede comenzar sino hasta que “se elaboren los

cheques” haya sido terminada, lo cual por supuesto no es cierto.

Poner la

. » Poner en
direccion en Colocar las

las facturas los cheques en los sobres estampillas el correo

los sobres

(O—C)—0) (4 ——(5) (6)
Y

O

(a) Diagrama secuencial de red para pagar facturas

Insertar los cheques en

los sobres
Elaboras ~e Artificial
los cheques IPonerbla direccion en \\\ Poner en
> 0s sobres @ ol oorreoy @
Examinar //
las facturas ,’Artiﬁcial

4

Colocar las /

estampillas Figura 7.4
Diagramas de red
para proyecto pago
de facturas

En la parte b) de la figura 7.4 se presenta la relacion apropiada entre
las actividades. Aqui no existe restriccion sobre la anotacién de las
direcciones en los sobres (o sobre la colocacién de las estampillas).




El diagrama simplemente dice que antes de que se pueda poner la
carta en el correo, el cheque debe estar en el sobre y este debe tener la
direccion y las estampillas.

A partir de este ejemplo simple, resulta muy evidente que las activida-
des no deben colocarse en serie a menos que sea absolutamente nece-
sario. En cualquier caso, en que puedan ejecutarse en forma simultdnea
dos o mds actividades, esta posibilidad debe estar reflejada en la red,
aun cuando no haya sido esta la practica anterior. Usando este proce-
dimiento se tiene como resultado una mayor flexibilidad en la planea-

cidn, asi como una reduccién en el tiempo de terminacién del proyecto.

7.6 MAS SOBRE LAS ACTIVIDADES FICTICIAS

Al examinar la figura 7.1 se observa que dos actividades que no han
sido identificadas se representan mediante flechas punteadas. A estas
actividades se les denomina actividades ficticias y consumen cero

tiempos y cero recursos. Se utilizan las actividades ficticias para mos-
trar relaciones correctas entre actividades y/o para evitar tener que
conectar en forma directa dos nodos a través de mas de una flecha,
lo que violaria el punto 4 al construir redes. Si se omitieran las activi-
dades ficticias de la figura 7.1, la red resultante tendria la forma de la
figura 7.5, donde se ilustran las mismas relaciones entre las activida-
des, pero da como resultado unir dos nodos con varias actividades, lo
cual debe evitarse al construir una red.




Figura 7.5 Diagrama
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Ejemplo 7.3

Para ilustrar mejor la necesidad de las actividades artificiales, con-
sidere un proyecto bésico de instalacién de una maquina donde el
proyecto consiste en la instalacién y capacitacién del operador. La
capacitacion puede comenzar una vez que se contrate al operador y
se instale la maquina. La capacitacion no depende de la inspeccién de
la maquina, sin embargo, se requiere la inspeccidon una vez que se ha
instalado la maquina. La tabla 7.4 ilustra las actividades y sus relacio-
nes de precedencia.

Tabla 7.4 Actividades para la instalacién de la maquina

Cédigo de Actividad Descripcion de la actividad Pirrfr?qeecdeiz(t)gzs
A Instalar la mdquina -
B Contratar al operador -
C Capacitar al operador A B
D Inspeccionar la mdquina A

En la figura 7.6 parte a) se muestra una representacion inapropiada y
en la parte b) la manera apropiada usando actividades ficticias ya que
de otra manera es imposible representar correctamente las relaciones




de precedencia. En la parte a) se ve que las actividades A y B preceden
a las actividades C y D, pero la actividad de inspeccionar la maquina
o sea la actividad D aparece como dependiente de ellas dos cuando
solo le precede la actividad A. El problema se corrige usando la acti-
vidad ficticia que aparece en la parte b). Aunque es posible que no en
todas las redes se requieran actividades ficticias, en proyectos grandes
y complejos se pueden necesitar varias de ellas.

Figura 7.6 Uso de
actividad ficticia para
una relacidon apropiada
A c de precedencia

(b) Diagrama apropiado de red para el proyecto de
instalacion de una maquina; se requiere una actividad
ficticia

7.7 ANALISIS DE UNA RED PERT/CPM

Una vez construida la red, el paso siguiente consiste en identificar un
programa compatible de actividades que permita la terminacion del
proyecto en una cantidad minima de tiempo, para lo cual se requiere
identificar los tiempos inicial y final de cada actividad, las relaciones
de tiempo entre las actividades y las actividades criticas que deben




terminarse de acuerdo con el programa. El andlisis que se hace es
basicamente deterministico ya que se consideran los tiempos espera-
dos de las actividades, posteriormente se vera como se puede incorpo-
rar incertidumbre en los tiempos de las actividades.

Ejemplo 7.4

Compaiiia Sharp

La compania Sharp fabrica una linea completa de productos para afei-
tar. Recientemente, un competidor presentdé una nueva rasuradora
con hoja doble, que en los ultimos seis meses ha absorbido una parte
significativa de un mercado que la Sharp habia tenido por afios. Los
administradores de la Sharp han decidido introducir un nuevo pro-
ducto para lo cual se han identificado las tareas que se requieren para
disefiar, desarrollar y comercializar el nuevo producto y el tiempo
esperado que se requiere para llevar cada una de ellas. Con base en
esta informacidn se desea conocer:

« El tiempo total que se requiere desde el inicio del proyecto hasta
que el producto nuevo se encuentre en las manos del distribuidor.

+ Las fechas especificas de inicio y terminacién de cada tarea.

« Lastareas criticas, es decir las que deben terminarse a tiempo para
que el proyecto concluya en una fecha especifica.

En la tabla 7.5 siguiente se describen las actividades, sus predecesores

inmediatos y el tiempo esperado de terminacién.




Tabla 7.5. Datos para el proyecto de la Sharp

Codigo de Sy .. Predecesores Tiempo espferado
. Descripcién de la actividad . . para terminar
Actividad inmediatos
(semanas)
A Disenar el producto - 6
Disenar el empaque - 2
C Ordenar y recibir los materiales A 3
para el producto
D Ordenar y recibir los materiales B 3
para el empaque
E Fabricar el producto C 4
F Fabricar el empaque D 3
G Empacar el producto E 6
H Prueba de mercado del producto F 4
I Prueba de mercado del empaque G H 1
J Entregar a los distribuidores I 2

La figura 7.7 muestra la red PERT/CPM para la compafiia Sharp, se ha
colocado el cédigo de la actividad y su descripcidon correspondiente
encima de cada arco y debajo de cada uno de ellos se ha anotado el

tiempo estimado de la actividad.

IC| Figura 7.7. Red
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Una vez que se ha elaborado la red PERT/CPM se puede concentrar la
atencién en determinar la fecha esperada de terminacidn del proyecto
y el programa de actividades. La fecha general de terminacién del
proyecto es importante si los administradores estdn compitiendo con
otra empresa en el proyecto o si los administradores operan con base
en incentivos por fechas de terminacién. El programa de actividades
es importante porque senala las actividades criticas del proyecto.

Si se suman todos los tiempos esperados de las actividades de la tabla
7.5, se tienen 34 semanas como duracion del proyecto, sin embargo,
de la figura 7.7 se sabe que esta no es la cantidad de tiempo que se
requerira para terminar el proyecto, las actividades A y B pueden lle-
varse a cabo en forma simultdnea y la actividad C puede ejecutarse
en paralelo con la actividad D (dependiendo cuando terminen la acti-
vidad A y la B). En la figura 7.7 puede no ser evidente la verdadera
duracién del proyecto, pero con un poco de trabajo se puede calcular
el valor correcto.

Se calcula la duracidn del proyecto determinando la ruta critica para
la red. Toda red tiene dos o mas rutas criticas. Se define una ruta cri-
tica como la secuencia de actividades que se llevan a cabo al pasar del
evento (nodo) inicial al evento (nodo) final de la red. En el ejemplo de
la Sharp el evento inicial es el nodo 1y el evento final el nodo 10.

Las actividades A, C, E, G, I yJ forman una ruta que conecta los nodos 1,
2,3,4,8,9y 10 de la red en tanto que las actividades B, D, F, H, I y J for-
man una segunda ruta que conecta los nodos 1, 5, 6, 7, 8, 9 y 10. Puesto
que la terminacién de un proyecto requiere que se terminen todas
las rutas de la red, la duracién de la ruta mas larga de la red, es decir
el tiempo que se requiere para terminarla es la ruta critica. Para este
ejemplo la ruta A—C—E—-G-Irequiere 22 semanas en tanto que la ruta




B-D-F-H-I-]requiere solo 15 semanas. Por lo tanto, la ruta A—C—
E-G-Ieslaruta critica. Si se demora cualquier actividad sobre la ruta
critica, se demora todo el proyecto. A las actividades que se encuentran
sobre la ruta critica se les llaman actividades criticas. Para reducir el

tiempo total del proyecto, 22 semanas en este caso, los administradores
deben reducir la duracién de una o mas actividades criticas.

Para cualquier red se puede:
+ Identificar todas las rutas de la red
+ Calcular la duracién de cada ruta

+ Elegir la ruta mas larga o critica.

Sin embargo, esta no es una manera eficiente de analizar la red, por
lo cual un procedimiento més eficiente consiste en calcular limites de
tiempo para cada actividad como tiempos préximos de inicio, lejanos
de inicio, préximos de terminacién y lejanos de terminacién. A partir
de estos datos calcular la ruta critica. Los tiempos préximos de inicio
y de terminacidn se pueden calcular haciendo una revisién hacia ade-

lante de la red. Los tiempos lejanos de inicio y terminacion se deter-

minan usando una revision hacia atras de la red.

Revision hacia adelante: Cdlculo de los tiempos
préximos de inicio y terminacion

Para comenzar con el andlisis de la revision hacia delante, es necesa-
rio definir algunos términos e identificar el procedimiento y notaciéon
que se usard, mas adelante a través de otro ejemplo se vera que exis-
ten otras notaciones para los cdlculos de tiempos, sin embargo el pro-

cedimiento es el mismo. El tiempo préximo de inicio de una actividad

es el tiempo mas préximo posible en que una actividad puede comen-




zar. En los cdlculos se usard ES;; para designar el tiempo proximo de
inicio, donde iy j son los nodos iniciales y finales asociados con la
actividad. Por ejemplo, en la figura 7.5: ES;, denota el tiempo préximo
de inicio para la actividad “disefio del producto” es decir la actividad
A,y ES,; denota el tiempo préximo de inicio de la actividad “disefio de
empaque” es decir, la actividad B.

El tiempo préximo de terminacién para una actividad se denota por

EF;;es el tiempo préximo de inicio mds el tiempo que se requiere para
terminar la actividad. Para la actividad A de la figura 7.7 este tiempo
seria: EF,,=ES,,+D,,, donde D,,=6, el tiempo esperado de la activi-
dad. Si el tiempo préximo de inicio de A es igual a 0, es decir ES;,=0
entonces EF,,=ES,,+D,,=0+6=6. Los calculos no se muestran en
la red, més bien los resultados de aplicar las relaciones y se usa la

siguiente notacion:

[Codigo de la actividad]

Olnd O

ES;=Tiempo proximo de inicio
D,=Tiempo esperado de la actividad

Es;=Tiempo proximo de la terminacion

El procedimiento normal para analizar una red consiste en comenzar
en el nodo inicial y suponer como lo hemos hecho que se tiene un
tiempo inicial de cero. Se supone que todas las actividades comienzan
tan pronto como es posible, es decir, tan pronto como se han termi-
nado todas las actividades precedentes asociadas. Puesto que las acti-
vidades A y B no tienen predecesoras ES;,=0 y ES,;=0 por lo tanto
sus correspondientes tiempos de terminacién son EF;,=6y EF;;=2.




De este modo se procede con las actividades C y D respectivamente. El
tiempo mas préximo de inicio de la actividad C es igual al tiempo mas
proximo de terminacién de la actividad A es decir ES,;=EF;,=6 y su
tiempo mas proximo de terminacion es EF,;=ES,;+D,;=6+3=9. De
la misma manera se calcula para la actividad D y se tiene:

ES;q=EF s=2; EFsq=ESsq+Ds;=2+3=35

Continuando con este analisis hacia delante pueden calcularse los
tiempos préximos de inicio y después los tiempos proximos de termi-
nacion para cada una de las actividades. La figura 7.8 es el diagrama
completo de red que ilustra loa valores de ES;; y EF;

Figura 7.8.
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El avance por la red y la elaboracién de los calculos son tareas bas-
tante simples para nodos que tienen una sola actividad precedente, lo
cual fue el caso para cada una de las actividades que se examinaron
antes. Sin embargo, en los casos en que existen varias actividades pre-
cedentes el tiempo mas proximo de inicio para esta actividad es igual
al mayor valor de los tiempos préximos de terminacidn para todas las
actividades precedentes. Por ejemplo, la actividad I es precedida por




las actividades G y H por lo tanto el tiempo mas préximo de iniciacién
para la actividad I es 19, es decir ESgy=19.

Examinando los cédlculos de tiempos para la figura 7.8 se observa que
el tiempo mas proximo de terminacién para la actividad final J es de

22 semanas que fue el mismo valor encontrado con anterioridad.

Revision hacia atrads: cdlculo de los tiempos lejano de inicio
y de terminacion

Puede identificarse el tiempo total que se requiere para terminar un
proyecto haciendo una revisiéon hacia delante de la red, pero no se
pueden responder preguntas como: ;Qué tan tarde puede comenzar
una actividad especifica sin prolongar la duracidn total del proyecto?
¢Cuanto puede demorarse cada actividad si es posible? Estas pregun-
tas se pueden responder si se hace una revision hacia atras en la red.

Para hacer esta revision hacia atrds se necesitan definir algunos tér-
minos como el tiempo mas lejano de inicio. El tiempo mds lejano de

inicio de una actividad LS;; es el tiempo mds lejano o tardado en el que
una actividad puede comenzar sin demorar la fecha de terminacion
del proyecto. El tiempo mds lejano de terminacién para una actividad
LF;; es el tiempo mas lejano de inicio mds el tiempo que dura la acti-
vidad D;;. En forma simbdlica estas relaciones son: LF;;=LS;;+ D;;.; sin
embargo, para la revision hacia atras es mas util LS;;=LF;;—D;;.

Para comenzar los cdlculos se empieza por el evento final, en este caso
el nodo 10y se fija el tiempo mas lejano de terminacién para la ultima
actividad como el tiempo total de duracién calculado en la revisién
hacia delante, es decir LF, ;,=22. Puesto que se requieren 2 dias para




terminar la actividad J el tiempo maés lejano de inicio para la actividad
J es igual al tiempo mas lejano de terminacién menos el tiempo de
duracion, es decir LS, ;o =LF, ,,—D, ;,=22-2=20. Se procede enton-
ces con la actividad I, el tiempo mads lejano de terminacion es 20, es
decir LF, 4=20, el tiempo mds lejano de inicio para la actividad J es
19, es decir LSg g=LFg =20—1=19. En el nodo 8, tanto la actividad G
como la H ingresan a él, por lo tanto, el tiempo mds lejano de termina-
cién para cada uno de ellos es 19, el tiempo m4s lejano de inicio de la
actividad I, que es la tinica actividad que sale del nodo.

Asi se continua con el andlisis hacia atrds como se muestra en la figura
7.9, ademds de los valores de los tiempos mas lejanos de inicio y ter-
minacién se muestra el tiempo de holgura o flotante (que se define
mas adelante) como el valor central entre paréntesis.

Figura 7.9. Tiempos
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Un factor que debe observarse con respecto al cdlculo de los valores
LF;; para una red es que, si un nodo determinado tiene mds de una
actividad que sale de él, entonces el tiempo mas lejano de termina-

cién para una actividad que entra al nodo es igual al menor valor de




los tiempos mas lejanos de inicio para todas las actividades que salen
del nodo. Para el caso de la Sharp el inico nodo que tiene mas de una
actividad saliendo de €l es el nodo 1, los tiempos mas lejanos de ini-
cio para las dos actividades que salen del nodo 1son Ay Ccon0y 7
respectivamente. Esto indica que el tiempo mas lejano en que puede
comenzar el proyecto general es el tiempo 0.

Tiempo flotante o de holgura

Después de que se han determinado los limites de tiempo para toda la
red, se determina el tiempo de holgura como la longitud de tiempo en
la que se puede demorar una actividad sin ocasionar que la duraciéon
del proyecto general exceda su tiempo programado de terminacién.
La cantidad de tiempo de holgura de una actividad se calcula tomando
la diferencia entre sus tiempos mas lejano de inicio y mds préximo de
inicio, o entre sus tiempos mas lejano y mas préximo de terminacion,

en términos de ecuacion se expresa:

De la figura 7.9 se puede ver que el tiempo de holgura de la actividad B
es 7 o sea que esa actividad se puede demorar 7 semanas, de la misma
manera la actividad D tiene un tiempo flotante de 7 semanas. Como
se puede observar las actividades en la ruta critica tienen un tiempo
de holgura o flotante igual a cero, lo que significa que si se quiere
terminar el proyecto en 22 semanas se tienen que llevar a cabo esas
actividades en los tiempos programados. El analisis de la red también
sefiala que existen 7 semanas de tiempo flotante en esa porcién de la
red asociadas con el empaque del producto.




Como se decia con anterioridad existe otra notacién para hacer los cal-
culos de la red CPM, a través del ejemplo siguiente se presenta dicha
notacidn.

Ejemplo 7.5

Edicién de libro

Un editor tiene un contrato con un autor, para publicar su libro de
texto. Las actividades (simplificadas) relacionadas con la produccion
del libro se ven a continuacién. Formular la red asociada al proyecto.

Tabla 7.6. Datos para el proyecto de edicion de libro

a .. Duracién
Codigo y descripcién de la actividad Predecesores
(semanas)

A. Lectura del manuscrito por el editor - 3
B. Preparacion de paginas muestra por el )
tipégrafo
C. Disefio de la portada del libro - 4
D. Preparacion de las figuras del libro - 3
E. Aprobacién por el autor del manuscrito AB )
editado y las paginas muestra ’
F. Tipografia del libro E 2
G. Revision por el autor de las paginas . )
tipografiadas
H. Revision de las figuras por el autor D 1
L. Produccidn de las placas de impresién G H 2

J. Produccién y encuadernacion del libro C,1I 4




La figura 7.10 muestra la red que describe las relaciones de prece-
dencia entre las diversas actividades. Con la actividad ficticia (2, 3) se
obtienen nodos finales Unicos para las actividades concurrentes A y B.
La numeracién de los nodos se hace en forma que indique el avance

del proyecto.

Figura 7.10 Red que
representa la ediciéon
del libro
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Calculos para la ruta critica

El resultado final de CPM es la formulacién o construccion del programa
del proyecto. Para lograr este objetivo en una forma adecuada, se hacen

calculos especiales con los que se obtiene la siguiente informacion:

1. Duracion total necesaria para terminar el proyecto.
2. Clasificacion de las actividades del proyecto en criticas y no criticas.

Se dice que una actividad es critica si no hay margen en la determina-

cién de sus tiempos de inicio y de término. Una actividad no critica
permite alguna holgura en su programacién de modo que el tiempo
de inicio de la actividad se puede adelantar o retrasar dentro de cier-
tos limites, sin afectar la fecha de terminacién de todo el proyecto.

Para efectuar los cdlculos necesarios, se define un evento como un
momento en el tiempo en el que se terminan actividades y otras se
inician. En términos de redes, un evento corresponde a un nodo. Se

define lo siguiente:




0Oj = Tiempo mas temprano de ocurrencia del evento j
Aj =Tiempo més tardio de ocurrencia del evento j
Dij=Duracién de la actividad (i, j)

Las definiciones de los tiempos mas temprano y mas tardio del evento
se especifican en relacién con las fechas de inicio y terminacién de

todo el proyecto.

Los calculos de ruta critica implican dos pasos: el paso hacia adelante

determina los tiempos mas tempranos o de ocurrencia de los eventos,

y el paso hacia atrds calcula sus tiempos mas tardios de ocurrencia.

Paso hacia adelante (tiempos mas tempranos de ocurrencia o tiem-
pos mas proximos de ocurrencia, 0). Los calculos se inician en el
nodo 1y avanzan en forma recursiva hasta el nodo final n.

Paso inicial. Poner [0, =0, para indicar que el proyecto se inicia cuando
el tiempo es 0.

Paso general j. Dado que los nodos p, ¢,-,v, estan enlazados direc-
tamente con el nodo j por las actividades de entrada ( , j), (g, j), ey,
(v, j) y que los tiempos m4s tempranos de ocurrencia de los eventos
(nodos) p, q,-,v ya se han calculado, entonces se calcula el tiempo

mas temprano de ocurrencia del evento j como sigue:
Oj=max{ Op+Dpj, Dg+Dgj, -, Ov+Dvj}

El paso hacia delante se termina cuando se calcula O, en el nodo n.
Por definiciéon Oj representa la ruta (duraciéon) mas larga al nodo j.




Paso hacia atras (tiempos mas tardios de ocurrencia o tiempos mas
lejanos de ocurrencia, A). Después de terminar el paso hacia delante,
los célculos del paso hacia atrds comienzan en el nodo n y terminan
en el nodo 1.

Paso inicial. Igualar An =n para indicar que las ocurrencias mas tem-
prano y mas tardio del ultimo nodo en el proyecto son iguales.

Paso general j. Dado que los nodos p, ¢, -,V estan enlazados en forma
directa con el nodo j por actividades de salida (j, p), (j, q),» (j, v).
y que se calcularon los tiempos mas tardios de los nodos p, ¢,-,v, el
tiempo tardio del nodo j se calcula como sigue:

Aj= min {Ap—Djp, Aq-Djq,-, Av—Djv}
El paso hacia atras se termina cuando se calcula A, en el nodo 1.

Con base en los calculos anteriores, una actividad (i, j) serd critica si
satisface tres condiciones:

1. Ai=0Oi
2. Aj=0j
3. Aj—Ai=0j-Oi=Dijj

Las tres condiciones indican que los tiempos mas tempranos y los
tiempos mas tardios de ocurrencia de los nodos i y j son iguales, y
que la duracion D;; se ajusta exactamente al intervalo especificado de
tiempo. Una actividad que no satisface las tres condiciones es no cri-
tica. Las actividades criticas de una red deben formar una trayectoria
no interrumpida que abarque toda la red, desde el inicio hasta el final.




Ejemplo 7.6

Determine la ruta critica para la red del proyecto de la figura 7.11.

Todas las duraciones estan en dias.

Figura 7.11
Red del
proyecto

Paso hacia adelante

Nodo 1. Hacer o definir O0,=0

Nodo2. O,=0,+D,,=0+5=5

Nodo 3. O,=méx.{0,+Dy,, O,+Dy}=méx.(0+6,5+3)=8

Nodo4. O0,=0,+D,,=5+8=13

Nodo 5. Og=mdx.{0,+Dyg, O,+D,s} =méx.(8+2, 13+0)=

Nodo 6. Og=méx.{0,+Dyg, O,+D,, Os+Dse} =
=méx.(8+11,13+1,13+12)=25

Los calculos indican que el proyecto se puede terminar en 25 dias.

Paso hacia atras

Nodo 6. Hacer A= 0O,=25

Nodo 5. A;z=Ay—D;=25-12=13

Nodo 4. A,=min. {A;—D,q Ag—D,s}=min. {25-1, 13 —0} =1
Nodo 3. Ay=min. {A— Dy, As—Dys} =min. {25-11, 13 -2} =11
Nodo 2. Ay=min. {A,~D,,, Ay~ Dy} =min. {13-8, 11~ 3}
Nodo 1. A,=min. {A,~Dy,, A,~D;,} =min. {11-6,5-5}=0

2




Silos célculos son correctos, siempre se terminaran con A, =0.

Los célculos en los pasos hacia delante y hacia atrds se resumen en la
figura 7.12. Las reglas para determinar las actividades indican que la
ruta critica es 1 -2 —>4—5-> 6 que abarca la red desde el inicio (nodo
1) hasta el nodo final (nodo 6). La suma de las duraciones de las acti-
vidades criticas (1,2) (2,4), (4,5), y (5,6) es igual a la duracién del pro-
yecto (=25 dias). Observe que la actividad (4, 6) satisface las primeras
dos condiciones para que la actividad sea critica pero no la tercera por
lo tanto esa no es una actividad critica.

Paso hacia adelante: N

Figura 7.12
Calculos para

la ruta critica Paso hacia atrds: A‘ .................. A
Ruta critica: O }O
11

Fin del paso hacia 8

adelante

25

12

Inicio del paso hacia
adelante

5 13




7.8 PROBLEMAS CON INCERTIDUMBRE O PERT3

Como ya se menciond en un inicio la Técnica de Revisién y Evalua-
cién de Programas (o Proyectos), denominada PERT por sus siglas en
inglés, es un método estadistico para el analisis de las actividades que
conforman un determinado proyecto. Esta técnica incorpora la incer-
tidumbre en la programacién del proyecto, estableciendo diferentes
estimaciones de tiempos para cada actividad, ya que no se conocen

con exactitud su duracion.

A diferencia del método CPM, este método estd mas orientado a la ges-
tion del tiempo del proyecto que de los costes. Su aplicacion esta relacio-
nada con proyectos de infraestructura y de Investigacién y Desarrollo.

En la actualidad se utiliza de forma complementaria con el método
CPM como un método global denominado Método PERT CPM.

La técnica PERT data de la década de 1950; especificamente en el afio
1957 para la Oficina de Proyectos Especiales de la Marina de Estados
Unidos, para gestionar el programa de misiles submarinos Polaris.

En 1958 se difundio al publico a través de dos publicaciones del Depar-
tamento de la Marina de Estados Unidos bajo el titulo PERT - Program
Evaluation Research Task. A partir de entonces, se ha utilizado amplia-
mente en diferentes proyectos, no solo por la industria aeroespacial,
sino en diferentes sectores.

3 https://www.plandemejora.com/pert-tecnica-de-revision-y-evaluacion-de-programas/




Para aplicar el método PERT seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1: Determinar las actividades y sus relaciones.
La planificacién del proyecto es una fase crucial para culminarlo exi-
tosamente. En ese aspecto, es necesario identificar las actividades que

lo componen y las relaciones entre ellas.

Paso 2: Elaborar el diagrama PERT.

El diagrama de redes nos permite visualizar en su totalidad las activi-
dades del proyecto y sus relaciones. Para este paso, hemos elaborado
un articulo donde abordamos de manera detallada la elaboracién del
diagrama PERT.

Paso 3: Definir las estimaciones de tiempos.

Para el analisis estadistico del método PERT, se considera el tiempo
de cada actividad como una variable aleatoria con una distribucién de
probabilidad beta. Esta distribucion se encuentra sesgada a la derecha
de la siguiente forma:

Figura 7.13
Distribucién beta
para estimacion

o de tiempos
Distribucién de beta




Para realizar el analisis estadistico se requiere que la duracién de las

actividades se presente en términos de tres estimaciones de tiempo:

Tiempo optimista (T,):

Tiempo que tomard una actividad si todo sale como se planed. Hay
solo una pequefia probabilidad, que por lo general se supone de 1%,
de que la actividad tarde menos tiempo.

Tiempo pesimista (T,):

Tiempo que tomara una actividad suponiendo condiciones muy des-
favorables. Hay solo una pequefia probabilidad, que por lo general se
supone de 1%, de que tarde mas.

Tiempo mds probable (T, ):
La estimacidon mas realista del tiempo requerido para terminar la acti-
vidad. Viene a ser la moda de la distribucion beta.

Estos tiempos deben ser determinados entre el gerente de proyecto y
los miembros del equipo que estaran a cargo de las actividades.

Paso 4: Calcular los tiempos esperados.

A partir de nuestra distribucion beta, convertiremos el proyecto en una
red PERT de tiempo constante utilizando los tiempos esperados, T,
para cada actividad. A continuacién, tenemos la férmula del tiempo
esperado, que estd en funcidn del tiempo pesimista y tiempo optimista:

T,=(T,+4T,+T,)/6

La experiencia muestra que los tiempos reales (Te) de las actividades
con frecuencia exceden al tiempo mads probable (Tm) en las activi-
dades de un proyecto; esto sucede porque las personas tienden a ser
excesivamente optimistas en ello.




Paso 5: Calcular la ruta critica y el tiempo total del proyecto.

Con los tiempos esperados calculados en el paso 4, podemos determi-
nar la ruta critica y el tiempo total del proyecto. Tenemos un articulo
detallado donde explicamos cdmo calcular la ruta critica.

Paso 6: Calcular la varianza del proyecto.

Aun con el célculo del tiempo esperado, el problema de la incertidum-
bre en los tiempos de las actividades no se elimina tan facilmente.
Dado que el tiempo de cada actividad es incierto, entonces el tiempo
total de terminacion del proyecto también serd incierto.

Para resolver este problema, el método PERT utiliza la varianza de las
actividades de la ruta critica para ayudar a determinar la varianza del
proyecto global.

La varianza (Var;) de cada actividad (i) de la ruta critica se calcula asi:
Var,=(T,-T,/6)
La varianza del proyecto se calcula asi:

Var (T) = Z ruta critica Vari

El célculo de la varianza nos ayudard a determinar la probabilidad de
terminar el proyecto en un plazo determinado.

La técnica PERT supone que la duracién de una actividad no depende de
la duracion de ninguna de las otras actividades; es decir son variables
aleatorias independientes. Sin embargo, si a una cuadrilla de trabaja-
dores se le asignan dos actividades que pueden realizarse simultanea-
mente, los tiempos de actividad seran interdependientes.Adicional-




mente, si otras rutas contenidas en la red tienen cantidades minimas
de holgura, una de ellas se podria convertir en la ruta critica antes de
que el proyecto llegue a su fin. En ese caso, también tendriamos que
calcular la distribucion de probabilidades para esas rutas.

Ejemplo 7.7

CPM con tiempo estimado de tres actividades

En la tabla 7.7 siguiente se muestran los tiempos de nueve tareas con-
siderando el tiempo pesimista, el optimista y el tiempo mas probable.

Tabla 7.7 Tiempos de las tareas

Tarea P.redece.sores Tie.m.po Tiempo mas Tie.m.po
inmediatos optimista probable pesimista
A Ninguno 3 6 15
B Ninguno 2 4 14
@ A 6 12 30
D A 2 5 8
18, C 5 11 17
F D 3 6 15
G B 3 9 27
H EF 1 4 7
I G, H 4 19 28




A partir de estos tiempos se calcula el tiempo esperado como sigue:

Tabla 7.8 Tiempo esperado

Tarea Predecesores inmediatos Tiempo esperado
A Ninguno 7
B Ninguno 5.33
© A 14
D A 5
E C 11
F D 7
G B 11
H EF 4
I G, H 18

La férmula asociada es la siguiente:

Tiempo opt. +4 (tiempo m4s probable) + Tiempo pes.

Tiempo esperado = .

Sustituyendo en el problema original se tiene:

. 3+4(6)+15

. ; =ET(A)=42/6=7

La red asociada a este problema con la duracion se ve en la figura 7.14.

H @ Figura 7.14
@ @ Red de la ruta
@ @ critica




La siguiente pregunta que se hace es: ;Cudl es la probabilidad de ter-
minar este proyecto en 53 dias? Entonces se ve la varianza como una
herramienta para contestar esto:

Figura 7.15 Varianza
en el tiempo de
p(t < D) duracién del proyecto
D= 53 t
TE =54

Se tiene entonces la siguiente tabla con la férmula para la varianza en
este ejemplo:

Pesim. —Optim. ?
6

Varianza de actividades, o=

En la tabla 7.9 se muestran las tareas con los tiempos pesimista, pro-
medio y optimista, asi como la varianza.

Tabla 7.9 Tiempos y varianza

Tarea Optimista Promedio Pesimista Varianza
A 3 6 15 4
B 2 4 14
C 6 12 30 16
D 2 5 8
E 5 11 17 4
F 3 6 15
G 3 9 27
H 1 4 7 1
I 4 19 28 16




(Suma de la varianza a lo largo de la ruta critica) = Z 0’=41

. D-T; _ 53-54
2o, A4

Una ultima pregunta es: ;Cudl es la probabilidad de que el proyecto

=-.156

exceda 56 semanas?

. D-Ty; _ 56-54
2o, A4

P(Z<-.156)=.5-.1217=.378,0 37.8 %

=-.312

Podemos decir a manera de conclusién que la ruta critica nos mues-
tra las actividades principales que determinaran el tiempo total del
proyecto; es por ello por lo que los gerentes del proyecto deben estar
pendientes del cumplimiento de cada una de ellas. Eso no significa
que se deben descuidar las otras actividades; por el contrario, si se
retrasan un tiempo mayor a su holgura, el proyecto tendra problemas
para finalizar a tiempo. Y por otro lado la técnica PERT es muy bene-
ficiosa para crear predicciones mads eficientes y precisas para un pro-
yecto. Este método puede utilizarse en muchos dmbitos diferentes y
es una herramienta fantastica para la planificaciéon de contingencias,
la programacién de proyectos y los “riesgos del proyecto”. Por lo que
es un tema indispensable en la gestién de proyectos.

7.9 NOTAS HISTORICAS

CPM aparecié en 1957 como una herramienta desarrollada por ]J. E.
Kelly de Remigton Rand y M.R Walker de DuPont.




“De hecho, somos afortunados de contar con esta
contribucion a la literatura de gestion de proyectos
de Jim Kelley y Morgan Walker, los autores de uno de
los articulos fundamentales y las principales técnicas
para la planificacion y programacion de proyectos”.
Como afirman en el articulo, estuvieron en “el lugar
correcto en el momento correcto” pero tambien logra-

ron los objetivos de su proyecto.

Afirman, ademds, que es necesario comprender
el entorno que existia en DuPont y en Remington
Rand Univac en el momento de sus esfuerzos. En este
entorno se incluyeron dos hombres que desempefiaron
papeles importantes en sus respectivas organizacio-
nes, Granville Read, ingeniero jefe de DuPont y John
Mauchly de Univac. Para ayudar a describir este

entorno, también tenemos la suerte de contar con un
apendice, "Departamento de Ingenieria de DuPont en
la década de 1950: un entorno para nuevas ideas", de John Sayer, Gerente del
Grupo de Control de Ingenieria Integrada, un grupo de expertos en DuPont
en ese momento. Este fue el grupo del que Morgan Walker era miembro y que
alimento el proyecto que condujo al desarrollo de CPM.” Tomado de Kelley,
J. E., Walker, M. R., & Sayer, J. S. (1989). The origins of CPM: a personal
history. PM Network, 3(2), 7-22.

Un proyecto puede tener varias rutas criticas paralelas. Una ruta para-
lela adicional a través de la red con las duraciones totales menos cor-
tas que la ruta critica es llamada una sub-ruta critica.

Originalmente, el método de la ruta critica consideré solamente
dependencias entre los elementos terminales. Un concepto relacio-
nado es la cadena critica, la cual agrega dependencias de recursos.




Cada recurso depende del manejador en el momento donde la ruta cri-
tica se presente.

A diferencia de la técnica de revision y evaluacién de programas (PERT),
el método de la ruta critica usa tiempos ciertos (reales o deterministi-
cos). Sin embargo, la elaboracidon de un proyecto con base en redes CPM
y PERT es similar.

o PERT se desarroll6 en la década de 1950 y se uso
——c ampliamente en la administraciéon de proyectos

militares de investigacién y desarrollo. Su primera
it aplicaciéon importante fue en el proyecto de los

misiles Polaris para la US Navy. De hecho, PERT
siwee  fue desarrollado especificamente por el Departa-

mento de Defensa de los Estados Unidos de Nor-
teamérica para dar apoyo a la planeacién, programacion y control de
una gran cantidad de trabajos o actividades asociados con el proyecto.
Actualmente PERT se usa en empresas industriales, de la construccion
y en general para programacién de mantenimiento en aviones, activos
fijos, diseno de plantas, asi como la planeacién y la administracién de

programas en investigacion y desarrollo.

Una de las principales caracteristicas de PERT, ademds de su capaci-
dad para identificar programas y planes que se requieren para las acti-
vidades, es que puede manejar las incertidumbres que existen en los

prondsticos de tiempos para determinar diversas tareas.

Por otra parte, CPM fue desarrollado en forma independiente de PERT,
pero esta estrechamente relacionado con este y se refiere basicamente
a los intercambios entre el costo de un proyecto y su fecha de termina-
ci6én. Se aboca a la reduccién del tiempo necesario para concluir una
tarea o actividad, utilizando mas trabajadores y/o recursos, lo que en




la mayoria de los casos significa mayores costos. Con CPM, se supone
que el tiempo necesario para concluir las diversas actividades del pro-
yecto se conoce con certidumbre al igual que la cantidad de recursos

que se utilizan.

Por ello CPM no se ocupa de tiempos inciertos de actividades como
en el caso de PERT, sino que se refiere a intercambios entre tiempos
y costos. Pese a estas diferencias en la actualidad ha desaparecido en
gran medida la distincién entre uso de PERT y CPM. La mayoria de
las versiones computarizadas de las técnicas incluyen opciones para
manejar incertidumbre en los tiempos de las actividades, asi como
también analisis de intercambios de tiempos y costos, y gran parte de
la literatura actual se refiere a esta técnica como PERT/CPM.

7.10 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Se ha establecido que un proyecto tiene la siguiente lista de activi-
dades y los correspondientes tiempos para terminarlas:

Actividad Tiempo (dias) I?:iiiﬁi?g?

0 1

B 4 A

C 3 A

D 7 A

E 6 B

. 5 C,D

G . E,F

H 9 D

. A G H




a) Dibuje el diagrama de la ruta critica.

b) Marque los tiempos de inicio y final mas préximos.

¢) Marque la ruta critica.

d) :Qué pasaria sise modificarala actividad F de modo que tomara

cuatro dias en lugar de dos?

Se ha establecido que un proyecto tiene las siguientes actividades

y tiempos estimados para terminarlas.

Tiempos estimados (semanas) Precedente
higiicas a - b inmediato
A 1 4 7 -

B 2 6 7 A
C 3 4 6 A,D
D 6 12 14 A
I 3 6 12 D
F 6 8 16 B, C
G 1 5 6 EF

a) Calcule el tiempo esperado y la varianza para cada actividad.

b) Dibuje el diagrama de la ruta critica.

¢) Marque el tiempo de inicio y final mds préximo y de inicio y
final mas lejanos.

d) Marque la ruta critica.

e) ¢Qué probabilidad existe de que el proyecto quede concluido

en 34 semanas?

A continuacién se presentan los requerimientos de precedencia,
los tiempos normales y los intensivos de las actividades, y los cos-
tos normales y los intensivos de un proyecto de construccion:




Tiempo requerido

Actividades (semanas) Costo
Actividad  Precedentes Normal Intensivo Normal Intensivo
A - 4 2 10 000 11 000
B A 3 2 6 000 9000
@ A 2 1 4000 6 000
D B 5 3 14 000 18 000
E B,C 1 1 9 000 9 000
F C 3 2 7000 8000
G EF 4 2 13 000 25000
H D,E 4 1 11 000 18 000
I H,G 6 5 20000 29000

a) ¢Cudles son la ruta critica y los tiempos estimados para la con-
clusion?

b) Para reducir el proyecto tres semanas, ;cudles tareas se deben
acortar y cudl seria el costo total final del proyecto?

Existe una probabilidad de 82% de que el proyecto siguiente se
pueda terminar en X semanas o menos. ;Qué valor tiene X?

Actividad Mas optimista Mas probable Mas pesimista
A 2 S 11
B 3 3 3
@ 1 3 5
D 6 8 10
E 4 7 10




5. Sehaestablecido que un proyecto contiene las actividades siguien-
tes, inclusive los 15. tiempos estimados para terminarlo.

Tiempos estimados (semanas) Precedente
Actividad . . n inmediato
A 2 5 8 -
B 1 5 9 -
€ 4 6 9 A
D 2 2 2 B
E 1 2 9 A
F 2 4 5 C,D
G 3 8 10 CE
H 1 2 3 F.G

a) Calcule el valor esperado y la varianza para cada actividad.

b) Dibuje el diagrama de la ruta critica. Muestre los tiempos de ini-
cioy final adelantados, y los tiempos de inicio y final retrasados.

¢) Muestre la ruta critica.

d) ¢Cuél esla probabilidad de que el proyecto quede terminado en
19 semanas?




CAPITULO

Problema de flujo
a costo minimo

8.1 INTRODUCCION

En este capitulo se analiza el problema de una red de flujo donde se
tienen capacidades en los arcos y se desea enviar flujo a costo minimo.

El problema del flujo de costo minimo es el caso general de los pro-
blemas de redes vistos en este libro. Igual que el problema de flujo
maximo, toma en cuenta un flujo en la red con capacidades en los
arcos. Igual que el problema de la ruta més corta, considera un costo
(o distancia) del flujo a través de un arco. Igual que el problema de
transporte o el de asignacién puede manejar varios nodos origen y
varios destinos del flujo, de nuevo con costos asociados.! Ya hemos
considerado en capitulos anteriores dos casos especiales de este pro-
blema: el més breve el problema de la trayectoria y el problema del
flujo maximo. Nuestra discusion ha sido multifacética:

1 Hillier y Lieberman, “Modelos de optimizacién en Redes”, c.9, Introduccion a la
Investigacion de Operaciones. 9*. ed. Mc. Graw- Hill, 2010.
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1. Hemos visto como surgen estos problemas en entornos de apli-
cacion tan diversos como reemplazo de equipos, planificaciéon de
proyectos, y programacion de produccidn.

2. Hemos desarrollado una serie de algoritmos y enfoques para resol-
ver estos problemas y su complejidad computacional; problemas
de optimizacién combinatoria tales como el problema de corte

minimo.

Como hemos visto, es facil entender la naturaleza basica de la ruta
mas corta y los problemas de flujo maximo y desarrollar algoritmos
para resolverlos; sin embargo, diseflar y analizar algoritmos eficien-
tes es una tarea muy desafiante, que requiere considerable ingenio
e informacion sobre las estrategias algoritmicas basicas y sus imple-
mentaciones.

Algunas aplicaciones del modelo de flujo
a costo minimo?

Una de las aplicaciones mas importantes de este problema es en la
operacion de la red de distribucién de una compaiiia, donde se busca
determinar un plan para enviar bienes desde las fuentes (fabricas, cen-
tros de distribucidn, etc.) a las instalaciones intermedias de almacena-
miento (segun se necesite) y finalmente a los clientes, como se resume
en el primer renglén de la tabla 8.1. Como los nodos varian de acuerdo
con las aplicaciones en la siguiente tabla 8.1 se presentan aplicaciones
comunes del PFCM (problema de flujo a costo minimo).

2 Ibidem.




En el caso de la segunda aplicacidn, los nodos son fuentes de dese-
chos sélidos y el flujo de materiales a través de la red comienza en las
fuentes de desechos sélidos, luego va a las instalaciones para procesar
estos materiales de desecho y convertirlos de forma adecuada para el
relleno y de ahi enviarlos a los diferentes sitios de relleno. El objetivo
es determinar el plan que minimice el costo total, donde el costo se

refiere al embarque y al procesamiento.

Tabla 8.1 Aplicaciones comunes del PFCM

. Sy Nodos de
Tipo de aplicacién Nodos fuente Nodos demanda
transbordo
Operacion de una red . Almacenes .
P e Fuentes de bienes . . Clientes
de distribucién intermedios
Administracién de Fuentes de Instalaciones de
(1 . . Rellenos
desechos solidos desechos s6lidos = procesamiento
Operacién de una red Almacenes Instalaciones de
.. Agentes de ventas . . .
de suministros intermedios procesamiento
Coordinacién de Produccién
, Mercado del producto
mezclas de productos Plantas de un articulo ,
, especifico
en plantas especifico

Fuentes de efectivo Opciones de Necesidad de efectivo
en tiempos inversién a corto en tiempos
especificos plazo especificos

Administracién de
flujo de efectivo

En el tercer renglén de la tabla, el objetivo es encontrar el plan de
costo minimo para obtener suministros de varios proveedores posi-
bles, almacenar los bienes (segun se requiera), y luego enviar los
suministros a las instalaciones de procesamiento de la compania,
como pueden ser fabricas entre otros. Como la cantidad total que pue-
den suministrar los proveedores es mayor que las necesidades de la
compaiia, la red incluye un nodo de demanda ficticio que sin costo
recibe toda la capacidad usada de los proveedores.




El cuarto rengldn se refiere a la coordinacion de mezclas de productos
en las plantas, ilustra que los arcos pueden representar algo distinto
a un canal de envio de un flujo fisico de materiales. Esta aplicacion se
refiere a una compafiia con varias plantas (nodos fuente) que pueden
producir los mismos productos, pero con diferentes costos. Cada arco
que sale de un nodo fuente representa la produccién de uno de los
productos posibles de esa planta, donde el arco conduce a un nodo de
transbordo que corresponde al producto. En consecuencia, este nodo
de transbordo tiene un arco que llega desde cada planta capaz de pro-
ducir ese producto, y después los arcos que salen de ese nodo van a
los respectivos clientes (nodos de demanda). El objetivo es determinar
cémo dividir la capacidad de producciéon de cada planta entre los pro-
ductos para minimizar el costo total de satisfacer las demandas de los
distintos productos.

Finalmente, en el quinto renglén, la administracion de flujo de efectivo
ejemplifica que diferentes nodos pueden representar un evento que
ocurre en distintos momentos. En este caso cada nodo fuente repre-
senta un tiempo especifico (periodo) en que la compaifiia dispone de
dinero (por inversiones, cuentas por cobrar, venta de acciones, prés-
tamos). El suministro de cada nodo es el dinero que estara disponible.
De manera similar, cada nodo destino representa un tiempo especi-
fico (periodo) en que la compania debera usar su reserva de efectivo.
La demanda de cada uno de esos nodos es la cantidad de efectivo que
necesitard. El objetivo es maximizar el ingreso de la compafiia debido
a estas inversiones entre los tiempos en que se dispone de efectivo y
se usa. Por lo tanto, los nodos de transbordo representan la opcién
de una inversidn a corto plazo, es decir, la compra de certificados de
depdsito en un banco por un periodo especifico. La red resultante ten-
dra una serie de flujos que representan un programa de efectivo dis-
ponible, invertido y utilizado cuando la inversién madura.




Se vera un algoritmo que es una adecuacién del método simplex para
redes, aunque existen mas algoritmos en la practica el que mas se usa
es el simplex en los problemas de redes o se dividen estos si son muy
grandes en moddulos que resuelven el problema por partes. El pro-
blema de flujo a costo minimo generaliza el modelo de flujo mdximo
en 4 aspectos:

Todos los arcos son dirigidos.
Un flujo de costo unitario estd asociado con cada arco.

Los arcos pueden tener capacidades minimas y maximas.

Wb

Cualquier nodo en la red puede actuar como nodo fuente (con
oferta) o como nodo destino (con demanda).

El objetivo de este modelo es determinar los flujos en los diferentes
arcos que minimizan el costo total mientras satisfacen las restriccio-
nes de flujo en los arcos y las cantidades de oferta y demanda en los
nodos.

Seala red con restricciones de capacidad G = (N , A) donde Nes el con-
junto de nodos y A el conjunto de arcos.

X;j = Lacantidad de flujo del nodo i al nodo j
u;(l;) = Capacidad superior (inferior) del arco (i, f)
Cij = Unidad de costo del flujo del nodo i al nodo j
b; = Flujo neto en el nodo i
[fi] [fil
Esto se puede ver . Sci .
en la red de la figura I — "\
o (1ij, uij)
siguiente: Xij

Figura 8.1 Red con restricciones de capacidad en arcos




El valor de b;, depende de la naturaleza del nodo i, donde supone
un valor positivo, si i es un nodo fuente. Negativo si i es un nodo de

demanda, y cero si es un nodo de transbordo.

Ejemplo 8.1

Grupo Industrial Maseca debe distribuir maiz de tres silos a tres cen-
tros de acopio. Las cantidades de oferta en los tres silos son 100, 200 y
50 toneladas y la demanda de las tres granjas es de 150, 80 y 120 tonela-
das. Maseca usa principalmente ferrocarril para transportar el maiz a
las granjas con excepcidn de tres rutas que usan traileres. La siguiente
red muestra la problematica:

Figura 8.2 Red de
[100] [150] D distribucién de
$1 Maseca

Los nodos 1, 2 y 3 representan los silos con sus respectivas ofertas. Los
centros estan representados por los nodos 4, 5y 6 cuyas demandas
estdn representadas por [150], [80] y [120]. Las rutas permiten trans-
porte entre los silos. Las rutas de los traileres estan representadas por
(1, 4), (3,4) y (4, 6). Las capacidades en las rutas estan dadas en térmi-
nos de las toneladas a transportar (asociadas a la capacidad de los trdi-
leres); por ejemplo, en la ruta (1, 4) se tiene entre 50 y 120 toneladas.




Las otras rutas que usan tren tienen capacidad ilimitada. Los costos de
transportacion por tonelada estan indicados en los arcos.

La solucién éptima serd el flujo a costo minimo en los diferentes arcos

que satisfagan las restricciones de flujo en el modelo.

8.2 FORMULACION DE PROGRAMACION LINEAL

Dado que los problemas de flujo de costo minimo son programas linea-
les, no es sorprendente descubrir que también podemos usar metodo-
logias de programacion lineal para resolver problemas de flujo a costo

minimo.

El modelo de la red con capacidad limitada se puede formular como

un modelo de programacion lineal.

mln Z:Z Zcij xij

(i, ))eA

Sujeto a

ijk—inj=b]~ ]EN

(,))ea  (j)eA
Lis xSy
La ecuacion para el nodo j mide el flujo neto b; en el nodo j como:

flujo que sale del nodo j) —(flujo que entra al nodo j) =b;
y ] j

El nodo j es un nodo fuente si b;>0y es sumidero si b;<0.




Podemos quitar la cota inferior [; de las restricciones usando la susti-

tucién:

X

7
=X+l

Ahora tratamos con x;;’ como una nueva variable de flujo cuyo limite

superior es u;—[;. Adicionalmente, el flujo neto en el nodo i se con-

vierte [ ﬁ] —l;; mientras que el nodo j es [ ﬁ] +1

Esto lo podemos ver en la figura siguiente:

[fil [fil

. Scij . .
i — i Figura 8.3
(1, uij) Representacién

XI
[fi] - 1ij ! [fi] + lij de las cotas en

: Sci : los arcos
' (1, uij) )

Xij

Antes de continuar consideramos las siguientes suposiciones:

Supuesto 8.1.

Todos los datos (costo, oferta/demanda y capacidad) son enteros.

Como se sefiald anteriormente, esta suposicion no es realmente res-
trictiva en la practica porque las computadoras trabajan con nimeros
racionales que podemos convertir a nimeros enteros multiplicando

por un numero adecuadamente grande.

Supuesto 8.2.

La red es dirigida.

Hemos demostrado en capitulos anteriores que siempre podemos
cumplir esta suposicién al transformar cualquier red no dirigida en
una red dirigida, al reemplazar los arcos apropiadamente.




Supuesto 8.3.

Las ofertas/demandas en los nodos satisfacen la condicion ) ;cxb(i)=0 y el
problema de flujo de costo minimo tiene una solucion factible.

Podemos determinar si el problema de flujo de costo minimo tiene
una solucion factible resolviendo un problema de flujo maximo de
la siguiente manera. Introducir un nodo fuente s* y un nodo sumi-
dero t*. Para cada nodo i con b(i) >0, agregue un arco “fuente” (s*, i)
con capacidad b(i), y para cada nodo i con b(i) <0, agregue un arco
"sumidero" (i, t*) con capacidad —b(i). Ahora resuelva un problema
de flujo médximo de s* a t*. Si el flujo médximo satura todos los arcos
fuente, el problema de flujo de costo minimo es factible; de lo contra-
rio, no es factible.

Supuesto 8.4.

Suponemos que la red G contiene una trayectoria dirigida no capacitada (es
decir, cada arco en la trayectoria tiene una capacidad infinita) entre cada
par de nodos.

Imponemos esta condicidn, si es necesario, agregando arcos artificia-
les (1, j) v (j, 1) para cada je N y se asigna un gran costo y una capaci-
dad infinita a cada uno de estos arcos. Tal arco no apareceria en una
solucion de costo minimo a menos que el problema no contenga nin-

guna solucién factible sin arcos artificiales.

Supuesto 8.5.

Todos los costos del arco son no negativos.

Esta suposicién no impone pérdida -de generalidad ya que la trans-
formacién de inversiéon de un arco convierte un problema de flujo de
costo minimo con costos negativos a aquellos con costos no negativos.
Esta transformacidén, sin embargo, requiere que todos los arcos ten-
gan capacidades finitas. Cuando algunos arcos estdn incapacitados,
suponga que la red no contiene un ciclo de costo negativo dirigido de




capacidad infinita. Si la red contiene tales ciclos, el valor éptimo del
flujo de costo minimo es ilimitado. En ausencia de un ciclo negativo
con capacidad infinita, podemos hacer que cada arco no capacitado
esté capacitado al establecer su capacidad igual a B, donde B es la
suma de todas las capacidades de los arcos y los suministros de todos

los nodos de suministro.

Una vez que hemos establecido estos supuestos, continuamos con el
programa lineal para el ejemplo 8.1, antes y después que las cotas infe-

riores se han sustituido.

Minz= 3%y +4x; Xy, +5Xy; +6Xys +Xg, +2X55 +2x, +4xg

Sujeto a:
nodo 1 =Xy tXyy  tXy =100
nodo 2 X9 +Xpy  +Xs =200
nodo 3 —X3 — X3 T3+ X5 = 50
nodo 4 X4 + X, — Xy =150
nodo 5 + X5 + X35 —Xs¢ = 80
nodo 6 X, t+Xge =120

Con cotas inferior y superior:

50<x,,<120
70<x,,<170
80 <x,, <140




La solucién usando SOLVER o el software LINDO es:

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 1550.000
VARIABLE VALUE
Figura 8.4
X14 120.000000 Solucién con
X13 0.000000 LINDO
X21 20.000000
X23 100.000000
X25 80.000000
X34 150.000000
X35 0.000000
X46 120.000000
X56 0.000000

Por lo tanto, el plan de envio mas econémico se muestra en la red siguiente:

Figura 8.5 Red
de distribucién a
costo minimo

[100] [150] D
120
(50, 120)




8.3 ALGORITMO SIMPLEX PARA REDES CON CAPACIDADES
EN LOS ARCOS

El algoritmo simplex para redes con capacidades en los arcos estd basado
en los pasos del método simplex regular. El “nuevo” método, sin embargo,
explota la estructura especial del modelo de costo minimo de la red.

Dado b;, el flujo neto en el nodo i se define en el programa lineal como
en la seccion 8.2, el algoritmo simplex para la red capacitada estipula
que la red debe satisfacer la condiciéon

n

2.b;=0

vy
1=1

Esta condicién dice que la oferta total en la red debe ser igual a la
demanda total. Podemos satisfacer siempre esta condicién aumen-
tando un nodo destino, conectado a todos los otros nodos en la red y
que tenga en los arcos un costo cero, y capacidades ilimitadas. Note
que el balanceo de la red no garantiza que el modelo tendra una solu-
cién factible, por lo que es una condicidn necesaria pero no suficiente
para que haya soluciones factibles.

Incorporacion de La técnica de La cota superior3
El primer concepto es incorporar la técnica de la cota superior para

manejar con eficiencia las restricciones de capacidad en los arcos. De
esta manera, en lugar de tratar estas restricciones como funcionales

3 Hillier y Lieberman, “Modelos de optimizacién en Redes”, c.9, Introduccion a la
Investigacion de Operaciones. 9*. ed. Mc. Graw- Hill, 2010.




se manejan como restricciones de no negatividad, por lo tanto, solo se
toman en cuenta para determinar la variable basica que sale. En par-
ticular, a medida que se hace crecer la variable bésica entrante desde
cero, la variable bésica que sale es la primera variable basica que llega
a su cota inferior (0) o a su cota superior (uij).

Una variable no bésica en su cota superior x;;=1u;; se reemplaza por

§ = 7
X;;=1U;;—Y,;;, de manera que y;;=0 se convierte en la variable no basica.

En el contexto de redes y; tiene una interpretacion en los arcos, ya
que siempre que y;; se convierta en una variable bdsica con un valor
estrictamente positivo pero menor o igual a u;;, se puede pensar en
este valor como un flujo del nodo j al nodo i, es decir en la direccién
contraria al arco (i, j), lo que en realidad cancela la cantidad de flujo
previamente asignada (xl-]: ui]-) del nodo i al nodo j.

Asi cuando x;;=u;; se reemplaza con x;;=

el arco real (i, j) por el inverso ( J» i) donde este nuevo arco tiene una

u;;—y; también se reemplaza

capacidad u;; (la cantidad maxima del flujo x;;=u;; que se puede can-
celar) y costo unitario —c;; (puesto que cada unidad de flujo cancelada
ahorra c;;).

Para reflejar el flujo x;;=u;; a través del arco eliminado, se cambia esta
cantidad de flujo neto generada del nodo i al nodo j al disminuir b; en

;;unidades.

( I ) UIJ < J ) Figura8.6

Interpretacion del
cambio de variable

entrante en los
i j arcos
yij

u;; unidades e incrementar b;en 1.




Para ilustrar este proceso consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.2

La compafiia ECO S.A., fabricard el mismo nuevo producto en dos plan-
tas distintas y después tendra que enviarlo a dos almacenes de distri-
bucién, donde cualquiera de las dos fdbricas puede abastecer a cual-
quiera de los dos almacenes. La red de distribucién disponible para
el envio de este producto se muestra en la figura 8.7, donde F1 y F2
son las dos fabricas, A1 y A2 son los dos almacenes y CD es el centro
de distribucién. Las cantidades que deben enviarse desde F1 y F2 se
muestran a la izquierda, y las cantidades que deben recibirse en Al y
A2 se presentan a la derecha. Cada flecha representa un canal factible
de envio. F1 puede enviar directamente a Al y tiene tres rutas posi-
bles (F1-CD—>A2,F1-F2->CD->A2y F1-> Al A2) para mandar
bienes a A2. La fabrica F2 tiene solo una ruta a A2(F2—>CD—>A2)y
unaa Al(F2 —->CD—>A2 %Al). El costo por unidad enviada a través de
cada canal se muestra al lado de la flecha. También, junto a F1 - F2
y CD—> A2 se muestran las cantidades méximas que se pueden enviar
por estos canales. Los otros canales tienen suficiente capacidad para
manejar todo lo que las fabricas pueden enviar.

La decision que debe tomarse se refiere a qué cantidades enviar a tra-
vés de cada canal de distribucién. El objetivo es minimizar el costo
total de envio. El modelo de programacidn lineal de este ejemplo es el

siguiente:




Minz= 2%y +4x;3 9%, 3%, +tXgs +3X45 +2X5,

Sujetoa:
—Xy  tX3 +Xyy = 50
Xy +X,3  tXps = 40
—Xi3 —Xa3 txyy tA; = 0
X4 T X34 =-30
+ X5 tX5 =60
%, <10, X35 <80, %20

Este problema se puede ver en la red 8.7 siguiente:

30 unidades
prodycidas
50 unidades $900/unidad
producidas F1 \ Al
S
$200/unidad
$200/unidad 5300/unidad
Figura 8.7
40 unidades Red de la, )
producidas A2 problematica
60 unidades
producidas

En términos de un problema de flujo a costo minimo reescribimos la
red de la siguiente manera:




Oferta Demanda
bl =[50] b4=[-30]

Gr——

1 Sq Transbordo
b3 =1[0] $2
SE s Figura 8.8 Red
HESIE u35=80 :
ajustada cuando la
&> S5 53 técnica de la cota
superior conduce a
reemplazar x;, =10
2 5 por x3,=10-y,
b2=[40] b5=[-60]
Oferta Demanda

Correspondencia entre las soluciones bdsicas factibles
y los drboles de expansion factibles

Como ya hemos visto antes, los arboles de expansién son redes sin
circuitos y que en términos de la matriz de incidencia se asocian a una
base, 1o que conlleva de manera implicita que dicha base corresponde

a una solucidn bdsica.

En una red con n nodos, toda solucién basica factible tiene (n—l)
variables basicas, y cada variable bésica x;; representa el flujo por
el arco (i, j). Estos (n—1) arcos se conocen como arcos bésicos. De
manera similar, los arcos que corresponden a variables no basicas
x;=00y,;=0, se llaman arcos no bdsicos.

Una propiedad de los arcos basicos es que no forman circuitos, por
lo que se puede afirmar que cualquier conjunto de n—1 arcos que no
tenga circuitos es un arbol de expansién. En consecuencia, las solu-
ciones bésicas factibles se pueden obtener a través de los drboles de
expansién. Sin considerar las restricciones de no negatividad ni las




restricciones de capacidad en los arcos para las variables basicas, la
solucion del arbol de expansion que se obtiene puede o no ser factible
respecto a estas restricciones, lo que conduce a la siguiente definicion:

Definicion 8.1

Un arbol de expansion factible es un arbol de expansién cuya solu-
cién, a partir de las restricciones de nodos, también satisface todas las

demas restricciones, 0 <x;<u;0 0=<y;;< u;;.

Teorema fundamental del método simplex para redes

Las soluciones basicas son soluciones del arbol de expansién (y vice-
versa) y las soluciones bdsicas factibles son soluciones de arboles de
expansion factibles (y viceversa).

Para ilustrar la aplicacién del teorema fundamental consideramos la
red del ejemplo 8.2 en la figura 8.8, que resulta de sustituir x;,=10 por
X, =10-y,, de la figura 8.7. Se puede iniciar con un arbol de expan-
sién como el que se muestra en la figura 8.9

® O,

Figura 8.9 Arbol de
expansion para el
ejemplo 8.2

A

5

Con estos arcos como arcos bdsicos a continuacién se muestra el pro-
ceso de encontrar un arbol de expansion factible.




Remitiéndonos al planteamiento de programacion lineal, en el lado

izquierdo se encuentran las restricciones de los nodos después de sus-

tituir x,;, por 10 —y,, en donde las variables basicas aparecen en negri-

tas. En el lado derecho, de arriba hacia abajo se encuentran los pasos

para calcular los valores de las variables.

Y12 tXiz  tXyy

—X13 =Xz tX3s
= X14 X4 T Xsa

—X35  —X5  TXsy

40 Xy, =40
50 Xp3 =50
0 asi X35 =150
—30 asi X;5=10

—60 Redundante

Ya que los valores de todas estas variables satisfacen las restricciones

de no negatividad y la inica restriccion relevante de capacidad de arco

(x35580), el arbol de expansion es factible, por lo que se tiene una

solucion basica inicial, se usara esta solucion para ilustrar el método

simplex para redes. En la figura 8.10 se muestra este arbol en donde

los nimeros junto a los arcos representan los flujos x;; en lugar de los

costos unitarios c;;.

[40] [-30]
O——O
AN
10
50
50
5

[50] [-60]

Figura 8.10 Arbol de
expansion factible
inicial y su solucién




Seleccion de la variable no bdsica entrante

Para comenzar una iteracién del método simplex de redes, recorde-
mos que el criterio del simplex estdndar para elegir la variable que
entra se escoge la variable no basica que, al aumentar su valor, mejore
el valor de % a la tasa mds rapida, entonces veamos como se hace este
proceso sin una tabla simplex.

Consideramos la variable no basica x;, de la solucion basica inicial, lo
que significa elegir el arco no basico (1, 3). Aumentar x,, desde cero
hasta algun valor 0, es equivalente a agregar el arco (1, 3) con un flujo
0 como se muestra en la figura 8.11.

Como se observa en la red al agregar un arco se forma un circuito sin
importar la direccidn de los arcos, y al agregar flujo en el arco (1, 3)
el flujo en los demas arcos del circuito se ve afectado por este valor 6.
En particular el flujo aumenta por 8 en los arcos que se recorren en el
sentido en el que estdn y disminuye si los arcos se recorren en sentido

contrario.
[40] [-30]
40-0
1 \4
~
0 AN Figura 8.11 Efecto
sobre los flujos al
10-0 agregar el arco (1, 3)
50 con un flujo 6
50+0 l
5
(50] [-60]

Ahora, ;cudl es el efecto incremental sobre z (costo total del flujo) al
agregar el flujo 0 al arco (1, 3)? En la figura 8.12 se muestra la mayor




parte de la respuesta, pues se proporciona el costo unitario multipli-
cado por el cambio de flujo de cada arco de la figura 8.11, por lo tanto,
el incremento global en z es:

Az=c1,0+cs50+c,5(—8)+cp, (—0)=46+6-30-96=-70

[40] [-30]
O——O
N \
a0~ (0] Figura 8.12 Efecto
incremental sobre los
3(-0) costos al agregar el arco
3(0) (1, 3) con flujo 6
160
5
[50] [-60]

Si se establece 8 =1 se obtiene la tasa de cambio de z a medida que x,,

se incrementa, es decir:

Az=—7 cuando 6 =1.

Como el objetivo es minimizar z, esta tasa grande de disminucién de
z al aumentar x,, es muy deseable, por lo tanto, x;, se convierte en el
mejor candidato para ser la variable no basica entrante, sin embargo,
es necesario realizar el mismo analisis con las otras variables no basi-
cas antes de hacer la seleccidn final, y estas son y;, y X5, que corres-
ponden a los dos arcos no basicos (1, 2) y (5, 4) de la figura 8.8.

En la figura 8.13 se muestra el efecto incremental sobre los costos al
agregar el arco (1, 2) con un flujo 0 al drbol de expansién factible ini-
cial de la figura 8.10. Si se agrega este arco se crea un ciclo no dirigido




2>1-5>4->5<¢3<2, con lo que el flujo aumenta en 0 para los arcos
(1, 4) y (4, 5) y disminuye en los arcos que se recorren en la direccién
opuesta (3, 5) y (2, 3). Estos incrementos de flujo se multiplican por los
Costos ¢;; asociados a los arcos, por lo tanto:

Az=cp 0+, 0+Cu50+Cy5(—0)+cyy(—0)=
=-20+90+30+1(-0)+3(-6)=66

Si0=1 entonces Az=6

[40] [-30]

—

(o]

Figura 8.13 Efecto
incremental sobre los
costos al agregar el arco
(2, 1) con flujo B

[50] [-60]

El hecho de que z aumente en lugar de disminuir cuando y;, (flujo
en sentido contrario a través del arco (1, 2)) elimina a esta variable
como candidata a ser la variable no basica entrante. Recordemos que
al aumentar el valor de y,, desde cero significa disminuir Xx,,, es decir
el flujo a través del arco (1, 2) desde su cota superior que es 10.

En el caso del ultimo arco no basico (5, 4) se obtiene un resultado simi-
lar, al agregar este arco se crea un ciclo no dirigido 4— 5 -4 como se
muestra en la figura 8.14, en este caso el flujo se aumenta por 8 en

ambos arcos como se muestra a continuacion:

Az=c,50+¢5,0=20+360=560=5cuando0=1




Por lo que x;, se elimina como candidato a variable bésica entrante.
En resumen:

-7 si Axjy=1
Az= 6 si Ay,=1
5 si Axg=1

[40] (-30]

Figura 8.14 Efecto
incremental sobre los
costos al agregar el
arco (5, 4) con flujo 6

[50] [-60]

En consecuencia, el valor negativo de x,, implica que X;; se convierte
en la variable basica entrante en la primera iteraciéon. En caso de que
haya mds de una variable no basica con un valor negativo de Az, se
elige la de mayor valor negativo, si no hay otras variables no bdsicas
con un valor negativo de Az la solucién basica factible actual es 6ptima.

Seleccion de Lla variable bdsica saliente y la siguiente
solucion basica factible

Una vez que se ha elegido la variable no basica entrante, el siguiente
paso es determinar la variable basica saliente y asi obtener la préxima
solucion basica factible.




Ya vimos que X, es la variable basica entrante, se aumenta el flujo
0 a través del arco (1, 3) lo més posible, hasta que una de las varia-
bles basicas llegue a su cota inferior cero o a su cota superior ;. Para
aquellos arcos cuyo flujo aumenta junto con 6, es decir los arcos (1, 3)
y (3, 5) solo es necesario considerar sus cotas superiores que son res-
pectivamente: 1,3 =00 ¥ 1,5, =80:

X3=0< 00

X;5=50+0=<80, entonces 0 <30

En el caso de los arcos cuyo flujo disminuye con 6, los arcos (4, 5) y (1,
4) solo se tiene que considerar la cota inferior cero:

%,5=10-0=0, entonces 6<10
x,,=40-02=0, entonces 0 <40

Los arcos cuyo flujo no cambia con 0 porque no forman parte del ciclo,
no se afectan y no se analizan.

Para los 5 arcos de la figura 8.11 se concluye que x,5 debe ser la varia-
ble bésica que sale, puesto que alcanza una cota para el valor mas
pequetio de 0 que es 10. Con 8 =10 se obtienen los siguientes valores:

X,3=0=10
X35=50+06=60
X,,=40-0=30
Xy3=50

Con estos valores se obtiene el nuevo arbol de expansiéon minima y
nueva solucidn bésica factible como se muestra en la figura 8.15.




[40] [-30]

(x14=30) A@

(0]

Figura 8.15
Segundo arbol
de expansién
factible

[50] [-60]

Silavariable basica que sale hubiera alcanzado su cota superior, enton-
ces se habria necesitado ajustar con la técnica de la cota superior como
se vera en las siguientes dos iteraciones, como se alcanzd la cota infe-

rior cero, no necesita hacerse nada mas.

Iteracidn 2

A partir del drbol de expansion factible de la figura 8.15y los costos uni-
tarios c;; (mostrados en la figura 8.8) se llega a los célculos para seleccio-
nar la variable no basica entrante que se presentan en la tabla 8.2.

En las columnas de la tabla se muestran los arcos no basicos, los ciclos

que se forman al agregarlos y el valor incremental en z cuando el valor
de 6=1

Tabla 8.2 Calculos para elegir la variable entrante en la iteracion 2

Arco no basico Ciclo creado Az cuando 6=1
(2,1) 2¢1->3¢2 -2+4-3=-1
(4,5) 455¢3¢1->4 3-1-4+9=7

(5,4) 554¢1->3-5 2-9+4+1=-2 < minimo




La variable no bésica entrante es x,.

Ahora el flujo 0 en el arco (5, 4) se hace tan grande como sea posible,

sin violar las cotas de los arcos sobre los flujos:

X5, =0=<ug =00 entonces 0 < oo
x,,=30-0=0 entonces 6 <30
X3=10+0<u;;=00 entonces 6 < co
X35 =60+0<1u,,=80 entonces 6 <20 < minimo

Como x,5 impone la menor cota superior (20) sobre 8, x,5 se convierte
en la variable basica que sale. Se sustituye 0 =20 en las igualdades ante-
riores y se obtiene el flujo a través de los arcos basicos de la siguiente

solucién factible como se muestra en la figura 8.16.

[40] [-30]
4
\
Figura 8.16
(20) Tercer arbol
de expansién
factible

O,

[50] [20]
Es de especial interés en este punto que la variable basica que sale x35
se obtuvo a partir de la variable que alcanz6 su cota superior (80). Por

lo tanto, mediante la técnica de la cota superior x,5 se sustituye por

80 —y,s, donde y,;=0 es la nueva variable no bésica.

Al mismo tiempo el arco original (3, 5) se sustituye por el arco inver-
tido (5, 3) con ¢5;=—-1y us,;=80. Los valores de b; y b, también se

ajustan al agregar 80 a b, y restar 80 a b,, la red ajustada se muestra




en la figura 8.17, donde los arcos no bésicos se representan con lineas
punteadas, mientras los costos se representan junto a los arcos.

[40] [-30]

Figura 8.17 Red
ajustada con
costos unitarios
al terminar la
iteracion 2

[50] [20]

Iteracién 3

Para iniciar esta iteracidn se usan las figuras 8.16 y 8.17, en la tabla 8.3
se muestran los cdlculos que conducen a la eleccién de y,, el inverso
del arco (2, 1) como la variable basica entrante.

Tabla 8.3 Célculos para elegir la variable entrante en la iteracién 3

Arco no basico Ciclo creado Az cuando =1
(2,1) 2¢<1->3<¢2 —-2+4-3=-1<minimo
(4,5) 4->5->4 3+2=5
(5,3) 5>3«1->4->5 -1-4+9-2=2

Ahora se procede a agregar tanto flujo 6 como sea posible al arco (2, 1)
como la variable basica entrante, sin violar las restricciones de los arcos:

Y1,=0=<u,,=10 entonces 0 <10 <-minimo
X3=30+6<u;;=co0 entonces 0 < co
X,3=50—-0=0 entonces 6 <50




La variable y,, impone la cota superior mas pequefia (10) sobre 6, por
lo que se convierte en la variable basica que sale. Haciendo 6 =10 en
las ecuaciones anteriores se obtiene la solucién basica factible que se
muestra en la figura 8.18.

[50] (-30]
,\4
Figura 8.18
Cuarto arbol
20 de expansién

factible y final

®

[40] [20]

Igual que en la iteracion 2, la variable basica que sale y,, se obtuvo con
la variable que alcanz6 su cota superior. Existen otros dos puntos de
interés especial respecto a esta eleccidon en particular:

1. Lavariable no bésica que entra también se convierte en la variable
basica que sale en la misma iteracion, en ocasiones este fenémeno
ocurre con la técnica de la cota superior, cuando al aumentar el
valor de la variable entrante, esta alcanza su cota superior antes
que lo haga cualquiera de las variables bésicas con su cota.

2. Elotro punto de interés es que el arco (2, 1) que ahora es necesario
cambiar por su inverso (1, 2) porque la variable basica que sale
alcanza una cota superior, ya es el arco inverso. Esto no representa
mayor problema ya que el arco inverso del inverso es el original,
por lo tanto, el arco (2, 1) con ¢,;=—-2y u,; =10 de la figura 8.17,
ahora se sustituye por el arco (1, 2) con ¢;,=2y u,;,=10 que es el

arco de la red original.




Al mismo tiempo, la variable y,,=10 se sustituye por 10 —x;,, con
X, =0 como la nueva variable no basica. La red ajustada se mues-

tra en la figura 8.19.

[50] [-30]

Figura 8.19 Red
ajustada con costos
unitarios al terminar
la iteracién 3

w

[40] [20]

Prueba de optimalidad

En esta parte el algoritmo usara las figuras 8.18 y 8.19 para encontrar
la siguiente variable entrante con los célculos que se muestran en la
tabla 8.4.

Tabla 8.4 Célculos para elegir la variable entrante en la iteracién 3

Arco no basico Ciclo creado Az cuando 6=1
(1,2) 1¢2-53¢2 2+3-4=1
(4,5) 4->5->4 3+2=5
(5,3) 553¢1->4-5 -1-4+9-2=2

Como se puede observar de la tabla 8.4 ninguno de los arcos no bési-
cos da un valor negativo de Az, por lo que no se logra una mejora del
valor de z por lo que la solucién factible actual (figura 8.18) pasa la

prueba de optimalidad y el algoritmo se detiene.




Para identificar los flujos a través de los arcos reales y no de los inver-
sos en el caso de esta solucion 6ptima se deben comparar la red origi-

nal y la red de la figura 8.19.

Oferta Demanda
b1 = [50] b4=[-30] [-30]
2 (4) @
S

3¢

Transbordo

w

$2
ul2=10

$3

'
4
@
-

b2=[40] b5=(-60] [40] [20]
Oferta Demanda

Figura 8.20 Comparacién de las redes original y final

Como se puede observar todos los arcos tienen la misma direccién
excepto el arco (3, 5), lo que indica que el flujo en este arco esta dado
por la variable y35, en consecuencia, se hacen los siguientes calculos:

X35=Uzs—Y35= 80 —¥35

El arco (5, 3) resulta ser un arco no bésico, entonces y,; =0y x;;=80 es
el flujo a través del arco real (3, 5), todos los demaés flujos quedan sin
modificarse, la solucion ptima se muestra en la figura 8.21 siguiente.

[50] [-30]
Q0
-

Figura 8.21
() Flujo 6ptimo en
la red original

[40] [-60]




La solucién usando el software LINDO con el problema escrito como
un modelo de programacion lineal se muestra en la figura 8.22

Solucién usando LINDO y simplex estdndar

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 490.0000
Figura 8.22
VARIABLE  VALUE REDUCED COST Solucién usando
X12 0.000000 1.000000 método simplex
estandar con
X13 40.000000 0.000000 LINDO
X14 10.000000 0.000000
X23 40.000000 0.000000
X35 80.000000 0.000000
X45 0.000000 5.000000
X54 20.000000 0.000000

En la siguiente seccidn se presenta el método simplex basado también
en arboles de expansion y el dual simplex.

8.4 ALGORITMO SIMPLEX PARA REDES

Proposito: Resolver el problema de redes a costo minimo

Descripcion

Paso 0  Determine una solucion basica factible inicial en los arcos,

parala red. Vaya al paso 1.




Paso 1 Determine un arco (variable) entrante usando la condicién
de optimalidad del método simplex, si la solucidn es éptima
deténgase, de otra forma vaya al paso 2.

Paso 2  Determine el arco (variable) saliente usando la condicién
de factibilidad del método simplex. Cambie la base y vaya al
paso 1.

Un nodo n con flujo neto igual a cero, f; +f,+ -+ +f,=0 consisteenn—1
restricciones independientes. Asi, una solucién bdsica asociada debe
incluir n —1 arcos. Recuerde que una solucién basica corresponde siem-
pre a un arbol de expansién en la red. Esto significa que el conjunto de
arcos que definen una solucién basica no puede incluir circuitos.

El arco que entra (paso 1) estd determinado al calcular sus coeficien-
tes objetivo z;;—c;; para todos los arcos no bdsicos actuales (i, j), si se
cumple que para toda z;;—c;<0, entonces la base actual es 6ptima. En
otro caso, seleccionamos el arco no basico con el mds positivo de los

%;—c;; para entrar a la base.

Los célculos de z;—c;; estdan basados en el uso de la dualidad exacta-
mente como se hace en el modelo de transporte. Usando el modelo
de programacion lineal de la seccién 8.2 sea w; la variable dual aso-
ciada con la restricciéon del nodo i, entonces el problema dual asociado
con las restricciones principales (excluyendo las cotas superiores) estd
dado por:

n
max z=) . f: w;
i=1




Sujeto a

J y

W;—W; < Cji (i,]
w; irrestricta i

De la teoria de la programacion lineal tenemos

Wi - W]: Cij

para el arco bésico (i, j)

Ya que el programa lineal original tiene una restriccién redundante
por definicién, podemos asignar un valor arbitrario a una de las
variables duales. Por conveniencia, asumiremos que w; =0. Podemos
entonces resolver las ecuaciones basicas w;—w;=c;; para determinar
los valores duales remanentes. Subsecuentemente, podemos calcular
2;;—c;; para las variables no bésicas como

Zij_ Cij =W; _Wj_ Cij

El inico detalle es como se determina la variable que sale.

Una empresa quimica tiene dos plantas que fabrican una sustancia
basica para dos clientes, con capacidades de 660 y 800 toneladas por
mes. La capacidad de produccién mensual de la planta 1 es de 400 a
800 toneladas, y la de la planta 2 es de 450 a 900 toneladas.

Los costos de produccién en las plantas 1y 2 son $25 y $28 por tone-
lada, respectivamente

La materia prima para las plantas procede de dos proveedores, que
tienen contrato para embarcar al menos 500 y 700 toneladas mensua-




les para las plantas 1y 2, a costos de $200 y 210 por tonelada, respec-
tivamente.

La empresa también absorbe el costo del transporte tanto de la mate-
ria prima como del compuesto terminado. Los costos de transporte de
la materia prima del proveedor 1 a las plantas 1 y 2 son de $10y $12
por tonelada, los del proveedor 2 son de $9 y 13, respectivamente.

Los costos de transporte de la planta 1 a los clientes 1y 2 son $3y $4
por tonelada, respectivamente, y de la planta 2, los costos son $5y $ 2,
respectivamente. Suponiendo que 1 tonelada de materia prima produce
1 tonelada del compuesto final, formule el problema como modelo de

red y resuelva.

La informacidén anterior la podemos resumir en la siguiente tabla:

Tabla 8.5 Informacién resumida del ejemplo 8.3

= .
G5 g o o © o
I3 . = o 15 g a2 =
g ¥ < £ i 42 & i
IS) bt < g — & N & b7 )
A o £ 5 8 5 g = £
v -8 @ g 8 g 8 - s N
(] o) - o o+ o + (O] (O]
= o & o3 9 0 9 o =) =)
S, % o % 8 E & E & g B 3 %
< o o 'q = O = O = O - O
O O = O a Ao A O 0O OO
Planta
1 400-800 $25 500 $200 $10 $3 $3 $4
Planta
2 450-900 $28 700 $210 $12 $4 $5 $2

El problema lo podemos ver como un modelo de redes de flujo a costo
minimo con limites de capacidad en los arcos como sigue, en la red

también se estd incluyendo un flujo factible inicial:




(400, 800)
$25

300 [-660]

[1460]

660

$28
(450, 900)

Materia Transportes Transportes
prima proveedores Produccién clientes
| | | |

Proveedores Plantas Produccion Clientes

Figura 8.23 Red del ejemplo 8.3

También se puede plantear como un problema de programacién lineal
de la siguiente manera:

Min 2=2002,,+210,3+105,, + 12,5 + 9 x5, + 13555+ 25 %, +
+28x5;+3Xgg +4Xgq+SX75+2X5g

Sujeto a

X1 + 2,53 =1460 Nodo 1
Xy —Xpy —Xps =0 Nodo 2
X13 — X34 —X35=0 Nodo 3
Xy + X5y —X46=0 Nodo 4
Xps + X35 —X5;=0 Nodo 5
Xy —Xgg —Xg9=0 Nodo 6
X7 —X7g —X79g=0 Nodo 7
Xgg X754 =660 Nodo 8
Xgo + X7 =800 Nodo 9
X1, =500

%,3=700

400 < x,,<800

450 =<x4,<900

x;20 paratodaiyj.




Resolviendo con el algoritmo simplex para redes se define:

Paso 0. Determinacion de la solucion bdsica inicial
Se determina un arbol como solucion basica inicial, T: (1,3),
(3,4), (3,5), (2,5), (4,6), (5,7), (6,8), (7,9) con flujo factible dado
en los arcos y ajuste de las cotas inferiores de los arcos (4,6),
(5,7), mismo que se puede ver en la siguiente figura 8.24:

[1460]

w,=-210 [-450] [450] [-800]
ws=-223 w;=-251 Wg=-253

Figura 8.24 Primer drbol de expansion

Paso 1.  Determinacion del arco que entra
W,=0

Arcos basicos
(1,3)=w;—w;=210=0-w;=210=>w, = —210
(3,5) = Wy — Wy =13 => 210 —w, = 13 => wy = — 223
(2,5)=w,-ws=2=>w, +223=12=w,=-211
(5,7) =ws— Wy =28=> —223 —w, =28 = w, = —251
(3,4) =wy—w, =9=>—210-w, =9 = w, = —219




(4,6) = W, — Wy =25=> —219 —w, = 25=> w, = — 244
(6,8) =Wy —wy=3=>—244 —wy=3= wy= —247
(7,9) =Wy —wy=2=—251 —wy=2=> Wy = —253

No basicos

(1,2)=w,—w,—c;,=0+211-200=11 <« entra y se forma el circuito
152->5<3«1

(2,4)=w,—w,—Cpy=—211+219-10= -2

(7,8) =w, —wg—cyg=—251+247 5= -9

(6,9) =Wg—Wy—Cgo= —244+253-4=5

Paso 2.  Determinacion del arco que sale

1.- Incremento max. permitido del arco que entra (1,2) = co
2.- Incremento méx. permitido del arco que entra (2,5) = co
3.- Decremento méx. permitido del arco que entra (3,5) =300
4.- Decremento max. permitido del arco que entra (1,3) =260

Figura 8.25
Primera
iteracion
w,=-200 w,=-208 We=-233 Wg=-236
[400]

$13 j
w;=-199  sgle [-450] (450) [450] [-800]
wg=-212 w;=-240 Wg=-242




Paso 1. Determinacion del arco que entra
W,=0
Se calculan w;’s

)

Arcos bésicos

(1,2) =w, —w, =200= 0 —w; =200 = w, = —200
(2,5) =Wy —wy =122 —200 —wy =12 = wg = 212
(3.5)=w,~ 5=13=>W3+212:13=>w3:—199
(3’4):“’3 w,=9=>-199-w,=9=>w,=-208
(5.7) =ws—w,=28= 212 —w, =28 = w, = —240
(4,6) =W, —W,=25=> —208 —w, =25 = w, = —233
(6,8) = we—wy=3=> —233—w, =3 > w, = ~236
9)=

Wy =W =2=> =240 — Wy =2 => Wy = — 242

No basicos
(1,3)=w,—w;—c;3=0+199-210=-11
(2,4)=w w4—c24——200+208—10:—
(6,9)=w, —Ceo=—233+242-4=5
(7,8)=w c73——240+236—5:—9

Entra (6,9) y se forma el circuito 6 >9<«7<5<3->4->6

Paso 2.  Determinacion del arco que sale
1.- Incremento max. de (6,9) = co
2.- Incremento max. de (3,4) =660
3.- Decremento max. (4,6) =260

(7,9) =800
5.- Decremento max. (5,7) =350

(3,5) =40 <sale (3,5)

4.- Decremento max. (7

6.- Decremento max. (3,




[1460]

Figura 8.26
Segunda
iteracion

Paso 1.

Determinacion del arco que entra

W,=0

Se calculan las w:'s

i Se ajusta el flujo

Arcos bésicos

(1,2) =w, —w, =200= 0 —w, =200 = w, = —200
(2,5) =w,—ws=12=-200 - w;=12=> wy= —212
(5,7) =ws—w, =28 =w,= —240

(79):W7 Wo=2=Wy= —242

(34) Wy=W, =9 w;= 213=9>w,=-204
(6,9)=>wy=—288

(6,8) = wy= —241

(4,6) =w, —we=25=>w, +238 =w, = —213
(3,4) =wy—w, =9=>w, +213=9=>w, = —204




No bésicos

(1,3) =w,—w;—c;;=0+204-210= -6
(2,4) =W, — W, —Cpy = —200+213-10 = 3«
(3,5) =Wy —Wg—Cgs = —204+212 —13= -5
(7,8) =w, —wg—crg=—240+241 5= —4

Entra (2,4) y se forma el circuito 2—>4—>6>9<7<5<2

Paso 2.  Determinacion del arco que sale

1.- Incremento max. de (2,4) = oo

2.- Incremento méx. de (4,6) =100 < sale de su cota superior
3.- Incremento max. de (6,9) = oo

4.- Decremento max. (7,9) = 760

5.- Decremento max. (5,7) =310

6.- Decremento max. (2,5) =760

Figura 8.27 Tercera
iteracion

w,=-200 w,=-210 Wg=-238 Wg=-241
[500] [-400] (400)* [400] [-660]

$25

D\ e,

w;=-109 [-450] (450) [450] [-800]

ws=-212 w;=-240 Wg=-243




El costo total 6ptimo es $ 356, 560 con:

X,,=260+500=760 X56 =210
x,3=0+700=700 Xs5;=210+450=660
X,, =100 Xgg =660

X5 =660 X9 =140

X3,=700 X.4=0

X35 =0=x X59=660

X, =400 + 400 = 800

La solucién con LINDO es:

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) 356560.0

VARIABLE VALUE REDUCED COST

X12 760.000000 0.000000 Figura 8.28

X13 700.000000 0.000000 891ucién con
simplex estdndar

X24 100.000000 0.000000 y LINDO

X25 660.000000 0.000000

X34 700.000000 0.000000

X35 0.000000 2.000000

X46 800.000000 0.000000

X57 660.000000 0.000000

X68 660.000000 0.000000

X69 140.000000 0.000000

X78 0.000000 4.000000

X79 660.000000 0.000000




8.5 NOTAS HISTORICAS

Dantzig (1951) desarrolld el algoritmo simplex
para redes para el problema de transporte sin res-
tricciones de capacidad, a través de especializar
su método simplex de programacion lineal. Probd
gr' ' la propiedad de arbol de expansion de la base y

la propiedad de variable entera de la solucién
‘ 6ptima. Mas tarde desarrollé una técnica de cota

superior para programacion lineal, lo que llevd a

una especializacién eficiente del método simplex
para el problema de flujo a costo minimo.

El algoritmo simplex para redes gané su actual
popularidad en los inicios de los afios setenta,
cuando la comunidad de Investigacion de Ope-
raciones comenzé a desarrollar algoritmos de
pruebas usando indices de arbol eficientes.
Johnson (1966) sugirié los primeros indices de
arbol, Srinivasan y Thompson (1973), Glover,

Karney, Klingman y Napier (1974) implantaron
estas ideas y encontraron que el algoritmo sim-
plex para redes era sustancialmente mas rapido

que los existentes.

Ford y Fulkerson (1957) desarrollaron los algoritmos primal-dual para
el problema de transporte con restricciones de capacidad, mas tarde
generalizaron este método para resolver el problema de flujo a costo
minimo desarrollando el algoritmo de rutas mds cortas.




El algoritmo de eliminacién de circuitos negativos se atribuye a Klein
(1967). Tres aplicaciones de este algoritmo corren en tiempo polino-
mial: la primera debida a Barahona y Tardos (1989), la segunda debida a
Goldberg y Tarjan (1988), y la tercera, a Wallacher y Zimmerman (1991).

8.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Unared de agua conecta dos plantas desalinadoras a dos ciudades.
La oferta total diaria de las dos plantas es de 40 y 50 millones de
galones y las demandas diarias de las ciudades 1 y 2 son 30 y 60
millones de galones. Ambas plantas 1 y 2 tienen rutas directas a
cada ciudad. El agua desalinada de las plantas se puede transpor-
tar de la planta 2 a una estacién especial de bombeo. Adicional-
mente, la planta 1 estd unida a la planta 2 y la ciudad 1 a la ciudad
2. El modelo esta balanceado porque la oferta en los nodos 1y 2 es
igual a la demanda en los nodos 4y 5.

La figura 1 siguiente muestra la red, donde junto a los nodos estan
las ofertas y demandas, en los arcos aparecen los costos y entre
paréntesis las capacidades méximas de los arcos

Plantas Ciudades

i1 $5 ( )
[40](1\ \4 [-30]

17
sS4

(50] CZJ \5> [-60]
s 51

(.) Capacidad del arco

()




2. La compafiia Audiomex produce aparatos de sonido portatiles.
Sin embargo, la administracién ha decidido subcontratar la pro-
duccion de las bocinas necesarias para dichos aparatos de sonido.
Existen tres proveedores. Sus precios por cada embarque de 1000

bocinas se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 1. Proveedor y precio por embarque

Proveedor Precio
1 22,500
2 22,700
3 22,300

Ademas, cada proveedor cobrarad un costo de envio. Cada embar-
que llegara a uno de los dos almacenes de la compafiia. Cada pro-
veedor tiene su propia férmula para calcular este costo segtin los
kilémetros recorridos hasta el almacén. Estas férmulas y los datos
del kilometraje se muestran a continuacion.

Tabla 2. Proveedoy Tabla 3. Proveedor
y su costo por envio y los km a los almacenes
Proveedor  Cargo por envio Proveedor Almacénl Almacén 2
1 $300+0.40/km 1 1600 km 400 km
2 $200+0.50/km 2 500 km 600 km
3 $500+0.20/km 3 2000km = 1000 km

Cuando una de las dos fabricas requiere un embarque de bocinas
para amenizar los bailes, contrata un camién para traerlo de los
almacenes. El costo por embarque se presenta en la siguiente tabla,
junto con el nimero de embarques por mes que requiere cada planta.




Tabla 4. Costo por
embarque de los
almacenes a las fabricas

Costo unitario por envio

Fabrica 1 Fabrica 2
Almacén 1 $200 $700
Almacén 2 $400 $500
Demanda mensual 10 6

Cada proveedor puede surtir hasta 10 embarques por mes; pero
debido a las limitaciones de transporte, cada uno puede enviar un
maximo de solo 6 embarques por mes a cada almacén. De manera
similar, cada almacén puede enviar hasta 6 embarques por mes a

cada fabrica.

Ahora, la administracién desea desarrollar un plan mensual para
determinar cuantos embarques (si son necesarios) ordenar a cada
proveedor, cuantos de ellos deben ir a cada almacén y cudntos
embarques debe enviar cada almacén a cada fabrica. El objetivo es
minimizar la suma de los costos de compra (incluyendo los cargos
de envio) y los costos de envio desde los almacenes a las fabricas.

a) Dibuje la red que describa el problema de Audiomex, donde
se muestren los nodos de suministro, transbordo y demanda,
asi como los costos asociados.

b) Formule este problema como uno de flujo de costo minimo,
con todos los datos necesarios en la red. Ademds, incluya
un nodo de demanda ficticio que reciba (sin costo) la capa-
cidad no utilizada por los proveedores.
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