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Simulación numérica de la propulsión de cuerpos oscilantes en un fluido
incompresible.

by Omar SÁNCHEZ CAMACHO

En el presente trabajo, se estudia el comportamiento de geometrías bidimen-
sionales deformables que están inmersas en un fluido incompresible a bajos nú-
meros de Reynolds. Se lleva acabo el estudio de los patrones de flujo generados
alrededor de dos cuerpos deformables: (1) un filamento que oscila de manera si-
milar a como lo hacen las medusas en la naturaleza y (2) un cilindro deformable
que va desde una configuración circular hasta una elipsoidal. Ambas geometrías
cambian su forma como función del tiempo. Las ecuaciones de Navier-Stokes
de forma adimensional se resuelven con el método de Elementos espectrales
(SEM), empleando mallas móviles y la formulación ALE. El motivo de esta in-
vestigación es conocer bajo qué régimen de flujo las superficies deformables son
capaces o no de tener propulsión. Como resultado, se concluye que en el cilin-
dro deformable al incrementar la frecuencia de oscilación su capacidad de tener
propulsión también aumenta. Mientras que para el caso del filamento oscilante,
la propulsión se debe en gran medida a la diferencia de presiones inducida por
el campo de vorticidades sobre las superficie medusa al deformarse.
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Segunda dirección principal î2 . . . . . . . . . . . . . . . . 70

A.2. Filamento oscilante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
A.2.1. Ecuación de Continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
A.2.2. Ecuación de Cantidad Movimiento . . . . . . . . . . . . . . 71
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1

CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Resumen de capítulo

En este capítulo, se hace una introducción del presente trabajo. Primero se presenta la
importancia de esta investigación, después los antecedentes reportados en la literatura,
además del estado del arte, seguido de esto, se tratan los objetivos y el alcance de este
trabajo, finalmente se hace una sinopsis del trabajo escrito.

1.1. Importancia

Debido a que los seres humanos necesitamos y estamos en búsqueda de me-
dios de transporte cada vez más eficientes, es preciso, incluir nuevas estrategias
de propulsión para éstos fines. Procesos tales como la rotación de cuerpos en un
fluido, la oscilación virtual así como la inyección y sustracción de chorros sinté-
ticos adquieren un papel crucial en la búsqueda de estás nuevas estrategias de
propulsión, siendo su estudio y comprensión un paso necesario para su asimi-
lación.

En orden de poder implementar estas nuevas estrategias de propulsión se
hace uso de un proceso bastante útil que ha dado grandes resultados en dis-
tintas disciplinas, es decir, la “Biomimética” o “Biomímesis”. Este concepto fue
formulado por el ingeniero Otto H. Schmitt (1913-1998) en 1957 (ver por ejemplo
Bansode et al., 2016) sin embargo, antes de ser planteado el término, a lo largo
de la historia han existido varios precursores de este concepto, siendo uno de
los más notables Leonardo Da Vinci. En pocas palabras la Biomimética consta



de observar, analizar, entender y replicar la esencia de los sistemas que se en-
cuentran en la naturaleza.

Además, entender los sistemas de propulsión que ha desarrollado la natu-
raleza no sólo es benéfico para optimizar los medios de transporte masivos con
los que cuenta el ser humano, sino que también tienen alto impacto en el área
biomédica. En años recientes se han implementado sistemas de propulsión de
la naturaleza en micro y nano robots capaces de realizar cirugías a nivel celular
y llevar sustancias en proporciones controladas a partes específicas del cuerpo
humano, moviéndose a través del torrente sanguíneo (Bunea y Taboryski, 2020),
cuestión sumamente difícil o imposible para otros métodos.

Si bien es cierto que el estudio de micro-nadadores a bajo número de Rey-
nolds es altamente relevante, también lo es el estudio de otro tipo de nadadores
tales como las medusas. Es importante comprender la propulsión de las me-
dusas a partir de sus movimientos de expansión y contracción, ya que estos
nadadores se desplazan con una de las estrategias de propulsión más eficientes
del reino animal. Implementar este mecanismo de propulsión tan eficiente en
vehículos tripulados y no tripulados sería muy útil en términos de ahorro de
energía y combustibles.

1.2. Antecedentes

Los seres vivos a lo largo del tiempo han desarrollado diferentes mecánismos
de propulsión con tal de poder satisfacer sus necesidades básicas, tales como
desplazarse, alimentarse y sobrevivir.

Tomando en cuenta lo anterior y debido a que la inmensa mayoría de los
seres que habitan la tierra son de tamaño microscópico (Becker, Koehler y Sto-
ne, 2003), es que se analizan tanto los nadadores como los micro-nadadores.
En éste estudio, se considera un «Nadador» como una criatura u objeto que se
desplaza deformando su cuerpo de manera periódica (Lauga y Powers 2009).
También se debe considerar que los «nadadores» debido al régimen de Rey-
nolds en el que se encuentran Re ≫ 1 se propulsan en su mayoría mediante las
fuerzas de reacción provenientes de los cuerpos y/o fluidos en la vecindad de
dicho nadador y dependen en gran medida de la inercia del medio circundan-
te (Huber, Koehler y Yang, 2010). Por otra parte, se tiene presente la definición
de (Morán y Posner, 2019) donde se refieren a un «Micro-nadador» como un
ente que por su talla, se encuentra en el régimen microscópico y puede autopro-
pulsarse a través de fluidos mediante diversas estrategias. Además, los «micro-
nadadores» están inmersos en un régimen de Reynolds de Re ≪ 1, así que los
efectos viscosos son predominantes ante las fuerzas inerciales, de tal forma que
el desplazamiento logrado por estos en un fluido depende fundamentalmente



de la configuración geométrica que van adquiriendo mientras cambian de for-
ma (Shapere y Wilczek, 1989). Los micro-nadadores pueden ser de naturaleza
artificial u orgánica, cuando son seres biológicos generalmente logran despla-
zarse por sí mismos mediante el movimiento de extensiones de su cuerpo como
cilios o flagelos, mientras que para el caso de los micro-nadadores artificiales o
también llamados micro-robots tienen la posibilidad de desplazarse mediante
fuerzas de propulsión generadas por reacciones químicas o por la interacción
de campos magnéticos; pueden o no contar con partes móviles. En el caso de los
micro-nadadores, no hay un convenio universal sobre las estrategias que deben
o no tener para ser considerados como tales, tampoco hay un tamaño estricto
para estos, pero comúnmente rondan entre los 10 y 15 micrómetros.

Se ha investigado que nadadores como las medusas, y especialmente el caso
de las que son oblatas (con un diámetro mayor a su altura) como lo mencionan
(Colin et al., 2012; Gemmell et al., 2014, 2015) por su disposición geométrica no
sé propulsan mediante el mecanismo de Propulsión a chorro como sus contra-
partes prolatas (con una altura mayor a su diámetro), sino que lo hacen mediante
el arrastre del fluido que se encuentra fuera de su cavidad en forma de campana
cuando están en etapa de contracción y la diferencia de presiones que se crea en
su superficie al oscilar. El análisis de este tipo de medusas (oblatas) se ha hecho
de manera tridimensional, descubriendo que, en la naturaleza al deformar su
cuerpo generan vórtices en torno a su superficie (Dabiri et. al, 2005), y también
se ha realizado desde un enfoque bidimensional con distintos métodos numéri-
cos, tanto con uno basado en partículas (Rudolf, 2007) como con uno basado en
métodos libres de malla (Ávila y Atluri, 2009), donde se analiza la distribución
de vorticidad, campo de velocidades, la variación del volumen y el area de la
medusa, así como su posible relación con los mecanismos de propulsión y ali-
mentación de dichos organismos.

Para el caso de los micro-nadadores ya se han analizado con anterioridad
mecánismos de propulsión mediante el movimiento de cilios (Blake, 1971), mo-
vimiento de flagelos (Lauga y Powers 2009), mediante el movimiento de un
cuerpo constituido por tres eslabones y dos juntas cinemáticas (Purcell, 1976)
y mediante el cambio de forma arbitrario de una esfera deformable (Shapere y
Wilczek, 1989). También se ha estudiado de manera próxima pero no idéntica al
caso propuesto en el presente trabajo; mediante el estudio analítico del despla-
zamiento de un esferoide que cambia de forma, yendo desde un esferoide oblato
hasta uno prolato, pasando por una esfera casi perfecta (Lighthill, 1952).



1.3. Estado del Arte

Recientemente las estrategias de propulsión de diversos organismos marinos
e invertebrados (nadadores) han sido estudiados, entre ellos las Medusas y los
Sifonóforos (Dabiri et al., 2021). Estos últimos son criaturas alargadas que gene-
ralmente poseen estructuras llenas de fluido que les permiten además de man-
tenerse suspendidos en un fluido, propulsarse mediante la expulsión de chorros
de manera controlada.

Mientras que, las estrategias de propulsión de medusa considerando mode-
los con ’flips’ y sin ellos han sido analizados por (Collin et al., 2012). Además, ha
sido investigado el efecto del desprendimiento de vórtices en el nado de estos
animales por (Gemmell et al., 2014).

También hay estudios que tratan el campo de presiones sobre la geometría
de las medusas y el efecto que tiene en los mecanismos de nado que estás em-
plean, como por ejemplo lo reportado por (Gemmell et al., 2015). Y algo de lo
más reciente en este campo, el estudio realizado por (Gemmell et al., 2021) don-
de analiza el efecto de la llamada ’Rowing propulsion’ comparando los patrones
de flujo generados por una medusa oblata y prolata.

Por otra parte, los micro-nadadores se han investigado desde distintos en-
foques en los últimos años, por ejemplo en geometrías variadas pero rígidas
(Daddi-Moussa-Ider, Nasouri, Vilfan y Golestanian, 2021), mediante el estudio
de la condición llamada “Ruptura de simetría” como requerimiento para encon-
trar estrategias de propulsión óptimas (Qiu et al., 2022).

De manera contraria se han analizado mediante la propuesta de geome-
trías axisimétricas que favorecen la velocidad de desplazamiento de los micro-
nadadores (Guo et al., 2021). Dichos organismos también han estudiado desde
un enfoque orientado a la optimización y el control de sus mecanismos de nado
(Condat, 2015).

Además, han sido estudiados también micro-nadadores ’artificiales’ y sus
posibles mecanismos de propulsión de trayectoria helicoidal, como lo reporta
(Keaveny et al., 2008).

Por otro lado, una publicación muy reciente investiga el tema de los micro-
nadadores desde un enfoque bastante singular, ya que (Mathijssen et al., 2015)
analiza el transporte de partículas debido al flujo creado por los micro-nadadores
autopropulsados.



1.4. Objetivos y Alcance

En este estudio, se busca comprender las estrategias de propulsión de na-
dadores y micro-nadadores a bajos números de Reynolds, con geometrías de-
formables y saber si son capaces o no de tener propulsión. Se presentan dos
casos donde se estudian tanto el campo de vorticidades como la distribución
de esfuerzos cortantes viscosos sobre la superficie de geometrías deformables
bidimensionales: un Filamento oscilante (Medusa) contenido en una cavidad
cerrada y un Cilindro deformable dentro de un canal; la deformación de am-
bos cuerpos es función del tiempo. Para el caso del cilindro se considera que
su geometría cambia de manera periódica desde una configuración circular a
una elipsoidal, mientras que el filamento oscila de manera similar a cómo lo
hacen las medusas en la naturaleza. Estos cuerpos están inmersos en un fluido
incompresible cuyo régimen de flujo es laminar. Las ecuaciones adimensionales,
no estacionarias de Navier-Stokes y para dos dimensiones, se resuelven con el
método numérico de Elementos espectrales considerando mallas móviles y la
formulación ALE.

El objetivo de esta investigación es analizar las estrategias de propulsión de
nadadores y micro-nadadores; proponiendo cuerpos deformables que oscilan en
un fluido a bajo numero de Reynolds y determinar si son capaces o no de tener
propulsión.

1.5. Sinopsis del presente trabajo

En el capítulo 2 (Modelo Físico) se presenta esquemáticamente el problema,
dando una breve descripción de las características físicas y del movimiento pro-
pio de cada caso. En el capítulo 3 (Modelo Matemático) se presentan las ecuacio-
nes de gobierno y condiciones de frontera que rigen el problema. En el capítulo
4 (Modelo Numérico) se da una descripción breve del Método de Elementos Es-
pectrales y su aplicación en este estudio. En el capítulo 5 (Validaciones y Com-
paraciones) se hacen las correlaciones necesarias con la literatura teniendo como
objetivo validar el Método de Elementos Espectrales (SEM) usado en el presente
trabajo. En el capítulo 6 (Resultados) se muestran los resultados obtenidos. En el
capítulo 7 (Conclusiones) se presentan las conclusiones del trabajo. Finalmente
en el capítulo 8 (Trabajo a futuro) se propone el curso de la investigación en un
futuro y se hace una breve explicación de los posibles trabajos a desarrollar.
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CAPÍTULO 2

MODELO FÍSICO Y ECUACIONES DINÁMICAS

Resumen de capítulo

En este capítulo, primero se exponen los modelos físicos mediante diagramas y las
ecuaciones dinámicas de los casos de estudio: 1) Cuerpo deformable y 2) Filamento os-
cilante (Medusa). Además, se tratan a detalle los mecanismos y etapas de deformación
de cada caso. También se presenta una breve descripción gráfica de las condiciones de
frontera (para una explicación detallada, ver capítulo 3).

2.1. Cuerpo deformable

2.1.1. Representación del modelo y condiciones de frontera

El Modelo físico del cilindro deformable consiste de una velocidad de co-
rriente libre que va de izquierda a derecha e impacta al cilindro, mientras éste se
deforma periódicamente como función del tiempo (ver figura 2.1).

El ciclo de deformación consta de dos etapas (ver figura 2.2): la primera (fi-
gura 2.2a) va desde una configuración circular hasta una elipsoidal (figura 2.2b)
con eje mayor en la dirección ‘x2’ alcanzando una elongación máxima y regre-
sando a la configuración del circulo base (figura 2.2c), la segunda etapa (figura
2.2d) consta de ir de este círculo base a una elipse con eje mayor en la dirección
‘x1’, y de manera similar a la primera etapa regresa al círculo base (figura 2.2e)
después de llegar a una máxima elongación en x1.



FIGURA 2.1: Dominio en estudio y condiciones de frontera para el
análisis del Cuerpo deformable (este diagrama no esta a escala).



(a) (b)

(c) (d)

(e)

FIGURA 2.2: Ciclo de deformación del cuerpo deformable. Subfi-
gura a) fase de deformación en t = 0; b) fase de deformación en
t = τ/4; c) fase de deformación en t = τ/2; d) fase de deformación
en t = 3τ/4; e) fase de deformación en t = τ. Donde τ = (1/ f ) es

el periodo de deformación.



2.2. Filamento oscilante

2.2.1. Representación del modelo y condiciones de frontera

El modelo físico del filamento oscilante es un modelo simplificado de la sec-
ción transversal de una medusa oblata (Ávila y Atluri, 2009). Oscila de manera
similar a como lo hacen estos organismos en la naturaleza. El filamento esta in-
merso en un fluido estático, este fluido está confinado en una cavidad circular
cuyo radio es 100 veces el radio del filamento (ver figura 2.3).

El ciclo de deformación del filamento oscilante se compone de dos etapas
principales (ver figura 2.4). La primera etapa (figura 2.4a) va desde una confi-
guración inicial o base (sin deformación alguna) hasta una llamada ‘expansión’
(figura 2.4b) alcanzando un diámetro máximo (en la dirección ‘x1’) y una altura
mínima (en la dirección ‘x2’), y regresando a la configuración base (figura 2.4c).
La segunda etapa va desde la configuración base (final de la primera etapa figura
2.4d) hasta una llamada ‘Contracción’ (figura 2.4e) donde alcanza un diámetro
mínimo (en la dirección ‘x1’) y una altura máxima (en la dirección ‘x2’), para
finalmente regresar a la configuración base y repetir el ciclo de deformación.

FIGURA 2.3: Dominio en estudio y condiciones de frontera para el
análisis del Filamento oscilante (este diagrama no esta a escala).



(a) (b)

(c) (d)

(e)

FIGURA 2.4: Ciclo de deformación del filamento oscilante. Subfi-
gura a) fase de deformación en t = 0; b) fase de deformación en
t = τ/4 (expansión); c) fase de deformación en t = τ/2; d) fase de
deformación en t = 3τ/4 (contracción); e) fase de deformación en

t = τ. Donde τ = (1/ f ) es el periodo de deformación.



2.3. Ecuaciones Dinámicas

2.3.1. Cuerpo deformable

Expresiones de deformación

Las siguientes expresiones son las ecuaciones dinámicas con las cuales se
logró el movimiento del cuerpo deformable. Las ecuaciones 2.1-2.4 son las ecua-
ciones de deformación del cuerpo.

En el eje x1:

x1 = (a + (b − a) · (sin(ω · t))) · [sin θ] (2.1)
x2 = a · [cos θ] (2.2)

y deformación en el eje x2:

x1 = a · [cos θ] (2.3)
x2 = (a + (b − a) · (sin(ω · t))) · [sin θ] (2.4)

Donde: a es el semi-eje en x1, b es el semi-eje en x2, ω es la velocidad angular,
rc es el radio del circulo unitario (o base), f es la frecuencia y A la amplitud de
deformación. Además: a = rc, b = rc + A, ω = 2π · f y rc = 0.5.

Expresiones de velocidad de deformación

Mientras que las ecuaciones 2.5-2.8, son las velocidades de deformación del
cuerpo deformable, además de ser estás las que se programaron para lograr el
movimiento de la malla.

En el eje x1:

v1C = ((b − a) · (cos(ω · t))) · [sin θ] (2.5)
v2C = 0 (2.6)

y en el eje x2:

v1C = 0 (2.7)
v2C = ((b − a) · (cos(ω · t))) · [sin θ] (2.8)



2.3.2. Filamento oscilante

Expresiones de deformación

Las siguientes expresiones son las ecuaciones dinámicas con las cuales se lo-
gró el movimiento del filamento oscilante (medusa). Las ecuaciones 2.9-2.10 son
las ecuaciones de deformación del filamento.

x∗1 = r∗(t∗) · [cos(θ)] (2.9)
x∗2 = h∗(t∗) · [sin(θ)] (2.10)

Donde: t∗ es el tiempo adimensional, ω es la velocidad angular, r∗(t∗) es ra-
dio adimensional de la medusa, h∗(t∗) es la altura adimensional de la medusa,
V∗(t∗) es el volumen adimensional de la medusa, todos como función del tiem-
po adimensional.

Además:

r∗(t∗) = r∗r + γsin3(t∗) + ϕ sin(t∗)
h∗(t∗) = 3

2π · V∗(t∗)
r∗(t∗)2

γ = 0.3, ϕ = 0.7, r∗r = 12
t∗ = ω · t
V∗(t∗) = V∗

r + sin(t∗ + ϵt∗)
Vr

∗ = 1
2 · (

4
3 πr∗r

2h∗r ) ω = 2π · f
h∗r = 10
ϵ = 2/3

Expresiones velocidad de deformación

Mientras que las ecuaciones 2.11-2.12, son las velocidades de deformación
del filamento oscilante, además de ser estás las que se programaron para lograr
el movimiento de la malla.

v∗1F = (cos(t∗)(ϕ + 3γ · sin2(t∗))) · [cos(θ)] (2.11)

v∗2F =
d(h∗(t∗))

d(t∗)
· [sin(θ)] (2.12)
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CAPÍTULO 3

MODELO MATEMÁTICO

Resumen de capítulo

En este capítulo, primero se presentan las ecuaciones de gobierno para cada caso de
estudio, de manera dimensional y adimensional (ver apéndice A). Después se tratan de
manera detallada las condiciones de frontera e iniciales, con ayuda de diagramas del
dominio empleado para el análisis de ambos casos de estudio.

3.1. Cuerpo deformable

3.1.1. Ecuaciones de gobierno dimensionales

Ecuación de Continuidad

∇⃗ · u⃗ = 0 (3.1)

Ecuación de Cantidad Movimiento

ρ
Du⃗
Dt

= −∇⃗p + µ∇2u⃗ (3.2)



3.1.2. Ecuaciones de gobierno adimensionales

Definiendo las variables y parámetros adimensionales:

x∗1 =
x1

Dc
; x∗2 =

x2

Dc
; u∗

1 =
u1

u∞
; u∗

2 =
u2

u∞
; t∗ =

t · u∞

Dc
. (3.3)

Resultan las siguientes ecuaciones adimensionales (ver apéndice A).

Ecuación de Continuidad

∂u1
∗

∂x1
∗ +

∂u2
∗

∂x2∗
= 0 (3.4)

Ecuación de Cantidad Movimiento

Para la primera dirección (x1):

∂u∗
1

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

1
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
1

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗1
+

1
Re

(
∂2u∗

1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (3.5)

y para la segunda dirección (x2):

∂u∗
2

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

2
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
2

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗2
+

1
Re

(
∂2u∗

2

x∗1
2 +

∂2u∗
2

x∗2
2 ) (3.6)

3.2. Filamento oscilante

3.2.1. Ecuaciones de gobierno dimensionales

Ecuación de Continuidad

∇⃗ · u⃗ = 0 (3.7)

Ecuación de Cantidad Movimiento

ρ
Du⃗
Dt

= −∇⃗p + µ∇2u⃗ (3.8)



3.2.2. Ecuaciones de gobierno adimensionales

Definiendo las variables y parámetros adimensionales propuestos por Avila
y Atluri (2009):

x∗1 =
x1

rr
; x∗2 =

x2

rr
; u∗

1 =
u1

rrω
; u∗

2 =
u2

rrω

Resultan las siguientes ecuaciones adimensionales (ver apéndice A).

Ecuación de Continuidad

∂u1
∗

∂x1
∗ +

∂u2
∗

∂x2∗
= 0 (3.9)

Ecuación de Cantidad Movimiento

Para la primera dirección (x1):

∂u∗
1

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

1
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
1

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗1
+

1
Re

(
∂2u∗

1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (3.10)

y para la segunda dirección (x2):

∂u∗
2

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

2
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
2

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗2
+

1
Re

(
∂2u∗

2

x∗1
2 +

∂2u∗
2

x∗2
2 ) (3.11)

3.3. Condiciones de frontera

3.3.1. Cuerpo deformable

La condiciones de frontera para el cuerpo deformable son:

En la entrada, x1 = −200rc y −100rc ≤ x2 ≤ 100rc se establecio u1 = 1 y
u2 = 0.

En la salida, x1 = 200rc y −100rc ≤ x2 ≤ 100rc se establecio
∂u1

∂x1
= 0.

En la pared superior, x2 = 100rc y −200rc ≤ x1 ≤ 200rc se establecio
u1 = 0 y u2 = 0.

En la pared inferior, x2 = −100rc y −200rc ≤ x1 ≤ 200rc se establecio
u1 = 0 y u2 = 0.

En el perímetro del cuerpo deformable u1 = v1C y u2 = v2C (ver ecuaciones
2.5-2.8).



FIGURA 3.1: Dominio en estudio y condiciones de frontera para
el análisis del Cuerpo deformable. Donde las condiciones iniciales

son: u1 = 0 ; u2 = 0 y v1C = 0 ; v2C = 0

3.3.2. Filamento oscilante

La condiciones de frontera para el Filamento oscilante son:

En la cavidad circular, r = 300rr el campo velocidad es u1 = 0 y u2 = 0.

En el Filamento oscilante, u1 = v1F y u2 = v2F (ver ecuaciones 2.11-2.12).

FIGURA 3.2: Dominio en estudio y condiciones de frontera para
el análisis del Filamento oscilante. Donde las condiciones iniciales

son: u1 = 0 ; u2 = 0 y v1F = 0 ; v2F = 0
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CAPÍTULO 4

MODELO NUMÉRICO

Resumen de capítulo

En este capítulo se hace una breve descripción del Método numérico empleado y de
la naturaleza del código (Solver) con el que se desarrolló el presente trabajo. Además, se
explica de manera muy concisa la formulación ALE usada en esta investigación (aplicada
al movimiento de las mallas computacionales) y además de comentar como es que se
tratan las condiciones de frontera.

4.1. Método de Elementos Espectrales

Las ecuaciones de Navier-Stokes bidimensionales para flujo incompresible
no estacionario y de manera adimencional se resolvieron mediante el Método
numérico de Elementos Espectrales por sus siglas en inglés SEM (Karniadakis,
2005).

EL (SEM) empleado por el Solver, en concreto (Nek5000 v19.9, 2021); Softwa-
re libre y abierto, tiene una discretización espacial basada en Elementos espec-
trales (Patera, 1984), que es en esencia, una técnica de residuos ponderados de
alto órden similar al Método de elementos finitos.

En otras palabras, para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes mediante el
Método de Elementos Espectrales (SEM) se considera una malla de K macroele-
mentos que componen al Dominio Computacional. Para el presente trabajo, se
elaboraron dos mallas simples, la primera para el análisis del Cuerpo deforma-
ble con 296 macroelementos y la segunda para el caso de Filamento oscilante
con 141 macroelementos.



Siendo así, es en este dominio donde tanto los campos a solucionar (pre-
sión, velocidad, vorticidad) como las geometrías de cada caso, son representadas
mediante expansiones polinomiales de orden N, y para solucionar de manera
numérica estas expansiones se utilizan polinomios Gauss - Lobatto - Legendre
(GLL) como base. De manera que, basta con aumentar el grado del polinomio de
interpretación para refinar la malla simple, sin necesidad de generar una nueva
malla en cada iteración.

Como ya se mencionó, en el SEM, las soluciones son obtenidas mediante
Polinomios de Interpolación de Grado N, que son calculadas en cada uno de los
macro-elementos totales E, dichos macro-elementos deformables y hexaedricos
(similares aun ladrillo) para 3 dimensiones o cuadrilateros para 2 dimensiones.
Siendo una de las principales ventajas del SEM, el poder obtener soluciones de
alta exactitud con un número de macro-elementos relativamente pequeño, pues
la discretización típica implica un número de elementos E oscilando entré 100 y
1,000,000 de orden N de entre 8 y 16, correspondiendo a un número de entre 512
y 4096 puntos por Elemento.

Otra de las ventajas del Método de elementos espectrales es que presenta
una disipación y dispersión numérica muy pequeña, cuestión que toma mucha
importancia en cálculos de Estabilidad y Flujos a alto número de Reynolds por
ejemplo (Denville, 2002).

4.1.1. Formulación ALE

Para estudiar los patrones de flujo provocados por la deformación tanto del
Cuerpo deformable como del Filamento oscilante, y recordando que cada geo-
metría está contenida un dominio Computacional, es necesario que las mallas
se muevan (de aquí el nombre de ’mallas móviles), y en orden de lograr esté
movimiento se emplea la formulación ALE ’Arbitrary Lagrangian-Eulerian’.

La razón por la que se emplea está formulación, es que, debido al movimien-
to del dominio y a la existencia de interfaces y superficies libres no resulta útil
emplear únicamente la formulación Lagraniana o Material ni únicamente la for-
mulación Euleriana o Espacial.

Pues, recordando que tanto en la Mecánica del medio continuo como en
la Mecánica de fluidos se suelen usar estás dos descripciones (Notas de Clase
EMMC, R. Ávila, 2022) , por una parte las expresiones de la descripción Lagra-
niana nos permiten conocer ’la historia’ de las propiedades de una partícula de
fluido conforme transcurre el tiempo, sin importar por cuál región en el espacio
está pasando dicha partícula, que asu vez, salió de una posición determinada en
el tiempo igual a cero.



Mientras que por otra parte, las expresiones de la descripción Euleriana nos
permiten conocer ’la historia’ de las propiedades de una partícula de fluido con-
forme transcurre el tiempo, en puntos específicos del medio continuo con coor-
denadas espaciales, sin importar de dónde salió la partícula en estudio.

Siendo así, al combinar estas dos descripciones Lagraniana y Euleriana es
que se pueden obtener resultados muchos más preciosos, dando origen a la for-
mulación ALE, pues se puede usar en los puntos móviles, o mejor dicho en los
nodos móviles de la malla (medio continuo) la descripción Lagraniana o Mate-
rial, o bien, dichos nodos del medio continuo también pueden quedarse inmó-
viles, utilizando ahora la descripción Euleriana o Espacial, o una combinación
de estos dos casos donde los nodos se mueven arbitrariamente para volverse a
reacomodar eventualmente.

Planteamiento matemático

Ahora, para presentar de manera sumamente concisa el planteamiento ma-
temático detrás de la formulación ALE que emplea Solver Nek5000 (basado en
lo reportado y analizado por Ho L. W. en 1989) se seguirá el procedimiento des-
crito por (J. Gilberto, 2022) donde sintetiza lo reportado por (Fisher et al., 2017)
y (Donea et al., 2004).

Siendo así, de manera homóloga a como lo hace J. Gilberto (2022), conside-
ramos un campo de velocidades w(x, t) que describe una serie de puntos, en los
cuales interesa seguir la evolución de ciertas variables y que a su vez es diferente
del campo de partículas materiales. Considerese de manera práctica, que w es
la velocidad de la malla y además la derivada material de una función f :

D f
Dt

=
∂ f
∂t

+ u · ∇ f (4.1)

Ahora, asignando a una partícula ficticia la velocidad w, puede definirse la
derivada respecto al tiempo de f , siguiendo la definición de derivada material,
de tal manera que:

δ f
δt

=
∂ f
∂t

+ w · ∇ f (4.2)

La cual recibe el nombre de derivada ALE, nótese que para tomar la forma
anterior es necesario que tanto u como w no sean iguales entre sí, ni tampoco



nulas. A diferencia del caso donde w = 0 donde la malla está fija, y la derivada
ALE resulta de la siguiente manera:

δ f
δt

=
∂ f
∂t

(4.3)

Regrasando así, a la descripción Euleriana o material, pues ahora solo la de-
riva respecto al tiempo; o bien cuando w = u, donde se llega a la descripción
Lagraniana y la derivada Material es lo mismo que la derivada ALE.

Ahora, se expresa la velocidad relativa del medio continuo respecto a la del
movimiento del marco de referencia de la malla móvil, denotada por c:

u = w + c (4.4)

Resultando que la derivada ALE y la derivada material están relacionadas
de la siguiente manera:

D f
Dt

=
∂ f
∂t

+ u · ∇ f (4.5)

D f
Dt

=
∂ f
∂t

+ (w + c) · ∇ f (4.6)

D f
Dt

=
∂ f
∂t

+ w · ∇ f + c · ∇ f (4.7)

Finalmente:

D f
Dt

=
δ f
δt

+ c · ∇ f (4.8)

Puesto que la derivada material con respecto al tiempo es inherente a las le-
yes de conservación, el vínculo entre esta y la derivada ALE es necesaria para
ex-presar las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento en la descrip-
ción ALE, para los casos de estudio del presente trabajo.



Condiciones de frontera

Según lo reportado sintetizado por (J. Gilberto, 2022) y por (Donea et al.,
2004), la formulación ALE puede manejar superficies materiales con las siguien-
tes condiciones, como se describe en (Donea et al., 2004): ninguna partícula debe
ser capaz de cruzar la superficie y, a su vez los esfuerzos deben ser continuos a
través de dicha superficie. De manera particular en la interacción entre el fluido
y la estructura. En orden de cumplir la primera condición, es necesario que tanto
las componentes normales a la superficie de la velocidad del fluido como las de
la velocidad de la malla, sean iguales:

n · u = n · w (4.9)

además, considerando un fluido viscoso, tanto la velocidad de la estructura
como la del fluido, deben coincidir en la interface:

u = v (4.10)

Lo anterior es posible colocando dos nodos de la malla en dicha zona: uno
de fluido y otro estructural. Sacando provecho a la capacidad de la formulación
ALE para mover los nodos de la malla de forma arbitraria e incluso de forma
independiente al movimiento del fluido, los nodos que pertenecen al fluido se
restringen de tal manera que siempre estén junto con los nodos que pertene-
cen a la estructura. En orden de lograr lo anterior, se asigna en la interfase, a
la velocidad de la malla w, la velocidad propia de la estructura (velocidad de
deformación, ya sea del Cuerpo o deformable o del Filamento oscilante). De tal
forma que, durante todo el movimiento, los nodos en la interfaz se mantengan
juntos, pues ambos nodos poseen la misma velocidad.
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CAPÍTULO 5

VALIDACIONES Y COMPARACIONES

Resumen de capítulo

En este capítulo, se presentan las validaciones y comparaciones del método numéri-
co usado en esta investigación. Se muestran comparaciones cuantitativas y cualitativas,
primero de dos casos del flujo a través de un cilindro circular fijo, con su respectivo aná-
lisis de malla y un tercer caso del flujo a través de un cilindro elipsoidal fijo.

Para validar el método numérico se llevaron acabo tres diferentes simulacio-
nes:

Simulación del flujo alrededor de un cilindro circular con número de Re
=100 (Rajani et. al, 2008).

Simulación del flujo alrededor de un cilindro circular fijo con número de
Reynolds = 190 (Barkley y Henderson, 1996).

Simulación del flujo alrededor de un cilindro elipsoidal fijo con número de
Reynolds = 1000 (Mittal, 1995).



La expresión matemática empleada para determinar el coeficiente de arrastre
por sección (perpendicular al flujo) CD, fue:

CD =
FD

1
2 · ρ · u∞2 · Dc

(5.1)

Donde: FD es la fuerza de arrastre del flujo, ρ es la densidad del fluido, u∞ es
la velocidad de corriente libre y Dc es el diámetro del circulo base (unitario).

Mientras que la expresión matemática usada para determinar el error relati-
vo Erel, fue:

Erel =
|VR − VSEM|

VR
(5.2)

Donde: VR es el coeficiente de arrastre por sección (perpendicular al flujo)
reportado por Rajani et. al (2008) y VSEM es el coeficiente de arrastre por sección
(perpendicular al flujo) obtenido en el presente trabajo.



5.1. Análisis de Independencia de malla

5.1.1. Cilindro circular fijo

Se realizó un análisis de independencia de malla para el caso del cilindro cir-
cular fijo. Para este análisis fue evaluada una malla (296 macro-elementos) con
diferentes grados del polinomio de interpretación (GLL): 10, 12 y 14.

Como se puede observar en la figuras 5.3a (transitorio) y 5.3b (estado pe-
riódico), la velocidad en el tiempo varía de manera considerable entre 10 GLL
(línea azul) y 12 GLL (línea roja), sin embargo entre 12 GLL (línea roja) y 14 GLL
(línea verde) la variación es casi nula.

Por lo anterior, es que se seleccionó la malla con el grado de interpretación
GLL = 12 (ver figura 5.2) para llevar a cabo los cálculos de los casos de validación
y comparación donde se tiene un cilindro circular fijo.

(a)

(b)

FIGURA 5.1: Análisis de independencia de la malla empleada en
el SEM (Grado de interpolación: 12 ; Número de macro-elementos:
296 [malla simple]). Subfigura a) malla computacional: vista com-
pleta en el cilindro circular fijo; b) malla computacional: vista au-

mentada en el cilindro circular fijo.



(a)

(b)

FIGURA 5.2: Análisis de independencia de malla empleada en el
SEM (Grado de interpolación: 10, 12 y 14 ; Número de macro-
elementos: 296). Subfigura a) gráfica de velocidad contra tiempo
en el cilindro circular fijo, estado transitorio; b) gráfica de veloci-

dad contra tiempo en el cilindro circular fijo, estado periódico.



5.2. Flujo laminar alrededor de un cilindro circular
fijo con número de Reynolds igual a 100

Como se puede observar en la figura 5.1, la calle de vortices en un cilindro
circular fijo con número de Reynolds igual a 100, tiene una gran similitud tanto
en la simulación realizada en este estudio, como en lo reportado por Rajani et.
al (2008) en su estudio numérico.

En la figura 5.1, se aprecia el campo de vorticidad, especialmente el despren-
dimiento de 4 vortices (en rojo sentido anti-horario y en azul sentido horario)
que coincide en ambos estudios. Mientras que al comparar los Coeficientes de
arrastre, entre el presente trabajo y lo publicado por Rajani et. al (2008), se obtu-
vo un error relativo de 2,9 ( %), ver tabla 5.1.

CD (Cilindro circular, Re = 100)

Rajani SEM
1.3353 1.3742

TABLA 5.1: Comparación de Coeficientes de arrastre.

(a)

(b)

FIGURA 5.3: Comparación de la calle de vortices generada por un
cilindro circular fijo para un Re = 100. Subfigura a) calle de vortices
en un Cilindro circular fijo con Re = 100 (Rajani et. al, 2008); b) calle

de vortices en un Cilindro circular fijo con Re = 100 (SEM).



5.3. Flujo laminar alrededor de un cilindro circular
fijo con número de Reynolds igual a 190

Para hacer la comparación tanto de los coeficientes de arrastre (CD) como de
Presión (CP) ver el tabla 5.2, respecto a lo reportado por Barkley y Henderson
(1996), se hizo el cálculo de estos coeficientes de arrastre por sección transversal
(normal al flujo) y de presiones, considerando el diámetro del circulo base (uni-
tario) Dc = 1.0.

Para determinar el coeficiente de presión CP, se empleo la expresión mate-
mática:

Cp =
pb − p∞

1
2 · ρ · u∞2

(5.3)

Donde: pb es la presión en un punto base (x1 = 0.5 y x2 = 0.0) promediada
en el tiempo, p∞ es la presión en el infinito (x1 = −16rc y x2 = 0.0), ρ es la den-
sidad del fluido, y u∞ es la velocidad de corriente libre.

En la comparación de los Coeficientes en el cilindro circular (tabla 5.2), se
obtuvo un error relativo de 1,5 ( %) para el caso de los coeficientes de arrastre y
5,8 ( %) para el caso del coeficiente de presión. De acuerdo a lo anterior, se puede
concluir que los resultados obtenidos con el método numérico son satisfactorios.

CD (Cilindro circular, Re = 190)

Barkley & Henderson SEM
1.3442 1.3647

CP (Cilindro circular, Re = 190)

Barkley & Henderson SEM
0.9326 0.9822

TABLA 5.2: Comparación de Coeficientes de arrastre y presión.



5.4. Flujo laminar alrededor de un cilindro elipsoi-
dal fijo con número de Reynolds igual a 1000

CD (Cilindro elipsoidal, Re = 1000)

Mittal SEM
0.78 0.7455

TABLA 5.3: Comparación de Coeficientes de arrastre.

En la comparación de los Coeficientes de arrastre, entre el presente trabajo
y lo publicado por Mittal (1995), se obtuvo un error relativo de 4,4 ( %) para el
caso del cilindro elipsoidal, ver cuadro 5.2.
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CAPÍTULO 6

RESULTADOS

Resumen de capítulo

En el presente capítulo, se hace un compendio de los resultados obtenidos para los dos
casos de estudio de esta investigación. En ambos, además de presentar y analizar resul-
tados tales como los campos de velocidad, presiones y vorticidad así como coeficientes de
arrastre y fuerzas hidrodinámicas, también se muestran sus respectivos análisis de malla
y discusiones en cada caso. Finalmente, para el caso del Filamento oscilante (medusa) se
muestra una comparación de los resultados obtenidos en la presente investigación y un
caso de estudio similar reportado en la literatura.

6.1. Cilindro deformable

Los nueve diferentes casos que se presentan a continuación, son resultado
de la deformación del Cilindro en las direcciones principales x1 y x2, los nueve
casos están inmersos en un flujo con el Número de Reynolds igual con 100, 10
y 1E(-4), respectivamente, y amplitud igual a 0.5, el único parámetro que dife-
rencia entre sí a estos casos es la frecuencia de oscilación, siendo 0.1, 0.5 y 1.0
respectivamente.

En la siguiente recopilación de casos, se pueden apreciar las gráficas de la
evolución del Coeficiente de arrastre en el tiempo (considerado solo un ciclo de
oscilación cuando el flujo ha alcanzado un estado periódico).Las gráficas estan
divididas en cuatro segmentos que representan 1/ 4 del periodo de oscilación, y
de acuerdo a las ecuaciones dinámicas expuestas anteriormente, al primer cuar-
to del periodo se alcanza la máxima elongación en x2, a la mitad del periodo se
retorna al círculo base, al tercer cuarto se alcanza la máxima deformación en el
eje x1, y finalmente en el último cuarto se vuelve al círculo base terminando el



Cuerpo deformable

Caso 1 Re = 100 a = 0.5 f = 0.1
Caso 2 Re = 100 a = 0.5 f = 0.5
Caso 3 Re = 100 a = 0.5 f = 1.0

TABLA 6.1: Parámetros con los cuales se llevaron acabo las simula-
ciones del Cuerpo deformable, Re = 100.

Cuerpo deformable

Caso 1 Re = 10 a = 0.5 f = 0.1
Caso 2 Re = 10 a = 0.5 f = 0.5
Caso 3 Re = 10 a = 0.5 f = 1.0

TABLA 6.2: Parámetros con los cuales se llevaron acabo las simula-
ciones del Cuerpo deformable, Re = 10.

Cuerpo deformable

Caso 1 Re = 1E(−4) a = 0.5 f = 0.1
Caso 2 Re = 1E(−4) a = 0.5 f = 0.5
Caso 3 Re = 1E(−4) a = 0.5 f = 1.0

TABLA 6.3: Parámetros con los cuales se llevaron acabo las simula-
ciones del Cuerpo deformable, Re = 1E(−4).

ciclo de deformación del cilindro.

6.1.1. Análisis de Independencia de malla

Se realizó un análisis de independencia de malla para el caso del Cuerpo de-
formable. Para este análisis fue evaluada una malla (296 macro-elementos) con
diferentes grados del polinomio de interpretación (GLL): 10, 12 y 14.
Como se puede observar en la figuras 6.2a (transitorio completo) y 6.22b (transi-
torio al final de la simulación), la velocidad en el tiempo varía en los tres casos:
10 GLL (línea azul), 12 GLL (línea roja) y 14 GLL (línea verde). Sin embargo, a
pesar de esta variación, dichos valores oscilan en un rango prácticamente cons-
tante.

Por lo anterior y ya que las visualizaciones de los campos de vorticidad son
satisfactorias, es que se seleccionó la malla con el grado de interpolación GLL =
12 (ver figura 6.1) .



(a)

(b)

FIGURA 6.1: Análisis de independencia de malla empleada en el
SEM (Grado de interpolación: 12 ; Número de macro-elementos:
296 [Malla simple]). Subfigura a) malla computacional, vista com-
pleta del dominio; b) malla computacional, vista aumentada en el

Cuerpo deformable.



(a)

(b)

FIGURA 6.2: Análisis de independencia de malla empleada en el
SEM (Grado de interpolación: 10,12 y 14 ; Número de macro-
elementos: 296 [Malla simple]). Subfigura a) gráfica de velocidad
contra tiempo en el Cuerpo deformable, estado transitorio comple-
to; b) gráfica de velocidad contra tiempo en el Cuerpo deformable,

estado transitorio al final de la simulación.



6.1.2. Simulación numérica del flujo laminar alrededor de un
Cilindro deformable con número de Reynolds igual a 100
y Amplitud de deformación igual con 0.5

Frecuencia de deformación igual a 0.1

Podemos apreciar en la figura 6.3 que en este caso a baja frecuencia, el Coefi-
ciente de arrastre oscila entre un valor máximo de 5.192 y uno mínimo de 0.750,
de manera que no alcanza valores negativos.

Además, el Coeficiente de arrastre en el tiempo se comporta de tal mane-
ra que poco antes de que la superficie deformada sea la máxima y mientras es
perpendicular al flujo, el valor del CD tiende a aumentar alcanzando su máxi-
mo valor para después comenzar a descender, esto, antes de llegar a la máxima
elongación del cilindro que ocurre en el primer cuarto del periodo de deforma-
ción.

(a)

(b)

FIGURA 6.3: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 100, Amplitud
de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 0.1. Subfigura
a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable; b)

campo de vorticidad del Cuerpo deformable.



Frecuencia de deformación igual a 0.5

En este caso, figura 6.4 con frecuencia media el Coeficiente de arrastre oscila
entre un valor máximo de 15.24 y uno mínimo de -2.599, de manera que ya ad-
quiere valores negativos.

El CD se comporta de manera similar al caso anterior, pues el Coeficiente de
arrastre en el tiempo llega a su máximo poco antes de que la superficie defor-
mada sea la máxima mientras es perpendicular al flujo, el valor del CD tiende
a aumentar alcanzando su máximo valor para después comenzar a descender,
esto antes de llegar a la máxima elongación el cilindro que ocurre en el primer
cuarto del periodo de deformación.

(a)

(b)

FIGURA 6.4: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 100, Amplitud
de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 0.5. Subfigura
a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable; b)

campo de velocidad del Cuerpo deformable.



Frecuencia de deformación igual a 1.0

Podemos ver en figura 6.5 la gráfica del CD respecto al tiempo que en este
caso a la mayor frecuencia de oscilación, el Coeficiente de arrastre oscila entre
un valor máximo de 22.84 y uno mínimo de -14.06, de manera que a diferencia
del caso a frecuencia media, aquí se adquieren valores aún más negativos.

Además, se sigue un patrón un poco similar a los dos casos anteriores, pero
con la diferencia de que los valores extremos adquiridos son mayores, tanto en
la región negativa como en la positiva. El Coeficiente de arrastre en el tiempo
se comporta de tal forma que poco antes de que la superficie deformada sea la
máxima y mientras es perpendicular al flujo, el valor del CD tiende a aumentar
alcanzando su máximo valor para después comenzar a descender, esto antes de
llegar a la máxima elongación el cilindro que ocurre en el primer cuarto del pe-
riodo de deformación.

(a)

(b)

FIGURA 6.5: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 100, Amplitud
de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 1.0. Subfigura
a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable; b)

campo de velocidad del Cuerpo deformable.



Como se puede observar en figura 6.6 en las curvas (Cd − t) los esfuerzos
sobre la geometría deformable y por lo tanto el Coeficiente de arrastre son sen-
sibles a la frecuencia de oscilación. En los tres casos estudiados ( f = 0.1, f = 0.5 y
f = 1.0) se presenta un incremento en la región negativa conforme el periodo de
oscilación disminuye.

Sin embargo, es cierto que al aumentar la frecuencia de oscilación no solo au-
menta la región negativa del Coeficiente de arrastre, sino que también aumenta
la región positiva. Este comportamiento de la vorticidad está muy relacionado
con los esfuerzos sobre la geometría oscilante y a la dirección de la deforma-
ción, pues cuando la geometría se deforma en la dirección opuesta al flujo los
esfuerzos aumentan y cuando la deformación va en el mismo sentido que el flu-
jo los esfuerzos disminuyen, ya que en esencia los esfuerzos son las derivadas
parciales de la velocidad respeto a las direcciones principales (x1 y x2 o X y Y).

FIGURA 6.6: Coeficiente de arrastre en el tiempo del Cilindro de-
formable con f = 0.1, f = 0.5 y f = 1.0



6.1.3. Simulación numérica del flujo laminar alrededor de un
Cilindro deformable con número de Reynolds fijado a 10
y con Amplitud de deformación igual con 0.5

Frecuencia de deformación igual a 0.1

Como se puede ver en la figura 6.7a, para este caso (baja frecuencia, f = 0.1)
el Coeficiente de arrastre oscila entre un valor máximo aproximado de 7.418 y
uno mínimo de 1.975, de manera que no alcanza valores negativos. Por otra par-
te, en la imagen 6.7b se puede notar que aún no hay desprendimiento de vorticés
en la superficie del cuerpo deformable.

Además, el Coeficiente de arrastre en el tiempo se comporta de manera simi-
lar a los casos anteriores, es decir que poco antes de que la superficie deforma-
da sea la máxima y mientras es perpendicular al flujo, el valor del CD tiende a
aumentar alcanzando su máximo valor para después comenzar a descender.

En otras palabras, el cuerpo deformable presenta el mayor valor del Coefi-
ciente de arrastre antes de llegar a su máxima elongación (que ocurre en el pri-
mer cuarto del periodo de deformación).

(a) (b)

FIGURA 6.7: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 10, Amplitud
de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 0.1. Subfigura
a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable; b)

campo de velocidad del Cuerpo deformable.



Frecuencia de deformación igual a 0.5

Como se puede ver en la figura 6.8a, para este caso (frecuencia media, f =
0.5) el Coeficiente de arrastre oscila entre un valor máximo aproximado de 15.24
y uno mínimo de -2.599, de manera que ya oscila en valores negativos. Por otra
parte, en la imagen 6.8b se puede notar que ya hay formación de vorticidades en
la superficie trasera del cuerpo deformable, es decir una zona de recirculación.

Se mantiene la tendencia de los casos anteriores, pues el cuerpo deformable
presenta el mayor valor del Coeficiente de arrastre antes de llegar a su máxima
elongación (que ocurre en el primer cuarto del periodo de deformación).

(a)

(b)

FIGURA 6.8: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 10, Amplitud
de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 0.5. Subfigura
a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable; b)

campo de velocidad del Cuerpo deformable.



Frecuencia de deformación igual a 1.0

Como se puede observar en la figura 6.9a, para este caso (frecuencia alta,
f = 1.0) el Coeficiente de arrastre oscila entre un valor máximo aproximado
de 23.00 y uno mínimo de -8.825, de manera que también oscila en valores ne-
gativos. Por otra parte, en la imagen 6.9b se puede notar que como en el caso
anterior con frecuencia media, también hay formación de vorticidades en la su-
perficie trasera del cuerpo deformable, es decir una zona de recirculación.

Se mantiene la tendencia de todos los casos anteriores, pues el cuerpo defor-
mable presenta el mayor valor del Coeficiente de arrastre antes de llegar a su
máxima elongación a lo largo del eje perpendicular al flujo x2.

(a)

(b)

FIGURA 6.9: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 10, Amplitud
de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 1.0. Subfigura
a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable; b)

campo de velocidad del Cuerpo deformable.



6.1.4. Simulación numérica del flujo laminar alrededor de un
Cilindro deformable con número de Reynolds fijado a 1E(-
4) y con Amplitud de deformación igual con 0.5

Frecuencia de deformación igual a 0.1

Como se puede ver en la figura 6.10a, para este caso (baja frecuencia, f = 0.1)
el Coeficiente de arrastre oscila entre un valor máximo aproximado de 1.209E(5)
y uno mínimo de 1.02E(5) , de manera que está lejos de alcanzar valores negati-
vos. Por otra parte, en la imagen 6.10b se puede notar que hay desprendimiento
de vórtices en la superficie del cuerpo deformable, de forma simétrica en mag-
nitud a lo largo de la dirección del flujo, pero opuestos en sentido. Mientras que
en la imagen 6.10c, se puede observar que el campo de velocidades es simétrico
y además conforme se acerca a la superficie del cilindro su magnitud disminu-
ye considerablemente. Además, el Coeficiente de arrastre en el tiempo ya no se
comporta de manera similar a todos los casos anteriores, es decir, el cuerpo de-
formable presenta el mayor valor del Coeficiente de arrastre al mismo tiempo
que alcanza su máxima elongación (esto ocurre en el primer cuarto del periodo
de deformación).

(a) (b)

(c)

FIGURA 6.10: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 1E(-4), Ampli-
tud de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 0.1. Subfi-
gura a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable;
b) campo de vorticidad del Cuerpo deformable; c) campo de velo-

cidad del Cuerpo deformable (iso-superficies).



Frecuencia de deformación igual a 0.5

Como se puede observar en la figura 6.11a, para este caso (frecuencia media,
f = 0.5) el Coeficiente de arrastre oscila entre un valor máximo aproximado de
1.213E(5) y uno mínimo de 1.02E(5) muy similar al caso anterior con frecuencia
baja, de manera que está lejos de alcanzar valores negativos. Por otra parte, en la
imagen 6.11b se puede notar que hay desprendimiento de vórtices en la super-
ficie del cuerpo deformable, de forma simétrica en magnitud, pero opuestos en
sentido. Mientras que en la imagen 6.11c, se puede observar la misma tendencia
que el caso con frecuencia media, pues el campo de velocidades es simétrico y
además conforme se acerca a la superficie del cilindro su magnitud disminuye
considerablemente. Además, el Coeficiente de arrastre en el tiempo vuelve a to-
mar la tendencia de que justo cuando la superficie deformada es la máxima y
mientras es perpendicular al flujo, el valor del CD tiende a aumentar alcanzan-
do su máximo valor para después comenzar a descender. En otras palabras, el
cuerpo deformable presenta el mayor valor del Coeficiente de arrastre antes de
alcanzar su máxima elongación (esto ocurre en el primer cuarto del periodo de
deformación).

(a) (b)

(c)

FIGURA 6.11: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 1E(-4), Ampli-
tud de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 0.5. Subfi-
gura a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable;
b) campo de vorticidad del Cuerpo deformable; c) campo de velo-

cidad del Cuerpo deformable (iso-superficies).



Frecuencia de deformación igual a 1.0

Como se puede observar en la figura 6.12a, para este caso (frecuencia alta,
f = 1.0) el Coeficiente de arrastre oscila entre un valor máximo aproximado
de 1.217E(5) y uno mínimo de 1.02E(5) muy similar a los casos anteriores con
frecuencia baja y media, de manera que también está lejos de alcanzar valores
negativos. Por otra parte, en la imagen 6.12b se puede notar que hay despren-
dimiento de vórtices en la superficie del cuerpo deformable, de forma simétrica
en magnitud, pero opuestos en sentido y adicionalmente se puede notar la apa-
rición de dos vórtices secundarios en este caso. Mientras que en la imagen 6.12c,
se puede observar la misma tendencia que el caso con frecuencia media, pues el
campo de velocidades es simétrico y además conforme se acerca a la superficie
del cilindro su magnitud disminuye considerablemente. Además, el Coeficiente
de arrastre en el tiempo presenta la tendencia de que justo cuando la superfi-
cie deformada es la máxima y mientras es perpendicular al flujo, el valor del
CD tiende a aumentar alcanzando su máximo valor para después comenzar a
descender, pero está vez alcanza el máximo valor antes en comparación con los
casos de frecuencia media y baja.

(a) (b)

(c)

FIGURA 6.12: Simulación numérica del flujo laminar alrededor de
un Cilindro deformable con número de Reynolds = 1E(-4), Ampli-
tud de deformación = 0.5 y frecuencia de deformación = 1.0. Subfi-
gura a) coeficiente de arrastre en el tiempo del Cuerpo deformable;
b) campo de vorticidad del Cuerpo deformable; c) campo de velo-

cidad del Cuerpo deformable (iso-superficies).



6.2. Filamento oscilante (Medusa)

6.2.1. Análisis de Independencia de malla

Se realizó un análisis de independencia de malla para el caso del Filamento
oscilante. Para este análisis fue evaluada una malla (141 macro-elementos) con
diferentes grados del polinomio de interpretación (GLL): 10, 12 y 14.

Como se puede observar en la figuras 6.14a (estado transitorio) y 6.14b (esta-
do periódico), la velocidad en el tiempo prácticamento no varía en los tres casos:
10 GLL (línea azul), 12 GLL (línea roja) y 14 GLL (línea verde).

Por lo anterior y ya que las visualizaciones de los campos de vorticidad son
satisfactorias, así como los tiempos de computo, es que se seleccionó la malla
con el grado de interpolación GLL = 12 (ver figura 6.13).

(a)

(b)

FIGURA 6.13: Malla computacional del Filamento oscilante (medu-
sa), empleada en el SEM (Grado de interpolación: 12 ; Número de
macro-elementos: 141 [Malla simple]). Subfigura a) malla compu-
tacional, vista completa del dominio; b) malla computacional, vista

aumentada en el filamento oscilante.



(a)

(b)

FIGURA 6.14: Análisis de independencia de malla empleada en
el SEM (Grado de interpolación: 10,12 y 14 ; Número de macro-
elementos: 141 [Malla simple]). Subfigura a) gráfica de velocidad
contra tiempo en el Filamento oscilante (medusa), estado transito-
rio; b) gráfica de velocidad contra tiempo en el Filamento oscilante

(medusa), estado periódico.



6.2.2. Cálculo de fuerzas hidrodinámicas

Las fuerzas hidrodinámicas Fx1 y Fx2 fueron calculadas a lo largo de la su-
perficie total del filamento (superficies superior e inferior) mediante el Vector de
esfuerzos t⃗(η⃗).

En otras palabras, dichas fuerzas se calcularón mediante el producto punto
del tensor de esfuerzos σij (esfuerzos cortantes viscosos y presiones) y el vector
normal unitario η⃗ a cada punto sobre la superficie del filamento.

Siendo que el Tensor de esfuerzos:

σij = τij − p δij (6.1)

y recordando que la ley de Stokes para un fluido Newtoniano incompresible
(densidad constante), expresa que los esfuerzos viscosos son proporcionales a la
rapidez de deformación:

τij = µ(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
) (6.2)

De tal manera que el Tensor de esfuerzos (cortantes y normales) para un
fluido incompresible newtoniano queda definido como:

σij = µ(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
)− p δij (6.3)

Donde: δij es la delta de Kronecker, p es un escalar (presión) y µ la viscosidad
dinámica del fluido.

Ahora, sabiendo lo anterior el vector de esfuerzos queda expresado como:

t⃗(⃗η) = σij · η⃗ (6.4)

Finalmente, Fx1 y Fx2 fueron calculadas mediante las siguientes expresiones:

Fx1 =
∫

t1
(η⃗)dl ; Fx2 =

∫
t2
(η⃗)dl (6.5)

donde: t1
(η⃗) es la primera componente del vector esfuerzo orientado en la

dirección principal î1, t2
(η⃗) es la segunda componente del vector esfuerzo orien-

tado en la dirección principal î2 (el filamento esta orientado en esta dirección 1)
y l es el perímetro total del filamento.

1Para el análisis del caso del Filamento oscilante, se graficó la fuerza hidrodinámica Fx2 en el
tiempo, debido a que en la dirección î2 está orientada la Medusa y es en esta misma dirección
donde sería capaz de tener propulsión mediante su movimiento armónico.



6.2.3. Simulación numérica del flujo laminar alrededor de un
Filamento oscilante con Amplitud de deformación igual
con 0.5 y Frecuencia de deformación igual a 1/2π

Número de Reynolds fijado a 144

Como se explica en las ecuaciones anteriores para el caso del (filamento os-
cilante), y concretamente para un Re = 144, se ha calculado la fuerza hidro-
dinámica en la dirección x2. Dicha fuerza toma en consideración los esfuerzos
cortantes viscosos y las presiones a lo largo de toda la superficie del filamento,
por lo que se puede determinar que cuando está fuerza hidrodinámica orien-
tada en el eje vertical adquiere valores positivos el filamento se está teniendo
empuje en el sentido positivo de dicho eje, y cuando adquiere valores negativos
se puede interpretar que el filamento está frenando (más no retrocediendo).

Lo anterior tiene consistencia cuando se compara la fluctuación de dicha
fuerza hidrodinámica (figura 6.15) en el tiempo con el campo de presiones (figu-
ra 6.16b). Pues en la gráfica 6.15 se muestra que el valor máximo de la Fuerza hi-
drodinámica para el filamento ocurre cuando se encuentra a 3τ/4 de su periodo
de deformación, es decir justo al final de la etapa de contracción, y al comparar
esto con el campo de presiones justo en ese momento (imagen 6.16b) se puede
observar que hay una diferencia de presiones entre la parte interior-inferior del
modelo de la Medusa (presiones positivas) y la parte exterior-superior del fila-
mento (presiones negativas).

Esta diferencia de presiones es lo que permite en gran parte que la Medusa
tenga empuje y se propulse a través del fluido, ’jalandose’ o siendo succionada
en su parte superior por el fluido circundante. También es pertinente señalar que
dicha diferencia podría ser, asu vez inducida por el desprendimiento de vórtices
sobre la superficie superior del filamento (principalmente), pues como se puede
observar en la figura 6.16a, en la región exterior-superior (donde hay una pre-
sión negativa) del filamento existe el desprendimiento de dos grandes vórtices
anti-simétricos, es decir de magnitud idéntica pero de sentido opuesto.



FIGURA 6.15: Fuerza de empuje en el eje x2 contra el tiempo; Fila-
mento oscilante; Re = 144

De manera conjunta el campo de vorticidad en los casos con Re = 144 (figura
6.16), Re = 100 (figura 6.17), Re = 10 (figura 6.18) y Re = 1E(−4) (figura 6.19)
muestra una misma tendencia general, la distribución de vortices es bastante
similar. Es decir, del lado superior derecho existe un vórtice negativo (sentido
horario) y del lado superior izquierdo existe un vortice positivo (sentido antiho-
rario). La única característica que no es similar en todos los casos es el campo de
presiones, pues con Re = 1E(−4), el campo de presiones (figura 6.19b) adquiere
una configuración un poco diferente que puede deberse a que en ese régimen
de flujo el fluido es sumamente viscoso y los esfuerzos cortantes toman mayor
relevancia ante las presiones.



(a)

(b)

FIGURA 6.16: Filamento oscilante en etapa de contracción; Re =
144. Subfigura a) campo de vorticidad; b) Campo de presiones.



Número de Reynolds fijado a 100

FIGURA 6.17: Fuerza de empuje en el eje x2 contra el tiempo; Fila-
mento oscilante; Re = 100



(a)

(b)

FIGURA 6.18: Filamento oscilante en etapa de contracción; Re =
100. Subfigura a) campo de vorticidad; b) Campo de presiones.



Número de Reynolds fijado a 10

FIGURA 6.19: Fuerza de empuje en el eje x2 contra el tiempo; Fila-
mento oscilante; Re = 10



(a)

(b) C

FIGURA 6.20: Filamento oscilante en etapa de contracción; Re = 10.
Subfigura a) campo de vorticidad; b) Campo de presiones.



Número de Reynolds fijado a 1E(-4)

FIGURA 6.21: Fuerza de empuje en el eje x2 contra el tiempo; Fila-
mento oscilante; Re = 1E(−4)



(a)

(b)

FIGURA 6.22: Filamento oscilante en etapa de contracción; Re =
1E(−4). Subfigura a) campo de vorticidad; b) Campo de presiones.



Comparación cualitativa de la vorticidad en el filamento con Re = 10

A continuación se presentan algunos resultados del presente trabajo para el
modelo simplificado de la medusa en contraste con lo reportado por Dabiri y
Gemmel (2021).

Parametros para el Filamento oscilante que simula el nado de una medusa:

Re = 10, A = 1.0 , f = 1/2π y fr = 0.41

fr = hr/2rr

donde: A es aplitud, f es frecuencia, fr = hr/2rr es la relación de aspecto de
la medusa, hr es la altura de la medusa y rr es el radio de la misma.

Se puede observar que los sentidos y ubicaciones de los vórtices creados en
esta etapa de expansión de la Medusa y que fueron obtenidos en el presente
trabajo [6.20b y 6.21b], coinciden con los obtenidos por Dabiri y Gemmel (2021)
[6.2a y 6.21a].

Ahora, analizando la deformación (figura 6.21) del filamento podemos notar
que cuando la Medusa está en etapa de Contracción, se forman vortices debido
a esta oscilación del filamento, cabe destacar que los vórtices creados en la zona
exterior del filamento en forma de campana tienen un papel crucial en el me-
canismo de propulsión, pues estos inducen diferencias de presión que a su vez
pueden provocar que el fluido fuera de esta cavidad (de la Medusa) sea arras-
trado permitiendo su desplazamiento en el fluido.

De manera similar en la etapa de contracción (figura 6.20), los vórtices sobre
la superficie de la geometría coinciden, sin embargo es necesario aclarar que de-
bido a la naturaleza oblata de la medusa (del presente trabajo) en contraste con
la forma prolata de la reportada por Dabiri y Gemmel (2021) no hay vórtices que
se desprenden por la Propulsión a chorro, pues las medusas oblatas no se im-
pulsan mediante este mecanismo según lo reportado Dabiri et. al (2015), donde
plantea que sus mecanismos de desplazamiento podrían estar más basado en
las diferencias de presiones sobre su superficie y el campo de vorticidades.



(a)

(b)

FIGURA 6.23: Medusa en etapa de contracción. Subfigura a) campo
de vorticidad. Re = 10 y fr ≥ 1 (Gemmell et. al 2021); b) campo de

vorticidad. Re = 10 y fr = 0.41 (SEM),



(a)

(b)

FIGURA 6.24: Medusa en etapa de expansion. Subfigura a) campo
de vorticidad. Re = 10 y fr ≥ 1 (Gemmell et. al 2021); b) campo de

vorticidad. Re = 10 y fr = 0.41 (SEM),
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CAPÍTULO 7

CONCLUSIONES

Resumen de capítulo

En éste capítulo, se concluye en base a los resultados obtenidos en cada caso de es-
tudio y al análisis de los mismos, mencionado entre otras cosas, los patrones de flujo que
se presentaron en cada caso con las diferentes frecuencias de deformación y variaciones
del número de Reynolds. Además se presentan algunos porcentajes de cambio y compa-
raciones entre casos.

De acuerdo al análisis de resultados anterior, se puede concluir que tanto los
esfuerzos cortantes como las presiones a lo largo del Cuerpo deformable (cilin-
dro), así como el Campo de Vorticidad se ven influenciados por la frecuencia
de oscilación. Conforme más incrementa la frecuencia de oscilación desde 0.1,
pasando por 0.5 y hasta 1.0 los Coeficientes de arrastre promedio en el tiempo,
tienden a oscilar cada vez más en la región negativa, a excepción de los casos
con Re = 1E(−4), ya que los valores de los coeficientes de arrastre máximos sí
mantienen la tendencia de aumentar conforme se aumenta la frecuencia de os-
cilación, es decir los valores positivos se hacen más positivos con el aumento de
la frecuencia, sin embargo en el caso de los valores negativos del coeficiente de
arrastre, si cambian con el aumento de la frecuencia pero nunca alcanzan valores
negativos.

Por otro lado, la distribución de Vorticidad tiende a cambiar también confor-
me el periodo de oscilación disminuye y el número de Reynolds se mantiene fijo,
pues los vórtices comienzan a desprenderse cada vez con mayor frecuencia del
cuerpo y ser arrastrados por la corriente libre, esto para los casos con número de
Reynolds igual a 100 y 10.



En el caso con Re = 1E(−4), la vorticidad presenta un comportamiento es-
pecial, ya en los tres casos con frecuencia de oscilación desde 0.1, pasando por
0.5 y hasta 1.0 hay dos pares de vórtices principales, que van cambiando de po-
sición en función de la deformación del cuerpo: el primer par se conforma por
un vórtice en sentido positivo y otro en sentido negativo, ambos de mayor tama-
ño respecto a los que conforman el segundo par de vórtices, que son, también
uno negativo y otro positivo. La relación de tamaño del primer par de vórtices
respecto al segundo par se va modificando, pues el primer par de vórtices (en
los tres casos a diferentes frecuencias 0.1, 0.5 y 1.0) siempre es de mayor tamaño,
sin embargo, cada que aumenta la frecuencia de oscilación también va aumen-
tando el tamaño del segundo par de vórtices progresivamente, aumentando en
magnitud pero conservando el sentido (horario o antihorario).

Ahora, analizando los valores máximos y mínimos (promediados en el tiem-
po) de los coeficientes de arrastre, podemos observar que para los casos a fre-
cuencia máxima, de 1.0 a los diferentes números de Reynolds, se presentan los
siguientes porcentajes de cambio: el Coeficiente de agarraste máximo entre el
caso con Re = 100 (Cd = 22.84) y Re = 10 (Cd = 23.0), presenta un aumen-
to del 0.7( %), mientras que el Coeficiente de agarraste mínimo entre el caso
con Re = 100 (Cd = −14.06) y Re = 10 (Cd = −8.825), presenta un aumen-
to del 37.23 ( %), ahora el Coeficiente de agarraste máximo entre el caso con
Re = 10 (Cd = 23.00) y Re = 1E(−4) (Cd = 1.217E5), presenta un aumento del
5.29E5( %), mientras que el Coeficiente de agarraste mínimo entre el caso con
Re = 10 (Cd = −8.825) y Re = 1E(−4) (Cd = 1.02E5), presenta un aumento del
1.156E6 ( %).

Para el caso de la Medusa oblata simulada mediante el Filamento oscilante,
se puede concluir gracias al análisis de del Campo de Vorticidad y de Presio-
nes, que cuando la Medusa está en etapa de contracción, existen diferencias de
presiones y estas a su vez podrían ser inducidas por el desprendimiento de vór-
tices sobre la superficie de la medusa. Además, según el análisis de las fuerzas
hidrodinámicas sobre el filamento, se sugiere que estas diferencias de presiones
podrían ser la razón principal que provoca que el fluido circundante al filamen-
to sea el que lo arrastre o succione por momentos, permitiendo así la Propulsión
de la Medusa.
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CAPÍTULO 8

TRABAJO A FUTURO

Resumen de capítulo

Aquí se hace un pequeño análisis y en base a este, se sugiere para cada caso, posibles
líneas de investigación que se pueden trabajar en un futuro y algunos detalles a conside-
rar en estás.

Para trabajos futuros sería conveniente optimizar el presente modelo pro-
puesto del cuerpo deformable o bien, analizar un micro-nadador existente de tal
forma que se puedan determinar de manera cualitativa y cuantitativa las estra-
tegias de propulsión de ese nuevo organismo en estudio y aplicarlas en orden de
mejorar el presente caso. Pues en este estudio se analizó que los esfuerzos sobre
el cuerpo deformable también se modifican dependiendo el sentido de esta ace-
leración respecto a la dirección de flujo, siendo está relación de la distribución de
Vorticidad, la frecuencia de oscilación y los esfuerzos cortantes y presiones sobre
la superficie la razón ínfima por la que el cuerpo pudiera o no tener propulsión.

Por lo anterior, modificando las ecuaciones dinámicas cuidadosamente se
podría mejorar notablemente el modelo.

Mientras que para el caso del filamento oscilante, sería conveniente mode-
lar la medusa de manera tridimensional y así, obtener resultados mucho más
cercanos a la realidad, además de agregar las protuberancias características de
varias especies de medusas en la naturaleza, contribuyendo a un modelo aún
más realista y preciso; dichas protuberancias en la literatura especializada son
conocidas como ’flips’ y ayudan a la medusa a potenciar la formación de vórti-
ces mientras oscila en un fluido, incrementando también su capacidad de tener



propulsión.

Por otro lado, con los flujos base generados a partir del conjunto de simu-
laciones numéricas del flujo a través de los cuerpos oscilantes en un fluido in-
compresible, se podría realizar un Análisis de Inestabilidad lineal en un futuro,
donde se estudien a fondo los modos de estas geometrías deformables en el
tiempo a diferentes números de Reynolds y variando tanto la frecuencia de os-
cilación como la amplitud de la misma, llegando incluso a considerar el efecto
de la parte térmica en flujos a bajo régimen de Reynolds.
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APÉNDICE A

Adimensionalización de las ecuaciones de gobierno

A.1. Cuerpo deformable

En orden de adimensionalizar las ecuaciones de gobierno que se resolvieron
para el caso del Cuerpo deformable, se proponen los siguientes paramétros y
variables adimensionales; de manera similar a como lo plantea Montiel (2022):

x∗1 =
x1

Dc
; x∗2 =

x2

Dc
; u∗

1 =
u1

u∞
; u∗

2 =
u2

u∞
; t∗ =

t · u∞

Dc
. (A.1)

Donde: x1 y x2 son las posiciones a lo largo de las direcciones principales î1
e î2 respectivamente, Dc es el diámetro del cilindro circular base (unitario), u1 y
u2 son las componentes del vector velocidad del fluido orientadas en las direc-
ciones principales î1 e î2, u∞ es la velocidad de corriente libre y t es el tiempo.
Además, para este caso se considera la definición convencional del número de
Reynolds (Re = u∞Dc/ν), donde ν es la viscosidad cinemática del fluido.

A.1.1. Ecuación de Continuidad

Ecuación dimensional de Continuidad para un fluido incompresible:

∇⃗ · u⃗ = 0 (A.2)

Calculando la divergencia del vector u⃗ en la ecuación (A.2), resulta:

∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2
= 0 (A.3)

Sustituyendo en la ecuación (A.4) las variables adimensionales:



∂(u∗
1u∞)

∂(x∗1 Dc)
+

∂(u∗
2u∞)

∂(x∗2 Dc)
= 0 (A.4)

Extrayendo y factorizando los valores constantes de las derivadas parciales
en la ecuación anterior:

u∞

Dc
(

∂u∗
1

∂x∗1
+

∂u∗
2

∂x∗2
) = 0 (A.5)

Multiplicando toda la ecuación anterior por (
Dc

u∞
) :

∂u∗
1

∂x∗1
+

∂u∗
2

∂x∗2
= 0 (A.6)

Definiendo el operador Nabla adimensional como:

∇⃗∗ =
∂

∂x1
∗ î1 +

∂

∂x2∗
î2 (A.7)

Finalmente, resulta la ecuación adimensional de Continuidad para un fluido
incompresible:

∇⃗∗ · u⃗∗ = 0 (A.8)

A.1.2. Ecuación de Cantidad Movimiento

Ecuación dimensional de Cantidad de movimiento para un fluido incompre-
sible (despreciando las fuerzas de cuerpo, gravedad):

ρ
Du⃗
Dt

= −∇⃗p + µ∇2u⃗ (A.9)

Partiendo de la ecuación dimensional de Cantidad de movimiento para un
fluido incompresible (A.9), podemos descomponer y desarrollar dicha ecuación
en cada una de las direcciones principales, resultando para la dirección principal
î1 :

∂u1

∂t
+ u1

∂u1

∂x1
+ u2

∂u1

∂x2
= −1

ρ
(

∂p
∂x1

) + ν(
∂2u1

∂x1
2 +

∂2u1

∂x22 ) (A.10)

y para la segunda dirección principal î2:

∂u2

∂t
+ u1

∂u2

∂x1
+ u2

∂u2

∂x2
= −1

ρ
(

∂p
∂x2

) + ν(
∂2u2

∂x1
2 +

∂2u2

∂x22 ) (A.11)



Primera dirección principal î1

Primero se trabajara con la expresión correspondiente a la primera dirección.
Sustituyendo en la ecuación (A.10) las variables adimensionales:

∂(u∗
1u∞)

∂( t∗Dc
u∞

)
+ (u∗

1u∞)
∂(u∗

1u∞)

∂(x∗1 Dc)
+ (u∗

2u∞)
∂(u∗

1u∞)

∂(x∗2 Dc)
=

− 1
ρ

[
∂p

∂(x∗1 Dc)

]
+ ν

[
∂2(u∗

1u∞)

∂(x∗1 Dc)2 +
∂2(u∗

1u∞)

∂(x∗2 Dc)2

]
(A.12)

Extrayendo y factorizando los valores constantes de las derivadas parciales
en la ecuación anterior:

u∞
2

Dc
(

∂u∗
1

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

1
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
1

∂x∗2
) = − 1

ρDc
(

∂p
∂x∗1

) +
νu∞

Dc
2 (

∂2u∗
1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (A.13)

Multiplicando toda la ecuación anterior por (
Dc

u∞2 ):

∂u∗
1

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

1
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
1

∂x∗2
= − 1

ρu∞2 (
∂p
∂x∗1

) +
ν

u∞Dc
(

∂2u∗
1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (A.14)

Ahora, si se lleva acabo el análisis de unidades del factor (1/ρu∞
2) que apare-

ce en el miembro derecho de la ecuación anterior, resultan las unidades (m2/N),
que son el inverso de las unidades de la Presión p. Por lo tanto, si se incluye en
la derivada parcial dicho factor, se puede notar que este en realidad se trata de
una variable adimensional. Quedando definida la presión adimensional como:

p∗ =
p

ρu∞2 (A.15)

De manera que:

∂

∂x∗1
(

p
ρu∞2 ) =

∂p∗

∂x∗1
(A.16)

Por otro lado, si se analiza el factor (ν/u∞Dc) que también aparece en el
miembro derecho de la ecuación (A.14), fácilmente se puede notar que se tra-
ta del inverso del Número de Reynolds, pues Re = u∞Dc/ν, por lo tanto:

ν

u∞Dc
=

1
Re

(A.17)



Finalmente, reescribiendo la ecuación (A.14) considerando la presión adi-
mensional y el termino inverso del número de Reynolds, resulta la ecuación
adimensional de Cantidad de movimiento para un fluido incompresible en la
primera dirección principal î1:

∂u∗
1

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

1
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
1

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗1
+

1
Re

(
∂2u∗

1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (A.18)

Segunda dirección principal î2

El procedimiento para obtener la ecuación adimensional de Cantidad de mo-
vimiento para un fluido incompresible en la segunda dirección principal î1, es
homologo a como se realizó el procedimiento para la primera dirección princi-
pal î1, solo se que esta vez se debe considerar la componente velocidad u2 y la
derivada parcial de la presión respecto x2, es decir: ∂p/∂x2.

Resultando la siguiente expresión:

∂u∗
2

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

2
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
2

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗2
+

1
Re

(
∂2u∗

2

x∗1
2 +

∂2u∗
2

x∗2
2 ) (A.19)

A.2. Filamento oscilante

En orden de adimensionalizar las ecuaciones de gobierno que se resolvieron
para el caso del Filamento oscilante, se proponen los siguientes paramétros y
variables adimensionales (Ávila y Atluri, 2009):

x∗1 =
x1

rr
; x∗2 =

x2

rr
; u∗

1 =
u1

rrω
; u∗

2 =
u2

rrω
; t∗ = ωt ; p∗ =

p
ρrr2ω2 . (A.20)

Donde: x1 y x2 son las posiciones a lo largo de las direcciones principales,
î1 e î2 respectivamente, rr es el radio adimensional de la medusa (filamento),
u1 y u2 son las componentes del vector velocidad del fluido orientadas en las
direcciones principales î1 e î2, ω = 2π/P es la frecuencia del movimiento perió-
dico de propulsión, P es el peridodo de dicho movimiento (oscilación) y t es el
tiempo. Además, debido a que en este caso el fluido esta confinado en una cavi-
dad circular rígida y por lo tanto no existe una velocidad de corriente libre, no
se considera la definición convencional del número de Reynolds, por lo que se
propone una redefinición de este, siendo Re = rr

2ω/ν, donde ν es la viscosidad
cinemática del fluido.



A.2.1. Ecuación de Continuidad

Ecuación dimensional de Continuidad para un fluido incompresible:

∇⃗ · u⃗ = 0 (A.21)

Calculando la divergencia del vector u⃗ en la ecuación (A.21), resulta:

∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2
= 0 (A.22)

Sustituyendo en la ecuación (A.4) las variables adimensionales:

∂(u1
∗rrω)

∂(x1
∗rr)

+
∂(u2

∗rrω)

∂(x2∗rr)
= 0 (A.23)

Extrayendo y factorizando los valores constantes de las derivadas parciales
en la ecuación anterior:

ω(
∂u∗

1
∂x∗1

+
∂u∗

2
∂x∗2

) = 0 (A.24)

Multiplicando toda la ecuación anterior por (
1
ω
) :

∂u∗
1

∂x∗1
+

∂u∗
2

∂x∗2
= 0 (A.25)

Definiendo el operador Nabla adimensional como:

∇⃗∗ =
∂

∂x1
∗ î1 +

∂

∂x2∗
î2 (A.26)

Finalmente, resulta la ecuación adimensional de Continuidad para un fluido
incompresible:

∇⃗∗ · u⃗∗ = 0 (A.27)

A.2.2. Ecuación de Cantidad Movimiento

Ecuación dimensional de Cantidad de movimiento para un fluido incompre-
sible (despreciando las fuerzas de cuerpo, gravedad):

ρ
Du⃗
Dt

= −∇⃗p + µ∇2u⃗ (A.28)

Partiendo de la ecuación dimensional de Cantidad de movimiento para un
fluido incompresible (A.28), podemos descomponer y desarrollar dicha ecua-
ción en cada una de las direcciones principales, resultando para la dirección
principal î1 :



∂u1

∂t
+ u1

∂u1

∂x1
+ u2

∂u1

∂x2
= −1

ρ
(

∂p
∂x1

) + ν(
∂2u1

∂x1
2 +

∂2u1

∂x22 ) (A.29)

y para la segunda dirección principal î2:

∂u2

∂t
+ u1

∂u2

∂x1
+ u2

∂u2

∂x2
= −1

ρ
(

∂p
∂x2

) + ν(
∂2u2

∂x1
2 +

∂2u2

∂x22 ) (A.30)

Primera dirección principal î1

Primero se trabajara con la expresión correspondiente a la primera dirección.
Sustituyendo en la ecuación (A.29) las variables adimensionales:

∂(u1
∗rrω)

∂(
t∗

ω
)

+ (u1
∗rrω)

∂(u1
∗rrω)

∂(x1
∗rr)

+ (u2
∗rrω)

∂(u1
∗rrω)

∂(x2∗rr)
=

− 1
ρ

[
∂p∗ρrr

2ω2

∂(x1
∗rr)

]
+ ν

[
∂2(u1

∗rrω)

∂(x1
∗rr)2 +

∂2(u1
∗rrω)

∂(x2∗rr)2

]
(A.31)

Extrayendo y factorizando los valores constantes de las derivadas parciales
en la ecuación anterior:

rrω2(
∂u∗

1
∂t∗

+ u∗
1

∂u∗
1

∂x∗1
+ u∗

2
∂u∗

1
∂x∗2

) = −rrω2(
∂p∗

∂x∗1
) +

νω

rr
(

∂2u∗
1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (A.32)

Multiplicando toda la ecuación anterior por (
1

rrω2 ):

∂u∗
1

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

1
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
1

∂x∗2
= − ∂p

∂x∗1
+

ν

rr2ω
(

∂2u∗
1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (A.33)

Ahora, si se analiza el factor ν/rr
2ω que aparece en el miembro derecho de

la ecuación (A.33), fácilmente se puede determinar que se trata del inverso del
Número de Reynolds, pues Re = rr

2ω/ν, por lo tanto:

ν

rr2ω
=

1
Re

(A.34)

Finalmente, reescribiendo la ecuación (A.33) considerando el termino reci-
proco del número de Reynolds, resulta la ecuación adimensional de Cantidad
de movimiento para un fluido incompresible en la primera dirección principal
î1:



∂u∗
1

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

1
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
1

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗1
+

1
Re

(
∂2u∗

1

x∗1
2 +

∂2u∗
1

x∗2
2 ) (A.35)

Segunda dirección principal î2

El procedimiento para obtener la ecuación adimensional de Cantidad de mo-
vimiento para un fluido incompresible en la segunda dirección principal î1, es
homologo a como se realizó el procedimiento para la primera dirección princi-
pal î1, solo se que esta vez se debe considerar la componente velocidad u2 y la
derivada parcial de la presión respecto x2, es decir: ∂p/∂x2.

Resultando la siguiente expresión:

∂u∗
2

∂t∗
+ u∗

1
∂u∗

2
∂x∗1

+ u∗
2

∂u∗
2

∂x∗2
= −∂p∗

∂x∗2
+

1
Re

(
∂2u∗

2

x∗1
2 +

∂2u∗
2

x∗2
2 ) (A.36)
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