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PROLOGO

Como parte de las actividades del Departamento de Investigacion de
Operaciones e Ingenieria Industrial, de la Division de Ingenieria Mecéanica
e Industrial de la Facultad de Ingenieria, UNAM, nos hemos propuesto el
desarrollo de unaserie de cuadernillos de divulgacion que sirvan de apoyo
alos diferentes cursos que se imparteny, desde luego, como material de
referencia o de lectura para quienes asi lo requieran.

En dichos cuadernillos se busca mantener un alto nivel, de manera que
contribuyan a una solida formacion tedrica del alumno, pero al mismo
tiempo se tiene como objetivo desarrollar los temas con sencillez para
un buen entendimiento de los temas y finalmente acercar al lector a las
aplicaciones de tales conocimientos, como es en sintesis el objetivo cen-
tral del posgrado de ingenieria.
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Estos cuadernillos tienen como objetivo aportar conocimientos basicos a
los alumnos de las maestrias en Sistemas, asicomo alos alumnos de licen-
ciatura interesados en el tema del Analisis de algoritmos y optimizacion.

Fue tarea agradable la redaccion de este material y la autora espera que
los estudiantes de ingenieria lo encuentren grato e informativo, cuando
traten de aprender coémo aplicar analisis de algoritmos en sus campos de
interés.

Agradezco ala Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad, y a su jefala Lic.
Patricia Eugenia Garcia Naranjo, y en especial a la Maestra Maria Cuairan
Ruidiaz por la revision de este material, a la LDG Nismet Diaz Ferro por la
dedicacion y disposicion para el diseno de la portada, al Ing. Juan Pablo
Cisneros Castaneda y al Act. Alejandro Felipe Zarate Pérez por su cola-
boracidn en las graficas, figurasy en la revision teorica de los conceptos
desarrollados. Y finalmente al proyecto PE107421: Una vision holistica de
laingenieriay las matematicas: Retos actuales en la ensenanza.
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INTRODUCCION

En ciencias de la computacion, el diseno de algoritmos es un método
especifico para poder crear un modelo matematico ajustado a un pro-
blema concreto para resolverlo. El diseno de algoritmos es un area cen-
tral de las ciencias de la computacion, también es muy importante para
laInvestigacion de Operaciones, eningenieria del softwarey en otras dis-
ciplinas afines.

La Investigacion de Operaciones es una disciplina que se ocupa de la
aplicacion de métodos analiticos avanzados para ayudar a tomar mejores
decisiones. A menudo se considera que es un subcampo de las matema-
ticas aplicadas, ya que se hace uso de modelos matematicos y de algo-
ritmos para resolver problemas complejos. En este sentido, el presente
documento expone de manera concisa la teoria y ejemplos del disenoy
analisis de algoritmos para la seleccion de métodos mas eficientes en la
solucién de problemas.
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Aunque enla Investigacion de Operaciones se resuelven problemas esto-
casticos que involucran modelos de simulacion, aqui nos enfocaremos al
area de la optimizacion, si bien la estructura para resolver problemas de
optimizacion y simulacion es muy similar y de hecho se complementan,
no es objetivo de este documento el analisis de algoritmos para resolver
modelos de simulacion.

La optimizacion se ocupa de determinar los valores extremos de algun
objetivo del mundo real: los méximos (de ganancia, rendimiento o ren-
tabilidad) o minimos (de pérdida, riesgo o costo), asimismo considera el
manejo de estructuras de datos que actualmente son muy grandesy para
lo que se requiere el uso eficiente de algoritmos de busqueda, patrones
(mineria de datos)y analisis (big data) de los datos.

La optimizacién como la Investigacion de Operaciones se origind en los
esfuerzos militares de la Sequnda Guerra Mundial para la administracion
eficiente de recursos. Posteriormente, y con paises deprimidos econdmi-
camente porla guerra se hizo necesario que sus técnicas se desarrollaran
ala par de la computacién para tratar problemas en distintas industrias.

Aun con el acelerado desarrollo de los algoritmos y de las computadoras
veremos en este escrito que hay problemas para los cuales no es senci-
llo encontrar buenas soluciones y que para arribar a ellas se requiere de
conocimientos en algoritmosy creatividad.

La complejidad computacional de los algoritmos es un tema sumamente
interesante y a veces choca con nuestra manera de «ver el mundo», por
lo cual se discute ampliamente, sobre todo lo relativo a la pregunta P vs.
NP. En los casos en donde ha sido posible se recomiendan videos que
ayuden ala comprension de los temas.
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GLOSARIO

Algoritmo. Para que una computadora lleve a cabo una tarea es preciso
decirle qué operaciones debe realizar, es decir, debemos describir como
debe realizar la tarea. Dicha descripcion se llama algoritmo.

Procesador es el agente que interpretay realiza las instrucciones de un
algoritmo.

Tiempo de ejecucion es numero de operaciones elementales realizadas
por un algoritmo.

Un problema es un conjunto de instancias al cual corresponde un con-
junto de soluciones a través de una relacion que asocia para cada ins-
tancia del problema un subconjunto de soluciones (posiblemente vacio).

Una instancia de un problema se obtiene cuando se especifican valores
particulares para todos los parametros del problema.
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Un constituye una pregunta para ser respon-
dida, que tiene generalmente varios parametros, o variables libres, cuyos
valores no se han especificado.

Sifygsondos funciones de Nen R, sedicequeaf

(o simplemente que g domina a f) si existen enteros k>=0y m=>0
tales que se verifica la desiqualdad: |f(n)| <k|g(n)| para todo entero
n=m.

un tiene como objetivo encontrar una solu-
cion que sea 6ptima entre todas las soluciones factibles que se tengan.
Estas soluciones factibles se pueden considerar como decisiones facti-
bles, y estan sujetas a una serie de restricciones que deben cumplir.

Un es un tipo especial de problema computacional
cuya respuesta es solamente "si" 0 "no" (o, de manera mas formal, "1" 0 "0").

Son aquellos problemas para los cuales no se
puede escribirun algoritmo. Un problema indecidible es aquel que debe-
ria dar una respuesta de "si" 0 "no", pero para el cual todavia no existe un
algoritmo que dé la respuesta correcta para todas las entradas posibles.

El primero se refiere a encontrar
soluciones a instancias dadas, mientras que el segundo se refiere a

determinar sila instancia dada tiene una propiedad predeterminada.

El modelo de las maquinas de Turing ofrece una for-
mulacion relativamente simple de la nocion de algoritmo.

El problema de la parada es indecidible.
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(problemas que se demuestran son dificiles). Son
aquellos problemas para los cuales no se pueden desarrollar algoritmos
polinomiales. En otras palabras, solo se pueden resolver con algoritmos
exponenciales.

Una maquina universal calcula la funcion parcial
uque se define en pares(<M>, x)tal que M se detiene enla entrada x, en
cuyo caso se cumple que u(<M>, x)= M(x).

La eficiencia esta asociada con los calculos de
tiempo polinomial, mientras que los céalculos que requieren mas tiempo
se consideran ineficientes o intratables(o inviables, no factibles).

La clase de problemas de decisidn que se resuelven eficien-
temente.

La clase de problemas de decisién que tienen sistemas de
prueba eficientemente verificables.

PC<c PFsiysolosiP=NP.

Se cree ampliamente que P es diferente de NP.
Esta creencia esta respaldada por consideraciones tanto filosoficas
Como empiricas.

La Tradicionalmente, NP se define como la
clase de conjuntos que pueden decidirse mediante un dispositivo ficti-
cio llamado méaquina de tiempo polinomial no determinista (que explica
el origen de la notacién NP).
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Un problema IT es Cook-reducible a un problema IT" si
IT se puede resolver de manera eficiente cuando se le da acceso a cual-
quier procedimiento (u ordculo) que resuelva el problema IT'.

Un problema de decision S es Karp-reducible a un pro-
blema de decision S’ si existe una funcion computable en tiempo polino-
mial f tal que, para cada x, se cumple que xe Ssiy solo si f(x)eS'.

Afirma que los problemas computaciona-
les se pueden calcular de manera factible en algun dispositivo compu-
tacional solo si se pueden calcular en tiempo polinomico; es decir, si se

encuentran en la clase de complejidad

(también conocido como ). La
satisfactibilidad del circuito (CSAT) y la satisfactibilidad de la férmula
(SAT)son completos.
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Ver un mundo en un grano de arena

Y un cielo en una flor silvestre
Prender el infinito en la palma de tu mano
Y |la eternidad en solo una hora”

William Blake




1 Introduccion

Hace unos anos, antes de lallegada de los videojuegosy las computadoras
domeésticas, los juegos de computadora eran un regalo relativamente raro
que se encontrabaenalgun museo de los ninos. Uno de los mas difundidos
fue un simple «Adivina el numero» que se jugaba de la siguiente manera:

—iHola! iBienvenido a Adivina el numero! Estoy pensando en un numero en
elrango de 1a 100. Intenta adivinarlo.

—;Cudl es tu conjetura? 20

—Eso es demasiado pequeno, inténtalo de nuevo

—;Cudl es tu conjetura? 83

—Eso es demasiado grande, inténtalo de nuevo.

El juego continuaba de esta manera, aceptando nuevas conjeturas del
jugador, hasta que se descubria el numero secreto.

—;Cudl es tu conjetura? 37
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—iFelicidades! iLo conseguiste en 12 intentos!

Para los ninos que estaban felices de pasar un poco mas de tiempo con
uno de estos juegos, doce conjeturas no parecian excesiva s. Eventual-
mente, sin embargo, incluso jugadores relativamente jovenes descubri-
rian que podian hacerlo un poco mejor que esto mediante la explotacion
de una estrategia mas sistematica.

Para desarrollar tal estrategia, laidea central es que cada conjetura debe
reducir el rango de busqueda lo mas rapido posible. Esto se logra eli-
giendo el valor mas cercano a la mitad del rango disponible. El problema
original se puede expresar como:

—Adivina un numero en el rango de 1a 100.

Siadivinamos 50 y descubrimos que es muy grande entonces se reduce
el problema a:

—Adivina un numero en el rango de Ta 49.

Esto tiene el efecto de reducir el problema original a un subproblema
idéntico en el que el nUmero se limita a un rango mas restringido. Even-
tualmente, debemos adivinar el nUmero correcto, ya que el rango se hara
mas y mas pequeno hasta que solo queda una unica posibilidad.

Enellenguaje de lainformatica, este algoritmo se llama busqueda binaria
y esun ejemplo de la estrategia recursiva «divide y venceras». Para este
problema, la busqueda binaria parece funcionar razonablemente bien.




Por otro lado, ciertamente no es el unico enfoque posible. Por ejemplo,
cuando se le pide que encuentre un numero en el rango de 1a 100, cier-
tamente podriamos simplemente formular una serie de preguntas de la
forma:

—cEsell? ;el2?, el 37...

Estamos obligados a darle con el tiempo, después de no méas de 100 con-
jeturas. Este algoritmo se llama busqueda lineal y se usa con bastante fre-
cuencia en informatica para encontrar un valor en una lista desordenada.

Intuitivamente, tenemos la sensacion de que el mecanismo de busqueda
binaria es un mejor acercamiento al juego «Adivina el nUmero», pero no
estamos sequros de cuan mejor puede ser. Para tener algun estandar de
comparacion, debemos encontrar una manera de medir la eficiencia de
cada algoritmo. En informatica, esto se logra mas a menudo mediante el
calculo de la complejidad computacional del algoritmo, que expresa el
numero de operaciones necesarias pararesolver un problemaen funcion

del tamafio de ese problema.!

Para que una computadora lleve a cabo una tarea es preciso decirle qué
operaciones debe realizar, es decir, debemos describir como debe reali-
zar la tarea. Dicha descripcion se llama algoritmo.

Unalgoritmo describe el método mediante el cual se realiza una tarea. Un

algoritmo consiste en una secuencia de instrucciones, las cuales, reali-
zadas adecuadamente, dan lugar al resultado deseado.

Tomado de Thinking recursively. Eric Roberts, 1986.




La nocion de algoritmo no es exclusiva de la computacion o de las mate-
maticas. Existen algoritmos que describen toda clase de procesos de la
vida real, por ejemplo, las recetas de cocina, las partituras, etc.

En todos los casos anteriores el ejecutor o procesador de las instruccio-
nes que realiza la tarea correspondiente es el hombre. Sin embargo, el
agente que interpretay realiza las instrucciones de un algoritmo se llama
procesador.

Un procesador puede ser una persona, una computadora, o cualquier
otro sistema electrénico o mecanico. Un procesador realiza un proceso
siguiendo, o ejecutando, el algoritmo correspondiente. La ejecucion de
un algoritmo requiere la ejecucion de cada uno de los pasos o instruccio-
nes que lo constituyen. De aqui se desprende que una computadorano es
mas que un tipo particular de procesador.

Como se ha dicho ya, para que un procesador lleve a cabo un proceso
debe estar previamente provisto de un algoritmo adecuado. Por ejemplo,
el cocinero debe conocer lareceta, el pianista, la partitura, etc.

Si el procesador de un algoritmo es una computadora, el algoritmo se
debe expresar en forma de programa. Un programa se escribe en un len-
guaje de programacidn, y la actividad que consiste en expresar un algo-
ritmo en un lenguaje de programacion se llama programar.

Cada paso del algoritmo se expresa mediante una instruccion o senten-
ciaen el programa. Por tanto, un programa consiste en una secuencia de
instrucciones, cada una de las cuales especifica ciertas operaciones a
realizar por la computadora.




Podria por tanto afirmarse que son mas importantes los algoritmos que
los lenguajes de programacion e incluso las mismas computadoras, con-
siderando que un lenguaje de programacion es simplemente un medio
conveniente para expresar un algoritmo y una computadora es simple-
mente un procesador para ejecutarlo; es decir, tanto los lenguajes de
programacion como las computadoras son medios para lograr un fin:
ejecutar un algoritmo.

Con esto no se pretende restar importancia a las computadoras y a los
lenguajes de programacion. Los avances en la tecnologia informatica
permiten dia a dia ejecutar algoritmos mas rapidamente y con mas preci-
siony a mejor precio.

Un aspecto importante es el disefio de algoritmos. ;Cémo disenar bue-
nos algoritmos? El diseno de buenos algoritmos requiere creatividad e
ingenio y no existen, en general, reglas para disenar algoritmos. En otras
palabras, no existe un algoritmo para disenar algoritmos.

Si existen varios algoritmos para resolver un problema, ;cual de ellos es
el «<mejor», en el sentido de que necesita menos recursos informaticos?
¢;Cuales son los minimos recursos informaticos necesarios para llevar a
cabo una tarea determinada? (Es decir, ;qué recursos utilizara el mejor
algoritmo posible para realizar dicha tarea?). ;Se puede averiguar cual
es el mejor algoritmo? ;Existen problemas para los cuales el mejor algo-
ritmo posible requerira tantos recursos que hara inviable su ejecucion
incluso con la computadora mas grande y rapida existente?

Todas estas cuestiones se engloban para su estudio bajo el titulo:
Complejidad de algoritmos.




2. Complejidad de algoritmos:
tlempo y espacio

Como sabemaos, un programa es una representacion de un algoritmo en
un lenguaje de programacion que puede interpretar y ejecutar una com-
putadora.

La manera de representar un algoritmo en forma de programa no es en
general Unica. Asimismo, pararesolver un problema para el cual existe un
algoritmo, no es unico el algoritmo que lo resuelve. Cabe por tanto pre-
guntarse cual es el mejor algoritmo de entre dos algoritmos dados que
resuelven el mismo problema.

Una posible alternativa para contestar dicha cuestion consiste en repre-
sentar los dos algoritmos mediante un lenguaje de programacion, a con-
tinuacion, ejecutarlos en una computadora y medir el tiempo requerido
por cada uno de ellos para obtener la solucién de un mismo problema
particular.

INDICE




El tiempo de ejecucion requerido por un algoritmo para resolver un pro-
blema es uno de los parametros importantes en la practica para medir la
bondad de un algoritmo pues, entre otros factores, el tiempo de ejecu-
cion equivale atiempo de utilizacion de la computadoray, en consecuen-
cia, costo economico.

Es mas, si el tiempo de ejecucion es demasiado grande, puede suceder
que el algoritmo sea en la practica inutil, pues el tiempo necesario para
Su ejecucion puede sobrepasar el tiempo disponible de la computadora.

Resulta evidente que el tiempo real requerido por una computadora para
ejecutar un algoritmo es directamente proporcional al numero de opera-
ciones basicas elementales que la misma debe realizar en su ejecucion,
medir por tanto el tiempo real de ejecucion equivale a medir el numero
de operaciones elementales realizadas. (Nosotros supondremos desde
ahora gue todas las operaciones basicas se ejecutan en una unidad de
tiempo. Para una mayor precision habria que distinguir los tiempos de
ejecucion de cada una de las distintas operaciones elementales). Por
esta razon se suele llamar tiempo de ejecucion no al tiempo real fisico,
sino al numero de operaciones elementales realizadas.

Para entender una clasificacion de algoritmos recuerde que en la pri-
mera seccion de este escrito se mencionaron métodos de busqueda, y el
diseno de algoritmos.




1. Métodos o algoritmos de busqueda

Cuando se manipulan conjuntos de datos, la busqueda de valores se con-
vierte en una operacion de vital importancia, cuya resolucion, en oca-
siones, no es trivial. Los metodos de busqueda tienen como objetivo la
localizacion de un elemento con ciertas propiedades dentro de la estruc-
tura de datos, por ejemplo, ubicar el registro correspondiente a cierta
persona en una base de datos, o el mejor movimiento en una partida de
ajedrez.

Los ya mencionados son busqueda secuencial y busqueda binaria

a. Busqueda secuencial: Consiste en ir comparando el elemento que se
busca con cada elemento del arreglo hasta que se encuentra.

b. Unabusquedamas eficiente puede hacerse sobre un arreglo ordenado.
Una de estas es la busqueda binaria. La busqueda binaria compara si el
valor buscado estéa en la mitad superior o inferior. En la que esté, subdi-
vido nuevamente, y asi sucesivamente hasta encontrar el valor.

Labusqueda binaria es mejor opcién conrespecto alabusqueda secuen-
cial cuando el conjunto de datos de entrada n crece. Para valores peque-
nos de n la busqueda secuencial es atractiva dada la sencillez de su
implementacion.

2. Métodos de ordenamiento

Los algoritmos de ordenamiento nos permiten, como su nombre lo dice,

ordenar informacion de una manera especial basandonos en un criterio
de ordenamiento.




Enlacomputacion el ordenamiento de datos cumple un rol muy importante, 1
ya sea como un fin en si 0 como parte de otros procedimientos mas com-
plejos. Se han desarrollado muchas técnicas en este ambito, cada una con
caracteristicas especificas, y con ventajas y desventajas sobre las demas.

a. El ordenamiento por insercidon es muy natural para un ser humano, y
puede usarse facilmente para ordenar un mazo de cartas numeradas
en forma arbitraria. La idea de este algoritmo de ordenamiento con-
siste en ir insertando un elemento de la lista o un arreglo en la parte
ordenada de ella misma, asumiendo que el primer elemento es la parte
ordenada, el algoritmo irda comparando un elemento de la parte desor-
denada de la lista con los elementos de la parte ordenada, insertando
el elemento en la posicion correcta dentro de la parte ordenada, y asi
sucesivamente hasta obtener la lista ordenada.

En la pagina consultada y que esta al pie de pagina se puede ver una
representacion animada de este método.?

b. El ordenamiento por burbuja funciona revisando cada elemento de
la lista que va a ser ordenada con el siguiente, intercambiandolos de
posicion si estan en el orden equivocado. Es necesario revisar varias
veces toda la lista hasta que no se necesiten mas intercambios, lo cual
significa que la lista esta ordenada. Y su representacion animada.?

c. Elordenamiento de burbuja bidireccional (también llamado «método de
lasacudida» o coctail sort o shaker sort)es unalgoritmo de ordenamiento
gue surge como una mejora del algoritmo ordenamiento de burbuja.

http://lwh.free.fr/pages/algo/tri/tri_insertion_es.html
http://lwh.free.fr/pages/algo/tri/tri_bulle_es.html
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Ya vimos coémo funciona el algoritmo de ordenacion por burbuja, 1
entonces se observa que los numeros grandes se estan moviendo
rapidamente hasta al final de la lista (estas son las «liebres»), pero
que los numeros pequenos (las «tortugas») se mueven solo muy len-
tamente al inicio de la lista.

Una solucion es ordenar con el método de burbujay cuando llegamos
al final de la primera iteracion, no volver a realizar el calculo desde el
principio, sino que empezaremos desde el final hasta al inicio. De esta
manera siempre se consigue gue tanto los nUmeros pequenos como
los numeros grandes se desplacen a los extremos de la lista lo mas
rapido posible. Para ver animacion de este método.*

. Ordenacion «gnome». El algoritmo de ordenacion conocido como
gnome_sort fue inventada por Hamid Sarbazi-Azad (profesor de la uni-
versidad de Sharif, una de las mayores universidades de Iran), quien
lo desarrollé en el ano 2000 y al que llamd stupid sort (ordenamiento
estupido).

Cuando Bick Grune lo reinventd y documento, no hallé evidencias de
que existieray en palabras suyas, dijo de él: «the simplest sort algori-
thm» (es el algoritmo mas simple)y quizas tenga razon, pues lo descri-
bid en solo cuatro lineas de codigo. Dick Grune se baso en los gnomos
dejardin holandés, en como se colocan en los maceterosy de ahitam-
bien el nombre que le dio.

http://lwh.free.fr/pages/algo/tri/tri_shaker_es.html
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El algoritmo es similar a la ordenacion por insercion, excepto que, en 1
lugar de insertar directamente el elemento en su lugar apropiado, el
algoritmo realiza una serie de permutaciones, como en el ordena-
miento de burbuja. Para ver animacién.®

e. Mezcla de arreglos consiste en generar un arreglo ordenado a partir
de otros ordenados con anterioridad. En lugar de concatenar los dos
subarreglos en otro mayor y ordenar el conjunto, se aprovecha que ya
existe un orden parcial en las entradas.

El mecanismo de mezcla consiste en comparar sendos elementos de
cada uno de los arreglos de entrada y se coloca el mas pequeno en el
arreglo destino, tomando el elemento siguiente del arreglo correspon-
diente, hasta agotar todos los elementos de uno de ellos. Por ultimo,
se copiaran los elementos no procesados del otro arreglo.

Nota: Para mas videos acceder a:

3. Técnicas para el disefio de algoritmos®

Aunque enlasolucion de problemas sencillos parezca evidente la codifica-
cion en un lenguaje de programacion concreto, es aconsejable realizar el
diseno del algoritmo, a partir del cual se codifique el programa. Las solu-
ciones a problemas mas complejos pueden requerir muchos mas pasos.

http://lwh.free.fr/pages/algo/tri/tri_gnome_es.html
https://programas.cuaed.unam.mx/repositorio/moodle/pluginfile.php/1196/mod_
resource/content/1/contenido/index.html
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Las estrategias sequidas usualmente a la hora de encontrar algoritmos 1
para problemas complejos son:

a. Particion o divide y venceras: consiste en dividir un problema grande
en unidades mas pequenas que puedan ser resueltas individualmente.
Las rutinas en las cuales el texto contiene al menos dos llamadas
recursivas se denominan algoritmos de divide y venceras; no asf aque-
llas cuyo texto solo comprende una.

La idea de la técnica divide y venceras es dividir un problema en sub-
problemas del mismo tipo y, aproximadamente, del mismo tamano;
resolver los subproblemas recursivamente y combinar la solucion de
los subproblemas para dar una solucion al problema original.

Larecursion finaliza cuando el problema es pequenoy la solucion facil
de construir directamente.

Ejemplo: Podemos dividir el problema de limpiar una casa en labores
mas simples correspondientes a limpiar cada habitacion.

b. Algoritmos voraces o glotones. Suelen utilizarse en la solucion de pro-
blemas de optimizaciony se distinguen porque son: sencillos en cuanto
asudisenoy codificacion. Miopes, toman decisiones con lainformacion
disponible de forma inmediata, sin tener en cuenta sus efectos futuros
y eficientes, ya que dan una solucion rapida al problema (aungue esta
no sea siempre la mejor).

Tienen las siguientes propiedades:
» Tratan de resolver problemas de forma 6ptima.
» Disponen de un conjunto o lista de candidatos.
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A medida que avanza el algoritmo se acumulan dos conjuntos:
» Candidatos consideradosy seleccionados.
» Candidatos considerados y rechazados.

Los algoritmos voraces suelen ser bastante simples. Se emplean sobre
todo para resolver problemas de optimizacion; por ejemplo, encontrar
la secuencia ¢ptima para procesar un conjunto de tareas por una com-
putadora; hallar el camino minimo de un grafo, etcétera. Porlo regular,
intervienen estos elementos:

Un conjunto o lista de candidatos (tareas a procesar,
........................ @ | nodosdeuna red).

Una funcién que determina si un conjunto de candidatos es
una solucion al problema (aunque no tiene que ser la 6ptima).

Una funcién que determina si un conjunto es completable,
es decir, si ahadiendo a este conjunto nuevos candidatos es
posible alcanzar una solucién al problema, suponiendo que
esta exista.

Una funcién de seleccién que escoge al candidato aun no
seleccionado que es mas prometedor.

........................ ‘ Una funcioén objetivo que da el valor/costo de una solucion
|

. (tiempo total del proceso, longitud de una ruta)y es la que

se busca maximizar o minimizar.




c. Programacion dindmica. Inventada por el matematico Richard Bellman 1
en 1953, es un meétodo para reducir el tiempo de ejecucién de un algo-
ritmo mediante la utilizacion de subproblemas superpuestos y subes-
tructuras optimas. Una subestructura 6ptima significa que soluciones
Optimas de subproblemas pueden ser usadas para encontrar las solu-
ciones ¢ptimas del problema en su conjunto.

En general, se pueden resolver problemas con subestructuras opti-
mas siguiendo estos pasos:

1. Dividir el problema en subproblemas mas pequenos.

2. Resolver estos problemas de la mejor manera, usando este pro-
ceso de tres pasos recursivamente.

3. Aplicar estas soluciones ¢ptimas para construir unasolucion 6ptima
al problema original.

Los subproblemas se resuelven, a su vez, dividiéndolos en subproble-
mas mas pequenos, hasta alcanzar el caso facil, donde la solucion al
problema es trivial.

d. Resolucion por analogia. Dado un problema, se trata de recordar algun
problemasimilar que ya esté resuelto. Los dos problemas analogos pue-
den incluso pertenecer a areas de conocimiento totalmente distintas.”

Ejemplo: El calculo de la media de las temperaturas de los estados del

Bajio y la media de las notas de los alumnos en una clase se realiza del
mismo modo.

https://plataforma.josedomingo.org/pledin/cursos/programacion/curso/u03/




. Todas estas estrategias para resolver problemas se usan en Investiga-

cion de Operacionesy mencionaremos algunas mas como las siguientes:

»

»

»

»

»

»

»

»

»

»

Algoritmos probabilisticos: Presentan soluciones aproximadas del
problema.

Algoritmos heuristicos: Son utilizados cuando no existe una solu-
cion por las vias tradicionales.

Algoritmo de escalada: Comienza con una solucion insatisfactoria
(que no cumple con la entrada / salida), y se va a acercar a lo que se
busca.

Algoritmos paralelos: Permiten ladivision de un problemaen subpro-
blemas de forma que se puedan ejecutar simultaneamente en varios
procesadores.

Algoritmos probabilisticos: Algunos de los pasos de este tipo de
algoritmos estan en funcion de valores pseudoaleatorios.
Algoritmos deterministicos: El comportamiento del algoritmo es
lineal: cada paso del algoritmo tiene Unicamente un paso sucesory
otro antecesor.

Algoritmos no deterministicos: El comportamiento del algoritmo
tiene forma de arbol y a cada paso del algoritmo puede bifurcarse
a cualquier numero de pasos inmediatamente posteriores, ademas
todas las ramas se ejecutan simultdneamente.

Metaheuristicas: Encuentran soluciones aproximadas (no 6ptimas)
a problemas basandose en un conocimiento anterior (a veces lla-
mado experiencia) de los mismos.

Programacion dinamica: Intenta resolver problemas disminuyendo
su coste computacional aumentando el coste espacial.
Ramificaciény acotacién: Se basa en la construccién de las solucio-
nes al problema mediante un arbol implicito que se recorre de forma
controlada para encontrar las mejores soluciones.




» Vuelta atras (backtracking): Se construye el espacio de soluciones
del problema en un arbol que se examina completamente, almace-
nando las soluciones menos costosas.

» Algoritmo determinista: Es completamente lineal (cada paso tiene
Un paso sucesory un paso predecesor).

En cuanto al anélisis de los algoritmos, que es lo que se presenta en el
resto de este texto, podemos decir que son independientes tanto del
lenguaje de programacion en que se expresan como de la computadora
que los ejecuta. En cada problema el algoritmo se puede expresar en un
lenguaje diferente de programacion y ejecucion de otra manera, pero el
algoritmo es siempre el mismo.

Otro de los factores importantes, en ocasiones el decisivo, para com-
parar algoritmos es la cantidad de memoria de maquina requerida para
almacenar los datos durante el proceso.

La cantidad de memoria utilizada por un algoritmo durante el proceso se
suele llamar espacio requerido por el algoritmo.

Para entender la diferencia del espacio requerido por dos algoritmos que
resuelven el mismo problema veamos un ejemplo.

Ejemplo 1

Dados n numeros naturales en forma secuencial, es decir, dados de uno

en uno con unintervalo de tiempo entre uno y otro, encuentre cual es el
maximo de todos ellos.




Veamos entonces, dos algoritmos que resuelven el mismo problema:

Almacenar los n numeros utilizando nvariables a,,---,a,
Asignarm=a,, (=2

Sim>a;entonces i=i+1encaso contrariom=a;, i=i+1
Sii>nelmaximoes m; FIN. En caso contrario regresar
al paso 3.

Asignar el primer elemento a la variable m.
Asignar el siguiente elemento a la variable a.
Sia>mentonces m=a.

Mientras queden elementos volver al paso 2.

El maximo es m FIN.

Los dos algoritmos anteriores resuelven el problema del maximo. Sin
embargo, el espacio requerido por el primero de ellos depende del valor
de n. Cuanto mayor sea n mayor es el numero de variables a las que hay
que asignar valores en el paso 1y, en consecuencia, mayor sera la canti-
dad de espacio necesario.

Elalgoritmo 2 por el contrario utiliza solo las variables my a independien-
temente de la cantidad de numeros, pues este segundo algoritmo antes
de recibir un nuevo numero calcula el maximo de los numeros anteriores
manteniéndolo en la variable m.

Esta claro que para que el seqgundo algoritmo pueda ejecutarse, el inter-
valo de tiempo que transcurre entre la entrada de dos numeros debe ser
mayor o0 a lo sumo igual al tiempo requerido para efectuar las operacio-
nes del paso 3.




En adelante nos ocuparemos solamente del tiempo requerido por un
algoritmo para su ejecucion.

Si observamos la formula propuesta para medir el tiempo requerido por
un algoritmo, observamos que, al no ser Unica la manera de represen-
tarlo mediante un programa, y al no ser Unica tampoco la computadora
en donde se ejecuta resulta que dicha medida sera variable dependiendo
fundamentalmente de los siguientes factores:

1. Ellenguaje de programacion elegido.
2. Elprograma que representa el algoritmo.
3. Lacomputadora que lo ejecuta.

En definitiva, al existir gran cantidad de lenguajes, técnicas de progra-
macion y computadoras diferentes, resulta que la forma propuesta de
medir el tiempo, y en consecuencia la bondad de un algoritmo no llega a
ser adecuada.

Por estarazon surge lanecesidad de medir el tiempo requerido mediante
unalgoritmo independientemente de su representaciony del procesador
que lo ejecute.

Por otra parte, si la cantidad de datos del problema por resolver es
pequena, practicamente cualquier algoritmo que lo resuelva lo hara en
un espacio corto de tiempo, siendo, en este caso, practicamente indife-
rente el elegir uno u otro algoritmo para resolverlo.

Cuando aparece la dificultad sobre el tiempo requerido por un algoritmo
es cuando el volumen de datos del problema por resolver aumenta.
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Cuando el volumen de datos es suficientemente grande es cuando un algo-
ritmo puede realmente aventajar a otro para resolver el mismo problema.

Veamos un ejemplo:

D O O Ejemplo 2

Dada una lista {01, a,,~, a,} de nimeros ordenados de menor a mayor,
verifique si hay algun numero repetido.

Los siguientes algoritmos resuelven el problema:

ALGORITMO 3
Pasol i=1j=2
Paso?  Sia;=g;entonces larespuestaes Sl FIN
Pasod Sij<nentoncesi=i+1;j=j+1yvolveral paso 2.
Paso 4 Larespuestaes NO. FIN

ALGORITMO 4

Pasol (=1;j=2

Paso?  Sia;=g;entonceslarespuestaes Sl FIN

Paso 3 Sij<nentoncesj=j+1yvolveral paso?2

Paso 4 Sii<n-lentoncesi=i+1;j=i+1yvolveral paso 2.
Pasob LarespuestaesNO. FIN.

Si contamos solo las comparaciones que se efectlan en el paso 2 de
ambos algoritmos, observamos que el primero compara cada numero de
la lista con el inmediatamente posterior, por lo que efectua n-1compa-
raciones como maximo (el peor caso sera cuando no haya repeticiones o




bien cuando estén repetidos los dos ultimos nimeros solamente); mien-
tras que en el segundo algoritmo puede suceder el caso en que compare
cadanumero con todos los que le siguen, porlo que el numero de compa-
raciones puede llegar a ser:

(0-1)+(0-2)+(0-3)+ - +241=1

n
2
Teniendo en cuenta la tabla siguiente en la que se observan los valores
que toman ny n?/2 - n/2 para distintos valores de n se deduce inmediata-

mente que el algoritmo 3 es claramente mas ventajoso que el 4 especial-
mente cuando el valor n es grande.

Tabla 1. Valores de crecimiento de n

n n-1 n?/2-nl2
2 1 1
10 9 45
100 99 4950
1000 999 499500
100000 99999 49995000
1000000 999999 4999950000

Ejemplo 3 Elmétodo de reduccion de Gauss

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales cuadrados, es decir: con
el mismo numero de ecuaciones que de incognitas, podemos usar este
meétodo.




Sea el sistema:

0y X+ Gy Xo + - + 01X, = by

0y Xy + Ogg Xo + =+ + 0y X, = by
Oy X+ 0y Xo+ -+ 0, X, =D,
Este sistema esta completamente determinado por su matriz de coefi-

cientes A :(%) y el vector columna b con i-ésimo elemento b;. La matriz
aumentada se denota(A|b)y se escribe:

an Uy 0y, | b
Ogp Qg ay,| by (2)
On] Gﬂ2 Gnn bn
Y el vector columna
X
X=
X

Es facil ver que las soluciones del sistema (1) son las mismas que las de
cualquier sistema obtenido del mismo por los siguientes procedimientos.

1. Intercambio de dos ecuaciones.

2. Multiplicacién de una ecuacioén del sistema (1) por una constante = 0.

3. Sustitucion de una ecuacion por la suma de si misma con un multiplo
de una ecuacion diferente del sistema.

Aplicadosalsistema(1), estos procedimientos correspondenalasoperacio-
nes elementales en las filas que se aplican a toda la matriz aumentada(2).




Pararesolver el sistema(1) mediante el método de Gauss, tratamos de usar
operaciones elementales en las filas para reducir la matriz(2) a una matriz
de laforma:

Up U Uy | G

Upp Upp | G

(3)

nn n

Donde la parte cuadrada U a la izquierda de la particion tiene entradas
igual a cero debajo de la diagonal principal. La matriz de coeficientes A
original del sistema (1) se transforma en una matriz trianqgular superior U
con ceros debajo de la diagonal principal. El sistema se convierte en:

Ux=c

Siunamatriz Bse puede obtener de unamatriz Aatravés de operaciones
elementales en las filas, entonces B es equivalente por filas a A. Por lo
cual las matrices Ay U descritas antes son equivalentes por filas.

Reduccion de Gauss a la forma triangular superior

Sila entrada superior de la columna 1es cero, entonces efec-
tuar una operacion de intercambio de filas para obtener un
elemento distinto de cero en la parte superior de la columna.
Siempre es posible esto en el caso de solucién Unica. Llama-
mos pivote al elemento elegido distinto de cero.

Efectuar operaciones elementales en las filas de tal forma
que las filas inferiores resultantes tengan cero como primera
entrada.

Después del paso 2, la matriz tiene la forma:




Up  Up Uy G
0 X X X
0
(4)
0 X X X

Y la primera columna esta en la forma que queremos. Se eli-
mina (mentalmente) la fila superior y la primera columna de
la matriz (4), dejando la parte enmarcada de esta. Se vuelve
al paso 1 con esta matriz mas pequena y se repite el proce-
dimiento para componer la siguiente columna. Se continula

hasta obtener la forma triangular superior.

Resuelva el sistema lineal a través del método de Gauss con sustitucion
regresiva:

X, —8X3 = =5H

Solucién

Se reduce la matriz aumentada por medio de operaciones elementales
enlas filas. Los pivotes se encierran en un circulo.

Seintercambian las filas 1y 2 (una operacion)

0 1 -3 |-56 2 3 -1 7
2 3 -1 71=10 1 -3 |-b5
4 5 -2110 4 5 -2 110
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Se suma la fila 1 multiplicada por -2 a la fila 3(segunda operacién)

2 3 -1 7 2 3 -1 7
o 1 -3|-5=|0 1 -3 |-5
4 5 -2 110 0 -1 0 |-4

Sesumalafila2ala3:(terceraoperacion)

2 3 -1 7 2 3 -1 7
o 1 -3|-5|=|0 1-3|-5
0 -1 0 |-4 0 0 -3 |-9

La suma de estas operaciones, considerando a las operaciones elemen-
tales como las que se enumeran, es en general

12+22+32+---+n2:n(n+1)(2n+1)=n—s—12 n

6 5 2 6

De la Ultima matriz obtenemos, por sustitucion regresiva:
Xz=38 X,=4 Xx;=-1

Para la sustitucién regresiva se suman las operaciones y se obtiene la
siguiente serie:

2
1+2+3+---+n:£+£
2 2

INDICE




Peor caso y caso
probabilistico

Para muchos algoritmos, el nimero de operaciones realizadas depende
en gran medida de los datos involucrados y puede variar ampliamente de
un caso a otro. Por ejemplo, en el juego «Adivina el numero», siempre
es posible «tener suerte» y seleccionar el numero correcto en el primer
intento. Porotro lado, este apenas es Util para estimar el comportamiento
general del algoritmo. Generalmente, estamos mas interesados en esti-
mar el comportamiento en(l)el caso promedio, que proporciona unaidea
del comportamiento tipico del algoritmo, y (2) el peor caso posible, que
proporciona un limite superior en el tiempo requerido.

En el caso del algoritmo de busqueda lineal, cada una de estas medidas
es relativamente facil de analizar. En el peor de los casos, adivinar un
numero en el rango de 1a N puede requerir N conjeturas completas. En
el ejemplo especifico que implica el rango de 1 a 100, esto ocurre si el
numero fuera exactamente 100. Para calcular el caso promedio, debe-
mos sumar el numero de conjeturas requeridas para cada posibilidad y




dividir ese total entre N. El numero 1 se encuentra en el primer intento, 1
2 requiere dos conjeturas, y asi sucesivamente, hasta N, que requiere N
conjeturas, la suma de estas posibilidades es entonces:

2
1+2+3+---+N:ﬁ+ﬁ
2 2

Dividiendo entre N se obtiene el niumero promedio de conjeturas que es:

N+1

2

El caso de la busgueda binaria requiere un poco mas de reflexion, pero
sigue siendo razonablemente simple. En general, cada conjetura que
hacemos nos permite reducir el tamano del problema por un factor de
dos. Por ejemplo, si acertamos 50 en el ejemplo de Tal 100 y descubrimos
que nuestra conjetura es baja, podemos eliminar inmediatamente valores
en el rango de 1 a 50 para mayor consideracion. Por lo tanto, la primera
conjetura reduce el numero de posibilidades a N/2, el segundo a N/4, y asi
sucesivamente. Aunque en algunos casos podriamos tener suerte y adivi-
nar el valor exacto en algun momento en el proceso. El peor de los casos
requerira continuar este proceso hasta que solo quede una posibilidad. El
numero de pasos requeridos para lograr esto es como sigue:

2

NN
2

k veces

donde k indica el niumero de conjeturas requeridas. Simplificando esto se
tiene:




Como gueremaos una expresion para k en términos del valor de N, debemos
usar la definicidn de logaritmo para cambiar esto.

k=log, N

Porlo tanto, en el peor de los casos el niUmero de pasos necesarios para adi-
vinar un numero usando la busqueda binaria es el logaritmo en base 2 del
numero de valores. En el caso promedio podemos esperar encontrar el valor
correcto usando una suposicién menos.

Las estimaciones de la complejidad computacional se utilizan con mayor
frecuencia para proporcionar informacion sobre el comportamiento de un
algoritmo amedida que crece el tamano del problema, como yalo vimos en el
caso del algoritmo 4. Aqui, por ejemplo, podemos usar la formula del peor de
los casos para crear una tabla que muestre el nUmero de conjeturas requeri-
das paralos algoritmos de buUsqueda lineal y binaria, respectivamente:

Tabla 2. Comparacion de busqueda lineal y busqueda binaria para N

N Busqueda lineal Busqueda binaria
10 10 4
100 100 7
1,000 1,000 10
10,000 10,000 14
100,000 100,000 17
1,000,000 1,000,000 20




Esta tabla demuestra de manera concluyente el valor de la busqueda bina-
ria. La diferencia entre los algoritmos se vuelve cada vez mas pronunciada a
medida que N adquiere mayores valores. Para diez valores, la busqueda binaria
arrojara el resultado en no mas de cuatro conjeturas. Dado que la busqueda
lineal requiere diez, el método de busqueda binaria representa un factor de 2.5
aumento de la eficiencia. Para 1,000,000 de valores, por otro lado, este factor
ha aumentado a uno de 50,000. Lo que representa una enorme mejora.

En el estudio anterior del tiempo de ejecucion de los algoritmos, hemos
analizado el numero de comparaciones que podrian llegar a realizarse en
algun caso extremo. A estos casos en que el tiempo es el mayor posible de
entre todos los casos que se pueden presentar se les llama el peor caso.

En ocasiones el peor caso se presenta a menudo al resolver un problema
y en otras se presenta con poca frecuencia. Por esta razén tiene interés
el estudio del tiempo de ejecucion de un algoritmo en el caso medio 0
caso probabilistico. Este estudio entra dentro del campo del calculo de

probabilidades y de la estadistica y, siendo de gran interés en la evalua-
cion de los algoritmos, resulta en ocasiones sumamente complejo.

Enadelante el analisis que hagamos de los algoritmos sera siempre estu-
diando el comportamiento de este en el peor caso, que es también cono-
cido como caso promedio.

A pesar de la ventaja que esto supone, en ocasiones un algoritmo cuyo
comportamiento en el peor caso es desastroso puede ser Utilen unagran
cantidad de casos si se presenta el peor caso con una frecuencia muy
pequena.




El analisis de algoritmos se encarga del estudio del tiempo y espacio
requerido por un algoritmo para su ejecucion. Ambos parametros, como
hemos visto, pueden ser estudiados respecto del peor caso(o caso gene-
ral) o respecto del caso probabilistico (o caso esperado). En la practica,
casi siempre es mas dificil determinar el tiempo de ejecucidn esperado
que el del peor caso, pues el analisis se hace intratable en matematicas.
Asi pues, se utilizara el tiempo de ejecucion del peor caso como medida
principal de lacomplejidad del tiempo, aunque se mencionarala comple-
jidad del caso promedio cuando pueda hacerse en forma significativa.

Tanto el tiempo como el espacio de un algoritmo son parametros que, en
general, dependen del tamano n de los datos de entrada del algoritmo. En
consecuencia, son funciones T(n)y E(n)enteras de variable entera.

En general, no resulta sencillo determinar el valor exacto de la funcion
tiempo T(n) de un algoritmo. Para poder hacerlo es preciso conocer con
exactitud cuéles y cuantas veces se realizan las operaciones basicas
cuya ejecucion requiere un tiempo constante conocido.

En definitiva, lo que aparece al analizar un algoritmo es un problema
combinatorio. No obstante, como hemos dicho, no siempre resulta facil
hacer el célculo exacto del nimero de operaciones requeridas por un
algoritmo. Por esta razon es por la que en muchas ocasiones el anali-
sis de algoritmos se reduce a estudiar el comportamiento de la funcion
tiempo T(n)y no cuél es su valor exacto.




4 Analisis asintotico
de funciones

Enestaseccionelobjeto de estudio seranlasfuncionesrealesdevariable
natural f: N— R. Laidea fundamental consiste en comparar funciones de
este tipo para poder decir cual tiene mejor comportamiento asintotico,
es decir, cual es menor cuando la variable independiente es suficiente-
mente grande.

Sisabemos hacer esto con dos funciones podremos utilizar las funciones
de tiempo de dos algoritmos y asi determinar cual de ellos tiene mejor
comportamiento asintético.

El problema que en ocasiones resulta complicado es el de hallar expli-
citamente la funcion tiempo de un algoritmo. El analisis asintotico que
haremos permitira, en ocasiones, conocer como se comporta una fun-
cion aun sin conocerla.
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Definicion 1

Sifygsondosfuncionesde NenR, sedice que gdominaasintoticamente
a f(o simplemente que g domina a f)si existen enteros k=0y m=>0 tales
que se verifica la desigualdad: |f(n) | <k |g(n)| paratodo entero n>m.

Observe que si g domina a fy g(n) 0, entonces |f(n)/g(n)| <k para casi
todos los enteros n (es decir, para todos salvo una cantidad finita). En
concreto, para todos los valores n>m se verifica dicha desigualdad.

En esta situacion, si fy g son funciones de tiempo de dos algoritmos F
y G respectivamente, resulta que el algoritmo F nunca tardara mas de
k veces el tiempo que tarda el algoritmo G en resolver un problema del
mismo tamano.

Ejemplo 4

Sif(n)=nyg(n)=n’ se verificaque gdominaa f: Enefecto, sim=0y k=1
se verifica que para todo n>m se cumple la desigualdad

[n| <k|n|

Eneste caso, |n| < |n®|yaque k=1pues el cubo de un numero natural es
siempre mayor o igual que dicho numero.

Y se comprueba graficamente:




Figura 1. Comportamiento de f(n)=ny g(n)=ndcon k=1
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La definicion de dominacién establece una relacién binaria en el con-
junto delas funciones de N en R. El siguiente teorema da propiedades de
dicha relacion.

TEOREMA1

Larelacion de dominacion<definida por f<g<>gdominaaf, esunarela-
cién reflexiva y transitiva. La demostracion de este teorema queda de
gjercicio, asimismo proponemaos como ejercicio el comprobar que dicha
relacion no es simétrica, es decir, sigdominaa f, no se verifica necesaria-
mente que fdominaa g. En consecuencia, larelacion de dominacion no es
unarelacion de equivalencia.

Por otra parte, esta relacién tampoco es relacién de orden pues no veri-
ficala propiedad antisimétrica(compruébelo también como ejercicio).

Si f es una funcion de N en R denotaremos por O(f) al conjunto de todas
las funciones dominadas por f. Con notacién matematica:
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0(f)={g|g: N>R es unaaplicaciény g<f}

Si una funcién g pertenece al conjunto O(f) se suele decir que ges una o
mayuscula de fo que g es de orden f.

Por ejemplo, decir que el tiempo de ejecucion de un programa T(n) es
0(n?), significa que existen constantes enteras positivas my k tales que
paran>m se tiene T(n)< kn?

Ejemplo 5

Suponga que T(0)=1, T(1)=4 y en general T(n)=(n+1)2. Entonces se
observa que T(n)es 0(n?) cuando m=1y k= 4, es decir paran>1, se tiene
que(n+1)2<4n?que es facil de demostrar. Observe que no se puede hacer
m= 0 pues T(0)=1no es menor que k0? = 0 para ninguna constante k.

Se dice que T(n)es O(f(n)) si existen my k tales que T(n)<k f(n) cuando
n>m. Cuando el tiempo de ejecucion de un programa es 0(f(n)) se dice
que tiene velocidad de crecimiento f(n).

TEOREMA 2
Se verifican las siguientes propiedades de los conjuntos O(f):

feO(f)
. SifeO(g)entonces cfe O(g) paratodo ce R+
. SifeO(g)yheO(g)entonces f+ge0(g)
. fe0(g)siysolosiO(f)cO(g)

N AN DN -




5. Sife0(g)y ge O(f)entonces 0(f)=0(g)
6. SifeO(g)y geO(h)entonces fe O(h)

Algunos conjuntos O(f) que aparecen con frecuencia al analizar algorit-
mos son:

0(1), 0(log n), 0(n), O(nlog n), O(n?), ---, O(nP),---,0(c"), O(n!)

Silafuncién tiempo de un algoritmo es de orden 1se dice que dicho algo-
ritmo tiene complejidad constante, si es de orden logn se dice que es
logaritmica, sies de orden nse dice que eslineal, si es de orden nP siendo
punnumero natural, se dice que es polinomica, si es de orden c" con c>1

se dice que es exponencial y si es de orden n! se dice que es factorial.
Observacion 1

Mientras no se diga lo contrario, se entendera que los logaritmos que
aparecen son en base 2.

Ejemplo 6

La funcion T(n)=3n%+2n? es O(n%). Para comprobar esto, sean m=0y
k=5entonces paran=>0, 3n®+2n?<5n%. También se podria decir que T(n)
es 0(n“) pero seria una afirmacion mas débil que decir que T(n)es 0(nd)

Ejemplo 7

La funcién 3" no es 0(2")




Demostracioén: 1
Suponga que existen my k tales que para toda n>m, se tiene 3"< k2",

entonces k>(3/2)" para cualquier n>m, pero (3/2)" se hace arbitraria-

mente grande conforme ncrecey porlo tanto, ninguna constante k puede

ser mayor que (3/2)" para toda n.

Cuando se dice que T(n) es O(f(n)) se sabe que f(n) es una cota superior

para la velocidad de crecimiento de T(n). Para especificar una cota infe-

rior para la velocidad de crecimiento de T(n) se usa la notacién W(g(n))

que se lee «T(n)es omega de g(n)» lo cual significa que existe una cons-

tante ctal que T(n)>cg(n)para un numero infinito de valores de n.

Ejemplo 8

Para verificar que la funcion T(n)=n3+2n? es Q(n%), seac=1,

entonces T(n)>cn’paran=0, 1.

TEOREMA 3

Dadas las funciones de tiempo, se verifican las siguientes contenciones:
0(1)cO(logn)c0(n)cO(nlogn)c0(n?)cO(c")cO(n!)

siendoc>1.

Ademas, dichas contenciones son propias, en ninguna de ellas se da la
igualdad.
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Demostracién:

a. 0(1)Cc0(logn)
Enefectosim=2y k=1se verifica que paratodon>2 es 1<logn por
lo que la funcién constante 1 pertenece a O(logn), por lo tanto, por el
apartado 4 del teorema 2, 0(1)c O(log n).
Ademas, la contencion es propia: si O (logn)estuviera contenido en 0(1)
se verificaria que logn perteneceria a O(1)y, por lo tanto, logn estaria
dominada por la funcion constante 1. Esto significa que existen m>0y
k>0 tales que para todo n>m seria
[logn|<k|T]
es decir:
logn<k
lo cual es una contradiccion, pues como
lim logn=0o0
n—>oo
lafuncionlogn no puede estar acotada por una constante k.

b. O(logn) C O(n)

Considerando m=0y k=1se verifica que para todo n>m se cumple:

[logn|<k|n]|




ya que para todo n>0 es logn<n. Por lo tanto, logncO(n) y por la
misma razén de antes O(logn)c O(n).

. 0(n)cO(nlogn)

Sin>2 se verificaque logn>1y, por tanto, nlogn>1(n)=n; porlo que
tomando m=2y k=1se verifica que para todo n>m se tiene:

[n|<k|nlogn|
LuegoneO(nlogn)y porlotanto O(n)c O(nlogn).
. 0(nlogn)C 0(n?)

Comologn<nsin>0resultaque nlogn<n(n)=n? Porlotanto, consi-
derando m=0y k=1se verifica que paratodon>mes

[nlogn|<k|n?|
luego nlogne 0(n?)y, porlo tanto, O(nlogn)c 0(n?).
. 0(n?2)cOo(c")(sic>1)

Como en casos anteriores, es suficiente probar que para una n sufi-
cientemente grande se verifica la desigualdad

n?<cn

lo gque equivale, tomando logaritmos (tenga en cuenta que como ¢> 1
el log c>0), ala desigualdad:
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log n?<log c”
0 bien

logn logc
=72

S

y (logc)/2 es una constante positiva, resulta que existe un valor m tal
gue para todovalorn>mes

logn logc
n < 2

como queriamos probar.
. 0(c")cOo(n!)

Sean k=[c]y m=max. {[ck], k} (donde[c]representaal menorentero
mayor gue c)

Entonces, sin>mse verifica
n=nn-10(n=2)(k+1) k(k=1)--21
ycomo k=[clyl[c]=>c, se verifica

(n=N(n=2)(k+1)k=c"-k




Por otra parte, como n> ¢, resulta
n'>ckel—k=cn

En consecuencia

n!'>c"sin>my porlotanto O(c") c O(n!) como antes.

TEOREMA 4
Si c es una constante, se verifica:
a. Zce0(n)
b. Tie0(n?)

c. 2i2e0(nd)

La demostracion se deja como ejercicio.
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5 Velocidad de crecimiento y
calculo de tiempo de ejecucion
de un algoritmo

Partiremos del supuesto de que es posible evaluar algoritmos compa-
rando sus funciones de tiempo de ejecucion sin considerar las constantes
de proporcionalidad. Es decir, un algoritmo con tiempo de ejecucion 0(n?)
es mejor que uno con tiempo de ejecucion 0(n?), sin embargo, ademas de
los factores constantes debidos al compiladory la maquina, existe un fac-
tor constante debido a la naturaleza del algoritmo mismo. Es posible que,
con una combinacion determinada de compilador y maquina, el primer
algoritmo tarde 100n? milisegundos, mientras el segundo tarde 5n® mili-
segundos. En este caso ;no es preferible el segundo algoritmo al primero?

La respuesta a esto depende del tamano de las entradas que se espera
que procesen los algoritmos. Para entradas de tamano n<20, el pro-
grama con tiempo de ejecucion bn’ serd mas rapido que el de tiempo de
ejecucion 100n?. Asi pues, si el algoritmo se va a ejecutar con entradas
pequenas, seréa preferible el algoritmo cuyo tiempo de ejecucion es 0(nd).
No obstante, conforme n crece, larazén de los tiempos de ejecucion que

INDICE




es 5n%/100n?=n/20, se hace arbitrariamente grande. Asi, a medida que
crece el tamano de la entrada, el algoritmo O(n%) requiere un tiempo sig-
nificativamente mayor que 0(n?). Pero si hay algunas entradas grandes
en los problemas para cuya solucidn se estan disenando estos dos algo-
ritmos, serd mejor optar por el algoritmo cuyo tiempo de ejecucion tiene
la menor velocidad de crecimiento.

Ejemplo 9

Enlafigura 2 se muestran graficamente los tiempos de ejecucion de cua-

tro algoritmos de distintas complejidades de tiempo, medidas en segun-
dos, para una combinacion determinada de compilador y maquina.

Figura 2. Tiempos
de ejecucioén de
diferentes algoritmos

Suponga que se dispone de 1000 segundos o alrededor de 17 minutos
para resolver un problema determinado. ;Qué tamano de problema se
puede resolver? Considerando estos tiempos, en la segunda columna
de la siguiente tabla se muestra que los cuatro algoritmos pueden resol-
ver problemas de un tamafo similar en 10° sequndos. Si se adquiere una
maquina que funciona diez veces mas rapido sin costo adicional, enton-
ces es posible dedicar 104 sequndos a la solucion de problemas que




antes requerian 10° segundos. EI tamano maximo de problema que es
posible resolver ahora con los cuatro algoritmos se muestra en la tercera
columna de la tabla, y la razon entre los valores de la sequnda y tercera
columnas se muestran en la cuarta.

Se observa que un aumento de 1000% en la velocidad de la computadora
origina apenas un incremento del 30% en el tamano del problema que se
puede resolver con el programa 0(2"). Los aumentos adicionales de un
factor de diezenlarapidez delacomputadoraa partir de este punto origi-
nan aumentos porcentuales aun menores en el tamano de los problemas.
De hecho, el programa 0(2") solo puede resolver problemas pequenos,
independientemente de la rapidez de la computadora.

Tabla 3. Comparacién de tiempos de ejecucion

. - s Tamano maximo
Tiempo Tamano maximo del Incremento en el
: - 3 del problema L
de ejecucion problema paral0 4 tamano maximo
para 10
T(n) segundos del problema
segundos
100 n 10 100 10.0
5n? 14 45 3.2
n3/2 12 27 2.3
2n 10 13 1.3

En la tercera columna de la tabla se puede apreciar una superioridad
evidente del programa 0(n), este permite un aumento de 1000% en la
rapidez de la computadora. Y se observa que los programas 0(n®)y 0(n?)
permiten aumentos de 230% y 320% respectivamente en el tamano del
problema, para un incremento del 1000% en la rapidez de la computa-
dora. Estas razones se mantendran vigentes para incrementos adiciona-
les en larapidez de la computadora.




A medida que las computadoras aumenten su rapidez y disminuyan su
precio, también el deseo de resolver problemas mas grandesy complejos
sequira creciendo. Asi la importancia del descubrimiento y el empleo de
algoritmos eficientes(cuyas velocidades de crecimiento sean pequenas)
ira en aumento.

Observaciones 2

a. Lavelocidad de crecimiento del tiempo de ejecucion del peor caso no
es el unico criterio, ni necesariamente el mas importante para evaluar
un algoritmo.

b. De acuerdo con el punto anterior, si un programa solo se va a usar
algunas veces, el costo de su escrituray depuracion es el dominante,
de manera que el tiempo de ejecucion raramente influira en el costo
total. En tal caso debe elegirse el algoritmo que sea mas facil de apli-
car correctamente.

c. Unalgoritmo eficiente pero complicado puede no ser apropiado por-
que posteriormente puede suceder que tenga que darle manteni-
miento otra persona distinta del escritor. Se espera que, al difundir
el conocimiento de las principales técnicas de diseno de algoritmos
eficientes, se podran utilizar libremente algoritmos mas complejos,
pero debe considerarse la posibilidad de que un programa resulte
inutil debido a que nadie entiende sus sutilesy eficientes algoritmos.

d. Existen ejemplos de algoritmos eficientes que ocupan mucho espa-
cio para poder aplicarlos sin un almacenamiento secundario lento, lo
cual puede anular la eficiencia.

e. En los algoritmos numéricos, la precisién y la estabilidad son tan
importantes como la eficiencia.




6 Tiempo de ejecucion
de un algoritmo: reglas
de operacion

Comenzaremos con algunas reglas basicas de sumay producto en nota-
cion asintotica:

Sean T,(n)y T,(n)los tiempos de ejecucion de dos fragmentos P,y P, de
un algoritmoy que T,(n)es O(f(n))y T,(n)es O(g(n)). Entonces

T,(n)+Ty(n)

Eltiempo de ejecucion de P, sequido de P, es O(méx. [ f(n), g(n)]). Esto se
puede verificar observando que, para algunas constantes, ¢, ¢,, n;, N, Si
n=n, entonces

T.(n)<c f(n)

y sin=n, entonces

Ty(n)<c,9(n)
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Sea m=max.(n,;, n,), sin=m, entonces:

T(n)+Ty(n)<c,f(n)+c,g(n)

De aqui se concluye sin>m entonces

T.(n)+T,(n)<(c,+c,) max.[f(n). g(n)]

Porlo tanto: T,(n) + T,(n) es 0 (max. [f(n), g(n)]).

Ejemplo 10

Laregladelasumaanterior se puede usar para calcular el tiempo de ejecu-
cion de una secuencia de pasos de programa, donde cada paso puede ser
fragmento de un programa arbitrario con ciclos y ramificaciones. Suponga
que se tienen tres pasos cuyos tiempos de ejecucion son respectiva-
mente, 0(n?), 0(n®)y O(nlog n). Entonces el tiempo de ejecucién de los dos
primeros pasos ejecutados en secuencia es 0(max. (n?, n%))que es 0(n%), el
tiempo de ejecucién de los tres juntos es O(méx. (n%, nlog n)) que es O(n3).

En general el tiempo de ejecucion de una secuencia fija de pasos, den-
tro de un factor constante, es igual al tiempo de ejecucion del paso con
mayor tiempo de ejecucion. En raras ocasiones dos pasos pueden tener
tiempos de ejecucion inconmensurables (ninguno es mayor que el otro,
ni son iguales). Por ejemplo, puede haber pasos con tiempo de ejecucion
0(f(n))y 0(g(n)), donde:

n“sines par
n’sines par

n?sines par

fln)= =) 5
n-sinespar

ag(n)




En tales casos, la regla de la suma debe aplicarse directamente, en el
ejemplo, el tiempo de ejecucion es 0(max. [f(n), g(n)]), esto es n“sines
pary n’sinesimpar.

Otra observacion util sobre la regla de la suma es que si g(n)<f(n) para
toda n=m entonces O(f(n) +g(n)) es lo mismo que O(f(n)). Por ejemplo,
0(n?+n)es lo mismo que 0(n?). Lo mismo sucede con algoritmos como el
de eliminacion gaussiana que es de orden 0(n?).

La regla del producto es la siguiente: Si T,(n)y T,(n)son O(f(n))y O(g(n)),
respectivamente, entonces T,(n)T,(n) es O(f(n)g(n)). Su demostracion
se deja como ejercicio. Sequn la regla del producto, O(cf(n)) significa lo
mismo que O(f(n)) si c es una constante positiva cualquiera. Por ejemplo,
0(n?/2)es lo mismo que 0(n?).

Una vez que se han estudiado las herramientas necesarias para analizar
el comportamiento de la funcién tiempo de un algoritmo, se hara el ana-
lisis de algunos algoritmos.

Ejemplo 11

Encuentre elmaximo de un conjunto de nnumeros naturales {01, az,---,an}

Algoritmo méaximo secuencial
Lalistal={a,-.a,}
m=a, =2
Sim<a;entonces m=aq,
i=i+1




Sii>nFIN; en caso contrario volver al paso 2
el maximo es m

En el paso 1 se realizan dos operaciones, en el paso 2, en el peor caso,
otras dos, en el paso 3 unay en el paso 4, en el peor caso 2. Por lo tanto,
cada vez que del paso 4 volvemos al paso 2 seran necesarias b operacio-
nes; como tras aplicar el paso 1, el ciclo 2-4 se ejecuta n—1veces (hasta
que i toma el valor n+1), el nUmero total de operaciones que requiere
este algoritmo en el peor caso sera:

T(n)=2+5(n-1)
y el comportamiento asintético queda dado por la expresion:

T(n)eo(n)

Comparamos este algoritmo con el siguiente algoritmo recursivo

Algoritmo maximo binario

Lalista L={a,a, a,+1,--,a} connelementos, =1
Sii=jentonces m=aq,eiral pasob
k=[i+j/2](donde[ Jindica parte enterade i +/2)
L-{ayad L={g+ 1.0}

m,=MAXIMO BINARIO (L, ), m,=MAXIMO BINARIO (L,)
Sim,>m, entonces m=m,. En caso contrario m=m,
FIN

el maximo es m




Andlisis del algoritmo:

Si llamamos T(n) al tiempo que requiere el algoritmo para hallar el maximo
de unalista de nnumeros, se verifica que el tiempo requerido para ejecutar
el paso 3serd 2 T(n/2)(cuando nsea potenciade 2). Como el nimero de ope-
raciones que requierenlos pasos 0, 1, 2, 4 y 5 es constante se verificara que

T(n)<27(n/2)+c

donde c es una constante. Como T(1) es constante, podemos suponer que
T(1)<cporlo que se verifica que T(n)e O(n).

De esto ultimo se concluye que el comportamiento asintético de ambos
algoritmos es el mismo. Observe que en el analisis asintotico de este
segundo algoritmo no fue necesario obtener la funcion de tiempo de este.

Envarias areas de optimizacion se presentan problemas de tipo combina-
torio como se vera en la siguiente seccion en donde la complejidad com-
putacional de estos problemas tiene una clasificacion especial, de hecho,

hay un famoso problema abierto sobre ellos.

4, Caracteristicas comunes de complejidad

Complejidad Tiempo de ejecucion Nombre
del algoritmo cuando n se dobla convencional
o(1) No cambia Constante
O(log n) Se incrementa por una pequena constante Logaritmica
0(n) Se dobla Lineal
O(nlogn) Un poco mas que el doble nlogn
0(n?) Seincrementa por un factor de 4 Cuadratica
0(nk) Se incrementa por un factor de 2% Polinomial
O(a"), a>1 Depende de a, pero crece muy rapido Exponencial
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7 Representacion de los algoritmos®

Los algoritmos se representan basicamente de dos maneras: con dia-
gramas de flujo o con pseudocodigo.

Diagramas de flujo

Los diagramas de flujo son la representacion grafica de los algoritmos.
Elaborarlos implica disenar un diagrama de bloque que contenga un bos-
quejo general del algoritmo, y con base en este proceder a su ejecucion
con todos los detalles necesarios. Las reglas para construir diagramas
de flujo se dan a continuacion:

8 https://programas.cuaed.unam.mx/repositorio/moodle/pluginfile.php/1196/mod_
resource/content/1/contenido/index.html#contenido
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Debe diagramarse de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Es
una buena costumbre en la diagramacidn que el conjunto de graficos
tenga un orden.

Eldiagrama solo tendra un punto deinicioy uno final. Aunque en el flujo
l6gico se tomen varios caminos, siempre debe existir una sola salida.
Usar notaciones sencillas dentro de los gréaficos, y si se requieren
notas adicionales, colocarlas en el grafico de anotaciones a su lado.

. Se debeninicializar todas las variables al principio del diagrama. Esto

es muy recomendable, ya que ayuda a recordar todas las variables,
constantesy arreglos que van a ser utilizados en la ejecucion del pro-
grama; ademas, nunca sabemos cuando otra persona modificara el
diagramay necesitara saber de estos datos.

Procurar no cargar demasiado una pagina con graficos; si es necesa-
rio, utilizar mas hojas, emplear conectores. Cuando los algoritmos son
muy grandes se pueden utilizar varias hojas para su graficacion, con
conectores de hoja para cada punto en donde se bifurque a otra hoja.
Todos los graficos estaran conectados con flechas de flujo. Jamas
debe dejarse un grafico sin que tenga alguna salida, a excepcion del
que marque el final del diagrama.

Terminado el diagrama de flujo se realizala prueba de escritorio; es decir,

se le da un seguimiento manual al algoritmo, llevando el control de varia-

blesy resultados de impresién de forma tabular.

Ventajas:

1.

Programas bien documentados.

2. Cada grafico se codificara como unainstrucciéon de un programa, rea-

lizando una conversion sencillay eficaz.
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3. Facilitaladepuracion l6gica de errores.
4. Sesimplificasuanalisisalfacilitarlacomprensiondelasinterrelaciones.

Desventajas:
1. Su elaboracion demanda varias pruebas en borrador.
2. Los programas muy grandes requieren diagramas laboriosos y com-

plejos.
3. Faltade normatividad en su elaboracion, lo que complica su desarrollo.

Pseudocddigo

Representa de forma descriptiva s
. . <—
las operaciones que debe realizar fact

un algoritmo.
n:integer
function fact (n: integer): integer;
{fact(n)calcula n!} n*fact(n-1)
begin
if n<=1then v
fact: =1 fact n=1
else )
fact :=n+ fact(n-1) Salida: fact
end {fact} I

Figura 3. Pseudocddigo y diagrama de flujo
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8 Complejidad de los problemas

Algunas definiciones importantes sobre la complejidad de los problemas
son las siguientes:

Definicion 2°

Un problema es un conjunto de instancias al cual corresponde un con-
junto de soluciones a traves de una relacion que asocia para cada ins-
tancia del problema un subconjunto de soluciones (posiblemente vacio).

9 https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2008/2/IN34A/3/material_docente/
bajar?id=185136
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Definicion 3

Una instancia de un problema se obtiene cuando se especifican valo-
res particulares para todos los parametros del problema. Por ejemplo,
consideremos el problema de la prueba de primalidad. La instancia es
un numero (por ejemplo 15)y la solucion es «si» si el numero es primo, y
«no» en caso contrario. Visto de otra manera, lainstancia es una entrada
particular del problema, y la solucién es la salida correspondiente para la
entrada dada.

Consideraremos dos tipos de problemas, los problemas de decisiony los
problemas de optimizacion.

Definicion 4
Problema computacional'©

Un problema computacional constituye una pregunta que debe ser res-
pondida, teniendo generalmente varios parametros o variables libres,
cuyosvaloresno se hanespecificado. Un problema se describe mediante:
Unadescripcidn general de todos sus parametros(pueden ser de entrada
o de salida).

Una sentencia que describa las propiedades que la respuesta, o la solu-
cion, debe cumplir.

10 https://es.wikipedia.org/wiki/ Teor%C3%ADa_de_la_complejidad_computacional
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Definiciéon 5

Un problema de optimizacidn tiene como objetivo encontrar una solucion
gue sea optima entre todas las soluciones factibles que se tengan, estas
soluciones factibles se pueden considerar como decisiones factibles, y
estan sujetas a una serie de restricciones que deben cumplir.

Definicién 6

Un problema de decisidn es un tipo especial de problema computacional
cuya respuesta es solamente «si» 0 «no» (0, de manera mas formal, «1»
0 «0»).

Un problema de decision pudiera verse como un lenguaje formal, donde
los elementos que pertenecen al lenguaje son las instancias del problema
cuya respuesta es «si», los que no pertenecen al lenguaje son aquellas
instancias cuya respuesta es «no». El objetivo es decidir, con la ayuda de
unalgoritmo, si una determinada entrada es un elemento del lenguaje for-
mal considerado. Si el algoritmo devuelve como respuesta «si», se dice
que el algoritmo acepta la entrada, de lo contrario se dice que la rechaza.

Los problemas de decision constituyen uno de los principales objetos de
estudio de lateoriade lacomplejidad computacional, puesla NP-comple-
titud se aplica directamente a este tipo de problemas en vez de a proble-
mas de optimizacion. Estos problemas tienen gran importancia porque
casi todo problema puede transformarse en un problema de decision.




D O O Ejemplo 12
Consideremos el problema del agente viajero.

"""""""""" '/ Problema de optimizacion: dados el conjunto de ciudades,
el conjunto de caminos entre ciudades y los costos de utilizar
cada camino, se desea determinar un viaje de costo minimo.
Problema de decision: dados el conjunto de ciudades, el con-
junto de caminos entre ciudades, los costos de utilizar cada
camino y un entero no negativo k, ;existe un viaje de costo

------------------- ® menor o igual que k?

.................... )

> @ ©  Ejemplo13
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En general, un problema de decision puede reescribirse como un pro-
blema de optimizaciony viceversa, algunos ejemplos son los siguientes.

Consideremos el problema de programacion de trabajos. Se tiene un con-
junto de n trabajos que deben ser procesados por m maquinas en forma
secuencial de modo tal que el tiempo de procesamiento sea minimo. Es
decir, cada trabajo debe ser procesado primero por la maquina 1, luego
porla 2y asi sucesivamente hasta m.




T Problema de optimizacion: dados los tiempos de procesa-

................... ® tiempo total de procesamiento sea menor o igual que k?
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miento de cada uno de los n trabajos en cada una de las m
maquinas, determinar una secuencia para procesarlos que
minimice el tiempo total de procesamiento.

Problema de decisioén: dados los tiempos de procesamiento
de cada uno de los n trabajos en cada una de las m maquinas
y un entero no negativo k, ;existe una secuencia tal que el

Como se puede observar, en un problema de decision las instancias se
dividen en dos clases: siy no. Mientras que, en un problema de optimi-
zacion, se desea obtener las mejores soluciones de cada instancia, cada
instancia incluye una funcion objetivo de su conjunto de soluciones y se
busca el 6ptimo de dicha funcion.

Podemos clasificar los problemas en cuatro clases de acuerdo con su
grado de dificultad:

Definicion 7

Problemas indecidibles

Sonaquellos problemas paralos cuales no se puede escribirun algoritmo.

Un problemaindecidible es aquel que deberia dar unarespuesta de «si» 0
«no», pero para el cual todavia no existe un algoritmo que dé larespuesta




correcta para todas las entradas posibles. Por ejemplo, se ha probado
que un programa que se detendra en una Maquina de Turing (1937) es de
esta clase. El problema de Turing de parar, al igual que el décimo pro-
blema de Hilbert, es decir no solo no existe un algoritmo polinomial para
su solucién, sino que no existe algoritmo.

Observacioén 3

Una maquina de Turing es un dispositivo que manipula simbolos sobre
unatirade cintade acuerdo conunatablade reglas. A pesar de su simpli-
cidad, una maquina de Turing puede ser adaptada para simular la l6gica
de cualquier algoritmo de computadora y es particularmente util en la
explicacion de las funciones de una CPU dentro de una computadora.

Originalmente fue definida por el matematico inglés Alan Turing como una
«maquina automatica» en 1936 en la revista Proceedings of the London
Mathematical Society. La maquina de Turing no esta disenada como una
tecnologia de computacion practica, sino como un dispositivo hipotético
que representa una maquina de computacion. Las maquinas de Turing
ayudan a los cientificos a entender los limites del calculo mecanico."

11 Hodges, Andrew (1983). Alan Turing: The Enigma. Reino Unido: Burnett Books/
Hutchinson. ISBN 0-671-49207-1. Minsky, Marvin (1967). «Unsolvability of the Halting
Problem». Computation: Finite and Infinite Machines. NJ: Prentice-Hall, Turing, A.M.
(1936). «On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem».
Proceedings of the London Mathematical Society. 2 (1937) 42: 230-265. doi:10.1112/
plms/s2-42.1.230.Turing, A.M. (1938). «On Computable Numbers, with an Application
to the Entscheidungsproblem: A correction». Proceedings of the London Mathemati-
cal Society. 2(1937) 43 (8): 544-6. d0i:10.1112/plms/s2-43.6.544.
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Turing dio una definicion sucinta del experimento en su ensayo de 1948
«Maquinas inteligentes». Refiriéndose a su publicacion de 1936, Turing
escribio que la maquina de Turing, aqui llamada una maquina de compu-
tacion légica, consistia en:

...«una ilimitada capacidad de memoria obtenida en la forma de una
cinta infinita marcada con cuadrados, en cada uno de los cuales podria
imprimirse un simbolo. En cualquier momento hay un simbolo en la
madquina; llamado el simbolo leido. La maquina puede alterar el simbolo
leido y su comportamiento esta en parte determinado por ese simbolo,
pero los simbolos en otros lugares de la cinta no afectan el compor-
tamiento de la mdaquina. Sin embargo, la cinta se puede mover hacia
adelante y hacia atrds a través de la maquina, siendo esto una de las
operaciones elementales de la maquina. Por lo tanto, cualquier simbolo
en la cinta puede tener finalmente una oportunidad»

Turing (1948, p.61)

Elproblemade Turing de parar se puede enunciar de la siguiente manera:
Comenzamos por imaginar que si existe unalgoritmo que determinasiun
programa para o se detiene."?

Basado en su codigo y una entrada, sterminara de ejecutar un programa
en particular?

https://es.khanacademy.org/computing/ap-computer-science-principles/
algorithms-101/solving-hard-problems/a/undecidable-problems#:~:text=Un %20
problema%?20indecidible %20es%20aquel,para%20todas%20las%20entradas %20
posibles.



https://es.khanacademy.org/computing/ap-computer-science-principles/algorithms-101/solving-hard-problems/a/undecidable-problems#:~:text=Un%20problema%20indecidible%20es%20aquel,para%20todas%20las%20entradas%20posibles
https://es.khanacademy.org/computing/ap-computer-science-principles/algorithms-101/solving-hard-problems/a/undecidable-problems#:~:text=Un%20problema%20indecidible%20es%20aquel,para%20todas%20las%20entradas%20posibles
https://es.khanacademy.org/computing/ap-computer-science-principles/algorithms-101/solving-hard-problems/a/undecidable-problems#:~:text=Un%20problema%20indecidible%20es%20aquel,para%20todas%20las%20entradas%20posibles
https://es.khanacademy.org/computing/ap-computer-science-principles/algorithms-101/solving-hard-problems/a/undecidable-problems#:~:text=Un%20problema%20indecidible%20es%20aquel,para%20todas%20las%20entradas%20posibles

Por ejemplo, considera este programa que cuenta hacia abajo: 1

num < 10 ;
REPEAT UNTIL (num =0){
DISPLAY(num)
num < num -1 3
}

4

Ese programa parara puesto que num finalmente llega a 0.

Se compara ahora con el siguiente programa que cuenta hacia arriba: 5
num <1 6
REPEAT UNTIL (num =0){

DISPLAY(num) 7
num <num+ 1
}

Cuenta hacia arriba por siempre, puesto que num nunca seraigual a 0.

Hay algoritmos que pueden predecir correctamente que el primer pro-
grama paray el segundo no lo hace. Estos son programas sencillos que
no cambian con base en entradas diferentes. Sin embargo, no existe un
algoritmo que pueda analizar el codigo de cualquier programay determi-
nar si para o no.

Para un mayor entendimiento de este problema que en siresulta compli-
cado, se recomienda el siguiente video animado:



https://www.youtube.com/watch?v=92WHN-pAFCs
https://www.youtube.com/watch?v=92WHN-pAFCs

Definicion 8

Problemas intratables
(problemas que se demuestran son dificiles)

Son aquellos problemas para los cuales no se pueden desarrollar algorit-
mos polinomiales. En otras palabras, solo se pueden resolver con algorit-
mos exponenciales.

Ejemplos de problemas intratables son: el problema de las torres de
Hanoi, el problema del agente viajero, el problema del circuito hamilto-
niano o el problema de coloracion de grafos, los mismos pueden resol-
verse solamente para instancias pequenas.

Figura 4. Coloreado de grafos'®

Ejemplo 14

El caso del ciclo hamiltoniano se puede escribir como sigue:™
Entrada: Un grafo G(con vértices V)y ke N.

13 https://www.kaggle.com/c/coloreado-de-grafos
14 http://webdiis.unizar.es/asignaturas/APD/wp/wp-content/
uploads/2013/09/200918Intratablesl1.pdf
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Salida: s Existe un conjunto U de k vértices de G tal que cada arista(/, j) de
GecumplequeieUojeU?

Reduccién de circuito hamiltoniano a B.
Algoritmo para CicHam.

x = reduccién = yalgoritmo paraB — Cic Ham(x)

% Transformamos la entrada de ciclo hamiltoniano en entrada de B en
tiempo polindmico.

% Lasolucion de B nos da la solucion para ciclo hamiltoniano.

% Como ciclo hamiltoniano es intratable entonces B es intratable.

Observacion 4

% Lasreducciones en tiempo polinomico son transitivas.

* SiAesreducible a By Besreducible a Centonces A es reducible a C.

% SiAesintratable podemosdemostrarque Cesintratable demostrando
primero que B es intratable (con A<B)y después que C es intratable
(con B<C).

Ejemplo 15

El Problema del Agente Viajero (PAV) es intratable.

Este problema se puede enunciar de la siguiente manera:

Entrada: n el numero de ciudades, la matriz de distancias nxny cota
superior k.




Salida: ;Existe un recorrido porlas nciudades, sinrepeticionesy volviendo
al punto de partida con distancia total < k?
Vamos a utilizar una reduccion de ciclo hamiltoniano a PAV

* Los dos problemas tratan de encontrar ciclos cortos, PAV en un grafo
Con pesos.

% Para reducir ciclo hamiltoniano a PAV tenemos que convertir cada
entrada de ciclo hamiltoniano (un grafo) en una entrada de PAV (ciuda-
desy distancias).

n=numero de vertices de G
fori=1ton
forj=1ton
if(i,j)es aristade G
d(i,j)="1
elsed(i, j)=2

Resultado PAV(n, d, n).
De esta reduccién podemos observar lo siguiente:

1. Lareduccién anterior tiene un tiempo de ejecucion de 0(n?)(los dos for
anidados), podemos resolver ciclo hamiltoniano en 0(n?)+ el tiempo de
PAV.

2. Lareduccion funciona porque la respuesta de ciclo hamiltoniano con
entrada G es la misma que PAV con entrada(n, d, n):




» Si G tiene un ciclo hamiltoniano (v;,-+,v,) entonces el mismo reco-

n—1
rrido para (n, d, n)tiene distancia total 3" d (v, v;, 1) +d(v,.v;)=n
i=1

» Si G no tiene un ciclo hamiltoniano entonces(n, d, n) no tiene reco-
rrido con distancia total < n porgue un recorrido asi solo puede
pasar por ndistancias 1, luego pasa por n aristas del grafo y seria un
ciclo hamiltoniano de G.

3. Tenemos una reduccion eficiente de ciclo hamiltoniano a PAV. Como
ciclo hamiltoniano es intratable entonces PAV es intratable.

Figura 5. Un ciclo hamiltoniano y PAV

Paralos problemas Py NP haremos una serie de consideraciones previas
a su definicion puesto que existe una pregunta abierta en la teoria de la

complejidad computacional que se refiere a ;P=NP?

Primero es necesario hacer una distincién entre problemas de busqueda
y problemas de decision, hasta ahora en este escrito nos hemos enfo-
cado a problemas de decision ya que es la forma en que la teoria de la

complejidad clasifica a los algoritmos para definir su complejidad.




Sobre laformulacion de problemas de bisqueda.'® Los teoricos de la com-
plejidad estan tan acostumbrados a centrarse en los problemas de deci-
sion que parecen olvidar que los problemas de busqueda son al menos tan
naturales como los problemas de decision. Ademas, a muchos no exper-
tos, los problemas de busqueda pueden parecer incluso mas naturales que
los problemas de decision: Por lo general, las personas buscan soluciones
con mas frecuencia de lo que se detienen para preguntarse si existen o no
soluciones. Porlo tanto, recomendamos comenzar con una formulacion de

la pregunta P-vs-NP en términos de problemas de busqueda.

Es cierto que el costo representa formulaciones mas incomodas, pero
vale mas que la pena. Con el fin de reflejar laimportancia de la version de
buUsqueda, asi como para facilitar las formulaciones menos engorrosas,
decidimos introducir notaciones concisas para las dos clases de proble-
mas de busqueda que corresponden a Py NP: Estas clases se denotan
PFy PC(que significa Tiempo-polinomial encontrary Tiempo-polinomial
comprobar, respectivamente). Que resulta mas intuitivo que polinomial
no deterministico.

Sobre la formulacion de problemas de decision. Al presentar el P-vs-NP
en términos de problemas de decision, definimos NP como una clase de
conjuntos que tienen pruebas de afiliacion verificables de manera efi-
ciente. Esta definicion aclara la naturaleza fundamental de la clase NP,
pero es cierto que es mas complicada que la definicion mas tradicional
de NP en términos de ficticios «maquinas no deterministas».

A partir de esta parte hasta el final de la seccion se traduce parte de lo expuesto
en: P, NP, and NP-Completeness: The Basics of Computational Complexity, Oded Gol-
dreich, 2010.




De todo lo discutido hasta ahora se deduce que gran parte de la Teoria de
la Complejidad se refiere a encontrar algoritmos eficientes. Estos Ulti-
mos se definen como algoritmos en tiempo polinomial (es decir, algorit-
mos que tienen una complejidad de tiempo acotado superiormente por
un polinomio en la longitud de la entrada). Por la tesis de Cobham-Ed-
monds, la definicién de esta clase es invariable bajo la eleccién de un
modelo de célculo «razonable y general». La asociacion de algoritmos
eficientes con calculo de tiempo polinomial se basa en las siguientes dos

consideraciones:

La tesis de Cobham, también conocida como tesis de Cobham-Edmonds
(llamada asi por Alan Cobhamy Jack Edmonds), afirma que los problemas
computacionales se pueden calcular de manera factible en algun dispo-
sitivo computacional solo si se pueden calcular en tiempo polindomico; es
decir, si se encuentran en la clase de complejidad P. En términos moder-

nos, identifica problemas tratables con la clase de complejidad P.'8

1. Consideracion filosofica: Intuitivamente, los algoritmos eficientes son
aquellos que se puede implementar dentro de un numero de pasos que
corresponden a una funcién de entrada con un crecimiento moderado.
Para permitirlalectura de todala entrada, al menos se debe permitir un
tiempo lineal. Por otro lado, los algoritmos aparentemente lentosy en
particular los algoritmos de «busqueda exhaustiva», que toman tiempo
exponencial, deben evitarse. Ademas, una buena definicion de la clase
de eficiente de los algoritmos es que deben estar cerrados bajo la com-
posicion natural de los algoritmos (asi como ser robustos con respecto
a modelos razonables de céalculo y con respecto a cambios simples en
la codificacion de instancias de problemas). Elegir polinomios como

https://en.wikipedia.org/wiki/Cobham%27s_thesis
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el conjunto de limites de tiempo para algoritmos eficientes satisface 1
todos los requisitos anteriores: Los polinomios constituyen un sistema
de funciones «cerrado» de crecimiento moderado, donde «cierre»

significa cierre bajo suma, multiplicacioén y composicion de funciones. 2

Estas propiedades de cierre garantizan la cerradura de la clase de algo-

ritmos eficientes bajo condiciones naturales de composicion de los 3

algoritmos, asi como su robustez. Ademas, los algoritmos de tiempo

polinomial P pueden realizar célculos aparentemente simples (aunque 4

no necesariamente triviales), y por otro lado no incluyen algoritmos que

son aparentemente ineficientes(como la busqueda exhaustiva). -
2. Consideracion empirica: Esta claro que los algoritmos que se consi-

deran eficientes enla practica tienen un tiempo de ejecucion acotado 6

por un pequeno polinomio (al menos sobre las entradas que se dan

en la practica). La pregunta es si un algoritmo de tiempo polinomial 7

puede considerarse eficiente en un sentido intuitivo. La creencia,
apoyada por experiencias pasadas, es que todo problema natural que
se puede resolver en tiempo polinomial también tiene un algoritmo
«razonablemente eficiente».

Ademas del papel dominante de los problemas de busqueda en las cien-
cias de la computacion, resolver problemas de busqueda corresponde a
la nocion cotidiana de «resolver problemas». Por lo tanto, los problemas
de busqueda son de interés general natural. Aqui vamos a considerar la
cuestion de qué problemas de busqueda se pueden resolver de manera
eficiente. De hecho, los problemas de busqueda que se pueden resolver
de manera eficiente son el tema de la mayoria de los cursos basicos de
diseno algoritmico. Los ejemplos incluyen clasificar, encontrar patro-
nes en cadenas, encontrar soluciones (racionales)a sistemas lineales de
ecuaciones(racionales).




Una condicion necesaria para una solucion eficiente. Un tipo de proble-
mas de busqueda que no se pueden resolver eficientemente consiste en
aquellos paralos cuales las soluciones son demasiado largas en téerminos
de la longitud de las instancias del problema, en cuyo caso, simplemente
escribir la solucion equivale a una actividad que se considera ineficiente,
y entonces este caso no es realmente interesante (desde un punto de
vista computacional).

Por lo tanto, consideramos solo problemas de busqueda en los que la
longitud de la solucién es acotada por un polinomio en la longitud de la
instancia. Enfocamos nuestra atencidn a las relaciones acotadas polino-
mialmente, recordando que estos problemas de busqueda estan asocia-
dos con relaciones binarias.

Definicién 9

Decimos que R<{0, 1}* x{0, 1}* esta polinomialmente acotado si existe
un polinomio p tal que para cada(x, y)e R se cumple que |y| <p(Ix]).

Recuerde que(x, y)e R significa que y es una solucién al problema de ins-
tancia x, donde Rrepresenta el problema en si. Por ejemplo, en el caso de
encontrar un factor primo de un entero dado, nos referimos a una rela-
ciéon R tal que (x, y)e R si el entero y es un factor primo del entero x. Asi-
mismo, en el caso de encontrarse un arbol de expansion en una grafica
dada, nos referimos a una relacién R tal que (x, y)e R siy es un arbol de
expansion de la grafica x.




Para una relacion polinomialmente acotada R, tiene sentido preguntar si
dada una instancia de un problema x, se puede encontrar eficientemente
unasolucion adecuaday(es decir, encontrary tal que(x, y)e R). El polinomio
ligado a la longitud de la solucion (es decir, y) garantiza que una respuesta
negativa no se deba simplemente a la longitud de la solucidn requerida.
Una definicion corta de los problemas P es la siguiente:

Definicién 10

Esta clase incluye todos los problemas que tienen algoritmos de tiempo
polinomial. Varios autores consideran a esta clase como una subclase
propia de la clase NP.

Un problema se dice polinomial si existe un algoritmo para el cual el
tiempo requerido para su solucion, esta acotado por una funcion poli-
nomial del tamano del problema (donde entendemos el tamano del pro-
blema como la longitud de un codigo, por ejemplo, binario de los datos
del problema). Se tiene asi por ejemplo que en una grafica G=[X, A]con
N=Xnodosy M=A arcos, una ruta mas corta se encuentra a lo mas en
un tiempo O(mn), un flujo maximo en un tiempo O(n3), un arbol de peso
minimo en un tiempo 0(n?). Sin embargo, no todos los problemas combi-
natorios son polinomiales.

Recuerde que estamos interesados en la clase de problemas de bus-
queda que pueden resolverse eficientemente, es decir, problemas para




los cuales las soluciones (siempre que existan) pueden encontrarse de
manera eficiente. Restringiendo nuestra atencion a las relaciones aco-
tadas polinomialmente, identificamos la clase fundamental correspon-
diente de problemas de busqueda (o relaciones binarias), denotado PF
(que significa «busqueda de tiempo polinomial»).

Definicion 11

* EI problema de busqueda de una relacion polinomialmente acotada
Rc{0, 1}*x{0, 1}* es soluble eficientemente si existe un algoritmo
de tiempo polinomial A tal que, para todo x, se cumple que si R(x)= %€
{yl(x, y)eR} no es vacio, entonces A(x)eR(x), y en caso contrario
A(x)= L (lo que indica que x no tiene solucion).

% Denotamos por PF la clase de problemas de busqueda(acotados poli-
nomialmente) que son eficientemente resolubles. Es decir, Re PFsi R
esta polinomialmente acotadoy existe un algoritmo de tiempo polino-
mial que resuelve R.

Tenga en cuenta que R(x)denota el conjunto de soluciones validas parala
instancia del problema x.

Por lo tanto, se requiere que el algoritmo A encuentre una solucion valida
(es decir, que satisfaga A(x)e R(x)) siempre que exista tal solucién (es
decir, R(x)no esta vacio). Por otro lado, si lainstancia x no tiene solucién
(es decir, R(x)= @), entonces claramente A(x)e R(x).




La condicidn extra requiere que en este caso . Por lo tanto, el
algoritmo A siempre genera una respuesta correcta, que es una solucion
véalida en el caso de que tal solucién exista(y proporciona una indicacién
de que de lo contrario no existe solucion).

Hemos definido una clase fundamental de problemas, y conocemaos
muchos problemas naturales en esta clase(por ejemplo, resolver ecuacio-
nes lineales sobre los racionales, encontrar caminos mas cortos en grafi-
cos, encontrar patrones en cadenas, encontrar un perfectoy unavariedad
de otros problemas de busqueda). Sin embargo, estos hechos per se no
significan que somos capaces de caracterizar los problemas naturales
con respecto a la pertenencia a esta clase. Por ejemplo, no sabemos si el
problema de encontrar los factores primos de un entero dado esta en esta
clase (es decir, en PF).

De hecho, actualmente, no tenemos una buena comprension con respecto
alos contenidos reales de la clase PF; es decir, somos incapaces de carac-
terizar muchos problemas naturales con respecto a la pertenencia a esta

clase. Esta situacion es bastante comun en la teoria de la complejidad, y
parece ser una consecuencia del hecho que las clases de complejidad se
definen en términos del «comportamiento externo» (de algoritmos poten-

ciales), enlugar de en términos de la «estructura interna» (del problema).

Volviendo a PF, observamos que, si bien contiene muchos problemas
naturales de busqueda, también hay muchos problemas de busqueda
natural que no son conocidos por estar en PF. A continuacion, se presenta
una clase natural que contiene una gran cantidad de tales problemas.




Los problemas de busqueda natural tienen la propiedad de que las solu-
ciones validas (para ellos) pueden ser reconocidas eficientemente. Es
decir, dada una instancia x del problema Ry una solucion candidatay, se
puede determinar eficientemente si y es 0 no una solucion valida para
x (con respecto al problema R, es decir, sea o no ye R(x)). Por ejemplo,
soluciones candidatas para un sistema de ecuaciones lineales (o poli-
nomiales) se puede verificar facilmente su validez mediante la creacion
de instancias y la manipulacion aritmética. Asimismo, es féacil verificar
si una determinada secuencia de vértices constituye una trayectoria
hamiltoniana en un grafo dado.

La clase de todos los problemas de busgueda que permiten soluciones
eficientes reconocibles (validas) es una clase natural per se, porgue no
esta claro por qué uno deberia preocuparse por una solucién a menos
gue uno puedareconocer una solucion valida unavez dada. Ademas, esta
clase es un dominio natural de los candidatos a PF, porque la capacidad
de reconocer eficientemente una solucion valida parece ser un requisito
previo natural (aungue no absolutamente necesario) para una discusion
sobre la complejidad de encontrar tales soluciones.

Restringimos nuestra atencion nuevamente a las relaciones acotadas
polinomialmente, y consideramos la clase de relaciones para las cuales
la pertenencia de pares en la relacion puede decirse eficientemente.
Hacemos hincapié en que consideramos decidir la pertenencia de deter-
minados pares de la forma (x, y) en una relacion fija R, y no decidir la per-
tenencia de x en el conjunto Sy = {x|R(x)= ¢ }.




D O O Definicion 12 1

2
* EI problema de busqueda de una relacion polinomialmente acotada 3
R<{0, 1}* x{0, 1}* tiene soluciones comprobables eficientemente si
existe un algoritmo de tiempo polinomial A tal que, para cada xe y, se 4
cumple que A(x, y)=T1siysolosi(x, y)eR.
% Denotamos por PC (que significa «comprobacion de tiempo polino-
mial») la clase de problemas de busqueda que corresponden a rela- 5
ciones binarias acotadas polinomialmente que tienen soluciones
comprobables eficientemente. Es decir, Re PC si se cumplen las dos 6
condiciones siguientes:
7

i. Paraalgun polinomio p, si(x, y)e Rentonces |y| <p(Ixl).
ii. Existe un algoritmo de tiempo polinomial que dado (x, y) se deter-
mina si(x, y)eR.

Note que el algoritmo postulado en el punto ii) también debe manejar las
entradas de la forma (x, y)tal que|y| > p(Ix|). Tales insumos, que eviden-
temente no estan en R (por el inciso i), son faciles de manejar simple-
mente determinando | x|, |y| y p(Ix]).

Porlo tanto, el quid del punto 2 suele estar en el caso de que la entrada(x,
y)satisfaga |y| <p(Ixl).

La clase PC contiene miles de problemas naturales (por ejemplo, encon-
trar un recorrido del agente viajero de una duracion que no exceda un
umbral dado, encontrar la factorizacién prima de un compuesto dado,




encontrando una asignacion de verdad que satisface una férmula boo-
leanadada, etc.). En cadauno de estos problemas naturales, la correccion
de las soluciones se puede verificar de manera eficiente (por ejemplo,
dado un recorrido del agente viajero es facil calcular su longitud y com-
probar si excede o no el umbral dado).

Sinembargo, deseamos enfatizar que los problemas de decisién soninte-
resantesy naturales per se(es decir, mas alla de su papel en el estudio de
los problemas de busqueda). Después de todo, la gente se preocupa por
laverdad, porlo que determinar si ciertas afirmaciones son ciertas es un
problema computacional natural.

La pregunta se refiere a la complejidad de resolver tales problemas para
una clase amplia y natural de propiedades asociadas a la clase NP. Esta
Ultima clase se refiere a propiedades que tienen «sistemas de prueba
eficientes» que permiten la verificacion de la afirmacion de gque un
objeto dado tiene una propiedad predeterminada (es decir, es miembro
de un conjunto predeterminado). Adelantandonos, mencionamos que la
pregunta P-vs-NP se refiere a la pregunta de si las propiedades que tie-
nen sistemas de demostracion eficientes pueden decidirse también de
manera eficiente (sin pruebas).

No hace falta decir que estamos interesados en la clase de problemas
de decisién que son solubles eficientemente. Esta clase se denota




tradicionalmente como P (que significa tiempo polinomial). La siguiente
definicion se refiere a la formulacion de la solucion de problemas de
decision.

Definicion 13

% Unproblemadedecision Sc{0, 1}* es soluble eficientemente si existe
un algoritmo de tiempo polinomial A tal que, para cada x, se cumple
que A(x)=1siysolosixeS.

% Denotamos por P la clase de problemas de decision que son resolubles
eficientemente.

De hecho, hay muchos problemas naturales de decision que no se sabe si
pertenecen a P, y esa clase natural que contiene una serie de tales pro-
blemas se denota NP.

Cada vez que decidir por nuestra cuenta parece dificil, es natural buscar
ayuda (por ejemplo, consejos) de otros. En el contexto de verificar que un
objeto tiene una propiedad predeterminada (o pertenece a un conjunto
predeterminado), la ayuda puede tomar la forma de una prueba, donde las
pruebas deben ser pensadas como consejos que pueden ser evaluados
con exactitud. De hecho, una clase natural de problemas de decisién que
surge es la clase NP, de todos los conjuntos tal que la pertenencia(de cada
instancia)en cada conjunto puede verificarse eficientemente con la ayuda
de una prueba adecuada. Asi, definimos NP como la clase de problemas de
decision que tienen sistemas de prueba eficientemente verificables. Este
camino definitorio requiere aclarar la nocion de un sistema de prueba.




En términos generales, decimos que un conjunto S tiene un sistema de
prueba si las instancias en S tienen pruebas validas de membresia (es
decir, pruebas aceptadas como validas por el sistema), mientras que las
instancias que no estan en S no tienen pruebas validas. De hecho, las
pruebas se definen como cadenas que (cuando acompafan a la instan-
cia) son aceptadas por el (eficiente) procedimiento de verificacion. Es
decir, decimos que Ves un procedimiento de verificacion para pertenen-
ciaa Ssicumple las dos condiciones siguientes:

1. Completez: las afirmaciones verdaderas tienen pruebas validas (es
decir, pruebas aceptadas como validas por V). Teniendo en cuenta
gue las afirmaciones se refieren a la pertenencia a S, esto significa
que para todo xe€ S existe una cadena y tal que V(x, y)=1; es decir, V
aceptay como prueba vélida de la pertenencia de xa S.

2. Solidez: Las afirmaciones falsas no tienen pruebas validas. Es decir,
paratodo x¢ Sy cada cadenay se tiene que V(x, y)=0, lo que significa
gue Vrechazay como prueba de la pertenenciade xa S.

Notamos que la condicion de solidez captura la «seguridad» del procedi-
miento de verificacién, es decir, su capacidad de no dejarse enganar (por
nada) para aceptar una afirmacion incorrecta. La condicion de completi-
tud capturala «viabilidad» del procedimiento de verificacion, es decir, su
capacidad para ser convencido de cualquier afirmacion valida(cuando se
presenta con una prueba adecuada).

Consideremos un par de ejemplos antes de pasar a la definicion formal
(de sistemas de prueba eficientemente verificables). Comenzando con
el conjunto de graficas hamiltonianas, notamos que este conjunto tiene
un procedimiento de verificacién que, dado un par (G, 1), se acepta siy
solo si Tt es un camino hamiltoniano en el grafo G. En este caso, Tt sirve




como prueba de que G es hamiltoniano. Considere que tales pruebas son
relativamente cortas (es decir, el camino es en realidad més corto que la
descripcion del grafico)y son faciles de verificar. No hace falta decir que
este sistema de prueba satisface las condiciones de completez y solidez.

Pasando al caso de férmulas booleanas satisfactibles, dada una formula
@Yyunaasignaciondeverdad T, el procedimiento de verificacién de lains-
tancia ¢ (de acuerdo con ), se acepta siy solo si al simplificar la expre-
sion booleana resultante se obtiene el valor verdadero. En este caso, T
sirve como prueba de que @ es satisfactible, y las presuntas pruebas son
de hecho relativamente cortasy faciles de verificar.

Definicion 14

Un problema de decision S<{0, 1} * tiene un sistema de prueba eficiente-
mente verificable si existe un polinomio p y un algoritmo de tiempo poli-
nomial(verificacion) Vtal que se cumplen las dos condiciones siguientes:

% Completez: Paratodo xe S, existe y de longitud como maximo p (| x|) tal
que V(x, y)=1.(Tal cadenay se llama NP-testigo paraxe€S.)

% Solidez: Paratodox¢Sytodoy, se cumple que V(x, y)=0. Asi, xeSsiy
solo si existe y de longitud como maximo p(|x|) tal que V(x, y)=1.

En tal caso, decimos que S tiene un sistema de prueba NP y nos referi-
mos a V como su procedimiento de verificacion (o como el propio sis-
tema de prueba).




Denotamos por NP la clase de problemas de decisién que tienen siste-
mas de prueba eficientemente verificables. Note que el término NP-tes-
tigo se usa comunmente. En algunos casos, V (o el conjunto de pares
aceptados por V) se llama una relacion testigo de S. Hacemos hincapié
en que el mismo conjunto S puede tener muchos sistemas de prueba NP
diferentesy que en algunos casos la diferencia es bastante diferente.

De todo lo anterior se puede inferir que esta definicion de NP es mas
practicay clara que la popular definicion siguiente:

Definicion 15

(donde NP se entiende por polinomial no deterministico)

Esta clase incluye problemas que se pueden resolver en tiempo polino-
mial si podemos adivinar correctamente qué ruta computacional se puede
sequir. El concepto de adivinar es extrano ya que todos los programas
computacionales son deterministicos. En general, esta clase incluye todos
los problemas que tienen algoritmos exponenciales pero que no se ha pro-
bado que no se puedan resolver con algoritmos de tiempo polinomial.




«La mente intuitiva es un regalo sagrado y la mente racional es un fiel sir-
viente. Hemos creado una sociedad que rinde honores al sirviente y ha olvi-
dado al regalo».

Albert Einstein

Einstein habla de la importancia de ambas consideraciones filosoficas
(referidas como la mente racional) y consideraciones empiricas (referi-
das como la mente intuitiva) para la ciencia. De hecho, seguiremos su
ejemplo. Se cree ampliamente que P es diferente de NP, es decir, que
PC contiene problemas de busqueda que no son eficientemente reso-
lubles, y que hay sistemas de NP-prueba para conjuntos que no pueden
decidirse eficientemente. Esta creencia es apoyada por consideraciones
filosoficas y empiricas.

Consideraciones filosoficas. Ambas formulaciones de la pregunta P-vs-NP
se refieren a cuestiones naturales sobre las que tenemos concepciones
fuertes. Lanocion de resolver un problema(de busqueda) parece suponer
que, al menos en algunos casos (o en general), encontrar una solucién es
significativamente mas dificil que verificar si una solucion presentada es
correcta. Esto se traduce en PC\ PF= @ . Asimismo, la nocion de prueba
parece suponer que, al menos en algunos casos (o en general), la prueba
es Util para determinar la validez de la afirmacion, es decir, que la verifi-
cacion de la validez de una afirmacion puede ser significativamente mas
facil cuando se ha proporcionado una prueba. Esto se traduce en P = NP,
lo que también implica que es significativamente mas dificil encontrar
pruebas que verificar su exactitud, lo que nuevamente coincide con la
experiencia diaria de investigadores y estudiantes.




Consideraciones empiricas. La clase NP (o mas bien PC) contiene miles
de diferentes problemas para los gque no se conoce un procedimiento de
solucion eficiente. Muchos de estos problemas han surgido en disciplinas
muy diferentes, y fueron objeto de extensas investigaciones de nume-
rosas comunidades diferentes de cientificos e ingenieros Todos estos
estudios esencialmente independientes no han proporcionado algorit-
mos eficientes para resolver estos problemas, una falla que es extrema-
damente dificil atribuir a pura coincidencia o a una racha de mala suerte.

Mencionamos que, para muchos de los problemas antes referidos, los
algoritmos mas conocidos no son significativamente mas rapidos que
una busqueda exhaustiva (de una solucién); es decir, la complejidad del
algoritmo mas conocido esta polinomialmente relacionada con la com-
plejidad de una busqueda exhaustiva. De hecho, existe la creencia gene-
ralizada de que, para algunos problemas en NP, ningun algoritmo puede

ser significativamente mas rapido que una busqueda exhaustiva.

La creencia (o conjetura) comun de que P # NP es realmente muy atrac-
tiva e intuitiva. El hecho de que esta conjetura natural no se haya resuelto
parece ser una de las fuentes de frustracion de la teoria de la compleji-
dad. En nuestra opinion, sin embargo, es que este sentimiento de frus-
tracion estéa fuera de lugar (y solo refleja una ingenua subestimacion de
los problemas en cuestion). Por el contrario, el hecho de que la teoria de
la complejidad evoluciona en torno a preguntas naturales y formuladas
de forma sencilla que son tan dificiles para resolver hace que su estudio

sea muy emocionante.

Meditaciones Filosdficas: Las limitaciones inherentes de nuestro cono-
cimiento cientifico fueron articuladas por Kant, quien argumentd que
nuestro conocimiento no puede trascender nuestra forma de entender.




Los «modos de entender» estan predeterminados; preceden a toda adqui-
sicion de conocimiento y son la condicién previa a tal adquisicion. De
alguna manera, Wittgenstein refing el anélisis, argumentando que el cono-
cimiento debe formularse en un lenguaje, y este ultimo debe estar sujeto
a un mecanismo (sonoro) de asignacion de sentido. Asi, las limitaciones
inherentes de cualquier posible «mecanismo de asignacién de signifi-
cado» impone limitaciones a lo que se puede decir (significativamente).

Ambos filosofos hablaron de larelacion entre el mundo y nuestros pensa-
mientos. Dieron por sentado (o mas bien asumieron)que en el dominio de
los pensamientos bien formulados (por ejemplo, la légica), cada conclu-
sion valida se puede alcanzar de manera efectiva (es decir, toda aseve-
racion valida puede probarse efectivamente). De hecho, esta suposicion
ingenua fue refutada por Godel. De manera similar, la obra de Turing
afirma que existen problemas bien definidos que no pueden ser resueltos
por métodos bien definidos.

Destacamos que la afirmacion de Turing trasciende las consideraciones
filosoficas del primer parrafo: Afirma que las limitaciones de nuestra
capacidad se deben no solo a la brecha entre el «<mundo tal como es» y
nuestro modelo de él. En contraste, la afirmacién de Turing se refiere a
las limitaciones inherentes a cualquier proceso racional, incluso cuando
este proceso se aplica a informacion bien formulada y tiene como obje-
tivo una meta bien formulada. De hecho, en contraste con las presun-
ciones ingenuas, no todos los problemas bien formulados pueden ser
(efectivamente) resueltos.

La conjetura P#NP va incluso mas alla de la afirmacion de Turing. Limita
el dominio de la discusion a los problemas «justos», es decir, a los pro-
blemas para los cuales las soluciones validas pueden ser reconocidas




eficientemente como tales. De hecho, hay algo fingido en problemas para
los que no se pueden reconocer soluciones validas de manera eficiente.
Evitando tales problemas fingidos y/o injustos, P # NP significa que (aun
con esta limitacién) existen problemas que son inherentemente irreso-
lubles en el sentido de que no pueden ser resueltos eficientemente. Es
decir, a diferencia de las presunciones ingenuas, no todos los problemas
que se refieren a soluciones reconocibles de manera eficiente pueden
resolverse eficientemente. De hecho, la brecha entre la complejidad de

reconocer soluciones y la complejidad de encontrarlos avala el signifi-
cado de lanocién de un problema.




Problemas de optimizacion

Todos los dias, los ingenieros y los tomadores de decisiones se enfren-
tan a problemas de creciente complejidad que surgen en diversos sec-
tores tecnicos, por ejemplo, en investigacidn de operaciones, diseno de
sistemas mecanicos, procesamiento de imagenes y particularmente en
electrdnica. El problema por resolver se puede expresar a menudo como
un problema de optimizacion. Aqui se puede definir una(o varias)funcion
objetivo, o funcion de costo, que se busca minimizar o maximizar frente
a todos los parametros en cuestion. La definicién del problema de opti-
mizacion se complementa con la informacién de las restricciones. Todos
los parametros de las soluciones adoptadas deben satisfacer estas res-

tricciones, o de lo contrario estas soluciones no se pueden encontrar.

Se pueden distinguir dos tipos de problemas de optimizacion: los pro-
blemas «discretos» y problemas con variables continuas. Para ser mas
precisos, citemos dos ejemplos: entre los problemas discretos, se
puede discutir el famoso problema del agente viajero donde se trata de




minimizar lalongitud de laronda que debe visitar un determinado numero
de ciudades, antes de regresar al pueblo de partida. Un ejemplo tradicio-
nal de problema continuo es el problema de produccion. En la practica,
también se pueden encontrar «problemas mixtos», que comprenden
simultaneamente variables discretas y variables continuas.

Esta diferenciacion es necesaria para determinar el dominio de los pro-
blemas de optimizacion dificiles. De hecho, dos tipos de problemas son
referidos, en la literatura, como problemas de optimizacion dificiles (este
nombre no esta estrictamente definido, y de hecho esta acotado al estado
del arte para la optimizacién):

% Ciertos problemas de optimizacion discreta, para los cuales no hay
conocimiento de un algoritmo polinémico exacto (es decir, cuyo
tiempo de célculo es proporcional a N, donde N es el nimero de para-
metros desconocidos del problema, y n es una constante entera). Es
el caso, en particular, de los problemas conocidos como «NP-dificil»,
por lo que se conjetura que no existe una n constante para el cual el
tiempo de solucioén esta limitado por un polinomio de grado n.

% Ciertos problemas de optimizacion de variables continuas, para los
cuales no hay conocimiento de un algoritmo que permita localizar defi-
nitivamente un 6ptimo global(es decir, lamejor solucion posible)y enun
numero completo de calculos. Fueron muchos los esfuerzos realizados
durante mucho tiempo, por separado, para solucionar estos dos tipos
de problemas, alos que mas adelante nos referiremos brevemente.

Un problema combinatorio es aquel que asigna valores numeéricos discre-
tos a algun conjunto finito de variables X, de tal forma que satisfaga un
conjunto de restricciones y minimice o maximice alguna funcion objetivo.




Los problemas de optimizacion combinatoria abundan en la vida diaria.
Una areaimportante y extensa de aplicaciones se refiere alaadministra-
cion eficiente del uso de recursos escasos para incrementar la producti-
vidad. Estas aplicaciones incluyen problemas operacionales tales como
distribucion de bienes, planeacion de la produccion y secuenciacion de
magquinas. Tambien incluyen problemas de planeacion tales como inver-
sion de capital, localizacion de medios y seleccion de cartera. También
problema de diseno como diseno de redes de telecomunicacion y trans-
porte, diseno de circuitos y diseno de sistemas de produccion automa-
tica. Los problemas de optimizacion discreta también se presentan en
estadistica(andlisis de datos), fisica(determinacion de estados de ener-
gia minimos), criptografia (disefando codigos infranqueables), politica
(seleccionando distritos electorales favorables)y en matematicas (como
una técnica poderosa para probar teoremas combinatorios). Como ya se
ha mencionado el gran avance de las computadoras ha repercutido en el
desarrollo acelerado de la optimizacién discreta.

Antes de definir los problemas NP-duros, daremos una definicion para
los problemas NP-completos.

Definicion 16

Entéerminos generales, un problema en NP se llama NP-completo si cual-
quier algoritmo eficiente que lo resuelva se puede convertir en un algo-
ritmo eficiente para cualquier otro problema en NP. Por lo tanto, si NP es
diferente de P, entonces no hay problema que pertenezca a NP-completo
que pueda estar en P. La conversion antes mencionada de un algoritmo




eficiente para un problema NP en algoritmos eficientes para otros pro-
blemas NP se desarrolla en realidad por una reduccion. Por lo tanto, un
problema (en NP) es NP-completo si cualquier problema en NP es efi-
cientemente reducible a él, lo que significa que cada problema individual
NP completo ‘codifica” todos los problemas en NP.

Sabemos que existen problemas NP-completos. La pregunta que nos
hacemos aqui es qué aspectos en nuestro modelado de problemas per-
miten la existencia de problemas completos. Por supuesto, debemos
tener en cuenta que la completitud se refiere a una clase de problemas;
el problema completo debe «codificar» cada problema de la clase y estar
en la clase. Desde este aspecto, en o sucesivo denominado como codi-
ficabilidad de una clase, es lo suficientemente sorprendente (al menos
para un profano), comenzamos preguntando qué es lo que lo habilita.
ldentificamos dos paradigmas fundamentales, con respecto al modelado
de problemas, que parecen esenciales para la codificabilidad de cual-
quier clase (infinita) de problemas:

1. Cadaproblemase refiere aun conjunto infinito de instancias posibles.

2. Laespecificacion de cada problema utiliza una descripcion finita(por
ejemplo, un algoritmo que enumera todas las soluciones posibles para
cualquier instancia dada).

Estos dos paradigmas parecen algo conflictivos, pero juntos sugieren
la definicion de un problema universal. En concreto, este problema se
refiere a instancias de la forma (D, x), donde D es una descripcion de
un problema y x es una instancia a ese problema, y una solucion a la




instancia (D, x) es una solucién a x con respecto al problema(descrito por)
D. Intuitivamente, este problema universal puede codificar cualquier otro
problema (siempre que los problemas se modelen de una manera que se
ajuste a los paradigmas anteriores): Resolver el problema universal per-
mite resolver cualquier otro problema.

Considere que el problema universal anterior es en realidad completo con
respecto a la clase de todos los problemas, pero no es completo con res-
pecto a ninguna clase que contiene solo (algoritmicamente) problemas
solucionables (porque este problema universal no tiene solucioén). Diri-
giendo nuestra atencion a las clases de problemas solucionables, bus-
camos versiones del problema universal que sean completas para estas
clases. Una dificultad arquetipica que surge es que, dada una descripcion
D(como parte de la instancia al problema universal), no podemos decir si
D es o no unadescripcion de un problema en una clase C predeterminada
(porque este problemade decisién esirresoluble). Este hecho esrelevante
porque si el problema universal requiere resolver instancias que se refie-
ren a un problema que no esta en C, entonces intuitivamente no puede
estar él mismo en C.

Antes de volver a la resolucion de la dificultad anterior, notamos que los
paradigmas de modelado antes mencionados son fundamentales para la
teoria de la computacién en general. En particular, hasta ahora no hemos

hecho referencia a ninguna consideracion de complejidad. De hecho, una
consideracion de complejidad esla clave pararesolver la dificultad anterior:
laidea es modificar cualquier descripcion D en una descripcion D tal que D
siempre esta en Cy D' concuerda con D en el caso de que D esté en C(es
decir, en este caso describen exactamente el mismo problema). Hacemos
hincapié en que en el caso de que D no esté en C, el problema correspon-
diente D' puede ser arbitrario(siempre y cuando esté en C). Tal modificacion

es posible con respecto a muchas clases teoricas de complejidad.




Consideramos dos tipos diferentes de clases, donde en ambos casos, la
clase se define en términos de la complejidad temporal de los algorit-
mos que hacen algo relacionado con el problema(por ejemplo, reconocer
soluciones vélidas, como en la definicion de NP).

1. Clases definidas por una Unica funcién t limitada en el tiempo (p. €j.,
t(n)=n3). En este caso, cualquier algoritmo D se modifica al algoritmo
D’ de tal manera que en la entrada x, emula(hasta) t(Ix]) pasos de la eje-
cucién de D(x). La version modificada del problema universal trata la
instancia(D, x)como (D', x). Esta version puede codificar cualquier pro-

blema en dicha clase C(correspondiente al tiempo de complejidad t).

Pero ;estara este problema (version del universal) en si mismo en C? La
respuesta depende tanto de la eficiencia de la emulacién en el calculo
computacional del modelo correspondientey enlatasade crecimiento de
t.Porejemplo, paralatriple exponencial de t, larespuestadefinitivamente
serasi, porque t(|x|) pasos se puede emular en tiempo poli(t(Ix))(en cual-
quier modelo razonable) mientras t(|(D,x)|)>t(Ix| + 1)>poli(t(Ixl)). Por
otra parte, en los modelos mas razonables, la emulacion de t(|x]) pasos
requiere mas de O(t(Ix])) tiempo, mientras que para cualquier polinomio
t se cumple que t(n + O(1)) es menor que 2t(n).

2. Las clases definidas por una familia infinita de funciones de diferente
tasa de crecimiento (por ejemplo, polinomios). Podemos, por supuesto,
seleccionar una funcién t que crece mas rapido que cualquier funcion
enlafamiliay proceder como en el caso anterior, pero entonces el pro-
blema universal resultante definitivamente no estara en la clase.

Note que, en el caso actual, un problema completo sera sorprendente
porque, en particular, estara asociado con una funcion ty que crece mas




moderadamente que algunas otras funciones en la familia (por ejemplo,
un polinomio fijo crece de forma méas moderada que otros polinomios).
Aparentemente esto significa que el algoritmo que describe la maquina
universal debe ser mas rapido en términos del numero real de pasos que
algunos algoritmos que describen algunos otros problemas en la clase.
Esta impresion supone que las instancias de ambos problemas son
(aproximadamente) de la misma longitud, y entonces violamos intencio-
nalmente esta presuncion aumentando artificialmente la longitud de la
descripcion de lasinstancias al problema universal. Por ejemplo, si Desta
asociado con la cota de tiempo t, entonces la instancia(D, x)al problema
universal se presenta como, (0, x, 1t,™®01x)2)), donde el cuadrado com-
pensa la sobrecarga de la emulacion(y en el caso de NP usamos t,(n)=n).

Volviendo a la definicion de NP-Duros podemos afirmar que una com-
prension intuitiva de los problemas NP-Duros y NP-Completos se refiere
a aquellos que son dificiles (y probablemente imposibles) de encontrar
algoritmos de tiempo polinomial para su solucion. Por lo tanto, las perso-
nas que generalmente son nuevas en algoritmos se haran esta pregunta:

;Cual es la diferencia entre NP-Duros y NP-Completos?
Larespuesta simple es por definicion: si todos los problemas NP pueden
reducirse al problema A por polinomio, entonces el problema A es NP-Di-

ficil; si el problema A es NP-Dificil y NP, entonces es NP-Completo.

De la definicion, podemos ver facilmente que la clase de problema
NP-Duro incluye la clase NP-Completo. Pero ademas preguntaremos:

;Hay algun problema que pertenezca a NP-Duro, pero no a NP-Completo?

Larespuestaessi.




Por ejemplo, el problema de parada, es decir, se dan un programay una
entrada para determinar si se terminara su operacion. El problema de la
detencién es indecidible, por lo que, por supuesto, no es un problema de
NP. Pero para problemas NP-Completos como SAT, se puede reducir al
problema de detencion por polinomio. Como podemos construir el pro-
grama A, el programa agota todas las asignaciones de sus variables a
la formula de entrada, si hay una asignacion para hacerla verdadera, se
detiene, de lo contrario entra en un bucle infinito. De esta forma, juzgar
si la formula puede satisfacerse se transforma en juzgar si el programa
A que toma la formula como entrada esta detenido. Por lo tanto, el pro-
blema de parada es NP-Duro en lugar de NP-Completo."”

Un problema NP-Duro es aquel que no es soluble en tiempo polinomial,
pero se puede verificar en tiempo polinomial.

Un problema NP-Completo es aquel que es NPy también NP-Duro.
En términos mas esquematicos'®:

NP-DURO NP-COMPLETO

Los problemas NP-Dificiles (digamos

X) se pueden resolver siy solo si hay

un problema NP-Completo (digamos

Y)que se pueda reducira X en tiempo
polinomial.

Los problemas NP-Completos pueden
resolverse mediante un algoritmo /
magquina de Turing no determinista en
tiempo polinomial.

http://hi.baidu.com/nuclearspace/item/e0f8alb777914974254b09f4
https://es.acervolima.com/diferencia-entre-problema-np-duro-y-np-completo/




Figura 6. Diagrama de los problemas P, NP, NP- completo y NP-duro
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Elproblema de satisfactibilidad (SAT)fue el primer problema identificado

como perteneciente ala clase de complejidad NP-completo por Stephen
Cook en el ano 1971, y se plantea de la siguiente manera:"

Comenzamos con una lista de variables booleanas x;, -+, x,. Un literal es
una de las variables x;(o la negacion de una de las variables -x,). Hay 2n
literales posibles. Una clausula es un conjunto de literales.

Las reglas del juego son las siguientes: Asignamos valores booleanos
Verdadero(V)o Falso(F)acadaunade las variables. De este modo a cada
uno de los literales se le asigna un valor booleano. Finalmente, una clau-
sula tiene valor V siy solo si al menos uno de los literales de la clausula
tiene unvalor V, en otro caso tendra un valor F.

19 https://www.xatakaciencia.com/computabilidad/problema-de-satisfacibili-
dad-sat
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Un conjunto de clausulas es satisfactible si existe una asignacion de
valores booleanos a las variables que hagan que todas las clausulas sean
ciertas. Consideramos or entre cada uno de los literales en una clausula
y and entre las clausulas.

El problema de satisfactibilidad (SAT). Dado un conjunto de clausulas,
;existe un conjunto de valores booleanos para una determinada expresion
que la haga verdadera?

Ejemplo 16

Consideramos el conjunto de variables x,, x,, x;. Podemos construir la
siguiente lista de clausulas.

Db D} x93 {-x061

Si elegimos los valores (V, V, F) para las variables (x;, x,, X;) respectiva-
mente, entonces los valores de las cuatro clausulas seran (T, T, T, F), asi
que no podria ser una asignacion valida para satisfacer el conjunto de
clausulas.

Existen 8 posibles asignaciones (27=9). Al final obtenemos como asigna-
cion satisfactoriaal(T, T, T).

El ejemplo nos deja la sensacion de que SAT debe ser un problema com-
putacional complicado, porque hay 2" posibles conjuntos de valores que
pueden resolver el problema.




Esta absolutamente claro, sin embargo, que el problema pertenece a la
clase de complejidad NP. Efectivamente, es un problema de decision.
Ademas, podemos asignar facilmente un certificado a todos los con-
juntos de clausulas para cual la respuesta a SAT es: Si, las cldusulas son

satisfactibles.

El certificado contiene un conjunto de valores, uno por cada variable, que
satisface todas las clausulas. Una maquina de Turing que recibe un con-
junto de clausulas, apropiadamente codificadas, como entrada, acom-
panadas del certificado tendria que verificar solamente que silos valores
son asignados a las variables como se muestra en el certificado, enton-
ces efectivamente cada clausula contiene al menos una literal de valor V.
Esa verificacion se realiza en tiempo polinémico.

Figura 7. El problema SAT?0

5

Problemas como el del agente viajero o el de la mochila se conocen como
NP completos. EI problema del agente viajero se puede resolver con un
algoritmo deterministico como el de recursividad, donde se especifica
en cada paso qué arco se debe considerar desde un nodo dado.

Ejemplo 17

20 https://en.wikipedia.org/wiki/Boolean_satisfiability_problem
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Para la pregunta: si existe un recorrido con una distancia total que sea
menor que B, el algoritmo recursivo implicitamente prueba todos los
recorridos posibles y da una respuesta afirmativa si tal recorrido existe y
negativa en caso contrario. Ya que los recorridos se prueban uno por uno,
y el ultimo puede ser el que cumple con la propiedad deseada, el algoritmo
recursivo pararesolver el problema del agente viajero se considera 0(c").

Un algoritmo no deterministico puede adivinar correctamente qué arco
se debe incluir en el recorrido. Si existe un recorrido con una distancia
total menor que B, el algoritmo no deterministico requiere un tiempo de
O(n)para calcular la distancia total del recorridoy verificar si tal recorrido
existe. Si el problema del agente viajero se puede resolver por un algo-
ritmo no deterministico en tiempo polinomial se dice que el problema
pertenece ala clase NP.

Figura 8. Eljuego del

icosiano, origen del PAV

Ejemplo 18

Por otro lado, se tienen problemas en la categoria NP-Duros como el
Problema de asignacién cuadratica (QAP), que se enuncia de la siguiente
manera: Asignar n instalaciones a n locaciones de manera que el costo
sea minimo (Koopmans Beckmann, 1957). Que tiene amplia aplicabilidad
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en: distribucion de instalaciones en hospitales, distribucion de compo-
nentes circuitales, disminucion de la fatiga ocular entre otros.?'

Para demostrar que QAP es NP-Duro se hace uso de la técnica de reduc-
cién que ya vimos con anterioridad: SAT primer problema NP-Completo
(Teorema de Cook-Levin 1971) todo problema NP se reduce a SAT.

Loc 1
Fac 2 Loc 2
Figura 9. Problema
Facl de asignacion
Loc 4 cuadratica
Loc 3
Fac 3

Fac 4

Podemos considerar un problema con el enfoque de optimizacion y
con el enfoque de decision y tendremos dos clasificaciones de este, ya
sea NP-Duro o NP-Completo, tal es el caso del PAV como veremos en el
siguiente ejemplo, pero antes recordemos las definiciones de tales pro-
blemas dadas en la seccion 8.

Problema de optimizacién

Un problema de optimizacién tiene como objetivo encontrar una solucion
que sea Optima entre todas las soluciones factibles que se tengan, estas
soluciones factibles se pueden considerar como decisiones factibles, y
estan sujetas a una serie de restricciones que deben cumplir.

21 https://jcc.dcc.feeia.unr.edu.ar/2016/slides/2016-paredes-restrepo.pdf
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Problema de decision

Un problemade decision esuntipo especial de problema computacional cuya
respuesta es solamente «si» 0 «<no» (0, de manera mas formal, «1» 0 «0»).

Ejemplo 19

En este ejemplo se muestra el problema del Agente Viajero (PAV) en tres
versiones diferentes:

PAV problema de decision

Entrada: Una gréfica G, un presupuesto b

Salida: ;G admite un recorrido de a lo mas b?(Si/No)
Clasificacion: NP- Completo

PAV problema de busqueda

Entrada: Una grafica G, un presupuesto b

Salida: Encontrar un recorrido en G con un peso de a lo mas b, si es que
existe.

Clasificacion: NP-duro

PAV problema de optimizacion

Entrada: Una gréafica G

Salida: Encontrar un recorrido en G con un peso minimo
Clasificacion: NP-duro

Fuera de contexto, el problema del TSP podria referirse a cualquiera de
estos. El problema aqui es que estos problemas son estrictamente distin-
tos. Laversion de decision solo pide existencia, mientras que la version de




busqueda pide mas, necesita un ejemplo de tal solucién. En la practica,
a menudo gqueremos tener la solucién real, por lo que los enfoques mas
practicos pueden omitir mencionar los problemas de decision.

Ahora, sque pasa con eso? La definicién de un problema NP-completo
estaba pensada para problemas de decision, por lo que técnicamente no
se aplica directamente a problemas de busqueda u optimizacion. Pero
debido a que la teoria detras de esto esta bien definida y es util, enton-
ceses util sequiraplicando el téermino NP-completo/NP-dificil de buscar/
problema de optimizacion, para que tengan unaidea de cuan dificiles son
de resolver estos problemas. Entonces, cuando alguien dice que el pro-
blema del viajero es NP-completo, formalmente deberia ser la version del
problema de decision.

Evidentemente, muchas nociones se pueden ampliar para que abarquen
también problemas de busqueda, y asi se presentan en algunos libros.

A continuacién, se listan otros problemas representativos que abordan la
optimizacion consurespectivacomplejidad computacionaly que se estu-
dian enlos diferentes cursos de Investigacion de Operaciones, de acuerdo
con la definicién de problemas de optimizacion se tiene la siguiente cla-

sificacion:

% El problema del cartero chino: Para una grafica dada (dirigida o no)
con pesos especificos en los arcos, determine una trayectoria que
incluya cada arco en la grafica al menos una vez y que su peso total
sea minimo. NP-duro.

% El problema de la mochila: Determine un conjunto de valores enteros
x; con i=1, 2,~-, n que minimice f(x;, X,,-+.X,) sujeto a la restriccion
g(Xy X,,+++,x,)2 b donde b es un parametro. NP-duro.




Planeacion de maquinas en paralelo: Dado un conjunto T de tareas
simples de operacidn, cada una con tiempo de procesamiento T
1<j<|T|, asignar cada tarea a exactamente m maquinas tal que el

tiempo en que se realizan todas las tareas sea minimo. NP-duro.

Coloracionde nodos: Dada unagraficanodirigida, determine elnumero
minimo de colores necesarios para colorear cada nodo de la grafica de
tal forma que ningun par de nodos adyacentes (nodos conectados por
un arco) tengan el mismo color. NP-completo.

Arbol de expansién minima: Para una grafica dada con pesos especifi-
cos enlosarcos, determinar un subconjunto de arcos de peso minimo
total que forme una grafica aciclica conectada que tiene al menos un
arco incidente a cada vertice. NP-completo.

Ruta mds corta: Para una grafica dada (dirigida o no) con peso o lon-
gitudes especificas en los arcos, encontrar una sucesion de arcos no
repetidos de longitud total minima que conecte dos vértices especifi-
cosy que sea factible a la direccion de los arcos. NP-duro.

Empacado de cajas: Para una lista de N pesos w;, 1<i<Ny un con-
junto de cajas, cada unade ellas con una capacidad fija, sea W, encon-
trar una asignacion factible de pesos para las cajas que minimice el
numero total de cajas por usar. NP- duro.

Apareamiento: Dada una lista de articulos i=1, 2,++, ny pesos W,;as0-
ciados conaparearunarticulo iconunarticuloj, encontrarunesquema
de peso maximo total para aparearlos articulos en la lista tal que cada
articulo este apareado con, alo mas, otro articulo. NP-completo.




% Cubierta de conjuntos: Dado un conjunto finito Sy una familia de sub-
conjuntos {Sjgsljed} y costos asociados C; a cada S, elegir una
coleccion de subconjuntos de costo minimo total que incluya a cada
elemento de S al menos una vez. NP-completo.

% Flujo maximo: Dada una grafica(dirigida o no)y capacidades especifi-
cas enlosarcos, encontrar un flujo maximo entre dos vertices especi-
ficos que sea factible con respecto a las capacidades. NP-completo.

% Problema de cargo fijo: Dado un conjunto factible S de actividad o
niveles de trafico no negativos, x=(x;, X,,-+.x,). costos unitarios v,
para emplearxj, y costos fijos fjasignados siempre que X;sea positiva,

seleccionar un costo minimo local xe S. NP-completo.

De acuerdo con la definicién de problemas de decision los siguientes
ejemplos se clasifican de la siguiente manera:

1. ProblemasP:
» QOrdenarunarreglo
» Rutamas cortaentre 2 puntos
» Calcular el determinante de una matriz
» Programacion lineal

2. Problemas NP-completo:
» Problema del agente viajero
» Programacion lineal entera

3. Problemas intratables:
» Determinar todos los puntos enteros que satisfacen un sistema de
desigualdades lineales
» Lastorres de Hanoi




En la teoria de la complejidad computacional, los 21 problemas NP-com-
pletos de Karp son un conjunto de problemas computacionales. En su
articulo de 1972, «Reductibilidad entre problemas combinatorios»,
Richard Karp us¢ el teorema de Stephen Cook de 1971 de que el problema
de satisfactibilidad booleano es NP-completo (también llamado teorema
de Cook-Levin para demostrar que hay una reduccion de muchos-uno en
el tiempo polindmico del problema de satisfactibilidad booleano a cada
uno de los 21 problemas teoricos, combinatorios y graficos, mostrando
asi que todos son NP-completos. Esta fue una de las primeras demostra-
ciones de que muchos problemas computacionales naturales que ocu-
rren en la ciencia de la computacion son intratables desde el punto de
vista computacional, y genero interes en el estudio de la completitud de
NPy el problema P vs. NP.??

Los 21 problemas de Karp se muestran a continuacion, muchos con sus
nombres originales. El anidamiento indica la direccion de las reduccio-
nes utilizadas. Por ejemplo, se demostrd que mochila es NP-completo al
reducir la cobertura exacta a mochila.

https://hmong.es/wiki/Karp%27s_21_NP-complete_problems
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Con el paso del tiempo se descubrio que muchos de los problemas se
pueden resolver de manera eficiente si se restringen a casos especiales,
0 se pueden resolver dentro de un porcentaje fijo del resultado 6ptimo.

Sin embargo, David Zuckerman mostro en 1996 que cada uno de estos 21
problemas tiene una version de optimizacién restringida que es impo-
sible de aproximar dentro de cualquier factor constante a menos que
P=NP, al mostrar que el enfoque de reduccion de Karp se generaliza a
un tipo especifico de reduccion de aproximacion. Sin embargo, tenga en
cuenta que estos pueden ser diferentes de las versiones de optimizacion
estandar de los problemas, que pueden tener algoritmos de aproxima-
cién(como en el caso del corte méaximo).

En general las aplicaciones de problemas de optimizacion se pueden
resumir en la siguiente lista:

Logistica

Optimizacioén de la cadena de suministro

Desarrollar la mejor red de aerolineas de radios y destinos
Decidir a qué taxis de una flota enrutar para recoger las tarifas
Determinar la forma Optima de entregar paquetes

Asignar puestos de trabajo a las personas de manera optima
Diseno de redes de distribucién de agua

Problemas de ciencias de la tierra (p. ej., caudales de embalses)

¥ K X X X X X X

Esta es una lista dinamica y es posible que nunca pueda satisfacer los
estandares particulares de exhaustividad. Puede ayudar agregando ele-
mentos faltantes con fuentes confiables.




Conclusiones

Hemos visto la importancia del manejo de datos para resolver un pro-
blema, asi como el diseno y el anélisis de algoritmos para diferentes
areas de la Investigacion de Operaciones, si bien el tema no esté tratado
de manera exhaustiva se busca que el lector (lectora) se familiarice con
estos conceptos y pueda identificarlos en la literatura y aplicarlos a los
problemas que se le presenten en las asignaturas de optimizacion y en
las aplicaciones de estas a las diferentes areas de la ingenieria.

Para resolver problemas de optimizacion y en general problemas de la
Investigacion de Operaciones se siguen los siguientes pasos con base en
el método cientifico:

1. Formulacién del problema, andlisis y delimitacion. LLa especificacion
de los objetivos es una de las tareas mas importantes en un proyecto
de I. de 0. Todas las actividades de modelado y analisis deben basarse
en los objetivos. Si estos no son claros o son poco concretos, existe el




peligro de no enfocar el problema correctamente y ser incapaces de
responder a las expectativas generadas.

. Construccion del modelo del problema. En esta fase, el investigador
de operaciones debe decidir el modelo por utilizar para representar el
sistema. Debe ser un modelo tal que relacione a las variables de deci-
sion con los parametros y restricciones del sistema. Los parametros
(o cantidades conocidas) se pueden obtener, ya sea a partir de datos
pasados o estimados por medio de algun método estadistico. Esreco-
mendable determinar si el modelo es probabilistico o deterministico.

. Seleccidn del método de solucidn y/o algoritmo. El modelo puede ser
matematico, de simulacion o heuristico, dependiendo de la compleji-
dad de los calculos matematicos que se requieran y es en este punto
donde es importante comparar los diferentes métodos, algoritmos y
cuales se reporta que son mas eficientes para resolver el problema
en cuestion, y donde lo que se ha desarrollado en este escrito cobra

importancia.

. Solucién del modelo. Debemos tener en cuenta que las soluciones que
se obtienen en este punto del proceso son matematicas y debemos
interpretarlas en el mundo real. Ademas, para la solucion del modelo,
se deben realizar anélisis de sensibilidad, es decir, ver como se com-
porta el modelo a cambios en las especificaciones y parametros del
sistema. Esto se hace debido a que los parametros no necesaria-
mente son precisosy las restricciones pueden estar equivocadas.

Validacion del modelo. La validacion de un modelo requiere que se
determine si dicho modelo puede predecir con certeza el comporta-
miento del sistema. Se puede hacer uso de datos historicos o bien si




no se dispone de ellos 0 hay cambios en el sistema se usa algun otro
modelo.

6. Implementacion de los resultados. Es importante interpretar y veri-
ficar los resultados, las acciones a tomar y si el modelo puede servir
para resolver otro problema, entonces se debe documentar y actuali-
zar el modelo para nuevas aplicaciones.

De acuerdo con estos pasos, el objetivo de este escrito es contribuiren la
teoria de analisis de algoritmosy problemas de optimizacion en el paso 3,
y esperando que con esto haya mayor claridad en la lectura de articulos
relativos a los temas que se abordan en los cursos de Investigacion de
Operaciones.
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11 Notas historicas

En algun lugar, entre 400 y 300 a. C.,
el gran matematico griego Euclides
inventd un algoritmo para encontrar el
maximo comun divisor(m.c.d.)entre dos
numeros naturales. El m.c.d. de Xy Y es
el mayor entero que divide a ambos. Por
ejemplo, el m.c.d. de 80 y 32 es 16. Los
detalles del algoritmo no nos interesan
por el momento, pero el algoritmo de
Euclides se considera el primer algo-
ritmo no trivial desarrollado.




La palabra algoritmo se deriva del nom-
bre del matematico persa Mohammed
Al-Khowaérizmi quien vivio durante el siglo
noveno y quién tiene el merito de haber
elaborado paso a paso reglas para sumar,
restar, multiplicar y dividir numeros deci-
males ordinarios. El nombre de este mate-
matico en latin se convirti¢ en Algorismus,
de donde declin¢ en algoritmo. Claramente
Euclidesy al- Khowarizmi fueron algoritmi-
COSs por excelencia.

(Alan Mathison Turing; Londres, 1912 - Wilmslow, Reino Unido, 1954). Mate-
matico britanico. Paso sus primeros trece anos en laIndia, donde su padre
trabajaba en la administracion colonial. De regreso al Reino Unido, estu-
dio en el King's College y, tras su graduacion, se traslado a la Universidad
estadounidense de Princeton, donde trabajo con el légico Alonzo Church.

En 1937 publico un célebre articulo en el que
definio una maquina calculadora de capaci-
dad infinita (méaquina de Turing) que operaba
basandose en una serie de instrucciones
logicas, sentando asi las bases del concepto
moderno de algoritmo. Turing describio en
términos matematicos precisos cOMo un sis-
tema automatico con reglas extremadamente
simples podia efectuar toda clase de opera-
ciones matematicas expresadas en un len-
guaje formal determinado.
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La maquina de Turing era tanto un ejemplo de su teoria de computacion
como una prueba de que un cierto tipo de maquina computadora podia

ser construida.?3
Teoria de autématas

La importancia de la maquina de [~ Y
Turing en la historia de la computa- [ }
cion es doble: primero, porque fue BrnEies teh

uno de los primeros(si no el primero) Autimaa finito

modelos tedricos para las computa- Autbmata con pila
doras,queviolaluzen1836.Segundo,  \_Méquina de Turing Y,

estudiando sus propiedades abs-

tractas, la maquina de Turing ha servido de base para mucho desarrollo
tedrico enlas ciencias de la computaciony en la teoria de la complejidad.
Una razdn para esto es que las maquinas de Turing son simples, y por
tanto amenas al analisis. Dicho esto, cabe aclarar que las maquinas de
Turing no son un modelo practico para la computacion en maquinas rea-

les, las cuales precisan modelos mas rapidos como los basados en RAM.

David Hilbert (Kénigsberg, Prusia Oriental; 23
de enero de 1862-Gotinga, Alemania; 14 de
febrero de 1943) fue un matematico aleman,
reconocido como uno de los mas influyentes
del siglo XIXy principios del XX.

Establecio su reputacién como gran matema-
tico y cientifico inventando y/o desarrollando
un gran abanico de ideas, como la teoria de
invariantes, la axiomatizacion de la geometria

23 https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%Alquina_de_Turing
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https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A1quina_de_Turing

y la nocion de espacio de Hilbert, uno de los fundamentos del analisis
funcional.

Hilbert y sus estudiantes proporcionaron partes significativas de la
infraestructura matematica necesaria para la mecanica cuantica y la
relatividad general. Fue uno de los fundadores de la teoria de la demos-
tracion, lalogica matematicay la distincion entre matematicay metama-
tematica.

Adopto y defendid vivamente la teoria de conjuntosy los numeros trans-
finitos de Cantor. Un ejemplo famoso de su liderazgo mundial en la mate-
matica es su presentacion en 1900 de un conjunto de problemas abiertos
que incidio en el curso de gran parte de la investigacion matematica del
siglo XX.

El décimo problema de Hilbert es uno de los conocidos como veintitrés
Problemas de Hilbert, publicados en 1900 por el matematico aleman David
Hilbert. Su enunciado original es:

Dada una ecuacion diofantica con cualquier numero de incognitasy con
coeficientes numéricos racionales enteros:

Idear un proceso de acuerdo con el cual pueda determinarse, en un
numero finito de operaciones, si la ecuacion es resoluble en numeros
racionales enteros.

En términos de programacion informatica, Hilbert solicitaba a sus cole-
gas del futuro un algoritmo capaz de admitir como entrada (input) una
ecuacion diofantica cualquiera, y de devolver Si como resultado (output)

10




si la ecuacion procesada tenia soluciones en numeros enteros o NO si la
ecuacion?“ procesada carecia de soluciones en numeros enteros.

El problema no se resolvié hasta 70 anos des-
pués, y en sentido negativo. En 1970 Yuri Mati-
yaseévich culmind mas de veinte anos de trabajo
de varios matematicos, entre ellos Martin Davis,
Julia Robinson y Hilary Putnam, con la demos-
tracion de imposibilidad del décimo problema:
ningun algoritmo es capaz de determinar la
resolubilidad de cualquier ecuacién diofantica.
El planteamiento, desarrollo y demostracion del
problema tienen gran interés en matematica moderna, porque en ellos

participan conceptos de teoria de numeros y de l6gica matematica, y se
abren nuevos campos de investigacion en ambas disciplinas.

El estudio del tiempo de ejecucion de los progra-
mas y la complejidad computacional de problemas
fue iniciado por Hartmanis y Stearns[1964].

Richard Edwin Stearns (nacido el 5 de julio de 1936
en Estados Unidos) y Juris Hartmanis (nacido el 5
de julio de 1928 en Riga, Letonia) son prominentes
cientificos de la computacion.

24 https://es.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9cimo_
problema_de_Hilbert
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Donald Ervin Knuth (Milwaukee, Wisconsin; 10 de
enero 1938)es unreconocido experto en cienciasdela
computacion estadounidense y matematico, famoso
por su fructifera investigacién dentro del analisis de
algoritmos y compiladores.

Es Profesor Emérito de la Universidad de Stanford.

En este escrito, nos hemos concentrado en los DATA STRUCTURES
ALGORITHMS

limites superiores para los tiempos de ejecu-
cion de programas Knuth [1976] describe nota-
ciones analogas para limites inferiores y limites
en los tiempos de ejecucion.

Desde entonces, se ha desarrollado una rica
teoria sobre la dificultad de los problemas.
Muchas de las ideas clave se encuentran en
Aho, Hopcroft y Ullman [1974, 1983 ].

Richard Karp nacio en Boston, Massachusetts. Recibi¢ su licenciatura
por la Universidad de Harvard en 1955, su master en 1956, y su Ph.D. en
matematica aplicada en 1959. A partir de entonces trabajo en el Tho-
1 mas J. Watson Research Center de IBM. En
1968 ingresd como profesor de Ciencias de
la Computacion, Matematicas e Investiga-
ciones Operacionales de la Universidad de
California, Berkeley. Aparte de un periodo
de 4 anos en el que fue profesor en la Uni-
versidad de Washington, ha permanecido
m en Berkeley. Karp también gano la Medalla
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Benjamin Franklin de 2004 en Ciencias de la Computacion y Cognitivas

por sus contribuciones al campo de la complejidad computacional. La
razon por la que se le otorgo el Premio Turing fue:

Por sus continuas contribuciones a la teoria de algoritmos, incluyendo
el desarrollo de algoritmos eficientes para el flujo de redes y otros pro-
blemas de optimizacion combinatoria, la demostracion de equivalencia
de la nocion intuitiva de eficiencia logaritmica con la computabilidad en
tiempo polinomico y, principalmente, sus contribuciones a la teoria de
NP-completitud. Karp la metodologia hoy comun para probar que ciertos
problemas son NP-completos que ha llevado a determinar que muchos
problemas teoricos y practicos son computacionalmente dificiles.

En 1971 codesarrollo junto con Jack Edmonds el algoritmo de Edmonds-
Karp para resolver problemas de maximizacion de flujo en redes. En 1972
publicé su famosa lista de 21 problemas NP-completos. En 1987, junto
con Michael O. Rabin desarroll¢ el algoritmo Rabin-Karp de busqueda de
cadenas.

Ha hecho muchos otros importantes descubrimientos en las ciencias de
la computacién e investigacion operacional, en el area de optimizacion
combinatoria. En 2006, cuando se escribi¢ este articulo, su principal
interés incluye la bioinformatica.
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13 Anexo ]
JUEGOS Y PROBLEMAS DE INTERES >
3
4
5
6
INTRATABLE. Las torres de Hangi?® 7
Las torres de Handi es un rompecabezas o0 juego matematico inventado .

en 1883 por el matematico francés Edouard Lucas. Este juego de mesa
individual consiste enun numero de discos perforados de radio creciente
que se apilan insertandose en uno de los tres postes fijados a un tablero. 9
El objetivo del juego es trasladar la
pila a otro de los postes siguiendo

ciertas reglas, como que no se puede 10
colocar un disco mas grande encima
de un disco mas pequeno. La férmula 1
para encontrar el numero de movi-
mientos necesarios para transferir n 12

discos desde un poste a otro es: 27" Figura A.1Las torres de Hanoi

25 https://es.wikipedia.org/wiki/Torres_de_Han%C3%B3i



INDECIDIBLE. Azulejos Wang (o Dominé Wang)?®

Primero propuestos por el matematico, logico y fildsofo Hao Wang en 1961, es
una clase de sistemas formales. Son modelados visualmente por azulejos cua-
drados con un color en cada lado. Un conjunto de tales azulejos estéa seleccio-
nado, y las copias de los azulejos son puestas lado a lado con colores iguales,
sin rotarlos ni reflejandolos.

La cuestidn basica sobre un conjunto de azulejos de Wang es si puede enla-
drillar el plano 0 no, por ejemplo, si un plano infinito entero puede ser llenado
de este modo. La siguiente pregunta es si esto puede ser hecho en un patrén
periddico. ;Puede embaldosarse con ellos el plano, de forma que los lados con-
tiguos tengan el mismo color?(Se pueden hacer tantas copias como se quiera,
no se pueden girar ni invertir).

Ejemplos faciles: periddicos. Datos: Embaldosado ampliable

njojajol

Ejemplos dificiles: aperiddicos. Datos:

X D}l DRI BX <

Respuesta: Se puede embaldosar

Figura A.2 Azulejos Wang el plano de forma no periddica

26 https://es.wikipedia.org/wiki/Azulejos_Wang
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INDECIDIBLE. Un mosaico de Penrose %/

Es un ejemplo de un mosaico aperiodico,
razén por la que es indecidible. Agui, un
mosaico es una cubierta del plano por
poligonos gue no se superponen u otras
formas, y aperiodico significa que el des-
plazamiento de cualquier mosaico con
estas formas en cualquier distancia finita,

sin rotacion, no puede producir el mismo
) ) mosaico. Sin embargo, a pesar de su falta
Figura A.3 Mosaico de Penrose . ’ ., .

de simetria de traslacion, los mosaicos de
Penrose pueden tener simetria de reflexion y simetria rotacional quintu-
ple. Los mosaicos de Penrose llevan el nombre del matematico y fisico

Roger Penrose, quien los investigo en la década de 1870.

NP-COMPLETO. El juego del caballo?®

Se tiene un tablero de nx n con n? campos. Un caballo (a quien se le per-
mite moverse conforme a las reglas de ajedrez) se pone en el campo con
las coordenadas iniciales xg, y,. El problema radica en encontrar una
cobertura de todo el tablero (si es que existe), o sea calcular un circuito
de n? — 1 movimientos (jugadas) tales que cada campo del tablero sea
visitado exactamente unavez. La manera obvia de reducir el problema es
abarcar n? campos y consiste en considerar el problema realizando una
jugada siguiente o descubriendo que ninguna es posible.

27 https://es.wikipedia.org/wiki/Teselaci%C3%B3n_de_Penrose
28 https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_del_caballo
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Se tiene noticia de que Euler (1759)y |1 |48 |31 50 |33 |16 |63 |18

Vandermonde (1771) discutieron el pro- 30 151 146 3 |62 |19 14 |35

blema del circuito de un caballo. Este
o e 47 |2 |49 32 |15 (34 17 |64
problema es un circuito hamiltoniano

en una grafica cuyos vértices son |os 52 |29 |4 145 120 |61 36 la,

64 cuadros de un ajedrez, con dos vér- |9 |44 |25 ,5'5 9 |40 21 |60
tices adyacentes si y solo si el caballo (28 |53 |8 |41 |24 |57 |12 |37
se puede mover enun pasodeuncua- |43 | & |55 26 |39 (10 59 |22

drado al otro. Euler diseno una solucion 54 27 |42 7 |58 |23 (38 (11
donde cada fila suma 260. Al detenerse ' '
en la mitad de cada una resulta 130. Figura A.4 Eljuego del caballo

Los capitulos de la novela La vida instrucciones de uso (1978) de Georges
Perec siguen una ordenacién que corresponde a una solucion del pro-
blema del caballo sobre una cuadricula de 10 x 10. La solucion fue encon-
trada experimentalmente por el mismo autor.

El problema de las ocho reinas es un pasatiempo que consiste en poner
ochoreinas en el tablero de ajedrez sin que se amenacen. Fue propuesto
por el ajedrecista aleman Max Bezzel en 1848. En el juego del ajedrez la
reina amenaza a aquellas piezas que se encuentren en su misma fila,
columna o diagonal. El juego de las 8 reinas consiste en poner sobre un
tablero de ajedrez ocho reinas sin que estas se amenacen entre ellas.
Para resolver este problema se puede emplear un esquema vuelta atras
(o Backtracking).

https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_las_ocho_reinas




El problema de las ocho reinas se Wi

puede plantear de modo general como W
problema de las n reinas. El problema i

consistiria en colocar n reinas en un

tablero de ajedrez de tal manera que

ninguna de las reinas quede atacando w

a otras. Su analisis y solucién es iso- 1y
morfo al de las ocho reinas. El tablero Wi
de 27x 27 es el méas grande hasta ahora W
numerado.

Figura A.5 El problema de las 8 reinas

El 21 de enero de 2022, The Harvard Gazette, el érgano de prensa ofi-
cial de la Universidad de Harvard, informo que uno de sus matematicos,
Michael Simkin, habia resuelto «en gran medida un problema de ajedrez
de 150 anos».

Simkin calculé que para tableros de ajedrez enormes (n por n casillas) y
con muchas reinas, hay alrededor de (0,143n)" maneras de colocar las
reinas sin que ninguna se amenace:

«Supongamos que queremos saber cudntas configuraciones para 1.000.000
de reinas hay», indica el investigador. Es decir, queremos determinar el
numero de formas en que se pueden colocar 1.000.000 de reinas en un
tablero de 1.000.000 x 1.000.000 (de casillas) sin que se ataquen entre si.
Para calcular ese numero, que es una aproximacion, debemos multiplicar
1.000.000 por 0,143 y el resultado, 143.000, lo elevamos a la potencia de
1.000.000. «En otras palabras, multiplica 143.000 por si mismo un millén
de veces. El resultado es un numero muy grande, con aproximadamente
cinco millones de digitos».




;Lo quieres ver con un numero mas pequeno? Tomemos el 1000, Jesus
Fernando Barbero, matematico e investigador cientifico del Consejo
Superior de Investigaciones Cientificas de Espana, hizo el calculo usando
la ecuacion de Simkin.

Si queremos saber aproximadamente cuantas configuraciones hay para
1000 reinas, donde esta la n ponemos 1000: 0,143 x 1000 =143y lo eleva-
mos a 1.000.

El docente uso su computadoray este es el resultado que arrojo:

RESULTADO DE LA FORMULA DE SIMKIN PARA UN TABLERO 1000 = 1000 CON 1000 REINAS

ZI6TERI 1131 164TH I 1 H0630T 1 F0F515683T 26123 1985001 20162 19TTOTFRETAAITAR 023117211338
30391 1 T4FIPR0524T 1052535274553 1 J053 1 688758566 | 185671 15644017021 5P8T 56855567 4743900
243129249 297PITASTIMMES080T6RII54T 137 281 14649071 3237405490745 32101 161 1 28803 1 283173473164
GISTISTI0R2GRENT 2286501 1 20375 248707 1021841 2801 710937 251474951 A539751 964 1 I5 1635821 74830
EAETTROI2OIN 11 204361506 1434 1 B06 PR TO0FA0 1 23771 36 10084 2058 1 85464 TTR0MOS ITPRLITSTH0RR 10
2332357 24 96684 1 ITA05549R6R | 2004 W0RROT N1 36103324503 1510979793 134 3RA0 4 R 1237001400794 23
A59310710041 103081 15395 TRET 4067 151408549 I02P6 34711 10481 37956687 556801951 860 1 589713971548
A0B1TSR4CNG0IITA 1 (04T 1050158 145 20T B 20879885 26850 2660 IR ISP 2 TAT B 249985352081 27259

H ‘ 591 GEEB5 AT TEASEE0RE] 17431 M020P 2 200G 18561 T 08T I3PRE0S 105 5 185 1 STAS SIS TOT 2R 19 220
FI g ura A' 6 E I numero AI52R033084 14 30N TAIEIE0LE 192164092 1 BOSAT 1 P08 1 297 1ASE LT RS OG0T 1 4800 26 RIS TRAS 18215089
AP INREOSTRASTT 6T SESEIMTITT IR TES 10891 TE0TE 523190353 48R 26TR5 163574677 TTRRMGER3D

d e C 0 nf i g u ra C i O n eS 47RRE2N 1526486217 3T55496 344 33689130397 1 33900 7 TERRI0A0M4 39RO IATS0VEPVRIARIICIN0 141885

ALTIIB0H 136644 1 1B M TES0GE580 17075806 145200 1591 35345904 14 120 1 3574608 7737801 185580457505
. . 1985191 049825807 290 074407 2ER5 45288841 371 TE2TATSE TSI 0T 28026 LORST ITE M BE4ETO 118603
d e |a S Mi | rernas OPATOTRISOTIAATIAPSAAL 1A 0491 3061 TANMANCASARIIETOS ST M ISTI 2N IS ITO0T IOMBL0N
BPEPIAANAGESIN 1012300 196397 1679810217037 1 314625024219 2155062054 30885 1082631 62493475609
2151229543317 232240595651 3521 26835340 212068 24 306 T 15654556 1074 104G M 205054 T4 10291 81457
D139904 75305 TATIEBTE2ARRY 2559217187870 103 35TV TTVSRI3 2601 TEOT 065659
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«Me da un numero enorme, de mas de 2.000 digitos, pero muy cercano
al valor real del numero de configuraciones que hay para un tablero de
tamano 1000 x 1000».
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Con la ecuacion final de Simkin se llega a un resultado aproximado, no
es el numero exacto de configuraciones, pero es la cifra mas cercana al
numero real que se puede obtener hasta ahora.30

Dado M un sudoku parcial de tamano n? diremos que M es completable si
y solo si existe un modo de reemplazar todas las ocurrencias del simbolo
® por elementos del conjunto {1,-+, n?}, de manera que tras realizar tales
sustituciones se obtenga un sudoku.

Entrada: (M, n), donde M es un sudoku parcial de tamanio n?.

Problema: Decida si M es completable. Es facil verificar que el problema
sudoku pertenece a NP. Sea [n?] el conjunto {1,---, n}. Dado un sudoku
parcial M de tamano n?, un completado parcial para M es una funcién f:
[n?]1x[n?]—[n?]tal que:

1. SiM;=®, entonces M;=f(i, )

2. Lamatriz[f(i,j)] .. » es unsudoku

ij<n
SeaRlarelacién {(M, f): Mes un sudoku parcial y fes un completado para M}.

Esclaro que Res unarelacion p-balanceaday también es claro que
(M, n)e sudoku siy solo si existe ftal que (M, f)eR.

https://www.bbc.com/mundo/noticias-60337860
file:///C:/Users/IDO/Downloads/Documat-LaDificultadDedJugarSudoku-6981033.pdf




Lo anteriorimplica que sudoku es un pro-

15 8 2
blema en NP, para el cual la nocion de 9|3 6/5|4
certificado es desempenada por los com- 7 3 9 5
pletados. 1 5/812]9

6 117
7 3 2 5
118|4(7|5(2|9
Figura A.7 Juego del sudoku zi= 7 8la
4|8|7|2 6

EL AGENTE VIAJERO Y LA TORRE DE HANOI

;Como se relaciona este rompecabezas con el juego de Hamilton?

Para explicar la conexion debemos considerar primero una torre de tres
discos solamente, etiquetando los discos, desde arriba hacia abajo A, B
y C. Si seguimos el procedimiento mencionado para resolver el problema
de la torre de Hanoi tendremos la solucion moviendo los discos en el
siguiente orden: ABACABA.

Llamemos ahora A, By C a las tres coordenadas de un hexaedro regular,
llamado comunmente cubo, como se muestra en la figura siguiente:

final A
Figura A.8 Cubo que relaciona /
. .. A
3 discos conunrecorrido mclio B
hamiltoniano A B
y
A
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Sitrazamos unaruta alo largo de los bordes del cubo eligiendo las coor-
denadas en el orden ABACABA la ruta formara un circuito hamiltoniano.

La generalizacion de esto la vio D. W. Crowe de la Universidad de Colum-
bia Britanica como sigue: el orden de la transferencia de n discos en la
torre de Hanoi se corresponde exactamente con el orden de las coorde-
nadas al trazar un camino hamiltoniano en un cubo de n dimensiones.
Para el caso de n=4 se proyecta lared de sus bordes en un modelo tridi-
mensional como se muestra en la figura siguiente:

e

L~

K

Figura A.9 Hipercubo para 4 discos

Este hipercubo tiene las coordenadas A, B, Cy D, el camino que se sigue
es ABACABADABACABA. Lo mismo se hace para un hipercubo de 5
dimensiones, 6 hasta n.
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