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A Pichi, por ser mi compañera en noches de desvelo durante tantos años.

A mi asesor, Dr. Rodolfo Camacho, por su ayuda y su tiempo, por brindarme sus
conocimientos y, sobretodo, por su comprensión.
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Resumen

Cuando se realiza cualquier tipo de caracterización de un yacimiento de manera
previa a su explotación, es habitual encontrarse con métodos, técnicas y soluciones
que son desarrolladas bajo hipótesis que no siempre resultan verdaderas o aplicables
al tipo de yacimiento en cuestión. Casos de este tipo son encontrados de manera fre-
cuente cuando se estudian los yacimientos no convencionales, como los yacimientos
de shale gas o de tight oil.

En un yacimiento de shale gas, el tamaño de la garganta de poro oscila en la esca-
la de los nanómetros, lo que provoca que el flujo de gas en este tipo de medios sea un
proceso complejo en el que las fuerzas viscosas no gobiernan el flujo y, por ende, la
ley de Darcy no puede utilizarse para describir de manera adecuada este proceso. Por
ello, en el presente trabajo se implementa una solución que clasifica los reǵımenes de
flujo de gas a través de nanoporos, de acuerdo con el número de Knudsen, en cuatro
diferentes reǵımenes (flujo continuo convencional, flujo por deslizamiento, flujo libre
molecular y flujo de transición) y, posteriormente, propone un modelo integral para
analizar el comportamiento del flujo de gas en este tipo de medios.

Por otro lado, cuando se pretende la explotación de yacimientos compactos en los
que la permeabilidad es muy baja, como los yacimientos de tight oil o shale oil, se
implementan técnicas de estimulación que reacondicionen las propiedades del yaci-
miento, tales como el fracturamiento hidráulico. Generalmente, esta técnica da lugar
a redes de fracturas complejas que se generan cuando las fracturas hidráulicas en-
tran en contacto con las fracturas naturales preexistentes en el yacimiento. El flujo a
través de este tipo de medios fracturados es comúnmente modelado haciendo uso del
modelo clásico de doble porosidad, sin embargo, la idealización de la red de fracturas
como un arreglo lineal de paraleleṕıpedos no es la más adecuada. Para realizar un
mejor análisis del transiente de presión, en esta tesis se implementa una solución que
emplea un modelo de flujo trilineal para representar el flujo a través de las fracturas
hidráulicas, la red de fracturas complejas generada por la estimulación y la zona no
alterada de la formación, expresando además a la porosidad y permeabilidad de la
red de fracturas como leyes de potencias, de acuerdo con la teoŕıa fractal.
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1. Clasificación gráfica de los yacimientos según su relación permeabili-
dad/viscosidad. Adaptado de Cander (2012). . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1. Clasificación de D. Russum para los yacimientos petroleros según sus
propiedades roca-fluidos. Adaptado de Euzen (2011). . . . . . . . . . 7
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hidráulicamente fracturados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.9. Ventana que muestra la herramienta cuando los datos ingresados son
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Introducción

Los yacimientos convencionales han sido, a lo largo de las últimas décadas, los
principales objetivos de explotación, pues en este tipo de acumulaciones, la pro-
ducción tanto de aceite como de gas puede llevarse a cabo de manera rentable y
relativamente sencilla. Ya que han sido objeto de estudio de diversos trabajos de
investigación, se cuenta con literatura que facilita su entendimiento.

De acuerdo con Cander (2012), los yacimientos no convencionales son aquéllos
que requieren el uso de diversas tecnoloǵıas para alterar las propiedades del medio
poroso (permeabilidad) o de sus fluidos (viscosidad), con el objetivo de producir
hidrocarburos a tasas comercialmente competitivas. Este autor propone un método
gráfico para clasificar los yacimientos en convencionales y no convencionales, incor-
porando tanto las propiedades de la roca como las propiedades de los fluidos, como
se indica en la Figura 1. Se observa que los yacimientos convencionales serán grafi-
cados en el cuadrante inferior derecho del gráfico, mientras que los no convencionales
estarán fuera de este cuadrante debido a una relación permeabilidad/porosidad baja.

Cuando se trata de yacimientos no convencionales, es necesario prestar la atención
adecuada a la caracterización del medio, sus fluidos y los procesos que intervienen
en el flujo cuando se pretende llevar a cabo la explotación de yacimientos no con-
vencionales, pues la mayoŕıa de los modelos y herramientas empleadas actualmente
fueron desarrolladas bajo hipótesis que en estos casos no son válidas o verdaderas.

Ejemplificando lo anterior, podŕıa hablarse de los yacimientos de shale gas, en los
que el sistema poroso es heterogéneo, pues vaŕıa de forma considerable a diferentes
escalas, llegando a presentar poros cuyo tamaño alcanza apenas algunas decenas de
nanómetros. El flujo a esta escala se da como la combinación de diversos procesos y
mecanismos, como se describe a continuación, por lo que ecuaciones clásicas, como
la ley de Darcy, no son aplicables para describir estos fenómenos.

Algunos autores, como Swami et al. (2012) y Beskok and Karniadakis (1994), han
propuesto que el flujo de gas a través de nanoporos puede darse en cuatro reǵımenes
de flujo distintos, los cuales pueden determinarse en función del número de Knud-
sen (Kn), un parámetro adimensional que se define como una medida del grado de

1



INTRODUCCIÓN

Figura 1: Clasificación gráfica de los yacimientos según su relación permeabilidad/-
viscosidad. Adaptado de Cander (2012).

rarefacción del gas mientras fluye a través de poros muy pequeños. De esta forma,
dichos autores establecen que el flujo de fluidos en yacimientos de shale gas es una
combinación de los reǵımenes de flujo continuo convencional (Kn ≤ 0,001), que pue-
de ser descrito con la ley de Darcy, flujo por deslizamiento (0,001 ≤ Kn ≤ 0,1), flujo
de transición (0,1 ≤ Kn ≤ 10) y flujo libre molecular (Kn ≥ 10). Además de ello, es
prudente considerar que el gas que fluye en este tipo de yacimientos no es sólo gas
libre, sino que también existe un mecanismo de flujo que se origina por la adsorción
y desorción de las part́ıculas de gas que se adhieren a la materia orgánica presente
en la superficie de las paredes del poro.

Otro ejemplo tangible de las problemáticas halladas en yacimientos no conven-
cionales es la permeabilidad limitada que caracteriza a los yacimientos compactos,
como los yacimientos de tight oil y shale oil. Cuando las condiciones de permeabili-
dad en el yacimiento no favorecen el flujo de los hidrocarburos hacia el pozo, técnicas
que incrementen esta propiedad pueden ayudar a resolver este problema, tal como
lo hace el fracturamiento hidráulico. Este proceso de estimulación genera una red de
fracturas complejas (gracias a la interacción entre las fracturas hidráulicas genera-
das y las fracturas naturales) que, de acuerdo con el arreglo de esfuerzos in situ del
yacimiento, se propagará, dando lugar aśı a un medio de comunicación de alta con-
ductividad hidráulica entre el pozo y el yacimiento, mejorando con ello los niveles de
producción. El efecto de la red de fracturas complejas será relevante tanto en la pro-
ducción de aceite como en el análisis de pruebas de presión en este tipo de escenarios.
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Autores como Lee and Brockenbrough (1986) y Brown et al. (2011) han propuesto
soluciones anaĺıticas para modelar el comportamiento de la presión en estos casos, en
cuyo desarrollo suponen un modelo de flujo tri-lineal similar al que se describirá en
secciones posteriores de esta tesis; sin embargo, a pesar de que han habido diversos
trabajos que buscan también abordar este tema, el hecho de considerar la comple-
jidad de la red de fracturas creada sigue representando un reto, pues el modelo que
con mayor frecuencia se utiliza para caracterizarla es el modelo clásico de doble po-
rosidad de Warren and Root (1963), el cual asume que las fracturas se encuentran
uniformemente distribuidas, perfectamente interconectadas y a una sola escala, si-
tuación que es muy poco probable encontrar.

Buscando proporcionar una caracterización más adecuada de la red de fracturas
complejas, Chang and Yortsos (1990) y Acuna et al. (1995) propusieron el uso de la
geometŕıa fractal para estudiarla (consideraron a la red de fracturas como un objeto
fractal que se incorpora a la matriz, misma que es considerada como un objeto
de geometŕıa euclidiana), implementando relaciones que describan a la porosidad y
permeabilidad del medio en forma de leyes de potencias.

Objetivo general

El objetivo de esta tesis es tomar como punto de partida trabajos anteriores1

que propongan soluciones anaĺıticas a las problemáticas previamente abordadas y
escribir el código de una herramienta de cómputo que las automatice, construyendo
además una interfaz gráfica para facilitar su uso.

Estructura del trabajo

Con fines prácticos, esta tesis se divide en cinco apartados distintos, cuyo conte-
nido particular se describe a continuación.

En la Introducción se presenta una breve descripción de los yacimientos no
convencionales, mencionando además algunas de las problemáticas y retos que sus
caracteŕısticas pueden representar durante la explotación.

En el Caṕıtulo 1 se revisan a detalle los conceptos requeridos para la compren-
sión de la problemática que cada una de las soluciones implementadas en esta tesis
busca resolver, aśı como de la solución per se.

1Se tomaron como punto de partida los trabajos realizados por Shen et al. (2017) y Wang et al.
(2015), respectivamente.
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En el Caṕıtulo 2 se describen de manera amplia las soluciones implementadas,
aśı como su razón de ser, ventajas, análisis de sensibilidad y resultados obtenidos.

En el Caṕıtulo 3 se presenta la herramienta de cómputo desarrollada para este
trabajo, describiendo la interfaz gráfica que la contiene, sus entradas y salidas y su
funcionalidad.

Por último, en Conclusiones y recomendaciones, se enlistan las principales
conclusiones de esta tesis, aśı como las recomendaciones pertinentes.
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Caṕıtulo 1

Revisión de literatura

En este caṕıtulo se revisan a detalle los conceptos requeridos para la comprensión
de la problemática que cada una de las soluciones implementadas en esta tesis busca
resolver, aśı como de la solución per se; se revisa la teoŕıa y resultados obtenidos en
trabajos previos.

1.1. Sistema petrolero

Se define al sistema petrolero como el conjunto de eventos geológicos necesarios
para dar lugar a un yacimiento de hidrocarburos. Aunque los elementos que com-
ponen al sistema petrolero pueden variar en las distintas definiciones existentes, la
mayoŕıa de los autores concuerda en que son cinco los necesarios: una roca genera-
dora, una roca almacén, una roca sello, una trampa y sincrońıa entre estos cuatro
elementos. A continuación se describe la importancia de cada uno, de acuerdo con
Magoon (2004).

Roca generadora: roca con un contenido elevado de materia orgánica; dadas
las condiciones de presión y temperatura adecuadas, en ella se generarán los
hidrocarburos.

Roca almacén: roca porosa y permeable en la que los hidrocarburos tienden
a acumularse luego de la migración primaria.

Roca sello: roca que funciona como barrera, impidiendo el flujo de los hi-
drocarburos más allá de la roca almacén, gracias a sus condiciones de baja
porosidad y muy baja permeabilidad.

Trampa: estructura geológica que permite la acumulación de un volumen de-
terminado de hidrocarburos, donde las condiciones propician que la roca al-
macén se encuentre rodeada por la roca sello, impidiendo aśı la migración
de los fluidos. De manera general, puede hablarse de dos tipos distintos de
trampas, aunque existen sistemas petroleros en los que la trampa es de origen
combinado:

5
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• Trampa estratigráfica: aquella generada por una variación en la litoloǵıa
y, por ende, una variación en la permeabilidad.

• Trampa estructural: aquella resultante de una deformación en los estratos,
misma que puede dar origen a estructuras como pliegues o fallas.

Sincrońıa: se refiere a la necesidad de que todos estos eventos o elementos exis-
tan en un mismo tiempo y espacio, dando lugar a la generación y acumulación
de los hidrocarburos, pues la ausencia de cualquiera de ellos lo impediŕıa.

1.1.1. Yacimientos convencionales

El término yacimiento convencional es empleado para hacer referencia a aquellos
yacimientos, ya sean de aceite o de gas, que tienen un sistema petrolero bien definido,
en el que la roca almacén es porosa y permeable, y la enerǵıa natural del yacimiento
permite que los fluidos se desplacen hacia el pozo de manera espontánea, sin la
necesidad de implementar ninguna técnica que modifique las propiedades del fluido
o del yacimiento.

1.1.2. Yacimientos no convencionales

A diferencia de un yacimiento convencional, cuando las propiedades de los flui-
dos o las propiedades geológicas del yacimiento no permiten que la producción de
hidrocarburos se lleve a cabo de manera convencional, se dice entonces que se trata
de un yacimiento no convencional.

La explotación de los yacimientos no convencionales se lleva a cabo mediante la
implementación de diversas tecnoloǵıas que acondicionan las propiedades de estos
para facilitar la producción.

Según Russum (2010), los yacimientos petroleros pueden clasificarse de acuerdo
con sus propiedades roca-fluidos como se muestra en la Figura 1.1. Por convención,
se asignarán las literales A,B,C y D para los cuatro tipos propuestos por Russum.

Yacimientos tipoA: gas o aceite que fluye hacia los pozos de manera espontánea
o con mı́nima intervención.

Yacimientos tipo B: gas o aceite que fluye hacia los pozos si las condiciones del
yacimiento son mejoradas, por ejemplo, un incremento en la permeabilidad.
Algunos ejemplos de ello son los yacimientos de shale/tight gas.

Yacimientos tipo C: gas o aceite que puede fluir hacia el pozo pero que necesita
algún tipo de procesamiento adicional, o bien, que requiere alguna modificación
o mejora en sus propiedades para hacerlo fluir, como en el caso de los aceites
pesados.
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Figura 1.1: Clasificación de D. Russum para los yacimientos petroleros según sus
propiedades roca-fluidos. Adaptado de Euzen (2011).

Yacimientos tipo D: fluidos de poca madurez en rocas de baja calidad. Ejemplo
de ello son los yacimientos de shale oil.

1.2. Yacimientos de shale gas

El término shale gas hace referencia al gas natural contenido en una formación
de lutita. En un yacimiento de shale gas, la misma formación funciona como roca
generadora, roca almacén y trampa en el sistema petrolero.

A diferencia de los yacimientos de arenisca o yacimientos carbonatados, los yaci-
mientos de shale gas son caracterizados por poseer una porosidad relativamente baja
(del 2% al 5%, según Chen et al. (2019)), ultra baja permeabilidad (≤ 0,001[mD])
y un alto contenido de arcilla (≥ 2%) (Boyer et al., 2006). Son estas condiciones por
las que los yacimientos de este tipo son considerados como no convencionales.

A continuación se hablará de algunas de las problemáticas que representa un
yacimiento de shale gas.
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1.2.1. Variación en la escala de porosidad

El flujo de gas en yacimientos no convencionales suele representar un reto durante
la explotación, debido a que el tamaño de poro y garganta de poro en estas forma-
ciones vaŕıa desde nanómetros hasta micrómetros.1 Mientras que en los yacimientos
convencionales de arenisca o carbonatados el tamaño de poro vaŕıa de 1 a 100 µm,
en los yacimientos de shale gas el tamaño de la garganta de poro vaŕıa entre 1 y 200
nm (Cipolla et al., 2009).

El gas en los yacimientos de shale gas se encuentra presente como gas libre en los
espacios porosos, como gas adsorbido a las paredes del poro y como gas disuelto en
el kerógeno2 presente en la formación3. Bajo estas condiciones, es necesario tomar en
cuenta que el flujo de gas en estos yacimientos se dará a diferentes escalas o niveles,
de la forma en que a continuación se describe.

Se conoce como escala macroscópica a aquélla que, comparada con el tamaño de
los granos y espacios entre granos que constituyen el medio poroso, es considerada
de mucho mayor magnitud; a escala macro, el flujo de fluidos puede analizarse co-
mo un fenómeno continuo, pues se ve gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes.

La escala microscópica es aquélla que podŕıa ser comparada con el tamaño de los
poros y granos del medio poroso, pero que sigue siendo mayor a la escala molecular;
ejemplo de ello son los nanoporos a través de los cuales fluyen los hidrocarburos en
los yacimientos de shale gas. El transporte de gas a este nivel será un proceso com-
plejo, influido por diversos mecanismos, que no podrá ser descrito de forma correcta
mediante la ley de Darcy, problemática que será tratada en secciones posteriores de
esta tesis.

De acuerdo con Javadpour et al. (2007), el flujo de gas en este tipo de yacimientos
se da de forma consecutiva a seis diferentes escalas:

Macroescala: el gas fluye del yacimiento hacia el pozo, normalmente a través
de una fractura hidráulica.

Mesoescala: el gas fluye a través de los poros más grandes, como redes de
microfracturas.

Microescala: el flujo de gas se da a través de los nanoporos.

1nm = 10−9m; µm = 10−6m
2Materia orgánica natural, insoluble y sólida, presente en las rocas generadoras, que puede

producir hidrocarburos si recibe calor (Schlumberger, 2022).
3En los yacimientos de shale gas, el gas se origina en el kerógeno presente en la lutita, que funge

como roca generadora y roca almacén.
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Nanoescala: conforme la producción avanza y la presión se reduce, el equi-
librio termodinámico existente entre el gas en el espacio poroso y la materia
orgánica en la formación (kerógeno) se ve alterado, por lo que inicia un proceso
de liberación de gas de la superficie del poro.

Escala molecular: el proceso previamente descrito altera la concentración de
equilibrio entre la matriz del kerógeno y su superficie (expuesta a la red de
poros), dando origen a un gradiente de concentración, por lo que se inicia un
proceso de difusión de gas, es decir, nuevas moléculas de gas se mudan hacia
las paredes del poro buscando restablecer el equilibrio.

Tipos de porosidad en yacimientos de shale gas

Como se mencionó anteriormente, el tamaño de poro en este tipo de yacimientos
vaŕıa de forma relativamente amplia. Milner et al. (2010) examinaron diversas mues-
tras tomadas de yacimientos no convencionales (mudstones y shales) y concluyeron
que son cinco los principales tipos de porosidad encontrados en este tipo de rocas,
cuyas caracteŕısticas principales se muestran en la Tabla 1.1, en la que también se
ha añadido la porosidad de fractura.

1.2.2. Adsorción de gas

El gas adsorbido en los yacimientos de shale gas formará una especie de capa que
recubre la superficie de las paredes de los nanoporos y microporos. Cabe destacar
que el área superficial aumenta de forma exponencial conforme se reduce el tamaño
del poro.

De la forma en que se aprecia en la Figura 1.2, cuando se perfora un pozo
o se induce una fractura, se altera el equilibrio del medio y comienza el flujo de
moléculas de gas. Primero se produce el gas libre contenido en los nanoporos, después
comienza a incrementar la presión de poro 4 debido a la desorción de moléculas de
gas de las paredes del poro, y el proceso continúa con la difusión de las moléculas
que se encontraban dispersas en el kerógeno. La importancia de la presencia de
nanoporos radica en que, gracias al gran área superficial expuesta, es también grande
el contenido de gas que será desorbido (Javadpour, 2009).

Además del tamaño de poro, el contenido de gas adsorbido dependerá de la capa-
cidad de adsorción de la roca. La variación en la capacidad de adsorción de una roca
en espećıfico con la presión, a una temperatura dada, puede describirse mediante la
isoterma de Langmuir, mostrada en la Figura 1.3.

4Se define como presión de poro a la presión que actúa sobre los fluidos en el espacio poroso,
originada por los procesos geológicos de deposición y compactación Veeken (2006).
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Tabla 1.1: Tipos de porosidad encontrados en yacimientos no convencionales y sus
caracteŕısticas (supeŕındices 1 y 2 indican porosidad primaria y secundaria, respec-
tivamente). Adaptado de Milner et al. (2010).

Tipo de
porosidad

Caracteŕısticas Tamaño

Porosidad
intrapart́ıcula1

Espacios frecuentemente encon-
trados entre fragmentos de na-
nofósiles.

3 nm - 2 µm

Porosidad
intergranular1

Espacios encontrados entre los
granos que conforman a la roca.

10 µm - 200 µm

Porosidad de
origen orgánico2

Este tipo de porosidad puede en-
contrarse como espacios forma-
dos por la transformación de la
materia orgánica cuando alcanza
la madurez térmica, o bien, co-
mo pequeños poros en la materia
orgánica sólida presente en la ro-
ca, como el kerógeno.

10 nm - 10 µm

Porosidad
intercristalina2

Espacios entre cristales u otras
part́ıculas en la matriz.

1 µm - 5 µm

Porosidad por
disolución2

Espacios generados por disolu-
ción mineral, frecuentemente en-
contrados en pequeños porcenta-
jes en mudstones.

5 µm - 200 µm

Porosidad de
fractura2

Porosidad que se origina cuando
la roca es sometida a esfuerzos
que dan lugar al fracturamiento,
es decir, se trata de la porosidad
relacionada a las fracturas natu-
rales.

> 1 µm
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Figura 1.2: Distribución de las moléculas de gas en el sistema poroso de los yaci-
mientos de shale gas. Adaptado de Javadpour (2009).

A una presión dada, sólo determinada cantidad de gas puede ser adsorbida y, a
medida que la presión disminuye, el gas será liberado de la superficie de la roca en
forma de gas libre en el espacio poroso.

Esta curva se construye mediante la ecuación 1.1 propuesta por Langmuir (1918):

Gs =
VLP

P + PL
(1.1)

Donde Gs es el contenido de gas adsorbido por la superficie de la roca, P es la
presión del yacimiento, VL es el volumen de Langmuir y PL es la presión de Lang-
muir. Estos dos últimos parámetros son de suma importancia, y se definen como el
volumen de gas adsorbido por la roca cuando la presión tiende a infinito, y la presión
correspondiente a la mitad de dicho volumen, respectivamente.

De la Figura 1.3 puede concluirse que, mientras mayor sea la presión de Lang-
muir, mayor será la cantidad de gas liberada de las paredes del poro, lo que se tra-
duce en una mayor producción de gas. En una etapa temprana, la contribución de la
desorción de gas es insignificante, sin embargo, a medida que la presión se reduce será
necesario tomar en cuenta este fenómeno, basándose en la isoterma correspondiente
generada en el laboratorio (Yu and Sepehrnoori, 2018).
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Figura 1.3: Isoterma de Langmuir. Adaptado de Euzen (2011).

1.2.3. Reǵımenes de flujo

Cuando se pretende modelar el flujo de fluidos en el yacimiento en la mesoescala
(macroporos y redes de microfracturas), puede asumirse que se trata de un proceso
continuo en el que el flujo se ve gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones en derivadas par-
ciales no lineales que pretenden describir el flujo de fluidos viscosos e incompresibles.

La solución de dichas ecuaciones, una vez definidas de forma apropiada las condi-
ciones de frontera, daŕıa lugar a la distribución de la velocidad del flujo, sin embargo,
en el medio poroso resulta complicado definir estas condiciones, por lo que una po-
sible solución anaĺıtica queda descartada. Una forma de afrontar esta problemática
es mediante consideraciones e hipótesis que la simplifiquen; ejemplo de ello es la ley
de Darcy.

Henry Darcy propuso una ecuación lineal, que dedujo de forma emṕırica, en la
que se relaciona el gasto de flujo de un fluido con el gradiente de presión y las propie-
dades del medio poroso a través del cual fluye. Hubbert (1957) demostró que si, en
un medio isotérmico, se asume un flujo a baja velocidad, tal que las fuerzas de inercia
sean despreciables comparadas con las fuerzas viscosas, es decir, que se presente un
flujo laminar y que además sea monofásico, la ecuación 1.2, conocida como la ley de
Darcy, puede obtenerse a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes.

q = −k
µ
A∇p (1.2)

Página 12
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Donde q es el gasto de flujo, k es la permeabilidad del medio poroso, µ es la viscosi-
dad del fluido, A es el área transversal al flujo y ∇p es el gradiente de presión.

Es importante mencionar que, debido al tamaño de poro tan reducido que puede
llegar a encontrarse en yacimientos de shale gas, el cumplimiento de las hipótesis
planteadas para el desarrollo de la ley de Darcy podŕıa verse condicionado, princi-
palmente a causa de la existencia de velocidades de flujo en las que las fuerzas de
inercia ya no resultan despreciables, por lo que puede concluirse que, en dado caso,
dicha solución no es aplicable en este tipo de yacimientos.

Si se busca describir el perfil de velocidades de un fluido, como se hace con las
ecuaciones de Navier-Stokes, existen dos principales tipos de condiciones de frontera:

1. Frontera de no deslizamiento: se asume que la velocidad de las moléculas del
fluido, en este caso gas, en la superficie interna del poro es igual a cero (Figura
1.4a). Aplicable a flujo de gas en microporos, pues el fluido actúa como un
medio continuo.

2. Frontera de deslizamiento: se asume que existe un movimiento relativo entre las
paredes del poro y las moléculas de gas, es decir que las moléculas se deslizan
libremente por las paredes del poro, por lo que pueden colisionar entre ellas
mismas o con las paredes; por ende, la velocidad en la superficie interna del poro
será diferente de cero (Figura 1.4b). Aplicable a flujo de gas en nanoporos,
pues a esta escala el diámetro de flujo es comparable con el tamaño de las
moléculas de gas.

Dado que las ecuaciones de Navier-Stokes se desarrollaron considerando condi-
ciones de frontera de no deslizamiento, la presencia de nanoporos vuelve su uso
inapropiado para modelar el flujo de fluidos a esta escala. En los yacimientos de
shale gas, donde la escala de porosidad vaŕıa, deberán evaluarse las condiciones del
medio para determinar el régimen de flujo en cuestión.

Swami et al. (2012) clasificaron el flujo de gas en este tipo de yacimientos en
cuatro diferentes reǵımenes basados en un parámetro adimensional conocido como
número de Knudsen, definido en la ecuación 1.3, donde Kn es el número de Knud-
sen, λg es el camino libre medio de las moléculas de gas y rh es el radio hidráulico
del poro. El número de Knudsen es una medida del grado de rarefacción 5 del gas
mientras fluye a través de poros muy pequeños.

Kn =
λg
rh

(1.3)

5La rarefacción de un gas se define como la disminución de su densidad al separarse o espaciarse
las moléculas que lo componen.
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(a) Fronteras de no deslizamiento (no
slip)

(b) Fronteras de deslizamiento (slip)

Figura 1.4: Fronteras de (1.4a) no deslizamiento y (1.4b) deslizamiento. Adaptado
de Xie et al. (2018) y Javadpour et al. (2007).

El camino libre medio de las moléculas de gas, que hace referencia a la distancia
que recorren las moléculas antes de colisionar entre ellas, se muestra en la ecuación
1.4, donde kB es la constante de Boltzmann en J/K y equivale a 1,3805 × 10−23,
T es la temperatura en K, P es la presión en Pa y δ es el diámetro de colisión de
las moléculas de gas (definido como la distancia que existe entre los centros de dos
moléculas en contacto).

λg =
kBT√
2πδ2P

(1.4)

Swami et al. (2012) proponen que, en los nanoporos de los yacimientos de shale
gas, además del flujo convencional que puede modelarse mediante la ley de Darcy,
pueden darse otros mecanismos de transporte. La clasificación propuesta se describe
a continuación.

Flujo continuo: Kn ≤ 0,001, también llamado flujo viscoso, para diámetros
de poro en escala de los micrómetros, el tamaño del camino libre medio de las
moléculas de gas resulta despreciable, por lo que las colisiones de las moléculas
con las paredes del poro pueden no ser consideradas y el gas puede asumirse
como un medio continuo. En este régimen sólo importan las colisiones entre las
mismas moléculas del gas, es decir, se asume que las fuerzas viscosas gobiernan
el flujo, mientras que las fuerzas de inercia no juegan un papel importante, aśı
como que la velocidad de flujo en las paredes del poro es igual a cero. La ley
de Darcy puede emplearse bajo este régimen.
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Flujo de deslizamiento: 0,001 < Kn < 0,1, las moléculas de gas tienden a
acumularse a lo largo de la superficie interna del poro y comienzan a deslizarse
sobre esta, por ende, la velocidad en la pared del poro no será igual a cero. La
ley de Darcy, con algunas modificaciones, podŕıa emplearse para modelar este
fenómeno.

Flujo de transición: 0,1 < Kn < 10, es quizá el régimen de flujo más compli-
cado de modelar; además del fenómeno de deslizamiento de las moléculas, las
colisiones entre éstas y las paredes del poro comienzan a tomar importancia,
pues el tamaño de λg se vuelve significativo comparado con el tamaño de la
garganta de poro. Algunas de las moléculas colisionan con otras adsorbidas a
la superficie interna del poro, ejerciendo una fuerza sobre ellas que provoca su
desorción, por lo que pasan a formar parte del flujo continuo, sin embargo, las
ecuaciones que modelan el flujo continuo no describen este fenómeno de forma
adecuada.

Difusión de Knudsen: Kn ≥ 10, el camino libre medio de las moléculas de
gas es mucho más grande que el tamaño del poro, por lo que las moléculas
colisionan de manera más frecuente con las paredes del poro que entre ellas
mismas. Este régimen se da en gargantas de poro sumamente pequeñas.

1.3. Yacimientos compactos

Se les conoce como yacimientos compactos a aquéllas acumulaciones de aceite que
se encuentran alojadas en formaciones cuya permeabilidad es muy baja. Ejemplo de
ello son los yacimientos de tight oil y shale oil.

Zhang et al. (2016) definen a los yacimientos de tight oil como recursos de acei-
te que se encuentran preservados y acumulados en formaciones de baja porosidad
(< 12%) y baja permeabilidad (< 0,1 mD), pudiendo tratarse de formaciones de
lutita, limolita, arenisca, carbonatos u otro tipo de rocas compactas.

Por otro lado, de acuerdo con Jiang et al. (2016), el término shale oil es utili-
zado para señalar acumulaciones de hidrocarburos ĺıquidos que pueden encontrarse
libres, disueltos o adsorbidos a la superficie de la roca (lutita). Básicamente, los au-
tores establecen que, en los yacimientos de shale oil, únicamente se da lugar (y de
manera limitada) a mecanismos de migración primaria. Este tipo de yacimientos se
ven caracterizados por poseer bajos niveles de porosidad (< 10%), aśı como baja
permeabilidad (< 0,1 mD).

De acuerdo con la clasificación de Dave Russum, mostrada en el apartado 1.1.2
de esta tesis, los yacimientos de tight oil pertenecen al grupo de los fluidos convencio-
nales acumulados en rocas no convencionales, mientras que los yacimientos de shale
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oil pertenecen al grupo de los fluidos de poca madurez almacenados en rocas de baja
permeabilidad.

Tanto para los yacimientos de tight oil como de shale oil, las condiciones y pro-
piedades del yacimiento deberán ser reacondicionadas para realizar una explotación
rentable de los mismos. Esto puede llevarse a cabo mediante técnicas como la perfo-
ración de pozos horizontales (que incrementen el área de contacto con el yacimiento)
y, posteriormente, un proceso de fracturamiento hidráulico; de esta técnica de explo-
tación se habla en el siguiente apartado de este trabajo.

1.3.1. Fracturamiento hidráulico en pozos horizontales

El fracturamiento hidráulico es una técnica de estimulación que se lleva a cabo
con el objetivo de incrementar la permeabilidad en yacimientos en los que esta pro-
piedad es baja o muy baja, mediante la generación de fracturas que comuniquen al
pozo con el yacimiento. El tratamiento consiste en bombear un fluido a alta presión,
mayor a la presión de fracturamiento de la roca, a través de los disparos, con el obje-
tivo de inducir fracturas que, según el régimen de esfuerzos presente en el yacimiento,
se propagarán a una distancia determinada del pozo. El fluido inyectado, compues-
to aproximadamente por 90% agua, también contendrá part́ıculas sólidas conocidas
como apuntalantes, las cuales tienen como objetivo impedir que la fractura abierta
se cierre una vez que se detiene el bombeo.

Regularmente, cuando se pretende aplicar esta técnica de estimulación, se busca
que el pozo horizontal sea perforado de forma paralela a la dirección del mı́nimo es-
fuerzo horizontal in-situ, de acuerdo con el arreglo de esfuerzos compresivos actuando
sobre la roca; aśı, la fractura hidráulica abrirá en dirección del mı́nimo esfuerzo y
se propagará en el plano del máximo esfuerzo, tal y como puede apreciarse en la
Figura 1.5.

La combinación de estas tecnoloǵıas da lugar a la afectación de una porción del
volumen del yacimiento debido a la estimulación, conocida como SRV, por sus siglas
en inglés (Stimulated Reservoir Volume), mismo que comúnmente contiene redes de
fracturas complejas, como la que se ilustra en la Figura 1.6, debido a la interacción
que se da entre las fracturas hidráulicas y las fracturas naturales preexistentes, una
vez que las primeras se propagan (Jia et al., 2015).

Los modelos anaĺıticos más comunes para analizar el flujo de fluidos en un medio
fracturado consideran a la red de fracturas como un medio homogéneo de geometŕıa
euclidiana, que conceptualiza a la red de fracturas y la matriz que la rodea como un
medio continuo que ocupa la totalidad del dominio analizado (Wang et al., 2015).
El ejemplo más común de este tipo de modelos continuos es el modelo clásico de
doble porosidad introducido originalmente por Barenblatt et al. (1960), y aplicado
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Figura 1.5: Apertura y propagación de la fractura hidráulica de acuerdo con el arreglo
de esfuerzos compresivos in-situ. Adaptado de Fu et al. (2017).

a la ingenieŕıa petrolera de manera posterior por Warren and Root (1963).

1.3.2. Modelo de doble porosidad de Warren y Root

El modelo propuesto por Warren and Root (1963) es un modelo idealizado que fue
desarrollado con el propósito de estudiar y analizar el comportamiento caracteŕıstico
de un medio poroso y permeable, en el que existen regiones que contribuyen de ma-
nera importante al volumen poroso, pero de manera despreciable a la capacidad de
flujo; ejemplo de este tipo de medios son los yacimientos naturalmente fracturados,
mismos que corresponden a los yacimientos tipo II según la clasificación de Nelson
(2001), la cual se muestra en la Figura 1.7.

Como puede observarse en la Figura 1.7, Nelson (2001) clasifica a los yacimientos
fracturados en cuatro familias o tipos principales, según sea el efecto o contribución
que tienen las fracturas en el flujo de fluidos a través de ellos. A continuación se
describe cada uno de los cuatro tipos.

Tipo I: las fracturas proveen la mayor parte tanto de la porosidad como de la
permeabilidad en el medio, es decir, intervienen en el flujo y el almacenamiento
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Figura 1.6: Tipos de propagación de una fractura o un conjunto de ellas, donde en
A) se observa una fractura simple, en B) una fractura compleja, en C) una fractura
compleja con apertura de fisuras y en D) una red de fracturas complejas. Adaptado
de Warpinski et al. (2001).

de los fluidos, mientras que la matriz se caracteriza por poseer porosidad y
permeabilidad muy bajas.

Tipo II: las fracturas proveen una parte importante de la permeabilidad y,
en menor medida, parte de la porosidad en el medio, es decir, favorecen el
flujo de fluidos más que su almacenamiento; la matriz se caracteriza por poseer
porosidad y permeabilidad relativamente bajas.

Tipo III: las fracturas ayudan a mejorar la permeabilidad en el medio pero
no contribuyen a la porosidad, es decir, sólo participan favoreciendo el flujo de
fluidos, mientras que la matriz se caracteriza por poseer alta porosidad pero
baja permeabilidad.

Tipo IV: las fracturas no proveen porosidad o permeabilidad adicional al
medio; la matriz se caracteriza por poseer alta porosidad y alta permeabilidad.

La esquematización empleada por Warren and Root (1963) es mostrada en la
Figura 1.8, donde puede observarse al medio real y su representación mediante un
conjunto de elementos volumétricos con porosidad primaria (paraleleṕıpedos rectan-
gulares que representan a la matriz) que se encuentran unidos por espacios porosos
del tipo secundario (espaciamiento entre cubos que representa a los vúgulos y las
fracturas). Esta idealización es tomada como punto de partida para el desarrollo del
modelo propuesto, y con base en ella pueden considerarse las siguientes premisas.
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Figura 1.7: Esquematización de la clasificación de los yacimientos fracturados pro-
puesta por Nelson Nosjean. Adaptado de Nelson (2001).

1. La porosidad primaria se encuentra contenida en un arreglo sistemático de
paraleleṕıpedos rectangulares idénticos, por lo que el sistema matriz es consi-
derado homogéneo e isótropo.

2. Todo tipo de porosidad secundaria se encuentra contenido en el sistema fractu-
ra, un sistema ortogonal, continuo y uniforme de fracturas, mismas que están
orientadas de tal forma que cada fractura es paralela al eje principal de per-
meabilidad; las fracturas normales a cada eje se encuentran uniformemente
espaciadas y son de espesor constante, aunque puede asumirse la existencia de
una fractura de diferente espaciamiento o diferente espesor en cada uno de los
ejes para simular un grado de anisotroṕıa.

3. Aśı, puede considerarse a las porosidades primaria y secundaria, en conjunto,
como un sistema homogéneo aunque anisótropo, donde el flujo puede darse
entre elementos con porosidad primaria y elementos con porosidad secundaria,
pero no entre elementos con porosidad primaria, es decir, el sistema matriz no
está interconectado (yacimientos tipo II según Nelson (2001)).

Es importante mencionar que estas premisas resultan muy restrictivas: dado que
los vúgulos y las fracturas tienen oŕıgenes distintos, el considerarlos en conjunto co-
mo un solo tipo de porosidad secundaria es erróneo y, por esto mismo, el esperar que
la anisotroṕıa de la red de vúgulos y la red de fracturas sea la misma (y que además
coincida con los ejes coordenados) es una hipótesis muy ambiciosa; también, es muy
raro encontrar un escenario en el que las fracturas se encuentren uniformemente dis-
tribuidas, perfectamente interconectadas y a una sola escala.
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Figura 1.8: Idealización de un medio poroso heterogéneo empleada para el desarrollo
del modelo de doble porosidad. Adaptado de Warren and Root (1963).

Desarrollo matemático del modelo

Aunque el modelo idealizado implica cierto grado de heterogeneidad a escala ma-
croscópica, aún puede considerarse como un sistema homogéneo si las dimensiones de
los paraleleṕıpedos rectangulares son pequeñas en comparación con las dimensiones
del yacimiento.

Un enfoque del modelo de Warren y Root que resulta útil en las siguientes sec-
ciones de esta tesis es el presentado por Blasingame (1994), mismo que se desarrolla
a continuación.

Si se considera el flujo de un fluido ligeramente compresible, puede escribirse la
ecuación de difusión para el sistema matriz y el sistema fractura como se muestra en
las expresiones 1.5 y 1.6, respectivamente.

km
µ
∇2pm = [ϕct]m

∂pm
∂t

+ q (1.5)

kf
µ
∇2pf = [ϕct]f

∂pf
∂t

− q (1.6)

Donde km y kf representan a la permeabilidad en el sistema matriz y en el sis-
tema fractura, respectivamente, µ es la viscosidad del fluido, los términos [ϕct]m y
[ϕct]f hacen referencia a la porosidad y compresibilidad total del sistema matriz y
del sistema fractura, respectivamente, q es el gasto de flujo en el medio por unidad
de volumen y pm y pf representan a la presión en el sistema matriz y en el sistema
fractura, respectivamente.
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Para ambos sistemas, la ecuación de difusión se escribe con un término de produc-
ción; con base en ello puede decirse que, durante el flujo, el sistema matriz actuará
como una fuente, mientras que el sistema fractura como un sumidero (debe recor-
darse que el flujo se da de los elementos de porosidad primaria hacia los elementos
de porosidad secundaria). Si de las ecuaciones 1.5 y 1.6 se despeja al gasto de flujo,
q, y las expresiones resultantes son igualadas, se obtiene la ecuación 1.7.

km
µ
∇2pm +

kf
µ
∇2pf = [ϕct]m

∂pm
∂t

+ [ϕct]f
∂pf
∂t

(1.7)

Warren and Root (1963) sugieren que el comportamiento del flujo en el sistema
matriz puede ser considerado como flujo pseudo-estacionario. Aśı, el gasto de flujo
que sale de los bloques de matriz puede expresarse mediante la ecuación 1.8.

q = −[ϕct]m
∂pm
∂t

(1.8)

Por otro lado, la cáıda de presión que se da en la cara de la fractura, es decir, en
la interfaz que existe entre el sistema fractura y el sistema matriz, puede ser descrita
mediante la ecuación 1.9.

q = α
km
µ
(pm − pf ) (1.9)

Donde α es un factor geométrico o factor de forma para la transferencia de fluidos
desde la matriz hacia las fracturas, y depende del arreglo geométrico de los sistemas
matriz y fractura. Al igualar las ecuaciones 1.8 y 1.9, y resolviendo para la derivada
de la presión en el sistema matriz con respecto al tiempo, se llega a la ecuación 1.10,
la cual describe las condiciones de presión en la interfaz matriz-fractura.

∂pm
∂t

= α
km
µ

1

[ϕct]m
(pf − pm) (1.10)

Las ecuaciones 1.8, 1.9 y 1.10 fueron propuestas por Barenblatt et al. (1960), de
manera previa al trabajo de Warren and Root (1963).

Al sustituir la ecuación 1.8 en la ecuación 1.6 es posible obtener una relación para
la presión en el sistema fractura, como se indica en la ecuación 1.11.

∇2pf =
µ

kf

[
[ϕct]f

∂pf
∂t

+ [ϕct]m
∂pm
∂t

]
(1.11)

Las definiciones de las variables adimensionales, tD y pD, propuestas se muestran
a continuación.

tD =
kf

µ
(
[ϕct]f + [ϕct]m

)
rw2

t (1.12)
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pD = 2π
kfh

qBµ
(pi − p) (1.13)

En las ecuaciones 1.12 y 1.13, rw representa al radio del pozo, q representa al
gasto de producción, B hace referencia al factor de volumen de formación del aceite
y pi es la presión inicial en el yacimiento.

Al despejar al tiempo, t, de la ecuación 1.12 se tiene:

t =
µ

kf

(
[ϕct]f + [ϕct]m

)
rw

2tD (1.14)

Al resolver la ecuación 1.13 para la presión en la matriz, pm se tiene:

pm = pi −
1

2π

qBµ

kfh
pDm (1.15)

Al resolver la ecuación 1.13 para la presión en el sistema fractura, pf se tiene:

pf = pi −
1

2π

qBµ

kfh
pDf (1.16)

Sustituyendo las ecuaciones 1.14, 1.15 y 1.16 en 1.10 y arreglando de manera
algebraica se obtiene la ecuación 1.17.

∂pDm
∂tD

= α
km
kf
rw

2

(
[ϕct]f + [ϕct]m

[ϕct]m

)
(pDf − pDm) (1.17)

Sea λ el coeficiente de flujo interporoso, un parámetro que dicta la facilidad con
la que la matriz aporta fluido a las fracturas, definido como:

λ = α
km
kf
rw

2 (1.18)

Sea ω la relación de almacenamiento, una medida de la capacidad de almacena-
miento de las fracturas, definida como:

ω =
[ϕct]f

[ϕct]f + [ϕct]m
(1.19)

O bien:

1− ω =
[ϕct]m

[ϕct]f + [ϕct]m
(1.20)

Sustituyendo las ecuaciones 1.18 y 1.20 en 1.17 se obtiene la forma adimensional
de la ecuación 1.10, misma que se indica en la ecuación 1.21.

∂pDm
∂tD

=
λ

(1− ω)
(pDf − pDm) (1.21)

Página 22
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De manera análoga, sustituyendo las ecuaciones 1.14, 1.15 y 1.16 en 1.11 y arre-
glando de manera algebraica se obtiene la ecuación 1.22.

∇2pDf =
1

rw2

[
ω
∂pDf
∂tD

+ (1− ω)
∂pDm
∂tD

]
(1.22)

Al desarrollar el laplaciano se obtiene:

1

r

∂

∂r

[
r
∂pDf
∂r

]
=

1

rw2

[
ω
∂pDf
∂tD

+ (1− ω)
∂pDm
∂tD

]
(1.23)

Si además se define al radio de pozo adimensional, rD, como:

rD =
r

rw
(1.24)

La ecuación 1.23 puede escribirse como se indica en la ecuación 1.25, que es la
forma adimensional de la ecuación 1.11.

1

rD

∂

∂rD

[
rD
∂pDf
∂rD

]
= ω

∂pDf
∂tD

+ (1− ω)
∂pDm
∂tD

(1.25)

De la ecuación 1.25, puede concluirse que, si ω = 1, ésta se simplifica a la for-
ma de la ecuación de difusión tradicional que modela el flujo en un medio homogéneo.

Haciendo uso de la transformada de Laplace, de las ecuaciones 1.21 y 1.25, puede
llegarse finalmente al modelo propuesto por Warren and Root (1963), cuyo objetivo
es describir el comportamiento de yacimientos naturalmente fracturados o de doble
porosidad, el cual se muestra, en el espacio de Laplace, en la ecuación 1.26.

p̄Df (rD, s) =
1

2

[
1

s
ln

(
4

e2γ
1

rD2

)
− 1

s
ln (s)− 1

s
ln

(
1 + ω(1− ω)s

λ

)
+

1

s
ln

(
1 + (1− ω)s

λ

)]
(1.26)

Donde γ es la constante de Euler-Mascheroni y s es la variable de Laplace. La
transformada inversa de Laplace de la ecuación 1.26 está dada por la ecuación 1.27.

pDf (rD, tD) =
1

2
ln

(
4

eγ
1

rD2
tD

)
− 1

2
Ei

(
λ

ω(1− ω)
tD

)
+

1

2
Ei

(
λ

(1− ω)
tD

)
(1.27)

Aunque el modelo propuesto por Warren and Root (1963) sea ampliamente uti-
lizado, y exista además un número importante de trabajos dedicados a hallar una
solución anaĺıtica que modele el flujo de fluidos en medios fracturados, el incorporar
la heterogeneidad de la red de fracturas complejas sigue representando un reto. Para
atacar esta problemática, autores como Acuna et al. (1995) y Chang and Yortsos
(1990) han hecho uso de la teoŕıa fractal.
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1.3.3. Geometŕıa fractal

El concepto de geometŕıa fractal fue originalmente introducido por Mandelbrot
(1967), cuando intentaba medir la longitud de la ĺınea costera de Gran Bretaña, y
determinó que dicha longitud incrementaba conforme la longitud de la unidad de
medición disminúıa en función de una ley de potencias, que posteriormente relacionó
con la dimensión fractal.

Para definir el concepto de dimensión fractal es necesario primero establecer que
un fractal es un objeto geométrico que se caracteriza por ser autosemejante y que,
además, no presenta variación estad́ıstica alguna si la escala vaŕıa, es decir que la au-
tosemejanza se mantiene independiente de la escala. Dicho de una forma más simple,
un fractal es un objeto geométrico que se genera a partir de copias más pequeñas de
śı mismo.

La autosemejanza está directamente relacionada con el concepto de dimensión
fractal. Si se piensa en un segmento de recta de longitud L, dicho segmento de recta
puede ser generado mediante la unión de N segmentos de recta de longitud r = L/N ,
cada uno de los cuales puede obtenerse, mediante la relación de similitud r, a partir
del segmento original. De manera análoga, un cuadrado con longitud de lado L puede
construirse mediante la unión de N2 cuadrados con longitud de lado r = L/N , y lo
mismo sucedeŕıa con un cubo de arista L, que podŕıa construirse al unir N3 cubos
de arista r = L/N . Este comportamiento es ilustrado en la Figura 1.9, donde cada
uno de los objetos geométricos anteriormente mencionados es reducido en tamaño
por un factor de 1/2.

De lo anterior puede entonces concluirse que, si se genera un objeto geométrico
de dimensión D mediante la reducción continua en tamaño de un objeto original por
un factor 1/N , entonces cada nivel de construcción estará formado por ND número
de copias del nivel previo. Ahora bien, si M es el número de copias generadas, se
obtiene la siguiente relación:

M = ND (1.28)

Por lo tanto, si la dimensión D fuese un parámetro desconocido, es posible obte-
nerlo mediante la ecuación 1.29.

D =
log(M)

log(N)
(1.29)

En la Figura 1.10 puede observarse la construcción de un objeto fractal cono-
cido como la curva de Koch. En la primer etapa o primer nivel de construcción, el
objeto inicial es un segmento de recta; en la segunda etapa, el segmento es reducido
en tamaño por un factor de 1/3, y 4 copias de este subsegmento dan lugar al nuevo
objeto geométrico; de forma similar, en la tercera etapa, cada una de las 4 copias
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Figura 1.9: Generación de objetos de geometŕıa euclidiana mediante la segmentación
continua de sus lados.

generadas en la etapa anterior es nuevamente reducida en tamaño por un factor de
1/3, y nuevamente son 4 copias de este nuevo subsegmento las que dan origen al
nuevo elemento geométrico.

Para el caso de la curva de Koch, se tiene que M = 4 y N = 3, por lo que,
haciendo uso de la ecuación 1.29 se obtiene:

D =
log(4)

log(3)
≈ 1,26

Aśı, resulta que la curva de Koch no posee una dimensión entera, sino fracciona-
ria. La dimensión D, conocida como dimensión de Hausdorff, que es en realidad una
generalización de la dimensión euclidiana, representa a la dimensión fractal, y es un
parámetro crucial para describir cualquier objeto fractal.

Si el proceso anterior continuara repitiéndose n veces, el resultado obtenido seŕıa
el mostrado en la Figura 1.11. De la figura puede concluirse que el objeto fractal
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Figura 1.10: Construcción de la curva de Koch en tres etapas. Adaptado de Mandel-
brot and Frame (1987).

generado es autosemejante independientemente de la escala de estudio, pues, en
todas las etapas de construcción, éste se genera a partir de copias más pequeñas de
śı mismo. De este modo, por ejemplo, la curva de Koch generada en la etapa n luce
igual a la generada en la etapa n−1, y si se realizase un acercamiento a dicho objeto
fractal, en cualquiera de sus etapas podŕıa observarse una misma estructura o forma
repetida de manera indefinida.

Finalmente, puede pensarse en un elemento fractal como un objeto geométrico
que no tiene una escala, longitud o tamaño caracteŕıstico asociado, pues, por ejemplo,
si se pretende determinar la longitud de la curva de Koch, esta magnitud tenderá a
infinito mientras mayor sea el detalle o acercamiento con el que se le mire, es decir,
su longitud dependerá de la escala.

1.3.4. Caracterización de redes de fracturas complejas me-
diante la geometŕıa fractal

En la sección 1.3.2 de esta tesis, se presentan las tres premisas bajo las cuales
Warren and Root (1963) desarrollaron su modelo, el cual asume que una red de
fracturas, como las que se encuentran en los yacimientos naturalmente fracturados
o estimulados mediante fracturamiento hidráulico, puede caracterizarse como dos
medios distintos: el sistema matriz y el sistema fractura. Sin embargo, existen ya-
cimientos que no satisfacen estas premisas, pues presentan propiedades a múltiples
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Figura 1.11: Construcción de la curva de Koch en n etapas. Adaptado de Ungar
(2007).

escalas (fracturas que van desde los cent́ımetros hasta los micrómetros), además de
que la red de fracturas no obedece a la geometŕıa euclidiana.

Dichas variaciones en la escala y densidad de las fracturas, aśı como en el grado
de fracturamiento, se verán reflejadas cuando se lleve a cabo un análisis de pruebas
de presión en este tipo de yacimientos.

Cuando se emplean modelos convencionales como herramienta para analizar prue-
bas de presión en yacimientos fracturados, la respuesta de la presión caracteŕıstica
obtenida en gráficos diagnóstico es la siguiente (Chang and Yortsos, 1990):

Sistema de doble porosidad (Warren y Root): pD ≈ ln (tD), como se
observa en la Figura 1.12.

Sistema de una sola fractura: pD ≈ tD
1/4 a tiempos cortos y pD ≈ tD

1/2

a tiempos largos, sugiriendo flujo bi-lineal y lineal, respectivamente, como se
observa en la Figura 1.13.
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Figura 1.12: Comportamiento caracteŕıstico de un sistema de doble porosidad en un
gráfico diagnóstico semi-logaŕıtmico. Recuperado de Gringarten (1984).

Son muchos los casos en los que de los gráficos diagnóstico se obtienen ĺıneas
rectas cuya pendiente difiere de lo anteriormente mencionado.

Con el objetivo de describir la respuesta at́ıpica de la presión en yacimientos
naturalmente fracturados, autores como Acuna et al. (1995) y Chang and Yortsos
(1990) hicieron uso de la geometŕıa fractal para caracterizar a las redes de fracturas
complejas, pues atribuyeron esta variación en el comportamiento de la presión a que
la red de fracturas en cuestión dif́ıcilmente se encontraŕıa uniformemente distribuida,
perfectamente interconectada y a una sola escala, como se establece en los modelos
que idealizan al sistema matriz-fractura como un medio homogéneo.

De acuerdo con Acuna et al. (1995), patrones reales de fracturamiento han sido
analizados mediante distintos afloramientos de formaciones con estas caracteŕısticas,
aśı como con estudios de láminas delgadas, y se ha determinado que poseen propie-
dades fractales. Una caracteŕıstica básica de los objetos fractales es que muchas de
sus propiedades dependen de la escala, y vaŕıan con ésta en función de una ley de
potencias, tal como lo estableció Mandelbrot (1967).

Chang and Yortsos (1990) propusieron una manera de representar a las redes de
fracturas complejas, asumiéndolas como objetos fractales incorporados a la matriz,
y no solo como el espaciamiento existente en un arreglo lineal de paraleleṕıpedos.
Posteriormente, Acuna et al. (1995) simplificaron este formalismo para sistemas na-
turalmente fracturados, presentando expresiones en forma de leyes de potencias para
representar a la porosidad y permeabilidad de un medio fracturado caracterizado en
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Figura 1.13: Comportamiento caracteŕıstico de un sistema de una sola fractura en
un gráfico diagnóstico doblemente logaŕıtmico. Adaptado de Cinco-Ley et al. (1981).

coordenadas ciĺındricas, las cuales se muestran en las ecuaciones 1.30 y 1.31.

ϕr = ϕ0

(
r

r0

)dmf−d

(1.30)

kr = k0

(
r

r0

)dmf−d−θ

(1.31)

Donde ϕr y kr representan a la porosidad y permeabilidad fractal, respectiva-
mente, ϕ0 y k0 son propiedades de referencia, r es la escala, r0 es una longitud de
referencia, d es la dimensión euclidiana, dmf es la dimensión fractal y θ representa
al ı́ndice de conectividad de las fracturas.

El ı́ndice de conectividad está relacionado con la anisotroṕıa del medio. Debido a
que un medio fractal es anisótropo, la difusión en éste será anómala. Cuando θ = 0,
el medio está caracterizado por poseer una alta conectividad de las fracturas y, por
ende, el proceso de difusión no se verá obstaculizado; esto puede aplicar para los
casos en los que la red de fracturas se encuentra perfectamente interconectada. En
un medio fractal, en cambio, existirán caminos de flujo de alta tortuosidad 6, por lo
que la difusión se verá ralentizada; de manera general, el valor del ı́ndice de conecti-
vidad incrementa conforme incrementa la tortuosidad y decrementa la conectividad
del medio.

6La tortuosidad es una relación que caracteriza los trayectos convolutos de la difusión del fluido
a través de los medios porosos. En la mecánica de fluidos de los medios porosos, la tortuosidad es
la relación del largo de la corriente natural de un fluido —una ĺınea o trayecto de flujo— entre dos
puntos y la distancia en ĺınea recta entre esos puntos (Schlumberger, 2022).
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Para entender el efecto de la dimensión fractal, dmf , en el medio, se presentan las
Figuras 1.14 y 1.15. Ambas ilustran tres redes de fracturas, con distinta dimensión
fractal, acopladas en un sistema matriz de dimensión euclidiana d = 2.

Figura 1.14: Redes de fracturas con distinta dimensión fractal acopladas en un siste-
ma matriz con dimensión euclidiana d = 2, donde en (a) dmf = 1, en (b) 1 < dmf < 2,
y en (c) dmf = 2. Recuperado de Acuna et al. (1995).

Figura 1.15: Efecto de la dimensión fractal, dmf , en una red de fracturas complejas,
donde en (a) dmf = 1,78, en (b) dmf = 1,65 y en (c) dmf = 1,47. Recuperado de
Acuna et al. (1995).

En la Figura 1.14, (a) corresponde a un sistema de una sola fractura donde
dmf = 1, (b) representa un sistema fractal con 1 < dmf < 2, mientras que (c) podŕıa
representar al medio idealizado en el modelo de Warren and Root (1963), donde
dmf = 2. Aunque en los casos (a) y (c) la red de fracturas obedece a la geometŕıa
euclidiana, ambos podŕıan ser considerados como medios fractales para los ĺımites
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en los que dmf = 1 y dmf = 2, respectivamente, considerando aśı al modelo fractal
como una generalización del modelo convencional.

De manera similar, en la Figura 1.15 se muestran tres redes de fracturas com-
plejas, donde en (a) dmf = 1,78, en (b) dmf = 1,65 y en (c) dmf = 1,47. Con base en
lo anterior, puede pensarse entonces en la dimensión fractal como un indicador de la
densidad de fracturas en el medio.
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Caṕıtulo 2

Soluciones implementadas

Este caṕıtulo está dividido en dos subapartados, en cada uno de los cuales se des-
cribe la solución implementada 1, su funcionalidad, ventajas, análisis de sensibilidad
y/o resultados obtenidos.

2.1. Comportamiento del flujo de gas a través de

nanoporos en yacimientos de shale gas

Buscando solucionar las limitantes en el modelado del flujo de fluidos en yaci-
mientos de shale gas provocadas por la existencia de distintos mecanismos de flujo,
debido a la variación en la escala de porosidad, se tomó como base el trabajo realiza-
do por Shen et al. (2017), titulado Gas Flow Behavior of Nanoscale Pores in Shale
Gas Reservoirs. Shen et al. (2017) propusieron un modelo de flujo considerando el
flujo continuo convencional, flujo por deslizamiento, flujo de transición, difusión de
Knudsen y el efecto de la adsorción del gas, con el objetivo de evaluar el comporta-
miento del flujo de gas a través de nanoporos.

Además, Shen et al. (2017) realizaron un análisis de sensibilidad para cuantificar
el efecto de parámetros como presión, temperatura, espesor de la capa de gas adsor-
bida y la presión de Langmuir sobre el comportamiento del flujo de gas.

A continuación, se describe de forma detallada el desarrollo del modelo propuesto
por Shen et al. (2017).

1Las soluciones implementadas en esta tesis son completamente atribuidas a los autores de los
trabajos que se tomaron como base, mismos que son debidamente referenciados en el subapartado
correspondiente. El objetivo central de esta tesis es desarrollar una herramienta computacional que
automatice dichas soluciones existentes en la literatura, replicando sus resultados.
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2.1.1. Modelo matemático con múltiples reǵımenes de flujo

Flujo continuo convencional

Cuando el número de Knudsen es menor que 0,001, el flujo de gas a través de los
nanaporos presentes en los yacimientos de shale gas puede describirse mediante la
ley de Darcy, la cual se expresa como se indica en la ecuación 2.1.

vg = −kg
µg

∇P (2.1)

Donde vg es la velocidad del gas, kg es la permeabilidad al gas, µg es la viscosidad
del gas y ∇P es el gradiente de presión.

La ecuación 2.2 es conocida como la ecuación de Poiseuille para el flujo de fluidos
viscosos en un tubo capilar, donde Q es el gasto de flujo, r es el radio del tubo capilar,
µ es la viscosidad del fluido, ∆P es un diferencial de presión y L es la longitud del
capilar.

Q =
πr4

8µ

∆P

L
(2.2)

Si se considera al medio poroso como un conjunto de capilares, las ecuaciones 2.1 y
2.2 pueden relacionarse entre śı, por lo que la permeabilidad de Darcy puede expre-
sarse mediante la ecuación 2.3, donde r seŕıa el radio capilar del poro.

kg =
r2

8
(2.3)

Sustituyendo la ecuación 2.3 en la ecuación 2.1, el flujo másico de gas por unidad
de área para el flujo continuo convencional puede expresarse mediante la ecuación
2.4, donde ρg es la densidad del gas.

JV =
ρgr

2

8µg
∇P (2.4)

Flujo por deslizamiento (slip flow)

Si el valor de Kn se encuentra entre 0,001 y 0,1, las colisiones entre las moléculas
y las paredes del poro no son despreciables y la velocidad de las moléculas a lo largo
de las paredes del poro es diferente de cero, por lo que el efecto de deslizamiento de
gas debe tomarse en cuenta.

Klinkenberg (1941) fue el primero, en la industria petrolera, en considerar el efec-
to de deslizamiento del gas en el medio poroso, pues observó que, a presiones muy
bajas, el flujo real de gas era mayor al flujo calculado mediante la ley de Darcy.
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Klinkenberg atribuyó este efecto al deslizamiento de las moléculas de gas sobre (y a
lo largo de) la pared del poro, por lo que propuso la ecuación 2.5 para determinar
la permeabilidad aparente al gas como una función de la presión (Swami et al., 2012).

ka = k∞

(
1 +

bk
P̄

)
(2.5)

Donde k∞ es una permeabilidad al gas de referencia en mD, P̄ es la presión me-
dia del sistema en psi, y bk es el factor de deslizamiento, mismo que se define en la
ecuación 2.6 y depende tanto del camino libre medio de las moléculas como del radio
de poro a través del cual fluyen.

bk =
4cλgP̄

r
(2.6)

En la ecuación 2.6, c es un valor constante cercano a la unidad. Roy et al. (2003)
propusieron una ecuación similar para determinar la permeabilidad aparente al gas,
como se indica en la ecuación 2.7.

ka = k∞(1 + 5Kn) (2.7)

Si se considera a la permeabilidad de Darcy como permeabilidad de referencia,
el flujo másico por unidad de área para el flujo por deslizamiento estará dado por la
ecuación 2.8, donde F = (1 + 5Kn) representa un factor de flujo por deslizamiento.

JS = F
ρgr

2

8µg
∇P (2.8)

Difusión de Knudsen

Cuando Kn toma valores mayores a 10, el transporte de gas en el medio poroso
puede describirse mediante la difusión de Knudsen, proceso que también es conocido
como flujo libre molecular. Para este régimen, el flujo másico por unidad de área
puede representarse por la ecuación 2.9.

JM = −DKn∇ni (2.9)

Donde ∇ni es el gradiente de densidad del componente i de una mezcla de gases,
mismo que puede calcularse mediante la ecuación 2.10.

∇ni =
−Mi

103RT
∇P (2.10)

Mi es la masa molecular del componente i, R es la constante universal de los gases,
y T es la temperatura del sistema.
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DKn representa al coeficiente de difusividad de Knudsen. Roy et al. (2003), asu-
miendo un flujo a través de un tubo capilar, propusieron la ecuación 2.11 para cal-
cular dicho coeficiente, donde d es el diámetro de flujo del capilar y M es la masa
molecular de la mezcla de gases.

DKn =
d

3

(
8RT

πM

)0,5

(2.11)

Sustituyendo las ecuaciones 2.10 y 2.11 en 2.9, se tiene entonces que el flujo mási-
co por unidad de área para el régimen de flujo gobernado por la difusión de Knudsen
se calcula mediante la ecuación 2.12.

JM =
2rM

3× 103RT

(
8RT

πM

)0,5

∇P (2.12)

Flujo de transición

El transporte de gas en el régimen de flujo de transición se encuentra entre los
reǵımenes de slip flow y flujo libre molecular, donde el flujo por deslizamiento y la
difusión de Knudsen coexisten. A medida que el número de Knudsen crece, el efecto
del deslizamiento de las moléculas de gas decrece, mientras que el efecto de la di-
fusión de Knudsen crece. Entonces, el modelo de transporte de gas en este régimen
estará dado como una ponderación entre el régimen de flujo por deslizamiento y el
régimen gobernado por la difusión de Knudsen, como se muestra en la ecuación 2.13
(Shi et al., 2013).

JT = fJS + (1− f)JM (2.13)

Donde JT es el flujo másico por unidad de área para el régimen de flujo de
transición y f es el factor de ponderación para el mismo régimen, el cual es un
parámetro adimensional entre 0 y 1, y puede expresarse mediante la ecuación 2.14.

f =
1

1 +
(

Kn

Kn0,5

)n−1 (2.14)

Los valores de los coeficientes Kn0,5 y n están dados por 4,5 y 5, respectivamente.
Cuando Kn es menor a 0,1, el factor de ponderación f es cercano a la unidad,
mientras que cuando Kn es mayor a 10, f se aproxima a 0, es decir, mientras mayor
sea el valor de f , mayor será el efecto del deslizamiento de las moléculas de gas sobre
el régimen de flujo y, de forma contraria, mientras menor sea el valor de f , mayor
será el efecto de la difusión de Knudsen.

Página 35
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Modelo propuesto

De acuerdo con los resultados anaĺıticos mostrados ĺıneas arriba, el flujo de gas
en yacimientos de shale gas es un proceso complejo que incluye los cuatro reǵımenes
de flujo descritos anteriormente, los cuales pueden existir al mismo tiempo, por lo
que no es apropiado modelar el flujo con sólo uno de ellos.

Un parámetro útil para tomar en cuenta el efecto que tiene cada régimen sobre
el transporte de gas es el flujo másico por unidad de área con múltiples reǵımenes
de flujo, mostrado en la ecuación 2.15.

J = JV + JS + JT + JM (2.15)

Sustituyendo las ecuaciones 2.4, 2.8, 2.12 y 2.13 en 2.15 se llega a la ecuación.

J =

[(
1 +

2 + (Kn

4,5
)
4

1 + (Kn

4,5
)
4 (1 + 5Kn)

)
ρgr

2

8µg
+

1 + 2(Kn

4,5
)
4

1 + (Kn

4,5
)
4

2rM

3× 103RT

(
8RT

πM

)0,5
]
∇P

(2.16)
Si se considera el efecto de la adsorción de gas, el espesor de la capa de gas

adsorbida, de acuerdo con la ecuación de Langmuir, puede expresarse mediante la
ecuación 2.17, donde de es el espesor de la capa adsorbida, y d0 es el espesor máximo
de la capa de adsorción.

de = d0
P

P + PL
(2.17)

Con base en lo anterior, el radio efectivo de flujo en los nanoporos, re, y el número
de Knudsen considerando el efecto de la adsorción, Kne, pueden determinarse me-
diante las ecuaciones 2.18 y 2.19, respectivamente.

re = r − de = r − d0
P

P + PL
(2.18)

Kne =
λg
re

(2.19)

Aśı, el flujo másico de gas por unidad de área con múltiples reǵımenes de flu-
jo tomando en cuenta el efecto de adsorción, Jad, queda expresado en la ecuación 2.20.

Jad =

(1 + 2 + (Kne

4,5
)
4

1 + (Kne

4,5
)
4 (1 + 5Kne)

)
ρgre

2

8µg
+

1 + 2(Kne

4,5
)
4

1 + (Kne

4,5
)
4

2reM

3× 103RT

(
8RT

πM

)0,5
∇P

(2.20)

Página 36
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2.1.2. Estudio de caso

Analizando las ecuaciones 2.16 y 2.20, puede concluirse que son muchos los
parámetros que tienen un efecto sobre el comportamiento del flujo de gas a través de
nanoporos en yacimientos de shale gas. Para analizar la influencia de los diferentes
reǵımenes de flujo, Shen et al. (2017) propusieron como parámetro de análisis al
cociente entre el flujo másico por unidad de área correspondiente a cada régimen de
flujo y el flujo másico por unidad de área con múltiples reǵımenes, ambos conside-
rando el efecto de adsorción, como se indica a continuación:

JadDarcy
/Jad

JadSlip
/Jad

JadTransición
/Jad

JadKnudsen
/Jad

En la Tabla 2.1 se presentan las propiedades de una mezcla de gases t́ıpicamente
encontrada en los yacimientos de shale gas.

Con los datos proporcionados en la Tabla 2.1, Shen et al. (2017) presentaron en
su trabajo la Figura 2.1a, donde pretenden mostrar la relación existente entre la
fracción de flujo de cada régimen y el radio de poro. De manera análoga, la Figura
2.1b fue generada con la herramienta computacional desarrollada en esta tesis y,
aunque los resultados obtenidos coinciden con los resultados presentados por Shen
et al. (2017), para la creación de este gráfico dichos autores consideraron un valor ar-
bitrario del camino libre medio de las moléculas (λg) de 5,55 nm. Esta hipótesis no es
representativa de las condiciones reales del flujo que se daŕıan con los datos propor-
cionados, pues el camino libre medio, como se indicó anteriormente, es función de la
presión y temperatura del sistema, aśı como del diámetro de colisión de las moléculas.
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CAPÍTULO 2. SOLUCIONES IMPLEMENTADAS

(a) Fracción de flujo vs. radio de poro. Recuperado de Shen et al. (2017).

(b) Fracción de flujo vs. radio de poro, generado con la herramienta desarrollada (conside-
rando un valor arbitrario de λg = 5,5 nm).

Figura 2.1: Validación de la herramienta desarrollada mediante la comparación de
los resultados obtenidos con ésta y los resultados presentados por Shen et al. (2017).

Por lo anterior, y también con base en la Tabla 2.1 se generó la Figura 2.2, en
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Tabla 2.1: Propiedades de una mezcla de gases t́ıpicamente encontrada en yacimientos
de shale gas. Recuperado de Shen et al. (2017).

Propiedad Valor Unidades

Densidad del gas (ρg) 8.03 kg/m3

Viscosidad del gas (µg) 0.12 ×10−4Pa · s

Espesor máximo de la capa de adsorción
(d0)

0.50 nm

Temperatura (T ) 300 K

Presión (P ) 10 MPa

Gradiente de presión (∇P ) 5 MPa/m

Presión de Langmuir (PL) 10 MPa

Constante universal de los gases (R) 8.31 Pa·m3/(mol ·K)

Masa molecular de la mezcla (M) 19.50 kg/kmol

Diámetro de colisión molecular de la
mezcla

0.41 ×10−9m

la que se ilustra la relación entre la fracción de flujo correspondiente a cada régimen
y el radio de poro, r, esta vez considerando el valor de λg calculado de 0,555 nm, y
al analizarla puede llegarse a las siguientes conclusiones:

A medida que incrementa el tamaño del poro, el efecto del flujo continuo con-
vencional (modelado con la ley de Darcy) también crece, mientras que el efecto
del flujo por deslizamiento (slip flow) y el efecto del flujo de transición decrecen.

Para el caso estudiado, el efecto que tiene el régimen de flujo libre molecular
(difusión de Knudsen) es mı́nimo y, por lo tanto, el efecto del flujo de transición
resulta prácticamente igual al del flujo por deslizamiento, observándose en la
Figura 2.2 un traslape entre las curvas correspondientes.

Los reǵımenes de flujo que gobiernan el transporte de gas a través de los
nanoporos (en este caso particular) son el flujo por deslizamiento y flujo de
transición.

Es posible observar que el efecto del flujo libre molecular decrementa conforme
el tamaño del poro incrementa.
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Figura 2.2: Fracción de flujo de los distintos reǵımenes vs. radio de poro.

2.1.3. Análisis de sensibilidad

Efecto de la presión

De manera análoga a lo realizado por Shen et al. (2017), en este trabajo se
analizó el efecto de la presión sobre el transporte de gas en el medio poroso mediante
la variación de este parámetro desde 5MPa hasta 40MPa. Los resultados obtenidos
se muestran en la Figura 2.3, misma que se generó con los datos presentados en la
Tabla 2.1, modificando únicamente la temperatura, la cual se consideró a 350 K.

De la Figura 2.3 puede concluirse que, mientras las fracciones de flujo correspon-
dientes a los reǵımenes de flujo continuo convencional (Darcy) y flujo libre molecular
(difusión de Knudsen) crecen a medida que la presión crece, las fracciones de flujo
de los reǵımenes de transición y flujo por deslizamiento decrecen.

También, se observa que, a una presión dada, sólo la fracción de flujo del régimen
continuo convencional crece mientras el radio de poro incrementa, pues el efecto
de los tres reǵımenes restantes decrece conforme crece el tamaño del poro. Este
comportamiento es atribuible a que, mientras mayor sea el radio del poro a través
del cual el gas fluye, menor efecto sobre el flujo tendrán las colisiones entre las
moléculas de gas y las colisiones entre las moléculas de gas y las paredes del poro.
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Figura 2.3: Fracción de flujo vs. radio de poro a diferentes condiciones de presión.

Efecto de la temperatura

Por otra parte, en la Figura 2.4 se muestra el efecto que tiene la temperatura
sobre los reǵımenes de flujo presentes en el transporte de gas a través de nanoporos,
pues se grafica la fracción de flujo de cada uno de los cuatro reǵımenes versus el radio
de poro, haciendo variar la temperatura de 320 K a 400 K. Dicha figura se generó
tomando como base la Tabla 2.1.

Puede observarse que la variación en las fracciones de flujo de los cuatro reǵımenes
es muy pequeña, sin embargo, para los reǵımenes de flujo continuo convencional y
flujo libre molecular la fracción de flujo decrece conforme aumenta la temperatura,
mientras que, para los reǵımenes de flujo por deslizamiento y de transición, la fracción
de flujo crece a medida que la temperatura aumenta.
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Figura 2.4: Fracción de flujo vs. radio de poro a diferentes condiciones de tempera-
tura.

Efecto de la presión de Langmuir

Como se mencionó en secciones anteriores, conforme aumenta el tiempo de explo-
tación de un yacimiento de shale gas y decrece la presión, es importante considerar
el efecto de la desorción de moléculas de gas de las paredes de los nanoporos a través
de los cuales fluye. Shen et al. (2017) analizaron el efecto de la presión de Langmuir
sobre el flujo volumétrico de gas por unidad de área total (considerando los cuatro
reǵımenes de flujo), para lo que propusieron como parámetro de análisis al cociente
Jad/J , es decir, el flujo volumétrico considerando el efecto de adsorción sobre el flujo
volumétrico sin considerar dicho efecto.

Con base en los datos proporcionados por la Tabla 2.1, la Figura 2.5 muestra
el efecto de la variación de la presión de Langmuir de 10MPa a 25MPa, mientras la
presión y la temperatura se mantienen constantes. Es posible concluir que, a mayor
presión de Langmuir, más grande será el cociente de flujos, debido a que será mayor la
cantidad de gas liberada de la superficie del poro a medida que disminuye la presión
del sistema, lo que se traduce en un flujo másico total mayor.
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Figura 2.5: Jad/J vs. radio de poro para diferentes valores de la presión de Langmuir.

Efecto del espesor máximo de la capa de adsorción

En la Figura 2.62 se ilustra el efecto que tiene la variación del espesor de la
capa de adsorción sobre el cociente Jad/J , variando d0 de 0,3 nm a 1,0 nm. Al
analizar dicha variación se observa que, al aumentar el espesor máximo de la capa
de adsorción, el cociente de flujos volumétricos por unidad de área decrece, pues el
radio efectivo de flujo, re, disminuye y con ello disminuye también el flujo másico
total por unidad de área.

2.2. Modelo fractal semi-anaĺıtico para la produc-

ción de aceite en yacimientos compactos con

pozos horizontales hidráulicamente fractura-

dos

Una de las tecnoloǵıas que ha permitido la explotación de yacimientos no con-
vencionales, en los que la permeabilidad es muy baja para producir hidrocarburos de
manera rentable, es la implementación de una técnica de estimulación que mejore di-
cha propiedad mediante un fracturamiento hidráulico a la formación, ello además de
la perforación de pozos horizontales que incrementen el área de contacto con el yaci-
miento. Este procedimiento da lugar a una red de fracturas complejas en la cercańıa

2La Figura 2.6 también se generó con los datos mostrados en la Tabla 2.1.
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Figura 2.6: Jad/J vs. radio de poro para diferentes valores del espesor máximo de la
capa de adsorción de gas.

de los disparos, sin embargo, como se ha mencionado anteriormente, los modelos que
la caracterizan como un medio homogéneo de geometŕıa euclidiana describen pobre-
mente el comportamiento del flujo a través de dicha red.

Con el objetivo de llevar a cabo una mejor caracterización de la red de fractu-
ras complejas generada por el fracturamiento hidráulico en yacimientos compactos,
para esta tesis se tomó como referencia el trabajo de Wang et al. (2015), titulado A
semi-analytical fractal model for production from tight oil reservoirs with hydrauli-
cally fractured horizontal wells, en el que presentan una modificación a la ecuación
de difusión tradicional, pues emplean definiciones fractales de la porosidad y per-
meabilidad de una red de fracturas complejas para describir el flujo en el sistema de
doble porosidad generado por el fracturamiento.

El objetivo central del modelo desarrollado por Wang et al. (2015) es proveer una
representación más realista del flujo que se da en las distintas regiones que rodean a
un pozo horizontal hidráulicamente fracturado, para propiciar la generación de cur-
vas tipo más confiables que puedan emplearse para el análisis de pruebas de presión
en yacimientos de tight oil y, de manera general, en yacimientos compactos.

El desarrollo del modelo propuesto por Wang et al. (2015), aśı como un análisis
de sensibilidad del mismo, se presenta a continuación.
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2.2.1. Geometŕıa de flujo hipotética y metodoloǵıa de desa-
rrollo

En la Figura 2.7 se esquematiza la geometŕıa de flujo tri-lineal que hipotética-
mente se espera de un yacimiento con un pozo horizontal hidráulicamente fracturado.
Para el desarrollo de su modelo, Wang et al. (2015) consideraron tres regiones de
flujo lineal: flujo a través de la fractura hidráulica (Región 1), flujo en la red de frac-
turas complejas creada por la estimulación (Región 2), y flujo en la región inalterada
del yacimiento (Región 3). En el esquema, bf es la apertura media de la fractura
hidráulica, xe y ye representan los ĺımites del yacimiento en la dirección de los ejes
x y y, respectivamente, y xf es la longitud de la fractura hidráulica.

Figura 2.7: Esquematización de la geometŕıa de flujo tri-lineal para un yacimiento
con un pozo horizontal hidráulicamente fracturado. Adaptado de Wang et al. (2015).

En realidad, el esquema presentado por Wang et al. (2015) es una adaptación
de la esquematización realizada por Brown et al. (2011) para esta geometŕıa de
flujo, la cual puede verse esbozada en la Figura 2.8. Las tres regiones de flujo
contiguas a través de las cuales se da el flujo son: la zona no alterada del yacimiento
que se ubica más allá de la punta de las fracturas hidráulicas (Región 3), la zona
del yacimiento que queda entre las fracturas hidráulicas (Región 2) y las fracturas
hidráulicas (Región 1). Como se ha mencionado antes, la Región 2 del yacimiento
se asume caracterizada por la presencia de una red de fracturas complejas, mientras
que, de manera hipotética, las fracturas hidráulicas serán de conductividad finita, y
serán equidistantes entre śı, espaciadas por una distancia ye (de esta forma puede
entenderse la presencia de las fronteras de no flujo esquematizadas).
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CAPÍTULO 2. SOLUCIONES IMPLEMENTADAS

Figura 2.8: Esquematización de la geometŕıa de flujo tri-lineal para un yacimiento
con un pozo horizontal hidráulicamente fracturado. Adaptado de Brown et al. (2011).

El modelo en cuestión fue desarrollado bajo la hipótesis de un flujo monofásico
de un fluido de compresibilidad constante. La caracterización de la red de fracturas
complejas en la Región 2 se llevó a cabo empleando las expresiones presentadas por
Acuna et al. (1995) (ecuaciones 1.30 y 1.31), considerando que la dimensión eucli-
diana del medio en el que se incorpora la red de fracturas (sistema matriz) es d = 2,
con el objetivo de desarrollar una ecuación de difusión fractal. Las expresiones em-
pleadas para describir la porosidad y permeabilidad fractal en la dirección del eje y
(de acuerdo con el sistema cartesiano indicado en la Figura 2.7) se muestran en las
ecuaciones 2.21 y 2.22.

ϕ(y) = ϕf

(
y

bf

)D−2

(2.21)

k(y) = kf

(
y

bf

)D−2−θ

(2.22)

Donde ϕf y kf representan a la porosidad y permeabilidad de fractura en la Re-
gión 2, estimadas en la cara de la fractura (en la frontera de flujo compartida por la
Región 1 y la Región 2), respectivamente, D corresponde a la dimensión fractal de
la red de fracturas, y θ es el ı́ndice de conectividad caracteŕıstico de la difusión en la
Región 2.

2.2.2. Desarrollo matemático del modelo fractal

Wang et al. (2015) desarrollaron su modelo fractal en coordenadas cartesianas
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para un yacimiento rectangular con un pozo horizontal hidráulicamente fracturado,
donde la fractura es totalmente penetrante y se propaga verticalmente, además de
poseer conductividad finita, es decir, la cáıda de presión dentro de la fractura no
es despreciable. En cada región, el flujo es representado mediante la ecuación de
difusión para flujo monofásico y dos condiciones de frontera, además, el flujo entre
regiones se describe relacionando dichas ecuaciones a través de condiciones de fron-
tera o mediante términos de producción (fuentes o sumideros).

Los autores definen las siguientes variables adimensionales:

xd =
x

xf
(2.23)

yd =
y

bf
(2.24)

bd =
bf
xf

(2.25)

Donde xd y yd son la distancia adimensional en dirección de los ejes x y y, res-
pectivamente, y bd es la apertura media adimensional de la fractura hidráulica.

pd =
kfh(pi − p)

qoBoµo
(2.26)

td =
kf t

ϕ2ct2µoxf 2
(2.27)

Donde pd y td representan a la presión y al tiempo adimensional, respectivamente,
h es el espesor del yacimiento, pi es la presión inicial en el yacimiento, qo es el gasto
de producción de aceite, Bo hace referencia al factor de volumen de formación del
aceite, µo es la viscosidad del aceite, y ct2 y ϕ2 representan a la compresibilidad y
porosidad total de la Región 2 (sistema matriz y fractura), respectivamente.

A continuación, se presenta la derivación de la ecuación de difusión para cada
una de las regiones de flujo, sus respectivas condiciones de frontera y su solución en
el espacio de Laplace.
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Flujo en la Región 3

Para desarrollar la ecuación de continuidad en la Región 3, primero se plantea
un balance de materia para un diferencial de volumen ∆V = Vb = ∆x∆y∆z, como
se muestra en la ecuación 2.28, para el flujo en dirección del eje n.

min −mon = V̄nAinρo∆t− V̄nAonρo∆t = macn (2.28)

Donde min y mon representan a la masa que entra y sale del sistema de estudio
(representado por el diferencial de volumen), respectivamente, V̄n es la velocidad del
flujo en la dirección del eje n, Ain y Aon hacen referencia al área de entrada y salida
del flujo en dirección de n, respectivamente, ρo es la densidad del aceite, ∆t es un
diferencial de tiempo y macn es la masa acumulada en el sistema, la cual puede ex-
presarse como se muestra en la ecuación 2.29.

macn = m|t+∆t − m|t = VbϕmSfρo|t+∆t − VbϕmSfρo|t (2.29)

En la expresión anterior, m es la masa presente en el sistema, ϕm es la porosidad
en la Región 3, o bien, la porosidad de matriz, y Sf es el ı́ndice de saturación de
fluido del medio.

Con base en lo anterior, el balance de materia para el diferencial de volumen ∆V
puede escribirse como:(

V̄x∆y∆zρo∆t
∣∣
x
− V̄x∆y∆zρo∆t

∣∣
x+∆x

)
+
(
V̄y∆x∆zρo∆t

∣∣
y
− V̄y∆x∆zρo∆t

∣∣
y+∆y

)
+
(
V̄z∆x∆yρo∆t

∣∣
z
− V̄z∆x∆yρo∆t

∣∣
z+∆z

)
= ∆x∆y∆zϕmSfρo|t+∆t − ∆x∆y∆zϕmSfρo|t (2.30)

Si la ecuación 2.30 se multiplica por 1/∆t∆x∆y∆z, y se asume que el medio está
completamente saturado por un mismo fluido, es decir, que el ı́ndice de saturación,
Sf , es igual a uno, se obtiene la ecuación 2.31.(

V̄xρo
∆x

∣∣∣∣
x

− V̄xρo
∆x

∣∣∣∣
x+∆x

)
+

(
V̄yρo
∆y

∣∣∣∣
y

− V̄yρo
∆y

∣∣∣∣
y+∆y

)
+

(
V̄zρo
∆z

∣∣∣∣
z

− V̄zρo
∆z

∣∣∣∣
z+∆z

)
=
ϕmρo
∆t

∣∣∣∣
t+∆t

− ϕmρo
∆t

∣∣∣∣
t

(2.31)

Considerando la definición de la derivada, mostrada en la ecuación 2.32.

ĺım
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
=
df(x)

dx
(2.32)
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Entonces, la ecuación 2.31 puede escribirse como se indica a continuación:

∂(V̄xρo)

∂x
+
∂(V̄yρo)

∂y
+
∂(V̄zρo)

∂z
= −∂(ϕmρo)

∂t
(2.33)

Ahora bien, para derivar la ecuación de difusión se opta por expresar a la ecua-
ción 2.33 en términos de la divergencia, obteniendo como resultado la ecuación 2.34.

∇ · (V̄ ρo) = −∂(ϕmρo)
∂t

(2.34)

Sabiendo que:

∇ · (V̄ ρo) = V̄∇ρo + ρo∇V̄ (2.35)

Y siendo la densidad del aceite, ρo, una función de la presión en la Región 3, p3,
resulta:

ρo(p3) ∴ ∇ρo ∝ ∇p3 (2.36)

Entonces, desarrollando el gradiente de la densidad, ∇ρo, y aplicando la regla de
la cadena:

∇ρo =
(
∂p3
∂x

,
∂p3
∂y

,
∂p3
∂z

)
∂ρo
∂p3

=
∂ρo
∂p3

∇p3 (2.37)

Por lo tanto, la ecuación 2.35 puede escribirse de la siguiente manera:

∇ · (V̄ ρo) = V̄

(
∂ρo
∂p3

∇p3
)
+ ρo∇V̄ (2.38)

Si se considera la ecuación de Darcy (mostrada anteriormente en la 2.1 para un
flujo de gas), se tiene:

∇ · (V̄ ρo) =
(
− k

µo
∇p3

)(
∂ρo
∂p3

∇p3
)
+ ρo∇

(
− k

µo
∇p3

)
(2.39)

Suponiendo al medio en la Región 3 como isótropo y homogéneo, puede enton-
ces pensarse en la permeabilidad al fluido, k, como una propiedad escalar y ya no
tensorial, y por lo tanto:

kx = ky = kZ = km,
∂km
∂x

=
∂km
∂y

=
∂km
∂z

(2.40)

Donde kx, ky y kz representan a la permeabilidad al fluido que satura el medio en
la dirección de los ejes x, y y z respectivamente, y km es la permeabilidad al aceite
en la Región 3, o bien, la permeabilidad en la matriz. Con base en lo anterior, la
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ecuación 2.39 puede reescribirse de la siguiente manera:

∇ · (V̄ ρo) = −km
µo

(
∂ρo
∂p3

(∇p3)2 + ρo∇2p3

)
(2.41)

La compresibilidad de un fluido, en este caso aceite, puede definirse como:

cf =
1

ρo

∂ρo
∂p3

(2.42)

Por lo tanto:

ρocf =
∂ρo
∂p3

(2.43)

Aśı, sustituyendo la ecuación 2.43 en la ecuación 2.41 se llega a:

∇ · (V̄ ρo) = −km
µo

(
ρocf (∇p3)2 + ρo∇2p3

)
(2.44)

Dado que se considera un régimen de flujo laminar (pues se emplea como ecuación
de transporte que describe el flujo a la ecuación de Darcy), se asume que las fuerzas
viscosas gobiernan el flujo, mientras que las fuerzas de inercia resultan despreciables,
por lo que puede deducirse entonces que la velocidad del fluido, V̄ , será de magni-
tud pequeña y, por ende, también el gradiente de la presión, ∇p3, será de magnitud
pequeña (recordar que V̄ ∝ ∇p3). Por ello, se cumple la siguiente condición:

ρocf (∇p3)2 ≪ ρo∇2p3 (2.45)

Tomando en cuenta lo anterior, la ecuación 2.44 puede simplificarse a la siguiente
forma:

∇ · (V̄ ρo) = −km
µo

(
ρo∇2p3

)
(2.46)

Si se sustituye la ecuación 2.46 en la ecuación 2.34, se obtiene la ecuación 2.47.

km
µo

(
ρo∇2p3

)
=
∂(ϕmρo)

∂t
(2.47)

Sabiendo que tanto la densidad del fluido como la porosidad del medio son fun-
ciones de la presión, es decir, ρo(p3) y ϕm(p3), aplicando la regla de la cadena al lado
derecho de la ecuación 2.47 se obtiene:

∂(ϕmρo)

∂t
= ϕmρo

(
1

ρo

∂ρo
∂p3

+
1

ϕm

∂ϕm
∂p3

)
∂p3
∂t

(2.48)

La compresibilidad de un medio poroso, en este caso la Región 3, puede definirse
como:
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cF =
1

ϕm

∂ϕm
∂p3

(2.49)

Y si se define a la compresibilidad total del sistema en la Región 3 (compresibi-
lidad total de la matriz), ctm, en la ecuación 2.50.

ctm = cf + cF (2.50)

La ecuación 2.48 puede reescribirse de la siguiente manera:

∂(ϕmρo)

∂t
= ϕmρoctm

∂p3
∂t

(2.51)

Al sustituir la ecuación 2.51 en 2.47 se llega a la ecuación 2.52.

∇2p3 =
ϕmµoctm
km

∂p3
∂t

(2.52)

Definiendo al coeficiente de difusividad hidráulica, η, como se indica a continua-
ción:

η =
km

ϕmµoctm
(2.53)

Sustituyendo la ecuación 2.53 en la ecuación 2.52 resulta:

∇2p3 =
1

η

∂p3
∂t

(2.54)

La ecuación 2.54 es la ecuación de difusión para un fluido de compresibilidad
constante que fluye a través de un medio isótropo y homogéneo. Si se desarrolla el
laplaciano, se llega a la ecuación 2.55.

∂2p3
∂x2

+
∂2p3
∂y2

+
∂2p3
∂z2

=
1

η

∂p3
∂t

(2.55)

Finalmente, siguiendo la hipótesis de flujo lineal en la Región 3, la ecuación de
difusión para dicha región se muestra en la ecuación 2.56

km
µo

∂2p3
∂x2

= ϕmctm
∂p3
∂t

(2.56)

Para homogeneizar el problema y facilitar el manejo de la ecuación 2.56, se realiza
un cambio de variable y se aplica la regla de la cadena con el objetivo de adimensio-
narla, obteniendo aśı la ecuación 2.57, donde p3d representa a la presión adimensional
en la Región 3.

∂

∂xd

(
∂p3
∂p3d

∂p3d
∂xd

∂xd
∂x

)
∂xd
∂x

=
ϕmµoctm
km

∂p3
∂p3d

∂p3d
∂td

∂td
∂t

(2.57)
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De las variables adimensionales definidas en las ecuaciones 2.23, 2.24, 2.26 y 2.27,
es posible obtener las siguientes derivadas auxiliares.

∂xd
∂x

=
1

xf
(2.58)

∂yd
∂y

=
1

bf
(2.59)

∂p3
∂p3d

= −qoBoµo
kfh

(2.60)

∂td
∂t

=
kf

ϕ2ct2µoxf 2
(2.61)

Sustituyendo las ecuaciones 2.58, 2.59, 2.60 y 2.61 en 2.57, se obtiene la ecuación
de difusión para la Región 3 en su forma adimensional.

∂2p3d
∂xd2

=
ϕmctmkf
ϕ2ct2km

∂p3d
∂td

(2.62)

Para el flujo en la Región 3, la ecuación 2.62 estará sujeta a las condiciones de
frontera e inicial enunciadas a continuación.

Condición de frontera interna: se asume la continuidad de la presión en
las Regiones 3 y 2.

p3d|xd=1 = p2d|xd=1 (2.63)

Condición de frontera externa: se asume la existencia de una frontera de
no flujo.

∂p3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=xed

= 0 (2.64)

Condición inicial: presión inicial del yacimiento, pi.

p3d(xd, td = 0) = 0 (2.65)

Ahora bien, para resolver la ecuación 2.62, se opta por obtener su transformada
de Laplace.

Sea:

A =
ϕmctmkf
ϕ2ct2km

= cte. (2.66)
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Entonces, la transformada de Laplace de la ecuación 2.62 se muestra a continua-
ción:

L

{
∂2p3d
∂xd2

}
= A(sF (s)− f(0)) (2.67)

Donde s es la variable de Laplace y F (s) = p̄3d. Tomando en cuenta la condición
inicial mostrada en la ecuación 2.65, la ecuación 2.67 puede escribirse como:

∂2p̄3d
∂xd2

− Asp̄3d = 0 (2.68)

O bien:

y′′ − Asy = 0 (2.69)

Para resolver la ecuación 2.69 se obtiene su polinomio caracteŕıstico, mismo que
es mostrado en la ecuación 2.70.

(D2 − As)y = 0 (2.70)

Al resolver el polinomio caracteŕıstico se obtiene D = ±
√
As, por lo que la solu-

ción general la ecuación 2.68 está dada por:

y = c1e
√
Asxd + c2e

−
√
Asxd = p̄3d (2.71)

En la ecuación 2.71, c1 y c2 son constantes de integración, cuyo valor será determi-
nado mediante las condiciones de frontera anteriormente planteadas. Aśı, derivando
la ecuación 2.71 con respecto a xd y sustituyendo la condición de frontera externa
mostrada en la ecuación 2.64, resulta:

∂p̄3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=xed

= c1

(√
Ase

√
Asxed

)
+ c2

(
−
√
Ase−

√
Asxed

)
= 0 (2.72)

Si la ecuación 2.72 se resuelve para c2 se llega a:

c2 = c1e
2
√
Asxed (2.73)

De este modo, si se sustituye la ecuación 2.73 en 2.71 se obtiene como resultado
la ecuación 2.74.

p̄3d = c1e
√
Asxd +

(
c1e

2
√
Asxed

)
e−

√
Asxd (2.74)

Evaluando la ecuación 2.74 en xd = 1 y sustituyendo la condición de frontera
interna indicada en la ecuación 2.63 se tiene:

p̄3d|xd=1 = c1e
√
As + c1e

2
√
Asxed−

√
As = p̄2d|xd=1 (2.75)
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Resolviendo la ecuación 2.75 para c1:

c1 =
p̄2d|xd=1

e
√
As + e2

√
Asxed−

√
As

(2.76)

Sustituyendo las ecuaciones 2.73 y 2.76 en la derivada de p̄3d con respecto a xd,
la expresión resultante se muestra en la ecuación 2.77.

∂p̄3d
∂xd

=

(
p̄2d|xd=1

e
√
As + e2

√
Asxed−

√
As

)(√
Ase

√
Asxd

)
−
(

p̄2d|xd=1

e
√
As + e2

√
Asxed−

√
As

)(
e2

√
Asxed

)(√
Ase−

√
Asxd

)
(2.77)

Al evaluar la ecuación 2.77 en xd = 1 resulta:

∂p̄3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

=

[(
p̄2d|xd=1

e
√
As + e2

√
Asxed−

√
As

)(√
As
)](

e
√
As − e2

√
Asxed−

√
As
)

(2.78)

Sabiendo que:

e
√
As − e2

√
Asxed−

√
As

e
√
As + e2

√
Asxed−

√
As

=
e
√
As − e

√
Asxed

e
√
As + e

√
Asxed

= tanh
(√

As−
√
Asxed

)
(2.79)

La ecuación 2.78 puede reescribirse entonces como:

∂p̄3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

=
(√

As
)(

tanh
(√

As−
√
Asxed

))
p̄2d|xd=1 (2.80)

Sea:

a3 = As =
ϕmctmkf
ϕ2ct2km

s, s3 =
√
a3 (tanh (

√
a3 −

√
a3xed)) (2.81)

Entonces, finalmente, la ecuación 2.80 puede expresarse como se indica en la ecua-
ción 2.82, la cual corresponde a la solución en el espacio de Laplace a la ecuación de
difusión para la Región 3.

∂p̄3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

= s3
(
p̄2d|xd=1

)
(2.82)

Flujo en la Región 2

Para modelar el flujo a través de la Región 2, pensando en la existencia de una
red de fracturas complejas, Wang et al. (2015) establecieron que se trata de un me-
dio con doble porosidad, y optaron por emplear leyes de potencias para describir la
porosidad y permeabilidad del sistema (ecuaciones 2.21 y 2.22, respectivamente). El
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flujo en la Región 2 se considera perpendicular a la fractura hidráulica, es decir, en
la dirección del eje y.

De manera análoga al procedimiento realizado para la Región 3, es posible obte-
ner la ecuación de difusión para la Región 2, misma que se muestra en la ecuación
2.83.

∂

∂y

(
k(y)

µo

∂p2
∂y

)
+ qmf + q32 = ctfϕ(y)

∂p2
∂t

(2.83)

Donde p2 es la presión de fractura en la Región 2 y ctf representa a la compresi-
bilidad total de la red de fracturas que existe en ésta misma.

Es importante mencionar que el medio en la Región 2 se supone heterogéneo,
siendo ϕ(y) y k(y), la porosidad y permeabilidad fractal en la Región 2, funciones de
la posición; además, en la ecuación de difusión para la Región 2 se toman en cuenta
también dos términos fuente o términos de producción, qmf y q32, que representan,
respectivamente, al gasto del flujo interporoso y al gasto del flujo que se da de la
Región 3 a la Región 2 (con el objetivo de analizar su efecto en la cáıda de presión
total del sistema), ambos por unidad volumétrica, cuya definición se muestra en las
ecuaciones 2.84 y 2.85, donde pm es la presión de matriz en la Región 2.

Las expresiones en cuestión fueron previamente propuestas por Wang et al.
(2014), quienes a partir del concepto de flujo interporoso (propuesto inicialmente
por Barenblatt et al. (1960) y, posteriormente, aplicado por Warren and Root (1963)
a la ingenieŕıa petrolera) y la ley de Darcy, desarrollaron las ecuaciones 2.84 y 2.85,
respectivamente, mediante las cuales proponen que dichas tasas de flujo vaŕıan en la
dirección del eje y con una tendencia similar a la de la porosidad de fractura en la
Región 2.

qmf =
αkm
µo

(pm − p2)

(
y

bf

)D−2

(2.84)

q32 =
km
µo

1

xf

∂p3
∂x

∣∣∣∣
x=xf

(
y

bf

)D−2

(2.85)

Sustituyendo las relaciones fractales de porosidad y permeabilidad en la ecuación
2.83 se obtiene:

kf
µo

(
y

bf

)D−2−θ [
D − 2− θ

y

∂p2
∂y

+
∂2p2
∂y2

]
+ qmf + q32 = ctf

[
ϕf

(
y

bf

)D−2
∂p2
∂t

]
(2.86)

Ahora bien, sustituyendo las ecuaciones 2.84 y 2.85 en la ecuación 2.86 y arre-
glando de manera algebraica se llega a:
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∂2p2
∂y2

+
D − 2− θ

y

∂p2
∂y

+

(
y

bf

)θ
αkm
kf

(pm − p2) +

(
y

bf

)θ
km
kf

1

xf

∂p3
∂x

∣∣∣∣
x=xf

=

(
y

bf

)θ
µoctfϕf
kf

∂p2
∂t

(2.87)

También, buscando homogeneizar el problema y facilitar el manejo de las ecua-
ciones, se adimensiona la ecuación 2.87, realizando un cambio de variable y aplicando
la regla de la cadena, como se muestra a continuación.

∂

∂yd

(
∂p2
∂p2d

∂p2d
∂yd

∂yd
∂y

)
∂yd
∂y

+
D − 2− θ

y

∂p2
∂p2d

∂p2d
∂yd

∂yd
∂y

+

(
y

bf

)θ
α
km
kf

(pm − p2)

+

(
y

bf

)θ
km
kf

1

xf

(
∂p3
∂p3d

∂p3d
∂xd

∂xd
∂x

)∣∣∣∣
x=xf

=

(
y

bf

)θ
µoctfϕf
kf

∂p2
∂p2d

∂p2d
∂td

∂td
∂t

(2.88)

Al sustituir las variables dimensionales definidas inicialmente (ecuaciones 2.23,
2.24 y 2.25), aśı como las derivadas auxiliares mostradas en las ecuaciones 2.58, 2.59,
2.60 y 2.61 y, además, arreglando de forma algebraica, la ecuación 2.88 resulta:

∂2p2d
∂yd2

+

(
D − 2− θ

yd

)
∂p2d
∂yd

+ yd
θbd

2km
kf

p3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

+ yd
θbd

2xf
2α
km
kf

(pmd − p2d)

= yd
θbd

2

(
ctfϕf
ct2ϕ2

)
∂pd
∂td

(2.89)

Para la Región 2, las definiciones del coeficiente de flujo interporoso, λ, y la rela-
ción de almacenamiento de las fracturas, ω, propuestas por Warren and Root (1963),
pueden expresarse como:

λ = α
km
kf
xf

2 ω =
ctfϕf
ct2ϕ2

(2.90)

Por lo tanto, la ecuación de difusión, en su forma adimensional, para la Región
2 se muestra en la ecuación 2.91.

∂2p2d
∂yd2

+

(
D − 2− θ

yd

)
∂p2d
∂yd

+ λyd
θbd

2(pmd − p2d) + yd
θbd

2km
kf

p3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

= yd
θbd

2ω
∂pd
∂td

(2.91)

Para el flujo en la Región 2, la ecuación 2.91 estará sujeta a las condiciones de
frontera e inicial enunciadas a continuación.
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Condición de frontera interna: se asume la continuidad de la presión en la
cara de la fractura.

p2d|yd=1 = p1d|yd=1 (2.92)

Condición de frontera externa: se asume la existencia de una frontera de
no flujo.

∂p2d
∂yd

∣∣∣∣
yd=yed

= 0 (2.93)

Condición inicial: presión inicial del yacimiento, pi.

p2d(yd, td = 0) = 0 (2.94)

Para resolver la ecuación 2.91, primero se obtiene su transformada de Laplace.

L

{
∂2p2d
∂yd2

+

(
D − 2− θ

yd

)
∂p2d
∂yd

+ λyd
θbd

2(pmd − p2d) + yd
θbd

2km
kf

p3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

}
= yd

θbd
2ω (sG(s)− g(0)) (2.95)

Donde G(s) = p̄2d. Tomando en cuenta la condición inicial mostrada en la ecua-
ción 2.94, la ecuación 2.95 puede escribirse como:

∂2p̄2d
∂yd2

+

(
D − 2− θ

yd

)
∂p̄2d
∂yd

+ λyd
θbd

2( ¯pmd − p̄2d) + yd
θbd

2km
kf

p̄3d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

= yd
θbd

2ωsp̄2d (2.96)

Ahora bien, si se considera al modelo de doble porosidad de Warren and Root
(1963), la ecuación 2.97 (mostrada en su forma adimensional) puede emplearse para
describir las condiciones del flujo interporoso entre el sistema matriz y el sistema
fractura.

λ(pmd − p2d) = (1− ω)
∂pmd
∂td

(2.97)

Para expresar a la presión adimensional de la matriz en la Región 2, ¯pmd, en
términos de la presión adimensional de fractura en la Región 2, p̄2d, ambas en el
espacio de Laplace, se obtiene la tranformada de Laplace de la ecuación 2.97, la cual
se muestra a continuación.

¯pmd =
λp̄2d

λ+ (1− ω)s
(2.98)
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Aśı, sustituyendo las ecuaciones 2.82 y 2.98 en la ecuación 2.96 se obtiene:

∂2p̄2d
∂yd2

+

(
D − 2− θ

yd

)
∂p̄2d
∂yd

+ λyd
θbd

2

(
λp̄2d

λ+ (1− ω)s
− p̄2d

)
+yd

θbd
2km
kf

(
s3 p̄2d|xd=1

)
= yd

θbd
2ωsp̄2d (2.99)

Factorizando términos, la ecuación 2.99 puede escribirse como se indica en la
ecuación 2.100.

∂2p̄2d
∂yd2

+

(
D − 2− θ

yd

)
∂p̄2d
∂yd

+ yd
θs2p̄2d = 0 (2.100)

Donde:

s2 =

(
λbd

2

(
λ

λ+ (1− ω)s
− 1

)
+ bd

2km
kf
s3 − ωsbd

2

)
(2.101)

La solución general a la ecuación 2.100, en términos de las funciones de Bessel
modificadas 3, está dada por:

p̄2d = yd
α2 [c1In2 (β2yd

γ2) + c2Kn2 (β2yd
γ2)] (2.102)

En la ecuación 2.102, c1 y c2 son constantes de integración, mientras que α2, β2,
γ2, y n2 están definidas por las siguientes ecuaciones:

α2 =
3−D + θ

2
β2 =

2
√
−s2

2 + θ
γ2 =

2 + θ

2
n2 =

3−D + θ

2 + θ
(2.103)

Si la ecuación 2.102 se deriva con respecto a yd se llega a:

∂p̄2d
∂yd

= β2γ2yd
α2+γ2−1

[
c1In2−1 (β2yd

γ2)− c2Kn2−1 (β2yd
γ2)
]

(2.104)

Al sustituir la condición de frontera externa, dada por la ecuación 2.93, en la
ecuación 2.104 resulta:

∂p̄2d
∂yd

∣∣∣∣
yd=yed

=
√
−s2yedα2+γ2−1

[
c1In2−1 (β2yed

γ2)− c2Kn2−1 (β2yed
γ2)
]
= 0 (2.105)

Por otro lado, sustituyendo la condición de frontera interna, dada por la ecuación
2.92, en la ecuación 2.102 se obtiene como resultado:

p̄2d|yd=1 = c1In2(β2) + c2Kn2(β2) = p̄1d|yd=1 (2.106)

3In(x) es la función de Bessel modificada del primer tipo, mientras que Kn(x) representa a la
función de Bessel modificada del segundo tipo, ambas correspondientes a cualquier orden real n
(Bowman, 2012).
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Resolviendo el sistema de ecuaciones conformado por 2.105 y 2.106 para las cons-
tantes de integración, c1 y c2, se obtienen las siguientes soluciones:

c1 =
Kn2−1 (β2yed

γ2)

In2−1 (β2yed
γ2)Kn2(β2) + In2(β2)Kn2−1 (β2yed

γ2)
p̄1d|yd=1 (2.107)

c2 =
In2−1 (β2yed

γ2)

In2(β2)Kn2−1 (β2yed
γ2) + In2−1 (β2yed

γ2)Kn2(β2)
p̄1d|yd=1 (2.108)

La solución a la ecuación de difusión, en el espacio de Laplace, para la Región
2, se obtiene al sustituir las ecuaciones 2.107 y 2.108 en 2.102. Ahora bien, para
obtener una expresión que represente al flujo que se da de la Región 2 a la Región
1, se evalúa la ecuación 2.104 en yd = 1 y, además, se sustituyen los valores de c1 y
c2. De este modo se obtiene:

∂p̄2d
∂yd

∣∣∣∣
yd=1

= s4 p̄1d|yd=1 (2.109)

Con:

s4 =
√
−s2

In2−1(β2)Kn2−1 (β2yed
γ2)− In2−1 (β2yed

γ2)Kn2−1(β2)

In2(β2)Kn2−1 (β2yed
γ2) + In2−1 (β2yed

γ2)Kn2(β2)
(2.110)

Flujo en la Región 1

De forma análoga a lo realizado para las Regiones 3 y 2, para la Región 1, que
representa a la fractura hidráulica, se asume un flujo lineal en la dirección del eje x,
por lo que la ecuación de difusión para dicho caso puede escribirse como se indica en
la ecuación 2.111.

k1
µo

∂2p1
∂x2

+ q21 = ϕ1ct1
∂p1
∂t

(2.111)

En la ecuación 2.111, p1 es la presión en la Región 1, ϕ1 y k1 representan a la
permeabilidad y porosidad de la fractura hidráulica, respectivamente, ct1 hace refe-
rencia a la compresibilidad total de la fractura hidráulica, y q21 es el gasto del flujo
por unidad de volumen que se da de la Región 2 a la Región 1. Este último parámetro
puede reescribirse si se emplea la ley de Darcy, y la ecuación 2.111 podŕıa expresarse
como a continuación.

k1
µo

∂2p1
∂x2

+
kf
µobf

∂p2
∂y

∣∣∣∣
y=bf

= ϕ1ct1
∂p1
∂t

(2.112)

La ecuación 2.112 es la ecuación de difusión para la Región 1 y, tal como se realizó
anteriormente, para adimensionarla primero debe derivarse y aplicarse la regla de la
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cadena, resultando aśı:

k1
µo

∂

∂xd

(
∂p1
∂p1d

∂p1d
∂xd

∂xd
∂x

)
∂xd
∂x

+
kf
µobf

(
∂p2
∂p2d

∂p2d
∂yd

∂yd
∂y

)∣∣∣∣
yd=1

= ϕ1ct1
∂p1
∂p1d

∂p1d
∂td

∂td
∂t

(2.113)
Al sustituir las derivadas auxiliares mostradas en las ecuaciones 2.58, 2.59, 2.60

y 2.61 y arreglar de manera algebraica, se obtiene la ecuación de difusión para la
Región 1 en su forma adimensional, la cual es mostrada en la ecuación 2.114.

∂2p1d
∂xd2

+ a1
∂p2d
∂yd

∣∣∣∣
yd=1

= b1
∂p1d
∂td

(2.114)

Donde:

a1 =
kfxf

2

k1bf
2 b1 =

ϕ1ct1kf
ϕ2ct2k1

(2.115)

La ecuación 2.114 está sujeta a las condiciones de frontera e inicial presentadas
a continuación.

Condición de frontera interna: se asume la existencia de producción por al-
macenamiento en el pozo; Cdf es el coeficiente de almacenamiento adimensional
y pwd representa a la presión adimensional de fondo fluyendo.

∂p1d
∂xd

∣∣∣∣
xd=0

= ψ

(
1− Cdf

∂pwd
∂td

)
ψ = −πkfxf

k1bf
(2.116)

Condición de frontera externa: se asume la existencia de una frontera de
no flujo.

∂p1d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

= 0 (2.117)

Condición inicial: presión inicial del yacimiento, pi.

p1d(xd, td = 0) = 0 (2.118)

Para resolver la ecuación 2.114, se obtiene su transformada de Laplace.

L

{
∂2p1d
∂xd2

}
+ a1L

{
∂p2d
∂yd

∣∣∣∣
yd=1

}
= b1L

{
∂p1d
∂td

}
(2.119)

O bien:

∂2p̄1d
∂xd2

+ a1
∂p̄2d
∂yd

∣∣∣∣
yd=1

= b1 (sH(s)− h(0)) (2.120)
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Donde H(s) = p̄1d. Considerando la condición inicial mostrada en la ecuación
2.118, la ecuación 2.120 puede escribirse como:

∂2p̄1d
∂xd2

+ a1
∂p̄2d
∂yd

∣∣∣∣
yd=1

= b1sp̄1d (2.121)

Si se sustituye la ecuación 2.109 en la ecuación 2.121 se llega a:

∂2p̄1d
∂xd2

= δp̄1d (2.122)

Con:

δ = sb1 − a1s4 (2.123)

La ecuación 2.122 puede también escribirse de la siguiente manera:

y′′ − δy = 0 (2.124)

Para resolver la ecuación 2.124 se obtiene su polinomio caracteŕıstico, mismo que
es mostrado en la ecuación 2.125. (

D2 − δ
)
= 0 (2.125)

Al resolver el polinomio caracteŕıstico se obtiene D = ±
√
δ, por lo que la solución

general a la ecuación 2.122 está dada por:

y = c1e
−
√
δxd + c2e

√
δxd = p̄1d (2.126)

Donde c1 y c2 son constantes de integración, y su valor se determinará median-
te las condiciones de frontera anteriormente planteadas. Aśı, derivando la ecuación
2.126 con respecto a xd, resulta:

∂p̄1d
∂xd

= c1

(
−
√
δ
)
e−

√
δxd + c2

(√
δ
)
e
√
δxd (2.127)

Para sustituir las condiciones de frontera, primero es necesario obtener su trans-
formada de Laplace, por lo que la transformada de Laplace para las condiciones de
frontera interna y externa se indican en las ecuaciones 2.128 y 2.129, respectivamente.

∂p̄1d
∂xd

∣∣∣∣
xd=0

=
ψ

s

(
1− s2cdf ¯pwd

)
(2.128)

∂p̄1d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

= 0 (2.129)

Ahora bien, sustituyendo la ecuación 2.128 en la ecuación 2.127 se tiene:

∂p̄1d
∂xd

∣∣∣∣
xd=0

= −
√
δc1 +

√
δc2 =

ψ

s

(
1− s2Cdf ¯pwd

)
(2.130)
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De manera similar, si se sustituye la ecuación 2.129 en la ecuación 2.127 se llega a:

∂p̄1d
∂xd

∣∣∣∣
xd=1

= −
√
δc1e

−
√
δ +

√
δc2e

√
δ = 0 (2.131)

Resolviendo el sistema de ecuaciones conformado por las ecuaciones 2.130 y 2.131
para las constantes de integración, c1 y c2, se obtienen las siguientes soluciones:

c1 =
ψ

s

(1− s2Cdf ¯pwd)√
δ −

√
δe2

√
δ
e2

√
δ (2.132)

c2 =
ψ

s

(1− s2Cdf ¯pwd)√
δ −

√
δe2

√
δ

(2.133)

Al sustituir las ecuaciones 2.132 y 2.133 en la ecuación 2.126 se obtiene el resul-
tado mostrado en la ecuación 2.134, el cual representa a la solución, en el espacio de
Laplace, de la ecuación de difusión para la Región 1.

p̄1d = −
ψe−

√
δxd

(
e2

√
δ + e2

√
δxd

)
√
δ
(
e2

√
δ − 1

)
s

(
1− s2Cdf ¯pwd

)
(2.134)

Solución final para la presión de fondo fluyendo

Para tomar en cuenta el efecto del daño a la formación debe partirse de su de-
finición, la cual establece que dicho parámetro puede suponerse como una cáıda de
presión adicional al comportamiento ideal del sistema, por lo que entonces puede
establecerse la ecuación 2.135.

¯pwd = p̄1d|xd=0 − S
∂p̄1d
∂xd

∣∣∣∣
xd=0

(2.135)

Donde S representa al factor de daño. Para obtener una solución general en el
espacio de Laplace para la presión adimensional de fondo fluyendo, ¯pwd, es necesa-
rio primero evaluar la ecuación 2.134 en xd = 0, con lo que se llega a la ecuación 2.136.

p̄1d|xd=0 = −
ψ
(
e2

√
δ + 1

)
√
δ
(
e2

√
δ − 1

)
s

(
1− s2Cdf ¯pwd

)
(2.136)

Tomando en cuenta que:

tanh
(√

δ
)
=
e2

√
δ − 1

e2
√
δ + 1

(2.137)
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Entonces la ecuación 2.136 puede escribirse como:

p̄1d|xd=0 = − ψ

s
√
δ tanh

(√
δ
) (1− s2Cdf ¯pwd

)
(2.138)

Finalmente, si se sustituyen las ecuaciones 2.130 y 2.138 en la ecuación 2.135,
se obtiene la solución general para la presión adimensional de fondo fluyendo, ¯pwd,
misma que se muestra en la ecuación 2.139.

¯pwd =

ψ

s
√
δ tanh (

√
δ)

+ S ψ
s(

ψ

s
√
δ tanh (

√
δ)

+ S ψ
s

)
s2Cdf − 1

(2.139)

Como puede observarse, la solución mostrada en la ecuación 2.139 está desarrolla-
da en el espacio de Laplace. Para obtener la presión adimensional de fondo fluyendo
en el dominio del tiempo, pwd, es necesario invertir numéricamente la ecuación en
cuestión; para realizar esto, se empleó el algoritmo de Stehfest (1970), cuyos princi-
pios y metodoloǵıa se presentan en el Apéndice B de esta tesis.

Aśı mismo, con la finalidad de generar curvas tipo que puedan emplearse como
herramienta para el análisis de pruebas de presión en este tipo de casos, partiendo
del valor obtenido de pwd, se calcula la función derivada definida por Bourdet et al.
(1989) como se muestra en la ecuación 2.140.(

dpwd
dX

)∣∣∣∣
i

=
(∆pwd1/∆X1)∆X2 + (∆pwd2/∆X2)∆X1

(∆X1 +∆X2)
(2.140)

Donde el sub́ındice 1 representa a la posición anterior a la posición i, mientras
que el sub́ındice 2, por el contrario, representa a la posición posterior a la posición
i. Además, X se define como:

X = ln (∆td) (2.141)

Por lo tanto, sustituyendo la ecuación 2.141, la ecuación 2.140 puede reescribirse
como:

DER(∆pwd)|i =

[(
∆pwd|i − ∆pwd|i−1

ln
(
tdi/tdi−1

) ln

(
tdi+1

tdi

)
+

∆pwd|i+1 − ∆pwd|i
ln
(
tdi+1

/tdi
) )

ln

(
tdi
tdi−1

)]
× 1

ln
(
tdi+1

ti

)
+ ln

(
tdi
tdi−1

) (2.142)
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2.2.3. Análisis de sensibilidad

Cuando una red de fracturas se modela desde el enfoque de la geometŕıa frac-
tal, son dos los parámetros cruciales para describirla: la dimensión fractal, D, y el
ı́ndice de conectividad, θ. Como fue mencionado en la sección 1.3.4 de esta tesis,
θ es directamente proporcional a la tortuosidad del camino de flujo e inversamente
proporcional a la conectividad de las fracturas, mientras que D es un indicador de
la densidad de fracturamiento, aśı como del área que las fracturas ocupan.

Con el objetivo de analizar la influencia que tienen estos dos parámetros sobre el
comportamiento de la presión, empleando la herramienta desarrollada (que se descri-
be en el siguiente caṕıtulo de este trabajo), se llevó a cabo un análisis de sensibilidad,
variando el valor de la dimensión fractal, de manera similar a lo realizado por Wang
et al. (2015). Los resultados se muestran en la Figura 2.9a. El gráfico fue generado
con los datos presentados en la Tabla 2.2, misma que fue recuperada del trabajo
presentado por Wang et al. (2015)4.

La Figura 2.9a muestra el efecto de la dimensión fractal sobre la presión adi-
mensional de fondo fluyendo, pwd, y la función derivada, DER(pwd), que puede visua-
lizarse mediante un gráfico diagnóstico doblemente logaŕıtmico de dichos parámetros
versus el tiempo adimensional, td. Es posible observar que la dimensión fractal afecta
el resultado arrojado por la solución presentada por Wang et al. (2015) durante el
periodo de producción, pues el comportamiento de la presión vaŕıa de manera con-
siderable, sin embargo, a tiempos cortos, el flujo se ve fuertemente gobernado por el
almacenamiento, independientemente del valor de D. En la Figura 2.9b se mues-
tran los resultados obtenidos por Wang et al. (2015) al trabajar los mismos escenarios.

Es importante mencionar que, aunque sean considerados válidos únicamente
aquéllos valores de la dimensión fractal que se encuentren entre uno (1) y dos (2), con
el objetivo de comparar los resultados de la herramienta desarrollada en este trabajo
con los resultados obtenidos por Wang et al. (2015), se emplearon los mismos valores
de D que dichos autores utilizaron.

4En los datos y parámetros presentados en el trabajo de Wang et al. (2015) no se indican los
valores del factor de daño ni del coeficiente de almacenamiento adimensional, por lo que se optó
por considerar los siguientes valores arbitrarios: S = 0, Cdf = 6× 10−4.
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(a) Efecto de la dimensión fractal, D, sobre el comportamiento de la presión adimensional
de fondo fluyendo, pwd, y la función derivada, DER(pwd). Para los cuatro casos se calcu-
laron valores de λ = 0,0158 y ω = 0,0137.

(b) Efecto de la dimensión fractal, D, sobre el comportamiento de la presión adimensional
de fondo fluyendo, pwd, y la función derivada, DER(pwd). Recuperado de Wang et al.
(2015).

Figura 2.9: Validación de la herramienta desarrollada mediante la comparación de
los resultados obtenidos con ésta y los resultados presentados por Wang et al. (2015).
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Tabla 2.2: Datos sintéticos empleados para realizar el análisis de sensibilidad. Recu-
perado de Wang et al. (2015).

Parámetro Valor Unidades

bf 1,60× 10−2 ft

ctf 2,58× 10−4 psi−1

ctm 2,58× 10−6 psi−1

ct1 2,58× 10−5 psi−1

kf 2,00× 102 mD

km 2,30× 10−1 mD

k1 2,00× 103 mD

xf 6,56× 102 ft

xe 1,15× 103 ft

ye 6,56× 102 ft

α 3,20× 10−5 ft2

µ 1,06 cp

ϕf 1,50× 10−5 n/a

ϕm 1,08× 10−1 n/a

ϕ1 4,50× 10−1 n/a

Para entender mejor las etapas o reǵımenes de flujo que se hacen visibles en
el gráfico anteriormente analizado (y estudiar además el efecto de los parámetros
fractales sobre ellos), en las Figuras 2.10 y 2.11 se seccionan tanto la curva de
la presión adimensional de fondo fluyendo como la de la función derivada en cinco
periodos diferentes, los cuales son descritos a continuación:

Periodo 1: el flujo se ve completamente gobernado por el efecto del almacena-
miento, por lo que ambas curvas coinciden, y su tendencia se ve caracterizada
por una pendiente unitaria. Puede decirse que ni la dimensión fractal ni el
ı́ndice de conectividad influyen de manera importante en este periodo de flujo.

Periodo 2: se da un primer periodo de transición que se origina conforme
desaparece el efecto del almacenamiento; se caracteriza por una joroba en la
curva de la función derivada. A medida que incrementa el valor de D, puede
observarse que incrementa también la duración de este periodo; por otro lado,
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CAPÍTULO 2. SOLUCIONES IMPLEMENTADAS

puede observarse que el flujo de transición se da a tiempos más cortos para
valores pequeños de θ.

Periodo 3: comienza el flujo interporoso considerado hipotéticamente pseudo-
estacionario por Warren and Root (1963), mismo que se da cuando comienza
la transferencia de fluidos desde la matriz hacia las fracturas (en la Región 2,
según el esquema mostrado en la Figura 2.7). En la red de fracturas, conforme
avanza la producción, se reduce la presión, por lo que los fluidos en la matriz
empiezan a migrar hacia las fracturas. Este periodo de flujo se caracteriza por
formar un valle en la curva de la función derivada, y podŕıa decirse que, antes
del valle, el flujo se da por la contribución del sistema fractura, mientras que
después del valle el flujo se da por la contribución del sistema en su totalidad
(matriz y fractura). Este periodo de flujo se verá influenciado por el coeficiente
de flujo interporoso, λ, y la relación de almacenamiento de las fracturas, ω,
como se mostrará en la siguiente sección de esta tesis.

Periodo 4: nuevamente, en este periodo de flujo la curva de la función deri-
vada tiende a ser una ĺınea recta, cuya pendiente dependerá de los parámetros
fractales; el comportamiento observado corresponde al de una ley de potencias
(caracteŕıstica del comportamiento fractal). En este periodo, la onda de presión
ha alcanzado los ĺımites de la fractura hidráulica, es decir, alcanza la Región 3
indicada en la Figura 2.7.

Periodo 5: es el último periodo y el flujo se ve gobernado por las fronteras.
Las curvas de pwd y DER(pwd) convergen en una ĺınea recta de pendiente
unitaria, tendencia caracteŕıstica de la existencia de fronteras de no flujo. Es
posible observar que una variación en el ı́ndice de conectividad no tiene efecto
observable en este periodo de flujo.
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Figura 2.10: Efecto de la dimensión fractal (D) sobre los reǵımenes de flujo que son
visibles en curvas tipo generadas con la solución propuesta por Wang et al. (2015).
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Figura 2.11: Efecto del ı́ndice de conectividad (θ) sobre los reǵımenes de flujo que son
visibles en curvas tipo generadas con la solución propuesta por Wang et al. (2015).
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Caṕıtulo 3

Descripción de la herramienta
desarrollada

Con el objetivo de implementar las soluciones presentadas en esta tesis, se optó
por desarrollar una herramienta de cómputo utilizando el lenguaje de programación
Python®. Dicha herramienta consta de una interfaz gráfica que permite al usuario
hacer uso de los algoritmos integrados, de forma intuitiva, a través de diferentes wid-
gets, además de proporcionarle los resultados obtenidos para cada solución mediante
gráficos interactivos, facilitando aśı el análisis visual de éstos.

En este caṕıtulo se describe la interfaz gráfica desarrollada, aśı como sus entradas
y salidas. En el Apéndice A se muestra el código principal correspondiente a las
soluciones trabajadas.

Al correr el código, el usuario podrá visualizar una ventana como la mostrada
en la Figura 3.1, en la que se indican los datos principales correspondientes a esta
tesis, y se permite al usuario utilizar la herramienta al dar click en el botón Inicio.
Es importante mencionar que, al ser ésta la ventana principal del programa, debe
permanecer activa hasta que la herramienta deje de utilizarse.

Una vez que se oprime el botón Inicio, se muestra una lista de las soluciones
implementadas (ver Figura 3.2). En esta ventana, el usuario deberá seleccionar la
solución con la que desea trabajar, y posteriormente dar click en el botón Comenzar
para continuar.

Cuando el usuario oprime el botón Comenzar, el programa lo dirigirá a la ventana
correspondiente a la solución seleccionada. Cada una de dichas ventanas es descrita
en las siguientes secciones.
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Figura 3.1: Ventana de inicio de la herramienta de cómputo desarrollada.

Figura 3.2: Ventana que muestra la lista de soluciones implementadas.
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3.1. Comportamiento del flujo de gas a través de

nanoporos en yacimientos de shale gas

Toda vez que el usuario seleccione esta solución, una ventana como la mostrada
en la Figura 3.3 se hará visible, en la que se le solicitan al usuario las propiedades y
parámetros necesarios para modelar la influencia de los diferentes reǵımenes de flujo
sobre el transporte de gas a través de nanoporos.

En esta ventana se le permite al usuario seleccionar las unidades de las propie-
dades que se le requiere ingresar; es posible elegir entre unidades del sistema inglés
y unidades del sistema internacional.

En la parte inferior de la ventana, el usuario encontrará los botones Volver al
menú, que lo redirige a la ventana anterior para seleccionar una solución diferente,
y Validar datos.

Figura 3.3: Ventana correspondiente a la solución que modela el comportamiento del
flujo de gas a través de nanoporos en yacimientos de shale gas.

El botón Validar datos tiene la funcionalidad de verificar que la información
ingresada por el usuario sea completa y congruente, y le hace a éste saber dichas
condiciones a través de ventanas emergentes como se muestra en la Figura 3.4.

Este filtro de datos es capaz de detectar cuando una casilla de entrada se ha
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dejado vaćıa, y lo señala al usuario mostrando un mensaje como se indica en la
Figura 3.4a; de manera similar, si en alguna de las casillas de entrada se han in-
gresado valores no numéricos, se muestra un mensaje solicitando que se realicen las
correcciones pertinentes, tal como lo ilustra la Figura 3.4b. Finalmente, si no exis-
ten problemas con los datos ingresados por el usuario, el programa mostrará una
ventana emergente como la presentada en la Figura 3.4c, donde se anuncia que
es posible continuar presionando el botón Generar gráficos. Cabe mencionar que,
una vez que la información es validada, el botón Validar datos desaparece y es reem-
plazado por el botón Generar gráficos, de la forma en que se ilustra en la Figura 3.5.

(a) Advertencia de que alguna de las casillas se entrada se ha dejado vaćıa.

(b) Advertencia de que alguno (o algunos) de los parámetros ingresados contiene caracteres
no numéricos.

(c) Mensaje indicando que la información ingresada es válida y se puede continuar.

Figura 3.4: Ventanas emergentes que muestra el programa al momento de validar la
información ingresada por el usuario.

Al presionar el botón Generar gráficos, el programa genera una serie de figuras
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Figura 3.5: Ventana que muestra la herramienta cuando los datos ingresados son
válidos y se permite la generación de los gráficos correspondientes (solución para
flujo en nanoporos).

interactivas como se muestra en la Figura 3.6. Dichos gráficos ilustran a la fracción
del flujo másico total de gas por unidad de área, J , que corresponde a los reǵımenes
de flujo continuo convencional o flujo de Darcy (JV ), flujo por deslizamiento o slip
flow (JS), flujo gobernado por la difusión de Knudsen o flujo libre molecular (JM),
y flujo de transición (JT ), con respecto al radio del poro a través del cual se da el
flujo. Por practicidad, se optó por mantener el rango de valores para el radio de poro
constante para todos los gráficos, variando de 1 nm a 1000 nm.

El objetivo del gráfico es comparar el comportamiento de dichos reǵımenes con-
forme la condiciones del flujo vaŕıan, para definir cuál es el que gobierna el proceso de
transporte y modelarlo de manera más apropiada, o bien, entender alguna variación
en el comportamiento del flujo que difiera del modelo convencional (ley de Darcy).

A la derecha de los gráficos, el usuario encontrará cuatro sets de sliders, cada uno
de los cuales corresponde a un caso de estudio distinto (Curvas 1, 2, 3 y 4). Los sliders
le permitirán al usuario variar los valores de la presión y temperatura del sistema, la
presión de Langmuir y el espesor máximo de la capa de adsorción para cada caso, a
la vez que se modifican en tiempo real los gráficos generados. Aśı, el usuario podrá
comparar el efecto que tiene la variación de los parámetros modificados sobre los
reǵımenes de flujo en cuatro escenarios diferentes.
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Figura 3.6: Ventana de impresión de gráficos interactivos generados para analizar
el efecto de los distintos reǵımenes de flujo sobre el transporte de gas a través de
nanoporos.

En la parte inferior central de esta ventana se encontrará el botón Volver, mis-
mo que devolverá al usuario a la ventana anterior (Figura 3.3) en caso de que se
requiera comenzar nuevamente.

En la Figura 3.7 se presenta un nuevo análisis de sensibilidad, esta vez emplean-
do la herramienta de cómputo en cuestión. Aunque al inicio los cuatro escenarios se
traslapen, pues son generados con los mismos datos, al hacer uso de los sliders es
posible observar las variaciones generadas.

Los gráficos mostrados se generaron inicialmente con las propiedades contenidas
en la Tabla 2.1 y, posteriormente, la presión del sistema se modificó como se indica
a continuación:

1. Curva 1: 18 MPa

2. Curva 2: 13 MPa

3. Curva 3: 9 MPa

4. Curva 4: 5 MPa
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Figura 3.7: Análisis de sensibilidad a la presión del flujo de gas a través de nanoporos
realizado con la herramienta desarrollada.

Puede notarse que lo observado en la Figura 3.7 coincide con los observado
en la Figura 2.3, y es que mientras las fracciones de flujo correspondientes a los
reǵımenes de flujo continuo convencional (Darcy) y flujo libre molecular (difusión de
Knudsen) crecen a medida que la presión crece, las fracciones de flujo de los reǵıme-
nes de transición y flujo por deslizamiento decrecen.

3.2. Modelo fractal semi-anaĺıtico para la produc-

ción de aceite en yacimientos compactos con

pozos horizontales hidráulicamente fractura-

dos

Cuando sea esta la solución que el usuario seleccione, la herramienta desarro-
llada mostrará una ventana como la que se indica en la Figura 3.8, en donde se
encuentran disponibles las casillas de entrada para que el usuario ingrese las distintas
propiedades y parámetros que se requieren para generar una serie de curvas tipo que
pretenden modelar el comportamiento de la presión en yacimientos compactos con
pozos horizontales hidráulicamente fracturados.
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Figura 3.8: Ventana correspondiente a la solución que modela el comportamiento de
la presión en yacimientos compactos con pozos horizontales hidráulicamente fractu-
rados.

En la parte inferior de la ventana, el usuario encontrará los botones Volver al
menú, que lo redirige a la ventana anterior para seleccionar una solución diferente,
y Validar datos. De manera similar a la solución descrita en la sección anterior, el
botón Validar datos da inicio a una funcionalidad que permite verificar que la in-
formación ingresada sea completa y congruente, y también arroja como resultado
ventanas emergentes como las mostradas en la Figura 3.4.

Además, cuando los datos ingresados por el usuario sean validados por la herra-
mienta, el botón Validar datos desaparece y el botón Generar gráficos toma su lugar
(ver Figura 3.9), permitiendo al usuario continuar.

Si la información ingresada por el usuario cumple con los criterios establecidos
anteriormente, al oprimir el botón Generar gráficos el programa mostrará un conjun-
to de cuatro curvas tipo generadas empleando la solución presentada en la ecuación
2.139, la cual representa una solución a la ecuación de difusión desarrollada para
determinar el comportamiento de la presión con respecto al tiempo en un yacimiento
compacto con un pozo horizontal hidráulicamente fracturado, con la particularidad
de describir a la red de fracturas complejas generada por la estimulación mediante la
aplicación de la teoŕıa fractal, empleando las relaciones de porosidad y permeabilidad
propuestas por Acuna et al. (1995), además de la función derivada de la presión, la
cual se obtiene haciendo uso del algoritmo de Bourdet et al. (1989).
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Figura 3.9: Ventana que muestra la herramienta cuando los datos ingresados son
válidos y pueden generarse los gráficos correspondientes (solución fractal).

Por practicidad, el rango de valores del tiempo adimensional, td, se manejó de
manera constante para todos los gráficos, variando de 10−4 [adim] a 106 [adim]. La
ventana que será presentada al usuario se muestra en la Figura 3.10.

Aunque en un principio las cuatro curvas generadas se traslapen, el usuario podrá
variar la relación de almacenamiento de las fracturas (ω), el coeficiente de flujo inter-
poroso (λ), la dimensión fractal de la red de fracturas (D) y/o el ı́ndice de conecti-
vidad que caracteriza al proceso de difusión (θ), con la finalidad de estimar el efecto
que tiene cada parámetro en el transiente de presión y aśı tener una caracterización
más adecuada de éste; es posible emplear esta herramienta como instrumento para
analizar pruebas de presión en casos que se asemejen al estudiado en esta tesis.

En las Figuras 3.11 y 3.12 se muestran los resultados de un nuevo análisis de
sensibilidad llevado a cabo con la ayuda de la herramienta desarrollada; ambas figu-
ras se generaron tomando como base los datos presentados en la Tabla 2.2, variando
algunos parámetros de la forma en que se indica a continuación.

En la Figura 3.11 se presenta a la familia de curvas tipo generadas para analizar
el efecto que tiene el coeficiente de flujo interporoso sobre el comportamiento de la
presión, las cuales se construyeron considerando las siguientes propiedades:

1. Curva 1: ω = 0,06 D = 2,0 θ = 0,0 λ = 1,0
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Figura 3.10: Ventana de impresión de gráficos interactivos que permiten la generación
de curvas tipo para el comportamiento de la presión.

2. Curva 2: ω = 0,06 D = 2,0 θ = 0,0 λ = 0,50

3. Curva 3: ω = 0,06 D = 2,0 θ = 0,0 λ = 0,20

4. Curva 4: ω = 0,06 D = 2,0 θ = 0,0 λ = 0,05

Considerando que λ es un parámetro que define la comunicación existente en-
tre el sistema matriz y el sistema fractura, se concluye que mientras menor sea este
parámetro, más dif́ıcil sera la transferencia de fluido entre ambos medios; en el gráfico
se observa que, a valores más pequeños, más tard́ıa será la transición de flujo t́ıpica
de un medio con doble porosidad, caracterizada por formar un valle de la curva de
la función derivada.

De manera similar, en la Figura 3.12 se presenta a la familia de curvas tipo
generadas para analizar el efecto que tiene la relación de almacenamiento de las frac-
turas sobre el comportamiento de la presión, las cuales se construyeron considerando
las siguientes propiedades:

1. Curva 1: D = 2,0 θ = 0,0 λ = 0,05 ω = 0,20

2. Curva 2: D = 2,0 θ = 0,0 λ = 0,05 ω = 0,10

3. Curva 3: D = 2,0 θ = 0,0 λ = 0,05 ω = 0,03

4. Curva 4: D = 2,0 θ = 0,0 λ = 0,05 ω = 0,0
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Figura 3.11: Análisis de sensibilidad al coeficiente de flujo interporoso, λ, en la ge-
neración de curvas tipo.

Figura 3.12: Análisis de sensibilidad a la relación de almacenamiento de las fracturas,
ω, en la generación de curvas tipo.

Si se considera que la relación de almacenamiento de las fracturas, ω, es un
indicador de la diferencia existente entre la capacidad de almacenamiento que tienen
las fracturas y la capacidad del sistema total, puede concluirse entonces, y con base
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en la Figura 3.12, que si ω decrece, la transición de flujo caracteŕıstica de un medio
con doble porosidad se dará de manera temprana y, además, tendrá mayor duración.
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Conclusiones y recomendaciones

Conclusiones

La mayoŕıa de los métodos, técnicas y soluciones que se emplean para realizar
cualquier tipo de caracterización de yacimientos convencionales, son desarro-
llados bajo hipótesis que no siempre resultan verdaderas o aplicables a los
yacimientos no convencionales, por lo que es importante prestar la atención
adecuada al medio, sus fluidos y los procesos que intervienen en el flujo de
éstos.

La herramienta de cómputo presentada fue desarrollada con el objetivo de ha-
cer uso de soluciones propuestas por diversos autores en trabajos previos: para
tratar con yacimientos no convencionales no es necesario comenzar completa-
mente desde cero, sino que una buen práctica es aprovechar las herramientas
teóricas ya existentes y hacer uso de los recursos computacionales actuales,
facilitando el acceso a métodos más factibles para estudiar los distintos tipos
de yacimientos según sus caracteŕısticas.

Con respecto a la solución correspondiente al flujo de gas a través de nanoporos
puede concluirse lo siguiente:

• En medios en los que el sistema poroso es heterogéneo y vaŕıa de manera
considerable a diferentes escalas (con poros cuyo tamaño alcanza apenas
algunas decenas de nanómetros), como en los yacimientos de shale gas, el
flujo de gas se da como la combinación de diversos procesos y mecanismos.

• El flujo de gas a través de nanoporos puede darse en cuatro reǵımenes
de flujo distintos, los cuales pueden determinarse en función del número
de Knudsen: flujo continuo convencional (Kn ≤ 0,001), flujo por desliza-
miento (0,001 ≤ Kn ≤ 0,1), flujo de transición (0,1 ≤ Kn ≤ 10) y flujo
libre molecular (Kn ≥ 10).

• A medida que incrementa el tamaño del poro, el efecto del flujo continuo
convencional también crece, mientras que el efecto del flujo por desliza-
miento (slip flow) y del flujo de transición decrece. Este comportamiento
es atribuible a que, mientras mayor sea el radio del poro a través del cual
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el gas fluye, menor efecto sobre el flujo tendrán las colisiones entre las
moléculas de gas y las colisiones entre éstas y las paredes del poro.

• Considerando el parámetro de análisis Jad/J , a mayor presión de Lang-
muir, más grande será el cociente de flujos, pues entre mayor sea la presión
de Langmuir, mayor será la cantidad de gas liberada de la superficie del
poro a medida que disminuye la presión del sistema, lo que se traduce en
un flujo másico total mayor.

• Al aumentar el espesor máximo de la capa de adsorción, el cociente de
flujos volumétricos por unidad de área (Jad/J) decrece, pues el radio efec-
tivo de flujo, re, disminuye y con ello disminuye también el flujo másico
total por unidad de área.

Con respecto a la solución semi-anaĺıtica para la producción de aceite en yaci-
mientos compactos puede concluirse que:

• Cuando las condiciones de permeabilidad en el yacimiento no favorecen
el flujo de los hidrocarburos hacia el pozo, técnicas como el fracturamien-
to hidráulico pueden ayudar a incrementar esta propiedad y resolver el
problema. Este proceso de estimulación genera una red de fracturas com-
plejas.

• Con el objetivo de incorporar la heterogeneidad que caracteriza a una
red de fracturas complejas puede hacerse uso de la geometŕıa fractal e
implementarse relaciones que describan a la porosidad y permeabilidad
del medio en forma de leyes de potencias.

• Una variación en la dimensión fractal, D, tendrá un efecto importante
en la respuesta de la presión para tiempos de producción intermedios y
largos, mientras que a tiempos cortos será el efecto del almacenamiento
el mecanismo que gobierne el flujo.

• El efecto del ı́ndice de conectividad, θ, será apreciable en el transiente de
presión a tiempos de producción intermedios, pues a tiempos cortos es el
efecto del almacenamiento el mecanismo que gobierna el flujo. A tiempos
largos, el efecto que tiene θ sobre el comportamiento de la presión es
despreciable.

Recomendaciones

Sobre la solución correspondiente al flujo de gas a través de nanoporos se reco-
mienda, en un trabajo subsecuente, el desarrollo de un modelo de transporte
que considere los cuatro reǵımenes de flujo descritos en esta tesis (flujo con-
tinuo convencional (flujo viscoso), slip flow, flujo libre molecular (difusión de
Knudsen) y flujo de transición), aśı como el efecto de la adsorción y desorción
de las moléculas de gas.
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En el caso de la solución semi-anaĺıtica para la producción de aceite en ya-
cimientos compactos, se recomienda mejorar la herramienta aqúı desarrollada
implementando la alimentación del modelo con datos provenientes de pruebas
de presión, con el objetivo de llevar a cabo un ajuste de curvas tipo.
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Apéndice A

Código principal de la herramienta
desarrollada

En este apéndice se presentan las ĺıneas de código de las rutinas desarrolladas
más importantes en cada solución. Para su desarrollo se empleó el lenguaje de pro-
gramación Python®.

A.1. Comportamiento del flujo de gas a través de

nanoporos en yacimientos de shale gas

La siguientes ĺıneas de código corresponden a la definición de la función F (p, t, pL, d0),
que determina las fracciones de flujo correspondientes a cada régimen de flujo, sin
considerar el efecto de la adsorción, Jad, y considerándolo, J , de la forma en que se
indica en las ecuaciones 2.16 y 2.20 de esta tesis.

1 def F(P,T,PL ,d0):

2

3 #Se calcula el espesor de la capa de adsorcion de gas y el

camino libre medio de las moleculas bajo las condiciones dadas

4 d=d0*(P/(P+PL))

5 free_path=kb*T/math.sqrt (2)/math.pi/coll_diam **2/P

6

7 #Define e inicializa los vectores que requiere la funcion

8 re=np.arange(0,limite , dtype=float)

9 radiom=np.arange(0,limite , dtype=float)

10 kne=np.arange(0,limite ,dtype=float)

11 kn=np.arange(0,limite ,dtype=float)

12 Jv=np.arange(0,limite , dtype=float)

13 Jv_noad=np.arange(0,limite ,dtype=float)

14 fcoeff=np.arange(0,limite ,dtype=float)

15 fcoeff_noad=np.arange(0,limite ,dtype=float)

16 Js=np.arange(0,limite ,dtype=float)

17 Js_noad=np.arange(0,limite ,dtype=float)
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18 Jm=np.arange(0,limite ,dtype=float)

19 Jm_noad=np.arange(0,limite ,dtype=float)

20 aux=np.arange(0,limite ,dtype=float)

21 aux_noad=np.arange(0,limite ,dtype=float)

22 Jt=np.arange(0,limite ,dtype=float)

23 Jt_noad=np.arange(0,limite ,dtype=float)

24 Total=np.arange(0,limite ,dtype=float)

25 Total_noad=np.arange(0,limite ,dtype=float)

26 ratioJ=np.arange(0,limite ,dtype=float)

27 ratioDarcy=np.arange(0,limite ,dtype=float)

28 ratioSlip=np.arange(0,limite ,dtype=float)

29 ratioTransition=np.arange(0,limite ,dtype=float)

30 ratioDiffusion=np.arange(0,limite ,dtype=float)

31

32 "Obtencion de re y Kne"

33 for i in range(0,limite):

34 re[i]=( radio[i]/10**9) -d

35 radiom[i]=( radio[i]/10**9)

36 kne[i]= free_path /(re[i])

37 kn[i]= free_path /( radiom[i])

38

39 "Flujo continuo convencional (Darcy)"

40 for i in range(0,limite):

41 Jv[i]= densg*re[i]**2* Pgrad /8/ viscg

42 Jv_noad[i]= densg*radiom[i]**2* Pgrad /8/ viscg

43

44 "Flujo por deslizamiento (Slip flow)"

45 for i in range(0,limite):

46 fcoeff[i]=1+5* kne[i]

47 fcoeff_noad[i]=1+5* kn[i]

48 Js[i]= densg*re[i]**2* Pgrad /8/ viscg*fcoeff[i]

49 Js_noad[i]= densg*radiom[i]**2* Pgrad /8/ viscg*fcoeff_noad[i]

50

51 "Flujo libre molecular"

52 for i in range(0,limite):

53 Jm[i]=(2*re[i]*M/(3*10**3)/R/T)*math.sqrt (8*R*T/M/math.pi)*

Pgrad

54 Jm_noad[i]=(2* radiom[i]*M/(3*10**3)/R/T)*math.sqrt (8*R*T/M/

math.pi)*Pgrad

55

56 "Flujo de transicion"

57 for i in range(0,limite):

58 aux[i]=(kne[i]/4.5) **4

59 aux_noad[i]=(kn[i]/4.5) **4

60 f=1/(1+ aux[i])

61 f_noad =1/(1+ aux_noad[i])

62 Jt[i]=f*Js[i]+(1-f)*Jm[i]

63 Jt_noad[i]= f_noad*Js_noad[i]+(1- f_noad)*Jm_noad[i]

64

65 #Calcula la fraccion de flujo correspondiente a cada regimen

66 for i in range(0,limite):

67 Total[i]=Jv[i]+Js[i]+Jm[i]+Jt[i]
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68 Total_noad[i]= Jv_noad[i]+ Js_noad[i]+ Jm_noad[i]+ Jt_noad[i]

69 ratioJ[i]= Total[i]/ Total_noad[i]

70 ratioDarcy[i]=Jv[i]/Total[i]*100

71 ratioSlip[i]=Js[i]/ Total[i]*100

72 ratioTransition[i]=Jt[i]/Total[i]*100

73 ratioDiffusion[i]=Jm[i]/ Total[i]*100

74

75 return ratioDarcy , ratioSlip , ratioTransition , ratioDiffusion ,

ratioJ

76

A.2. Modelo fractal semi-anaĺıtico para la produc-

ción de aceite en yacimientos compactos con

pozos horizontales hidráulicamente fractura-

dos

Las siguientes ĺıneas de código corresponden a las dos funciones principales rela-
cionadas con esta solución.

La función G(t,D, θ) calcula el aproximado de la transformada inversa de Laplace
para un tiempo dado empleando el algoritmo de Stehfest (1970), aśı como la función
derivada mediante el algoritmo de Bourdet et al. (1989). Por otro lado, la función
F (s,D, θ) calcula el valor de la presión adimensional de fondo fluyendo en el espacio
de Laplace, ¯pwd, mostrada en la ecuación 2.139 de esta tesis.

1 "Funcion general con algoritmo de Stehfest incluido"

2 #----------------------------------------------------

3

4 def G(tiempo , D, the):

5 aa=list(range(0,var))

6 functiempo=list(range(0,var))

7 deri=list(range(0,var))

8 aux=list(range(1,sumas +1))

9 for i in range(0,var):

10 resultado =0

11 aa[i]=math.log (2)/tiempo[i]

12 for j in N:

13 aux[j-1]=aa[i]*j

14 if j<ene:

15 A=j

16 else:

17 A=ene

18 sdos=0

19 ka=(j+1)/2

20 ka=int(ka)
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21 for z in range(ka ,A+1):

22 uno=math.factorial (2*z)

23 dos=math.factorial(ene -z)

24 tres=math.factorial(z)

25 cuatro=math.factorial(z-1)

26 cinco=math.factorial(j-z)

27 seis=math.factorial ((2*z)-j)

28 sdos=sdos +((z**( ene))*uno)/(dos*tres*cuatro*cinco*

seis)

29 Vj=sdos *(( -1) **( ene+j))

30 resultado=resultado+Vj*F(aux[j-1], D, the)

31 functiempo[i]= resultado*aa[i]

32

33 for i in range(1,var -1):

34 deri[i]=(( functiempo[i+1]- functiempo[i])/(math.log(tiempo[i

+1])-math.log(tiempo[i])))*math.log(tiempo[i]/ tiempo[i-1])

35 deri[i]=deri[i]+(( functiempo[i]-functiempo[i-1])/(math.log(

tiempo[i])-math.log(tiempo[i-1])))*math.log(tiempo[i+1]/ tiempo[i

])

36 deri[i]=deri[i]*(1/( math.log(tiempo[i+1]/ tiempo[i])+math.log

(tiempo[i]/ tiempo[i-1])))

37 derivada=np.delete(deri ,[0 ,49])

38 return functiempo , derivada

39 #----------------------------------------------------

40

41 "Pwd en el espacio de Laplace"

42 #----------------------------------------------------

43

44 def F(laplace , D, the):

45 a3=(( phim*ctm*kf)/( ct2phi2*km))*laplace

46 s3=math.sqrt(a3)*math.tanh(math.sqrt(a3)-(math.sqrt(a3)*xed))

47 s2=lam*(bd**2) *(( lam/(lam+(1-ome)*laplace)) -1)+(bd**2)*(km/kf)*

s3 -(ome*laplace*bd**2)

48 be=2* math.sqrt(-s2)/(2+ the)

49 ga=(2+ the)/2

50 eta=(3-D+the)/(2+ the)

51 auxiliar=math.sqrt(-s2)*((sp.iv(eta -1,be)*sp.kv(eta -1,be*yed**ga

)-sp.kv(eta -1,be)*sp.iv(eta -1,be*yed**ga))/(sp.iv(eta ,be)*sp.kv(

eta -1,be*yed**ga)+sp.iv(eta -1,be*yed**ga)*sp.kv(eta ,be)))

52 b1=(phi1*ct1*kf)/( ct2phi2*k1)

53 a1=(xf**2*kf)/(bf**2*k1)

54 delt=laplace*b1 -a1*auxiliar

55 c1=-(math.pi*kf*xf)/(k1*bf)

56 pwd1=(c1/( laplace*math.sqrt(delt)*math.tanh(math.sqrt(delt))))+(

skin*c1/laplace)

57 pwd=pwd1/(pwd1*laplace **2*cdf -1)

58 return pwd

59 #----------------------------------------------------

60
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Algoritmo de Stehfest

El algoritmo propuesto por Stehfest (1970) es un método numérico utilizado pa-
ra obtener una aproximación de la transformada inversa de Laplace de una función,
partiendo de su transformada.

Si la transformada de Laplace, f(s), de una función existe, el algoritmo de Steh-
fest (1970) proporcionará un valor aproximado, Fa, de su transformada inversa, p(t),
para un tiempo t dado. El valor de Fa se obtiene mediante la ecuación B.1.

Fa =
ln (2)

t

2n∑
j=1

VjF

(
j
ln (2)

t

)
(B.1)

Donde:

Vj = (−1)n+j
min(j,n)∑
k= j+1

2

kn+1(2k)!

(n− k)!k!(k − 1)!(j − k)!(2k − j)!
(B.2)

2n = N (B.3)

El parámetro k debe truncarse a modo que pertenezca siempre al conjunto de los
número naturales, mientras que N debe ser un número entero par. De la ecuación
B.2 puede observarse que los coeficientes Vj se mantendrán constantes durante todo
el proceso iterativo para determinar el valor de Fa, por lo que sólo deberán ser cal-
culados una vez.

La precisión del método depende directamente del parámetro N , sin embargo,
eso no significa que mientras mayor sea el valor de N mayor será la precisión, pues si
el valor es muy grande podŕıan presentarse errores por truncamiento. Generalmente,
valores entre 12 y 16 arrojan buenos resultados.
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