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INTRODUCCION

El presente Instructivo de practicas de laboratorio de vibraciones mecanicas, parte 1, ha
sido elaborado para cubrir los requisitos de la materia de Vibraciones Mecanicas que se
imparte en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Auténoma de México
para estudiantes de Ingenieria Mecanica, sin excluir otras carreras.

El proposito fundamental que se persigue es el de aportar a la formacion del alumno una
vision objetiva del campo de las vibraciones mecanicas para complementar su formacion
tedrico-practica como ingeniero mecénico. Las actividades que describe este instructivo,
junto con la participacion en clase, la resolucion de ejercicios y el desarrollo de reportes
de practica proporcionan un aprendizaje fundamental al estudiante que se introduce al
estudio de las vibraciones mecanicas.

Para la realizacion de las practicas se debe contar con el siguiente equipo y la instalacion
de los programas que se citan:

1) Computadora personal con paqueteria basica.

2) Software libre Tracker (https://physlets.org/tracker/).
3) Software Mathematica®.

4) Fuente de poder.

5) Arduino UNO.

6) Motores de corriente directa.

Otros requisitos seran solicitados en funcion de la practica que se vaya a realizar. En el
cuerpo de cada una de las précticas se describe el detalle completo del equipo necesario o
material adicional para su buen desarrollo, asi como, la bibliografia complementaria como
fuente de consulta. En el anexo, se ha incluido un breve indice de archivos
complementarios que podran descargarse como un apoyo adicional para llevar a cabo las
practicas. Respecto a la construccion de los prototipos, cada practica se ha propuesto con
la intencidn de utilizar elementos cotidianos que habitualmente se tienen al alcance, sin
necesidad de incorporar equipos especiales. La parte 2 de este instructivo cubrird ese
aspecto didactico con un énfasis en la instrumentacion experimental.

El manual contempla 12 practicas de laboratorio y cada una requiere en promedio una
sesion de dos horas a la semana para su realizacion y dos horas adicionales para la
elaboracion del reporte. Se debe considerar un tiempo adicional previo, al desarrollo de
cada practica, para la conceptualizacion, el disefio y la construccion de cada prototipo. Si
bien, cada practica desarrolla y sugiere un caso de estudio, no se cierra la posibilidad de
que el profesor o el mismo estudiante propongan un caso similar y lo desarrollen con la
estructura que sugiere esta obra.



El presente trabajo ha sido el resultado de una labor conjunta de un servidor y de
estudiantes del Programa de Posgrado en Ingenieria Mecanica de la Facultad de
Ingenieria; sin tal participacion e intercambio de ideas no se habria alcanzado tal objetivo.
Se espera que este instructivo sea de mucha utilidad para aquel estudiante que quiere
aprender esta importante rama de la Mecanica.

Mi mas sincera gratitud a la Unidad de Apoyo Editorial de la UNAM por el trabajo
editorial de la obra, asi como a la Lic. Maria Alicia Medina por su importante apoyo en la

correccion de estilo de la misma.

RICARDO YANEZ VALDEZ
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[ PRACTICA I ]

SISTEMAS LIBRES SIN AMORTIGUAMIENTO:
FRECUENCIA NATURAL

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:
1) Comprender el término de frecuencia natural de los sistemas vibratorios.

2) Determinar, experimentalmente, la frecuencia natural de un sistema vibratorio y la
constante de elasticidad.

INTRODUCCION

Todo sistema que posee masa y elasticidad es capaz de vibrar libremente, es decir, sin excitacion
externa. Para tales sistemas es de gran importancia su frecuencia natural. La frecuencia natural
de un sistema es la frecuencia con la cual este vibrara cuando sea desplazado del equilibrio y
cuando no esté sometido a ninguna fuerza externa; o sea, es el nimero de veces que el sistema
oscilard en un segundo.

MODELO DEL SISTEMA VIBRATORIO

El sistema vibratorio mas simple esta formado por un resorte lineal k& y una masa m.

Ty

(i)

|

Fith

FIGURA I-1. Sistema masa-resorte
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El resorte lineal es aquel que, al ser deformado, genera una fuerza del tipo:

F=—kx (1.1)
donde, k es una constante.
Se supone que la masa m puede ser desplazada verticalmente sin resistencia alguna; por lo

anterior, se dice que el sistema es no amortiguado. Cuando se aplica la ley de Newton en la
direccion del movimiento, se tiene lo siguiente:

—kx =mXx (1.2)

0 s¢€a:

mi+kx=0 (1.3)

La ecuacion diferencial (1.3), la cual es lineal y de coeficientes constantes, rige el movimiento
de la masa m'. La ecuacion caracteristica se escribe asi:

s2+ L =0 (1.4)
y la solucién general es de la forma:

x=Asenw,t+Bcos w,t (1.5)
donde, x = x (¢) es llamada elongacién del movimiento y @, =+k/m es la frecuencia angular

natural o propia del sistema. La frecuencia natural o propia del movimiento oscilatorio estd
dada por:

o 1 k
_% _ 1 /_ 1.6
Sy 27 2x \ m (1.6)

y el periodo 7, = 27/ ®, es, entonces:
1 f
T, = 7 =2r % (1.7)

! Por esta razon, se escogio un resorte lineal.
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EQUIPO POR UTILIZAR

1) Modelo del sistema vibratorio:

a) Viga en voladizo.

2) Masa conocida.
3) Balanza.

4) Prensa de tornillo.
5) Cronémetro.

6) Escalimetro.

PROCEDIMIENTO

A) Cdlculo de la constante elastica de la barra a flexion:

Para empezar, se debe obtener la constante eldstica de la barra mediante la relacion de una
fuerza aplicada y el desplazamiento que produce. Se debe colocar una masa conocida en el
extremo libre de la barra en equilibrio y medir el desplazamiento vertical que presenta un punto
de la barra.

B) Determinacion de la frecuencia teorica de vibracion del sistema:

Con los valores conocidos de la masa y constante elastica, se utiliza la ecuacion (1.6) para
determinar la frecuencia a la que vibrard, tedricamente, la viga en voladizo.

C) Determinacion prdctica de la frecuencia natural del sistema:

Ahora, se desplaza la masa de su posicion de equilibrio, se deja en libertad y se mide. Se cuenta
a partir del segundo o tercer ciclo el tiempo que tarda en completar, por ejemplo, 10 oscilaciones
completas. Se divide el nimero de ciclos entre el tiempo consumido en estos y, asi, se obtiene
la frecuencia natural del sistema.

_ ciclos

f. [ hertz ] (1.8)

seg
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REPORTE

1) Elaborar una tabla que muestre, en la primera columna, un dibujo o diagrama del modelo
analizado con sus dimensiones y datos usados. En una segunda columna, escribir la
frecuencia natural calculada tedricamente. Y en una tercera columna, escribir la frecuencia
natural obtenida practicamente.

Modelo fx tedrica fn practica

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BALACHANDRAN, B. y Edward B. Magrab, Vibraciones, México, Thomson, 2006.

THOMSON, William T. & Marie Dillon Dahleh, Theory of Vibrations with Applications, Santa
Barbara, Pearson, 1998.



[ PRACTICA II ]

SISTEMAS LIBRES CON AMORTIGUAMIENTO:
CONSTANTE DE AMORTIGUAMIENTO

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:
1) Establecer los pardmetros basicos de los sistemas vibratorios.

2) Determinar, experimentalmente, la frecuencia angular natural de un sistema vibratorio y la
constante de amortiguamiento.

INTRODUCCION

En muchos sistemas practicos, la energia vibratoria se convierte, gradualmente, en calor o
sonido. Debido a la reduccion de la energia, la respuesta, como el desplazamiento del sistema,
se reduce gradualmente. El mecanismo mediante el cual la energia vibratoria se convierte,
gradualmente, en calor o sonido, se conoce como amortiguamiento. Aun cuando la cantidad de
energia convertida en calor o en sonido es relativamente pequefia, la consideracion del
amortiguamiento llega a ser importante para predecir con exactitud la respuesta a la vibracion
de un sistema.

Como se supone que un amortiguador no tiene masa ni elasticidad, la fuerza de
amortiguamiento existe solo, si hay una velocidad relativa entre los dos extremos del
amortiguador. No es facil determinar las causas del amortiguamiento en sistemas practicos; por
consiguiente, el amortiguamiento se modela como uno mas de los siguientes tipos:

Amortiguamiento viscoso:

En el analisis de vibracion, el amortiguamiento viscoso es el mecanismo de mayor uso. Cuando
un sistema mecanico vibra en un medio fluido como el aire, gas, agua o aceite, la resistencia
ofrecida por el fluido en el cuerpo en movimiento hace que se disipe la energia; en este caso, la
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cantidad de energia disipada depende de muchos factores como el tamafio y forma del sistema
vibratorio, la viscosidad del fluido, la frecuencia de vibracion e, incluso, la velocidad del mismo
sistema. En el amortiguamiento viscoso, la fuerza de amortiguamiento es proporcional a la
velocidad del cuerpo vibratorio.

Amortiguamiento de Coulomb o de friccion en seco:

En este caso, la fuerza de amortiguamiento es de magnitud constante, pero con direccion
opuesta a la del movimiento del cuerpo vibratorio. El amortiguamiento de Coulomb es el
resultado de la friccion entre superficies que al frotarse estan secas o no tienen una lubricacion
suficiente.

Amortiguamiento debido a un material solido o histerético:

Cuando un material se deforma, absorbe o disipa energia se observa este amortiguamiento. El
efecto se debe a la friccion entre los planos internos, los cuales se resbalan o deslizan a medida
que ocurren las deformaciones. Si un cuerpo que experimenta amortiguamiento producido por
el material se somete a vibracion, el diagrama de esfuerzo-deformacion muestra un bucle de
histéresis. El area de este bucle indica la pérdida de energia por unidad de volumen del cuerpo
por ciclo debido al amortiguamiento.

En un sistema masa-resorte-amortiguador existen diferentes respuestas de vibracion libre seglin
la cantidad de amortiguamiento que este tenga.

MODELO DEL SISTEMA VIBRATORIO

1) Sistema masa-resorte-amortiguador:

El sistema vibratorio de un grado de libertad con vibraciones amortiguadas esta formado por
un resorte lineal &, una masa m y un amortiguador c.

E

AAAL

FIGURA II-1. Sistema masa-resorte-amortiguador
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Lo anterior, se llama sistema de un solo grado de libertad debido a que una coordenada (x) es
suficiente para especificar la posicién de la masa en cualquier momento. Y como no existe
ninguna fuerza externa aplicada a la masa, de ahi, el movimiento resultante de una perturbacién
inicial serd una vibracion libre.

En la préctica, excepto en el vacio, la amplitud de una vibracion libre se reduce gradualmente
al paso del tiempo por la resistencia ofrecida y por el medio circundante. Se dice que tales
vibraciones son amortiguadas.

FIGURA II-2. Diagrama masa-aceleracion del sistema masa-resorte-amortiguador

Cuando se aplica la segunda ley del movimiento de Newton en la direccidén del movimiento, de
acuerdo con el diagrama de la figura II-2, se tiene que la fuerza de amortiguamiento viscoso F

es proporcional a la velocidad X o v y se expresa como:
F =—cx (2.1)

donde, c¢ es la constante de amortiguamiento o coeficiente de amortiguamiento viscoso y el
signo indica que la fuerza de amortiguamiento se opone a la direccion de la velocidad. Si x se
mide a partir de la posicion de equilibrio de la masa m, la aplicacion de la ley de Newton da por
resultado la ecuacion del movimiento siguiente:

mx +cx+kx=0 (2.2)
para dar solucion a la ecuacion (2.2), suponemos que:

x(t)=_Ce" (2.3)
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donde, ¢ y s son constantes indeterminadas. La insercion de la funcion (2.3) en la ecuacion
(2.2) lleva a la ecuacion caracteristica:

ms*+cs+k=0 2.4)

cuyas raices son:

_—ci\/cz—4mk_ ¢ .

Sy, = -—= 2.5

-2 2m 2m (2-3)
estas raices dan las siguientes dos soluciones a la ecuacion (2.2):

x(t)=Ce" y x,(1)=C,e™ (2.6)

por lo que, la solucion general de la ecuacion (2.2) es una combinacion de las dos soluciones

antes planteadas x (¢) y x,(¢),estoes:

x(t)=C,e m} Q2.7)

donde, C, y C, son constantes arbitrarias que se tienen que determinar a partir de las

condiciones iniciales del sistema.

Para cualquier sistema amortiguado, la relacion de amortiguamiento se define como la relacion
de la constante de amortiguamiento con la constante de amortiguamiento critico, y se escribe
asi:

¢== (2.8)

El amortiguamiento critico ¢, se define como el valor de la constante de amortiguamiento ¢

con el cual, el radical en la ecuacion (2.5) se vuelve cero, por lo tanto, se obtiene:

2
(CCJ —ﬁzo : CC:Zm,fE:Z km =2mao, (2.9)
2m m m
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De las ecuaciones (2.8) y (2.9) se obtiene:

~ =¢ow, (2.10)

sm:(—gi«/ 2] )a) @.11)

por esta razon, la solucion general mostrada en la ecuacion (2.7) se reescribe de la siguiente
manera:

[—§+m]a)nt

(o= o

x(t)zCle +C,e (2.12)

donde, x = x(¢) es llamada elongacion del movimiento y @, =+ k/m es la frecuencia

angular natural o propia del sistema. La frecuencia natural o propia del movimiento oscilatorio
estd dada por la siguiente ecuacion:

oo 1k (2.13)

27[25 m

La naturaleza de las raices s,, s, y el comportamiento de la solucion (ecuacion [2.12]),

dependen de la magnitud del amortiguamiento. Se ve que el caso { =0 conduce a las
vibraciones no amortiguadas, por lo que se supone que ¢ # 0 . A continuacion, se estudian tres

Ccasos:

CAso 1

Sistema subamortiguado | £ <1 o ¢<c, o £ < ,, L3
2m m

En esta condicion & © —1 es negativa y las raices s, y s, se expresan asi:

si=(-¢+if1=¢7 o, i s,=(-¢-i1-¢7 ) o, (2.14)
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La solucion de la ecuacion (2.12) se puede escribir de la siguiente forma:
x(t) = e*é““’"’( Crcos J1- 2wyt + Cysen |12 a)nt) 2.15)

En la ecuacion anterior, el movimiento descrito es un movimiento arménico amortiguado de
frecuencia angular /1 — {“@,, en el cual la amplitud disminuye, exponencialmente, con el

tiempo. La frecuencia de vibracion amortiguada (a)d) del sistema siempre es menor que la

frecuencia natural no amortiguada (@, ):
w,=+1-C%0, (2.16)

CASO 2

. : c k
Sistema criticamente amortiguado | { =1, ¢, 0 — = | —
2m m

En este caso, las raices s, y s, son iguales y se expresan asi:

C
s1=s2=—2:n=—a),1 (2.17)

por consiguiente, la solucion general es de la forma:
x(t)=(C, +Cyt)e ™ (2.18)

El movimiento representado por la ecuacion (2.17) es aperiodico y se va reduciendo conforme

t tiende a infinito.

CAso 3

c k
Sistema sobreamortiguado | ¢ >10 ¢ >¢c, 0 — > [—
2m m

Cuando ( -1 ) >0, las raices s, y s, estan dadas por:

S1=(—§+w/é’2—l)a)n<0 : szz(—é—«/gz—l)a)n<0 (2.19)

10
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con 52 K s1. Por esta razdn, la solucidon general se expresa como:

x(t) = SR L L cze(%* et Jous (2.20)

El movimiento del sistema es aperiodico, independientemente, de las condiciones iniciales
impuestas. Como las raices son negativas, el movimiento se reduce, exponencialmente, con el
tiempo.

2) Decremento logaritmico:

Este decremento representa la velocidad con la cual se reduce la amplitud de una vibracion libre
amortiguada. El decremento logaritmico se define como el logaritmo natural de la relacion de
cualquiera de las dos amplitudes sucesivas con sus tiempos correspondientes a dos amplitudes
sucesivas (desplazamientos). Si x; es la amplitud del i — ciclo, el cual ocurre en un tiempo t; ,
entonces:

x,=Xe °“' (2.21)

La amplitud x del siguiente ciclo ocurrird un periodo después en ¢, + 7 y estard dada por:

i+1

%, = xe Selaer) 2.22)
De tal forma, que la relacion de amplitudes sucesivas queda como sigue:
_é’a)p
X Xe !
— = ¢ = ¢°“" = constante (2.23)
Xisl Xefgw(tﬁf)

Puesto que, las amplitudes para obtener la relacion son elegidas arbitrariamente, la ecuacion
(2.23) muestra que el decremento es constante, siempre y cuando, estas sean sucesivas.
Comunmente, el decremento logaritmico es expresado como el logaritmo natural de la relacion
de amplitudes segiin se muestra en la ecuacion (2.23), y es denotado con una letra 5.

11
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X
O0=1n—— (2.24)
xi+1

El decremento logaritmico se mide a través de una unidad adimensional llamada neper!
(simbolo Np) que, en realidad, es otra forma de la relacion de amortiguamiento ¢ . Una vez

conocidas 5 y ¢, el decremento logaritmico se determina resolviendo la siguiente ecuacion:

o)
{=F—— (2.25)
( 2 ) +6°
EQUIPO POR UTILIZAR

1) Modelo del sistema vibratorio:

a) Viga en voladizo.

2) Masa conocida.

3) Balanza.

4) Prensas de tornillo.
5) Cronometro.

6) Escalimetro.

PROCEDIMIENTO

A) Calculo de la constante elastica de la barra a flexion (k):

Primero, se obtiene la constante elastica de la barra mediante la relacion de una fuerza aplicada
y el desplazamiento que produce. Se coloca una masa conocida en el extremo libre de la barra
en equilibrio y se mide el desplazamiento vertical que presenta un punto de la barra.

! Aunque no son parte del Sistema Internacional de Unidades, los nepers son las unidades que expresan la relacion
logaritmica natural de una variable, son unidades analogas a los decibeles y son llamados asi, en honor a John
Napier (1550-1617). Para una mayor referencia, consulte: Alexander, Charles K. y Matthew N. O. Sadiku,
Fundamentos de circuitos eléctricos, 3* ed., México, McGraw-Hill, 2004.

12
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B) Determinacion de la frecuencia angular natural del sistema (a)n) :

Ahora, se determina la frecuencia natural del sistema. Se desplaza la masa de su posicioén de
equilibrio, se deja en libertad y se mide. Al contar a partir del segundo o tercer ciclo el tiempo
que tarda en completar, por ejemplo, 10 oscilaciones completas, se divide el nimero de ciclos
entre el tiempo consumido en estos y, asi, se obtiene la frecuencia natural del sistema.

_ #ciclos (2.26)
tiempo [seg]

n

Una vez obtenida la frecuencia natural, a partir de la ecuacion fn=wm,/2x , se obtiene la

frecuencia angular.

Con los valores conocidos de masa y la constante elastica, se utiliza la ecuacion @, =/ k/m

para determinar la frecuencia angular natural a la que vibrar4, tedricamente, la viga en voladizo.

C) Cdlculo del factor de amortiguamiento ({):

Para calcular el factor de amortiguamiento experimental, lo primero que se determina es el

decremento logaritmico (5 ), el cual se obtiene mediante la medida de las amplitudes de dos

ciclos consecutivos, que seran utilizadas en la ecuacion (2.24). El decremento resultante serd
evaluado mediante la ecuacion (2.25).

El factor de amortiguamiento tedrico se obtiene igualando la frecuencia de amortiguamiento
(ecuacion [2.16]) con la frecuencia angular natural experimental y despejando, de ahi, el factor
de amortiguamiento.

D) Cadlculo de la constante de amortiguamiento (¢):

Tanto para el calculo del factor de amortiguamiento tedérico como para el experimental, ambos
se obtienen utilizando la ecuacion (2.10) y los valores de las variables obtenidas en los pasos
anteriores.

13
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REPORTE

1) Primero, elaborar un dibujo o diagrama del modelo analizado con sus dimensiones y datos

usados.

2) En la siguiente la tabla, escribir los calculos de la constante de amortiguamiento de forma
teorica del lado izquierdo y del lado derecho la constante de amortiguamiento obtenida

experimentalmente:

FI-UNAM

Constante de amortiguamiento
tedrica

Constante de amortiguamiento
experimental

3) Con los resultados obtenidos, llenar la siguiente tabla:

Resultados tedricos Resultados experimentales
k: k:
Wn: Wn:
¢ ¢
c: c:

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

HUTTON, David V., Applied Mechanical Vibrations, New York, McGraw-Hill, 1918.

SINGIRESU, S. Rao, Mechanical Vibrations, 6th ed., Miami, Pearson, 2018.
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[ PRACTICA III ]

SISTEMAS LIBRES CON AMORTIGUAMIENTO:
FACTOR DE AMORTIGUAMIENTO
Y DECREMENTO LOGARITMICO

OBJETIVOS

Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Determinar, experimentalmente, el factor de amortiguamiento de un sistema mecéanico a
través de la definicion de decremento logaritmico.

2) Identificar el tipo de amortiguamiento que se presenta con base en los pardmetros
adimensionales del sistema.

INTRODUCCION

De una forma simple, el amortiguamiento puede entenderse como el fenomeno de disipacion
de la energia mecénica. Sin embargo, en la practica no existen los sistemas mecanicos
completamente conservativos. No obstante, existen ocasiones donde el amortiguamiento no es
relevante, o bien, su orden de magnitud en contraste con la contribucion energética (cinética
para la masa y potencial para la rigidez) es tan pequeiio que permite despreciar dichos efectos.

De manera concreta, el fendmeno disipativo puede presentarse en tres mecanismos diferentes:

a) Por flujo viscoso:
Cuando es debido a la disipacion viscosa de un fluido (e.g. cojinetes o rodamientos
viscosos, flujos de Couette o por movimiento de superficies, émbolo-piston con un
fluido, etc.).

b) Por una fuerza de oposicion:
Cuando existe una fuerza que se opone al movimiento y que eventualmente logra
contrarrestarlo (e.g. friccion en seco o amortiguamiento de Coulomb, corrientes de
Eddy o amortiguamiento magnético).
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¢) Estructural por histéresis:
La disipacion es el unico mecanismo que depende, directamente, de las propiedades
de los materiales y las geométricas del sistema. Estd asociada a la energia de
deformacion del material llamada resiliencia.

Cualquiera que sea el mecanismo de amortiguamiento presente en el sistema, este debe
caracterizarse por una constante de proporcionalidad (c) entre la fuerza aplicada y la velocidad,
dicho parametro se define como constante de amortiguamiento. Sin embargo, calcular dicha
constante no siempre es del todo posible, por lo que deben establecerse nuevos pardmetros
adimensionales para que, sin necesidad de detallar el mecanismo de amortiguamiento, sea
posible predecir el tipo de comportamiento de la respuesta dindmica como el factor de
amortiguamiento ({), o aquellos que sean mas faciles de medir con un instrumental
relativamente comtin como el decremento logaritmico (9).

Con base en el factor de amortiguamiento, su comportamiento puede clasificarse en tres tipos:

a) Subamortiguado.
b) Criticamente amortiguado.

¢) Sobreamortiguado.

MODELO DE UN SISTEMA LIBRE AMORTIGUADO EN TERMINOS DEL FACTOR
DE AMORTIGUAMIENTO

Primero, considérese un sistema de pardmetros concentrados compuesto por: una masa m, un
elemento de rigidez & y un amortiguador ¢ como se muestra en la figura I1I-1.

M

FIGURA III-1. Sistema masa-resorte-amortiguador

16
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Cuando se aplican las ecuaciones de Newton-Euler, la ecuacion de movimiento del sistema se
escribe:

mii+cu+ku =0 (3.1)

donde, u es el desplazamiento del sistema. Posteriormente, se procede a normalizar la ecuacién
diferencial obtenida, entonces, se tiene la siguiente ecuacion:

ivCavEu—o (3.2)
m m

Sea w la frecuencia (circular) natural del sistema, la cual es obtenida mediante la raiz cuadrada
del cociente de la rigidez entre la masa; por lo tanto, se llega a la expresion siguiente:

i+2m u+w'u=0

2 om

i+20li+ou=0 (3.3)

donde, ¢ es conocida como el factor de amortiguamiento y es un parametro adimensional, el
cual se obtiene mediante la expresion:

c

"~ 2om (3.4)

Irénicamente, al tratarse de un nimero adimensional, el factor de amortiguamiento resulta ser
mas importante y util para la mayoria de las aplicaciones que la misma constante de
amortiguamiento. Una de las razones concretas por las cuales se prefiere calcular el factor ¢ en
lugar de la constante ¢, es que permite conocer la naturaleza del comportamiento de la respuesta
del sistema, sin necesidad de resolver la ecuacion diferencial.

17
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Asi que:

a) Si¢=0 la respuesta sera no amortiguada.
b) Si 0<{ <1 larespuesta sera subamortiguada.
c¢) Sic¢=1 la respuesta sera criticamente amortiguada.

d Sid>1 la respuesta sera sobreamortiguada.

La figura III-2 muestra graficamente este comportamiento, el cual depende del factor de
amortiguamiento.

Respuesta libre amortiguada
u[m]

Subamortiguada: {<1
Sobreamortiguada: {>1
Criticamente Amortiguada: {=1

tis)

FIGURA I1I-2. Tipo de comportamiento de la respuesta libre del sistema en funcion
con el valor del factor de amortiguamiento

RESPUESTA DINAMICA DE UN SISTEMA CON DECREMENTO LOGARITMICO

Como ya se ha establecido con anterioridad, calcular de manera exacta la disipacion energética
de un sistema o amortiguamiento resulta algo poco practico en el ejercicio profesional de la
Ingenieria, debido principalmente a que los mecanismos de este fendémeno suelen ser muy
complejos y llevan a estimaciones basadas en demasiadas idealizaciones del modelo.

Por lo anterior, surge la necesidad de caracterizar el fenomeno del amortiguamiento a través de
métodos y herramientas mas simples y al alcance de cualquier interesado en el tema. Tales
modelos y métodos no deben comprometer su confiabilidad o precision por la simpleza. Sobre
esta linea, el enfoque mads sencillo y robusto parte de suponer que la disipacion energética se da
de forma logaritmica, lo cual en principio no parece algo tan lejano a la teoria matematica, ya

18
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que es un término asociado a la funcidon exponencial que modela dicho fenémeno en la respuesta
libre:

u(t)=U,e*“'sen(wt+9¢,) (3.5)

En la figura II1I-3, se puede apreciar la representacion grafica de la funcion anterior, donde se
observa como cada una de las amplitudes U; van en decremento con el paso del tiempo. En
consecuencia, sea § el decremento logaritmico definido como:

5:—.11/1 / (36)

La expresion anterior permite caracterizar el comportamiento disipativo a partir de la medicion
directa de dos amplitudes (del mismo signo), dichas mediciones pueden hacerse con cualquier
instrumento, desde una regla hasta una instrumentacion con sensores y tarjetas de adquisicion
de datos. Una vez conocidas dichas amplitudes, se procede a dividirlas y del cociente se obtiene
el logaritmo natural. Asi, se obtiene la siguiente relacion:

s=_275

J1-¢2

Ademas, si de alguna forma se sabe que el factor de amortiguamiento es muy pequefio (por

(3.7)

ejemplo, para un caso subamortiguado de 0.3 o menor), se puede utilizar la aproximacion:

0=2n( (3.8)

FIGURA III-3. Respuesta dinamica de un sistema mecéanico
con decremento logaritmico (amortiguamiento)

19



INSTRUCTIVO DE PRACTICAS FI-UNAM

EQUIPO POR UTILIZAR

1) Modelo del sistema vibratorio:
a) Masa.
b) Resorte suave.
¢) Vaso de precipitado.
d) Agua.
e) Miel de abeja.
f) Etiqueta o sticker de color.
2) Balanza.
3) Soporte universal.
4) Flexometro.
5) Camara de celular.

6) Software libre Tracker.

7) Software Mathematica®.

PROCEDIMIENTO

A) Experimentacion:
Se realizaran y analizaran tres casos: 1) masa y resorte, 1i) masa y resorte con un vaso de
precipitado lleno de agua y iii) masa y resorte en un vaso de precipitado lleno de miel de abeja.

De cada caso, se haran tres eventos o mediciones.

Ademas, es importante sefalar que a la masa se le debe colocar un marcador, ya sea con una
etiqueta o un sticker de color y este debe contrastar con el fondo o con cualquier otra

20



FI-UNAM INSTRUCTIVO DE PRACTICAS

caracteristica. Se debe acoplar el resorte a la masa y colgarlos desde una superficie fija. Por otro

lado, se debe seleccionar un envase que contenga el fluido (agua o miel), de tal manera que, la

masa pueda introducirse en ¢€l, esto es con el objeto de que haya una interaccion entre la masa

en movimiento y el fluido que lo amortigiie.

Cada uno de los eventos deberan grabarse con la camara del celular (si este cuenta con la

caracteristica de camara lenta, mejor), hay que cerciorarse que, el cuadro desde el cual se hace

la toma permita ver bien y, claramente, al marcador.

B) Analisis del video en Tracker:

Con los videos obtenidos en cada evento, se procedera a obtener la respuesta amortiguada del

sistema. Para ello, se abre el programa y se selecciona la opcion
111-4).

o Trayemsrat  Syvems de Coordenadas  Wenlans  Ayuds
®H
R AL LY
w0

T T e T
D Ao ks & T Eoman | Hashes: Pl S9Rpaas

& Open Ubrery Bowser

3 [mpari 5F Resouros

Corrar Pastafia SinTiulo™
Corrar Tosas

Grabas Prslafa Come.

T psanar B Arghie Teackes
Ducs Saurnce

gt e ] wF

Salk L1}

e LI

Importar y Video (figura

F -
i kL I
k] = g

e e

- =

ot i Do ot Canon b L LT I B

FIGURA I1I-4. Uso del programa Tracker. Importar el video

Una vez que el video estd importado, se selecciona la opcion para establecer el sistema de
referencia y se coloca el origen en el punto de equilibrio de la vibracion (figura I11-5).
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LI Tracker

Archive farar Voo T Syrterma de Coord . Veatana Apuda

FH S uwv-0] 0w > Qm : oA A LA A ¥ 3 C
¥ oofraes  Cd v ongin ol Mestiar Oostae 05 epes de Coontenacis 0 Gesde 1 hosscetad 0.0°

memonis e e 20 de 2200
™ -

A vista de Sagrama con los duton de fa Syectona soasncerk agul

A

La vista de tabia com fon Gaon e b TapecTons aparecerd agu

FIGURA III-5. Uso del programa Tracker. Colocar el sistema de referencia

Posteriormente, es necesario calibrar la imagen con una dimension de referencia; para esto, se
utiliza la herramienta Vara de calibracion con darle clic derecho al boton ¥ (figura I11-6).

/s 3C
memoris an wea 29V de 220M8

Puntos de Calibeaciin e

Onigen de Compentatin

A ViVLE O Sagrama (00 s Sules de le Mayectons soasecerd aawl

‘n .

L8 vista de tabla com fon datin Ge L tirpectons asarecers aou

FIGURA I11-6. Uso del programa Tracker. Usar la herramienta Vara de calibracion
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Para calibrar el sistema, es necesario mantener presionada la tecla Shift (el cursor cambia a un
cuadrado [figura I1I-7]). Manteniendo el cursor presionado, se arrastra para trazar una linea de
una dimension conocida de la imagen (esta es solo una referencia dimensional).

ece T achm

Archive  fdtar  Video Ssema de C Veatasa  Apda

FH #w mYv-L sow > Q| S AL L& A 7 3C
¥ A vara de calbexcidn A pano O leagtud 1961 m | dngulo desde of eje x 200" PEOr #4 W JOAE de 22000

N -
3 vista de Sagrama con lon daton de la trayectons spasecerh agul

2 | -
La vinta de tabla com Jot Aaton Se e Trapectons Aparecend agu

CHIM arverb el rment i iuhy At

FIGURA III-7. Uso del programa Tracker. Calibrar la imagen

Una vez que la imagen esta calibrada, se procede a dar clic derecho al boton Crear para
establecer la Masa puntual a estudiar (figura I11-8).

‘o0 e Tk
Archive  Bdear  Video  Trayectorias  Sywiema de Coordenadas  Veatasa  Apwda

F U W B v L sow Qs 2 Wy o, A A 4L A s aC
¥ A vara de calleacion A paso O x 900 erts o8 vei AV de 2200
E—— <Y Y T —

Vestor

Sema & Vectores 2 virta de Sagrama com fon datos de s Srayectona apasecerd agel

Perfi de Lisea
Regiin 808

Modelo Analingo de Particula
Modelo Dinkmico de Particula
Outa Yeack

Herramientad de Medida

Calbrason Tooly

n 2

L2 ¥is1a de 1abia COn Mot Gaton S L TrapedTona Aparecerd aow

O SrreeAmesticabds rod

FIGURA III-8. Uso del programa Tracker. Crear una Masa puntual
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Con la tecla Shift presionada, el cursor cambia a un cuadrado, nuevamente, y se procede a
seleccionar el marcador o sticker. En la parte superior izquierda, se le asocia un valor numérico
a la masa en (kg). Posteriormente, con la combinacion de las teclas Ctrl + Shift se define la
trayectoria a analizar, por lo que se abrird el siguiente recuadro y el cursor cambiard a una forma
circular (figura I1I-9).

Archive  fdew  Video Trayectonias  Systema de Coordenadas  Veatana  Anwda

FHEFEN Bl sowam P Qe Y SAA LA Ly

/- acC
¥ O masaA m ) 000kg 0n.e Arweator s A poekite on 34N de 2200
* Cpoay L Search Next
O m-—a
Frame 95 vm.. umn. |
—_——
Templute fvobstion Kate 20N Asteman & © 1
Seanch Woaon Oy B Look Abead
Twget  Tamk O musad B ren pocin B
Coddro U5 (hey famd Thes hey fame delines (e Template and Target 1
shown. Chek 3 Search dotton 60 look for matche 10 the template.
You may drag the tanget, template Of SA3ACh awa 15 MOwe O resiae it. Mouse {
Cver The COMIEIS awe 10 lean e abwnst 1600AG) and aun Lrments ]2 __§
02 93 04 98
¥ ol
¥ RIS

Show Key feame Dwbute Corrar

O H IS RTIE: L S

P AON C oW o

FIGURA III-9. Uso del programa Tracker. Definir la trayectoria a analizar

Se corrobora que, efectivamente, ese patréon de color es el que el programa debe rastrear y, en
caso de que todo esté correcto, se le asigna la opcidon de Search (u Options como aparece en la
imagen anterior). Una vez realizado esto, el programa comenzara a obtener la grafica del
movimiento; después, se deberan importar las graficas a un archivo de Excel®.

C) Determinacion del decremento logaritmico manual:

Con base en las graficas disefladas en el punto anterior, se obtienen las amplitudes U; y U;
+ 1, posteriormente se procede a realizar el cociente entre ellas y se calcula el logaritmo natural
para, asi, estimar el valor del decremento &. Acto seguido, se calcula el factor de
amortiguamiento ¢ a partir del decremento logaritmico ya estudiado en esta practica 3.
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D) Determinacion del decremento logaritmico mediante Wolfram® Mathematica®:

Para comenzar, se debe apoyar en la interfaz de Mathematica, archivo Decre Log (ver anexo)
en ¢€l, se obtiene el factor de amortiguamiento utilizando métodos numéricos, tales como los
interpoladores lagrangianos, método de Newton-Raphson, diferenciacion central, etc. El

programa pedird importar el archivo de Excel® que fue obtenido a partir del programa Tracker”.

La siguiente tabla es el ejemplo de los datos para importar a partir del archivo de Excel®. La
primera columna corresponde a los datos del tiempo y la segunda a los de amplitud. Notese que
la tabla carece de encabezados, este detalle es importante, porque de no seguirse asi, el

programa no podra resolver el decremento logaritmico.

TABLA III-1. Datos para importar sin encabezados

0.000 0.01
0.001 0.03
0.002 0.05
X.XXX 0.00

REPORTE

1) Unicamente, se debe elaborar una tabla que establezca el caso analizado, asi como los
eventos realizados con su respectivo decremento logaritmico y el promedio obtenido de
estos.

3 El archivo de Excel® solo debe contener la columna de tiempo y amplitud obtenida, ninguna columna adicional;
ademas, debe carecer de encabezados tal como se muestra en la tabla I1I-1.
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1
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3
1
Criticamente )
amortiguado
3
1
Sobreamortiguado 2
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[ PRACTICA IV

SISTEMAS TORSIONALES:
PARAMETROS BASICOS DE LOS SISTEMAS VIBRATORIOS

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:
1) Identificar, experimentalmente, los parametros basicos de un sistema torsional:

a) Frecuencia amortiguada.

b) Factor de amortiguamiento.
¢) Coeficiente de atenuacion.
d) Frecuencia natural.

e) Coeficiente de elasticidad.

/) Coeficiente de amortiguamiento viscoso.

2) Comprobar que la frecuencia natural es independiente de la disipacion viscosa del sistema.

INTRODUCCION

Un soélido puede sufrir deformaciones longitudinales y transversales o angulares (torsionales).
El estudio de este tipo de ondas mecanicas es de especial importancia para el analisis de las
flechas utilizadas en la transmision de potencia.

Un sistema rotatorio se caracteriza por contar con elementos capaces de almacenar y disipar
energia como:

e La inercia rotacional de un cuerpo, con respecto a un eje, representa la capacidad del
cuerpo para almacenar energia cinética en forma de un momentum angular.
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e La elasticidad del sistema representa su capacidad de almacenar energia potencial como
la deformacion plastica de un elemento.

¢ El amortiguamiento viscoso es la capacidad del sistema para disipar energia en funcion
de su velocidad angular.

Cualquier sistema dinamico que oscile libremente se especifica por tres frecuencias
caracteristicas:

e La frecuencia amortiguada es la frecuencia con la que el sistema oscila libremente (sin
ninguna excitacion externa).

e La frecuencia natural es la frecuencia a la que el sistema oscilaria libremente de no tener
presencia de amortiguamiento, su identificacion es vital para el estudio de la resonancia.

e La frecuencia neperiana o coeficiente de atenuacion representa el decaimiento
logaritmico de la amplitud de las oscilaciones libres del sistema.

MODELO DEL SISTEMA VIBRATORIO ANGULAR

Un péndulo torsional es un sistema oscilatorio formado por un volante de inercia suspendido
en un resorte angular, el cual oscila hasta que la energia suministrada se disipa a un medio
viscoso con una torsion inicial. El péndulo puede modelarse como un resorte lineal de constante

k, un amortiguador viscoso de coeficiente ¢ y una inercia rotacional I como se muestra en la

7N gt Y
/ L \/

FIGURA IV-1. Sistema resorte-amortiguador-inercia

El resorte angular lineal, cuando es deformado en una direccion dada, genera un par en la
direccion opuesta:

9:;2' (41)
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El amortiguador viscoso, cuando rota en una direccion dada, genera un par en la direccion
opuesta proporcional a la velocidad de rotacion:

r=c6 (4.2)
La inercia rotacional es la oposicidon del cuerpo a un cambio en su velocidad angular:
r= [é (4.3)

Para modelar el sistema, se realizan los diagramas de cuerpos libres de los elementos y se
emplea la tercera ley de Newton para definir las interacciones de los elementos del sistema. Se
utilizan las ecuaciones (4.1) a (4.3) para, mediante un balance de fuerzas, relacionar los pares
generados por los elementos con el desplazamiento angular.

0-0=—r1,
T T
< —
_

:.1_]:.

FIGURA IV-2. Diagramas de cuerpos libres con elementos del sistema torsional

Cuando se usa la segunda ley de Newton para un sistema angular como ecuacion de equilibrio,
obtenemos el modelo del sistema siguiente:

7, =kO
=1, =k6+ch

= 10 =—kO—cO
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=+50+59-0 (4.4)
I

El comportamiento oscilatorio del sistema queda descrito por el coeficiente de atenuacion «, la
frecuencia amortiguada @, y la frecuencia natural @,, los cuales se relacionan entre si de
acuerdo con la ecuacion (4.5) y que, a su vez, se relacionan a los parametros del sistema
mediante la ecuacion (4.6). La ecuacion (4.7) muestra la relacion del coeficiente de atenuacion

con el factor de amortiguamiento ¢, el cual indica el decremento de la amplitud con cada
oscilacion del sistema (expresada con su frecuencia natural):

@ =a’+a, 4.5)
O+2a0+w'0=0 (4.6)
a=qw, (4.7)

Para que la respuesta del sistema sea una oscilacion, el comportamiento debe ser
subamortiguado (@ < w ,, ) y la respuesta observada queda determinada por la ecuacion (4.8),
la cual modela una oscilacion sinusoidal que decae en el tiempo. Los valores de a y b
determinan el desfase de la oscilacion en el tiempo y se obtienen dadas las condiciones iniciales

6(0) y 6(0) del sistema:

0=[acos(a)d t)+bsen(a)d z‘)}e_oC ¢ (4.8)

EQUIPO POR UTILIZAR

1) Modelo del sistema vibratorio:

a) Péndulo torsional.
Este consiste en un volante de inercia suspendido por un resorte torsional, el resorte se

encuentra acoplado a un servomotor montado en una base. Cuando se utiliza el
servomotor, se excita el volante de inercia a distintas frecuencias. Para hacer funcionar al
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servomotor, se puede apoyar en el programa de Arduino sweep.nb (ver anexo). La figura
IV-3 presenta un ejemplo del péndulo.

FIGURA IV-3. Péndulo torsional

b) Amortiguador viscoso.

El volante de inercia se sumergira, parcialmente, en un recipiente con agua. El recipiente
cuenta con una graduacion angular en grados para poder realizar mediciones sobre el giro
del volante. Se puede apoyar en el archivo angle.pdf (ver anexo) y en los archivos
complementarios para acoplar la plantilla al recipiente. La figura IV-4 muestra un ejemplo
del amortiguador, mientras que la figura IV-5 sefala el diagrama del sistema y sus
componentes. Inicialmente, se recomienda sumergir el volante de inercia a la mitad de su
altura y experimentar variando la distancia sumergida para obtener distintas disipaciones.

FIGURA IV-4. Volante de inercia acoplado al amortiguador viscoso graduado

33



INSTRUCTIVO DE PRACTICAS FI-UNAM

FIGURA IV-5. Diagrama de las partes del sistema:
(1) base, (2) servomotor, (3) resorte, (4) volante de inercia y (5) disipador viscoso

2) Cémara de video.

PROCEDIMIENTO

A) Obtencion de la frecuencia amortiguada del sistema:
En el contenedor con agua, se debe sumergir el volante de inercia. Proporcionar una rotacion
inicial al volante y grabar un video de las oscilaciones que presenta. A partir del periodo t, que

tarda en cumplir un ciclo, determinar la frecuencia angular amortiguada del sistema. Usar la
siguiente ecuacion:

0, ==~ (4.9)

Enseguida, repetir las mediciones con distintos ciclos o medir el periodo en el cual, el sistema
tarda en completar varios ciclos para minimizar el error.

B) Determinacion del coeficiente de atenuacion:

A partir del video obtenido, se debe anotar el angulo donde se liber6 inicialmente el péndulo
0(0) y se debe registrar el angulo que alcanza el péndulo al completar el primer ciclo 6(¢).
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El coeficiente de atenuacioén es una medida del decaimiento logaritmico de la amplitud de la

oscilacion en cada ciclo y se mide en nepers por segundo [Np / S] . Calcule el valor de la

atenuacion dadas las amplitudes € y el periodo del ciclo ¢, utilizando la siguiente ecuacion:

In {9(0)}
_ (1)

(4.10)
t

C) Determinacion de la frecuencia natural y el factor de amortiguamiento del sistema:

Para calcular la frecuencia natural del sistema, se utiliza la ecuacion (4.5), posteriormente, se
usa la ecuacion (4.7) para obtener el factor de amortiguamiento.

D) Determinacion de los coeficientes de elasticidad y de amortiguamiento viscoso del
sistema:

Por ultimo, se determina el momento de inercia y los coeficientes de elasticidad y
amortiguamiento viscoso del sistema, use las ecuaciones (4.11) y (4.12):

c=2la (4.11)
k=lo’ (4.12)
REPORTE

1) Para iniciar, se elabora una tabla. En la primera columna se anota la amplitud de las
oscilaciones (dngulo donde se libera el volante y &ngulo al completar un ciclo); en la segunda
columna, se anota el tiempo en el cual ocurre dicho dngulo maximo:

o) [°] t[s]
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2) Completar la tabla siguiente con apoyo de la tabla anterior.

Parametros Agua como disipacion viscosa

El experimento es posible repetirlo con distintos fluidos y en el sistema se pueden observar
los cambios dada la variacion de su disipacion.

3) (Qué sucede cuando se excita al péndulo torsional a su frecuencia natural? Realice el

experimento y concluya.

4) ;Qué sucede cuando se excita al péndulo torsional a frecuencias cercanas (mayores o
menores) a la natural? Realice el experimento y concluya.

5) (Qué sucede cuando se excita al péndulo torsional a su frecuencia natural sin
amortiguamiento (sin el contenedor de agua)? Realice el experimento y concluya.
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[ PRACTICA V

SISTEMAS TORSIONALES: RESONANCIA

OBJETIVOS

Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Determinar la velocidad angular natural de un sistema mecanico rotacional de un grado de
libertad.

2) Observar los efectos que presenta el sistema con un disco desbalanceado cuando es excitado

a diferentes velocidades.

INTRODUCCION

En un sistema rotacional es de gran importancia que el centro de la masa de un cuerpo coincida
con el eje de rotacion, si esto no ocurre, entonces, se dice que el cuerpo estd desbalanceado.
Cuando un cuerpo desbalanceado gira en un eje eléstico, se produce una vibraciéon que
dependera de la velocidad a la que gire el sistema. Al igualar la velocidad angular de la masa
con la velocidad angular natural del sistema, este puede entrar en un efecto conocido como

resonancia.

MODELO DEL SISTEMA ROTACIONAL

Este sistema rotacional esta formado por una flecha con una constante de rigidez k£ y un disco
rotatorio de masa m, cuyo centro de la masa se encuentra en el punto G, la masa y la flecha se

unen en el punto O y giran con respecto al eje en el punto R.
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AN

FIGURA V-1. Sistema rotacional desbalanceado

RO G

FIGURA V-2. Disco de giro con masa m

FIGURA V-3. Esquema de viga con soporte simple

Cuando a la viga se le considera como un resorte, entonces, la fuerza que ejerce al ser deformada
es la siguiente:

F. =kr (5.1

eje
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donde £ es la constante de rigidez del eje y  es la deformacion que tiene desde el centro de la
barra. Al estar desbalanceado el disco de masa m, existe una distancia desde la unién del disco
con el eje (punto O) hasta el centro de la masa del disco (punto G) llamada excentricidad e.
Cuando el disco desbalanceado gira, el eje tendera a deformarse y se creara un nuevo eje de
giro en el punto R, siendo 7 la distancia entre dicho punto y el punto O.

La fuerza centrifuga debida al desbalanceo es:

F,

Disco

=m(e+r)w’ (5.2)

La fuerza restauradora del eje (ecuacion [5.1]) y la fuerza de desbalanceo del disco (ecuacion
[5.2]) deben ser iguales, ya que una provoca a la otra, esto es:

2

kr:m(e+r)a) (5.3)

al desarrollar:

donde la velocidad angular natural para un sistema de un grado de libertad sin amortiguamiento
es:

w? = (5.4)

al sustituir la ecuacion (5.4) en la ecuacion (5.3) se tiene:

2 (e+r)a)2

w, =
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al despejar » de la ecuacion se tiene:

2
r=(e+r)=-
2
a)n
B 0)2 .\ a)z
r = e > r 2
a)n a)n
2 2
Q)
r—r = €
2 2
a)n a)n
2 2
() )
rifl-——1=e
2 2
a)n a)l’l
a)z
e [
2
wn
ro=—= (5.5)
wz
1- =
2
[0

La ecuacion (5.5) es la funcion que describe a la distancia » como dependiente de la velocidad
del sistema, a la velocidad angular natural del sistema y a la excentricidad del disco. Como en
el sistema, la constante de rigidez k del eje, la masa m del disco y la excentricidad e son
constantes, entonces, la velocidad angular del sistema se convierte en la unica variable
independiente. De esta manera, se puede observar en el denominador de la ecuacion (5.5) que,
si la velocidad angular toma el mismo valor que la velocidad angular natural, entonces,  tiende
al infinito, a este fenomeno se le conoce como resonancia.

La constante de rigidez de la barra se puede expresar en una funcién que dependa de las
caracteristicas fisicas del material y de su geometria:

_ 48EI
l3

k

(5.6)
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donde E es el modulo de elasticidad del material, / es el momento de inercia y / es la longitud
de la barra.

El momento de inercia para una barra de seccion transversal circular se calcula con la siguiente
expresion:

(5.7)

EQUIPO POR UTILIZAR

1) Viga con soportes rotacionales.

2) Disco de masa conocido desbalanceado.

3) Balanza.

4) Estroboscopio o sensor de velocidad angular.

5) Circuito de control de velocidad de motor DC.

SUGERENCIAS

Se sugiere usar materiales y dimensiones que propicien que la velocidad angular natural esté en
intervalos factibles para reproducirlos con un motor comun y corriente. Mientras mas baja sea
la velocidad angular, menor sera la corriente requerida para mover al sistema. A continuacion,
se enlistan las siguientes recomendaciones:

Primero, utilizar un eje de acrilico o algin polimero para que la constante de rigidez k sea
relativamente baja con respecto a un eje de metal, cuya k seria muy alta.

En seguida, disenar un disco cuya masa m sea lo mas grande posible, de tal forma, que pueda
tanto balancearse como desbalancearse y, de ese modo, sea controlable la excentricidad.

Por ultimo, llevar a cabo el control de velocidades usando el microcontrolador Arduino Uno y
motores de 5 V o mds con alimentacion externa.
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Nota: para calcular la velocidad angular natural del sistema se puede apoyar del archivo
denominado SMRD (ver anexo).

PROCEDIMIENTO

A) Medir variables:

Inicialmente, medir la masa de la barra y el disco. Se puede usar una balanza o hacerlo por
medio del producto del volumen y la densidad de las piezas.

B) Parametros a calcular:

Después, calcular el momento de inercia (ecuacion [5.7]), la constante de rigidez de la barra
(ecuacion [5.6]) y, finalmente, la velocidad angular natural del sistema (ecuacion [5.4]).

C) Accionar el sistema:

Posteriormente, ensamblar el sistema con el disco balanceado como se muestra en la figura
V-3. Activar el sistema con el circuito de control de velocidad para que comience a girar. Se
debe apoyar del estroboscopio para determinar la velocidad angular del sistema. Se sugiere
comenzar con valores de velocidad angular bajos y, después, elevar la velocidad de forma
gradual.

D) Experimento:

Para finalizar, repetir el experimento, pero esta vez con el disco desbalanceado. Se observara
que mientras mas cercanos sean los valores de velocidad a la frecuencia angular natural, mas
propenso estara el sistema a vibrar.

REPORTE

1) Calcular la velocidad angular natural del sistema:
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2) Calcular los valores de la distancia » (m) para el caso balanceado (e = 0) y el caso
desbalanceado (e # 0) para cada uno de los valores de la velocidad angular aplicada al
sistema. Los valores de @ son propuestos, arbitrariamente, para los casos (o < @,) y (@ >

wn), siempre y cuando, cumplan esas condiciones y puedan ser reproducidos por el motor:

r (m)
Caso O<w, | ®=w, | ®> wn
e=0
e#0

3) Finalmente, observar los efectos que tiene el hecho de aplicar la velocidad w al sistema en

los diferentes casos y explicar, analiticamente, qué es lo que sucede con la distancia 7.
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[ PRACTICA VI ]

SISTEMAS AMORTIGUADOS:
AMORTIGUAMIENTO DE COULOMB

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Definir la ecuacion que describe el sistema vibratorio amortiguado por friccion mediante las
ecuaciones de movimiento de Newton.

2) Observar los efectos que presenta el comportamiento del sistema cuando se cambia la
superficie de contacto.

INTRODUCCION

El amortiguamiento de Coulomb resulta del deslizamiento de dos superficies secas. La fuerza
de amortiguamiento es igual al producto de la fuerza normal N y el coeficiente de friccion

dindmico 4, cuando hay contacto entre los dos cuerpos. Una vez que se inicia el movimiento,

la fuerza se asume independiente de la velocidad. Si un cuerpo A, se desliza sobre otro B, con
una velocidad v, la fuerza de roce puede expresarse asi:

F=u,N (6.1)

Este tipo de friccion tiende a desaparecer cuando las piezas solidas en contacto estan
adecuadamente lubricadas; sin embargo, es dificil eliminarlo completamente y en la practica
coexiste con amortiguamiento viscoso o de otros tipos. El valor del coeficiente de friccion
depende de los materiales en contacto y de la condicion de las superficies en contacto.
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MODELO DEL SISTEMA VIBRATORIO CON AMORTIGUAMIENTO DE
COULOMB

Para empezar, se debe considerar un sistema de un solo grado de libertad con friccién seca
como se muestra en la figura VI-1a. Este modelo consta de un resorte y una masa sobre una
superficie inclinada a 45°.

a) 15} cl

FIGURA VI-1. a) Sistema masa-resorte sobre una superficie.
b) Diagrama de cuerpo libre cuando la masa se mueve hacia la derecha.
¢) Diagrama de cuerpo libre cuando el cuerpo se mueve hacia la izquierda

La fuerza de friccion que se genera debido al contacto entre dos superficies esta descrita por la
ecuacion (6.1). Cuando Unicamente se considera el intervalo lineal del resorte, la fuerza del
resorte esta dada por:

F =kx (6.2)
donde k es el coeficiente del resorte en (N/m) y x es el desplazamiento del resorte en (m).

Ya que la direccion de la friccion es contraria a la direccidon con la que se mueve la masa, se
deben considerar dos casos.

Casol

La masa se mueve a la derecha:

En el diagrama de cuerpo libre (figura VI-1b), considerar una pendiente de 45°, el peso se divide
en dos componentes, una que es normal y otra paralela a la superficie de contacto, por lo que la
ecuacion que describe el movimiento es:

mix+kx=-Nu+W, (6.3)
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donde W, es la componente del peso paralela a la superficie. La solucién general de esta

ecuacion no homogénea de segundo grado es la siguiente:

—Nu + Wy

x(t) :Alcosa)nt+Blsena)nt+ (6.4)

. . f k .
donde la frecuencia natural se escribe @, =,/ — 'y A4, y B, son constantes del sistema.
m

CaAso 11

La masa se mueve a la izquierda:

En el diagrama de cuerpo libre (figura VI-1c¢), ahora, la direccion de la friccion va en direccion
contraria, su ecuacion diferencial correspondiente es:

mix +kx =Nu+W, (6.5)
la solucion general de esta ecuacion es:

Nu+ W,

x(t) = Adycoswpt + Bysenwpt + (6.6)

donde A, y B, son constantes del sistema.

Las ecuaciones (6.4) y (6.6) son casos particulares que representan el movimiento del sistema
en un intervalo determinado y describen solo una parte del ciclo. Para encontrar los valores de
las constantes de cada ecuacion en cada intervalo, se procede a resolverlos.

Al suponer que la masa se desplaza en una cantidad x (t) = X, y se suelta, su velocidad en ese

instante comenzaria con X ( t) = 0. Como el movimiento es de derecha a izquierda, se sustituye

en la ecuacion (6.6) y nos da:

X, = Ay (1)+0 + Nu+ Wy
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Nu W
Ay=x, - — - —=y B, =0
2 1 A i y By
por lo que la ecuacion (6.6) se escribe:
x(1)= xl—ﬂ—K cosa)nt+—Nﬂ+Wx (6.7)
k k k

tal ecuacion describe el movimiento del ciclo en el intervalo 0<¢<7/®, . Para el siguiente
semiciclo, la ecuacion que lo describe es la (6.4) y sus condiciones iniciales parten de las

condiciones finales de la ecuacion (6.7) cuando ¢ =7/ @,, por lo tanto, se tiene:

x(tzwi :—[x1—2(%+%jJ (6.8)

estas condiciones iniciales determinan el valor de las constantes de la ecuacion (6.4):

3Nu W,

A = x
1 TR X

y B,=0

asi:

x(t)=1|x A cosa)t+M (6.9)
Yk k " k

la ecuacion describe el movimiento del semiciclo en el intervalo 7/w, <t <27l ®,.

Asi, este procedimiento contintia hasta que la fuerza del resorte sea menor que la fuerza
generada por la friccion entre las superficies. La siguiente ecuacion determina el niumero de

UN Y W,
o~ (kj ok

4uN
k

ciclos del sistema:

numero de ciclos = (6.10)
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EQUIPO POR UTILIZAR

1) Modelo de sistema vibratorio:

a) Sistema masa-resorte sobre una superficie inclinada a 45°. Ademas, el prototipo tiene la
opcion de variar el angulo de inclinacion en 30°, 45° y 70°.

FIGURA VI-2. Prototipo del sistema vibratorio en 30°, 45°y 70°, respectivamente

2) Masa conocida.
3) Balanza.

4) Prensa de tornillo.
5) Camara de video.

6) Regla graduada.

PROCEDIMIENTO
A) Calcular la constante eldstica del resorte:

Primero, se debe fijar el resorte verticalmente y colocar una masa conocida. Medir cuanto se
desplaza, después de ejercer dicha fuerza. Obtener la constante elastica k del resorte mediante
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la relacion de una fuerza aplicada conocida y el desplazamiento que produce, y despejar la
constante & de la ecuacion (6.2).

B) Determinar la posicion de la masa al final del primer semiciclo y calcular el coeficiente
de friccion:

Cuando ya esta montado el sistema masa-resorte sobre la superficie inclinada, desplazar la masa
a una distancia tal que se pueda cuantificar, dicha distancia tomara el valor de x4 (figura VI-3).
Se recomienda que la superficie lleve alguna referencia para hacer mas comoda la lectura al
momento de medir las distancias. Se debe apoyar en una cdmara de video para grabar el evento
y determinar la distancia respecto a la posicion de reposo en donde se detiene antes de cambiar

de direccion, dicho valor corresponde a la posicion cuando x( t=rlw, ) en (m), por lo que

se puede despejar la variable asociada a la friccion de la ecuacion (6.8).

FIGURA VI-3. Perturbacion inicial

C) Graficar el desplazamiento de la masa:

Una vez que se obtuvieron los valores de k y de u se sustituiran en la ecuacion (6.7), la cual

describira el desplazamiento de la masa respecto al tiempo en el intervalo 0<t<7/®,. Usar

la ecuacion (6.9) para el intervalo 7/®, <t<27/®, .

Para ver el efecto del amortiguamiento, se deben graficar ambas ecuaciones en sus respectivos
intervalos.

D) Calcular el numero de ciclos:

Enseguida, calcular el numero de ciclos con la ecuacion (6.10).
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E) Analizar los resultados:

Por ultimo, analizar el efecto de variar el angulo en el modelo, primero a 30° y después a 70°,
graficar la respuesta de cada angulo y compararla con la respuesta experimental.

REPORTE

1) Calculo de la constante elastica K.

Fuerza aplicada Desplazamiento (m) K (N/m)

2) Posteriormente, llenar la siguiente tabla y calcular el coeficiente de friccion.

. Medicion
Parametro .
experimental

masa [kg]
N [N]
W[N]
Xi [m]
Xo [m]
K [N/m]
Wn

u
Numero de ciclos

3) Después, comparar el video del desplazamiento del modelo con las graficas de
desplazamiento obtenidas.

4) Finalmente, dibujar las graficas obtenidas en el inciso E) del procedimiento.
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[ PRACTICA VII ]

ANALISIS ESPECTRAL:
INTRODUCCION A LA PROGRAMACION
EN MATHEMATICA®

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Aplicar el anélisis espectral de un sistema vibratorio mediante el uso de una herramienta
computacional de programacion para los sistemas mecanicos que son sometidos a
excitaciones periddicas.

2) Establecer una correlacion entre la funcidon del factor de magnificacion y las salidas del
sistema para distintos armonicos.

INTRODUCCION

En contraste con el analisis de los sistemas libres, en los sistemas forzados existen diversos
enfoques y metodologias que dependen del tipo de aplicacion. En el caso particular de las
excitaciones periodicas, dicho analisis resulta conveniente realizarlo en el dominio de la
frecuencia. Hay que recordar que una vibracion (en cualquiera de sus manifestaciones) obedece
esencialmente a una estructura canon, la cual esta compuesta por una amplitud, una frecuencia
y un desfasamiento. Mientras que en los sistemas libres y en algunos sistemas forzados (de
excitacion transitoria) lo que se busca es caracterizar dichos parametros respecto al tiempo. El
analisis espectral busca un enfoque distinto. Bajo la suposicion de que la respuesta del sistema
se encuentra en un estado permanente, el andlisis espectral buscard como los diferentes casos
de armodnicos como jw, (multiplos de la frecuencia de excitacion) de las amplitudes finales de
las multiples respuestas se van magnificando o decreciendo; esto es con el fin de obtener un
mapeo de los posibles escenarios de carga y sus magnificaciones maximas en amplitud.
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EXCITACION PERIODICA

Una excitacion periddica es aquella que se caracteriza por poseer una frecuencia de excitacion

o frecuencia fundamental @ . De forma generalizada, una excitacion periodica es una funcion

del tipo:

F(t)zFof(t, a)o) .

donde F|, es la magnitud de la fuerza en unidades de carga. Por su parte, la funcion f ( t, a)o)

describe el tipo de comportamiento que se sigue en el tiempo, este ultimo se destaca en los
enlistados de la tabla VII-1.

TABLA VII-1. Algunos tipos de funciones periddicas para una fuerza dindmica

Arménica F(t)=FOCOS(w0t + (”0)

Senal cuadrada

Sefial triangular

Sefial diente de sierra

Tren de pulsos ‘ f ‘ ‘ ‘
l

ANALISIS ESPECTRAL

Para explicarlo de forma simple, el andlisis espectral busca representar a la funcién de

desplazamiento en el dominio de la frecuencia de excitacion @, y a sus multiplos o armonicos
] .

u ()~ u(joy) o2
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FIGURA VII-1. Relacion grafica entre el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia

Tal como puede apreciarse en la figura VII-1, y para fines de este andlisis, el dominio de la
frecuencia es un dominio puntual (no continuo), razén por la cual el andlisis espectral puede
entenderse, de igual forma, como un método de discretizacion para el dominio temporal.

Dicha discretizacion se realiza mediante la representacion de la funcidon de excitacion en series
de Fourier y, tomando ventaja del hecho de que se trabaja con funciones periodicas, se busca

calcular los factores de magnificacion y desfasamientos de la respuesta permanente, en lugar
de obtener una funcién del desplazamiento como tal.

Los pasos para realizar un analisis espectral en un sistema periddicamente excitado son:

a) Determinacion del periodo fundamental, el tipo de sefal y la magnitud de la fuerza.

b) Representacion de la sefial en series de Fourier.

Una vez que se conoce la funcidn (ecuacion [7.1]), se busca la representacion en series
de Fourier mediante:

F(ja)o, t) :a_zo + i a; cos(ja)ot) + i b, sen(ja)ot)
/=1 J=1 (7.3)
donde:
T
a :;L F(1)

55



INSTRUCTIVO DE PRACTICAS FI-UNAM

) o7
a;== F(t) cos(ja)ot)dt
J 0
) o7
b, :E. 0 F(t)sen(ja)ot)dt

¢) Analisis de convergencia.

El analisis consiste en comparar graficamente ambas funciones, F (l) contra
F ( ja)ot) , y ver que la discretizacion sea una aproximacion representativa del

fenémeno (figura VII-2).

F(t)

= F(raurier

FIGURA VII-2. Analisis de la convergencia, comparacion de la fuerza en el dominio del tiempo
y su representacion en series de Fourier

Se debe notar que en los puntos donde existe un cambio radical de direccion, en el cual
la funcion original no es derivable, se presenta el Fenomeno de Gibbs. Debe tenerse en
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cuenta que esto es algo inevitable y es una manifestacion de las discontinuidades que
presenta la funcion en la representacion en series de Fourier.

d) Calculo de las razones de frecuencia, magnificaciones y desfasamientos.

Se comienza por calcular las j-ésimas por razones de frecuencia y el numero depende
de la cantidad de armonicos j@, como se considera en el andlisis:

J@,
Qj =

(7.4)

donde j=1,2,...,n y @ es la frecuencia natural del sistema. Una vez calculadas las

razones de frecuencia, se procede por obtener las magnificaciones maximas de la
respuesta, esto es:

1
2
\/(1—Q§)2+(2g£2j) P

donde & es el factor de amortiguamiento del sistema. Cuando se han calculado las

magnificaciones para el j-ésimo armonico, se hace lo mismo para los desfasamientos:

2cQ);

Pq. = tan” e

’ 1-Q°

J (7.6)
Amplitudes de Fourier y respuesta en el tiempo adimensional.

A partir de la informacion anterior, se obtienen las amplitudes de Fourier ¢; tal que:
¢;=H(Q; ) a;+b, a7

Como paso adicional y opcional, la respuesta del sistema puede expresarse como
funcion del tiempo adimensional ¢ = @t asi:

Cot Z cjsen(th_—(ij - ¢,
J=1 (7.8)
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donde:

f) Obtencidn del espectro de frecuencias.

En el grafico siguiente, se deben relacionar:

las entradas: ¢ i

1 lidas: CH(Q .
as salidas: ¢ ( ])

Espectro de frecuencias de la valvula a excitacion periddica @ 0.5{Hz]

5
c
I . <)
L I
. .
(&)
.
.
.
.
.
e
-
'0 .
o". ........
l... ........
’ﬁ.,'“. """"" LA A bannaan
AT s

Armonicos (jwy)

FIGURA VII-3. Ejemplo de un espectro de frecuencias para un sistema periddicamente forzado
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Las lineas verticales negras representan la amplitud de entrada, la cual estd asociada a la
deflexién inicial del cuerpo. Las lineas de color gris representan la amplitud de la respuesta
magnificada bajo las condiciones de operacion®.

EQUIPO POR UTILIZAR

1) Software Wolfram Mathematica®.
2) Cédigo guia de programacion (ver anexo).

3) Interfaz de andlisis espectral (ver anexo).

PROCEDIMIENTO
A) Programacion por parte del alumno:

Los archivos descargables llevaran al alumno paso a paso en la programacion de un analisis
espectral para un caso de estudio en concreto. En las primeras etapas, el alumno debera observar
como las senales van cambiando; para ello, se incluye una tabla con los comandos para cada
tipo de funcion periodica.

TABLA VII-2. Comandos mas comunes de Mathematica® para las funciones armoénicas

cuando se considera que @, =27 /T

Tipo de sefal Comando en Mathematica®
Armonica sen(a)ot + (po)
Sefial cuadrada SquareWave[ { Fomin> Fomax } ,t/T }
Sefial triangular TriangularWave[ { Fomin> Fomax }, t/T J
Senal diente de sierra SawtoothWave[ { Fomin FOmax} ,t/T J

4 Se debe observar que cuanto mas cercano se estd en la zona de resonancia, la magnificacion obtenida es mayor.
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B) Uso del programa interfaz:

Con esta interfaz, el estudiante serd capaz de variar con mayor facilidad varios parametros del
sistema y a partir de ahi, podra deducir sus propias conclusiones.

et s hns e foa b St § S Se— 5 bt & S Ve | ot

PROGRAMA ANALISIS ESPECTRAL

Defirnd lat Condiomnet S eanlacsin
Periods O U Aarra e ectaciin i 7
S A s b |9 Entradas Saicas
Mogntud mdama e ls Aerza Se sactacion N 150
Toode st Onda Cuadrada B
st atamantd futr1a 0% eniibcnte O
S0 0ara FueTan ETONCaE MoOCaes
Pregeacess
Fratuancia satuw dul Nistema pads] %
¢Conoce la frecuencie natursl del swterma” )
Rigider del Mntema ] 100
Viase ssoeniets bl %
Factor de smortiguammnts 0.8
(OOt o La0her 0 amariiguamants ol seieat )
ConMtante S0 omiriuansert) o satems IN. M) 300
S0 ¥ 10 COnoce o 1aCI0r B8 BMOITGUATIent)

Tameto de 4 Gacrenzacidn 3 Demerton]

Postorocesd
Saecoone 1 o guers veatze  ES0OCLI0 G0 ecLoncias B

Canticad da arminicon s vauslow 20

R e )

FIGURA VII-4. Interfaz del programa proporcionado (ver anexo)

REPORTE

1) Primero, elaborar una tabla que muestre los distintos casos de sefal y el respectivo espectro
de frecuencias obtenido.

Tipo de sefial Espectro de fl:ecuencias
obtenido
Armonica [Imagen]
Sefial cuadrada [Imagen]
Sefial triangular [Imagen]
Sefial diente de sierra [Imagen]
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2) Enseguida, obtener los espectros de frecuencia de dos casos y comparar.

Cuando ¢ < 0.3827
Cuando ¢ > 0.3827

a) Insertar ambos graficos y describir lo que se observa.

b) Investigar los conceptos de filtros pasa bajas y altas, y establecer cudl es la relacion con
lo escrito en el inciso anterior.

3) Finalmente, observar e incluir las imagenes y describir sus observaciones cuando:

a) El factor de amortiguamiento aumenta.

b) {Qué pasa en la condicion de resonancia 2 =1 cuando ¢ aumenta?

¢) (Qué relacion existe entre la magnificacion (linea parpura) y el comportamiento de las
entradas con las salidas del sistema?

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BALACHANDRAN, B. y Edward B. Magrab, Vibraciones, México, Thomson, 2006.

SINGIRESU, S. Rao, Mechanical Vibrations, 6th ed., Miami, Pearson, 2018.
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[ PRACTICA VIII

IMPACTO: CENTRO DE PERCUSION

OBJETIVOS

Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Determinar, analiticamente, la posicion del centro de percusion de un péndulo para un centro
de rotacion dado.

2) Dados el centro de rotacién y un punto de impacto en el péndulo, disefiar el momento de
inercia del péndulo para que el punto de impacto sea el centro de percusion.

3) Validar ambos disefios.

INTRODUCCION

Cuando una fuerza actGla sobre un cuerpo rigido en reposo, las reacciones son un
desplazamiento y una rotacion. Existe un punto en el cual, el movimiento de traslacion y
rotacion se anulan (el punto permanecera estatico en el espacio), dicho punto se conoce como

centro de rotacion Cp, mientras que el punto donde actlia la fuerza se conoce como centro de

percusion Cp (figura VIII-1). El centro de masa de la barra se designa como €, .

C 1T
-
F

=,

FIGURA VIII-1. Reaccidn de un cuerpo rigido libre ante un impacto en su centro de percusion
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Un péndulo compuesto es un cuerpo rigido que rota respecto a un centro de rotaciéon fijo. A
cada centro de rotacion le corresponde un centro de percusion cuya posicion depende del
momento de inercia del péndulo. Si el péndulo recibe un impacto en el centro de percusion, la
junta en el centro de rotacidn no recibird ninguna reaccion (impacto transmitido por el péndulo).
De recibir un impacto en cualquier otro punto, la junta recibird un impacto de magnitud y
direccion variable con el punto de impacto.

Cuando se disefia un balancin que puede recibir impactos, es indispensable disefar su inercia
rotacional para que el punto de impacto sea el centro de percusion; de esta forma, se minimizan
las consecuencias del impacto en una maquina, por ejemplo: la vibracion y ruido.

MODELO DEL PENDULO

Para obtener la posicion del centro de percusion d p para un centro de rotacion d R, €S

necesario conocer la masam del péndulo y su momento de inercia en el centro de masa 7
(figura VIII-2).

tL
F

~

FIGURA VIII-2. Reaccion de un cuerpo rigido ante una fuerza

Cuando se somete el cuerpo a una fuerza F, las reacciones serdn una aceleracion tanto lineal

como angular, produciran una velocidad vy, en el centro de masa y una rotacién w en el cuerpo:
F=mv,

Fd,=1d
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> md,v, =10 (8.1

El centro de percusion presentara una velocidad Vy relativa al centro de masa del cuerpo causada

por la rotacidon; no obstante, se sabe que su velocidad absoluta respecto a un sistema de
referencia inercial serd cero:

Ve =0 dp
0=v,— v

= v, = 0 dy (8.2)

De las ecuaciones (8.1) y (8.2) se obtiene la ecuacion que relaciona las propiedades inerciales
del péndulo y el centro de rotacion con el centro de percusion, esto es:

=>mdpody, =10

S mdpdy =1 (8.3)

MODELO DEL PENDULO COMPUESTO CON UNA MASA PUNTUAL

Al modificar el momento de inercia del péndulo es posible cambiar el punto donde se ubica su
centro de percusion. Para cambiar el momento de inercia, es posible agregar una masa puntual

My, a una distancia Cy; del centro de rotacion. En el nuevo modelo, el origen del sistema de
referencia se desplaza al centro de rotacion Cp, Cp corresponde a la distancia del origen al

centro de la masa del péndulo y C,, a la distancia del origen al nuevo centro de la masa total
(figura VIII-3).

FIGURA VIII-3. Modelo de un péndulo con una masa puntual adicional
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Para hacer uso de la ecuacion (8.3), es necesario calcular los valores de las nuevas propiedades:

66

La masa total queda conformada por la masa del péndulo Mg y la masa puntual 1, :
m=mg+ my (8.4)

Se calcula la nueva posicion del centro de masa para el cuerpo compuesto:

CgMp + Cpym
¢, =-2"B" MM (8.5)

La distancia del centro de masa al centro de rotacion se sustituye por C,,:

dp =y (8.6)

La distancia del centro de masa al centro de percusion se sustituye por la diferencia entre

C‘P y Cm:
dp=cp—cp (8.7)

El momento de inercia de la masa puntual en el nuevo centro de masa se calcula con ¢y,
como su radio de giro, mientras que el momento de inercia del péndulo I se desplaza de
su centro de masa a ¢, con el teorema de ejes paralelos. Se suman ambos momentos de
inercia para obtener el total [:

Iy'=my (c, —CM)2

Ip' =15 +my, (cm —cB)2

=>1=1;"+1,'

o I=Iy+my(c, —cg) +my(cn—cy) (8.8)

Cuando se sustituyen las ecuaciones (8.4) y (8.8) en la ecuacion (8.3), se obtiene el
modelo total del péndulo compuesto y la masa puntual:

2 2
I, +c,"m, +c m
CP: B B B M M (89)
CgMp + Cy My,
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EQUIPO POR UTILIZAR

1) Modelo de un péndulo para pruebas de impacto:

El modelo consiste en un cuerpo rigido (una barra) que esta acoplado en un extremo a una junta
que le permite rotar libremente. La junta se encuentra montada en un carro, el cual se puede
desplazar sobre una base. La base cuenta con una serie de barrenos dispuestos a diferentes
alturas, los cuales permiten descansar a una segunda barra en la cual se impactara el péndulo.
Para el disefio de la base, se puede apoyar en el archivo base.dwg (ver anexo). En el disefio de
la junta que se acopla al eje del péndulo, usar el archivo center.stl (ver anexo). Y en relacion
con el disefio del carro en el que se monta la junta y que permite el desplazamiento lineal, usar

el archivo percussion.stl (ver anexo).

v

\

N

FIGURA VIII-4. Péndulo compuesto para pruebas de impacto

2) Masa puntual:

Esta consiste en una masa que se puede acoplar al péndulo en distintos puntos, permitiendo

modificar su momento de inercia.
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PROCEDIMIENTO
A) Determinacion del centro de percusion:

A.1) Para calcular su momento de inercia en el centro de masa, se debe utilizar la masa y la
geometria del cuerpo.

A.2) Para determinar la posicion del centro de percusion del péndulo, se debe emplear la
ecuacion (8.3).

A.3) Por ultimo, se debe corroborar la posicion del centro de percusion con el péndulo
compuesto.

B) Diserio del momento de inercia del péndulo:

B.1) Cuando se tiene un balancin que recibira un impacto en un punto dado, como disenador
debera determinar el momento de inercia del balancin para que el punto de impacto
sea el centro de percusion.

B.2) Dadas las dimensiones del péndulo, fijar un punto a una cierta distancia del
centro de rotacion para que sea el nuevo centro de percusion del cuerpo.

B.3) Para determinar la posicion donde se deberia colocar una masa, se debe utilizar la
ecuacion (8.9) que permita modificar el momento de inercia del cuerpo, para

minimizar los efectos del impacto.

B.4) El diseiio de la inercia del péndulo se debe corroborar con el péndulo compuesto.

REPORTE

1) Redactar la memoria de célculo para determinar el momento de inercia de su péndulo y
establecer su centro de percusion. Realizar el experimento y concluir.

2) ¢ Qué sucede cuando el impacto ocurre en un punto superior al centro de percusion? Realizar
el experimento y concluir.
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3) (Qué sucede cuando el impacto ocurre en un punto inferior al centro de percusion? Realizar
el experimento y concluir.

4) Cuando ya esta establecido un punto en el péndulo (distinto del centro de percusion y del
extremo inferior del péndulo) donde se recibird un impacto, asi como una masa para
modificar el momento de inercia del cuerpo, determinar la posicion donde se debe ubicar
dicha masa para convertir al punto de impacto en el centro de percusion. Redactar la memoria
de calculo, realizar el experimento y concluir.

5) (Qué sucede cuando se desea que el centro de percusion sea el extremo inferior del péndulo?
Redactar la memoria de los calculos correspondientes, realizar el experimento y concluir.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

CROSS, R., “Center of Percussion of Hand-Held Implements”, American Journal of Physics,
vol. 72(5), 2004, pp. 622-630.

SINGIRESU, S. Rao, Mechanical Vibrations, 6th ed., Miami, Pearson, 2018.
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[ PRACTICA IX

COLISION:
RESPUESTA A UNA EXCITACION NO PERIODICA

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Identificar la respuesta de un sistema masa-resorte al ser excitado por medio de una colision.

INTRODUCCION

El impulso es una funcion cuya excitacion se lleva a cabo en un intervalo de tiempo muy corto.
Los efectos del impulso sobre un sistema son apreciables en el instante infinitesimal después
del tiempo ¢ = 0, es decir, un tiempo ¢ = 0. Un ejemplo de una fuerza impulsiva es aquella que
se genera después de una colision, esta fuerza se obtiene al integrar el cambio del momentum
de un objeto con respecto al tiempo. Se estudian dos casos: colision perfectamente elastica y
colision inelastica.

FUNCION DE IMPULSO

Mientras que una funcidon de pulso rectangular representa una entrada constante que es
stbitamente removida, la funcién de impulso es aquella cuya excitaciéon toma lugar en un
instante de tiempo que tiende a cero. La funcion de pulso rectangular (figura IX-1) tendrd un
valor M en un tiempo mayor a cero y menor o igual a un valor 7; después de este intervalo, la
funcion se vuelve nula. El drea bajo la curva es 4 = MT.

M 0<t<T

o=y "
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FIGURA IX-1. Funcion de pulso rectangular

Después de pasar la funcion de pulso rectangular al dominio de la frecuencia se obtiene:

F(s)= jOTMe*”dt = M(l _e”j 9.1)

N

La funcion de impulso en el dominio de la frecuencia (figura IX-2) se construye tomando el
area de la funcion pulso rectangular 4 = MT como constante, cuando 7' es muy pequeno; es
decir, se obtiene el limite de F (s) cuando 7 tiende a cero:

F(s) = limM(l_e”]:A lim é(l_e”J:A 9.2)
S

T—0

Por lo tanto, 4 se vuelve la magnitud de la fuerza del impulso.

Si A = 1, entonces, el impulso es unitario y se conoce cominmente en la literatura como la
funcion delta de Dirac o(t). Al interpretar al impulso como condicion inicial para un sistema,
el impulso comienza en el tiempo ¢ = 0, pero sus efectos se aprecian en un momento después
con una diferencia infinitesimal llamada ¢ = 0",

f(t)
&

0 t

FIGURA IX-2. Funcién de impulso
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Colision:

Una funcién con una fuerza impulsiva se puede observar en una colision; en dicho caso existe
una masa m1 con velocidad v1 que impacta con una masa m2 con velocidad v2. Al integrar la

diferencia de momentum de la masa m1 antes y después del impacto con respecto al tiempo, se
obtiene la fuerza impulsiva:

mv (£) — mv (0) = jo f@dt 9.3)
Se sabe que la integral de la funcion de la fuerza impulsiva es 4, por lo que:

mv(t)—mv(0)=A4 9.4)

Colision inelastica:

Se tienen dos masas m1 y m2 con velocidades iniciales vl y v2, respectivamente, como se
muestra en la figura 1X-3.

vl

Vi, v2,

@)

FIGURA IX-3. Sistema de colision inelastica antes del impacto

Si se le llama m a la masa m1 y la masa m2 se vuelve funcién de m, entonces, m2 = gm, es

({4

decir, la masa m2 es “q” veces mas grande que la masa m.

Se analiza el cambio en la cantidad del momento lineal de la masa m1 en el instante # =0" en
donde la fuerza ya no existe, pero sus efectos ya son apreciados en el sistema, por lo tanto,
A=0.

my3+gmv4—mv]—gmv2=0 9.5)
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Para asegurar que se lleve a cabo una colision inelastica, la masa m1 y la masa m2 deben quedar
unidas después de llevarse a cabo la colision (figura 1X-4), por lo que el sistema mecanico ya
no solo consta de una masa m2 = gm, ahora, m2 = m + gm; esto significa que las velocidades
v3 y v4 seran iguales después de la colision.

v3=v4=v(0") (9.6)
al sustituir (9.6) en (9.5), se obtiene:

(m+gm)v(0") —(mvl —gm(0)) =0 9.7)

al desarrollar:

m vl
vl=
(I+g)m (I+9)

v(0h) = (9.8)

la ecuacion que modela al sistema es:
(I+g)ymx(@)+kx=0 (9.9)

se resuelve para un tiempo:

con desplazamiento:
x(07)=0
y velocidad:

1

)'c(0+)=v(0+):v3:v4:(qu)v1

con la informacién anterior, la solucion es:

v(0™)

27)

x(t) = sen (1) (9.10)
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Al sustituir las condiciones anteriores:

ol ’(1+q)m k
x(t)—(1+q)[ p Jsen[ —(1+q)mtJ (9.11)

et g

FIGURA IX-4. Sistema de colision ineléstica después del impacto

Colision perfectamente elastica:

Al estudiar al sistema después de la colision, se analiza la conservacion del momentum, esto es:

mlvl+m2v2=mlv3i+m2v4 (9.12)

al reagrupar:

ml(vl—v3)=m2(v4—-v2) (9.13)
debido a que se considera una colision perfectamente eléstica, la energia cinética se conserva:

lmlv12+lm2v22:lmlv32+lm2v42 (9.14)
2 2 2 2

al reagrupar:

%ml(vlz—v32):%m2(v42—v22) (9.15)

por diferencia de cuadrados se sabe que:

(vPP=v3)=(v1+v3)(v1-v3) (9.16)
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(v4 —v2?)=(v4+v2)(v4-v2) 9.17)
al sustituir las ecuaciones (9.16) y (9.17) en (9.15), se tiene:
%ml(v1+v3)(v1—v3):%m2(v4+v2)(v4—v2) (9.18)
al dividir la ecuacion (9.18) entre (9.13) resulta:

(v1+v3):(v 4+v2) (9.19)

y al resolver (9.13) y (9.19) al mismo tiempo, como en el caso donde la masa m2 estd
originalmente estacionaria (v2 = 0), se obtienen las siguientes ecuaciones:

pyoml=m2 L (A-gm . (-9) | (9.20)
ml+m2  (l+q)m  (1+q)

2ml 2m 2
4= 1= 1= 1 9.21
y m1+m2v (1+q)mv (1+q)v ( )

de la ecuacion (9.20) se obtiene que la velocidad de la masa m1, después del impacto es:

v3 :%vl (9.22)

al integrar la diferencia de cantidad de movimiento lineal con respecto al tiempo, se obtiene:

(1-9)
(1+q)

m vl—mvlzJ.;f(t)dt

9 1 (9.23)

Iof(t)dt:m(1+q)

como se observa en la ecuacion (9.23), el impacto perfectamente elastico provoca que la masa
m1 cambie su sentido de movimiento. En la figura IX-5, se observa el esquema de este tipo de
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colision, ndtese que para esta colision, las masas ya no estaran unidas después del evento, por
lo que el sistema solo tendra gm como valor de masa.

&3 vd

@ [am}od

FIGURA IX-5. Sistema de colision perfectamente elastica después del impacto

Por lo tanto, la ecuacion que modela al sistema es:

gmi®)+kx=m—2_ 15 (9.24)
(I+9)

al resolver esa ecuacion se obtiene:

_ 2l am R
x(t)—(1+q) k sen[\/qimtj (9.25)

la forma general de la solucidn se infiere a:

#(0) = v(04) = 221 (9.26)
1+q)
EQUIPO POR UTILIZAR

1) Masas m y my para caso eléstico y caso inelastico.

2) Resorte con constante conocida de rigidez k.

3) Rodamientos que disminuyan el amortiguamiento del sistema tanto como sea posible.
4) Dispositivo que asegure velocidad vi constante.

5) Medidor de desplazamiento, velocidad o aceleracion contra tiempo.
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PROCEDIMIENTO
A) Recomendaciones:

Se deben utilizar dispositivos que impriman la misma rapidez vi a un proyectil masa m; en cada
ocasion que se emplee. Se recomienda hacer uso de proyectiles esféricos como balines o
canicas, ya que estos pueden ser lanzados por curvas cuya velocidad al final del trayecto es
conocida cuando se derivan sus trayectorias (figura [X-6). Otra recomendacion se apoya en
utilizar proyectiles balisticos que puedan ser lanzados por dispositivos mecdnicos que
garanticen proporcionar una velocidad vi conocida y repetible (figura IX-7). El sistema
mecanico puede estar conformado por un resorte industrial, una base con rodamientos y una
masa de algin material de trabajo en el cual ira montado el acelerometro.

B) Experimento:

El experimento consiste en realizar dos eventos. En el primero, se llevara a cabo la colision
inelastica, esto significa que el sistema a estudiar consta de la masa m> mas el proyectil m;. En
el segundo evento, se llevard a cabo la colision perfectamente elastica, por lo que el sistema a
estudiar solo consistira en una masa m». Para el primer evento, se recomienda utilizar un
proyectil que se una a la masa del sistema mecanico, por ejemplo, una esfera que entre en una
cavidad del sistema o un proyectil balistico con ventosas que se adhieran a una superficie lisa
del sistema. Para el segundo evento, se recomienda utilizar un proyectil que después de la
colision se aleje lo suficiente del sistema como para ser recuperado, por ejemplo, una pelota de
material elastico como la goma o un proyectil balistico con punta de goma.

Las mediciones consistirdn en almacenar datos del acelerémetro para ambos eventos.

(28

FIGURA IX-6. Ejemplo de dispositivo cuando se usan proyectiles esféricos
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vi_
— @

FIGURA IX-7. Ejemplo de eventos con proyectiles balisticos

REPORTE

1) Realizar el estudio analitico de las ecuaciones con respecto al tiempo que caracterizan al
sistema mecanico en ambos eventos del experimento, sustituyendo los valores conocidos de
masa, constante de rigidez y condiciones iniciales. Estas ecuaciones pueden ser graficadas
con software de uso académico como Wolfram Mathematica®. Las graficas por obtener son:
x()vst, v(t)vst y a(t) vst.

2) Los datos obtenidos del acelerometro son datos de aceleracion ([m/ss]) contra el tiempo
(usualmente dados en [ms] que transforme a [s]), entonces, es necesario generar datos de
velocidad y desplazamiento. Se debe utilizar un procesador de datos como Microsoft Excel®
para generar un polinomio que se ajuste al conjunto de datos e integre el polinomio una vez
para velocidad ([m/s]) y dos veces para desplazamiento ([m2]). Graficar los datos obtenidos,
las graficas deben ser en el mismo formato que las obtenidas analiticamente x. (¢) vs ¢, Ve (%)
vsty ae(f) vst.

3) Una vez que se obtienen las graficas de la solucion analitica y las graficas de los datos
experimentales, se comparan las graficas de desplazamiento de forma cualitativa, asi como
los valores de velocidad para el tiempo inicial cero. Si los valores presentan errores mayores
al 10%, se enlistan las razones por las cuales esto sucede y las soluciones en el modelo
analitico para disminuir el error.

Evento Velocidad analitica Velocidad experimental Error [%]
V (0+) [m/s] Ve (0+) [m/s]
Colision
inelastica
Colision
elastica

79



INSTRUCTIVO DE PRACTICAS FI-UNAM
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[ PRACTICA X ]

ANALISIS MODAL:
DISCRETIZACION DE UN SISTEMA MECANICO

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Utilizar la formulacion de Euler-Lagrange para construir las ecuaciones del elemento finito
para sistemas mecanicos simples.

2) Realizar el analisis modal y calcular una soluciéon mediante el uso de Mathematica®.

INTRODUCCION

Cuando se trata de analizar sistemas continuos sujetos a una condicion de vibracidon, una
simplificacion muy util para la industria es llevarlos a un dominio discreto. Bajo este enfoque
es el dominio espacial, el cual se analiza de manera puntual para llegar a un modelo de multiples
grados de libertad.

En la implementaciéon computacional, resulta mas préactico formular las ecuaciones del
elemento finito, que a su vez son las ecuaciones del sistema, mediante un método de residuos
ponderados o de Galerkin, aunque, para sistemas donde el nimero de nodos (#GDL) no es tan
amplio, se pueden utilizar algunos métodos mas sencillos como son las formulaciones
variacionales o de Euler-Lagrange. Una vez que las ecuaciones han sido establecidas, se utiliza
el analisis modal para resolver los desplazamientos individuales.

DISCRETIZACION DE UN SISTEMA MECANICO MEDIANTE LAS ECUACIONES
DE EULER-LAGRANGE

En la figura X-1, se muestra un sistema mecanico cuya masa es m y posee un largo L, asi como
un modulo de Young E,,. Al discretizar el dominio espacial del cuerpo, ese mismo sistema se

puede ver como un conjunto de cuerpos de masa m; conectados entre si.
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Fir)=F firy Firi=F_Ai)

s, | |

/ MR, 0 ORE, s M B, R ML L v M -mml

FIGURA X-1. Sistema mecanico continuo (izquierda), sistema mecanico discretizado (derecha)

Para entender un poco mejor la forma como se podrian plantear las ecuaciones de equilibrio, el
sistema discretizado puede reescribirse como un conjunto de sistemas MRA (Masa-Resorte-
Amortiguador) interconectados, figura X-2.

k lkll Lq1
] —M—
", m, | .. m m

FIGURA X-2. Conjunto del sistema MRA para el sistema discretizado

Una vez que el diagrama de conexion se ha establecido, lo que procede es construir las
ecuaciones de equilibrio, en este caso debido a que el sistema posee mas de dos GDL (Grados
de Libertad), lo mas recomendado es utilizar la formulacion de Euler-Lagrange:

(10.1)

i

d[aLJ oD oL
+ f— =

di\ogq,) a4, oq,

donde L=T-V es el lagrangiano del sistema, 7"y V son las energias cinética y potencial
respectivamente, mientras que ¢g; es el grado de libertad generalizado, (; es una componente
del vector de carga y D es la funcion de disipacion total definida como:

n 1 .
Dzzzqqf (10.2)
i=1

de tal forma que, ¢; es la constante de amortiguamiento viscoso. Una vez que se han aplicado
las ecuaciones de Euler-Lagrange, y se reagrupan los términos en funcioén de las coordenadas
generalizadas por las que se encuentran multiplicados, se construye un sistema de la forma:

Mii+Cui+ Ku =0 (10.3)
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M, C y K son las matrices de propiedades inerciales, amortiguamiento y rigidez
respectivamente. A priori, este sistema de ecuaciones diferenciales no puede ser resuelto,
directamente, por alguno de los métodos tradicionales, esto es debido a que en la mayoria de
los casos resultaria en una solucion compleja derivada de las raices que eventualmente se deben
obtener para la solucion, en consecuencia, se desarrolla el analisis modal.

ANALISIS MODAL

El andlisis modal busca dar una solucion real al sistema de ecuaciones diferenciales que se
forma. El principio del analisis es simple, se trata de representar a ese mismo sistema en
términos de una base vectorial que le permita diagonalizar las matrices y, de esta forma,
desacoplar los efectos combinados de cada modo de vibracion. Esto se logra a partir de los
conceptos de los eigenvalores y eigenvectores.

Para este caso particular, cuando el sistema no tiene efectos de amortiguamiento considerables
o despreciables, lo mas recomendado es partir del concepto de la matriz dindmica. Esto es:

C,,=M'K (10.4)

si, por el contrario, se consideran los efectos de disipacion, el problema del valor se complica
demasiado, ya que no siempre es sencillo obtener los valores principales. Para esto se han
desarrollado modelos de amortiguamiento mas simples para que ayuden a simplificar el
problema, como es el caso del amortiguamiento de Rayleigh, el cual supone que la matriz de
amortiguamiento puede expresarse en términos de una combinacion lineal de las matrices de
propiedades inerciales y amortiguamiento o, por otro lado, se encuentra el concepto del factor
de pérdida, lo cual ayuda a ver a la matriz de rigidez como una cantidad fasorial.

Sistema sin amortiguamiento:

det(Cpp—A4;1)=0 (10.5)

Sistema con amortiguamiento:

det(MA+CA +K)=0 (10.6)
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donde 2, es el i-ésimo eigenvalor del sistema, producto de resolver el polinomio caracteristico

derivado de la resolucion de la ecuacion (10.6). Una vez calculados los eigenvalores, se
obtienen los eigenvectores U .

Sistema sin amortiguamiento:

(Cpy =4, DHUP=0 (10.7)
Sistema con amortiguamiento:

(M2} +CA+K)U V=0 (10.8)

Cuando los eigenvectores han sido calculados, se procede a construir la matriz modal, la cual
se define como la conjuncion de dichos vectores caracteristicos del sistema, esto es:

o=[v" U® .. U™] (10.9)
v u® ..U
1) (2) (n)

2, - Ul2 Ul2 U’2 (10.10)
U(l) U(2) U(")

Otra forma de entender a la matriz modal es como la base vectorial asociada a las coordenadas
naturales del sistema, entonces, esta puede funcionar como una matriz de cambio de base,
misma que se aplicard para representar las matrices y vectores que conforman al sistema en
funcion de la base principal o las coordenadas naturales. El vector de desplazamiento (amplitud)
modal 7 se define como:

u—dn (10.11)

u;=d, 1, (10.12)
al sustituir en la ecuacion del sistema:

M.kCZ?j ﬁj+Cjk(Dij77j+Kjkd2j77j =0, (10.13)

J
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premultiplicando la expresion anterior por la transpuesta de la matriz modal:

cpjiMjk@ijﬁj +@,.C, Q‘jﬁj +d5j' jkcpijr]j zcbink

Ji~jk i
&' Mbij+ D" Chiy+ D" Kby =>d"Q (10.14)

al analizar las matrices de propiedades inerciales (de masa), amortiguamiento y rigidez con las
transformaciones homogéneas aplicadas:

'm0 0 ... O]
m, 0 0
DMbd=0 0 m .. :|=m (10.15)
0 0 0 m, |
e 0 B}
0 ¢
D'Ch=0 0 ¢, ... '|=¢ (10.16)
0 0 0 c,
[k, 0 0 0|
k,
D' Kb = 0 k ... ! |=k (10.17)
0 0 0 k, |
my ﬁk +Ck77k +kk77k =F, (10.18)
i +28 @ 0 ol =F, (10.19)

por lo tanto, el desplazamiento modal 7], se calcula como la superposicion de una respuesta

libre mas una forzada, es decir:

n(0) =" () + 77 (1) (10.20)
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1

m @,

Iote_g“”ésen(wdks‘)F(t—§)d§ (10.21)

ot
() =1y ™ *Sen<a)dkt+¢)0k)+

EQUIPO POR UTILIZAR

1) Software Wolfram Mathematica®.

2) Dos modulos con acelerometro para Arduino®.
3) Un Arduino® Uno®.

4) Computadora.

5) Barra de metal de 1 m de largo.

6) Una prensa.

PROCEDIMIENTO
A) Instalar el experimento:

Se debera colocar la barra de metal, de tal forma, que represente a una viga en voladizo tal como
se muestra en la figura X-3. Sobre puntos estratégicos de la misma, se colocardn los
acelerometros. Se recomienda en los primeros dos tercios del dominio del andlisis.

Finp

—

J t\_‘_ﬁ.cr:lnrémcl:rm___j

Seporoe

FIGURA X-3. Diagrama de la instalacion del experimento

Los acelerometros se deben programar, de tal forma, que se puedan obtener los datos de
desplazamientos de cada uno de los puntos (nodos). En caso de que tinicamente se puedan
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obtener los datos de aceleracion, se implementa un método numérico como las reglas de
Simpson para integrar los datos y obtener los desplazamientos.

B) Uso del programa interfaz:

Aqui, se proporciona una version mas automatica del algoritmo, en este caso, el alumno debe
ser capaz de variar con mayor facilidad varios pardmetros del sistema y a partir de ahi, obtener
sus propias conclusiones.

Universidad Nacional Autémoma de México - Divisidn de Ingenieria Mecdmica e Industrial - Departamento de ingenienia de Disefo, Materiales y Manufactura

PROGRAMA ANALISIS MODAL

Intreduzca fas dimensicnes de 1s barra: Nodo 2
TR PR
Ancho [m] 0.05

Espesor [m] 002

Introduzca las propiedades materiaies deo la barra

5 Nodo 2
Densidad [kpm=] 7200

Mddulo de Young Pa] 210 000 000 000

Pardmetros de la fuerza:
Fuerza de excitackén  500.Snf261) 4x107"

mestrar  Respuesta Modo 2 B

FIGURA X-4. Interfaz del programa proporcionado

REPORTE

1) Se deben comparar los resultados obtenidos con el programa proporcionado para cada uno
de los dos nodos teoricos y los experimentales obtenidos con los acelerémetros.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BALACHANDRAN, B. y Edward B. Magrab, Vibraciones, México, Thomson, 2006.

SINGIRESU, S. Rao, Mechanical Vibrations, 6th ed., Miami, Pearson, 20
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[ PRACTICA XI ]

SISTEMAS DE MULTIPLES GRADOS DE LIBERTAD:
ESPACIO DE ESTADOS

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Obtener mediante el uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange el modelo matematico de un
sistema de multiples grados de libertad.

2) Linealizar el modelo y obtener su solucion mediante la representacion en el espacio de
estados.

3) Comparar, experimentalmente, la solucion linealizada.

INTRODUCCION
Sistemas de multiples grados de libertad

Al conjunto minimo de variables independientes que se necesitan para describir un sistema se
le conoce como coordenadas generalizadas y cuando un sistema requiere mas de una variable
es denominado de varios grados de libertad. Asi, en un sistema de “n” grados de libertad se
tendran “n” coordenadas generalizadas que pueden ser comunmente representadas mediante las
variables gk. Las ecuaciones de movimiento para un sistema es posible obtenerlas a partir de las
ecuaciones de Euler-Lagrange que se describen en términos de coordenadas generalizadas
mediante:

OF
d 511‘} _JE, +51?d +—L=0 conj=1,2,3,...n (11.1)
dt\ 6q, | dq, 064, oq, !

J J

donde Ex es la energia cinética, E), la energia potencial, £y la energia disipada y (; la fuerza

generalizada. Cuando las fuerzas que se ejercen son unicamente conservadoras, se tiene Q;= 0.
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Con la ecuacion anterior, se obtiene un numero de ecuaciones diferenciales igual al nimero de
coordenadas generalizadas.

El modelo en el espacio de estados de un sistema fisico debe consistir en un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden para representar la dinamica del sistema. El sistema
se modela en un espacio vectorial conocido como espacio de estados, donde cada punto debe
ser un posible estado del sistema. La base vectorial de dicho espacio estd dada por un conjunto
de vectores llamados variables de estado. Dichos vectores deben ser el minimo conjunto de
variables linealmente independientes para definir el estado del sistema, es decir, deben ser la
configuracion espacial y energética para un instante dado.

Normalmente, para un sistema mecénico, las variables de estado deben ser las coordenadas
generalizadas y sus derivadas. Comunmente, se utiliza una segunda ecuacion para calcular las
variables de interés del sistema a partir de las variables de estado. El modelo se sustenta en el
hecho de que, para un sistema lineal, cualquier variable se puede expresar como una
combinacion lineal de las variables de estado y las entradas del sistema.

MODELO DEL SISTEMA VIBRATORIO

El sistema vibratorio que se va a analizar se forma por un péndulo compuesto de masa mp,
momento de inercia / y centro de masa lg. El péndulo se encuentra montado en un carro de
masa m, el cual se desliza con una disipacion b sobre un riel. Adicionalmente, el carro se
encuentra acoplado a un resorte de elasticidad k y, entre el péndulo y el carro, debe existir una
disipacion angular bp.

FIGURA XI-1. Sistema resorte-carro-péndulo compuesto

Para obtener el modelo mediante la ecuacion de Euler-Lagrange, como primer paso, se debe
calcular la energia cinética Ex y potencial Ep del sistema, asi como la energia disipada Ep.
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La energia cinética del sistema debe estar distribuida en el carro (la velocidad en la direccién
del desplazamiento 7’) y el péndulo (la velocidad del centro de masa y la rotacion 8°):

2

E =—m(rY +%mp(r‘+lct9'cos€)2 +%mp (1,0'send)’ +%1(9') (11.2)

La energia potencial del sistema se debe dar por la elevacion del centro de masa del péndulo, la
aceleracion de gravedad g y la deformacion del resorte 7:

1
Ep:mpglc(l—cosﬁ)+5kr2 (11.3)
La energia disipada del sistema se debe al movimiento del carro y péndulo:
1 12 1 N2
ED:Eb(’” ) +5bp(0) (11.4)

Los términos calculados se sustituyen en la ecuacion de Euler-Lagrange, se observa que las
coordenadas generalizadas deben ser la posicion del carro 7 y el angulo del péndulo 6:

8 05~ F,) + .(F,~F) {a”(ED)}{O} (11.5)
"N6,(E~E,)| |8,(E,~E,)| [%(E)] [0
Al expandirse los términos, se obtiene el modelo del sistema:

[kr +br’—sen(6’)lcmp9'2 +mr"+m, "+ cos(ﬁ)lcmpe'} _ {0} (11.6)

gsen(0)lzm,+b,0 +cos(0)lm " +10"+1m 0" 0

Cabe observar, que el modelo es altamente no lineal, por lo que se aplican las aproximaciones
(11.7) que asumen angulos, velocidades y aceleraciones cercanos a cero para obtener el modelo
lineal (11.8):

sen(@)z0,008(9)zl—@,(%"z0,99"z0,9r"z0,0'2z0 (11.7)

kr+br'+mr"+mp r"+lept9” 0
glom,0+b,0'+1,m, r"+160"+1cm, 0" | |0
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m+m,
=
lom,

I+lémp

lom,

:||:r":| {b 0
_|_
o 0 bp

r' k 0
+
o' 0 glym,

)

FI-UNAM

(11.8)

o

Segun la posicion, se escogen el angulo, la velocidad y la velocidad angular como variables de

estado para obtener el modelo en espacio de estados del sistema:

[ 0 0 1 0 i
0 0 0 1
k(1+12m,) glim’ b(I1+13m,) blsm,
(D(m)+(I+mi)m,  (D(m)+(I+mi)m, — (D)(m)+(I+mi)m, () (m)+(I+mI)m,
kl,m, glom, (m+m)) blym, bp(m+mp)
(D (m)+(1+mi)m, (D) +(L+ml)m, (D) (m)+(I+mi)m, () (m)+(1+mIg)m,

(11.9)

La respuesta del sistema se obtiene mediante la transformada inversa de Laplace y debe

depender de las condiciones iniciales 7o, 6o, vo 'y wo.

r s 00 0
0 110 s 0 0
=L -
r 0 0 s O
o' 0 0 0 s
0 0 1 0 IR
0 0 0 1 ;
~ k(1+lémp) glem, ~ b(]—i_lémp) b,l;m, 0(;
Im+(]+mlé)mp Im+(]+mlé)mp Im+(]+mlé)mp Im+(]+mlé)mp v,
klgm, ggm,(m+m,) blym, _ b,(mtm,) @,
1m+(1+mlcz)mp 1m+(1+mlzc)mp Im+(1+mlé)mp Im+(]+mlzc)mp_
(11.10)
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EQUIPO POR UTILIZAR

1) Modelo de sistema vibratorio:

a) Sistema de resorte-carro-péndulo compuesto.

2) Balanza.

3) Céamara de video.

4) Escalimetro.

5) Software de andlisis de video (se recomienda usar Kinovea o Camtasia Studio para

manipulacion de cuadros).

FIGURA XI-2. Prototipo del sistema resorte-carro-péndulo compuesto

PROCEDIMIENTO

A) Datos del sistema:

Obtener la masa del carro y del péndulo. El coeficiente de rigidez del resorte se puede
determinar cuando se coloca una masa conocida y se mide la longitud deformada del resorte.

B) Disipacion del péndulo bp:

Calcular el centro de gravedad del péndulo. Con la masa del carro estética, hacer oscilar el

péndulo y gravar el evento. La disipacion bp se obtiene por la ecuacion siguiente:

ZIln(e(O)j
p - \O0W))

, t (11.11)
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donde 6(0) es la posicion inicial, 8(f) es la posicion un periodo después, ¢ es el tiempo que dura

el periodo e / es el momento de inercia del cg respecto al eje de giro.

C) Coeficiente de amortiguamiento del carro b:

Hacer oscilar la masa conectada al resorte sin el péndulo y gravar el evento. Obtener la
disipacion con la siguiente relacion:

zmln(r@j
po_ (D))

t

(11.12)

donde m es la masa del carro, 7 (0) es la posicion inicial, 7 (¢) es la posicion un periodo después
y t es el tiempo que dura el periodo.
D) Desplazamiento del sistema:

Para el sistema completo carro-péndulo-resorte, generar un pequeio desplazamiento angular
del péndulo y grabar la respuesta tanto del carro como del péndulo. Utilizar el software Kinovea
y obtener los desplazamientos del carro y del péndulo.

E) Andlisis experimental:

Obtener la transformada inversa de Laplace. Use la ecuacion (11.10). Las condiciones iniciales
se obtienen al aplicar el paso anterior (inciso D).

REPORTE

1) Llenar la siguiente tabla con los valores obtenidos experimentalmente:

Modelo

m [kg]
my [ke]

K [N/m"2]
b, [m"4/s]
b [kg/s]
I [m™4]
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2) Escribir las ecuaciones de la respuesta del carro y del péndulo, y graficarlas respecto al
tiempo. Después, comparar los resultados tedricos con los obtenidos experimentalmente.
Escribir las observaciones.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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[ PRACTICA XII ]

ABSORBEDOR DE VIBRACION DINAMICO
NO AMORTIGUADO

OBJETIVOS
Los objetivos de esta practica van dirigidos a:

1) Analizar un sistema vibratorio en el cual, mediante un absorbedor de vibracion, se mitiguen
las vibraciones mecdnicas en una viga empotrada que es sometida a excitaciones
armonicas.

INTRODUCCION

El absorbedor de vibracion, también llamado absorbedor de vibracion dindmico, es un
dispositivo mecéanico que se utiliza para reducir o eliminar la vibracion indeseable. Una
maquina o sistema puede experimentar vibracion excesiva, si en ella actiia una fuerza cuya
frecuencia de excitacion casi coincida con una frecuencia natural de la méquina o sistema.

En tales casos, la vibraciéon de la maquina o sistema se puede reducir por medio de un
neutralizador de vibracion o absorbedor de vibracion dindmico, el cual es simplemente otro
sistema de resorte-masa anexado a la masa principal (original) que debe ser protegida contra la
vibracion. Por lo tanto, la masa principal y la masa del absorbedor anexadas constituyen un
sistema de dos grados de libertad, de ahi, que el absorbedor de vibracion tenga dos frecuencias
naturales.

El absorbedor de vibracion dinamico se disefia, de tal modo, que las frecuencias naturales del
sistema resultantes se alejen de la frecuencia de excitacion. El absorbedor de vibracion se utiliza
comuinmente en maquinaria que opera a velocidad constante, porque el absorbedor de vibracion
se sintoniza a una frecuencia particular y es efectivo solo dentro de una banda angosta de
frecuencias. Los primeros usos de absorbedores de vibracion datan de 1883 y 1909, sus
aplicaciones se destacan en la estabilizacion de buques y disminucion de la vibracién en
motores de combustién interna. De igual forma, desde hace décadas, se han utilizado
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absorbedores para minimizar oscilaciones de edicion altas y, en la actualidad, las aplicaciones
de los absorbedores de vibracion son variadas.

Algunas otras aplicaciones comunes del absorbedor de vibracion comprenden herramientas
reciprocantes como las lijadoras, sierras y compactadoras, asi como grandes motores de
combustion interna reciprocantes, los cuales funcionan a velocidad constante (para un consumo
minimo de combustible). En estos sistemas, el absorbedor de vibracion ayuda a balancear las
fuerzas reciprocantes. Sin un absorbedor de vibracion, las fuerzas reciprocantes desbalanceadas
podrian hacer que el dispositivo fuera imposible de mantenerse o de controlar.

Se manejan dos tipos de absorbedores de vibracion: no amortiguados y amortiguados. Los no
amortiguados se conforman de una masa y un resorte que se conectan a la masa principal,
mientras que, a los amortiguados se les agrega un elemento disipador de energia.

MODELO DEL SISTEMA VIBRATORIO

El absorbedor de vibracidén dinamico no amortiguado es disefiado, de modo que, las frecuencias
naturales del sistema resultantes deben alejarse de la frecuencia de excitacion. Si se fija una
masa auxiliar m> a una maquina de masa m; mediante un resorte de rigidez k2, el sistema de dos
grados de libertad es como se muestra en la figura XII.1. El andlisis de un absorbedor de
vibracion dinamico se considera como un sistema de un solo grado de libertad al idealizar la
maquina.

Miquina(m,) —l—

Aislador Ikz' ) § my -l-: M:ladur(v ‘;' )

. x(t I:» Absorbedor de
) T — - vibraclén dindmico
/ / / / / /Rasr rigida

FIGURA XII-1. Absorbedor de vibracion dindmico no amortiguado

Las ecuaciones de movimiento de las masas m; y m; son:

mix +kx +k,(x—x,)=F,senwt (12.1)
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m,X, +k,(x,—x,)=0 (12.2)

donde F(t)=F,senwt que es la excitacién armoénica aplicada sobre la masa principal. De

forma matricial:

m, 0 || X, ki +k, —k,| x, F,sen ot
Ty = (12.3)
0 m,|| X, —k, k, || x, 0
cuando se supone una solucidon armonica:
x,()=Xsenawt, j=1,2 (12.4)

se obtienen las amplitudes de estado estables de las masas m y m> como:

(kz —m,’ )FZ)
2

Hi= mlmz(a)z—a)f)(a) —a)zz)

(12.5)

_ k, K,
= mm, (a)z—a)f)(a)z—a)zz) (12.6)

lo que se desea hacer es reducir la amplitud de la maquina (X1), es decir, reducir a cero la
amplitud de m1, por lo que el numerador de la ecuacion (12.5) debe ser igual a cero, lo que da
como resultado:

0 =2 (12.7)

Si la maquina opera cerca de su condicion de resonancia, antes de la adicion del absorbedor de

. T 2L 2k .
vibracion dindmico @ =@ = %11 , entonces, el absorbedor se disenia de modo que:

W =—2="1 (12.8)
m
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la amplitud de vibracion de la maquina, mientras opera a su frecuencia resonante original, sera
cero. Se define asi:

(12.9)

est

ky
1

como la frecuencia natural de la maquina o sistema principal y:

w, = /% (12.11)
2

de acuerdo con la frecuencia natural del absorbedor o sistema auxiliar las ecuaciones (12.5) y
(12.6) se pueden reescribir:

Iy
ky

A (12.12)

5 = ; > (12.13)
sk fe) )l o] | k
k, @, @, k,

Desbalance rotatorio:

Un causante usual de las vibraciones son los equipos rotatorios que al tener presentes pequeiias
irregularidades en la distribucion de la masa en el componente rotatorio, pueden producir altas
vibraciones en el sistema, lo cual se conoce como desbalance rotatorio.
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El desbalance o desequilibrio se presenta cuando no coincide el centro de gravedad con el centro
de giro, porque al girar se induce una fuerza centrifuga no compensada que rota a la velocidad
de giro. Cuando el sistema rotativo es ligero, el desbalance se presenta como uno de los
siguientes tipos:

e Desbalance estatico: los ejes son paralelos, de manera que, el centro de gravedad no esta
en el eje de giro.

e Desbalance de par: el eje central principal intercepta con el eje de giro en el centro de
gravedad del rotor y se produce un efecto de par.

e Desbalance cuasi-estdtico: el eje central principal intercepta al eje de rotacion, pero no
en el centro de gravedad del rotor.

e Desbalance dinamico: es el caso mas comun, es una combinaciéon de los anteriores

cuando los ejes no se cruzan y estan en cualquier posicion en el espacio.

En la figura XII-2 se ilustra un esquema del modelo de una méquina rotatoria de un grado de
libertad con un desbalance rotatorio de masa mo y distancia desde el centro de rotacion e
(excentricidad) que se soporta por una base con elasticidad k£ y amortiguamiento c.

myg

o ZF, e ey
. ..F}f.ﬂ.x. ______ A ‘
(lJH[
c I::i % k cx " kx
P IIT Z?;Jf?f A LA

FIGURA XII-2. Sistema rotatorio

Las fuerzas de entrada que el movimiento vibratorio provoca, se originan por el desbalanceo en
la rotacion, el cual existe, si el centro de masa del cuerpo rigido rotatorio y el centro de rotacion
no coinciden, es decir, se trata de un desbalance dindmico. Al suponer que el rotor (motor) debe
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girar a una velocidad constante (a)R ) y que la masa desbalanceada my se localiza a una distancia
e del centro de rotacion, la masa desbalanceada debe producir una fuerza centrifuga de

- 2
magnitud m ey .

De acuerdo con el sistema, cuando por la suma de las fuerzas se omite el amortiguador, se tiene
la siguiente ecuacion de movimiento:

M 5+ kx = —my i (12.14)

r

donde x; es la coordenada en x del desbalance con respecto al centro de rotacidon y se calcula

como X, =e sen(a)t) y la frecuencia de rotacion del equipo estd denotada por @, = @

al reemplazar x, =e sen (a)l ) en la ecuacion de movimiento:
M % +kx = mpew *sen (wt) (12.15)

por lo que la solucién particular es:

x,=C sen(wt) (12.16)
donde:
F, S,
Sy i (12.17)
[a)flj

con Fy =mew, y O, =F,/k queindican la desviacién de la masa bajo la fuerza Fu, se le

conoce como deflexion estdtica, porque es una fuerza constante. La amplitud maxima C
representa la relacion de la amplitud del movimiento dindmico con la amplitud del movimiento
estatico y se conoce como factor de amplificacion o relacion de amplitud.
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EQUIPO POR UTILIZAR

1) Cronometro.
2) Escalimetro o regla.

3) Balanza.

4) Modelo de sistema vibratorio.
a) Motor.
b) Disco con masa para desbalance.
¢) Viga.
d) Soportes.

e) Absorbedor de vibracion.

PROCEDIMIENTO

A) Sistema vibratorio (sin control de vibracion):

Construir el sistema vibratorio de la viga en voladizo con un motor con desbalance rotatorio
mostrado en la figura XII-3.

o

¥
-

i .
p et
- :

o 1

FIGURA XII-3. Sistema vibratorio de motor con desbalance rotatorio en viga,
en voladizo y sin control de vibracion
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B) Datos del sistema vibratorio sin control de vibracion (teorico):

B.1) Medir la masa del motor (7motor), 1a masa del desbalance (#2desbatance = 70), la masa
total (M = Mmotor T Mdesbalance) Y 1a distancia del centro de rotaciéon a donde se
encuentra localizada la masa desbalanceada (e).

B.2) Obtener la constante elastica de la viga (kviga).

k

viga

B.3) Calcular la frecuencia natural de la viga @, = V y la del motor .

C) Amplitud de la vibracion forzada sin control de vibracion (teorico):

La amplitud de la vibracion forzada de la ecuacion (12.17) del sistema se da por:

I
maxima = m [mm]a

viga

donde F,=m,ew’ [N].

D) Datos del sistema vibratorio sin control de vibracion (prdctico):

Medir la amplitud por medio de la regla o escalimetro que previamente se debe colocar en una
superficie plana.

E) Sistema vibratorio (con control de vibracion):

Agregar al sistema vibratorio de la viga en voladizo con un motor con desbalance rotatorio un
absorbedor de vibracion como se muestra en la figura XII-4.

- ' A
iy q
:f"' £ &
o [
o [= ]

FIGURA XII-4. Sistema vibratorio de motor con desbalance rotatorio en viga,
en voladizo y con control de vibracion
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F) Datos del sistema vibratorio con absorbedor dinamico de vibracion:

F.1) Medir la masa del motor (#motor), la masa del desbalance (#1desbalance = M10), la masa
total (721 = Mmotor + Mdesbalance), la masa del absorbedor de vibracion (m:) y la distancia

del centro de rotacion donde se encuentra localizada la masa desbalanceada (e).

F.2) Obtener la constante elastica de la viga (kviga= k1) y la constante del absorbedor de

vibraciones (k).

F.3) Calcular la frecuencia natural de la viga (@, =./k,/m,) y la frecuencia del
absorbedor (@, =/k, /m,). Ademas, conocer la velocidad del motor (®).

G) Amplitud de la vibracion forzada con absorbedor dinamico de vibracion:

Con los datos obtenidos de las ecuaciones (12.5) y (12.6), calcular:

(k2 —mza)z)F0

2 2 2 2
o (@ —07) (@ )

X =

1

(12.18)

ko

XZ: 2 2 2 2
mm,|\ o —o) |0 —0,;

(12.19)

donde F, =m,ew’ [N].

H) Datos del sistema vibratorio con control de vibracion (prdctico):

Medir la amplitud por medio de la regla o escalimetro que previamente se debe colocar en una
superficie plana.

REPORTE

1) Escribir en la tabla los calculos de la amplitud tedrica del sistema sin usar el absorbedor de
vibraciones de un lado y en el otro lado usarlo.

105



INSTRUCTIVO DE PRACTICAS

FI-UNAM

de vibraciones

Amplitud teérica sin absorbedor Amplitud teérica con absorbedor

de vibraciones

2) Elaborar una tabla en la cual se muestre la amplitud teodrica y la experimental obtenidas del

sistema.

Amplitud teérica [mm]

Amplitud experimental [mm]

Sin absorbedor de vibracion

Con absorbedor de vibracion

3) (Qué se concluye a partir de los valores obtenidos de las amplitudes tanto teéricas como

experimentales?

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA
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[ ANEXO ]

MATERIAL COMPLEMENTARIO
PARA LA REALIZACION DE LAS PRACTICAS

Los archivos complementarios se pueden descargar en la liga siguiente:

http://paginaspersonales.unam.mx/app/webroot/index.php/archivos/index/alias:ricardoyaNez
en la casilla Archivos anexo.

Si bien estos archivos no son imprescindibles para realizar las practicas, si pueden ser un apoyo
importante para el estudiante.

Nombre del archivo: Util para desarrollar las practicas:
Decre Log.nb I

angle.pdf v

sweep.nb v

SMRD \V4

Cddigo guia de programacion VI

Interfaz de anélisis espectral VI

base.dwg VIII

center.stl VI

percussion.stl VIII
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