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PROLOGO

Algebra lineal y sus aplicaciones tiene como antecedente inmediato los apuntes
de Algebra lineal publicados en 1991 cuando la autora impartia dicha materia
en el Posgrado de Ingenieria que entonces era DEPFI. Esta nueva publicacion
conserva la estructura y la teoria de la anterior, incluyendo aplicaciones toma-
das de otros autores, asi como ejercicios propuestos al final de cada capitulo.
En las notas histdricas se agregaron ilustraciones y algunos detalles mas que las
hacen mas interesantes para el lector. El orden de los temas es comun a los libros
de algebra lineal, pero considerando que se aborda cada capitulo conforme al
grado de dificultad de los temas tratados.

El Algebra Lineal es una estructura matemética de suma importancia en
nuestro medio; ya que no solo trata de resolver problemas de Investigacion de
Operaciones, también es una herramienta importante en todas las areas de la
ingenieria. Muchas veces los textos que tratan sobre esta disciplina son muy
tedricos y se limitan a resolver unos cuantos ejemplos abundando en la demos-
tracion de teoremas, lo cual no es nuestro propdsito. Mas bien, se tiene como
objetivo resolver una gran cantidad de ejemplos sobre todo de ingenieria y efec-
tuar las demostraciones de los teoremas mas relevantes. En cada capitulo se pre-
sentan aplicaciones de los temas abordados ahi con la finalidad de que el lector
tenga conocimiento del potencial del tema estudiado. Bajo esta perspectiva, se
presentan estos apuntes donde lo que se busca es tener un apoyo didactico para
la clase y como un complemento de la bibliografia sugerida para el curso, en
este sentido es importante mencionar que no pretenden sustituir a los libros de
algebra lineal, son simplemente un apoyo para la materia. No se presenta nin-
gun complemento computacional ya que este va cambiando y desarrollandose
muy rdpidamente.

Los presentes apuntes van dirigidos a estudiantes de licenciatura y posgrado
que requieren de un cierto grado de conceptualizaciéon y una buena dosis de
ejemplos y aplicaciones. También al final de cada capitulo se presentan notas



histdricas que buscan dar al lector una idea mas completa de las matematicas,
viéndolas desde una perspectiva historica, inmersas en la realidad de la época.
Parafraseando a Isaac Asimov: “La ciencia gana realidad cuando es visualizada
no como una abstraccion, sino como la suma concreta de los cientificos, pasa-
dos y presentes, vivos y muertos. No hay estamentos en ciencia, ni una observa-
cion, ni un pensamiento que exista por si mismo. Cada uno de ellos es producto
de un duro esfuerzo de algiin hombre, y a menos que conozcais al hombre y el
mundo con el cual trabajaba, los supuestos que él aceptaba como verdades, los
conceptos que él consideraba insostenibles, no podréis comprender sus afirma-
ciones, u observaciones, o pensamiento”.

Otro objetivo al publicar este trabajo fue la celebracién del 50 aniversario de
la Maestria en Investigacion de Operaciones, que no ha visto la luz hasta ahora
debido a problemas técnicos que se presentaron para su revision en el tiempo
previsto.

Quiero agradecer el apoyo en revisiéon y correcciones a la Maestra Maria
Cuairan Ruidiaz, jefa de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de Inge-
nieria de la UNAM, por el respaldo brindado y por la colaboracién para la reali-
zacion de la edicién de esta obra.

A la DGAPA (Direccion General de Asuntos del Personal Académico) de
la UNAM por el apoyo econémico proporcionado para la elaboracién de este
material, a través del proyecto PAPIME PE-107116.

Agradezco a Olivia Sashiko Shirai Reyna, José Antonio Sanchez Calderén y
Rosalio Arteaga Montiel que hicieron revisiones y aportaron conocimientos en
el desarrollo de estos.



Capitulo 1
MODELOS MATEMATICOS

“La formulacién de un problema es a menudo
mads importante que su solucién”
A. Einstein

1.1. INTRODUCCION

Un modelo es una representaciéon de un problema o situacién de la realidad.
Esta representacion la hacemos mediante diversos objetos o simbolos a través
de un proceso de abstraccion, que consiste en tomar de la realidad los elemen-
tos mas importantes que intervienen en el problema y desechar todos aquellos
que consideramos que no juegan un papel determinante en el mismo, estable-
ciendo con precisién cudles son las distintas relaciones que guardan entre si
dichos elementos. Una vez establecidas estas relaciones, podemos manipular
los elementos del modelo en la busqueda de una posible solucién; o demostrar
que tal solucion no existe.

Se considera que las funciones de un modelo son la predicciéon y la compara-
cién para proporcionar una forma légica de predecir los resultados que siguen
las acciones alternativas, e indicar una preferencia entre ellas. Aunque este uso
de los modelos es importante, no es, de ninguna manera, su tnico proposito;
la construccién de modelos proporciona una manera sistematica, explicita y
eficiente para que un grupo de expertos y aquellos que toman las decisiones
centren su juicio e intuicion.

Uno de los principales elementos para resolver un problema es la construc-
cion y el uso de un modelo. Dicho modelo puede tomar muchas formas, pero
una de las mas utiles, y ciertamente la que mas se usa, es la matematica; lamen-
tablemente, no siempre es posible crear un modelo matematico en un sentido
riguroso y estricto. Al estudiar la mayoria de los sistemas militares e industria-
les, podemos definir objetivos, especificar restricciones y discernir si el disefio
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sigue las leyes de ingenieria y/o economia. Las relaciones esenciales se pueden
descubrir y representar matematicamente, de una manera u otra.

Representar alguin objeto, sistema o idea con un modelo es tan general que
es dificil clasificar todas las funciones que cumplen los modelos, algunas de
ellas son:

a) Una ayuda para el pensamiento

b) Una ayuda para la comunicacién

¢) Para entrenamiento e instruccion
d) Una herramienta de prediccion

e) Una ayuda para la experimentacién

En ingenieria, los modelos sirven como ayuda para disefiar nuevos sistemas o
mejorar los existentes, mientras que en ciencias sociales y en economia, expli-
can los sistemas existentes.

1.2. CARACTERISTICAS DE LOS MODELOS
Empezaremos nuestro andlisis con un problema hipotético:

El viejo y el lobo

“A orillas del rio Balsas, un viejo llevaba un lobo, una oveja y una paca de
alfalfa. El viejo quiere cruzar el rio con todas sus pertenencias, pero lo unico
que tiene para cruzarlo es una barca donde solo cabe él y una de sus perte-
nencias de tal manera que tiene que llevarlas a la otra orilla una por una.
Pero si deja al lobo con la oveja, este se la comeria y si deja a la oveja con la
alfalfa, esta se la comeria”. ;Cémo puede el viejo llegar a la otra orilla del rio
con todas sus pertenencias?

Antes de resolver el problema, debe estar claro que podemos considerarlo como
un sistema. Empecemos por diferenciar las relaciones que guardan entre si los
elementos del sistema:

1. Enlabarca solo cabe el viejo con una de sus pertenencias (lobo, oveja, alfalfa)
2. Ellobo no se puede quedar solo con la oveja
3. La oveja no se puede quedar sola con la alfalfa



Una vez enumeradas las principales relaciones de interdependencia del sistema,
podemos intentar disefiar una posible solucion.

A continuacidn, se enuncian los pasos a seguir para una solucion satisfactoria
del problema:

El viejo cruza el rio con la oveja
El viejo regresa solo

El viejo cruza el rio con el lobo
El viejo regresa con la oveja

El viejo cruza el rio con la alfalfa
El viejo regresa solo

El viejo cruza con la oveja

NS

Ahora pasemos a verificar si esta solucion cumple las relaciones de interdepen-
dencia del sistema; esto es, hay que verificar que en ningin momento se pueda
comer el lobo a la oveja ni la oveja a la alfalfa y que al final estén todos al otro
lado del rio. Una vez realizado lo anterior podemos, ahora si, estar seguros de
que la solucién propuesta es adecuada.

Hasta ahora, sin decirlo, hemos seguido un método para resolver el problema;
sin embargo, es importante que conozcamos otros mas y sepamos diferenciarlos.
El problema anterior lo pudimos resolver de manera sencilla en forma mental,
para lo cual lo tinico que tuvimos que hacer fue imaginar el sistema con sus
relaciones de interdependencia y a través de estas representaciones mentales,
encontramos la solucion; en otras palabras, elaboramos un modelo “mental”
del sistema. A este método de solucién le llamaremos RESOLUCION MENTAL.
Sin embargo, no todos los problemas se pueden resolver tan facilmente, existen
problemas mucho mas complicados para cuya solucién necesitamos de otros
métodos.

Regresemos al problema inicial y con la finalidad de dejar mas claro el razo-
namiento que hemos seguido, resolvamos las siguientes preguntas:

;Cuantas veces tuvo que cruzar el viejo el rio?
Sila oveja no se comiera la alfalfa, ;cudntas veces cruzaria el rio?
3. ;Hay otras soluciones al problema?
sExiste una solucion mas corta?
Si ponemos alfalfa donde diga lobo y lobo donde diga alfalfa en nuestra
solucidn, ;obtenemos otra solucidon?

11
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Si intercambiamos alfalfa y oveja, ;es solucion?
4. ;Unicamente podemos resolver mentalmente nuestro problema?
5. ;De qué otra manera, diferente a la mental, podemos resolver el problema?

Preguntas como estas, corresponden a lo que en investigacion de operaciones se
conoce como andlisis de sensibilidad, las tltimas nos sugieren que existen mas
métodos de solucién y en caso de existir otras soluciones, la siguiente pregunta
obligada es ;cual es la mejor solucién o la solucién 6ptima?

Otro método de solucién es trasladarnos al lugar de los hechos y ahi encontrar
la solucién del problema. Esto es: trasladarnos al rio Balsas, conocer al viejo y
demas entidades del sistema, decirle al viejo cdmo pasar el rio, cuidando de que
no haya ningtin error y una vez que se encontrase en la otra orilla sano y salvo
con todas sus pertenencias, regresarnos. Este método de resolver el problema lo
llamaremos SOLUCION DIRECTA. Obviamente, este ultimo método presenta-
ria dificultades y en el supuesto de nuestro problema, nuestra simple presencia
modificaria el problema original del viejo.

Existe otro método que es muy utilizado en la soluciéon de problemas y al cual le
daremos el nombre de SIMULACION. Como su nombre lo indica, este método
consiste en hacer una representacion del sistema en cuestion, con personas,
objetos, etc., e interactuar con el modelo hasta encontrar la solucién, que supo-
nemos valida para el problema real.

Finalmente, un tipo de método muy importante y muy comun es aquel que
utiliza simbolos escritos en un papel. A este se le ha dado el nombre de método
SIMBOLICO. Asi, el método simbolico resuelve problemas a través de dibujos
y diagramas (simbolos), mediante los cuales se representan las entidades del
sistema, cuidando de utilizar simbolos diferentes para cada entidad distinta.

Por ejemplo, en nuestro problema del viejo podriamos representar los ele-
mentos del problema de la siguiente manera:

Representa al viejo % Representa la alfalfa
@ Representa al lobo Representa la barca
@ Representa la oveja Representa al rio

FI1GURA 1.1 Representacion del problema



De esta manera podriamos representar cada uno de los pasos a seguir en la
resolucion del problema; sin embargo, esto entrafa el problema de que algunos
de nosotros no sabemos dibujar bien, por lo que el modelado seria muy com-
plicado. Asi que busquemos simbolos mas sencillos de dibujar, por ejemplo, sus
iniciales (esto es: V, L, O, A, B, para designar al viejo, al lobo, la oveja, la alfalfa y
la barca) y usemos dos lineas verticales para representar al rio y una flecha para
indicar la direccién en que se efectda el cruce.

La solucion de nuestro problema quedaria:

Todos los personajes en una orilla del rio VLOA B
s p . LA BVO -
1. El viejo cruza el rio con la oveja LA B VO
. LA < VB (@)
2. El viejo regresa solo LAV B 0
. , A BVL > (@)
3. El viejo cruza el rio con el lobo A B VLO
4. El viejo regr nl j A € BVO L
. El viejo regresa con la oveja AOV B L
- § O BVA >
5. El viejo cruza el rio con la alfalfa 0 B VAL
6. El viejo regresa solo 0] < BV AL
7 Elviei . 1 . BVO > AL
. El viejo cruza con la oveja B VOAL

De esta forma, el viejo y sus pertenencias quedan a la otra orilla del rio. Si
observamos detenidamente nuestro modelo simbdlico, notamos que se puede
simplificar mas. Se deja de ejercicio esa simplificacion.

En conclusion, se puede decir que en cada uno de los modelos se sustituye cada
elemento de la situacion real por otro que lo represente. Por otro lado, las dife-
rencias entre los distintos modelos es que dado el nivel de abstraccion cada vez
se parecen menos al problema real, pero se gana en generalidad pues se puede
aplicar el modelo a otros problemas para su solucion.

OQIN3LINOD

13
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1.3. LA ABSTRACCION

En todos los métodos de solucion de problemas mencionados, se tiene en
comun la utilizacién de un modelo. En el método mental, nuestro modelo fue-
ron imagenes en nuestro cerebro. En el método directo nuestro modelo fue la
realidad misma (sin lugar a duda el mejor modelo). En el de simulacién, nues-
tro modelo consistié en representaciones del problema por medio de personas
o cosas, suponiendo que cada una de ellas guardaba entre si las mismas relacio-
nes que las del problema original y finalmente, en el método simbdlico nuestro
modelo consistié en simbolos en el papel.

Cabe resaltar que en los tltimos dos métodos (de simulacién y simboélico)
utilizamos distintos modelos.

Fijaremos nuestra atencion en los modelos simbdlicos: primero, representa-
mos la situacion del problema y sus personajes por medio de dibujos, por ello
nuestro modelo es de facil comprension para todos, pero tiene la desventaja de
ser muy laborioso, resulta casi imposible de construir a medida que el nimero
de variables y entidades aumenta.

Como segunda opcidn, utilizamos letras para representar a nuestros perso-
najes (letras relacionadas con ellos). Este modelo tiene la ventaja de que es facil
de elaborar y la desventaja de que, para entenderlo, necesitamos mds informa-
cion sobre el problema y requerimos un mayor esfuerzo mental, esto debido a
que nuestro modelo no se parece a la realidad.

1.4. MODELOS MATEMATICOS

Ya que se esta hablando de abstraccién, una manera de enfrentar y resolver
problemas como el planteado y algunos otros relativos al area de las ingenierias
y las ciencias exactas son los modelos matematicos.

En los capitulos de este libro nos enfocaremos a modelos que se refieren a
relaciones y ecuaciones lineales, asi como a algunas aplicaciones que publicadas
en libros de algebra lineal.

El dlgebra lineal es una rama de las matematicas que considera una serie de
fendmenos problemas cuyo comportamiento es lineal, es decir se puede expre-
sar como una recta, un plano, y conjunto de ellos y sus extensiones. Es un area
que se considera sumamente abstracta y por lo mismo no es muy popular entre
la gente ni en las universidades.



Por todo lo anterior se tiene como un objetivo general de este material, mostrar
los conceptos y la teoria, asi como ejemplos y ejercicios para comprender sus
mecanismos y vincularlos en la medida de lo posible a aplicaciones reales y
viceversa, como es que a través de problemas concretos se encuentra un uso de
estos modelos.

Los modelos matematicos se abordaran en los subsecuentes capitulos, en
el presente se da una vision general de modelado. Como veiamos con nuestro
caso hipotético otra manera de resolver problemas es usando modelos de simu-
lacién, cuya diferencia con los modelos de dlgebra lineal radica en su mayor
flexibilidad, asi como aleatoriedad.

Un enfoque diferente a la representacion por medio de modelos de siste-
mas (complejos) consiste en utilizar la simulaciéon. Los modelos de simulacién
difieren de otros modelos en que las relaciones entre la entrada y la salida no se
indican en forma explicita.

Un modelo de simulacion divide al sistema representado en modulos basi-
cos conectados por relaciones logicas bien definidas (en la forma si/enton-
ces). Por tanto, partiendo del mddulo de entrada, las operaciones de célculo
pasaran de un mddulo a otro hasta que se obtenga un resultado de salida. Los
modelos de simulacién, en comparacién con otros modelos, como ya se decia
anteriormente ofrecen una mayor flexibilidad en la representacién de sistemas
complejos.

1.5. MODELOS MATEMATICOS Y SIMULACION
Pero aqui cabe la pregunta: ;Qué es la simulacion?

Un concepto intuitivo es: simular, es representar, fingir, actuar. En la ciencia,
la industria y la educacién no es algo distinto: la simulacién es una técnica de
investigacion o ensefianza, que reproduce en forma semejante o aproximada los
eventos reales y los procesa con ciertas condiciones de prueba, definidas con
anterioridad. Desarrollar simulaciones de este tipo requiere de procesos mate-
maticos, que en algunos casos son complejos. Inicialmente, debe especificarse
un conjunto de reglas, relaciones y procedimientos operativos. La interaccion
de estos fendmenos crea nuevas situaciones o nuevas reglas que evolucionan al
desarrollarse la simulacién.
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La forma de implementar la simulacion va desde objetos muy sencillos como
papel y lapiz, hasta sofisticadas representaciones en computadora, con sistemas
interactivos de entornos casi reales.

Una definicién actual y adecuada de simulacién puede ser la siguiente:

Definicion 1.1

La simulacién es una técnica numérica para conducir experimentos en una
computadora digital, haciendo uso de graficos, animacién y otros disposi-
tivos tecnoldgicos; lo cual involucra ciertos tipos de modelos matematicos
y logicos, que describen el comportamiento de un sistema (o algin compo-

nente de éste) durante un cierto tiempo.
La otra pregunta es: ;Cudndo usar simulacién?
La simulacién es una de las técnicas administrativas mds frecuentemente usadas,
y todo parece indicar que su popularidad va en aumento. Para analizar las razo-
nes de su uso, es interesante explorar las alternativas existentes a la simulacion, es
decir, los diferentes métodos que pueden usarse para resolver el mismo problema:
1. Uso de algun otro tipo de modelo matematico de tipo analitico;
2. Experimentacion directa con el modelo real o con un prototipo de éste;
3. Uso de la experimentacion y la intuicién.

La figura 1.2 muestra un diagrama de decision para el uso de modelos.

Sistema

Experimentar ] Experimentar con un modelo
1

con el sistema rea del sistema

Modelo
matematico

Solucion analitica ] Simulacién

FIGURA 1.2
Uso de modelos

Modelo fisico




En realidad, si la solucion analitica es relativamente sencilla, siempre sera pre-
ferible a la simulacidn, ya que se considera al modelo general. Sin embargo, el
problema es que existen muchos sistemas que no generan problemas sencillos
de resolver, en este caso se recurre a la simulacion. Por ejemplo, se tienen las
colas o lineas de espera que involucran procesos aleatorios distribuidos en una
serie de componentes del sistema, los modelos de inventarios, de recursos com-
partidos, de prondsticos de series de tiempo, de comportamientos econdémicos,
esquemas de produccién, movimiento de vehiculos y dindmicas de cruceros
viales entre otros.

Otra ventaja de la simulacién es que se puede experimentar sin exponer a la
organizacion a los perjuicios de errores en el mundo real. Por ejemplo, algunos
bancos han cambiado su sistema de filas multiples a fila Gnica sin necesidad de
experimentar con los clientes, ya que esto podria tener consecuencias desagra-
dables si no funciona como se espera.

Por otro lado, es mas sencillo controlar condiciones experimentales en un
modelo de simulacién que en un sistema real. Podemos pensar en un modelo
de un crucero vial, donde puedan analizarse diferentes sincronizaciones de
semdforos sin afectar a los elementos reales, lo cual tendria un costo excesivo,
que podria llegar hasta lo invaluable de una vida humana.

En un modelo de simulaciéon es posible comprimir largos periodos de
tiempo y analizar el comportamiento en forma inmediata. Podemos visualizar
como sera la poblacién dentro de 30 afios y si los servicios de transporte seran
suficientes para satisfacerla.

Por supuesto, existen casos en los que el sistema que se quiere analizar ni siquiera
existe, de modo que, definitivamente lo ideal sera usar la simulacién o algin
método de tipo cualitativo. La simulacion no reemplaza a otras formas de expe-
rimentacion ni al juicio subjetivo, pero es una solucion alternativa conveniente.

La experiencia y la intuicion, asi como el profundo conocimiento de los

fenomenos, deberan ser ingredientes constantes para el éxito de los modelos de
simulacion.
Todo lo que se refiere a modelar ya sea con simulacién o modelos analiticos
tiene mucho que ver con los problemas en cuestién a resolver, en nuestro caso
nos centraremos a problemas cuyas alternativas de solucién son analiticas y no
requieren el uso de simulacién. Sin embargo, siempre es importante contar con
mas de una herramienta a la hora de proponer modelos ya que un paso impor-
tante en la solucion es la validacion del modelo.
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1.6. RESUMEN

Los modelos simbdlicos que utilizamos seran cada vez menos reales y mas
abstractos. En su elaboracién efectuamos un proceso de abstraccion.
Observe que, en los modelos que hemos construido, una vez que elegimos
un objeto o simbolo para representar una entidad, éste permanece sin cam-
biar a lo largo de todo el proceso. Esta es una caracteristica que todo modelo
debe satisfacer.

De los métodos de solucién que hemos visto, existe una gran diferencia
entre el método directo y los demas. En el método directo nosotros no cons-
truimos el modelo, el modelo en este caso es la realidad misma. Ademas de
las entidades que hemos considerado intervienen muchas mas como, por
ejemplo: hay rapidos o las aguas son tranquilas, el rio es ancho o angosto, es
de dia o de noche, etc., factores que sin lugar a duda intervienen y pueden
facilitar o dificultar la solucién del problema. En los demas métodos noso-
tros hemos construido el modelo, tomando de la realidad solo las entidades
que consideramos importantes y desechando las demas.

Otra consideracion importante es que, si en nuestro modelo nos equivoca-
mos en la busqueda de la solucion, lo Gnico que se habra perdido es tiempo
y un pedazo de papel, mientras que un error, en el método directo, implica
la pérdida de una de las pertenencias del viejo. Un error puede corregirse sin
mucha dificultad en los modelos, mientras que en la realidad dificilmente
podremos hacerlo, ya que la experiencia nos ha ensefiado que toda accién
conlleva un riesgo.

Se preguntaran ahora, ;De qué nos sirve resolver un problema en un modelo
si, como vimos en nuestro ejemplo, hemos olvidado algunos factores que
podrian imposibilitar la solucién (tal como la posibilidad de que caiga una
tormenta)? A lo que podriamos contestar: la solucién encontrada en nuestro
modelo nos sirve de guia para la accion, para intentar solucionar felizmente un
problema. Ademas, en nuestro modelo proponemos la solucion al problema
de cualquier viejo o joven, que se encuentre en esas condiciones y no solo en
el rio Balsas, sino en cualquier otro rio; proponemos la soluciéon no de uno,
sino de muchos problemas. Por esto la solucién en un modelo es mas general.
Podemos afirmar que entre mas abstracto es un modelo, mds generales son
sus resultados; es decir, se aplican a un mayor nimero de casos, pero tam-
bién hay que recordar que para elaborar e interpretar un modelo, entre mas
abstracto es mas dificil hacerlo.



7. Finalmente, no hay que perder de vista que existen diferencias sustanciales
entre resolver un problema en un modelo y resolverlo en la realidad. Lo que
significa que no debemos ser tan mecanicos en la aplicacion a la realidad de
una solucién obtenida a través de un modelo, ya que no podemos olvidar
que en la realidad la situacion es cambiante, por consiguiente, elementos
que en un principio desechamos al elaborar el modelo pudieron haberse
convertido en determinantes, modificando con ello las condiciones reales
del problema, lo cual imposibilita la aplicacion de la solucién encontrada.

1.7.NOTAS HISTORICAS

(Tomado de La historia de las matemadticas: de donde vienen
¥ hacia dénde se dirigen, Benjamin Galan Atienza, 2012)

Las matematicas son tan antiguas como el propio conocimiento humano. Se
puede apreciar en los disefios prehistoricos de utensilios de cerdmica, pinturas
en los que se aprecia la utilizacién de geometria.

También sabemos que el método de calculo de los primitivos consistia en el
uso de los dedos de las manos para contar y eso se ve reflejado en los tipos de
sistemas numéricos cuyas bases son de cinco y diez.

Mas tarde empezaron las civilizaciones a tener un pensamiento mas pro-
fundo sobre las matematicas.

Las primeras civilizaciones de la que se tiene constancia de la utilizacion de
las matematicas para su desarrollo fueron las civilizaciones egipcia y babilonica.

Egipto y Babilonia. Los primeros conocimientos de referencias de utilizacion
de matemadticas en una cultura datan del 3.000 antes de Cristo. Empezaron a
surgir en la zona de Egipto y Babilonia y posteriormente se fueron expandiendo
por todo el mundo. Esta cultura utilizaba las matemadticas como una pura arit-
mética. Se preocupaban un poco de la forma de los objetos y los diferentes
tipos de geometria, pero no utilizaban demostraciones matematicas y tampoco
tenian el concepto de la creacion de postulados, como referencia para avanzar
en la ciencia. Son unas matematicas practicas para los problemas de su sociedad.

Por otro lado, en oriente las matematicas también estaban teniendo un papel
importante en el desarrollo de las civilizaciones. Gracias a las rutas comercia-
les, se conocian los métodos matematicos en muchas partes del mundo. China,
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como relataremos a continuacion también fue una civilizacién basada en el
comercio y desarrolld las matematicas para asi poder potenciar, entre otras
muchas cosas, su crecimiento comercial.

Papiro de Rhind - Autor Ahmes - Fecha: aprox. 1650 a.C.

China. El inicio de las matematicas en el pueblo chino se puede comparar en
antigiiedad a las civilizaciones de Egipto y Mesopotamia. Uno de los primeros
descubrimientos que se conoce del pueblo chino, es el descubrimiento de las
horas solares. Este hecho viene incluido en la obra matematica llamada Chou
Peique data del 1200 a. C. Es la mayor obra matematica china y estd formada
por nueve libros o capitulos.

Esta compuesta por pergaminos y escritos independientes y recogen todos los
temas importantes para su pueblo planteados en 246 problemas especificos.
Este planteamiento de la resolucion de los problemas, también lo realizaron el
pueblo egipcio y el pueblo babilénico. El Chou Pei contenia problemas sobre
agricultura, ingenieria, comercio y también aparece en el capitulo 8 un logro
importante de cdmo resolver ecuaciones lineales, y sistemas complejos de cua-
tro ecuaciones con cinco incégnitas y ecuaciones indeterminadas.

Los chinos al igual que el resto de las culturas, necesitaban resolver los pro-
blemas de la vida diaria y sus matematicas reflejaban el modo de vida que tenian.
Sus actividades principales eran la agricultura, la ingenieria poco avanzada, y
adaptaron las matematicas para resolver problemas de impuestos. También uti-
lizaron las matematicas para problemas de ecuaciones, asi pudiendo resolver
teoremas como las propiedades de los tridangulos rectangulos.



Utilizaban un sistema de numeracién con operaciones semejantes a otras cultu-
ras. También conocian los nimeros negativos, pero no los aplicaban a las solu-
ciones de las ecuaciones y no los reconocian como resultados viables.

Uno de los descubrimientos matematicos mds importantes del pueblo chino
fue el método para resolver ecuaciones lineales. Inventaron el “tablero de cal-
culo” que descompone por colores los numeros positivos y los numeros negati-
vos y se utilizaba de una forma similar al abaco.

En la siguiente imagen, se puede apreciar en la esquina inferior izquierda, la
distribucion por colores de los nimeros positivos y negativos, y como lo repre-
sentaban en sus manuscritos.

Tablero de Calculo.
Obra Chou Pei autor
desconocido, S III a.

Chou Shi Hié desarroll6 el método algebraico en la edad media, que permitia
encontrar raices enteras y racionales, y aproximar decimalmente ecuaciones de
este tipo:

Pn(x) = asx*+ a3 X° + ay X* + a1x + ao

Otro gran logro fue el triangulo de Yang hui publicada en la obra Si Yuan Yu
Jian 1320, que consistia en la suma de progresiones y la combinatoria, y se cons-
truy6 el denominado “espejo precioso” que hoy se menciona como triangulo de
Pascal.
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Triangulo de Ydng
Hui, 1238-1298

Se puede apreciar como el pueblo chino, un pueblo que basa su sociedad en el
comercio adapta las matematicas a ello y no tanto a otros aspectos que engloba
esta materia. Durante estos procesos de evolucion de la matematica china, la
matematica babildnica y egipcia se iban expandiendo en los territorios proxi-
mos, influyendo en matematicas importantes como la griega, gracias a las rutas
comerciales en las cuales la evolucién de los pueblos sufre puntos de unioén.

Grecia. Los griegos dieron un paso que revoluciond el concepto de matematicas
y se adaptd al mundo actual. Fue la primera civilizacion en la que se estructuran
las matemadticas a partir de definiciones, axiomas y demostraciones.

Grecia tuvo tres principales investigadores dedicados a la geometria. Fueron
Euclides, Arquimedes y Apolonio y consiguieron revolucionar la geometria tal
y como hoy la conocemos. También se dedicaron a la astronomia e iniciaron
estudios muy reconocidos. En el ambito de la astronomia, los griegos utiliza-
ron el sistema babilonico de fracciones y realizaron las tablas de cuerda de un



circulo. Estas tablas relacionan el radio del circulo con la longitud de este en
funcién del dngulo y observaron la relacién que se producia. Estas tablas fueron
las bases hacia el futuro de la trigonometria. Las matematicas griegas fueron
bastante mas sofisticadas que las desarrolladas por otras culturas, debido aello y
a su proximidad con el resto de Europa influyeron en todo el mundo. Mas tarde
serian un modelo por seguir en la Edad Media, siguiendo un razonamiento
inductivo establecido por reglas, definiciones y teoremas.
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India. En los siglos I al VIII es cuando mas se desarrollaron las matematicas
hindues. Al ser una cultura muy religiosa, utilizaban las matematicas frecuen-
temente con el fin de conseguir crear unos monumentos arquitecténicos de
gran importancia y la realizacién de templos para adorar a sus dioses. Se vio
reflejada la utilizacion de sistemas decimales de numeracién como el resto de
culturas anexas a la suya. Hay cuatro matematicos indios que destacaron sobre
el resto en aquel momento. Son Aryabhata (476-550 d.C.), Brahmagupta (598-
660 d.C.), Mahavira (s. IX) y Bhaskara Akaria (s.XII). Lo mas relevante de esta
cultura es que utilizan reglas aritméticas para el calculo, empiezan a utilizar los
nimeros negativos y el cero, y aceptan los nimeros irracionales como solucio-
nes correctas.

También consiguieron resolver las ecuaciones tanto lineales como cuadrati-
cas y las raices las consideraban como deudas. Los indios crearon los métodos

OQIN3LINOD
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para resolver las ecuaciones llamadas diofanticas. Por otro lado, los drabes tam-
bién en esta época tenian una evolucién matemadtica considerable.

Arabia. Se suele creer que los nimeros conocidos como niimeros arabes son
de esa zona geografica, pero en realidad son hindues. Los arabes en esta época
estaban en plena expansion conquistando el mundo con la religion musulmana.
Llegando asi a la peninsula Ibérica y hasta los limites de China. Debido a estas
colonizaciones, el pueblo arabe iba adquiriendo la ciencia de los diversos pue-
blos a los que conquistaba y la hacia suya como tal.

El sistema numérico de los hindues era de un tipo posicional y cada nimero
tiene diferente valor en funcion de la posicién que ocupe. Los arabes evolucio-
naron el sistema de los hindues sobre las posiciones decimales y lo adaptaron
a las fracciones. En la imagen siguiente se puede observar cémo evoluciona la
tipografia numérica a lo largo de la historia.

Numeraciones

histéricas

Los arabes introducen por fin los nimeros tal y como los conocemos ahora
segun la posicion. El 5 vale cinco en unidades, en decenas un 5 significaria 50,
en centenas 500 y asi sucesivamente pero este tipo de numeracion no la utiliza-
ban pueblos como el griego o el babildnico, sino que fue adoptada por los arabes
que se dieron cuenta que el sistema hindd era mucho mas efectivo que el resto
de las numeraciones conocidas hasta el momento.

Un matematico persa llamado Omar Khayyam (1048-1131) descubrid
métodos para resolver raices cuadradas, cubicas y de cualquier indice gracias a
estas numeraciones. El mds conocido de los matematicos arabes es Mohammed



Ibn Musa Al-Khwarizmi (780-850) revolucionando el dlgebra y sus métodos de
calculo. Se continuaron las investigaciones de Arquimedes acerca de las dreas
y de los volumenes y también se evolucionaron los problemas de 6ptica. Habas
al-Hasib (792-870) y Nasir ad-Din at-Tusi (1201-1274) investigaron y crearon
diversos tipos de trigonometrias planas y esféricas utilizando la funcién seno de
los indios y el famoso teorema de Menelao de Alejandria (70-140).

Durante la Edad Media los trabajos de los arabes fueron los mas reconocidos
y tuvieron muchisima importancia junto con los descubrimientos anteriores de
Grecia. Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano o Leonardo Bigollo (1170-1250),
también llamado Fibonacci posteriormente se basaria junto con Fray Luca Bar-
tolomeo de Pacioli (1445-1517) en las matematicas de los drabes para realizar
sus estudios. Esto marcé una nueva época como es el Renacimiento, desarro-
llando sobre todo en Europa una gran cantidad de descubrimientos.

1.8. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Elviejoyelrio
a) Simplifique la representacion del problema del viejo y el rio que viene en
los apuntes
b) Suponga que no hubiera el problema de que la oveja se come la alfalfa
scudntas veces tiene que cruzar en este caso?.
c) ;Hay otras soluciones al problema? ;Cree que haya otra mas corta?
Invente otro problema que tenga la misma solucién abstracta que el del viejo y
el rio.

2. Version modificada del viejo y el rio
Las condiciones del problema son las mismas solo que ahora en medio del
rio existe una isla. Si de un extremo al otro del rio hay una distancia doble
que de cualquier extremo a la isla ;qué traslados tendra que realizar el hom-
bre para llevar todas sus pertenencias al otro extremo del rio, de tal forma
que tengan que recorrer la minima distancia sin que el lobo se coma a la
oveja y ésta tltima la alfalfa?

3. Los esposos celosos
Tres hermosas desposadas con sus celosos maridos se encuentran a la orilla
de un rio y deciden cruzarlo. El pequeiio bote que deben tomar para efectuar
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el cruce solo tiene cabida para 2 personas. Para evitar cualquier situacion
comprometedora debe disponerse las travesias de tal manera que no se deje
a ninguna mujer con un hombre, (en ningin momento) a menos que su
esposo esté presente.

Construya un modelo simbolico a través del cual indique como deben
cruzar el rio y conteste las siguientes preguntas:
a) ;Cuantas veces se cruza el rio?
b) Sisolo fueran dos parejas, ;cudntas veces se cruzaria el rio?
c) Sifueran cuatro parejas ;podrian atravesar el rio?

Reparto de cerveza

Tres comerciantes deben repartir entre si 21 barricas, de las cuales 7 estan
totalmente llenas de cerveza; 7 estan llenas hasta la mitad y 7 estan vacias. Se
pregunta, como dividir estas barricas de tal forma, que a cada comerciante le
corresponda la misma cantidad de cerveza y la misma cantidad de barricas,
sin pasar cerveza de una barrica a otra.

Repartiendo vino

Dos amigos tienen una jarra de vino de 8 litros desean repartirselo en partes
iguales. Disponen ademas de la jarra de dos vasos vacios, uno con capacidad
de 5 litros y otro de 3 litros. ;Cémo podran dividirse el vino en partes iguales
silos vasos no tienen graduacién?

Juan y sus hermanos

Juan tiene tres hermanitos; Pepito, Luisito y Jaimito; Juan tiene una moto en
la cual debe llevarlos de la escuela a su casa, pero solo puede llevar uno a la
vez. Sabiendo cémo es Pepito, Juan no quiere dejarlo solo con ninguno de
sus otros hermanos, porque es capaz de pegarles si él no esta presente para
cuidarlos. ;Cémo puede llevar Juan a sus hermanos a casa sin que se peleen?
;Existe algiin parecido entre el modelo utilizado en la resolucion de este
problema y el modelo empleado en el problema del viajero?

Una eleccién ordenada

La figura siguiente representa el pequefio huerto de un laborioso aldeano en
el que, como se ve, tenia éste plantadas 36 coles, formando cuadro con seis
plantas en cada fila y seis en cada columna.



Apareci6 entonces un comprador que deseaba llevarse seis coles, y el aldeano
las quiso escoger de tal forma que en el cuadro resultante siguiese habiendo
un numero par de plantas en todas las filas y también un nimero par en
las columnas y las diagonales. ;Qué plantas debio elegir para conseguir su
proposito?

. Una regla mnemotécnica sobre nt

El numero m, razén de la circunferencia al diametro, tan familiar a todos
los estudiantes, ha sido calculado por muchos autores, cada vez con mads
decimales. Mucho antes de disponer de la ayuda de las computadoras, el
matematico inglés W. Shanks (1812-1883) lo habia calculado, en 1873, nada
menos que con 707 cifras, y este valor figura grabado a lo largo del friso cir-
cular en que se apoya la ctipula del “Palais de la Decouverte” de Paris, si bien,
desgraciadamente, las 150 ultimas cifras decimales son erréneas. Para nin-
guna aplicacién practica son necesarias tantas cifras, bastando usualmente
los valores aproximados 3, 14 o 3,1416 o 22/7. De todos modos, como regla
mnemotécnica para recordar las primeras 32 cifras, se puede acudir a los
siguientes versos (originales del ingeniero R. Nieto Paris, de Colombia):

Soy m lema y razén ingeniosa

de hombre sabio, que serie precisa
valorando, enuncié magistral.

Por su ley singular, bien medido
el grande orbe por fin reducido
fue al sistema ordinario usual.

Se pide al estudiante que diga cual es la regla mnemotécnica que se siguid.
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9. La planta maravillosa
Sobre la superficie de un lago se encuentra una hoja de una planta acuatica
que cada dia duplica su superficie. En ocho dias se cubre asi toda la superfi-
cie del agua ;Cudntos dias habria tardado en cubrirse esta misma superficie
si el primer dia en vez de una sola hoja se hubiesen puesto en el lago dos
hojas iguales?



Capitulo 2
MATRICES

2.1. INTRODUCCION

El problema central del Algebra Lineal es la solucién de ecuaciones lineales
simultaneas; el caso mas importante y el mas simple, es aquél en que el nimero
de incdgnitas es igual al nimero de ecuaciones. Comenzaremos con dos ecua-
ciones lineales con dos incognitas x; y x2:

anxi+ anx,=b
an X1+ anx,=b,

Donde ai1, a1z, az1, az, b1y b, son nimeros dados. Cada una de estas ecuacio-
nes es la ecuacion de una recta (en el plano x; x,). La pendiente de la primera
recta es: —aii/aiz; y la pendiente de la segunda recta es: —az1/ax (siaiz# 0y
ax = 0). Una solucion de este sistema es una pareja de numeros (x;, x2) que
satisfacen el sistema.

Otra interpretacion consiste en observar el sistema en forma de columnas,
se tiene entonces:

ann ain b

X1 + X3 = b
az ann 2

Y aqui se trata de encontrar la combinacion de los vectores en el lado izquierdo
que dé como resultado el lado derecho.
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Recordando la definicién de vector, se tiene lo siguiente:

Definicion 2.1

Un vector es todo segmento de recta dirigido en el espacio. Cada vector

posee unas caracteristicas que son:

» Origen: También denominado punto de aplicacién. Es el punto exacto
sobre el que actua el vector.

» Modulo: Eslalongitud o tamafio del vector. Para hallarla es preciso cono-
cer el origen y el extremo del vector, pues para saber cual es el modulo
del vector, debemos medir desde su origen hasta su extremo.

» Direccién: Viene dada por la orientacion en el espacio de la recta que lo
contiene.

» Sentido: Se indica mediante una punta de flecha situada en el extremo
del vector, indicando hacia qué lado de la linea de accién se dirige el
vector. El sistema de referencia que usaremos, como norma general, es el
Sistema de Coordenadas Cartesianas.

Volviendo al tema de la solucién de un sistema de ecuaciones en el ejemplo
siguiente se ilustran estas dos interpretaciones.

Ejemplo 2.1
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

2x1+4x, =2 (1)
4x + 1lxp =1 (2)

Multiplicando la primera ecuacién por dos y restandola a la segunda se tiene:

4% + 8x, =4 (1)
dx;+ 11x, =1 (2)

De donde x, = -1 y x; = 3, entonces la solucién es (x1 , x2) = (3, -1), y geométri-
camente se representa en la figura 2.1.



FiGuUra 2.1
solucion 1
grafica de un
sistema de dos " 1 . .
. = .
ecuaciones —] \ . 1 \ . N X1

Si seguimos la segunda interpretaciéon geométrica, consideramos entonces las
columnas del sistema y no los renglones, y se tiene:

JUiEIEA

Como ya decfamos, se quiere encontrar la combinacién de los vectores en el
lado izquierdo que dé como resultado el lado derecho. Geométricamente se
representa en la figura 2.2:

FIGURA 2.2 solucién
geométrica de un
sistema de vectores

Multiplicamos el vector [2,4]" por 3 y su longitud se triplica:

HEH

Cuando el vector se multiplica por 1 su direccidn se invierte:

L)
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Geométricamente, al sumar vectores se coloca un vector al inicio de donde el
otro termina, o algebraicamente sumando sus componentes correspondientes:

32_14:2
4 11 1

Con ambos métodos se obtiene el mismo resultado x; =3 yx, = -1
Podemos plantearnos ahora las siguientes preguntas:

» ;Cuando tiene solucion el sistema?
» ;Cuantas soluciones tiene?

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2
Considere el sistema:

xl—x2=7
X2+ X=5

Si sumamos las dos ecuaciones obtenemos: x1=6 y x,=1. Esta es la solucion del
sistema, es decir, cumple con las dos ecuaciones y ademas es unica, lo que se
puede comprobar geométricamente:

FiGura 2.3
solucion unica de
un sistema de dos
ecuaciones con dos
incognitas



En la figura 2.3 se puede ver que la solucion es el punto de interseccion de las o
dos rectas. 5

z
Ejemplo 2.3 S

Considere el sistema:

X1 —X2 = 7 (1)
2% - 2x, = 14 (2)

Se puede ver claramente que la ecuacién (2) es resultado de multiplicar la pri-
mera por 2, de aqui tenemos que x; = x;-7.

Asi, el par (x1,x,-7) es una solucion al sistema para cualquier numero real x; por
lo tanto el sistema tiene un nimero infinito de soluciones, tantas como valores
pueda tomar x;. Por ejemplo, los siguientes pares son soluciones:

(7,0), (0,7), (8,1), (1,6), (3,4), y (2,9)
Lo podemos verificar geométricamente en la figura 2.4:
F1GURA 2.4 Infinidad de

soluciones para un sistema
de dos ecuaciones con dos

incégnitas
Ejemplo 2.4
Considere el sistema:
X1—=x2=7 (1)
2x1-2x, = 13 (2)

Si multiplicamos la primera ecuacién por dos, tenemos:

2X1—2X2 =14
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Contrariamente a lo que se afirma en la segunda ecuacion; por lo tanto, el sis-
tema no tiene solucién, como podemos ver en la figura 2.5:

F1GURA 2.5 Sistema
de dos ecuaciones con
dos incognitas sin
solucion

Considere nuevamente el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas:

anxi + anx;=b (1)
anXx1+ anx; = by

Si multiplicamos la primera ecuacion por a, y la segunda por a, tenemos:

A11022X1 + A12022%2 = Anby (2)
A12021X1 + A12a2% = A12b,

El sistema (1) y el sistema (2) son equivalentes. Esto significa que cualquier
solucién del sistema (1) es una solucidn del sistema (2) y viceversa. Restando la
segunda ecuacion de la primera en el sistema (2) se tiene:

(a11a22-a12021) X1=a22b1-a12b,

Si (a11 ax arz ax1) # 0, se puede dividir entre esta cantidad y se tiene:

axn by - anb,
xl = @ O
a1l d — dizds

Entonces se sustituye este valor en el sistema (D) y se procede a resolver para x,,
encontrandose asi la tinica solucion del sistema.



Definicion 2.2
Se define el DETERMINANTE DEL SISTEMA (1) como:

Determinante del sistema (1) = (a1 d2z a1z d21)

Y se ha mostrado que si el determinante del sistema (1) es diferente de cero,
entonces el sistema tiene una unica solucion. Si es igual a cero, no tiene solucién
o tiene un ndmero infinito de soluciones.

2.2. MATRICES

Como veremos mds adelante, la solucidon de un sistema de ecuaciones lineales
se trata eficientemente simplificdindolo en un arreglo que prescinde de las letras
y los signos de igual. El resultado es un ordenamiento de nimeros conocido
como matriz.

Definicion 2.3
Una matriz es un arreglo de datos ordenados en renglones y columnas, nor-
malmente entre corchetes o paréntesis. A una matriz con m renglones y n

columnas se le denomina matriz de m por n.

Las matrices son una herramienta fundamental para realizar célculos eficientes
en algebra lineal.

Por ejemplo:
1 -1
1 1
Es la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales:

X1—X2 = 7
X1+x2=5
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En general, A es una matriz de mxn si:

diln diz cct din
az1 4z *** AQap
A= :
Aml Am2 *** Amn

Si n=m, la matriz es cuadrada, y si n#m, la matriz es rectangular.

OPERACIONES CON MATRICES

Definicion 2.4

SUMA ALGEBRAICA DE MATRICES. Sean A y B dos matrices de orden mxn, la
suma o diferencia de ambas A+B es otra matriz C, de orden mxn, en la que
cada elemento de C es igual a la suma o diferencia de los elementos corres-
pondientes de A y B. Por ejemplo:

Ejemplo 2.5
Sean A y B como sigue:

123 g| 230
01 4 -1 25

Entonces A+B estd dada por:

A=

A+B=
0-1 1+2 445 -1 39

142 243 3+0] A+B:[ 35 3]

Dos matrices de distinto orden no se pueden sumar ni restar. La suma de matri-
ces A es otra matriz del mismo orden que A cuyos elementos son iguales a los
correspondientes de A multiplicados por k.



Ejemplo 2.6
Considere la matriz A como sigue:

Se tiene:

1

En particular, -A se conoce como la matriz opuesta de A.
1-2 1 -2 1 -2 3 -6
+ + =
23 2 3 2 3 6 9

Multiplicacion de matrices

A+A+A= =3A

Considere el sistema lineal:

le—3X2 =7
3x1-4x, =2 (3)

Los datos importantes para este sistema lineal estan contenidos en la matriz de
coeficientes:

2 -3
3 -4

Y el vector columna:

A=

A=

2

De las constantes que aparecen en el lado derecho.

Sea también:
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El vector columna de las incdgnitas del sistema (3). Es costumbre abreviar el
sistema (3) como:

Ax=b

O bien:

2 -3 X1 _ 7

3 -4||x 2
Esta multiplicacién sugiere la multiplicacién de la matriz A por un vector
columna x. Se define entonces:

Definicion 2.5
PRODUCTO PUNTO O ESCALAR. Dados dos vectores a y b con el mismo
nimero de componentes, el producto punto o escalar de a y b esta dado por:

ab= a bl + a; bz Feeet anbn

Es esencial diferenciar entre los conceptos de vector y numero. El término
escalar se suele utilizar en algebra lineal en lugar de niimero. El producto

punto también se llama producto escalar, pues a-b es una cantidad escalar.

Ejemplo 2.7
Efectte el producto escalar de los vectores a y b donde:

a) a=(1,-3,4)yb=(2,0,8)

Se tiene entonces: a-b=(1)(2) +(-3)(0) + (4)(8) =2+ 0+ 32 =34

b) a=(1,56)yb=(2,4)

Se observa que a-b no esta definido, ya que no tienen el mismo nimero de
componentes.

El producto AB de dos matrices A y B se forma tomando todos los produc-
tos punto posibles de los vectores renglén de A por los vectores columna de B.



Para que estos productos estén definidos, el numero de componentes de cada
renglén de A debe ser igual al numero de componentes de cada columna de B.
Si AB esta definido y A es de mxn, de modo que sus renglones tengan n compo-
nentes, entonces B debe ser de nxs para que las columnas de B tengan también
n componentes.

ai o din bu - blj bis

a0 Qo : : :
AB = (cj)= .

Am1 *** Amn bnl i bnj bns

En términos de sumatoria tenemos:
n
Cj = @in byj ++-+ ain byj = D ai by
k=1

AB estd definida solo cuando el nimero de columnas de A es igual al nimero
de renglones de B. La matriz producto tiene tamaio:

(Ntmero de renglones de A) x (Numero de columnas de B)

Ejemplo 2.8
Efectte el producto de las siguientes matrices A y B:

Ao |23 2 4 -1 2 5
4 6 2 B=| 3 0 1 1
5 3
Ape| 3 8 91
38 -10 4 20

2.3. PROPIEDADES DE LAS MATRICES

Las propiedades de las matrices nos permiten operar con ellas de tal manera
que los resultados sean correctos y no se hagan suposiciones que conlleven a
errores futuros.
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Consideremos ahora las siguientes propiedades de las matrices, donde se invo-
lucran la suma y el producto de estas.

1. AB+C)=AB+AC (primer propiedad distributiva).
2. (A+B)C=AC+BC (segunda propiedad distributiva).
3. A(BC)=(AB)C (propiedad asociativa).

Sin embargo:

4. AB#BA en general.
5. AB=0 no implica necesariamente que A=0 6 B=0.
6. AB=AC no implica necesariamente que B = C.

Si Ay B son dos matrices cuadradas y se verifica que AB = BA, dichas matrices
se llaman permutables o conmutativas.

Ejemplo 2.9
Sean las matrices A, B, Cy D como sigue:

) e <] o

Se tiene entonces que AB = ACy B#C:
3 4
6 8

Ademas: AD=0, con A=0 y D=0.

A=

AB=AC

Casos particulares de matrices cuadradas

Las matrices que se consideran en esta parte tienen una caracteristica especial al
aplicarse en estadistica, econometria y ecuaciones diferenciales por mencionar
algunas areas.



Definicion 2.6

Una matriz A de manera que A**'= A, siendo k un ntimero entero positivo,
se llama periddica. Si k es el menor niimero entero positivo para el cual
AF1=A, 1a matriz A tiene periodo k. Si k = 1, esto es: A*=A, la matriz A se
llama idempotente.

Ejemplo 2.10
a) Seala matriz A como sigue:

1 -2 -6
A=|-3 2 9
2 0 -3

Es periddica de periodo 2, ya que A° = A.

b) La matriz A es idempotente, esto es: A> = A, con A definida como sigue:

2 -2 -4
A= -1 3 4
1 -2 -3

Definicion 2.7

Una matriz A tal que A?=0 siendo p un niimero entero positivo se llama
nilpotente. Si p es el menor nimero entero positivo para el cual A? =0, la
matriz A es nilpotente de indice p.

Ejemplo 2.11
Sea la matriz A como sigue:

1 -2 -6
A=|-3 2 9
2 0 -3

Es nilpotente de orden 3, A* = 0.
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Definicion 2.8

MATRIZ TRANSPUESTA. La matriz transpuesta de una matriz A de orden
mxn es la matriz A’ de orden nxm que se obtiene permutando los renglones
por las columnas.

apn diz e A
dx dx **t Qop

A=| | : ;
L Aml Am2 *** OQmn
[ an ax - am
A= ap adx - am
L Ain  A2n ot Amn

Ejemplo 2.12
Encuentre la transpuesta de la siguiente matriz A:

123 b

— t_
A_[456] A=2 5
36

Observe que el elemento a;; de A (rengldn i, columna j) es el a;;de A (renglén j,
columna i). O bien, si

a
A= [a; - ay) Al=
an

El producto escalar de dos vectores columna <x, y> esta dado por:
G y>=xX'y=x1 )1+ X2 )2+t X
O bien: < Y>=Y'x=x1 )1+ X2 Y2+ F XYn

Dedonde:  x'y = y'x = 2 x;

i=1



Propiedades de las matrices transpuestas

Sean A’y B' las transpuestas de las matrices A y B respectivamente, y k un esca-
lar cualquiera; de aqui que:

a) (A =A
b) (kA)' =kA'

Ademas, se verifica que si A = A, entonces la matriz A es simétrica.

2.4. RESUMEN

1. Una matriz de mxn es una disposicion rectangular ordenada de nimeros
que contiene m filas y #n columnas.

2. Una matriz de mxles un vector columna con m componentes y una matriz
de 1xn es un vector fila con n componentes.

3. El producto punto del vector a, con componentes ai, a,-+,a, por el vector
b, con componentes by, b, --+,by,es el escalar:

ab=a by +ay by +-+ a,b,

4. El producto AB de una matriz A de mxn y de una matriz B de nxs, es la
matriz C de mxs cuyo elemento cjen la i-ésima fila y la j-ésima columna es
el producto punto del i-ésimo vector fila de A por el j-ésimo vector columna
de B. En general, AB#BA.

5. Si A=(a;)y B=(b;) son matrices del mismo tamario, entonces A+B es la matriz
de ese tamafio con elemento a;+bjen la i-ésima fila y la j-ésima columna.

6. Para cualquier matriz A y escalar r, la matriz rA se halla multiplicando cada
elemento de A por r.

7. La transpuesta de una matriz A de mxn es la matriz A' de nxm que tiene
como k-ésimo vector fila al k-ésimo vector columna de A.
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2.5. APLICACIONES DE MATRICES

En esta seccion se presentan dos aplicaciones de matrices tanto de teoria de
graficas como de teoria de juegos, la lectura de ellos es opcional en este libro,
sin embargo, se recomienda para tener una mayor idea de como se aplican las
matrices en la vida real, existen muchas otras aplicaciones, sin embargo, por
cuestiones de espacio nos enfocaremos solamente a estas dos.

2.5.1. TEORIA DE GRAFICAS
(Tomado de Aplicaciones de dlgebra lineal, Rorres y Anton (1977))

En muchos problemas de la ingenieria en particular y en general de diferen-
tes areas del conocimiento se tienen casos de conjuntos que tienen un nimero
finito de elementos que de alguna forma estan relacionados entre si.

Desde hace siglos los cientificos han hecho uso de ellas por ejemplo Los
tisicos tedricos han utilizado las graficas de multiples maneras. Por ejemplo, en
mecanica se utilizan graficas en las que los vértices representan moléculas, y
cuando dos de ellos son adyacentes indican algtn tipo de interaccion fisica, tal
como repulsion o atracciéon magnética. De manera similar, Feynman usé grafi-
cas en las que los vértices representan particulas fisicas, y las aristas trayectorias
de estas después de colisionar.

http://www.revistaciencias.unam.mx/es/86-revistas/revista-ciencias-67/747-
un-vistazo-a-la-teoria-de-graficas.html.

Kirchhoff también hizo descubrimientos en la teoria de graficas cuando inten-
taba resolver el sistema de ecuaciones lineales simultdneas obtenido por el paso
de corriente en cada circuito de una red eléctrica. Asi, abstrajo de la red eléctrica
—con sus resistencias, condensadores, inductancias y demas—, una estructura
consistente solo de puntos y lineas sin indicar el tipo de elemento eléctrico que
representaban. Mediante la “grafica subyacente” a la red eléctrica, not6é que el
problema original podia ser resuelto mas facilmente sin considerar los ciclos
que se formaban, utilizando lo que hoy conocemos como “arbol generador”.



http://www.revistaciencias.unam.mx/es/86-revistas/revista-ciencias-67/747-
un-vistazo-a-la-teoria-de-graficas.html.
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FIGURA 2.6 Arbol generador Fuente http://www.revistaciencias.unam.mx/es/86-
revistas/revista-ciencias-67/747-un-vistazo-a-la-teoria-de-graficas.html

Las graficas se utilizan al disefiar circuitos integrados impresos en chips de sili-
cdn, que son usados en dispositivos electronicos —ésta es una de las aplicacio-
nes mas importantes de lo que conocemos como graficas planas— que deben
ser disefiados de tal modo que las porciones conductoras no se crucen entre si.

-
LR
[EXRTNT ]

F1gura 2.7 Circuito integrado. Fuente http://www.revistaciencias.unam.mx/
es/86-revistas/revista-ciencias-67/747-un-vistazo-a-la-teoria-de-graficas.html

En investigacion de operaciones, las graficas juegan un papel relevante —ahi
se les conoce como redes y casi siempre son dirigidas, es decir, a cada arista se
le agrega “una flecha” que indica una direccién— vy se utilizan principalmente
para la planeacion de actividades y el disefio de sistemas de comunicacién o
distribucion de bienes y servicios. Por ejemplo, se pueden considerar conjuntos
de personas en una empresa, de animales en una granja, de paises a nivel poli-
tico y econdmico, de empresas, equipos deportivos o de ciudades. La relacion
entre dos miembros de un conjunto, A y B, pueden ser, que la persona A domine
a la persona B, que el animal A se alimente del animal B, que el pais A apoye

OQIN3LINOD
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militarmente al pais B, que la compania A venda su producto a la compaiiia B,
que el equipo deportivo A gane sistematicamente al equipo B, o que la ciudad A
tenga un vuelo directo a la ciudad B.

Las graficas estan relacionadas con las redes en su estructura y disefio, aunque
tienen objetivos diferentes, en las redes se tiene como objetivo encontrar el flujo
en la red y en la grafica el objetivo es una relacién de tipo estructural, en parti-
cular se estudiaran graficas dirigidas para lo cual se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.5.1 Gridficas Dirigidas

Una gréfica dirigida es un conjunto finito de elementos, Py, P,,::, Py, aso-
ciado a una coleccién finita de pares ordenados, (P;, Pj) formados por dos
elementos distintos del conjunto y sin que se repita ningtn par. A los ele-
mentos del conjunto se les llama vértices y a los pares ordenados, lineas diri-
gidas. La notacién P; > P; (léase P; se relaciona con P;) indicara que la linea
dirigida la (P; Pj) pertenece a la grafica. Se obtiene un diagrama de una
grafica dirigida, (Fig. 2.8), representando a los vértices como puntos de un
plano y a P; > Pjpor una linea, recta o curva, trazada del vértice P; al vértice
Pj, con una flecha que apunte de P;a P;. Silas expresiones P; > Pjy P; > P; son
simultdneamente validas (en cuyo caso se puede escribir P; <> P)), se traza
una sola linea entre (P; y P;) con dos flechas de sentidos contrarios (como

entre P, y P;) en la figura).

F1GURA 2.8 Diagrama de
una grafica dirigida

Observe, que como ocurre en la figura 2.8, una gréfica dirigida puede tener
“componentes” separadas debidas a grupos de vértices que solo se unen entre
ellos y que algunos vértices, como pueden quedar aislados. Ademas, como no
se permite la expresion , un vértice no queda unido consigo mismo mas que a
través de algtn otro vértice.

En la figura 2.9 aparecen tres diagramas que corresponden a otros ejemplos
de graficas dirigidas.



» FIGURA 2.9
Graficas dirigidas

A una grafica dirigida de n vértices, se le puede asociar una matriz de n, M=[m;],
que recibe el nombre de matriz de los vértices, en algunos libros se conoce como
matriz de adyacencia. Sus elementos se definen por medio de

1,si P;> Pj
mj; = 0, en los demds casos

Parai, j=1,2, - n.Alas graficas de la figura 2.9, les corresponden las siguientes
matrices de los vértices:

Figura 2.9(a) Figura 2.9(b) Figura 2.9(c)

Por definicién, las matrices de los vértices tienen las dos propiedades siguientes:
(i) Todos los valores de entrada son 0 6 1.
(ii) Todos los valores de entrada sobre la diagonal principal son 0.

Ejemplo 2.13
Una cierta familia esta formada por la madre, el padre, una hija y dos hijos. La
influencia o el poder que unos de sus miembros ejercen sobre los otros se des-
criben a continuacién: la madre sobre la hija y el hijo mayor, el padre sobre los
dos hijos, la hija sobre el padre, el hijo mayor sobre el hijo menor y el hijo menor
sobre la madre. Un modelo del patrén de influencia en esta familia se obtiene
con una grafica dirigida cuyos vértices son los cinco miembros de la familia. Si
el miembro A ejerce influencia sobre el miembro B, se escribird A->B.

En la figura 2.10 aparece la grafica dirigida resultante, donde los diferentes
miembros de la familia han sido llamados de la siguiente forma: madre por M,
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padre por F hija por D, hijo mayor por OS e hijo menor por YS. La matriz de
los vértices correspondiente es:

MF D OSYS
M[o 01 1 0]
F |0 00 1 1 F1GURA 2.10 Gréfica
DJ|o0o 10 0 O dirigida del ejemplo 2.13
OoS/0 0 0 0 1
YSL1T 0 0 0 O

En el ejemplo 2.13, el padre no tiene influencia directa sobre la madre, es decir,
F>M no es cierta. Sin embargo, tiene influencia sobre su hijo menor, quien, a
su vez, la tiene sobre la madre. Esto se escribe, F>YS>M, y se dice que haga una
liga de dos pasos entre Fy M. En forma analoga, M->D es una liga de un paso 'y
F>0S8>YS>M es una liga de tres pasos. Ahora, se vera la forma de determinar
el nimero de ligas de r pasos (r=1, 2, ---) que hay entre un vértice P;y otro P;
de una grafica dirigida cualquiera. (Se incluira el caso en que P; y P;coinciden.)
El nimero de ligas de 1 paso entre P; y P; es, simplemente m;;. Es decir, puede
haber ninguna o una liga de un paso de P;a P;, dependiendo de que m;;sea cero
o uno. El nimero de ligas de dos pasos se obtiene con el cuadrado de la matriz
de los vértices. Si (}%q) es el elemento de orden de (j, j) de M?, se tiene:
ij

7’}’15]2) = mj my; + mjp M; + e+ My Myj (251)
Ahora, si m;; =my; = 1, hay una liga de dos pasos, Pi»>P,>Pj, entre P; y P;.

Pero si una de las dos, m;; 6 my;, es cero, esta liga no se da. En consecuencia,
Pi>P>P; es una liga de dos pasos si, y solo si, m;; mij=1 . De forma semejante,
para cualquier valor k= 1, 2, ---, n, P;>Px>P; es una liga de dos pasos entre P;y
P; si, y solo si, el término mj my; del segundo miembro de (2.5.1) vale uno; en
caso contrario, el término es cero.

En consecuencia, el segundo miembro de (2.5.1) da el total de ligas de dos
pasos que hay entre P; y P;.

El mismo argumento se utiliza para obtener el numero de ligas de 3 pasos,
de 4 pasos, etc., que hay entre P; y P;. En general, se puede decir que:



Teorema 2.1
Si M es la matriz de los vértices de una grafica dirigida y

(r)

mii

es el elemento de

OQIN3LINOD

orden (i,j) de M, (;2'1 es el nimero de ligas de r pasos que hay entre P; y P;.
Ejemplo 2.14

La figura 2.11 es el mapa de las rutas de una pequena linea aérea que da servicio
a cuatro ciudades P, P,, P3, y P4. Como es una grafica dirigida, la matriz de los

vértices sera: P2
La matriz de vértices asociada es: Pl B,
0110
Mo 1010
11001 Py
0110
FiGURA 2.11 Griéfica de las
Ademds, las matrices M*y M’son: rutas de una linea aérea
2011 1 331
wpo| LT 2230
10220 14022
2011 1 331

Si se quiere saber cuantas conexiones hay entre las ciudades P,y P, lo que se

puede determinar mediante el teorema 2.1. Como 43 =1, hay una conexion o

liga de 1 paso; como (;%1) =1, hay una conexidén de 2 pasos; y como (Sn) =3, hay
43 3

tres conexiones de 3 pasos. Se puede verificar en la figura 2.9.

conexiones de 1 paso de P4 a Ps: Py> Ps

conexiones de 2 paso de Py a Ps: Py> P,> Ps

conexiones de 3 paso de P4 a Ps: Py>P;> P,> Ps
P,>P,> P> P;
Py>P;> P> P;
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Otra relacién interesante en la teoria de graficas es una asociacion que se define
de la siguiente manera:

Definicion 2.5.2 Asociacion

Un subconjunto de una grafica dirigida recibe el nombre de asociacion si

satisface las siguientes condiciones:

(i) El subconjunto contiene por lo menos tres vértices.

(ii) Para cada par de vértices P;y P; del subconjunto, son ciertas las expre-
siones P;>P; y P>P;.

(iii) El subconjunto es lo mas grande posible, es decir, no se puede agregar
otro vértice sin dejar de satisfacer la condicién (ii).

Esta definicién sugiere que las asociaciones son subconjuntos maximos den-
tro de las cuales existe una comunicacion perfecta. Por ejemplo, si los vértices
representan ciudades y P; >P; significa que hay un vuelo directo entre P;y P;,
entonces hay un vuelo directo entre dos ciudades cualesquiera, de la asociacion
y en cualquiera de las dos direcciones.

Ejemplo 2.15

La grafica dirigida que aparece en la figura 2.12 (que podria representar el mapa
de las rutas de una linea aérea) tiene dos asociaciones:

{Pb P, Ps, P4} Yy {P3, Py, Ps}

FiGURA 2.12 Rutas de una
linea aérea

Es importante aqui hacer otra definicién muy util en teoria de graficas.



Definicion 2.5.3 Clique
Es cualquier subgrafica de G=(V,E) isomorfa a la gréfica completa Kj, donde
1<i<n y n=|V|. Esto significa que siempre podemos particionar los vértices
de la gréfica en cliques.

Ejemplo 2.16
La grafica dirigida que aparece en la figura 2.10 (que podria representar el mapa
de las rutas de una linea aérea) tiene dos asociaciones:

{P1, P, P5, Pa} y {Ps, Ps, Pe}

En este ejemplo se observa que en una grafica dirigida puede haber mas de un
clique y que un vértice puede pertenecer simultaneamente a dos o mas de ellos.
Como en la figura 2.12.

En las graficas dirigidas simples, los cliques pueden encontrarse por inspec-
cidn, pero para los casos complicados conviene tener un procedimiento que
permita detectarlos. A continuacion, se analizard, un teorema que identifica a
los vértices que pertenecen a un clique y para ello se definira una matriz S= [sij]
que esta relacionada con una grafica dirigida de la siguiente forma:

) { 1, si Pi <> Pj
Sij = ,
0, en los demds casos
La matriz S determina una gréfica dirigida que se diferencia de la original en
que han desaparecido o se han eliminado, las lineas dirigidas que solo tienen
una flecha. Por ejemplo, si la grafica dirigida original es la que se ilustra en la
figura 2.13(a), la gréfica dirigida que tiene a S como la matriz de los vértices es
la que aparece en la figura 2.13(b). Como alternativa, S se puede obtener a partir
de la matriz de los vértices, M de la grafica original, haciendo que sij=1 cuando
mij=mji=1y en caso contrario, sij=0.

Usando la matriz S el teorema antes mencionado se enuncia de la siguiente forma:
Teorema 2.2

Si S?]- es el elemento de orden (i,j) de S*de, un vértice P; pertenece a algun clique
si, y solamente si, s;; # 0
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Ejemplo 2.17
Suponga que una grafica dirigida tiene por matriz de los vértices:

0111
1010
M=16101
1000
Entonces
0101 0302
1010 5 3020
S= N
0100 0201
1000 2010

Como todas las entradas a la diagonal de S’ son cero, por el teorema 2.2 puede
decir que la grafica no tiene cliques.

Graficas de dominacion

Hay muchos grupos de individuos o de animales en los que existe un orden
bien definido del sentido de la dominacién entre dos miembros cualesquiera.
Dados dos individuos cualesquiera, A y B, sucede que A domina a B o bien que
B domina a A, pero no ambas. En términos de una grafica dirigida, en la que
P;>P; significa que P; domina a P; para todas las parejas diferentes sucede que
Pi>P;0 que P; <Pj, pero nunca P; <>P;. En general, se puede dar la siguiente
definicién:

Definicion 2.5.4 Una grafica de dominacion
Es una grafica dirigida de tal forma que, para cualquier par de vértices, P;, y
P; se verifica que P; > Pjo que P; > P;, pero no las dos.

Un ejemplo de una grafica dirigida que cumple con esta definicién es la que
corresponde a una liga de n equipos deportivos en la que cada equipo juega solo
una vez contra todos los demds y donde no se permiten los empates. Si P; >P;
significa que el equipo José Antonio Sanchez Calderén o P;le gana al equipo P;



en la Gnica vez que se encuentran durante el torneo, de inmediato se ve la defi-
nicion 5.2.4 si se satisface. Por esta razon, a las graficas de dominacion, se les
suele llamar torneos.
En la figura 2.13 se muestran tres graficas de dominacién de tres, cuatro
y cinco vértices. En ellas, los vértices sombreados tienen una propiedad muy
interesante: cada uno de ellos se une, por medio de una liga de 1 o 2 pasos, con
cualquiera de los otros vértices de la grafica. En cierto sentido, estos vértices son
mas “potentes” que los que no tienen esta propiedad. En un torneo deportivo,
un vértice de tal naturaleza corresponde a un equipoA que le gana a otro equi-
poB, ademas, a un equipo que le gana a B.
P,
FiGUra 2.13 s [ [
Graficas de A
dominacién / \\
A 2 >

m Py I la I-F"I Iy

2.5.2. TEORIA DE JUEGOS
(Tomado de Aplicaciones de Algebra Lineal, Grossman (1988))
Juegos entre dos personas: Estrategias puras

La teoria moderna de juegos fue desarrollada en la década de 1940 por John von
Neumann y Oskar Morgenstern (1944), para dar un marco matematico general
a la economia. Las ideas principales de esta teoria se extrajeron de juegos bien
conocidos como el ajedrez, el bridge, el solitario, dominé y damas. La teoria
general se desarroll6 sin hacer referencia concreta a ningtin juego en particular.
La teoria de juegos se puede aplicar al analisis de cualquier comportamiento
competitivo, incluyendo los juegos ordinarios, la economia, la guerra y la com-
petencia bioldgica. En el estudio de la competencia bioldgica, la teoria de juegos
proporciona un marco conceptual atil para entender el comportamiento.
Muchos de los juegos mds conocidos tienen oponentes o competidores que
deben hacer una secuencia de movimientos de acuerdo con las reglas del juego.
En algunos juegos, los movimientos sucesivos se hacen con una informacién
completa sobre las oportunidades del oponente (como en el ajedrez). En otros
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juegos, los movimientos se hacen con informacién incompleta (como en el
bridge). Un jugador puede decidir sus movimientos al azar (por ejemplo, lan-
zando una moneda) o de manera deliberada considerando las jugadas posibles.
El juego puede terminar después de un nimero finito de movimientos con un
ganador y un perdedor. Generalmente hay un premio al ganador del juego, que
puede ser en efectivo o la mera satisfaccion de haber ganado. (El premio que
obtiene una especie en el juego ecolédgico es la posibilidad de seguir jugando).

Un juego se caracteriza por sus reglas. En algunos casos, el juego puede ser
tan complicado que resultara dificil descubrirlas. Considérese el problema de
determinar las reglas del ajedrez viéndolo jugar. Después de cuatro o cinco jue-
gos, se habran descubierto las reglas principales, pero seria necesario observar
muchos mas partidos para determinar el resto de las reglas. De manera simi-
lar, se pueden considerar las complejas interacciones que se dan en un sistema
social humano o de un sistema ecoldgico como un juego entre muchos jugado-
res y reglas dificiles de entender de manera completa.

Cuando ya se conocen las reglas de un juego, el problema consiste en deter-
minar la manera que tienen los jugadores de escoger sus movimientos y las
consecuencias de estos movimientos, en otras palabras, los jugadores deben
determinar sus estrategias analizando las reglas del juego. El resultado final de un
juego ordinariamente depende de manera critica de la selecciéon de movimiento
de todos los jugadores. En juegos complejos, puede ser imposible analizar todas
las posibilidades, en ese caso, los jugadores deben basarse en la experiencia, la
intuicidn, o en simples pruebas u errores para determinar sus movimientos.

En esta seccién se estudiara un juego simple entre dos personas llegando a
un nivel considerable de detalle. Los conceptos que se presentan y los resultados
deducidos para este juego forman un modelo de andlisis para juegos mas gene-
rales. Empezamos con tres ejemplos de juegos entre dos personas.

Ejemplo 2.18

Monedas emparejadas. Dos jugadores, R y C, colocan cada uno una moneda
frente a ellos, cubriéndola, y determinan si el lado expuesto de la moneda es
cara (H) o cruz (T). Ninguno de los dos jugadores sabe al principio que lado de
la moneda escogi6 el otro jugador. Entonces se descubren las monedas. Si las
dos muestran el mismo lado (las dos son caras o cruces), el jugador R paga $1
al jugador C. Si las monedas muestran lados distintos, el jugador C paga $1 al
jugador R. Este juego se puede describir en términos de una matriz de pagos.



Jugador C
H T
Jugador R = -1 L
T 1 -1

Si, por ejemplo, el jugador R escoge A y el jugador C escoge S, el jugador R gana
1 unidad (en este caso $1). Si los dos jugadores escogen A, pierde una unidad
el jugador R.

Ejemplo 2.19
Un Juego de Negocios. Los tinicos dos supermercados en Ciudad Central son
Grandes Ahorros y Alimentos El Gigante. El mercado al menudeo se surte
de estas dos empresas. Debido al incremento en los costos, Grandes Ahorros
quiere aumentar sus precios. Pero teme que si lo hace perdera parte de las ven-
tas en favor de Alimentos El Gigante. Por otra parte, si disminuye sus precios,
mientras Alimentos El Gigante aumenta los suyos, el aumento resultante de
las ventas compensara con creces las utilidades menores por articulo. Cada
empresa tiene tres alternativas: aumentar los precios, mantenerlos sin cambios
y reducir los precios.

Grandes Ahorros pueden controlar sus propios precios, pero no tiene con-
trol en lo que haga Alimentos El Gigante. Para ayudarle en la decision, contrata
a una analista de mercados independiente, que obtiene los daros de la tabla 1.

TaBLA 1. Alternativas de mercadeo para supermercados en competencia

Alternativas para
alimentos
“El Gigante” A M D
Aumentar | Mantener | Disminuir
Alternativas para precios precios precios
grandes ahorros
(A) Aumentar precios 2 2 -7
(M) Mantener precios 6 0 -3
(D) Disminuir precios 10 5 3

Los numeros de la tabla representan aumentos o disminuciones porcentuales.
Por ejemplo, si Grandes Ahorros mantiene sus precios Alimentos el Gigante
en favor de Alimentos El Gigante. Si Grandes Ahorros disminuye sus precios
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y Alimentos el Gigante en favor de Alimentos El Gigante. Si Grandes Ahorros
disminuye sus precios y alimentos El Gigante los aumenta, Grandes Ahorros
ganara el 10% del mercado.

Estos datos se pueden representar en la siguiente matriz de pagos.

Alimentos “El Gigante”
A M D
Grand A 2 -2 7
randes
Ahorros M 6 0 >
D 10 3
Ejemplo 2.20

Juego de Guerra. Durante la Segunda Guerra Mundial, ocurri6 una batalla cri-
tica, la Batalla del Mar de Bismarck, para controlar Nueva Guinea. El jefe de los
aliados, el general Kenney, tenia reportes de la inteligencia que indicaban que
los japoneses harian movimientos de tropa y convoyes del puerto de Rabaul,
en la punta oriental de la isla de Nueva Bretafa, a Lae, que esta justo al este de
Nueva Bretaiia en Nueva Guinea. El jefe de los japoneses tenia dos alternativas:
tomar una ruta pasando por el norte de Nueva Espaiia, o bien otra por el sur de
Nueva Bretafa. En la ruta por el norte, era casi seguro que la visibilidad seria
muy mala, mientras que en la ruta por el sur era probable que el clima estuviera
despejado. El viaje les tomaria tres dias por cualquiera de las rutas.

El general Kenney tenia la opcion de concentrar la mayor parte de sus avio-
nes de reconocimiento en una ruta o en la otra. Una vez localizado, el convoy
podria ser bombardeado hasta su llegada a Lae. En dias de bombardeo, el per-
sonal de Kenney estimaba para las distintas opciones los resultados que se dan
en la Tabla 2.

TABLA 2 Alternativas para los japoneses y los aliados (numero de dias bombardeo)

Opciones para
Opciones los japoneses Ruta Norte Ruta Sur
para los aliados
Ruta Norte 2 2
Ruta Sur

OQIN3LINOD



Una vez mas, estas opciones se pueden representar por medio de una matriz de

pagos.

Opciones para los japoneses
N S
Opciones para los N 2 2
aliados S 1 3

;Qué rutas se debieron escoger? Si el convoy japonés tomara la ruta norte, se
expondriaa 1 02 dias debombardeo. Si tomara la ruta sur, se tendria que enfrentar
con 2 o 3 dias de bombardeo. Parece mejor tomar la ruta norte. Desde el punto
de vista del general Kenney, si concentra sus fuerzas en el norte, garantizaria al
menos 2 dias de bombardeo; en el sur solo podria garantizar 1 dia de bombardeo.

Resulta que los dos comandantes escogieron la ruta norte, como se vera
proximamente, estas elecciones son consistentes con las previstas por la teoria
de juegos.

Estos ejemplos conducen a la siguiente definicion.

Definicion 2.5.5 Juego de Matriz

Sea A= g;; una matriz mxn). Considere un juego determinado por A entre dos

competidores Ry C (renglones y columnas) de acuerdo a las siguientes reglas.

1) En cada movimiento del juego, R escoge uno de los m renglones de A, y
C escoge una de las n columnas de A. Estas selecciones se hacen simul-
taneamente, y ninguno de los jugadores sabe de antemano la eleccién (o
movimiento) del otro competidor.

2) Si Rescoge el renglon iy C escoge la columna j, C debe pagar a R la canti-
dad aj;. Si a;; es negativo quiere decir que C recibe una cantidad -a;; de R.

Este es el juego de matriz mxn determinado por la matriz mxn denotada
por A=(ay;). El juego de matriz puede terminar después de un movimiento o
puede continuar durante cualquier nimero de movimientos. La matriz del

juego se llama matriz A=(a;) del juego o matriz de pagos.

Ejemplo 2.21
Describir los juegos de matriz correspondientes a cada una de las siguientes

matrices de pago.
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12

A=

@ -23)
1010

®) B=| 0-1 2 0
10 31

a) En estejuego de matriz 2x2, Ry C tienen dos opciones cada uno. Si R escoge
el primer renglén, R gana 1 si C escoge la primera columna, o 2 unidades si
X escoge la segunda columna. En el caso de que R escoja el segundo renglon,
pierde 2 unidades si C escoge la primera columna y gana 3 unidades si C
escoge la segunda columna. Si C juega racionalmente, escogera la primera
columna. En este caso, R deberia escoger el primer rengléon. Con estas opcio-
nes, R tiene la garantia de ganar al menos una unidad y C tiene la garantia de
no perder mas de 1 unidad.

b) En este juego de matriz 3x4, R tiene tres opciones y C tiene cuatro opciones.
Analizando las opciones posibles, es claro que la mejor opcion de C consiste
en escoger la segunda columna. Con esta opcioén, C tiene la garantia de no
perder. La mejor opcion de R esta en la eleccion del primer renglén. con
estas selecciones de entre las opciones posibles. No se da ningtin pago entre
los jugadores.

El juego general de matriz mxn es un ejemplo de suma cero entre dos personas,
ya que son dos los que compiten y la suma de sus ganancias es cero. Las ganan-
cias de un competidor equivalen a las pérdidas del otro.

Los dos jugadores de un juego de la matriz A= (a;;) dem x n de deben analizar
sus posibles movimientos y decidir en qué renglones o columnas jugar en movi-
mientos sucesivos. Una estrategia pura para R(o C) equivale a la decision de jugar
en el mismo renglén (o columna) en cada movimiento del juego. Se dice que el
jugador R(o C) esta usando una estrategia mixta si escoge mas de un renglén (o
columna) en movimientos distintos del juego. Si ambos jugadores usan estrate-
gias puras. El resultado de cada movimiento es exactamente el mismo y el juego
es completamente predecible. Por ejemplo, si R siempre escoge el renglén i y C
siempre escoge la columna j, en cada juego R recibe a; unidades de C. Cuando
se usan estrategias mixtas por alguno de los jugadores o por ambos, el juego es
mas complicado. Por ejemplo, si R decide jugar una estrategia mixta, hard su
seleccion aleatoriamente de entre los renglones para aumentar sus ganancias.



UN POCO DE TEORIA DE PROBABILIDADES

Suponga que se lleva a cabo un experimento. A cada resultado posible E del
experimento, le asignamos un nimero entre 0y 1. Este numero se llama la pro-
babilidad de que se dé el resultado E y se denota por P(E). Debe enfatizarse que
0<P(E)<1 Por ejemplo, si se lanza al aire una moneda no cargada, entonces
P(cara) = P(cruz) = %. Como otro ejemplo, una baraja tiene 52 cartas. De éstas,
13 son corazones. Asi que, si se escoge al azar una carta de la baraja, se tiene que:

P(corazon) =

Ul | =
S5
[N

En un experimento, la suma de las probabilidades de todos los posibles resul-
tados es 1. Un vector de probabilidades es un vector con componentes no
negativas y cuya suma de las componentes es uno. Los siguientes son vecto-
res de probabilidad: (%, 1), (%4, %2, 0, %) y (0.11, 0.23, 0.17, 0.08, 0.32, 0.09).

Una variable aleatoria es una funcién que asigna un numero a cada posi-
ble resultado de un experimento. El valor esperado, esperanza o la media, de
un valor aleatorio es un promedio pesado de los valores que se puede tomar
la variable aleatoria. Para calcular el valor esperado, se multiplica cada valor
de la variable aleatoria por la probabilidad de obtener ese valor. Por ejemplo,
supongase que los valores posibles de la variable aleatoria son 7, 5, -3, y 10, con
probabilidades P(7)=%, P(5)=%s, P(-3)=Y% 7y P(10)=Y1s. (Observe que estas
probabilidades suman 1.)

Se tiene:
Valor esperado = 7P(7) + 5P(5) + (-3)P(-3) + 10P(10)
=7(2/16) + 5(5/16) -3(8/16) + 10(1/16)
= (7+25-24+10)/16 = 25/16
Regresando a nuestra discusion de la estrategia.
;Cuando se usara una estrategia pura y cuando una mixta? Para dar respuesta a

estas preguntas necesitamos una mayor precision sobre lo que entendemos por
estrategia.



Definicion 2.5.6 Estrategia

Una estrategia para R en el juego de la matriz A=(a;) de m x n es un vector
de probabilidad p= (p; p> --* pm) donde p;es la probabilidad de una R juegue
escogiendo el renglén i para i= 1,2, -+-, m. Una estrategia para C un vector de

probabilidad de n componentes.

q1
qz

= | .

qn

Donde gjes la probabilidad de que X juegue escogiendo la columna j=1, 2,---, n.

Los jugadores R y C deben escoger sus estrategias p y 4. En otras palabras,
deben escoger las probabilidades p; y g; que determinen la frecuencia con la
que escogeran los distintos renglones y columnas. Por ejemplo, si Ry C escogen
el primer renglén y la primera columna de A en todos sus movimientos, estan
jugando las estrategias puras p= (10 --- 0) y:

Si Ry Cjuegan en todos los renglones y columnas con probabilidades iguales,
estan jugando las estrategias mixtas p= (1m 1/m --- 1/m) y:

QN= |~

S e

Cada vector de probabilidad de m componentes es una posible estrategia para R,
y cada vector de probabilidad de n componentes es una posible estrategia para C.



Para ver cuando se podria usar una estrategia pura, considere el ejemplo

siguiente:
6 2 3
Ae 6 5 4
1712
2 6 1

;Qué estrategia deben adoptar Ry C?

Solucion

R jugara de manera que la minima cantidad que pueda ganar sea tan grande
como sea posible (vuelva a leer esto ultimo). Si R juega en el renglén 1, ganara
al menos 2 unidades, independientemente de qué columna escoja C. Si R juega
en el renglén 2, ganard al menos 4 unidades. De igual forma, si R juega en el
rengldn 3 o en el renglén 4, ganard al menos -1 o 1 unidad, respectivamente.

Asi que su mayor ganancia minima serd de 4 unidades.
Pero ;como debe jugar C? C quiere minimizar su pérdida maxima. Si C juega en
la columna 1, puede perder hasta 7 unidades; C puede perder en la columna 2 a

lo mds 6 unidades y puede perder en la columna 3 hasta 4 unidades.

Escribimos estos nameros a continuacion:

El nimero 4 en la posicién 2, 3 es un minimo en su renglén y maximo en
su columna. Un nimero con esas propiedades y maximo en su columna. Un
numero con esas propiedades se llama un punto silla para la matriz de pagos A.
Cuando un nimero a;; es un punto silla, las estrategias 6ptimas para Ry C son,
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para R, jugar en el renglon i y para C, jugar en la columna j. Asi, en el ejemplo,
R debe adoptar la estrategia pura de jugar en el segundo renglén: p=(0100),y
C debe adoptar la estrategia pura de jugar en la tercera columna

Antes de abandonar este ejemplo, hacemos una observacién que puede simpli-
ficar los calculos. Cada niimero en el primer renglén de A es menor o igual que
la componente correspondiente en el segundo renglén de A. Es decir, 6<6, 2<5
y 3<4 . Por lo tanto, R nunca tendra que escoger el primer renglén porque para
él la eleccion del segundo renglén siempre sera una opcion al menos tan buena
como la eleccion del segundo renglén siempre serd una opcidn al menos tan
buena como la eleccién del primer renglon. El primer renglon constituiria lo
que se llama un renglén recesivo.

Similarmente, cada numero de la primera columna de es mayor que el
nimero correspondiente en la tercera columna de A. Es decir, 6>3, 6>4, 7>2y
2>1. Asi que C nunca escogera la primera columna, porque si lo hiciera, per-
deria ciertamente mas que si escogiera la tercera columna (recuérdese que la
ganancia de R es la pérdida de C).

La columna 1 es una columna recesiva. Se pueden eliminar los renglones y
las columnas recesivos en el analisis subsecuente. Al hacerlo, se obtiene la nueva
matriz de pagos A’

Igual que antes, 4 es un minimo en su reglén y un maximo en su columna y por
lo tanto un punto silla de A" El segundo renglén es recesivo, por lo que se puede
reducir atin mas la matriz para obtener

A,,_54
\6e 1



Entonces A"= G) ya que la primera columna de A" es recesiva. Continua-
mente de esta manera, se ve que el segundo renglon de A" es recesivo, por lo
que A" = (4).

Bosquejamos ahora una estrategia general para jugar un juego de matriz en
los casos en que se presenta un punto silla.

DETERMINACION DE LAS ESTRATEGIAS PURAS
PARA UN JUEGO DE MATRIZ

PASO 1 Eliminar todos los renglones recesivos y todas las columnas recesivas.

PASO 2 Encontrar el nimero minimo en cada renglén. Este se llama minimo
del renglon.

PASO 3 Encontrar el nimero maximo en cada columna. Este se llama méaximo
de la columna.

PASO 4 Buscar un punto silla. Este es un nimero que es a la vez un minimo
de renglén y un maximo de columna. Si aij es un punto silla, R debera
jugar en el renglon i y C debera jugar en la columna j. En este caso se
dice que el juego de matriz esta determinado estrictamente.

PASO 5  Sino hay ningun punto silla, R o C (0 ambos) debe usar una estrategia
mixta. El juego en ese caso no esta determinado estrictamente.

Ejemplo 2.22

Determine si el juego definido por la matriz de pagos dada en los siguientes
incisos es estrictamente determinado. En caso afirmativo, determinar las estra-
tegias Optimas para Ry C.

i o es

a “11 -5 0
2 -1 -2 516

Solucion

a) Ya que cada numero en el renglon 3 es menor o igual que el nimero corres-
pondiente en el renglén 2, el rengléon 3 es recesivo. De manera semejante,
cada numero en la columna 1 es mayor que el nimero correspondiente en
la columna 2, por lo que la columna 1 es recesiva. Eliminando el renglén 3 y
la columna 1, se obtiene:
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05 <= 0
13 < 1 Minimo del renglon

Maximo de la
columna

Puede verse que 1 es a la vez minimo en su renglén y maximo en su columna,
por lo que 1 es un punto silla y el juego es estrictamente determinado. Como 1 es
la componente 2, 2 de la matriz de pagos, las estrategias dptimas son p=(010) y

Es decir, R escoge el renglén 2 y C escoge la columna 2. *

b) No existen renglones ni columnas recesivos. Volviendo a escribir la matriz

de pagos se tiene:

1 6 2 1
4 2 3 2 <= Minimo del renglén
516 1

Miximo de la
columna=> 5 6 6

En este caso no hay ningtin punto silla porque no existe un niimero que sea a
la vez un minimo en su renglén y un maximo en su columna. El juego no estd
estrictamente determinado y se requiere usar una estrategia mixta.

c) Elrenglon 2 es recesivo, asi como la columna 1. La matriz de juego se reduce
a (0 5) en donde 0 es un punto silla. Obsérvese que la matriz de pagos tiene
dos ceros, pero tiene dos ceros, pero solo uno de ellos, el que esta en la posi-
cion 1, 2, es un punto silla. El juego esta estrictamente determinado y las
estrategias dptimas son p(1 0) y:

0
q= | 1
0

Asi que R juega en el renglon 1y Cjuega en la columna 2.



2.6. NOTAS HISTORICAS

El término matriz se menciond por primera vez en la
literatura matematica en un articulo de 1850 de James
Joseph Sylvester (1814-1897). El significado usual no téc-
nico de ese término es “lugar donde algo se crea, produce
o desarrolla”. Para Sylvester, entonces, una matriz (defi-
nida como “un ordenamiento oblongo de términos”) era
una entidad a partir de la cual uno podia formar varias
porciones cuadradas para producir determinantes. Estas
ultimas cantidades, formadas a partir de matrices cua-
dradas, eran bastante bien conocidas en esa época.

La multiplicacién de matrices se origind en la com-
posicion de sustituciones lineales. Aunque hay indicios
de dichas ideas en el trabajo de Euler y Lagrange, fue
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) quien las estudio de
modo exhaustivo en su trabajo de 1801, Disquisitio-
nesArithmeticae, en conexion con formas cuadraticas
(funciones con dos variables de la forma Ax2 + 2Bxy +
Cy2). En particular, una sustitucion lineal de la forma:

x=ax'+by'y=cx'+dy' (1)

Convierte una de dichas formas F en x e y; en otra forma, F' en x', y" Si una
segunda sustitucion:

X'=ex+fy'=gx"+hy" (2)
Transforma F'en una forma F"en x", y" entonces la composicion de las sustitu-
ciones, hallada al reemplazar x’, y"en (1) por sus valores en (2), da una sustitu-
cion que transforma F en F™

x = (ae+bg)x + (af+bh)y = (ce+dg)x" + (cf+dh)y” (3)

La matriz de coeficientes de la sustitucion (3) es el producto de las matrices
de coeficientes de las sustituciones (1) y (2). Gauss realiz6 una composicion
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analoga de sustituciones para formas con 3 variables, que da la multiplicacién
de matrices de 3x3.

A Gauss se le suele llamar “principe de las matematicas”, pues durante una
larga carrera cientifica hizo importantes contribuciones a campos tan variados
como teoria de los nimeros, algebra, geometria, analisis complejo, astronomia,
geodesia y mecanica.

TEORIA DE GRAFICAS

La rama de las matematicas que estu-

dia estos objetos se conoce como teoria

de gréficas, y surgié en el siglo XVIII,

época en que los matematicos veian en

las graficas un simple divertimento. Es

por eso que no resulta sorprendente que

gran parte de los resultados obtenidos

inicialmente en esta drea hayan surgido a partir de acertijos y pasatiempos. Fue

hasta la dltima mitad del siglo pasado cuando el interés por la teoria de gra-

ficas se incrementd notablemente. Desde luego, las razones de tal fendmeno

son muchas, aunque otra vez su versatilidad parece ser determinante: se ha

encontrado una enorme diversidad de aplicaciones de la teoria de gréficas en

muchas areas del conocimiento. Asi, la vemos haciendo aportaciones en biolo-

gia, ingenieria civil, arquitectura, genética, economia, antropologia, lingiiistica,
quimica, fisica, economia y por supuesto en otras
areas de las matematicas.
En 1857 Cayley descubrié una importante clase de
graficas, llamadas arboles en la quimica organica

y las usé para representar los isdémeros de los hidro-

carbonos saturados. De este modo Cayley descubri6

cuantos isémeros (es decir cudntos arboles) existen

para un numero dado de dtomos de carbono.

Historia de la Teoria de Juegos. La nocion mas anti-
gua de un juego se encuentra en el Mabinogion, una
coleccion de cuentos populares galeses (siglos XI-XIII).
Hay un relato en el que dos reyes que estan en guerra



juegan al ajedrez, mientras que sus ejércitos batallan en las proximidades. Cada
vez que un rey se come una pieza llega un mensajero para informar al otro
que ha perdido un hombre importante o una division. Al final un rey da jaque
al otro. http://herzog.economia.unam.mx/profesores/blopez/juegos-Introduc-
ci%C3%B3n.pdf

John Von Neumann (1903-1957) Fue un matema-
tico hungaro-estadounidense que realizé contri-
buciones fundamentales en fisica cudntica, andlisis
funcional, teoria de conjuntos, ciencias de la com-
putacién, economia, analisis numérico, cibernética,
hidrodindmica, estadistica y muchos otros campos.
Desde la década de 1920 estuvo trabajando en la

estructura matematica del poker y otros juegos, pero

enseguida vio que sus teoremas podian ser aplicados a economia, politica, rela-
ciones internacionales, etc. No fue hasta 1944, cuando Von Neumann y Mor-
gensten, publicaron su libro Teoria de Juegos y Comportamiento Econémico,
que incide en el desarrollo de la programacion lineal y la teoria de la decision
estadistica de Wald. John Von Neumann demostré matematicamente que siem-
pre hay un curso racional de accién para juegos de dos jugadores, con inte-
reses completamente opuestos (uno gana y el otro

pierde). Esta prueba es conocida como el Teorema

Minimax. http://herzog.economia.unam.mx/pro-
fesores/blopez/juegos-Introducci%C3%B3n.pdf

Emile Borel (1871-1956) En 1921 el matematico
francés, EB, hizo publicos varios articulos sobre
la théorie du jeu (“Game theory and left symetric
core integral equations”). Borel usé el péquer como
ejemplo, y analizd el problema del faroleo. Borel
reparé en las posibles aplicaciones econdmicas y
militares de la teoria de juegos.

Plante6 las cuestiones esenciales de la teoria de juegos: ;para qué juegos
existe la mejor estrategia, y de qué manera puede uno buscar esa estrategia?
Como matemadtico, era conocido por su trabajo fundacién en las areas de la
teoria de la medida y la probabilidad. http://herzog.economia.unam.mx/profe-
sores/blopez/juegos-Introducci%C3%B3n.pdf
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John Forbes Nash (1928-2015), Economista y
matematico estadounidense. Extraordinariamente
dotado para el analisis matematico, Nash desarro-
116 investigaciones en torno a la teoria de juegos,
que le valieron el Premio Nobel de Economia en
1994, junto a John Harsanyi y Reinhard Selten.
Ingreso en el Carnegie Institute of Technology,
en la actualidad Universidad Carnegie-Mellon de
Pittsburgh, con la intencién de estudiar ingenie-
ria quimica; pero tras cursar algunas asignaturas
de matematicas, acepto la sugerencia de sus profesores de orientar su carrera
hacia esta materia. En 1948 obtuvo el grado de licenciado en matematicas y tras
recibir varias ofertas para realizar el doctorado, se decidi6 por la Universidad
de Princeton.

A lo largo de sus estudios doctorales mostro interés por diversos campos de
estudio, como la topologia, el dlgebra geométrica o la teoria de juegos. En 1949
y como parte de sus investigaciones publicé en la revista Annals of Mathematics
un articulo titulado “Non-cooperative Games”, en el que se recogian las ideas
principales de su tesis, que presento el siguiente aflo en Princeton. En dicho
articulo se exponian los puntos basicos sobre las estrategias y las posibilidades
de prediccion del comportamiento que se da en juegos no cooperativos con
informacién incompleta.

Una vez finalizada su tesis, trabajo durante unos meses para la Corporacion
RAND, que estaba muy interesada en sus conocimientos de la teoria de juegos
para aplicarlos a la estrategia militar y diplomatica. Volvi6 a la Universidad de
Princeton poco después, lo que no resulté impedimento para que colaborara de
forma esporadica con la Corporacion RAND. En 1952 se incorpor6 al cuerpo
docente del prestigioso Massachusetts Institute of Technology (MIT), donde
realizé una importante labor de investigacion sobre variables algebraicas reales
multiples.



2.7. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sean Ay B matrices de orden 4 x 4 cuyos valores desconocemos, pero se nos
dice que DA=DB para toda matriz diagonal ;Es cierto que A=B? Justifique
su respuesta.

2. a) Demostrar que, si A es una matriz Yy X es un vector rengl()n, entonces xA,
si esta definido es de nuevo un vector renglén.
b) Demostrar que, si A es una matriz e y es un vector columna, entonces Ay,
si estd definido es un vector columna.

3. Calcule los productos de las siguientes matrices:

a) [a b a[3_
c d||T &

1 -3 212 5 6
b) |3 -4 1|1 2 5
2 -5 3]l1 3 2

¢) | cosa -sena|"
sena  cosa

al b O k
d) .o
L0 - ay
1 .- 013
e) A=|: :
0 -1

Donde A es de orden n.

4. ;Como se altera el producto AB de las matrices A y B si
a) Seintercambia la i-ésima y j-ésima filas de la matriz A?
b) Alai-ésima fila de la matriz se le aflade la j-ésima fila multiplicada por
el escalar C?
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5. Construir la matriz de los vértices de cada una de las gréficas dirigidas que
aparecen en la figura siguiente:

6. Trazar un diagrama de una gréfica dirigida que corresponda a cada una de
las siguientes matrices de los vértices.

0110 00100 010101
@ 1000 ®|10001|(|100010
0000 01011 000000
1010 00000 110010
11100 000101

) . 010010

7. Sea M la siguiente matriz de los vértices de una grafica dirigida:

0111
1000
0101
0110

a) Trazar un diagrama de la grafica.

b) Aplicar el teorema 2.1 para obtener el nimero de ligas de 1, 2 y 3 pasos
que unen al vértice P; con el vértice P,. Verificar la respuesta listando
todas las ligas, como se hizo en el ejemplo 2.3.

c) Repetir (b) para ligas de 1, 2 y 3 pasos que conectan a P; con P;.
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) Capitulo 3
SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

3.1. INTRODUCCION

A menudo se compara la tarea de los matematicos con la de los criminalistas
que, forzosamente, tenian que hacer prender una incognita. Hay, sin embargo,
un aspecto en el que esta comparacion nos deja abandonados en el problema:
cualquier tribunal reputara de mucho mas dificil la captura de un malhechor
solitario, que solo se confia a si mismo prescindiendo de complices peligrosos;
una gran banda de ladrones se traiciona a si misma mucho antes. En las mate-
maticas y en particular en el algebra lineal, por el contrario, cada nueva incog-
nita nos hace la vida considerablemente mas dificil.

Imaginemos para empezar, con un ejemplo numérico sencillo:
xX+y=062

x e y son dos nimeros desconocidos, que precisamente tratamos de encon-
trar. Pero, evidentemente, esta exigencia esta completamente indeterminada,
puesto que hay toda una serie de numeros que satisfacen a la ecuacién, como,
por ejemplo: x=1, y=61; x=6, y=56; x=70, y=-8, por no hablar de la avalancha
de fracciones. Hay pues una infinidad de pares de nimeros, x, y que repre-
sentan soluciones a la ecuacidn; la cosa tiene asi poca apariencia de problema
matematico.

El caso recuerda aquella otra pregunta: Entre mis amistades hay un matri-
monio que entre los dos suman 62 anos. ;Qué edad tiene cada uno de ellos?
La cuestion cambia enseguida cuando se agrega una segunda condicién, por
ejemplo, que la diferencia de sus edades es de dos afios. Con ello el problema
queda determinado y se tiene un sistema de ecuaciones lineales. Este problema
o ejemplo tan simple da lugar a un sistema, mismo que podemos encontrar en
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problemas con mds incognitas y mas ecuaciones referidas por ejemplo a restric-
ciones industriales.

En este capitulo analizaremos mds de cerca lo referente a sistemas de ecua-
ciones lineales y sus soluciones.

3.2. ELMETODO DE REDUCCION DE GAUSS
Recordemos nuevamente que se busca resolver sistemas de ecuaciones lineales
cuadrados, es decir: con el mismo numero de ecuaciones que de incdgnitas, en
este sentido el método de reduccion de Gauss ha mostrado ser altamente efi-
ciente y a continuacion se presenta.
Sea el sistema:
an Xy t+apXxXy+ - +aduXxX,= b]
A1 X1+ A X2 + -+ + A2nXn = by (3.1)
An X1+ A2 X2 + +o» + Aup Xy = bn
Este sistema esta completamente determinado por su matriz de coeficientes
A=(ay) y el vector columna b con i-ésimo elemento b;. La matriz aumentada se
denota (A/b) y se escribe:
air  di2  4in bl
arz an A bz (32)
anl [22%) Ann bn
El vector columna
X1
Xn

Cuyas componentes satisfacen el sistema (3.1) es una solucién de dicho sistema.

Es facil ver que las soluciones del sistema (3.1) son las mismas que las de cual-
quier sistema obtenido de (3.1) por los siguientes procedimientos.



1. Intercambio de dos ecuaciones.

2. Multiplicacién de una ecuacion del sistema (3.1) por una constante #0.

3. Sustituciéon de una ecuacion por la suma de si misma con un mdltiplo de
una ecuacién diferente del sistema.

Aplicados al sistema (3.1), estos procedimientos corresponden a las operacio-
nes elementales en las filas que se aplican a toda la matriz aumentada (3.2).

Para resolver el sistema (3.1) mediante el método de Gauss, tratamos de usar
operaciones elementales en las filas para reducir la matriz (3.2) a una matriz de
la forma:

Uuiln Uiz Uin C1
Uxy U (%)

unn Cn

Donde la parte cuadrada U a la izquierda de la particion tiene entradas igual a
cero debajo de la diagonal principal. La matriz de coeficientes A original del sis-
tema (3.1) se transforma en una matriz triangular superior U con ceros debajo
de la diagonal principal. El sistema se convierte en:

Ux=c
Si una matriz B se puede obtener de una matriz A a través de operaciones ele-
mentales en las filas, entonces B es equivalente por filas a A. Por lo cual las

matrices A y U descritas antes son equivalentes por filas.

Ejemplo 3.1
Si se tiene la matriz triangular superior aumentada:

-5 -1 3 3
0 3 5 8
0o 0 2|4

Encuentra la solucion del sistema.
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Solucion
Las ecuaciones correspondientes serian:

-51-x%+3x3=3
3x;+5x3=8
2X3=—4

De la tltima ecuacidn se tiene que x3 = -2; sustituyendo enla segunda ecuacion
se tiene:

3%, +5(-2)=8

Ydeaqui x=6

Sustituyendo x, y x3 en la primera ecuacion se obtiene:
5x,-6+3(=2)=3

Y deaqui: x=-3

Asi, la solucién es x* = [-3, 6, -2]. Este procedimiento recibe el nombre de sus-

titucion regresiva.

Ejemplo 3.2
Resuelva el sistema lineal a través del método de Gauss con sustitucion regresiva:

X2 — 3X3 =-5
2x1+ 3%, -x3=7
4x1+ 5x, - 2x3= 10

Solucion
Se reduce la matriz aumentada por medio de operaciones elementales en las

filas. Los pivotes se encierran en un circulo.

Se intercambian las filas 1 y 2:

OQIN3LINOD



Se suma la fila 1 multiplicada por -2 a la fila 3:

2 3 -1 7 2 3 -1 7
0 1 -3 |-5|= 0 -3 | -5
4 5 -2 10 0 -1 0 |4

2 3 -1 7 2 3 -1 7
0 1 -3 |-5| = o 1 -3 |-5
0 -1 0|4 o o0 -3 1-9

De la dltima matriz obtenemos, por sustitucion regresiva:

X3=3 x,=4 x1= -1

Reduccion de Gauss a la forma triangular superior:

Caso de solucién tnica

PASO 1 Sila entrada superior de la columna 1 es cero, entonces efectuar una

operacion de intercambio de filas para obtener un elemento distinto

de cero en la parte superior de la columna. Siempre es posible esto

en el caso de solucién unica. Llamamos pivote al elemento elegido

distinto de cero.

PASO 2 Efectuar operaciones elementales en las filas de tal forma que las filas
inferiores resultantes tengan cero como primer entrada.

PASO 3 Después del paso 2, la matriz tiene la forma:

Uin Uiz e Uim €

0 x -« x x (3.3)
0

0 X X X

Y la primera columna esta en la forma que queremos. Se elimina (mentalmente)
la fila superior y la primera columna de la matriz (3.3), dejando la parte enmar-
cada de ésta. Se vuelve al paso 1 con esta matriz mas pequeia y se repite el
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procedimiento para componer la siguiente columna. Se continta hasta obtener
la forma triangular superior.

3.3. ELMETODO DE GAUSS-JORDAN

Una matriz cuadrada estd en la forma diagonal si todas las entradas fuera de
la diagonal principal son cero. El método de Gauss-Jordan es un avance del
método de Gauss y usa operaciones elementales en las filas para reducir la parte
izquierda de una matriz aumentada a la forma diagonal con todos los pivotes
iguales a uno, es decir, a la matriz identidad o idéntical.

Suponga, por ejemplo, que una matriz aumentada se reduce a la forma:

Se ve de inmediato que la solucidn al sistema original esta dada por:
x1=9 X=7 x3= -1

Ejemplo 3.3
Encuentre, mediante la reduccion de Gauss-Jordan, la solucion del sistema:

X1 -2X+Xx3=7
2x1 -5x,+2x3=6
3x1+2x%-x3=1

Solucion
1. Se suma la fila 1, multiplicada por -2, a la fila 2 y se suma la fila 1, multipli-
cada por -3, ala fila 3:

1 -2 1 7 1 -2 1 7
2 -5 2 |6 |=|0 -1 0 -8
3 2 -1 1 0 8§ -4 -20



2. Se multiplica la fila 2 por -1:

3. Sesuma la fila 2, multiplicada por 2 a la fila 1 y se suma la fila 2, multiplicada
por -8 alafila 3:

1 -2 1 7 1 0 1 23
0 1 0 8§ |=10 1 O 8
0 8§ -4 |-20 0 0 -4 |-84

4. Se multiplica la fila 3 por -%
1 0 1 23 1
0 1 0 8§ |=|0 1 O 8
0 0 -4 -84 0

5. Sesuma la fila 3, multiplicada por -1, ala fila 1:

1 0 1] 23 1 0 0] 2
0 1 0 8|1=]0 1 0} 8
0 0 1721 0 0 1]21

De aqui se observa que la solucidn es:

x1=2 x,=8 x3=21.

3.4. SISTEMAS CON LA MISMA MATRIZ DE COEFICIENTES
Dados dos sistemas lineales Ax=b con la misma matriz de coeficientes A, pero
distintos vectores columna b, suponga que queremos resolver los dos sistemas

simultdneamente:

Ax=b Ay=10
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En lugar de resolver uno después de otro, es mas eficiente tomar una sola matriz
aumentada con la matriz de coeficientes Aa la izquierda de la particiéon y aumen-
tarla con dos vectores columna b y V', a la derecha de la particién. Entonces se
reduce esta matriz partida de modo que la parte izquierda tenga forma trian-
gular superior o diagonal, resolviendo asi ambos sistemas simultaneamente.

Ejemplo 3.4
Resuelva los sistemas lineales utilizando el método de Gauss-Jordan.

2x1-4x, =-10
X1-30+xs=-4

X1 -X3+2x4 =4
3x1—4x,+3x3-x4=-11

2y1 -4y, =-8

Y1-3y2 +ys = -2
Y1=Y3+2y4=9

3y1 -4y, +3y3 Y4 = -15

Solucion

W = = N
|
S W
|
—_— O
N =
|
NGNS
|
O N
W = =
S
|
—
\S]
=~
\O

1 -2 0 0| -5 -4 1 -2 0 0| -5 4
0 -1 0 1 1 2 o 1 -1 -1 -1 -2
0 2 -1 2 9 13| ]0 2 -1 2 9 13
0 2 3 -1 4 -3 0 2 3 -1 4 -3

S O O =
S O = O
|

—

S

—

—

—

AN
SO O =
S O = O
w = O O

|
[a—

|
—

|
\S]




1 0 0 -2 |-7 -8 1 0 0 2| -7 -8
01 0 -1 |-1 -2 01 0 -1] -1 -2
0 0 1 -4 [-11-17 7|1 0 1 -4 [-11-17
0 0 0 13 |39 52 000 1| 3 4
1 0 0 0 (-1 0
01 0 02 2
00 1 01 -1
0 0 0 1|3 4

A partir de esta ultima matriz vemos que las soluciones son:

X1= -1 XZ=2 X3=1 X4=3
ylz O }/22 2 y3: -1 y4: 4

De aqui se puede concluir un resultado que se resume en el siguiente teorema:

Teorema 3.1

Sea Ax=b un sistema de n ecuaciones lineales en n incognitas. El sistema tiene
una solucion tnica si y solo si la matriz A de los coeficientes es equivalente en
filas a la matriz identidad I de nxn.

3.5. MATRICES ELEMENTALES

Una manera de visualizar las operaciones elementales es a través de sus matri-
ces, recordemos que las operaciones fila en una matriz son:

a) Intercambio de filas.
b) Multiplicacién de una fila por una constante diferente de cero.
¢) Sumar el mdltiplo de una fila a otra.

Asimismo, las operaciones columna de una matriz son las mismas que las ope-
raciones fila. La coleccidon de operaciones fila y columna en una matriz se dicen
operaciones matriciales elementales.
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Definicion 3.1
tal en la matriz identidad I de orden nxn.

Las matrices elementales son:

Epq = intercambio de filas (columnas) p y q.
E,® = multiplicar una fila (columna) p por a=0.
Ep® = multiplicar la fila p por f y sumarla a la fila g.
Ejemplo 3.5
Sea 1 0 0
I={0 1 0
0 0 1

Considere las siguientes matrices elementales de 3x3:
a) Multiplicar la segunda fila de I3 por -3:

1 0 0
E=10 -3 0
0 0 1

b) Intercambiar las filas 2 y 3:

E; =

(=R elS
- o O
o = O

* Nota: E32 = E23

¢) Multiplicar la fila 1 por 4 y sumarla a la fila 3:

Ej =

= O =
S = O
— o O

Una matriz E se dice elemental si resulta de efectuar una operacion elemen-



Observe que para:

1 0 O ayl  dpp  ap ail
ExA=|10 0 1 d dx» ax | =| 4ds
0 1 0 asy  azy dsz az

Se intercambian las filas dos y tres de la matriz A.

Si se hace A E3; se tiene:

an  diz a3 1 0 O ai
AEn=| an axn as 0 0 1 |=]| an
as  asx  ass 01 0 asi

Y se intercambian las columnas dos y tres de la matriz A.

De aqui podemos concluir que: Para efectuar una transformacion elemental de
fila sobre una matriz A de nxn se aplica la transformacién a la matriz I de nxn
obteniéndose la matriz elemental E correspondiente y a continuacion se multi-
plica por la izquierda A por E; equivalentemente, para efectuar una transforma-
cién elemental de columna sobre una matriz A, se multiplica A, por la derecha,

por la matriz E correspondiente.

3.6. USO DE MATRICES ELEMENTALES

La reduccién de una matriz cuadrada a la forma triangular superior U o diago-
nal se puede lograr a través de multiplicaciones sucesivas por la izquierda por
matrices elementales en las filas, entonces existen matrices elementales E;, E,,

-+, E; tales que:
U= (Et E2E1 )A

Ejemplo 3.6
Considere las matrices:

an
as
a

as
a3
ass

ais
ass

axs

aiz
az
asy
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[2 4 1] (4 4 1]
A)A=|3 2 2 B=|6 2 2
1 1 3 | 12 1 3|
(1 4 1] (1 4 1]
bA=|0 1 1 B=|0 1 1
1 0 2 | 0 -4 1 |

Especifique si existe una matriz elemental E tal que AE=B o EA=B.

Solucién
a) AE,¥=B 0 BE,"=A
b) E;s"VA=B 0 EisVB=A
Ejemplo 3.7
Sea

an  diz diz
ax  axp ap |[=A
asy  dsx a3z

Encuentre una matriz C tal que CA sea una matriz triangular superior equiva-
lente en filas a A.

Solucion
Sean: E,=Ep;, E,=E;;t? Es=E»"
Entonces: C=E;E,E;

3.7. MATRICES INVERSAS

Hasta este punto hemos hecho uso de manera implicita de las matrices inversas
sin embargo es importante considerar que para que una matriz de nxn tenga
inversa debe ser regular y que no tenga renglones o columnas iguales a cero,
mas adelante se dan las condiciones de su existencia.

OQIN3LINOD



Definicion 3.2
Sea A una matriz de nxn. Una matriz C de nxn es una inversa de A si
CA=AC=I, donde I es la matriz identidad de nxn.

Teorema 3.2: Unicidad de la inversa

Sea A una matriz de nxn con inversa C de modo que CA=AC=I. Si D es una
matriz de nxn tal que AD=I, entonces C=D.

Como el producto de matrices es asociativo, se tiene:
C(AD) = (CA)D
Pero AD =1 y CA =1I; entonces:

C(AD)=CI=C y (CA)D=ID=D

De donde: C = D.
La inversa de una matriz A se denota por A™".

Definicion 3.3
Una matriz cuadrada que tiene inversa se llama invertible. Si tal matriz cua-
drada no tiene inversa se llama singular.

Ejemplo 3.8
Determine la inversa de la matriz A.

2 0 0
A=]10 4 0
0 0 1
Solucion
2 0 0 i1 Ci2 €13 1 0 O
AC=|0 4 O 1 ¢ ¢3 |=]10 1 0
0 0 1 31 C32 €33 0 0 1
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Haciendo el producto de AC e igualando a I se tiene:

c=% ci=c13=0
cn=Y% cy=c3=0

c33=1 ¢31=¢3,=0

De donde:
» 0 0
A'=C=]0 % 0
0 0 1
Ejemplo 3.9

Determine la inversa de la matriz B, donde B; son matrices cuadradas:

Bi 0 0
B=|{0 B, 0
0 0 Bs
Solucion

Sea C la inversa de B, entonces:
Bl 0 0 C11
BC=|0 B, 0 21
0 0 B3 C31

De aqui se tiene:

Bicui=Ln
Bycrn=I:»
Bsczs=I3

Se despejan las ¢;'s y se obtiene:

Bi' 0 0
B'=C=|0 B! 0
0 0 B

C12
C22

C32

C13
23

C33

0 0
Il’lz 0
0 Ii’l3

OQIN3LINOD



Ejemplo 3.10
Sea la matriz A como sigue:

B

Il
© © 8
o o

0
0
c
Donde a#0, b=0 y c=0. Calcule la inversa de A.

Solucion
Se puede expresar A como producto de matrices A;, A, y As tales que:

a 0 0 a 0 O|l1 0 Of|1 O O
A=|{0 b O|=(0 1 O0||O0O b O]|O0O 1 O
0 0 ¢ 0 0 1[0 O 1]J[O0O O ¢
A, A, As
Entonces A™' se puede ver como:
a 0 0 1 0 0|1 O Of{a 0 O
0O b 0Ol=l0 1 0|0 b 0[]0 1 O
0 0 ¢ 0 0 c¢JLO O 1]JL0 0 1
AT A5 As' At

PROPOSICION 3.7.1

Sean A y B matrices de nxn cuyas inversas son conocidas, entonces:

a) (AH1t=4 (significa que A" tiene inversa)

b) (AB)"! =B A" (significa que AB tiene inversa)

Se demostrara el inciso b); el inciso a) se deja al estudiante como ejercicio.
b) Se da por supuesto que existen matrices A™' y B! tales que AA™'=I'y

BB '=I. Utilizando la ley asociativa para producto de matrices, tenemos que:
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(AB)(B'A™) = [A(BB)| A = (ADA' = AAT =1
En forma similar:
(B'A™)(AB) =B (A"'A)|B=[B' (D|B=BB" =1

Por lo tanto: (AB)! = B'A™

INVERSAS DE MATRICES ELEMENTALES
Sea Ejx una matriz elemental de intercambio de renglones obtenida al intercam-
biar los renglones ik. Recuerde que EjA afecta intercambiando los renglones
ik de A; donde A es cualquier matriz del mismo tamafo que Ej. En particular
al tomar A=Ej vemos que Ej Ej intercambia las filas ik de E, y por lo tanto,
devuelve a Ejx a I, asi:

EixEyx=1
Si multiplicamos el renglén i por un escalar r distinto de cero, entonces:

Ei(f) Ei(l/r) =7

Si se tiene qu(ﬁ) entonces su inversa estd dada por:

qu(ﬁ)qu(-ﬁ) =1

Por lo tanto: toda matriz elemental es invertible.

Ejemplo 3.11
Encuentre las inversas de las siguientes matrices elementales:

01 0 300 1 0 4
Ep=|1 0 0| E®=]0 1 0] E;x®=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1



Solucion

01 0

[Ex]?=|1 0 o0
[0 0 1]

% 0 0]

[EP]'=| 0 1 o0
L0 0 1

1 0 -4
[Bs]=]0 1 o0
[0 0 1
CALCULO DE INVERSAS

Sea A=(a;) una matriz de nxn. Para hallar A™, si es que existe, se debe encontrar
una matriz X=(x;) denxn tal que AX = I, esto es, tal que:

ail diz ot Al X11
dr dxp o G2, X21
anl Apy Ann Xnl

Xln 1 0 0

; 1 ..
X | _| O 01
le?’l O O 1

La ecuaci6én matricial (3.4) corresponde a n” ecuaciones lineales con las n* incdg-
nitas x;, hay una ecuacion lineal para cada una de las n? entradas en una matriz
de nxn. Por ejemplo, si se igualan las entradas de la posicion de la segunda fila y
primera columna a cada lado de la ecuacion (3.4) se obtiene la ecuacion lineal:

Ax1 X11+ A X1+ + Ay X1 = 0

De estas #n® ecuaciones lineales, # de ellas comprenden las n incoégnitas x;; para

i=1,2,--+,n y estas ecuaciones estan dadas por la ecuaciéon con vectores columna:

X11 1
A X21 _ 0
Xnl 0

(3.5)
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Hay también n ecuaciones que incluyen las n incdgnitas x;; para i = 1,2,---,n,y
asi sucesivamente. Ademds de la ecuacion (3.5) hay que resolver:

X12 1 X1n 0

X 0 Xon 0
A 2| _ A | _

Xn2 0 Xun 1

Cada sistema tiene la matriz de coeficientes A, por lo que podemos formar la
matriz aumentada:

an a2 - Qi 1 0 - 0
(Al = A1 An v Qo 0o 1 - 0
Anl an2 Ann 0 O 1

Mediante operaciones elementales y usando Gauss-Jordan se obtiene:

1 0 .- 0 dn din -+ dia
[I|D] = 0 1 0 d21 d22 dzn
0 0 1 dnl an dﬂn

De donde D=A"" = (dj).

Ejemplo 3.12
Encuentre la inversa de la matriz A.

1 2 3

A= 2 -1 4

0 -1 1
Solucion

Escribimos [A |I] y efectuamos operaciones elementales para obtener [I|A™]



1 2 3|1 0 0 1 2 3|1 0 0
2 -1 4/0 1 0|=|2-5-2|-2 1 0
0-1 1]0 0 1 0-1 1/0 0 1

0| ¥ 37 154
0| % V72 -%
1| & -V 54

De aqui se tiene:

=3 3 -1
Y =Y % | = Al
% -4 54

Dada una matriz, a menudo no se sabe de antemano si es invertible o no. Si
se trata de aplicar este procedimiento a una matriz que no es invertible, en
algun momento durante el proceso, aparecera un renglén de ceros en el lado
izquierdo, como lo ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.13
Encuentre la inversa de la matriz:

1 2 3

A=1[3 -1 4

2 4 6
Solucion

Escribimos [A|]] y efectuamos operaciones elementales para obtener [I|A™]

1 2 3|1 0 O 1 2 3 1 00
3-1 4/0 1 0|=|3-1 4| 01 O
2 4 610 0 1 0 0 0(-201
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De aqui se puede observar que ya no es posible seguir efectuando operaciones
elementales, por lo cual la matriz A no tiene inversa.

Podemos resumir el procedimiento para encontrar la inversa de una matriz
de la siguiente manera:

Célculo de A™%:

PASO 1 Formar la matriz aumentada [A|I].
PASO 2 Aplicar el método de Gauss-Jordan para reducir [A|I] a [I|D] Si se
puede hacer la reduccién entonces A™'=D. De no ser asi, A™! no existe.

CONDICIONES PARA QUE EXISTA A’

Teorema 3.3
Si A es una matriz de nxn, entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes, es decir, todas son verdaderas o todas son falsas:

a) A esinvertible.
b) AX = 0 Unicamente tiene la solucidn trivial.
c) A esequivalente por renglones a I,

a) >b)

Suponga que A es invertible siendo x, cualquier solucién de AX=0, por lo
tanto Axo=0. Multiplicando los dos lados de la ecuacién por A™' resulta
A (Ax0)=A""0, o bien: (A" A)x0=0, es decir: Ixy=0 de donde x,=0, por lo cual
AX=0 unicamente tiene la solucidn trivial.

b) >¢)
Sea AX=0 la forma matricial asociada al sistema:

an X1 +apnx;++aix, =0
A X1+ apx,++amx,=0
........................................... (3.6)
am X1+ Ay X2 ++++ Aup X, =0



Suponga también que el sistema solamente tiene la solucion trivial. Si se resuelve
empleando la eliminacién de Gauss-Jordan, el sistema de ecuaciones corres-
pondiente a la forma escalonada de la matriz aumentada sera:

X1=0
X2=0
X, =0

Asi, la matriz aumentada asociada a (3.6) es igual a:

an ap - ai |0
ax dxp - adx |0
Anl  An2 Ann 0

Y se puede llevar a la matriz aumentada

Mediante una serie de operaciones elementales en los renglones. Si se elimina
la ultima columna (de ceros) en ambas matrices, se puede concluir que A se
redujo a I, mediante una serie de operaciones elementales en los renglones, es
decir, A es equivalente por renglones a I,..

c) >a)

Suponga que A es equivalente por renglones a I, o, lo que es lo mismo, A se
puede reducir a I, mediante una serie finita de operaciones elementales en los
renglones, esto se puede hacer multiplicando por la izquierda por una matriz
elemental adecuada. De esta manera, es posible hallar matrices elementales E;,
E,, -, Ex tales que:

E-E,;EiA=1,
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Como E;, E, -+, Exson invertibles, pre-multiplicando en forma sucesiva los dos
lados de la ecuacion por E¢', -+, E5', Ei' se obtiene:

A=FE'E;'-- Ei' I, = Ei' E5'--+ Ei!

Como A se puede expresar como un producto de matrices invertibles, entonces
A es invertible.

Ejemplo 3.14 [2 9]
Calcule la inversa de la matriz: A= 1 4
Solucion
2 9/1 0| |1 4]0 1] [1 4o 1] [1 0|49
1 4/0 1| |2 9|1 0| |0 1]1-2] |0 1]1-2
Ep, ES? E{™

Por lo tanto:
e
12
Ahora expresamos A como producto de matrices elementales:

Si EXYESYE, A=1

Entonces A =Ey, EY E?

01 1 0 1 4
_ (2) _ 4) _
EIZ—[I 01 E; —[2 11 E>; —{0 11

Recuerde que queremos resolver un sistema Ax=b, esto lo podemos hacer a
través del método de eliminacién de Gauss y obtener un sistema equivalente
Ux=c, donde U es una matriz triangular superior.

Donde:

OQIN3LINOD



Ejemplo 3.15
Sea el sistema:

2x1+ % +x3=1
4x1 + x= -2

2X1+ 2% +x3=7

En términos matriciales se tiene:

2 11 X1 1
4 1 0| x|=|-2
-2 21 X3 7

21111 21 1|1 21 1|1 21 1|1
41 0|-2|=|] 0-1-2|-4|=|0-1-2|-4(=]0-1-2|-4
-2 2 1|7 -2 2 1|7 0 3 2|8 0 0 -4|-4
E\f? E" Ex”
Y se obtiene:
2 X1 1
- 2 X2 |= -4
0 0 -4 X3 -4

Las matrices elementales usadas son:

1 00 1 00 1 00
EfP=l-2 1 0| EP=|0 1 0| EP=|0 1 0
0 0 1 1 01 03 1

Todas estas matrices elementales son triangulares inferiores ya que:

a) Sisetiene Ep(“) las matrices son diagonales; es decir, son triangulares inferio-
res y superiores.
b) Si se tiene Epy® las matrices son triangulares inferiores si g>p.
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Por lo tanto, las operaciones matriciales que convierten a A en U son:
3) (D (2
Ex’ B ESPA=U
De manera semejante:

3 1 -2
Ex’ BV Eib=c

3.8. FACTORIZACION LU

La factorizacién LU de sus siglas en inglés (lower and upper matrix) es una
manera de resumir el proceso de eliminacién gaussina y nos permite ver el
numero de operaciones elementales que se efectuaron, por lo que responde a las
siguientes preguntas: ;Qué hacemos para regresar de U a A? ;Cé6mo podemos
deshacer los pasos de la eliminacion gaussiana?

No es dificil deshacer un solo paso por ejemplo; en el paso a), en lugar de
restar, sumamos al segundo renglén el doble del primero, de esta manera se
invierte la matriz elemental E,$ y se tiene:

2
Ef =

S N -
S = O
- o O

Andlogamente, para b) y ¢) tenemos las matrices inversas respectivas:

1 0 0 1 0 0
ESV=l 01 0 ESY=10 1 0
1 0 1 0 -3 1

Dichas matrices deshacen por separado cada uno de los pasos a), b) y ¢). Para
deshacer todo el proceso y ver qué matriz regresa a la matriz U en A, nos fijamos
en que: ¢) fue el Gltimo paso en realizarse al ir de A a U, por lo que debe ser el
primero en invertirse cuando se va en direccidn contraria, de aqui que:

2) & (1) (-3
A=EY ESVESTU



La matriz L que lleva a U de regreso a A debe ser el producto de las 3 matrices:
L=E5 BV B

De aqui que A=LU, es la factorizacion de la matriz A como producto de dos
matrices L triangular inferior (L=lower) y U triangular superior (U=upper).

La matriz L es la clave de la eliminacién gaussiana, es el vinculo entre la
matriz A y la matriz U a la que llegamos.

1 0 0|1 0 O 1 0 O 1 0 O
=12 1 0|0 1 0|0 1 Of=| 2 1 O
0 0 1 1 01 0 -3 1 -1 -3 1

La matriz L asi construida es triangular inferior con unos en la diagonal princi-
pal. Los elementos debajo de la diagonal son precisamente los multiplicadores 2,
-1, -3, usados en los 3 pasos de la eliminaciéon. También podemos observar que:

- 3 1 -2
L= B BV S

Por lo tanto:

1 0 02 1 1
A=LU=| 2 1 0]|0-1-2
-1-3 1 0 0-4

Ejemplo 3.16
Reduzca la matriz A, a la forma triangular superior Uy cree la matriz L.

1 3 -1
A=| 2 8 4
-1 3 4

Solucion

Para hacer mas explicita la forma en que se construye la matriz L, haremos el
proceso en dos columnas: en una de ellas se va a iniciar con la matriz A yen la
otra con la matriz identidad; se van a ir efectuando las operaciones elementales
simultdneamente en ambas matrices para asi, al finalizar el proceso, obtener las
matrices Uy L.
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Reduccionde A en U Creacionde L

1 3-1 1 0 0

A=| 2 8 4 I=(0 10
-1 3 4 0 0 1
Ef? E{?

1 3 -1 1 0 0

~| 02 6 ~ 210
-1 3 -15 (0 0 1
EIS(I) E13(—1)

1 3 -1 1 00

~|0 2 6 ~ 210

(0 6 3 -1 0 1
E23(*3) E23(3)

1 3 -1 1 0 0

~l0 2 6 ~ 1210

L0 0-15 | 5 3 1

Ahora veremos como se puede utilizar la informacién conservada en L de este
ejemplo para resolver un sistema lineal Ax=b con esta matriz A.

Ejemplo 3.17
Utilice la matriz L para hallar el vector columna ¢ que se presentaria si redujéra-
mos (A/b) en (U/c) aplicando esas mismas operaciones en los renglones.

-4
b= 2
4
=2 Significa multiplicar el renglén 1 por -2 -4
y sumarlo al renglén 2 =~ | 10
4



Is;=-1  Significa multiplicar el renglén 1 por 1 (4 ]
y sumarlo al renglén 3 ~ | 10
L 0
I5=3 Significa multiplicar el renglén 2 por 3 4 7]
y sumarlo al renglén 3 = |10 |=c¢
30
PROPIEDADES

1. La matriz A puede escribirse, mientras que ninguno de los pivotes sea cero,
como un producto LU de una matriz triangular inferior L y una matriz
triangular superior U.

2. Los elementos de la diagonal principal de L son unos, y debajo de la diagonal
estan los multiplicadores Ij;.

3. U es la matriz de coeficientes que obtenemos después de la eliminacién y
antes de la sustitucion regresiva, los elementos de su diagonal son los pivotes.

Ejemplo 3.18
Considere la matriz:

6 2 1-1
2410
A= (1 1 4 -1
1 0-1 3

Entonces una factorizacion de A = LU seria:

L 0 0 O Uil Uiz U3 Ui
l I 0 O 0

I= 21 22 U= Uzp U3 Uza
Li I L3 O 0 0 usz wuz
Iy lo s la 0 0 0 Uy

Los 16 elementos de A se pueden usar para determinar parcialmente los 10
elementos desconocidos de L y el mismo numero que los de U. Sin embargo,
si el procedimiento nos debe llevar a una solucion tnica, se necesitan cuatro
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condiciones adicionales para los elementos de L y U. El método que hemos
usado consiste en que I = Iy = I33 = 44 = 1; este método se conoce como Método
de Doolittle. Para este ejemplo se tiene:

1 0 0 o0 6 2 1 -1
o1 0 O 0 19 % Vs
L= U:
Vs s 1 0 0 0 3% -%o0
Y% Vio -%7 1 0 O 0 19,

Otro método comunmente usado para factorizar es el Método de Crout, el cual
requiere que los elementos de la diagonal principal de U sean iguales a uno, y
que la matriz A sea positiva definida o estrictamente dominante diagonalmente.

Teorema 3.4

Si el procedimiento de eliminacién gaussiana puede aplicarse al sistema Ax=b
sin intercambio de renglones, entonces la matriz A puede factorizarse como pro-
ducto de una matriz triangular inferior L con una matriz triangular superior U.

A=LU

Ventajas de la forma LU

1. Sepuede ver que la forma LU sirve para ahorrar trabajo si se tiene una matriz
de coeficientes A y se modifica el vector b por un nuevo vector b’, entonces
ya no se tiene que volver a resolver todo el sistema.

2. Mayor rapidez en tiempo de computadora. Supongamos que a cada division
y cada multiplicacién-sustraccion le asignamos una sola operacién. Al prin-
cipio, cuando la primera ecuacién tiene longitud n, lleva n operaciones por
cada cero que logramos en la primera columna: una para encontrar el mul-
tiplo 1 y las otras para encontrar las nuevas entradas a lo largo del renglén.
Hay n-1 renglones bajo la primera, de modo que el primer paso de la eli-
minacién necesita n(n-1) = n*-n operaciones. (Otra forma de obtener n*-n
es la siguiente: es necesario cambiar las n* entradas exceptuando la primera
fila). Observe ahora que las etapas posteriores son mas rapidas, porque las
ecuaciones se vuelven progresivamente mas cortas: cuando la eliminacién
ha llegado a k ecuaciones solo se necesitan k*~k operaciones para desalojar



la columna debajo del pivote, empleando el mismo razonamiento aplicado
a la primera etapa, cuando k era igual a #, esto es:
n(n+1)2n+1) -n(n+l) n’-n

P=(1*+w+nm®)-(1+-+n)= =
( ) = ( ) p 5 3

3
. n
Para n suficientemente grande, P = 5

La sustitucion regresiva es mas rapida. La ultima incognita se encuentra en
una operacion (una division entre el ultimo pivote), la penultima requiere
dos, y asi sucesivamente. La sustitucion regresiva requiere un total de ope-
raciones de:

n(n+1) Ngz
2

3 para la n grande.

O=14+2+-+n=

Una vez que conocemos LU podemos encontrar la solucién x’ correspondiente a
cualquier nuevo lado derecho b, en solo n* operaciones. (Usar L™ o U™ solo nos
harfa perder tiempo, igual si se tiene A™', aunque el producto A™'b también requiere
n* operaciones). Utilizar la técnica LU tiene al menos dos ventajas: En primer lugar,
para hallar U se requieren n°/3 operaciones para n grande, y para hallar A" se nece-
sitan n’ operaciones; si n=1000, la diferencia en tiempo de computadora es grande.
Ademads lo que queremos es la solucién, no todas las entradas de la inversa.

Observaciones a la forma LU

1. Laforma LU es “asimétrica” en un sentido: a lo largo de su diagonal princi-
pal U contiene los pivotes, mientras que L siempre tiene unos. Esto es facil
de corregir: basta factorizar de U una matriz diagonal D constituida por los
pivotes di, da, -+, dy:

d Loy, g e
d; Loy e g

U=
dn 1
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Y se escribe A como A = LDU. L es triangular inferior con unos en la dia-
gonal, U es triangular superior con unos en la diagonal y D es la matriz
diagonal de los pivotes.

2. No hay mucha libertad al efectuar el proceso de eliminacién, ya que las ope-
raciones en los renglones de manera aleatoria podrian facilmente destruir
en un paso los ceros generados en un paso anterior.

Ejemplo 3.19
Se expresa A en la factorizaciéon LDU como sigue:

1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0
A= 2 1 0 0-1-2(=| 2 1 O 0-1 0 01 2
-1-3 1 0 0 -4 -1-3 1 0 0 - 0 0 1

L U L D U

3.9. LAFORMA PA=LU

Existe la variante de que una matriz no se pueda escribir directamente en la
forma LU por ejemplo, ;Qué pasa cuando el nimero que se va a usar como
pivote es igual a cero?

0o 2 X1 _ bl
3 4] |x| |b
No podemos usar ningtin multiplo de la primer ecuacidn para aniquilar el coe-

ficiente 3. Entonces intercambiamos las dos ecuaciones y en este caso sencillo la
matriz sera triangular superior y el sistema:

3x1+4x; = bz
2X2 = b1

Se puede resolver facilmente por sustitucion regresiva. Expresando esto en tér-
minos matriciales, necesitamos encontrar la matriz de permutaciéon que pro-
duce el intercambio de renglones, esto es:



Entonces:

PA =

0 1|0 2 3 4
1 0/|3 4|7 ]0 2
Lo mismo sucede con b por lo que PAx = Pb.

Si A es una matriz mas grande; por ejemplo, de 4x4 y con g, =0

o © O =
a O O N
N Qo W
[oliNe N NN

Nos fijamos en la columna con pivote igual a cero; si hay algtin elemento dife-
rente de cero, se intercambia el renglén, si no, entonces la matriz es singular.
En este caso se intercambian las filas 2 y 4; la matriz de permutacién P,4 que
produce el intercambio es:

P24=

o © O =
- o O O
o = O O
o © —~= O

Note que P4 es la matriz I, con las filas 2 y 4 intercambiadas. En general, la
matriz de permutacion Py es la idéntica con las filas k y | intercambiadas y Py A
produce el mismo intercambio de filas en A, esto es:

10001 2 3 4 1 2 3 4
000 1/|0 0 5 6 0 c 7 8
001 0[]00de6| |0o0de6e
0100/][0c 7 8 005 6

Continuamos con la siguiente columna: si d = 0 hacemos P34 y observamos que
el sistema es no singular, entonces tenemos Psy Py A y terminamos. Otros dos
ejemplos serian:
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PA

1 3 2 1 3 2 1 3 2

2 91>10 0 5|>|0 2 4| (nosingular)
2 8 8 0 2 4 0 0 5

1 3 2 1 3 2
2 6 9/>]0 0 5| (singular)

w
O
o
[e)
o
[\S)

;Qué sucede con la factorizacion LU (o LDU) cuando hay intercambio de ren-
glones? Se obtiene U triangular superior, pero ahora no solo tenemos matrices
elementales Ej sino también matrices de permutacioén Py, cuyo producto no es
triangular inferior. Asi que A no puede expresarse como A=LU. Sin embargo,
podemos reemplazar A por la matriz PA. Donde P es una matriz de permuta-
cién que es el producto de cada una de las permutaciones, resumiendo:

Observacion:

En el caso no singular existe una matriz de permutaciéon P que reordena los
renglones de A de modo que PA admite una factorizacién con pivotes diferen-
tes de cero, y PA=LU (o LDU). En éste caso hay solucion tinica a Ax=b, la cual
se encuentra a través de la eliminacion. En el caso singular ningtin reordena-
miento puede producir pivotes distintos de cero.

Ejemplo 3.20
Dada la matriz A, factoricela a la forma LU

1 3 2
A=|-2 -6 1
2 5 7
Solucion
1 3 2 1 3 2
-2-6 1|>|10 0 5
2 5 7 0-1 3

Se observa que se necesitan intercambiar las filas 2 y 3; asi podemos usar:



1
P23= 0
0

= =]
S = O

De tal forma que:

De donde:
1 0
L= 21 0
-2 0 1

1 3 2 1 00 1 3 2
PA=| 2 5 7|=[2 10 0-1 3 |=LU
-2 -6 1 -2 0 1 0 0 5

La factorizaciéon LU también se puede usar para resolver sistemas donde la
matriz A esta elevada a una potencia, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.21
Resuelva el sistema lineal A3x=b.

1 2 -1 9
A=|-2 -5 3 b=\ -17
-1-3 0 -44
Solucion
A’x=b lo podemos escribir como:
A(A’x) =b seay = A’x entonces nos queda
Ay=b como A%x = y entonces A(Ax) = y entonces sea z = Ax y obtenemos
Az=y se resuelve Az = y para z y finalmente resolvemos
Ax=z para la x deseada.

OQIN3LINOD
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Como en todo el proceso siempre usamos la misma matriz de coeficientes A, es
rentable hallar Ly U.

1 2 -1 1 00
U=|{0 -1 1 L= -2 1 0
0 0 2 -1 11

9 9 9
b=| -17 | = 1 | =~ 1
-44 -35 -36

Entonces, usando U tenemos

1 2 -1 }/1 9
0-1 11|y |=| 1
0 0-2]/lys -36
Y de aqui
-7
y=1| 17
18

77 [-77 [-7
y=|17 |=| 3 |=]| 3
18 8 8

1 2-2||a -7
0-2 1|z |=| 3
0 0-2 Lz 8
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Para resolver Ax=z usamos la informacion conservada en L para aplicarlaa zy

obtenemos
3 3 3 3
z=| =7 |=| -1 |=| -1 |=] -1
-4 -4 -1 0

Nuevamente usamos U

1 2 -1 X1 3
0-11 x |=1-1
0 0-2 X3 0

Y se obtiene:

3.10. MATRICES ESPECIALES

Algunas matrices por tener caracteristicas muy bien determinadas se conside-
ran en esta seccion como matrices especiales tales son los casos de las matrices
estrictamente dominantes diagonalmente que es importante en el caso de resol-
ver sistemas de ecuaciones grandes (mayores a 100) a través de métodos como
el de Jacobi. Otro es el caso de las matrices positivas definidas que siempre tie-
nen inversa.
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Definicion 3.4
Se dice que la matriz A de nxn es estrictamente dominante diagonalmente

si satisface:

n
|ai| > |ai Para toda i=1, -+, n
j=i

J#i
Y solo dominante diagonalmente si

n
|ai| =X |asl paratodai=1, -, n
j=i

J#i

Ejemplo 3.22
Sea la matriz A como sigue:

7 2 0
3 5 -1
0 5 -6

Se dice que A es estrictamente dominante diagonalmente ya que
171> 12[ + o] 151> [3] + -1 -6 > [o] + 5|

Teorema 3.5

Si A es una matriz de nxn estrictamente dominante diagonalmente, entonces A
es no-singular. Ademads, se puede efectuar eliminacién gaussiana en cualquier
sistema lineal de la forma Ax=>b para obtener su solucion unica sin intercambio

de renglones o columnas.

Para probar que A es no singular, sea el sistema lineal Ax=0, y supongamos que
existe una solucion x=(x;) # 0 a este sistema, en este caso para alguna k tal que:

0 < |xx| = max |x|

I<j<n

OQIN3LINOD



n
Como D a; xj=0 paratodai=1,2,, nesdecir
=1
anXxi+anx,++adimx,=0
a1 X1+ A X+ + A Xy, =0

A X1+ Ay Xp +++++ Anp Xy =0
Para i=k
A X1+ Aia X2+ Qe X+ + Apn X, = 0

Despejando se tiene

n
Al Xk —Z akj Xj
j=i
j=k
Esto implica que
n

|aw e < =22 | ai] |
ok

O bien

n I n
|akk|<2|%|— 2

o =

Lo que contradice el hecho de que A sea estrictamente dominante diagonal-
mente, y esto implica que la inica solucién de Ax = 0 es x=0 que como ya habia-
mos visto en el teorema 3.3, es equivalente a la no singularidad de A.

Definicion 3.5
Sea A una matriz simétrica, A es positiva definida si x’Ax> 0 para toda x#0

Ejemplo 3.23
Verifique si las siguientes matrices son positivas definidas

0

OQINTLNO
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1 0 1 0 2 -0
N R
0 -1 2
Solucion
1
x'Ax= [x1,%] 0% =x?+2x3>0
0 2 X2

Para toda x, por lo tanto A es positiva definida. De igual forma se efecttia para
By se tiene:

x'Bx = 4x,% - x°
Si x1=1y x,=3 entonces x'Bx< 0 por lo tanto B no es positiva definida.
Para C se tiene:
XCx=x2+ (1 - %)% + (%2 - x3)* + x32> 0
A menos que x; =x, =x3=0.
TEOREMA 3.6
Si A es una matriz de nxn positiva definida, entonces A es no singular. Ademas, la

eliminacién gaussiana se puede aplicar a cualquier sistema lineal de la forma Ax=>b
para obtener su solucién unica sin intercambios de renglones o de columnas.

Si x#0 es un vector que satisface Ax=0, entonces x'Ax=0 es imposible ya que A
es positiva definida, lo que implica que Ax=0 solo tiene la solucion trivial, por
lo tanto, es no singular. La otra parte de la demostracion se omite.

3.11. RESUMEN

1. Un sistema lineal tiene asociada una matriz partida (o aumentada), que
tiene la matriz de coeficientes del sistema a la izquierda de la particién y el
vector columna de constantes a la derecha de la particion.



. Las operaciones elementales en las filas son:

» Intercambio de filas.

» Multiplicacién de una fila por una constante distinta de cero.

» Multiplicaciéon de una fila por una constante distinta de cero y sumar a
otra fila.

. En el método de Gauss, se resuelve un sistema lineal cuadrado usando ope-

raciones elementales en filas y reduciendo la matriz partida de modo que la

parte izquierda de la particién se convierta en triangular superior. Luego se

halla la solucién mediante sustitucion regresiva.

. El método de Gauss-Jordan es analogo al método de Gauss, excepto que la

matriz de coeficientes del sistema se reduce a la matriz identidad I. Enton-

ces, la solucién aparece como el vector columna a la derecha de la particion

en la matriz aumentada reducida.

. Se pueden resolver al mismo tiempo varios sistemas lineales con la misma

matriz de coeficientes aumentando la matriz de coeficientes con los vectores

columna de las constantes de todos los sistemas.

. Sea A una matriz cuadrada. Una matriz cuadrada C tal que CA=AC=Ies la

inversa de A y se expresa C=A"". Si tal inversa A™' de A existe, entonces se

dice que A es invertible. La inversa de una matriz invertible A es tinica. Una

matriz cuadrada que no tiene inversa se llama singular.

. Lainversa de una matriz cuadrada A existe si, y solo si, A puede reducirse a

la matriz identidad I mediante operaciones elementales en las filas, o tam-

bién, si y solo si, A es igual a un producto de matrices elementales. En este

caso, A es igual al producto, tomado de izquierda a derecha, de las inversas

de las matrices elementales sucesivas que corresponden a la sucesion de ope-

raciones en las filas que reduce A en I.

. Parahallar A7\, si existe, se forma la matriz partida (A°’I) y se aplica el método

de Gauss-Jordan para reducir esta matriz a (I°D). Si se puede hacer esto,

entonces A'=D. De lo contrario, A no es invertible.

. Lainversa de un producto de matrices invertibles es el producto de las inver-

sas en orden contrario.

10.Si A es una matriz invertible de nxn que puede reducirse por filas a una

matriz triangular superior U sin intercambio de filas, entonces existe una
matriz triangular inferior L de nxn tal que A=LU.

11. La matriz L se puede hallar como sigue: se comienza con la matriz identidad

I de nxn. Si durante la reducciéon de A en U se multiplica la fila i por 7y se
suma el resultado a la fila k, reemplazar el cero de la fila k y columna i de la
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matriz identidad por -r. El resultado final obtenido de la matriz identidad
es la matriz L.

12.Una vez que A se ha reducido a Uy se ha hallado L se puede encontrar la
solucion de Ax=>b para cualquier nuevo vector columna b.

13.Si A es como en el punto (10), entonces A tiene una factorizacion unica de
la forma A=LDU, donde:
L es triangular inferior con todas las entradas diagonales 1,
U es triangular superior con todas las entradas diagonales 1,
D es una matriz diagonal con todas las entradas en la diagonal igual a los
pivotes.

14. Para cualquier matriz invertible A, existe una matriz de permutacion P tal
que PA se puede reducir por filas a una matriz triangular superior Uy tiene
las propiedades descritas para A en los puntos 10, 11, 12y 13.

3.12. APLICACIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Los sistemas de ecuaciones lineales tienen infinidad de aplicaciones, en todas
las ramas de la ingenieria, en medicina, biologia, economia, finanzas por men-
cionar algunas. Por cuestiones de espacio y considerando el enfoque de esta
publicacion y a quienes va dirigida, se presentan las siguientes.

CADENAS DE MARKOV
(Tomado de Aplicaciones de dlgebra lineal, Rorres y Anton, 1977)

En las cadenas de Markov podemos ver el caso de ecuaciones lineales que se
describen a través de matrices y que tienen probabilidades asociadas como ele-
mentos o entradas, se va a operar con estas matrices para representar diferentes
estados como se explica a continuacién.

Supongamos un sistema, fisico o matematico de naturaleza tal que, en cual-
quier momento, presenta uno de los estados posibles de un nimero finito de esta-
dos. Por ejemplo, el estado atmosférico en una cierta ciudad puede ser uno de los
siguientes tres estados posibles: sol brillante, nublado o lluvioso. Un individuo
puede estar en uno de los cuatro estados emocionales posibles: contento, triste,
enojado o aprensivo. Suponga que uno de estos sistemas pasa, con el tiempo, de
llevar un registro de los estados del sistema correspondientes a estos tiempos. Si



se encuentra que la transicion de un estado a otro no estd predeterminada, sino
que mas bien ocurre en funcién de ciertas probabilidades que dependen de la
historia del sistema, el proceso recibe entonces el nombre de proceso estocastico.
Si, ademas, estas probabilidades de transicion dependen solamente de la histo-
ria inmediata del sistema, es decir, si el estado del sistema en una observacion
cualquiera depende solo de su estado en la observaciéon inmediata anterior, el
proceso recibe el nombre de proceso de Markov o cadena de Markov.

Suponga que el sistema en observacidn tiene k estados posibles, a los cuales
se les identifica con 1, 2, -+, k. Para describir las transiciones de un estado a otro,
se daran las siguientes definiciones:

Definicion 3.6

La probabilidad de transicion Pj (i,j=1,2,-+,k) es la probabilidad de que ocu-
rra que, si el sistema estd en el estado j en una observacién cualquiera, esté
en el estado i en la siguiente observacion.

Por ejemplo, si el estado 2 corresponde a un dia lluvioso en Detroit y el estado
3 a un dia nublado, Ps; es la probabilidad de que cambie el tiempo en Detroit de
lluvioso a nublado en dos dias consecutivos.

Como son probabilidades, los nimeros p;; deben estar comprendidos en el
intervalo [0, 2]. Ademas, para cualquier valor fijo de j=1, 2,---, k, deben tenerse
que:

plj +P2j + . +ij= 1 (37)

Expresion que dice que si el sistema, en una observacion, esta en el estado j estara,
con toda seguridad, en uno delos k estados cuando se haga la siguiente observacion.

Con estas k* probabilidades de transicién se puede formar una matriz de ,
llamada matriz de transicion del proceso de Markov. La ecuacion (3.7) expresa
también que la suma de las entradas, en cada columna de P, es igual a uno. En
forma mas general, se puede dar la siguiente definicion:

Definicion 3.7
Una matriz de transicién P=[p;] es una matriz cuadrada, con entradas no
negativas, en la que la suma de cada columna es igual a la unidad.
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Entonces, todo proceso de Markov determina una matriz de transicion. A las
matrices de transicion se les llama también matrices de Markov, matrices de
probabilidad o matrices estocasticas.

Ejemplo 3.24

Revisando los registros de donativos, la oficina de la sociedad de alumnos de un
colegio encuentra que el 80% de los alumnos que contribuyeron a la integracion
del fondo anual, en un cierto afo, contribuiran también al afio siguiente y que el
30% de los que no contribuyeron en ese afio, también contribuiran al siguiente.
Esta situacion se puede describir como un proceso de Markov con dos estados:
el estado 1 corresponde a un alumno que da un donativo en un afio cualquiera
y el estado 2 a un alumno que no da donativo en ese mismo afno. La matriz de
transicion del proceso es:

18 3

P 2 7
El objetivo de esta seccion es predecir el estado de un sistema correspondiente
a un proceso de Markov. Sin embargo, como el sistema no es determinista, las

predicciones se haran en funcién de las probabilidades. Asi, es necesarito intro-
ducir la siguiente definicién:

Definicion 3.8
Un vector de probabilidad es un vector columna, con entradas no negativas,
en el que la suma de sus elementos es igual a la unidad.

Y se puede pronosticar el resultado de una observacidn futura de un sistema que
sea un proceso de Markov, en funcién de un vector de probabilidad, si aplica-
mos la siguiente definicion:

Definicion 3.9

Se dice que los vectores de probabilidad para son los vectores de estado de
un proceso de Markov, si la componente de orden i, A de x9, es la probabi-
lidad de que el sistema esté en el estado i cuando se hace la observacion en .

En particular, al vector x* se llama vector del estado inicial del proceso de
Markov. Aplicando el siguiente teorema, se vera que el vector del estado inicial



es suficiente para determinar todos los vectores de estado correspondientes a
observaciones futuras.

Teorema 3.7

Si P es la matriz de transicién en un proceso de Markov y x es el vector de
estado de la observacién , se tendra que x"*V= Px".

La demostracion de este teorema se basa en la teoria de las probabilidades y no
se hara aqui. De este teorema se deduce que:

PV R Px©

K2 = PxV — P2 5O
K3 = Px® — P x©
XMW = pe-D) P O

Asi, el vector de estado inicial x© y la matriz de transiciéon P determinan a x™

paran=1,2, -

Ejemplo 3.24 (ya presentando con anterioridad)
La matriz de transicion del ejemplo 3.23 era:

|8 3

4 27
Puede obtenerse un registro de los probables donativos de un nuevo graduado
que no dio su donativo en el afio que siguié a su graduacion. Con este plantea-

miento, tenemos la seguridad de que el sistema estd inicialmente en el estado 2
por lo que el vector del estado inicial es:

1

Y por el teorema 3.7 se tiene:

R
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O _pan_ |8 3 .3]{.451

2 7|7 |55
Oop@_ |8 345|525
2 7]|.55] | 475

Asi, después de tres afos, se puede esperar que el alumno haga un donativo con
una probabilidad de 0.525. Mas alla de los tres afios, se obtienen los siguientes
vectores de estado (con tres decimales):

.563 .581 591
@ )= ©_ |2

- XD=
438 419 | 409 | 405

o_| 598 w_ |59 ao_| 59| an_|-600
402 |, 401 |, 401 |, 400

.600
400

Para todos los valores de n mayores que once, se tiene x(n)= [

En otras palabras: los vectores de estado tienden a un vector fijo si se aumenta
el nimero de observaciones.

Ejemplo 3.25

Una agencia que renta automaviles tiene tres oficinas de renta que se identifican
con 1,2y 3 y que estan ubicados en ciudades diferentes. Un cliente puede rentar
un auto en cualquiera de las tres oficinas y devolverlo en cualquiera de las tres
ciudades. El gerente determina que los clientes devuelven los automéviles de
acuerdo con las siguientes probabilidades:

Rentado en la oficina

1 2 3

g 3 21

1 2 .6 | 2 Devueltoala oficina
d 5 213



Esta es la matriz de transicion del sistema, considerado como un proceso de
Markov. La componente de orden i de un vector de estado es la probabilidad
de que un auto sea devuelto a la oficina i. En la siguiente tabla se da una lista de
vectores de estado x™ para n= 0, 1, ---, 11, para el caso en el que, inicialmente,
el auto se renta en la oficina 2.

Para todos los valores de n mayores que once, los vectores de estado son

(11)

iguales a x* considerando tres decimales.

TABLA 3.1 Probabilidades asociadas a los vectores de estado

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

™| 0 |.300|.400 | .477 | 511 | .533 | .544 | .550 | .553 | .555 | .556 | .557

™| 1 |.200].370 | .252 | .261 | .240 | .238 | .233 | .232 | .231 | .230 | .230

x™ | 0 |.500|.230 | .271 | .228 | .227 | .219 | .217 | .215 | 214 | .214 | 213

En este ejemplo, deben observarse dos cosas: que no fue necesario saber cuanto
tiempo conservaba el cliente el auto en su poder, es decir, un proceso de Markov
no requiere intervalos constantes de tiempo entre las observaciones y que los
vectores de estado se aproximan o tienden a un vector fijo cuando aumenta #,
como ocurri6 en el primer ejemplo.

Ejemplo 3.26

A un policia de transito se le asigna la labor de controlar el trafico en los ocho
cruceros marcados en la Figura 3.1. Se le instruye en el sentido que perma-
nezca una hora en cada crucero y una vez cubierto el primero, inicie el reco-
rrido queddndose en el mismo crucero o yendo a uno de los inmediatos. Para
evitar el establecimiento de un patrén de movimientos, se le dice que escoja al
azar un nuevo crucero, con lo cual todas las
posibles elecciones tienen la misma probabili- U A v
dad. Por ejemplo, si el policia se encuentra en 1 2

el crucero 5, el siguiente puede ser 2, 4, 5 u 8, %
teniendo cada uno la probabilidad de %. 2, %
3 4
%/ W
) Y/
F1GuRraA 3.1 Cruceros

6 7 8
asignadosalpolicia 4 W4 W70 ©

5

OQIN3LINOD
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Cada dia, el policia inicia el crucero en el que estuvo al final del dia anterior,
considerando al problema como un proceso de Markov, se puede obtener la
siguiente matriz de transicion:

BB 0 ¥ 0 0
0 0 % Y% 0 %

B 0 B ¥ h 0 U
B 0 ¥ W 0 0 %

O 0 NI QN U W -

0
0
0O 0 0 0 ¥ 0 W ¥
0

Si el policia inicia en la interseccion 5, las probables posiciones, hora por hora,
estan dados por los siguientes vectores de estado presentados en forma tabular.

n 0 1 2 3 4 5 10 15 20 22

@10 | .000 | 133 | .116 | .130 | .123 | .113 | .109 | .108 | .107

™ | 0 | 250 | .146 | .163 | .140 | .138 | .115 | .109 | .108 | .107

x" 0 | .000 | .050 | .039 | 067 | .073 | .100 | .106 | .107 | .107

x4™ 0 | .250 | .113 | .187 | .162 | .178 | .178 | .179 | .179 | .179

OQIN3LINOD

x5 1 250 | 279 | 190 | .190 | .168 | .149 | .144 | .143 | .143

x™ | 0 | .000 | .000 | .050 | .056 | .074 | .099 | .105 | .107 | .107

™ | 0 | .000 | .133 | .104 | .131 | .125 | .138 | .141 | .143 | .143

x™ | 0 | 250 | .146 | .152 | .124 | .121 | .108 | .107 | .107 | .107

Para todos los valores de n mayores que 22, los vectores de estado son iguales a
x® considerando tres decimales. Por lo tanto, como ocurrié en los dos prime-
ros ejemplos, los vectores de estado tienden a un vector fijo cuando aumenta n.
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EL COMPORTAMIENTO DE LOS VECTORES
DE ESTADO EN EL LIMITE

En los tres ejemplos anteriores se vio que los vectores de estado tienden a un
cierto vector fijo cuando aumenta el nimero de observaciones. Cabe ahora pre-
guntar si en un proceso de Markov, los vectores de estado tienden siempre a un
vector fijo. Un ejemplo simple demuestra que esto no es cierto:

Ejemplo 3.27

0 1 1
SeanP:L 01 yx(°)=[01. Como P’ =1y P’ = P, se tiene que:
X0 O @
_0_
Y que L
0
XD = 5B = 4O — .. = )

Este sistema oscila indefinidamente entre los vectores de estado [(ﬂ y [ﬂ, por
lo que no tienden a ningun vector fijo.

Sin embargo, con una ligera condicién impuesta a la matriz de transicion, se
puede demostrar que los vectores de estado si tienen como limite un vector fijo.
Esta condicion esta dada por la siguiente definicion:

Definicion 3.10
Una matriz de transicion es regular si una potencia entera de la misma tiene
todas sus entradas positivas.

Asi, dada una matriz regular de transicién P, existen un entero positivo m tal
que todas las entradas de P™ sean positivas. Esto ocurre con las matrices de
transicion de los ejemplos 3.28 y 3.29 cuando m=1. En el ejemplo 3.30, P* es la
matriz que tiene todas las entradas positivas. En consecuencia, los tres ejemplos
tienen una matriz de transiciéon que es regular.

Cuando un proceso de Markov se rige por una matriz de transicion regular,
se dice que se trata de un proceso regular de Markov. Se vera que todo proceso
regular tiene un vector de estado fijo g tal que P"x'”) tiende a g cuando aumenta
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n, independientemente de la seleccion de x*). Este resultado es de gran impor-
tancia para la teoria de las cadenas de Markov y se basa en el siguiente teorema.

Teorema 3.8
Si P es una matriz regular de transicién, ocurre que cuando n->eo

q 9 - q
Q@2 @ - Q2
p”9 . . .
gk gk 0 gk

Donde los términos g; son nimeros positivos tales que:
Qi+ g+ +qgr=1

Este teorema no se demostrara. Al lector interesado en la demostracion se le
sugiere que consulte un texto mas especializado, como por ejemplo el libro
“Finite Markov Chains” por ]. Kemeny y J. Snell, editado por Springer-Verlag,
New York, Inc., 1976.

Si establece que:

q Q1 o 1 q1
Q2 94 - q2 qz

Q= : : : Yy 9= .
qk gk " 4k q3

Q sera una matriz de transiciéon con columnas todas iguales al vector de pro-
babilidad q. Esta matriz tiene la propiedad de que, si x es cualquier vector de
probabilidad, se cumple que:

TG G - q1 X1
Qx = Q2 42 - q2 X2
gk gk gk X3

GitxX1+q1t+XxX2+ -+ g1+ Xk
DtxX1+Qat+ X2+ + G2+ Xk

gk + X1+ gk + X2+ -+ q1 + Xk



qi

qz

(X1 4+ %2+ -+ x1) =(1)g=q4.

qdk

Es decir, Q transforma a cualquier vector de probabilidad x en un vector de
probabilidad fijo . Entonces, concluye lo siguiente:

Teorema 3.9
Si P es una matriz regular de transicién y x es un vector cualquiera de probabi-
lidad, ocurre que cuando n->co.

gk

Donde g es un vector de probabilidad fijo, independiente de n y con todas las
entradas positivas.

Este resultado es, sencillamente, una consecuencia del teorema 3.8 ya que
P">Q cuando n->ec esto a su vez implica que P"x > Qx= q cuando n->eo.

En consecuencia, en un proceso regular de Markov, el sistema tiende, final-
mente, aun vector de estado fijo g. Al vector g se le llama vector de estado per-
manente o de régimen constante de una cadena regular de Markov.

Para los sistemas con muchos estados, la forma mas eficiente de calcular el
vector de estado permanente g consiste en hallar para un valor grande de # los
tres ejemplos presentados con anterioridad ilustran este procedimiento. Cada
uno de ellos es un proceso regular de Markov por lo que es segura la convergen-
ciaa un vector de estado permanente. Otra forma de calcular el vector de estado
permanente se basa en el siguiente teorema:

Teorema 3.10
El vector de estado permanente q de una matriz regular de transicién P, es el
vector de probabilidad tnico que satisface a la ecuacion Pg=q.

En efecto considérese la identidad matricial PP"=P"*!. Por el teorema 3.7,
P"y P"*! tienden a Q cuando n->e Entonces, PQ=Q y con cualquier columna
de Q se obtiene Pq=¢q. Para demostrar que g es el inico vector de probabilidad

119



120

tal que Pr=r. Se debe verificar que P"r para n=1, 2, ---. Haciendo que n->co por
teorema 3.9 se obtiene g=r.

El teorema 3.10 se puede también enunciar diciendo que el sistema
lineal homogéneo (I-P)q=0 tiene como solucién un vector unico, g tal que
q1+q2++-+qk=1. Con base en este nuevo enunciado se calcularan los vectores
de estado permanente de los tres ejemplos anteriores.

Ejemplo 3.28 (ya presentado con anterioridad)
En el ejemplo 3.23, la matriz de transicion estaba dada por:

o 8 3
12 70

y por lo tanto el sistema lineal (I-P)g=0 es:

2)[-3][q| [0
-2 31lq]| |0
lo cual conduce a una sola ecuacion independiente:

2q1-.3¢2=0
O sea: q1 = 1.5¢q>

1.5
Haciendo g,=s cualquier solucién de (3.29) tiene la forma g=s [ 1 ] donde s
es una constante arbitraria. Para que g sea un vector de probabilidad, se hara
s=1(1.5+1)=.4 y entonces:

ah

Es el vector de estado permanente en este proceso regular de Markov. Lo ante-
rior significa que, a la larga, el 60% de los alumnos hara un donativo en cual-
quier afio, y que el 40% no lo hara. Observe que este resultado es congruente
con el obtenido numéricamente cuando se presento este ejemplo.

Ejemplo 3.29 (ya presentado con anterioridad)
En el ejemplo 3.25, la matriz de transicion era:



8 3 2
P=11 2 6|,
d 5 2

Por lo tanto, el sistema lineal (I-P)q=0 es:

2 -3 -2][aq
-1 8 -6 || q|=
-1 -5 .8 qs3

oS O O

La forma reducida de la matriz de los coeficientes es (comprobar):

1 0 —34/13
0 1 -3
0 0 0

Por lo tanto, el sistema lineal origina equivale al sistema:

_[34
q1= 13 q3

_ (14
q2= 13 qs

Haciendo gs=s, cualquier solucion de este sistema tiene la forma:

*hs
g=s| s
! 1 13
T34 14 Tl
Para que s sea un vector de probabilidad, se hara e} + EH y el vector

de estado permanente del sistema sera:

/61 5573 -
g=| "/e |=| 2295 -
B/ar 2131 -
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Esto es congruente con el primer resultado, obteniendo numéricamente, del
ejemplo 3.29 las entradas de q son a la larga, las probabilidades de que un auto
sea devuelto, respectivamente, a las oficinas 1, 2 o 3. Si la agencia que renta
automoviles tuviera una flotilla de 1000 unidades, sus instalaciones deberian
tener, por lo menos, 558 espacios en la oficina 1,230 en la oficina 2 y 214 en la
oficina 3.

Ejemplo 3.30 (ya presentado con anterioridad)
No se presentaran los calculos en detalle, simplemente se establecera que el vec-

tor inico de probabilidad, solucién del sistema lineal (I-P)g=0 es:
328 1071 -
3/28 .1071 -
328 1071 -
q=|hs | = | .1785 -
*/2s 1428 -
3/28 .1071 -
*/2s 1428 -
_3/28_ _.1071 -

En este vector, las entradas representan, a la larga, el tiempo que el policia esta
en cada crucero. Asi, si su objetivo es estar el mismo niimero de horas en cada
crucero, la estrategia de cambiase al azar, con iguales probabilidades, de un cru-
cero a otro, no es la correcta.

3.13. NOTAS HISTORICAS

Método de solucion de Gauss se llama asi debido a que
Gauss lo describié en un articulo detallando los cal-
culos que hizo para determinar la érbita del asteroide
Pallas. Los parametros de la 6rbita tenian que determi-
narse mediante observaciones del asteroide durante el
periodo de seis afos comprendido entre 1803 y 1809.
Esto dio lugar a seis ecuaciones con seis incégnitas con
coeficientes bastante complicados. Gauss mostré como



resolver estas ecuaciones reemplazandolas sistematicamente por un nuevo sis-
tema en el que solo la primera ecuacién tenia seis incdgnitas, la segunda tenia
cinco, la tercera solo cuatro y asi sucesivamente, hasta que la sexta ecuacion
tenia solo una incégnita. Evidentemente, esta ultima ecuacién se podia resol-
ver con facilidad, las incognitas restantes se hallaron entonces por sustitucion
regresiva.

La parte Jordan del método de Gauss-Jordan es, en esencia,
una técnica sistematica de “sustitucion regresiva”. En esta forma
la describi6 Wilhelm Jordan (1842-1899), un profesor aleméan
de geodesia, en su “Manual de geodesia”. Este trabajo se publico
por primera vez en aleman en 1873 y desde entonces ha tenido
diez ediciones, ademas de traducciones a otras lenguas. Por otro
lado, el propio Jordan atribuye el método a Friedrich Robert
Helmert y Peter Andreas Hansen, unos afios antes.

Wilhelm Jordan fue importante en su campo a finales del
siglo XIX; participd en varias exploraciones geodésicas en
Alemania, asi como en la primera exploracién importante en el desierto de Libia.
También fue editor fundador de la revista alemana de geodesia. Su interés por
hallar un método sistematico para resolver grandes sistemas de ecuaciones surge
de la frecuente aparicion de éstos en problemas de triangulacion.

Un método de reduccion matricial para resolver un sistema de ecuaciones
lineales se encuentra en el antiguo trabajo chino “Nueve capitulos del arte mate-
matico”. El autor plantea la siguiente solucidn al sistema.

3x+2y+2z=39
2x+3y+z=234
x+2y+3z=26

El diagrama de los coeficientes se dispone en un abaco como sigue:

1 2 3
2 3 2
26 34 39

Lo que nos induce a multiplicar la columna del centro por 3 y después restar a
la columna de la derecha “el maximo de veces posible”; lo mismo se hace con la
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columna de la izquierda. Los nuevos diagramas son entonces:

1 0 3 0 0 3
2 5 2] |4 5 2
31 1| |8 1 1
26 24 39 39 24 39

La siguiente instruccion es multiplicar la columna de la izquierda por 5 y restar
de nuevo la columna del centro el maximo de veces posible, lo que da:

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Asi, el sistema se redujo al sistema 3x+2y+z=39, 5y+2=24, 362=99, del cual se
halla facilmente la solucién completa.

La nocion de la inversa de una matriz apareci6 por primera vez en 1855 en
un escrito de Arthur Cayley (18211895) y se amplié en un articulo publicado
tres aflos mas tarde titulado “Una memoria sobre la teoria de matrices” En este
trabajo, Cayley describe las propiedades basicas de las matrices, puntualizando
que la mayoria se deriva del trabajo con conjuntos de ecuaciones lineales. En
particular, la inversa procede de la idea de resolver un sistema:

X=ax+by+cz
Y=ax+by+cz
Z=ax+b'y+c'z

Para x, y, z en funcién de X, Y, Z. Cayley da una construccion explicita para la
inversa en funcién de los determinantes de la matriz original y de los menores.
En 1842, Arthur Cayley se gradu6 en el Trinity College, Cambridge, pero
no pudo hallar un puesto adecuado de profesor

por lo que, al igual que Sylvester, estudio leyes y se

hizo abogado en 1849. Durante sus catorce afios

de ejercicio escribié alrededor de 300 articulos

matematicos; finalmente, en 1863 se hizo profe-

sor de Cambridge, donde permanecié hasta su

muerte. Fue durante su época de abogado cuando



conocio a Sylvester; sus discusiones durante los 40 afios siguientes fueron muy
fructiferas para el progreso del algebra. Durante su vida, Cayley escribi¢ alre-
dedor de 1000 articulos sobre matematica pura, dinamica teérica y astronomia
matematica.

3.14. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Demuestre que la eliminacion de Gauss-Jordan tiene una magnitud de ope-
raciones de orden n”.

2. Demuestre que el proceso para encontrar la inversa de una matriz tiene una
magnitud de operaciones de orden °.

3. Para una matriz de mxn diga qué condiciones se deben cumplir para que
haya solucion tnica, soluciones multiples o no haya solucidén.

4. Determine la factorizacién LU de la siguiente matriz:

6 2 1 -1

A= 2 4 1 0
1 1 4 -1

-1 0 -1 3

5. Suponga que se ha encontrado la factorizaciéon A=LU, pero el sistema por resol-
ver es A'y=b en lugar de Ax=b. Encuentre una manera rapida de calcular y.
6. Encuentre la inversa de las siguientes matrices, si existe:

111 1
1 1-1-1
A=
1-1-1 1
1 1 -« - 1 1
b) 0 1 - --- 1 1
B=|0 0 1 11
0 0 ...... 1 1
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7. En un articulo reciente sobre zoologia, se report6 que la longitud promedio

de ala que resulta de aparear tres variedades de mutantes de las moscas de
fruta (Drosophila melanogaster) puede expresarse en la forma de la matriz
simétrica:

1.59 1.69 213
A= [ 169 131 1.72
213 172 185

Donde a;; denota la longitud promedio de la cria resultante de aparear un
macho del tipo i con una hembra del tipo j.

a) ;Qué significado fisico se asocia con la simetria de la matriz?
b) ;Es esta matriz positiva definida? Si es asi, demuéstrelo; si no, encuentre
un vector x diferente de cero para el cual x'Ax<0.

. Resuelva el siguiente sistema usando el método de Gauss con sustitucion

regresiva.

X1+2%-x3= -3
3x1+7%+2x3=1
4x1-2X+x3= -2

Encuentre la solucién unica del siguiente sistema usando el método de
Gauss-Jordan.

X1+2x, - x3= 8
2x1+5x,-6x3= 17
—X1-2X2+X3—X4= —8
4x1+10x,-9x3+x4= 33

. Distribucion de poblacion

Consideremos situaciones en las que se separa a la gente en dos o mas catego-
rias. Por ejemplo, podemos separar a los ciudadanos de un pais, de acuerdo
con sus ingresos, en categorias de pobre, ingresos medios, rico.

Podemos separar a los habitantes de la Reptblica Mexicana en categorias



de acuerdo con el clima en el que viven: caluroso, templado, frio.

Como terminologia, hablaremos de una poblacién separada en estados.
Para los dos ejemplos anteriores, la poblacion y los estados estan dados por
lo siguiente:

Poblacién Estados
Ciudadanos de un pais pobre, ingreso medio, rico
Habitantes de la Rep. Mex. caluroso, templado, frio

Estamos interesados en como la distribucion de una poblacién entre estados
puede cambiar durante un periodo de tiempo. Las matrices y su multiplica-
cién pueden desempenar un papel importante en dichas consideraciones.

La tendencia de una poblacién a moverse entre n estados se puede des-
cribir a veces mediante una matriz de nxn.

Consideremos una poblacién distribuida entre #n=3 estados, que llama-
remos estado 1, estado 2 y estado 3. Se supone que conocemos la proporcion
de la poblacién del estado j, que se mueve al estado i en un determinado
periodo de tiempo fijo. Observe que la direccién del movimiento del estado
j al estado i va en orden de derecha a izquierda de los subindices en . La
matriz se llama matriz de transicion.

Ejemplo. Suponga que la poblacién de un pais estd clasificada de acuerdo
con los ingresos en:

Estado 1: pobre

Estado 2: ingresos medios

Estado 3: rico

Y suponga también que en cada periodo de 20 afos (alrededor de una gene-
racion) tenemos los siguientes datos para la poblacion y su descendencia:

De la gente pobre, el 19% pasd a ingresos medios, y el 1% a rica; de la gente
con ingresos medios, el 15% paso a pobre, y el 10% a rica; de la gente rica, el
5% paso a pobre y el 30% a ingresos medios.

La matriz de transicion que describe estos datos se construye de la siguiente
manera:
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El registro de la matriz de transicion T representa la proporcién de la pobla-
cion que pasa del estado j al estado 7, no el porcentaje. Asi el dato de que el
19% de los pobres (estado 1) pasara a ingresos medios (estado 2) significa
que debemos tomar #,= 0.19. Igualmente, como el 1% de la gente del estado
1 pasa al estado 3 (rico), debemos tomar #3;= 0.01 y asi sucesivamente obte-
niéndose la matriz:

pobre  medio rico
0.80 0.15 0.05 pobre
T=10.19 0.75 0.30 medio
0.01 0.10 0.65 rico

Hemos dado a las columnas y los renglones los nombres de los estados.
Obsérvese que un registro de la matriz da la proporcion de la poblacion
del estado superior del registro que pasa al estado de la derecha del registro
durante un periodo de 20 afios. La suma de registros de cada columna de T
es 1, pues la suma refleja el movimiento de toda la poblacién para el estado
relacionado en la parte superior de la columna.

Supongamos en este ejemplo, que las proporciones de toda la poblacién
ubicada en los distintos estados al comienzo de un periodo de tiempo, estan
dadas en el vector columna:

pl
P=| p2

p3

Por ejemplo, se podria tener p=[% ¥ %], si el total de la poblacién estuviera
inicialmente dividida por igual entre los estados. Los registros en ese vector
p de distribucién de la poblacién deben ser no negativos y sumar 1.
Hallemos la proporciéon de toda la poblacion que se encuentra en el
estado 1 después de un periodo de tiempo de 20 afos, a sabiendas de que
inicialmente la proporcién en el estado 1 es p;. La proporcion de la poblacion
del estado 1 que permanece en el estado 1 es t;;. Esto da una contribucién
de t11p1 a la proporciéon de toda la poblacion que se encontrara en el estado
1 al cabo de 20 afos. Légicamente también tendremos contribuciones de
los estados 2 y 3 al estado 1 al cabo de 20 afios. Asi después de 20 afios, la



proporcion en el estado 1 es:
i pr+tiepa+ tizps

Observe que este es precisamente el primer registro en el vector columna
dado por el producto:

it b3 P
Tp=|ta tn t3 P2
fs1 t; 13 p3

De manera similar se encuentra que la segunda y tercera componentes de
Tp dan las proporciones de poblacién del estado 2 y del estado 3 después de
un periodo de tiempo.

En el ejemplo se hallé una matriz de transiciéon que gobierna el flujo de
una poblacion entre tres estados en un periodo de 20 afios. Supongamos
que la misma matriz de transicién es vélida para el siguiente periodo de 20
anos, y para los siguientes veinte afios y asi sucesivamente, esto es, existe una
sucesion o cadena de periodos de 20 afios para los cuales es valida la matriz
de transicion.

Una situacion asi se denomina CADENA DE MARKOV. Y se define una
matriz de transicion de m periodos como: Una cadena de Markov con
matriz de transicion T tiene 7" como matriz de transicion para m periodos.

Clasifiquemos a las mujeres de un pais segun vivan en un area urbana
(U), suburbana(S) o rural (R). Se supone, ademads, que:

Para las mujeres urbanas, el 10% de sus hijas se establecen en areas rurales, y
el 50% en areas suburbanas, para las mujeres suburbanas, el 20% de sus hijas
se establecen en dreas rurales, y el 30% en dreas urbanas; para las mujeres
rurales el 20% se establece en los suburbios, y el 70% en areas rurales. Sea
el periodo de esta cadena de Markov, el tiempo para producir a la siguiente
generacion.

a) Encuentre la matriz de transicion para esta cadena de Markov, tomando
los estados en el orden U, S, R.

b) Halle la proporcién de mujeres rurales cuyas nietas son también rurales.

c) Siel vector de distribucion de poblacion inicial para todas las mujeres es
hallar el vector de distribucién de poblacion para la generacion siguiente.
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10. Modelos econémicos de Leontief

Tres vecinos tienen hortalizas en sus jardines. El vecino A cultiva jitomates,
B cultiva maiz y C lechugas. Los tres se ponen de acuerdo para repartir la
cosecha entre ellos de la siguiente manera: A se quedara con la mitad de sus
jitomates y recibira ¥ de la cosecha de maiz y % de la de lechuga. B recibira
Y5 de la cosecha de jitomate, ¥ de la de maiz y % de la de lechuga, C un %
de la de jitomate, 5 de la de maiz y se quedara con la mitad de su cosecha de
lechuga ;Qué precios deberan asignar a los respectivos productos si se debe
satisfacer la condicion de equilibrio de una economia cerrada y sila cosecha
de menor precio debe venderse a $1000?

130



Capitulo 4
DETERMINANTES

4.1. INTRODUCCION

En el capitulo dos hemos visto cdmo podemos representar en forma muy sen-
cilla sistemas de ecuaciones lineales a través de matrices. Asociadas a dichas
matrices, existe otro concepto que es el que nos ocupa en este capitulo y es el
de determinantes. Sus usos y aplicaciones son variados, como podra verse mas
adelante. Podemos adelantar sin embargo que el objetivo de los determinantes
ha sido el de simplificar calculos numéricos asociados a los sistemas de ecuacio-
nes lineales, sobre todo cuando son muy grandes.

Definicion 4.1
Un determinante es una funcién que asigna un nimero a una matriz

SOo

Comenzaremos este tema con una introduccion a determinantes de 2x2 y de
3x3 motivada por célculos de area y volumen.

cuadrada.

4.2. AREA DE UN PARALELOGRAMO

En la figura siguiente se muestra el paralelogramo determinado por dos vecto-
res distintos de cero, no paralelos, a=(ai, a) y b=(b,, b,) de R?. Este paralelo-
gramo tiene un vértice en el origen; consideramos las flechas que representan
ay b como los dos lados del paralelogramo, con el origen como vértice comun.
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x; A

F1GURA 4.1 Paralelogramo
determinado por los
vectoresay b

Podemos hallar el drea de este paralelogramo multiplicando la longitud ||a|| de
su base por su altura / obteniendo:

Area (7) = |la||h = |la|| |P|| (sen®) = |ja]| ||b]| V[1-cos*O] (4.1)
Observacion:
Recuerde que la magnitud de un vector a en R" se define:

lal = V[a:® + a + - + a,2]

Y el angulo entre dos vectores a y b como:

A [ a b 1
rccos = |——————
llall el

Donde se aplicé la ley de los cosenos:

lall 6] cose = by + -+ + abn
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Ejemplo 4.1
Encuentre el 4ngulo © entre los vectores (1,2, 0,2) y (-3, 1, 1, 5) en R*.

OQIN3LINOD

Solucion
Tenemos:

1,2,0,2) - (-3,1,1, 1
cosf= (1,2,0,2) - (-3 5) =2=_

V24224 0%+ 22V(=3)2+ 12+5> 18 2

Asi cosO = 60°.

Volviendo a la ecuacién (4.1) tenemos que si usamos el resultado de que: ab=
||al| ||b]| cosO y elevamos al cuadrado la ecuacién:

(Area)’ = [lall* 116l - llall* |16]* cos’6 = |lall* [|b]|* - (a b)*
= (6112 + 6122) (b12+ bzz) = (a1 by + axb»)
= (a1 bz — a2 bl)z
Tomando raices cuadradas tenemos:
Area (7) =|ai by - a, by| = det A
Donde A es la matriz:
a a)
by b
Ejemplo 4.2
Encuentre el area del paralelogramo en R? con vértices (1, 1), (2, 3), (2, 1), (3, 3).

A=

Solucion
El paralelogramo se ilustra en la figura siguiente. Los lados que tienen (1,1)
como vértice comun se pueden considerar como los vectores a y b:
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L
3 L
2 L F1GURA 4.2 Paralelogramo
determinado por los vectores a y b
1 [
| | L » x1
0 1 2 3

De aqui podemos encontrar que a y b estan dados por:

a=(2,1) - (1,1) = (1,0)
b=(2,3) -(1,1) = (1,2)

Por lo tanto, el area del paralelogramo esta dada por el determinante:
‘ 1

0
L) ’ - (1) @)-(0) (1)=2

4.3. PRODUCTO CRUZ
El determinante asociado con una matriz cuadrada de 2x2 se denomina deter-
minante de segundo orden, otra aplicaciéon de estos determinantes aparece
cuando buscamos un vector de R’ que sea perpendicular a cada uno de los dos
vectores independientes dados:

b: (bl) b2) b3) yc= (Cl) €2 C3)

Los vectores coordenados unitarios de R? son:

i=(1,0,0) j=(0,1,0)y k=(0,0, 1)
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Entonces se verifica que:

b, bs

C C3

by bs

C1 C3

by b,

C1 ¢

j + (4.2)

Es un vector ortogonal a b y c. Esto se puede observar calculando pb = pc = 0.

El vector p se conoce como producto cruz de by ¢, y se denota por p = bxc. Hay
una forma sencilla de recordar la férmula (4.2) para el producto cruz bxc. Se

forma la siguiente matriz de 3x3:

ij ok
by by bs

CT C C3
Cuyo determinante es igual a:
ij k

by by by |=i

C1 € C3

bz b3 bl b3 bl bz

Que no es otra que la formula (4.2).

Ejemplo 4.3
Encuentre un vector perpendiculara (2, 1, 1) y (1, 2, 3) de R’.

Solucion

k
Se forma la matriz: 1
3

—_— N o~
N = .

Y se encuentra que:

21
1 2

2 1

11 3

L

11
2,1,1)x(1,2,3) = ‘

2 3 J*

=i-5j+3k=(1,0,0) - 5(0,1,0) + 3 (0,0,1)
=(1, -5, 3)

OQIN3LINOD
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El producto cruz p = bxc no solo es perpendicular a b y ¢, sino que apunta en
la direccién determinada por la conocida regla de la mano derecha: cuando los
dedos de la mano derecha se curvan en la direcciéon de b a ¢, entonces el pulgar
apunta en la direccion de bxc como en la siguiente figura:

F1GURrAa 4.3 [lustracién de
la regla de la mano derecha.
Fuente Fraleigh (1989)

También tiene interés la magnitud del vector p = bxc de (4.2): es el area del para-
lelogramo con un vértice en el origen de R’ y aristas en ese vértice dadas por
los vectores b y c. Para ver esto se considera un diagrama como el de la figura
4.1, pero con b reemplazado por cy se calcula nuevamente el area como sigue:

(Area)* =|c|* ||b|]* - (c b)*

= (C12 + C22 + C32) (b12 + b22 + b32) —(C1 b1 + ¢ bz + C3 b3)2

2

b, bs

Cy C3

by bs

C1 C3

by b,

1T

+ +

Tomando raices cuadradas obtenemos:

El 4rea del paralelograma en R’ dado por byc=|bxc| .

Ejemplo 4.4

Encuentre el drea del paralelogramo en R3determinado por los vectores b=(3, 1, 0)

ye=(1,3,2).

Solucion
Se forma la matriz:

—_— 0 =
W = =
N o



De aqui:

10
3 2

30
1 2

31

- 1 3

J+

bxc= ’ ‘ k= (2,-6,8)

Por lo tanto: || bx ¢ || = 2\/ [(1)2 +(=3)%+ (4)2] =2 \/2_6

Ejemplo 4.5
Encuentre el rea del triangulo en R’ con vértices (-1, 2, 0), (2, 1, 3) y(1,1,-1)

Solucion
Si consideramos (-1, 2, 0) como un origen local y tomamos los vectores corres-
pondientes a flechas que comiencen ahi y lleguen a (2, 1, 3) y (1, 1, -1), a saber:

a=(2,1,3) - (-1,2,0) = (3, -1, 3)
b=(1,1,1) - (-1,2,0) = (2, -1, -1)

Ahora |laxb| es el 4rea del paralelogramo determinado por estos vectores y el
area del triangulo es la mitad del drea del paralelogramo:

2,1,-3>

F1GURA 4.4 El 4rea del
tridngulo es la mitad del drea
del paralelogramo

i j ok b
. -1,2,00
Se forma la matriz: | 3 -1 3
2 -1 -1
De aqui:
wxo=| 222 2w

Por lo tanto: |laxb|| = \/[(4)2 +(9)%+ (-1)*] = \/& = 7\/5 de aqui que el 4rea del
triangulo es 7\/ 2/2.
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4.4. VOLUMEN DE UNA CAJA

El producto cruz es util para hallar el volumen de la caja o paralelepipedo deter-
minado por tres vectores distintos de cero a= (ai, az, a3), b= (b, ba, b3) y
c= (c1, ¢, ¢3) en R como se muestra en la figura 4.5.

El volumen de la caja se puede calcular multiplicando el area de la base por
la altura h: el drea de la base de la caja es igual a ||bxc|| y la altura se puede encon-
trar calculando

|bxcl| ||al| [cosB| = |(bxc)al
[[bxcll [[bxcll

h=||al| |cos6| =

El valor absoluto se usa en el caso en que cos ® es negativo. Este seria el caso si
bxc tuviera direccion opuesta a la que se muestra en la figura 4.5. Ast:

bxc
F 3

FIGURA 4.5 La caja
en R® determinada
pora, byc

Volumen (caja) = area de la base x altura

= ||bxcl|| [(bex)a

bxc
=|(bxc)a|

Es decir; el volumen queda definido como:

Volumen = |a1(bac3-bscz) —ax(bics=bscr) + as(bica-bac))|
=det A



Donde:

ay dpy das
A= | by by b
C1 C C3
Ejemplo 4.6

Encuentre el volumen de la caja con vértice en el origen, determinada por los
vectores a= (4, 1, 1), b= (2, 1, 0) y c= (0, 2, 3).

Solucion
La caja se muestra en la figura 4.6, y se forma la matriz, cuyos renglones son los
vectores a, by c. Su volumen esta dado por el valor absoluto del determinante:

Z
[ 3

F1GURA 4.6 Volumen de la caja con
centro en el origen

X
4211(1)—410 20 12U
=2 31700 3T lo 2T
0 2 3
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4.5. EL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

El determinante de una matriz de 1x1 es su tinico registro. Asi, un determinante
de segundo orden se puede definir como ya se dijo:

apn  an
= d11 d22 — 421 Aa12
a dax

Y un determinante de tercer orden en términos de uno de segundo orden, como:

ailr diz dis

dax a3 a a3 a dx
ax3| = di —an + a3

asy dass asy dass as; a4z

az ax

asy asy asz

O bien:

= a11022033 + 413021032 — 413022031 — 11023032 — A12 d21 433

Definimos un determinante de n-ésimo orden en términos de determinantes
de orden n-1. Para lo cual se introduce la matriz menor A; de una matriz A de
nxn, que es la matriz de (n-1)x(n-1) obtenida al eliminar la i-ésima fila y la
j-ésima columna de A.

all..-. alj-..- aln
Aij= | ap an+- aim | = i- ésima fila (4.3)
Anl anj' Ann

&

j-ésima columna

Usando |A;| como notacion para el determinante de la matriz menor A;; pode-
mos expresar el determinante de una matriz A de 3x3 como:

ai diz ais
az d dz3z| = dil |A11 | -ar | An | tais |A13 |

asy dsz as;s



Los nimeros air = |A11], a1z = -|A12| y a13 = |A13] son apropiadamente llamados

cofactores de ai1, a2 y ais.

Definicion 4.2

El determinante de una matriz de 1x1 es su tinico registro. Sea n>1 y supon-
gamos definidos los determinantes de orden menor que n. Sea A=(A;) una
matriz de orden nxn. El cofactor de a;; en A es:

a,-j' = (-1)i+j det (A,])

Donde Ajjes la matriz menor de A dada en (4.3). El determinante de A es:

(1] we eeee wenen wee ain
det A= Q] ++e weeee weees oo Qin =11 011 + A12 A1 F weeeeeeees + dindin
Q] we wevee wenen oo Ann
Ejemplo 4.7

Encuentre el cofactor del registro 3 o entrada a,; en la matriz:

21 0 1
A_3212
14 01 4
1 0 2 1
Soluciéon
1 0 1
a’—(—1)2+1014——14—01—7
2= T 201 0 2|
0 2 1
Ejemplo 4.8
5-2 4 -1
A= |0 1 5 2
1 20 1
3 1-1 1

OQIN3LINOD
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Usando la definicidon 4.3, encuentre el determinante de la matriz:

Solucion
5-2 4 -1
1
det A= 0 > 2
1 2 0 1
-3 1-11
152

=5(-1)%12 0 1| +(-2)(-1)°

1-11

052 01 2 0
1 0 1|+4(-D* 1 2 1{+(-D(-1)°| 1
-3-1 1 -3 11 -3

Calculando los determinantes de tercer orden se tiene:

1 5 2
201—1‘01
A S S |
1-11
5
101—0‘01
AR S S |
-3-11
01 2
1 2 —021
U1
-3 1 1
1
?2(5)—020
1 -1
-3 1-1

10
-3 -1

+2

+2

+5

20

1 -1‘=8

1 2

B e

De donde det (A) = 5(-8) + 2(-22) + 4(10) + 1(36) = -8

Teorema 4.1: Desarrollo general por menores

Sean A una matriz de 2x2 y r y s cualesquiera selecciones de la lista de nimeros

1, 2,---,n entonces

det(A)=anan+anan+t-+amam
=dys a’ls + s 61,25 Feeet Ay a,ns

(4.4)
(4.5)

— N
—_— O U

OQIN3LINOD



Laecuacion (4.4) es el desarrollo del determinante de A por menores en la 7-ésima
fila de A yla ecuacion (4.5) es el desarrollo del determinante de A por menores en
la s-ésima columna de A. Este teorema establece que se puede hallar el determi-
nante de A desarrollando por menores en cualquier fila o columna de A.

Ejemplo 4.9
Encuentre el determinante de la matriz:

'3 2 0 1 3]

2 4 1 2 1

A=| 0 -1 0 1 -5

102 0 -1 2

000 0 0 2
Solucion

Se puede agilizar el calculo desarrollando por menores en cada paso, en la fila o
columna que contenga la mayoria de ceros:

3 2 01
-2 4 1 2
det (A)=2(1)>*"° 0-1 0 1 Desarrollando en la 52 fila
-1 2 0-1
3 2 1
=21 |0 -1 1 Desarrollando en la 32 columna
-1 2 -1
=2 [3(—1)1+1 _11 i’—l(—l)3+l i 1 ‘ Desarrollando en la 12 columna
=12

El uso de esta definicion para determinantes de 4x4 ya es un trabajo tremendo,
pues se involucran 4! productos, como se podra observar en la seccion 4.7, por
lo cual se usan propiedades de los determinantes para calcularlos mas facil-
mente, esto se vera en la siguiente seccion.
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PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES
1. Sicualquier renglén o columna de A, tiene solo componentes cero entonces:
det (A) = 0.

a b

Por ejemplo:
00 Entonces, det A= a(0) - b(0) =0

A=

2. Si A tiene dos renglones (o columnas) iguales o proporcionales, entonces
det (A)=0

Por ejemplo: Al @ b
" |2a 2b| Entoncesdet A=2ab -2ab=0

3. Sea B una matriz que resulta de intercambiar dos renglones (columnas) de la
matriz cuadrada A, entonces:

det B = —det A.

Por ejemplo:

a b c d
c d B:ab

> det A= ad-bc det B= cb-ad = -(ad -bc)

A=

4. Si A es una matriz cuadrada entonces:

det A = det A’
5. Si B esla matriz que resulta de multiplicar por a un renglén i de A entonces:

det B=adet A



Por ejemplo:

a b aa ab
A: B:
c d ] [ c d ]
> det A = ad-bc det B = aad-abc
= a(ad-bc)

. Sea B=aA, donde A es una matriz de nxn entonces det B = a" det A.

Por ejemplo:

a b aa od
A= c d] B= [ac ocd]
> det A = ad-bc det B = (aa)(ad) - (ab)(ac)
= a?(ad)-a?(bc)
= oa?(ad-bc)

Como A es de 2x2 entonces a"= o’.
. El determinante de la matriz identidad es igual a 1.

. Si B se obtiene de A por medio de la operacion elemental de sumar a un
renglén un multiplo de otro: qu("‘),entonces:

det B=det A

Por ejemplo:

e a b Be a+ac b+ad
e d B d
det A= ad - bc det B = (a+ac)d - (b+ad)c
= ad+acd-bc-adc
=ad-bc
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9. Para Ay B de orden nxn el determinante del producto es igual al producto
de los determinantes, entonces:

det (AB) = (det A)(det B)

Por ejemplo:

a b e f
B=
c d] lg h}
det A= ad - bc det B=eh - gf
det A det B= (ad-bc)(eh-gf)= adeh -adgf - bceh + begf

A=

AB:{ae+bg af + bh}

ce+dg cf+dh
det AB= (ae+bg)(cf+dh)-(ce+dg)(af+bh)= aedh -afdg + bgcf - bhce
En particular, si A es invertible, entonces:
det Adet A' =det AA" =detI=1luegodet A" =1/ det A
10.Si A es singular, entonces:
det A=0. Si A es no singular det A'#0.

Ejemplo 4.10 a[b ¢ d
Sea la matriz: e f g
ik

m n o

Cuyo determinante es igual a 10. Usando propiedades del determinante calcule:

a) det (aA)
b) det (aA™)
c) [det (ad)]™
d) det (4AA")



Solucién

e) a(detA) =a*(10)

f) o* (det A™) = a* (1/det A) = a*/10
g) (a*10)"

h) 4*(10)(10) = 4*(100)

4.6. CALCULO DE DETERMINANTES MEDIANTE
LA REDUCCION A UNA MATRIZ TRIANGULAR
SUPERIOR O INFERIOR

Hemos visto que el cdlculo de determinantes de orden superior es una tarea

irracional si se realiza directamente a partir de la definicion 4.3, usando sola-

mente desarrollos repetidos por menores; sabemos también que una matriz se

puede reducir a una matriz triangular superior al efectuar operaciones elemen-

tales por filas. El siguiente teorema nos permite usar esto para calcular determi-

nantes de matrices de orden mayor que 3.

Teorema 4.2

Sea A = (A;) una matriz de orden nxn triangular superior o inferior, entonces:

det A = ai Az - Ann

Lo que significa que el determinante de una matriz triangular es igual al pro-

ducto de sus componentes diagonales.

Sea U una matriz triangular superior tal que:

Uin Uiz - Uln
U= 0 Uy = Uy
0 0 o U

Si desarrollamos cada vez en las primeras columnas, tenemos:

Uz =t Uzn Us3 < Usp
detU = uy; 0 wzze Usp | =unn | 0 Uga  Usn |= Ui U,
0 0-.- Unn 0 0--- Unn
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Ademas, el efecto de las matrices elementales en los determinantes lo podemos
encontrar en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4.1

Sea A una matriz de nxn y E una matriz elemental. Entonces:

det EA = det E det A, o bien det AE = det A det E.

Existen tres tipos de matrices elementales:
a) E=E,, sea B = E,; A entonces:
det E,y A = det B=-det A = (-1) det A = det Ep,; det A
b) E=E,“ sea B = E,'A entonces:
det E,Y A = det B=a det A = det E, det A
¢) E=E,” se deja de ejercicio.

Ejemplo 4.11
El determinante de la matriz A:

oS
1]
S O
SN =

7
-5 | Esiguala|A|=(2)(2)(1)=4
1

Ejemplo 4.12
Encuentre el determinante de la matriz:

2 2 0 4
A=3322
01 3 2
2 0 2 1

OQIN3LINOD



Solucion

2 2 0 4 1
3322_23
0 1 3 2| 0
2 0 2 1 2
1

- 0

0

1

- 0

0

1

- 0

0

1

_20

B 0

0

1

0

=(—2)(2)0

0

1

0

=(—2)(2)0

0

De aqui det A= (-2)(2)(17) = -68

© o = o= O O - N O = S e N = W - S = W

O O = -

® = W o 0N W O PN WO o WO N WO N WO

S = w O

— NN

Propiedad de
multiplicacién
por un escalar

El ler renglén es
multiplicado por -2
y se suma al 4°
renglén.

Se multiplica el ler
renglén por -3y
se suma al 2°.

Se intercambian
renglones.

Se multiplica el 2°
renglén y se suma
al 4e.

Propiedad de
multiplicacién por
un escalar.

Se multiplica el 3°
renglén por -8y se
suma al 4°.
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El ejemplo anterior ilustra que si una matriz A de orden nxn se puede reducir
a una matriz triangular superior U con n pivotes (distintos de cero), entonces
det (A) es igual a * el producto de los pivotes. Si en algin punto de la reduccion
no se puede hallar un pivote distinto de cero, entonces el determinante de esta
matriz y el determinante de A son igual a cero.

Por ejemplo:
Sea A matriz de 5x5 que se ha reducido y se tiene:

p1 X X X X
0 pp x x X
0 0 0 x x
0 0 0 x x
0 0 0 x x

Desarrollando repetidamente por menores en las primeras columnas vemos
facilmente que el determinante es cero.

Teorema 4.3: Criterio de invertibilidad para una matriz cuadrada
Sea A una matriz de nxn, entonces A tiene inversa si y solo si det A=0.
>) Si A es invertible entonces I = AA™, por lo que 1 = det(I) = det(A) det(A™);

por lo tanto, det A=0.

<) Se tiene det A=#0, entonces se pueden aplicar operaciones elementales en A
para expresarla como una matriz equivalente U, esto es:

Ey- E,E;A=U o0 A=Ei'E;'-e..... Ei'U
De aqui que:
det A= det (Ei!) det (E3Y) ....... det (E¢') det U

Como det A#0, entonces det (U)#0, de donde U no tiene renglones iguales a
cero y por lo tanto U=I.



TEOREMA 4.4
Para una matriz A de nxn las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La ecuacion Ax=0 tiene la inica solucién x=0.

b) El sistema lineal Ax=b tiene una solucién unica para cualquier vector
columna b n-dimensional.

c) La matriz A es no-singular, es decir A7 existe.

d) El determinante de A es distinto de cero.

e) El algoritmo de eliminacién gaussiana se puede aplicar al sistema lineal
Ax=b.

Ya hemos visto el método de desarrollo por cofactores para encontrar un deter-
minante, ahora encontraremos una férmula para calcular la inversa de una
matriz.

Definicion 4.3
Si A es una matriz de nxn y a’; es el cofactor de a;; entonces la matriz:

r 1 U
ailn 4diz r Ain
r I 1
ajz A v Ao
A=
r r 1
a nl Apy oo a nn

Se llama la matriz de cofactores de A. La transpuesta de esta matriz se deno-

mina la adjunta de A y se denota por adj(A).

Ejemplo 4.13
Sea la matriz:

Los cofactores de A son:

a'11=12 61’1226 61’132—16
a'21 =-4 (1'2222 (1'232 16
a'31 =12 61’32 =-10 61’33 =16
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Por lo que la matriz de cofactores es:

12 6 -16 12 -4 12
A'=| -4 2 16 | ylaadjuntade Aes: adj A= 6 2 -10
12 -10 16 -16 16 16

Ahora es posible establecer una formula para calcular la inversa de una matriz
invertible.

TEOREMA 4.5
Si A es una matriz invertible, entonces:

1 .
AT = Geea A

Primero se demostrard que:
A adj(A) = det(A)I

Considere el producto:

1 1 1 1 1 1 1
ain di - A apn dz dj -t Anl
1 1 1 1 1 1 1
an adiz o din ailz dz 4dj . Anl

A adj(A) =

1 1 1 r

1 1 !
ain adiz -t din ain dzr adjp - Al

El elemento que se encuentra en el i-ésimo renglén y en la j-ésima columna de
A adj (A) es:

ai A+ ap A+ -t Ain A (4.6)

Si i=j entonces (4.6) es el desarrollo por cofactores de det(A) a lo largo del
i-ésimo renglon de A.

Si i#j entonces los elementos y los cofactores provienen de diferentes renglones
de A, por lo que el valor de (4.6) es cero.



Note que: dz1 Gz v G
ay ax - d2n

Az G + Ay a'ty + e + ayn A'on = oo o 1=0
anl  An2 - Qpn

Por lo tanto:

det A
A adj(A)= det A = (det A)' (4.7)
det A

Como A es invertible det (A)#0, entonces la ecuacién (4.7) se puede reescribir

como:

1
—=[AadjA] =1
deta -~ AadAl

Entonces:

=adj(A) =1
det A adj(4)

1 .
AT =g T W

Ejemplo 4.14
Encuentre la inversa de la matriz: A=

W N
L =]
—_— O

Usando la féormula para la inversa.

Solucion
Primero se verifica que el determinante de A sea diferente de cero: como el
det(A) =4, entonces A es invertible. Para calcular la adjunta de A tenemos que

los cofactores de A son:

a,11= 2 61’122 -2 61’132 -4
a'21= 1 (1'222 1 (1'232 -4
an=-2 a'n=2 a'=38

OQIN3LINOD
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Por lo que la matriz de cofactores es:

2 -2 -4 2 1 =2
A=| 1 1 -4| YlaadjuntadeAes: adjA=|-2 1 -4
-2 2 8 -4 -4 8
De aqui que:
1 1 _1
TdetA |T7 "
-1 -1 2

Para matrices de orden mayor que 3x3 este método para invertir matrices es
operacionalmente inferior a la técnica de Gauss-Jordan.

De la misma manera, con frecuencia es util tener una formula en términos
de determinantes para la solucién de un sistema de ecuaciones Ax=b, donde A
es una matriz invertible, por lo cual enunciamos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.6: REGLA DE CRAMER
Si Ax=b es un sistema de n ecuaciones lineales en 7 incognitas tal que det (A)=0,
entonces el sistema tiene solucién tnica y esta dada por:

_ det B

= a parak=1,2,-,n (4.8)
e

Xk

Donde By es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la j-ésima
columna de A por los elementos del vector columna b.

Como A es invertible, la solucion unica del sistema Ax=b se puede expresar como:

det A

=Alp=
Xk det A

b

Comparando con (1), vemos que solo se necesita demostrar que la k-ésima com-
ponente del vector columna adj A b estd dado por el determinante de la matriz:



an b Aln
an b a

By = . "1=0
anl bn Ann

obtenida de A mediante el reemplazo de la k-ésima columna por b; esto es, el
reemplazo de ajx por b;. Al desarrollar det By por menores en la k-ésima columna

se tiene:

det Bk = Z a'jk bj

j=1

Pero ésta es la k-ésima componente de:

an ah - am b
ae aw - a'm b,

. n
(adj A) b= ) ;
alln a'2n a'nn bn

=a'i bl + ot Al bn
Lo que completa la demostracion.

Ejemplo 4.15
Resuelva el siguiente sistema lineal usando la regla de Cramer.

X1 + +2x3=6
-3x1 + 4x, + 6x35 =30
-X1—-2%, +3x3=8

Solucion
1 0 2
A= | -3 4 6| detA=44
-1 -2 3
6 0 2 1 6 2 1 0 6
Bi=[30 4 6 B,=|-3 30 6 Bs=| -3 4 30
| 8 -2 3 -1 8 3 -1-2 8
det B1=—40 det B2= 72 det B3= 152

OQIN3LINOD
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Por lo tanto:

det (B) -40 -10

4.7. RESUMEN

1. Un determinante de segundo orden esta definido por:

i s=ad—bc

2. Eldrea del paralelogramo con vértice en el origen determinado por los vec-
tores distintos de cero ay b de R?, es el valor absoluto del determinante de la

matriz que tiene vectores fila a y b.

3. El producto cruz de los vectores b y ¢ de R’ se puede calcular usando el

determinante simbdlico:

i j ok
by b, bs
i G (31

Este producto cruz bxc es perpendicular a: by c.

4. El area del paralelogramo determinado por los vectores distintos de cero b

ycde Res ||b x ]



10.

El volumen de la caja determinada por los vectores distintos de cero a, by
¢ de R es el valor absoluto del determinante de la matriz que tiene vectores
fila a, by c. Este determinante también es igual a: a(bxc).

El cofactor de un elemento a; en una matriz cuadrada A es (-1)" |Ajj|, donde
Ajj es la matriz obtenida de A al eliminar la i-ésima fila y la j-ésima columna.

El determinante de una matriz de nxn se puede definir inductivamente desa-
rrollando por menores en la primera fila. El determinante se puede calcular
desarrollando por menores usando cualquier fila o columna; es la suma de
los productos de los registros en esa fila o columna con los cofactores de los
registros. En general, dicho célculo es muy largo.

Las operaciones elementales en filas tienen el efecto siguiente en el determi-
nante de una matriz cuadrada A:

a) Si se intercambian dos filas diferentes de A; cambia el signo del
determinante.

b) Sise multiplica una sola fila de A por un escalar, el determinante se mul-
tiplica por el escalar.

¢) Si un multiplo de una fila se suma a una fila diferente, el determinante
no cambia.

La inversa de una matriz invertible A esta dada por la férmula:

Al= 1
det (A)

adj (A)
Si A es invertible, entonces un sistema de ecuaciones Ax=>b tiene la solucién
unica X, cuya k-ésima componente esta dada explicitamente por la férmula

o = det By
“7 det (A)

Donde la matriz B se obtiene de A reemplazando la k-ésima columna de A
por b.
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4.8. APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES
(Tomado de Aplicaciones de dlgebra lineal, Rorres y Anton 1977)

Los determinantes tienen muchas aplicaciones en la ingenieria civil sobre todo
en el drea de estructuras, en ingenieria eléctrica y en ingenieria industrial por
mencionar algunas, aqui se presentan algunas aplicaciones publicadas en el
libro de Rorres y Anton.

ECUACIONES DE CURVAS Y SUPERFICIES QUE PASAN
POR PUNTOS ESPECIFICOS

El siguiente enunciado es uno de los postulados fundamentales de la teoria del
algebra lineal:

Se mostrara como este postulado sirve para determinar las ecuaciones de las
curvas y superficies que pasan por puntos dados, desarrollando algunos ejem-
plos especificos.

La solucién de un sistema lineal homogéneo con un niimero de
ecuaciones igual al niimero de incégnitas no es trivial si, y solo si, el
determinante del sistema es cero.

LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

Si se tienen como datos (los puntos diferentes del plano, (x1y1) y (x2)2), hay solo
una recta:

Ay
X,
(5 72) FIGURA 4.7 Recta
que pasa por dos
T (1) puntos
ax+cy+c=0, (4.9)



que pasa por ellos. Observe que no pueden ser cero simultdneamente y que son
unicos para una recta dada. Como pertenecen a la recta, al sustituirlos en (4.9)
se obtienen las ecuaciones

C1X1 + Y1+ €3 = 0 (410)
X2+ )2 +c3=0 (4.11)

Las ecuaciones (4.9), (4.10) y (4.11), pueden agruparse formando un sistema:

xc1+yca+c3=0
X161 + Y162 + €G3 = 0
xc1+yc2+¢3=0

Que es un sistema homogéneo de tres ecuaciones para c;, ¢; y ¢3 y como estos
coeficientes no pueden ser todos cero, el sistema tiene una soluciéon que no es
trivial. Asi, el determinante del sistema debe ser, necesariamente igual a cero.
Entonces:

x y 1
X1 N 1|=0 (412)
X2 ¥2 1

En consecuencia, todo punto (x,y) de la recta satisface (4.12), reciprocamente,
todo punto (x,y) que satisface a (4.12) pertenece a la recta.

Ejemplo 4.16
Obtener la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2,1) y (3,7).

Solucion
Al sustituir las coordenadas de los puntos dados en la ecuacion (4.12) se obtiene:

w N R
N =R
—_— =
Il
o

Desarrollando por cofactores tomando como base el primer renglén, se llega a
la ecuacion:

-6x+y+11=0
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CIRCUNFERENCIA QUE PASA POR TRES PUNTOS

Si se tienen como datos tres puntos del plano, diferentes y no alineados, (x1, y1),
(%2, ¥2) ¥ (3, y3) de la geometria analitica se sabe que solo existe una circunfe-
rencia, dada por la ecuacion:

FIGURA 4.8
Circunferencia que pasa
por tres puntos

c (o + yz) +tox+cy+ca=0, (4.13)

Que pasa por estos tres puntos. Sustituyendo sus coordenadas en la ecuacion,
se obtienen:

a(a+y)+toxitay+a=0 (4.14)
a(G+y)+oxtaynta=0 (4.15)
a3+ +oxstays+a=0 (4.16)

Como en el caso anterior, las ecuaciones (4.13) a (4.16) forman un sistema
lineal homogéneo para cuya solucién no es la trivial. En consecuencia, el deter-
minante del sistema es igual a cero:

o ox oy 1

xttyi o oy 1 (4.17)
X5+ x2 y 1
xX3+y; x oy 1

Esta es la forma del determinante para la ecuacion de una circunferencia.

Ejemplo 4.17
Obtener la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (1, 7), (6, 2)
y (4, 6).



Solucion
Sustituyendo las coordenadas de los puntos en la ecuacién (4.17), se obtiene el

determinante
xz+y2 X y 1
50 1 7 1] 0
40 6 2 1| 7
52 4 6 1

que se reduce a:
10 (x*+y*) —20x 40y —200 = 0

Esta expresion se puede escribir en la forma ordinaria:
(x-1) + (y-2 = 5

Asi, se trata de una circunferencia cuyo centro es el punto (1, 2) y su radio es 5.

SECCION CONICA QUE PASA POR CINCO PUNTOS

La forma general de la ecuaciéon de una seccién cénica contenida en el plano
(una parabola, una hipérbola o una elipse y las formas degeneradas correspon-
dientes) es:

F1GURA 4.9 Coénica
que pasa por cinco
puntos

ax* + Xy + c3) + cax + sy + =0

Esta forma tiene seis coeficientes, de los cuales solo se necesitan cinco, ya que
la expresion puede dividirse entre cualquiera de ellos que no sea cero. Asi, solo
se tienen que determinar cinco coeficientes, por lo que bastan cinco puntos dis-
tintos del plano para determinar la ecuacion de la secciéon cénica (Figura 4.9).
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Como en los ejemplos anteriores, la ecuacion puede escribirse en la forma del

determinante:
X oxy ¥y ox oy
2 2

Xi X1 Y1 X1 )
X X Y X W
x3 X3¥3 Y5 X3 Y3
Xi X YioXa Y
X3 Xsys YR X5 ys

(4.18)

[3S)

— o = = =
Il
[e]

Ejemplo 4.18

Un astrénomo quiere determinar la érbita de un asteroide alrededor del Sol.
Para ello, introduce un sistema de coordenadas cartesianas en el plano de la
orbita con el Sol en el origen. Las unidades de medicién utilizadas en los ejes
son unidades astronémicas (1 unidad astronomica = la distancia media de la
Tierra al Sol = 93 millones de millas). Por la primera ley de Kepler, se sabe que
la 6rbita es una elipse. En consecuencia, con cinco observaciones del asteroide
en horas diferentes, determina cinco puntos de la érbita cuyas coordenadas son:

(5.764,0.648), (6.286,1.202), (6.759,1.823), (7.168,2.526), (7.480,3.360)
Obtener la ecuacién de la 6rbita.

Solucién
Sustituyendo las coordenadas de los cinco puntos en la ecuacién (4.18), se obtiene:

X xy ¥ x y
33.224 3735 0420 5764 0.648
39.514 7.556 1.445 6.286 1.202
45.684 12322 3323 6.759 1.823
51.380 18.106  6.381 7.168  2.526
55.950 25.133 11.290 7.480 3.360

— et ek pd e

Desarrollando por cofactores en base al primer rengldn, el determinante se
reduce a:

x* - 1.04xy + 1.30 y* - 3.90x - 2.93y 5.49 = 0



La figura 4.10 es un diagrama de la drbita donde aparecen los cinco puntos dados.

FIGURrA 4.10
La orbita
con los cinco
puntos

PLANO QUE PASA POR TRES PUNTOS

En el ejercicio 6 se le pide al lector demostrar que el plano cuya ecuacion en el

espacio de tres dimensiones es:

cx+cy+caztce=0

Y que pasa por tres puntos no colineales (x1, y1, z1), (x2, ¥2, 22), (%3, ¥3, 23), puede

también expresarse por una ecuacién en forma de determinante:

X
X1
X2
X3

Ejemplo 4.19

Y
J2!
Y2
V3

21
2
Z3

=0 (4.19)

—_ =

La ecuacion del plano que pasa por los puntos no colineales (1, 1, 0), (2, 0, -1)

y(2,9,2)es:
x Yy
1 1
2 0
2 9

o = O N

Que se reduce a:

—
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2x-y+3z-1=0.
ESFERA QUE PASA POR CUATRO PUNTOS

En el ejercicio 7 se le pide al lector que demuestre que la esfera cuya ecuacion en
el espacio de tres dimensiones es:

a1 (X2+y2+22)+sz+C3y+C4Z+65=O

Y que pasa por cuatro puntos no coplanares (x1, y1, z1), (X2, ¥2, 22), (X3, ¥3, 23), (X4,
V4, 24), estd también dada por la ecuacién en forma de determinante:

X+ y2 +22 X y z 1
xlz + ylz + 212 x1 »n a1
x2° + )/22 +2° X y» z 1| =0 (4.20)
.X32 + )/32 + 232 X3 )3 zz 1
X42 + )/42 + Z42 Xe y4 zg 1
Ejemplo 4.20
La ecuacién de la esfera que pasa por los puntos (0, 3, 2), (1,-1,1), (2, 1,0) y
(-1,1,3) es:
X+ y2 +7Z  «x y z 1
13 0 3 2 1
3 1 -1 1 1| =0
5 2 1 0 1
11 -1 1 3 1

Que se reduce a:
X+ y+22-4x-2y-6z+5=0,
Y que en la forma ordinaria es:

(x-2)* + (y-1)* + (z-3)*=9
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4.9. NOTAS HISTORICAS

La nocion de producto cruz surgié de los intentos de Sir
William Rowan Hamilton para desarrollar una multiplica-
cién para “ternas’; esto es, vectores de R’. La simbologia
actual para el producto cruz aparecid por primea vez en el
breve texto “Elements of Vector Analisis” (1881) del nor-
teamericano Josiah Willard Gibbs (1839-1903), profesor
de fisica matematica en Yale, que lo escribié para sus cur-
sos de electricidad y magnetismo de Yale, y de mecdnica en
Johns Hopkins.

La interpretacion como volumen de un determinante aparecié por primera
vez en 1773, en un articulo sobre mecanica de Joseph Louis Lagrange (1736-
1813). Lagrange observé que si los puntos M, M, M" tienen coordenadas (x, y,
z), (x'y"2z) y (x", y", 2") respectivamente, entonces el tetraedro con vértices en
el origen y esos tres puntos tendra volumen:

(%) [2(x'y"~y'xx") + 2 (yx"~xy")+ 2" (xy'~yx)]

Esto es:
X y z
(Ye) det | x' y" 2
xll y” Z”

Lagrange nacid en Turin y pas6 la mayor parte de su carrera matematica en
Berlin y Paris; aporto resultados importantes en temas tan variados como cal-
culo de variaciones, mecanica celeste, teoria de nimeros y teoria de ecuaciones.
Entre sus trabajos mas famosos estan el Tratado de Mecanica Analitica (1788),
en el cual presento los distintos principios de la mecénica desde un solo punto
de vista, y la Teoria de Funciones Analiticas (1797), donde intentd basar el cal-
culo diferencial en la teoria de series de potencias.

La teoria de los determinantes se desarrollo a partir de los esfuerzos de
muchos matematicos de finales del siglo XVIII y principios del XIX. Ademas de
Gabriel Cramer (1704-1752), Etienne Bezout (1739-1783), en 1764, y Alexan-
dre- Theophile Vandermonde (1735-1796), en 1771, dieron varios métodos para

165



166

calcular determinantes. En un trabajo sobre calculo inte-

gral, Pierre Simon Laplace (1749-1827) trat6 sistemas de

ecuaciones lineales repitiendo el trabajo de Cramer, pero

también enunci6 y probd la regla de que el intercambio

de dos columnas adyacentes del determinante cambia el

signo y mostr6é que un determinante con dos columnas

iguales es cero.

El mas completo de los primeros trabajos sobre deter-

minantes es el de Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) en 1812. En éste trabajo, Cauchy introdujo el
nombre de “determinante” para reemplazar varios
términos antiguos, usé la notacién hoy en boga del
doble subindice para un arreglo cuadrado de niime-
ros, definio el arreglo de adjuntos (o menores) a un

arreglo dado, y mostr6 que podemos calcular el determinante desarrollando

en cualquier fila o columna. Ademas, Cauchy probé de nuevo muchos teore-

mas estandar sobre determinantes mds o menos conocidos durante los 50 afos

anteriores.

Cauchy fue el matematico mas prolifico del siglo XIX, hizo aportaciones en
areas como analisis complejo, calculo, ecuaciones diferenciales y mecanica. En
particular, escribi6 el primer texto de célculo usando el enfoque moderno de
-0 para la continuidad. Politicamente fue conservador; cuando la Revolucion
de julio de 1830 reemplazé al rey Borbén Carlos X por el rey Orleans Luis Felipe
Cauchy se neg6 a prestar el juramento de fidelidad, perdiendo asi sus puestos
en la Ecole Polytechnique y en el College de France y se exilié en Turin y Praga.

La primera aparicion del determinante de una matriz cuadrada en Europa
occidental ocurrid en 1683, en una carta de Gottfried von Leibniz al marqués
de L'Hopital. Leibniz escribe un sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas

con coeficientes “numéricos” abstractos como sigue:

10+ 11x+ 12y =0
20 +21x +22y =0
30+31x+32y=0

En donde se observa que cada numero de coefi-
ciente tenfa “dos caracteres: el primero que marca
en qué ecuacion se presenta y el segundo marca a



que letra pertenece”. Después, procedié a eliminar, y luego x.
Para mostrar que el criterio para que el sistema de ecuaciones tenga solucion es:

(10)(21)(32) + (11)(22)(30) + (12)(20)(31) = (10)(22)(31) + (11)(20)(32) + (12)(21)(30).

Es evidente que esto equivale a nuestra condicion de que el determinante de la
matriz de coeficientes se debe anular. Lamentablemente, la carta no se publico
hasta 1850, por lo que no influy6 en trabajos posteriores.

Los determinantes también aparecieron en el trabajo contemporaneo del
matematico japonés Takakazu Seki (1642-1708).

La regla de Cramer aparecié por primera vez en
toda su generalidad en una obra de Gabriel Cramer
(1704-1752) titulada “Introduccion al anélisis de curvas
algebraicas” (1750). El problema en el que Cramer estaba
interesado era el de determinar la ecuacion de una curva
plana de grado dado que pasara por cierto nimero de
puntos dados. Formulé el teorema de que una curva de grado n-ésimo esta
determinada cuando se conocen (Y2)n (n+3) puntos de la curva. Por ejemplo,
una curva de segundo grado que él escribia como:

A+By+Cx+Dy*+Exy+x*=0

Estd determinada por cinco puntos. Entonces, la cuestion es como determinar
A, B, C, D, E dados los cinco puntos. El método obvio es sustituir sucesivamente
en la ecuacion (*) las coordenadas de cada uno de los cinco puntos. Esto da
cinco ecuaciones para los coeficientes desconocidos. Cramer cita el apéndice
del folleto, en donde da su regla general: “se halla el valor de cada incégnita
formando n fracciones cuyo comin denominador tiene tantos términos como
permutaciones de n objetos hay” y pasa a explicar exactamente como se calcu-
lan estos términos como productos de ciertos coeficientes de las n ecuaciones,
cémo se determina el signo apropiado para cada término y como se determinan
los n numeradores de las fracciones al reemplazar ciertos coeficientes de este
calculo por los términos constantes del sistema.

Cramer fue un matematico suizo que ensefié en la Académie de Calvin, en
Ginebra, desde 1724 hasta su muerte. Fue un gran sabio, pero su trabajo se vio
oscurecido por contemporaneos tan brillantes como Euler y los Bernoulli.

1. http://tochtli.fisica.uson.mx/electro/vectores/definici%C3%B3n_de_vectores.htm
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4.10. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Considere la matriz: a b ¢ d
e f g h
A=
i j ok
m n o p

Cuyos valores son tales que el det A=15. Calcule el det By det C si:

a e i m 2a 2e 2m 2i
B b f j n - b f n j
c gk o 3c 3¢ 30 3k
d h'l p 5d 6h 6p 5l

2. Obtenga el determinante de A si:

=

Il
NN N W
NN W N
NN W NN
D W N NN
[SSIE \S RN \S I S I S}

3. Calcule el determinante de la matriz:

X+ a, a as a4 as

ay X+a; as as as

A=| a a; X+az a4 as
| a1 ap as X+ay as |
a; a; as as X+as

4. Mediante operaciones en filas encuentre una triangular superior U'y calcule
el determinante de las siguientes matrices:

1 2 -2 0 2 -1 0 O
Ae 2 3 4 1 B -1 2 -1 0
-1 -2 0 2 0 -1 2 -1
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a) Encuentre la solucion del sistema

2x1+3%-x3= 4

X1-2X+x3= 6
x1-12x,+5x3= 10

Usando la regla de Cramer.

b) Demuestre que el sistema lineal:

2x1+3x-x3=4

X1—2X%+Xx3= 6

-x1-12x,45x3=9

No tiene solucion. Calcule By, B, y Bs.

c) Demuestre que el sistema lineal:

2x1+3x-x3= 4

X1-2X+x3= 6

-x1-12x+5x3=1

Tiene un numero infinito de soluciones. Calcule By, B, y Bs.

. Demostrar que la ecuacion (4.19) es la ecuacion, en el espacio tridimensio-
nal, de un plano que pasa por tres puntos no colineales.

. Demostrar que la ecuacion (4.20) es la ecuacion, en el espacio tridimensio-
nal, de una esfera que pasa por cuatro puntos no coplanares.
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Capitulo b
ESPACIOS VECTORIALES

5.1. INTRODUCCION

Hemos visto coémo se puede efectuar la eliminacidn para simplificar un sistema
lineal Ax=>b; afortunadamente, no solo se facilita el cilculo del valor de x, sino
que también se responde a las cuestiones tedricas acerca de su existencia y su
unicidad. El objetivo fundamental de esta parte es adquirir un conocimiento
diferente y mas profundo del problema.

Para ello necesitamos el concepto de espacio vectorial, introducimos la
idea con los espacios mas importantes R, R, R’,--- El espacio R* se representa
por el ya conocido plano x-y, donde las dos componentes del vector son las
coordenadas x, y del punto correspondiente. También es familiar R* con las tres
componentes que dan un punto en el espacio tridimensional y R es una recta.
Lo importante en dlgebra lineal es que la extension a n dimensiones es directa.

En estos espacios, como en todos los espacios vectoriales, son posibles dos
operaciones: la suma de dos vectores cualesquiera y la multiplicacién de esca-
lares por vectores.

5.2. ESPACIOS VECTORIALES Y ALGEBRA EN RY

Si bien se van a dar las definiciones para espacios de menor dimension, en esta
seccion se define el espacio en R" dado que es el caso general y posteriormente
se presenta la definicién de un espacio vectorial en R.

Sean u y v vectores en R", donde u = (uy, Uy, Un) YV = (V1, Va,+++, V)

La suma u + v es el vector: u+v = (u1+vy, Ua+va, -, Untvy)
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Si r es un escalar, el multiplo escalar ru se define:
ru= (ruy, Tz, -+, riy)

Siu es un vector en R" se define el negativo (o inverso aditivo) de u mediante -u
y se define como:

~u= (~t1, ~Ua,**,~Uy)

La sustraccién de vectores en R” se define como v-u = v+(-u) o en términos de
las componentes:

v=u= (V1, V2, ***,Vn) + (mU1,— U, ++,—Uy)= Vi—U1, Va—Ua, ***, Vp—Up

Nota: Para sumar dos vectores, ambos deben estar contenidos en el mismo
espacio R". La suma de vectores con diferente nimero de componentes no estd
definida.

Las propiedades mas importantes de la suma y el producto por un escalar en
R" se enumeran en el siguiente teorema.

Teorema 5.1
Sean u, vy w elementos de R" y 1, s escalares, entonces:

a) u+v=v+u

b) u+(v+w)= (u+v)+w

¢) u+0=0+u=u

d) u+(-u)=0 es decir u-u=0
e) r(su)=(rs)u

f) r(u+v)=ru+rv

g) (r+s)u=ru+su

h) lu=u

Este teorema permite manejar los vectores en R” sin tener que expresarlos en tér-
minos de sus componentes, exactamente como se trabaja con los niumeros reales.

Para extender las nociones de distancia, norma y angulo a R" se comenzara
con la siguiente generalizacién de producto punto en R*y en R’.



Definicion 5.1
Siuy vson vectores en R”, entonces el producto interior euclidiano se define
como:

Uy =uvy + UV + ==+ + UyVy

Los vectores u y v se dicen ortogonales (o perpendiculares) si su producto

interior es igual a cero, es decir, si u-v=0.

Ejemplo 5.1
Encuentre el producto interior euclidiano de los vectores 'y v en R* donde u y

v son:
u=(-1,3,5,7) v=(5,-4,7,0)

Solucion
u-v=(-1)(5) + (3)(-4) + (5)(7) + (7)(0) = 18

Teorema 5.2
Siu, vy wson vectores en R"y r es un escalar, entonces:

a) u-v=v-u

b) (u+v) - w=u-w+v-w

c) rtu-v)=@u)-v=u-(rv)

d) u-u’0yu-=0siysolosiu=0

Demostracion del inciso d:
u-u=u’+u’+ - +u,” >0ademds la igualdad se cumple si y solo si:
Uy =Up =+ =1u, esdecir solosi u=0

Definicion 5.2 Norma y distancia en R".
Dados los vectores u y v en R" se define la distancia d(u,v) entre los puntos
Uy v como:

d (uv) = \(uy —v1)>+ (tz + v2)? + wovee + (Uy + V)

OQIN3LINOD
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La norma o longitud del vector u denotada ||ul| es definida como:

||u||=u'u=\/u12+u22+ ------ + Uy,
Donde u - u >0 y entonces la raiz cuadrada existe. Observe que:

d (u,v) = [|lu-v|

Es importante tener una buena apreciacion del concepto de norma, dada su
relacion con otras ideas del algebra lineal. Una primera relacion de interés es

la que se observa entre norma y distancia. Considere los puntos P,= (a, b) y
P,=(¢,d) en R

[Pl = Va®> + > d(Py, P,) = V(a—c)* + (b-d)*

Asi ||Py|| corresponde a la distancia del origen al punto Py y d (Py, P,) corres-

ponde a la distancia entre los puntos P; y P,.

Ejemplo 5.2
Dados los vectores u = (1, 2, 0, 3) y v = (0, 3, 5, 2) encuentre la norma de u, la
norma de vy la distancia entre ellos.

Solucion

lull= V(1) + )2 + (0% + (3)* =14

Ivll= V(0 + (3)> + (52 + (2)7 = /38

D(u,v)= V (1-0)* + (2-3)* + (0-5)> + (3-2)? = /28
Propiedades de la Magnitud o Norma
a) [v’=v

b) |rv=rl |v]

Teorema 5.3: Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Sean v Yy w vectores en R”, entonces:

[yl < [v] ]

OQIN3LINOD



Para escalares r y s cualesquiera se tiene:

|rv +sw]* >0 (5.1)
[rv + sw|* = (rv+sw) (rv+sw) = () + 2rs(vw) + s*(ww) (5.2)

Haciendo r=ww y s = —-(vw) se obtiene de las ecuaciones (5.1) y (5.2)

(ww)2(v) = 2(ww)(vw)(vw) + (vw)>(ww) = (Www)*(vv) - (ww)(vw)? =0
(ww) [(v9)(ww)-(vw)?] 20

Si (ww) =0 entonces w=0 y se tiene la igualdad con cero. Si (ww)=0, entonces:
ww>0y se tiene:

(vv)(ww)-(vw)* = 0
(vv)(ww) = (vw)?
[v]* [w]* =(vw)?

Tomando raices cuadradas se tiene:

V] 2 |vwl

Otra desigualdad importante que es derivada de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz es la desigualdad del triangulo: dados v y w, w en R" se tiene:

|v+w| < |v]+ |w|
La figura 5.1 muestra el origen del nombre de desigualdad triangular

viw

F1GURrA 5.1
Desigualdad
triangular

175



176

Usando las propiedades del producto punto, asi como la desigualdad de Cau-

chy- Schwarz tenemos:

[v+w| 2 = (v+w)(v+w) = vy + 20w + wew
< v+ 2| [w] + ww= v + 2|v| |w]| + |w|*

= (vl + [wl)?

Y tomando raices cuadradas se tiene:

[v+w| < |v] + |w|

Ya se han visto algunas propiedades de los vectores en R”, ahora procederemos

a generalizarlas y definir un espacio vectorial.

Definicion 5.3

Un espacio vectorial real es un conjunto no vacio V de objetos llamados
vectores junto con una regla para sumar dos vectores cualesquiera vy w para
producir un vector v + weV y una regla para multiplicar cualquier vector
veV por cualquier escalar r€R a fin de producir un vector r veV llamado
multiplo escalar. Ademas, para todos los vectores u, vy w en V'y para todos
los escalares r y s, se deben cumplir los siguientes axiomas:

Propiedades de la suma

bl

Siuy v son vectores en V entonces u + veV (cerrado bajo la suma)
u+v=v+u (ley conmutativa)
u+ +w)= (u+v) + w (ley asociativa)

Existe un vector 0€V llamado vector cero
0+u= u+0= u para toda ueV (naturaleza del vector cero)
Para toda ueV existe —-ueV tal que

u+(-u)=(-u)+u=0 (=u como inverso aditivo de u)

Propiedades que incluyen el producto por un escalar

6.
7.

SireRyueV, entonces rueV  (cerrado bajo el producto por un escalar)
r(u+v)=ru+ry (ley distributiva)



8. (r+s)u=ru+su (ley distributiva)

9. r(su)=(rs)u (ley asociativa)
10. lv=v (preservacion de escala)
Ejemplo 5.3

El conjunto V=R" con las operaciones ordinarias de adicién y multiplicacion
por escalares es un espacio vectorial.

Ejemplo 5.4

Sea V cualquier plano que pasa por el origen en R’. Los puntos de V forman
un espacio vectorial bajo las operaciones ordinarias para vectores en R’. Por el
ejemplo anterior se sabe que R’es un espacio vectorial bajo esas operaciones.
Los axiomas (2) (3) (7) (8) (9) y (10) se cumplen para todos los puntos de R’
y por lo tanto para todos los puntos del plano V. Entonces solo es necesario

demostrar que se cumplen los axiomas (1) (4) (5) y (6).

Solucion
Dado que el plano V pasa por el origen tiene una ecuacion de la forma:

ax+by+cz=0 (5.3)
Por lo tanto, si v = (vi, v2, v3) Yy w= (w1, w, w3) son puntos en V entonces:

avi+bva+cvs=0
aw+bwy+cws=0

Sumando estas ecuaciones se tiene:

a(vi+wr) + b(va+wy) + c(v3+ws)=0
Esta igualdad indica que las coordenadas del punto v +w = (vi+wi, v2+w,,
v3+ws) satisfacen (5.3) y por lo tanto v+weV, lo que muestra que el axioma 1
se cumple.

Si multiplicamos la ecuacién av;+bv,+cvs= 0 por -1 resulta:

a(-v1) + b(=v2) + c(-v3)=0
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Por lo tanto -veV'y se cumple el axioma 5. La demostracion de los axiomas 4y
6 se dejan como ejercicio.

Ejemplo 5.5

Muestre que el conjunto P de todos los polinomios con coeficientes en R es un
espacio vectorial, usando como suma de vectores y producto por un escalar la
suma usual de polinomios y el producto usual de un polinomio por un escalar.

Solucion
Sean p y g polinomios:

P= o+ aix + axx* + -+ + ax”
g=bo + bix + byx® + ++ + byx™

Si m=n, recordemos que la suma de p y g esta dada por:
p+q = (apt+bo) + (ar1+b1)x + -+ + (An+bp)x" + bprXper ++oo+ bpx™

Se hace una definicion similar si m<n. El producto de p por un escalar r esta
dado por:

rP=rag + ra1X + raxX’ + «+ + ra,x"

Se tienen el polinomio cero y -p el inverso aditivo, entonces se cumplen los 8
axiomas restantes.

Ejemplo 5.6

Demuestre que el conjunto M de todas las matrices de mxn es un espacio vec-
torial, usando como suma de vectores y multiplicacion por un escalar la suma'y
producto por un escalar usual para las matrices.

Solucion

La suma de matrices de mxn y el producto de una matriz de mxn por un escalar
produce de nuevo una matriz de mxn. Asi M es cerrado bajo la suma de vec-
tores y el producto por un escalar. Tomamos como vector cero en M la matriz
cero usual, cuyas entradas son todas iguales a cero. Para cualquier matriz A en
M consideremos -A como la matriz (-1)A.



Ejemplo 5.7

Este ejemplo muestra que no necesariamente la suma vectorial ha de estar rela-
cionada con la suma ordinaria, y que el vector cero no necesariamente es el
numero real cero.

Sea V={ x| x€R, x>0} la suma y producto escalar se definen como:

xPy=xy

suma vectorial = producto ordinario
Y para r€R, x€V, se define:
r®x = x'(potencia ordinaria)
Muestre que V con estas operaciones es un espacio vectorial.

Solucion
Como los elementos de V son x€R entonces se tiene:

2PD3=23=6
203=32=9
2®3=32%=1/9

Entonces tenemos que demostrar que se satisfacen los axiomas:

1. Cerradura para la suma.
Sean xeV, yeV entonces x@y = x y como x, yeR"y como el producto de dos
reales positivos es otro real positivo x yeV entonces x@yeV.

2. Cerradura para la multiplicaciéon por un escalar.
Sean reR y x€V r@®x= x" como x€R" al elevarlo a cualquier potencia real se
obtiene un nimero real positivo. En consecuencia, rQxeV.

3. Conmutatividad de la suma:
x@y=xy = yx = yDx
por lo tanto: x@y = yDx

179



4. Asociatividad:
(xPy)Bz=(xy) Bz =(xy)z = x(yz) = xD(yz) = xB(yDz)

5. Idéntico aditivo:
x@0= x por definicion x®0= x0 de donde 6=1, es decir el real positivo 1 es
el idéntico aditivo o cero para este espacio.
xPl =x

6. Inverso aditivo.
Para toda x€V, -x debe satisfacer x@(-x) = 0 pero —x no es “menos x” es el
simbolo para el inverso aditivo y 0 no es el cero, sino 1 entonces:

x®(-x) =0
Es equivalente ax(-x) = 1

De donde:
-x = 1/x como x > 0 entonces 1/x > 0 por lo tanto -xeV

7. Ley asociativa para la multiplicacién escalar.
Sea reR, s€R, x€V entonces:
(1) @x=x" yr® (s®x) =r@(x) = (x)’

Que por las leyes de los exponentes:
(%) = x" = x” en consecuencia,
(rs) ®x = r® (sQx)

8v9. Leyes distributivas. Sean r€R, s€R, x€V, y€V entonces:
(r+s) @x =x*" = x'x’ = XPx’ = (rQx)D(s@x)
r®(xy) = r®(xy) = (xy)" =Xy = x'+y" = (rQx)D(rQy)

10. Sea x€V, entonces
IQx=x'=x
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5.3. SUBESPACIOS

Hemos visto que R" es un espacio vectorial en el que la suma de vectores consiste
en sumar las componentes correspondientes de tales vectores y el producto por
un escalar se obtiene multiplicando cada componente por el escalar. Cualquier
subconjunto de R" que con estas mismas operaciones sea también un espacio
vectorial, se llama subespacio de R".

Por ejemplo, el plano xix, de R’ formado por todos los vectores que tie-
nen cero como tercera componente (como se puede ver en la figura 5.2), es un
subespacio de R°.

FiGura 5.2 El espacio
X122 como subespacio
de R®

Por su parte, el subconjunto {(m, n,p) | m, n, p €Z} de R’ que consta de todos los
vectores de R’ con componentes enteras no es un subespacio, pues, aunque este
subconjunto es cerrado bajo la suma de vectores, no es cerrado bajo el producto
por un escalar, por ejemplo:

0.5(1, 2, 5) = (0.5, 1, 2.5) no esta en el subconjunto

Definicion 5.4
Un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subespacio de V'si W es
por si solo un espacio vectorial bajo las operaciones de suma de vectores y
de producto por un escalar definidas en V.

Esto significa que el conjunto W debe ser cerrado bajo la suma y el pro-
ducto por un escalar. Las propiedades requeridas por un espacio vectorial se
cumplen para W pues son validas para todo V.
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Teorema 5.4: Criterio para un subespacio

Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V es un subespacio de V si
y solo si satisface las siguientes condiciones:

a) Siuyvsonvectoresde W entonces u + vestaen W

b) Sires cualquier escalar de Ry v esta en W, entonces r v esta en W

Las condiciones a) y b) indican que W es cerrado bajo la suma y bajo el pro-
ducto por un escalar.

=)

Si W es un subespacio de V, entonces satisface todos los axiomas de espacio
vectorial, en particular, cumple con los axiomas 1 y 6 pero estos axiomas son las
condiciones a y b.

<)

Suponemos que se cumplen a y b. Dado que estas condiciones son los axiomas
1 y 6 de espacio vectorial, solamente resta demostrar que W satisface los otros
8 axiomas. Los axiomas 2, 3, 7, 8, 9, 10 se satisfacen automaticamente ya que
todos los vectores en V'los satisfacen. Para completar la demostracion solo falta
verificar que W satisface los axiomas 4 y 5.

4) Sea ue W, por la condicién b, rue W para toda reR. Haciendo r = -1 se tiene:

(-1) uew de donde
(-Du+ueW pora)

Y esto implica que:
(-Du+u=0 porloqueOeW
5) Usando 4 consideramos r = -1y (-1)u = -ueW
Todo espacio vectorial V tiene al menos 2 subespacios. V es un subespacio de
si mismo y el conjunto {0} que consiste unicamente del vector cero en V, este

subespacio recibe el nombre de subespacio trivial. Los subespacios que no son
ni {0} ni V se conocen como subespacios propios.



El teorema 5.3 dice que para probar que W es un subespacio de V basta veri-
ficar que se cumplen las condiciones a y b.

Algunos ejemplos de subespacios son:

Ejemplo 5.8
Para todo espacio vectorial V, el subconjunto {0} que contiene solamente el vec-
tor cero, es un subespacio, puesto que:

0+0=0
r 0 = 0 para toda reR

Y se le conoce como subespacio trivial.

Ejemplo 5.9

El conjunto M»" de todas las matrices de 2x2 que tiene ceros en la diagonal
principal es un subespacio del espacio vectorial M, de todas las matrices de
orden 2x2.

Solucion
Sean A y B dos matrices en My’ como sigue:

B 0 bi
b21 0
Entonces r A y A + B son iguales a:

0 0 b
A= [ 1’61121 A+B = [ ap + 12]

ra; O ar + b21 0

0 an

A=
al 0

Que como se ve tienen ceros en la diagonal principal, entonces pertenecen a
M’ Por lo tanto, M»,° es un subespacio de M.

Ejemplo 5.10

Sea Ax=0 un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n incdgnitas y
sea W el conjunto de todos los vectores solucion del sistema y sean u y v dos
vectores en W. Se demostrara que W es un subespacio de R".

OQIN3LINOD
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Solucion
Se dice que un vector vE€R" es un vector solucion del sistema si:

X1 = V1, X2 = V2, ==+, Xp = V,, €s una solucién del sistema.

Para mostrar que es cerrado bajo la suma y bajo el producto por un escalar, es
necesario demostrar que u+v y ru son vectores solucion.

Dado que u y v son vectores solucion se tiene que:
Au=0 y Av=0

Y de aqui:
A(u+v) = Au+Av=0+0=0

Entonces: u+v satisface Ax = 0 lo que implica u + v € W, ademas:
A(ru) =r(Au) =r0=0

Se puede concluir que r u satisface Ax = 0 entonces rueW, por lo tanto, W es
un subespacio de R".

Ejemplo 5.11
Sea H = {(x, »|y=2xx yeR} esto es, H consiste en los vectores en R* que
estan sobre una recta que pasa por el origen. Verificaremos que H es un subes-

pacio de R%.
Solucion
Sean:
a = (x1, y1) € H entonces y; = 2x,
b = (x5, y2) € H entonces y, = 2x;
a+b = (x14x2, y1+y2) = (x1+x2, 2x1+2%2) = (x1+%2, 2(X1+x2))
De aqui se concluye que a+b € H:

ra = r(x1, y1) = (rxy, ry1) = (rx, 12x1) = (rx1, 2(rx1))

Entonces se concluye que ra€ H y por lo tanto H es un subespacio de R%.

OQIN3LINOD



Ejemplo 5.12

Considere todos los vectores en R* cuyas componentes sean positivas o cero.
Si el espacio vectorial V es R* con las operaciones usuales de suma y producto
para vectores entonces este subconjunto es el primer cuadrante, las coordena-
das satisfacen x>0, y=0.

Este subconjunto sin embargo no es un subespacio ya que aunque contenga al
cero y sea cerrado bajo la suma, no es cerrado bajo el producto ya que si r =-1 se
tiene r(x,y)= -1(x,y)= (-x,—y) que se encuentra en el tercer cuadrante. Si se incluye
el tercer cuadrante ademas del primero, no es cerrado bajo la suma ya que:

(1,2) + (-2, -1) = (-1, 1) que esta en el segundo cuadrante.

Por lo tanto, el menor subespacio que contiene al primer cuadrante es todo el
espacio R%.

Nota: No todo espacio vectorial tiene subespacios propios.

Ejemplo 5.13
Sea W un subespacio de R. Si W#{0} entonces W contiene un niimero real a=0
por el axioma 6 existe 1/atal que:

(1/a) a=1 €W
y la=aeW paratoda aeR

Asi si W no es el subespacio trivial entonces W=R, esto es, R no tiene subespa-
cios propios.

Se puede pensar que cualquier recta o plano de R’ es un subespacio, sin
embargo, para que esto sea cierto, este subespacio de R’ debe contener al cero.
Geométricamente significa que esta recta o plano debe pasar por el origen.

5.4. COMBINACIONES LINEALES

Como ya se decfa, un plano o una recta en R’ es un subespacio solo si pasa por
el origen. Un plano que pasa por el origen esta totalmente determinado por dos
vectores cualesquiera v; y v, distintos de cero y no paralelos que estan en él,
como se ve en la figura 5.3.
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V1 FiGura 5.3 Plano
V2 que pasa por el origen

generado por v, y v2

La figura muestra que cualquier vector de este plano tiene la forma:
Vi + nv;
Esta expresion es una combinacién lineal de los vectores v, y v,.
Definicion 5.5
Se dice que un vector w es una combinacion lineal de los vectores vy, v2,+++,v,

si es posible expresarlo en la forma:

W=1Vy + 1V, +e+ 1V,

Donde ry, 2,-+,7, son escalares.

Ejemplo 5.14

Sean los vectores u=(1, 2, -1) y v=(6, 4, 2) en R3. Demuestre que w=(9, 2, 7) es
una combinacion lineal de u y v.

Solucion

Para que w sea una combinacion lineal de u y v, deben existir escalares r; y 1,
tales que:

wW=ru-+nnv

Es decir:

(9) 2) 7) =n (la 2) _1) t+1 (6a 4) 2)

0
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Que equivale a:
(9,2,7) = (r1 + 61y, 211 + 41y, —11 + 213)

Igualando las componentes correspondientes resulta:

r+6r=9
2ri+4r, =2
-rn+2rn=7

Resolviendo este sistema se obtiene r; = -3 y r, = 2 de donde
w=-3u+2v
En general definimos:
Definicion 5.6
Sea {vi, v5,-++,v, } un conjunto de vectores en el espacio vectorial V. El espa-

cio generado por {vi, v,-+,v,} es el conjunto de todas las combinaciones
posibles de vy, v5,-++,v, y se denota:

gen(vy, vo, -, vy) ={rivi + vy +-+ 1y, | i€ RI=1,2,.,n }
Ejemplo 5.15
Para el ejemplo del plano en R® tendriamos que el conjunto de todas las combi-

naciones lineales de v,y v, seria:

gen (vi, v2) ={rnvi+ v | rn, nER}

x2
Y geométricamente se puede ver en la (MY +7212)
figura 5.4. Ademas, gen (vi, v2,+++,v,)
V es un subespacio de V. "
V2

F1GURA 5.4 Subespacio x1

generado por viy v, en R’

x3
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Teorema 5.5
SiS={vy, vy, -++, v4} C siendo V un espacio vectorial, entonces gen S es un subes-
pacio de V.

Sean x, y € gen §, entonces x, y son combinaciones lineales:

X=11V] e+ 1V
Yy=S1V1tt SuVn

Entonces:
x+y= (ri+s)vi ++--+ (rp+sn) va
y

kx= (kr))vi +--+ (krn) va

que también se encuentra en gen S. Por lo tanto, gen S es un subespacio de V. Se
le llama subespacio de V generado por S.

Ejemplo 5.16
Determine si vi=(1, 1, 2), v,= (1,0, 1) y v3=(2, 1, 3) generan a R

Solucion
Es necesario determinar si un vector arbitrario b= (b;, by, b3) en R® se puede
expresar como una combinacion lineal de vy, v, y v3 esto es:

b=rvi + rovs + 1r3v3
En términos de sus componentes resulta:

(b1, by, b3) = (r1 + 12+ 213, 11 + 13, 211 + 12 + 313)
O bien:

rn+rn+2rn=>b

n+ + r=b
2r1+ 1+ 313 =bs

0
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Entonces el problema se reduce a determinar si este sistema es consistente para
todos los valores de b, b, y bs. Esto es equivalente a que la matriz de los coefi-
cientes sea invertible.

=

I
N = =
—_— O
[SSIE S \S]

O lo que es lo mismo det A=0, como det A=0, A no es invertible y por lo tanto
Vi, V2 y ¥3 no generan a R’.

Ejemplo 5.17
Describa geométricamente el subespacio de R generado por el vector v=(2, 3,-1, 4).

Solucién

El subespacio gen(v) es una recta de R* que contiene al origen, cada punto de esta
recta es un maltiplo escalar rv de v, esto es, cada punto tiene la forma (x1, x5, X3,
x4) donde:

X1= 21, X;= 31, X3= -1y x4= 4r para algun escalar r.

Nota: Que un determinado vector u se pueda expresar como una combinacion
lineal de otro u otros vectores v; se puede ver también, como el hecho de que ese
vector u pertenezca al espacio generado por los vectores v;.

Ejemplo 5.18
sEs posible escribir (3,-1, 4) como combinacién lineal de (0, 1, 1), (1,-1, 0) ¥ (3,
-5,-2)? O lo que eslo mismo ;esta (3,-1, 4) en gen {(1,—1, 0), (0, 1, 1), (3,—5,—2)}?

Solucion
En cualquier caso, se tiene:

(3,-1,4) =r(1,-1,0) + 2 (0, 1, 1) + 13 (3, =5, -2)

OQIN3LINOD
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Equivalentemente:
3=n+ + 3n;
-l=-r1+r- 5n

4 = r,— 213

Escribiendo en forma matricial y efectuando eliminacion gaussiana se tiene:

1 0 3|3
A=10 1 -2 |2
0 0 012

Entonces no existe solucidén y (3,-1,4) no se puede escribir como combinacién
lineal de los vectores dados.

5.5. INDEPENDENCIA LINEAL

Hemos visto que un conjunto de vectores gen(S) genera un espacio vectorial V
si S C y cada vector en V es una combinacién lineal de vy, v5,+++,v,. Los conjuntos
de generadores son muy utiles, ya que en muchos casos es posible estudiar un
espacio vectorial V'si primero se trabaja con los vectores que pertenecen a algiin
conjunto de generadores Sy después se aplican los resultados a la totalidad de
V. El problema de encontrar los conjuntos mas pequefios de generadores para
un espacio vectorial depende del concepto de independencia lineal.

Ejemplo 5.19
Determine si gen {(1, -1, 0), (0, 1, 1), (3, -5, -2)} genera todo R’.

Solucion
Sea (x1, x, x3) un vector cualquiera en R3, entonces queremos saber si es posible
escribir:

(xh X2, x3) = T](l, _la O) + r2(0> 1) 1) + r3(3) _5) _2)

Que es equivalente a:



1 0 3|x
A=|-1 1 -5 X2
0 1 -2|x3

La cual se reduce a:

1 0 3|x
A= 0 1 -2 x1 +x
0 0 0 X3 —X2 X1

Hay una solucidn solo si x3—-x,-x;=0, pero esto impone una restriccion a (x1, x2,
x3) y por lo tanto la primera de las ecuaciones no se puede resolver para un vec-
tor arbitrario (x1, X2, x3), esto signiﬁca que este conjunto de vectores no genera
R’ lo que no implica que no se pueda generar otro espacio con este conjunto,
entonces se puede describir gen(S) donde:

$={(1,-1,0),(0,1,1), (3, -5, -2)}

Suponga que (x, x2, x3) estd en gen(S) entonces la ecuacion:
(x1, %2, x3) = r1(1, =1, 0) + 2(0, 1, 1) + 7r3(3, -5, -2)

Debe tener solucion, pero se tiene que x3 —x, —x; = 0 por lo cual:
gen(S) = {(x1, x2, x3)| x3= x14x2}

Es decir, el espacio generado por S consta de todos los vectores cuya tercera
componente es la suma de las dos primeras, asi por ejemplo (1, 3, 5) no esta en
gen(S) y (1, 3, 4) € gen(S).

Por ejemplo, R* esta generado por S= {(1, 0), (0, 1)} pero también puede
generarse por el conjunto mayor S'= {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}. Ry funciones sobre
R’ se pueden analizar a través de los conjuntos generadores, asi entonces por
economia, habria que encontrar los conjuntos generadores mas pequenos. Para
lograr esto se requiere del concepto de independencia lineal.
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Definicion 5.7

Un conjunto {vi, v,, -+, v4} de vectores en un espacio vectorial V se llama
linealmente independiente si:

rvi+rvytetryv, =0

Tiene como Unica solucidn r; =r, = --- =, = 0, es decir la solucidn trivial.
Definicion 5.8

Un conjunto {vi, v,, -+, v4} de vectores en un espacio vectorial V se llama
linealmente dependiente si:

rnvi+rnvy+-+r,v, =0

Tiene una solucion no trivial, es decir, existen escalares ry, 3, -+, r, no todos

cero tales que el sistema descrito tiene solucion.

Ejemplo 5.20
En cada uno de los espacios vectoriales especificados determine si los vectores
listados son linealmente independientes o dependientes.

a) V=R?con S= {x;= (2, 1), xo= (6, 3), x3= (0, 1)}
Geométricamente se tiene:
x2

x3

F1GURA 5.5 Espacio generado
con tres vectores en R?

Note que
=3x1+x+0x35=0

De donde x, x,, x3 son linealmente dependientes.

0
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b)

Otra forma seria:

nxi+rnx+rnxs=0

doReHiSHRH

Y en forma matricial:

T
2 6 01 [01
7’2 =
13 1)l | Lo

De donde:
2 6 0 - 2 6 0
1 3 1 0 0 1

Lo que implica r3=0, r,=t, = -3t teR.

Por lo tanto: x3, x,, x5 son linealmente dependientes.

Si V=R? con:

1 0 0
X1= 1 Xy = 2 X3= 0

1 1 4
Entonces:

1 0 0 0
ri= 1 +1r| 2 + 13 0f(=]0

1 1 4 0
O bien:

1 0 00
A=|1 2 010

1 1 4
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Como se tiene una matriz triangular inferior es invertible y ademas la solu-
cion es la trivial.

r=r=r3=0

Por lo cual, x1, X2, y x3 son linealmente independientes.
¢) Si V=M, con:

ol g ey o el

Entonces escribimos:

1’1M1 + T2M2 + 1’3M3 =0

Esto es:

1 0 4 0 0 1 00
rn= + 1= + r3= =

s ol o)t e )
O bien:
r+4r, 13 0 0

T3 T3 - 0 0
De aqui:
rn+4r=0

1’320

Lo que implica que r=-4r, si r,=t, entonces: r;=-4t, t€R

Por lo tanto, M, M,, M5 son linealmente dependientes.
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Ejemplo 5.21

Determine si el conjunto formado por los vectores v, = (1, -2, 3), v, = (5, 6, -1)

y v3 = (3, 2, 1) es linealmente dependiente o independiente.

Solucion
En términos de los componentes, la ecuacion vectorial

7’1V1+7’2V2+7’3V3=0
se transforma en:
r (1) _2> 3) + 1 (5) 6) _1) +73 (3) 2) 1) = (0) 0) 0)
O el sistema:
r+5r+3r;=0
-2r+6r,+2r;=0
3ri—- n+ =0

Resolviendo este sistema se tiene:

7’1=—l/zt 1’22—1/2t 3=t

Por lo cual, el sistema tiene soluciones no triviales y en consecuencia vy, v,y v3

son linealmente dependientes.

Nota: El término linealmente dependiente sugiere que los vectores dependen
unos de otros de alguna manera. Para ver esta dependencia, suponga que v=
{v1, v5, +++, vr} es un conjunto linealmente dependiente, por lo tanto, la ecuacion:

rnvi+nrnv,+e+r,w,=0

Tiene otra solucion ademas de r1=r, = --+ = r, = 0. Supongamos que r;#0 enton-
ces multiplicando esta ecuacién por 1/r; y resolviendo para v; se obtiene:
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Por lo que v; se puede expresar como una combinacion lineal de los vectores
restantes v,, --+, v,. Por lo que podemos concluir que: un conjunto de vectores es
linealmente dependiente si y solo si al menos uno de los vectores es una combi-
nacién lineal de los restantes.

Ejemplo 5.22

Dos vectores v; y v, forman un conjunto linealmente dependiente, si y solo si
uno de los vectores es un multiplo escalar del otro. Para ver esto, suponga que
S={v1, v2} es linealmente dependiente. Dado que la ecuacion vectorial:

nv+nrnv=0

Tiene una solucion ademds de la trivial r;=r,=0, esta ecuacion se puede expresar
como:

Estas ecuaciones indican que v; es multiplo escalar de v, y viceversa. Por con-
secuencia, dos vectores en R? o en R> son linealmente dependientes, si y solo si
pertenecen a la misma recta que pasa por el origen.

Para R? decimos que si vy, v2 ¥ v3 son tres vectores en R3. Entonces, el conjunto
S ={v1, v, v3} es linealmente dependiente si y solo si los tres vectores pertenecen
al mismo plano que pasa por el origen.

Teorema 5.6
Sea V={vi, v», ---, v,} un conjunto de vectores en R". Si r > n, entonces V es
linealmente dependiente.

Suponga que:

V1= (Vu, V12, *** Vln)
V2= (Va, V22, ++, Vau)

Vr= (Vrl: Vs =% Vm)

Considere la ecuacién:
nwv+nrnv+e+rv,=0



Expresando ambos lados de la ecuaciéon en términos de sus componentes se
tiene que:

yvur+vata+ e +var,=0
Va1 + v+ o+ ver,=0

Vinti+ Voo + s+ vV 1, =0

Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones con r incdgnitas. Dado que r>n
entonces por el resultado que dice que, si un sistema homogéneo de ecuaciones
lineales tiene mas incognitas que ecuaciones, siempre tiene un nimero infinito
de soluciones, lo que implica que el sistema tiene soluciones no triviales y por lo
tanto S es un conjunto linealmente dependiente.

5.6. BASES Y DIMENSION

El conjunto de vectores S = {(1, 1), (1, —1)} generaa R?. Es decir, cualquier vector
de R%es una combinaci6n lineal de (1, 1), (1,-1). El conjunto de vectores:

T={(1,1),(1,-1),(1,0)}

También genera a R%. Los conjuntos Sy T difieren en que S es linealmente inde-
pendiente, mientras que T es linealmente dependiente. Esto hace que haya una
diferencia al expresar un vector como una combinacién lineal de los vectores de
cada conjunto. Por ejemplo, al expresar (2, 4) en términos de los vectores en S,
se tiene como tnica posibilidad:

(2> 4) = 3(1a ]-) - 1(1) _]-)
Sin embargo, en términos de los vectores de T, hay varias posibilidades:

(2,4)=3(1,1) - 1(1,-1) + 0(1, 0)
(2,4)=0(1,1) - 4(1,-1) + 6(1, 0)
(2,4)=4(1,1) +0(1,-1) - 2(1, 0)

En general:

2, 4) = (kt4)(1, 1) + k(1, -1) + (~2-2K)(1, 0)
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La conclusion es: si un conjunto S de vectores genera V'y S es linealmente depen-
diente, entonces la representacion de un vector x en términos de los vectores en
S no es unica. Si se desea unicidad, el conjunto generador también debera ser
linealmente independiente. Un conjunto con esas caracteristicas recibe el nom-
bre de base para V. Las bases se emplean en teoria de cddigos entre otras areas.

Definicion 5.9

Si V es un espacio vectorial y S = {v;, v5, ---, v,} es un conjunto finito de vec-
tores en V, entonces se dice que S es una base de Vsi:

a) S eslinealmente independiente

b) SgeneraaV

Ejemplo 5.23
Sean v; = (1, 2) y v» = (3, -1). Demuestre que el conjunto S = {v;, v,} es una base
de R%.

Solucion
Se tiene que demostrar que S es linealmente independiente y que genera a R*.

Para demostrar que S genera a R* se debe mostrar que un vector arbitrario
b=(b,, b,) se puede expresar como una combinacion lineal de v y v, esto es:

r (1> 2) + 1 (3) _1) = (bl) bZ) (54)
Tiene una solucion tnica para cualquier b=(bs, b,).

Y para demostrar que v; y v, son linealmente independientes se debe demostrar
que:

r(1,2) +r (3, -1)=(0,0) (5.5)

Tiene solamente la solucién r=r,=0. Las ecuaciones (5.4) y (5.5) escritas en
términos de sus componentes son iguales a:

rn+3r=b r1+3r,=0

21’1—1‘22192 2?‘1—7’220



En forma matricial se tiene:

1 3|b|[1 3’0
2-11b|l2-1]0

Lo que se puede resolver escribiendo:

1 3 0
2 -1 0

Usando eliminacién gaussiana se tiene:

by
b,

La independencia lineal se comprueba con esta parte

—bz + 2191

El espacio generado se comprueba con esta parte
Entonces, para demostrar que S genera a R tenemos que:

_ 2b1—b2 = b1+3l’)2

.
: 7 7

Por lo cual dando valores arbitrarios a b; y b, se obtienen los valores para r, y r,
que multiplicados por v; y v, pueden expresar como combinacion lineal a b, y b..

Para la independencia lineal, se tiene que:

r+3r,=0
7’220

Lo que implica r; = r, = 0 por lo tanto S es una base de R%.
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Teorema 5.7
Sea S= {vi, v, -+, v} una base para el espacio vectorial V, y sea veV. Los coefi-
cientes en la representacion.

V=ri Vi + -+ 1,y

Son unicos.

Suponga que se tienen las dos representaciones:

vV=aVy + - + ayVy
v="bivi + - + by

Para v; se demostrara que los coeficientes son iguales. Para ello, formamos v+(-
v) que es igual a cero y se combinan los términos para obtener:

0= (ai-b))vi + - + (au-bn) Vs
Como S es una base, es un conjunto linealmente independiente, por lo tanto:
al—b1=a2—b2= =61n—bn=0
Lo que implica:
a1=b1, 612=b2, ey anzbn
Ejemplo 5.24
Sean vi= (1, 2, 1), v>=(2, 9, 0) y vs= (3, 3, 4). Demuestre que el conjunto S= {v,,
V5, v3} es una base de R®.
Solucion
Entonces se tiene que demostrar que para cualquier vector b = (by, by, b3) la

ecuacion:

vy + rvy + o +1r3v3= b

0

OQINTLNO



Siempre tiene solucidn, y que la tnica solucién de:
rvi+ravyteet+r3v3=0
Esla trivial, estoesr; =r,=r; = 0.

De estos dos sistemas podemos concluir, que la matriz de coeficientes asociada

1 2 3
A=|2 9 3
1 0 4

es invertible, esto es que existe solucion unica para Ar=0 y para Ar=b. Que A
es invertible se puede verificar con su determinante, si det A#0 entonces A es
invertible.

det A=

—_— N
S O N
= W W

Il

|

[a—

Por lo tanto, S es una base de R®.

Teorema 5.8
Sean vy, v,, -++, v, vectores en R" las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Los vectores son linealmente independientes.
2. Los vectores generan todo R".
3. Lamatriz A que tiene estos vectores como vectores columna es invertible.

Ejemplo 5.25
Sea el conjunto S = {M;, M,, M3} tal que:

PO 2 A e e U 2 N
1o o0 1o 0 110 o 1

201



202

Demuestre que S es una base del espacio vectorial M», de las matrices de 2x2.

Solucion
Para comprobar que S genera a M,,, observe que, dada una matriz arbitraria

W

Se puede expresar como:

[a ﬂ:c{l 01 +b[0 11+c[0 0]+d[0 OlzaM1+bM2+cM3+dM4
c d 00 00 10 01

Es decir, una combinacion lineal de M, M, M3, y Ma.
Para verificar que S es linealmente independiente hacemos:
aM1 + sz + CM3 + dM4 =0

O bien:

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
=a +b +c +d
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
Entonces
a bl |0 0
c d| |0 0
Por lo tanto, a=b=c=d=0y S es linealmente independiente.

Ejemplo 5.26
Muestre que el conjunto S = {(1, 2), (3, -1), (1, 0)} no es una base de R

Solucion
El conjunto S es linealmente dependiente porque:

(1,2) +2(3,-1) - 7(1,0) = (0, 0)

OQIN3LINOD



Por lo cual S no es una base de R~

Teorema 5.9: reduccion de un conjunto generador a una base

§iS={vy -, v} €s un conjunto de vectores no nulos que genera a un subespa-
cio W de un espacio vectorial V, entonces algtin subconjunto de S es una base
para W. Dicha base se puede encontrar excluyendo de S aquellos vectores que
son combinaciones lineales de predecesores.

Si S es un conjunto linealmente independiente, entonces por definicion S es una
base para W.

Si S es linealmente dependiente, uno de los vectores puede escribirse como
una combinacioén lineal de los otros. Suponga que v,, es dicho vector. Se afirma
que S'={vy, ---, V;n-1} alin genera a W. Para comprobar esto, sea x un elemento
de W con:

X=CVi+ -+ Cui1Vmi1t+CmVm

Pero vy = di vi + ++++ d_1 Vm-1 por lo que esta expresion se puede sustituir en la
combinacidn lineal anterior para obtener:

X=CV1+ "+ Cn-1Vm-1+Cm (d1 Vi + et dmfl Vm71) =
(Cl + Cm dl) V1 +"'+(Cm—1 + Cm dm—l) Vim-1

Por lo tanto, S’ genera a W. Si S’ es linealmente independiente S" es una base
para W. §i §’" es linealmente dependiente uno de los vectores en S es una com-
binacion lineal de los demads y se procede a efectuar el mismo procedimiento.
En esta forma debe llegarse al fin a un conjunto linealmente independiente que
genere a W'y que, por lo tanto, sea una base de W.

Se llega asi al siguiente resultado fundamental:

Cualquier espacio vectorial finito, generado por un conjunto
de vectores no nulos, tiene por lo menos una base.
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Ejemplo 5.27
Considere el subespacio W de R® generado por el conjunto de vectores.

S= {(2, 1, 3), (-1, 2, 0), (1, 8, 6)} encuentre una base de W

Solucion

Comenzamos por examinar el segundo vector, como (-1, 2, 0) no es multiplo de
(2, 1, 3) entonces (-1, 2, 0) se queda en la lista. Procedemos con el vector (1, 8,
6) y verificamos si puede expresarse en la forma:

(1,8,6) =r1(2,1,3) + r2(-1,2,0)

Para escalares r;, 1, este sistema de ecuaciones se puede escribir en forma
matricial como:

w = N
SN
AN O

Para encontrar la solucién en r; y r, procedemos a efectuar eliminacion gaussiana:

2 -111 1 218 1 2 8 1 28
1 2|8 2-1]1 0-5|-15 0 1|3
3 016 3 01]6 0-61]-18 0 010

Obtenemos la solucién r,=3 y r1=2 y concluimos que (1, 8, 6) esta en el conjunto:
S'= {(2, 1, 3), (-1, 2, O)} donde S'es una base de W

Tal como se ha presentado hasta ahora, la técnica de exclusion parece potencial-

mente laboriosa. Por ejemplo, para aplicarla a una lista vi, v5, ---, veparece que

debemos probar si tienen soluciones para cinco ecuaciones vectoriales.

V=11V, Vi=1riVi+1nwv

Y asi sucesivamente.



En el espacio vectorial R", cada una de estas ecuaciones conducira a un sistema
lineal, segtin se ilustré en el ejemplo anterior. En realidad, se pueden resolver
cinco sistemas lineales al mismo tiempo, reduciendo una sola matriz, segin se
enuncia en el recuadro.

Técnicas de exclusion en R*

La eliminacion de los vectores distintos de cero que son combinacién lineal
de los predecesores en una lista vy, v, -+, vk se puede lograr como sigue:

1) Formar la matriz A con v; como el j-ésimo vector columna.

2) Reducir la matriz A a la forma escalonada por filas como en el método
de Gauss.

3) Los vectores de las columnas de A que dan lugar a pivotes (distintos de
cero) deben permanecer y generaran todo el espacio columna de A. Esto
es, se excluyen de la lista aquellos vectores de las columnas de A que no

proporcionen pivotes distintos de cero.

Explicaremos la validez de esta técnica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.28
Sea W el subespacio de R°generado por:

n=(1,-1,0,2,1)  v=(2,1,-2,0,0)
v3=1(0,-3,2,4,2)  vi=(3,3,-4,-2,-1)
vs=(2,4,1,0,1) ve= (5,7, -3,-2,0)

Use la técnica de exclusion para intentar acortar la lista v; con i = 1, ---,6 de
generadores de W.

Solucion
Se reduce la matriz que tiene v; como j-ésimo vector columna y se tiene una
forma escalonada.

0

OQINTLNO
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1 2 0 3 2 5| [1 2 0 3 2 5]
1 1-3 3 4 7 0 3-3 6 6 12
0-2 2 -4 1 -3 0 -2 2 -4 1 -3
2 0 4 -2 0 -2 0 -4 4 -8 -4 -12
10 2-1 1 0] [0 -2 2 -4-1 -5
1 2 0 3 2 5] [1 20 3 2 5]
0 1 -1 2 2 4 0 1 -1 2 2 4
000 0 5 5 00 0 0 1 1
0 0 0 0 4 4 000 0 0 0
000 0 2 3] /00000 0

De la ultima matriz vemos que el subespacio W estd generado por las columnas
que contienen pivotes distintos de cero y corresponden a vy, v,y vs en la matriz
original. Por lo tanto, se concluye que:

W = gen {vi, v2, vs}

Definicion 5.10

Un espacio vectorial V tiene dimension finita si hay un subconjunto finito
de vectores de V, {vy, v2, ---, ¥4} que formen una base de V (la dimensién es
igual al nimero de vectores en una base de V). Si no existe tal subconjunto, V
tiene dimension infinita (ademas se convendrd en que el espacio trivial tiene
dimension finita, aun cuando no tenga conjuntos linealmente independien-
tes y por consecuencia, no tenga ninguna base).

La dimension de un espacio vectorial V se denota por dim V.

Teorema 5.10
1. SiS={vi, -+, v} €s un conjunto de n vectores linealmente independientes en

un espacio V de n dimensiones, entonces S es una base de V.

. SiS8={vy, -*-, v} es un conjunto de n vectores que generan un espacio V de

n dimensiones, entonces S es una base de V.

. SiS={vi, -, v} es un conjunto linealmente independiente en un espacio V'

de n dimensiones y r < 1, entonces a S se le pueden agregar vectores hasta
formar una base de V, es decir, existen vectores v,.1,-+, v, tales que:
{vi, Vay ==+, Vi Vi11, =, Vi) €8 una base de V



Este teorema dice que, si se conoce la dimension n de un espacio vectorial V de
dimensidn finita, entonces los incisos 1 y 2 simplifican el problema de determi-
nar si un conjunto S de n vectores es una base. Para mostrar que S es una base,
basta con mostrar que S genera a V; o que S es linealmente independiente. Es
claro que si no se conoce la dimension de V se deben probar ambas cosas. La
utilidad del inciso 3 se vera mas adelante.

Teorema 5.11

Si S ={vy, .-+, ¥4} es una base de V, entonces:

a) Cualquier conjunto de m vectores con m > n es linealmente dependiente, y
por lo tanto no es una base para V.

b) Cualquier conjunto de m vectores con m < n no puede generar a V, por lo
tanto, no es una base de V.

Este teorema simplemente dice que el nimero de vectores es unico en una base.

a) Sea T ={wy, wy, -+, Wy, wyy1}. Es decir, T contiene exactamente n+1 vectores.
Se demostrara que T no puede ser una base probando que T es linealmente
dependiente. Para ello considere:
CL Wi+ €Wy 4+t €Wy + Crpt Wiy1 =0 (5.6)

Pero cada wi puede escribirse como:

Wk = dik V1 + Aok V2 ++++ AuicVin k=12, n+l

Ya que S genera a V. Sustituyendo esto en la ecuacion (5.6) se tiene:

n+l n+l n n [ n+l
DGk Wk =D Gk, ik Vi= Dy | D) Ak ck |vj=0
k=1 k=1 j=1 j=1 \k=1

Desarrollando se tiene:

ancivi+an Vot dyntl ChilVa = 0
A cvitancvatot ayne CiVa =0

An1 CL V1 + A2 C2 V2 ++o+ Appsl Cns1Vn =0
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Observe que este sistema homogéneo tiene menos ecuaciones que incognitas, por
lo que existe entonces solucion no trivial para ¢y, ¢,+, ¢u+1. Esto quiere decir que
T es linealmente dependiente. Ahora suponga que T contiene mas de n+1 vecto-
res. Sea T"un subconjunto de n+1 vectores, tal como se acaba de demostrar, debe
ser linealmente dependiente. Como T'T; el conjunto T contiene un subconjunto
linealmente dependiente y es entonces un conjunto linealmente dependiente.

a) Suponga que T contiene n-1 vectores y que genera a V. Entonces por el
teorema 5.8, T debe contener una base $* para V. Si §* contiene r vectores,
entonces debera ser r<n-1. Como S*es una base y S tiene r+1 o mas vectores,
se infiere de la parte a) que S es linealmente dependiente. Lo que contradice
que S sea una base.

Teorema 5.12
Cualesquiera dos bases de un espacio vectorial de dimension finita tienen el
mismo numero de vectores.

Sean S= {vy,*++, vu} y S'= {w1, wp,++-, wn} dos bases de un espacio vectorial V de
dimension finita. Dado que S es una base y S’ es un conjunto linealmente inde-
pendiente por el teorema 5.9 se afirma que m<n. De igual manera puesto que
S’ es una base y S es un conjunto linealmente independiente se tiene n < m lo
que implica que m=n.

Ejemplo 5.29 (Base canonica)
Muestre que R" tiene la base candnica

E={ey, e -+, en} donde € = (0, 0, "';1j—componente: o, ---,0)

Solucion
Para el espacio generado considere cualquier x = (x;, x5, -+, x,)ER" observe que:

x=x (1,0, --,0) + x5 (0, 1, ---,0) + +--+ x,, (0, ---,0, 1) =
X1e1+xe+ o+ Xx,en

Para el caso de la independencia lineal considere:

cier+ce+ - +ce,=(00,:,0)



De donde se ve que ¢; = ¢; = ---= 0. Por lo tanto, E es una base de R" y dim R"=n

Esto es razonable ya que se tiene:

R - recta objeto unidimensional

R*- plano objeto bidimensional

R’- espacio objeto tridimensional
Ejemplo 5.29

Demuestre que M,; tiene dimension 6.

Solucion
Una base que es la canoénica de M,; es la siguiente:

r Tr T 7

L -t - L -

Por lo que dim M,; = numero de vectores en S = 6.

Ahora que ya sabemos qué es una base de un espacio vectorial, podemos plan-

tear el segundo problema fundamental del algebra lineal.

EL PROBLEMA DE LA BASE

Sea V un espacio vectorial. El problema de la base puede presentarse en una de

las siguientes formas:

Problema 1. Construir una base para V. Tomando los vectores de V.

Problema 2. Dado un conjunto S de vectores en V, construir una base para
V anadiendo o bien eliminando algunos (pero no todos) los vectores de S,

0 ambas cosas.

Se puede resolver esto planteando lo siguiente:
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Problema 1. Si puede escogerse un conjunto de vectores de V que genere V
entonces eliminando vectores dependientes se obtendra una base para V.
Problema 2. Si el conjunto dado S genera V, se procede como en el pro-
blema 1. Si no, se aumenta S aftadiendo mas vectores hasta que se obtenga
un conjunto generador y linealmente independiente.

Ejemplo 5.30 (Segundo problema de la base)
Sea S={(1, 0, 3), (2, 1, 4), encuentre una base T para R’ que contenga a S.

Como R’ tiene dimension 3, entonces T debe contener 3 vectores. El conjunto
S, como esta, ya es linealmente independiente por lo que solo hace falta afiadir
un vector a S, de tal forma que este nuevo vector sea linealmente independiente
con los dos ya existentes.

Solucion 1: (prueba y error)

Como {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1)} es una base para R’ entonces verificamos la
independencia lineal de cada uno de estos vectores con los de S. Es decir, si
existen ry, r,y 13 tales que:

T (1) O) 3) t7 (2> 1) 4) +713 (1) O) 0) = (O> O) 0)

Lo que implica que:

1 2 1|0 1 2 1|0
01 0O 01 00
34 0[]0 0 0 1]0

Asi los vectores son linealmente independientes y forman una base:
T={(1,0,3),(2,1,4),(1,0,0)}

Solucion 2:
Otra forma de resolverlo es la siguiente:

gen{(1,0,3), 2 L)} ={x|x=a(1,0,3) +b(2 1, 4)}
={x|x=(a+2b,b,3a+4b)}

OQIN3LINOD



Por lo tanto, hay que procurar que el nuevo vector no sea de la forma:
(a +2b, b, 3a + 4b).

Para ello se supone que el nuevo vector es (x1, x, x3) y se hace que la ecuacion
(a+2b, b, 3a + 4b) = (x1, x2, x3)

no tenga solucién para a y b. Igualando las componentes se obtienen las ecua-
ciones cuya representacion matricial es:

1 2 X1
0 1 X2
3 4 X3

Lo que se reduce a:
1 2 X1
0 1 X2
3 4| x3 -3x1 +2x

Por lo tanto, si x1, X, y x3 se eligen de tal manera que x; - 3x; + 2x; 0 se tendra

un vector que no esta en gen {1, 0, 3), (2, 1, 4)}, en tal caso x = (0, 1, 0) es una
eleccion aceptable y:

T={(1,0,3),(2,1,4), (0, 1,0)}
Es una base de R®.
Solucion 3

Si el tercer vector (x;, x2, x3) hiciera que {(1, 0, 3), (2, 1, 4), (x1, x2, x3)} fuera
linealmente dependiente, entonces:

1 0 3
det 2 1 4 (20
X1 X2 X3
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Calculando el determinante se tiene:
X3+2x-3x1+0
Que es la misma condicién obtenida mediante la solucion 2. Algunos terceros
vectores posibles son (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1) o (1, 1, 0) en realidad hay un
numero infinito de posibilidades.
5.7. RESUMEN
1. Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V de objetos llamados vecto-
res junto con reglas para sumar dos vectores cualesquiera vy w de V'y para
multiplicar cualquier vector v de V' y cualquier escalar r de R. Se requiere
que V sea cerrado bajo esta suma de vectores y multiplicacion por un escalar,
de modo que v+w y rv estén en V. Es mds, los axiomas siguientes se deben
satisfacer para todos los vectores u, vy w de V'y todos los escalares ry s de R.
2. Para todos los vectores vy w de R", tenemos:
Desigualdad de Schwarz:  |v-w| < ||v|| - ||w||

Desigualdad triangular: [v+w| < |lv|| + |wll

3. Un subconjunto S de un espacio vectorial V es un subespacio de V si y solo
si, es no vacio y satisface las dos propiedades de cierre:

v + we S para todos los vectores vy we S
rveS para todos los vectores vE€ S y escalares reR

4. El espacio generado por {vi, v+, v} es el conjunto de todas las combina-
ciones posibles de v, v5,+++, v, ¥ se denota:

gen (v, v, =, V) ={nvi+ v+t rv, i€ Ri=1, 2, -, n}



5. Sea V un espacio vectorial, un conjunto de vectores {vi, v5, --:, v} de Ves
linealmente dependiente si existe una relaciéon de dependencia:

T VI + 12 Va +eo+ 1V, = 0, para algun r; 20

El conjunto es linealmente independiente si no existe dicha relacién de
dependencia, de modo que una combinacion lineal de los v; es el vector cero
solo si todos los coeficientes son cero.

6. Una lista finita de vectores distintos de cero en V forma un conjunto lineal-
mente independiente si, y solo si, ningtn vector de la lista se puede expresar
como combinacion lineal de sus predecesores.

7. Un conjunto de vectores {vi, v», -*-, i} es una base para un subespacio S de
un espacio vectorial V si es linealmente independiente y constituye un con-
junto generador para S.

8. Cualquier subconjunto generador finito de un subespacio S, distinto de cero,
de un espacio vectorial V se puede reducir, de ser necesario, a una base para
S quitando los vectores cero y excluyendo después aquellos que son combi-
naciones lineales de predecesores.

9. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para n vectores de R”",

a) Los vectores forman una base para R"

b) Los vectores son linealmente independientes

c) Los vectores generan R"

d) Una matriz que tenga a los vectores como columnas es invertible

10. Sea S un subespacio de dimension finita de un espacio vectorial V. Todas las

bases de S tienen el mismo numero de elementos. Este numero, dim(S), se
llama dimension de S.
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5.8. APLICACIONES DE ESPACIOS VECTORIALES

La aplicacion que se presenta en esta seccion tiene como objetivo presentar otro
paradigma de los usos de este tema, con el objetivo de ampliar la perspectiva del
lector sobre el 4lgebra lineal.

LOS ESPACIOS VECTORIALES, EL AMARILLO,
ELROJOY ELAZUL

(Tomado de Suma 37, junio 2011, pp.75-82, Miguel Angel Moreno Redondo)

Como sabemos, el amplio espectro de colores que nuestra retina puede llegar
a recibir, varia desde el amarillo, el azul, el rosa, el violeta y decenas de colores
y tonalidades distintas, que por raro que parezca, se pueden obtener a partir
de los pigmentos de los tres colores primarios: amarillo, azul y rojo. A titulo de
ejemplo sirva que el color verde se obtiene mezclando el amarillo y el azul, el
naranja mezclando el rojo y el amarillo, etc. Por otra parte, si solo utilizamos
los colores blanco y negro, podremos obtener todas las tonalidades posibles de
grises, ademas de las dos siguientes obviedades: el blanco lo podemos obtener a
partir del blanco, y el negro a partir del negro.

Entendido el parrafo anterior no resulta dificil comprender, que al genial
pintor sevillano Velazquez le habrian bastado los tres colores primarios para
obtener todos los colores del cuadro Las meninas y que sin uno solo de ellos le
habria sido totalmente imposible. Por otra parte, y como un ejercicio propuesto
a la intuicién, plantearemos la siguiente pregunta: ;qué dos colores le habrian
bastado a Picasso para pintar el Guernica?

La interpretacién que haremos serd la de establecer una relacién biunivoca
entre los elementos: vector y color, y la que resulta ain mads interesante: la
existente entre combinacién lineal y mezcla de colores. Una vez establecidas
estas identificaciones, volveremos a escribir en términos de colores los distintos
enunciados que acostumbramos a utilizar. Por ultimo, y sin lugar a dudas,
principal atraccidn del articulo, veremos una lista de trece ejemplos que plasman
la utilidad de este nuevo enfoque.



FiGura 1. Los colores
primarios amarillo, azul

y r0j0, n0s proporcionan
entre otros el verde y el
violeta, tras la mezcla de sus
pigmentos

F1GuRra 2. Los colores blanco y negro nos
proporcionan una amplia gama de grises,
entre ellos el gris claro (calificativo que
alcanza al mezclarse en mayor proporcion el
blanco respecto al negro)

Analogias
A continuacion, presentamos el siguiente cuadro de equivalencias:

Como podemos observar todo término de la columna de la izquierda tiene su
respectivo término en la columna de la derecha, al que podriamos llamar ade-
mas de término informal, término dual. Cada término dual gozara de total sig-
nificado en la construccién de los enunciados que mads tarde veremos. Sirvan
como aperitivo las siguientes observaciones:

Al igual que un vector forma parte de la estructura de espacio vectorial, un

color formara parte del espectro de colores que bafia cuanto nos rodea.

» No hay que sorprenderse tampoco de la analogia entre E y el cuadro de
Velazquez Las meninas o entre V'y el Guernica, pues al igual que la combi-
nacion lineal de las sucesivas potencias de x nos proporciona el conocido
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espacio vectorial de los polinomios, la mezcla de colores nos ofrece la mara-
villosa posibilidad de pintar Las meninas.

» Por ultimo, seria conveniente recordar que mientras Las meninas fue pintado
con una amplia gama de colores, Picasso utiliz6 en el Guernica el blanco, el
negro y distintas tonalidades de grises.

F1GuURraA 3. Las meninas, cuadro pintado por D. Velazquez en 1656. Los colores que lo
componen son el amarillo, el azul y el rojo, ademas de una amplia gama de colores

Dualidades

Cada enunciado de los que a continuacion se presentan expresados de una
manera formal en términos de espacios vectoriales, aparece con su respectivo
enunciado expresado en términos de colores. Si bien el primero, a cualquier
iniciado en el tema le resultara algo confuso, el segundo lo percibira de una
forma nitida y clara.

Teorema 1. Sistema linealmente dependiente

» Dado un sistema de vectores S, decimos que los vectores de S son lineal-
mente dependientes si, y solo si, existe un vector de S, que es combinacién
lineal de los demas.

» Dado un sistema de colores S, decimos que los colores de S son linealmente
dependientes si, y solo si, existe un color de S que es mezcla de los demas.



Teorema 2. Sistema linealmente independiente

»

»

Sea S un sistema de vectores. Los vectores de S son linealmente independien-
tes si, y solo si, ningun vector de S es combinacion lineal de los demas.

Sea S un sistema de colores. Los colores de S son linealmente independientes
si, y solo si, ningun color de S es mezcla de los demas.

Definicion. Sistema generador

» Decimos que S es un sisterna de vectores generador del espacio vectorial
E si todo vector de E es combinacion lineal de los vectores de S.

» Decimos que S es un sistema de colores generador del cuadro Las meni-
nas si todo color de Las meninas es mezcla de los colores de S.

Definicion. Base

» Decimos que S es una base de vectores del espacio vectorial E si los vec-
tores de S son linealmente independientes y generadores del espacio vec-
torial E.

» Decimos que S es una base de colores del cuadro Las meninas si los colo-
res de S son linealmente independientes y generadores del cuadro Las
meninas.

Definicion. Dimension
» Decimos que un espacio vectorial tiene dimensién n si n es el nimero de
vectores de una cualquiera de sus bases.
» Decimos que un cuadro tiene dimension n si n es el nimero de colores
de una cualquiera de sus bases
» No nos costaria imaginar, lo que podria llegar a ser la interpretacion de
combinacidn lineal. La expresion v= Aie; + ez + -+ + Aue,con A= 0
puede significar que los colores e;, e,, -++, e, deben mezclarse en cantida-
des A, Ay, -+, A, respectivamente para obtener el color v. En particular,
veamos como podemos obtener algunos colores:
« El verde se podria obtener mezclando 1 parte de amarillo y 1 parte
de azul.
« Elverde muy oscuro se podria obtener mezclando 1 parte de amarillo
y 3 partes de azul.
o El gris claro se podria obtener mezclando 3 partes de blanco y 1 parte
de negro.
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Ejemplo 1

Los colores blanco y negro son un sistema generador del cuadro Guernica, ya
que con esos dos colores se pueden obtener todas las tonalidades posibles de
grises, blanco y negro para poder pintarlo.

Ejemplo 2
Los colores blanco y negro son independientes, ya que el blanco no se puede
obtener a partir del negro y viceversa (teorema 2).

Ejemplo 3

Los colores blanco y negro son base de los colores que se utilizan para pintar el
Guernica, pues cualquier color del cuadro se puede obtener como mezcla del blanco
y el negro (colores generadores) y ademas, ninguno de ellos dos se puede obtener a

partir del otro (Teorema 2, independencia). Por tanto: ni faltan, ni sobran.

F1GURA 4. Guernica, cuadro pintado por P. Picasso en 1937.

Los colores que lo componen son el blanco, el negro y distintas tonalidades de grises

Ejemplo 4
El amarillo y el azul son colores linealmente independientes, pues ni el amarillo
se puede obtener a partir del azul, ni el azul a partir del amarillo.

Ejemplo 5

El amarillo, el azul y el verde no son colores linealmente independientes, pues el
verde se obtiene mezclando el amarillo y el azul (el verde es combinacion lineal
del amarillo y el azul).

OQIN3LINOD



Ejemplo 6
El amarillo, el azul y el rojo son linealmente independientes pues ninguno de
ellos se puede obtener a partir de los demas.

Ejemplo 7

El amarillo, el azul, el rojo y el verde es un sistema linealmente dependiente
pues, en particular, el verde se puede obtener a partir del verde o bien del ama-
rillo y el azul (como vemos, no hay unicidad de coordenadas).

Ejemplo 8

El amarillo, el azul y el rojo (colores primarios), forman un sistema generador
de los colores del cuadro Las meninas, pues cualquier color se puede obtener
mezclando debidamente estos tres (combinacién lineal).

Ejemplo 9
El amarillo y el azul no forman un sistema generador de los colores del cuadro
Las meninas, pues en particular el rojo, no se puede obtener mezclando estos dos.

Ejemplo 10

El amarillo, el azul, el rojo y el verde forman un sistema generador de los colores
del cuadro Las meninas, pues cualquier color se puede obtener mezclando debi-
damente estos cuatro y en particular los tres primeros (combinacion lineal).

Ejemplo 11
El amarillo, el azul y el rojo forman una base de los colores del cuadro Las meni-
nas, ya que son linealmente independientes y ademas generadores (ejemplos 6

y 8).

Ejemplo 12
El cuadro Las meninas tiene dimension 3, ya que 3 es el nimero de colores de la
base formada por los colores amarillo, azul y rojo (ejemplo 11).

Ejemplo 13
El cuadro Guernica tiene dimension 2, ya que 2 son los colores de la base for-
mada por los colores blanco y negro (ejemplo 3).

OQIN3LINOD
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5.9. NOTAS HISTORICAS

Laidea de un espacio n-dimensional para n>3 se acepto gra-
dualmente durante el siglo XIX; por tanto, es dificil sefialar
una primera “invencion” de este concepto. Entre los diver-
sos usos tempranos de este concepto esta su presencia en un
trabajo del matematico ruso Mikhail Ostrogradskii (1801-
1862) sobre el teorema de la divergencia, escrito en 1836.

En los tratados geométricos de Hermann Grassmann
(1809-1877) al principio de la década de 1840, y en un breve
articulo de Arthur Cayley, en 1846. Lamentablemente, los
dos primeros autores fueron virtualmente ignorados en vida.
En particular, el trabajo de Grassman era bastante filoséfico
y muy dificil de leer.

Arthur Cayley (Richmond, Reino Unido, 16 de agosto de
1821-Cambridge, 26 de enero de 1895) fue un matematico
britanico. Es uno de los fundadores de la escuela britanica
moderna de matematicas puras. El articulo de Cayley
simplemente decia que se podian generalizar ciertos
resultados a dimensiones mayores que tres “sin recurrir a
ninguna nocién metafisica respecto a la posibilidad de un
espacio de cuatro dimensiones”.

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), en una carta de 1841, también
observé que “debe de ser posible, de una u otra manera, introducir no solo

ternas sino poliadas (polyplets), de modo que en algin
sentido se satisfaga la ecuacion simbolica a= (ay,a,, -+,
a,) donde a es un simbolo indicativo de un pensamiento
(complejo) y ai, az, -+, a, denotan n numeros reales,
positivos o negativos”.
Aunque los vectores de R" fueron
tratados por los matematicos y fisicos
durante la segunda mitad del siglo XIX
(como sucedi6 con otros objetos que
hoy consideramos vectores), hasta la apariciéon del tratado
de Hermann Weyl (1885-1955) Space-Time Matter en 1918,
no se imprimi6 una definicién axiomadtica y abstracta de un
espacio vectorial. Weyl escribi6 este libro como introduccién
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alateoria general delarelatividad de Einstein; en el capitulo 1 analizd la naturaleza

del espacio euclidiano y como parte de ese analisis, formuld lo que ahora son

los axiomas comunes de un espacio vectorial. Como trat6 solo los espacios V

de dimension finita, incluy6 el axioma de dimensionalidad: para algin nimero

entero h hay h vectores linealmente independientes en V, pero todo conjunto de
h+1 vectores es linealmente dependiente.

Losaxiomasdeespacio vectorial se conocian desde hacia
afos, pero en general se demostraban como consecuencia
de otras definiciones de vectores. Por ejemplo, aparecen en
el breve texto en italiano de Giuseppe Peano (1858-1932)
Calculo geométrico (1888), donde se explica el trabajo de
Hermann Grassmann.
La desigualdad de Schwarz

se debe independien-temente al trabajo de Augustin-

Louis Cauchy (1789-1857) y el de Hermann Amandus

Schwarz (1843-1921) y Viktor Yakovlevich Bunyakovsky

(1804-1889). Primero se formulé como un teorema sobre

coordenadas en un apéndice al texto de Cauchy de 1821

para su curso de analisis en la Ecole Polytechnique como

sigue:

laa+a'a+a'a’+ | < Va*+a+a "+ VP +a+a %+

Bunyakovsky demostré en 1859 la desigualdad para funciones, esto es, formuld
el resultado

2

b b b
[ ) godx | < [ Peodx [ o

Donde la integral del producto de las funciones fy g se puede considerar como
el producto interior de las funciones continuas en [a, b]. Bunyakovsky fue vice-
presidente de la Academia de Ciencias de San Petersburgo desde 1864 hasta su
muerte. En 1875 la Academia establecié un premio matematico en su nombre,
como reconocimiento a sus 50 afios de ensefianza e investigacion.
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Schwarz formul6 la desigualdad en 1884. En su caso, los vectores eran fun-
ciones @, Q) de dos variables en una regién T del plano, y el producto interior
de estas funciones estaba dado por la doble integral de su producto, donde se
supone que esta integral existe. Entonces la desigualdad establece que:

|17 ©Qdxdy| < \[[r @ dxdy * [[r QO dxdy

Schwarz era el principal matematico de Berlin alrededor del cambio de siglo, el
trabajo donde aparece la desigualdad esta dedicado a una cuestion sobre super-
ficies minimales.

5.10. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. ;Cuéles de los siguientes subconjuntos de R’ son subespacios?
a) El plano de los vectores con primera componente b; igual a cero.
b) El plano de los vectores b con b; = 1.
c) Los vectores b con b1b, = 0 (esta es la union de dos subespacios, el plano
by =0y el plano b,=0).
d) El vector solitario b =(0, 0, 0).
e) Todas las combinaciones de los vectores u =(1,1,0) y v =(2,0,1).
) Los vectores (b1,b,,bs) que satisfacen bs - b, + 3b, = 0.

2. Usar la desigualdad del triangulo para probar que:
[lv-wil < vl + llwll

3. Pruebe si son falsos o verdaderos los siguientes postulados:
a) Si x1, x2,°++,x, son vectores linealmente independientes, lo mismo es
cierto de cualquier subconjunto de estos vectores.
b) Six1, x2,-+,X, son vectores linealmente dependientes, lo mismo es cierto
de cualquier subconjunto de estos vectores.
¢) Sixi, X2,+++,%, generan el espacio vectorial x, entonces la dimensién de x
es n.



Justifique su respuesta: pruebe si es cierto o proporcione contraejemplo si
es falso.

. ;Escierto que sivi, v2, y v3 son linealmente independientes, entonces los vec-
tores w1 = v1 + V2, Wa = V1 + V3 Y w3 = ¥, + v3 son linealmente independientes?
. En la definicién de un Espacio Vectorial se exige que la suma y la multipli-
cacion por un escalar satisfagan ciertas reglas o axiomas (ver notas de clase).
Supongamos que a cada componente se le suma un “1” adicional, de modo
que (3,1) + (5,0) es igual a (9,2) en lugar de (8,1). ;Cudles de las diez reglas se
violan, si mantenemos sin cambio la multiplicacién por un escalar?

. Sea P el plano en el espacio R; dado por la ecuacion x + 2y + z = 6. ;Cual es
la ecuacion del plano Py que pasa por el origen y es paralelo a P? ;Son Py P,
subespacios de R*?

. Decida acerca de la dependencia o independencia de los vectores.

a) (1,1,2), (1,2,1) y (3,1,1).

b) ei-ey, ex—e3, e3—e4 y es—e;, donde ey, e,€3,e4 son vectores de la base canonica
de R*.

¢) (1,1,0), (1,0,0), (0,1,1) y (x, ¥, z) para nimeros x, y, z cualesquiera.

. Para decidir si b esta en el subespacio generado por el conjunto de vecto-
res wy,---,w; considere a los vectores w; (i=1,---, 1) como las columnas de la
matriz A. Intente resolver el sistema Ax=b. ;Cual es el resultado si se tiene:
a) w1 =(1,1,0), w, = (2,2,1), w3 =(0,0,2) y b =(3,4,5).

b) wi=(1,2,0), w, =(2,5,0), w3 =(0,0,2), w4 = (0,0,2) y con cualquier vector b.

. Determine en cada caso si el conjunto de vectores dado es o no una base
para el espacio indicado:

a) S= {(—1, 1), (1, 2)} para R%.

b) T={(-1,3,4),(1,5,-1),(1,13,2)} para R*.

10.En los siguientes incisos se dan un conjunto S y un espacio vectorial V.

Encuentre una base de V que contenga a S.
a) V=R $={(1,-1,1),(0,1,-1)}.
b) V=My.
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11.En los siguientes incisos se dan un conjunto S y un espacio vectorial V.
Encuentre una base de V eliminando vectores de S.
a) V=R S={(1,-1),(1,2), (3,4)}.
b) V=R*S={(1,-1,2), (4,-3,7),(2,0,5), (1, 2,6)}.
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Capitulo 6
LOS CUATRO ESPACIOS FUNDAMENTALES

6.1. ESPACIOS ASOCIADOS A UNA MATRIZ

Cuando tenemos un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, podemos resol-
verlo escribiéndolo en forma matricial y llevando su matriz de coeficientes a
una matriz triangular mediante una eliminacion gaussiana para finalmente pro-
ceder a resolver el sistema por sustitucion regresiva.

Para el caso de sistemas con m ecuaciones y n incognitas (o viceversa), se pro-
cede a efectuar una eliminacién gaussiana, pero la matriz resultante, no es una
matriz triangular superior estrictamente hablando, sino una matriz escalonada.

La forma final U es “triangular superior”, donde los pivotes no estan en la
diagonal principal y las entradas distintas de cero quedan en forma escalonada.

-

Il
S O
o o oy
o = =
S S =

Antes de estudiar todas las posibilidades de encontrar soluciones a este tipo de
sistemas, conviene que estudiemos ciertos espacios asociados a las matrices; los
resultados nos proporcionaran un procedimiento sencillo para elaborar bases
reduciendo una matriz determinada a la forma escalonada, en consecuencia,
tendremos la posibilidad de analizar soluciones a tales sistemas.

Definicion 6.1
Considere la matriz: an a2 ....... ain
a a4 ... Aon
A= D e b
aml amz ....... a
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Y los vectores:

rn= (6111 [Z3VAN flln)

r, = (6121 a - azn)

que se forman con los renglones de A, se denominan los vectores rengléon de
A. El subespacio de R" generado por los vectores renglon se llama espacio de

los renglones de A.

Ejemplo 6.1
Los vectores renglon de la matriz:
A= 2 10
3-1 4

Sonri=(2,1,00yr,=(3,-1,4)

El siguiente teorema es de gran utilidad para los calculos que se efectuaran
posteriormente.

Teorema 6.1
Las operaciones elementales en los renglones no alteran el espacio de los ren-
glones de una matriz.

Supongamos que se quiere elaborar una base para el subespacio de R"
generado por un determinado conjunto de vectores {vi, v,,-:-,v,u}; entonces, si
se forma la matriz B cuyos vectores renglon son vy, v5,:++,V, €l problema se
reduce a encontrar una base para el espacio de los renglones de B; por ejemplo,
se puede obtener una base para el espacio generado por los vectores:

v =(1,-2,0,03)
V2= (2, =5, -3, =2, 6)
vs = (0, 5, 15, 10, 0)
vi= (2,6, 18,8, 6)

Encontrando una base para el espacio de los renglones de la matriz, entonces:
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1 -2 0 0 3

2 -5 -3 -2 6
B=

0 5 15 10 O

2 6 18 8 6

Por el teorema 6.1, se deduce que el espacio de los renglones de una matriz no
se altera si la matriz se lleva a la forma escalonada.

o © o
oO'—‘lI\)
o - W o
o = o
o © O Ww

U es la forma escalonada de B. Dado que el espacio de los renglones de B coin-
cide con los de U, una base para el espacio de los renglones de U sera también
una base para el espacio de los renglones de B. Es facil verificar que los vectores
renglén de U, diferentes de cero, son linealmente independientes, por lo tanto,
estos vectores forman una base para el espacio de los renglones de Uy en conse-
cuencia para el espacio de los renglones de B lo que nos conduce al teorema 6.2.

rn=(1,-2003)
r=(0,1,3,2,0)
r3 = (O) 0) 1) 1) 0)

Teorema 6.2
Los vectores renglon diferentes de cero, en la forma escalonada de una matriz
A, constituyen una base para el espacio de los renglones de A.

Nota 1: Las columnas que contienen los pivotes son linealmente independientes.
Nota 2: La dimension del espacio de los renglones es igual al rango de la matriz.

Definicion 6.2

El espacio columna de una matriz de orden mxn es el espacio generado
por las columnas. Es un subespacio del espacio m-dimensional R™. Si m=n
entonces tanto el espacio renglén como el espacio columna son subespa-
cios de R", incluso pueden ser el mismo subespacio. Al espacio columna a
menudo se le llama el recorrido de A: R(A); similar a la idea de recorrido de

una funcién, como se muestra en la figura 6.1

227



228

_______ > F1GuUra 6.1 Espacio columna
como recorrido de A

En este caso la funcién es f(x)=Ax, cuyo dominio consta de todas las x en R"
y el recorrido todos los posibles vectores Ax. Esto es, todas las b para las cua-
les puede resolverse Ax=b es igual a todas las posibles combinaciones de las
columnas (el recorrido es el espacio columna).

Ejemplo 6.2
Sea la matriz:

=

Il
—_ N
w AN W
W O W
S vl N

Las columnas de esta matriz son linealmente dependientes, ya que la segunda
columna es tres veces la primera. Los renglones son también linealmente depen-
dientes, el tercero es dos veces el segundo menos cinco veces el primero.

Si escalonamos la matriz A, los renglones distintos de cero deben ser
linealmente independientes.

-

Il
[ R R
S O W
S W W
S = N

Ademas, si elegimos las columnas que contienen los pivotes, también son
linealmente independientes (en este caso las columnas 1 y 3 son linealmente
independientes).

Las cuatro columnas generan el espacio columna por definicidn, sin embargo,
no son linealmente independientes; por lo tanto, proponemos que las columnas
que contengan los pivotes distintos de cero sean una base del espacio columna.

Los dos primeros renglones (por el teorema 6.2) son una base para el espacio
renglén. De todo esto, podemos concluir que los r renglones distintos de cero
de una matriz escalonada U son linealmente independientes y también lo son
las r columnas que contienen los pivotes distintos de cero.



La forma escalonada entonces se puede describir de la siguiente manera:

1. Primero vienen los renglones distintos de cero (de haber alguno se habria
intercambiado).

2. Debajo de cada pivote, hay una columna de ceros que se obtiene por
eliminacion.

3. Cada pivote esta a la derecha del pivote del renglén anterior, esto produce la
figura escalonada.

Nos interesa localizar las soluciones. Si existe Ax=b, donde A es una matriz de
mxn, x€R"y beR™, las columnas de A las podemos ver como vectores de R",
esto es:

A = (ay, as-++,a,) con a; ER™

Donde, Ax podemos verla como una combinacion lineal de los vectores
columna de A, esto es:

Ax=a1x1+axxy +++ a, Xy

Tal que Ax=b tiene solucidn, si el vector Rm puede expresarse como combina-
cion lineal de los vectores columna de A, de donde:

1. Si m>n, entonces los vectores columna son vectores de R™ y el numero de
vectores columna de A es menor que m, de donde el espacio generado por

las columnas de A es un subespacio de R” (de dimensién menor o igual a n).

Por ejemplo:

3x1+2x,=3
5x1+6x;=1
3x; —4x,=5

Tenemos entonces que (3, 5, 3) y (2, 6, 4) son vectores en R’, donde no pue-
den generar a R’ pero si un subespacio de R’. Si son linealmente indepen-
dientes pueden generar un plano en R’ y si no, una recta.
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Tenemos que considerar ademads que:

a) El sistema no tenga solucion; lo que sucede si b no se encuentra en el
subespacio generado por las columnas de A.

b) Que tenga solucidn unica; si los vectores columna de A son linealmente
independientes y formen por lo tanto una base del espacio generado por
las columnas de A.

c) Que tenga una infinidad de soluciones, esto ocurre si la dimensién del
espacio generado por las columnas es menor que #, por lo cual, los vec-
tores columna son linealmente dependientes y conforman un conjunto
generador (pero no base, ya que generan un subespacio de dimensién
menor que 1) de donde, si b esta en el espacio generado por las columnas
de A, puede representarse en una infinidad de formas de combinaciones
lineales de las columnas de A.

2. Si m<n los vectores columna de A no pueden ser una base para R”, ya que
son mas de los que se necesitan y para R" solo pueden ser base para un
subespacio.

Ejemplo 6.3
Comenzamos con el caso homogéneo Ax=0, donde A es la matriz:

1 3 3 2
A=[2 6 9 5
1 -3 3 0

Que se puede reducir a Ux=0 de la siguiente manera:

S
Il
S O =
S O W
S W W
S = N
B STRRNCRY
Il
o O O

Las incdgnitas x, ), z, w van en dos grupos. Un grupo consta de las variables
basicas, aquellas que corresponden a las columnas con pivotes distintos de cero
(en este caso la la. y la 3a.) asi que x, z son variables basicas. El otro grupo
consta de las variables libres, que corresponden a las columnas sin pivotes, estas
son la 2a y la 4a. columnas, entonces, y, w son las variables libres.



Para encontrar la solucién general a Ux=0 (Ax=0) asignamos valores arbitra-
rios a las variables libres; esto es, y, w, entonces:

3z+w=0>z=-1/3w
xX+3y+3z+2w=0>x=-3y-w

Hay una infinidad de soluciones al sistema con dos parametros libres w, y. La
solucién general es la combinacién de:

-3y -w -3 -1

x= Y = ! +w 0
- Bw 0 -%

w 0 1

Si damos valores y=1, w=0, tenemos la solucién ( -3, 1, 0, 0), si y=0, w=1 tene-
mos (-1, 0, -1/3, 1). Todas las soluciones son combinacion lineal de estas dos.

Entonces las soluciones de Ax=0 forman un subespacio bidimensional, el
espacio nulo de A, del espacio de 4 dimensiones de todos los vectores x. Este
espacio nulo lo podemos describir como un “plano” generado por (-3, 1, 0,
0) y (-1, 0, -1/3, 1). Las combinaciones de estos vectores forman un conjunto
cerrado bajo la suma y el producto por un escalar y todas estas combinaciones
constituyen el espacio nulo.

En el caso de n>m, no debe haber mads de m pivotes distintos de cero, enton-
ces debe haber al menos n-m variables libres por lo cual: Cada sistema homogé-
neo Ax=0 tiene una solucion no trivial, si tiene mas inc()gnitas que ecuaciones
(n>m): existe alguna solucion x diferente de la trivial x=0.

Para el caso no homogéneo b=0 tenemos Ax=b, aplicando operaciones
elementales tenemos Ux=c:

13 3 277% b,
00 3 1 g —| by, -2b,
0 0 0 O w b3—2b2+5b

No esta claro que el sistema tenga solucion. Ya que el tercer renglon de la matriz
es igual a cero entonces:

b3—2b2+5b1=0
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El conjunto de vectores obtenibles b no es todo el espacio tridimensional. Es
posible resolver Ax=b, si b estd en el espacio columna de A generado por las
columnas:

Aunque son 4 vectores, solo obtenemos un plano en el espacio tridimensional
(ya que la 2a columna es 3 veces la primera, y la cuarta es la primera mas una
fraccion de la tercera). Son estas columnas las que no tienen pivotes.

Si suponemos que b esta en el plano generado por el espacio columna,
por ejemplo: b=(1, 5, 5) efectuando eliminacién y fijando las variables libres

obtenemos:
1 3 3 2 ;‘ 1
0 0 3 1 . |= 3
0 0 0O W 0
3z+w=3 > z= 1-Yw
xX+3y+3z+2w=1 > x=-2-3y-w
De donde:
X -2 -3 .|
y 0 1 0
z 1 0 -
w 0 0 1

Si comparamos la solucion con la del caso homogéneo Ax=0, la tinica diferencia
es la inclusion del vector (-2, 0, 1, 0) que es una solucién de las ecuaciones dadas,
es una solucion particular de Ax=b, y la solucion general x es una suma de esta
solucion particular y la solucién general de Ax=0. Geométricamente las solu-
ciones se encuentran de nuevo en un plano en el espacio de 4 dimensiones, pero
ahora no constituyen un subespacio, ya que el plano no pasa por el origen, el
origen x=0 no es una solucion cuando b=0. El plano es paralelo al espacio nulo
que se tenia antes, pero desplazado por el vector que da la solucion particular.



Resumiendo, tenemos:

El propésito original de la eliminacidn, era simplificar un sistema de ecuaciones
lineales sin alterar ninguna de las soluciones. Se reduce el sistema Ax=0a Ux=0
y éste proceso es reversible. Por lo tanto, el espacio nulo de A es el mismo que
el espacio nulo de U. De las m aparentes restricciones impuestas por la m ecua-
ciones Ax=0, solo r son independientes, estdn especificadas por cualesquiera r
renglones de U distintos de cero.

Definicion 6.3

El espacio nulo de A: N(A) tiene dimension n-ry consta de todos aquellos
vectores x para los cuales el sistema homogéneo Ax=0 (o su equivalente
Ux=0) tiene solucion. Se obtiene una base para el espacio nulo reduciendo
el sistema original al sistema Ux=0, que tiene n-r variables libres, corres-
pondientes a las columnas de U que no contienen pivotes. Al espacio nulo

también se le llama el nucleo de A y su dimension n-r nulidad de A.

De todo lo expuesto hasta aqui, podemos concluir que A no tiene el mismo espa-
cio columna que U. La eliminacién no altera el espacio de los renglones ni el
espacio nulo, pero las columnas son completamente diferentes. Sin embargo, si
el conjunto de columnas de A es independiente, entonces lo mismo es cierto para
las correspondientes columnas de U y viceversa; entonces U nos puede ser util
en términos de indicarnos cuales son las columnas de A que forman una base.

Para encontrar una base de R(A) consideremos el siguiente resultado:

Teorema 6.3
La dimension del espacio columna R(A) es igual al rango , que también es igual
a la dimension del espacio fila: el nimero de columnas independientes es igual
al nimero de renglones independientes. Una base de R(A) esta formada por
aquellas r columnas de A correspondientes en U, a las columnas que contienen
los pivotes distintos de cero.

Este teorema también afirma para el caso de matrices cuadradas, que si los
renglones de una matriz cuadrada son Li. también lo son las columnas.
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Definicion 6.4

El espacio nulo de A’ o espacio nulo izquierdo N(A"), es un subespacio de R”
que consta de todos aquellos vectores; y tales que A'y =0 0y' A =0, sele
llama a y el vector nulo izquierdo de A.

Es fécil encontrar la dimension de N(A"). Sabiendo que:

rango + nulidad = dimension del espacio columna +
dimension del espacio nulo = niimero de columnas

Esta regla también se aplica para A la cual tiene m columnas.
Pero el rango de los renglones = rango de las columnas = r, entonces:

r+dim N(A) =m
dim NAY=m-r

Esquematicamente se puede ver en la figura 6.2.

%
N(A) R(A)
FIGURA 6.2
R(At) N(A) Relacion entre los
Ht cuatro espacios
A
A:R" > R"
A R" > R"

Sabemos ahora cudl es la dimensién de los cuatro espacios asociados a una
matriz y resumimos este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 6.4: Teorema fundamental del dlgebra lineal (1a. Parte)

1. R(A") = espacio renglon de A: dimensién = r
2. N(A)= espacio nulo de A: dimensién = n-r
3. R(A) = espacio columna de A: dimension = r
4. N(A") = espacio nulo izquierdo de A:  dimensién = m-r
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Tal que:
n =dim R(A) + dim N(A)
m = dim R(A") + dim N(A")

Este teorema se ilustra con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.4
Encuentre la dimension y construya una base de los cuatros subespacios aso-
ciados a la matriz:

Solucion

1. Elespacio de los renglones de A: R(A")
Escalonando la matriz A tenemos:

01 4 0/|]01 4 0

0 2 8 0|0 0 0 O
Entonces el vector (0,1,4,0) forma una base de los renglones de A y:
Dim [R(A")]=1

2. El espacio de las columnas. Buscamos las columnas cuyos pivotes sean dis-
tintos de cero y vemos que la unica es la segunda columna (1,2)", de donde:

Dim (R(A))z 1 y una de sus bases (1,2)"

3. Espacio nulo de A. N(A) con dimensién n-r => 4-1=3 y para determinar una
base, procedemos a resolver el sistema Ax=0, (también puede hacerse con x=0).

De donde:
X2 +4x3=0 > x; = -4x;3

Sea x3 =t, entonces x, = -4t y haciendo x; = u y x4 = v, se obtiene:

X1 u 0 1 0
X -4t -4 0 0
X5 = ¢ =t 1 +u 0 +v 0
X4 v 0 0 1
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Por lo cual:

- o O O

1
0
1 0
0

Forman una base para N(A), y dim(N(A)) = n-r=4-1=3, que son el nimero
de vectores en la base.

4. Espacio nulo izquierdo de A :N(A') con dimensién m-r > 2-1= 1. Para

encontrar una base procedemos a resolver A’ y = 0.

00 0
12|[n| |o
ty, _ —
Ar=l4 g L}j “lo
00 0
De donde:
y1=-2y, haciendoy, =t
= -2t

Por lo cual una base de N(A") estd dada por:

ek

y: dim(N(AN))=m-r=2-1=1

Ejemplo 6.5
Encuentre la dimensién y construya una base de los cuatro subespacios asocia-
dos a la matriz:

1 3 3 2
A=l 2 6 9 5
-1-3 3 0



Solucion
1. El espacio de los renglones de A: R(A"):

1 3 3 2 1 3 3 2
A= 2 6 9 5|=|10 0 3 1]|=U
-1 -3 3 0 0 0 0 O

Entonces los vectores {(1, 3,3,2), (0,0, 3, 1)} forman una base de los renglo-
nes de Ay Dim R(A") =2

2. El espacio de las columnas. Buscamos las columnas cuyos pivotes sean dis-
tintos de cero:

173
2019
1] (3
Dim R(A)=2

3. Espacio nulo de A: N(A) con dimensién n-r > 4-2=2y para determinar una
base, procedemos a resolver el sistema Ax=0, (también puede hacerse con
Ux=0).

133 2] L[]0

Ax=19 0 3 1 0
X3

0000 0
X4

Dedonde: 3x3+x4=0 > x3=-Ysx4

Sea x4=t, entonces x3=-Yt y haciendo x; = -3x, - 3x3 - 2x4y X, = u se obtiene:

X1 -3u -t -3 -1
X2 | _ u —u 1 t 0
X3 - t/3 0 )
X4 t 0 1
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Por lo cual:

-3 -1
1 0
0 -1
0 0

Forman una base para N(A).

4. Espacio nulo izquierdo de A:N(A") con dimensién m-r > 3-2 = 1. Para
encontrar una base procedemos a resolver A’ y=0.

1217 .
1
.13 6 -3
AV=l3 g 3| |72 |70
2 5 of L) 0

Por lo cual una base de N(A’) estd dada por:

-3

- 2

y2 1
Hemos visto hasta aqui que para encontrar una base del espacio renglén y una
base para el espacio columna se procede a escalonar la matriz A en una matriz
U, es entonces factible preguntar si estas matrices estan relacionadas como

antes, mediante una matriz triangular inferior L, tal que A=LU, la respuesta es
si existe una matriz L tal que A=LU, por ejemplo:

Si se tienen las siguientes matrices A y su forma escalonada U:

1 3 3 2

A=| 2 6 9 5
[ -1-3 3 0
[1 3 3 2

U=|0 0 3 1
(0 0 00
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Entonces la matriz L esta dada por:

~
1
N =

N = O

—_— o O

Y se verifica que A=LU, note ademas que L no es rectangular, sino cuadrada. Es
una matriz del mismo orden m=3 que el nimero de renglones en A y en U. En
este caso como se requirié de un intercambio de renglones entonces se intro-
duce una matriz de permutacion P con lo que enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 6.5

A cada matriz A de orden mxn corresponde una matriz de permutacion P, una
matriz triangular inferior L con diagonal unitaria y una matriz escalonada U de
orden mxn tales que PA=LU.

MATRICES DE RANGO UNO

Un ejemplo de una matriz de rango uno, r=1 esta dado por la siguiente matriz:

o B~ N

11
2 2
4 4
1

\S]
—

Cada rengldn es un multiplo del primero de modo que el espacio renglén es
unidimensional. Se puede escribir toda la matriz de la siguiente manera:

21 1 1
a=| 42 202 2|
8 4 4
2 -1 -1 -1

Como el producto de un vector columna con un vector fila, ademas, todas las
columnas son multiplos del mismo vector el espacio columna tiene dimensién
r=1.

239



240

Cualquier matriz de rango uno se puede factorizar en la forma simple A=uv".
Todos los renglones son multiplos del mismo vector v' y todas las columnas son
multiplos de un mismo vector u.

6.2. SOLUCION DE M ECUACIONES EN N INCOGNITAS

Ya conocemos el proceso de eliminacién para matrices cuadradas. La elimina-
cién misma se realiza directamente sin mayor cambio, pero hay algunas dife-
rencias al obtener la solucion mediante la sustitucion regresiva.

Consideremos la ecuacién escalar Ax=b (un sistema de una ecuacién con
una incognita), podemos considerar las siguientes tres alternativas:

1. Si a#0 entonces existe la solucién x=>b/a para cualquier b y esta solucion es
unica. Este es el caso no singular, de una matriz de 1x1 invertible.

2. S8i a=0y b=0 hay una infinidad de soluciones, cualquier x satisface 0x=0.
Este es el caso indeterminado, existe solucion, pero no es unica.

3. Sia=0y b#0 no hay solucién a 0x=b este es el caso inconsistente.

Estas alternativas pueden ocurrir para matrices cuadradas. Con una matriz rec-
tangular no podemos tener existencia y también unicidad para cada b. Esto se
puede ver a través de la existencia de la inversa.

Sabemos que una matriz A tiene inversa si existen BA=I y AC=I donde
B=C=A"". Ahora, del rango de una matriz es facil decir que matrices tienen
realmente estas inversas, se puede decir en general que existe una inversa solo
cuando el rango es lo mds grande posible.

El rango siempre satisface r<m y r<n ya que una matriz de mxn no puede
tener mas de m filas independientes o de n columnas independientes. Entonces
si r=m existe una inversa derecha y si r=n existe una inversa izquierda.

Definicion 6.5

Sea A matriz de orden mxn. Una matriz G de nxm (si existe) tal que GA=1I,
se dice inversa izquierda de A. Asimismo una matriz H de orden nxm (si
existe) tal que AH=I,, se dice inversa derecha.



Ejemplo 6.6
Sea la matriz de 2x1 siguiente:

A=
1

Calcule (si existe) la inversa izquierda y derecha de A:

Solucion:
Sea G=[g, &l si GA=1:

1
(g1, gz]L}:gl +o=1
Si g1 = a entonces ¢, = 1- a de donde G = [ g, 1-a] para aR:

Sea H = [hy, o] talque AH =1

1 hi h, 1 0
Pero hi=1y h;=0 por lo que se afirma que no existe matriz derecha ademas el
rango de A=1<2=m.

Teorema 6.6

Existencia: El sistema Ax=b tiene al menos una solucién x para toda b si y solo
silas columnas de A generan R™, entonces r=m. En este caso existe una inversa
derecha H de nxm tal que AH=1I,, la matriz identidad de orden m. Esto es posi-
ble solo si m<n.

UNICIDAD: El sistema Ax=b tiene a lo sumo una solucién x para cada b siy
solo si las columnas son linealmente independientes, entonces r=n. En este caso
existe una inversa izquierda G de nxm tal que GA=I,, la matriz identidad de
orden n. Esto es posible solo si m>n.

En el primer caso, una posible solucién es x=Hb, ya que entonces Ax=AHb=b,
pero habrad otras soluciones si hay otras inversas derechas.
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En el segundo caso, si existe una soluciéon a Ax=b, tiene que ser x=GAx=Gb,

pero no puede haber otra solucién.

Ejemplo 6.7
Considere la siguiente matriz A de 2x3 y de rango 2:

A=

4 0 0
0 50

Verifique si existen inversa izquierda o derecha de A.

Solucion
Como r=m=2 el teorema garantiza una inversa derecha H:

1
ape| 200 3‘1/0_10
“10 50 1 T lo 1
C31 €32

De hecho, hay muchas inversas derechas. Ya que el ultimo renglén de H es total-
mente arbitrario, entonces si escribimos un sistema Ax=>b con esta matriz A se
puede afirmar que existe solucion.

Para ver si existe inversa izquierda solo hay que verificar que r=n, en este
caso r=2<3 por lo que no existe inversa izquierda.

Teorema 6.7
Una matriz A de nxn es invertible si y solo si rango (A)=n.

Ejemplo 6.8
Determine si la matriz siguiente es invertible hallando su rango.

S

Il
S N
—_— - O
W O =

OQIN3LINOD



Solucion
Escalonando A, se tiene:

4 0 1 1 0 4(]1 0 4|1 0 4
21 0j({f01 201 2(]0 1 2
01 3J[310]L0 1-12]][0 0-14

Por lo que rango A=3y A es invertible.

6.3. SUBESPACIOS ORTOGONALES

Los espacios ortogonales juegan un papel fundamental en los espacios asocia-
dos a una matriz. Sabemos que en R’los subespacios se representan como rectas
o planos que pasan por el origen, sin embargo, una recta puede ser ortogonal a
otra o a un plano, pero dos planos no son ortogonales. (Strang, 1982).

Recordemos que la longitud de un vector ||x|| en R" estd dada por:

x|l = VX + 327 + x5+ o+ X,

Geométricamente esto se obtiene aplicando la férmula de Pitdgoras n-1 veces,
anadiendo en cada paso una dimensién mas.

Si tenemos dos vectores x, y ; Cémo podemos saber si son ortogonales?

En el caso de R* la respuesta se puede obtener usando trigonometria, en este caso
x es ortogonal a y si forman un triangulo rectangulo, usando Pitagoras se tiene:

lxll® + fIyll* = fle=]?
Para R" se tiene:

(72744 x0) + (PE+YR+ - +yn) = (a=p1) 4+ (K= yn)
Desarrollando el lado derecho se tiene:

(434 +2,7) = 2000 y1 4 +Xyn) + (VYT +Y0)
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Asi, la igualdad se cumple si los “términos cruzados” son iguales a cero:
Xiy1t+e x5y =0

Esta cantidad no es otra, que el producto interior de x'y en R”; por lo que se
puede afirmar que es igual a cero, solo si “x” e “y” son ortogonales.

Existe una relaciéon sencilla entre independencia y ortogonalidad: si los
vectores son mutuamente ortogonales, entonces son linealmente independientes.

Definicion 6.6
Dos subespacios V'y W del mismo espacio R” son ortogonales si cada vector
veV es ortogonal a cada vector weW: v'w=0 para toda vy w.

Ejemplo 6.9
Suponga que V es el plano generado por v;=(1,0,0,0) y v>=(1,1,0,0) y W es una
recta generada por wi= (0,0,4,5), como wi vi=0 y w5 v,=0 entonces la recta W
sera ortogonal a todo el plano V.

En el caso de los cuatro subespacios fundamentales asociados a una matriz
dos son subespacios de R": el espacio nulo y el espacio renglén o fila y los otros
dos estan en R™, como se muestra en la figura 6.3

R" R™
A
—
F1GuRraA 6.3 Los cuatro espacios t
como subespacios de R" y R” R(4) R(4)
N(A) N(A")

Teorema 6.8

Para cualquier matriz A de orden mxn, el espacio nulo y el espacio fila son
subespacios ortogonales de R". Analogamente, el espacio nulo izquierdo y el
espacio columna son subespacios ortogonales de R™.

Supongamos que weN(A) y vER(A"), entonces Aw = 0y v es de la forma v=A'x
para algun vector x (esto es, v es una combinacion de las columnas de A’). Por
lo tanto:



wh = w(A%) = (WAYx = (Aw)'x =0'x =0

Ejemplo 6.10
Sean la matriz A y su correspondiente U como sigue:

A:0140 U:0140
0 2 80 00 0O

La segunda columna es bésica y las otras tres son variables libres, por lo tanto,
resolviendo para Ux=0, se obtiene que una base para N(A) esta dada por:

{{1,0,0,01",[0,~4,1,01", [0,0,0,1]'}
La cual debe ser ortogonal a los renglones de A.

Elespacio columna de A es unidimensional y estd generado por la inica columna
basica [1,2]". Por otro lado, hallamos una base del espacio nulo izquierdo, dada
por el vector y* = [-2,1], el cual es ortogonal al espacio columna:

Sin embargo, cabe aclarar que el espacio nulo N(A) no solo contiene algunos de
los vectores ortogonales al espacio fila, contiene todos esos vectores. El espacio
nulo se form¢o con todas las soluciones de Ax=0.

Definicion 6.7
Dado un subespacio V de R", el espacio de todos los vectores ortogonales a
V es el complemento ortogonal de V'y se denota por V.

Asi se tiene entonces que el espacio nulo N(A) es el complemento ortogonal de
R(A"):N(A) = (R(At))J‘. Al mismo tiempo es valida la relacion opuesta: el espacio
fila R(A") contiene todos los vectores que son ortogonales al espacio nulo.

Al aplicar el mismo razonamiento a A, se produce el resultado dual: el espa-
cio nulo izquierdo N(A") y el espacio columna R(A) son complementos ortogo-
nales entre si en R". Esto completa la segunda parte del teorema fundamental
del algebra lineal.
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Teorema 6.9: Teorema fundamental del algebra lineal (Segunda Parte)

N(A) = (R(A)):,  R(A) = NA)*
N(A) = (RA),  R(A) = (N@AH)*

La ultima igualdad significa que Ax=b tiene una solucién si y solo si b es orto-
gonal a N(A"): b estd en el espacio columna si y solo si es ortogonal a cada solu-
cion y de la ecuacion homogénea transpuesta A'y=0.

Sin embargo, dos subespacios V'y W pueden ser ortogonales sin ser com-
plementos ortogonales entre si. En R?, la recta V generada por (1,0,0) es ortogo-
nal a la recta W generada por (0,0,1), pero V no es igual W+, El complemento
ortogonal de W es un subespacio bidimensional (un plano) que contiene todos
los vectores de la forma (x;, x2, 0), esto es todos los generados por los vectores
(1,0,0) y (0,1,0). La recta V solo puede ser parte de W* porque su dimension es
muy pequeiia. Sin embargo, si las dimensiones son correctas, los dos subespa-
cios ortogonales son necesariamente complementos ortogonales, asi fue en el
caso del espacio fila y el espacio nulo. Ademds, si W=V, esto asegura que las
dimensiones son las correctas y automaticamente V=W=. Simplemente se des-
compone el espacio en dos partes perpendiculares V'y W.

Teorema 6.10

Si Vy Wson subespacios de R", entonces cualquiera de las siguientes condiciones
los obliga a ser complementos ortogonales entre si:

1. W= V* (W consta de todos los vectores ortogonales a V);

2. V= W (V consta de todos los vectores ortogonales a W);

3. Vy W son ortogonales y Dim V + Dim W=n.

Suponiendo cualquiera de estas tres condiciones equivalentes, cada vector x
puede descomponerse de una sola manera en una sumax=v+wconveVy weW.
Estas componentes, las proyecciones de x en V'y W son ortogonales v'w=0.

Una x arbitraria se descompone en x,+x,, y A transforma la componente x,
del espacio fila en un vector Ax,=Ax en el espacio columna, mientras que trans-
forma la componente x;, del espacio nulo en cero.

Se muestra este teorema en la siguiente figura 6.4



F1GURA 6.4 Teorema de dlgebra lineal

segunda parte (con ejemplo). Fuente Strang (2007)

Ejemplo 6.11
Sea la matriz A como sigue:

A:014
0 2 8

Su correspondiente forma escalonada queda como sigue:

U:Ol4
0 0 0

De aqui que:  Dim R(A") = 1, Dim N(A) =2
Una base de R(A") = {(0, 1 4)},

Una base de N(A) estd dada por {(1, 0, 0),(0, 4, 1)} entonces cualquier x€R’ se
puede escribir como:

0 1 0
x==<ai| 1 +<ax| 0 |+az| 4
4 0 1

base de R(A‘) + base de N(A)

OQIN3LINOD
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6.4. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR Y EL PROCESO
DE GRAM-SCHMIDT

En la seccién anterior se consideraron subespacios ortogonales, y en este sen-
tido al considerar una base se tiende a elegir una base ortogonal. Como explica
Strang (1982): “Si la idea de base es uno de los pasos clave para conectar la
geometria de un espacio vectorial con el dlgebra entonces la especializacién a
una base ortogonal no queda muy atras” Lo que nos lleva al siguiente paso, si
ya tenemos una base ortogonal, los podemos normalizar para que sean vectores
unitarios, de esto trata esta seccion.

Definicion 6.8

Un producto interior en un espacio vectorial V es una funcién que a cada
par de vectores x y y en V asocia un nimero real<x, y> de tal manera que
se satisfacen los siguientes axiomas, para todos los vectores x, y, zen V'y
cualquier escala k.

1. <x, y>=<y x> axioma de la simetria

2. <Xty z>=<x 2>+ <Y, 2> axioma de la aditividad

3. <kx, y>=k<x, y> axioma de la homogeneidad
4. <x,x>20y<x,x>=0<=>x=0 axioma de positividad.

Un espacio vectorial que tiene definido un producto interior se denomina
espacio vectorial con producto interior.

Las siguientes propiedades adicionales son una consecuencia inmediata de
los cuatro axiomas del producto interior:

a) <0,x>=<x0>=0
b) <x, y+z> =<x, y> + <x, 2>
c) <x, ky>=k<x, y>.

Ejemplo 6.12
Considere el espacio R" con producto interior dado como:

n
<xy>=xy=) xiyi
i1



Donde x, y son vectores columna en R".
Note que <., ,> 0 <./.> es un producto interior ya que:

<, y>=x'y=y'x =<y x>

<x+y, z> = (x+y)z= (X+)z=xz+ Yz = <x, 2> + <y, z>
<kx, y> = (kx)'y = kx'y = k<x, y>

<x, x> = x'x = £x{* > 0 si x; = 0 entonces x = 0ER"

Ll

Ejemplo 6.13
Sean x = <x3, x>, ¥ = <y1, y2> vectores en RZ, entonces:
<X, y>=3x1 )1+ 2% )

Define un producto interior.

Solucion
Para verificar esta afirmacion observe que:

1. <x, y>=3x1y1 +2x2 2 = 3y1 X1 + 292 X2 = <)), x>
2. x4y, 2> =3(x+y1)z1 + 200422 = (3x1214 2% 22) + (3x12142%222) =
<X, z> + <y, z>
3. <kx, y>=3(kx1)y1 + 2(kx2)y> = k(3x1y142x2)2) = k<x, y>
4, <x,x>=3x1x1+2x%2% = 3x12 + 2x22 =20y 3»x12 + 2x22 =0siy solo si x1=x,=0.

El producto interior de este ejemplo es distinto al producto interior de R* lo
que muestra que un espacio vectorial puede tener mas de un producto interior
definido en él.

Ejemplo 6.14
Sean x = <xi, x2>, y = <y1, ¥»> vectores en R?, entonces:
<X, y>=x1t+ N

Verifique si <x, y> define un producto interior.

Solucion
Para verificar esta afirmacion observe que:

OQIN3LINOD
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1. <x,y>=x1+y1=y1+x1=<), x>
2. x4y 2> =+ )+ 2=+ 21) + Y1 =<x+z, y> < <x, 2> + <y, 2>

Por lo que se puede concluir que<x, y> asi definido no es un producto interior.

Ejemplo 6.15
(Caso de polinomios) Sea P, el espacio vectorial de los polinomios de grado ».
Un producto interior en este espacio esta dado por:

b

(ey) = [ x () y0)

a

b b
1. <xy>= _[x (1) y(t) dt = Iy(t) x(t) dt = <x,y>

a

b b
2 <xy+2>= [ x(0) [y + 2] dt = [[x(0) (0 + x(0) 2] dit =

b b
[ (0 0 de + [ () 20 dt = <y + <xz>

a

b b
3. <kny> = [ ke(t) y(Odt = k | x(0) y(dt = k<xy>

b
4. <xy>= sz (t) dt = 0si y solo si x=0

Definicion 6.9
Si V es un espacio con producto interior, entonces se llama un espacio nor-
mado si existe una funcién ||..| : V> R tal que:

Fx+yl<lxl+ly]

Feoe | =fa ]l x]l

lxlz0y[x]=0e5x=0

OQIN3LINOD



Ejemplo 6.16
Muestre que el espacio V=R" es normado con cualquiera de las siguientes normas:

n
) Ixh=3 ||
i=

.\
wuxm=(zgﬂ

1=
9 |l x [l =max{|lx|i=1.2,~n}

Solucion
Vamos a demostrar que efectivamente a), b) y ¢) son normas, esto es:

) fxtylh=2xi+yl <X 1xl+ 2 vl =lxl1+1yh
Fox |l =22 Taxi| =] a|Xxi=]a]]x]
Ixll=21x]20y]x]=0¢>x=0

b) lx+yll2= 20 +y1)* = 206 + 2xyi +y7) =
it xiyi+ L yi=lxh+yh

9 | x+yle=max {|xi +yil|,i=1,2,~n } < max {| xi|+|yili=1,2,n }
max {| x| i= 1,2, n}+max{|yi|i= 1,2 n} =] x e+ y -
ax || = max {Jox; | i= 1,2, -, n } = max {|a| x; | i= 1,2, n } =

|a|max{|xi|i=1,2,n}=a] x|

6.5. ANGULO EN LOS ESPACIOS VECTORIALES,
PROYECCIONES ORTOGONALES Y PROCESO
DE GRAM-SCHMIDT

Ya vimos en la seccion anterior que el hecho de que dos vectores x y y sean
ortogonales se puede expresar como x'y = 0 donde x, y son vectores columna.

Considere el espacio vectorial R* y los vectores a y b donde sus longitudes
estan dadas por ay brespectivamente. Sea a el angulo que forma el vector a con
el eje de las x y [ el angulo del vector b con el mismo eje como se ilustra en la
figura 6.5.
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B=th b)) L2
. 1
., ! FIGURA 6.5 Angulo
- ! en los espacios
B P=(%a) | vectoriales
!
* f

Entonces se definen el seno y coseno de a como:
a a
sen o= cosa=
lal lal

Y para {3 se tiene:

b’ b
sen B=—r cos P= m

lal

Si ®= B-a entonces usando una identidad trigonométrica se tiene:
cos © = cos P cos a + sen B sen a = a, by

Por lo tanto, el coseno del angulo entre dos vectores cualesquiera a y b esta dado
por:

(a, b)
ld[ 1]

cos ® =

Si queremos encontrar la proyecciéon de un punto del vector b, sobre el vector
a, este punto debe ser algiin multiplo p=xa del vector a y el problema se reduce
a calcular el coeficiente x. Todo lo que necesitamos es el hecho de que la recta
desde b hasta el punto mas cercano p=xa es ortogonal al vector a, como se
puede ver en la figura 6.4, entonces:

(b-xa)La o <a, b-xa>=0
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De donde:

<a,b> <ab>
X= = 2
<a,a> | al

Entonces la proyeccion p del punto b sobre la recta generada por el vector a esta
dada por:

<ab>

p= a
la|®

De esta relacion se puede encontrar nuevamente la desigualdad de Cauchy-
Schwarz ya que la distancia al cuadrado del punto a la recta es:

(a,b) Io1* 1l a ]’ - {ab)

— all =
lal? lal?

b

Como la distancia de un punto a una recta es mayor o igual a cero lo mismo
sucede con el cuadrado de la distancia entonces:

Iol”lal-{ab)=0
" b ”2 || a ”2 2 <a,l’)> que es la desigualdad de Schwarz

Al seleccionar una base se busca que ésta simplifique la solucion del problema
que se trate. En la mayoria de los casos, la mejor seleccion sera la base en la cual
todos los vectores son ortogonales entre si, es asi como definimos:

Definicion 6.10

Se dice que un conjunto de vectores en un espacio con producto interior es
ortonormal; si cada vector del conjunto tiene norma 1 y si ademas dos vec-
tores cualesquiera distintos en el conjunto son ortogonales.

Ejemplo 6.17

Sean:

vi=(0,1,0), v2=(4z,0,'42), vs= (47, 0, -'A%), el conjunto S = {vy, s, v3} es
ortonormal si en R se tiene que con el producto interior euclideano:

<V, Vo> =<V, V3> =<V, 13> =0
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Y, ademas:
Vil =[[Val = [V3] =1
Ejemplo 6.18

Si v es un vector en un espacio con producto interior, y v es diferente de cero,
entonces el vector:

1 V=1 tiene norma 1
IV
Ya que aplicando || ku ||= || k||| u ||se tiene:
1v 1
e =
Ivif lv

Al proceso de multiplicar un vector v diferente de cero por el reciproco de su
longitud para obtener un vector de norma 1 se denomina normalizaciéon de v.

Teorema 6.11 Teorema de la base ortonormal (Gram-Schmidt)
Todo subespacio distinto de cero en R” tiene una base ortonormal.

Queremos producir de dos vectores independientes a y b dos vectores perpen-
diculares v; y v,. Claramente, el primero puede ir en la direcciéon de a v,=a. El
problema es entonces encontrar un segundo vector que sea perpendicular.

FIGURA 6.6
Construccion de
vectores ortogonales B-

gl
-]
I?‘I
L]

a = F

En la figura 6.6 se puede ver que ese vector es b-p ya que se le sustrajo la
proyeccion de b en la direccion de a, entonces el segundo vector queda:
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vy=b-p=b- ﬂa:b_w

lall” lnl®

121

Si hay un tercer vector independiente entonces la idea es la misma, sustraemos
las proyecciones de ¢ en las dos direcciones v; y v,

<v1,c>v <V, C> v
VAP val?

V3i=~¢C 2

Es inmediato que v; es perpendicular a v; y v,:

Para que estos vectores sean ortonormales deben transformarse en vectores
unitarios entonces:

V3

Vil

Q= e gy = qs =
1= 2= 3=
[ VAl | |

V2
V2|
Este proceso se puede resumir de la siguiente manera:

Es posible convertir cualquier conjunto de vectores independientes ai, a,,-++,ay
en un conjunto de vectores ortogonales mediante el proceso de Gram-Schmidt:
primero se fija a,=v; después cada v; es ortogonal a las vy,--+, vi_; precedentes:

v a <V1,611>v <v,»,1,a1>v
1=d1— 2 V1~ =T s 2 V2

Vil Vil

Ejemplo 6.19

Aplique el proceso de Gram-Schmidt a los siguientes vectores independientes:
a1=[1,1,0],a=[10,1],as=[0, 1, 1].

Solucion
Sea a; = vy, v, y v3 se calculan:

Vva=a; - Y% =%, =%, 1]
V3=a3—1/21/1—1/31/2=[—2/3, 2/3, 2/3]

0

OQINTLNO
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Los vectores ortonormales finales son:

q1= V[, 1, 0]
g2 = %[, —14, 1]
gs = V% [-%, %, %]

6.6. MATRICES DE PROYECCION Y MINIMOS CUADRADOS

Considere ahorala proyeccion p de un vector sobre un subespacio general S={a;,
a,++,ar} de R" donde las a; son vectores independientes de R". Los detalles se
elaboran para el caso k=2, pero los calculos son igualmente validos para el caso
general. Recordemos que {ai, a,} corresponde a un plano en R” que contiene al
origen, y sus miembros son todas las combinaciones lineales de a, y a..

La figura 6.7 muestra al vector proyeccion p de b en {a,, a.}.

proyeccion de b en el
espacio (a; a).

11 F1GURA 6.7 Vector
columha 3 =|-
201

espacio
coelumna

Fuente: Strang (1982)

columna =

Observe que p satisface:

1. p debe estar en el subespacio S = {a1, a,} y;
2. b-p debe ser perpendicular a cada vector de S.

Si escribimos los vectores de R" como vectores columna, el subespacio S es el
espacio columna de la matriz A de nx2 cuyas columnas son a; y a, entonces
como Ax=b tiene solucidn si y solo si b esta en el espacio columna de A, todos



los vectores de S tienen la forma Ax donde x = [x1, x,]". Como p esta en el espa-
cio S entonces p=Ax, donde x, = [}, 1.]', 11, r, escalares, como b-Ax, debe ser
perpendicular a cada vector de S entonces el producto punto de b-Ax, y Ax
debe ser igual a cero, para toda x.

O bien: (Ax)" (b - Ax,) = x'(A'b - A'Ax,) =0

Es decir, el producto punto de los vectores x y A'b - A'Ax, debe ser cero para
todos los vectores x, pero esto solo sucede si:

A'b-A'Ax,=0

La matriz A'A de 2x2 es invertible pues tiene el mismo rango que A, entonces
despejando x;, se tiene:

x, = (A'A) A'b

Denotando el vector proyeccién p=Ax, de b sobre S por medio de p=b; y
escribiendo b como un vector columna obtenemos la forma general:

Sea S = {ay,---,ax} un subespacio de R" y sea la matriz A cuyas columnas son los
vectores ai, da,++, ak. El vector proyeccion de b en R" sobre S esta dado por:

bs=A(A'A)" A'b

Este resultado se puede usar para una proyeccion de un vector en otro, por
ejemplo:

Ejemplo 6.20
Sea el vector a=(2, 4, 3), encuentre el vector proyeccion sobre a del vector
b=(1, 2, 3).

Solucion
_<ab>
llall?

19
a=—(2,4,3
55 ¢ )

257



258

Considerando la férmula b, = A(A;A)™" A se tiene que la matriz A consiste de

una sola columna que es el vector a, haciendo cdlculos se tiene:

A'A =29

27, 1 L[4 8 603
4 |55@a3|2 =18 16 12 2
3 3 6 12 9 3

bs=A(A'A)" A'b =

I
29
57

A la matriz P; = A(A'A)"'A’ se le conoce como la matriz de proyeccion para el

subespacio S.

Ejemplo 6.21
Encuentre la matriz de proyeccion para el plano x, x; de R°.

Solucion
El plano x,x; es el subespacio S generado por los vectores e, e; que son las
columnas de la siguiente matriz A:

N

Il
oS = O
—_ O O

Donde A‘A = Iy, por lo tanto:

s
Il
oS O o
S = O
- o o

OQIN3LINOD



Asi, P proyecta cada vector b en Rienel plano x,x; de la siguiente manera:

OQIN3LINOD

b, 0
Pi=| b, |=]| b2
bs bs
Ejemplo 6.22

Sean la matriz A y el vector b como sigue:

2 4
5 b=13
0 9

A=

S =

Encuentre la proyecciéon del vector b en el sobre el plano generado por los
vectores columna de la matriz A.

Solucion

El espacio columna de A es el plano x-y en el espacio tridimensional ya que
ambas columnas terminan con un cero. La proyeccion de b sobre este plano no
altera las componentes x, y que son 4 y 3 pero desaparecera la componente z y
se puede confirmar.

1 2
| 101 s :[2 71
25 0)|, 7 29
1 2
(A'A) =) 1 5
0 0
4
b, | 3
0

Teorema 6.12
Para cualquier matriz A de mxn, de rango r, la matriz simétrica A'A de nxn

también tiene rango r.
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Trabajando con los espacios nulos se tiene que si v es cualquier vector solucién
del sistema Ax=0, de modo que Av=0 entonces, al multiplicar a la izquierda
ambos miembros de esta ultima ecuacion por A’, vemos que v también es una
solucion al sistema (A)Ax=0. Reciprocamente, supongamos que (A")Aw=0
para un vector w de nx1. Entonces:

0 =w' [(A)Aw] = (Aw)'(Aw)

Que se puede escribir como [Aw]?. Esto es, Aw es un vector de magnitud cero,
en consecuencia, Aw = 0. Resulta asi que A y (A")A tienen el mismo espacio
nulo. Como tienen el mismo nimero de columnas, se concluye que el rango de
Ay el rango de (A")A son iguales.

De este teorema se desprende el siguiente resultado: si A tiene columnas
linealmente independientes de modo que r=n, entonces A'A es una matriz cua-
drada, simétrica e invertible.

MATRICES ORTOGONALES

Una matriz ortogonal es simplemente una matriz cuadrada con columnas
ortonormales. Se usara la letra Q para denotar una matriz ortogonal y a g1,-+,gx
para denotar sus columnas.

Como Q es cuadrada de nxn entonces si sus columnas son independien-
tes, esto es su rango r es tal quer=nyes invertible, entonces: si Qt es inversa
izquierda entonces es la inversay QQ' = I.

Una matriz ortogonal tiene las siguientes propiedades:

QQ=I=QQ

Qt — Q—l
Q no solo tiene las columnas ortonormales, sino que también sus filas son
ortonormales, en otras palabras, si Q es ortogonal también lo es Q.

Ademas, cumple: La multiplicacién por una matriz ortogonal Q preserva la
longitud.

| Qx| = || x || para toda vector x



Y también preserva los productos internos:

(Qx)' (Qy) = x'y para todos los vectores x,y.

Ejemplo 6.23
Sea la matriz Q como sigue:

cos® -—sin®
Q:
sin® cos®

Su transpuesta es igual a su inversa:
cos® -sin ®

Q=Q'=
sin® cos®

Q rota cada vector en un angulo Q y Q' lo rota de regreso en -Q.
g y g

Ejemplo 6.24

Verifique que la matriz siguiente es una matriz ortogonal y encuentre su inversa.

2 3 6
A=) 3 -6 2
6 2 -3
Solucion
ATA=1
2 3 6
A1TA =) 3 -6 2
6 2 -3

OQIN3LINOD
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6.7. LA PSEUDOINVERSA Y LA DESCOMPOSICION
EN VALOR SINGULAR

En este punto cabe hacernos la siguiente pregunta: ;Cual es la solucién éptima x
para el sistema inconsistente Ax=b? deberfamos tener una regla que especifique
para una x dada cualquier matriz A y cualquier lado derecho b.

Para cada b, Ax debe estar en el espacio de las columnas de A ya que es una
combinacién de las columnas ponderadas por las componentes de x. Por lo tanto,
la eleccién optima Ax es el punto p en el espacio columna que esta mas cerca ala
b dada. En otras palabras, tenemos que proyectar a b sobre el espacio columna:

Ax=b;=p

Claramente x esta determinada cuando hay solo una combinacién de las colum-
nas de A que producen p, los pesos de esta combinacion seran las componentes
de x. Si se tiene solucion tnica existen varias condiciones equivalentes:

a) Las columnas de A son linealmente independientes
b) El espacio nulo de A solo contiene al cero

c) Elrangode Aesn

d) La matriz cuadrada AtA es invertible.

Si estas condiciones no son validas, entonces x no estd determinada en forma
Unicay:

x=(A'A)T A D

Es la expresion de dicha solucion. Si A es una matriz invertible entonces x coin-
cide con la tnica solucién al sistema original:

x=ATAYTA'b=AT"D (6.1)

Pero si A no es invertible definimos la pseudoinversa A+ (o inversa de Moore—
Penrose), por lo tanto, si A es invertible A+ = A™.

Cuando la matriz A cumple con las cuatro condiciones anteriores, la pseu-
doinversa es la inversa izquierda que aparece en (6.1):



A+ = (A'A) T A"

Pero la pseudoinversa queda por definirse cuando no son vélidas las condiciones
a), d) y x no esta determinada en forma tnica por Ax=p. Tenemos que escoger
uno de los muchos vectores que satisfacen

Ax=p y la eleccién serd la solucién dptima x=a+b al sistema inconsistente
Ax=b.

Esta eleccidn se efectia de acuerdo a la regla siguiente: la soluciéon éptima
de entre todas las soluciones de Ax=p es aquella con longitud minima. La clave
para encontrarla es recordar que el espacio fila y el espacio nulo de A son com-
plementos ortogonales en R". Esto significa que cualquier vector puede des-
componerse en dos piezas perpendiculares, su proyeccion sobre el espacio fila
y su proyeccion sobre el espacio nulo. Suponiendo que aplicamos esta descom-
posicién a una de las soluciones xy de la ecuaciéon Ax=p. Entonces xo=x,+x,
donde x, esta en el espacio fila y x, estd en el espacio nulo. Hay ahora tres puntos
importantes:

1. La componente x, es una soluciéon de Ax=p ya que Ax,=0,
Axo=A(x, + x,) = Ax, =p

2. Todas las soluciones de Ax=p comparten ésta misma componente xr en el
espacio fila y difieren solamente en la componente x, en el espacio nulo.
La solucion general es la suma de una solucion particular x, y una solucién

arbitraria x, de la ecuacién homogénea.

3. Lalongitud de dicha solucién x, + x, obedece la ley de Pitagoras, ya que las
dos componentes son ortogonales:

2 2 2
[+ 20 1% = 1] 2 1% 4 1] 2
De lo anterior se desprenden las siguientes conclusiones:
1. La solucién que tiene longitud minima es x,. Deberiamos elegir como cero

a la componente en el espacio nulo, dejando una solucién situada completa-
mente en el espacio fila.
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2. La solucién 6ptima en minimos cuadrados para cualquier sistema Ax=b es
el vector x, determinado por las dos condiciones:
2.1 Axesigual ala proyeccion de b sobre el espacio columna de A.
2.2 xestaen el espacio fila de A.

3. La matriz que resuelve Ax=b es la pseudoinversa A+ definida por x=A"b.

Una mejor manera de entender la pseudoinversa es viéndola geométricamente,
como se muestra en la figura 6.8

FIGURA 6.8 Representacion grafica de la pseudoinversa. Fuente: Strang(2007)

La matriz A+ combina el efecto de dos pasos separados: proyecta a b sobre el
punto p y después encuentra el unico vector x en el espacio fila que resuelve
Ax=p. Un caso extremo es cuando b es perpendicular al espacio columna, en
otras palabras, cuando b estd en el espacio nulo izquierdo. Entonces p=0 y x=0,
A+ envia todo b-p a cero. En el otro extremo tenemos a b dentro del espacio
columna entonces p=>b y encontramos x al “invertir” A (ya se habia dicho que
A es invertible si la consideramos como una aplicacién de su espacio fila en su
espacio columna con A+ como la inversa).

Una b arbitraria esta entre estos dos extremos: la componente p se invierte
para dar x y la otra componente b-p se aniquila. De esta descripciéon y de la
figura 6.7 podemos listar algunas propiedades basicas de la pseudoinversa:

1. A+ es una matriz de nxm comienza con el vector bER™ y produce el vector
X€ER".



2. El espacio columna de A+ es el espacio fila de A y el espacio fila de A+ es el
espacio columna de A, de aqui que rango A = rango A+.

3. Lapseudoinversa de A+ es A.

4. En general AA+ # I, ya que es posible que A no tenga inversa derecha, pero
AA+ siempre es igual a la proyeccion P sobre el espacio columna:

AA'b=Ax=p=Pb
AA* =P

Ejemplo 6.25

Sea la matriz A una matriz no
Condiciones de Penrose invertible:

Si AER™", entonces existe una unica

matriz A*"€R™" que satisface las 10 0
siguientes cuatro condiciones: A=10 1 0
1LAATA=A 00 0
2ATAAT=A"

3.A" A = (A+A)
4. AA* = (AAY)

Observe que esta no es otra que la matriz de proyecciéon que manda cualquier
punto de R’ al plano x-y. De esta forma el espacio columna y el espacio fila de
A coinciden con el plano x-y en R’ que contiene todos los vectores (x, ¥, 0). El
espacio nulo es el eje z, que es ortogonal al espacio fila. Para encontrar x se pro-
yecta b sobre el espacio columna:

Si:
bl bl
b=| b, | entonces papb= b,
b3 0

Y resolviendo Ax=p:

1 0 0 X1 bl
010 x |=| by
0 0 O X3 0

OQIN3LINOD
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Se tiene:
x1=b X, =by y  x3esarbitraria

Se elige entre esta familia infinita de soluciones aquella que tenga longitud
minima, donde la tercer componente debe ser cero, esto deja a x=(by, by, 0)'
que esta en el espacio fila (el plano x-y) y la pseudoinversa A" estd dada por
A misma. Esto sucede porque A actiia como la matriz identidad en la manera
como aplica su espacio fila en su espacio columna y la pseudoinversa ignora
todo lo demas. Resumiendo, se tiene que la solucién 6ptima de Ax=b que es un
conjunto inconsistente:

X1+ 0x2 + 0x3 = bl
0x1+ X2 + 0x3 = by

0x1 + 0x2 + Ox3 = b3

Consiste en satisfacer las dos primeras ecuaciones y hacer x;=0.

6.8. RESUMEN

1. La dimension de los cuatro espacios asociados a una matriz es:

1) R(A") = espacio renglon de A: dimensién = r

2) N(A) = espacio nulo de A: dimension = n-r
3) R(A) = espacio columna de A: dimension = r

4) N(A") = espacio nulo izquierdo de A: dimension = m-r
Tal que:

n =dim R(A) + dim N(A)
m = dim R(A") + dim N(A")

2. El sistema Ax=b tiene al menos una solucién x para toda b si y solo si las
columnas de A generan R", entonces r=m. En este caso existe una inversa
derecha H de nxm tal que AH=1I,, la matriz identidad de orden m. Esto es
posible solo si m=n.



El sistema Ax=b tiene a lo sumo una solucidén x para cada b si y solo si las
columnas son linealmente independientes, entonces r=n. En este caso existe
una inversa izquierda G de nxm tal que GA=I,, la matriz identidad de orden
n. Esto es posible solo si m=n.

. Dos subespacios V'y W del mismo espacio R" son ortogonales si cada vector
v€V es ortogonal a cada vector weW: v'w=0 para toda v y w.

. Dado un subespacio V de R", el espacio de todos los vectores ortogonales a V'
es el complemento ortogonal de V'y se denota por V*. Asi se tiene entonces:

N(A) = (RAD)S RA) =N
N(A") = (R(4)), R(A) = (N(A))™

. Un producto interior en un espacio vectorial V es una funcién que a cada
par de vectores x y y en V asocia un numero real <x, y>de tal manera que se
satisfacen los siguientes axiomas, para todos los vectores x, y, zen V'y todos
los escalares k.

1) <x, y>=<y x> axioma de la simetria

2) <Xty z>=<x, 2>+ <), 2> axioma de la aditividad

3) <kx,y>=k<x, y> axioma de la homogeneidad
4) <x,x>20y<x, x>=0<==>x=0 axioma de positividad.

. Es posible convertir cualquier conjunto de vectores independientes aj,
az+++,a, en un conjunto de vectores ortogonales mediante el proceso de
Gram-Schmidt: primero se fija a;=v; después cada v; es ortogonal a las vy, -,
vi_1 precedentes:

g Y0z SViLdi>
SR vl

. Sea Ax=b un sistema lineal de m ecuaciones con # incognitas, donde m>n
(un sistema sobredeterminado) y el rango de A es n. La solucién de minimos
cuadrados del sistema correspondiente Ax=b de aproximaciones lineales es
el vector x=r que minimiza la magnitud del vector error.
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8. Es decir, de todos los vectores Ar en el espacio columna el que minimiza
||[Ar=b|| es la proyeccion bs=Ar de b en el espacio columna S. Entonces Ar =
A(A'A) A" b; y de aqui se tiene que el vector solucion r que es 6ptimo estd
dado por: r=(A'A)" A'b

6.9. APLICACIONES DE LOS ESPACIOS VECTORIALES

En esta seccidn se presenta la aplicacion a los minimos cuadrados que es muy
util para interpolar datos, es decir para encontrar valores desconocidos con
base en datos de una muestra. Se busca una funcién que mejor aproxime estos
datos ya sea lineal o alguna curva.

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Supongamos que se obtienen datos de mediciones de la forma (a;, b;) mediante
observacion o experimentacion y se ubican como puntos de datos en el plano x-y.
Es conveniente hallar una relacién matematica Y=f(x) que represente razonable-
mente bien los datos, de manera que podamos efectuar predicciones de valores no
medidos. Dependiendo de la naturaleza del experimento y de la configuracion de
los puntos de datos localizados, podemos decidir acerca de un tipo apropiado de
funcion y=f(x) como una funcién lineal, una funcién cuadratica o exponencial,
entre otras. Se pueden presentar problemas como el siguiente:

De acuerdo con la ley de Hooke, la distancia que se estira un resorte es propor-
cional a la fuerza aplicada. Supongamos que colocamos 4 pesos distintos, aj,
a4, a3y a4 sucesivamente en la parte inferior de un resorte. Medimos las cuatro
longitudes by, by, bs y by del resorte estirado y suponga que se obtienen los datos
de la siguiente tabla:

ai = peso en gramos | 2.0 4.0 50 6.0
bi =longitud en cms.| 2.5 4.5 7.0 8.5

Debido a la ley de Hooke, esperamos que los puntos de datos (a;, b;) estén cerca
de alguna recta con ecuacion:

y=flx) =ro+1rx



Donde 1, es la longitud del resorte y r; es la constante del resorte. Esto es, si
nuestras mediciones fueran exactas y el resorte ideal, tendriamos bj=ro+ra;
para valores especificos ro y 71.

Como solamente tenemos las dos incdgnitas 7y y 71, bastaran dos mediciones
para hallarlas, sin embargo, en la practica esperamos tener algun error en las
mediciones fisicas, por lo tanto, hacemos mds mediciones de las técnicamente
necesarias con la esperanza de que en general, los errores se cancelen unos con
otros. La sustitucion de cada punto de datos (a; b;) en la ecuacién da una ecua-
cion lineal con dos incégnitas 7o y 71, asi los 4 puntos de datos del problema dan
lugar a un sistema lineal de 4 ecuaciones con 2 incégnitas. Dicho sistema lineal
con mas ecuaciones que incognitas se llama sobre determinado, y se espera que
dicho sistema sea inconsistente, entonces debemos encontrar valores para las
incognitas 1o y r1 que estén los mas cerca posible, de satisfacer las 4 ecuaciones.
Geométricamente esto equivale a encontrar la recta en el plano que esté mas
cerca de pasar por los 4 puntos de datos.

En general, consideramos el problema de hallar una recta o funcién lineal
flx) = ro + r1x que ajuste “mejor” los datos (a;, b;) para i=1, 2,---, m donde m>2.
Si no hubiera error en las mediciones y los datos fueran realmente lineales,
entonces para algun o y 1 se tendria:

bi=ry+na; parai=12,--,m

Estas m ecuaciones en las 2 incognitas 1, y r; forman un sistema sobre determi-
nado de ecuaciones que probablemente no tenga solucion. Pero nuestros pun-
tos satisfacen realmente un sistema de aproximaciones lineales que se pueden
expresar como:

b1 1 ai
bz 1 a) 1o
>> ~ “ee .ee rl
_bn_ 1 an | (6.2)

O simplemente b = Ar.

Tratamos de encontrar un vector solucién 6ptimo r para el sistema (6.2). Para
cada vector r el vector error Ar-b mide a qué distancia esta el sistema (6.1) de un
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sistema con solucion r. Las normas de las componentes del vector Ar-b repre-
sentan las distancias d; = 1y + 1 a; — b; como se muestra en la figura 6.9

V' N
L ;
(7% I '
by femmmm e T F1GURA 6.9 Distancias

' en el sistema
< [ I .
b, E E E E
; L i ' ,
0 ay da, as as an

Queremos entonces minimizar nuestro vector de error Ar-b. Minimizaremos
lalongitud del vector error, pero esto equivale a minimizar ||Ar-b||* o lo que es
lo mismo, minimizar:

di+d3 + -+ d,

De aqui el nombre de minimos cuadrados.

Sia; y a; denotan las columnas de A en el sistema (6.2) entonces el vector
Ar=ry a1+na, esta en el espacio columna de A.

FIGURA 6.10
Espacio columna

Espacio

columna

Entonces de la figura 6.10, resulta claro que de todos los vectores Ar en el espa-
cio columna el que minimiza || Ar-b || es la proyeccion b;=Ar de b en el espacio
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columna S. Entonces Ar=A(A'A)'A'b; y de aqui se tiene que el vector solucién

r que es 6ptimo esta dado por:
r=(A"A)TA'D

Ahora si, volviendo a los datos del problema, hacemos el ajuste de minimos
cuadrados por medio de una recta, esto es:

y=r0+r1x

Formamos el sistema y =~ Ar:

2.5 12
45 14 |[ o
7| 715
8.5 16
12
wa-|t 11 1] 14 {4 171
2 45 6|15 |17 81
16
Aa—ny| 8 —171
17 4

Entonces r = (A'A) ' A'b = [-0.9, 1.5]".

De donde la recta que mejor ajusta los datos esta dada por la ecuacién
y=-0.9+1.5x.

Ejemplo 6.26

Si se varia la carga que se aplica a una estructura y se mide la deformacion que
produce donde x es la carga, y es la lectura del medidor de la deformacién. A
menos que la carga sea tan grande que el material se haga plastico lo normal
en la teoria de la elasticidad es la relacién lineal y=ro+rx. Dadas las siguientes

mediciones encuentre la recta que mejor se ajusta.

X 0 1 3
1 2 5

OQIN3LINOD
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Solucion
Formamos el sistema y=Ar.

0 1 0
1l |1 1]
2 - 1 3 T
5 1 4
T ERY
117 81
13 -4
(A‘A)‘1=(1/zo)[_4 21

Entonces r = (A'A) ' A" b = [-0.2, 1.1]".

De donde la recta que mejor ajusta los datos esta dada por la ecuacion
y=-0.2 + 1.1x.

Ejemplo 6.27
Una poblacién de conejos de una gran isla se estim6 todos los aiios desde 1981
hasta 1984 y se obtuvieron los datos que se listan en la siguiente tabla:

ai = aflo observado 1 2 3 4
bi = # de conejos en unidades de 1000 3 4.5 8 17
zi=Ln bi 1.1 1.5 2.08 2.83

Sabiendo que el crecimiento de la poblacion es exponencial en ausencia de
enfermedades, depredadores, hambre, etc. se espera que una funciéon exponencial.

sai

bi=re” o b=re"

Sea la mejor representacion de los datos. Encuentre la funciéon exponencial que
mejor ajusta los datos y con ella haga una proyeccion de la poblacion de la isla
para 1991.
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Solucion
Observe que usando logaritmos es posible convertir esta funcién exponencial
a la forma lineal.

Inb=Lnr+s(a)

De donde en la tabla se agrega el renglon de z = In (b;).

Entonces como es lineal la funcidn asi escrita se usa

x=(A"A)'A"D
Donde:
1
1 2
2.08 1 3
2.83
A'A =
10 30
3 -
t
(A°4) -1 1/5‘|

Entonces (A'A)! A" b = [0.435, 0.577]" = [In 1, s]".
Por lo tanto, In b = In r + s(a;) = 0.435 + 0.577a de donde:
b — resu — 60‘435 60‘577(1 — 154 60‘5776[

En términos de funciones se tiene f{x) = 1.54 ¢**7~,

A partir de esta funcion se puede proyectar la poblacion de conejos para 1991
haciendo f(11) 1000 = 570778 conejos.

273



274

APROXIMACION CUADRATICA

Ahora queremos ajustar una curva cuadratica a los n puntos de datos. Recuerde
que una cuadratica en x es cualquier expresion de la forma:

y=a+bx+cx

Que representa a una parabola en el plano. Si los n puntos dados estuvieran en
la parabola se tendria:

yi=a+bx + cx1?
y2=a+bxy + cx)’
RO (6.3)

Para:
% 1 X1 X12 a
y: )‘/Z A: r= b
1 x, xn2 c
Vn

Entonces (6.3) se puede escribir como:
y=Ar

Igual que antes, si los puntos dados no estan todos en la parabola entonces
y-Ar=0y se tiene que para cualquier r nuestro problema vuelve a ser:

Encontrar unvector ren R’ tal que | y-Ar] seaminimo yusando un razonamiento
similar al anterior se tiene:

r=(A'A) Ay

Ejemplo 6.28

En una reciente exhibicién de yates se hicieron las observaciones listadas en la
tabla siguiente, donde se relacionan los precios b; de las embarcaciones y sus
pesos a.



ai = peso en tons 2 4 5 8
bi = precio en unidades de 10 000 1 3 5 12

Allocalizar los puntos de datos (a;, b;)como se muestra en la figura 6.11 podemos

esperar que una funcion cuadratica de la forma:
y=fx)=ro+nx+nx

Ajuste bien los datos:

FIGURA 6.11 Ajuste de
los datos por una funcién
cuadratica

Solucion
Formamos el sistema y=Ar.

1 2 14
3 1 4 16
5| |1 5 25
12 1 8 64
4 19 109

A"A=| 19 109 709
109 709 4993

12744 -3348 -6624 2628

(A"A)"' = (Veaoo) | -4464 2538 3744 -1818
360 270 -360 270

Entonces y=(A'A)" A'b=10.207, 0.01, 0.183]".

OQIN3LINOD
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Asi la funcién cuadratica que mejor aproxima los datos en el sentido de los
minimos cuadrados es:

¥ =0.207 + 0.01x + 0.183x°

Para graficar esta funcién se hace:

a; b; Sfla)

2 1 0.959
4 3 3.175
5 5 4.832
8 12 11.999

Como quedo en la figura 6.11

6.10. NOTAS HISTORICAS

EL RANGO DE UNA MATRIZ lo defini6 en 1879
Georg Frobenius (1849-1917) como sigue: si se anu-
lan todos los determinantes de grado (r+1), pero
no todos los de grado r, entonces r es el rango de la
matriz. Frobenius usé este concepto para tratar las
cuestiones de formas canonicas para ciertas matrices
de enteros y las soluciones de ciertos sistemas de con-
gruencias lineales.

Por otro lado, James Sylvester defini6 en 1884 la
nulidad para matrices cuadradas, como sigue: la nuli-
dad de una matriz de nxn es i si todo menor (determinante) de orden n-i+1 (y,
por tanto, de todo orden superior) es igual a 0 e i es el mayor de los niimeros
para los cuales esto es cierto.

Aqui, Sylvester estaba interesado, como en buena parte de su carrera mate-
matica, en descubrir invariantes, esto es, propiedades de objetos matematicos
particulares que no cambian bajo tipos especificos de transformacién. El pro-
cedi6 a probar lo que llamo una de las leyes cardinales en la teoria de matrices:
que la nulidad del producto de dos matrices no es menor que la nulidad de
cualquier factor ni mayor que la suma de las nulidades de los factores.
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EL PROCESO DE GRAM-SCHMIDT debe su

nombre al matematico danés Jergen P. Gram

(1850-1916), y al aleman Erhard Schmidt (1876-

1959). Lo publicé primero Gram en 1883 en un

articulo titulado “Desarrollo de series usando el

método de los minimos cuadrados’, y Schmidt

lo publicé de nuevo en 1907, con una cuidadosa

demostracién, en un trabajo sobre ecuaciones

integrales. De hecho, Schmidt incluso se refiri¢ al trabajo de Gram. Para Sch-

midt igual que para Gram, los vectores eran funciones continuas definidas en un

intervalo [a,b] con el producto interno de dos funciones s y F dado por la integral

de su producto en ese intervalo. Sin embargo, Schmidt fue mas explicito que

Gram al escribir el proceso con gran detalle y probar que el conjunto de funcio-

nes F; derivado de su conjunto original s;, era de hecho, un conjunto ortonormal.
Schmidt, que estuvo en la Universidad de Berlin desde 1917 hasta su muerte,

es mas conocido por su trabajo decisivo sobre los espacios de Hilbert, espacios

de sucesiones de nimeros complejos de cuadrado sumable. De hecho, aplicé el

proceso de Gram-Schmidt a conjuntos de vectores en esos espacios para ayu-

dar a desarrollar condiciones necesarias y suficientes para que dichos conjuntos

sean linealmente independientes.

LA PSEUDOINVERSA DE MOORE PENROSE

En dlgebra lineal, una matriz A" pseudoinversa de una matriz A es una genera-
lizacién de la matriz inversa.

El tipo de matriz pseudoinversa mas conocido es la inversa Moore-Penrose,
que fue descrita independientemente por Eliakim Hastings Moore en 1920,
Arne Bjerhammar en 1951, y Roger Penrose quien, en 1955 siendo todavia un
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estudiante reinvent6 la inversa generalizada. Ante-

riormente, Erik Ivar Fredholm introdujo el concepto

de pseudoinversa de operadores integrales en 1903.

Cuando se refiere a una matriz, el término pseudoin-

versa, sin mas especiﬁcaci(')n, se usa a menudo para

indicar la inversa Moore-Penrose. El término inversa

generalizada se usa a veces como un sinénimo de

pseudoinversa.

UNA TECNICA MUY CERCANA A LA DE LOS MINI-

MOS CUADRADOS es la que desarrollé Roger Cotes (1682-1716), el genial mate-
matico que edit6 la segunda edicion de los Principia
de Isaac Newton, en una obra que trataba errores en
las observaciones astrondmicas, escrita alrededor de
1715.

Sin embargo, fue Carl Gauss, a los 16 afos el primero

en formular el principio completo, mientras ajustaba

aproximaciones relacionadas con la distribucion de los

ndimeros primos. Mds tarde Gauss, afirmo que durante
afos habia usado a menudo el método, por ejemplo, en sus calculos sobre las
oOrbitas de asteroides. Gauss publicé el método en 1809 e hizo una exposicion
definitiva 14 afios después.

Por otro lado, debemos a Adrien-Marie Legendre (1752-1833), fundador de la
teoria de las funciones elipticas, la primera publicacién del método de los mini-
mos cuadrados en un trabajo de 1806, sobre la determinacién de las érbitas de
cometas. Después de la publicacion de Gauss en 1809, Legendre le escribié censu-
randolo por reclamar el método como propio. Todavia en 1827, Legendre seguia
acusando a Gauss de apropiarse de los descubrimientos de otros. De hecho, el
problema radicaba en el fallo de Gauss de no publicar a tiempo sus descubrimien-
tos; solamente los mencio-
naba cuando ya habian sido
publicados por otros.



6.11. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hemos visto que los espacios fila R(A") y columna R(A) tienen la misma
dimension r, y que los espacios R(A") y N(A) son complementos ortogonales
asi como también los espacios R(A) y N(A"). Un vector x arbitrario se puede
descomponer como x = x, + x,, y la matriz A transforma a la componente x,
del espacio fila en un vector Ax, = Ax en el espacio columna, mientras que
transforma a la componente x, del espacio nulo en cero, como se ilustra en
la siguiente figura:

a) Parala siguiente matriz A, dado x = (3, 3, 3) descomponga en x = x; + X,.
(Sugerencia: considere las bases de los subespacios rengléon y nulo para
expresar a x como una combinacidn lineal de ellos).

A_102
111 4

b) Verifique que Ax=Ax, en el inciso a.

2. a) Encuentre el complemento ortogonal del plano generado por los vectores
(1,1,2) y (1,2,3) considerandolos como las filas de A y resolviendo Ax=0.
Recuerde que el complemento es toda una recta.

b) Construya una ecuaciéon homogénea en tres incégnitas cuyas soluciones
son las combinaciones lineales de los vectores (1,1,2) y (1,2,3).

3. Matrices de Incidencia. Desde hace mucho tiempo, el analisis de redes ha

jugado un papel muy importante en la ingenieria eléctrica. Sin embargo, se
ha visto en las tltimas décadas que ciertos conceptos y herramientas de la
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teoria de redes son utiles también en otros contextos, por ejemplo, sistemas
de comunicacién, programas de produccion etc.

Usando la terminologia de teoria de graficas, una grafica consiste en un
conjunto de puntos de unién llamados nodos, unidos por rectas llamadas
arcos. Se considera que una red es una grafica con un flujo de algtn tipo en
los arcos. La matriz de incidencia es la siguiente:

1 0 -1
A= -1 1 0
0 -1 1

Los arcos corresponden a las columnas de la matriz y los nodos a los renglo-
nes, el primer arco va del nodo 1 al nodo 2 y en la columna 1 se tiene 1 en el
primer renglén y -1 en el segundo renglon, las otras columnas se construyen
de la misma manera. En cada renglén se indica el nodo que se deja por 1y
el nodo que entra por -1. Entonces A es la matriz nodos-arcos de la grafica.

Dibuje la red asociada a esta matriz, encuentre una base para cada uno de
los cuatro espacios asociados a la matriz A y verifique si hay una representa-
cion en la red original para dichas bases.

. Leyes de Kirchhoff. Una aplicacion inmediata de redes se da en el caso en

que el flujo que corre por sus arcos es corriente eléctrica. Considere la red
de la figura siguiente, si fluye corriente directa por la red entonces la tinica
manera de mantener el equilibrio es satisfacer las dos leyes de Kirchhoft:

Primera Ley: En cada nodo, la suma de las corrientes de entrada es igual a
la suma de las corrientes de salida. Por ejemplo: Is = I; + I, en el nodo 1 de
la figura anterior.

Segunda Ley: La suma de caidas de voltaje es cero en cada circuito cerrado.
Si la caida es Ex en la direccién indicada por Ii, entonces la segunda ley
requiere que E4 + E¢ + E3 = 0 alrededor del circuito con nodos 1-4-3.

Estas leyes en términos del algebra matricial solo dependen de la manera
en que los nodos estan ligados por los arcos, y de la direccion de las flechas,
pero no del tamafio de las resistencias en la red. Las relaciones estructurales
entre los nodos estdn completamente descritas por la matriz de incidencia:



1 0 -1 1 0 0 nodo 1
-1 1 0 0 1 0 nodo 2
0 -1 1 0 0 -1 nodo 3
0 0 0 -1 -1 -1 nodo 4

En la primera fila de M hay un -1 para indicar la entrada del arco 3 y hay +1
para indicar la salida de los arcos 1 y 4. Recordemos que la primera ley de
Kirchhoft da Is = I, + L4, esto se traslada inmediatamente a la forma matri-
cial: si I es el vector columna formado por las seis corrientes, entonces MI=0.
Este es un sistema de cuatro ecuaciones con seis incognitas.

Para interpretar la segunda ley, fijaremos el potencial del nodo 1 en p;=0
y definimos p; en los demas nodos de tal manera que la caida de voltaje del
nodo i al nodo j (si hay un arco en esa direccion), sea igual a la diferencia de
los potenciales E=p;-p;. La segunda ley garantiza que la caida total alrededor
de un circuito es cero de modo que volvemos al mismo potencial con el que
comenzamos. En términos de M, la caida p;—p; a través de cualquier arco
viene de multiplicar el vector potencial p por la columna correspondiente a
ese arco, por construccion esa columna tiene +1 en el nodo i y -1 en el nodo
T
p.

Enunciando brevemente estas leyes tenemos que I esta en el espacio nulo

j. En otras palabras, las caidas de voltaje E son las componentes de M

de My E esta en su espacio fila. Como estos dos espacios son ortogonales para
cualquier matriz M, tenemos el Teorema de Tellegen en teoria de circuitos:
E'I=0.

a) Encuentre las caidas de voltaje a través de cada arco, asi como los poten-
ciales ps, ps,ps dado que p;=0. Verificar que E"I=0.
b) Dibuje la red cuya matriz de incidencia es:

Con una bateria de 6 volts en el arco 1-3 y resistencias unitarias en todos los
arcos ;Cuales son las corrientes I y las caidas de voltaje E?
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. Sea X un espacio vectorial. Se dice que X tiene un producto interior, si asigna

un namero real <x,y> a cada par de elementos x,y de X y se satisfacen los
cuatro axiomas que ya se han visto en clase. Demuestre que en el plano o
espacio vectorial R* las siguientes funciones son productos interiores.

a) <%Y>=9x1 )1+ %)
b) <xy>=xiy1+x0 1 +x1 )2+ 2% )
Donde x, y son elementos de R%.

. a) Considere a R* con el producto interior <x,y> = 3x; y1 + 2x, y» donde

x=(x1, x2), y=(y1, 2). Encuentre || z || cuando:
i. z=(-13)
ii. z=(6,7)

b) Ahora usando el mismo producto interior del inciso a. determine d(x,y)
cuando:
i. x=(-12),y=(25)
ii. x=(39),y=(39)

. Encuentre la proyeccion ortogonal de a sobre b si:

a) a=(2,1),b=(-3,2)
b) a=(-7,1,3), b =(5,0,1)

. a) Demuestre que para cualesquiera dos vectores a y b de R" se cumple

lla + bl < [lal| + [[b]
b) Usando la desigualdad del inciso anterior demuestre también que ||a -

bl| < l[all + [l

. Propiedades de una matriz de proyecciéon P. La matriz de proyecciéon P de

un subespacio S de R” es idempotente y simétrica. Reciprocamente, toda
matriz de orden nxn que sea idempotente y simétrica es una matriz de pro-
yeccion, a saber, es la matriz de proyeccién para su espacio columna. Estas
propiedades se pueden escribir como sigue:

i.  P*=P (P esidempotente)
ii.  PT=P (P essimétrica)



Demuestre que la matriz de proyeccion P=A(A”A)™ A” satisface las dos con-
diciones anteriores.

10. a) Halle el vector proyeccién de (1,2,1) sobre el subespacio S de R’ generado
por los vectores {[3,1,2], [1,0,1]}.
b) Halle el vector proyeccién de (1,0,0) en el subespacio S de R’ generado
por los vectores {[2, 1,1], [1,0,2]}.

11. Considere a R’ con el producto interior euclideano. Utilice el proceso de
Gram-Schmidt para transformar la base {u1, u,, u3} en una base ortonormal.

a) uy = (1,1,1), U = (—1,1,0), Us = (1,2,1)
b) u; =(1,0,0), ux = (3,7,-2), us = (0,4,1)
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Capitulo 7
VALORES Y VECTORES PROPIOS

7.1. INTRODUCCION

En este capitulo veremos lo que se puede considerar la segunda parte de teoria
de matrices, para ello es necesario entender lo que son los valores propios y
codmo pueden ser utiles. Una de sus aplicaciones es la soluciéon de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, donde al parecer la clave se encuentra en
sus valores y vectores propios, también se pueden llamar caracteristicos. Quiza
el ejemplo mas sencillo es el de los soldados que cruzan un puente. Cada vez
que lo hacen dejan de marchar y lo cruzan solo caminando. La razén es que
podrian marchar a una frecuencia igual a uno de los valores propios del puente
y entonces comenzaria a oscilar. Un ingeniero trata de que las frecuencias natu-
rales de su puente o de su cohete estén alejadas de las del viento o el chapoteo
de la gasolina. En el otro extremo, un corredor de bolsa pasa su vida tratando de
estar en correspondencia con las frecuencias naturales del mercado. Los valores
y los vectores propios son los rasgos mas importantes de practicamente cual-
quier sistema dinamico.

Otro ejemplo interesante es la rotacion de la Tierra. Siempre habra alguna
direccién que permanezca sin cambio, a saber, el eje de rotacién. No necesaria-
mente es aquel alrededor del cual la Tierra gira en la realidad, pero debera haber
algiin polo norte y polo sur que permanezcan fijos. Estos polos son los vecto-
res propios, con valores propios iguales a 1. En general todos los otros puntos
se mueven y no vemos mas vectores propios. Las tinicas excepciones suceden
cuando la rotacién es de 360° (con vectores propios por donde sea) o de 180°.
En el caso de 180° el plano del ecuador esta lleno de vectores propios; cada
direccién del plano se ha invertido y el valor propio es -1. Este plano ecuatorial
es un caso de un “espacio propio bidimensional”; el unico valor propio /=1 tiene
dos vectores propios independientes, por lo tanto, un plano de vectores propios.
En general los valores propios no son +1 y los vectores usualmente se estiran o
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comprimen. Pero lo mds importante es que tomando una rotacidn en el espacio
tridimensional R’, y exceptuando 180° y 360°; solo hubo una recta de vectores
propios cuando esperabamos tres. Como se puede ver la gama de aplicaciones
del tema que aborda este capitulo es muy amplia y es conveniente hacer algunas
definiciones.

En este capitulo se usard indistintamente valores y vectores propios o
caracteristicos.

7.2. VALORES Y VECTORES PROPIOS

Sea T: V -V una transformacion lineal. En una gran variedad de aplicaciones
resulta 1til encontrar un vector veV tal que Tv y v sean paralelos. Esto es, bus-
camos un vector vy un escalar a tal que:

Tv =av (7.1)
Si v#0 y a satisface (7.1), entonces a se conoce como un valor propio o carac-
teristico de T'y v es un vector propio o caracteristico de T correspondiente al
valor propio a.
Definicion 7.1
Si A es una matriz de nxn, entonces un escalar a es un valor propio de A si
hay un vector v distinto de cero tal que:

Av =av

El vector v#0 se llama un vector propio de A correspondiente a un valor

propio a.
Ejemplo 7.1

Sea A tal que:

6 -11

10 —181



Entonces:

2] |10 -1slf2] |2

1] |6 -11|1| |1
De esta forma a;=1 es un valor propio (caracteristico) de A, correspondiente al
vector propio (caracteristico) vi=(2, 115 analogamente:

o -8 ]3] _[-6|_ |3

6 -1 |2] -4 |2

Por lo que a,= -2 es un valor propio de A con su correspondiente vector propio
Vo= [3, 2]t

A=

2

Sea a un valor propio de A, entonces existe un vector no nulo v=(xi, -+, x,)'#0,
tal que,

Av=av=alv
(A-al)v=0 (7.2)

Si A es de orden, entonces la ecuacion (7.2) es un sistema homogéneo de n ecua-
ciones con n incdgnitas, como por hipétesis (ya que v es un vector propio dis-
tinto de cero), el sistema tiene soluciones no triviales, entonces: det (A—al)=0

A esta ecuacion se le denomina la ecuacion caracteristica de A.

Si A=(aj;j) entonces la ecuacion anterior se puede escribir

apn—a app Ain
az1 anp—a .- Qon | 0
anl eee eee a?’l?’l _a

Si desarrollamos el determinante obtenemos una expresiéon polinomial p(a) de
grado n con coeficientes que incluyen aj;, es decir:

det (A- al) = p(a)

287



288

El polinomio p(a) es el polinomio caracteristico de la matriz A. Los valores pro-
pios de A son precisamente las soluciones de la ecuacion caracteristica p(a) = 0.

Ejemplo 7.2
Sea A=I, entonces para todo vector vER", Av=Iv=v. De esta manera I es el inico

valor caracteristico de A y cada vector v es un vector caracteristico de I.

Ejemplo 7.3
Encuentre los vectores propios de la matriz A:

3 2
20

Solucion

A=

El polinomio caracteristico de A es:

_a*-3a-4=0

3 -a 2
det (A - al) = ‘ 5 o

a* - 3a -4 = (a-4)(a+1) = 0, de donde, a; = -1 y a, =4 son valores propios de A.

Ejemplo 7.4
Encuentre los valores propios de la matriz A:

2 1 0
A=|-1 0 1
1 3 1
Solucion:
2-a 1 0
det(A-a)=| -1 -a 1= —(a=2) (*~a -2) = - (a-2) (a=2) (a+1)
1 3 1-a

—(a-2) (a-2) (a+1) = 0 de donde, a;=-1y a,= a3= 2 son valores propios de A.

En general si se tiene una matriz A de orden nxn

OQIN3LINOD



ail an Ain
aszl az A2n

det A = ) ; ) : =0
aVll cee cee ann
Entonces:
dp—a an ain

azi ax—a A2n

pla) =det (A-al) =

anl cen cee an?’l _a
Y p(a) se puede escribir como:
pla) =a"+ by a" 4+ bia+ by =0 (7.3)

La ecuacidn (7.3) tiene n raices, varias de las cuales pueden repetirse. Si aj,--,
an, son las diferentes raices de (7.3) con multiplicidades ry, 75,7, entonces
(7.3) se puede factorizar para obtener:

pla) = (a-a;)™ (a-a)?+ (a-a,,)™=0

Los numeros ry, 12,++,, se llaman multiplicidades algebraicas de los valores
propios de ay, -+, apm.

Ejemplo 7.5

Todo polinomio de grado n con coeficientes reales o complejos tiene » raices
exactamente (contando multiplicidades), por ejemplo; el polinomio (a-I)° tiene
cinco raices todas iguales al nimero uno. Puesto que todo valor caracteristico
de A es una raiz de la ecuacidn caracteristica de A se tiene:

Definicion 7.2
Si contamos multiplicidades, cada matriz de tiene exactamente n valores
caracteristicos.

Teorema 7.1
Si A es una matriz de orden nxn, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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a) a esun valor caracteristico de A.
b) Elsistema (A-al)v = 0 tiene soluciones no triviales.
¢) Existe un vector véR"v=0, tal que Av=av

Si a es un valor caracteristico de A, entonces el espacio solucion del sistema de
ecuaciones (A -al)v=0 se denomina el espacio caracteristico de A correspon-
diente a a, y los vectores diferentes de cero en el espacio caracteristico, se deno-
minan los vectores caracteristicos de A correspondientes a a.

INTERPRETACION GEOMETRICA

Si v es un vector caracteristico de A correspondiente aa,entonces Av =av. Por
lo tanto, la multiplicacién por A mapea a v en un multiplo escalar de si mismo;
por consiguiente, dependiendo del valor dea, la multiplicacion por A dilata a v,
lo contrae o invierte su direccion, ver figura 7.1.

FiGura 7.1 El vector v
afectado por los valores
dea

Ejemplo 7.6
Sea la matriz A como sigue:

4 1
A_04

Encuentre los valores y los vectores propios.

Solucion
Sea:
4—qa 1

— (qd)? —
0 4_(1’—((14) 0

det (A-a) = ‘

a=4 es el valor caracteristico de multiplicidad 2, de donde:



0 1| |wn V2
Lo que implica que v;=[1, 0]’ es un vector propio.

Ejemplo 7.7
Sea la matriz A como sigue:

4 0

A=y 4

Encuentre los valores y vectores caracteristicos de A.

Solucion
Sea
4—a 0

()2 —
0 4—a‘_(°‘4) 0

det (A-al) = ‘

a=4 es el valor caracteristico de multiplicidad 2, de donde: Av=4v. Lo que
implica que v; =[1, 0] y v, = [0, 1] generan el espacio caracteristico de A.

Definicion 7.3
Sea a un valor caracteristico de A. El subespacio E,, se denomina el espacio
caracteristico de A correspondiente al valor caracteristico a.

Teorema 7.2
Sea a un valor caracteristico de la matriz A de orden nxny sea E,={v: Av = av},
entonces E, es un subespacio de R" (en general de E").

Si Av=av, entonces (A-al) v=0; de donde, E, es el espacio nulo de la matriz
A-al, la cual es un subespacio de R".

Teorema 7.3

Sea A una matriz de nxny sean ay, o, -+, o, Valores caracteristicos diferentes de
A con sus correspondientes vectores caracteristicos vy, v, -+, V. Entonces v; son
linealmente independientes o bien, los vectores caracteristicos correspondientes

0
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a valores caracteristicos diferentes son linealmente independientes. (La demos-
tracion se hace por induccién).

Ejemplo 7.8
Sea la matriz A, como sigue:

o

Il
AN W
(SR )
(S SRS

Encuentre los valores y vectores propios, asi como el espacio caracteristico
correspondiente.

Solucion
Sea det (A-al) = -+ 60+ 150+ 8 = —(a+1)* (a-8) =0

Lo que implica a; = 8 y a, = ~1con multiplicidad algebraica 2:
Para a,= 8 se obtiene:

vi=[2,1,2]"y Es = {[2, 1, 2]}.
Para a,= -1 se obtiene:

v =[1,-2,0]'yvs=[0, -2, 1]

Con
1 0
E = -2 -2
0 1

En los ejemplos que hemos visto, encontramos un valor caracteristico con una
multiplicidad algebraica de dos o mas. Sin embargo, el numero de vectores
caracteristicos linealmente independientes no necesariamente es igual a la mul-
tiplicidad algebraica del valor caracteristico (como en el ejemplo 7.6). Esto se
puede corroborar con la siguiente definicién.



Definicion 7.4

Sea a un valor caracteristico de A, entonces la multiplicidad geométrica de
a es la dimension del espacio caracteristico correspondiente a a (que es la
nulidad de la matriz A —al) esto es:

Multiplicidad geométrica de a = dim Eq

Si A es una matriz de 2x2 y a un valor caracteristico con multiplicidad alge-
braica 2, entonces la multiplicidad geométrica de a es menor o igual a 2; puesto
que puede haber al menos dos vectores linealmente independientes en un espa-
cio de dos dimensiones.

Si A es de orden 3 con dos valores caracteristicos a; y a, de multiplicidad
algebraica 1 y 2 respectivamente, entonces la multiplicidad geométrica de a, es
menor o igual a 2.

Teorema 7.4
Sea a un valor caracteristico de A, entonces:

Multiplicidad geométrica de a < multiplicidad algebraica de a

7.3. DIAGONALIZACION

Teorema 7.5

Sea A una matriz de orden nxn, entonces A tiene n vectores caracteristicos
linealmente independientes si y solo si la multiplicidad geométrica de todo
valor caracteristico es igual a la multiplicidad algebraica. En particular, A tiene
n vectores caracteristicos linealmente independientes si todos sus valores carac-
teristicos son distintos (pues si no, podrian ser menores que n).

Como ya se ha visto en varios ejemplos, algebraicamente y desde el punto
de vista de los célculos, el problema de los valores propios es mucho més dificil
que Ax=b; sin embargo, se pueden usar algunos resultados para que sea mas
facil trabajar con ellos.

Definicion 7.5
La suma de los n valores propios, es igual a la suma de las n entradas de la
diagonal de A:
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art--+ay=a +--+au,

Esta suma es la traza de A. Ademas, el producto de los n valores propios es
igual al determinante de A.

Ejemplo 7.9
Sea la matriz simétrica:

1 -1 O
A= -1 2 -1
0 -1 1

Con valores propios a; =0, a, =1y a3 =3 entonces:
0+1+3=142+1=4ydetA=0

Nota: No deben confundirse los valores propios de una matriz y sus entradas
diagonales. Normalmente son completamente diferentes; sin embargo, se tiene
la siguiente definicion:

Definicion 7.6

Si la matriz A es triangular (puede ser superior y en particular diagonal),
entonces los valores propios aj,-:-,a, son exactamente los mismos que las
entradas de la diagonal a3, -+, .

Ejemplo 7.10
Sea la matriz A como sigue:

1 -1 O
A=|-1 2 -1
0 -1 1

Su polinomio caracteristico es:

1-a Ya 0
det| 0 3%-a 0(=(1-a) (%-a) (¥2-a)
0 0 Ya—a

OQIN3LINOD



El determinante es el producto de las entradas diagonales. Obviamente, las rai-
ces son:

a=1,a=%yas=";
los valores propios ya estaban colocados a lo largo de la diagonal principal.

Este ejemplo, en el cual, se pueden encontrar los valores propios por inspeccion,
sefiala lo mds importante de este tema: transformar a una matriz A en una
matriz diagonal o triangular sin cambiar sus valores propios. (La factorizacion
LU no sirve para este caso, ya que los valores propios de U no son los valores
propios de A).

Otra situacion en que los calculos son faciles es: si ya tenemos los valores
y vectores propios de una matriz A, entonces los valores propios de A* son
exactamente ag, -+, a; y cada vector propio de A es también un vector propio
de A%

Teorema 7.6

Supongamos que la matriz A de tiene n vectores propios linealmente indepen-
dientes; entonces, si se eligen estos vectores como las columnas de una matriz
S, se sigue que: S'AS es una matriz diagonal A con los valores propios de A en
su diagonal.

a
STAS=A= a

an

Colocamos los vectores propios x; en las columnas de Sy se calcula el producto
AS, una columna a la vez:

AS=A| x1 X2 Xy = a1X1 AxX2 AsXy

Entonces:
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ap
X1 Xy AsXp | = | X1 Xp-+r X a - |=SA
. . . . o

AS=SA STAS = AA = SAS™!

La matriz S es invertible, ya que supusimos que sus columnas (los vectores pro-
pios son linealmente independientes).

Observacion 1

Si la matriz A no tiene valores propios repetidos (los numeros aj,---, a, son
distintos), entonces los #n vectores propios son independientes y; por lo tanto,
cualquier matriz con valores propios distintos puede diagonalizarse.

Observacion 2

La matriz diagonalizada S no es tnica, ya que un vector propio x puede multi-
plicarse por una constante y seguir siendo vector propio; por lo tanto, se pueden
multiplicar las columnas de S por cualquier constante distinta de cero y produ-
cir una nueva diagonalizacion S.

Observacion 3

La ecuacion AS=SA es vélida si las columnas de S son los vectores propios de A
y no de otra manera. Supongamos que la primera columna de S es algtin vector
y, entonces la primera columna de SA es a; y. Si esto va a corresponder con
la primera columna de AS, que debido a la multiplicaciéon de matrices es Ay,
entonces y debe ser un vector propio Ay= a.y.

Observacion 4
No todas las matrices poseen n vectores propios linealmente independientes y
por lo tanto, no todas las matrices son diagonalizables.

Ejemplo 7.11
Sea la matriz A como sigue:

0 1

A=
0O o0




Sus valores propios son: a; = a, = 0, ya que es triangular

-a 1

0 -a -¢

det (A-al) = ‘

Si x es un vector propio entonces:

0 1]||Ix: 0] , X1

ER MEBE
Aunque a=0 es un valor propio de multiplicidad algebraica 2, solo tiene un
espacio unidimensional de vectores propios. La multiplicidad geométrica de
este valor propio es 1 y no podemos construir S.

Como a;=a,=0, A tendria que ser la matriz de ceros; pero si S'AS=0,
entonces: SSAS=0; lo que implica que ASS™'=0, de aqui se deduce que A=0; lo
que resulta imposible. Por lo tanto, no existe S tal que S'AS=A

Algunas matrices con valores propios repetidos pueden diagonalizarse. Si se

repite un valore propio a, m veces, entonces para que se pueda diagonalizar A
debe haber m vectores propios correspondientes.

Ejemplo7.12
Diagonalice la siguiente matriz A:

3 -2 0

A=1-2 3 0

0 0 5
Solucion

Los valores propios de A son: a;=1y a,=5.

Para a,=5 se tienen los vectores propios:

-1 0
V1= 1 Vo= 0
0 1

Y para a;=1 se tiene:
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V3= 1

De donde; {vi, v, vs} es un conjunto de vectores linealmente independientes
entonces:

Diagonaliza a A.

- %0 3 -2 01(-1 O
S| 0 0 1|(-2 3 0 1 0
“ % 0 0 0 5 0 1

O = =
Il

oS O W

o Ul ©

- O O

El orden de las columnas de S no altera los valores propios solo su orden.

Teorema 7.7
Una matriz A de nxn es diagonalizable, si y solo si, la multiplicidad algebraica
de cada valor propio es igual a su multiplicidad geométrica.

7.4. PROPIEDADES DE VALORES Y VECTORES PROPIOS
Sea la matriz A de orden nxn

1. Si a es un valor propio de A con v como vector propio correspondiente,
entonces A* es un valor propio de A*, de nuevo con v como vector propio
correspondiente, para cualquier entero positivo k.

2. Sia esun valor propio de una matriz invertible A con v como vector propio
correspondiente, entonces 1/a es un valor propio de A™', de nuevo con v
como vector propio correspondiente.

3. Sia esun valor propio de A, entonces el conjunto E es un subespacio de R".



Corolario 7.1
Sean A y S matrices de orden , entonces A¥=A A*S™! para cada entero positivo k.

De S'AS = A obtenemos A = SAS™ ast:

AR = (SASH(SAS™) --- (SAS™)

K veces
Como los términos adyacentes S~'S se cancelan queda:

Ak =§ Ak

MATRICES SIMETRICAS Y DIAGONALIZACION ORTOGONAL

Teorema 7.8

Sea A una matriz simétrica real de , entonces los valores propios de A son reales.
Para cualquier matriz simétrica, la multiplicidad algebraica de cada valor pro-
pio es igual a su multiplicidad geométrica, de modo que toda matriz simétrica
es diagonalizable.

Ya vimos que vectores caracteristicos correspondientes a valores caracte-
risticos diferentes son linealmente independientes. Para matrices simétricas
el resultado es mas fuerte; los vectores caracteristicos de una matriz simétrica
correspondientes a valores diferentes son ortogonales.

Teorema 7.9

Sea A una matriz simétrica real de nxn. Si a;, y a, son valores caracteristicos
distintos con correspondientes vectores caracteristicos reales v; y v,, entonces
V1Y v2 son ortogonales.

Calculamos Avy vy =avy v2 =ai(vy v2)

y Avi vy = vi A'vy = v1 Av, = vi (aaws) = aa(Viva)
Entonces: ai1(v1 v2) = ax(v1 v2) como a;+a;
Y de aqui: (viva)=0
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Teorema 7.10
Sea A una matriz simétrica real de , entonces A tiene # vectores caracteristicos
reales ortonormales.

Este teorema nos dice, que si A es simétrica, entonces R” tiene una base
B={u1,us,-++,u,} de vectores caracteristicos ortonormales de A. Sea Q la matriz
cuyas columnas son uy,u,,*++, Uy, entonces Q es una matriz ortogonal.

Definicion 7.7
Una matriz A de se dice diagonalizable ortogonalmente, si existe una matriz
ortogonal Q tal que:

QAQ=A

Donde: A = diag.(a;,-+,a,) los valores caracteristicos de A. Como Q es orto-
gonal Q'=Q7, lo que implica Q'AQ = A

Teorema 7.11
Sea A una matriz real de; entonces A es diagonalizable ortogonalmente si y solo
si, A es simétrica.

Antes de ver ejemplos, enunciaremos los 3 pasos que sirven para encontrar
la matriz ortogonal Q que diagonaliza a la matriz simétrica A.

1. Encuentre una base para cada espacio caracteristico de A.

2. Encuentre una base ortonormal para cada espacio caracteristico de A,
usando el proceso de Gram-Schmidt.

3. Escriba Q como la matriz cuyas columnas son los vectores caracteristicos
ortonormales obtenidos en el paso 2.

Ejemplo 7.13
Encuentre una matriz ortogonal Q que diagonalice a la matriz A:

b

1]
OISR
[NSINV NG N
NN S



Solucion:
-4 2 2
det(A-D=| 2 -4 2|=(a-2)*(a-8)=8
2 2 -4

Por lo que ;=2 y a,=8. Para a;=2, se tiene:

-1 -1
V1= 1 o= 0
0 1

Forman una base para E,. Aplicando Gram-Schmidt se tiene:

112 ~1\6
V= 1/\2 Vo= ~1/\6
0 2/\6

El espacio caracteristico correspondiente a a, = 8, tiene como base:

Aplicando Gram-Schmidt a v; se tiene:

1/V3
V'3 1/ \/3
1/V3

“1/\2  -1/V6 13
Q=| 1/\2 -1/V6 113
0 2/V6 13

Diagonaliza ortogonalmente a A

3 11 S_ll/«ﬁ -1/«6]

A=] 3 /2 1/\2

OQIN3LINOD
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7.5. ECUACIONES EN DIFERENCIAS

En esta seccion se aplica la diagonalizacidon vista en secciones anteriores, y se
vera su importancia a través de la serie de Fibonacci y las cadenas de Markov
de la seccion 7.6.

Las ecuaciones en diferencias se dirigen a un nimero finito de pasos finitos,
mientras que una ecuacion diferencial lleva un niimero infinito de pasos infini-
tesimales (sin embargo ambas teorias son paralelas).

Ejemplo 7.14
Supongamos que se invierten $100 por 5 afios a un interés de 6%. Si se compone
una vez al afo, entonces el capital se multiplica por 1.06 y Pis1=1.06P; donde
ésta, es una ecuacion en diferencias con un lapso de tiempo de un afo. Rela-
cione el capital después de k+1 afos con el capital del afio anterior; después de
5 afios el capital original B=1000 se ha multiplicado 5 veces y:

Ps=(1.06)°P, = (1.06)° 1000 = $ 1338.
Si el lapso de tiempo se reduce a un mes:

Pyyi= (1 +0.6/12)P.
Y después de 5 afios 0 60 meses:

Peo= (1 + 0.06/12)%°Py= (1.005)%° 1000 = 1349
Si el interés se compone diariamente se tiene:

(1+0.06/365)°°%° 1000 = $ 1349.83.

Si se compone continuamente el interés, se afiade a cada instante, entonces se
tiene un proceso de limite:

(1+0.06/n)°" 1000 > €°*° 1000 = $ 1349.87



O se puede cambiar a una ecuacion diferencial, que serd el limite de la ecuacion
en diferencias Pr,1=(1+0.06 At)Ps, lo que implica:

Pii1 =P+ 0.06 At Py
Pii1 - Pr=0.06 At Py

De donde:

Py — Px dp
— =0.006
dt P

—— =0.06 Py ->
A

Cuya solucion es p(t) = e

Po >para 5 afios se tiene $ 1349.07.

Este ejemplo incluy6 tanto ecuaciones en diferencias como ecuaciones diferen-
ciales, con una tendiendo a la otra a medida que desapareci6 el lapso de tiempo.
Pero hay muchas ecuaciones en diferencias por derecho propio y aqui nuestro
siguiente ejemplo:

Ejemplo 7.15 (Los conejos de Fibonacci)

Suponga que las parejas de conejos recién nacidos no tienen descendencia
durante su primer mes de vida, pero que a partir de ahi cada pareja produce otra
nueva pareja cada mes. Comenzando con F;=1 que es la pareja recién nacida
en el primer mes, hallar el nimero Fi de parejas en el k-ésimo mes, suponiendo
que no muere ningun conejo.

En el k-ésimo mes el nimero de parejas de conejos es

Fy = (nimero de parejas mas el mes anterior) +
(ntimero de parejas recién nacidas en el k-ésimo mes)

Como nuestros conejos no tienen descendencia durante el primer mes de vida,
vemos que el nimero de parejas recién nacidas en el k-ésimo mes es el numero Fj._,
de parejas vivas dos meses antes. Asi, podemos escribir la ecuacion anterior como:

Fi = Fio1 + Fros

Esta es una ecuacion en diferencias, conocida como Relacidon de Fibonacci.
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Es conveniente hacer Fy=0 para denotar 0 parejas en el mes 0, antes de la llegada
de la primera pareja recién nacida. Asi la sucesion:

FO)FDFZ) ot )Fk-
Para el nimero de parejas de conejos se convierte en la sucesion de Fibonacci.
0,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, ---

Donde cada término, comenzando con F>=0+1=1 es la suma de los dos térmi-
nos anteriores. Para cualquier k particular, podemos calcular Fx prolongando
lo suficiente la sucesion. Sin embargo, esto puede ser una tarea tediosa; aunque
solo queramos calcular Fj,.

Una forma de hacerlo, consiste en resolver la ecuacién en diferencias
Fy12=Fy1+ Fi, y como primer paso podemos reducirla a una ecuacion uy,;=Aus
precisamente como el interés compuesto Px.=1.06 Pj; excepto que ahora la
incognita es un vector y el multiplicador A tiene que ser una matriz:

Fk+1
Si =
k F

Entonces:

Fiiz = Fiy1 + B
Fk+1 = Fk+1

Se transforma en:

Si 3 1 1
1 Ukl = 1 0 Uk

Formalmente la ecuacion en diferencias ui.1=Auy es facil de resolver. Como
cada paso, conlleva una multiplicacion por A, la solucidn uy esta relacionada
con el valor inicial u0 mediante ux = A*u.; entonces el problema se reduce a
encontrar A* de un modo rapido y esto se puede resolver a través de los valores
y vectores caracteristicos de A.



Teorema 7.12
Si puede diagonalizarse A, A= SAS™, entonces:

up = Afug = S 58wy
O lo que es lo mismo:
U=\ x1 -+ Xn Stu
k
A

Donde S™'uges un vector columna de R”, ya que ™! tiene rango #n. De modo que
sus columnas forman una base de R", de aqui que:

G
871 Uy =
Cu
Entonces:

= QAL x; + - + CoA. x,

La solucidén general es una combinacién de las soluciones especiales o x; y los
coeficientes c; correspondientes con la condicion inicial 1 son:

Calxi+ - +Ciax,=1uy 0 Sc=1up

En el caso especifico de la ecuacion de Fibonacci, el primer paso es diagonalizar
la matriz A:

1 1
1 0

det (A-al) = a*-a-1

A=
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Lo que implica:

1+ 5 1-5

A21= —

2 2

A—SAS_l— a; A o8] 1 %) 1
a 1 1 ol -1 o | gy—ay

Como Fy= 0y Fi= 1, se tiene ug = [1, 0], entonces:

Fk+1 =Mk=Akuo — Sks—luo= al (12 ali 1 —Ctz 1 1
Fi 11 -1 a|l0] a-az

__al az_ _a’f Il 1
1 1 a’z‘ -1 | -2

a =

a; oy a’f] 1

1 1 —a’z‘ a;—ay

af  of | o

a{ﬁl _a§+l‘| 1

Entonces el numero de Fibonacci Fx esla segunda componente de este producto:

Como el segundo término [1— \/5/2]"/\/3 siempre es menor que %, solo debe
moverse el primer término al entero mds cercano, de modo que:

Fr=1/\5 (1 +V5 /2)*

O bien

Fy = entero més cercano a 1/\5 (1+ V5 /2) para toda k

OQIN3LINOD



Por ejemplo:  Si k=1000
Entonces: Fio00 = entero més cercano a 1/35 (1+ V5 /2)100

Pero este nimero como se puede ver es muy grande y ain mads grande es Figo1,
la razén Fiooo/ Fi001 debe estar muy cerca de la cantidad 1+V5/2 ~1.1618 que los
griegos llamaron la “seccién dorada”. En otras palabras o} se vuelve insignifi-

cante comparado con ok y la razén Fi.1/Fi se acercaa a1 ok = a.

7.6. CADENAS DE MARKOV

Las Cadenas de Markov se utilizaron inicialmente para analizar procesos en fisica
y meteorologia; sin embargo, las aplicaciones mas recientes incluyen el analisis
de los movimientos de precios de bienes, el mantenimiento de maquinaria, el
comportamiento de los animales en el laboratorio, la seleccion de productos por
el consumidor, la longitud de las colas en un supermercado o un aeropuerto, en
el manejo de inventarios en cuanto a nivel y en la administracién de plantas.

Para definir una cadena de Markov, considere un experimento con un espacio
muestra finito S ={E;, E,, ---, E,} y una secuencia (o cadena) de experimentos
realizados. Se dice que el experimento esta en el estado E; en el intento m-ésimo,
si E; es el resultado del m-ésimo ensayo del experimento.

Definicion 7.8
Una secuencia de intentos de m experimentos es una cadena de Markov, si:

a) El resultado del intento m-ésimo depende solo del resultado del intento
(m-1)-ésimo y no de los resultados en los intentos anteriores, y
b) La probabilidad de pasar del estado E; al estado E; en dos intentos sucesi-

vos del experimento permanece constante.

Por ejemplo

Si el clima de hoy depende solamente del clima de ayer, entonces la observacién
y prediccién del clima es un problema de cadenas de Markov. Si la probabili-
dad de escoger una marca particular de coche la proxima vez que piense com-
prar uno, depende unicamente del auto que ya se tiene, entonces el problema
del patrén de ventas de automoviles es un problema que se puede resolver por
cadenas de Markov.
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Por otra parte, si el clima de hoy es determinado por el clima de varios dias
anteriores, entonces no se trata de una cadena de Markov.

Una cadena de Markov se caracteriza por las probabilidades de que el sistema
pase de un estado a otro en intentos sucesivos.

MATRIZ DE TRANSICION DE UNA CADENA DE MARKOV

La matriz de transicion de una cadena de Markov, es la matriz de de nxn pro-
babilidades T= (pij) cuya componente ij-ésima pij es la probabilidad de que el
sistema pase del estado E; al estado E; en intentos sucesivos del experimento;
por lo cual, todos los componentes son no negativos y la suma de ellos por
columna es 1.

Ejemplo 7.16
Cada afno Y10 de la gente que vive fuera de California se muda dentro y %10 de la
gente que vive dentro se muda fuera.

Esto sugiere una ecuacién en diferencias. Comenzamos con y, gente que
vive fuera y zy que vive dentro y al final del primer afio hay

= 0.9 Yo + 0.2 zo
z1=0.1 ¥+ 0.8 2

O bien:
[yll B [0.9 0.2 Hyﬂ
zi| | 01 08 ||z
La matriz T es una matriz de transicion, ya que:
0.9+0.1=1 0.2+0.8=1
Y son todos no negativos. Por lo tanto, las potencias T son no negativas.
Resolvemos esta ecuacion en diferencias usando S kS'luo; posteriormente vemos

si la poblacidn tiende a un estado estacionario. Esto es, que después de un
tiempo las probabilidades de que el sistema se encuentre en cada uno de sus



posibles estados son invariables con el tiempo. Para comenzar los célculos, T
tiene que diagonalizarse.

- 09 02
101 08

det(T-al) = ap—-1.7a + 0.7
ar=1 yap,=0.7

Asasio | B B[ 11
B RN 0711 =2

Podemos encontrar A*y la distribucién después de k afios:

Ye|_ ak| Yo % |1 171 1 Yo
Zk z || ¥ % 07] 1 -2]| 2
Z 7
= Y020 l ° 1 + (o-220) (07)F | 7 ]

2 %

Esta es la solucién que queriamos; a largo plazo el factor (0.7)k se vuelve muy
pequeno y la solucidn tiende a un estado limite.

[Z)]: ()/o +Zo)[ ://j

La poblacién total es todavia yo+2o, la misma que al principio, pero en el limite
% de esta poblacion esta fuera de California y ¥ esta dentro. Esto es cierto inde-
pendientemente de las distribuciones iniciales. Si se comienza en el afio con %
fuera y % dentro, entonces termina de la misma manera:

%] | %
ARz

O bien Alloo = Ues

09 0.2
0.1 0.8
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El estado estacionario es el vector propio de A correspondiente a a=1. La multi-
plicacién por A que nos lleva de un lapso de tiempo a otro no altera u...

En el ejemplo de California, si el individuo esta afuera, se mudara adentro con
una probabilidad de Y10, si estd adentro, entonces se mudara afuera con proba-
bilidad %10. Su movimiento se vuelve un proceso aleatorio y la matriz A que lo
gobierna es una matriz de transicién. No sabemos donde estd, pero cada afio
las componentes de uy = Ay, especifican la probabilidad de que esté fuera del
estado y la probabilidad de que esté dentro. Estas probabilidades suman 1; el
individuo tiene que estar en algun lado y nunca son negativas. Porque a=1 es
siempre un valor propio y porque su vector propio es el estado estacionario.

Como se vio en el caso de los conejos de Fibonacci, se tiene que el vector
propio o de informacién después del k-ésimo estado, es igual a A*x; para un
vector inicial x; y una matriz diagonalizable A. Como es evidente, un aspecto
importante es si alguno de los valores propios de A tiene magnitud mayor
que 1. Cuando éste es el caso, la magnitud de las componentes del vector de
informacion pueden crecer exponencialmente como es el caso de la sucesion de
Fibonacci donde |a;| >1, se dice que es inestable.

Por otro lado, si todos los valores propios tienen magnitud menor que 1, las
componentes del vector de informacion deben tender a cero a medida que k
crece. Si las probabilidades de Markov decrecieran a cero, entonces la ecuacion
seria estable, cosa que no sucede porque en cada estado deben sumar 1.

Dada cualquier ecuacion en diferencias Uk = Auk, donde queremos estudiar
su comportamiento cuando k>co. Suponiendo que A puede diagonalizarse, la
solucion Uy sera una combinacion de soluciones para:

Up=SAST Uy =Clyx1 + -+ + Cy

Definicion 7.9

La ecuacion en diferencias Uk.1 = Auk es estable y Ui 0. Si todos los valores
propios satisfacen |a;|<1, es neutralmente estable y u estd acotado si todo
|ai|<1y es inestable (u no estd acotado) cuando al menos un valor propio
de A tiene |a;|>1.



7.7. FORMAS CUADRATICAS

Las formas cuadraticas son una aplicacion inmediata de los valores propios, el
teorema del eje principal asegura que toda forma cuadratica se puede diago-
nalizar, este resultado tiene importantes aplicaciones a vibracion de cuerpos
elasticos, mecanica cuantica y circuitos eléctricos.

Definicion 7.10
Se dice que una ecuacién de la forma

ax* +2bxy + ¢y +dx +cy + f=0 (7.4)

Donde son niimeros reales y al menos uno de ellos es diferente de cero (es
una ecuacion cuadratica en x,y). La expresion ax® + 2by + cy?, se denomina

la forma cuadratica asociada.

Ejemplo 7.17
En la ecuacién cuadratica

3%+ 5xy -7y +2x+7 =0
Las constantes son:

a=3 b=% c¢=-7 d=2 e=0 f=7.

Ejemplo 7.18

Ecuacion cuadratica Forma cuadratica asociada
3 +5xy -7y +2x+7=d 3x% + 5xy - 7y°

4* -5 +8y+9=d 4x* - 5°

xy+y=d Xy

Las graficas de las ecuaciones cuadraticas en x, y se llaman cdénicas o secciones
cOnicas. Las conicas mas importantes son la elipse, la circunferencia, la hipér-
bola y la parabola.

Una forma cuadratica con una variable x es un polinomio f(x)=ax’con a=0.
Una forma cuadrética en 2 variables x, y es un polinomio f(x)=ax*+bxy+y?,
donde a, b o ces # 0. El término cuadratico significa de grado 2, el término forma
significa homogénea, es decir, cada sumando tiene un producto del mismo

311



312

namero de variables, a saber 2. Se dice que una cénica tiene una posicién normal
relativa a los ejes de coordenadas, si no se encuentra trasladada ni rotada.

Ejemplo 7.19
La ecuacién

2
XY

4 9

es de la forma-

2
;CC—Z + -%:1 con k=2, 1=3

Por lo tanto, su grafica es una elipse en posicion normal que interseca al eje x
en:(-2,0), (2,0) y al eje y en (0,-3) y (0,3).

La ecuacién x*-8y* = -16 se puede expresar como y*/2 - x*/16 = 1 que es de la
forma

VK - /P =1 con k=\2yl=4

Por lo tanto, su grafica es una hipérbola en posiciéon normal que corta al eje y

en (0, - V2) y (0,2).

La ecuacién 5x*+2y = 0 se puede reescribir como: x*=(-2/5) y, que es de la
forma x’=ky con k=-2/5 como k<0. Su gréfica es una parébola en posicion
normal que se abre hacia abajo.

Ninguna cénica en posiciéon normal tiene términos cruzados (xy) en su
ecuacion. Si éstos aparecen, significa que la conica se gird con respecto a su
posicion normal. Tampoco se tienen cénicas en posiciéon normal que tengan
simultdneamente un término en x* y en x o en y* y en y. Si tales términos
aparecen, significa que la cénica se traslad6 de su posicion normal. Ver en la
figura 7.2.



F1Gura 7.2 Cénica
a) rotada, b)
trasladada y c) rotada
y trasladada

Ejemplo 7.20
Dada la ecuacion cuadratica

2 +y* -12x -4y + 18 =0

Tiene términos en x°, x, y°, y; pero no en xy ; entonces, su grafica es una conica
que se trasladd pero no se gird: Agrupamos términos para obtener:

(2x* - 12x) + ()* - 4y) + 18 =0
2(x* - 6x) + (y* - 4y) = -18

Completando cuadrados; donde para completar el cuadrado de una expresion
de la forma x*+px se suma y se resta (P/2).

2+ px=x"+ px + (p/2)* - (p/2)* = (x+p/2)* - (p/2)*
Se tiene entonces:

20 -6x+9) + ()P -4y +4) =-18 + 18 + 4
20x-3)+(y-27>=4

Si se trasladan los ejes de coordenadas mediante
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Es una elipse en posiciéon normal con respecto a x’y’ como se puede ver en la
figura 7.3

w FiGura 7.3 Elipse en
el plano x"y”

La ecuacion (7.4)
ax* +2bxy + ¢y +dx +ey+f=0

se puede expresar en forma matricial como:

a b x x
[x y][b i [y]ud e]b]+f=0
Es decir: XAx+kx+f=0 (7.5)
Donde: x a b
:L} A= 5 d} k=[d e]

Con esta notacion, la forma cuadratica asociada a (7.5) es:
t
x'Ax
La matriz simétrica A se llama la matriz de la forma cuadratica x’Ax.

Ejemplo 7.21
La matriz de la forma cuadratica

3x% + 5xy - 7y°

OQIN3LINOD



es: 3 %
2 -7
Considere que la ecuacion de una cénica C, es:
XAx+kx+f=0 (7.6)
A continuacidn, se muestra que siempre es posible rotar los ejes de coordenadas
x-y de tal manera, que la ecuacion de la conica con respecto al sistema de coor-

denadas x-y'no contenga un término en xy.

Etapal
Encuentre la matriz

Pu P
P= 11 12
P Px
Que diagonalice ortogonalmente a A.
Etapa 2
Si es necesario, intercambiar las columnas de P de tal suerte que det (P)=1. Esto
garantiza que la transformacion ortogonal de coordenadas (7.7) es una rotacion:
x=Px’ (7.7)
Etapa 3
Para obtener la ecuacion de C con respecto al sistema x'y/, se sustituye (7.6) en
(7.7)
(Px)" A(Px") + k(Px) +f=0
x' (P'AP) x'+ (kP)x" + f=0 (7.8)
Como P diagonaliza ortogonalmente a A entonces

pap=|" 01
0 ay
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Donde a,;y a, son valores propios de A, por lo cual (7.8) se puede expresar como:

o 0 x' P Py x
o d —
oy o[ el

Entonces:  oyx? +azya +dx' +ey' +f=0.

Donde: d'=dPi1 + ePy e =dPi; + ePx.
El siguiente teorema resume todo el proceso.
Teorema 7.13: De los ejes principales para R*
Sea ax* +2bxy + ¢y +dx +cy +f=0
la ecuacién de una cénica Cy sea
t _ 2 2

X'Ax = ax” + 2bxy + ¢y
la forma cuadratica asociada. Entonces los ejes de coordenadas se pueden rotar
de tal manera que la ecuacién C con respecto al nuevo sistema de coordenadas
x"y'tiene la forma:

ax?+ay?+dx' +ey +f=0

Donde a; y a; son valores propios de A. La rotacion se puede efectuar mediante
la sustitucion x = Px’, donde P diagonaliza ortogonalmente a A.

Ejemplo 7.22
Describa la cénica C cuya ecuacion esta dada por:

5x% - 4xy + 8% + (20/\5)x - (80/\5)y + 4 =0
La forma matricial de esta ecuacion es:

XAx+kx+4=0

OQIN3LINOD



Donde: A=

> ‘2] k= [20//5, -80/5 |
2 8

det (A-al) = (a-9)(a-4)
Y, v2son vectores columna de la matriz P como sigue:

P Y -Yps
A

P diagonaliza ortogonalmente a A. Sustituyendo x = Px’

(Px")'A(Px") + k(Px') +y=0

Es decir: (x")(P'AP)x"+ (kP)x"+y=0
Dado que
ptap=|* ]; kP = [20/~/5, -80/5 | [% 7 1 =[-8, -36]
9 Vs %s
Entonces: 4x” +9y” - 8x'-36y'+4=0
Trasladando: 4(x%-2x) +9(y* - 4y) =4
Completando
cuadrados: 4(x"* - 2x"+ 1) + 9(y”? - 4y'+ 4) = -4+4+36
O bien: 4(x-1)* +9(y'-2)* =36
Sean x"=x"-1

" !
y =y -2
las ecuaciones de traslacion, entonces: 4x™ + 9y"* = 36

] n
o — +L

9 =1 eslaecuacion de una elipse.
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Ejemplo 7.23

Describa la cénica C cuya ecuacidn esta dada por:

5x —4xy + 8y -36 =0

O bien x'Ax-36=0
5 -2
-2 8

det (A-al) = (a-9) (a—4) =0

Donde: A=

Para a=4, se tiene:
by |
1=
1/\/—5
Para a=9, se tiene:
V) = 71/‘/—5
’/\5
Por lo tanto:

p| ¥ 15
—1/\/3 2/‘/—5

Diagonaliza ortogonalmente a A; ademas el det P=1; por lo cual, se puede con-

cluir que x=Px’es una rotacién o bien:
(x)' (P'AP) x'-36 =0

Donde:

P'PA =

4 0
09

OQIN3LINOD



, 4 0| x| 4 _
<y o5

4x*+9y? -36=0

2 {

2
+L:1
4

X

o — es una elipse.

9
7.8. RESUMEN

1. Si A es una matriz de, entonces un escalar a es un valor propio de A si hay
un vector v distinto de cero; tal que:

Av=av

El vector v#0 se llama un vector propio de A correspondiente a un valor
propio a

2. Si A es de orden nxn, entonces la ecuacion
(A-al)v=0
Es un sistema homogéneo de n ecuaciones con # incégnitas, como por hipé-
tesis (ya que v es un vector propio distinto de cero) el sistema tiene solucio-
nes no triviales, entonces:
det (A-al) =0

A esta ecuacion se le denomina la ecuacién caracteristica de A.

3. Si contamos multiplicidades, cada matriz de tiene exactamente n valores
caracteristicos.

4. Si A es una matriz de orden, entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
a) a es un valor caracteristico de A.
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b) El sistema (A-al)v = 0 tiene soluciones no triviales.
c) Existe un vector v#0 en R"tal que Av = av

Si a es un valor caracteristico de A, entonces el espacio solucién del sis-
tema de ecuaciones (A-al)v = 0 se denomina el espacio caracteristico de A
correspondiente a a, y los vectores diferentes de cero en el espacio caracte-
ristico, se denominan los vectores caracteristicos de A correspondientes a a.

Sea A una matriz de y seanay, ay, -+, a, valores caracteristicos diferentes de
A con sus correspondientes vectores caracteristicos vy, v, -+, V. Entonces v;
son linealmente independientes o lo que es equivalente, los vectores caracte-
risticos correspondientes a valores caracteristicos diferentes son linealmente
independientes. (La demostracion se hace por induccidn).

Sea a un valor caracteristico de A, entonces la multiplicidad geométrica de
a es la dimension del espacio caracteristico correspondiente a a (que es la
nulidad de la matriz A-al)s, esto es:

Multiplicidad geométrica de a = dim E,

Sea A una matriz de orden nxn, entonces A tiene n vectores caracteristi-
cos linealmente independientes si y solo si la multiplicidad geométrica de
todo valor caracteristico es igual a la multiplicidad algebraica. En particular,
A tiene n vectores caracteristicos linealmente independientes si todos sus
valores caracteristicos son distintos (pues si no, podrian ser menores que ).

Sea la matriz A de orden nxn.
a) Si« esun valor propio de A con v como vector propio correspondiente,

entonces ak

es un valor propio de A, de nuevo con v como vector propio
correspondiente, para cualquier entero positivo k.

b) Sia es un valor propio de una matriz invertible A con v como vector pro-
pio correspondiente, entonces 1/a es un valor propio de A™', de nuevo
con v como vector propio correspondiente.

c) Si a es un valor propio de A, entonces el conjunto E, es un subespacio

de R".



10. Una secuencia de intentos de m experimentos es una cadena de Markov si:
a) El resultado del intento m-ésimo, depende solo del resultado del intento
(m-1)-ésimo y no de los resultados en los intentos anteriores
b) La probabilidad de pasar del estado E;al estado E; en dos intentos sucesi-
vos del experimento permanece constante.

11. Se dice que una ecuacién de la forma
ax’ +2bxy+cyt +dx+cy+f=0
Donde son nimeros reales y al menos uno de ellos es diferente de cero, es
una ecuacion cuadratica en x,y. La expresion ax® + 2by + cy?, se denomina la

forma cuadratica asociada.

12.Sea ax® + 2bxy + ¢y* +dx +cy +f=0
la ecuacion de una cénica Cy sea

x'Ax = ax® + 2bxy + ¢y
la forma cuadrética asociada. Entonces los ejes de coordenadas se pueden
rotar de tal manera que la ecuacion C con respecto al nuevo sistema de coor-
denadas x'y"tiene la forma:
ax? +opy? +dx" + e’y +f=0
Donde a;y a, son valores propios de A. La rotacién se puede efectuar
mediante la sustitucion x = Px', donde P diagonaliza ortogonalmente a A.
7.9. APLICACIONES DE VALORES Y VECTORES PROPIOS
(Tomado de Aplicaciones de dlgebra lineal, Rorres y Anton, 1977)
En esta seccion se presentan aplicaciones a la demografia ademas de las apli-
caciones vistas en secciones anteriores, cabe recordar que este tema cuenta con

una gran cantidad de usos y aplicaciones en diferentes problemas de la ingenie-
ria y de otras areas del conocimiento.
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CRECIMIENTO DE LA POBLACION
Y LAS EDADES ESPECIFICAS

Uno de los modelos que mds comunmente utilizan los demégrafos para el cre-
cimiento de la poblacién es conocido como “modelo de Leslie”, desarrollado en
los afos cuarenta. Este modelo describe el crecimiento de la parte femenina de
una poblacién, humana o animal, clasificando a las hembras por edades en cla-
ses o intervalos de igual namero. Especificando, suponga que la edad maxima
alcanzada por una hembra cualquiera de la poblacion en L afios (o alguna otra
unidad de tiempo) y que la poblacién se divide en n clases de edades. Cada
clase tiene L/n afos de duracion. La identificacion de cada clase y los intervalos
correspondientes, se haran de acuerdo con la siguiente tabla:

Clases de edades Intervalos de edades
1 [0, L/n)
2 [L/n, 2L/n)
3 [2L/n, 3L/n)
n-1 [(n-2)L/n,. (n-1)L/n)
n [(n-1)L/n, L]

Suponga conocido el nimero de hembras de casa una de las n clases en el
tiempo t=0. En particular, suponga que hay x{” hembras en la primera clase,
x§” en la segunda y asi sucesivamente. Con estos 7 nimeros se puede formar el
vector columna x' siguiente:
x{?
x50
FONS

£

A este vector es al que se le llama vector de la distribucion inicial de edades.
A medida que transcurre el tiempo y debido a los procesos bioldgicos (naci-

miento, envejecimiento y muerte), cambia el numero de hembras que hay en
cadauna delas n clases. Describiendo los procesos bioldgicos cuantitativamente,



0

se vera que el vector de la distribucién inicial de edades puede proyectarse hacia
el futuro.

La forma mas facil de estudiar el proceso del envejecimiento consiste en
hacer observaciones directas de la poblacién en tiempos discretos, como por
ejemplo 1o, 11, 15, «++ 1, ---. El modelo de Leslie requiere que la duracion entre

OQINTLNO

dos tiempos sucesivos de observacion sea igual a la duracién de los intervalos
de edad. Por lo tanto, se tiene que

to = 0
L
th=—
n
2L
Hh= —
n
kL
L= —

Con esta suposicion, todas las hembras de orden (i+1) en el tiempo fx.1, estaban
en la clase de orden i en el tiempo #.

Los procesos de nacimiento y muerte entre dos tiempos sucesivos de obser-
vacion se pueden por medio de los siguientes parametros demograficos:

Es promedio del nimero de hijas que tiene una

a; .
’ hembra durante el tiempo que permanece en la
i=12 -, n .
clase de orden i
b; Es fraccidn de las hembras de la clase de orden que

i=1,2,--,n-1 seesperasobrevivan y pasen a la clase de orden i+1

Por definicion, se tiene que

(i) ai=0parai=1,2,-,n
(i)0<bi<lparai=1,2,-,n-1
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Note que ningtin puede ser igual a cero, ya que de ocurrir esto, ninguna hembra
sobrevivird mds alld de la clase de orden i. También se supone que hay por lo
menos un valor de se le llama clase fértil.

k)

En seguida el vector de la distribucion de las edades, x® enun tiempo f,

x,®

(k)
X2
K = i

x,®)

Expresion en la cual x* es el nimero de hembras de la clase de orden i en
el tiempo f. Por otra parte, en el tiempo fi, las hembras de la primera clase
son Unicamente, las nacidas entre los tiempos #.; y #x. En consecuencia, puede

escribirse
Al numero de hijas
El nimero de hembras B clase 1 entre los tiempos
de la clase 1 en el tiempo # B clase 1 en los tiempos
L1y b
El ndmero de hijas El ndmero de hijas
de las hembras - de las hembras
de la clase 2 entre de la clase n entre
los tiempos tx_1 y tx los tiempos ti_1 y tx
O bien, matematicamente,
1 = @V + a4+ gD (7.9)
El nimero de hembras de la clase de orden (i+1), donde i=1, 2, ---, n-1, en el

tiempo fx-1 que todavia estdn vivas en el tiempo #. Entonces

, La fraccion de hembras
El nimero

de hembras de la clase = dela clase i que

i+1 en el tiempo fx sobreviven y pasan a la

clase i+1



El nimero de hembras
de la clase i tiempo #;

O bien, matematicamente,
xiuf? = by x* Y, i=1,2, -, m-1 (7.10)

Usando la notacién matricial, las ecuaciones (7.9) y (7.10) pueden escribirse en
la siguiente forma

x® a, a; as - anq dn | |x*Y
O by 0 0 - 0 0]|x*Y
xPl=l0 b 0 « 0 0] x%Y
%@ [0 0 0 o by 0] [x*Y

En forma mas compacta
0 =1, k=1, 2, . (7.11)

Donde L es la matriz de Leslie.

_al a, dz - Au-1 an_
b, 0 0 - 0 0
=10 b 0 - 0 0 (7.12)
0O 0 0 - b,y O

De la ecuacion (7.11), se tiene que

xD= 1O

= 14D = 12,0

xO= [ = 13,0

A= Lk = Ry (7.13)

Asi, la distribucidn inicial de las edades, x©, y la matriz de Leslie, L, son cono-
cidas, se puede determinar de la distribucion de las edades de las hembras en
cualquier tiempo futuro.

OQIN3LINOD
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Ejemplo 7.24

Suponga que la edad maxima alcanzada por las hembras de una poblacién ani-
mal es de 15 anos y que esta poblacion se divide en tres clases de edades iguales,
con intervalos de cinco afios. Suponga que la matriz de Leslie para esta pobla-

cion es
0 4 3
L= % 0 0
0 u 0

Si inicialmente hay 1000 hembras en casa una de las clases, aplicando la ecua-
cion (9.3), se tiene

1,000
L= | 1,000
1,000
F0 4 37 1,000 7,000
W=Ix9=| 1 0 0 1,000 | =| 500
L0 % 0 [ 1,000 250
0 4 371[ 7000 1 [70007
P=1xP=| 1% 0 0 500 | =1 3,500
L0 wu o0 ]| 250 | | 125 |
f0 4 37072750 1 [ 4,375]
D=1xP=| % 0 0 3,500 | =1 1,375
L0 w0 ]| 125 | | 875

Por lo que, después de 15 afios, habra 14,375 hembras entre o y 5 afios de edad,
1,375 entre 5y 10, y 875 entre 10 y 15 afos de edad.

COMPORTAMIENTO EN EL LIMITE

Aungque la ecuacion (7.13) de la distribucién de las edades de la poblacion en
cualquier tiempo, no aporta, de inmediato, un cuadro general de la dindmica



del proceso de crecimiento. Por esto, es necesario investigar qué ocurre con los
valores propios y los vectores propios de la matriz de Leslie. Los valores propios
de L son las raices del polinomio caracteristico correspondiente.

p\) =N I-L]
= )\n - al}\”'l - azbl}\”'z - agblbz)\n_3 — e — anblbz bn—l

Para analizar sus raices es conveniente introducir la funcién

a1 +6lzl72 anb1bz anb1b2 bn-1

p(}\) = T }\2 }\3 A" (714)

Con ella, la ecuacion caracteristica puede escribirse de la forma (verificar)
p(A\)=1 para A=0. (7.15)

Como ningun valor de o es negativo, decrece en forma monotona para los
valores de mayores que cero. Ademas, tiene una asintota vertical en y tiene a
cero cuando . Por lo tanto, como se indica en la figura 7.4, hay un valor unico
de, por ejemplo, para el cual . Es decir, la matriz L tiene un valor propio tnico
positivo. Se puede también demostrar que es simple, es decir, que tiene multi-
plicidad uno. Aunque aqui se omitieran los detalles del calculo, el lector puede
verificar que un vector propio de , es decir, una solucion vectorial diferente de
cero de

LX1 = )\1X1

es
— ) —
b/ M
b1 bz / }\12
by by by | \y?

bi by bs I\ (7.16)

X1

by by - by I ™!
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FIGURA 7.4
Comportamiento

de }\1

Como A, es simple, el espacio propio correspondiente es unidimensional, por
lo tanto, cualquier vector propio de A; es un multiplo de x;. Estos resultados se
resumen en el siguiente teorema:

Teorema 7.14

Una matriz de Leslie L, tiene un valor propio positivo tnico A;. Este valor pro-

pio es simple y tiene un vector propio x; cuyas entradas son todas positivas.
Ahora, se demostrara que el comportamiento, a largo plazo, de la distri-

bucién de las edades de la poblacién, queda determinado por el valor propio

positivo A; y el vector propio correspondiente x;.

Teorema 7.15
Si A1 es el valor propio tinico positivo de una matriz de Leslie L y si A; es cual-
quier otro valor propio real o completo de L, entonces, |A;| < \;.

Por el teorema 7.15, a se le conoce como valor propio dominante de L. Para
el propdsito de este capitulo se requiere que |A;| < A;. Para todos los valores
propios de L. Si este es el caso, se dice que A, es un valor propio estrictamente
dominante de L. Sin embargo, como se comprueba en el siguiente ejemplo, no
todas las matrices de Leslie satisfacen esta condicion.



Ejemplo 7.25

Sea
0 0 6
L= % 0 0
0% 0

El polinomio caracteristico de L es
pA)=|\ I-L|= N-1.

Y por lo tanto, los valores propios de L son las soluciones de A’x 1

NI U EIFR S N
2 2

3
i
2 2

El valor absoluto de los tres valores propios es uno, por lo tanto, el valor propio
unico positivo A\;=1 no es estrictamente dominante. Note que la matriz tiene la
propiedad de que L’=I. Esto significa que para cualquiera que sea la distribu-
cién inicial de edades, x9, se tiene

XO0= x® = x©O= ... =x6O= ...

Asi, el vector de la distribucion de edades oscila con periodo de tres unida-
des de tiempo. Tales oscilaciones (u ondulaciones de la poblacién, como se les
llama) no podrian ocurrir si A; fuera estrictamente dominante, como se vera
posteriormente.

El analisis de las condiciones necesarias y suficientes para que A; sea un
valor propio estrictamente dominante, queda fuera del alcance de este libro.
Sin embargo, se enunciard, sin demostracion, la siguiente condicion suficiente:

Teorema 7.16

Si dos entradas sucesivas a; y ai;1, de la primera fila de una matriz de Leslie L

son diferentes de cero, el valor propio positivo de L es estrictamente dominante.
Por lo tanto, sila poblacién femenina tiene dos clases de edad fértil sucesivas,

la matriz de Leslie correspondiente tiene un valor propio estrictamente domi-

nante. Esto sucede siempre en la realidad si los intervalos para las poblaciones
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realistas de edad de las clases de la poblacion son lo suficientemente pequeiios.
Note que en el ejemplo 7.25, solo hay una clase que es fértil (la tercera) y por lo
tanto no se satisface la condicidn del teorema 7.16.

Suponga que se puede diagonalizar la matriz L. Esto realmente no es nece-
sario para las conclusiones a las que se pretende llegar, pero simplifica los argu-
mentos. En este caso L tiene valores propios, A, Az, «++, Ay, NO necesariamente
distintos y n vectores propios linealmente independientes, x1, x5, +++, X, corres-
pondientes. En este listado se coloca primero al valor propio que es el estricta-
mente dominante. Se construira una matriz P cuyas columnas seran los valores
propios de L:

p=lx1ixg i X3 i e Py ]

Entonces, la diagonalizacion de L queda expresada por la ecuacion

MO 0
0 X\ 0

L=P . P!
0 O An

AMF0 0
0 A 0
L*=p . .| pt!
0 0 A
Para k=1, 2, ---. Entonces, para cualquier vector de la distribucién inicial de
edades, x9, se tiene
AMF0 0
k cee
L*%?=pL*=P (.) }.\2 : 9 pix?
0 0 A



Parak=1,2, ---. Dividiendo los dos miembros de esta ecuacién por N y sabiendo
que xXP=LFx©) se tiene

1 0 - 0
XZ k s
A . . . .
1 0 0 - (%)

Como A, es el valor propio estrictamente dominante,|)‘7 v < 1parai=2,3, -, n
se concluye que

(*\)* > 0 cuando k > co parai=2,3, -,

Ahora, puede tomarse el limite de los dos miembros de la ecuacion (7.17) para

obtener
0 0 0
li 1 o0 - 0
o —x®=p |0 T T p0 (7.18)
}\1 . . . .
0 0 0
lim[ 1 x®
koo (—k =Cxy (7.19)
A
La ecuacion (7.19) da la aproximacion
*0x Afxy (7.20)
Para valores grandes de k. Por la ecuacion (7.20) se tiene también que
KV Af x (7.21)
Comprobando las ecuaciones (7.20) y (7.21), se ve que
x® z A x KD (7.22)
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para valores grandes de k. Esto significa que, para valores grandes del tiempo,
ceda vector de la distribucion de edades es un multiplo escalar del vector de
la distribucion de edades inmediato anterior, siento el escalar el valor propio
positivo de la matriz de Leslie. Entonces, la proporcion de hembras en casa una
de las clases se vuelve constante. Como se vera con el siguiente ejemplo, estas
proporciones en el limite pueden determinarse a partir del vector propio x;.

Ejemplo 7.26 (ya presentado con anterioridad)
La matriz de Leslie en el ejemplo 7.24 era

0 4 3
I=|% 0 O
0 %4 0

El polinomio caracteristico es P(\) = \>~2\ —3% y el lector puede verificar que el
valor propio positivo es A;= %. Por (7.16), el vector propio correspondiente x; es

1 1 1
X1= b1/>\1 = (1/2) / (3/2) = Y
biby | \y? (%) (%) (34)* Vis
Por (7.22) se tiene 0 x (34) xD

Para valores grandes de k. Por lo tanto, cada cinco afios, aumentard en aproxi-
madamente un 50% el numero de hembras en cada una de las tres clases, como
aumentard también el nimero total de hembras de la poblacion.

1
Por (7.20) se tiene P (3h) x| 1w
1/18

En consecuencia, las hembras estardn distribuidas, finalmente, de acuerdo con
las relaciones 1 : % : Yis. Esto corresponde a una distribuciéon del 72% en las
hembras en la primera clase, 24% en la segunda y 4% en la tercera.



Ejemplo 7.27

Para este ejemplo se utilizaran los parametros de nacimientos defunciones de
las mujeres canadienses a partir del afio de 1965. Como son pocas las mujeres
que se embarazan después de los 50 afios, el problema se limitara a la parte de
la poblacién femenina cuya edad esta comprendida entre 0 y 50 afios. Los datos
presentan clases de 5 afios, por lo que se tendra un total de diez clases de edades.
En lugar de escribir toda la matriz de Leslie, 10x10, se presentara una lista de los

parametros de nacimientos y defunciones, como sigue:

Intervalos de edades a; b;
[0,5) 0.00000 0.99651
[5, 10) 0.00024 0.99820
[10, 15) 0.05861 0.99802
[15,20) 0.28608 0.99729
[20, 25) 0.44791 0.99694
[25,30) 0.36399 0.99621
[30,35) 0.22259 0.99460
[35,40) 0.10457 0.99184
(40,45) 0.02826 | 0.98700

(45, 50) 0.00240 -

Por medio de las técnicas numéricas, el valor propio positivo y el vector propio

correspondiente son

[ 1.00000 |
0.92594
0.85881
0.797641

A =1.07622y x1=| 0.73800

0.68364

0.63281

0.58482

0.53897

| 0.49429

Asi, si las mujeres canadienses continuaran respondiéndose y muriendo de la
misma forma que en 1065, finalmente cada cinco afios, los nimeros aumentaran
en 7.622%. Por el vector propio x; se ve que, el limite, por cada 100,00 hembras

OQIN3LINOD
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cuya edad esté comprendida entre 0 y 5 afios, habra 92,594 hembras cuya
edad esté comprendida entre los 5 y 10 afios, 85.881 entre los 10 y los 15 y asi
sucesivamente.

Considere de nuevo la ecuacién (7.20) que da el vector de la distribucion de
la poblacién por edades, para valores grandes del tiempo:

x0 x A xy (7.23)
Se presentan tres casos que dependen del valor del valor propio positivo,

i. La poblacion finalmente crece si A\;>1
ii. La poblacién finalmente decrece si A;<1
iii. La poblacidn se estabiliza si A;=1.

El caso A\1=1 es de particular interés porque determina una poblacién de creci-
miento cero. Para cualquier distribucién inicial de las edades, la poblacion tiene
a una distribucién de las edades en el limite que es algtin multiplo del vector
propio. Por las ecuaciones (7.14) y (7.15) se ve que A\;=1 es un valor propio si,
y solo si,

a, + aby + asbiby + -+ abiby - b, =1 (7.24)
La expresion

R=a, + axby + asbiby + - + a,b1by -+ b, (7.25)
se llama tasa neta de la reproduccion de la poblacién. Entonces, se puede decir

que una poblacion es de crecimiento nulo si, y solo si, su tasa neta de la repro-
duccién es igual a la unidad.



7.10. NOTAS HISTORICAS

La primera aparicion de los valores propios fue en relacion
con su uso para resolver ecuaciones diferenciales. En 1743,
Leonhard Euler (Basilea, Suiza, 15 de abril de 1707 - San
Petersburgo, Imperio ruso, 18 de septiembre de 1783)
introdujo por primera vez el método estandar de resolu-
cién de una ecuaciéon diferencial de n-ésimo orden con
coeficientes constantes

Y+ @y YV 4t @ Y+ agy =0

Usando funciones de la forma y=e”t, donde a es una raiz de la ecuacion
caracteristica:

't a1 2 v arz+ap=0

Esta es la misma ecuacion que se obtiene al hacer las sustituciones

(n-1)

N=R2=y, 3=y Yn=y"",

Reemplazando la inica ecuacién de orden » por un sistema de #n ecuaciones de
primer orden

Y1 = »
)/'2 = Y3
y'n — _aoyl —-a }/2 — e —=qy _lyn
Y calculando la ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes de este sistema.

David Hilbert

23 enero 1862, Konigsberg (Prusia)-14 febrero 1943,
Gottingen (Alemania).

El nombre de Hilbert ocupa un lugar muy especial en el ima-
ginario colectivo de los matematicos. Sin duda se trata del
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matematico mas famoso del siglo XX, a lo que contribuyeron de manera muy
especial su aportacion a la configuracién de los métodos axiomaticos actuales,
sus profundos resultados en dlgebra, teoria de nimeros, geometria y teoria de
funciones, los celebérrimos “problemas matematicos” que dejo planteados en
1900, y las venturas y desventuras de sus intentos de resolver la cuestién de los
fundamentos de la matematica. En el aflo de su muerte, se le celebraba como
aquel “a quien el mundo consideré durante las ultimas décadas como el mads
grande matematico vivo”.

La palabra alemana Eigen, que se traduce en espafiol como propio, se usé
por primera vez en este contexto por David Hilbert en 1904 (aunque Helmholtz
la usé previamente con un significado parecido). Eigen se ha traducido también
como inherente, caracteristico o el prefijo auto—, donde se aprecia el énfasis
en la importancia de los valores propios para definir la naturaleza tnica de
una determinada transformacion lineal. Las denominaciones: vector y valor
caracteristico también se utilizan habitualmente. (Fuente: Wikipedia)

FUENTE: https://
es.wikipedia.org/wiki/
Vector_propio_y_valor_
propio

En esta transformacion de la Mona Lisa, la imagen se ha deformado de tal
forma que su eje vertical no ha cambiado. (nota: se han recortado las esquinas
en la imagen de la derecha). El vector azul, representado por la flecha azul que
va desde el pecho hasta el hombro, ha cambiado de direccién, mientras que el
rojo, representado por la flecha roja, no ha cambiado. El vector rojo es entonces
un vector propio de la transformacién, mientras que el azul no lo es. Dado que
el vector rojo no ha cambiado de longitud, su valor propio es 1. Todos los vec-
tores de esta misma direccion son vectores propios, con el mismo valor propio.
Forman un subespacio del espacio propio de este valor propio.



Unos 20 afios mas tarde, Lagrange (José Luis de
Lagrange; Turin, 25 de enero de 1736-Paris, 10 de
abril de 1813) dio una version mas explicita de esta
misma idea, al hallar la solucién de un sistema de
ecuaciones diferenciales, encontrando las raices
de lo equivalente a la ecuacidn caracteristica de la
matriz de coeficientes. El sistema particular de ecua-
ciones diferenciales surgié del examen de los “movi-
mientos infinitesimales” de un sistema mecénico en la vecindad de su posicién
de equilibrio. En 1774, Lagrange resolvié un problema similar de mecanica
celeste usando la misma técnica.

El nombre de Cadenas de Markov se debe al matematico ruso Andrei
Andreevich Markov (1856-1922), quien las definié por primera vez en un
articulo de 1906 que trataba de la ley de los grandes
nimeros y posteriormente demostré muchos resultados
estandar sobre ellas. Su interés en estas sucesiones se
originé en las necesidades de la teoria de probabilidad.
Markov nunca tratd sus aplicaciones a las ciencias.
Los unicos ejemplos reales que utiliz eran de textos
literarios, donde los dos estados posibles eran vocales y

consonantes. Para ilustrar sus resultados hizo un estudio
estadistico de la alternancia de vocales y consonantes en el libro de Pushkin:
Eugen Onegin.

Andrei Markov dio clases en la Universidad de San Petersburgo de 1880
a 1905, y se retir6 para dar paso a matematicos mas jovenes. Ademas de su
trabajo en probabilidad, hizo contribuciones a campos como teoria de numeros,
fracciones continuas y teoria de la aproximacién. Fue un participante activo en
el movimiento liberal ruso en la época anterior a la Primer Guerra Mundial; en
varias ocasiones critic publicamente la actuacion de las autoridades estatales.
En 1913, cuando como miembro de la Academia de Ciencias se le pidio
participar en las pomposas ceremonias de celebracion del 300 aniversario de la
dinastia Romanov, preﬁri(') organizar una conmemoracion del 200 aniversario
de la publicacion de la ley de los grandes numeros de Jacobo Bernoulli.

FIBONACCI (1175-1230) El notable matematico italiano Leonardo de Pisa
mejor conocido por su sobrenombre de Fibonacci, una abreviacion de “filus
Bonacci” que significa el hijo de Bonaccio de Pisa. Su padre, notario publico
de Bugia, en Argel, confi6 su hijo a las ensefianzas de un maestro de célculo
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musulman: dedicé “algunos dias” al estudio del dbaco, aprendié los signos
numéricos de los indios, y penetré en seguida en los secretos de la ciencia
arabiga. Ulteriores viajes lo llevaron posteriormente a través de Oriente y de
Europa, hacia Egipto, Siria; Grecia, Sicilia y Provenza. Por doquier planted
nuevas cuestiones a los mas afamados maestros con los que media sus fuerzas
para perfeccionar su sabiduria. “Pero todo esto, y el algoritmo y los arcos de
Pitagoras, solo me parecieron otras tantas equivocaciones, comparadas con el
método de los indios”

En el afio 1202, a los 27 afios de edad, fue cuando escribié Leonardo, resu-
miendo su sabiduria singular, un gran libro sobre el arte de calcular, el Liber
abaci, en el que por primera vez un matematico cristiano ofrecia a sus con-
temporaneos una imagen completa, acabada y ordenada con la mayor claridad,
del arte del calculo tal y como éste se habia desarrollado mas alla del mundo
europeo. Nos informa en ella que, habiendo aprendido en Berberia, el sistema
numérico de los arabes lo transmitia “a la raza latina para que ésta no permane-
ciese mas tiempo privada de éI”.

En el Liber abaci comenzaba Leonardo explicando los signos numéricos,
ensefiando a continuacion a calcular con los dedos, asi como las operaciones
mas sencillas con los nimeros enteros y las fracciones. Una gran parte de sus
problemas se referian a casos practicos. Asi, por ejemplo, en la seccion 8 trataba
“de los precios de las mercancias a largo plazo’, en la 9, “del intercambio de
mercancias y cosas semejantes”; en la 10, “de la aligacién y compania”; enla 11,
“de la aleacion y mezcla de las monedas”; en la 15, “de las reglas pertenecientes
a la Geometria y de los problemas del Algebra y Almucabala”. Es en éste mismo
libro donde expone su ejemplo de los conejos y como se construye la sucesion
que posteriormente llevara su nombre.

0
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En 1826, Cauchy analizo las formas cuadraticas
con tres variables, es decir, formas del tipo Ax* + By, +
CZ* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz. Demostrd que la ecuacion
caracteristica formada a partir del determinante:

m g >
oW
O T

permanece igual bajo cualquier cambio de ejes rectangulares, lo que
nosotros llamarfamos un cambio coordenado ortogonal.

7.11. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Propiedades de una matriz ortogonal Q.
Sean Q una matriz ortogonal de nxn y x, y dos vectores columna ortogonales
arbitrarios de R" entonces:

i)  (Qx)(Qy) = xy; preservacion del producto interior.
i) [|Qx|=]x

iii) Angulo entre xy = éngulo entre QxQy ; preservacion del dngulo.

; preservacion de la longitud.

Demuestre las propiedades i) y ii).

2. Si Qiy Q son matrices ortogonales, mostrar que también Q; Q, es ortogo-
nal. Si Q, es una rotacién en © y Q, es una rotacion en @ ;Qué es Q; Q. ?

3. La factorizaciéon QR. Cualquier matriz A con columnas linealmente inde-
pendientes puede factorizarse en un producto A=QR. Las columnas de Q
son ortonormales y R es triangular superior e invertible. Si la matriz original
A es cuadrada, también lo son sus factores Q y R, y entonces Q sera una
matriz ortogonal.

a) Apliqueel procesode Gram-Schmidta: a;=[0,0,1]',a,=[0,1,1]', a;=[1,1,1],
y escriba el resultado en la forma A=QR.
b) Factorice la matriz A en la forma QR.
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i

. Usando Easyfit o algtn software de ajuste de datos, encuentre el ajuste lineal

de los puntos siguientes:

a) (1,3),(-2,4), (7,0).
b) (1,2), (0,0), (2,7)
c) (1,-3), (4,6), (-2,5), (3,-1).

. Encuentre el mejor ajuste cuadratico a los puntos de datos:

a) (2,-5),(3,0), (1,1), (4,-2).
b) (-7,3), (2,8), (1,5).
c) (1,-1),(3,-6), (5,2), (-3,1), (7,4).

. Un fabricante compra grandes cantidades de ciertas refacciones para maqui-

nas. Encuentra que su costo depende del nimero de cajas de piezas que
compra una vez y que el costo por unidad disminuye al aumentar el nimero
de unidades compradas. Supone que el costo es una funcién cuadratica del
volumen y de experiencia anterior, obtiene la tabla siguiente:

No de cajas Costo total
10 150
30 260
50 325
100 500
175 670

Encuentre la funcidn de costo total.

. Usando el ejemplo que se adjunta conteste la siguiente pregunta ;puede

encontrarse una raiz cuadrada R de la matriz A de rotaciéon de 90° y verificar
que R*=A? Recordar que R y R* comparten los mismos vectores propios, en
otras palabras, la misma S. En realidad, hay 8 raices cuadradas R posibles

porque\/_lz il,\/_izi %,ﬁzi%'



8. a) Determine los valores y vectores propios de la matriz
1 -1
2 4

Verifique que la traza de A es igual a la suma de los valores propios y que el

A=

determinante es igual al producto de valores propios.

b) Resuelva el sistema u(t)=Au(t) si u=(0, 0)" ;Cuales son las dos solucio-
nes exponenciales puras?

9. a) Si Ay B comparten la misma matriz de vectores propios S de modo tal
que A=SAE;S'y B=SAE,S™" pruebe que AB=BA (Nota: recuerde que
AE,\AE,=AE,E; ya que se trata de matrices diagonales)

b) Si A estd definida como sigue, encuentre un ejemplo para dicha B.
A= 1 1
1 1
10. Si cada namero es el promedio de los dos niimeros anteriores, G2 = %2 (Ggs1

+ Gy), construya la matriz A y diagonalicela comenzando con Go=0y G1=%,
encuentre una férmula para Gyy calcule su limite cuando k > oo.
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