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Introduccion

“El estudio profundo de la naturaleza es la fuente mds fértil de descubrimientos matemdti-

i3}

cos
Jean-Baptiste Joseph Fourier

El estudio de la propagacién de ondas es esencial en la ingenieria civil, ya que gracias al modelado de
este tipo de fendmenos se puede estimar la severidad del movimiento sismico, considerando la fuente y
los trayectos de las ondas. En este estudio se ha comprobado que el papel de la geologia superficial local
puede generar el incremento de amplitud, asi como también de la duracién del movimiento durante el
sismo, generando afectaciones considerables en las obras civiles, poniendo en riesgo a la poblacién [Aki
and Richards, 2002]. Hay sitios donde las caracteristicas dindmicas del suelo pueden ser predichas gracias
los datos disponibles generados a partir de la instrumentacion sismica. Sin embargo, cuando no existen
estos datos la unica forma de predecir estas propiedades dindmicas es a partir del modelado matematico
de la propagacién de ondas .

El tratamiento matematico de estos problemas se complica proporcionalmente a la similitud con la reali-
dad, por ello para realizar el modelado de la propagacién de ondas se hacen varias hipétesis que pueden
parecer algo lejanas a las condiciones que se presentan en la naturaleza. El modelado clasico de la pro-
pagacion de ondas consiste en considerar algunas hipétesis que suelen simplificar el problema, prime-
ramente se considera que el medio es continuo, elastico, homogéneo (propiedades mecanicas iguales en
el medio) e isétropo; sin embargo, aunque estas hipdtesis generan resultados satisfactorios para varios
problemas de interés en ingenieria sismica, en ocasiones se necesita modelar otro tipo de materiales, por
ejemplo en los cuales las propiedades mecdnicas varien dentro en el medio. Estos medios se denominan
heterogéneos y son comunes en la naturaleza, por ello es conveniente generar un modelo matematico que
pueda explicar su comportamiento [Ben-Menahem and Beydoun, 1985].

En las dltimas décadas se ha incrementado la capacidad de computo y se han generado modelos numéri-
cos que pueden tratar estos problemas complejos. Una familia de métodos numéricos para este tipo de
problemas son los Métodos de Elementos de Frontera (MEF) o BEM por sus siglas en inglés. Los cuales
tienen la ventaja ante los métodos de dominio como el Método de Diferencias Finitas (MDF) y el Método
de Elemento Finito (MEF) de requerir poca discretizacion [Sdnchez-Sesma and Campillo, 1991], dismi-
nuyendo asi el tiempo de computo. El dnico requerimiento de utilizar el MEF es el conocimiento de la
solucién fundamental del problema de valores en la frontera, la llamada Funcién de Green.

Para iniciar este estudio, en el primer capitulo se dan los elementos de la teoria elastodindmica clasi-
ca, en el segundo capitulo se estudia la ecuacion de Navier-Cauchy para un medio heterogéneo a partir de
la teoria de rayos, para asi obtener una funcién de Green para el medio heterogéneo. En el tercer capitulo
se presenta brevemente el modelo numérico usado basado en la formulacién indirecta del MEF, el IBEM
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por sus siglas en inglés.

Este trabajo tiene como objetivo presentar y validar una solucién fundamental propuesta para resolver
el desplazamiento antiplano en un semiespacio, donde la velocidad de propagacién de ondas S varia li-
nealmente con la profundidad. La funcién de Green para el medio heterogéneo se usa en el IBEM para
resolver la difraccién de ondas en distintas configuraciones de geologia superficial y de inclusiones. Se
obtienen funciones de transferencia y sismogramas sintéticos de la respuesta en receptores en la superfi-
cie.



Capitulo 1

Elementos de elastodinamica

“En fisica las palabras y las formulas estdn conectadas con el mundo real”
Richard Phillips Feynman

Para poder establecer el comportamiento de un medio bajo condiciones dindmicas, es de gran impor-
tancia contar con una teoria fisico-matematica que gobierne este problema. Para ello surge la teoria de la
elastodindmica, la cual tiene sus bases en la hipétesis del medio continuo y deformable, en las leyes de
la mecdnica clasica de Newton y en la teoria de la elasticidad. A continuacién se desarrollard brevemente
los elementos de esta teoria, para ello utilizaremos la notacién indicial y sus convenciones, ademas de los
principios bésicos del célculo tensorial.

1.1. El tensor de esfuerzos y el tensor de deformaciones

La teoria de la elastodindmica tiene sus bases en dos hipdtesis: la hipétesis del medio continuo y la
hipétesis del cuerpo deformable. Un cuerpo G es llamado continuo si es una regién regular de R3 y si
para todo x € G se le puede asignar un campo escalar positivo p(x) llamado densidad de masa, i.e.:

V xeBcG, Jox), m(B):fp(x)dV (1.1)
B

Donde la funcién m(B) es conocida como la masa de B. Los puntos x € G son llamados puntos mate-
riales de G.

Consideremos un cuerpo B, llamemos B,.r la configuracion de referencia del cuerpo (no deformada)
Y Bgey como la configuracion del cuerpo ya deformada (Figura 1.1). Matematicamente se dice que un
cuerpo es deformable si existe un mapeo inyectivo ¢ que lleva a cada punto X € B,y a un punto X € By,
ie.

(%) ZXEBref—>XEBdef (12)

Definamos el campo de desplazamiento como:

ui(X) = ¢i(X) - X;;; (1.3)

Donde 6;; es la delta de Kronecker (Apéndice A.1). La interpretacion geométrica de este campo, es
la representacion del vector que une las posiciones sin deformar y la posicién deformada de cada punto
material (Figura 1.1).



4 Capitulo 1. Elementos de elastodindmica

F = Vo(X,1)
x =p(X,1)

Configuracion
de Referencia

Dot _
u(X+dX) = u(X)*+du

N

e;
Configuracion
Deformada

Figura 1.1: Configuracion de referencia B,.r y configuracion deformada B, ¢ de un cuerpo deformable

Definamos al gradiente de deformacion como el tensor de segundo orden tal que:

i

Fii = 3%,

(1.4)

Este tensor define la relacidn entre elementos diferenciales de la configuracion sin deformar y los de

la deformada. M4s concretamente, si dX es un vector diferencial situado en el punto X de la configuracién
de referencia y dx es el vector que resulta de la deformacién de dX se cumple que:

d¢i
dx; = —dX; 1.5

Xi 9 Xj j (L.5)

La demostracién de este resultado se omite en este trabajo, se puede encontrar en [Marsden and

Hughes, 1994]. A partir de las definiciones anteriores podemos obtener el gradiente del campo de despla-

zamiento:
Ou;  Op;
= — = —— — ;i 1.6
Yoox; o ox; Y (1.6)

El determinante del tensor de deformaciones es siempre positivo y diferente de cero, esto debido a
la interpretacion fisica de que la materia no puede desaparecer [Sini, 2010], por ello podemos obtener la
descomposicién polar de este tensor, teniendo:

F(X) = RX)U(X) 1.7)

Donde R(X) es un tensor ortogonal propio el cual estd asociado fisicamente con las rotaciones del
cuerpo y U(X) es un tensor simétrico definido positivo, el cual estd asociado fisicamente con el alarga-
miento del cuerpo. Se verifica que estos tensores son de la forma:

UX)= FTX)FX) RX)=FX)U'X) (1.8)
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Definamos el tensor derecho de Cauchy-Green como

Ok 0ok

Cis = Fulli = 5. ox,
i UAj

(1.9)

La descomposicién espectral del tensor derecho de Cauchy-Green se puede obtener a partir de la del
tensor de alargamiento U(X) [Sini, 2010]. Si los alargamientos principales se denotan como A;, A2, A3 y
las direcciones principales como vy, v», v3 entonces:

C=AVe ®Vy (1.10)

Donde ® es el producto tensorial. La cantidad 4, da una medida de la deformacién unidimensional
del cuerpo. El tensor de Cauchy-Green (1.9) se puede expresar en términos del campo de desplazamiento
(1.3), teniendo asi:

Ouy | Ouj | Ok Oug

Cii=0ij+—+—+ 111
YOO aX; 00X 0X; 0X; (1.11)

Definamos al tensor de Green-Lagrange como:
Ejj= 1(cl-,-—é,,-) (1.12)

2

Este tensor es empleado cominmente para modelos constitutivos en la teoria finita de deformaciones.
La descomposicion espectral de este tensor es:

1
E:E(/la—l)vaébva (1.13)
La cantidad % (/1(2, - 1) al igual que en el caso del tensor de Green-Cauchy da una medida de la defor-
macién unidimensional del cuerpo, pero tiene la ventaja de anularse cuando el cuerpo no estd deformado.

Podemos expresar el tensor de Green-Lagrange (1.12) en términos del campo de desplazamiento (1.3):

1 8ui ou j 8uk 8uk
=== =+ —=— 1.14
) (axj X, 0X; 90X, (1.14)
Para medir el tamafio de la deformacién definamos el parametro adimensional:
h(X) = |HX)I (1.15)

Una deformacion se considera infinitesimal si para todo punto X € B, , el parametro /(X) es muy
pequeiio, es decir:

h(X) < 1 (1.16)

Si agrupamos a los términos de segundo orden en O(h?), podemos expresar al tensor U y al tensor R
(1.8) como:

1({0u; Ou;j 5
Uij = 6ij+ 5 (a_xj + aTg) +0;j(h?) (1.17)
1 alzt,' 6Mj 2
Rij=6ij+ 5| o5 = 7 | T Qij(h 1.1
j 5/+2(axj aXi)JrOf( ) (1.18)



6 Capitulo 1. Elementos de elastodindmica

Definamos al tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy y al tensor de rotaciones infinitesi-
males como:

1 6ui 5Mj
1 éu,- c’iuj
== |—= - 1.2
@i 2(axj axi) (120

Al considerar que las deformaciones son infinitesimales, podemos considerar a los tensores de defor-
maciones infinitesimales como una aproximacion de primer orden a los tensores U y R, en particular el
tensor ¢;; con el tensor E;;. Con las ecuaciones (1.5), (1.6), (1.19) y (1.20) podemos obtener que:

dx; = dX; + Eijde + a),-jde (1.21)

Esta expresion muestra que al considerar deformaciones infinitesimales el vector de deformacién dx
se puede descomponer aditivamente en una traslacion de cuerpo rigido, en una rotacién de cuerpo rigido
y en una deformacién volumétrica, en contraste con el descomposicién RU para una deformacion finita.
En otras palabras al considerar deformaciones infinitesimales la teoria de deformaciones se linealiza.

De todos estos cambios el que nos interesa analizar es la deformacion volumétrica (1.19), ya que este
cambio es el tnico que produce esfuerzos.

En un medio continuo actdan dos tipos de fuerzas:
= Las fuerzas de cuerpo f(x) = p(x)b(x) que actian sobre los puntos materiales de G (Figura 1.2).

» Las fuerzas de superficie t™ derivadas del contacto entre dos partes cualesquiera del cuerpo, estas
fuerzas actian a través de la superficie de separacién (Figura 1.2). La fuerza t™, no sélo depende
de los puntos x € G, si no también depende de la normal n que orienta la superficie i.e.

t™ = t™(x, n) (1.22)

Este vector es conocido como el vector de tracciones de Cauchy.

Ry

Iy fn /

Figura 1.2: Fuerzas de cuerpo y de superficie en un medio continuo

Para poder demostrar la existencia del tensor de esfuerzos, enunciaremos los axiomas de nuestra
teoria [Sini, 2010]
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= Axioma del balance del momento lineal

azui
f £dV + 56 £Vas = f pomdV (1.23)
B 0B B

= Axioma del balance del momento angular

’u
fé,‘jkxjfkdv+§ e,-jkxjtde =fp€,'jkxj—2kdv (1.24)
B OB B ot

Donde u es el campo de desplazamientos del medio y €;jx es la densidad tensorial antisimétrica de
Levi-Civita (Apéndice A.1). Estos axiomas se deducen directamente de la segunda ley de Newton.

Teorema (Existencia del tensor de esfuerzos de Cauchy) Sea f y t™ un sistema de fuerzas para G.
Entonces, existe un tensor o (llamado tensor de esfuerzos de Cauchy) tal que:

W =oyn;  VxeG (1.25)

Para demostrar este teorema consideremos un punto Xg € G, y al cuerpo B como el tetraedro formado
por los vértices xo V1V, V3 (Figura 1.3).

Figura 1.3: Tetraedro generado por los vértices xoV1V, V3

Denotemos a n° como el vector normal unitario al plano V;V, V3, h como la distancia de xg al plano
V1V, V3. Llamemos X a la superficie opuesta al punto xyp, X; la superficie que contiene al punto xg y es
opuesta al vértice V; coni = 1,2,3, A(h) como el drea de £y A;(h) como el dreade X; coni = 1,2,3.

Del axioma del balance del momento lineal tenemos:

0 u;
| Sé 1Vas| < f |fi—P6—;|st KVol(B) (1.26)
B B

Donde Vol(B) es el volumen del cuerpo By K es una constante que no depende de 4. Si aproximamos
Vol(B) ~ h® y A(h) = h? tenemos:

lim — @ £VdS = 1.27
WA P, 9 =0 (1.27)
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Por otra parte, por el teorema del valor medio tenemos:

1 0
lim — @ £Vds = (™) 1.28
120 A(h) 5@ i i .

Andlogamente para las otras superficies:

3
1 A (h) 1 (—e))
Iim — @ ™ds =1i L 9§ t™ds =1 'n’ 1.29
50 A(h) 9€2j i hl—I>I(1)j 1Ay Ajh) Js, i (1.29)
Ya que Aj(h) = A(h)n(}. De las ecuaciones (1.27), (1.28) y (1.29) obtenemos:

(™) = 0~ (1.30)

Sin® - e} se cumple que £ = —tg_e’)

; , con lo cual obtenemos que la ecuacién anterior queda como:

(mo) _ [(e) 0
; —ti’nj (1.31)

(e) p - 2
Donde o; = t; 'nj es el llamado tensor de esfuerzos, que es lo que querfamos demostrar. La ecuacion

(1.25) es conocida como la relacién de Cauchy.

El tensor de esfuerzos de Cauchy contiene las componentes de los vectores de tracciones o = [tl(e] ), tge”, tl(.e3)]
orientadas a la base vectorial e, e», e3 en cualquier punto material del medio continuo (Figura 1.4). El
subindice i indica la cara donde se ubica el esfuerzo y el subindice j la direccién que toma del sistema de
referencia. Los esfuerzos o;; con i = j se conocen como esfuerzos normales, los esfuerzos o;; coni # j
se conocen como esfuerzos cortantes.

I3

2 —

Figura 1.4: Cubo diferencial con las componentes del tensor de esfuerzos

1.2. Ecuaciones dinamicas y constitutivas

Otras consecuencias que se deducen a partir de los axiomas (1.23) y (1.24) son las ecuaciones dinami-
cas, estas ecuaciones se enuncian a continuacién como teorema:

Teorema (Ecuaciones de movimiento) Sea f y t™ un sistema de fuerzas para G y sea o el tensor de
esfuerzos de Cauchy entonces:
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dojj (92141-
fi+ _ax,-J =po5 VxeG (1.32)
Oij =0ji VxeG (133)

Para demostrar la primera ecuacion partamos del primer axioma del balance del momento lineal (1.23)

*u;
f fdv + 56 (s = f pZ2tav (1.34)
B B B Ot
Podemos introducir ahora la relacién de Cauchy (1.25) la ecuacién (1.34), teniendo asi:
0*u;
f fdv + 95 oidS; = f pZZlav (1.35)
B OB g ot
Donde dS; = n;dS. Por el teorema de Gauss-Ostrogradsky, podemos reescribir la ecuacién (1.35)
como:
f FdV + f 9ij 4y - f Pui 1, (1.36)
B ' B Ox b B BP or? '
Puesto que B C G es arbitrario y f, p,0 y u son continuas, por el teorema de localizacién tenemos:
doyj
ﬁ+g—pﬁzo VxeG (137)
J

As{ terminamos la prueba de (1.32). Para demostrar la igualdad (1.33) partamos el axioma del balance
del momento angular:

*u
feijkxjfde+95 E,'jkle‘kds = fpeijkxj—zkdv (1.38)
B 9B B ot

Utilizando la relacién de Cauchy y que dS; = n;dS tenemos:

d*u
fpfijkxjfkdv + % Eijkxjo'kldsl = fpéijkxj—zkdv (139)
B 9B B or

Haciendo uso del teorema de Gauss-Ostrogradsky la ecuacion anterior se transforma en:

0 D uy
fBE,'jkxjfde+La—m(éijkxj()'kl)dvzfl;pfijkxjﬁdv (1.40)

Utilizando el teorema de localizacién, concluimos que:

0 %u
€i jk xjfk+B_M(Eijkxjo-kl)_peﬁkxja_tzk =0 VxeG (1.41)
Desarrollemos la ecuacion (1.41):
60'1(1 62uk
€ijkXj fk+6_xl_w +Eilk0'kl:0 Vxe G (142)

Vemos que en el primer término de la igualdad anterior, es la segunda ley de Newton para un medio
continuo (1.32). Entonces nuestra ecuacion se reduce a:
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€wor =0 YxeG (1.43)

Dado que la densidad tensorial antisimétrica multiplica a las componentes del tensor de esfuerzo y
da como resultado cero, concluimos que el tensor de esfuerzos es simétrico, ya que el producto de un
ente simétrico por otro antismétrico es siempre nulo. Esta condicién de simetria se puede expresar como
oij = 0ji, que es lo que que queriamos demostrar

La descripcion cinematica (deformaciones) y las leyes de movimiento son validas para cualquier ma-
terial considerado continuo y deformable. Sin embargo, la experiencia nos indica que los cuerpos respon-
den de manera muy distinta ante los mismos estimulos. Puesto que estas diferencias no aparecen en las
ecuaciones cinemdticas ni de movimiento, deben de aparecer en otro tipo de ecuacién. Estas ecuaciones
son las llamadas ecuaciones constitutivas, que establecen una relacién funcional entre los esfuerzos y las
deformaciones i.e.

o(x,1) = FF(x,1) (1.44)

Ademads de caracterizar el material estas ecuaciones compensan las incégnitas de cualquier proble-
ma mecdnico. Las ecuaciones constitutivas deben cumplir un principio basico [Gurtin, 1982], el llamado
principio de invariancia. El principio de invariancia establece que las relaciones constitutivas deben de
ser vdlidas para cualquier observador.

En este trabajo nos enfocaremos en los cuerpos sélidos, decimos que un material es sélido si posee una
configuracién de referencia, tal que cualquier deformacién que no sea un movimiento de sélido rigido lle-
va al cuerpo a una nueva configuracion deformada, en la cual su respuesta material es diferente. Ademas
de considerar un cuerpo sélido, definimos que este es eldstico si su respuesta no presenta histéresis y
ademds es independiente de la velocidad de aplicacion de las cargas.

Un material elastico es simple de caracterizar, ya que la dependencia del esfuerzo respecto a la defor-
macién es Unicamente a través del gradiente de deformacion, en el instante en el que se evalda. El valor
de la deformacidn en instantes anteriores no afecta el esfuerzo. Entonces definimos la siguiente ecuacion
constitutiva:

oij = Cijki€u (1.45)

Donde C;ji es el tensor de propiedades eldsticas del cuerpo deformable; este tensor es de cuarto
orden y estd compuesto por 81 constantes eldsticas. Esta ecuacién es conocida como la ley de Hooke para
medios continuos. Si desarrollamos para un i; fijo, podemos obtener que:

Ouy,
oii = Ciipy—o 1.46
ij ijkl axl ( )
Si consideramos que el material es is6tropo, a partir del teorema de Rivlin-Ericksen [Gurtin, 1982]
podemos demostrar rigurosamente que el tensor de propiedades mecdnicas queda caracterizado tnica-

mente por 2 constantes eldsticas (1 y w), conocidas como las constantes eldsticas de Lamé, teniendo asi:

Cijki = 0611 + p(0ik6 ji + 610 ji) (1.47)

Sustituyendo la ecuacion (1.47) en la ecuacién (1.45) podemos definir al tensor de esfuerzos en térmi-
nos de las constantes elésticas y la deformacién como:



1.3. La ecuacion de Navier-Cauchy 11

oij = /15,']'61(]( + 2/.161'1' (1.48)

Cuando se considera que estas constantes de Lamé no varfan respecto en el espacio se dice que el
medio es homogéneo; de lo contrario el medio es heterogéneo.

1.3. La ecuacion de Navier-Cauchy

En esta seccién obtendremos la ecuacion gobernante de la teoria de la elastodindmica. Para ello
sustituimos la ecuacién (1.19) en (1.48):

ou Uy 8ui ou j
ij = A0; — 4+ 1.49
Y oxe “(axj ax; (1.49)
Ahora derivamos respecto a x; para obtener la divergencia del tensor de esfuerzos
Ao 0%u; 0u; 0%u;
U +u( . ) (1.50)
8xj 8xi6xj 6xjc9xj axjaxi
Por el teorema de Schwarz tenemos que las derivadas cruzadas son iguales, tenemos:
9o &u; P u;
— =+ 1.51
ox, K gdn ox;  Hoxox (151)

Finalmente podemos sustituir la ecuacion (1.51) en la segunda ley de Newton para medios continuos
(1.32), obteniendo:

82u' %u; %u;
S+ (A = 1.52
fit A+ ) o +”axjaxj Pan (1.52)

La ecuacidn anterior es la ecuacidn gobernante de la elastodindmica y es conocida como ecuacion de
Navier — Cauchy. Utilizando un conocido resultado del anélisis vectorial:

%u,, 0 Ou;j %u;
I R i 1.53
(EJ" M gy dx, . Oxi Ox;  Oxj0x; (153)

Podemos reescribir la ecuacién de Navier-Cauchy (1.52) como:

) 02u~ azum 3 0%u;

~ Beijk €imn—a— = 1.54
ax:0x; Beij 6y x0x  oF )

lf+
P

Donde o Mz” yp? = z

son las velocidades de propagacion de las ondas P y S respectivamente.

Fisicamente, las ondas P o primarias ejercen una compresién sobre las particulas que se encuentran alre-
dedor de su trayectoria y deforman el medio elastico que las contiene; por esta razén son llamadas ondas
compresionales o longitudinales [Aki and Richards, 2002]. En cambio las ondas S o secundarias se pro-

pagan en el medio distorsiondndolo pero manteniendo el volumen constante; estas ondas son conocidas
como ondas transversales (Figura 1.5).
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Ondas S (transversales)

Figura 1.5: Propagacién de ondas compresionales (P) y ondas transversales (S)

Dada su naturaleza las ondas S se pueden descomponer en dos campos de ondas, SH y SV. Se dice
que las ondas SH, son ondas transversales (antiplanas) que se propagan en el plano, pero su movimiento
estd dado en direccién perpendicular al plano (Figura 1.6), mientras tanto las ondas SV son ondas que se
propagan en el plano pero su direccidn de propagacién estd contenida en el plano.

SH P-SV
. X o
Frente ,("D'u-ecci(m de Frente /# Direccion de
propagacion propagacion

SV

Figura 1.6: Direccién de propagacién de los diferentes campos de ondas SH, SV y P

1.4. Funcion de Green

En esta seccién obtendremos la solucion fundamental para la ecuacién de Navier -Cauchy (funcion de
Green) para un espacio completo en el caso antiplano (ondas SH). La solucién se obtendra en el espacio-
frecuencia.

Para empezar esta deduccién definamos la siguiente convencidn; asignemos los nombres usuales a las
coordenadas del plano cartesiano en tres dimensiones x; = x, x; = yy X3 = 2.

Teniendo en cuenta lo anterior hagamos la siguientes consideraciones. Se asume que s6lo existen compo-
nentes de fuerza y desplazamiento en la direccién y (perpendicular al plano), y que el campo de desplaza-
mientos es independiente de y. Esto nos lleva a tener un campo de desplazamientos dado de la siguiente
manera:

u = v(x,1)j (1.55)
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Conx = (x,2) yj = (0,1,0). También consideremos que la fuerza de cuerpo es una fuerza puntual
impulsiva unitaria con direccién en y (figura 1.7) ubicada en el punto & = (xo, zo) (fuente) aplicada en un
tiempo ¢ = 7 dada por:

SX, 1) = 6(t — 1)6(x — x0)d(z — 20) (1.56)

Donde 6(-) es la funcién delta de Dirac.

Figura 1.7: Linea de fuerza puntual impulsiva unitaria en direccién y

Al establecer lo anterior la ecuacion (1.54) adquiere la siguiente forma:

0%g(x, 1;&,7)

o 1.57)

1
BPAg(x 1:£,7) + 2801 = T)0(x — x0)3(c = 20) =
Donde g(x,t; &, 1) es la funcion de Green (Apéndice A.4) del espacio completo bidimensional. La
ecuacion (1.57) es conocida como la ecuacion de onda inhomogénea y se clasifica como una ecuacién
hiperbélica.

Utilicemos la transformada directa de Fourier (Apéndice A.2) en la ecuacién (1.57), dicha transformacién
nos hace un mapeo del tiempo a la frecuencia angular g(x, t; £, 7) = G(X, w; €); dando como resultado:

AG(X, w; &) + K G(x, w; &) = —%5()6 - X0)0(z — 20) (1.58)

Donde k = % es el nimero de onda. La ecuacidn (1.58) es conocida como la ecuacion de Helmholtz
inhomogénea y es clasificada en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales como una ecuacién
eliptica. Pasemos la ecuacidn (1.58) a coordenadas cilindricas

G(r,b,w;&)  10G(r,6,w;&) 1 8Gr0,w;é) 5
4 - +— + k2 G(r,0,w, &) = — o(r)o(o 1.59
or? r ar r? 96> (r6.w:8) 2mur (o) (199)
El problema no estd en funcién del dngulo 6, ya que en un disco de radio r = a se cumple que
G(a,0, w; &) = ¢, donde c es una constante. Entonces G es funcién Unicamente del radio r y de la frecuen-
cia angular w esto es G(r, w; &). Con ello establecemos el siguiente problema de valores en la frontera
(PVF) para un espacio completo bidimensional:
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o(r)

5 (5,2)€EQCR> N —w<w<oo  (1.60)
T

+K2G(r,w; &) = -

PG(r,w; &) , 1060 w9
or? r or

G(r,w;.f)ZO(%) r—oo00 N —00o<w< oo (1.61)

+ikG(r,w;§):0(%) r— oo N—oc0<w< 00 (1.62)

Con r = \/(x — x0)? + (z — z0)*. Las condiciones de frontera (1.61) y (1.62) son las llamadas con-
diciones de radiacion de Sommerfeld [Sommerfeld, 2013b], fisicamente la primera condicién establece
que la solucién se anula en el infinito, mientras que la segunda indica que no hay propagacién de energia
desde el infinito hacia una regién acotada del plano. Estas condiciones garantizan la unicidad del PVFE.

0G(r, w; &)
or

EL PVF tiene solucién analitica [Graff, 1975]. Observemos que el lado izquierdo de la ecuacién (1.60) es
la ecuacioén diferencial de Bessel de orden n = 0 (Apéndice A.3). Para obtener su solucién transformemos
la ecuacion (1.60) al dominio (77, w) utilizando la transformada de Hankel de orden n = 0 (Apéndice A.2),
teniendo asi:

1
(=7 + &) Gon w:8) = —5— (1.63)
mp
La solucién en el dominio (77, w) toma la forma:
Goln, ;) = —— [ — (1.64)
9a); =~ |\ >S5 5 .
o7 2mpu\n? - k2

Para obtener la solucién en el dominio (7, w), usemos la transformada inversa de Hankel, obteniendo
asi:

1 < Jo(nr)
G(r,w; &) = hﬂfo 1720—k2 ndn (1.65)

Para encontrar el valor de la integral (1.65) hagamos el cambio de variable z = ik, con ello la integral
queda como:

1 = Jo(nr)
G(r,w;€) = d 1.66
(r, ;&) Zﬂﬂfo e AN (1.66)
Cuya solucién es [Graff, 1975]:
< Jo(nr)
dn =K 1.67
i:%+£nn 0(zr) (1.67)

Donde Ky(-) es la funcién modificada de Bessel de segunda especie de orden O (Apéndice A.3).
Podemos ligar esta solucién con las funciones de Hankel primera y segunda especie. Las funciones de
Hankel cumplen la primera condicién de radiaciéon de Sommerfeld, en cambio sélo la de segunda especie
cumple la segunda condicién de radiacién, es por ello que utilizando las propiedades de las funciones de
Bessel modificadas tenemos:

%H(()z)(—izr) - %H(()Z)(kr) (1.68)
Finalmente sustituimos (1.68) en la ecuacién (1.66):

Ko(zr) =
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G (r, w; &) = 4L/AH‘(’2) (%r) (1.69)

Esta funcién de Green corresponde al desplazamiento en direccién y debido a una fuerza impulsiva
unitaria aplicada en direccidn y aplicada en & como lo indican los subindices, siendo uno de los compo-
nentes del Tensor de Green.

Dado que la funcién de Green quedd en términos de la frecuencia, podemos obtener su representacion
en el dominio del tiempo, para lo cual utilizamos la transformada inversa de Fourier [Abramowitz and
Stegun, 1964], teniendo:

1 H@t-9%)

g% HET) = 5 B (1.70)
Y t2 _ £2
B

Siendo H(-) la funcién de Heaviside. Fisicamente esta solucién genera frentes de onda circulares con
centro en la fuente & y rayos que describen la familia de rectas que pasan por la fuente como se muestra
en la figura (1.8).

Medio homogéneo

Figura 1.8: Rayos (color verde) y frentes de onda (color azul) de un medio homogéneo debidos a una
fuerza puntual impulsiva
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Capitulo 2

El medio heterogéneo

“No entre aqui quien no sepa geometria”
Inscripcidn sobre la entrada de la Academia de Platén

Las ecuaciones que gobiernan la elastodindmica clasica son regidas por hipétesis que ayudan a sim-
plificar el problema desde el punto de vista matemadtico, en ocasiones estas hipdtesis evaden la realidad,
por ello se busca un modelo que se asemeje mas a las condiciones naturales en las que se encuentran los
medios. Para ello se establecerd la ecuacion que gobierna un medio con cierta propiedad de heterogenei-
dad. La deduccién de esta ecuacion tiene como base la teoria de rayos.

2.1. La ecuacion de Navier — Cauchy para medios heterogéneos

En el capitulo anterior se establecié la ecuacién que gobierna un medio continuo isétropo y ho-
mogéneo en condiciones dindmicas, la condicion de homogeneidad se establece al no variar las constan-
tes de Lamé (1 y ). Se puede entonces establecer una variacion de estas constantes respecto a alguna de
las variables espaciales, generando asi un medio heterogéneo.

Teniendo en cuenta esto se desarrollard la ecuacién de Navier — Cauchy considerando que el medio tiene
una variacioén de la densidad y de las constantes de Lamé respecto a las variable espaciales. Teniendo en
cuenta lo anterior, definimos que las constantes de Lamé estan en funcion del espacio, esto es 4 = f(x) y
u = g(x) al igual que la densidad p = h(x). La ecuacién constitutiva adquiere la siguiente forma:

o (P, i
axj (9xi

Siguiendo un procedimiento andlogo al capitulo anterior, se obtiene la divergencia del tensor de es-
fuerzos, teniendo asi:

2.1

dori; T
% _ 9 (/15 a”")+ 0 [ﬂ(au +ﬂ) 2.2)

ax; ~ o \Cian ) ax Moy, o
Se observa que se tendrd que aplicar la regla para el producto de derivadas; obteniendo de nueva

cuenta la ecuacién de Navier-Cauchy para un medio homogéneo mds una parte adicional dada por las
derivadas de las constantes de Lamé:

A0 &*uj u; 0 0uj  Ou (E)ui N %) 23)

U _n ot
Ox; (A n )Bxiaxj THaxiox; " axax; o \ax; o

17
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Sustituyendo en la ley de Newton para medios continuos se tiene:

2.4)

&u Pu;j A 0u;  u (ﬁui +au,~)_ & u;

L+ (1 ax dx;  ox;\ax; | ox) Por
fir( ”‘)a ax]+“ax,~axj+axiaxj+6x]~ ax; " ax) " or

La ecuacién (2.4) es conocida como la ecuacién de Navier — Cauchy para medios heterogéneos. Un
caso particular de esta ecuacion es claramente la ecuacién (1.52). Dado que el caso de estudio es el
antiplano, consideremos de nueva cuenta que el campo de desplazamiento estd dado por u = v(x,?)j.
Esto nos lleva a que la ecuacién de Navier-Cauchy para un medio heterogéneo tome la forma:

2 .
1 du dg(x,1;€, T) 5(;-1)5(x 20)8(z — 20) = 07¢(x, 1;£,7)

i=1,3 (2.5
p(?xJ Ox;j or? / @)

,BAg(thr)+

Se observa que dicha ecuacién tiene la misma estructura de la ecuacién para el caso homogéneo
(1.57), el cambio radica en el segundo sumando donde intervienen las primeras derivadas respecto a las
variables espaciales de la constante de Lamé y y del campo de desplazamiento v. La funcién anterior
admite una solucion analitica exacta en términos de las funciones de Whittaker [Bard and Gariel, 1986].

Para establecer una solucién general a la ecuacion anterior es conveniente que pasemos al dominio de
la frecuencia g(x, t; €, 7) — G(X, w; &) utilizando la transformada directa de Fourier, esto nos lleva a:

1 c'),u 0G(X, w; &)

AG(X, w; &) + ox, ox,

+I2G(X, w; &) = _ié(x ~-x)6(z—z0) j=1.3 (2.6)

Si el medio heterogéneo tiene una variacién suave de sus propiedades respecto al espacio, la solucién
general [Popov, 2002] a esta ecuacién viene dada por:

G(x,w) = A(X, w) exp (iwT(x)) 2.7)

Donde x = (x, z), A(X, w) es la funcién de amplitudes y 7(x) es el tiempo de viaje o de transito también
conocido como eikonal. Sustituyamos la solucién general (2.7) en la ecuacién (2.6), esto nos da como
resultado:

or
—pr——w,uA——+lw 2,

aT 1 8_Aﬁ+ A 82T +A6_'uﬁ +
dx; Ox Hox ox; " M 0x,0x; " ox; x;

0’A  Ou 9A
— ] (2.8
(ﬂanan " 6)6]' an) ( )
Hagamos los siguientes cambios de variables:
or or
N(A) = [ua—— —p}A (2.9)
X (9)6]'
0A Ot Ot ou or
MA)=pl2——+A A—— 2.10
@ ﬂ( ﬁxjﬁxj+ axjaxj)+ 0x; O0x; 2.10)
A A
LAy = 2A L om0 @2.11)

Oxj0x; ax, ax,
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Teniendo en cuenta estos cambios de variable, la ecuacién (2.8) puede ser reescrita como:

— WEN(A) + ioM(A) + L(A) = 0 (2.12)

Ahora bien, consideremos altas frecuencias (w > 0), vemos que Unicamente tienen importancia los
términos N(A) y M(A), para disminuir la discrepancia de considerar altas frecuencias, consideremos la
aproximacion asintética para las amplitudes derivada de la teoria WKBJ (Wentzel-Kramers-Brillouin-
Jeffreys) [Cervenjz, 2005]:

AX, w) = o - (2.13)
n=0 (iw)
Sustituyendo (2.13) en la ecuacién (2.12) tenemos:
- N(upms2) - M (1) - L(up,)
2 Gy T 2 Gy 2 Gy @19

Si agrupamos los términos con iguales potencias iw y los igualamos a cero, generamos el siguiente
sistema de ecuaciones recurrentes:

N(ug) = 0 (2.15)
NGuy) + M(ug) = 0 (2.16)
Nmsa) + MGs1) + L) =0 m=0,1,2,--- 2.17)

Observamos que los términos predominantes en alta frecuencia (w > 0) son las ecuaciones (2.15) y
(2.16) ya que estan asociadas a los términos (iw)? y iw respectivamente, los demds términos son inversa-
mente proporcionales a iw.

Analicemos la ecuacidn (2.15), esta nos dice que:

or ot
——— —-p|A=0 2.18
[ﬂaxj ox; p} (2.18)

Dado que forzosamente A # 0, se debe cumplir que:

or or 1
iy (2.19)
ox j ox j ﬁ
La ecuacién anterior es de suma importancia en la teoria de rayos, y es conocida como la ecuacién
Eikonal, esta ecuacion es una EDP no lineal cuya solucidn es el tiempo de viaje (7). Geométricamente
el tiempo de viaje son superficies denominadas frentes de onda. Los rayos son trayectorias ortogonales a
estas superficies. Vectorialmente la ecuacidn (2.19) se escribe como:

1
Ivl® = 7 (2.20)
Donde || - || es la norma euclidiana. Ahora analicemos la ecuacién (2.16). Debemos imponer que

M(up) = 0 esto con el fin de poder hacer que el sistema no homogéneo de ecuaciones recurrentes pueda
ser soluble respecto a u;. Por ello tenemos:

=0 2.21)

ou Ot PT ) oo
Oaxjaxj_

-— +u
H (’)xjc?xj Oaxjaxj
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Dividiendo la ecuacién entre u, y usando la propiedades del gradiente del logaritmo natural (Vin(r) =
%Vr) nos queda:

Oug Ot o or (9ln(y)
2——— + +u 2.22
Oxj 0x; uoﬁxjaxj (9xj Ox;j ( )
Hagamos ahora que la solucidon sea de la forma uy = \F’ sustituyendo en la ecuacién anterior tene-
mos:
0B Ot ot

2——+B
(9Xj 8xj * 8xj(9xj

=0 (2.23)

La ecuacién (2.23) es conocida como la ecuacion de transporte, que es otra de las ecuaciones esen-
ciales de la teoria de rayos, dicha ecuacién es una EDP lineal que al resolverla nos da el valor de las
amplitudes. Vectorialmente esta ecuacion se expresa como:

2Vr-VB+BAT =0 (2.24)

La solucién general a esta ecuacion (Apéndice B.1) se deduce a partir de elementos de geometria
diferencial, y da como resultado [Popov, 2002]

(1)

J

B

B=

(2.25)

Donde J es el determinante de la matriz jacobiana y y; es una de las coordenadas centradas en el
rayo. Se observa que el patron de irradiacidén dnicamente depende de vy, ya que estamos tratando un
caso bidimensional. Finalmente, podemos sustituir la solucién (2.25) en la solucién general (2.26) dando
asi que G(x, w) adquiere la forma de:

G(x, @) = wiy) (ﬁ)( J)( - exp(iwr() = wm)\/

®E® ﬁ exp (iwt(x)) (2.26)

. 1 . .
Al cociente |, ,p—(x),B(X) se le conoce como impedancia.

2.2. Descripcion de un medio heterogéneo con gradiente constante

La ecuacidn (2.5) establece el comportamiento dindmico para un medio heterogéneo e isétropo, por
heterogéneo se establecid que las constantes de Lamé y la densidad varian espacialmente. Consideremos
esta ecuacién pero establezcamos que Unicamente hay variacion respecto a la variable x3 = z, la cual
denominaremos profundidad; la variacién estd dada por 4 = f(z) y p = g(2). La ecuacidén (2.5) puede
reescribirse como:

1 du dg(x, 1€, 7) 28X, ;£,7)
P (9—1 6(t —17)8(x — x0)8(z — z0) = o

Un caso particular de un medio heterogeneo es aquel en el cual la velocidad de onda S () varie
linealmente y la densidad varie de forma polinémica ambas respecto a la profundidad. La velocidad de
onda S y la densidad pueden escribirse de la forma:

BPAGX, 1 E,T) + — (2.27)
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1
B(z) = Po 1 Tz BO)(1 +yz) (2.28)
+ Y20
1 n
p(2) = po ( 1 : = ) = p(0)(1 +y2)" (2.29)
YZo

Donde zj es la profundidad en la cual se ubica una fuerza impulsiva (fuente), By y po son la velocidad
de la onda S y la densidad en la fuente, respectivamente. Ademds S(0) y p(0) son la velocidad de la onda
S y la densidad respectivamente en z = 0, y = 1/h es el gradiente de velocidad, % es la distancia medida
en el eje z donde la velocidad de la onda S es nula i.e. (8(—h) = 0). El exponente n, es un nimero real tal
que n > 0, por lo que a densidad puede ser constante o incrementarse con la profundidad.

Dado que el coeficiente de Lamé u estd en funcién de la velocidad de onda S y de la densidad, su
funcién queda como:

1 +vyz
1+’)/Z()

n+2
u(z) = BA@)p() = Ho ( ) = u(0)(1 +y2)"*? (2.30)

Donde yy = /5'(2)/)0 y 1(0) = 82(0)p(0). En un medio en el que el gradiente de la velocidad es constante,
los frentes onda y los rayos son circunferencias [Ben-Menahem and Beydoun, 1985], y son representa-
dos geométricamente por medio de un sistema curvilineo (Figura (2.1) ), que es el sistema bipolar de
coordenadas (Apendice A.5). Asi, los frentes de onda y los rayos quedan definidos por las expresiones:

x% + [z = ((zo + h) cosh(yB(0)T) — h)]* = R2 con R, = (2 + h) sinh (yB(0)7) (2.31)

Zo+h

(x = (z0 + h) cot(jo))> + (z+h> =R* con R= (2.32)

sin jo

Donde R% =(x—x0) +(@-z20)°y R% = (x — x0)* + (z + 20 + 2h)? son distancias medidas desde los
polos a cualquier punto, R, es el radio aparente de los frentes de onda, R es el radio de los rayos que salen
del dngulo jj.



22 Capitulo 2. El medio heterogéneo

Medio heterogéneo B(2)
LU
Bo
- ;

Figura 2.1: Rayos (color verde) y frentes de onda (color azul) de un medio heterogéneo debidos a una
fuerza puntual impulsiva

En el sistema de coordenadas bipolares jj es el 4ngulo de salida (representado por la coordenada u ver
Apéndice A.5) y T = {ty es el tiempo de viaje (donde £ es representado por la coordenada v ver Apéndice
A.5), donde #y = h/By, estas coordenadas son a su vez funciones de las coordenadas cartesianas:

1 Ry + Ry h
— = 2.33
"= 80) H(Rz . Rl) BO)° (233)
o (2x(z0+h)
jo = arcsm(—Rl 7 ) (2.34)

También se observa que zp + & es la ubicacién del polo dentro del medio heterogéneo, (representado
por a ver Apéndice A.5).

2.3. Una funcién de Green aproximada para el caso antiplano

En el capitulo anterior se mostré la deduccién analitica de la funcién de Green en el caso antiplano
(SH) para un medio homogéneo. A continuacion se desarrollard la deduccién de la funcién de Green para
el caso antiplano para un medio heterogéneo, la deduccién tiene base en la teoria de rayos [Sdnchez-
Sesma et al., 2001] y no en la solucién exacta de la ecuacién de Navier para medios heterogéneos.

Se dedujo que el desplazamiento producido por una fuente escalar en dos dimensiones para alta fre-
cuencia estd dado por la ecuacién (2.26), ahora bien reescribiendo esta ecuaciéon de forma normalizada
tenemos:

p0B) \ Tz P wTe2) (2.35)

Las coordenadas x, y z, son coordenadas de referencia a lo largo del rayo. Se introducen en la solu-
cién los término p(z,)B(zr) y J(x,, z-) con el fin de normalizar la solucidn, para tener asi una impedancia

Gx,) = ¥in) \/P(Zr)ﬂ(zr) \/Ju,,z,)
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relativa y una dispersién geométrica relativa.

Comenzaremos con nuestra deduccidn, dicho desarrollo se seguird de manera heuristica utilizando al-
gunos conceptos conocidos de la funcién de Green para un medio homogéneo, la solucién (2.35) dada
por la teoria de rayos y las propiedades del medio heterogéneo mencionadas anteriormente. Recordemos
la funcién de Green para un medio homogéneo:

Go(r,w;€) = 4%1,1132) (%r) (2.36)

Realicemos la expansion asintética de Neumann para la funcion de Hankel:

G (r,w;é) ~ \/?\/ i exp (—i [%r - %]) (2.37)

De esta expansion es claro ver que los frentes de onda son circulos de radio r y la dispersién geométri-
ca es proporcional a /7. Haciendo una analogia podemos decir que en el medio con gradiente constante
los frentes de onda son circulos con radio R,, y la dispersién geométrica sera proporcional a yR,,. Tam-
bién se observa que r/8 = T que es el tiempo de viaje en el caso homogéneo. El patrén de irradiacién
para el caso de un medio homogéneo se asume unitario. Teniendo en cuenta lo anterior podemos hacer
una aproximacién para el medio heterogéneo:

(B 1\ x
G(x, w) ~ c( e ) (wa) exp (—z [wr— Z]) (2.38)

Donde C es una constante de proporcionalidad. La posicién de referencia se asume como la locali-
zacion de la fuente (xp, zp). La ecuacién (2.38) ya se asemeja ahora a la ecuacién (2.37), pero podemos
reescribirla como:

p(2)B(z) R, wT 4

De esta forma podemos hacer cumplir la restriccion asintética y ademés podemos incluir los efectos
de propagacién cerca de la fuente. Entonces, llevando la ecuacién (2.39) a la forma (2.36) y utilizando
las ecuaciones (2.28), (2.29), y (2.31) obtenemos que la funcién de Green para un medio heterogéneo
adquiere la forma de

i 1/2 1/2
G(X,w)zC(M) (l) (i) exp(—i[wr—z]) (2.39)

Loy T [_yBOT | 1 o
1+7z) [Sinh(yﬁ(O) 7)} 4#01-Ho () (2.40)

Analizando la funcién de Green aproximada, se observa que la ecuacién es compatible con la teoria
de rayos, ya que se conservan los factores que modulan la trayectoria de los rayos, asi como el tiempo de
viaje. La ecuacion (2.40) puede ser reescrita en una forma mas compacta de la siguiente manera:

G22(§’ jO’ w; f) ~ (

L,H((f)(wr) (2.41)

Go({s jo. w:6) Ay
Hol

Donde A es:

A=(1+7zo)2[ yBO) T r (2.42)

1+7vyz sinh(y B(0) 1)

La funcién A puede expresarse en término tinicamente de las coordenadas bipolares dando asi:
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1

]2 (2.43)

A = (sinh(0) [coth(d) — cos(jp)])' me o

Se puede observar que A tiende a uno cuando y — 0, teniendo asi un caso particular en el cual el
medio es homogéneo. Al tener que y — 0, se ve que el campo de desplazamiento G — mHéz)(%).
La funcién de Green obtenida (2.41) se asemeja a la funcién de Green para el caso homogéneo, princi-
palmente en que la frecuencia dnicamente se encuentra dentro del argumento de la funcién de Hankel,
dejando el término A independiente de ella. Lo anterior nos permite obtener de manera similar la fun-
cién de Green en el dominio del tiempo utilizando la transformada inversa de Fourier [Abramowitz and

Stegun, 1964]:

1 HGt-
80, jo, 1 6,7) = A— (-1

—_— 2.44
2nu \p2 — 2 244)

2.4. Evaluacion del error de la funcion de Green aproximada

La funcién de Green establecida para este medio heterogéneo es una aproximacioén. Para la evaluacion
del error, se evaluard la funcion de Green en la ecuacidn de Navier — Cauchy para medios heterogéneos
para el caso de ondas S (2.5).

1 dp dgan(x,1;£,7)

2 .
BPAgn (X, 1;£,7) + — O gn(X.54,7)
pdz 0z

= (2.45)

+ 161 = )0~ 300(z - 20) =
P
Al evaluar la funcién de Green para medios heterogéneos en la ecuacién Navier — Cauchy para medios
heterogéneos (SH) se esperaria que el resultado en cualquier punto distinto de la fuente fuera cero, al ser
la funcién de Green obtenida una aproximacion este resultado deberia ser muy cercano a cero, por lo cual
este valor se evaluard como:

1 d,u 6g22(x, l‘;f,‘Z) azgzz(X, l‘;f, T)
2

BAg X,l‘;f,T 4+ —— — =

2 ) pdz 0z or? ¢

Donde € es el error de la aproximacién dada. Dado que la funcién de Green obtenida se encuentra
en el dominio de la frecuencia, y la funcién de Green en la ecuacién de Navier — Cauchy se encuentra
en el dominio del tiempo, dicha ecuacion debe ser transformada al dominio de la frecuencia, por lo que
utilizando la transformada de Fourier puede ser escrita como:

(2.46)

1dudG ;
A (% w:8) + ;ﬁ% + PCn(x, ;) = € (2.47)

Dado que el error es un valor numérico, pude adquirir una forma consistente con las unidades del
problema, y puede ser escrito como:
dp 0G (X, w; §)
dz 0z
Finalmente el porcentaje de error es representado como:

UAG(X, w; &) + + WG (X, w; &) = pwe (2.48)

E(%) =11+

d
UAG + 226210 (2.49)
dz 0z

pw*Ga)

Donde el error estd expresado como E( %) = IGLZZI.
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A continuacién se muestra el resultado del calculo del error E (Figura 2.2 y Figura 2.3) para un medio
con h = 100m, zg = 100[m] (fuente), S(0) = 200[m/s], Bo = 400[m/s] , p = 1000[kg/m3] (constante
n = 0) y una frecuencia de 5[Hz] y 10[Hz] respectivamente.

Contorno del error [%]

15 o
] sir
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2 209
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5
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A0 400 B 200 100 u |uu 200 300 o S0 1000 1500

G [m/s]

z [m]

Figura 2.2: Contorno que muestra el error de la funcién de Green aproximada para un medio heterogéneo
a una frecuencia de 5[Hz].

Contorno del error [%]

I?

Q 100 200 300 400 00 o 500 1000 1500

x [m] 3 [Im/s]

Figura 2.3: Contorno que muestra el error de la funcién de Green aproximada para un medio heterogéneo
a una frecuencia de 10[Hz].

La aproximacién analitica se considera buena, ya que los errores calculados a partir de la evaluacién
de la funcién de Green en la ecuacion de Navier son muy bajos. Los errores calculados para frecuencias
altas son muy bajos, tendiendo a cero por ciento, mientras que para frecuencias bajas el error aumenta. Se



26 Capitulo 2. El medio heterogéneo

observa que el caso de frecuencia baja (5[Hz]) el error no sobrepasa el 6 %, mientras que para frecuencia
mads alta el error no pasa del 4 %.



Capitulo 3

Meétodo indirecto de elementos de frontera
(IBEM)

“No hay rama de la matemdtica, por mds abstracta que sea, que no pueda aplicarse algiin
dia a los fenomenos del mundo real”

Nicolai Lobachevski

Entre los métodos numéricos que existen para la solucién de problemas de elastodindmica estd el
Meétodo de Elementos de la Frontera o conocido como BEM (Boundary Element Method) por sus siglas
en inglés. Este método es una técnica numérica empleada para la solucién a problemas gobernados por
ecuaciones diferenciales parciales.

El BEM consiste en realizar la formulacién débil de un problema de valores en la frontera gobernado
por ecuaciones diferenciales, esto es llevar las ecuaciones diferenciales en forma de ecuaciones integra-
les. Se utilizan las condiciones de frontera dadas para resolver las ecuaciones integrales que tiene como
dominio la frontera; en lugar de tener valores en todo el dominio definido por las ecuaciones diferencia-
les. La solucidn a las ecuaciones integrales resulta ser una solucién exacta de la ecuaciones diferenciales.

En el campo de la elastodindmica surge una variacion de este método el llamado Método Indirecto de
Elementos en la Frontera o IBEM (Indirect Boundary Element Method) por sus siglas en inglés. La
formulacién que se utiliza es con base en los principios fisicos de la reflexién y difraccién de ondas
[Sanchez-Sesma and Luzén, 1995]. Las ecuaciones integrales utilizadas tienen un riguroso desarrollo
matematico, este método da excelentes resultados con pocos recursos computacionales; a continuacion
se desarrollard brevemente la formulacién.

3.1. Teorema de reciprocidad de Maxwell - Betti

Para iniciar la formulacién del IBEM presentaremos el teorema de reciprocidad de Maxwell - Betti,
que es uno de los teoremas generales mas importantes de la mecdnica del medio continuo. Se deduce
directamente del axioma del balance del momento lineal.

Teorema (Reciprocidad de Maxwell-Betti) Sea un campo de desplazamiento u(x, t) sobre un medio

continuo en un dominio Q para un sistema de fuerzas f(x, 1), t™(u, X, 7) y unas condiciones iniciales y de
frontera sobre 9 y sea otro campo de desplazamiento v(X, ) sobre el mismo dominio € para el sistema

27
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de fuerzas h(x, 1), t™(v, x, f) con condiciones iniciales y de frontera sobre 9Q distintas a las del campo de
desplazamiento u(x, ), entonces se cumple que [Achenbach, 2003]:

82 8*v; () )
fi— 6t2 —hi—p— pY u; dV = i 7 (Vu — 1, (w)v; dS 3.1
Q
Para probar este teorema desarrollemos la integral:
f £y, dS = f oj(w) v; n; dS (3.2)
oQ aQ
Aplicando el teorema de Gauss - Ostrogradsky tenemos:
doii(a) v;
f £ y; dS = f % av (3.3)
40 Q J

Desarrollando la integral anterior obtenemos:

0 i i
f (™ (uyy; dS = f 20 Gy f e av (3.4)
00 o 0 o  0x;

Xj

Observemos que la primer parte de la integral se puede relacionar con la ley de Newton para un
medio continuo (1.32), en cuanto al segundo miembro de la integral le podemos aplicar la ley de Hooke
generalizada para un medio continuo (1.46), teniendo asi:

62 u; Ay Ovi
f (™ uy; dS = f fi—pZli) v + f Cinet 2 gy (3.5)
0Q ' ox 18
Andlogamente podemos desarrollar la integral:
*v; Ovy Ou;
™y S = _ AP k2%
fa MW dS = fQ (h, patz)u, dv + f Cijug £ dv (3.6)

Dado que el medio continuo es el mismo sabemos que para ambas integrales el tensor de elementos
de propiedades mecénicas es el mismo, finalmente utilizamos la propiedad de simetria de dicho tensor
Ciju = Cpij en la ultima integral (3.6), para tener asi:

%, ov; ou
(n) ] _ L iy i Ok
LQ ;7 (Vu; dS fg (h, p_c')tz )ul dv + f Ckl”@ 6 o dv (3.7)

Ahora restando (3.5) con (3.7) obtenemos la ecuacién (3.1), que es lo que queriamos demostrar.

Si aplicamos la transformada directa de Fourier al teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti (3.1) obte-
nemos:

f [U:(x, w)Hi(X, w) = Vi(x, 0)Fi(x, w)] dV = f [Vi (U x,0) - UTP(V.x,0)| dS (3.8)
Q 0Q

La ecuacion (3.8) es conocida como el resultado de Betti.
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3.2. Identidad de Somigliana
En esta seccion daremos la identidad de Somigliana para el caso antiplano heterogéneo, no obstante
esta identidad es muy general, ya que puede ser representada para el caso de deformacién plana o tridi-

mensional.

Enunciemos el problema de valores en la frontera que queremos resolver:

1 1

AV(x, w) + —‘;—“@ + V(X W) = —Fxe)  xeQn -w<w<wm (3.9)
Z

V(X, w) = V(x,w) Xe€Q, N —c0o < w < 00 (3.10)

T w) = T" X w) x€dQ N —c0o<w< oo (3.11)

Con Q € R%. Donde V(x, w) y T(n)(x, w) son el movimiento y el vector de tracciones preescrito en las
fronteras 0Q, y 0€), respectivamente, la frontera del problema estd dada por Q2 = 9Q, N 9€2;.

Por otro lado consideremos el problema con valores en la frontera para un espacio completo:

1dp 0Go(x, w; &)

AG ,w; ) +
22X, w; &) L dz oz

1
+E2Gpn(X,w&) = ——6(X—&) XEQ N —co<w<oo  (3.12)
M

1
G (X, w3 &) = O(ﬂ) Xl = 00 N —c0o<w<oo (3.13)
X

0Gn(x, w; €)
||

+ kG (X, w; &) = 0( ) [X]| 2 00 N—0o <w <00 (3.14)

lIxIl

Obtengamos la representacion integral de los problemas (3.9) y (3.12) a partir del resultado de Betti
(3.8):

f [V(X, ) 6(x ~ €) =~ Goa(x, w3 €) F(x, )] dV = f |G (%, w;6) T™(V, %, 0) = V(% ) T™(G2, %, w) | dS
Q oQ
(3.15)
Utilizando las propiedades de la delta de Dirac, podemos reescribir la ecuacién anterior como:

cVE w) = f [ng(x,w;f) TM(x, w) — V(x, w) T§g>(x,w;§)] ds + f G (x, w; &) F(x,w) dV  (3.16)
0Q Q

Donde T;'zl) es la componente del tensor de tracciones asociado a la funcién de Green G, (Apéndice

B.3). La constante c estd definida como [Sdnchez-Sesma and Campillo, 1991]:

1 xeQ
c=10 xeQ (3.17)
% X € 0Q)

Con Q' como el exterior del dominio Q tal que QUQ = R>y QN Q' = 9Q. La ecuacién (3.16) es co-
nocida como la identidad de Somigliana y es una de las ecuaciones basicas para la formulacién del IBEM.
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Utilicemos la propiedad de simetria de la funcién de Green en la ecuacién (3.16), para obtener:

Voo = [ [Gax e TVEW) - VED TE R i) dSe+ [ Gatnwd FEw dv;
oQ Q
(3.18)
En las diferenciales dS ¢ y dV; el subindice £ indica la variable sobre la cual se realiza la integracion.

La identidad de Somigliana (3.18) se considera una transcripcién matematica del principio de Huygens-
Fresnel, el cual establece que para cada punto de un frente de onda actiia una fuente de ondas cilindricas
(figura 3.1). Mateméticamente, este principio se observa al recordar que el campo de desplazamientos
(3.18) es el resultado de la suma de las contribuciones de las fuentes puntuales para cada & € 9Q, repre-
sentadas por la funcién de Green.

Figura 3.1: Tlustracién geométrica del principio de Huygens-Fresnel

3.3. Ecuaciones Basicas del IBEM

Laidentidad de Somigliana, es la base del modelo numérico del IBEM. Para desarrollar las ecuaciones
basicas del IBEM, partamos de la identidad de Somigliana (3.18) y consideremos que las fuerzas de
Cuerpo son cero:

c V(x,w) = f |[Goa(x. :6) T, w) - V(£ w) TS (x, w; £)| dS¢ (3.19)
0Q

Para obtener el campo de desplazamiento y el campo de tracciones, seguiremos el desarrollo pre-
sentado en [Sanchez-Sesma and Campillo, 1991]. Consideremos el llamado problema exterior, esto es el
problema con valores en la frontera tal que:

1 14
AV (x, ) + LWV (X 0)
udz 0z

Vxw) =Vxw) X =0Q N -0 <w< oo (3.21)
TV (x,w) = TPx,w) x€dQ =dQ N -0 < W < (3.22)

+EVxw) =0 xeQ N -—co<w<o (3.20)
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Donde V’(x, w) es el campo de desplazamientos en el dominio Q" y ™ (x, w) el vector de tracciones
asociado al problema exterior en el dominio Q’. Dado que dQ = 9’ es la frontera comtin a ambas regio-
nes, se deduce que la funcién de Green es la misma para el problema interior y para el exterior. Aplicando
la identidad de Somigliana (3.19) para el problema exterior (3.20) y el problema (3.12) tenemos:

¢ V(X w) = f |G, ;) T™ (£, w) = V' (&, ) TS (x, 3 )] dS ¢ (3.23)
oQ

Ahora la constante ¢’ toma los valores:

1 xe@
=40 xeQ (3.24)
3 X€4Q

Sumando la identidad de Somigliana del problema exterior (3.19) con la del problema interior (3.23)
obtenemos:

V(x,w) = fa Jonx @) (TVE0) - TV ¢ w) - (VE0) - ViEw) T xw:)] dSe (3.25)

Sobre la frontera 0Q se cumple que Vv'(£, w) = v(&, w) debido a las condicién (3.21) y definiendo
(& w) = T(“)(f, w) =T (¢, w) como la distribucién de fuerza, la ecuacién (3.25) se reduce a:

V(x,w) = f A&, w)Gn(X, w; E)dS ¢ xeQ (3.26)
oQ

Finalmente a la ecuacion (3.26) se le puede aplicar la ley de Hooke para obtener una representacion
andloga para el campo de tracciones, teniendo asi:

TW(x, w) = f P& TR w)dSe  xEQ-Q (3.27)
o0Q

La ecuacion (3.27) es vélida dnicamente en el dominio Q excepto en x € JQ ya que las funciones de
Green y el Tensor de tracciones son singulares en x = £. Cuando x = ¢ la ecuacién (3.27) se reescribe
como [Kupradze, 1963]:

TW(x, w) = %(b(x, W+ | PEDTE (X w;é)dSe  x €I (3.28)
0Q

Las ecuaciones (3.26), (3.27) y (3.28) completan la formulacién integral del IBEM. El titulo de “indi-
recto”, se debe al hecho de que para encontrar el campo de desplazamiento v, primero se debe encontrar
la distribucién de fuerzas ¢, que no es una de las variables originales del problema; calculado el valor de
la distribucién de fuerzas se sustituye en la ecuacion (3.26) y se obtiene finalmente los desplazamientos.

Para obtener la distribucién de fuerzas ¢, se le debe dar solucién a la ecuacién (3.28), esta ecuacion
es una ecuacidn integral de Fredholm de segunda especie (Apéndice A.6), donde el nicleo son las trac-
ciones asociado a la funcidén de Green ng‘)(x, w; €). La funcién independiente es el vector de tracciones
TW(x, w) y la incOgnita buscada es la distribucion de fuerzas ¢(x, w).
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3.4. Discretizacion del IBEM

Para realizar la discretizacién del IBEM es necesario discretizar la frontera, ya que el dominio del
problema estd ahi; por ello hagamos que la frontera 0Q esté compuesta por segmentos de recta de la
forma I';, cumpliendo que 0Q = ﬁ , I'i, realicemos también otra consideracion, digamos que la dis-
tribucién de fuerzas ¢(x, w) es constante dentro del segmento discretizado I';, entonces las ecuacion del
desplazamiento (3.26) queda discretizada como:

N
VX, w) = Z $i(w) f Go(X,w;&)dS; XxeQ (3.29)
i=1 L

Andlogamente la discretizacién para el campo de tracciones queda dada por:

N
TW(x, w) = Z di(w) f TOX,w€)dS;  xe€Q-0Q (3.30)
i=1 L
1 N
TO(x,0) = 56(x,0) + > ¢i(w) f T (x,w;é)dSe  x€0Q (3.31)
2 i=1 L ‘

Recordando el problema de valores en la frontera (3.9), teniamos una frontera 0Q, y 0€); en las cua-
les se tenian preescritos los desplazamientos y las tracciones respectivamente; se debe evaluar en los N,
puntos centrales de cada elemento (i = 1,2,---,N,) donde el desplazamiento es preescrito y en los N;
puntos centrales de los elementos (i = N, + 1, N, + 2,--- , N) donde las tracciones fueron preescritas. El
problema se reduce a resolver un sistema de N ecuaciones con N incdgnitas.

Establecida ya la discretizacion para obtener la distribucién de fuerzas ¢(w), ahora el problema radica
en calcular las integrales fr T;'Z')(x,w;f) dSey fr G (X, w; €)dS ¢. Para eso hay que observar que las
integrales son singulares cuando se acercan a la fuente, esto es cuando x = &, por ello la integracion se

debe realizar en dos partes:

1. Para el célculo de las integrales fuera de las singularidades se utiliza una integracién numérica,
la cual estd dada por la cuadratura Gauss, esto tanto para el caso homogéneo como para el caso
heterogéneo.

2. Cuando se integra dentro de un radio muy cercano dentro de la singularidad, se opta por realizar una
integracion analitica (Apéndice B.4). Esta integracion unicamente se realiza en el caso de la integral
fl‘i G (X, w; £)dS ¢ ya que el valor de la integral fl",- Tég)(x, w; &) dS¢ cerca de la singularidad es
cero. La integracidn analitica es la misma para el caso homogéneo y para el heterogéneo, ya que
las coordenadas bipolares en un radio muy cercano a los polos (fuente) se comportan como las
coordenadas polares.

La construccién del campo difractado a cada frecuencia requiere que se garantice la representacion
de la superficie difractora representada por N segmentos rectos, en el centro de cada cual se estable la
solucidn (se denomina punto de colocacion). Conforme aumenta la frecuencia se suministran mas puntos
de colocacién para mantener la relacién N/A donde A es la longitud de onda minima entre los medios a
cada lado de la frontera.

Para finalizar se dard un ejemplo de la aplicacién del método del IBEM para el caso de geometrias arbi-
trarias; para ello hay que recordar un principio bésico de la fisica de ondas, el cual nos dice que el campo
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de desplazamiento total en una superficie libre, es igual al desplazamiento debido a la onda incidente més
el desplazamiento debido a la onda reflejada (figura 3.2).

vit)
Figura 3.2: Incidencia y reflejo de un rayo en un medio heterogéneo
Considerando lo anterior, formulamos que el campo de desplazamiento totales es igual a:

N NN G RN G) (3.32)

Donde v7) es el campo de desplazamientos totales, v es el desplazamiento debido a la onda in-
cidente y v’ es el desplazamiento debido a la onda reflejada y difractada. Ahora bien, el campo de
desplazamiento debido a la onda incidente se conoce, se dedujo para una fuerza puntual impulsiva unita-
ria en un espacio completo tanto para un medio homogéneo como para un medio heterogéneo, entonces
la incégnita para conocer el campo de desplazamientos totales es obtener el campo debido a la onda re-
flejada y difractada, he aqui donde entra el IBEM, ya que ese campo es expresado gracias a la ecuacion
(3.26), entonces el campo de desplazamientos totales viene dado por:

N
V(x,w) = Gnx,w;§) + Z ¢i(w)f GnX,w;)dS:  xeQ (3.33)
i=1 L
De la misma manera se puede conocer el campo de tracciones totales, teniendo asi:
T (x,w) = TH (X, w3 €) + Z¢,(m) f TV(x,w€)dS;  x€Q-0Q (3.34)

T (x,w) = T (X, ;&) + ¢(x w) + Z(;S,(w) f TV w€)dS;  x€dQ (3.35)

Ahora, como conocemos las tracciones preescritas en la frontera 0Q las cuales son iguales a cero
debido a la condicion de ser una superficie libre la ecuacién (3.34) nos queda como:

N
qu,-(w) f TVX, w;€) dSe = -TH (X, w;€)  X€Q-dQ (3.36)
i=1

N
%q&(x, w) + Z¢,~(w) f TO(x, ;&) dSe = T (x, ;&)  x €0 (3.37)
i=1
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En la ecuacién (3.36) obtenemos un sistema de de N ecuaciones con N incégnitas de la forma Ax = B
conocemos el valor de T(“)(X w; ) el cual es el vector de términos independientes (B), la matriz de coe-

ficientes (A) estd dada por la integral de las tracciones fr T( )(X w; &) dS ¢ que también conocemos, el
vector de incognitas x estd dado por la distribucién de fuerzas ¢(w). Resolviendo el sistema, obtenemos
el valor de la distribucién de fuerza, después este vector se sustituye en la ecuacion (3.33) y asi se obtiene
el campo de desplazamientos V(x, w) (funcién de transferencia) que es la incégnita original del problema.

De manera andloga, se puede obtener el modelo numérico para el caso de inclusiones, en esos problemas
el IBEM no sélo se debe considerar la onda reflejada y difractada, sino que también la refractada. En estos
caso las condiciones de frontera preescritas obedecen a continuidad de desplazamiento y de tracciones,
ademds de superficie libre.



Capitulo 4

Aplicaciones

“El dlgebra es generosa. A menudo da mds de lo que se le pide”

Jean Le Rond D’ Alambert

Finalmente, se utilizard la funcién de Green obtenida para un medio heterogéneo bajo el esquema
numérico del método indirecto de elementos de frontera, para obtener asi la respuesta de diferentes geo-
metrias y de inclusiones. La respuesta de todos los modelos es para una fuerza puntual impulsiva para el
caso antiplano.

4.1. Validacion

Antes de validar el modelo numérico verificaremos una propiedad que tiene la funcién de Green para
el medio heterogéneo, para un valor de # muy grande (2 — oo) la respuesta es la de un medio homogéneo.
Para esta prueba tomemos un valor de & suficientemente grande y comparemos la respuesta contra la
solucidn analitica de un semiespacio homogéneo (Apéndice B.5). Al hacer que 4 se aproxime a un valor
numérico muy grande (Figura 4.1), la variacién de velocidad de onda del medio heterogéneo toma una
pendiente nula, dando como resultado que el medio tenga un valor de velocidad de onda constante igual
a la velocidad de onda en la superficie 8(z) = 5(0)

35
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h—o
v Vv v v v v v vy |BO X
-1000 1000

z

Figura 4.1: Modelo de un semiespacio heterogéneo, (para 4 muy grande homogéneo)

Consideremos una fuente ubicada en & = (0m,200m). Una velocidad de onda en la superficie de
B(0) = 200[m/s] , la misma que tendrd el modelo del medio homogéneo. Para esta prueba se convolucio-
nard la funcién de transferencia con un pulso de Ricker (Apéndice B.2) con ts = 2[s] y un tp = 1[s], para
asi obtener la respuesta en tiempo. Para el cdlculo de la respuesta usaremos 31 observadores distribuidos
en la superficie entre —1000m y 1000m, con un At = 0.15[s] y una frecuencia maxima de f,,, = 3.2[Hz].

1000
=

500 - ———

x[m] 0

-500

-1000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 5] 6 8 10

Figura 4.2: Sismogramas sintéticos para un medio heterogéneo con i = 10, 000m

La respuesta del medio heterogéneo mostrada en la figura 4.2 es idéntica a la respuesta calculada con
la solucién analitica para el medio homogéneo (Apéndice B.5). Asi se comprueba que para valores de A
lo suficientemente grandes el medio heterogéneo se comporta como un medio homogéneo.

Para validar la respuesta del medio heterogéneo se utilizard el método de Thomson-Haskell (Apéndice
B.6). En el método de Thomson-Haskell utilizaremos 300 estratos que aproximen al perfil de velocidades
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(Figura 4.3) dado por la variacién de velocidades del medio heterogéneo.

Y VvV V VvV oY VvV V V. VY
-1000 1000

z

Figura 4.3: Modelo de un semiespacio heterogéneo y una aproximacion a él con el modelo del método de
Thomson-Haskell

Existe un problema a la hora de realizar esta verificacion, este se debe a que el medio heterogéneo
tiene una variacién de velocidades lineal respecto al eje z, mientras que el método de Thomson-Haskell
tiene una variacion discreta que se trunca hasta el semiespacio; esto nos lleva a tener problemas al final
de la respuesta. Para esta prueba se realizaremos dos modelos, el primero estd dado por un & = 200[m] y
una fuente ubicada en & = (0Om, 200m), el segundo estd dado por un 2 = 400[m] y una fuente ubicada en
¢ = (0m,200m). Para obtener la respuesta en tiempo utilizaremos el mismo pulso de Ricker y la misma
discretizacién temporal que en el caso anterior.

DWN
= = = IBEM-het

1000

500

x[m] 0

-500

-1000

Figura 4.4: Sismogramas sintéticos de un medio heterogéneo con i = 200m
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DWN
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Figura 4.5: Sismogramas sintéticos de un medio heterogéneo con & = 400m

La validacion mostrada en las figuras 4.4 y 4.5 muestran una buena comparacién entre los modelos,
vemos que el primer arribo del frente de onda en ambos modelos es el mismo y ademds se logra recrear
la onda superficial después del primer arribo.

4.2. Respuesta sismica de topografias

En esta seccién se daremos algunos ejemplos de la respuesta sismica de topografias, se analizard el
caso del semiespacio y el caso de una geometria concava. Compararemos los resultados con modelos
andlogos para medios es homogéneos.

Para todos los modelos consideraremos la misma discretizacién tanto espacial como temporal, teniendo
asi que los modelos tienen distribuidos 101 observadores en la superficie dentro del intervalo [—1000m, 1000m]

con una discretizacion temporal de At = 0.15[s] y una frecuencia mixima f,,x = 3.2[Hz].

El primer modelo a analizar es un semiespacio heterogéneo como se muestra en la figura 4.6.
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v vV.v vov v v v v |B0O X
-1000 1000 .

Z

Figura 4.6: Modelo de un semiespacio heterogéneo

Obtendremos la respuesta para una fuente ubicada en & = (0, 150m), y un valor de 2 = 300m. La
densidad a considerar es de p = 1800[kg/m’] y la velocidad en la superficie es igual a 8(0) = 200[m/s].
Para la respuesta en el tiempo usaremos un pulso de Ricker con pardmetros ts = 2[s] y tp = 1[s].

1000 -
IJQ
SNS=
//\\LL

500 =
E 0
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-500

-1000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Figura 4.7: Sismogramas sintéticos del semiespacio homogéneo
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Figura 4.8: Sismogramas sintéticos del semiespacio heterogéneo con 4 = 300

Un efecto interesante es la aparicion de ondas superficiales en el modelo heterogéneo (Figura 4.8) en
contraste con el modelo homogéneo (Figura 4.7).

En un medio homogéneo, en el caso antiplano, no existe propagacion de ondas superficiales [Aki and
Richards, 2002], en cambio en un medio con estratos plano con diferentes valores de velocidad 8 se pue-
de demostrar que aparecen este tipo de ondas denominadas ondas de Love.

El modelo heterogéneo se puede pensar como el caso limite de una infinidad de estratos, con un espesor
infinitesimal. Para poder apreciar mds este efecto se observemos el diagrama fk de ambos modelos. Este
diagrama se obtiene al aplicar la transformada espacial de Fourier a la funcién de transferencia.

0.03
3
0.025
25
5 | 0.02
= |
s ‘ 0.015
— ¥
1 0.01
05 0.005
~0

0015 -0.01 -0005 O 0005 001 0015
k [1/m]

Figura 4.9: Diagrama fk del semiespacio homogéneo



4.2. Respuesta sismica de topografias 41

m 0.03
3 < # |
0.025
25 *
£
s / 0.02
N ,//
= 5 /,/ 0.015
H-_..
1 7 0.01
0.5 0.005
0

0
0015 -001 -0005 0 0005 001 0015
k [1/m]

Figura 4.10: Diagrama fk del semiespacio heterogéneo

En el diagrama fk para el medio homogéneo (Figura 4.9) muestra una recta cuya pendiente es igual a
la velocidad del semiespacio debido a la relacién 8 = f/k. En el diagrama fk para el medio heterogéneo
(Figura 4.10) observamos curvas que se dispersan (flechas azules), estas curvas indican la presencia de
ondas superficiales en la respuesta del medio. En linea roja se representa la pendiente de la velocidad del
semiespacio homogéneo 8 = 200[m/s].

Las ondas superficiales son generadas debido a la reflexion, refraccién y difraccion de los rayos. En
el modelo heterogéneo de un semiespacio no hay ni refraccion ni difraccidn, el fendmeno que predomina
es la reflexién debida a la curvatura de los rayos. Las ondas superficiales son las que causan méas dafio
estructuralmente ya que poseen amplitudes mayores y duraciones largas en comparacion con las ondas
de cuerpo (SH).

El siguiente modelo a analizar es el de una geometria concava triangular, la altura del modelo es de

100[m] y la base de 200[m] (figura 4.11). El fin de modelar esta geometria es el de contrastar los efectos
de la geologia superficial local.

v v v Blo) X

z

Figura 4.11: Modelo de una geometria concava heterogénea
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Analizaremos para un valor de &7 = 300[m] y una fuente ubicada en & = (0, 150m). EI modelo tiene
un valor de velocidad de propagacién de onda en z = 0 de 8(0) = 200[m/s].

1000
500 E
= s
= o N2
500
-1000 L L L L I
0 2 4 6 8 10

Figura 4.12: Sismogramas sintéticos de la geometria triangular homogénea
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Figura 4.13: Sismogramas sintéticos de la geometria triangular heterogénea

La respuesta en el medio heterogéneo (Figura 4.13) muestra una mayor duracién que la respuesta
obtenida para el medio homogéneo (Figura 4.12). La curvatura de los rayos dentro de la concavidad del
medio heterogéneo genera fendmenos complejos de reflexién y difraccion de los frentes de onda. Este

fendmeno genera que las ondas superficiales tengan mayor duracidon en contraste con la respuesta del
medio homogéneo.
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Figura 4.14: Diagrama fk de geometria triangular homogénea
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Figura 4.15: Diagrama fk de geometria triangular heterogénea

El diagrama fk (Figura 4.15) del medio heterogéneo muestra curvas de dispersién que indican la
presencia de ondas superficiales. El diagrama fk en el medio homogéneo (Figura 4.14) muestra una ten-
dencia similar al semiespacio homogéneo, ya que las pendiente de las curvas se aproxima a la velocidad
del modelo 8 = 200[m/s]. En cambio las curvas del diagrama fk del medio heterogéneo muestran dife-
rente valor de las pendientes teniendo diferentes modos de vibracién en el modelo.

La variacion entre la geometria del modelo del semiespacio analitico (Figura 4.8) y la geometria concava
(Figura 4.13) da cambios significativos en la duracién y en la amplitud de la respuesta, estos cambios
son conocidos como efectos de sitio. Por ello en el modelado sismico se debe tomar mucho en cuenta la
geologia superficial local, ya que estas caracteristicas locales generan respuestas totalmente distintas en
comparacion con modelos simplificados.
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4.3. Respuesta sismica de valles aluviales

Un modelo de interés en la sismologia es el llamado valle aluvial. La cuenca del Valle de México
se puede aproximar a este tipo de modelos, ya que estd constituida por una serie de estratos arcillosos
deformables que descansan en depdsitos més rigidos. El modelado de estas estructuras ha llevado a la
conclusién de que los efectos de sitio generan amplificaciones notables [Benites and Aki, 1994]. A con-
tinuacion se modelaremos un valle aluvial como el mostrado en la figura (4.16).

-20 [km] 20[km] #
v v

Medio £ 5-[“_""]— - 13(5 km)

Figura 4.16: Modelo de un valle aluvial con una regién R heterogénea

La geometria del valle aluvial es la utilizada por [Sills, 1978]. La fuerza puntual est4 localizada dentro
del medio E. La inclusion tiene la caracteristica de ser un medio heterogéneo; en cuanto al semiespacio
se considerard como un medio homogéneo.

La discretizacién temporal es para una frecuencia maxima f,,, = 3.2[Hz] y un Ar = 0.15[s]; es-
to para 512 frecuencias. La densidad en el medio R es de pr = 1800[kg/m?], y la del medio E de
pe = 2700[kg/ m?3]; dando una relacién entre ellas de p = 2/3. Se colocaron 101 observadores distribui-
dos en el intervalo [—250km, 250km].

La relacion de velocidad de onda es de 8 = Br(0)/Br = 1/2, 1a velocidad en la superficie del medio R es
de Br(0) = 200[m/s] y la del semiespacio es de S = 400[m/s]. La fuente estd ubicada en & = (0, 300km).
En el caso heterogéneo se tiene un valor de & = 50[km].

4
37><10
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= \/

Figura 4.17: Sismogramas sintéticos para el valle aluvial homogéneo
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Figura 4.18: Sismogramas sintéticos para el valle aluvial heterogéneo

La respuesta en el medio homogéneo (Figura 4.17) tiene una duracién mayor duracién respecto a la
del medio heterogéneo (Figura 4.18). El cambio de velocidad en el medio homogéneo es fuerte ya que
el frente de onda pasa de una velocidad de § = 400[m/s] a una de S = 200[m/s] , esto provoca que la
refraccion de la onda genere amplificacién y una mayor duracién. En cuanto en el medio heterogéneo
el cambio de velocidad es suave, ya que a la profundidad de z = 5[km] la velocidad en la region R es
la misma que la region E (8 = 400[m/s]) provocando que la respuesta en el valle heterogéneo se vea

atenuada.
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Figura 4.19: Diagrama fx para el valle aluvial homogéneo
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Figura 4.20: Diagrama fx para el valle aluvial heterogéneo

La disminucién de las amplitudes en el medio heterogéneo se puede ver de forma clara en los diagra-
mas fx. En el diagrama fx del medio homogéneo (Figura 4.19) hay un aumento de las amplitudes dentro
del valle debido al cambio de la velocidad de onda, esta amplificacion llega hasta la frecuencia de 3[Hz].
En cuanto al diagrama fx del medio heterogéneo muestra una disminucién de las amplitudes dentro del
valle, generado por el cambio suave de la velocidad de onda dentro de este.

4.4. Respuesta sismica de inclusiones

Finalmente se obtendrd la respuesta de una inclusién debido a una fuerza puntual dentro del medio
E. La inclusidn a estudiar se muestra en la figura (4.21). Dado que este estudio se ha desarrollado para el
caso antiplano, se podria pensar a este tipo de modelos una representaciéon muy simplificada de estructuras
cuya dimension en el eje y exceda a las otras dos. Un ejemplo de estas estructuras podria ser el caso de la
cortina de una presa; sin embargo, la correcta modelacion de estas estructuras requeriria que el caso fuera
tridimensional.

. v g 100 [m]

g
Medio R

> R, v B(0)
200 fm] T " 200(m]
20 [m] B(20m)

Medio E

Figura 4.21: Modelo de una inclusién con una regién R heterogénea

Dicha inclusién esta formada por un hexdgono irregular con una base mayor de 200[m] y una base
menor igual a 50[m]. La inclusion tiene caracteristica de ser un medio heterogéneo; en cuanto al semies-
pacio de un medio homogéneo.
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La discretizacién temporal es la misma que la del valle aluvial. La relacién de velocidad de onda es
de B = 1/2, la velocidad en la superficie del medio R es de Sr(0) = 200[m/s] y la del semiespacio de

Be = 400[m/s]. La fuente estd ubicada en & = (0, 300m) con un valor de & = 200[m].
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Figura 4.22: Sismogramas sintéticos de la inclusién homogénea

300 r
R P
200 /'r&'\\w&'
100 "m\&“’/;%
é 0 'J‘ l““w
8 100 \\\\‘@{/"‘&f@
_ &2
-200 \\l"i—-‘a M
-3000 5 1‘0 15

Figura 4.23: Sismogramas sintéticos de la inclusion heterogénea

La respuesta del medio heterogéneo (Figura 4.23) tiene mayor duracién y un aumento de las am-
plitudes, mientras que en el modelo homogéneo hay una atenuacion de la respuesta (Figura 4.22). En
ambos modelos hay un cambio fuerte en la velocidad de onda. En el medio homogéneo hay un cambio
de Bg = 400m/s a una de Bg = 200m/s, en cuanto al medio heterogéneo hay un cambio de velocidad de
Be = 400m/s a una velocidad de 8 = 220[m/s], sin embargo dentro de la inclusién del valle heterogéneo
la velocidad disminuye hasta 8 = 100[m/s], la curvatura de los rayos produce un fenémeno de resonancia

que genera el aumento de las amplitudes y mayor duracién de la respuesta.
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Figura 4.24: Diagrama fx de la inclusiéon homogénea
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Figura 4.25: Diagrama fx de la inclusién heterogénea

El diagrama fx del medio heterogéneo (Figura 4.25) el aumento de las amplitudes dentro de la in-
clusién, en cuanto en el diagrama fx del medio homogéneo (Figura 4.24) hay una disminucion de las
amplitudes.
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Figura 4.26: Diagrama fk de la inclusion heterogénea

El diagrama fk del medio heterogéneo (Figura 4.26) muestra las curvas de dispersién del modelo, las
cuales indican la presencia de ondas superficiales. En este diagrama se ven los modos de vibracién aso-
ciados a cada curva de dispersion. La presencia de ondas superficiales en este modelo provoca fenémenos
de resonancia que son desfavorables para estructuras con estas caracteristicas.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presentd una aproximacién para obtener la solucién fundamental de un medio
eléstico heterogéneo. La solucidn fue utilizada en el Método Indirecto de Elementos en la Frontera para
obtener la respuesta de topografias e inclusiones.

La funcién de Green aproximada para un medio heterogéneo se comporta correctamente, ya que ge-
nera errores despreciables, que son por lo general menores al 5 %. Ademads es muy sencilla de calcular,
ya que el factor de correccién A es independiente de la frecuencia. Una ventaja importante de la funcién
de Green aproximada es que es continua en todo su dominio y la singularidad debida a la fuerza puntual
aplicada se puede tratar como en el caso de la funcién de Green analitica para un medio homogéneo.

La obtencién de la funcién de Green para un espacio completo heterogéneo brinda la capacidad de po-
der utilizarla mediante el Método Indirecto de Elementos en la Frontera para aplicarla en topografias o
inclusiones. El cédlculo de la respuesta de un medio heterogéneo tiene el mismo costo computacional que
el célculo de la respuesta de un medio homogéneo.

De entre los cambios que se dan en la respuesta del medio heterogéneo y del medio homogéneo des-
tacan la variacion de la amplitud y el tiempo de la respuesta en ciertos modelos como lo muestra [Luzén
et al., 2003]. En el medio heterogéneo la curvatura de los rayos genera respuestas mds complejas en com-
paracion con el medio homogéneo. El gran nimero de variables que controlan la modelaciéon complican
identificar de manera concreta las diferencias entre las respuestas obtenidas entre el medio homogéneo y
el medio heterogéneo, asi como también comparar las respuestas entre diferentes modelos heterogéneos,
haciendo asi compleja la realizacién de un anélisis paramétrico.

A partir del trabajo realizado se derivan algunos trabajos a realizar a futuro, como son la realizacién
del caso de deformacién plana para poder tener el esquema completo bidimensional, asi como también la
construccion de un modelo de estratos heterogéneos, basado en el método de Thomson-Haskell, el cual
pueda modelar un perfil de velocidades arbitrario de un medio heterogéneo en general.
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Apéndice A

Apéndice A (Elementos de Matematicas)

A.1. Tensores

Un objeto T se dice que es un tensor si éste permanece invariante ante cualquier transformacion de
un sistema de coordenadas de un espacio de N dimensiones, y sus componentes satisfacen la siguiente
ley general de transformacion:

iy, _ OV O Gy o o o, A1)
jlvjzv'" sjm - axdl ava axan ayjl ay]2 ay]m blsts"' sbm '
Con iy, io,*+ ,in; j1oj2o " »jm = 1,2,-++ ,N. Siendo n y m dos nimeros naturales cualquiera. Este

objeto se conoce como tensor de orden n + m, de n indices contravariantes y m indices covariantes.

Un tensor muy importante es la delta de Kronecker, este ente matemadtico es un tensor de orden 2 y
es el Unico que se mapea bajo la transformacién identidad y estd definido como:

1 i=j

0ij = e A2

Y {O i # (A-2)

Otro ente matemdatico importante por mencionar es la densidad tensorial de Levi Civita, definida
como:

+1  permutacién par
€jx =4 0  indices repetidos (A.3)
—1 permutacién impar

Este ente no es un tensor , ya que no cumple la propiedad de transformacién (A.1) al no ser invariante.
Este ente se clasifica en una coleccién de entes matematicos mas amplia que son las llamadas densidades
tensoriales, cuyo caso particular da los tensores.

A.2. Transformada de Fourier y de Hankel

Definiremos a continuacion de la transformada de Fourier. Supongamos una funcién f(¢) suficiente-
mente regular e integrable, entonces definimos a la funcién F(w) como la transformada directa de Fourier
de la siguiente manera:

F(w) = foo exp(—iwt) f(H)dt (A4)

(5]
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Abhora bien podemos definir también la transformacién inversa que permite recuperar la funcién f(r)
dada por:

f@® = i foo exp(iwt) Flwdw (A.5)
2r J_

(o)

Una de los principales usos de la transformada de Fourier es el célculo de la transformada de Fourier
de la funcién £, se puede demostrar que dicha transformada estd dada por:

(oo

f(”) = (iw)" %f exp(iwt) Flwdw (A.6)

Para definir la transformada de Hankel. Supongamos una funcién f(r) integrable, entonces definimos
a la funcién F () como la transformada directa de Hankel de la siguiente manera:

Faln) = f " £ T ns - (A7)
0

Donde J,(:) es la funcién de Bessel de primera especie de orden n. Ahora bien podemos definir
también la transformacion inversa que permite recuperar la funcién f(r) dada por:

£ = fo 0 Fa(n) Junrdn (A8)

Un resultado importante de la transformada de Hankel es el que se refiere a la transformacién del
operador de Bessel A,:

dr? r dr r2

00 2 2
f r (d /0, 140 ¢ ) Juqrdr = 17 Fa(n) 4.5
0

A.3. Funciones de Bessel

En la resolucién de muchos problemas de la fisica matematica se obtiene la siguiente ecuacidn dife-
rencial ordinaria:

d*y 1dy

dx? ' xdx

2
+(1——2)y=0 con n>0 (A.10)
X

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion diferencial de Bessel de n-€simo orden. La solucion
general a la ecuacién diferencial de Bessel viene dada por:

y=AJ,(x) +BY,(x) (A.11)

Donde A, B son constantes arbitrarias y J,(+), Y,(-) son las funciones de Bessel de n-ésimo orden de
primera y segunda especie. La funcién de Bessel de primera especie se obtiene a partir del método de
Frobenius y estd dada por:

(o8]

Jn(x) =

(=1 (x)2k+” (A12)

LA T(k+ Dl +n+ 1) 2

Donde I'(+) es la funcién Gamma de Euler. La funcién de Bessel de segunda especie o también llamada
funcién de Weber o funcién de Neumann y estd dada por:
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Yu(x) = — Z (n- k—1)v( )Zk n o () l)k

Donde ‘P(-) es la funcion Digamma.

A continuacién se muestran algunos graficos de las funciones de Bessel para distintos érdenes (A.1)

Funcion de Bessel da pimera especie Funcién de Basssl de segunda especie
dnixy Yolx) T T =

05+

05 . 3 X
Figura A.1: Funciones de Bessel de primera y segunda especie de distintos érdenes.

Existen otras formas especiales de las soluciones de la ecuacion de Bessel. Estas son soluciones
complejas conjugadas de la ecuacién de Bessel, y son las llamadas funciones de Hankel dadas por:

HP () = J,(0) + iY(x)  HP () = Ju(x) = i¥(x) (A.14)

La funcién H,(f)(-) y H,(,z) (+) son conocidas como las funciones de Hankel de n-ésimo orden de pri-
mera y segunda especie respectivamente. Hay una relacion entre las funciones de Hankel y las funciones
modificadas de Bessel de segunda especie y es:

i @, .
: 2n)Hn (=iz) (A.15)

A continuacidn se muestran algunas de las propiedades de las funciones de Bessel:

K@ =5 exp(Gn)HV) Ko = 5-exp(-

1. Férmula de recurrencia para las funciones de Bessel:

xJ (%) = ndp(x) = xJpe1(x) (A.16)

Las funciones Y,(x) satisfacen la misma férmula. Se observa que para la funciones de Bessel de
orden cero se cumple Jé(x) =-=-Ji(x).

2. Desarrollos asintéticos, para x suficientemente grandes:

2 nron 2 . nmwoon
1,0 ~ w/Ecos(x— - _Z) Y,(x) ~ w/ﬂ—xmrl(x—?— Z) (A.17)

3. Desarrollos para argumentos pequefios, conn > 0y 0 < x < Vn + 1, se tiene:
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2[In($) +y| sin=0

1 x\*
Jy = (—) Y, = (A.18)
F(I’l+1) 2 _M(g)n sin>0

donde y es la constante de Euler-Mascheroni.

Para mds propiedades se puede consultar [Abramowitz and Stegun, 1964]

A.4. Funcion de Green

A continuacién se expondrd de una manera heuristica la definicién de la funcién de Green. Conside-
remos el siguiente problema no homogéneo con valores en la frontera:

L{u] (x) = —f(x) (A.19)

Doénde L[-] es un operador diferencial lineal sobre cierto espacio de funciones y f es una funcion
continua en [a, b]. Se demuestra que la solucién a dicho problema se puede expresar en la forma:

b
u(x) :f G(x,s) f(s)ds (A.20)

Donde la funcién nicleo G(x, s) es la llamada funcién de Green. La funciéon de Green se puede
caracterizar mediante la funcién delta de Dirac, ya que si suponemos que existe una funcion G(x, s) tal
que se cumpla la ecuacién A.20, entonces podemos operar ambos lados (A.20), teniendo:

b
L{u] (x) =f LIG(, 9)](x) f()ds = = f(x) (A.2D)

Observamos que L [G(:, s)] (x) debe actuar como la delta de Dirac —6(x — s). Entonces el problema
inicial (A.19) se puede establecer como:

L[G(, 9)](x) = =6(x - 5) (A.22)

El problema entonces consiste en resolver la ecuacién (A.22) con las condiciones de frontera origi-
nales del problema, para después obtener la solucién original u(x) a partir de la ecuacién (A.20).

El valor de una solucién dada por una funcidon de Green, se basa en el hecho de que la funcién de
Green es independiente del término no homogéneo (f(x)) de la ecuacién diferencial; por lo tanto una vez
determinada la funcién de Green, la solucién del problema con valores en la frontera se obtiene por la
integracion sin importar la naturaleza de f(x).

Se enuncian a continuacién sin demostracién algunas de las propiedades de la funcién de Green:

1. La funcién G(x, s) es continua en el cuadrado [a, b] X [a, b]. Para cada s fija las derivadas parciales
0G(x,5) . 0°G(x,s)

o 5,2 son funciones continuas de x, con x # s.

2. Para cada s fija, la funcién de Green satisface el problema homogéneo correspondiente para x # s:

LIGC,$)](x)=0 con x#s (A.23)
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con las condiciones de frontera del problema.
3. La funcién de Green es Unica

4. La funcion de Green es simétrica

G(x,s) =G(s,x) (A.24)

A.5. Coordenadas Bipolares

Las coordenadas bipolares son un sistema de referencia ortogonal bidimensional. En este sistema de
referencia cualquier punto del espacio euclidiano bidimensional esta dado por la pareja (u,v) que son
las coordenadas bipolares. Ambas coordenadas (u, v) son adimensionales. Dichas coordenadas se pueden
poner en relacién con las coordenadas cartesianas teniendo como transformacion directa (x,y) — (u, v):

_ __ asinh®) _ asin@
" cosh(v) —cos(w)  °  cosh(v) — cos(u) (A.25)

Donde a € R*, y los valores de u y v tienen como dominio 0 < u < 271y —oo < v < co respectivamente.
Las curvas de nivel de estas coordenadas se muestran en la figura (A.2).

S 0Crgenagas DIp elered

u=Tr/6

8 ," L=mrid k'.\
- B = 5

S [ T
\ |

s F R
v=0.5/ O Lt / =05
/ AN | T
i V= I.“ “T'\-\. ‘\ 1 r_‘,;“‘ ‘JJ 3 ‘\\v:‘l \'|‘
[ [ v= ;?CLJT,})E): :Il::{' ﬁ»‘f&:::ﬁe Y } "
L J;" .“. .a:j'“'- fl(‘:\_..' 3 J‘J
‘\ 0t L PN g 3
% AT £
g 1 wﬁJ ™ -
e 5, A Cohit
e | e ]
/ k! u=Tn/4 3

Al o vom L\'. 7 (@0) o v
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Figura A.2: Curvas de nivel de las coordenadas bipolares.

Se observa que estds curvas se crean a partir de dos polos, situados en (—a, 0) y (a, 0) de ahi el nombre
que se le da a estéds coordenadas. El valor 2a indica que tan lejos se encuentran los polos de si. Cabe des-
tacar que muy cerca de cada polo las coordenadas bipolares se comportan como las coordenadas polares
bidimensionales.

Los circulos azules mostrados en la figura (A.2) son los denominados circulos de Apolonio, y son las
curvas de nivel de la coordenada v. Se puede observar que a medida que el valor absoluto de v se hace
mads pequefio estos circulos crecen mds y se alejan de su respectivo polo; ahora si el valor absoluto de v
es muy grande los circulos se hacen mds pequenos tendiendo a estar centrados en el polo. Estas familia
de circunferencias estd dada por la ecuacion:
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(x — acoth(v))? + y* = a® csch?(v) (A.26)

Los circulos verdes, son las curvas de nivel de la coordenada bipolar u. Estos circulos pasan por los
polos y estdn controlados por la coordenada u, que da el dngulo de salida de los circulos; esto es u es una
recta a cierto angulo que es tangente al circulo en el polo como se muestra en la figura (A.3)

AT

Figura A.3: Coordenada bipolar u.

Esta familia de circunferencias viene descrita por la ecuacién:

x* + (y — acot(n))? = a® csc?(v) (A.27)

La transformacion inversa de coordenadas (u,v) — (x,y) estd dada por:

2 V(x +a)? +y? 2
V= atanh(%) = ln(M] u= atan(%) (A.28)
x“+y-+a «/(x—a)2+y2 x“+y - —a

Geométricamente se pueden demostrar algunos resultados. El primero es que la relacién R /R, es
siempre constante para una curva de nivel dada por la coordenada v (figura (A.4)).

S0
SETAN !

Figura A.4: Interpretaciones geométricas de las coordenadas bipolares.

El segundo resultado es que el angulo que forman las rectas R; y R, en el punto (x, y) es igual dngulo
de salida de la circunferencia dada por la curva de nivel de la coordenada u (figura (A.4)). Es fécil ver
que R? = (x+a)? +y* yR3 = (x —a)* + y~.

Otras propiedades importantes de las coordenadas bipolares son sus factores de escala dados por:
W2=p?= a’
Vo " (cosh(v) — cos(u))?

Y el valor del operador Laplaciano, dado por:

(A.29)
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(cosh(v) — cos(u))? [ 8> 0’
V2= —+— A30
a? ou?> ( )
A.6. Ecuacion integral de Fredholm
Se conoce como ecuacidn integral de Fredholm de segunda especie a la una ecuacion del tipo:

b

P(x) - ﬂf K(x,np(1)dt = f(x) (A.31)
a

donde ¢(x) es la funcidn incognita; K(x,#) y f(x) son funciones conocidas, x y ¢ son variables reales
que varian en el intervalo (a, b), 4 € R. La funcién K(x, ) se denomina nicleo de la ecuacién integral; se
supone que el nicleo K(x, ) estd definido en el cuadrado Q = {a < x < b,a <t < b}enel planox—tyes
continuo en €2, o bien sus discontinuidades son tales que:

b b
f f | K(x,0) P dxdt (A32)

tiene un valor finito.
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Apéndice B

Apéndice B (Resultados de
Elastodinamica)

B.1. Ecuacion de Transporte
Consideremos la ecuacion de transporte en su forma vectorial para la amplitud A:

2Vr-VA +AAT = 0 (B.1)

Recordemos que 7 son superficies que describen los frentes de onda, se observa que Vr es un campo
vectorial normal al frente de onda, y tangente a los rayos en la interseccién con lo frentes de onda.
Recordemos la ecuacién eikonal:

1
IV = e (B.2)

De esta ecuacién podemos deducir que el mddulo del campo V7 es igual al inverso de la velocidad de
propagacion. Entonces denotemos a V1 = é donde 7 es un vector unitario tangente a los rayos y normal
a los frentes de onda. Pensemos que a los rayos definidos como curvas con el pardmetro s (longitud de
arco), entonces sus componentes se expresan como:

F(s) = x($)i + y(s)j + z(s)k (B.3)
Considerando lo anterior podemos calcular es facil ver que:

_ dr dx, dy, dz
[—&—gl‘i‘ﬂj‘l’ak (B4)

Entonces podemos calcular la derivada total de A respecto a s, dada por:

dA _0Adx 0Ady 0Ad _
= 22 S =VA.7

— =t ——+ —— = B.5
ds Oxds dyds 9dzds (B-5)
Gracias a esta relacion es fécil ver que se tiene la igualdad:
| 1dA
Vr- VA== ({-VA) = =— B.6
T c ( ) Cds (B.6)

Ahora bien, considerando la derivada del tiempo de viaje respecto a s que:
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dr S 1
_=V.t:_t.t:— B7
A C (-1 c (B.7)
Entonces vemos que podemos relacionar las diferenciales ds = C dt, dando que:
1dA 1 dA
- B.8
Cds C%dr (B-8)
Podemos ahora sustituir (B.8) en (B.1) dando como resultado:
2 dA
——+AAT=0 B.9
[ B9

Siendo ahora una EDO a lo largo del rayo. Sin embargo falta calcular el valor de Ar. Para ello
consideremos el operador Laplaciano como la divergencia del gradiente, esto es:

1
Ar=V.Vr= EV-V? (B.10)

Consideremos también un tubo formado por rayos como el que se muestra en la figura (B.1).

-
;fff
‘\'U
51 \/// Xy dr
.-_.__'u_d_,_-"" % — —
e — .
e B
___gr'— _. i
T="To Sl R ds

Figura B.1: Tubo de rayos

En la figura anterior ¥ es un vector normal exterior y unitario a la superficie del tubo de rayos, tiene la
finalidad de orientar esta, dX |14 Y dZ |; es el drea en la tapa superior e inferior respectivamente. Ahora
bien, recordando la definicién formal de la divergencia, podemos expresar la ecuacidn anterior como:

lv .VFi= 1 lim M
C Cav-0 AV
Recordemos que estamos trabajando en sistema de coordenada cartesiano (x, y, z), sin embargo nos
conviene tener un sistema que describa localmente al rayo, este sistema es conocido como coordenadas
centradas y esa formado por (s,y1,y2) donde s es la longitud de arco, y i, v» son dos coordenadas
cualquiera que describan al rayo. Teniendo en cuenta esto podemos obtener un valor del diferencial de
volumen en coordenadas cartesianas a nuestro nuevo sistema, el cual estd dado por:

(B.11)

dV = Jdsdy,dy, = CJdtdydy; (B.12)

Sabemos que J es el determinante Jacobiano de la transformacion de coordenadas, definido como:

ax ox ox

g‘r g‘r %T

_ | 9 9y
J=|z 2 (B.13)

0
. @

2 O
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Ahora bien, considerando lo anterior podemos reescribir la ecuacién (B.11) como:

lV-Vt_z 1 lim fst—vdS (B.14)
C C Av—0 CJdtdydy,

Analicemos la integral del numerador, para ello observamos que es una integral de flujo, analizando
un tubo alrededor de un rayo observamos que en la superficie lateral del tubo se cumple que VL7, ya que
¥ es un vector normal exterior unitario a la superficie, mientras que 7 es un vector tangente unitario a
la superficie; ahora bien analizando la tapa superior (7 + dr) e inferior () notamos que V||, en la tapa
inferior son perpendiculares pero con sentido opuesto, mientras que en la tapa superior se cumple la
perpendicularidad pero ambos con el mismo sentido. Entonces la integral de la ecuacion (B.14) se puede
aproximar como:

f t-vdS = dZlriar — dZl; = (Ulesar = JIo) dy1dy, (B.15)
s
Entonces la ecuacion (B.14) puede ser reescrita como:

lV.Vf: 1 lim Jesar = e _ Li(é)

= B.1
C Cav-0 Cldr CJldr (B.16)

Como establecimos al principio que At = %V - Vi, podemos reescribir la ecuacion (B.9) como:

2dA A d(])_

Ly B.17
C’dr CJdr\C ( )

Teniendo una ecuacién diferencial ordinaria que es facil de resolver, la solucién para A viene dada
por:

_ U(y1,v2)
J

C

A (B.18)

Donde ¥(y1, y2) es una constante de integracion que a su vez es funcién de los parametros y; y y», esta
funcién es conocida como patrén de irradiacion. El Jacobiano J representa geométricamente una medida
de la dispersion de los rayos. Cuando J incrementa el tubo de rayo crece, mientras que si J decrece el
tubo de rayos se estrecha.

B.2. Pulso de Ricker

Se denomina pulso de Ricker a la ondicula con pardmetros 7, y t; que tiene la siguiente funcion en el
dominio del tiempo:

t—t,

i) = (a2 - %)exp(—az) con  a=n (B.19)

Ip

Donde 1, representa el centro del pulso y 7, el periodo caracteristico, el cual representa la distancia
de separacion entre las crestas. En la figura B.2 se muestra un pulso de Ricker con pardmetros ¢, = 4 y
t, =2
)4
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Pulsa Ricker

rit)

Figura B.2: Pulso de Ricker en el dominio del tiempo.

Analiticamente, se puede aplicar la transformada directa de Fourier al pulso de Ricker, obteniendo

asi su funcion en el dominio de la frecuencia, la cual estd dada por:
w

(B.20)

t
R(w) = P exp (—bz) exp (—iwty) con b=—
n Wp

%—”). En la figura B.3 se muestra el gréfico
p

Donde w), es la frecuencia angular caracteristica (w
del valor absoluto de la transformada de Fourier (JR(w)|) del pulso de Ricker con los pardmetros antes

mencionado; teniendo asi que w, = 7.
Pulso Ricker

Figura B.3: Pulso de Ricker en el dominio de la frecuencia.

B.3. El tensor de tracciones de la funcion de Green

La funcién de Green en general es un tensor de segundo orden definido como G, dénde el primer
indice indica que se trata del desplazamiento en direcciéon i en cambio el segundo indice dice que el

desplazamiento es debido a una fuerza impulsiva aplicada en direccién m. Debido a que se propuso a
estudiar el problema antiplano, en las hipétesis que se dieron se dijo que inicamente habia desplazamiento

en direccién y = x; debido a una fuerza impulsiva en direccién y = x,, de ahi que se obtenga la funcién

de Green en ambos casos homogéneo y heterogéneo Gy (+).
B.21)

wr .
HY (—) Go(¢ o w3 €) = A —
Hol

1
G wié) = 22H | HP (wr)

Donde A es:
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1

A = (sinh(0) [coth(2) — cos(jo)])> [Smﬁ( o] (B.22)

Dado que el IBEM exige saber las tracciones del medio a modelar, a continuacién obtendremos
dichas tracciones; para empezar recordemos la ley de Hooke para un medio continuo heterogéneo (el
caso homogéneo es un caso particular donde A, y u, son constantes):

Buk é‘u,- ou j
oij =0 — + | — + — B.23

Dado que estudiamos el caso antiplano, es facil demostrar que el tensor de esfuerzos debido a la
funcién de Green tnicamente tiene 4 elementos, los cuales son:

ou ou
o112 =071 =,uza—xf 023 =03 =’uZ6_x§ (B.24)

El tensor de tracciones estd dado por la relacién de Cauchy y es:

™ = 0; (Gim) 1; (B.25)

Recordando las hipétesis del caso antiplano, tenemos que Unicamente existen fuerzas y desplaza-
mientos en direccion x,, esto implica que tinicamente se tendrd un componente del tensor de tracciones
el cual serd Ty, y estd dado por:

0G» 0G»

20 = Mz a_xlnl T U 8_xgn3 (B.26)
Esta es la expresion general para calcular las tracciones. Calculemos el caso particular en el cual el

medio es homogéneo. Para ello recordemos que la funcién de Green estd en funcién del radio y de la

frecuencia, por ello las tracciones se calculan como:

T(n) —

0Gy(r, w) 0r(x,z) 0G(r, w) Or(x, 2)
n +u n3

T(n) W, — B.27
n (nwid) =n—p ox or oz (B.27)
Dando como resultado:
(n) _ iw ) [ wr X — X0 Z—20
T22 (I", (,()) = @Hl (F) ( . n; + p n3) (B28)

Para el caso heterogéneo las derivadas son mas complicadas, esquemdticamente el calculo de las
tracciones se da como:

, 0G22(¢, jo, w; 9G22(, jo, w;
R (B.29)
ox 0z
Aplicando la regla de la cadena obtenemos:
T _[0G(, jo, w; ) 8L(x,2)  0Gn(L, jo, w; &) D jo(x,2)
2(X,z,w) = Y o T o e b
0 0, W; &) O 0 0, W; &) 0
B G, jo, w3 ) 00(x.2)  0Gn(L, {o,w,é“) ]0()6,2))n3 (B.30)
oc 0z djo 0z

Ahora bien, en el cdlculo de las derivadas de la funcién de Green para un medio heterogéneo respecto
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a las coordenadas bipolares las podemos descomponer como:

0Gn(, jo,w;&) 1 [H@)(th) IA(, jo)  wh

H (@

B(0)

IGn(.jow:&) _ 1 o (whé’ ) O, Jo) (B.32)

djo 4wl 0 \BO)) djo
Finalmente el cdlculo se reduce a obtener las derivadas de A respecto a las coordenadas bipolares;

nt 1
para simplificar los resultados designemos M = (sinh({) [coth({) — cos( jo)])Tl yN = [Fﬁ@)]z

N, Jo) _ [sinh(a —{ cosh(é)} [ M ]
a sinh?(¢) 2N

" (” . 1) M N (cosh(Q) {coth(¢) = cos(jo)} = sinh(Q) {coh®() - 1)) (B.33)

9N, jo)

> = sinh({) sin(jo) (ﬂ) M1 N (B.34)
djo 2

Asi como también el cédlculo de las derivadas bipolares respecto a las coordenadas cartesianas:

1

—[RZ T
04(x,2) _ 5 Ri(z+z0+2h) z—zo|[R] 1 (B.35)
0z R; Ry Ry R%
_ xR 1!
0l (x,7) _ Ri(x—x0) x—xoffR] 1 (B.36)
dx R, RR||R
_1
djo(x, 2) 2A(x — x0)(z + 20 + 2h) | 2A(x — x0)(z — 20) 24%(x = x| 2
D : + - - (B.37)
z RiR; RiR Rk
1
) 3 5 _ 2 20, 2712
djox.2) _ _[A-—x)® 24 AG-xo? ||, 24%—x0) (B.38)
ox RIR; RiRy R3R, RIR;

Donde A = h + 29

B.4. Integracion Analitica

Al discretizar el modelo numérico del IBEM surgen las siguientes ecuaciones:
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N
v(X, w) = Z ¢i(a))f G (X, w; €)dS ¢ x e (B.39)
i=1 Li
N
T™(x,w) = Z Pi(w) f TO(x,w€)dS;  x€Q-0Q (B.40)
i=1 L
1 N
TO(x, w) = ~d(x, w) + Z pi(w) f TOX,w€)dSe  x€dQ (B.41)
2 i=1 T ‘

El problema ahora radica en calcular las integrales fr Go(X,w;6)dS ¢ y fr ngl)(x, w; &) dS ¢. Anali-
cemos cada uno de los casos: ‘

= Primero analicemos la integral de las tracciones fl"i T (x,w; &) dS ¢ . Sabemos que cuando x = £ se
encuentra una singularidad, sin embargo matematicamente se a probado que el valor de la integral
cuando se tiene que X = £ es igual a cero. Fisicamente esto se debe a que la traccidn es la proyeccion
de la fuerza sobre el vector normal, el cual es ortogonal al segmento discretizado. Entonces la
integral queda como:

f TE (X, w;é) dS¢ = %(p(x,w (B.42)

i

La interpretacién fisica de este término estd asociada a una distribucién simétrica de fuerzas que
actiian en un punto de la frontera del dominio.

= En el caso de la integral fr G (X, w; €)dS ¢, sabemos que existe una singularidad débil de orden

r~! cuando x = £ y sélo existe en el sentido de valor principal de Cauchy. Una forma de evitar

esta singularidad es tomar los primeros términos del desarrollo en serie de la funcién de Hankel.
Esta integracién se realiza computacionalmente cuando el radio ry < 0.5 L, donde ry es la distancia
entre el observador y la fuente y L es la longitud del elemento a discretizar. Tomando en cuenta
esto la integral queda definida como:

1 wr . wr
ﬁi G22(X, w; f)dSé: = 4_/11 \fl; Jo (F) - lYo (F)ng (B.43)

La cual podemos expresar como:

1 5+ro wrl . (wr 5-ro wrl . (owr
I= 4_lll ; Jo (F) —iYy (?)dr + jo‘ Jo (F) —iYy (E)dr (B.44)

Si consideramos las siguientes aproximaciones a las funciones de Bessel:
2

X 2 X X X x2
~1-2 vy~ Z|m(E)-Tnm(i)l+y--ni B.4
Jo 4 0 n[n(Z) 4 “(2)” o )4] (B.45)

Haciendo estas sustituciones e integrando, obtenemos para la funcién de Bessel de primera especie:

5t (or 50 r L (kL)* | 4 3
fo JO(F)dr+£ JO(F)dr~4—m_{l— %6 (C1+C2)} (B.46)
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Y para la funcién de Bessel de segunda especie:

5+ro 5-ro L Cy. (kLC;\ C». [(kLC
f2 Yoﬂa’r+f2 Yol L) dr ~ == dy -1+ Zhin[KE2L) 4 22 (2222
0 B 0 B Aui 2 4 2 4

4 (KLY? , 5 4 KD?CT  (kLC\ (KLYPCS  (KLC,
(i - )

Donde vy es la constante de Euler , C; = 1 + %,Cz =1- 2%yk= %

B.5. Solucién analitica para un semiespacio homogéneo

Consideremos el caso de un semiespacio homogéneo, en el cual actda una fuente impulsiva ubicada
en ¢ = (xp, z0). El dominio del problema est4 dado por:

HS ={x|(x-0) e, >0} (B.48)

La respuesta en cualquier punto del dominio estda dada por un onda incidente y una onda reflejada,
esto es:

vl = yine 4 yref (B.49)

El valor de la onda incidente es la solucion al espacio completo deducida en el capitulo 1. Para
obtener el valor de la onda reflejada se utiliza el método de las imagenes [Kausel, 2006], el cual nos da el
valor de la onda reflejada en términos de la solucion analitica del espacio completo, pero para una fuente
localizada en &; = (xg, —zp).De esta manera la respuesta en el dominio de la frecuencia estd dada por:

Gor(ri, 12y ) = 4%”. [HSZ) (%) +HY (%)} (B.50)

Siendo r; = \(x—x0)? +(z—20)2 y r2 = V(x = x0)? + (z + 20)? el radio que va de la fuente real
y la imaginaria al punto donde se se desea medir el desplazamiento respectivamente. También se puede
establecer la respuesta para el dominio del tiempo:

_n -

L H(t B .\ H(t ,B)
271'[,[ 2_r_|2 2_r_22
VETE O NE B

B.6. Método de Thomson-Haskell

Ga(r1, .t = (B.51)

El método de Thomson-Haskell [Thomson, 1950] [Haskell, 1953] se utiliza para obtener la respuesta
de medios estratificados sobre un semiespacio ante una fuerza impulsiva o ante la incidencia de una onda
plana. El método consiste en construir una relacion entre desplazamientos y esfuerzos en planos norma-
les al eje z para cada estrato y para el semiespacio. Al usar esta relaciéon ademds de las condiciones de
continuidad de desplazamientos y las condiciones de equilibrio entre las interfaces del medio, es posible
obtener una relacion final entre los desplazamientos y los esfuerzos en un estrato. Esto nos lleva a que es
posible “propagar” en el interior de todo el medio para obtener asi la respuesta en superficie del problema
(o en cualquier parte del medio).
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Se muestra en la figura (B.4) el modelo general a analizar.

Z0

B Pt |H:
Z1
=B B2 pe Hz
2
5 fuerza puntual
i

/
!
Zn-1 !

f B pr Hn

Zn

n+1 ﬁnﬂ On+1 Hi+1
Zn+

]

-

L}
ZN-2

E Bu-t | Hi
ZN-1

En o

Figura B.4: Modelo formado por N — 1 estratos y un semiespacio para el método de Thomson-Haskell

En la figura B.4 se muestra el medio estratificado, formado por N — 1 estratos y un semiespacio, a
cada estrato y semiespacio le corresponde una respectiva densidad p y una respectiva velocidad de pro-
pagacion S. La fuerza impulsiva se encuentra localizada en la interfaz z,. Cada estrato tiene un ancho H.

El problema de propagacion de ondas en un medio estratificado requiere que una formulacidon no sélo
en le dominio de la frecuencia (w), si no también en el dominio del nimero de onda vertical &, esto es
que requiere una transformada inversa de Fourier adicional para regresar a la variable espacial x.

Establecido lo anterior, podemos obtener la relacién de desplazamientos y esfuerzos para los N — 1 estra-
tos, la cual estd dada por:

{Vn(k, Z, a))} _ [ cos(vy 2) y,llv,, sin(v, Z)] {Vn(k’ 0, a))} (B.52)

Ta(k, 2, W) —~lp M Sin(v, 2)  cos(v, 2) 7.k, 0, w)

Esta ecuacion es valida para cada estrato, con 0 < z < H. Si queremos conocer la respuesta en las
fronteras, esto es en las interfaces, podemos evaluar z = H, obteniendo:

vu(k, Hy, 0)) cos(v, Hy,) #nlv” sin(v, H,)| (va(k, 0, w) (B.53)
Tk, Hy, ) [ | =t 1 sin(vy, Hy) — cos(vy, Hy) T,(k, 0, w) :

Doénde 7, y 1, son el nimero de onda vertical y el médulo de cortante para el estrato n respectiva-
mente. En la ecuacién anterior v, (k, H,,, w) y T,(k, H,, w) representan el desplazamiento y el esfuerzo en
el estrato n a la profundidad H,, dentro del estrato, esto es en la interfaz z,,; de la misma forma v,(k, 0, w)
y Ta(k, 0, w) representan el desplazamiento y el esfuerzo en el estrato n a la profundidad O dentro, esto es
la interfaz z,,_1.

La ecuacién anterior puede ser reescrita de forma compacta de la siguiente manera:
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(Vi (@)} = [Pa(@)]{V; ()} (B.54)

Falta dar la ecuacién que relaciona los desplazamientos y los esfuerzos en el semiespacio, dicha

ecuacién estd dada por: A
Svw) \_1[1 =75 vak.0,0)
{SN<1<, Hn,a»} =3 [1 L k0, ) (B-53)

Hn Vn

Los términos Sy y Sy representan una onda llegando desde el semiespacio y una onda que se aleja
hacia el semiespacio respectivamente, para nuestro caso sabemos que no llega ninguna onda desde el
semiespacio, por ello tenemos que Sy = 0.

La ecuacién anterior puede ser reescrita de forma compacta de la siguiente manera:

{Su(w)} = [Qu1{V, ()} (B.56)

Sabemos que en cada interfaz existe continuidad de desplazamientos, por ello sabemos que se debe
complir la condicidn:

Vn(k, Hy, w) = vpi1(k, 0, ) (B.57)

Podemos aplicar la ecuacién (B.57) en las ecuaciones (B.53) y (B.55) hasta el estrato n + 1 (el es-
trato bajo la fuerza impulsiva). Con ello se puede crear un sistema de ecuaciones ensamblan de manera
recursiva hasta que se obtiene:

(B.58)

(Su(@)) = [QIEN@]IEN-1(@)] - [Bys1(@)] {Vn+1(’<> 0 w>}

Tn+1 (k’ 07 (U)

Se puede hacer lo mismo, esto es obtener de manera recursiva el sistema de ecuaciones desde el
estrato n (el estrato sobre la fuerza impulsiva) hasta el estrato 1. Obteniendo asi:

{v,,(k, H,,w)

k. Hy. ) (B.59)

} = [BA(@)I[Fr1 )]+ [Py ()] {2 o 3}

Sabemos que los esfuerzos en la superficie libre, esto es en la interfaz zg (interfaz entre el primer
estrato y la superficie libre) son iguales a cero, de ahi que 7;(k, 0, w) = 0. Otra condicién que sabemos
que cumple el problema es el equilibrio en la interfaz z,, donde se encuentra localizada la fuerza puntual.
Esta condicién estd dada por:

Tns1(0) + fy = Tu(Hy) (B.60)

En la ecuacion (B.60) el esfuerzo al que nos referimos, es el esfuerzo en direccién y ubicado en el
plano z, esto es 7.y; f, representa la fuerza impulsiva ubicada en la interfaz z,,. Reescribamos la ecuacion
(B.58) y la ecuacion (B.59) respectivamente:

0 Lt Lo [vas1(k, 0, w)
{SN(k’ Hy, ‘U)} - [L21 Lzz] {Tn+1(k, 0, a))} (B.61)

vk, Hy,w)| _ |Unn Uz vi(k, 0, w)
{Tn(k, Hn,w)} B |:Um Uzz]{ 0 } (B62)

Utilizando nuevamente las condiciones de continuidad (B.57) y de equilibrio (B.60) la ecuacién
(B.62) se reescribe como:



B.6. Método de Thomson-Haskell 71
Va+1(k, 0, ) (U U] [vik, 0, w) {0}
= - B.63
{Tn+1(k, O,w)} (U2 U { 0 } Iy (B.03)
Finalmente sustituyendo la ecuacién (B.63) en la ecuacién (B.61) obtenemos:
0 _|Lu L Ui vi(k, 0, w) } (B.64)
Sn(k, Hy, )| |La1 Loz | (U2t vi(k,0,w) — fy
Esta dltima ecuacién nos da el desplazamiento en la superficie libre, el cual estd dado por:
L
vi(k, 0, w) = 12 (B.65)

5
LUy + LUy ™
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