UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN

NS INGENIERIA
VNIVERZDAD NACIONAL
AVFNMA DE
MEixico .
FACULTAD DE INGENIERIA

MODELADO NUMERICO DE PROBLEMAS DE FRACTURA EN
SOLIDOS MEDIANTE DISCONTINUIDADES INTERIORES

TESIS

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN INGENIERIA
INGENIERIA CIVIL - ESTRUCTURAS

PRESENTA:

GELACIO JUAREZ LUNA

TUTOR:

DR. A. GUSTAVO AYALA MILIAN

CIUDAD UNIVERSITARIA

México 2006



JURADO ASIGNADO:

Presidente:
Secretario:
ler. Vocal: '
2do. Vocal:

3er. Vocal:

Ler. Suplenté:

2do. Suplente:

Ing. Jesus Alberro Aramburu

Dr. Arturo Tena Colunga

Dr. A. Gustavo Ayala Milian

Dr. Ismael Herrera Revilla

Dr. Francisco Sanchez Sesma

Dr. Juan J. Pérez Gavilan Escalante

Dr. Luis E. Fernandez Baqueiro

Lugar o lugares donde se realizo la tesis:

INSTITUTO DE INGENIER{A, UNAM.

TUTOR DE TESIS:

. Gustavo Ayala Milian




A Dios

A mis Padres, Francisco y Esperanza

A mis Hermanos, David y Eloisa

A mi Tutor

A la Universidad Nacional Auténoma de México

Al Instituto Politécnico Nacional



AGRADECIMIENTOS

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT), por la beca otorgada durante la

duracién de mis estudios de doctorado.

A la Direccién General de Estudios de Posgrado y al Instituto de Ingenierfa, por el apoyo

econdémico y material que me brindaron.

Al Dr. A. Gustavo Ayala Milidn, por el apoyo académico y enseianzas de vida que con tanto

gusto me brindé.

A mis sinodales, Ing. Jesis Alberro Aramburu, Dr. Francisco Sénchez Sesma, Dr. Arturo Tena
Colunga, Dr. Juan José Pérez Gavildn Escalante, Dr. Ismael Herrera Revilla y Dr. Luis Enrique

Ferndndez Baqueiro, por su experiencia y conocimiento transmitidos.

Agradezco a mis companeros de trabajo, por que de todos he aprendido: Guillermo Roeder,
Esteban Flores, Carlos Avelar, Mauro Nifio, Arturo Quiroz, Gonzalo Zarate Santillén, Federico
Alba, Miguel Angel Guzmén Barriga, Luis Torres Mufioz, Roberto Pérez Narvaez, José Castillo,
Jaime Retama, Alexander Abreu, Miguel Meza, especialmente a Mabel Mendoza y al M. en I.

Octavio Garcia Dominguez.

A mis padres Francisco Judrez Herndndez y Esperanza Luna Sanabria por la vida y el apoyo
incondicional que me han brindado durante mi desarrollo como persona; a mis hermanos David

Judrez Luna y Eloisa Judrez Luna con quienes he compartido mi vida.

A todas las personas que me han inspirado a superarme: Constantino Gonzélez, Sergio Quijast,
Héctor Colin, Dr. Héctor Sdnches, Catalina Sanabria, Gabino Judrez}, Genaro Serrano, Enedino
Cordero, Pedro Montes, Fernando Villa.

A Monica Veldzquez Luna, por su comprensién y carino.

ii



indice

Resumen
Abstract

1 Introduccién
1.1 Aproximaciones para estudiar el procesode falla . . . . ... ... ... .....
1.1.1 Mecénica de fractura . . . . . . . . ...
1.1.2 Método de la grieta discreta . . . . . . . . ... Lo o
1.1.3 Modelo de agrietamiento distribuido . . . . . . . ... ... ... ... ..
1.1.4 Modelo de Discontinuidades Interiores . . . . . .. ... ... .......
1.2 Motivacidn . . . . . ..o
1.3 Objetivos . . . . .«
1.4 Contenido . . . . . . . L

2 Planteamiento del Modelo de Discontinuidades Interiores
2.1 Planteamiento del problema eldstico lineal . . . . . . . .. ... ... ... ...,
2.1.1 Problema de valores en la frontera . . . . . ... ... ... ........
2.2 Planteamiento del Modelo de Discontinuidades Interiores . . . . . . . . . . .. ..
2.2.1 Cinemética de desplazamientos y deformaciones . . . . . . . . . ... ...
2.2.2 Regularizacién de la cinemdtica . . . . . . . . ..o
2.2.3 PVF del Modelo de Discontinuidades Interiores . . . . . . ... ... ...
2.3 Elementos finitos con discontinuidades interiores . . . . . . .. .. ... ... ..
2.3.1 Enriquecimiento elemental . . . . . . . . . .. ... oL

2.3.2  Enriquecimiento nodal . . . . . . . ... oo o

3 Modelos constitutivos de dano
3.1 Modelo de dano isotrépico. . . . . . . . ...
3.1.1 Ecuacién constitutiva . . . . .. . ... o
3.1.2 Criteriodedanio . . . . . . . . . . e
3.1.3 Regla de endurecimiento . . . . . . . .. ... Lo
3.1.4 Condiciones de carga y descarga . . . . . . . . . . ...
3.1.5 Moddulo tangente . . . . . ...

iii

xii

o N Ut W N =

11
13
14

16
17
17
19
20
21
23
25
26
30



3.2 Analisis de la falla en materiales . . . . .. .. ... ... L.
3.2.1 Fases de la curva esfuerzo deformacién . . . . . . ... ... ... .. ...
3.2.2 Pérdida de estabilidad . . . . .. ... ... ...
3.2.3 Tiempo de bifurcacién . . . . . .. ... L o

3.3 Analisis del modelo isotrépico de dano con la cinematica de deformaciones de
discontinuidades fuertes . . . . . . . . . . ...
3.3.1 Ecuacién constitutiva discreta. . . . . . . . ... ... ...

3.3.2 Condiciones de discontinuidad fuerte. . . . . . . . . . .. ... ... ...

Formulacién variacional del Modelo de Discontinuidades Interiores
4.1 Principio variacional del problema eldstico lineal . . . . ... ... ... .....
4.2 Formulacién variacional para un sélido dividido en subdominios . . . . . . . . ..
4.3 Formulacién variacional del Modelo de Discontinuidad Débil . . . . . . . ... ..
4.4 Formulacién variacional del Modelo de Discontinuidades Fuertes . . .. ... ..
4.5 Formulacién variacional del Modelo de Discontinuidad Discreta . . . . . . . ..
4.6 Desarrollo de otros principios variacionales . . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.6.1 Funcional de energia potencial total con discontinuidades . . .. .. ...
4.6.2 Funcional desplazamiento-esfuerzo con discontinuidades . . . .. .. ...
4.6.3 Funcional de energia complementaria total con discontinuidades. . . . . .
4.7 Extensién a varias discontinuidades . . . . . . . ... ..o oL
4.7.1 Aproximacién Continua . . . . . . . . . . . ...

4.7.2 Aproximacién Discreta . . . . . . ..o

Aproximacion mediante el MEF del Modelo de Discontinuidades Interiores
5.1 Generalidades . . . . . . . . . .
5.1.1 Discretizacion . . . . . . . . .. e e e e
5.1.2 Aproximacién de campos . . . . . .. ..o e e e e e
5.1.3 Extremizacién . . . . . . . ... e
5.2 Elemento Finitos con Discontinuidades Interiores . . . . . . . ... .. ... ...
5.2.1 Matriz mixta para Discontinuidades Fuertes . . . . . . . . .. ... .. ..
5.2.2 Matriz mixta para Discontinuidad Discreta . . . . . .. .. ... ... ..
5.2.3 Matriz de rigideces con Discontinuidades Interiores . . . . . . . .. .. ..
5.2.4 Matriz de flexibilidades con Discontinuidades Interiores . . . . . ... ..
5.3 Formulacién del Elementos . . . . . . . .. ... o
5.3.1 Elemento unidimensional con discontinuidad . . . . . ... .. ... ...

5.3.2 Elemento triangular con discontinuidad . . . .. ... ... ... .. ...

Formulacién variacional de estructuras laminares con discontinuidades
6.1 Teorfa de placas . . . . . . . . . e
6.1.1 Problema de valores en la frontera . . . . . . . . ... ... ... ... ..

6.1.2 Cinematica . . . . . . . . . e

iv



6.1.3 Desplazamiento . . . . . . . . . .. 99

6.2 Formulacién variacional general de placas . . . . . . .. . ... ... ... ... 103
6.3 Desarrollo de otros principios variacionales . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 104
6.3.1 Funcional de energia total de placas . . . . . .. ... ... .. .. .... 104
6.3.2 Funcional desplazamiento-fuerza . . . . . . ... ... ... ... ..... 105
6.3.3 Funcional de energia complementarfa total . . . . . . .. .. .. ... ... 106
6.4 Placas con discontinuidades . . . . . . ... ..o 106
6.4.1 Funcional de energia general de placas con discontinuidades . . . . . . . . 109
6.5 Desarrollo de otros principios variacionales . . . . . . . . . ... ... ... .... 110
6.5.1 Funcional de energia potencial total con discontinuidades . . . .. .. .. 110
6.5.2 Funcional desplazamiento-fuerza . . . . . . ... ... ... ... ..... 111
6.5.3 Funcional de energia complementaria total . . . . . . ... ... ... ... 112
6.6 Aproximacién mediante el MEF de placas con discontinuidades . . . . . . . . .. 112
6.6.1 Matriz mixta . . . . . . . ... e e 115
6.6.2 Matriz de rigideces . . . . . . ... L 117
6.6.3 Matriz de Flexibilidades . . . . . . . . .. .. .. L. 120
6.6.4 Formulacion del elemento finito triangular placa con discontinuidades . . 121
6.7 Teoria de flexidn en vigas . . . . . . . . .. 126
6.7.1 Teorfa de vigas de Bernoulli-Euler . . . . . . ... ... ... ... ..., 127
6.7.2 Aproximacién mediante el MEF . . . . ... .00 128
6.7.3 Teoria de vigas de Timoshenko . . . . . . .. ... ... ... ... .... 129
6.7.4 Aproximacién mediante el FEM . . . . ... ..o 131
6.8 Vigas con discontinuidades . . . . . . . . . ... Lo 132
6.8.1 Viga de Bernoulli-Euler . . . . .. ... ... ... .. .. 0. 132
6.8.2 Viga de Timoshenko . . . . . . .. .. .. ... 134
Discontinuidades interiores con variacién lineal del salto 137
7.1 Cinemdtica de la discontinuidad. . . . . . . . . . .. ... L. 138
7.2 Aproximacién con el método de los elementos finitos. . . . . . . .. ... 139
7.2.1 Ejemplo de aplicacién. . . . . . . .. ... Lo 141
7.3 Anélisis y propuesta de una relacién entre el salto y los desplazamientos regulares 143
7.4 Propuesta de una matriz para saltos lineales . . . . . . . . ... ... ... .... 146
7.4.1 Ejemplos . . . . .. 147
Tratamiento de la propagacién 152
8.1 Seguimiento de discontinuidades . . . . .. .. ... ... .. L. 153
8.2 Seguimiento Local . . . . . . . ... 154
8.3 Seguimiento Global . . . . . . . . ... 156
8.3.1 Planteamiento del seguimiento global como una ley de conservacién . . . 158
8.3.2 Planteamiento para determinar las lineas de discontinuidad . . . . . . .. 160
8.3.3 Estrategia de seguimiento propuesta . . . . . . ... ..o 162



9 Ejemplos de aplicacién

9.1 Barra . . ... e e
9.2 Barra 2 dimensiones . . . . . .. L0
9.3 Viga con apoyos simples . . . . . .. ..o Lo
9.4 Vigaen cantilever . . . . . . ... L e
9.5 Viga simplemente apoyada con aproximacién de esfuerzo plano . . . . . . . . ..

9.6 Viga empotrada

10 Conclusiones y trabajos futuros

10.1 Conclusiones .

10.2 Trabajos futuros

Referencias

vi

166
167
168
168
171
171
172

175
175
177

178



Indice de figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

1.6
1.7

2.1
2.2

2.3
24

2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3

4.4
4.5

Proceso de falla adaptada (Oliver y Huespe, 2004). . . . . ... ... ... .. ..
Modos de fractura. . . . . . . . . ..
Procedimiento de remallado empleado en la propagacién de grietas. . . . . . . . .
Idealizacién de la prueba a tensién. . . . . . . . .. ... L.
Curvas: a) ablandamiento esfuerzo-apertura de la grieta y b) curva esfuerzo-
desplazamiento. Bazant y Planas (1998). . . . .. ... ... .. .. .. .....
Modelo de agrietamiento distribuido. . . . . . . . ... ..o
Modelo de discontinuidades interiores: a) discontinuidades débiles, b) discon-

tinuidades fuertes y c) discontinuidad discreta. . . . . . .. ... ... ... ...

Continuo €2 con acciones en el dominio y condiciones de frontera sobre T

Cinemadtica de desplazamientos y deformaciones de las aproximaciones de Discon-
tinuidad: a) Débil, b) Fuerte y ¢) Discreta. . . . . ... ... ... ... .....
Posible descomposiciéon del campo de desplazamientos. . . . . . .. ... ... ..
Representacion gréfica del campo de desplazamientos en funcién de: a) desplaza-
mientos continuios, b) desplazamientos regulares S y c) funciéon Mg. . . . . . . .
Enriquecimiento: a) Elemental y b) Nodal. . . . ... ... ... ... ......

Sélido con discontinuidad S. . . . . . . ..

Curva esfuerzo deformacién. . . . . . . . . ... L Lo
Normas: a) espacio de esfuerzos y b) espacio de deformaciones. . . . . . ... ..
Regla de ablandamiento/endurecimiento: a) lineal y b) exponencial. . . . . . ..
Puntos caracterfstico durante el proceso de carga. . . . . . . .. ... ... ...
Coincidencia de puntos caracteristicos. . . . . . . . . . . .. ... ...
Zona de localizacion S. . . . . . . ...

Modelo de dano: a) continuo y b) discreto. . . . . . ... ... L.

Dominio €2 con sus condiciones de fronteraen I'. . . . . . ... ... .00
Dominio 2: a) dividido en tres subdominios y b) separado. . . . . .. ... ...
Dominio Q: a) con una discontinuidad débil en el campo de desplazamientos y b)
separado. . .. .. L L e e
Dominio 2 con una discontinuidad fuerte S: a) continuo y b) separado. . . . . .

Dominio €2: a) con una discontinuidad fuerte y b) separado. . . . . . . ... ...

vii

S Ot W N

41



4.6
4.7

5.1

5.2
5.3
0.4
9.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12

6.13
6.14
6.15

7.1
7.2
7.3

7.4

7.5

7.6
7.7

Aproximacién continua del dominio ) con varias discontinuidades. . . . . . . . . 72

Aproximacién discreta del dominio €2 con varias discontinuidades. . . . . . . . .. 73

Dominio €2 con discontinuidad S: a) descripcién geometrica con sus condiciones

de frontera y b) dicretizacién con EFDIL. . . . . .. ... ... o L. 75
EFDI: a) tridngular en dos diménsiones y b) paralepipedo en tres dimensiones. . 76
Modelo de dano: a) esfuerzo-salto y b) traccion-salto . . . . . .. ... ... ... 82
Geometria del elemento unidimensional con discontinuidad. . . . .. ... .. .. 85
Elemento mixto unidimensional. . . . . . . . . . .. ..o oL 86
Elemeto finito de deplazamientos. . . . . . . . . . ... 87
Idealizacién del elemento finito de flexibilidades. . . . . . . ... .. ... .. .. 89
Geometria del elemento triangular con discontinuidad. . . . . . . .. ... .. .. 90
Elemento mixto triangular con discontinuidad. . . . . .. .. .. ... ... ... 91
Elemeto finito triangular con discontinuidad de deplazamientos. . . . . . . . . .. 93
Idealizacion de placas. . . . . . . . . . .. e e 97
Placa con sus condiciones de fronteraen I'. . . . . . .. ... oL 98
Cinemadtica de la deformacién una placa. . . . . . . . . . .. ... . ... ..... 98
Esfuerzos en una placa. . . . . . . ... L Lo 101
Placa con zona de localizacién S. . . . . . . . . ... oL 108
Placa con carga: a) antes y b) después del inicio de la discontinuidad. . . . . . . 108
Elemento finito triangular y rectangular placa con una discontinuidad. . . . . . . 113
Elemento finito triangular placa con una discontinuidad. . . . . . . .. ... ... 122
Elemento finito mixto triangular placa con una discontinuidad. . . . .. .. ... 123
Elemento finito de placa una gruesa con una discontinuidad. . . . . . . . ... .. 124
Elemento finito de placa delgada con una discontinuidad. . . . . ... ... ... 125
Cargas transversales en vigas que fundamentalmente se resisten por la accién de

laflexion. . . . . . . L e 126
Elemento viga. . . . . . . ..o 127
Viga de Timoshenko. . . . . . . . . . .. Lo 129
Elemento viga con articulacién. . . . . . .. ... oL L oo 134
Dominio €2 con una discontinuidad I'gq. . . . . . . . ... ... ... ... ..... 138
Salto de desplazamiento en un elemento triangular con una discontinuidad. . . . 139

Elemento finito cuadrildtero: a) con discontinuidad y b) movimiento de cuerpo
rigido debido al salto normal w’. . . . . . . . ... ... ... 141

Desplazamiento en los nudos debido al salto en la discontiniuidad: formulacién de

Alfaite et al. (2003). . . . . . . 143
Elemento finito cuadrildtero con discontinuidad y sistema de referencia local. . . 144
Cinemaética del elemento considerando wg —wl=wh=0. ... ... ... ..., 144
Cinemética del elemento considerando w' = 0, w) #0y W, #0. ... 145

viii



7.8 Cinemitica del elemento considerando el salto sobre el borde, ademds, w’ # 0,

WE A Oy Wh A0, o o 145
7.9 Cinematica propuesta por Alfaite et al. (2003). . . . . ... ... ... ... 146
7.10 Cinemdtica del elemento considerando w’, # 0, w) #0y W, 0. ... 146

7.11 Descripcién del movimiento de cuerpo rigido debido a un salto dentro de un
elemento finito. . . . . . . .. .. 147

7.12 Movimiento de cuerpo rigido producido por un salto dentro de un elemento finito. 148

7.13 Movimiento de cuerpo rigido en el caso de dos elementos vecinos. . . . . . .. .. 149
7.14 Movimiento de cuerpo rigido en un elemento ciadrildtero. . . . . . .. .. .. .. 149
8.1 Trayectorias de discontinuidad en un sélido. . . . . . . .. .. ... ... ... .. 154
8.2 Seguimiento local de una discontinuidad . . . . . . . ... ... 0L 155
8.3 Seguimiento global de discontinuidades. . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 157
8.4 Trazo de una discontinuidad dentro del elemento. . . . . . .. .. ... ... ... 158
8.5 Problema de conservacién, con K isotrépico. . . . . . . .. ... oL 159
8.6 Problema de conservacién con K anisotrépico . . . . . .. ... ... ... ... 161
8.7 Parche asociado a un nodo base. . . . . .. ... Lo L oL 163
8.8 Parche en elementos finitos: a) cuadrildteros y b) triangulares. . . . . ... ... 165
9.1 Geometria de barra continua. . . . . . .. ... Lo 167
9.2 Geometria de barra discontinua. . . . . .. ... 167
9.3 Variacién del desplazamiento dg respecto al esfuerzoo. . . . . . . . ... ... .. 167
9.4 Geometria barra como un problema plano. . . . . . .. ... ... 168

9.5 Idealizacién: a) Malla de elementos finitos, b) zona de localizacién y c¢) malla
deformada. . . . . . ..o 169
9.6 Diagramas: a) Carga P - desplazamiento 0 y b) esfuerzo og - salto. . . ... .. 169
9.7 Viga con carga al centro: a) descripcién geométrica y b) con zona de localizacién
(articulacion). . . . . . ... 170
9.8 Variacién: a) Carga P vs. desplazamiento transversal w y b) momento M wvs. salto.170
9.9 Viga en cantiliver: a) descripcién geométrica y b) con zona de localizacién
(articulacion). . . . . . ... 171
9.10 Variacién: a) Reaccién Ryo vs. desplazamiento impuesto wy y b) cortante V' wvs.
salto transversal del desplazamiento. . . . . . . ... ... ... ... ....... 172
9.11 Viga simplemente apoyada: a) descripcién geométrica b) idealizacién con EF
planos, c¢) idealizacién con EF viga y d) con una zona de localizacién (articulacion).173
9.12 Variacién de la carga P vs. desplazamiento . . . . . . . . .. .. .. ... ... 174
9.13 Viga empotrada: a) descripcién geométrica y b) con zona de localizacién
(articulacion). . . . . . ..o 174
9.14 Variacién de: a) carga P vs. desplazamiento u y Momento M wvs. salto en las

TOLACIONES. . .+ v v v v o e e e e e e e e e e e e 174

ix



RESUMEN

En esta tesis doctoral se estudia el proceso de simulacién de la falla en materiales con el Modelo
de Discontinuidades Interiores en sus tres aproximaciones de discontinuidadd: Débil, Fuerte
y Discreta. Las dos primeras aproximaciones se pueden clasificar como Continuas, pues las
relaciones constitutivas que rigen el comportamiento del material son continuas, relacién esfuerzo-
deformacién, mientras que en la aproximacién Discreta el comportamiento del material se rige

por relaciones constitutivas discretas, relacién traccién-salto.

Se presentan las ecuaciones que definen el problema de valores en la frontera del Modelo de
Discontinuidades Interiores, asi como sus soluciones aproximadas mediante formulaciones del
Método de los Elementos Finitos reportadas en la literatura, las cuales presentan problemas
particularmente numeéricos. Los aspectos fundamentales que deben representar adecuadamente
los elementos finitos con discontinuidades interiores son: la cinemética de los desplazamientos y

deformaciones, y el equilibrio en la discontinuidad.

Dentro de las aportaciones fundamentales de este trabajo de investigacién, estd el desarrollo
de una formulacién variacional general del proceso de falla en materiales mediante el Modelo
de Discontinuidades Interiores, que contiene como condiciones de estacionaridad, las ecuaciones
que gobiernan el problema incluyendo las condiciones de frontera. Se puede demostrar que
las funciones que extremiza un funcional, también satisfacen las ecuaciones que gobiernan el
problema, pero la formulacién variacional tiene mayores ventajas. A partir de la formulacién
variacional general del Modelo de Discontinuidades Interiores, se desarrolla una jerarquia de
principios variacionales que se clasifican como: mixtos, de energfa potencial total y de energia

potencial complementaria total.

La solucién de los funcionales de energia para el Modelo de Discontinuidades Interiores
desarrollados en este trabajo de investigacién, se aproximan mediante los modelos mixtos, de
desplazamientos y de las fuerzas del método de los elementos finitos. En consecuencia, se obtiene
una jerarquia de matrices de los llamados Elementos Finitos con Discontinuidades Interiores que

se clasifican como mixtas, de rigideces y de flexibilidades.

Para representar zonas de localizacién de deformaciones en elementos estructurales dominados
por cargas de flexién/cortante, se desarrolla un funcional de energia general para estos elementos
con Discontinuidades Interiores; a partir de esta formulacién, se desarrollan los funcionales
para placas gruesas, placas delgadas, viga de Timoshenko y viga de Euler-Bernoulli. Los
funcionales correspondientes a placas gruesas y a la viga de Timoshenko con discontinuidades
consideran la energia de deformacién por cortante y flexién, mientras que para placas delgadas
y la viga de Euler-Bernoulli con discontinuidades sélo consideran la energfa por flexién. En
estos elementos, las zonas de localizacién (discontinuidades) se pueden presentar como saltos
en los desplazamientos transversales (dislocacién), saltos en las rotaciones (articulacién) o una

combinacion de ellos.



Generalmente, el salto de desplazamiento se considera constante dentro de los elementos finitos
con discontinuidades interiores, en este trabajo se analiza una propuesta para representar
el salto de los desplazamientos con variacién lineal, la cual no representa adecuadamente
la cinemadtica de desplazamientos, por lo que se desarrolla una formulacién para representar
adecuadamente la cinemética de los desplazamientos. Esta, se valida con ejemplos en los que se
considera movimientos de cuerpo rigido de las partes en que se divide el elemento finito por la

discontinuidad.

Para demostrar la capacidad de los elementos finitos con discontinuidades interiores formulados
en este trabajo de investigacién doctoral, se presenta ejemplos de aplicacién para simular el
proceso de falla en estructuras hasta el colapso. En éstos se observa que la energia que se
induce a la estructura por la solicitacién de las cargas, se libera o se transforma en la energia
necesaria para generar una discontinuidad, que dependiendo del problema puede ser una grieta,

una dislocacién, una articulacién o una combinacién de estas dos tltimas.

Finalmente, se concluye que el formular el problema de valores en la frontera del Modelo
de Discontinuidades Interiores en forma variacional, permite un tratamiento matemdtico mas
poderoso en cuestién de existencia, estabilidad y convergencia de soluciones numéricas. La
jerarquia de los elementos finitos con discontinuidades interiores formulados en este trabajo es
una herramienta numeérica para simular el proceso de falla en estructuras, y asi, conocer el

comportamiento en su evolucién al colapso.
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ABSTRACT

In this dissertation the failure material process is studied by the three approaches of the
Embedded Discontinuities Model: Weak, Strong and Discrete Discontinuities. The first two
approaches can be classified as Continuum because the constitutive equations, which ruled the
material behavior, is described by a continuum one, a stress-strain relationship, whereas in
the Discrete approach the material behavior is described by a Discrete constitutive equation, a

traction-displacement jump relationship.

The equations that defined the boundary value problem of the Embedded Discontinuities Model
are given as well as its approximated solution by the Finite Element Method reported in the
literature, which showed numerical problems. The fundamental features that the finite elements
with embedded discontinuities have to guarantee are: the kinematics of the displacements and

strains as well as the equilibrium in the discontinuity.

One of main contributions in this research work is the development of a general variational
formulation of failure material process by Embedded Discontinuities, which provides as stationary
conditions the equations that governs the problem including the boundary conditions. It can
be shown that the functions which extremize the functional, also satisfied the equations that
governs the problem, however, the former have more advantages. From the general variational
formulation of the Embedded Discontinuities Model, a hierarchy of variational principles is

formulated that is classified as: Mixed, total potential energy and total complementary energy.

The solution of the energy functionals of the Embedded Discontinuities Model, developed in
this research work, are approximated by the mixed, displacement and equilibrium models of
the Finite Element Method, as a result yields a hierarchy of the finite elements with embedded

discontinuities matrices which are classified as: mixed, stiffness and flexibility, respectively.

To model the strain localization zones in structural elements dominated by flexion-shear loads,
a general energy functional for this type of elements with discontinuities is developed; from
this formulation the functionals for thick plates, thin plates, Timoshenko beam and Euler-
Bernoulli beam are developed. The functionals standing for thick plates and Timoshenko beam
with discontinuities take into account the energy by shear and flexion deformation, whereas the
functionals standing for thin plates and Euler-Bernoulli beams with discontinuities only account
the flexion deformations energy. In these elements, the localization zone (discontinuities) can
come along as jumps in the transversal displacements (dislocations), jumps in the rotations

(hinges) or as combination of them.

Usually, the displacement jump is assumed constant into the finite elements with embedded
discontinuities, in this work a proposal for modeling linear displacement jump is analyzed. This
does not simulate adequately the displacement kinematics, for this reason, it is developed a

formulation that models adequately the displacement kinematics. This is validated with examples
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which consider free rigid body relative motions of the two portions of the element split up by

the discontinuity.

To show the effectiveness of the finite elements with embedded discontinuities formulated in this
work, some application examples to simulate the failure process in structures until their collapse
occurs. These examples showed that the energy induced by the loads to the structures is released
or transformed in the energy that needs to be spend to generate a discontinuity, which depending

of the problem may be a crack, dislocation, hinge or a combination of the last two.

Finally, it is concluded that the variational formulation of the boundary value problem of the
Embedded Discontinuity Model allows a deeper mathematical treatment such as existence,
stability and convergence of numerical solutions. The hierarchy of the finite elements with
embedded discontinuities formulated in this work is a numerical tool to simulate the failure

process in structures and the behavior in their evolution to the collapse.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio y la simulacién del comportamiento las estructuras y sus componentes en su evolucién
al colapso es tema de interés en diversos campos de la ingenierfa. El comportamiento global
de una estructura depende en gran parte del comportamiento del material o materiales con los
que se construyen sus elementos estructurales. En el drea de ingenierfa civil, la generalidad
de los materiales empleados en la construccién de las estructuras tienen un comportamiento
inicialmente eldstico hasta un que se alcanza un valor umbral, posteriormente se inicia un
comportamiento no lineal que generalmente en el disefio se considera como un comportamiento
plastico o elastopldstico, sin embargo, materiales como el concreto después de alcanzar un cierto

valor umbral presenta ablandamiento por deformacién.

Dependiendo del tipo de material, la falla se presenta fisicamente como discontinuidades
denominadas: grietas en el concreto, fracturas en rocas, lineas de deslizamiento en suelos y
bandas de cortante en metales y suelos granulares. En relacién con su manera de falla, el
comportamiento de los materiales se puede clasificar como fragil y ductil, en el primero de
estos se tienen deformaciones pequenas y la falla se presenta en forma abrupta, mientras que
los materiales ductiles presentan deformaciones grandes y la falla se presenta en forma gradual.
Durante el proceso de falla toda o parte de la energia acumulada en el continuo (energia de
deformacién) debida a las solicitaciones de carga, se libera o se transforma como la energia
necesaria para generar una superficie de falla (grieta), que se presenta cuando ocurre un proceso

de inestabilidad en el material.

En las décadas pasadas, diversos estudios y observaciones realizadas para describir el proceso de
falla en medios continuos han determinado que éste es precedido por un fenémeno de localizacién
de deformaciones, el cual se caracteriza por la formacién de una zona de localizacién donde
el dano y otros efectos no lineales se concentran (Bazant y Planas, 1998). Esta zona inicia
con la formacién de vacios y su coalescencia, que eventualmente colapsa en discontinuidades
macroscépicas. En la figura 1.1 se muestran las diferentes etapas del proceso de falla (Oliver y
Huespe, 2004):



e Zona de falla difusa. Se caracteriza por el inicio de un fenémeno de disipacién de energia,

asi como por el incremento y concentracién de deformaciones espacialmente suaves.

e Zona de discontinuidad débil. La zona anterior se hace angosta, por lo que la concentracién
de deformaciones se agudiza colapsando en un campo de deformaciones discontinuo,
mientras que el campo de desplazamientos se mantiene continuo. Este escenario, que
se presentan deformaciones discontinuas y desplazamientos continuos se denomina de

discontinuidades débiles.

e Zona de discontinuidades fuertes. La discontinuidad débil evoluciona a una banda cuyo
tamafo es tan estrecho hasta convertirse en una banda discontinua de ancho cero. El campo
de desplazamientos experimenta un salto, [|ul], y el de las deformaciones, incluyendo los

gradientes de desplazamientos, se convierte en un campo no acotado.

Difusa

uE gre

fun

Figura 1.1: Proceso de falla adaptada (Oliver y Huespe, 2004).
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1.1 Aproximaciones para estudiar el proceso de falla

Existen varias aproximaciones para simular el proceso de falla en materiales, las cuales se dividen
principalmente en dos: la discreta y la continua. La diferencia bédsica entre estas aproximaciones
es las leyes constitutivas que determinan el comportamiento del material. En la aproximacién
continua, se emplean relaciones constitutivas esfuerzo-deformacién para el comportamiento del
material, en el caso de la discreta, se emplean relaciones traccién-desplazamiento. A continuacién
se presenta una descripcion de las aproximaciones mas empleadas para el estudio de la falla en

materiales a nivel macroscépico.



1.1.1 Mecanica de fractura

La mecdnica de fractura, como una rama de la mecénica de cuerpos deformables, se encarga del
estudio de sélidos agrietados, principalmente en materiales fragiles, en los que busca determinar
la distribucién de esfuerzos y deformaciones, particularmente en la punta de las grietas, donde las
deformaciones son no acotadas. La mecénica de fractura se clasifica como Mecénica de Fractura
Elastica Lineal (MFEL) cuando el proceso mecdnico que se desarrolla para generar una grieta, no
presenta mecanismos plédsticos. Por el contrario, cuando en la punta de una grieta los esfuerzos
superan el limite eldstico, desarrollando plasticidad o cualquier otro mecanismo ineldstico, se

clasifica como Mecénica de Fractura Elédstica no Lineal.

El precursor de la mecénica de la MFEL fue Inglis (1913), quien obtuvo en un sélido infinito con
una cavidad eliptica la solucidn eldstica de los esfuerzos en el vértice de la cavidad; observé que
cuando los ejes cortos de la elipse tienden a cero para representar una grieta, los esfuerzos en
los ejes de la elipse tienden a ser no acotados. Posteriormente, Griffith (1921) para el problema
de fractura, propuso un criterio de energia el cual establece que la propagacién de grietas es
controlada por el balance entre la energia de deformacién y la energia requerida para formar
nuevas superficies de grietas. Irwin (1956) desarrollé, con base en la teoria de Griffith, el concepto
de razon de energia liberada (G), la cual se define como la cantidad de energia necesaria para
generar una grieta de drea unitaria, més tarde Irwin (1957) demostré que el estado de esfuerzos
y desplazamientos en la cercanfa de la punta de una grieta pueden ser descritos por una sola
constante a la cual denominé Factor de Intensidad de Esfuerzo (K), la cual estd relacionada
con la razén de energia liberada. Ademas, Irwin introdujo el concepto de los modos de fractura

independientes (figura 1.2): I) apertura, II) cortante en el plano y III) cortante fuera del plano.

a) b) c)

Figura 1.2: Modos de fractura.

El factor de intensidad de esfuerzo (K') se emplea como un criterio de propagacién, al comparase
con el factor de intensidad de esfuerzos critico (K.), definido como una propiedad de tenacidad
del material la cual se determina en pruebas de laboratorio. Ambos se pueden definir en forma

independiente para cada uno de los modos de fractura.

La MFLE simula el proceso de falla en materiales con el apoyo de los métodos numéricos,

principalmente mediante el Método de los Elementos Finitos (MEF) y el Método de las



Ecuaciones Integrales de Frontera (MEIF). Una vez que se genera una malla de un cuerpo
agrietado, la simulacién de la falla, por ejemplo en modo I, se lleva a cabo en incrementos que

siguen cuatro pasos:

1. Anadlisis de esfuerzos. Existen soluciones analiticas de esfuerzos en sélidos agrietados, sin
embargo, éstas son limitadas en su alcance. Por lo que se recurre a un andlisis aproximado
de esfuerzos mediante el MEF y el MEIF. La precision de los resultados depende de la
densidad de la malla y del orden del elemento empleado. Para discretizar un cuerpo
agrietado, el MEF utiliza elementos finitos de puntos cuartos en la punta de la grieta
para simular la singularidad de esfuerzos, mientras que en el resto del dominio se emplean
elementos cuadrildteros y/o triangulares. En este mismo tipo de problemas el MEIF emplea
formulaciones como la desarrollada por Portela et al. (1992), en la que los bordes de las
grietas se discretizan con elementos cuadraticos discontinuos, mientras que en el resto de

las fronteras se emplean elementos cuadraticos continuos.

2. Caélculo del factor de intensidad de esfuerzos. En aproximaciones del MEF, el
cédlculo del factor de intensidad de esfuerzos se realiza mediante el método de correlacién de
desplazamientos o el de la integral J (Rice, 1968). Este iltimo se utiliza en aproximaciones

como el método de las ecuaciones integrales de frontera.

3. Caélculo de la direccién de propagacién. En la literatura existente se reportan tres
métodos diferentes para calcular la direccién de propagacién de una grieta: el del esfuerzo
principal méximo, el de la tasa mdxima de la energia liberada y el de la teoria de tasa

minima de la densidad de energia de deformacién.

4. Determinacién de nuevo frente de grieta y remallado. En aproximaciones de
elementos finitos, para simular la propagacion de la grieta, es necesario remallar el dominio
en la regién de la grieta usando un procedimiento como el de Swenson e Ingraffea (1987)
mostrado en la figura (1.3), en el que dada la configuracién inicial de la malla alrededor
de la punta de una grieta (a), se eliminan el grupo de elementos vecinos y se extiende la
grieta dentro de esta regién (b). Posteriormente, se colocan elementos finitos de puntos
cuartos en la punta de la grieta y, finalmente, se construye la malla de transicién entre los

elementos especiales y la malla original (c).

El proceso de propagacién se detiene cuando el Factor de Intensidad de Esfuerzos K, es menor

al valor critico K¢, que es un pardmetro que depende del material.

Las ventajas de la MFEL es que localiza la discontinuidad en forma fisica mediante la aparicién
de una grieta y da resultados satisfactorios en materiales frégiles. Dentro de las desventajas de
este método estd el costo computacional adicional por el remallado en cada paso del andlisis y
que el método es capaz de simular el proceso de agrietamiento solamente si se tiene una grieta

inicial en la estructura.



a)

b) c)

Figura 1.3: Procedimiento de remallado empleado en la propagacion de grietas.

1.1.2 Meétodo de la grieta discreta

El método de la grieta discreta modela la grieta como una discontinuidad del campo de
desplazamientos, introduciendo elementos de interfase con espesor cero ubicados entre las
fronteras de los elementos sélidos en las zonas del continuo susceptibles al agrietamiento. El
comportamiento del material en las interfaces se determina por una ecuacién constitutiva discreta
(relacién traccién, salto), se asume que mientras la grieta se propaga y se abre existe transferencia

de esfuerzos entre los bordes de la grieta.

En los anos setentas, Hillerborg et al. (1976) extienden el concepto de la grieta discreta en
el concreto, proponen que una grieta cohesiva se puede desarrollar en cualquier lugar de un
sélido, ain cuando no existe la presencia de una macrogrieta. Ellos llamaron esta extensién
del modelo de grieta cohesiva como Modelo de grieta ficticia. Hillerborg describe una prueba
a tensién en el concreto, como la que se muestra en la figura 1.4, la cual antes de alcanzar el
valor de esfuerzo a tensién ultimo o, al incrementar la carga las deformaciones se mantienen
uniformemente distribuidas a lo largo del espécimen (Arco OP). Al alcanzar el esfuerzo a tensién
iltimo, aparece una grieta cohesiva, normal al eje de la barra en algin lugar del espécimen, con
apertura finita w, en la que atln existe transmisién de esfuerzos, al mismo tiempo, el resto del
espécimen se descarga y sus deformaciones decrecen uniformemente a lo largo del arco PB.

Lo anterior llevé a Hilleborg a suponer que la transferencia de esfuerzos a través de la grieta

cohesiva es funcién de la apertura de la grieta, i.e.

o= [(w)

donde f (w) es una caracteristica del material que se determina experimentalmente. Esta funcién,
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Figura 1.4: Idealizacién de la prueba a tension.

representada graficamente por una curva de ablandamiento, se puede extraer del comportamiento
global de un elemento (figura 1.4) y graficar en forma separada como se muestra en la figura
1.5a. Esta curva de ablandamiento cumple con la propiedad que al alcanzar el valor de esfuerzo
a tensién 1ltimo o, se tiene una apertura de grieta w = 0. El ingrediente principal del modelo
de grieta cohesiva es la curva de ablandamiento, que varfa para cada material, la cual se puede

determinar en forma experimental.

Para simplificar los andlisis, manteniendo los fundamentos del modelo, Hillerborg supuso
no tomar en cuenta las deformaciones ineldsticas en la curva de carga-descarga, i.e., el
comportamiento global del material es linear elédstico, por lo que para la curva de ablandamiento

de la figura 1.4 la elongacién AL, se construye como se muestra en la figura 1.5b.
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Figura 1.5: Curvas: a) ablandamiento esfuerzo-apertura de la grieta y b) curva
esfuerzo-desplazamiento. Bazant y Planas (1998).

Los elementos de interfase proporcionan resultados satisfactorios debido a su representacién
cinemdtica fuerte del fenémeno de agrietamiento. La desventaja principal de estos elementos

para simular el agrietamiento, es que las grietas sélo pueden representarse en los bordes de los



elementos sélidos, por lo que la ubicacién de estos elementos debe determinarse antes del andlisis,

lo que requiere una tediosa generacién de mallas.

1.1.3 Modelo de agrietamiento distribuido

Otra aproximacion que ha tenido popularidad en el anilisis de estructuras de concreto mediante
elementos finitos es el modelo de agrietamiento distribuido introducido por Rashid (1968), el
cual representa la pérdida de rigidez del material como un conjunto de grietas paralelas entre si
distribuidas sobre un elemento finito (figura 1.6). Lo anterior se puede simular convenientemente
al reducir la rigidez y resistencia del material en la direccién normal a las grietas después de
alcanzar la resistencia tltima del material. La evolucién del proceso de falla de una estructura
involucra el ablandamiento, que se refiera al decrecimiento de los esfuerzos y un incremento de

las deformaciones en forma gradual.
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Figura 1.6: Modelo de agrietamiento distribuido.

Existen tres aproximaciones para la simulacién del agrietamiento del concreto basados en el
modelo de Grieta Distribuida (Rots, 1988): grieta fija, grieta fija multidireccional y grieta
giratoria. El modelo de grieta fija considera la formaciéon de una grieta perpendicular a la
direccién del esfuerzo principal méximo, cuando el esfuerzo principal es mayor que la resistencia
a tensién ultima del material, la orientacién de la grieta permanece constante durante el andlisis.
En el modelo de grieta fija multidireccional consideran que se pueden formar miltiples grietas
cuya orientacién individual se mantiene fija durante todo el andlisis computacional. El modelo
de grieta giratoria, propuesta por Cope et al. (1980), considera que la grieta gira de acuerdo con
la direccién de la deformacién principal durante el proceso de carga, a diferencia del modelo de

grieta fija.

La ventaja principal del modelo de agrietamiento distribuido es que no necesita remallado durante

el proceso de simulacién del proceso de la falla, sin embargo, cuando se presenta ablandamiento



de deformaciones en el anélisis, el modelo de agrietamiento distribuido presenta dificultades que

en principio eran desconocidas o no se apreciaban. Estas consisten en:

1) Objetividad de la malla. Los resultados son afectados por el tamafio y la orientacién de los

elementos, este efecto puede ser reducido utilizando mallas finas;
2) Modos cineméticos falsos. Producidos por la falta de convergencia en el andlisis y

3) Atoramiento de los esfuerzos. Fenémeno que ocurre como consecuencia de la compatibilidad
de desplazamientos entre elementos y de que la grieta no estd alineada con un borde del
elemento finito que la contiene. En consecuencia, el elemento en el interior de la banda
de ablandamiento impone deformaciones a los elementos vecinos; si los elementos vecinos
limitan dichas deformaciones, se produce un atoramiento de los esfuerzos en el interior y

no llega a descargarse la banda por el ablandamiento.

1.1.4 Modelo de Discontinuidades Interiores

La aproximacioén de discontinuidades interiores surge de la bisqueda de un modelo que tenga las
ventajas de los modelos de grieta discreta y grieta distribuida; que localice el dano y no requiera
remallado, pero que no presente las dificultades que presentan estos modelos. Este procedimiento
permite introducir discontinuidades en los elementos finitos durante el anslisis, sin necesidad de
alterar la malla. Ademds, no existe la necesidad de definir a priori zonas potenciales de falla,
puesto que las discontinuidades se pueden introducir en cualquier momento del andlisis. Para
el seguimiento de las discontinuidades, el Modelo de Discontinuidades Interiores recurre a un
criterio de falla para determinar el momento en que aparece una discontinuidad, y de un criterio
de propagacién para determinar su posicién geométrica en el sélido durante el andlisis. Estos
criterios pueden ser simples como un criterio de fluencia o de dano, o més elaborados, como un
andlisis de bifurcacién (pérdida de elipticidad de las ecuaciones que gobiernan el problema), por

ejemplo Runesson et al. (1991).

Los aspectos fundamentales que considera el Modelo de Discontinuidades Interiores son la
cinemédtica de los desplazamientos y deformaciones, asi como, el equilibrio en la discontinuidad.
El enriquecimiento cinemético se refiere a la representacién correcta de la posicién de la
discontinuidad dentro del elemento, asf como los desplazamientos relativos (saltos) entre los
bordes de la discontinuidad. En este modelo, la continuidad interna de tracciones debe ser
impuesta de tal forma que satisfaga el equilibrio interno entre las tracciones que se encuentran
dentro de la discontinuidad y las que se encuentran en el material vecino a ésta. En los elementos
finitos con discontinuidades interiores, existen dos tipos de enriquecimiento denominado: local y
nodal. El primero enriquece el campo de desplazamientos mediante un nodo interno que captura
los saltos de la discontinuidad, los grados de libertad del nudo interno se pueden condensar en
forma estdtica. El enriquecimiento nodal, se basa en el método de la Particiéon de la Unidad
(Melenk y Babuska, 1996), representa el salto mediante la adicién de grados de libertad en los

nodos existentes.



El Modelo de Discontinuidades Interiores se puede clasificar de acuerdo al tipo de discontinuidad
y las relaciones constitutivas empleadas (Ferndndez, 2002). Si se considera una barra sujeta
a tension en la figura 1.7, hasta que alcanza la resistencia maxima a tensién del material, el
andlisis del proceso de falla se puede realizar introduciendo una discontinuidad en el campo de

desplazamientos y con una relacién constitutiva como se muestra a continuacion.

1. Aproximaciéon Continua. Esta aproximacién considera que el sélido es continuo en todos
sus puntos y emplea relaciones constitutivas estdndares (relaciones esfuerzo - deformacion)
en todo el dominio. El proceso de falla en el material ocurre cuando se produce una zona

de localizaciéon de deformaciones.

a) Discontinuidades Débiles. En estos modelos el campo de desplazamientos es continuo,
pero el campo de deformaciones es discontinuo dentro del dominio ya que se presenta

un salto en el campo de deformaciones a través de los bordes de la zona de localizacion.

b) Discontinuidades Fuertes. En estos modelos el campo de desplazamientos es discontinuo
y el campo de deformaciones es no acotado en la discontinuidad. Esto se produce al

hacer que el ancho de la zona de localizacién tienda a cero.

2. Aproximacién Discreta. En esta aproximacién se considera que el cuerpo deja de ser
continuo ya que se produce una grieta o discontinuidad en el cuerpo, por lo cual se
emplean relaciones constitutivas traccién-salto en la discontinuidad, mientras que el resto

del dominio utiliza relaciones constitutivas estdndares.
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Figura 1.7: Modelo de discontinuidades interiores: a) discontinuidades débiles, b)
discontinuidades fuertes y c¢) discontinuidad discreta.

Uno de los trabajos pioneros del Modelo de Discontinuidades Interiores es el de Ortiz et al. (1987),

quienes al tratar de simular bandas de cortante con elementos finitos cuadrildteros, propusieron



enriquecer el campo de deformaciones tal que una discontinuidad débil pudiese ser capturada.
Estos autores consideran que sélo una linea de discontinuidad débil puede cruzar el elemento,
por que se requiere que otra linea de discontinuidad débil cruce el elemento vecino para modelar
por completo la zona de localizacién. Posteriormente, esta idea fue mejorada por Belytschko et
al. (1988), quienes propusieron embeber una zona de localizacién dentro de un elemento finito,
i.e., un elemento puede contener una zona de localizaciéon de deformaciones acotadas por dos
lineas paralelas de discontinuidad débil. El espesor de la banda es independiente del tamano del

elemento y se considera como un pardmetro del material.

Dvorkin et al. (1990) y (1991) consideraron que una discontinuidad fuerte puede ser modelada
como una linea de localizacién embebida en elementos cuadrildteros, emplearon el principio
de los trabajos virtuales con un término adicional que representa el trabajo de las tracciones
cohesivas en la discontinuidad de desplazamientos (salto). Posteriormente, Olofsson et al. (1994)
desarrollaron un elemento triangular, en el que no emplearon un principio variacional, pues las

ecuaciones se desarrollaron de consideraciones fisicas.

La aproximacién de Discontinuidades Fuertes fue introducida por Simo, Oliver y Armero (1993)
y Simo y Oliver (1994) con base en el Método de las Deformaciones Mejoradas (Simo y Rifai,
1990). Esta aproximacién captura el salto de desplazamientos en un banda con un ancho cero,
que induce en forma natural las deformaciones localizadas mediante la funcién Delta de Dirac 9.
Demostraron que una discontinuidad fuerte se puede describir por una ley constitutiva continua
con mdédulo de ablandamiento en lugar de postular una ley para interfases, proponen emplear
la ley constitutiva continua con una funcién regular que aproxima la funcién delta de Dirac.
La formulacién de elementos finitos que realizan estos autores, se basa en el principio de los
trabajos virtuales para satisfacer en forma débil algunas de las ecuaciones que gobiernan el
problema e introducen en forma fuerte el equilibrio en la discontinuidad (continuidad interna de
tracciones). De la formulacién anterior, Armero y Garikipati (1996) y Oliver (1996) presentan
ejemplos de aplicacién. La matriz de rigideces de los elementos desarrollados por estos autores
son no simétricas y estdn mal condicionadas, pues algunos elementos de la matriz contienen la
funcién Delta de Dirac en forma regularizada, lo que produce problemas numéricos durante su

solucién y por consiguiente, resultados erréneos.

Una formulacién variacional de un elemento con una discontinuidad discreta fue desarrollada
por Lofti y Shing (1995), puesto que ésta no representa en forma adecuada la continuidad de
tracciones en la discontinuidad, perdié su popularidad. Elementos con bandas de localizacién
embebidas fueron empleados por Sluys y Berrends, (1998) para modelar fractura en el concreto

y bandas de cortante en suelos, los cuales presentan problemas numéricos.

En cuanto a los modelos constitutivos empleados en los Modelos de Discontinuidades Interiores,
Oliver et al. (1997) y (1999) presentan una transicién entre las aproximaciones de discon-
tinuidades débiles y fuertes. Oliver (2000) y Oliver et. al. (2002a) presentan la formulacién

de un modelo de dano discreto a partir de un modelo de dano continuo bajo la cinemadtica de
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deformaciones de discontinuidades fuertes. Ferndndez y Ayala (2004) desarrollaron un modelo
de dano anisotrépico y un modelo de dafio discreto en los que demuestran la equivalencia de
ambos modelos mediante un andlisis energético, estos autores demuestran que el modelo de dano

anisotrépico satisface adecuadamente las condiciones de Discontinuidad Fuerte (Oliver 1996a).

1.2 Motivacion

La representacién de un fenémeno fisico, llamado también modelado matemdtico, se puede
formular de tres maneras: fuerte, débil y variacional. En su forma fuerte, el modelo se
presenta como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales en espacio y/o tiempo,
complementado con sus condiciones de frontera. En ocasiones el modelo en su forma fuerte se
presenta como un sistema de ecuaciones algebraicas. En su forma débil, se presenta como una
ecuacion integral multiplicada por una funcién de peso, la cual relaja la forma fuerte al promediar
la funcién sobre un dominio. En su forma variacional el modelo se presenta como un funcional

cuyas condiciones estacionarias generan la forma fuerte y débil del modelo.

El principio variacional de un fenémeno fisico contiene las ecuaciones que gobiernan el problema,
mismas que se obtienen a partir de las condiciones estacionarias. Una formulacién variacional

de un problema tiene diversas ventajas (Washizu, 1967):

e Un funcional regularmente tiene un sentido fisico definido y es invariante bajo transfor-
macién de coordenadas. Consecuentemente, una vez que un funcional se ha formulado, se
pueden obtener las ecuaciones que gobiernan el problema expresado en otro sistema coor-
denado escribiendo la cantidad invariante en el nuevo sistema coordenado y posteriormente

aplicando procedimientos del cédlculo de variaciones.

e La formulacién variacional es de gran utilidad, pues un problema planteado en forma fuerte
que se formula en su forma variacional puede ser resuelto méds facilmente que el original. En
un problema variacional con condiciones de frontera, la transformacion se realiza mediante
el método de los operadores de Lagrange, por lo que se puede derivar una familia de

principios variacionales que son equivalentes uno al otro.

e Cuando un problema en elasticidad no puede ser resuelto en su forma exacta, la formulacién
variacional siempre proporciona una formulacién directa para aproximar el problema. La
formulacién variacional proporciona no sélo las ecuaciones que gobiernan el problema en

forma aproximada, sino también las condiciones de frontera aproximadas.

El fenémeno fisico que se estudia en este trabajo de investigacién es el proceso de falla
en estructuras de materiales cuasifragiles mediante el Modelo de Discontinuidades Interiores.
Para aproximar este fenémeno se utilizan los modelos de discontinuidades interiores descritos

anteriormente, en anos recientes, se han estudiado y desarrollado los llamados elementos finitos
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con discontinuidades interiores, los cuales capturan el salto en el campo de desplazamientos en el
espesor del elemento, sin embargo, algunos de éstos presentan problemas como: dependencia del

tamafio y orientacién de la malla, atoramiento de esfuerzos, inestabilidad y divergencia numérica.

Jirdsek (2000) realiz6 un estudio comparativo de los elementos finitos con discontinuidades
interiores clasificindolos en tres familias: 1) elementos simétricos cinemdaticamente consistentes
(KOS), 2) elementos simétricos estédticamente consistentes (SOS) y 3) elementos no simétricos

estédtica y cineméticamente consistentes (SKON).

La aproximaciéon KOS enriquece la cinemética del campo de desplazamientos y de deformaciones.
Esta aproximacion representa en forma adecuada la posibilidad de que las partes en que se divide
el elemento tenga movimientos de cuerpo rigido, sin embargo, la continuidad de tracciones en la
discontinuidad en ciertos casos pueden ser no reales. En contraste, la aproximacién SOS emplea
el equilibrio para representar el campo de desplazamientos y las tracciones en la discontinuidad.
Esta formulacién representa adecuadamente la continuidad de tracciones en la discontinuidad,
pero no representa adecuadamente la cinemaética por lo que presenta problemas de atoramiento
de esfuerzos. En su trabajo Jirdsek concluye que los elementos SKON garantizan tanto la
continuidad del vector de tracciones en la discontinuidad como la posibilidad de movimiento de
cuerpo rigido de las partes en que queda dividido el elemento. En estos elementos, la continuidad
de tracciones se satisface en forma fuerte, mediante el promedio de los esfuerzos en el dominio del
elemento y los de la discontinuidad, lo que produce que la matriz de rigideces sea no simétrica,
ademds, de que sea mal condicionada, pues dentro de ésta se tienen elementos que contienen
la funcién delta de Dirac. Como consecuencia, en su solucién numérica se presentas problemas
de inestabilidad, que ocasionan que la solucién pueda divergir y llevar a resultados erréneos.
Para resolver este problema Oliver et al. (2003) desarrollaron un elemento simétrico el cual
desafortunadamente presenta problemas de atoramiento de esfuerzos. Recientemente, Wells y
Sluys (2001), Alfaiate et al. (2003) desarrollaron una formulacién que se basa en un método
conocido como Particién de la Unidad (Melenk y Babuska, 1996), esta formulacién representa el
salto de desplazamiento por grados de libertad adicionales en los nodos existentes. En otro intento
por darle solucién a este problema, Ferndandez (2002) desarrollé una formulacién imponiendo en
forma fuerte el equilibrio en la discontinuidad, como resultado las matrices de rigideces no son
simétricas. El autor reporta problemas que denomina deformaciones falsas, que producen giros
en la direccién de los esfuerzos principales, dando lugar a errores en el calculo de los esfuerzos y

en la determinacién de la orientacion de la discontinuidad.

Formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores con enriquecimiento local,
como las de Ortiz et al. (1987), Simo et al., (1993), Oliver, (1996a) y Ferndndez, (2002), parten
del funcional de energia total, que corresponde al principio de los trabajos virtuales, el cual
considera que la compatibilidad cinemadtica de deformaciones y constitutiva se satisface a priori,
y el equilibrio interno y externo se satisface en forma débil. Puesto que el funcional de energia

total contiene como condiciones de estacionaridad sélo algunas de las ecuaciones que gobiernan
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el problema, la continuidad interna de tracciones se satisface en forma fuerte, promediando los
esfuerzos del elemento con los de la discontinuidad, como resultado, se tiene la pérdida de la
simetria y mal condicionamiento de la matriz de rigideces. Por otra parte, los elementos con
enriquecimiento local desarrollados por Wells y Sluys (2001), Alfaiate et al. (2003) parten del
funcional de energfa total, en este caso la formulacién no satisface adecuadamente la continuidad
interna de tracciones, requieren un gasto computacional adicional debido al incremento de grados
de libertad en los nodos existentes y el incremento de puntos de integracién numérica ocasionado

por la presencia de funciones discontinuas en la matriz de rigideces.

1.3 Objetivos

De la revision de la literatura sobre el Modelo de Discontinuidades Interiores, se puede concluir
que la mayoria de los problemas que presentan los elementos finitos con discontinuidades
interiores se atribuyen a la manera como se formula el problema, e.g., en los elementos con
enriquecimiento local la falta de simetria y mal condicionamiento en las matrices de rigideces de
un elemento con una discontinuidad, que puede generar inestabilidad y divergencia numérica, se
debe a que la continuidad interna de tracciones se satisface en forma fuerte. Los elementos con
enriquecimiento nodal tienen la desventaja que no satisfacen en forma adecuada la continuidad
interna de tracciones y requiere un gasto computacional adicional. Una vez identificado este
problema, y teniendo en cuenta las ventajas de la formulacién variacional en problemas de
elasticidad (Washizu, 1967):

El objetivo general de este trabajo de investigacion es desarrollar una formulacién variacional
general del Modelo de Discontinuidades Interiores en sus tres aproximaciones: Débil, Fuerte y
Discreta, su solucién mediante elementos finitos con discontinuidades interiores y la simulacién

de problemas de interés préctico.

Para logar el objetivo del objetivo general descrito anteriormente se establecen las siguientes

metas.

e Formular teéricamente el problema de valores en la frontera del Modelo de Discontinuidades

Interiores en sus tres aproximaciones.

e Realizar una formulacién variacional general del Modelo de Discontinuidades Interiores,

que satisfaga el problema de valores en la frontera en forma débil.

e Formular a partir de la formulacién variacional general, una jerarquia de principios

variacionales mixtos, de energia potencial total y de energia total complementaria.

e Desarrollar, a partir de esta formulacién general del Modelo de Discontinuidades Interiores,
una formulacién para elementos finitos sujetos a flexién y cortante como: placas, cascarones

y vigas.
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e Aproximar mediante el método de elementos finitos los funcionales de energia desarrollados,
para tener una jerarquia de elementos finitos con discontinuidades interiores mixtos, de

desplazamientos y de flexibilidades.

e Desarrollar los algoritmos de solucién e implantar numéricamente los elementos finitos

desarrollados.

e Simular numéricamente el proceso de falla en problemas de interés practico de la ingenieria.

1.4 Contenido
El contenido de este trabajo de investigaciéon doctoral es el siguiente:

e Capitulo 2. Se presenta la el problema de valores en la frontera del problema eldstico
lineal, posteriormente el del modelo de Discontinuidades Interiores en sus aproximaciones
de Discontinuidad Débil, Discontinuidad Fuerte y Discontinuidad Discreta. Se desarrollan
formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores existentes en la literatura
para el modelo de Discontinuidades Interiores y se identifican las desventajas de estas

formulaciones.

e Capitulo 3. Se presenta la teorfa general de los modelos de dano para describir el
comportamiento mecdnico de los materiales. Se realiza un anilisis de éstos para su
aplicacién al modelo de Discontinuidades Interiores y se muestra como a partir de la
cinemdtica de deformaciones de discontinuidades fuertes de un modelo continuo (relacién
esfuerzo-deformacion), en forma natural se desarrolla un modelo del tipo discreto (relacién

traccién-salto).

e Capitulo 4. Esta es una de las partes fundamentales de este trabajo de investigacién, a
partir del funcional de energia para un sélido continuo eldstico de Fraeijs de Veubeke (1951)
se formulan los funcionales de energia generales del modelo de Discontinuidades Interiores
en sus tres aproximaciones: Débil, Fuerte y Discreta. Se demuestra que estos funcionales
contienen como condiciones de estacionaridad, las ecuaciones que gobierna el problema,
que se definen en su forma fuerte en el capitulo 2, pero la formulacién variacional tiene
mayores ventajas. A partir de estos funcionales generales, se desarrollan una jerarquia de
de principios variacionales mixtos, de energia potencial total y de energfa potencial total

complementaria.

e Capitulo 5. En este capitulo, los funcionales de energia desarrollados en el capitulo
anterior, se aproximan con el Método de los Elementos Finitos, teniendo como resultado una
jerarquia de Elementos Finitos con Discontinuidades Interiores. Que se pueden clasificar
como mixtos, de desplazamientos y de las fuerzas. Estos elementos representa en forma
adecuada la continuidad interna de tracciones y la cinemaética de las partes en que se divide

el elemento finito por la aparicién de la discontinuidad
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e Capitulo 6. Se presenta la formulacién variacional de sdlidos con discontinuidades
interiores, adaptados a representar problemas dominados por la flexién/cortante de
elementos estructurales. A partir de los funcionales de energia para sélidos continuos
con discontinuidades interiores desarrollados en el capitulo 4, se formulan funcionales
de energia para placas gruesas, placas delgadas, viga de Timoshenko y viga de Euler-
Bernoulli, todo ellos con discontinuidades. Se presenta la aproximacién de la solucién de
los funcionales de energia mediante el método de los elementos finitos, lo que lleva a tener
matrices que presentan saltos en el campo de los desplazamientos transversales, en los giros

o combinaciones de ellos.

e Capitulo7. Se realiza un andlisis para considerar saltos con variacion lineal dentro de
elementos finitos con discontinuidades interiores propuesto por Alfaite et al. (2003), de
la que se identifican deficiencias para representar la cinemadtica de desplazamientos. Por
lo que se desarrolla una formulacién para considerar la variacién del salto en forma lineal
dentro del elemento, se demuestra mediante movimientos de cuerpo rigido de las partes en
que se divide el elemento, que esta formulacién representa en forma adecuada la cinemética

de los desplazamientos.

e Capitulo 8. Un ingrediente importante en la simulacién del proceso de falla mediante
el Modelo de Discontinuidades Interiores es el seguimiento de la(s) discontinuidad(es)
durante el andlisis. En este capitulo se describe un procedimiento algoritmico, desarrollado
por Oliver et al. (2002b) para el trazado de discontinuidades fuertes en sélidos que se
ha mostrado robusto y eficiente para el andlisis de problemas tipicos en el campo de la
mecénica de danio computacional. Se plantea un procedimiento para el seguimiento de las
discontinuidades con base en el seguimiento local, en el que la direccién de propagacion
se calcula con el estado de esfuerzos recuperado por el método del parche de recuperacién

stiperconvergente

e Capitulo 9. Se presentan seis ejemplos de aplicacién para simular el proceso de falla en
estructuras hasta su colapso. En ellos de demuestra que la energia de deformacion que
se induce al sistema por la carga, se transforma o libera como la energia necesaria para
generar una grieta o discontinuidad en un continuo, y una articulacién o dislocamiento en el
elementos a flexién/cortante, lo anterior demuestran la capacidad de los elementos finitos
con discontinuidades interiores formulados en este trabajo de investigaciéon para simular

adecuadamente el proceso de falla.

e Capitulo 10. En este tdltimo capitulo se da una serie de las conclusiones resultantes de este
trabajo de investigacién y se presentan propuestas que pueden dar lugar al desarrollo de

investigaciones futuras.
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Capitulo 2

Planteamiento del Modelo de

Discontinuidades Interiores

Para la simulacién o representacién de un proceso o un fenémeno fisico, una de las partes
fundamentales es su planteamiento matemético, que en su forma fuerte se le conoce como un
problema de valores en la frontera (PVF), el cual generalmente se representa por un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias definidas sobre una regién o intervalo, y de un
conjunto de condiciones de frontera, que especifican los valores de las variables involucradas y
de sus derivadas de la frontera del intervalo o regién. La forma fuerte se refiere a que la solucién

del PVF debe satisfacer cada punto del dominio donde se define el problema.

En el presente trabajo el fenémeno a estudiar es el proceso de la falla en materiales, que a
nivel macroscépico se presenta fisicamente por la aparicién de Discontinuidades tales como:
grietas, fracturas, lineas y bandas de cortante. FEste proceso inicia con una concentracién
de deformaciones en una banda, llamada zona de localizacién, en este momento el campo de
desplazamientos es continuo y el de deformaciones presenta un salto. A medida que el dano
incrementa, la banda tiende a una linea o superficie, por consiguiente, se presenta un salto en el

campo de desplazamientos y las deformaciones tiendan a ser no acotadas.

Para representar analiticamente el fenémeno de falla, el Modelo de Discontinuidades Interiores
enriquece la cinemética del campo de desplazamientos al introducir un salto, que representa
la discontinuidad fisica en el interior del dominio. EI salto a su vez induce un campo de
deformaciones que puede ser discontinuo o no acotado dependiendo de la aproximacién de

Discontinuidades Interiores. Lo anterior representa adecuadamente la fisica del proceso de falla.

Este capitulo inicia con el planteamiento del problema eldstico lineal, se describe la cinemética
del campo de desplazamientos y de deformaciones; se presentan las ecuaciones que gobiernan el
problema incluyendo las condiciones de frontera. Posteriormente, para las tres aproximaciones
del Modelo de Discontinuidades Interiores: Débil, Fuerte y Discreta, se presenta la cinemética

de desplazamientos y deformaciones, que se enriquece para representar el salto en el campo de
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desplazamientos y las deformaciones no acotadas en la zona de localizacién. Se presenta el PVF

para cada una de las aproximaciones de Modelo de Discontinuidades Interiores.

Para resolver problemas de falla mediante el Modelo de Discontinuidades Interiores, se han
desarrollado los llamados elementos finitos con discontinuidades interiores, que para simular
adecuadamente la fisica del problema consideran dos aspectos fundamentales: 1) la cinematica del
campo de desplazamientos y deformaciones, y 2) la continuidad de tracciones en la discontinuidad.
El enriquecimiento de la cinemdtica debe representar en forma adecuada la posiciéon de la
discontinuidad dentro del elemento, asi como el desplazamiento (apertura y corrimiento) de los
bordes de una discontinuidad. La continuidad interna de tracciones se impone adecuadamente
para asegurar el equilibrio entre las tracciones en la discontinuidad y la proyeccion de esfuerzos

en el material vecino a ésta.

Al final del capitulo se muestran las soluciones existentes en la literatura para la formulacién de
elementos finitos con discontinuidades interiores: enriquecimiento elemental y enriquecimiento
nodal. Se obtienen las matrices de rigideces de los elementos finitos con discontinuidades

interiores para ambas aproximaciones y se describen sus ventajas e inconvenientes.

2.1 Planteamiento del problema elastico lineal

Se entiende por Medio Continuo un conjunto infinito de particulas que forman parte, por ejemplo,
de un sélido, un fluido o un gas que va a ser estudiado macroscépicamente, es decir, sin considerar
las posibles discontinuidades existentes en el nivel microscépico (nivel atémico o molecular). En
consecuencia, se admite que no hay discontinuidades entre las particulas y que la descripcién

matemadtica de este medio y de sus propiedades se puede realizar mediante funciones continuas.

Como ejemplo de medio continuo se tiene un cuerpo tridimensional, cuyo comportamiento del
material es eldstico lineal con deformaciones pequenas, con un dominio € R?, puntos materiales
x y frontera I' con vector normal v (figura 2.1), el cual se somete a las acciones del vector
de fuerzas de cuerpo b en el interior del continuo, a las tracciones prescritas t* en ', y los
desplazamientos prescritos u* en I'y,. La frontera I' del continuo estd constituida por dos
superficies 'y, y I'y; T',, corresponde a la regién con desplazamientos prescritos (conocidos) y
I'; corresponde al resto de la frontera que incluye aquellas porciones donde se aplican las cargas

prescritas, de tal forma que I',c UT, =Ty ', NI, = 0.

2.1.1 Problema de valores en la frontera

El PVF del problema eldstico lineal se define en forma fuerte por las siguientes ecuaciones y

condiciones de frontera:

17



y

Figura 2.1: Continuo €2 con acciones en el dominio y condiciones de frontera sobre I

a) e"(x,t) —e(x,t)=0 en {1  Compatibilidad cinemadtica
b) o°(x,t)—o(x,t)=0 en Q)  Compatibilidad constitutiva
¢) V-o(x,t)+b(xt)=0

o(xt) v=t"(x,t) en I,

o(x,t) v =t(x,t) en 'y,

en 2  Equilibrio interno
Equilibrio externo

t
e) u(x,t) = u* (x,1) en I, Condicién esencial de frontera

La ec. 2.1a corresponde a la compatibilidad cinemdtica entre deformaciones infinitesimales e* y

desplazamientos u que para un cuerpo eldstico lineal son:

1
e'(x,t) = Vou(x,t) = 5 BV + Veu) (2.2)
1 8’&1 8Uj .o
€ij 5 <d_xj + d$1> 1,] € {1,2,3}

La ec. (2.1b) corresponde a la ecuacién constitutiva, relacién entre las deformaciones € y los

esfuerzos o:
of(x,t) = Mr(e)l+2ue (2.3)

ot = )\5ij5ll+2,u€ij ’L',je{17273}

donde A y u son las constantes de Lamé que se definen, en funcién del médulo eldstico E y de la

relacién de Poisson v, como:

T (2.4)

18



La ec. (2.1¢) corresponde a la ecuacién del equilibrio interno, Ecuacién de Cauchy:

2
V-o(x,t) + b(x,t) = p% (2.5)
0o Pu; ..
d$;+bj = pj?; i,j €{1,2,3}

en este caso se considera un comportamiento cuasiestdtico, por consiguiente, la aceleracién es

nula.

Las ecs. (2.1a — ¢) constituyen un sistema de 15 ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
El sistema estd constituido por 15 ecuaciones diferenciales con 15 incégnitas en x, y, z y t. El
problema queda bien condicionado cuando se le agregan las condiciones de frontera adecuadas,
ecs. (2.1d —e).

2.2 Planteamiento del Modelo de Discontinuidades Interiores

Sea un sélido tridimensional, con un dominio £ € R3y frontera I', el cual se somete a carga hasta
la aparicién de una discontinuidad en el campo de desplazamientos [|ul] a lo largo de una banda
Q" de espesor k o superficie S (figura 2.2), donde las deformaciones ineldsticas y otros procesos no
lineales se concentran. En consecuencia, el dominio se divide en Q = Q~ + Q"+ Q1 y la frontera
[ =T~ +I". Las condiciones de frontera son: las tracciones prescritas t* en I’y = ', +T'J y los
desplazamientos prescritos u* en I'y, = T';, + '}, de tal forma que ', UT, =Ty ', NT, = 0. La
discontinuidad inicia cuando se satisface un criterio de falla, que en su caso mds simple la falla
se presente cuando se excede el limite de comportamiento eldstico en un modelo de plasticidad o
dano, o mediante un andlisis mds elaborado a nivel material, un andlisis de bifurcacién (pérdida
de elipticidad de las ecuaciones que gobiernan el problema) cuando se satisface la siguiente

ecuacion:

det (n- Cd‘n> =0

donde n es el vector normal a la discontinuidad y C¢ es el tensor constitutivo tangente (Runesson,
1991).

El proceso de falla descrito anteriormente se puede idealizar mediante el modelo de Discon-
tinuidades Interiores en sus tres aproximaciones: Discontinuidad Débil (DDE), Discontinuidad
Fuerte (DFU) y Discontinuidad Discreta (DDI). Las primeras dos aproximaciones consideran
que el dominio ) permanece continuo después de que el material pierde estabilidad; el
comportamiento del material se basa en una relacién constitutiva continua esfuerzo-deformacién.
La DDI considera que el dominio €2 deja de ser continuo, debido a la aparicién de la discontinuidad
o grieta en S, pero con transmisién de tracciones a través de los bordes de la discontinuidad; el

comportamiento del material se describe por una relacién constitutiva traccién-separacion de los
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bordes de la discontinuidad. En las tres aproximaciones se considera que el resto del dominio

Q\S =0 +QF se describe por una relacién constitutiva estdndar.

2.2.1 Cinematica de desplazamientos y deformaciones
Discontinuidad Débil

En esta aproximacion se considera que las deformaciones ineldsticas se concentran en una banda
Q" de espesor k que divide el dominio en Q= y Q% tal que Q™ + Q" + QT = Q (figura 2.2a), el
campo de desplazamientos continuo u(x,t) induce un campo de deformaciones discontinuo pero
acotado (Oliver, 1998). Los campos de desplazamientos y deformaciones resultantes se pueden

expresar como:

u(x,t) = u(x,t)+ Hy(x)[Jul] (x,t) (2.6)
e(x,t) = Vou(x1) zé(x,tH%uk(x)([lul]@n)S

~~
5

donde W y & corresponden a las partes continuas de los campos de desplazamientos y
deformaciones respectivamente, [[u|] es el salto, Hy es la funcién rampa en Q" (Hyp(x) = 0
Vx € Q7 y Hiy(x) =1 Vx € QF) y py, es una funcién de colocacién en Q" (u(x) =1vx € Q' y
() = 0 x ¢ Q).

Discontinuidad Fuerte

En esta aproximacion, las deformaciones ineldsticas se concentran en una linea o superficie de
espesor k = 0 (figura 2.2b) y el campo de desplazamientos u(x,t) es discontinuo, puesto que se
presenta un salto [|u|] en un punto material dado S, el cual induce un campo de deformaciones

no acotado. Ambos campos se pueden escribir como:

u(x,t) = ux,t)+ Hg(x)[lul] (x,1) (2.7)
e(x,t) = Viux,t)=2(x,1t)+ 0 ([u]] @n)®
e’

5
donde [|u]] es el salto, Hg es la funcién de Heaviside en S (Hg(x) =0 Vx € Q™ y Hg(x) =1
Vx € QT) y &5 es la funcién delta de Dirac.
Discontinuidad Discreta

En esta aproximacion, se considera que el material deja de ser continuo cuando se alcanza su

resistencia méxima, sin embargo, existe transmisiéon de tracciones en la discontinuidad (figura
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Figura 2.2: Cinemética de desplazamientos y deformaciones de las aproximaciones de
Discontinuidad: a) Débil, b) Fuerte y ¢) Discreta.

2.2¢) y el campo de desplazamientos u(x,t) es discontinuo, puesto que se presenta un salto [|ul]

en un punto dado S; el campo de deformaciones se define sélo en la parte continua del material.

u(x,t) = ux,t)+ Hg(x)[lul] (x,1) (2.8)
e(x,t) = Va(x,t) = &(x,t)

2.2.2 Regularizacion de la cinemédtica

Puesto que no es posible imponer las condiciones de frontera u* en sélo uno de los campos de
desplazamientos, el continuo u o el salto [|u|] (figura 2.3), Oliver (1995b) propone definir el

campo con la siguiente expresion (figura 2.4a y b):

u(x,t) =a(x,t) + Mg(x) [|ul] (x,1) (2.9)

Por consiguiente, el campo de deformacién se define como:
e(x,t) = Viu(x, t) = VOi(x,t) + VI Mg(x) [[u]] (x, 1) (2.10)
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Figura 2.3: Posible descomposicién del campo de desplazamientos.

donde 1(x,t) corresponde a la parte regular del campo de desplazamientos y Mg(x) es una

funcién que se define como:

Ms(x) = Hs(x) - o(x) (2.11)

donde ¢(x) es una funcién continua que cumple con:

p(x) = 0 ¥xeQ (2.12)
ox) = 1 vxeQf

La funcién Mg posee dos propiedades: Mg(xz) = 1 Vo € Sy Mg(z) = 0 Ve € Q- U Qt
(figura 2.4c).

u=utH [

Mg Qb Hs' o(x) J 1
T—: . ! 1
(——— =) |l = (———) - « )

+

a9y o s« Qoo

©)

Figura 2.4: Representacién grafica del campo de desplazamientos en funcién de: a)
desplazamientos continuios, b) desplazamientos regulares S y ¢) funcién Mg.

u(x,t) = a(x,t) — o(x) [[ul] (x,?) (2.13)
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La parte continua, que puede ser eldstica, del campo de deformaciones £(x,t) continuas,

dependiente del campo de desplazamientos se define como:

E(x,t) = VoU(x, ) (2.14)

Sustituyendo la ec. (2.13) en la ec. (2.14) se tiene

E(x,t) = VI(x,t) = Vip(x) [Jul] (x,) — p(x)V* [Jul] (x.?) (2.15)

Si se considera que el valor del salto es constante a través del elemento, el campo de deformaciones

elasticas se definen como:
&(x,t) = V7u(x,t) — Vip(x) [Jul] (x,t) (2.16)

2.2.3 PVF del Modelo de Discontinuidades Interiores

Las ecuaciones que gobiernan el PVF de cada una de las aproximaciones del Modelo de
Discontinuidades Interiores, incluyen las ecs. (2.1) del problema lineal eldstico, con la diferencia
que el material presenta no linealidad y que la cinemadtica del campo de desplazamiento y
deformaciones es discontinuo. Para garantizar el equilibrio en la zona de localizacién, el modelo

incluye dos ecuaciones correspondientes a la continuidad interna y externa de tracciones.

En los PVF de las aproximaciones descritas a continuacion, las ecuaciones correspondientes a la
compatibilidad cinemética y la compatibilidad constitutiva se definen en Q\ S y en Q" 0 S. La
primera corresponde a la parte continua, que puede tener un comportamiento eldstico, la iltima,

corresponde a la zona de localizacién donde los efectos no lineales se concentran.

Discontinuidades Débiles

Las ecuaciones que gobiernan la aproximacién de Discontinuidad Débil, que se caracteriza por

que la zona de localizacién Q" tiene un ancho finito (figura 2.2a), son las siguientes:
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gY(x,t) —&(x,t) =0
glull(x ) —&g(x,t) =0
of(x,t) —o(x,t)=0
of(x,t) —o(x,t) =0
V-o(x,t)+b(x,t) =0
V-o(x,t) +b(x,t) =0
o(x,t) -v=t"(x,t)
o(x,t) v =t(x,t)
e) u(x,t) = u*(x,t)

og- -N— 0N = [|0'|]F; n=20

oo+ -N— 0N = [|0'|]Fi+ n=0

9) UQ+'H—Unf'n=[|C’Hn\s'n:0

Discontinuidad Fuerte

en O\ S
en QP
en Q\ S
en QP
en Q\ S
en QP
en I,
en I,
en I,
enI';
en F;

en S

Compatibilidad cinemé&tica

Compatibilidad constitutiva

Equilibrio Interno

Equilibrio Externo
Condiciones esenciales de frontera

Continuidad interna de tracciones

Continuidad externa de tracciones
(2.17)

El PVF para esta aproximacion se define por las ecs. (2.17), excepto que la del equilibrio interno,

ec. (2.17¢), se satisface s6lo en Q\ S = Q™ + QT puesto que el espesor de la zona donde se

concentran las deformaciones ineldsticas es k = 0, Q" — S. En consecuencia, las fuerzas de

cuerpo en la discontinuidad son nulas.

g% (x,t) —&(x,t) =0
2 gl (x, 1) — E(x,t) = 0
b) of(x,t) —o(x,t) =0
of(x,t) —o(x,t) =0
c) V.o(x,t)+b(x,t) =0
" o(x,t) -v=t"(x,t)
o(x,t) v =t(x,t)
e) u(x,t) = u*(x,t)
f og- -n—ogn=|[o|lgn=0

oo+ n—ogn=|[ollgn=0

9) 0'Q+'n—0'nf'n:[|0"]n\s'n:0

Discontinuidad Discreta

Compatibilidad cinemé&tica

Compatibilidad constitutiva
Equilibrio Interno

Equilibrio Externo

Condiciones esenciales de frontera
Continuidad interna de tracciones

Continuidad externa de tracciones
(2.18)

En el PVF para la aproximacién discreta, las ecuaciones correspondientes a la compatibilidad

cinemética y constitutiva se definen sobre € \ S, puesto que dependen de las deformaciones

las cuales se consideran que sélo existen en la parte continua del sélido. En consecuencia, la

24



compatibilidad constitutiva en S depende de la relacién entre las tracciones y el salto, la cual
se satisface mediante un relaciéon constitutiva discreta. La continuidad interna de tracciones en
esta aproximacion estd dada por la proyeccién de los esfuerzos en el exterior de la discontinuidad
y las tracciones dentro de la discontinuidad, a diferencia de las aproximaciones anteriores, donde

las tracciones dentro de las discontinuidades estd dada por la proyeccién de esfuerzos en la

discontinuidad.

a) gY(x,t) —&(x,t) =0 en Q\ S Compatibilidad cinematica

b) of(x,t) —o(x,t) =0 en Q\ S Compatibilidad constitutiva

c) V-o(x,t) +b(x,t) =0 en Q\ S Equilibrio Interno
t)-v=t"(x,t r

d) o(xt)-v (x,t) enlo Equilibrio Externo

o(x,t)-v=t(x,t) en I,

e) u(x,t) =u*(x,t) enT, Condiciones esenciales de frontera
oo -n—-1=0

f) =lells—m en S Continuidad interna de tracciones
oo+ -n—T=0

=[lollg+n
g) Oq+ N—0og- -n= [|o-|]n\s m=0 enS Continuidad externa de tracciones

(2.19)

2.3 Elementos finitos con discontinuidades interiores

Existen problemas en la mecdnica de medios continuos cuya aproximacién mediante el método
estandar de los elementos finitos no es satisfactoria, tal es el caso del problema de Localizacién
de Deformaciones, el cual involucra en su concepcién cinemédtica saltos en el campo de
desplazamientos que induce el campo de deformaciones no acotadas en las zonas de localizacién.
Puesto que la aproximacién estdndar no es capaz de considerar estas discontinuidades en
forma adecuada, se han desarrollado algunas formulaciones con la finalidad de enriquecer la
aproximacion estdndar del MEF para capturar el salto en el campo de los desplazamientos, éstas

se clasifican en dos grupos: Enriquecimiento elemental y Enriquecimiento nodal.

1. Enriquecimiento elemental

En esta formulacién el salto de desplazamientos dentro del elemento finito se representa por un
nodo interno, que induce un modo incompatible en el campo de deformaciones. El soporte del
modo discontinuo de enriquecimiento es elemental (figura 2.5a) y en consecuencia, los grados
de libertad discontinuos internos adicionales pueden condensarse a nivel elemental. El salto de

desplazamientos se considera constante dentro del elemento (Oliver, 1996).

2. Enriquecimiento nodal
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En esta formulacién, el soporte del modo discontinuo de enriquecimiento es el mismo al que
se tiene para las funciones de forma del elemento convencional (figura 2.5b). El conjunto de
nodos con los grados de libertad adicionales se incrementa con los de enriquecimiento (dos por
nodo en problemas en 2D), y sobre estos se construye la interpolacién que lleva a un campo
de desplazamientos discontinuos (Wells y Sluys, 2001, Alfaiate et al. 2003). La formulacién
se basa en el Método de la Particién de la Unidad (Melenk y Babuska, 1996), el salto de
desplazamiento se representan por grados de libertad adicionales en los nodos existentes. La
interpolacién para introducir el salto de desplazamientos se realiza al extender las bases de

interpolacién de elementos finitos.

Qh
' J
Q- %% O Q- L/ o
é%/ 1

Linea de falla

a Puntos de integracion estandar Regla de integracion especifica
e Puntos de integraciéon adicional
a) b)

Figura 2.5: Enriquecimiento: a) Elemental y b) Nodal.

2.3.1 Enriquecimiento elemental

En esta seccién se presenta el desarrollo de elementos finitos con discontinuidades interiores
con base en el enriquecimiento elemental para resolver el PVF del Modelo de Discontinuidades
Interiores para la aproximacién de DFU. Esta formulacién (Simo y Oliver 1994, Oliver et al.
2003) satisface las condiciones de la ec. (2.18) en forma débil, excepto la continuidad interna de

tracciones (2.18f), que se introduce en forma fuerte sobre la discontinuidad del elemento.

La ec. (2.18) puede escribirse en forma débil tomando en cuenta el campo de desplazamientos
de la ec. (2.7), considerando los siguientes espacios funcionales de desplazamientos, Vy, y de

_0
desplazamientos virtuales cinemdaticamente admisibles, V,;:
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Vo = {n() =7+ Msas; e [H (@]} (2.20)

Vo = {0"(@) € [H (@] 7°],,q =0}

donde ngiy, denota el nimero de dimensiones del problema y H' () es el espacio de funciones
definidas en ().

Formulacién variacional

El problema consiste en encontrar los campos de desplazamientos y de deformaciones:

u = u+ Mgllul]; ueV, (2.21)
e = Viu=g+4([u]®n)

tales que extremizen el funcional de energfa:

0
H(n)E/U:VndQ—/Q\Sb~77dQ—/t*-ndI‘ Vn €V, (2.22)
Q I's

La primera variacién del funcional de energia de la ecuacién con respecto al campo de

desplazamientos es

Ol = / [o:0Vn —b-ondQ — /t* - ondl’ (2.23)
Q s

Del teorema de la divergencia, la siguiente integral se puede definir como:

/0' : 0VndQ) = —/V'O"5’r]dQ+/O"I/-5’I7dF (2.24)
Q Q T

= —/V-U-éndQvL/a‘V‘dndP—i-/a-n-577df‘— /U+-n-5ndf
Q 'y S~ S+

= —/V~0'-(577dQ + /a’ -v-ondl’ — / (o’Jr — 0'*) n-6ndl’
Q Ty s

Sustituyendo la ec. (2.24) en la ec. (2.23) se tiene:

ol = — / (V-0 +b)-0ndQ + / (o-v—t%) ondl — / (6t =07 ) méndl =0 (2.25)
s T, S
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donde las siguientes ecuaciones se satisface en forma débil':

Vio+b=0 enQ2\S
(n)=0= o-v=t en 'y (2.26)
lol]] n=0 en S

que son las ecuaciones de equilibrio interno y externo, y la continuidad externa de tracciones del
PVF de la aproximacién de DFU correspondientes a la ec. (2.18¢,d y g). Puesto que para el
funcional de energia de las ecs. (2.22) se considera que la compatibilidad (a y b) se satisface a
priori, quedando por satisfacer la condicién de continuidad interna de tracciones de la ec. (2.18
f). Esta, se satisface en forma fuerte > durante la formulacién de los elementos finitos igualando
el promedio de los esfuerzos en el elemento con los de la discontinuidad como se mostrard maés

adelante.

Aproximacién con el MEF

El campo de desplazamientos, definido en la ec. (2.9), se aproxima con las funciones de

interpolacién estdndar

0 VOG0 (E) + ME () [l (2.27)

u®(x,t) =

donde Ni(e) contiene las funciones de interpolacién estandar y la funcién Mg (x) se define como:

0}ve¢ S

M (x) = (2.28)

HY (x) —¢° VVee s
nt
(@e:Z.le Nfr)

Las deformaciones, definidas en la ec. (2.10), se aproximan con el gradiente del campo de

desplazamientos

e(&) — Sy — Z?Z

n
=1

(VN9 @ di(t)) (Ve @ [Jull)S +3s (lul em)®  (2:20)

La funcién delta de Dirac se regulariza como:

5§ = u(se)% (2.30)

tal que

'La forma débil se refiere a que las ecuaciones se satisfacen en forma promediada sobre la regién donde ests
definida.
?La forma fuerte se refiere a que la ecuacién se satisface en todos los puntos de la regién donde est4 definida.
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uge)(x) =1 vxeSk

2.31
() =0 wx ¢ Sk (230

Con las ecs. (2.30) y (2.31) se obtiene el campo de deformaciones en su forma regularizada:

i=n e S e e 1
@ = v5u@ = 3" (VNI @ di(t)) — (Ve @ [[ull)® + 4l - (. o) (282)

La continuidad interna de tracciones de las ecs. (2.18f) se impone en forma fuerte, i.e., igualando
el promedio de los esfuerzos del elemento de la parte continua 2\ S y los de la zona de localizacién
Se:

Qe le

valor medio sobre Q\S valor medio sobre S

:/U-ndle—e/ o - ndf)
Se Qe Ja,

()1 le) _
— —— — |n-0cd=0 2.34
/Qe(usk " (2.34)

en su forma incremental, los campos de desplazamientos y deformaciones de las ecs. (2.27) y

1 1
oo+ n=(0g--n)=0cg-nel® — — / o-ndQ} = — / o -ndl’ (2.33)
Qe Se

(2.32) estan definidos como:

-h o 1=Nnode : " ) (e) ) L h —h
uo= ) TN+ M)l sa eV, (2.35)
S
S
.h . h i=n . 1 e :
e = Vu = Zi:l VN, @d; | + [u(;)gn— Ve ] ® [|ul], (2.36)
B
G
Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:
.h . :
u = Nd+ M]ul] (2.37)
.h . :
e = Bd+ G[ul]

Para satisfacer el PVF de la aproximacién de discontinuidades fuertes, con las funciones de
interpolacién anteriores, se debe extremizar el funcional de la ec. (2.22) y satisfacer la ec. (2.34)

tal que

29



e=1

: o) 1 le .
loflgs -n=0 — /Q <ué>;—9—e>n.adg—o

G*T

STL, (nh) = Y e /Q e Vo & (eh) dQ — fopr =0 v e V" (2.38)

Para extremizar el funcional de la ecuacién anterior, éste se deriva con respecto al campo de

desplazamientos nodales d e igualado a cero, asi

Jo, BT & (€") dQ = fun

\ (2.39)
Jo, G*T -6 (") d2 =0
Sustituyendo la ec. (2.37) en la ec. (2.39) se tiene
Jo. BT C- (B d+G- Hu|]> dQ = fop
(2.40)

Jo,G*™n-C- (B-a+G. [\ﬁ|]> dQ =0

Realizando unas operaciones algebraicas en la ecuacién anterior, se tiene la siguiente matriz de

rigideces de un elemento que contiene una discontinuidad en su interior:

/ dQe d :{ Jeat } (2.41)
Q2 [u]] 0

Esta matriz de rigideces, a pesar de no ser no simétrica G*T # GT, tiene la ventaja de poder

BT.c-B BT.C.G
¢T.c.B &*T.C.-G

condensar el salto [|u|] en forma estética, lo que facilita el ensamble con la matriz global de
la estructura para facilitar su proceso de solucién numérica. Sin embargo, la matriz estd mal
condicionada, pues G* contiene valores de una delta de Dirac regularizada, que puede provocar
que un cambio pequeno en los valores numéricos cause un error relativo grande en la respuesta, sin
que esto dependa del método de solucién. Lo anterior, puede producir que la solucién del sistema
diverja fdcilmente y, como consecuencia, lleve a una respuesta errénea del comportamiento de

una estructura.

2.3.2 Enriquecimiento nodal

Esta aproximacion se basa el concepto de Particién de la Unidad aplicado al método del elemento
finito por Melenk y Babuska (1996), dando lugar al llamado Método de Particién de la Unidad del
Elemento Finito. Moes et al. (1999) aplicaron este concepto para capturar los saltos en el campo
de desplazamiento en el contexto de MFLE y se le dio el nombre del método de los elementos
finitos extendidos. Posteriormente Wells y Sluys (2001), Alfaiate et al. (2003) emplearon esta

formulacién para simular discontinuidades fuertes en superficies cohesivas.
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Duarte y Oden (1996) demostraron que un campo se puede interpolar en términos de valores
nodales discretos usando la Particién de la Unidad. Si se considera la funcién ¢,, la interpolacién

del campo u sobre un continuo se puede aproximar como:

u(x) = élfﬁ?(x) <ai + jglbiﬂj(x)) (2.42)

donde ¢; es una funcién de Particién de la Unidad de orden k (si la particién de la unidad
son polinomios, & es el grado del polinomio), a; son los grados de libertad regulares, b;; son los
grados de libertad de enriquecimiento y 7; se denomina la funcién base de enriquecimiento con m
términos. Para evitar dependencia lineal, el orden de los polinomios en la base de enriquecimiento

debe ser mayor que k.

La ec. (2.42) es un puente entre los métodos libres de malla y el método del elemento finito.
La diferencia entre estos se encuentra en la seleccién de la funcién ¢;(x). El método libre de
Galerkin (Belytschko et al. 1994) emplea una funcién de minimos méviles pesados de orden k con
una base de enriquecimiento vacia como particién de la unidad. Las funciones de interpolacién

en el método del elemento finito corresponden a la particién de la unidad puesto que,

élzvz(x) —1 (2.43)

donde NV; son las funciones de interpolacién. En la forma convencional del método de los elemento
finitos, el orden de las funciones de particién de la unidad es del orden del polinomio de las
funciones de forma y la funcién base de enriquecimiento es vacia. Por lo anterior no existe razén
para no emplear la base de enriquecimiento dentro de los elementos finitos. En la notacién de
elementos finitos, la interpolacién del campo de desplazamiento, empleando las propiedades de

la particién de la unidad se puede realizar como:

u(x) = N(x)d + N(x) (N, (x)a) (2.44)
—_—— —— —
Estandar Enriquecida

donde N es la matriz que contiene la funciones de interpolacién estdndar de orden k, d contiene los
grados de libertad regulares, N, es la matriz que contiene las funciones base de enriquecimiento
y a contiene los grados de libertad de enriquecimiento. El niimero de grados de libertad por
nodo es igual al nimero de términos en la base de enriquecimiento multiplicada por la dimensién
espacial. El campo de deformaciones en términos de desplazamientos nodales se puede escribir

COImo:

e=V’u=Bd+B,a (2.45)

En el modelo de Discontinuidades Interiores, el campo de desplazamientos se define como:

u(x,t) =U(x,t) + Hg(x) [Ju]] (x,1) (2.46)
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u(x,t) = a(x,t) + Mg(x) [|ul] (x,1) (2.47)

La razén de emplear la interpolacién del campo de desplazamientos en la ec. (2.47) en el modelo
de Discontinuidades Interiores en lugar de la ec. (2.46), es por que la primera evita tener las
condiciones de frontera de Dirichlet en el salto [|u|]. Sin embargo, existen otras formas de
lograr esto. Lo que se requiere es que el salto [|u|] tenga un soporte local alrededor de la

discontinuidad S (Samaniego et al., 2003). Se considera un dominio Q) C 2, dividido por S

en Qﬁuﬂ = Q[\u|] cat Yy Qﬂu” = QHUH Cc Q- (ﬁgura 2.6), tal que aQHUH NI, = 1]
t*

L

=TT,

Figura 2.6: Sélido con discontinuidad S.

Considerando a ¢f = N(x) y v;(x) = Hg(x) en la ec. (2.42) para interpolar el campo de

desplazamientos de la ecuacién anterior, se tiene

u(x,t) = B NGdi(E) + Hs(x) 2N (a0 (2.48)
—_— —_—
o )

donde N es el conjunto de nodos que soportan el salto en la discontinuidad.

Formulacién variacional

Esta formulacién parte del funcional de energia total siguiente:

H(n)E/U:VSndQ—/b-ndQ—/t-ndf vnev, (2.49)
Q Q I's

donde V, es el espacio de variaciones admisibles de desplazamiento con la siguiente estructura:

n=1n+Hsa (2.50)

sustituyendo la ec. (2.50) en la ec. (2.49) se tiene
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a) fo-:VS'r‘]dQ—fb-ﬁdQ—/t-'r‘]dF vneVy
Q Q

Lo (2.51)
b) fo-:VS(HSa)dQ—fb-(Hsa)dQ—/t-(Hsa)dF Va €V,
) )

s

de la primera variacién de la ec. (2.51a) igualada a cero, se puede demostrar que se satisface en

forma débil lo siguiente:

Vio+b=0 enQ\S
o-v=t en I, (2.52)

t—0o7)-n=0 enS

(o

De la ec.(2.51b) se tiene

V* (Hsa) = (6,0 ® a) + (HsVa)® (2.53)

sustituyendo la ec. (2.53) en la ec. (2.51b) se tiene

/0' : (53n®a)SdQ+/0' : (HSVa)SdQ—/b(HSa) dQ—/t-(Hsa) dl'’ Vae Vv, (2.54)
Q Q Q I's

Puesto que a]Q\ =0, el lado izquierdo de la ec. (2.54) se puede reescribir como:

/n-as-adS—i—/ O':VadQ—/
Qf ot
S

b - ad) — / t - adl’ (2.55)
]

Lo NI,

[lul] [lul

donde 8Qﬁu” es la frontera de Q[Jlru”. Del teorema de divergencia, el segundo término de la

ecuacién anterior se define como

/+ o : VadQ=-— / (Vo) -adQ + / V(o a)dQ (2.56)
Q
[lal]
i i
= - / (VO') -adf) + / Vil (0’ . a) ar
ot T

[lul] [lul]

donde vy es la normal de GQ[TuH. Sustituyendo la ec. (2.56) en ec. (2.55) y considerando
(2.52a) ,

33



e

n-os-adS+ / Vu (0 a)dl’ — / (V-a)-adQ—/b-adQ—/t-c(&B?)
I's

0%y Vuy Y
=0
= /n-as-ad5'+ / V[u”-(a-a)df—/t-adf
s CIoRs I's

[lul]

Note que 8(2[':” se puede dividir en (89[\11\} N Q*) , (I’U N GQHUH) y S. Puesto que a’aﬁ[‘u”mﬂ+ =0,

/ V- (0 - a)dl’ = —/n coq+ - adS + / (v-o)-adl (2.58)
S

ant

(lul RaTlons

[lul]

Sustituyendo la ec. (2.58) en la ec. (2.57) y considerando la ec. (2.52b), se obtiene

/n-as-adS—/n-ag+-adS+ / (V-a)-adf—/t-adf‘ (2.59)
5 5

LonoQ, Lo

Finalmente, la ecuacién anterior se escribe como:

/ (n-og—n-oq+)-adS =0 (2.60)
S

Que corresponde a la continuidad interna de tracciones del PVF de la ec. (2.18f). En la
ecuacién anterior, se observa que sélo se satisface la continuidad interna de tracciones en la parte
correspondiente a 7, la formulacién no es clara respecto a la continuidad interna de tracciones

en la parte Q7.

Aproximacién por el MEF

El campo de desplazamientos de la ecuacion (2.48) se puede reescribir en forma matricial como

u'= NTd+HsNLa (2.61)

donde N son las funciones de forma, d los desplazamientos nodales y a son los grados de libertad

de enriquecimiento, que se pueden escribir como:

( ( )

Ny d; a
N = Nz N d= dz ;o a= a; (262)
Nnnodos ) L dnnodos ) annodos )
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El campo de las deformaciones se calcula como

{e} = {Viu}=Lu

donde el operador L, para el caso de dos dimensiones, se expresa como:

a:c () 0
L=| 0 g,
81/ () ax

Definiendo

B:=LNT y By:=LN[L

el campo de las deformaciones se calcula como:

{e°} = Bd+HgBna+d, (n) HsNfa

con n definido para el caso de dos dimensiones como

ng 0
n:= 0 mny
Ny Ng

Andlogamente, para el campo admisible de desplazamientos se tiene

{VSn} = Béd+HgBnda+d, (n) HsNfa

donde dd y da son las variaciones admisibles de d y a, respectivamente.

Los esfuerzos se pueden expresar en forma incremental como:

{6} =D{e}
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donde D es el operador constitutivo tangente.

Si se define

Gy = HsBy+0s (n) Nf (2.72)

sustituyendo las ecs. (2.70), (2.71) y (2.72) en la ec. (2.51) se tiene

a) [6dTBD {e°} d2 — [b- NLsddQ — / t - NTsddl = 0
Q Q
T's

(2.73)
b) [oa’GyD{e} — [b- (HsNLda)dQ — /t - (HsN{éa) dl' = 0
o) o)
T's

Sustituyendo las ecs. (2.68) y (2.72), en la forma variacional de la ecuacién anterior, se obtiene

BT.-D-B BT.C-G,

la siguiente matriz de rigideces:
d F
.4 . =4 " (2.74)
Gg-C -B Gg~C -Gy

/ﬂe [al] £

ext
esta matriz de rigideces es simétrica, sin embargo, los grados de libertad de enriquecimiento no

se pueden condensar como en el caso del Enriquecimiento Elemental, lo que requiere un gasto
computacional adicional. Asi mismo, la presencia de la funcién de Heaviside en los elementos de
la matriz, requiere de emplear una técnica de integracién ad hoc. Wells y Sluys (2001) proponen
dividir un elemento triangular en siete tridngulos pequenos con tres puntos de integracién cada

uno y dos en la discontinuidad, teniendo asf un total de 23 puntos de integracion.

De lo expuesto anteriormente se puede observar que para resolver problemas del proceso de
falla en materiales mediante el Modelo de Discontinuidades Interiores, la formulacién de la
aproximaciéon de enriquecimiento elemental parte del funcional de energia potencial total, y
satisface la continuidad interna de tracciones mediante el promedio de los esfuerzos en el dominio
del elemento finito fuera y dentro de la discontinuidad. En consecuencia, de la aproximacién con
elementos finitos con discontinuidades interiores se obtienen matrices de rigideces no simétricas,
que por la presencia de la funcién Delta de Dirac regularizada estdn mal condicionadas, lo que
puede presentar problemas numéricos como estabilidad y convergencia durante la solucién de
problemas. La ventaja de esta aproximacién es que los grados de libertad adicionales se pueden
condensar estdticamente. Por otra parte, la formulacién de elementos finitos con enriquecimiento
nodal tiene dos inconvenientes principales que son: una implantacién numérica compleja y el
incremento de grados de libertad que requiere un gasto computacional adicional. A pesar que
esta aproximacién tiene un mejor desempeno cinemédtico, no es clara respecto a la continuidad

interna de tracciones (ec. 2.18f).
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Capitulo 3

Modelos constitutivos de dano

Se llama modelo constitutivo a una formulacién matematica capaz de describir el comportamiento
fisico macroscépico de un sélido ideal, que resulta luego de aplicar hipétesis sobre un sélido real.
De aqui que la formulacién de modelos constitutivos sélo representa una realidad condicionada
por ciertas hipétesis y por tanto su utilizacién debe realizarse consecuentemente con ellas (Oller,
2001).

Para representar el proceso fisico de falla, los Modelos Constitutivos de Dafo, permiten
representar el comportamiento no lineal de los materiales en los que ocurre una degradacién
de rigidez, una vez que se alcanza un valor umbral del material. En términos generales el dafnio
de los materiales es el proceso fisico progresivo por el cual se rompen los mismos. La mecédnica
del dano es el estudio, a través de variables mecdnicas, de los mecanismos involucrados en el
deterioro de los materiales cuando son sometidos a cargas. A nivel de miscroescala el dano es la
acumulacién de microtensiones en la vecindad de defectos o interfaces y la rotura de ligaduras,
que ambos danan al material. En la mesoescala del volumen representativo, el dano se presenta en
el crecimiento e interconexién de microfisuras y microporos que, en conjunto, inician una fisura.
En la macroescala el dano se refleja por el crecimiento de dicha fisura. Los dos primeros niveles
pueden ser estudiados a través de variables de dano de la Mecdnica de los Medios Continuos
definidas a nivel de mesoescala. El tercer nivel se estudia normalmente utilizando la Mecédnica

de Fractura con variables definidas a nivel macroscépico.

La Mecédnica del Dano Continuo utiliza variables continuas relacionadas con la densidad de
estos defectos para describir el deterioro del material antes de la iniciacién de macrofisuras.
La Mecénica del Dano fue introducida por primera vez por Kachanov (1958), quién propuso la
variable de dafio como un escalar que varia entre 0 y 1 (dano isotrépico). A partir de este trabajo,
se ha desarrollado la Mecanica del Dano, que permiten su aplicacién a problemas précticos de
ingenieria. Modelos de dano anisotrépico fueron desarrollado por Lemaitre y Chaboche (1978)
y (1985).

Para representar el proceso de falla con el Modelo de Discontinuidades Interiores, se requiere

de un modelo constitutivo que describa el proceso de degradacién del material, por lo que
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se recurre a un Modelo Constitutivo. En los trabajos donde se emplea el concepto de
Discontinuidad Fuerte, como los de Simo et al. (1993); Simo y Oliver (1994); Oliver y
Simo (1994); Oliver (1996a,b); Armero y Garikipati (1996); Armero (1997), determinan el
inicio y crecimiento de la discontinuidad en el sélido con un modelo constitutivo del tipo
continuo (relacién esfuerzo-deformacién). En este contexto, cuando se introduce la cinemética
de desplazamientos y deformaciones de la aproximacion de discontinuidades fuertes al anélisis de
un modelo constitutivo continuo, se obtiene no sélo una ecuacién constitutiva del tipo continua
(relacién traccién salto), sino todo un modelo constitutivo del tipo discreto (Oliver, 1996a;
Armero y Garikipati, 1996; Oliver, 2000 y Oliver et al. 2002a).

En el presente capitulo se presentan las bases tedricas de los modelos de dano. Se describen los
elementos de un modelo de dano isotrépico, que posteriormente se analiza cuando se introduce
la cinemética de deformaciones de la aproximacién de Discontinuidad Fuerte. Se demuestra que
bajo estas condiciones, se puede generar a partir de un modelo continuo un modelo de dano
discreto (Oliver, 2000 y Oliver et al. 2002).

3.1 Modelo de dano isotrépico.

Los modelos de dano isotrépicos se han empleado extensivamente para simular el comportamiento
del material que presenta la degradacién de sus propiedades mecénicas debido a la presencia de
fisuras pequenas que aparecen en el material durante el proceso de carga. KEste proceso se
puede simular en el contexto de medios continuos, introduciendo una variable interna de dano
representada por un escalar, vector o tensor. Esta variable interna de dano, caracteriza el nivel de
deterioro del material y relaciona el esfuerzo o, con el esfuerzo efectivo &, e.g., en una dimensién

se puede escribir como (figura 3.1):

c=(1-d)ac (3.1)

donde d es el pardametro de dano que toma el valor 0 < d < 1. El esfuerzo efectivo y la deformacién

se relacionan por la ley de Hooke:

o= FEe (3.2)

donde E es el médulo eldstico del material. Sustituyendo la ec. (3.2) en la ec. (3.1)

o= (1—d)Ee (3.3)

El problema en 3D se puede explicar como una generalizacién del caso unidimensional de manera
que en lugar de trabajar con valores escalares se trabaja con tensores. Asi, el esfuerzo en funcién

del esfuerzo efectivo es:
oc=(1-d)g=(1-dC:e=C¢ (3.4)
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Figura 3.1: Curva esfuerzo deformacién.

donde C es el tensor constitutivo eldstico esténdar de cuarto orden y C¢ es el tensor constitutivo

eldstico degradado. El primero puede expresarse en funcién de las constantes de Lamé,

C=2ul+A(1®1) (3.5)

donde 1 es un tensor unitario de segundo orden, I es un tensor unitario de cuarto orden que

corresponde a Iz’jkl:% (0ikdj1 + 0710%). Los coeficientes de Lamé se definen en la ec. (2.4).

3.1.1 Ecuacién constitutiva

La energfa libre de Helmholtz por unidad de volumen para el caso de un modelo de dano isotrépico
se define como:
U =V(de)=(1—-d)VUy(e) (3.6)

donde ¥ (g) es la energfa libre de Helmholtz de un material eldstico no danado en funcién del
campo de las deformaciones €. Para problemas térmicamente estables es vélida la siguiente forma
de desigualdad de Clausius-Plank,

ov ov .
= _— . s —— > .
<a 85) 5 8dd_0 (3.7)

Esta expresién, conocida como de la potencia disipativa, permite hacer las siguientes considera-

[1]

ciones:

e La desigualdad de la ec. (3.7) debe cumplirse para cualquier variacién temporal de las
deformaciones €, por lo que € debe ser nulo. Esta condicién proporciona la ley constitutiva

para el problema de dano escalar.
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o :%—\5, %—\5 =-Vy = —VY; conjugada de d (3.8)
e Considerando la ley constitutiva, el valor de la disipacién del modelo de degradacién resulta,

= Tod > 0 (3.9)

[1]

Teniendo en cuenta que la ec. (3.8) se tiene la siguiente forma de la ecuacién constitutiva.

.2 0%,
o =% -5

que corresponde a la ecuacién constitutiva secante del modelo de dano.

—(1-d)C:e=(1-d)& (3.10)

3.1.2 Criterio de dano

El criterio de dano determina entre un estado de comportamiento eldstico de un material,
delimitado por una funcién de dafio, y otro estado en el cual se verifica el proceso de degradacién

de las propiedades del material. El criterio basicamente depende del tipo de material.

Para definir una funcién de dano, se requiere de una norma en el espacio de los esfuerzos,

To = [|o]|ge-1 = Vo Ce':o (3.11)

o el espacio de deformaciones

7o = |lelg = Ve: C: e = /27, (3.12)

ambas se pueden relacionar mediante la siguiente expresion

To = (1 - d) Te (313)

Con estas normas se puede definir una region eldstica en el espacio de los esfuerzos (3.2a),

Eo={o|f(T5,q) <0} (3.14)

y en el de las deformaciones (3.2b)

E.={e|f(re,7) <0} (3.15)

donde ¢ es una funcién que define el ablandamiento/endurecimiento y r es la variable interna
cuyo valor define el limite eldstico. Finalmente, se tienen las siguientes funciones de dano, en
el espacio de esfuerzos y deformaciones correspondientemente, que definen el limite eldstico del

comportamiento del material.

f(70,0) =76 — ¢ (3.16)
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flreyr)=71e—1

(3.17)

T.=r

Eje de presion

Eje de presion [ hidrostatica
hidrostatica
Vo T.>r )

— -~ —

o T. <1 - &
1 - 1

G,
a) & b)
Figura 3.2: Normas: a) espacio de esfuerzos y b) espacio de deformaciones.
De la ec. (3.12), para el caso unidimensional, se puede obtener el valor de g
o
Te.=Ve:Cieg = 19=—% (3.18)

VE

donde rg es el valor umbral inicial y o, es el valor de la resistencia eldstica. La variable de

ablandamiento/endurecimiento ¢ se define como:

q(r)=@1—d)r

(3.19)

que depende de la variable interna . Combinando las ecs. (3.19) y (3.10) se obtiene

q(r)

r

o= o

3.1.3 Regla de endurecimiento

La regla de endurecimiento se define por la siguiente ecuacion:

g=H(r)i; HU(r)=q (r) q€0,0,] qo=ro

donde H? es el médulo de endurecimiento/ablandamiento continuo.

La regla de endurecimiento lineal se define como (figura 3.3a)
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<
= 0 r=ro (3.22)
ro+ H*(r—mrg) r>mg

y para una regla exponencial (figura 3.3a)

_ 70 <79 (3.23)
1 ro €Xp (—Hd (1—%0)) r > '
Con base en lo anterior, se tiene que la variable de dano para el caso lineal
0 <
d= I r=To (3.24)
1-2—HI(1-2) %1 r>r
y para el caso exponencial:
0 <
d—{ i P (3.25)
1—7exp(—H (1—7)) >

Figura 3.3: Regla de ablandamiento/endurecimiento: a) lineal y b) exponencial.

La ley de evolucién de la variable interna y de la variable de dano son:

Po= (3.26)

9f(74,9)
i or

donde v es un escalar no negativo denominado pardmetro de consistencia de dano. El rango de
la variable interna es [0, 00) . Los limites de la variable de dafio son d = [0, 1]. Cuando la variable
de dano es igual a cero, la variable interna r tiene el valor de rg, y cuando el dafio es igual a uno,

= Too-
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3.1.4 Condiciones de carga y descarga

Estas condiciones, que permiten obtener el valor del multiplicador de dano -y, se conocen como

las condiciones de Kuhn-Tucker :

v>0; f(75,9) <0; 7f(T0,q) =0 (3.27)
y la condicién de persistencia

Y (To,q) =0 (3.28)

Las ecuaciones expresadas anteriores determinan las condiciones de carga o descarga en el
material. Si el valor de f(7,,¢q) < 0, el criterio de dafio no se satisface, para que se cumpla
las condiciones de Kuhn-Tucker necesariamente el valor de v = 0. Por la anterior, la variacién
temporal del dafio en la ec. (3.26) debe ser nula d= 0, por tanto el material no presenta dano,

pues se encuentra en el rango de comportamiento eldstico.

3.1.5 Modbdulo tangente

La ecuacién constitutiva en términos de la razén de esfuerzos y deformaciones se define como:
6=C%¢ (3.29)
donde C? es el médulo constitutivo tangente. Para obtenerlo, considere la siguiente ecuacion:

oc=(1-d)C:e (3.30)

Derivando con respecto al tiempo la ecuacién anterior,

&= (1-d)C:é—dC:e (3.31)
si se considera que en el material no presenta incremento de carga, entonces d = 0. En
consecuencia, se tiene:

6= (1-d)C:¢ — C4=(1-d)C (3.32)

Diferenciando 7. de la ec. (3.12) con respecto al tiempo y tomando en cuenta la ec. (3.17),

1
Te=Ve: Cie = T.=7=—0G:¢€ (3.33)

Te

de la ec. (3.19) se puede obtener la derivada en el tiempo de la variable de dafo

d = (M) > (3.34)

r3

sustituyendo la ec. (3.21) en la ecuacién anterior, se tiene entonces:
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i (q(T’) —Hd?”> ;

r3

(3.35)

Finalmente, el tensor constitutivo tangente se obtiene sustituyendo la ec. 3.34 en la ec. (3.31)

Cd:(l—d)C:— <Q(7”)—T3q,(7”)7“) (

C_: ERE _C) (3.36)

(e (e

Este modelo de dafio isotrépico se puede resumir mediante las siguientes ecuaciones como:

3.2

U(e,r) = (1—d(r)) ¥y
d(r)=1-%; q¢€[r,0] dec][0,1]

a:%—‘i’:(l—d)C:e

) r € [rg, o]

=" B oy
rO_T‘t:O—\/E

f(Ta,q):Tg—q:m_q;{ q € [0,ro]

ql—o =10
Gg=He(r)i; H(r)=q (r)<0
<0 v>0; vf=0
Af=0 si f=0

Anadlisis de la falla en materiales

Energifa libre de Helmholtz
Variable de dano

Ecuacion constitutiva

Ley de evolucién de dano

Criterio de dano

Regla de endurecimiento
Condiciones de carga y descarga

Condicién de consistencia
(3.37)

En estd seccién se presentan los criterios para el inicio del proceso de falla desde el punto de

vista constitutivo de los materiales, a partir del anslisis de localizacién de deformaciones. La

falla de un cuerpo continuo se define como un proceso de eventos o fases, que comienzan a nivel

material, y que conduce a un deterioro progresivo a un discontinuo.

3.2.1 Fases de la curva esfuerzo deformacion

El comportamiento mecanico de los materiales generalmente se describe por la curva esfuerzo

deformacidn, si se considera un material sujeto a carga que presenta un comportamiento como el

que se muestra en la curva de la figura (3.4), los fases en las que se divide esta curva son (Chaves,
2003):

I. Fase elastica. En esta fase, se considera que el comportamiento del material es eldstico

lineal, i.e., obedece la ley de Hooke. Esta fase estd limitada por el punto a (punto de

fluencia).
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b Punto de bifurcacion
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Figura 3.4: Puntos caracteristico durante el proceso de carga.

II. Fase inelastica. El punto a en la figura corresponde al inicio del comportamiento no
lineal del material, el cual se le conoce como inicio de un proceso de falla difusa. KEste
proceso se caracteriza por que inicia un fenémeno de disipaciéon de energia, acompanado
de una concentracién de deformaciones espacialmente suaves. Al pasar el punto a, este

proceso continta hasta alcanzar el punto b, denominado punto de bifurcacion.

III. Fase de DDE. La fase de discontinuidad débil inicia cuando se cumple la condicién de
bifurcacién det [Q (N)] = 0. Esta fase se caracteriza por que en el campo de deformaciones

es discontinuo, y el campo de desplazamiento se mantiene continuo.

la] = oF—a~ =0 (3.38)

e = [[Vaf]=vat —vVa~ #£0

IV. Fase de DFU. Cuando la condiciones de discontinuidad fuerte se satisfacen, esta fase inicia
(punto c). Se caracteriza por el salto en el campo de los desplazamientos y la aparicién de

deformaciones no acotadas.

o] = af—a”"#0 (3.39)
e = [[Va]=Vva" —va #0
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El momento en que se presenta cada uno de las fases descritas anteriormente dependen no sélo
del tipo de material (i.e. del modelo constitutivo), sino también, de la evolucién del estado
de esfuerzos. En algunos casos, algunas de las fases descritas anteriormente pueden coincidir
(figura 3.5). Dentro de este contexto, la formacién de una discontinuidad fuerte en un punto del
material, se puede considerar como una discontinuidad débil que evoluciona a una discontinuidad
fuerte en un cierto tiempo del proceso de deformacién. En el tiempo de bifurcacion tp, el campo
de deformaciones bifurca, como resultado se presenta una banda de localizacién con espesor
pequeiio k, que se caracteriza por el inicio de una discontinuidad débil. En tiempos subsecuentes
del andlisis el espesor de la banda tiende a cero, este momento tppry se denomina tiempo de

discontinuidad fuerte, que se caracteriza por el inicio de una discontinuidad fuerte en el sélido.

ol oh

,,,,, a=b=c L - - _ _
Oy Oy

T T
| |
M=M=V : ‘ I =1V :

a) b)

Figura 3.5: Coincidencia de puntos caracteristicos.

3.2.2 Pérdida de estabilidad

En 1952 Drucker identificé la pérdida de estabilidad del material, como la pérdida de trabajo
interno positivo. Propuso que un material es estable si la densidad del trabajo de segundo orden

es positivo, teniendo como suficiente condicién:

1 1
dQW:§&:é:§é:C:é>O (3.40)
Para un valor arbitrario de & #0 . Este criterio fue desarrollado posteriormente por Druker
(1959) y Hill (1958) entre otros. Hill demostré que & : € = 0 es una condicién necesaria para

cualquier tipo de bifurcacién o pérdida de unicidad.

3.2.3 Tiempo de bifurcacién

El tiempo de bifurcacién se define como el momento en que la solucién del PVF no es tnica, i.e.,
cuando inicia la localizacién de deformaciones, definida como una inestabilidad en la descripcién

constitutiva macroscépica de la deformacién ineldstica del material. Para ilustrar lo descrito
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anteriormente, considérese el continuo de la figura (3.6) con puntos materiales en la zona de

localizacién S.

Zona de localizacion

Figura 3.6: Zona de localizacién S.

\

n

Si se considera un punto material P en la zona de localizacién S con un estado de esfuerzos en
el punto de bifurcacién b (figura 3.4 ). En este momento se tiene el siguiente estado de esfuerzos

fuera y dentro de la banda de localizacién, respectivamente:

(3.41)

&Q\S: CQ\S: EQ\S en € \ S
os5=Cg: ég en S

donde o5 y oqg\g son los esfuerzos dentro y fuera de la zona de localizacién, respectivamente,
Ca\s vy Cs son los tensores constitutivos correspondientes. El campo de deformaciones se define

COImo:

éQ\S.:E en € \ S (3 42)
¢s=e+(M®n)® en S

donde M es una funcién que depende del ancho de la banda de localizacién, y que define la

direccion de la velocidad del salto.

De la continuidad interna de tracciones se tiene

Tos=T (3.43)
&Q\S 1= d’g -n

Sustituyendo las ecs. (3.41) y (3.42) en la ec. (3.43) se tiene:
(n-Cs-n)-M=[(Cggs—Cs):és] n (3.44)
(n)
Q(n

donde Q(n) es el tensor de localizacion.



En el trabajo de Rice y Rudnicki (1980) se hace la distincién entre bifurcacién continua y
discontinua, con base en el tensor constitutivo tangente.
Bifurcacién continua

En el caso de bifurcacién continua se considera que dentro y fuera de la zona de localizacién el
tensor constitutivo, Co\g = Cg, i.e., el material dentro y fuera de la zona de localizacién se

mantiene en estado de carga, en consecuencia, la ec. (3.44) se transforma en:

(n-Cg-n)-M=0 (3.45)

La condicién de bifurcacion se satisface cuando la solucién de la ecuacién (3.45) es diferente de

la solucién trivial M = 0, resultando asi la condicién:
det [Q(n)]=0 (3.46)

Bifurcacion discontinua

De estudios experimentales se ha observado que la respuesta del tensor constitutivo no es
continua, pues aparentemente el material fuera de la zona de localizacién no continia cargando,
al contrario se descarga eldsticamente. Este caso conocido como de bifurcacién discontinua,

Cqo\s # Cs, en consecuencia, la ec. (3.44) se transforma:

(n-Cs-n) -Mp=[(Cqs—Cs) : és] -n (3.47)

despejando el valor de M pde la ecuacién anterior:

Mp=(n-Cs-n)"' [(Cqos—Cs):és| n (3.48)

Rice y Rudnicki (1980) demostraron que la solucién de la ec. (3.48) corresponde a la condicién
de carga pldstica en la zona de localizacién, mientras que el resto del continuo se descarga en
forma eldstica. La condicién necesaria para que se presente la localizacion de deformaciones,

considerando bifurcacién continua o discontinua estd dada por la ec. (3.46).

La ecuacién (3.46) se puede considerar como un andlisis mds elaborado para determinar: 1)
el momento en que inicia el dano en el material, y 2) la direccién de propagacién de la
discontinuidad. Ingredientes necesarios para simular el proceso de falla en materiales mediante

el Modelo de Discontinuidades Interiores.
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3.3 Analisis del modelo isotrépico de dano con la cinemaéatica de

deformaciones de discontinuidades fuertes

En esta seccién se muestra que bajo la condicién de discontinuidad fuerte, a partir de un modelo
de dano continuo (relacién esfuerzo-deformacion) se puede obtener de forma natural un modelo
de dafio discreto (relacién traccién-salto). Este fue desarrollado por Oliver (2000) y Oliver et al.

(2002), partiendo del caso unidimensional y extendiéndolo al caso tridimensional.

De la ecuacién constitutiva del modelo de dano de la ec. (3.37¢) se pueden obtener las

deformaciones como

c=(1-dC:e = ¢ ngfl Lo (3.49)

Derivando con respecto al tiempo la ecuacién anterior:

L0 (r 1,
¢ =o <qc .0'> (3.50)

Considerando el campo de deformaciones de la ec. (3.42) se tiene

1 0
£y = s =& + 3 (i om)® = 7 (2071 o) (3.51)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por k, y considerando la fase de discontinuidad

fuerte, i.e., cuando k — 0, se tiene una relacién entre la razén del salto y la de los esfuerzos.
o1
lim &+ - ([[uf] ® n)®| = ([[a)] @ n)° = lginﬁ (%c—l : o—> (3.52)

Puesto que el campo de esfuerzos o y la regla de endurecimiento estdn acotados, para la condicién

[la|] # 0, la siguiente expresién se debe satisfacer:

li .
lim ke 7 0 (3.53)

Si se define la razon de la variable discreta interna & como:

Ql -

_ def

a i (3.54)
acotado a =¢c [0’ OO]
Sustituyendo la ec. (3.54) en la ec. (3.52) se tiene
(aent=2 (2c .o (3.55)
0t \ g ' ’

La ecuacién anterior se conoce como la ecuacidn de discontinuidad fuerte.

Sustituyendo la ec. (3.54) en la ec. (3.37f) se tiene.
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L
i=Hi=Ha (3.56)

Puesto que ¢ estd acotada (q € [0,7]) asi como & y & la consistencia matemética de la ec.(3.56)

requiere que

H=kH (3.57)

asi, para el caso de la regla de ablandamiento/endurecimiento

¢=Ha (3.58)

donde el pardmetro H se denomina médulo discreto de ablandamiento/endurecimiento y se puede

considerar como una propiedad del material.

El pardmetro & de la ec. (3.54) se puede interpretar como se muestra a continuacién. De la ec.
(3.18) considerando un régimen de carga se tiene
.1 . 1 . L
r=1.=Ve:Cie = r=-g:C:é=———0:6=-0:¢ (3.59)
= r(l—d) q

1—-d

Sustituyendo la cinemética de deformaciones de la ec.(3.51) en la ecuacién anterior

A AT S A sl 1 s
a = /};E%kr = %Er(l]kqo'. [€+k([|u|] ®mn) ] —qa. ([[a]] ® n)”> = (3.60)
1

- “Lnap.
= [ -on=[ja]-T

donde T =0 -n es el vector de tracciones en la direccién normal a la superficie de la

discontinuidad S.

3.3.1 Ecuacion constitutiva discreta.

Multiplicando ambos lados de la ec. (3.55) por el tensor C, se tiene:

C: () ®n)® = C-n-[Ja]] = % <% : a> (3.61)

nuevamente multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por el vector normal n, entonces

- Conpall = @[l =5 (Sn-a) = 5 () (3.62)
Qe
la) = %(%Q“-T)
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donde QF es el tensor actstico eldstico, el cual es un tensor definido positivo. Finalmente, de la
ecuacién anterior se tiene
a -1 q
[luf]] = EQQ T = T=-Q"[[uf (3.63)

Que corresponde a la ecuacién constitutiva discreta que relaciona las tracciones en los bordes de

la discontinuidad con el salto del campo de desplazamientos T = T ([|ul]).

Sustituyendo la ec. (3.63) en la ec. (3.60) se tiene la razon de la variable discreta interna & como

1

@ =[] - T =2 - Q° - [l (364

Si se define la siguiente funcién dependiente de los saltos

def . 1 . e
Tl = lllullllqe = viiull- Q- flul] = 7y = - ” [laf] - Q% - [lul] (3.65)
Sustituyendo la ec. (3.65) en la ec. (3.64), se tiene
aa = Fu) ) = @ =Ty = £ ([ull.@) =a -7 (3.66)

De lo anterior, se puede definir una norma del vector de tracciones

™= 27 = J Lfull- Q- [lufl 4 = \/ Sl Qe ulS = T Q" T = T ges

(3.67)

De la ec. (3.63) y de la ec. (3.65) se pueden definir las siguientes funciones de dano

G ([uf],@) = %TT —a=0 (3.68)

f(Ta(J) = TT—QIO
Las ecs. (3.64) a (3.68) definen un modelo de dano discreto, el cual se obtiene a partir
de la ecuacién del modelo de dano continuo de la ec. (3.37) considerando la cinemédtica de

desplazamientos de discontinuidad fuerte, que induce el campo de deformaciones no acotado.

El modelo de danio discreto resultado de este andlisis se resume a continuacién:
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€ [ull
a) b)
Figura 3.7: Modelo de dafio: a) continuo y b) discreto.
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f) Z] (@) = F[a; H=4q (@) <0 Regla de endurecimiento
g9) f<0; A>0; A\f= Condiciones de carga y descarga
h) M =0 Condicién de consistencia

(3.69)

Este modelo de dafio se caracteriza por la variable de dano discreto w, la cual evoluciona en
términos de la variable interna discreta @ y el médulo secante constitutivo Q5 =(1 — w)Qe.
Puesto que el valor inicial de w es w = —o0 (1 —w = +00), el médulo constitutivo secante es

QS = +00Q¢, por lo que el modelo se denomina que es un modelo rigido.

3.3.2 Condiciones de discontinuidad fuerte.

Si se considera un punto material en la zona de localizacién S, con un vector normal n, el campo
de esfuerzos og en ese punto permanece continuo cuando inicia el régimen de discontinuidad

fuerte.

aS:(1—d)c:sS:@c:sS (3.70)
S

Sustituyendo la ec. (3.51) en la ec. (3.70) en el tiempo de discontinuidad fuerte.
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PR . .
o5 = m%c.(ﬁg(uuu@nf)mac.(kﬁ(uuu@nf) (3.71)

q S
= =C:([[u]]®n)
Q
La ecuacién anterior se puede reescribir como:

Clog=
—

€s

([u] ®n)® = Es (3.72)

Q| Ql
| QI

La ecuacién anterior se conoce como las ecuacién de discontinuidades fuertes (Oliver, 1996a) la
cual proporciona una relacién entre los esfuerzos og y el salto de los desplazamientos [|ul]. Esta
ecuacion tensorial es un sistema de seis ecuaciones algebraicas que relacionan o g y [|u|]. Ademads,

de la ec. (3.72) se puede obtener las siguientes ecuaciones:

lull, 3 (ully 5 (luls S| e s
3 [lully 0 0 = 7 Eo21 E22 E23 (3.73)
3 [ulls 0 0 E31 E32 E33

De donde se obtiene las siguientes condiciones:

Eopg = E3g =E333 =0 = [C i 05],,=[Cios],,=[Cliog],y =0 (3.74)
La ec. (3.74) corresponde a las condiciones de discontinuidad fuerte, las cuales establecen las
restricciones del estado de esfuerzos para el inicio de la fase de discontinuidades fuertes. Estas
condiciones sélo se satisfacen bajo ciertas condiciones de esfuerzo y deformaciéon en el modelo
isotrépico continuo eldstico desarrollado en la ec. (3.37). Una opcién ante esta limitante es
emplear el procedimiento de ancho de banda de localizacién variable desarrollado por Oliver et
al. (1999), otra opcién es un modelo anisotrépico como el de Ferndandez y Ayala (2004), quienes
desarrollaron un modelo de dafo anisotrépico y un modelo de dano discreto que satisfacen
adecuadamente las condiciones de discontinuidad fuerte de la ec. (3.74). Estos modelos se
desarrollaron para la aproximacién de Discontinuidad Débil y Discreta, correspondientemente,

los autores demuestran la equivalencia de ambos modelos mediante un andlisis energético.
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Capitulo 4

Formulacion variacional del Modelo

de Discontinuidades Interiores

La formulacién variacional de un problema se presenta como un funcional, el cual tiene como
condiciones de estacionaridad correspondientes a las ecuaciones de Euler-Lagrange, la forma
fuerte del problema, con la diferencia, que la formulacién variacional tiene ventajas sobre la
formulacién fuerte (Washizu, 1967). Los funcionales son magnitudes variables cuyo valor se
determinan mediante la eleccion de una o varias funciones. El cédlculo variacional estudia los
meétodos, llamados variacionales, que permiten hallar los valores estacionarios de los funcionales.
Puesto que un funcional representa el modelo matemaético de un problema, fisico, la aplicacién
de los métodos variacionales es importantes en dreas del conocimiento como la fisica tedrica,
mecdnica Lagrangiana, mecdnica cudntica, en las ingenierfas, etc. Los métodos variacionales
proveen las bases matemadticas del método del elemento finito, el cual es una herramienta

numérica para resolver PVF.

Dentro de la mecédnica de medios continuos, para resolver el problema eldstico lineal definido en la
ec.(2.1), la literatura reporta los siguientes funcionales de energfa: Hellinger-Reissner (Reissner,
1950) con dos campos independiente (desplazamientos y esfuerzos), Fraeijs de Veubeke (1951)
con cuatro campos independientes (desplazamientos, deformaciones, esfuerzos y tracciones); Hu
(1955) y Washizu (1955) con tres campos independientes (desplazamientos, deformaciones y
esfuerzos), Energia potencial total con un campo independiente (desplazamientos), Energfa
potencial complementaria con un campo independiente (esfuerzos); entre estos funcionales se
encuentran los llamados funcionales hibridos como los de Pian (1964), Herrmann (1966) y
Atluri (1975), que consideran campos independientes de diferente dimensién, e.g., esfuerzos en
el continuo y tracciones en una superficie. A partir del funcional general de Fraeijs de Veubeke
(1951) se pueden generar los otros funcionales descritos anteriormente. Todos estos funcionales
tiene en comun, que al encontrarse la funcién o funciones que los extremize, también se estdn
encontrando las soluciones a las ecuaciones que definen el problema. Para encontrar la funcién
que estremize un funcional que represente un problema sencillo, e.g., una barra, viga, la solucién

se puede obtener en forma analitica. Sin embargo, cuando se trata de un problema con una
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geometria irregular, la solucién mediante procedimientos analiticos no es, en general, viable. En
este caso se recurre a los métodos numéricos aproximados como el de los Elementos Finitos para

obtener la solucién aproximada del problema.

El problema en este trabajo de investigacién es simular el proceso de falla, considerando que
se presenta el fenémeno de localizacién de deformaciones, que se aproxima con el Modelo de
Discontinuidades Interiores dentro del contexto del método de los Elementos Finitos. Como se
demostré en el capitulo 2, las formulaciones de Enriquecimiento elemental y global se basan
en el funcional de energfa potencial. La formulacién de Enriquecimiento elemental satisface la
continuidad de tracciones en forma fuerte e introduce valores de la funcién delta de Dirac en
forma regularizada, lo que produce problemas de inestabilidad numérica. La formulacién de
Enriquecimiento global, no satisface en forma adecuada la continuidad interna de tracciones;
requiere de un gasto computacional adicional para integrar numéricamente las funciones de
Heaviside en el elemento y su implantacién numérica se dificulta por los grados de libertad

adicionales para capturar la discontinuidad.

En este capitulo se desarrolla una formulacién variacional general para representar el fenémeno
de localizacién de deformaciones mediante el modelo de discontinuidades interiores. Se presenta
la formulacién variacional del problema eldstico lineal de Fraeijs de Veubeke (1951) en la que se
basa la formulaciéon que aqui se propone. A partir de esta formulacién, tomando en cuenta
la fisica del problema de falla en materiales descrito en la introduccién del capitulo 1, se
desarrolla un funcional de energia para un sélido dividido en tres subdominios. A partir de este
funcional, considerando que el subdominio del interior se reduce a una banda de ancho k # 0
donde las deformaciones se concentran, se tiene como resultado el funcional para el Modelo de
Discontinuidad Débil. Al considerar que la banda de localizacién k = 0 en el funcional anterior,
se obtiene el funcional para el Modelo de Discontinuidad Fuerte. Finalmente, si se considera
que el material deja ser continuo al producirse una grieta o discontinuidad, pero existe una
transmision de tracciones en la discontinuidad, se llega al desarrollo del funcional para el Modelo
de Discontinuidad Discreta. Los campos independientes en estos funcionales de energfa son los

desplazamientos, las deformaciones, los esfuerzos y las tracciones.

A partir de estos funcionales generales de energia con discontinuidades, inspirados en la formu-
lacién de Fraeijs de Veubeke (1951), se puede obtener una jerarquia de formulaciones funcionales,
que pueden tener como campos independientes los desplazamientos, las deformaciones, los
esfuerzos, o combinaciones de ellos. Como resultado, esta jerarquia dentro del contexto de de
elementos finitos con discontinuidades interiores, da lugar al método de desplazamientos, fuerzas,

mixtos y en general hibridos, los cuales se desarrollardn en el capitulo siguiente.

4.1 Principio variacional del problema elastico lineal

El principio variacional de Fraeijs de Veubeke es un principio canénico dentro de la teoria

de la elasticidad que permite la variacién independiente de los campos de desplazamientos,
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deformaciones, esfuerzos y tracciones. En su formulacién Fraeijs de Veubeke considera un sélido
continuo con dominio €2, con elementos x llamados puntos materiales, y frontera I' (figura 4.1).
Las condiciones de frontera son las tracciones prescritas t* en I';, y los desplazamientos prescritos
u* en I'y, de tal forma que I',x UT, =Ty I';x NI, = 0. Se considera que la frontera I' del
continuo estd constituida por dos superficies I'y, y 'y, de tal manera que I';, corresponde a la
regién con desplazamientos prescritos (conocidos) y I', corresponde al resto de la frontera que

incluye aquellas porciones donde se aplican las cargas prescritas.

|

*

t

Figura 4.1: Dominio 2 con sus condiciones de frontera en I'.

El principio variacional de Fraeijs de Veubeke sostiene que la primera variacion del funcional
de energia del continuo, la cual se realiza simultdneamente en los campos de desplazamientos u,
deformaciones €, esfuerzos o y tracciones t, igualada a cero da lugar a las ecuaciones de Fuler-
Lagrange correspondientes a todos los campos de ecuaciones de la teoria de la elasticidad (PVF
de la ec. (2.1) ), incluyendo las condiciones esenciales y naturales de frontera (desplazamientos

y tracciones)'. Esto es

STy =0 (4.1)

El funcional de energia del continuo se define como (Fraeijs de Veubeke, 1965):

IIyv=U-P+D (4.2)

donde:

U= [ W(e)d (4.3)
/

'Este funcional fue publicado simultdneamente por Washizu (1955) y Hu (1955), desconociendo que cuatro
anos antes Fraeijs de Veubeke (1951) habia publicado la versién original de este principio, que habia sido omitido
hasta su confirmacién por Felippa (1999).
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es la energia de deformacién total, la cual se calcula a partir del campo de deformaciones e,

Pz/b-udQ—i—/t*-udF

Q I's

es la energfa potencial de las cargas prescritas, la cual se calcula a partir del campo integrable

de desplazamientos u, y

D—/a':(s“—s) dQ—/t-(u—u*)dF (4.4)

Q Iy
es un potencial de dislocacién que introduce un campo representado por los esfuerzos o y
tracciones t. De lo anterior se tiene un funcional de energia de cuatro campos independientes u

o,g,yt.

Iy (u,0,¢,t) / (e"—e)+Wi(e)— b-u]dQ—/t*-udF—/t-(u—u*)dT (4.5)

g

Los campos dependientes son el de deformaciones " y el de esfuerzos o€, el primero depende

del de desplazamientos u y el segundo del de deformaciones e.

1
et = Vsuzé(u®V+V®u)S (4.6)

ocf = C:¢
Para un cuerpo de Hooke, la densidad de energia de deformacién en funcién del campo de

deformaciones se define como:

Wi(e) = %e :C:e= %0’6: € (4.7)

donde C es la matriz constitutiva eldstica.

Para demostrar el principio variacional de (Fraeijs de Veubeke, 1951), correspondiente a la ec.

(4.1), se tiene que la primera variacién de la ec. (4.5)

O, = /[(a“—s):5a+(0'€—0'):5s+0':5€“—b-5u]d9 (4.8)
Q
— /t* -oudl — / [(u—u")-0t +t-du]dl' =0
T's Ty

Del teorema de la divergencia, la integral del término o : de" de la ecuacién anterior, se puede

definir como:
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/0' o 0evdQ) = —/V-a-dudﬂ—i—/a-l/-éudf (4.9)
Q T
= —/V-U-5udQ+/a-V-6udF+/o--u-&udF
Q Ty I's

Sustituyendo la ec. (4.9) en la ec. (4.8) se tiene

oL, = é(s“—e) : 50‘dQ+é(a€—a) : 5edQ—é(V'a+b) -dud) (4.10)
+/(0'-V—t*)-5udF+/(0'-u—t)-6udF—/(u—u*)-5tdF:0

Fa’ Fu Fu

En la ecuacién anterior, se observa que mediante la primera variacién igualada a cero del funcional
de la ec. (4.5) se satisfacen en forma débil con todas las ecuaciones y condiciones de frontera
del PVF del problema eldstico definido en la ec. (2.1). Lo que valida el principio variacional de
Fraeijs de Veubeke (1951) definido en (4.1).

Se puede demostrar que en la solucién de un problema dado, las funciones (desplazamiento,
esfuerzo, deformaciones y tracciones) que extremizan el funcional de energia de la ec.(4.5),

también satisfacen las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema (PVF) de la ec. (2.1).

4.2 Formulaciéon variacional para un sélido dividido en subdo-
minios

Si se considera un medio continuo con dominio € y frontera I' (figura 4.2), el cual se encuentra

dividido en tres subdominios = Q= + Q" + Q* y ' = '™ + I'" + I'*; cada subdominio

tiene un tensor constitutivo tangente (C~, C" y C7), sus condiciones iniciales como son las

tracciones prescritas t* en la frontera I'; = I'; +T% + 't v los desplazamientos prescritos u* en
I,=T, +T! + T, de tal forma que I, UT, =T y ', NT, = 0.

-
ID r |
r-
r+
i :
a) b)

Figura 4.2: Dominio Q: a) dividido en tres subdominios y b) separado.
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El funcional de energfa para el continuo €2 descrito anteriormente se obtiene de la suma del

funcional de la ec. (4.5) definido en cada subdominio

n® =ng +n¢ +ng’ (4.11)
donde:
e = / (o5 (" — &) + W(e) — b - u] d — /t* cudl' — /t-(u —w*)dr (4.12)
Q- I, Iy
ne' = / o :(c" — &)+ W(e) —b-u]d? — /t* udrl — /t-(u ')l (4.13)
o Th )
H?ﬁ = / [o:(e"—¢e)+W(e)—b-uld— /t* -udl’ — /t-(u —u*)dl’ (4.14)

rs i

La primera variacién del funcional definido en la ec. (4.11), se calcula de los funcionales de

energia de cada subdominio correspondientes a las ecs. (4.12), (4.13) y (4.14):

S = / [(e“—€): 00+ (6 —0):0e+0:0e" —b-ou]d2 (4.15)
-
- /t* -oudl — / [(u—u*)-0t —t-0u]dl' =0
r; Iy
51‘[8]] = /[(s“ —€): 00+ (0°—0):de+0:0e" —b-ou]df) (4.16)
Oh
- /t* -oudl’ — / [(u—u")0t —t-dujdl' =0
I T
STIYT = / [(e"—€): 00+ (6° —0):de+0:6e" —b-duld (4.17)

O+
- /t* - dudl’ — / [(u—u")-0t —t-du]dl' =0

rr g

Del teorema de la divergencia, las integrales del término o : e en cada uno de los subdominios,

se puede definir como:
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/0' : (55“dQ——/V‘U-(Sudﬂ—i—/a-v-éudf (4.18)

Q- Q- |
= —/V‘cr~5udQ+/U-I/-éudF—F/a-l/-éudF—F/cr-n(l)-éudf
0 Ty Ly r;
/a’ o 0e%dQ) = —/V-méudQ—i—/a-u-dudF (4.19)
Qs Qs rs
= —/V-U-éudQ—i—/O’-V-5udF+/UQs-V-(5udI‘— /aQs-n(l)‘éudI‘
Qs I ry r;

7

+ / oqs n?.fugsdl

+
Ly

/0' i 0evdQ = — / V-o-dud) + /a -v-oudl’ (4.20)
Q+ Q+ T+
= — / V.o-6udf) + /0' -v-oudl’ + /a’ -v-oudl’ — /0' -n®.sudl’
O+

Ty rt r

Sustituyendo las ecs. (4.18), (4.19) y (4.20) en las ecs. (4.15), (4.16) y (4.17) correspondiente-

mente se tiene:

Y = / (" —e): 5odQ + / (0F — o) : edS — / (V.o +b)-6udQ  (4.21)
Q- Q- Q-
—l—/(a’-l/—t*) -5udF+/(a’-V—t)~5udF—/(u—u*)-5tdF
Iy Iy Ly
—i—/O'Q-n(l)-(SudF =0
vy
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e = / (" — ) : fodQ + / (0° — o) : edS — / (V-0 + b) -6udQ (4.92)

on Ob o

+ / (oqn-v —t*) - dudl’ + / (o-v—t)-dudl — /(u —u*)-0tdl’
r, I, Iy

— / oon-nM.fudl’ + / oon-n®.gudl = 0
r; ry

SIIYT = / (e —€) : dordQ + / (0€ — o) : ded — / (V-0 + b) -6ud (4.23)
o+ o+ Q-
+/(U-V—t*)-éudf+/(a-l/—t)ﬁudI’—/(u—u*)-éth

rt Ty Ty
—/UQ+-H(2)-5udF =0

+
r;

En las tres ecuaciones anteriores se observa que el PVF de la ec. (2.1) se satisface en forma débil
en cada uno de los subdominios. En las ecuaciones anteriores se pueden sumar los términos
correspondientes, excepto aquellos que contienen el esfuerzo dependiente de las deformaciones

of = C: g, pues el tensor constitutivo C, es diferente en cada subdominio.

En el caso que los tensores constitutivos C~ = CP = C*, la primera variacién del funcional
definido en la ec. (4.11), se obtiene de la suma de las ecuaciones (4.21), (4.22) y (4.23)

o = / (e —€): 6odQ + / (0° — o) : 6edQ) — / (V-0 +b) -dud (4.24)
Q Q Q
—i—/(a-u—t*)-éudF—i—/(a-l/—t)-(5udf—/(u—u*)-5tdf

Ly Ly Ly
- / (o —og-)-nW.fudl — / (0q+ —ogn) n?.gudl =0
r; rf

Como resultado, se cumple en forma débil con todas las condiciones de la ec. (2.1) para un sélido

continuo, as{ mismo, se satisface la siguiente condicién:

(1) -
oo -nV—gyunW=lo|l,- n" =0 enT,; Continuidad interna

T,

i 4.25
oo+ -1 —og n?= lloflp+ n® =0 en r; de tracciones (4.25)

f)
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que muestra que existe continuidad interna de tracciones [|o|]r, -n = 0 en las fronteras internas

L, y F;r , por lo que el sistema se encuentra en equilibrio.

4.3 Formulacion variacional del Modelo de Discontinuidad Débil

Considere que el dominio del continuo descrito anteriormente, el subdominio Q" se reduce a una
banda de espesor pequeno k # 0 (figura 4.3). De igual forma el dominio estd dividido en tres
subdominios, Q2 = Q= + Q" + Q1 y dos regiones I' = I'" + I't; las condiciones de frontera son
las tracciones prescritas t* en la frontera I'; = ', + '} y los desplazamientos prescritos u* en
', =T, + T}, de tal forma que ', UT, =T y T, N T, = 0.

k#0 k#0

e o
=. )

a
Figura 4.3: Dominio f)lz a) con una discontinuidad débil en el campo de desplazamientos y b)
separado.

El funcional de energia para el continuo €2 descrito anteriormente se obtiene de la suma del

funcional de la ec. (4.5) para cada subdominio

0, =19 + 1% + 0% (4.26)

Si se considera que los subdominios Q\ S = Q7 4+ QF tiene los mismos tensores constitutivos

C~ = CT, la ecuacién anterior se puede definir como:

e, = 00 4 1 (4.27)

donde IT™\¥ se define por

M= [ [o:E"—&)+WE)—b-uld2— [t udl — [ t-(u—u*)dl (4.28)
/ [r]
y e por
n = / [0:(“ — &)+ W() —b-u]d (4.29)
Qh
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Puesto que el dominio Q" tiene un espesor k relativamente pequefio, se considera que no se
imponen los términos de tracciones t* y desplazamientos u* prescritos. En consecuencia, la ec.
(4.13) se reduce a la ec. (4.29).

La primera variacién del funcional de energia de cada subdominio correspondiente a las ecs.
(4.28) y (4.29) es:

SIS = / (" —&): 60+ (6°—0) : 08+ 0 : 68" — b Su] dQ (4.30)
Q\S
— /t* -oudl — / [(uw—u*)-0t — t-ou]dl’
To Iy
ST = / (@~ 8):60+ (o — o) : 06+ 008" ~b-uldo (4.31)
Qh

Del teorema de la divergencia, las siguientes integrales se pueden definir como:

/ o : e =— / V-U-dudQ—l—/a-u-(SudF (4.32)
Q\S Q\S r
= - / V-o-dudf) + /0' -v-dudl’ + /0' -v-dudl’ + /0' -n-oudl’ — /a -n-oudl’
Q\S Ty I's r; Fj‘
/a’ : 0O = —/V-a-dudQ+/a-V-5udT (4.33)
Qh Qh rh
= - / V-o-dudf) — /0' -n-oudl’ + /0' -n - dudl’
Qs r; rh

k3

Sustituyendo las ecs. (4.32) y (4.33) en las ecs. (4.30) y (4.31) correspondientemente se tiene:

SIS = / (EY —E) : §oqdQ + / (0% — o) : 68dQ2+ / (V-0 +b)-dudQ (4.34)

k3

a\s QS Q\S
+/(0'-1/—t*)~5udf+/(a~u—t)5udf—/(u—u*)~5tdf
I's Iy Ly
+ / oq-n-dudl — / oo+ -n-oudl
r; rf
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S = / (B4 — &) : ord) + / (0'5 —a) 089 — / (V-o +b)-dud?  (4.35)
Oh Oh Oh
—/Ugh~n-5udl“+/th-n~6udF

+
T. T,

K3

La primera variacién del funcional de energia de la ec. (4.26) se obtiene de la suma de las ecs.
(4.34) y (4.35):

MPppp = / (8" — &) : doadQ + / (0% — o) : 0EdQ2+ / (V-0 +b)-0udQ (4.36)

o\s oS oS
+ / (BY — &) : 5ord) + / (aé - a)  08dQ — / (V- + b) -dud®
Qh Oh Oh
—i—/(a'u—t*)-5udF+/(a’-V—t)-5udT—/(u—u*)-5tdF
Fg Fu PU
- / (oqgn —og-) n-oudl’ — / (oq+ —ogn) n-dudl’ =0
r; ry
De los dos términos tltimos de la ec. (4.36) se tiene (- —0q+)-n = [|o|]g-n = 0, demostrando

asi, que ademas de satisfacerse la continuidad interna de tracciones, se satisface con la continuidad
externa de la ec. (2.17¢g). Lo anterior demuestra que el funcional de energia definido en la ec.
(4.27) satisface en forma débil el PVF del modelo de discontinuidad débil de la ec. (2.17).

El funcional de energia de la ec. (4.29) se puede aproximar cambiando la integral de volumen

sobre el dominio O, por una integral de superficie o linea S multiplicada por el espesor k

e = k/ [0 :(E"—&)+W(E)—b-u]d (4.37)
S
lo cual cumple con las condiciones de la ec. (2.1) para un sélido continuo y con la continuidad

interna de tracciones en S:

og- n—oqgpn=|o|l¢n=0
) Q llolls

en S Continuidad interna de tracciones (4.38)
ogr - n—ogpn=[ollgn=0

64



4.4 Formulacion variacional del Modelo de Discontinuidades
Fuertes

Si se considera ahora que el dominio Q" de la seccién anterior tiende a una superficie Q" — S
de espesor k = 0 (figura 4.4). El dominio se divide en dos subdominios y una superficie, Q =
Q™ +S54+ Q" y dos regiones I' = I'” +I'"; las condiciones de frontera son las tracciones prescritas
t* en la frontera I'; = T'; + 'Y y los desplazamientos prescritos u* en I',, = I';; + T}, de tal
forma que ', UT, =Ty ', NIy, = 0.

k=0
- -

a) b)

Figura 4.4: Dominio € con una discontinuidad fuerte S: a) continuo y b) separado.

El funcional de energia para el continuo descrito anteriormente se define por la siguiente ecuacion:
1% 5y = TN 4115 (4.39)

donde II*\% se define en la ec. (4.28) y II% se desarrolla a partir de la ec.(4.29)

e = / o2 (8% — &) + W(8)] d (4.40)
(o5

con la diferencia que la ec. (4.40) no presenta fuerzas de cuerpo b, pues el dominio Q" — S con

espesor k = 0.
La primera variacién de la ec. (4.40) es:
S = / [(éu —&):do+ (aé - a) {08 + o : 8% dD2 (4.41)

Qh

Del teorema de la divergencia, las siguientes integrales se pueden definir como:
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/0' : 0EYdQ) = —/V-U-dudQ—i—/a-v-éudF (4.42)

Qb Qb Qb
= — / V.o-dudf) — / o -n-dudl’ + /0' -n-dudl’
on 5 st
= —/V-a-dudQ+ /a ‘16 [|ul] dS
Qb 5

Sustituyendo la ec. (4.42) en la ec. (4.41) se tiene:

ST E/(é“ _8): 50’dQ+/(aé - a) L 0B — /V-U-(SudQ—i—/a ndlul]dS  (4.43)
Oh Qh Qh

Si el dominio Q" — S (figura 4.4), entonces la ecuacién anterior se reduce a:

S = [ (E“—8):00dS+ | (0 —0) :08dS — [ V-o-d[|u]dQ+ [ o -n-d[ul]dS (4.44)
/ [me) s /

la cual se define como la variacién del potencial de interfaz o dislocacién en S.

De la suma de las ecs. (4.34) y (4.44) se obtiene la primera variacién del funcional de la ec.
(4.39):

ey = / (" —€): 00dQ + / (0% — o) : 68dQ2 + / (V-0 +b)-dudQ (4.45)
oS oS Q\S
+ / (o-v—t) dudl + / (o0 -v—1t)- dudl — /(u —u*)-otdl’ — / (s — og-) -n-dudl’
T, Ty Ty 85—
- / (g — og) n-dudl + / (EY — &) : 60dS + / (aé - 0') : 08dS — /v-ms (|ul] 4
oS+ S S S

Se demuestra que este funcional de energia satisface el PVF del Modelo de Discontinuidades

Fuertes definido en la ec. 2.18.

Finalmente, el funcional de energia para un sélido con una discontinuidad S estd dado por la
suma del funcional de la ec. (4.30) en los subdominios Q1 y Q7 y el potencial de interfase o
dislocacién IT1°:

%0 (0,0,6,t, [Jul], 05, &) = I +TI§ (4.46)

En la ecuacién anterior, se observa que el funcional de energia incrementa los cuatro campos
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independientes, propuesto originalmente por Fraeijs de Veubeke, a siete campos independientes,

en forma natural aparece el salto de desplazamientos [Ju|] como campo independiente en el

potencial de interfaz:

1% ([ul], 05, 8) = [asz (aHuH —é) +W(a)} ds (4.47)

[osgn-[|lu]] —og: &+ W(E)]dS

N

4.5 Formulacion variacional del Modelo de Discontinuidad

Discreta

En esta aproximacién se considera que el dominio §2 deja de ser continuo puesto que se produce
una grieta o discontinuidad S dentro de él (figura 4.5), por consiguiente, se emplean relaciones
constitutivas traccién-salto en la discontinuidad, mientras que en el resto del dominio Q \ S se

emplean relaciones constitutivas estdndares.

En este caso, el funcional de energia potencial del continuo se define por la suma del funcional
en los subdominios Q7 y Q1 (Q\ S = Q7 + QF) de la ec. (4.28) y el potencial de interfase o
dislocacién H% en la discontinuidad S, el cual se deriva de la ec. (4.47) como el producto de las
tracciones 7' por el campo de desplazamientos (uf—ug) (el salto [Ju]), pues se considera que el

cuerpo deja de ser continuo.

s, = / T [[uf] dS (4.48)
S

—

NN
Litttstteeette

T

1t

o
~

a)

Figura 4.5: Dominio : a) con una discontinuidad fuerte y b) separado.

Incluyendo este término en la ec. (4.28) se tiene un funcional de cinco variables independientes:

3%y (w,o0\5,& [[u]] ,t) = IS 4113 (4.49)
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1, = /[o-:(?:“—?:)dQ—i—W(E:)dQ—b-u]dQ—/t*-udF—/t-(u—u*)dI‘(4.50)

O\s r, T,
—/t-(u—u*)df—i—/T-(ug—ug)ds
Ty S

La primera variacién de la ecuacién anterior

I, = / [(E"—8):60+ (6°—0) : 68 + 0 : 68" — b - du] dO (4.51)
O\
—/t* -oudl’ — /(u —u*)-§tdl’ — /t-dudf + /T-(dug—éug)df
I's Ty Ty S

Del teorema de la divergencia se tiene

/ o : Q)= — / V‘a'-éudQ—i—/a-u-&udI‘ (4.52)
Q\S Q\S r
= — / V~a-5ud9+/a~u~5udf+/a’-V-éudf+/O'Q-n-éudF— /ch+~n‘6udF
Q\S Ty T's S— S+

Sustituyendo la ec. (4.52) en la (4.51) se tiene

lppr = / (" — &) : 00dQ + / (0° — o) : 08dQ — / (V.o +Db)-0ud (4.53)

Q\s oS o\S
—i—/(a-l/—t*)‘éudf—i—/(U‘V—t)-5udF—/(u—u*)-5tdI‘
F(y Fu FU
- / (T'— og-n)-dugdl’ — / (oq+n—T)-dudl
S— S+

Asi, se demuestra el PVFE del Modelo de Discontinuidades Interiores que se satisface en forma

débil para la aproximacién Discreta definido en la ec. (2.19).

4.6 Desarrollo de otros principios variacionales

Los funcionales de energia generales con Discontinuidades Interiores desarrollados anteriormente,
ecs. (4.26), (4.39) y (4.49), consideran como variables independientes, el campo de desplaza-
miento, el de deformaciones, el de esfuerzos y el del salto de desplazamientos que aparece en

forma natural en la formulacién. De estos funcionales, es posible generar una jerarquia de
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principios variacionales que pueden involucran sélo algunas variables o combinacién de ellas

como independientes.

4.6.1 Funcional de energia potencial total con discontinuidades

Si las siguientes condiciones de compatibilidad se satisfacen a priori,

t)=0 inQ\S
,t)=0 in S
b) of(x,t)—o(x,t)=0 inQ\S  Compatibilidad constitutiva

e) u(x,t) = a(x,t) onIl, Condicién esencial de frontera

Compatibilidad cinemética
(4.54)

los funcionales de energia generales definidos en las ecs. (4.26), (4.46) y (4.49) de las

aproximaciones de DDE, DFU y DDI se reducen a los siguientes funcionales.

0 _ u _
M9, (w, [[u]) = /Q\S[W(e )—b-u]dQ—/ £ udl (4.55)

o

Tk / [W(@l) b [ju]] s

S

2ev (u, [Ju EY)—b-uld2— [ t-u gliul :
12,0 (u, [[u]) /Q\S[W( )~ b - u]dO /Fat dF+S/W( JAS  (4.56)

Q EY—b-u _ t-u lua .
125, (u, [[ul) /Q\S[W(e) boujd - [ F dr+S/T[| 1dS  (457)

En estos funcionales de energia, solamente los campos de desplazamiento u y el salto [|u|] son

sujetos a variacion

Ol (u, [|ul]]) =0 (4.58)

que satisfacen en forma débil el equilibrio interno y externo, la continuidad interna y externa de
de tracciones. Asi, se satisface con el VBP de cada aproximacién. Los funcionales de energia
definidos en las ecs. (4.55), (4.56) y (4.57) dan lugar a la formulacién de desplazamientos de

elementos finitos.

4.6.2 Funcional desplazamiento-esfuerzo con discontinuidades

Esta formulacién considera que la siguiente ecuaciéon de compatibilidad entre el campo de

desplazamientos y deformaciones se satisface a priori

B =Viii=1(@ev+ved® nQ\S

_ 5 Compatibilidad cinemética (4.59)
gl = 5 ([Jul]] @ n) in S
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ademds, que las deformaciones dependientes de la densidad de energia complementaria ¢ (o)

definida por.

g% = —a‘gg’) en O\ S

4.60
g% = —8(25;7) en S ( )
Para el caso eldstico la energia complementaria se define como:
1
¢ (o) = 50" E:o (4.61)
Donde el tensor E relaciona el campo de los esfuerzos con las deformaciones:
e=E:0 —=E=C"! (4.62)

Asi, los funcionales de energia definidos en las ecs. (4.26), (4.46)y (4.49) de las aproximaciones

de DDE, DFU y DDI se reducen a los siguientes funcionales.

9 = 1 &'—¢ (o) —b-u]d — t-u .
% (u, Jul] o) ‘Aw““ $(0) b ] do /t ar (4.63)

o

+k/s (o2 2l (o) b - [jul]| s

& = g% (o)—b-u — t-u )
M50 (u, Jul],0) = Jéyskr-e $(0) —b-u]d0 jﬁgt T (4.64)

ﬁép@Wmews

%y, (u, lul],0) = /Q\S o € p(cr) — b u]dQ— / £ udl + /ST. [[ul] dS (4.65)
Estos funcionales de energia consideran el campo de esfuerzos o, el de desplazamientos u y el

del salto [|u]] sujetos a variacién.

oIl (u’ HuH 70-) =0 (466)

que satisface en forma débil el equilibrio interno y externo, la continuidad interna y externa,

ademds, la siguiente relacion.

g —-g7=0 en Q\ S

4.67
dbl_zo_g  ens (4.67)

que corresponde a las deformaciones dependientes del campo de desplazamientos y a las
dependientes del capo de esfuerzos respectivamente. Se demuestra que el PVF se satisface para las
tres aproximaciones. Los funcionales de energia de la ecs. (4.63), (4.64) y (4.65), dan lugar a una

formulacién de elementos finitos mixta que involucra el campo de desplazamientos y esfuerzos.
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4.6.3 Funcional de energia complementaria total con discontinuidades

En esta formulacion se considera que las siguientes condiciones de equilibrio se satisfacen a priori,

c¢) V-o(x,t)+b(x,t)=0 in Q\S Equilibrio interno
o(x,t) v =1t(x,t) on I, (4.68)

Equilibrio externo
o(x,t) v =t(x,t) on Iy,

en consecuencia, los funcionales de energia de las ecs. (4.26) , (4.46) y (4.49) de las aproximaciones

de DDE, DFU y DDI se reducen a los siguientes funcionales.

u

03pp (Casos) = /9\505(09\5) dQ—/ U-V-ﬁdF+k/¢(as)dS (4.69)
5
1% (UQ\S,US) = /Q\S 003 (UQ\S) dQ — / o-v-adl + /q.') (os)dS (4.70)
“ S

e, (UQ\S,US) = /\ ¢ (UQ\S) dQ —/ o-v-udl + /0'5~n- [lul]dS  (4.71)
Q\S u
S

Estos funcionales de energia considera solamente el campo de esfuerzo (O'Q\ 5,0 5) como variable

independiente sujeta a variacién.

Il (o g,05) =0 (4.72)

se puede demostrar que la compatibilidad y la continuidad de tracciones se satisfacen en forma
débil. Se satisfacen todas las ecuaciones que gobiernan el PVF de las tres aproximaciones. Los
funcionales de energia definidos en las ecs. (4.55), (4.56) y (4.57) dan lugar a la formulacién de

las fuerzas de elementos finitos.

4.7 Extension a varias discontinuidades

Los funcionales de energia desarrollados anteriormente se pueden extender para el caso de sélidos
con varias discontinuidades, pues no sélo se limita a dos subdominios y una discontinuidad, sino

que se pueden considerar un nimero finito de éstos.

4.7.1 Aproximacién Continua

Sea un sélido continuo con dominio Q y frontera I' (figura 4.6), el cual se divide en cuatro
subdominios 2 = Q! + ... + Q?, con su respectiva frontera I' = I'' 4 ... +I'* las condiciones en
ésta son: las tracciones prescritas t* en I'; = '} + ... +T% y los desplazamientos prescritos u*
enl,=TL+.. . +T¢ talque,Ul, =Ty T,NT, =0.

El funcional de energia para este sistema estd dado por el funcional de siete campos independi-

entes:
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/X}
/

Figura 4.6: Aproximacién continua del dominio €2 con varias discontinuidades.

1% (u,0,8, 6, [[ul] ,o's,&) = 1 + I = S 11" 4+ Y118 (4.73)

donde el funcional de la parte continua se define por

"= [lo:("—&)+W(E)—b-uld2— [ t" -udl — [ t-(u—u")dl (4.74)
[ AN

u

y para la zona de localizacién en el caso de Discontinuidad Débil

Hsnzk/[a:(é“—é)+W(é)—b-u]dQ (4.75)
S

y para Discontinuidad Fuerte

s " = / [a'g: (é““” - é> + W(é)} ds (4.76)

S
La sumatoria de n se extiende para todos los subdominios del continuo. Tal como se realizé el
desarrollo para los dominios (27 y Q1) con una sola discontinuidad, el funcional de la ec. (4.73)

satisface en forma débil las condiciones de la ec. (2.18).

4.7.2 Aproximacién Discreta

Como se mencioné anteriormente, en la aproximacién discreta se asume que el material deja de
ser continuo al aparecer una o varias grietas (figura 4.6), por lo que el funcional de energfa en la
discontinuidad difiere al de la aproximacién continua.

El funcional de energia para este sistema estd dado por el funcional de cinco campos

independientes:

Il (u,0,8,t, [[u]) =+ 11° = 11" + S 115" (4.77)

donde el funcional de la parte continua se define por
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a) b)

Figura 4.7: Aproximacién discreta del dominio €2 con varias discontinuidades.

M= [[loc:E"—&)+W(E)dQ2—b-u]d2— [ t*"-udl'— [ t-(u—u*)dl (4.78)
[ A

u

y para la zona de discontinuidad

I’ " = /T- [[ul] dT (4.79)

Sn
La sumatoria de n se extiende para todos los subdominios del continuo. De igual forma como se
realizé el desarrollo para los dominios (2~ y Q) con una sola discontinuidad, el funcional de la

ec. (4.77) satisface en forma débil las condiciones de la ec. (2.19).
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Capitulo 5

Aproximaciéon mediante el MEF del
Modelo de Discontinuidades

Interiores

El obtener una solucién exacta de un problema con localizacién de deformaciones, mediante la
formulacién desarrollada en el capitulo anterior, seria un trabajo muy laborioso, pues un continuo
tiene un nimero infinito de grados de libertad. Por lo que se tiene que recurrir a un método
aproximado, generalmente de discretizacién para reducir el problema a un ndmero finito de
grados de libertad, que den lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas que puedan resolverse

en un tiempo razonable.

La discretizacién natural de una formulacién variacional es el método de Rayleigh-Ritz, que se
puede clasificar como una subclase del método de residuos pesados de Galerkin. El Método
de los Elementos Finitos fue desarrollado dentro de este contexto, y continia siendo el método

numérico més poderoso basado en el método de Rayleigh-Ritz.

En este capitulo, los funcionales de energia desarrollados en el capitulo anterior, se discretizan
con elemento finitos, lo que da lugar a los llamados Elementos Finitos con Discontinuidades
Interiores (EFDI). Como resultado, se tiene una Jerarquia de EFDI que se pueden clasificar

como mixtos, basados en el método de los desplazamientos y en el de las fuerzas.

En este capitulo se aproxima la solucién mediante el MEF a los funcionales de energfa para las
aproximaciones de Discontinuidad Fuerte y Discreta, pues el procedimiento para Discontinuidad

Débil es similar al de la Fuerte, ya que sélo cambia el dominio de integracion.

5.1 Generalidades

Considerando que uf—ug = [|u|] en S y que el desplazamiento prescrito u = u* en I'y, los

funcionales de energia desarrollados en la seccién anterior se definen para las aproximaciones de
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Discontinuidad Débil, Fuerte y Discreta como:

H%D (u, T0\5,05,E;E, HuH) = / [UQ\S: (E“—g)+W(E)—b- u] dQ — /t* -udl'(5.1)
O\S T,
+1<:/ [0'5: (éH“” - é) FWE) —b- u} ds
S
g (u, oo\s, 05,88 [[u]) = / oc:(e"—¢&)+W(E)—Db-uldl— /t* -udl' (5.2)
O\S Ty
+/ [0'5: (é““” - é) + W(é)} dQ
S
%, (u, 00,68 [[ul]) = / (o £ (2" — 8) D + W (2)dQ — b - u] dO — /t* cudl' (5.3)
Q\S Ty
+/T-[yu|] ds
S

5.1.1 Discretizacion

Considérese un sélido sujeto a carga que presenta una discontinuidad S en su interior (figura
5.1a), el cual se discretiza con elementos finitos, e.g. elementos triangulares, como se muestra
en la figura 5.1b. Si se trata de un problema en dos dimensiones, los EFDI representan la
discontinuidad S como una linea (5.2a), para un problema en tres dimensiones, los EFDI
representan la discontinuidad como una superficie (5.2b). En ambos casos, un nodo en el interior

del EFDI representa el salto del campo de desplazamientos [|ul].

Figura 5.1: Dominio €2 con discontinuidad S: a) descripcién geometrica con sus condiciones de
frontera y b) dicretizacién con EFDI.
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b)

Figura 5.2: EFDI: a) tridngular en dos diménsiones y b) paralepipedo en tres dimensiones.

Del capitulo 2, donde se definié la cinemética de desplazamientos y deformaciones. El campo de

desplazamientos para se define por la siguiente expresién (Oliver 1995b) :
u(x,t) = a(x,t) + Ms(x) [[uf] (x,?) (5.4)

donde la funcién
Mg(x) = Hg(x) — ¢(x) (5.5)
El campo de deformaciones, dependiente de los desplazamientos, para el Modelo de Discon-

tinuidad fuerte se define por la siguiente ecuacion:

e%(x,t) = Vou(x,t) = 8%(x,t) + 0 ([[u]] @ n)® (5.6)
gllul]

y para el Modelo de Discontinuidad Discreta que sélo considera las deformaciones continuas

e(x,t) =e%(x,t) = Vsﬁ(x,t) — Vo(x)[|Ju]] (x,1) (5.7)

76



5.1.2 Aproximacién de campos

El campo de desplazamiento regular se interpola con la siguiente expresion:

&t = Nd (5.8)

donde las N corresponde a la funciones de interpolacién estdndar, definidas en los nodos del
elemento ‘
N=S""N®© (5.9)

i=1 "
y d corresponde al vector de los desplazamientos nodales. La funcién Mg(x) se define dentro del
EFDI como:

Mg(x) = Hg (x) — ¢ (5.10)

donde la funcién ¢° se puede definir mediante la funcién siguiente:
.
=) . N (5.11)
La funciones N+ corresponden a la funciones de forma de los nudos del lado derecho de la
discontinuidad, que satisfacen la definicién de la funcién ¢ en la ec. (2.12). Asi, se tienen los

elementos para necesarios para aproximar el campo de desplazamientos, definido en la ec. (5.4),

en funcién de los desplazamientos nodales y del salto en el nudo interior.

u = Nd + Mg [|ul] (5.12)
~~
N,
El campo de deformaciones continuo dependiente de los desplazamientos, con salto de desplaza-

miento constante definido en la ec. (5.7), se aproxima como:

g =B.d-Vp-[|u] ¥xeQ\S (5.13)
B

y el de las deformaciones no acotadas.

gl =5, m@]u]) vxes (5.14)

donde B se define como 9(INd) = Bd.

5.1.3 Extremizacion

Del calculo variacional se tiene que para que un funcional II tenga un valor estacionario, la
primera variacién debe ser igual a cero considerando en ello todos los campos independientes.

Lo anterior se puede expresar como:
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_on® o1 om? om*

ST du; = Suy + ——0ug + -+ + 70Uy =0 5.15
aui ' aul ! 8u2 2 Bum mn ( )
Puesto que las variaciones du; son arbitrarias, la relacién anterior es equivalente a:
o o DI
—=0——=0;... — =0 (5.16)
ouq Ous O,
el cual es un sistema de ecuaciones simultaneas que puede ser resuelto para uq, ..., Upn.

5.2 Elemento Finitos con Discontinuidades Interiores

En esta secciéon de este trabajo de investigacién, la solucién de los funcionales de energia
desarrollados en el capitulo anterior se aproximan mediante el método de los elementos finitos,
teniendo como resultado una jerarquia de elementos finitos con discontinuidades interiores que

se clasifican como mixtos, de desplazamientos y de las fuerzas.

5.2.1 DMatriz mixta para Discontinuidades Fuertes

Para aproximar la solucién de un problema mediante el Método de los elementos finitos
empleando el funcional de Discontinuidades Fuertes de la ec. (5.2), se consideran como variables
independientes el campo de desplazamientos nodales d y al salto [|u|], el de deformaciones & y
€, y esfuerzos og\g y os'. Note que en esta aproximacién el sélido es continuo en todos sus
puntos por lo que se considera la existencia del campo de deformaciones € no acotado en la zona
de discontinuidad S.

a(xt) = N(x)-d+No(x) - [|u] (5.17)
e(x,t) = Nz(x)-e+ Nz(x)-é
o(xt) = Nog s (X)-Ta\s + Nog(x)-0s

donde N, Ng y N son las matrices de funciones de interpolacién en Q\ S de desplazamientos

TO\S

regulares d, deformaciones €& y esfuerzos &Q\ s: N¢, Ng v Ngg son las matrices de funciones de

interpolacién en S del salto [|u|], deformaciones €& y esfuerzos og.

Sustituyendo la ec. (5.17) en la (5.2) y derivando con respecto a cada una de las variables, se

tiene:

'Para el caso de una formulacién de Discontinuidades Débiles de ec. (5.1), se realiza un procedimiento similar
al que se describe a continuacién, pues solamente cambian los dominios donde se realiza la integracién.
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— = 0= /BT.NGQ\S.&Q\SdQ— /NT-BdQ—/NT-th (5.18)

od O\S O\S I's
oIl
—_— = NO’ Y/ NU’
5w Q(SW b +/ sosmds
a—]?[ = 0=-— / Ng'NUQ\S'OI'Q\SdQ—F / NgCNéédQ
e NS ms
8_U = 0= —/NéT-Ngs-&gdS—i—/Ng-Cd-Né-édS
dé
oM _ o= /NZQ\S KB-d—w Uuu> Ne é} 4o
809\3 A\S
A _ = /NZS [1 <n® [yuu> N é] ds
oo k
S

Expresando cada término de la ec. (5.18) como una submatriz, se tiene:

Kas = / NI . C - Ngd? Koo s = / NI - Nog, (dQ = KZQ\Se
Q\S Q\S
_ T . d
Kéé = ngé -C 'NédS KHU‘ fNa's ‘ndS = Ka’g[|u|]
Ko s = / BT Ny, A2 =KL Kooy = — gNT N,,dS = KL _
Q\s
_ T _ wT n T ¥ T T
K[|UHUQ\S = — / V' - NUQ\SdQ = KUQ\SHUH Fext = / N bdQ+/N -tdl
Q\s Q\s Iy

(5.19)

Finalmente, de las ecs. (5.19) se obtiene la matriz de rigideces global de un elemento finito con
seis variables independientes para la aproximacién continua, capaz de simular el salto de los

desplazamientos y deformaciones en S:
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r - ) 4 . )
0 0 0 0 Kaogs 0 d F ot
0 0 0 0 Kujogs Kiuos [lul] 0
0 0 Keeo 0 Keog, s 0 ' e B 0
0 0 Kéé 0 Kéo-s = N 0
KUQ\sd KUQ\s[luH KUQ\sé 0 0 0 &Q\S 0
0 KO’SHUH 0 Ko-sé 0 0 i & 0

(5.20)

5.2.2 Matriz mixta para Discontinuidad Discreta

Para aproximar la solucién del funcional de energia de la aproximacién discreta, ec. (5.3), se
consideran como variables independientes el campo de desplazamientos nodales d y al salto [|ul],
el de deformaciones & y el de esfuerzos a"Q\ g. A diferencia de la aproximacién continua, en esta se
considera que el dominio 2 deja de ser continuo puesto que se produce una grieta o discontinuidad
S, sin embargo, existe transmisién de esfuerzos a través de los bordes de la discontinuidad que

dependen del salto [|ul].

U(xt) = N(x)-d+No(x)-[|ul] (5.21)
e(x,t) = Na(x)-é
&(X,t) = NGQ\S(X)'&Q\S

Sustituyendo la ec. (5.21) en la ec. (5.3) y derivando con respecto a cada una de las variables se

tiene:

8_H = 0= /BT-NUQ\S-&Q\SdQ— /NT.BdQ—/NT-édP (5.22)

ad Q\S \S I's

I1 _ .
8—. = 0=- / V@T-NUQ\S-UQ\SCZQ—F/TCZS

I[|ul] O\ 5

a—Hzoz—/NTN & 5dQ /NTCN~*dQ

- = U= &8 " Nog g Ta\sal + s -C-Ng-é

0é Q\S Q\S

oIl T . ’ ~

AL = /NUQ\S- [(B-d—ch-HuH) —Né'e} do
80’9\5 O\S

Denotando cada término de la ec. (5.22) como una submatriz se tiene
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O'Q\Se
Q\s Q\S
Kdog s = / B” N, (d? =K7, Fg = gTdS
Q\S
— T T T T
K“u\]ag\s = - / V(p -NUQ\SdQ KO’Q\SHUH Fext = /N bdQ+/N tdF
Q\S Q\S

(5.23)

Finalmente, de las ecs. (5.23) se obtiene la matriz de rigideces global de un elemento finito con
cuatro variables independientes para la aproximacién discreta, capaz de simular el salto de los

desplazamientos y deformaciones en S:

0 0 0 Kdog, s d Fext
0 0 0 KUUHGQ\S ) [|u|] _ —Fg (5.24)
0 0 Kee  Kaog s P 0
KO'Q\SCI KO'Q\S“u” KO’Q\Sé 0 o.-Q\S 0
St se considera en la aprozimacion continua que el campo de deformaciones é en la discontinuidad
S depende del salto, & = + <n® Hu|]> , la matriz de rigideces de la aproximacion continua
ec. (5.20) se reduce a la matriz de rigideces de la aprozimacion discreta ec. (5.24), con
Fg = f{jg -ndl. Con lo anterior, se demuestra que existe una relacién directa entre las
S

aprozimaciones continua y discreta, no sélo en los modelos de darnio (Oliver, 2000), sino también

en la formulacion.

5.2.3 Matriz de rigideces con Discontinuidades Interiores

Se consideran como variables independientes al campo de desplazamientos nodales d y el salto
[|u|] Lo anterior da lugar al método de los desplazamientos en el Método de los Elementos Finitos
que aseguran la compatibilidad dentro del elemento y a lo largo de sus fronteras. Puesto que el
campo de deformaciones depende del de desplazamientos y el de esfuerzos del de deformaciones,

se tiene:

0 = Nd+NJ[ul (5.25)
SR
g — glul

dQ\S — C&"

os = Chell=clu); T =Ch [l
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Por lo que los funcionales para la aproximacién de Discontinuidad Fuerte y Discreta de las ec.
(5.2) y (5.3) se reducen a:

9 .., (u, [Jul]) = / (W(2)d2 —b - ul dQ—/t*.udr+/[W([|uy])] ds (5.26)
NS T, 5
1, (u, [Jul]) = / (W(2)d2 — b - ul dQ—/t*-udF+/T~Hu|] ds (5.27)
a\S Ty 5

Sustituyendo la ec. (5.25) en los funcionales de la ecs. (5.26) y (5.27) y derivando respecto a

cada una de las variables se obtiene la siguiente matriz de rigideces:

/BT-C-BdQ /BT-C-BCdQ

e Ea d L] Fex (5.28)
/ BT.C - BdQ / BT.C . B.dQ [ul] —Fg
Q\S Q\S
donde la fuerza Fs en la discontinuidad para la aproximacion continua se define como:
Fg — /&SndF (5.29)
S
y para la discreta
Fg = / Tdr (5.30)
S

Los esfuerzos og y tracciones T se obtienen de un modelo de dafio continuo, relacién esfuerzo-
salto, (figura 5.3.a) y para la aproximacién discreta se emplea un modelo de dano discreto (Oliver

et al. 2002a), relacién traccién-salto (figura 5.3.b).

Figura 5.3: Modelo de dafno: a) esfuerzo-salto y b) traccion-salto

Por lo que el esfuerzo og depende del salto de los desplazamientos
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5i (Gos) = Ctone ull (5.31)

Para el caso de ablandamiento lineal se tiene que

Ol

= H, que al sustituir en la ec. (5.31) y

multiplicar ambos lados por n, se tiene.

1. . . _ .
—os-n=n-C°n-[ju] = 6s-n=Hn-C° - n-[ul (5.32)
F o

donde QF se define como el tensor de localizacién eldstico. Finalmente
Ts=H-Q°-[lu]] (5.33)
y, en consecuencia

/&S.ndr - /TSdP - /H.Q@ [jufjdr (5.34)
S

S S

Sustituyendo la ec. (5.34) en la ec. (4.24) se obtiene la siguiente matriz de rigideces:

/BTC-BdQ /BT-C-BCdQ . .
S\ oS d | _) Fex (5.35)
/ BT.C . BdQ) / BT.C.Bud + [ H-Qdr | | [l 0
O\S Q\S s
[ Kaa Kap ] 41 Foxt (5.36)
Kpa Kbpb [l 0

En esta formulacién se obtiene una matriz simétrica, la cual se puede condensar en forma estética
reduciéndose el costo computacional para su solucién.

Solucién

Para resolver el sistema obtenido de las ecs. (5.35) y (5.36) se realiza la condensacién estédtica

mostrada a continuacion:

(Z) Kaad+Kab[|u|] = fe:rt

) ) X : 5.37
) K+ Konlll] = 0[] = K (Kund 30

Al sustituir la ec. (5.37b) en la (5.37a) se obtiene una matriz de rigideces condensada en la

ecuacion
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(Kaa - Kangtl,Kba)d = feat (538)
KK

5.2.4 Matriz de flexibilidades con Discontinuidades Interiores

Mientras que el la teorfa general del método de los desplazamientos del Método de los elementos
finitos se comprende razonablemente, esto no sucede para el caso del método de las fuerzas.
La razén es probablemente por que desde el punto de vista geométrico no es muy intuitivo,
pues el método de las fuerzas hace énfasis en la transmisién de esfuerzos, en lugar de modos de
deformacién como lo hace el de los desplazamientos. El primer paso en su formulacién es asumir

un campo de esfuerzos que satisface las condiciones de equilibrio (Fraeijs de Veubeke, 1965).

Por ejemplo, para un problema en dos dimensiones, los esfuerzos

oy = Zﬁsﬂ(c@g z,y)+ Y PT (x, (5.39)
oy = Y B85 (@.y) + Y PRI (o,
Tey = Zﬁiny )+ > BT (x,

deben satisfacer las condiciones de equilibrio

as®) ost) _ o erl® | orh) _
Tt gy =0 Gt =X (@) (5.40)
8552 8552 aT“) 8T( ) '

Donde los esfuerzos Sy, con amplitud desconocida Bi, se encuentran en equilibrio en la parte
del continuo donde no existen fuerzas de cuerpo, y que los esfuerzos TQEQ con amplitud P, se
encuentran en equilibrio en las zonas donde existen fuerzas de cuerpo. Por lo anterior, se pueden
utilizar las funciones de Airy que satisfacen el equilibrio. En el principio de la energia potencial
complementaria, de donde se deriva el método de flexibilidades, no se prescriben cargas, lo que

se prescriben son desplazamientos a lo largo de la frontera.

Para aproximar la solucién de los funcionales de energia complementaria de los Modelos de
Discontinuidad Fuerte y Discreta definidos en la ecs. (4.70) y (4.71). Se consideran como

variables independientes el campo de esfuerzos que se interpola como:

o :NUQ\S&Q\S+NS&S (5.41)

donde N y Ng son las funciones de interpolacién de esfuerzos.

TO\S

Sustituyendo la ec. (5.41) y en los funcionales de las ec. (4.70) y (4.71) derivando con respecto

a cada una de las variables independientes se tiene:
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/NT E - Ny, (dQ /NT ‘E-N,dQ

TO\S TO\S . -
Q\S O\S { TO\S } _ d (5.42)
/N?-ENUQ\SdQ /NZ-E-NSdQ gs Sg
QNS QS

donde d son los desplazamientos prescritos y SS para la aproximacion de DFU se define como:

Sg = / E%“g gdl (5.43)
S
y para la discreta
Ss = / E%gg - ndl (5.44)
S

donde E% y E% son el tensor constitutivo tangente inverso para la aproximacién de DFU y DDI

correspondientemente.

5.3 Formulacién del Elementos

5.3.1 Elemento unidimensional con discontinuidad

Considere una barra de longitud L, drea de seccién transversal A, médulo eldstico F, que presenta
un salto en el campo de desplazamientos [|ul] (figura 5.1). Esta barra se puede idealizar mediante
la jerarquia de elementos finitos con discontinuidades interiores desarrollados al inicio de este

capitulo.

[‘11‘] //E,A
\

| L |

——=F,

Figura 5.4: Geometria del elemento unidimensional con discontinuidad.

Matriz mixta

En esta aproximacion la barra de la figura 5.1 se idealiza como un elemento unidimensional mixto
(figura 5.5), en el que se aproximan el campo de desplazamientos 1, el de deformaciones € y el

de esfuerzos o como en la ec. (5.21).
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a(xt) = N(x)-d+ Ne(x) - [|u] (5.45)

o(xt) = Ngg (X)oa\s
O )
€ )
d it d,
F >@ ® o > F,

Figura 5.5: Elemento mixto unidimensional.

donde N, Ng y N

ciones y esfuerzos correspondientemente. Si se considera que la variacién de estos campos es

oas contiene la funciones de interpolacién de los desplazamientos, deforma-

lineal,

N =Ng =N, (5.46)
Las funciones de interpolacién N se definen como:
N={ N~ N f={ = 2] (5.47)
y la funcién ¢ de la ec. (5.11) se define
¢ = Na
con la que se determina la funcién M§ de la ec. (5.10)
Ne = Mg5(x) = Hg (x) — ¢ (5.48)

La matriz B y B, contiene las derivadas de la funciones de interpolaciéon y de la funcién o,

correspondientemente.

B = %[—1 1} (5.49)
B, = th:%

La matriz constitutiva y el tensor acustico eldstico son

86



C=EFE: Q=n-F-n (5.50)

Sustituyendo de las ecs. (5.46) a (5.50) en la ec. (5.24) se tiene la matriz mixta del elemento

unidimensional con discontinuidades interiores

[0 0 o0 4 A0 fi
0 0 0 4 4 ds fa
0.0 0 0 0 =4 -3 || [u ~Fs
0 o o Lt EdL AL AL 6 = 0 (5.51)
o 0o g s g A |
I :
-3 2 3 % % 0 0 [l o 0

Matriz de rigideces

En esta aproximacién la barra de la figura 5.1 se idealiza como un elemento unidimensional en

el que se aproximan el campo de desplazamientos 1 (figura 5.6)

u(t) = Nd + No(x)[Jul] (5.52)
d, full d,
E >@ ® o——F)

(D) Q'é) ot ©)

Figura 5.6: Elemeto finito de deplazamientos.

Sustituyendo de las ecs. (5.46) a (5.50) en los elementos de la ec. (5.35) se obtiene la matriz de

rigideces

» 11 dq 1
— -1 1 -1 b (=4 1 (5.53)

de la cual se obtiene una relacién entre el desplazamiento de los nodos y el salto
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) = —Kp (Kbaa) (5.54)

) = —— [ 1]
2

y la matriz de rigidez condensada correspondiente a la ec. (5.38)

KKd = fo (5.55)
1 -1 dy B fi
-1 1 do | | fo

En esta aproximacién la barra de la figura 5.1 se idealiza como un elemento unidimensional

EA
L+41
H

Matriz de flexibilidades

en el que se aproximan el campo de esfuerzos o (figura 5.7a), aunque se podria aproximar las
cargas al ser el esfuerzo constante a lo largo del elemento (figura 5.7b). Del funcional de energia

complementaria de la ec. (4.70), se tiene el siguiente funcional para el caso unidimensional

1 1
H%FU (O’Q\S,O'S) = / 50’9\5: EQ\S: O'Q\SdQ + / 50’5! Esl o'gdS - o-v-udl (556)
Q\S |

donde el campo de esfuerzos de interpola como

o= NUQ\S&Q\S+NS&S (557)

Considere que se impone un desplazamiento do = 0 en un nudo 2 del elemento y una carga P;

en el nudo 1 (figura 5.7c), puesto que el esfuerzo es constante a lo largo de la barra:

1
=— 5.58
o (2) = (5.58)
En consecuencia, el campo de esfuerzos de la ec. (5.57) se interpola por la siguiente ecuacién.

1
5 =Ny,P; N, =— :
o Y (5.59)

Sustituyendo la ec. (5.59) en el funcional de la ec. (5.56) se tiene:

II(P) E/Q\S %PNZ: Eq\s: NZPdQ+/

1

5PN?;: Es: NLPdS — / PNZI.GdT (5.60)

u
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Para que el funcional de la ecuacién anterior tenga un valor estacionario, se debe cumplir que la

primera derivada con respecto a P sea igual a cero.

oIl _

5p =0= s NZ: Eq\s: NJdQP + /NZ: Es: NLdSP — A NZ.Gdr (5.61)
S u

Considere nuevamente la barra de la figura 5.7c con un desplazamiento prescrito dos = 0 en un

nudo 2 y un carga f1 en el nudo 1, sustituyendo el valor de las cargas f1 y fs, y el desplazamiento

da, en la ec. (5.61):

1 1
— —fs—d1 =0 5.62
Puesto que f; = fs la ec. (5.62) se transforma en

L+

H.1f =d
oA fi=di

En la figura 5.7c se puede observar que el valor de la fuerza fs en el nudo 2 es:

fo=—-fi=—-1f1
0 GS 9]
® ® °
o S at
Sorerm ¥
1 a) 2
L
F,—>e ; ° F
Q" ot :
oo ¢
1 b) 2
Fy dy o
7,

Figura 5.7: Idealizacién del elemento finito de flexibilidades.

De lo anterior, se puede deducir la siguiente matriz de flexibilidades del elemento unidimensional

con discontinuidades
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L+41
H
FEA

bl ol _ [ (5.63)
-1 1 fo do '

Observe que en este caso, la matriz de flexibilidades de la ec. (5.63) es la matriz inversa de la
matriz de rigideces de la ec. (5.55), esto se debe a que se trata de un elemento unidimensional
lineal, lo posiblemente no ocurrirfa en un elemento bidimensional.

Las matrices de la ecs. (5.51), (5.55) y (5.63) corresponden a la matriz mixta, de rigideces y

flexibilidades de elementos finitos con discontinuidades interiores.

5.3.2 Elemento triangular con discontinuidad

Considere el elemento finito triangular con un drea A. que presenta un salto en el campo de
desplazamientos [|u|] (figura 5.8). Las propiedades mecanicas de este elemento son mdédulo
eldstico F, relacién de Poisson v y médulo de ablandamiento discreto H. Este elemento triangular
se puede idealizar mediante la jerarquia de elementos finitos con discontinuidades interiores

desarrollados al inicio de este capitulo.

Figura 5.8: Geometria del elemento triangular con discontinuidad.

Matriz mixta

En esta aproximacién el elemento de la figura 5.8 se idealiza como un elemento finito mixto
(figura 5.9), en el que se aproximan el campo de desplazamientos 1, el de deformaciones € y el

de esfuerzos & como en la ec. (5.21).

a(xt) = N(x)-d+Ne(x) - [Juf (5.64)
e(x,t) = Ng(x)-e

0"(X,t) = NO’Q\s(X)'o.-Q\S
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Figura 5.9: Elemento mixto triangular con discontinuidad.

donde N, Ng y N

oa\s

contiene la funciones de interpolacion de los desplazamientos, deforma-

ciones y esfuerzos correspondientemente. Si se considera que las funciones de interpolacién de

estos campos son las mismas

donde

N:{ N Ny Ny }

La funcién ¢ de la ec. (5.11) se definen como:

©° = Ny

Las funciones N para el caso de interpolacion lineal se definen como:

a1+ bix + c1y

N, =
! 24,
az + bax + c2y
Ny = ——— =7
2 24,
as + b3z + c3y
Ny = BTBTTEY
3 24,

los coeficientes a;, b; y ¢; se calculan de las siguientes expresiones
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a; = Tjyp — YjTk (5.69)
bi = yj— Yk

CG = Tk — Ty
con la permutacién ciclica de los indices.
La funcién N, de la ec. (5.10) se determina como:

N, = M(x) = H§ (x) - ¢° (5.70)

La matriz B y B, contiene las derivadas de la funciones de interpolacién y de la funcién ¢,

definidas en las ecs. (5.66) y (5.67), correspondientemente.

Y2 — Y3 0 Y3 — Y1 0 Y1 — Y2 0

1
B = 0 T3 — T2 0 T1 — T3 0 To — X1 (5.71)
24,
T3 — T2 Y2—Y3 T1—T3 Ys—Y1 T2—T1 Y1 —Y2
Oz 0 ) Y3 — Y1 0
B, = —Vy°= 0 Oyp® | = 54 0 1 — T3 (5.72)
€
Oyp®  Ozp° T1— T3 Y3 — Y1

El tensor acustico eldstico s define como:

Q°=N-C-N (5.73)

donde N depende de las componentes del vector normal n, a la discontinuidad.

ng 0
N=| 0 n, (5.74)
Ny Ny

Sustituyendo de las ecs. (5.65) a (5.73) en los elementos de la ec. (5.24) se tiene la matriz mixta

del elemento triangular con discontinuidades interiores.

0 0 0 B”  Nog, 5 d Fext
/ 0 0 0 ~VT N s gq. ) ull L _ _Fyg
) 0 0 NI -C-Ne -N{ Ny, a 0
Negs B -NZ Vo —Ng  -Ne 0 Fans 0
(5.75)
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Matriz de rigideces

En esta aproximacién elemento de la figura 5.8 se idealiza como un elemento triangular en el que

se aproximan el campo de desplazamientos u (figura 5.10)

u(t) = Nd + N,[|u[] (5.76)

d;

X

Figura 5.10: Elemeto finito triangular con discontinuidad de deplazamientos.

Sustituyendo de las ecs. (5.71), (5.72) y (5.73) en la ec. (5.28) se obtiene la matriz de rigideces

para el elemento triangular con discontinuidades interiores.

/

Qe

BT.Cc.B BT.C-B, d Foy
dQ ext

. (5.77)
B'.c-B BT.C-B. [ul] ~Fg

Matriz de flexibilidades

Como se mencioné anteriormente, el primer paso en esta formulacién es asumir que el campo de
esfuerzos que satisface las condiciones de equilibrio. En el caso que los esfuerzos varian en forma

lineal en los ejes = y ¥, se pueden aproximar como.

or = a1+ a4+ ary (5.78)
oy = a2+ asx+ agy
Ozy = a3+ agx + agy

Los pardmetros a; se llaman amplitudes de esfuerzo, o simplemente pardmetros de esfuerzo. Los
esfuerzos de la ecuacién anterior, deben satisfacer el equilibrio en la ec. (5.40), donde se obtiene

que los pardmetros
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ag+ag = 0 (5.79)

ar+ag = 0

Sustituyendo la ec. (5.79) en la relaciéon de esfuerzos cortantes de la ec. (5.78) se obtiene
Ozy = a3 + arx + agy. Consecuentemente, se tienen siete pardmetros independientes, que se

pueden agrupar en un vector

ai
O 100 o« y 0 0
a2
oy ¢=1010 0 0z vy . (5.80)
Oy 001 -y 00 —z ’
ar
o
o =Sa (5.81)

Los pardmetros de esfuerzo a; en la aproximacién de la ec. (5.80) se pueden reducir a cinco si
a4 = a7 = 0, renumerando los pardmetros, se comprueba que la siguiente ecuacién satisface las

condiciones de equilibrio de la ec. (5.40).

or = a1+ agy (5.82)
Oy = a2+ asx
Ozy = 043

que en forma matricial se pueden escribir como:

ai
Oy 1 00y O az
oy ¢=1010 0 = as (5.83)
Tay 00100]]| as
\ a5 Vs
o
o=Spa (5.84)

Observe que en esta aproximacion el esfuerzo cortante o, es constante en el elemento, y los
esfuerzos o, y o, varfan linealmente. La aproximacién més elemental para el campo de esfuerzos,

es considerar que todos los pardametros de esfuerzo son constantes en el elemento, asi:
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oa 10 0 ar
oy ¢=1010 as (5.85)
Oy 0 01 a3
o
o =S.a (5.86)

Para aproximar el elemento de la de la figura 5.8 se idealiza como un elemento triangular en el

que se aproximan el campo de esfuerzos o (figura 5.7a),

6 =Nog Ta\s +Nyos (5.87)

Considerando que los esfuerzos g\ g, varfan linealmente dentro del elemento, y que los esfuerzos

en la discontinuidad &g, son constantes, pues sélo estdn definidos en la discontinuidad. De las
ecs. (5.81) y (5.86) se aproxima el campo de esfuerzos como

o= Sld'g\g 4+ S.65 (5.88)

Sustituyendo de las ecs.(5.81) y (5.86) en los elementos de la matriz definida en la ec. (5.42),

se obtiene la siguiente matriz de flexibilidades para el elemento triangular con discontinuidades

/

Qe

interiores.

S;E-S, S,E-S.
S.E-S,dQ S.E-S.

l 7as L_J) d (5.89)
os Ss
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Capitulo 6

Formulacion variacional de
estructuras laminares con

discontinuidades

Es comiin en la solucién de problemas estructurales idealizar las estructuras como laminares, con
elementos que trabajan a flexion, tal es el caso de: vigas, columnas, losas, tubos y cascarones,
entre otros. Estas estructuras cuando estdn sujetas a condiciones no previstas en su diseno,
pueden presentar dafio que lleve a colapso incipiente de los elementos que eventualmente fallan
pudiendo ser la causa de que la estructura colapse. Por ejemplo, en el andlisis de estructuras
reticulares para simular la aparicién de dano en el comportamiento de un edifico se introducen
articulaciones para representar la recesién de un elemento particular ha perdido la capacidad de
carga, lo que se refleja como una disminucién en la rigidez global de la estructura. Esta aparicién
de articulaciones no ocurre de manera subita, sino que son resultado de un proceso local de
falla representado por el ablandamiento de las propiedades del elemento. Este ablandamiento
sucesivamente lleva a una estructura en proceso de falla a resultados diferentes de los que se

obtiene normalmente.

Recientemente, para estudiar el problema descrito anteriormente como un fenémeno de
localizacién de deformaciones en vigas y marcos como articulaciones plasticas, Ehrlich y Armero
(2004) desarrollaron elementos finitos con discontinuidades interiores con base en la teoria de
vigas de Timoshenko. Armero (2005) presenta la caracterizaciéon de discontinuidades fuertes en
la teoria de ldminas de Cosserat con el fin de modelar el proceso de falla en estos elementos
estructurales. Armero y Ehrlich (2006) presentan una formulacién para simular lineas de
articulacién en placas gruesas (Teoria de Reissner Mindlin). A pesar de obtener resultados
numéricos en algunas simulaciones, los elementos desarrollados por estos autores presentan

problemas de atoramiento de esfuerzos.

Por lo anterior, en este capitulo se desarrolla una formulacién tedrica, para representar el

inicio de la falla en elementos a flexién/cortante hasta la formacién por completo de una
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articulacién/dislocacién con base en el modelo de Discontinuidades Interiores desarrollado en
este trabajo. Es pertinente recordar que el proceso de falla en los materiales inicia fisicamente
como una concentracién de deformaciones en zonas de localizacién, que posteriormente se pueden
observar a nivel macroscopico como grietas o bandas de deslizamiento. Si lo anterior se adapta
a elementos que trabajan en flexién/cortante, se puede plantear que la falla inicia con una
concentracién de deformaciones, que reducen la capacidad de un elemento en forma gradual,
hasta el momento en que la articulacién o dislocacién se desarrolla por completo, momento en

el que el elemento pierde su capacidad en esa zona.

Se presenta la formulacién variacional general de sélidos con discontinuidades interiores, adaptado
a representar problemas dominados por la flexién/cortante de elementos estructurales como:
vigas, placas y laminas. Con base en este funcional, se desarrolla una aproximacién mediante el
método de los elementos finitos con discontinuidades interiores. Se desarrolla una formulacién
para elementos que toman en cuenta sélo la energia interna de deformacién debida a las
deformaciones producidas por la flexién (teorfa de placas delgadas), y una formulacién més
general que ademds considera la energfa interna debida a la deformacién por cortante (teoria
de placas gruesas). Se demuestra que el funcional de energia para sélidos con discontinuidades
desarrollado en este trabajo da como condiciones de estacionaridad la forma fuerte del problema,

i.e., equivalente a las ecuaciones que gobiernan el problema de valores en la frontera.

6.1 Teoria de placas

En mecdnica estructural, una placa es una capa delgada plana de material, cuya funcién primaria
es transmitir cargas transversales a un plano los apoyos mediante la combinacién de momentos
flexionantes y fuerzas cortantes. Las placas son una forma particular de un sélido tridimensional
reducido a un sistema de referencia sobre una superficie o simplemente a una superficie media
con espesor ¢t (figura 6.1). Con ejes de referencia = y y sobre la superficie, y un tercer eje, z se

considera normal a la superficie para formar un sistema cartesiano de referencia.

Superficie media

Figura 6.1: Idealizacién de placas.
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6.1.1 Problema de valores en la frontera

El fenémeno fisico que se estudia en este trabajo es el de la falla en materiales en problemas
dominados por la flexién/cortante de miembros estructurales, por lo en forma breve se presenta

la teoria eldstica de placas.

El problema de placas a flexién se reduce a un cuerpo de dos dimensiones correspondiente a la
superficie media de una placa plana con espesor ¢, con un dominio A € R?, con puntos materiales
x y frontera I' (figura 6.2). Las condiciones de frontera prescritas son: las tracciones superficiales
q sobre A, el cortante V* a lo largo Iy, el momento flexionante M* en T',,, el desplazamiento
transversal w* en I'y,, y la rotacién 6* en I'y, respectivamente, tal que I', UT,,, =T, Uy =Ty
r,nr,=I,,NnTy=0.

Figura 6.2: Placa con sus condiciones de frontera en I'.

6.1.2 Cinematica

La cinemética de deformaciones de la teoria de placas planas asume que las particulas del material
que originalmente se encuentran en una linea recta, normal a la superficie media no deformada,
permanecen en linea recta durante la deformacién, pero esta linea no es necesariamente normal a
la superficie media deformada (figura 6.3). Después de la flexién, las particulas que se encuentran

en la superficie media z = 0 presentan una deflexién w(z,y) a lo largo del eje z.

;X Superficie media original
I I I I I I I 1 X

/ | | | | | | | [ ]

0 WY

X »ey

Superficie media
deformada

Figura 6.3: Cinemética de la deformacién una placa.
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6.1.3 Desplazamiento

Las componentes de desplazamiento de un punto con coordenadas z, y, z considerando

deformaciones pequenas son

u=—20,(z,y), v=—20y(z,y) y w=w(x,y) (6.1)
o en forma vector
U —20,
u=9q v p=4 —20, (6.2)
w w

donde, 6, y 6, son las rotaciones de la normal con respecto a la superficie media no deformada
en los planos z, y; w es el desplazamiento transversal en el eje z.
Deformaciones (Compatibilidad cinematica)

El campo de deformaciones dependiente de los desplazamientos de un problema tridimensional

general se define por la siguiente relacién

(9 v o]
ox
e 0
€ dy
vy P
0 0 = u
Ezz o 82 6.3
2e B 9 9 v ( . )
Ty _ — 0
dy Oz w
o AR S
[ 2ey2 0z 9 88T b
\q/_/ O I il
et L 0z 0Oy |
B

Puesto que en una placa plana w corresponde a la deflexién transversal de la superficie media y

no varfa con respecto a z, entonces ¢,, = 0.

Sustituyendo la ec. (6.1) en la ec. (6.3), y separando en: 1) deformaciones por flexién, que

dependen de la curvatura K, la cuales varian en forma lineal a través del espesor de la placa

00, [ 0 0 i
Exx kx:p ox
=—2{ k =—z % =—z 0 2 O (6.4)
Eyy Y oy ) 9
2y iy 06, , 0, o 9|
—— oy ox | dy Oz | 0
€a K \—L,_/
b
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y 2) las deformaciones por cortante, que se asumen son constantes a través del espesor de la

placa
%, 8_w -0, ﬁ -1 0 w
, —vw-0={ 4z = | % 0. (6.5)
€yz — -0 — 0 -1
Yy 8y ) 6y Oy
M

En forma compacta las ecs. (6.4) y (6.5) se definen como

€q = —2zk = —zL;0 (6.6)
~Yy=Vw-—0

que se pueden reescribir

0.
o —ZK —z2B,0 —zI 0 B, 0
{5_} _ _ [ By ] _ b 0, (6.7)
Y v Vw — 6 0 I|| -1 v
N—— -~
€b Z L N’
o bien en forma matricial esta relacién desplazamiento-deformacién se define por
g, = Bu=ZLu (6.8)

Equilibrio

El estado de esfuerzos en una placa arbitraria se ilustra en la figura 6.4, en las que las fuerzas

resultantes estdan dadas por

t/2
Fuerzas de membrana N = Ny, = fjﬁz Oyydz
t/2
Nay = f—/t/2 Orydz
wa — ‘[‘t{j2 o'xedZ (6 9)
Momentos flexionantes M = M, = ff{jz Oyy2dz .
Mgy = ff{jQ Opyzdz
V, = [Y2 5p.dz
Fuerzas cortantes V= { f;f/f
Vy = f—t/2 0yzdz

En teoria de placas, la fuerza de membrana no existe (N = 0), por lo que las fuerzas resultantes

t/2
F = {%} —/ Zodz (6.10)
14 —t/2

F son
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TX}/

z L =X
GXX
TXZ

GOyy Tyz Oxx
Txy
Oyyy $ T

A yz Txy
J Tyz Txy
V4

N[ L] ]

Figura 6.4: Esfuerzos en una placa.

La ecuacién de equilibrio se deriva al considerar un elemento infinitesimal tdx dy sometido a una

carga transversal p, y una fuerza de cuerpo b,.

0 0 0 M, 0
= il V.
8036 5 %1/ M, -+ { " } =<0 (6.11)
ay oz Mg;y Hi/_/
~ A 1%
LT M
o 0 Ve
- = + (po+1tb.) =0
[8:1: 8@/]{%} Lp ,_/)
N—— qz
vT
La ec. (6.11) se puede escribir como:
0 0
Ly —I ] M +{ 0 $=¢{0 (6.12)
o vT ||V a '
N—— A — qz 0
LT F —_———
q
Finalmente, la ecuacién de equilibrio se define por:
L'F+q¢=0 (6.13)

o en términos de esfuerzo, sustituyendo la ec. (6.10) en la ec. (6.13)

. [
L / / Zodz+q=0 (6.14)
—t/2
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Compatibilidad Constitutiva

De la teoria de la elasticidad, la relacién constitutiva entre los esfuerzos las deformaciones, al

asumir condiciones de esfuerzo plano (e,,=0), se define en forma matricial a partir de la ec. (2.3)

€Omo:
r E Ev 7
Oxx (1 — I/2) (1 - 1/2) 000 Exx
E E

Oyy v 5 = 0 00 Eyy
. _ | =) (1-2?) . (6.15)

v 0 0 w 0 0 v

Tz Vaz

0 0 0 p O
Ty 0 0 00 p T

donde, F es el médulo eldstico, v es la relacién de Poisson, y i es el médulo de cortante que se

define como:

E
= 6.16
=50+ (6.16)
Sustituyendo la ec. (6.6) en la ec. (6.15), se tienen la relacién constitutiva siguiente:
o, = —2DL]0=-:Dk (6.17)

T = p(Vw—0)=py

Subsecuentemente, substituyendo la ecuacién anterior en la ec. (6.10), se tiene las siguientes

relaciones: momento flexionante-curvatura y fuerza cortante-deformaciones por cortante.

FE FEv

0
anz t3 (1 — V2) (1 — I/2)
M _ v Fv FE {R}
vy 12 5 5y O
M (1-22) (1-v?)
" 0 o+ (6.18)
Dy
VIZ _ §t l’l' 0 IYZZ
VyZ 6 0 w ’.sz
D

En forma compacta, estas ecuaciones, que representan la compatibilidad constitutiva, se pueden

reescribir como:

M = Dik (6.19)
D,y

<
I
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6.2 Formulacién variacional general de placas

En esta seccién se desarrolla un funcional de energia general para problema de placas a partir del
funcional para el problema eldstico lineal de Fraeijs de Veubeke (1951) definido. Posteriormente,

partiendo de este funcional, se desarrollan los funcionales particulares para vigas.

Substituyendo las relaciones de deformacién de la ec. (6.6), y la relacién constitutiva de la ec.
(6.19) dentro del funcional de energia definido en la ec. (4.5), se tiene el siguiente funcional de

energia general correspondiente a la teorfa de placas con seis variables independientes

H(w,G’,M,V,&V)—/

1 1
M (16~ 5) 4V (7~ 8) = 2) + 55 Dy + 577Dy — g d
A

2 2
(6.20)

- M*edr—/ V*wdl — M(@—e*)dr—/ V (w— w*)dl
T'm v

FQ w

Este funcional de energia proporciona como condiciones de estacionaridad las ecuaciones que
definen la formulacién fuerte del problema (ecs. (6.6), (6.13) y (6.19) ) como condiciones
estacionarias, i.e., equivalente a las ecuaciones que gobiernan el problema correspondiente al
PVEF.

Para demostrar que la afirmaciéon anterior es vilida, a continuacién se presenta la primera

variacién del funcional de energia definido por la ec. (6.20)

511 = /A (Ly0 — &) 6M + (Ve — 8) —~) 6V — (M — D)6k — (V — Dyy) 7]dA  (6.21)

+/ [MLy00 — V0 + VViw — gdw] dA — M*60dTl" — / V*owdl’
A

T'm v

_ / [(6—6%) 6 M + M6] dT’ — / [(w — w") 8V + Vow] dT = 0 (6.22)
Ty

w

Del teorema de la divergencia, las siguientes integrales se pueden definir como

/ MLy60dA = — / LI M6§6dA + / Mv§0dT (6.23)
A A T

/ VViwdA = — / vI'VéwdA + / Vvéwdl

A A r

Substituyendo la ec. (6.23) en la ec. (6.21), la primera variacién del funcional de energia de la
ec. (6.20) es
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5TT = / (L0 — 1) SM + ((Yw — 6) — 7) 6V — (M — Dyr) 6] dA+ (6.24)
A

/[—(V—st)éy—(LTM—i—V)dﬁ—(VTV—i—q)(Sw] dA+/ (M v — M*)§0dT
A

MY,

+ / (Mv — M) §60dT" + / (Vv — V*) dwdl + / (Vv — V) dwdl
Ty Iy

w

_/F (6—6°) 5Mdr — / (w—w*) §VdI' = 0

w

Asi, la formulacién variacional de la ec. (6.20) contiene las ecuaciones que definen el PVF de la
teorfa de placas como sus condiciones de estacionaridad, lo que demuestra que es equivalente a

las ecuaciones que gobiernan el problema y sus condiciones de frontera.

6.3 Desarrollo de otros principios variacionales

El funcional de energia general para placas definido en la ec. (6.20), considera como variables
independientes los campos de desplazamiento transversal w, las rotaciones 6, la curvatura k,
las deformaciones por cortante -y, los momentos M y cortantes V. De este funcional, es posible
generar una jerarquia de principios variacionales que pueden involucran sélo algunas variables o

combinacién de ellas como independientes.

6.3.1 Funcional de energia total de placas

Si se asume que la compatibilidad de placas se satisface a priori, es posible establecer las

relaciones siguientes:

k=116 (6.25)
v =(Vw — )

donde el desplazamiento transversal w y la rotacién 8 son los campos independientes, mientras

que la curvatura K y las deformaciones por cortante v son los independientes.

Como resultado, el funcional de energia definido en la ec. (6.20) con seis variables independientes
se reduce a un funcional de energia con dos variables independientes, que corresponde a la

formulacién de Reissner Mindlin para placas gruesas (Reissner, 1945 y Mindlin, 1951).

I (w,8) = /A BQTL{Dbee + % (Vw — 0)' D, (Vw — ) — quw| dA (6.26)

- M*HdF—/ V*wdl'
Iy Ty
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Este funcional considera la energia interna debida a la deformacién por flexién y por cortante.

Ahora, si las rotaciones @ son dependientes del desplazamiento transversal w por la relacion:

0" = vw (6.27)

Entonces la curvatura « en la ec. (6.25) depende del desplazamiento transversal w y la

contribucién de la energia de las deformaciones por cortante es nula:

Kk =LyVw (6.28)
~=0

donde el producto de los operadores L,V se define por:

P=Lv= 2. (6.29)

Asi, el funcional de energia definido en la ec. (6.26), con dos variables independientes se reduce

a una, corresponde a la teoria de placas delgadas de Kirchhoff.

IT (w) —/A BwPTDwa—qw} dA—/ M*0dl’ — s V*wdl (6.30)

Este funcional de energia sélo considera la energia de deformacién por flexién, pues desprecia la

energia de deformacién por cortante.

6.3.2 Funcional desplazamiento-fuerza

Si se considera que las ecuaciones de compatibilidad entre la curvatura k y el giro 6, as{ como
entre las deformaciones por cortante <y y el desplazamiento transversal w y el giro definidas en
la ec. (6.25) se satisface a priori. Ademds, que la curvatura y las deformaciones por cortante

dependen de la densidad de energia complementaria ¢ (M) y ¢ (V') se definen como.

M — 8%94)
P 8 (6.31)

Para el caso eléstico la energia complementaria se define como:

o (M) = %MEfM (6.32)

$(V) = SVEV
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Donde E relaciona:

k = E;M—= E;=D;' (6.33)
v = E,V= Es=D;'

Con estas consideraciones, el funcional de energia definido en las ec. (6.20), se obtiene el siguiente:

I (w,0,M,V,) = /A (MM +VAY — ¢ (M) — ¢ (V) — qu] dA (6.34)

—/ M*BdF—/ V*wdl’

Este funcional de energia considera el desplazamiento transversal, las rotaciones, el momento y

la fuerza cortante como variables independientes.

6.3.3 Funcional de energia complementaria total

Si se considera que las siguientes condiciones de equilibrio dadas en la ec. (6.11)se satisfacen a

priori, en consecuencia, el funcional de energia de la ec. (6.20) se reducen al siguiente funcional.

H(M,V):/A[cﬁ(M)—cp(V)] dA~ | merdr - | Vuw*dl

Este funcionales de energia considera solamente el momento M y el cortante V' como variables

independientes.

6.4 Placas con discontinuidades

Sea una placa de espesor ¢, con dominio A € R? de la figura (6.5), sometida a cargas y que
presenta un salto en el campo de los desplazamientos [|u|] a lo largo de una banda (zona de
localizacién de deformaciones) S. En estas condiciones, el dominio se divide en subdominios,
A= A"+ A" y en dos fronteras I' = I'" + I'". Las condiciones de frontera prescritas son: las
tracciones g sobre A = A~ + AT, la carga transversal V* a lo largo de I',, = T';, + T}, el momento
flexionante M* alo largo de I, = T, + T}, el desplazamiento transversal w* sobre I', = T’y + T,
y la rotacién 6* a lo largo I'y = I’y + I’;, respectivamente, tal que I'yn U, =T, Uy =Ty
r,nTy,=I,NTy=0.

La zona de localizacién S, se caracteriza por la concentraciéon de deformaciones inelédsticas en
una banda estrecha, puesto que ésta inicia con la formacién de microfisuras y su coalescencia que
gradualmente se convierte en una discontinuidad macroscépica (articulaciéon y/o dislocacién),
mientras que el material vecino se descarga. La discontinuidad del campo de desplazamientos

[Ju|] en placas se puede presentar como: un salto en el campo de desplazamiento transversal [|w|]
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(dislocacién), un salto en el campo de las rotaciones [|@|] (articulacién) o una combinacién de
ambos, figura (6.6).

Para describir la cinemdtica de desplazamientos de una placa que presenta una discontinuidad,
se considera que las deformaciones se concentran en la banda S con espesor k = 0, los campos

de desplazamiento transversal w(z,y) y el de las rotaciones 0 (z,y)

w(z,y) = w + H [|w]] (6.35)

0 (z,y) =0 + H, [|6]] (6.36)

con saltos [|w|] y [|@|] en un punto (material) dado S, induce un campo de deformaciones no

acotadas. Ambos campos se pueden expresar como:

Kk =Ly0 (z,y) = Lyb + 0, ([|0]] © n)° (6.37)
\CJ D e
® zllol]
v =V (@+ H [Jwl]) - (0 + H [|0]) = v@ - g+, [|wl] n— 1, [16] (6.38)
0,0 Fllwlllien

7
donde Hg es la funcién de Heaviside definida en S (Hg(x) =0Vx € A~ y Hg(x) =1Vx € A™)

v d5 es la funcién delta de Dirac.

El problema de valores en la frontera de placas con discontinuidades se define por el siguiente

sistema de ecuaciones y condiciones de frontera.

a) i ) ) en A Compatibilidad cinemética
Ww’e(xa t) - W(X, t) =0
MF%(x,t) — M(x,t) =0
b) _(X’ ) () en A Compatibilidad constitutiva
VY(x,t) —V(x,t) =0
c) LIM(x,t)+V(x,t)=0 en A\ S Equilibrio interno
d) vV —q=0 en A Equilibrio externo
0(x,t) = 0(x,t
e) (x,t) (x,2) en I'y,  Condiciones esenciales de frontera
w(x,t) =w(x,t)

f) en S Continuidad interna
(Va- = Vs) -n=(Vs = Vo+) - n=0
=[|Vllgn
My- — M -n=||M||=0
9) (M ar)-n=[[M]] en S Continuidad externa

(Va- = Vas) - n=[V]] =0
(6.39)
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Figura 6.6: Placa con carga: a) antes y b) después del inicio de la discontinuidad.
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6.4.1 Funcional de energia general de placas con discontinuidades

El funcional de energia para placas con discontinuidades se puede desarrollar sustituyendo las
relaciones entre las deformaciones y las rotaciones de la ec. (6.6), y relaciones constitutiva ec.
(6.19) en el funcional de energia general para el modelo de Discontinuidad Discreta (5.3), por

consiguiente

T (w, 8, M, V, 5., [[u]] [8]]) = /

A\S [M <E0 B E) il (7_’_ - 7) + %’_‘TDfR + %WTDS’? +qw| dA

(6.40)

—/ M*9dr — V*wdF—l—/[MgnHBH+Vgn[|w[]] ir
m FU

La primera variacién de la ec. (6.40) proporciona

5H:/A\S[<z@_z> oM + (770 —5) 6V — (M — DyR) 6% — (V — D7) 67| dA  (6.41)

/ (MOR® + Voy™ + gow] dA + / [Msnd[10]] + Vins [Jw]]] dT = 0
A\S
S

Por el teorema de la divergencia, las siguientes integrales se puede definir como

MORPdA = — / LI MsodA + / MnsOdT (6.42)
A\S A\S r
- / BTM&0dA — | Mné@dT + [  Mns@dl + / Mv3sdr
A\S S— S+ r

- / LI M§6dA + / Mg [|0]] dT + / Mvé@dr
A\S % r

/ VoyTPdA = / V (V6w — 60) dA = / VVSwdA — / V6dA (6.43)
A\S A\S A\S A\S

= / vIViwdA + / Vnéwdl — / Vo0dA
A\S 4 A\S

= / vIViwdA — / Vnéwdl + / Vndéwdl — / V0dA
A\S - S+ A\S

:—/ vTvmdAJr/Vn(s[ywudr—/ V60dA
A\S A\S

Substituyendo las ecs. (6.42) y (6.43) en la ec. (6.41), la primera variacién del funcional de

energia de placas con discontinuidades ec. (6.40) es
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STT = /A\S [(EO _ E) SM + (WE’E _ 7) 5V — (M —DR)0F — (V — D7) 65| dA  (6.44)
- / [(LTM + V)36 + (vTV — q) 6w] dA
A\S

_ /(Vg V) nd [Juw[] dT —/(VA+ ~ V) nd [[w]] dT
S

(Ms = My-) 08 6[)dr ~ [ (Ms — Ms)n5 6]} X =0
S

e

Por consiguiente, las condiciones de estacionaridad de la formulacién variacional de la ec. (6.44)
proporciona el problema de valores en la frontera de placas con discontinuidades definido por la
ec. (6.39).

6.5 Desarrollo de otros principios variacionales

El funcional de energia general para placas con discontinuidades definido en la, ecs. (6.40),
considera como variables independientes los campos de desplazamiento transversal w, las
rotaciones 6, la curvatura &, las deformaciones por cortante «y, los momentos M, cortantes V', y los
saltos [|w|] y [|@]]. De este funcional, es posible generar una jerarquia de principios variacionales

que pueden involucran sélo algunas variables o combinacién de ellas como independientes.

6.5.1 Funcional de energia potencial total con discontinuidades

Asumiendo que la compatibilidad se satisface a priori, es posible establecer una relacién como
la de la ec. (6.25) pero con la parte continua de los campos de curvatura y deformacién por

cortante

R=L16 (6.45)

Como resultado el funcional de energia definido en la ec. (6.40) con ocho variables independientes
se reduce a un funcional de energia con cuatro variables independientes, correspondiente a la

teorfa de Reissner Mindlin para placas gruesas con discontinuidades

1. _ 1 _ _
I (w, 0, [|w]], |0]]) = /A\S [§6TLbTDbe6 +5 (Vo - 8)" D, (Vo — 0) —qu|dA  (6.46)
— M*0dl’ — | V*wdl + / [Msn [|6]] + Vsn [Jw]]] dI'
Tm ry
S
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Ahora, supéngase que el campo de rotaciones continuas 6 es dependiente del desplazamiento

transversal continuo @ mediante la relacién

0 =vw (6.47)

Asi, de la ec. (6.45), la curvatura & es ahora dependiente de los desplazamientos transversales

w y las deformaciones por cortante son nulas

R = Pw (6.48)
7 = (Vo — Vo) = 0

Como resultado el funcional de energia definido en la ec. (6.46) con cuatro variables
independientes se reduce a dos variables dependientes. Este funcional de energia corresponde al

de la teoria de Kirkhoff con discontinuidades (teoria de placas delgadas).

II (w, [|9;])=/A\S [%EbTPTDwa—qw} dA — A M*edr—/ V*w—i—/MSnHHH dT' (6.49)
m v S

6.5.2 Funcional desplazamiento-fuerza

Esta formulacién considera que las ecuaciones de compatibilidad entre la curvatura  y el giro
0, asi como entre las deformaciones por cortante v y el desplazamiento transversal w y el giro
definidas en la ec. (6.39a) se satisface a priori. Ademds, que la curvatura y las deformaciones

por cortante dependientes de la densidad de energia complementaria ¢ (M) y ¢ (V) se definen

como.
M _ 8%(M)
v _ 0olv (6.50)
Y= oM
Para el caso eldstico la energia complementaria se define como:
1
o(M) = §MEfM (6.51)
1
¢ (V) = §VESV
Donde E relaciona:
Rk = E;M— E;=D;' (6.52)
¥ = E,V=Es=D;'
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Con estas consideraciones, el funcional de energfa definidos en las ecs. (6.40), se reducen al

siguiente:

I (w,0,M,V,) = /A (MM +VAY — ¢ (M) — ¢ (V) — qu] dA (6.53)

_ M*edr—/ V*de‘+/[Mgn[|0|]+Vgn[|w|]] dr
' v

Este funcional de energia considera el desplazamiento transversal, las rotaciones, el momento y

la fuerza cortante como variables independientes.

6.5.3 Funcional de energia complementaria total

En esta formulacién se considera que las siguientes condiciones de equilibrio dadas en la ec.
(6.39¢ — d) se satisfacen a priori, en consecuencia, el funcional de energia de la ec. (6.40) se

reducen al siguiente funcional.

11(M, V) (M)~ ¢ (V)]dA— [ Mo*dr — / Va*dr (6.54)
A T'm v

+ [ [Msn]|6|] + Vsn [|wl|]] dT’
!

Este funcional de energia considera sélo el momento M y el cortante V como variables

independientes.

6.6 Aproximaciéon mediante el MEF de placas con discon-

tinuidades

Considérese los elementos finitos placa con una discontinuidad en su interior de la figura 6.7,
en este caso se puede observar que se presenta un salto en el desplazamiento transversal [|w|]
(dislocacién) o en las rotaciones [|f|] (articulacién) o una combinacién de ellos.

En el capitulo 2, se definié la cinemética de desplazamientos y deformaciones en funcién de
los desplazamientos regulares (Oliver 1995b). Andlogamente, se pueden definir desplazamiento

transversal y las rotaciones definidos en la ecs. (6.35) y (6.36) mediante la siguiente expresion:

w(x) = w(x)+ Mg(x) [[w] (x) (6.55)
0(x) = 0(x)+ Ms(x)[10]] (x) (6.56)

donde la funcién
Mg(x) = Hg(x) — ¢(x) (6.57)
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@

Figura 6.7: Elemento finito triangular y rectangular placa con una discontinuidad.

El desplazamiento transversal y las rotaciones continuas en funcién del salto se definen como:

w(x) = (x) =) [|lw]] (x) (6.58)
O(x) = 6(x) —o(x)[10]] (x) (6.59)

La curvatura y las deformaciones por cortante dependientes del desplazamiento transversal y los

giros para el Modelo de Discontinuidad fuerte se definen por la siguiente ecuacién:

k=7’ +6,([|0]] ®n)® (6.60)

v =57 4 &, [jw|]n — H,[|6]] (6.61)

En el Modelo de Discontinuidad Discreta que considera que cuando el material alcanza un valor,
el cuerpo deja de ser continuo pero existe transmisién de momentos y fuerzas cortantes, por
lo que sélo existe deformaciones continuas en el cuerpo. Por lo anterior, las curvatura y las

deformaciones por cortante continuas estdn dadas por:
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7 (x) = LT0(x) (6.62)

El campo de desplazamiento transversal y las rotaciones regulares se interpola con la siguiente

expresion:

e
Il

Nuwyg (6.63)
Nb, (6.64)

S
I

donde las N corresponde a la funciones de interpolacién estéandar, definidas en los nodos del
elemento

N=S""N© (6.65)

i=1 !
y wq y 604 corresponde al vector de los desplazamiento transversal y las rotaciones nodales. La

funcion Mg(x) se define dentro del elemento como:

M§(x) = HE (x) — ¢ (6.66)

De la definicién de la funcién ¢ en la ec. (2.12), se puede obtener de la siguiente expresion:

+
na
=) . N (6.67)

La funciones N;+ corresponden a la funciones de forma de los nudos del lado derecho de la
discontinuidad, que satisfacen la definicién de la funcién ¢ en la ec. (2.12). Asi, se tienen
los elementos necesarios para aproximar el campo desplazamiento transversal y las rotaciones,
definido en la ecs. (6.55) y (6.56), en funcién de los valores nodales y de los salto en el nudo

interior.

w(x) = NXwg+ Mg(x) [[w]] (x) (6.68)
N
0(x) = N(x)0q+ Ms(x)[|0] (x) (6.69)

y el de las continuas de las ecs. (6.58) y (6.59) en funcién del salto se definen como:

w(x) = NEJws—¢“(x) [Jw] (%) (6.70)
O(x) = N(x)04— ¢ (x)[|0] (x) (6.71)
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Con las ecuaciones anteriores, la curvatura y de las deformaciones por cortante continuas definidas

en la ec. (6.62) se aproximan como:

. 70 = Lyfa — L o(x) [|0]] (6.72)
770 (x) = [V (Nwg — ¢(x) [[w]]) — (NO4 — o(x) [|0]])] (6.73)

6.6.1 Matriz mixta

Para aproximar la solucién del funcional de energia de la ec. (6.40) con el método de los elementos
finitos, se consideran como variables independientes el desplazamiento transversal w, el giro 6,

la curvatura k, las deformaciones por cortante v, el momento M y la fuerza cortante V.

w(xt) = N(x)g+ Ne(x) - [|]] (6.74)

R(xt) = Nzx)k
;Y(th) = N‘A)’(x)'?
M(xt) = Ny(x)-M
(x.t) :

Vix,t

Con la aproximacién del desplazamiento transversal y el de las rotaciones, se puede calcular la
parte continuo de éstos en las ecs. (6.70) y (6.71), asi como la curvatura y de las deformaciones
por cortante continuas de las ecs. (6.72) y (6.73). Posteriormente, las ecuaciones anteriores se
sustituyen en la ec. (6.44), se derivan con respecto a cada una de las variables y se igualan a

Cero:
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B—H = 0= /NTvTNVf/dQ— /NT-c']dQ—/NTVdF

ow
I O\S QS Ty
11 . .
a. = 0=-— / cpeTvTNVVdQ—/VSndS
9 [[al] s J
o1 y :
5. = 0= /LbTNMMdQ— /NTNVVdQ—/NTMdP
d O\S O\S I'm
oIl g
= 0=-— / O TLIN Gy MdQ + / ¢ TNy VdQ — / M,ndS
8[‘9‘1‘} a\s a\s 5
IT : ~
8_ = z—/NENMMdQ+/N£Df-N,%F;dQ
R Q\S Q\S
o1l . R
- = 0=- / NINyVdQ + / NZIDg-N54dQ
al Q\S Q\S
S—E = 0= /N}\Q- [(Lgéd—L{¢e[éd‘}>—Nkﬁ} dQ
Q\S
o1l _ _ T . enl,: [ e,
2 = 0= /NV-[vad—w ] — (NOg — o ]} ) —~ N3y

s

Denotando cada término de la ec. (5.22) como una submatriz se tiene

Ky, = / NTYTNydQ Ky = / NN dQ

Q\S Q\S
Ko = /LbTNMdQ Ky = /NZ;DS-N:YdQ
Q\S O\S
Ky = / NNy dQ Kys = — / NINydQ
QS QS
Ky, = — / o TVINydQ  Fexpy = / N7 . gdQ + / NTVdr
O\S oS Ty
Kog) = — / ¢ L N dQ FoxtM — / N7 Ml
\S I'm
Kvioa) = / TNy dQ Fy = [VindS
O\ S
Ka= [ NED/Nedo Fur — [ M,ndS
O\S S
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Finalmente, de las ecs. (6.76) se obtiene la matriz mixta de un elemento finito con ocho variables
independientes para la aproximacién discreta, capaz de simular el salto de los desplazamientos

y deformaciones en S

[0 0 0 0 0 0 0 Ky, | w Fextv
0 o 0 0 0 0 Kume Ky 0 FextM
0o 0 0 0 0 0 0 Kyfuy| [leba]] Fy
o 0 0 0 0 0 Kuoay Kvjoay | H‘)dH _ ] Fuy
0 0 0 0 Kzz 0 Ky 0 i 0
0 0 0 0 0 Ks O Ky 5 0
0 Kou 0 Kygyu Kan 0 0 0 M 0

L Kuv Kov Kjuyiv Kyogv - 0 Ksv 0 oI v 0

(6.77)

6.6.2 Matriz de rigideces
Placas gruesas con discontinuidades interiores

Para aproximar el funcional de energia para placas gruesas con discontinuidades interiores (6.46)

se consideran como variables independientes el desplazamiento transversal w y las rotaciones 6.

w(x,t) = N(x)1ig+ Ne(x) - [|w]] (6.78)
O(x,t) = N(x)0q+N(x)- HeH
La parte continua de éstas, se obtiene de las ecs. (6.70) y (6.71), asi como la curvatura y
de las deformaciones por cortante continuas de las ec. (6.72) y (6.73). Posteriormente, se

sustituyen estas ecuaciones en el funcional de la ec. (6.46), se deriva con respecto a las variables

independientes y se iguala a cero, asi se obtiene:
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11 . . -
ol _ o2 [NTvTDS (vad — Vo [Jiral] — N6d> ~NT. q} dQ — /NTVdP (6.79)
g
ry

ONS
T
LI / [NTLbTDbe (Néd _ e [ é)dH) _N"D, (vad — Ve [Juivg]] Nédﬂ 0

004 s
— / N’ 3dT
I'm
5 E\?Ed!] = 0= SKS(P@TVTDS (vad — V° [|bg]] — Néd> g — S/x};,ndg
81‘1 = 0= / [goeTLbTDbe (Néd —¢° [ 9dH) + o' D, (vad — V© [Jigl] - Néd)] dQ
0 H"du NS
—~ / MndsS
S

Denotando cada término de la ec. (6.79) como una submatriz se tiene

Kyw = / NTvTD,vNdQ K o] = / S TYTD, Y 0 dS)
O\ oS
Ko = / ~N'vID,Nd0 Kujjon = — / o TVTD, i d)
O\S s
Koy fjul) = / NTvTD v dQ Koo = / [P T LD Lyp® + ¢ TDspt]
Q\S QS
Koo = / N7V D, dQ Fextv — / NT . 4dQ + / NTVdr
DS O\S I
Koo = / [L; D;L,+N"D,N] d) Fexent = / NT D
Q\S I'm
Ko[ju) = / N"D, v dS) Fy = [ VindS
S
O\S
Kooy = — / [LiDf¢° + NTDyp¢] dO) Fy = [ M,ndS
S
NS

(6.80)

Finalmente, de las ecs. (6.80) se obtiene la matriz de rigideces de un elemento finito con
cuatro variables independientes para la aproximacién discreta, capaz de simular el salto de los

desplazamientos y deformaciones en S:
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Kuw  Kuo  Kupuy K w Fextv
Kow Koo Koy Kooy | 0 _ ] Fextm (6.81)
Kijujw Ko Kuje) Koy [[20d] Fy
Kpogw Koo  Kpongwn  Kpegen H@dH Fu

Placas delgadas con discontinuidades interiores

Para aproximar el funcional de energfa para placas delgadas con discontinuidades interiores (6.46)
se consideran como variables independientes el desplazamiento transversal w, pues las rotaciones
dependen de la derivada del desplazamiento transversal. Puesto que la energia que considera
esta formulacién es la energfa por flexién, sélo se presentan discontinuidades en las rotaciones,
que fisicamente representan articulaciones. El desplazamiento transversal regular se aproximan

CcOImo:

W(x,t) = N(x)tig (6.82)

Las rotaciones en funcién de los desplazamientos transversales estd dado por:

0(x,t) = Vib(x,t) + ¥g (x) [|0]] = 0 (2) + Hy () [0]] = 0 (&) + s () [I0]]  (6.83)

Sustituyendo las rotaciones de la ec. (6.83) en la ec. (6.4) se tiene la curvatura

k =Ly = P, + 8, [|0]] n = P — Lyt (x) HHH +6,[0]n (6.84)
RY [l6l] he llel]
Ry R Ry

Sustituyendo las ecs. (6.84) en el funcional de energia de la ec. (6.49), derivando respecto a

cada una de las variables independientes e igualando a cero, se tiene.

5 = 0= [ [ oo 1) i frovar | i
T
on - _ [ ST i
S = 7 e oo o [

Denotando cada término de la ec. (6.85) como una submatriz se tiene
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Ko = / NTPTD PNdQ Fy = [ MondS
S

O\S
K fjuf] = — / NTPTD (LypfdQ Feys = / NT. qdQ + / NTVdr + / N7 d (6.86)
Q\S Q\s
K [juf) ] = / Ly DLyp©dQ
O\S

Finalmente, de las ecs. (6.86) se obtiene la matriz de rigideces de un elemento finito con dos

variables independientes:

Kuw  Kuuy | ) @ | _ ] Pexev |
[annw K| }] HedH (6.87)

6.6.3 Matriz de Flexibilidades

Para aproximar la solucién de los funcionales de energia complementaria de la ec. (6.54). Se
consideran como variables independientes los momentos M y los cortantes, que se aproximan

Comao:

M (z) = NagyoMas +NaggMs (6.88)
V(:L‘) = N VA\S"’NVSVS

Va\s

donde Ny VT N, N y Nyg son las funciones de interpolacién de momento y cortante

correspondientemente.

Va\s

Sustituyendo la ec. (6.88) en el funcional de las ec. (6.54) y derivando con respecto a cada una

de las variables independientes se tiene:

oll -
— = 0= /NMA\SEf [N oMoy s + Nagg M| d2 /edr (6.89)
OMays O\S o
o1l . o T . . _
g = 0= / NT Eo [Ny, Vs +NigVs| 2 = / wdl’
Q\S T'm
o1l . . .
= 0= /N{@Ef [Nag o Moays + Nag M| dQ+/n- [|0a] | ar
s O\S s
oIl _ _ T . . )
0\S s
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Denotando cada término de la ec. (6.89) como una submatriz se tiene

K = / NI BN, d2 Ky = / N7 E,Ny,d

My s
O\S O\S
Kym = /N@A\SEfNMSdQ Ry :/edr
QS reo
_ T > | =
KVV = /NVA\SESNVA\SdQ Rw —/wdF (690)
Q\S T'v
Ky, = / NP, E:Nwd2 Ry = /n- 0] ar
Q\S s
Kom = /N}@SEfNMSdQ RV:/n~ [|1irg]] AT
O\S S

Finalmente, de las ecs. (6.90) se obtiene la matriz de flexibilidades de un elemento finito con dos

variables independientes:

Ky 0 Kuym 0 MA\S’ Ro

0 Kyv 0 Ky V{x\s _ Rw (6.91)
Kpnyvy 0 Kpm 0 Mg Ry,

0 Kyou 0 Ky Vs Ry

donde Ry y R,, corresponden a los giros y desplazamientos transversales prescritos, 6 y w. Los

términos Rjs y Ryse define como:

Ry = —/EMMSdI‘ (6.92)
S
Ry = — / EVVg - ndl (6.93)
S

donde EM y EV son los tensores constitutivos tangentes inversos momento-salto en las rotaciones

y cortante-salto en los desplazamientos transversales, correspondientemente.

6.6.4 Formulacién del elemento finito triangular placa con discontinuidades

Considere el elemento finito triangular placa con un drea A que presenta un salto en el campo de
desplazamiento transversal [|w|] y en los giros [|6;|], [|0,|] (figura 6.8). Las propiedades mecénicas
de este elemento son médulo elédstico F, relacién de Poisson v y médulo de ablandamiento discreto
H. Este elemento triangular placa se puede idealizar mediante una jerarquia de elementos finitos

con discontinuidades interiores desarrollados anteriormente.
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Figura 6.8: Elemento finito triangular placa con una discontinuidad.

Matriz Mixta

En esta aproximacion, el elemento triangular de la figura (6.8) se idealiza como un elemento

finito mixto (figura 6.9) en el que se aproximan las siguientes variables en forma independiente:

w(xt) = N)tig + No(x) - o] (6.94)
0(xt) = N(x).9d+Nc(x)-H9H

f(xt) = Na(x)R
H(xt) = Ni(x)5
M(xt) = Ny(x)-M
Vixt) = Ny(x)V

Si se considera que las funciones de interpolacién son las mismas,

N =Nz = N5 =Ny = Ny (6.95)

cada término de la matriz N, se definen en la ec. (5.68)

La funcién N.(x) de la ec. (6.66) se define como:

Ne(x) =Mg(x) = Hg (x) — ¢° (6.97)

en este caso la funcién ¢ se define por:

¢ =Ny (6.98)
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Figura 6.9: Elemento finito mixto triangular placa con una discontinuidad.

Sustituyendo las ecs. (6.95) y (6.98) en las integrales correspondientes de la ec. (6.76) se obtiene

la matriz de rigideces mixta de este elemento triangular con discontinuidad.

[0 0 0 0 0 0 0 Ky, | w Fextv
0 0 0 0 0 0 Kuo Ky 0 FoxtM
0 0 0 0 0 0 0 Kyfjuy| [[ebd]] Fy
o 0o 0 0 0 0 Ky Kvye | HQdH _ ) Ey
0 0 0 0 Kza 0 Kya 0 i 0
0 0 0 0 0 Ks5 O Kys 5 0
0 Kou 0 Kjo,jv Kan 0 0 0 M 0

L Kuv Kov Kjugpy Kjggpy - 0 Ksv | 1% 0

(6.99)

Matriz de rigideces

Placas gruesas FEn esta aproximacién el elemento de la figura 6.8 se idealiza como un elemento

triangular en el que se aproximan el desplazamiento transversal w y los giros € (figura 6.10):

wixt) = N(x)1bg+ No(x) - [[i]] (6.100)
B(xt) = N(o-0a+Ne(x)-[|9]]

Si las funciones de interpolacién N se aproximan con funciones lineales como las de la ec. (5.68).
Posteriormente, si se sustituyen el la matriz definida en la ec. (6.80), se obtiene una matriz de

rigideces del elemento triangular para representar placas gruesas con discontinuidades interiores.
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-
Kow Koo Ko Kuge w Fextv
Kow Koo Kooy Kopop | ) 0 [ _ ] Fextm (6.101)
Kiwjw Ko Kjulliw)  Kjulgon [lal] Fy
Kiopw  Kpene  Kgongwn  Kpengen H‘)du | Fu

Placas delgadas En esta aproximacién elemento de la figura 6.8 se idealiza como un elemento
triangular con discontinuidades para resolver problemas en placas delgadas. En esta formulacién
las rotaciones @, dependen de la derivada de los desplazamientos transversales w, los cuales se

consideran como variables independientes (figura 6.11).

W(x,t) = N(x)tig (6.102)

con los que se aproximan el campo de las rotaciones de la ec. (6.83):

8(x,t) = TN(x) g + b (x) [|6]] (6.103)

donde N es la matriz de las funciones de interpolacién:

N =[Ni, Nj, Ni] (6.104)
de los desplazamientos y giros en los nodos
.. 1T
W= [w 0., 9%] (6.105)

Considerando las funciones de interpolacién del elemento triangular placa desarrollado por
Bazeley et al. (1966):
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Figura 6.11: Elemento finito de placa delgada con una discontinuidad.

Li+ L?Lj + L?Ly — L;L; — L; L2
Ni =< —by (L?Lj +3L,L;Ly,) +b; (L?Ly + $L;L;Ly) (6.106)
ok (LPLj + 5LiliLg) — ¢ (LPLk + 3 LiL; L)

con la permutacién ciclica de los indices. L se define como:

a; + bix + ¢y

L=
’ 24,

Los valores de las constantes a b y ¢ se definen en la en la ec. (5.69). La funcién, ¢, se define
en la ec. (6.98).

Posteriormente, se sustituyen y se calculan las integrales en la ec. (6.86), se tienen los términos
de la matriz de rigideces del elemento triangular placa delgada con discontinuidades interiores
en la ec. (6.87)

wa Kw w w F X
[ ] ] | extV (6.107)

Kijwjw  Kfuwf)w] lédH | Ew

Matriz de flexibilidades

El primer paso en esta formulaciéon es asumir que el campo de esfuerzos que satisface las
condiciones de equilibrio. Se consideran como variables independientes los momentos M y la

fuerza cortantes V', que se interpola como:

M(z) = N, oMas+NugMs (6.108)
V(:L‘) = N VA\S"’NVSVS

Va\s
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Si se utilizan las funciones de interpolacién S, y S, de las ecs. (5.84) para aproximar las ecs.
(5.86), se tiene.

M(z) = SmMas+ScMs (6.109)
V(x) = SmVA\S-i-SCVS

Sustituyendo las funciones de interpolacién en las ec. (6.90) y posteriormente en la ec. (6.91),

se tiene la siguiente matriz de flexibilidades para el elemento placa con discontinuidades.

/ fdr
SIEST 0 SI'E(S, 0 M s e

/ 0 STE,ST 0 SIENS. | ) Vi | _ / wdl
STE/S,, 0 S.E/S. 0 Ms v

0  STE.NS, 0 STE,S, Vs - J BT Msdl

— [EVVg - ndl

S J
(6.110)

6.7 Teoria de flexion en vigas

Las vigas son los elementos estructurales mds comunes, particularmente en Ingenieria Civil y
Mecédnica. Una viga como elemento estructural tiene la funcién primaria de soportar cargas

transversales y transmitirlas a los apoyos, resistiéndolas principalmente a través de la flexién.

La flexién produce esfuerzos longitudinales de compresion en un lado de la viga, y de tensioén en el
otro. Las dos regiones se separan por una superficie neutra con esfuerzo cero. La combinacién de
esfuerzos a tensién y compresién produce un momento de flexion interno, el cual es el mecanismo
primario que permite la transmisién de las cargas transversales a los apoyos (Felippa, 2004), este

mecanismo se ilustra en la figura 6.12.

Esfuerzo a compresion \

F Superficie neutra

Esfuerzo a tension

Figura 6.12: Cargas transversales en vigas que fundamentalmente se resisten por la accién de la
flexion.

Los modelos matematicos de las vigas estructurales se construyen a partir de las bases tedricas

de vigas. Debido a que las vigas son realmente cuerpos tridimensionales, todos los modelos
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necesariamente implican alguna forma de aproximacién de su comportamiento fisico. El modelo
mds simple y mejor conocido para vigas rectas y prismaéticas se basa en la teorfa de Bernoulli-
Euler, que se conoce ademds como teorfa clasica de vigas, y el otro modelo corresponde a la
teoria de vigas de Timoshenko. El modelo de Bernoulli-Euler no considera las deformaciones
transversales por cortante, sin embargo, los elementos basados en la teorfa de Timoshenko

incorporan las deformaciones del cortante transversal.
6.7.1 Teoria de vigas de Bernoulli-Euler
La teoria clasica (Bernoulli-Euler) de vigas se basa en las siguientes suposiciones (Felippa, 2004):

1. Simetria plana. El eje longitudinal es recto y la seccién transversal de la viga tiene un
plano longitudinal de simetria. Las cargas transversales resultantes que actian en cada

seccién yacen en ese plano.
2. Variacién de la seccién transversal. La seccién transversal es constante o varia suavemente.

3. Normal. Las secciones planas originalmente normales al eje de la viga permanecen planas

y normales al eje longitudinal deformado después de la flexién, figura (6.13).

4. Energia de deformacién. Los elementos toman solamente en cuenta la energfa de
deformacién interna debida a flexién. Otros efectos como la deformacién transversal y

la fuerza axial se ignoran.

5. Linearizacién. Las deflexiones transversales, rotaciones y deformaciones se consideran

pequenas tal que las suposiciones de deformaciones infinitesimales sean aplicables.

6. Comportamiento eldstico. Se asume que el comportamiento del material es eldstico e
isotrépico. Vigas heterogéneas fabricadas con diferentes materiales, como el concreto

reforzado, no se excluyen.

q(x)

Seccidn transversal

f/l dr _b Eje neutro
Superficie neutra

Yz

‘ Plano simétrico

vz, w

e L

Figura 6.13: Elemento viga.

PVF

El campo de ecuaciones que definen el PVF en 0 < z < L de la teorfa de vigas de Bernoulli-Euler

son:
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Ecuaciones cinemadticas La rotacién 6 de la seccién transversal y la curvatura s del eje

longitudinal se definen como:

dw 0w do
- - - = 11
0 dx & 0?2 dx (6 )

Ecuaciones Constitutivas La relacién momento-curvatura es consecuencia de asumir una
distribucién lineal de deformaciones y esfuerzos sobre la seccién transversal, esto es:

M = Elx (6.112)

Ecuaciones de equilibrio Las ecuaciones de equilibrio se definen por las siguientes relaciones:

y_dM  av M
- dx dx  dx?

que son andlogas a las ecuaciones de equilibrio para placas, ecs. (6.11).

—q=0 (6.113)

Funcional de energia

Asumiendo que la compatibilidad en el funcional de energia general de placas, definido en la ec.
(6.20), se satisface a priori por las relaciones en la rotacién y en la curvatura dadas en la ec.

(6.111). Luego entonces el funcional de energfa funcional para las vigas de Bernoulli-Euler es:

11 (w) :/L E <%>TEI (%) —qw] do (6.114)

Este funcional de energia, que considera la energia debido a la flexién, tiene al campo de

desplazamiento transversal w (z) como variable independiente.

6.7.2 Aproximacién mediante el MEF

En la teorfa clasica de vigas, el desplazamiento transversal w se aproxima por la siguiente ecuacién

w (z) = Niwi + Nab1 + Naws + Nabp = Nd (6.115)

donde las funciones de interpolacién se definen por

M= o (200 3L 4 1) (6.116)
N, = % (La® — 2L%2% + LPz)

N3 = % (=22 + 3La?)

Ny o= & (2°L — L*2?)
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Substituyendo la ec. (6.115) en la ec. (6.114),

I1(d) :/L [% (a;%;l)TEI <8;%> — (Na)” q] dL (6.117)

La condicién para que el funcional de energia IT de la ec. (6.117) tenga un valor estacionario es
que, 01T = 0.

oI = g—g =0 (6.118)
Asi,
/ 82—NTE182—Ndd—/NTd—0 (6.119)
L 8%‘2 8332 v L qar = '
N’ N’
BT B
/ BYEIBdLd = / NTqdzx (6.120)
L L
K

Substituyendo las ecs. (6.116) en la ec. (6.119), se tiene la siguiente matriz de rigideces

1287 6EI _ 12EI 6EI
L3 L2 3 2
6ET AEI  _6EI 21
— L? L 12 I
K=\ e _em 1@ _e# (6.121)
L3 L2 73 .2
6EI 2EI  _6EI  4EI
L2 L 7.2 T

para la teorfa cldsica de Bernoulli-Euler.

6.7.3 Teoria de vigas de Timoshenko

El modelo de Timoshenko introduce el efecto de la deformacién por cortante transversal,
considera que la seccién transversal permanece plana pero no necesariamente normal a la

superficie neutra deformada, figura (6.14).

Seccidn transversal

Figura 6.14: Viga de Timoshenko.
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La descripciéon del comportamiento de la viga se mejora mediante la introduccién de dos
cantidades en cada punto del eje neutro, la deflexién transversal w y la rotacién 0 de la seccién
transversal, por lo que la deformacién por cortante se define por la diferencia entre la rotacién

de la seccién transversal y la pendiente del eje neutro.

Las ecuaciones que definen el PVF en 0 < x < L de la teorfa de vigas de Timoshenko son:

Ecuacién cinematica La rotacién 6 de la seccién transversal y la curvatura x de la deflexién

longitudinal del eje son:

_dw o0

=% "T&m

(6.122)

Ecuacién constitutiva Las relaciones momento-curvatura y cortante-deformacion se definen

COmo:
M = Elx (6.123)
v

donde V' es la fuerza cortante transversal, v = y(z) es la rotacién de cortante promedio sobre
la seccion transversal, p es el médulo de cortante y A; = kA el drea efectiva por cortante. El
factor k£ toma en cuenta las correcciones promediadas hechas por la distribucién del cortante de
deformacién a lo largo del peralte, e.g., para una viga con seccién transversal rectangular el valor

del k es usualmente 5/6.

Ecuacién de equilibrio La ecuacién de equilibrio es la misma que se define en para teorfa de
vigas de Bernoulli-Euler en la ec. (6.113).
Funcional de energia

Asumiendo que la compatibilidad en el funcional de energia general de placas, definido en la ec.
(6.20), se satisface a priori por una relacién fuerte en la curvatura y en las deformaciones por

cortante dadas en la ec. (6.122). Asi el funcional de energia para las vigas de Timoshenko es

190\ 90\ 1 (dw T (ow
I (w,0) = —|\=— ) EI|(=— e ——0) - d 6.124
(w, 6) /L [2 <8x> <8x> * 2 <8x ) “ <8x > qw] v ( )
donde o = 1A es la rigidez a cortante. Este funcional de energia, que toma en cuenta la energia

debida a flexién y la energia por deformacién a cortante, tiene dos campos independientes:

desplazamiento transversal w (z) y rotacién 6 (z).
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6.7.4 Aproximacién mediante el FEM

En la teoria de vigas de Timoshenko el desplazamiento transversal w y las rotaciones 0 se

aproximan en forma separada

w(z) = Nypw (6.125)
0(x) = Nyb

Sustituyendo la ec. (6.125) en la ec. (6.124),

(|1 (oNge\T  (ONgO\ 1 (ON,w T (9N, w
H(W,G)/L[§< P ) EI( o >+§< e —N90> o o —Ng0 | — gN,w| dz

(6.126)
La condicién de que el funcional de energia II de la ec. (6.126) tenga un valor estacionario es
que, 01T = 0.

ol oIl
oIl = w90 0 (6.127)
Asi,
o1l T (N, \ " N, \ " ON T
— = - —= ) Nybd v “wdr — [ NZIqdr =0(6.128
gw = o () Noves [oGr) Frwae [ Nar <0129
o1l ONg\" 9Ny T T 0N
— = — | EI—=0d Ny NyOdx — N dx =
20 /L<8x> oz “/Lo‘eex/Lo‘eaxw‘”O
Asumiendo una interpolacién lineal en los dos campos
Nw :NO = |: N1 N2 i| (6.129)
donde
N, — L—x
L (6.130)
Ny =T

Substituyendo la ec. (6.129) en la ec. (6.128), se obtiene la matriz de rigideces siguiente:

o _a a a
L L 2 b}
_a a _AG a
— L L 2 3
K= @ _a El oL _El_ aL (6.131)
2 2 L "3 T 7%
& Q EI al EI al
2 "2 "L t% TTF

para un elemento viga con interpolacién lineal correspondiente a la teoria de Timoshenko.

Es importante mencionar que la matriz de rigideces de la ec. (6.131) sélo se debe utilizar cuando
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las vigas son peraltadas, ya que su uso lleva a soluciones con problemas de atoramiento cuando
las vigas son no peraltadas. Este problema, de indole numérico ha sido resuelto en la literatura,

sin embargo, su estudio sale de los alcances de este trabajo.

6.8 Vigas con discontinuidades

Esta seccién presenta una extension de la formulacién para placas con discontinuidades interiores
definidas en la ec. (6.46) a elementos viga de las teorias de Timoshenko y Bernoulli-Euler.
6.8.1 Viga de Bernoulli-Euler

Cinemaética

En esta aproximacién se presenta un salto en el campo de las rotaciones [|f|], cuando una zona

de localizacién S aparece

= - dw
0(w) =0+ H [|0]] = 0+ Ms [10]) = —— + Ms [|0]] (6.132)
La curvatura se define como
00 _ 0w i dp() [10]
= 5 — 3 9 S == - S 1
"= or T on + s [16]] 02 O + 65 [|0]] (6.133)

- =l1e1] - ~[1e1]
RY Ky R Ky,

Suponga que la compatibilidad se satisface a priori por una relacién fuerte dada en la ec. (6.133).

Entonces, del funcional de energfa general para placas definido en la ec. (6.46) se tiene

L (0P op(@)[0]\" . (b Op() (6]
II (7] = = — ET — -w | dz(6.134
(w. 161} /le (G2~ 25 o1 (Gr — 22 ) g datoas
+ / Mgn[|0]] dr
S
Aproximacién mediante el MEF
El desplazamiento transversal regular se define por
w(z) = Nd (6.135)
donde Nd se define en la ec. (6.115), y ¢ es una funcién lineal dada por
x
=— 1
0=7 (6.136)

Substituyendo la ec. (6.135) en la ec. (6.134)

132



T
BT

L 2 k
T(d.fd]) = /0 % [a Nd  9¢[9]] (6.137)

Ox? ox

Nd _op[0]] |
Ox? ox
L 1
- [ d"NTqdo + 3 0 CHI (0]
0
La condicién para que el funcional de energfa IT de la ec. (6.114) tenga un valor estacionario es
que, 011 = 0.
oIl oIl
= =—-=0 6.138
od  0][9]] ( )
Asf

oIl (d, [|d]]) LN\ |9?°Nd  apll6] Lo
o /0 =) Pl 5= e K /ON gdz =0  (6.139)
N’
BT
O (d, [|d])) Lroopllo\" . [9°Nd  d¢]0]] T
ST /0 LY mr |25 - 22 e+ B[] =0
e
B,

Substituyendo la ec. (6.115) y (6.136) en la ecuacién anterior, se tiene la siguiente matriz de

rigideces, en forma incremental

2RI 6B 12BI _sEI 0 in b ={ P (6.140)
o Z o B oEgoh | HHH o
[ Kaa Kab ] d {_ Fext (6.141)
Kba Kbp [161] 0

Esta formulacién variacional proporciona matrices de rigideces simétricas, las cuales se pueden
condensar en forma estédtica, como se realizé en la ec. (5.38), lo que reduce el costo computacional

en la solucidn.

(Kaa — KabKp Kba)d = feat (6.142)
KK

Substituyendo los términos de la ec. (6.140) en la ec. (6.142), se obtiene la siguiente matriz de

rigideces condensada
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12E1 6E1 1251 6E1

L’ 2 I3 2 w1 F
6EI __E_|EL _8EI E_|EI ~ -
2 {4 E+CSL} L 2 [2 + E+C£L} L b | ) M (6.143)
_12E1 __6EI 12E7 __6EI : B I ’
3 .2 3 2 w2 2
6EI E_|EI _6EI E_|EI / '
ez {2+rch}T I {4—m}7_ 0 My

Suponiendo que la matriz constitutiva tangente C}S es nula, i.e., no existe transmisién de
momento flexionante en la zona de localizacién. Entonces, la matriz de rigideces definida por la

ec. (6.143) se transforma en

12E1 6E1 12E1 6E1 H ”
13 1.2 I3 2 w1 Fl
6ET1 3EI 6E1 3E1 % )
L D (6.144)
_12E1 _ 6EI 12E1 __6EI H F '
13 12 3 .2 w2 2
6E1 3EI 6F1 3EI % )
L2 L L2 L 02 My

Esta matriz rigideces con discontinuidades corresponde a una matriz de rigideces correspondiente
a una viga con una articulacién en el claro (figura 6.15), lo que demuestra que esta formulacién
simula adecuadamente la degradacién del material en la viga hasta que pierde totalmente
su capacidad para transmitir el momento en la zona de localizacién, i.e, formaciéon de una

articulacién donde el valor del momento es cero.

Figura 6.15: Elemento viga con articulacién.

6.8.2 Viga de Timoshenko
Cinemaética

La viga de Timoshenko con discontinuidades presenta un salto en el campo de desplazamientos

transversales [|w|] y otro en el de las rotaciones [|6]]

w (z) = + Hy [Jw|] = & + Mg [Jw]] (6.145)
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0(x) =0+ H,[|0]] =0+ Ms[|0]] (6.146)
La curvatura y la deformacion por cortante se define respectivamente por

80 00

= (2 0) - (%-9) + 8, [l

H [|0]] (6.148)

2< |

5

Si se supone que la compatibilidad se satisface a priori por una relacién dada en las ecs. (6.146)

y (6.147), por tanto, del funcional general de energia de placas definido en la ec. (6.46) se tiene

L(do\" L (dY |1
M fui) o1 —/L [5 (@) Bl (%) 2 <__ > <__9> e

+/ Msn [|0]] + Vsn [Jw|]] dT
S

dr  (6.149)

Este funcional tiene cuatro campos independientes, y satisface el equilibrio en forma débil.

Aproximaciéon mediante el FEM

La aproximacién del campo continuo de desplazamientos transversales y rotaciones se define por

0(x) = Neb—p 0] (6.150)
0(2) = Nyw—gp[ul]

Sustituyendo la ec. (6.150) en la ec. (6.149),

Ng& cp |9|)} I [d(NeH—cp[I@I])]

L
de — | (Nyw)" - qd 151
- | )" s (6.151)

T
[ ww$¢[\wy]>_(N99_¢[|9|])] a[d(Nwwd?Hw”)—<N99—so[|e|]> dx

Ly
0 2

o
]

La condicién para que el funcional de energia de la ec. (6.151) tenga un valor estacionario es que

[\Dl}—& l—|

i

s 0[]l + Vs - nflwl|]] dz

la diferencial con respecto a cada una de las variables independientes sea igual a cero
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0=

dN, [d(Nww—so [lwl[]) (6.152)

/L dx dz _<N99—<P[|9|])} da:—/LNﬁqu

OE/L [dZeTEI [d(Need—wcpHH!D] NTa [d(Nwwd;souwm

- (Moo= o1} || o

E/L_dc‘l’fa [d(Nw“’d;‘P (el —(NQG—LpHQH)] d:c—i—/OLVg-ndx

E/L [_dZCTEI [d(NeGC;PU@H)} +ola [d(Nwwd;SO wl]) (Nyf—p [|9|])” e
—i—/MS ndx

S

Sustituyendo las funciones de interpolacién Ny, Ny, v ¢, definidas en las ecs. (6.129) y (6.136)

respectivamente, en la ec. (6.152) e integrando, se tiene

(0% (07 (07 [0 (07 (07
T 1 2 -2 2 -2 w1 (B
_a o« a _a _a e 6,
I T 2 2 2 2 M
a a Bl oL _BI,al o EI _ oL wo !
2 2 L 3 L 6 2 L 6 _ P
_a _o _EBEI oL EI_ oL a EI _ al 0
2 2 L 6 L 3 2 L 3 M2
a _a Q Q Q T _Q
2 2 2 2 T +1Ch 2 [Jw]] 0
a o EI oL EI _ oL _a 1,0 T \ /
L 2 2 T ~% T 3 2 r+s+1Cy || ]
(6.153)

La matriz de rigideces para un elemento viga con discontinuidades interiores correspondiente a

la teorfa de vigas de Timoshenko. Esta matriz de rigideces es simétrica y se puede condensar

estaticamente.
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Capitulo 7

Discontinuidades interiores con

variacion lineal del salto

La generalidad de las formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores,
reportadas en la literatura, corresponden a elementos de deformacién constante las cuales
dependen de los desplazamientos nodales, e.g., Oliver (1996a), Garikipati y Hughes, (2000),
Jirdsek y Zimmermann (2001), Ferndndez (2002). Estas formulaciones consideran que el salto
de los desplazamientos es continuo dentro del elemento, lo cual podria generar la aparicién
deformaciones espurias durante el andlisis, y en consecuencia, una respuesta equivoca de la

estructura en estudio.

Para mejorar la cinematica de desplazamientos, Alfaite et al. (2003) desarrollan una formulacién
dentro del contexto de elementos finitos con enriquecimiento nodal considerando variacién lineal
del salto del campo de desplazamientos. Esta formulacién representan el salto mediante el
enriquecimiento de grados de libertad adicionales en los nodos existentes. Para comprobar la
efectividad de esta formulacién, en este capitulo se presentan ejemplos en los que se considera
movimiento de cuerpo rigido de las partes en que queda dividido el elemento debido a la presencia
de una discontinuidad, de los cuales se observa que cuando la direccién de la discontinuidad
coincide con los ejes de referencia globales, la relaciéon entre el salto con variacién lineal en la
discontinuidad y los desplazamientos nodales es satisfactoria, sin embargo, cuando la direccién
de las discontinuidades no estdn alineadas a los ejes de referencia globales, la formulacién no es

satisfactoria.

Por lo anterior, en este capitulo se desarrolla una formulacién que relaciona adecuadamente la
relacién entre el salto y los desplazamientos continuos en los nudos del elemento con la finalidad
de reducir el problema de deformaciones falsas (Fernandez, 2002) y asi obtener mejores resultados
en los andlisis. Finalmente, se discute la posibilidad de considerar saltos continuos o con variacién

lineal en los elementos finitos con discontinuidades interiores.
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7.1 Cinematica de la discontinuidad.

Sea un sélido continuo con dominio 2 y frontera 02, al cual presenta una discontinuidad I'g
(figura 7.1). Las condiciones de frontera son las tracciones prescritas en I'; de la frontera y
los desplazamientos prescritos en I'y, de tal forma que I't UT, = 9Q y I UT, = 0. El
campo de desplazamientos total se compone de la suma de la parte continua @ en 2, y de
la parte discontinua correspondiente al salto de los desplazamientos [|u (x)|] en la superficie de

la discontinuidad I'y.
u(z) = a(x) + Hra [[u (x)]] (7.1)

donde Hrg4 se define como:

de:HFd—(l—T), OSTS 1 (72)

El parametro escalar r define la manera en que se distribuye el salto dentro del dominio €2; si

r = 1, el salto se transmite de Q= a QT, Hry es la funcién de Heaviside en la discontinuidad I'y.

1xer
Hr, = 7.3
bd {0 x €0 (7.3)
i-(1-r)[u(]
Figura 7.1: Dominio €2 con una discontinuidad I'y.
El campo de deformaciones en el sélido que presenta una discontinuidad se define por:

€ = Vout+Hrq (V7 [lu]) en Q\S, (7.4)
e = Vout+Hrq (V7 [lul]) +d([lul®n) ensS, (7.5)

donde ® representa el producto diddico y § es la funcién Delta de Dirac sobre la superficie I'y. El
campo de desplazamientos y el de deformaciones son continuos en Q~ y QT (Q\S =Q-UQ™),

puesto que el término no acotado en la ecuacién (7.5) estd definido en S.
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7.2 Aproximacién con el método de los elementos finitos.

Sea un sélido con dominio, €2, que presenta una discontinuidad S, el cual se discretiza con
elementos finitos. Si uno de estos elementos con dominio ¢ presenta una discontinuidad que lo
divide en dos subdominios Q= y QF (figura 7.2). El salto, [|ul], en la discontinuidad, 4, dentro

de cada elemento se define como:

[luf] = {lu (s(x))[] w* (7.6)

donde s(x) es la coordenada tangente a la discontinuidad. En la figura 7.2 se muestra el sistema
local de referencia s, n; donde n, es normal a la discontinuidad. Si se considera que el salto varia
en forma lineal en funcién de s a lo largo de la discontinuidad [, éste de define por la siguiente

ecuacion :

[[u(s(x))[]=(D +gs) es + (C + ks) e, (7.7)

donde D, g, C' y k son constantes, e; y e, son los vectores unitarios de las direcciones s y n

respectivamente.

r(C+ks)en

N

Figura 7.2: Salto de desplazamiento en un elemento triangular con una discontinuidad.

El campo de desplazamientos, definido por ecuacién (7.1), se aproxima en forma matricial para

cada elemento finito e con n mediante la siguiente expresion:
1° = N¢2)a° en Q\I'y (7.8)
[luf)* = NG [s(z)] w® en I'q

donde N¢contiene las funciones de forma estdandar, N¢, las funciones de forma empleadas para
aproximar el salto [|ul], &° son los grados de libertad asociados a G, y w® son los grados de

libertad asociados a [|ul].
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Asumiendo que el campo de desplazamiento total, u = 4+Hrg [|ul], se aproxima por las funciones

de forma estdndar:

u® = N°¢=x)a® en Q\I'y (7.9)

donde a® son los grados de libertad asociados al desplazamiento total u. Puesto que el
campo de desplazamientos es continuo, la contribucién del salto debe de ser continuo sobre

los desplazamientos u®. Esto se cumple al proyectar el salto a los nudos n del elemento:

Hra[Jul] = N°Ha° (7.10)

donde H es una matriz de (2n x 2n), H=Hryl, e I una matriz unitaria de (2n x 2n). Los grados

de libertad enriquecidos estén dados por
a® =M, w° (7.11)
sustituyendo la ecuacién (7.11) en (7.10) se tiene

Hrg [Ju (x)]] = N¢(x)HMS,w* (7.12)

La ecuacién anterior relaciona el salto dentro de la discontinuidad con los desplazamientos en los

grados de libertad adicionales del elemento.

En la ec. (7.11), la matriz M¢, (2n x 2n,,), se define como:

e

wl
" 2
M¢ = Y (7.13)
Nion
donde N, son las funciones de forma definidas como:
ldf(y(”) fyi) sen o (y(") fyi) cos (y(") fyi) sen o _ (y(") fyi) cos «
e _
an_ (x(”)f:g") sen « ld*(x(”)jx") cos o (x(”)fdxi) sen o (x(")fxiﬂs cos (714)
lq lq B lq lq

donde I4 es la longitud de la discontinuidad I'd, « es el dngulo entre los ejes x y s ; n es el nimero

de nudos del elemento y n,, es el nimero de nudos por donde pasa la discontinuidad.

Sustituyendo las ecs. (7.12) y (7.8) en la ec. (7.1), se obtiene, para cada elemento que presenta

una discontinuidad, el campo de desplazamientos mostrado a continuacién:

u® = N°z) (& + HM{,w®) en Q° (7.15)
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7.2.1 Ejemplo de aplicacién.

En este ejemplo, se considera un elemento cuadrildtero con un salto w’, =0.10 en el nudo i de la
discontinuidad y los desplazamientos regulares @ = 0, por lo que el desplazamiento total u(z) en
los nudos se debe solamente a la contribucién del salto [|u (x)|], correspondiente a un movimiento
de cuerpo rigido en el elemento; ademds, se considera que r = 1, con la finalidad de que el salto

se concentre sobre QT (figura 7.3). Por lo anterior, de la ec. (7.15) se tiene que el desplazamiento

en los nodos estd dado por:

u® = N°HM¢ w* 0
ﬁp . 022
. ® I N O B
t I J
0088 | 0.001
S J |
. B | =
- 26.57° ’ 7
1.000 - 1000 | 2
) /// Q | — ////
// l — // -
—E e '
o 1.118 0;50
i :
O \— N ’ @
1.000 B
a) "

Figura 7.3: Elemento finito cuadrildtero: a) con discontinuidad y b) movimiento de cuerpo rigido

debido al salto normal wf,.

Los grados de libertad w® del salto [|u (x)|] en la discontinuidad son:

w 0
w’ 0.10

we = noA = 7.17
! 0 (7.17)
w% 0

La matriz M¢,, definida en la ec. (7.13), la cual relaciona el salto de los desplazamientos de la

discontinuidad con los de los desplazamientos regulares, para este ejemplo tiene los siguientes

valores:
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1.1 -0.2 -0.1 0.2

1.1 -0.2 -0.1 0.2
04 02 -04 08
ME¢ = (7.18)
0.7 06 03 -06
04 02 -0.7 038

0.7 06 03 -0.6

y la matriz H

(7.19)

oS O O O O O O O
S O O O O O O O
o O O O O o O O
o O O O O O O O
SO O O = O O O O
o O R O O O O O
S B O O O o o O
_ o O O O o o o

Sustituyendo M¢, y H en la ecuacién (7.16), se obtienen los desplazamientos en los nudos 3 y 4

debidos al salto w? dados a continuacion:
n

(

ul 0
u; 0
u? 0
2
0
- (7.20)
ul 0.06
) 0.02
ul 0.06
L [ 0.10 )

Los desplazamientos en la ec. (7.20) se muestran gréficamente en la figura 7.4, donde se
observa que el desplazamiento en la direccién y es el mismo que el salto w?, =0.10 normal
a la discontinuidad, lo cual al existir un movimiento de cuerpo rigido, esto no representa

adecuadamente la cinemética.

Este ejemplo muestra que la relacién entre el salto y los desplazamientos de los nudos del elemento

propuesta por Alfaiate et al. (2003) no describe correctamente la cinemética del cuerpo.
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Figura 7.4: Desplazamiento en los nudos debido al salto en la discontiniuidad: formulacién de
Alfaite et al. (2003).

7.3 Anadlisis y propuesta de una relacion entre el salto y los

desplazamientos regulares

En esta seccién se presenta la descripcion cinemédtica de un elemento que presenta un salto con
variacién lineal, se muestran diferentes configuraciones que podria tener un elemento finito de
las partes en que queda dividido por la presencia de la discontinuidad. El objetivo de este
andlisis es describir las posibles configuraciones que relacionan el salto en la discontinuidad
y los desplazamientos nodales, asi como, verificar la propuesta de Alfaite et al. (2003) para

relacionarlos.

Sea dos elementos cuadrildtero mostrado en la figura 7.5, el elemento 1 presenta una discon-
tinuidad en el centro, la cual se extiende del nudo 7 al j. Se considera que el elemento 2 es
de un material con un médulo eldstico muy pequenio, de tal manera que cuando el elemento 1
se deforma, el borde del elemento 2 lo hace conjuntamente con el del elemento 1 libremente.
Si se considera que en la discontinuidad S del elemento se presenta el salto de desplazamiento
w’, normal a la discontinuidad, y que no existen desplazamientos regulares (i(x) = 0), i.e., el
movimiento de las partes que queda dividido el elemento es un movimiento de cuerpo rigido,
pues en estos elementos con enriquecimiento nodal, los grados de libertad adicionales capturan
sélo los desplazamientos debido a el salto en la discontinuidad; por lo que sélo el salto en el nudo

1 induce desplazamientos en los nudos del elemento.

Caso 1. Se considera el nudo i fijo en la direccién s (w2 = 0) y al nudo j fijo en las direcciones

sy n (w) =w}, = 0), ademds, el salto se mantiene sobre el borde de los nudos 1y 4 (figura 7.6).

En este caso se observa que el salto w!, origina desplazamientos en la direccién y de los nodos 1
y 4, sin embargo, no es representativo, pues fisicamente, deberian existir desplazamientos en las

direcciones = y y en otros nudos.

143



@ © 96

D5

l @
kel
~d

Figura 7.5: Elemento finito cuadrildtero con discontinuidad y sistema de referencia local.

(5]

Figura 7.6: Cinemética del elemento considerando w} = w} = wy, = 0.

Caso 2. Se considera el nudo i fijo en la direccién s (wi = 0) y al nudo j libre en las direcciones
syn (Wﬁ # 0, wl, # 0), consecuentemente, el salto se mantiene sobre el borde de los nudos 1 y
4 (figura 7.7).

En este caso se observa que el salto w,i1 origina desplazamientos en la direccién y de los nodos 1
y 4, v en las direcciones z y y de los nudos 2 y 3, por lo que se generan desplazamientos en los
nudos 5 y 6. Sin embargo, este comportamiento no representa correctamente la cinemética de
un sélido con una discontinuidad, pues los nudos 1 y 4 deberian presentar desplazamientos en la

direccién x.
Caso 3. Se mantiene el salto en direccién del borde de los nudos 1 y 4, ademds, existe

desplazamiento del nudo i la direccién s (w’ # 0), figura 7.8.

En este caso, se observa que el salto w}, origina desplazamientos en todos los nudos, sin embargo,
en los nudos 1 y 4, s6lo genera desplazamientos en la direccién y. Por lo que no representa en

forma correcta el movimiento, pues deberia de existir desplazamientos en la direccién zx.
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Figura 7.8: Cinemadtica del elemento considerando el salto sobre el borde, ademds, wi # 0,

wh # 0y wh # 0.

Caso 4. Alfaite et al. (2003) propone la cinemdtica mostrada en la figura 7.9, donde el salto w’,

genera desplazamientos en los nudos 1, 2, 3 y 4.

En esta configuracién, se puede observar que el salto w!, genera los desplazamientos w, y w, sin
embargo, los desplazamientos en los nudos 1, 2, 3 y 4, no corresponden a los deplazamietos que
se tendrfan en caso de un movimiento de cuerpo rigido, pues deberfan de existir desplazamientos

en la direccién y de los nudos 2 y 3.
Caso 5. Existe desplazamiento en todos los nudos (figura 7.10).

En este caso, se observa que el salto Wﬁl genera desplazamientos en los nudos 1, 2, 3 y 4 en sus dos
direcciones, asimismo, se presentan desplazamientos en los nudos de la discontinuidad, pues en
i se presenta w’ y en j se presenta wl. Estos desplazamientos no son considerados en el trabajo
de Alfaite et al. (2003).

Del anélisis de los cinco casos mostrados anteriormente, se concluye que es necesario mejorar la
relacién entre el salto de desplazamiento en la discontinuidad y los desplazamientos continuos
de los nudos, para representar los saltos con variacién lineal en la discontinuidad. Pues en los

primeros tres casos, se observa que no existe una buena aproximacién, ademds, en el caso 4, la
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Figura 7.10: Cinemética del elemento considerando w’ # 0, w) %0y Wi, £ 0.

cinemética propuesta por Alfaite et al. (2003), donde la matriz M relaciona el salto [Ju|] con
los desplazamientos de los nudos que forman el elemento, no relaciona en forma satisfactoria los
desplazamientos. Por lo que en el caso 5, se propone mejorar la cinematica propuesta por Alfaite
et al. (2003), con la finalidad de reducir el problema de deformaciones falsas (Fernédndez, 2002),

y asi, obtener mejores resultados en los analisis.

7.4 Propuesta de una matriz para saltos lineales

Considérese el elemento de la figura 7.11a con una discontinuidad en su interior que parte del
nudo ¢ al nudo j de longitud Ly, el valor del salto en el nudo ¢ es me # 0y en el nudo j es

J
&

En consecuencia, los nudos del elemento presentan desplazamientos Ax,y Ays,.

} = 0 produce un movimiento de cuerpo rigido de las partes en que se divide el elemento.
El dngulo 6 se puede obtener de la siguiente relacion:

—H;fldu — 0 =sen " [Lw—liu (7.21)

Los desplazamientos ¢ de los nodos medidos a partir del nodo j se pueden calcular mediante la

senf =

siguiente relacion (figura 7.11b):
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Hﬁxl

Ax
a) b) c)

Figura 7.11: Descripcién del movimiento de cuerpo rigido debido a un salto dentro de un elemento
finito.

oxy, cosf —senf 0 Tin
0yn ¢ = | senf cosf 0 Yin (7.22)
0z 0 0 1 Zin

Los elementos del vector de la parte derecha de la ecuacién anterior se definen por la diferencia

de coordenadas del nudo j y n,

xjn = .’I}j — T
Yjin = Yj — Yn (723)

Zijn = Zj — Zn

donde n es el nimero del nodo correspondiente.

Para calcular los desplazamientos Ax,y Ay, producidos por el salto Hw%” ,de figura 7.11b y ¢

se obtiene la siguiente relacién:

Az, =xj —xy — 0T

(7.24)
Ayy, = Yj — Yn — 0Yn

Sustituyendo las ecs. (7.22) y (7.23) en la ecuacién anterior, se tiene el valor de los

desplazamientos Ax,y Ay, en funcién de las coordenadas de los nodos y el dngulo 6.

Axy = Tjn (1 — cos ) + yjn sen 6 (7.25)
Ay, = Yjn (1 — cos ) — xj, send

7.4.1 Ejemplos

1) Sea el elemento de la figura 7.12a, con una discontinuidad en el interior, el salto normal a la

discontinuidad me] produce un dngulo = 10°. Las coordenadas de los nudos son:
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T; = % Yi = %
_5 _ 1
Ti=% Yi=3
21=0 y =0 (7.26)
Tro = 0 Y2 = 0
r3=1% ys=1
0.12083 0.04775
® | r
\ 2 |
‘ 3
[ S J
y — 0.03401
@ e 1
@ 105535
X —— = 0.07054
a) b)

Figura 7.12: Movimiento de cuerpo rigido producido por un salto dentro de un elemento finito.

Sustituyendo el valor de las coordenadas nodales en la ec. (7.25) se obtienen los desplazamientos

de cada nodo, éstos se muestran acotados en la figura 7.12b.

2) Considere que la discontinuidad en el elemento del ejemplo anterior se propaga en un elemento
vecino (figura 7.13a), el salto normal a la discontinuidad Hw}lﬂ produce un dngulo § = 10°. Las

coordenadas del nudos k y 4 son:

1
Y = 3

v 10 (7.27)
4 — .

8 B
N

I
I o~

Sustituyendo el valor de las coordenadas nodales en la ec. (7.25) se obtienen los desplazamientos

de cada nodo, estos se muestran acotados en la figura 7.13b.

Para considerar la posibilidad de que el salto se distribuya sobre los subdominios 27 y 7, como

se define en la ec. (7.2), con base a la ec. (7.12), la ec. (7.25) se define como

Az, _ N, 0 H 0 Zjn (1 — cosb) + yjn send HW%H (7.28)
Ay, 0 N, 0 H Yjn (1 —cosB) — zj, send
donde N,, son las funciones de forma de nudo n.

En la ec. (7.28) el dngulo 6 se calcula como
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0.06041 — «? @
= 0.07561
a) @ b)
Figura 7.13: Movimiento de cuerpo rigido en el caso de dos elementos vecinos.
H [|w! H [|w?
senf = M —  =sen ! M (7.29)
Lq Lq

Para validar la ecuacién anterior, se calculan los desplazamientos de los nodos del ejemplo de la
figura (7.3), el cual se realizé con la ec. (7.12), se considera que r = 1, con la finalidad de que

el salto se concentre sobre Q7. Los desplazamientos nodales se muestran en la figura, .

; 002625 »W« 0.02227

@

Figura 7.14: Movimiento de cuerpo rigido en un elemento ciadrildtero.

De lo anterior, se concluye que la expresion de la ec. (7.28) representa adecuadamente la
relacion entre los saltos me en modo de falla I y los desplazamientos nodales. Esta expresion
debe depender solamente del salto, de otra forma se tendrian mds incdgnitas, pues también
depende del de las funciones sen@ y cosf. La primera se puede expresar en funcion del salto y
la longitud de la discontinuidad como en la ec. (7.29), sin embargo, no es posible con la funcion

cos 0, por lo que se obtiene de una serie de Taylor.

Si una funcién f (x) con derivadas de orden n en un punto z, esta se puede expresar como una
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serie de Taylor T;, f por la formula

" fR) (g
L) = Y7 kf @~ a0)* (7.30)
k=0
x "(x "(z ") (2
_ f(o!O)‘i‘fg'O)(fL'_x)+f§!0)(w_$0)2+ f n(' )(.’L'—ZL‘())

Sea la funcién definida por,

f(z)=+1—2a? (7.31)

que se aproxima por la serie de la ec. (7.30) cuando el valor de zp = 0, se tiene

2 4
Ji—@—1- 3 (7.32)

Para determinar la funcién cos € en funcién de sen 8, se aproxima mediante una serie la ecuacién

siguiente:

2 4
\/1—sen29:1—sen9—3sen9—...:cos6 (7.33)

2! 4!

De la ecuacién anterior, se define la expresién siguiente:

sen?0  3sen*f
ST
Sustituyendo las ecs. (7.29) y (7.34) en la ec. (7.28), se obtiene:

Azyp _ 1Ny 0 H 0 Yin y
{Ayn}_Ld[O Nn][() HH_%}UTJ (7.35)

(1 —cosf) =

(7.34)

1 | N, O H? 0 Tin 172
TR i 7.36
2012 | 0 Nn] [ 0 K ] { Yjn }Hwnﬂ (7:30)
N 4 | N, O NHY 0 Tjn [ H4
A3 0 N, 0 NHY || wn !

Con esa expresiéon aproximada con la serie de Taylor, se calcularon los desplazamientos nodales
de los elementos de las figuras 7.13 y 7.14, obteniendo errores maximos del 0.17%, por lo que
esta formulacién relaciona en forma adecuada el salto de desplazamientos con los desplazamientos
nodales. Su implementacién generarfa un gasto computacional adicional, el cual no serfa una
limitante. Sin embargo, en la figura (7.10) se observa que el salto de la discontinuidad inducen
desplazamientos en el borde del elemento vecino, en este caso al centro del elemento. Estos

desplazamientos a su vez generan deformaciones en esa zona, los cuales si se trata de un elemento

150



de deformacién constante no se representan en la formulacién, como resultado en este elemento

los esfuerzos, que dependen de las deformaciones, podrian ser equivocos.

La generalidad de las formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores
reportadas en la literatura, son en elementos de deformacion constante que dependen del
promedio de los desplazamientos nodales, e.g., Oliver (1996a), Garikipati y Hughes, (2000),
Jirdsek y Zimmermann (2001), Ferndndez (2002). El mejorar la cinemética de un salto constante
por uno con variacién lineal, se refleja en el cédlculo de las deformaciones continuas, las cuales
serfa muy semejantes si se emplea un elemento de deformaciones constantes. Para determinar
el estado de esfuerzos en estos elementos se recurre a un Modelo Constitutivo, el cual puede
tener como variables independientes las deformaciones o el salto de desplazamientos. Si se tienen
las deformaciones como variables independientes y se trata de un elemento de deformaciones
constantes, el estado de esfuerzo en el elemento es semejante si el salto es constante o varia en
forma lineal. Si en el elemento que contiene la punta de la discontinuidad, se tiene el salto como
variable independiente en el Modelo Constitutivo (relacién traccién-salto), el estado de esfuerzos
se puede calcula en uno o dos puntos a lo largo de la discontinuidad, en el caso de un sélo punto
tendria que ser al centro, el salto en ese punto serfa similar a un elemento con salto constante,
si se integra en dos puntos posiblemente el estado de esfuerzos en el elemento tenga una mejor

aproximacion.

Recientemente, Manzoli y Shing (2006) desarrollaron un elemento con variacién lineal del salto,
en el que calculan el estado de esfuerzos en dos puntos dentro de la discontinuidad, realizan
simulaciones numeéricas que comparan con los resultados de un elemento mixto formulado en el
mismo trabajo. Serfa deseable comparar un elemento con saltos continuos y con variacién lineal,

lo anterior estd fuera de los alcances de este trabajo de investigacién.
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Capitulo 8
Tratamiento de la propagacion

En el desarrollo de modelos numéricos para la solucién de problemas en la mecédnica de sélidos
que involucran discontinuidades, uno de los factores que pueden tener gran importancia es el de
la propagacién, la cual depende no sélo de los criterios para definir el inicio de una discontinuidad
y de su direccién de de propagacién, sino también, de la correcta formulacién de un algoritmo

computacional.

Algunas aproximaciones propuestas en la literatura consideran la determinaciéon o trazado
correcto de una discontinuidad en un sélido, como un elemento bédsico para la evaluacién del
comportamiento postcritico del sélido. Tal es el caso de la Mecédnica de Fractura que calcula
la direccién de propagaciéon de una grieta con diferentes métodos como: el esfuerzo principal
méximo, la tasa mdxima de la energia liberada y la tasa minima de la densidad de energfa de
deformacién. Otras aproximaciones, como la de los modelos de agrietamiento distribuido, no
requieren del trazado explicito de la discontinuidad, sino que aparece siguiendo la trayectoria de

los elementos que presentan dano.

En el caso del Modelo de Discontinuidades Interiores, es necesario determinar la posicién
geométrica que ocupa la discontinuidad y su evolucién durante el andlisis, puesto que del
seguimiento de la(s) discontinuidad(es), depende el comportamiento mecdnico del continuo. En
la literatura se documentan diferentes métodos para el seguimiento de las discontinuidades, entre

las principales se encuentra la del vector de nivel asignado, seguimiento local y seguimiento global.

En el método del vector de nivel asignado (Ventura et al. 2003), la posicién de la discontinuidad
se describe por la posicién de la punta, y por una funcién vectorial que describe la trayectoria de
la discontinuidad. Esta segunda se forma por una funcién de distancia dada por la proyeccién del
punto més cercano a la superficie de la discontinuidad, y su gradiente. Estas funciones se definen
en una banda estrecha que contiene la discontinuidad. La actualizacién de los valores nodales
de la funcién, cuando la discontinuidad se propaga, se realiza por operaciones geométricas. Este

procedimiento ha sido empleado para propagar grietas en el método de malla libre de Galerkin.

En este capitulo se describen dos procedimientos algoritmicos para la propagacién de las

discontinuidades, el de seguimiento local, que se caracteriza porque durante el proceso del
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andlisis verifica si alguno de los elementos vecinos a un elemento que presenta una discontinuidad
satisfacen un criterio de falla, posteriormente, propaga la discontinuidad con una direccién de
propagacion calculada en algin punto del elemento o con el promedio de varios puntos. El otro
procedimiento es el de seguimiento global, que se caracteriza porque primero determina todas
las posibles direcciones de propagacién en el continuo, y posteriormente, activa sélo aquellos
segmentos de lineas de discontinuidad donde los elementos satisfacen un criterio de falla. Se
presenta un algoritmo de seguimiento de discontinuidades del tipo global desarrollado por Oliver
et al. (2002b) para el trazado de discontinuidades en sélidos que ha mostrado ser robusto y
eficiente para el andlisis de problemas tipicos en el campo de la mecénica del dano computacional.
Al final del capitulo, se presenta un procedimiento para el seguimiento de las discontinuidades
con base en el seguimiento local, en el que la direccién de propagacién se calcula con el estado de
esfuerzos recuperado por el método del parche de recuperacion siperconvergente (Zienkiewicz y
Zhu, 1992).

8.1 Seguimiento de discontinuidades

Para determinar el instante en que se presenta(n) la(s) discontinuidad(es) y su seguimiento en
la simulacién de proceso de falla en materiales, se necesita desarrollar algoritmos que requieren

los siguientes elementos:

1) Criterio de falla. Es aquel que define el momento en que se presenta una discontinuidad
en un punto material de un sélido. El criterio de falla m&s simple considera que ésta se
inicia cuando se alcanza el limite eldstico del material dado por un criterio de fluencia o
de dano. En andlisis méds elaborados, la propagacién de una discontinuidad puede iniciarse
después del régimen eldstico cuando ocurre la bifurcacién (pérdida de elipticidad) de las
ecuaciones que gobiernan el problema y aparece una discontinuidad, por ejemplo: Rice
(1976) y Runesson et al. (1991).

2) Direccién de propagacién. Define la trayectoria de la discontinuidad en un punto del
sélido. La manera mds simple de obtener esta direccion, es considerar que la discontinuidad
se propaga en la direccién ortogonal al esfuerzo principal médximo. Un anélisis més riguroso

y sofisticado para determinar la direccién de propagacién es un anélisis de bifurcacion.

Considere un cuerpo en dos dimensiones que debido a la accién de cargas externas, experimenta
en su interior discontinuidades en el campo de desplazamientos. En la figura 8.1 se ilustran las
trayectorias de estas discontinuidades las cuales se denotan por S; i € {1,...n4} donde ng es en
nimero de discontinuidades, los puntos raiz r,,, son aquellos puntos materiales donde inicia una

discontinuidad cuando se satisface un criterio de falla.

Para realizar el seguimiento de las discontinuidades existen estrategias en la literatura para ele-
mentos finitos con discontinuidades interiores, las cuales se pueden clasificar como: Seguimiento

Local y Seguimiento Global
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Figura 8.1: Trayectorias de discontinuidad en un sélido.

8.2 Seguimiento Local

Con este procedimiento para dar seguimiento de una discontinuidad durante la simulacién del
proceso de falla en un sélido, primero se determinan los puntos materiales que satisfacen un
criterio de falla, posteriormente, se trazar la discontinuidad en el sélido con la direccién de

propagacion, la cual se obtiene en un punto del elemento o con el promedio de varios puntos.

La estrategia de seguimiento local para propagar una discontinuidad existente o para determinar

el inicio de una discontinuidad nueva se requieren los siguientes elementos:

1. Identificacién de la raiz r;. Cualquier elemento e, que satisface un criterio de falla,
se denomina como un elemento rafz, y es uno donde inicia una nueva discontinuidad
S;, siempre que no existan en su frontera I'° puntos de inicio de discontinuidad Ig,
ie{l,...,ng— 1} (figura 8.2).

2. Propagacién de una discontinuidad S5;. La propagacién de una discontinuidad se
puede realizar mediante un algoritmo geométrico (figura 8.2). Dada la punta de una
discontinuidad Ig; y una direccién de propagacién (&), en un elemento vecino Q¢ que
satisface un criterio de falla, el seguimiento de la discontinuidad se realiza con los siguientes

pasos:

e Trazo de una linea con direccién 7 que pase por I S, -
e Determinacion el punto de final Og;.

e Consideracién de la posicién geométrica del punto Og,, como el punto de inicio de la

discontinuidad I, para un elemento vecino e + 1.

Esta estrategia es simple, robusta y confiable, cuando se trata con una discontinuidad, se ha
empleado en forma adecuada en trabajos como los de Oliver 1996, Oliver et al. 1999 y Oliver

et al. 2002a. Sin embargo, en el caso de presentarse varias discontinuidades, esta estrategia
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Puntos de integracion

Figura 8.2: Seguimiento local de una discontinuidad

no es del todo adecuada, pues si durante el andlisis un elemento vecino a uno que contiene una
discontinuidad satisface un criterio de falla, mediante este algoritmo de propagacién no es posible
identificar si se trata de un nuevo elemento raiz, o si la discontinuidad existente se propagara
dentro de ese elemento. Este algoritmo requiere del uso del arreglo que contiene las incidencias
de los elementos finitos, para conocer aquellos en los que coinciden los bordes del elemento con

los de la discontinuidad.

Para calcular la direccién de propagacién 7(¢), en los elementos vecinos al que contiene una
discontinuidad S;, generalmente se emplea un criterio que involucra el estado de esfuerzos o un
criterio de bifurcacién en los puntos de integracién del elemento. El considerar que el estado
de esfuerzos en un punto del elemento finito es representativo de lo que ocurre en el tramo
de la discontinuidad que pasa por dicho elemento, puede llevar a una respuesta equivoca de
la estructura, pues la discontinuidad no se localiza en punto donde los esfuerzos se conozcan

adecuadamente (como lo es un punto de integracién gaussiana).

Para tratar de aliviar este problema Alfaiate et al. (1997) y Alfaiate y Pires (1999), calculan
el estado de esfuerzos en la punta de la discontinuidad como el promedio de los esfuerzos en
dos puntos de integracién, localizados en cada lado del borde donde se encuentra la punta de
la discontinuidad. Wells y Sluys (2001) emplea una funcién de peso para calcular el estado de
esfuerzos en la punta de discontinuidad con el que calcular el vector normal de la discontinuidad.
Ferndndez (2002) propone un célculo no local de la orientacién de la discontinuidad, a través
de una recuperacion de los esfuerzos en el punto de interés utilizando la informacién de ciertos
elementos vecinos. Esto mediante la definicién de un parche que contiene los elementos vecinos
a la discontinuidad, calcula el estado de esfuerzos en el centro geométrico de cada uno de los
elementos del parche y por medio del procedimiento estdndar de Minimos Cuadrados, obtiene
el estado de esfuerzos en la punta de la discontinuidad, con el que calcula la orientacién de la

discontinuidad.
En problemas en tres dimensiones, las discontinuidades se presentan como superficies, donde
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la estrategia de seguimiento local presenta dificultades para coincidir estas superficies de
discontinuidad entre elementos vecinos, pues para propagarlas se necesita un punto y una normal

o dos lineas, lo que puede generar un nimero indefinido de superficies (Chaves, 2003).

8.3 Seguimiento Global

Como alternativa a la estrategia de seguimiento local, se tiene el de seguimiento global,
que determina todas las lineas (en dos dimensiones) o superficies (en tres dimensiones)
de discontinuidad, posteriormente identifica entre ellas las que se encuentran activas, que
corresponden a las lineas de discontinuidad que atraviesan al menos un elemento que satisface

un criterio de falla.

El criterio de seguimiento global se basa en encontrar una funcién que describa todas las lineas de
discontinuidad en el medio, para construir de esta funcién se tiene la condicién que su gradiente
sea ortogonal a la direccién de propagacién en los puntos materiales del sélido. Estd direccién
se calcula mediante algin criterio, inclusive en los elementos donde ain no se alcanza un estado
critico de bifurcacién. El seguimiento global determina implicitamente las direcciones de las
lineas de discontinuidades con base en las direcciones de propagacién calculadas en todos los
elementos con los que se discretiza el continuo, a diferencia de los trabajos de Alfaiate et al.
(1997), Alfaiate y Pires (1999), Wells y Sluys (2001) y Fernandez (2002) que calculan el estado
de esfuerzos aproximado en la punta de la discontinuidad con los esfuerzos de los puntos de
integracion de los elementos vecinos, y posteriormente, determinan la direccién de propagacién

de la discontinuidad con el estado de esfuerzos aproximado.
El criterio de seguimiento global se describe a continuacién (Oliver et al. 2002b):

1. Trazo de todas las posibles trayectorias de discontinuidad existente. Si en cada
punto x de una discontinuidad S;, la tangente 7, representa el vector de propagacién,
entonces S; son los segmentos de la familia de curvas envolventes del campo vectorial 7 (x, t)
(ver figura 8.3a). Si se asume que estas envolventes se pueden describir por la funcién ¢ (x),
entonces sus valores (¢ (x) =cte) definen todas las lineas posibles de discontinuidad como
(figura 8.3b):

Si={xe® ¢x) =ds} (8.1)

donde ¢g, es un valor constante que se considera como identificador de la linea de discontinuidad.
Por la forma en como se plantea el artificio de propagaciéon de discontinuidades, Oliver et
al. (2002b) denominan los valores de ¢g,, como valores de temperatura, i.e., cada isolinea
corresponde la curva que tiene el mismo valor de temperatura. En el contexto de elementos

finitos, el algoritmo calcula los valores nodales de qb(”).
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Elemento raiz s

Figura 8.3: Seguimiento global de discontinuidades.

2. Determinaciéon de la raiz, r;. Cualquier elemento e, que satisface un criterio de falla,
se considera como un elemento raiz r;, de una nueva discontinuidad S,,4, siempre y cuando

el elemento no presente alguna otra discontinuidad S; € {1,...,n4}.

3. Determinacién de los valores que identifican las discontinuidades activas. Para
cada elemento raiz r;, se puede considerar que la trayectoria de la discontinuidad pasa por
el centro del elemento (figura 8.3b). Consecuentemente, el valor de ¢ (x) correspondiente,

que identifica la discontinuidad, es el promedio de los valores en los nodos del elemento

raiz.
1 n
—— (m)
bs; =~ 0 (82)
m=1
donde n corresponde al niimero de nodos del elemento. Los valores de ¢g, i = 1,...,ng identifican

las lineas de discontinuidad correspondientes.

4. Determinacién de la posicién de una discontinuidad dentro de un elemento.
Una vez que se conoce el valor de ¢ (x) en los nodos qﬁ(m), y el valor que identifica la
discontinuidad ¢g,, la posicién de S; dentro del elemento e, se puede determinar mediante

el siguiente algoritmo (figura 8.4):

e Determinacién de los bordes con cambio de signo de ( ¢{™ — bs,)-
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e Para cada uno de estos bordes calcular la posiciéon de S; mediante interpolaciéon lineal.

Figura 8.4: Trazo de una discontinuidad dentro del elemento.

5. Fijacién de las partes consolidadas de las trayectorias de discontinuidad. En los
elementos que satisfacen un criterio de falla, el valor nodal qﬁ(m) se fija para los siguientes

pasos del andlisis. Esto consolida las trayectorias de discontinuidad activas en el medio.

8.3.1 Planteamiento del seguimiento global como una ley de conservacién

Para trazar todas la posibles trayectorias de discontinuidad definidas en la ec. (8.1) con
el algoritmo de seguimiento global descrito anteriormente, si se supone que las envolventes
del campo vectorial T descritas por la funcién ¢ (x) corresponde a una cantidad conservada

(potencial) cuya ley de conservacién se define como:

%Q/MQ:—/q-udFJFQ/QdQ (8.3)

Fq
donde el flujo q, es la velocidad de transferencia por unidad de superficie y @ la velocidad por

unidad de volumen a la que se genera o desvanece ¢ en cada punto del dominio.

La energia de ¢, fluye en la direccion —V¢ con la magnitud K- |V¢|, donde K es el coeficiente

de conductividad del material, pues el flujo esta relacionado con el gradiente de ¢. Tal que:

9

Az = _kxa_f

4=k = a=-K-V¢ (8.4)
9

4z = _kza_f

Si en la ec. (8.3) se emplean el teorema de divergencia,
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/q- vdl = /v.qu (8.5)
Q

Ty

se obtiene la siguiente ecuacién de equilibrio

d
: .q = 8.6
dtd) +V.q=0Q (8.6)
sustituyendo la ec. (8.4) en la ec. (8.6), se obtiene

d
=0 =K-Ad+Q (8.7)

donde A =V? es el operador de Laplace. Esta ecuacién diferencial parcial corresponde a la

ecuacién de problemas de conservacion, cuyo PVF se puede resumir como (figura 8.5):

a) q=-K-V¢ enQ Compatibilidad
b) %qﬁ +Vgq=0Q en{ Equilibrio (8.8)
¢) p=0" en I'y, Condicién esenciales de frontera .
d) q-v=dq* enI';  Condicién natural de frontera
Figura 8.5: Problema de conservacién, con K isotrépico.
El funcional para el problema definido en la ecuacién anterior estd dado por:
1
(o) :/§¢VT-K-V¢dQ—/¢-QdQ— /¢>.q*dr (8.9)
Q Q Ty

que contiene como condiciones de estacionaridad, las ec. (8.8b — ¢), puesto que compatibilidad

entre el potencial y el flujo de la ec. (8.8a) se satisface a priori.
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8.3.2 Planteamiento para determinar las lineas de discontinuidad

En esta seccién se presenta el procedimiento para obtener las envolventes del campo vectorial
T (x), que define las direcciones de propagacién en los puntos materiales x del dominio 2 en dos

dimensiones. Si se asume que T (x) es un campo vectorial unitario, i.e.:

ror=|r|*=1 (8.10)

El objetivo de esta formulacién es encontrar una funcién ¢ (x) cuyas lineas de nivel, definidas en
la ec. (8.1) sean envolventes de 7. Puesto que el gradiente de las envolventes son ortogonales a

T (x), la funcién ¢ (x) debe ser solucién de la siguiente ecuacién diferencial:

Vo (x)=0 en (2 (8.11)
Multiplicando con el producto diddico la ec. (8.11) por T, se tiene
(Te71) Vo (x) =KV (x) =0 (8.12)
que corresponde a la ecuacién de flujo q en una ley de conservacién

q =K.V (x) (8.13)

Para el caso de régimen de flujo estacionario o permanente y que no existen fuentes internas @,

%gzﬁ(x) =0 enQ (8.14)
Q=0 enQ (8.15)

el equilibrio de la ec. (8.6) y el flujo en la frontera en la ec. (8.3) se definen por
q-v=0 enT, (8.16)

V.gq=0 enf (8.17)

Sustituyendo la ec. (8.13) en la ec. (8.17) se tiene la ecuacién de Laplace

ANd(x)=0 en () (8.18)

En este caso de seguimiento global el valor de ¢ =cte representa el valor que identifica las lineas

de discontinuidad y K7 es un tensor anisotrépico de conductividad definido por:

K- (r (x)] = [r @ 7] = [ :j Tj}’ ] (8.19)
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Los valores del vector T se obtienen de un criterio para determinar la direccién de propagacién

que puede ser un andlisis de bifurcacion.

Con las consideraciones de las ecs. (8.14) y (8.15), el problema de valores en la frontera de la ec.

(8.8), se puede definir como® (figura 8.6):

a) q=-Kr-V¢ enQ Compatibilidad
b) V.q=0 en ) Equilibrio (8.20)
¢) p=0¢" en 'y Condicién esenciales de frontera '
d) q-v=0 enI';,  Condicién natural de frontera
v-q=0
%%
\ v
Y
s I4=(q-v=0)
Figura 8.6: Problema de conservacién con K anisotrépico .
De las ecs. (8.15) y (8.16), el funcional de la ec. (8.9) se reduce a
1
() = /§¢VT Kt - VodQ (8.21)
Q

que proporciona como condiciones de estacionaridad el PVF definido en la ec. (8.20),
considerando que la compatibilidad entre el potencial y el flujo de la ec. (8.20a) se satisface

a priori.

Para obtener un valor estacionario del funcional de la ec. (8.21), se realiza una aproximacién
con el método de los elementos finitos. En este caso la variable independiente es el potencial ¢,

que se aproxima como:

¢(x) = N¢ (8.22)

Donde N son las funciones de interpolacién, ¢ son los valores nodales del potencial. Sustituyendo

la ec. (8.22) en el funcional de la ec. (8.21), derivando respecto a ¢ e igualando a cero:

'La ec. (8.20b), corresponde a un problema de Laplace.
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nelementos

> / [NV .K-VN]dQp = 0 (8.23)
n=1 Qe
K¢ = 0

Las ec. (8.23) definen el problema de conservacién lineal, para este caso corresponde a la ecuacién
de Laplace, que se tiene que resolver en cada paso del andlisis. En la solucién de esta ecuacién se
pueden presentar el problema de una matriz singular y de la solucién trivial o constante (¢ = 0
6 ¢ =cte). Note que la solucién en del tipo constante indicaria que en todos los nodos se tiene el
mismo valor, en consecuencia se tendria una banda la cual no seria 1til para darle seguimiento

a la discontinuidad.

Con la finalidad de evitar problemas de singularidad (el determinante de |K (7 (x))| = 0 ) durante
la simulacién numérica, el tensor de conductividad de la ec. (8.19) se modifica de la siguiente

manera:

Ke=T ® 7+€l (8.24)

Donde 1 es el tensor unitario y €2 es un valor constante, lo suficientemente pequefia para satisfacer

la ec. (8.12), pero lo suficientemente grande para evitar la singularidad de K.

Para tener una solucién diferente a la trivial ¢=0 en la ec. (8.23), el valor del ¢ se prescribe en
un nodo, y para evitar soluciones del tipo ¢ =cte., se prescribe un nodo adicional. Puesto que los
valores de ¢ se utilizan para identificar las discontinuidades, los valores prescritos de potencial

¢* son irrelevantes siempre que no se ubiquen en dos puntos de la misma isolinea.

Este artificio para el seguimiento de la discontinuidad da resultados aceptables, pues determina
en forma global las posibles lineas de propagacion, y activa durante el proceso de anilisis, los
segmentos de discontinuidades en los elementos que satisfacen un criterio de falla. Lo anterior se
debe a la construccién del tensor anisotrépico de conductividad de la ec. (8.19), puesto que, como
se menciond anteriormente, la energia de ¢,en este caso el valor que identifica la discontinuidad,

fluye en la direcciéon —V¢, con la magnitud K- |V¢|.

8.3.3 Estrategia de seguimiento propuesta

Puesto que la técnica de seguimiento global puede requerir de un gasto computacional adicional
en cada paso del anélisis, es este trabajo se emplea una estrategia con base en el seguimiento local,
se recupera el tensor de de esfuerzos en la punta de la discontinuidad mediante el método del
parche de recuperacién superconvergente (Zienkiewicz y Zhu, 1992), con este estado interpolado

se calcula la direccién de propagacion de la discontinuidad.

2Oliver et al.(2002b) emplean un valor de e = 1075 .
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En el andlisis de sélidos con una formulacién de desplazamientos del método de los elementos
finitos, generalmente el estado de esfuerzos aproximado, o, que se conoce en los puntos de
integracion, es discontinuo entre elementos. Considere un sélido discretizado o en una zona
de interés como la delimitada por el parche de elementos finitos cuadrildteros en la figura 8.7

asociados a un nudo 3.

77
<

Iz"‘“ﬁ"""";‘
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Figura 8.7: Parche asociado a un nodo base.

El error local de la aproximacién del estado de esfuerzos se define por.

€y =0 — 0, (8.25)

donde el tensor de esfuerzos o, corresponden a la solucién exacta, los cuales son continuos y
suavizados entre elementos. Si se define la norma cuadrética del error local de la ec. (8.25)

Ccomao:

||eg\|2:/ﬂegegdx9 (8.26)

Para aproximar los esfuerzos o, con una expansién polinomial se tiene

o= Pa (8.27)

donde P, contiene polinomios de interpolacién y a es un vector de pardmetros desconocidos. Para

problemas en dos dimensiones se emplea la siguiente aproximacién.

P=[1 z y uxzy (8:28)

a=lag a1 a2 ag (8.29)

Para recuperar el estado de esfuerzos continuo, o, a partir de la solucién aproximada, oy, el
problema se plantea como el minimizar el error entre estos definido en la ec. (8.26), mediante la

determinacién de la funcién de la ec. (8.27) que extremize el siguiente funcional:

n

M,=> (0—0n)’+a Zn: / (Vo — b)?dQ (8.30)
n=1

n=1
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donde 7 es el nimero de puntos donde se conocen los esfuerzos, oy, el pardmetro adimensional,
a, es una constante de penalizacién . El primer término de la ec. (8.30) representa el funcional de
minimos cuadrados que calcula el error entre los esfuerzos suavizados y los esfuerzos aproximados.
El segundo término de la ec. (8.30) representa un funcional de penalizacién, con un valor de
«, suficientemente grande tal que el gradiente de los esfuerzos continuos o, se aproximen a las

fuerzas de cuerpo b, para garantizar el equilibrio.

Sustituyendo la ec. (8.27) en la ec. (8.30), se tiene

n

M= (Pa—op)’ +ai1/e (VPa—b)*dQ (8.31)

n=1

Para tener un valor extremo de este funcional se deriva con respecto a a y se iguala a cero:

81‘[8 n n
- :E:Pﬁh—aw+a§:/?VPGUM—b%:0 (8.32)
i=1 n=1
Asi
i PPa + i VPVPa = i Poy, + i V Pb (8.33)
i=1 n=1"¢ i=1 n=1"¢
(ZPP—#—@Z/ VPVP) a = ZPah—i—aZ/ VPb
i=1 n=174 i=1 n=1"7¢

Aa = b (8.34)

El sistema de ecuaciones de la ec. (8.34) se resuelve para obtener los valores de a. Estos valores,
se sustituye en la ec. (8.27) con la que se recupera un estado de esfuerzos suavizado en todos los

puntos del parche.

El procedimiento de seguimiento en este trabajo se basa en el seguimiento local, e.g., Oliver
1996, utilizado por Alfaiate et al. (1997), Wells y Sluys (2001), Ferndndez (2005), la diferencia
en este trabajo, es que para calcular la direccién de propagacién de la discontinuidad, se emplea
el tensor de esfuerzos recuperado con la solucién del funcional de la ec. (8.30). El algoritmo de

propagacién consiste de los siguientes puntos:

1. Identificacién de un elemento raiz r;. Cualquier elemento e, que satisface un criterio
de falla, se denomina como un elemento raiz. En este trabajo se considera que la falla se

produce dominantemente en Modo I, por lo que se emplea el siguiente criterio de falla:

on—fi <0 (8.35)

donde o, corresponde al esfuerzo normal a la posible discontinuidad y, f;, es el esfuerzo de

falla a tension.
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2. Cadlculo de la direccién de la propagacién. Esta se realiza con base en el método del

parche de recuperacién superconvergente (Zienkiewicz y Zhu, 1992):

e Construcciéon de un parche con los elementos finitos adyacentes asociados los nodos 7 y j,

correspondientes al borde que contiene la punta de la discontinuidad (figura 8.8 )
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Figura 8.8: Parche en elementos finitos: a) cuadrildteros y b) triangulares.

e Cilculo las constantes a mediante la solucién de la ec. (8.34), con su la evaluacién en los

puntos de integracién de los elementos que forman el parche.
e Obtencién del tensor de esfuerzos en la punta de la discontinuidad con la ec. (8.27).

e Calculo de la direccién de la discontinuidad con el estado de esfuerzos interpolado.

3. Propagacién de una discontinuidad S;. La discontinuidad con procedimiento de

seguimiento local descrito anteriormente (figura 8.2).

Una propuesta para el seguimiento de las discontinuidades, es emplear elementos finitos mixtos,
en los cuales se conoce el campo de los esfuerzos en todos los puntos de un sélido que presenta
discontinuidades, con esto se puede conocer el estado de esfuerzos en cualquier punto dentro del

elemento incluyendo la punta de la discontinuidad.
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Capitulo 9
Ejemplos de aplicacion

Para mostrar el potencial de la formulacién desarrollada en este trabajo, en este capitulo se
presentan algunos ejemplos de la aplicacién para simular el proceso de falla de estructuras sujeta
a carga en su evolucién al colapso. Las estructuras se discretizan con algunos elementos de la
jerarquia de elementos de elementos finitos con discontinuidades interiores desarrollados en este

trabajo.

En el primero de estos ejemplos, una barra modelada con elementos unidimensionales, se utiliza la
matriz mixta, de rigideces y de flexibilidades del elemento unidimensional con discontinuidades
interiores. En el segundo, se utiliza la matriz de rigideces del elemento finito triangular con
discontinuidades interiores. Posteriormente, se simula el comportamiento de vigas discretizadas
con matrices de rigideces de elementos viga con discontinuidades interiores formulados con base

en la teorfa de FKuler- Bernoulli y en la de Timoshenko.

Se demuestra que la energia que se induce a la estructura por la carga externa, se libera o se
transforma en la energfa para desarrollar la discontinuidad. Lo que demuestra la capacidad que
estos elementos para simular el proceso de falla en las estructuras. Dependiendo del problema, la
zona de localizacién de deformaciones, donde una discontinuidad se presenta, puede representar
fisicamente una grieta, una articulacién, una dislocacién, o una combinacién de estas dos ultimas.
En los ejemplos desarrollados en este capitulo, se emplea un modelo de dafio con una regla de
ablandamiento lineal como la de la ec. (3.22), aunque se puede emplear una exponencial o alguna

otra.

Con los resultados obtenidos en este capitulo se puede concluir que la formulacién variacional
general del problema del Modelo de Discontinuidades Interiores, da como resultado una jerarquia
de elementos finitos con discontinuidades interiores, los cuales presentas ventajas numéricas sobre
otros elementos que se reportan en la literatura, su extensiéon a elemento en tres dimensiones

para estudiar problemas de interés es sencilla.
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9.1 Barra

Se presenta el ejemplo cldsico de una barra restringida en su extremo izquierdo y sometida a carga
de traccion en su otro extremo hasta llegar a la falla (Oliver y Huespe, 2004). La barra tiene una
longitud L = 2 m, drea A=1m? (figura 9.1), con las siguientes propiedades mecénicas: médulo
de elasticidad E = 1,000 M Pa, esfuerzo de falla a tensién o, = 1 M Pa y energfa de fractura
G =0.005 % Se realiza un anélisis cuasiestdtico empleando la matriz mixta, de rigideces y
de flexibilidades del elemento unidimensional correspondientes a las ecs. (5.51),(5.55) y (5.63)
. Cuando se alcanza un esfuerzo igual al del esfuerzo de falla, se presenta un salto en el campo
de desplazamientos en el centro de la barra, las deformaciones decrecen en el continuo Q\ Sy
se incrementan en la zona de localizacién S (figura 9.2). Este proceso simula el proceso de dafio

en la estructura hasta llegar al colapso (figura 9.3).

NG @
- /"

L |

léFz

Figura 9.1: Geometria de barra continua.
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Figura 9.3: Variacién del desplazamiento ds respecto al esfuerzo o.
El drea bajo la curva se la figura (9.3), corresponde a la energia externa inducida por la carga,
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que es igual a la energfa de fractura Gy del material necesaria para desarrollar una grieta en la
seccién de la barra, con lo que se demuestra que el elemento finito desarrollado en la formulacién
anterior es capaz de capturar la discontinuidad y de disipar energia (energia de fractura) en

forma adecuada.

9.2 Barra 2 dimensiones

En este ejemplo se emplean los elemento triangulares de deformacién constante con discon-
tinuidades interiores desarrollado en el capitulo 5 de este trabajo, ec. (5.77), que corresponde
al método de los desplazamientos de los elementos finitos. Para mostrar el potencial de este
elemento, en la figura 9.4 se idealiza la barra de la figura (9.1) como un problema plano; se
consideran las propiedades geométricas y mecdnicas del ejemplo anterior, la estructura se somete

a carga a P hasta que aparece un salto [|u|] en el campo de desplazamientos.

T

y
P L —
X

Figura 9.4: Geometria barra como un problema plano.

Este problema se analiza con cuatro mallas de elementos finitos triangulares (figura 9.5) las
cuales muestran muestra la aparicién del un salto [|ul] en el interior de la barra; en la figura 9.6
se muestra el diagrama carga P desplazamiento ¢ y esfuerzo og salto [|u|], para una relacién de

Poisson v = 0.0 y 0.4. Para las cuatro mallas de elementos finitos, los diagramas coinciden.

Se observa que el diagrama carga P desplazamiento § para una relaciéon de Poisson, nula v = 0.0,
corresponde a la curva mostrada en la figura 9.3, con un drea bajo de la curva igual a la energia
de fractura Gy. Con lo que se demuestra que el elemento bidimensional desarrollado libera en

forma adecuada la energia.

9.3 Viga con apoyos simples

Sea una viga con apoyos simples (figura 9.7), a la que se le impone con una carga en el centro
del claro, longitud L = 1 y propiedades mecénicas I = 1. Para simular el proceso de falla
en este problema, se utilizaron los elementos finitos con discontinuidades interiores de la ec.
(6.140) correspondiente a teorfa de vigas de Euler-Bernoulli. El comportamiento del material es
inicialmente eldstico hasta que el momento flexionante alcanza un valor de fluencia M, =1, en

ese instante, comienzan a concentrarse las deformaciones en una zona lo que degrada el material.
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Figura 9.5: Idealizacién: a) Malla de elementos finitos, b) zona de localizacién y c¢) malla
deformada.
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Figura 9.6: Diagramas: a) Carga P - desplazamiento § y b) esfuerzo og - salto .
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Puesto que se presenta un salto en el campo de las rotaciones [|0)|] fisicamente se desarrolla una
articulacién. La resistencia a flexion de la viga decrece debido al ablandamiento que sigue una

relacién lineal con un mdédulo de ablandamiento H = —0.4.

b;\ Zona de localizacién

Figura 9.7: Viga con carga al centro: a) descripcién geométrica y b) con zona de localizacién
(articulacién).

La figura (9.8) muestra la variacién de la carga P wvs. el desplazamiento transversal w en el
centro de la viga y la variacién del momento flexionante M al centro vs. el salto [|@]|] (desarrollo
de la articulacién). Se observa que la carga Py el momento flexionante M decrecen después de

alcanzar un valor de fluencia M, y la viga colapsa.

4.0 1.0

32 0.8

2.4 0.6 -

A, <"
1.6 041}
0.8 021l
0 0 | |
0 0.10 020 030 040 0 0.5 1.0 1.5

w [161]
a) b)

Figura 9.8: Variacién: a) Carga P vs. desplazamiento transversal w y b) momento M ws. salto.

Integrando ambas curvas, se muestra que la energfa que suministra la carga al sistema, 0.625
Nm, es igual a la energia que se disipa en la discontinuidad. Lo que demuestra la capacidad del

elemento para simular en forma adecuada este tipo de problemas.
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9.4 Viga en cantilever

Considérese la viga en cantilever con propiedades mecdnicas K1 = 1 y longitud L = 1,
figura (9.9a), la cual se le impone un desplazamiento transversal wy en su extremo izquierdo.
Para simular el proceso de falla en este problema, se utilizaron los elementos finitos con
discontinuidades interiores de la ec. (6.153) correspondiente a teoria de vigas de Timoshenko.
Como en el ejemplo anterior, el comportamiento del material es inicialmente eldstico lineal hasta
que el momento alcanza el valor de fluencia M, = 1, en este caso la zona de localizacién, se
presenta un salto en el campo de los desplazamientos transversales [|w|], por lo que fisicamente
se desarrolla una dislocacién. La resistencia de momento flexionante decrece siguiendo una

relacién lineal con un mdédulo de ablandamiento H = —0.1.

2

Zona de localizacion

b)
Figura 9.9: Viga en cantiliver: a) descripcién geométrica y b) con zona de localizacién
(articulacién).

La figura (9.10) muestra la variacién de la reaccién R, vs. el desplazamiento impuesto ws en el
extremo libre de la viga y la variacién del cortante V' vs. el salto del desplazamiento [|w]] en el
extremo. Se puede observar que la reaccién R, y el cortante V' decrecen después de alcanzar el
valor de fluencia M, conforme colapsa la viga.

Integrando ambas curvas, se tiene que la energia que se suministra al sistema por el
desplazamiento impuesto, 5.0 Nm, es igual a la energfa que se disipa en la discontinuidad,

lo que demuestra el potencial de esta formulacién para simular estos problemas.

9.5 Viga simplemente apoyada con aproximacion de esfuerzo

plano

Para ilustrar la aplicacién de esta formulacién a problemas en dos dimensiones se considera el

problema de una viga simplemente apoyada con una carga al centro del claro y con espesor de
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Figura 9.10: Variacién: a) Reaccién Ry vs. desplazamiento impuesto wy y b) cortante V' wvs.
salto transversal del desplazamiento.

1 mm como la de la figura 9.11, que se idealiza como un problema de esfuerzo plano. Con
fines comparativos este mismo problema se idealiza con los elementos viga desarrollados en la ec.
(6.140). Este ejemplo ha sido también estudiado con elementos finitos extendidos bidimensionales
triangulares por Wells y Sluys (2001). Las siguientes propiedades del material se emplean:
médulo de Young F = 100M Pa, relacién de Poisson v = 0.0, limite eldstico del momento
M, = 2.5Nmm y energfa de fractura Gy = 0.1 Jmm™2.

La figura (9.10) muestra la variacién de la carga P wvs. el desplazamiento transversal u al centro
del claro L. Integrando la respuesta de las curvas carga-desplazamiento para ambas mallas, se
muestra que la energfa disipada es igual a 0.308 N mm para elementos planos (Wells y Sluys,
2001) y 0.30 N mm para elementos viga con discontinuidades. Que corresponde a la energia de
fractura multiplicada por el drea de la seccién transversal de viga, lo que muestra la capacidad

de estos elementos para simular este tipo de problemas en forma adecuada.

9.6 Viga empotrada

Considérese la viga empotrada con propiedades mecdnicas £ = 40,000 M Pa y longitud L = 2 m,
figura (9.13a), a la cual se le impone una carga P en el centro del claro. Para simular el proceso de
falla en este problema, se utilizaron los elementos finitos con discontinuidades interiores de la ec.
(6.140) correspondiente a teorfa de vigas de Euler-Bernoulli. El comportamiento del material es
inicialmente eldstico lineal hasta que el momento alcanza el valor de fluencia M, = 0.8 M N — m,
en este caso la zona de localizacién (articulacién) se presenta en el centro de la viga (9.13b).
La resistencia de momento flexionante decrece siguiendo una relacién lineal con un mdédulo de

ablandamiento H = —0.5.
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Figura 9.11: Viga simplemente apoyada: a) descripcién geométrica b) idealizacién con EF planos,
¢) idealizacién con EF viga y d) con una zona de localizacién (articulacién).

La figura (9.14) muestra la variacién de la carga P vs. el desplazamiento w en el centro de
de la viga y la variacién del momento M ws. el salto del las rotaciones [|@]] en el centro. Se
puede observar que cuando la viga alcanza el momento méximo, se presenta un desplazamiento
méaximo w = 0.05 m; en este instante aparece una zona de localizacién en el centro del claro,
i.e., desarrollo de una articulacion, por lo que en el resto de la viga comienza a descargarse, de
tal forma que al desarrollarse por completo la articulacién, el desplazamiento méximo al centro
es w = 0.025 m. Las dreas achuradas bajo las curvas de la figura (9.14), corresponde a la energia

necesaria para desarrollar la articulacién.
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Figura 9.12: Variacién de la carga P vs. desplazamiento u.
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Figura 9.13: Viga empotrada: a) descripcién geométrica y b) con zona de localizacién
(articulacion).
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Figura 9.14: Variacién de: a)a)carga P vs. desplazamiento u y MBmento M vs. salto en las
rotaciones.
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Capitulo 10

Conclusiones y trabajos futuros

10.1 Conclusiones

De este trabajo se desarrollo una formulacién variacional general del Modelo de Discontinuidades
Interiores para el problema de localizacién de deformaciones en sélidos, de cada una de las
aproximaciones: Discontinuidad Débil, Discontinuidad Fuerte y Discontinuidad Discreta. Como
se demostro, esta formulacién variacional incluye todas las ecuaciones que gobiernan el problema,
como condiciones de estacionaridad, pero la formulacién variacional presenta un tratamiento
matemadtico mds poderoso en cuestion de existencia, estabilidad y convergencia de soluciones
numéricas. De la formulacién variacional general, es posible generar una familia de principios

variacional que incluyen los mixtos, de energia total y los de la energia complementaria.

La aproximacién de los funcionales desarrollados mediante el MEF, dio lugar a matrices de
rigideces simétricas de elementos finitos con discontinuidades interiores. Las cuales se pueden
clasificar como matrices de rigideces, flexibilidades y mixtas, teniendo asi una jerarquia de
elementos finitos con Discontinuidades Interiores. La formulacién presentada garantiza dentro
del elemento finito tanto la continuidad del vector de tracciones en la discontinuidad, como la

posibilidad de movimientos de cuerpo rigido de las partes en que queda dividido el elemento.

Partiendo de los funcionales para sdélidos continuos con discontinuidades interiores, en este
trabajo se presenté una formulacién variacional para representar la localizacién de deformaciones
en problemas donde la accién dominante es la flexién/cortante en elementos como: placas,
vigas y ldminas. Se demostré que el Modelo de Discontinuidades Interiores, representa
adecuadamente el fenémeno de concentracién de deformaciones en estos elementos dominados
por la flexién/cortante, en los que la discontinuidad se puede presentar como un salto en
los desplazamientos transversales (dislocacién), en las rotaciones (articulaciones) o como una

combinacion de ellos.

Las contribuciones principales de este trabajo de investigacién son:
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Se demostré que al introducir la continuidad de tracciones en el modelo en su forma

variacional, i.e., funcional de energia, se satisface el PVF, se tiene varias ventajas.

Se desarrollé una jerarquia de principios variacionales para el Modelo de Discontinuidad
Interiores, en sus tres aproximaciones, que incluye principios Mixtos, de energia potencia

total y de energia potencial complementaria.

Se desarrollé6 un funcional de energia para un sélido que experimenta més de una
discontinuidad en su interior, que satisface el PVF| el cual da la posibilidad de considerar

m&s de una grieta dentro de un elemento finito.

Se formularon las matrices de rigideces, flexibilidades y mixtas de los elementos finitos con
discontinuidades interiores, las cuales son simétricas y bien condicionadas. Estos elementos
representan en forma consistente la continuidad interna de tracciones y los movimientos
de cuerpo rigido de las partes en las que queda divido el elemento por la aparicién de la
discontinuidad. Lo anterior no sélo mejora la estabilidad numérica, sino también disminuye

el tiempo de cémputo en la solucién, proporcionando resultados confiables.

Se demostré que existe una relacién directa entre la aproximacion con Discontinuidades
Fuertes y Discretas, no sélo en los modelos de danio que se emplean para describir el

comportamiento del material, sino también en la formulacién variacional.

Se desarrollaron lo funcionales de energia para los elementos placas y vigas sin discon-
tinuidades interiores se pueden generar a partir del principio variacional general de Fraeijs
de Veubeke (1951) para un continuo eldstico. Asi mismo, los funcionales de energfa para
estos elementos con discontinuidades se pueden generar a partir del funcional general de
energia para el Modelo de Discontinuidades Interiores, también desarrollado en este trabajo,

el cual fue inspirado en el de Fraeijs de Veubeke.

La formulacién presentada es una formulacién general del Modelo de Discontinuidades
Interiores, de la que se pueden desarrollar elementos finitos con discontinuidades interiores
tridimensionales para resolver problemas de localizacién de deformaciones de interés en la

ingenierfa.

Para la formulacién variacional, en este caso el problema de localizaciéon de deformaciones
en elementos estructurales dominados por la flexién, el método natural de discretizacién es
el de Rayleigh-Ritz, por lo que el método del elemento finito, que se originé en esta linea,

continia siendo el método numérico mas poderoso para resolver estos problemas.

Se presenté un andlisis para considerar la variacién lineal dentro de la discontinuidad, de
la cual se concluyé que para que una variacién lineal mejore la representaciéon cinemdtica
y la distribucién de esfuerzos en el continuo, se requiere emplear elementos finitos no sean
de deformaciones constantes, pues en este caso las deformaciones dependen del promedio
global de los desplazamientos, por lo que una variacién lineal del salto no serfa de relevancia

en los resultados.
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e Los elementos mixtos desarrollados tienen la ventaja de dar el estado de esfuerzos en todos
los puntos del dominio, por lo que no requieren de emplear métodos para conocerlos en

puntos de interés como se tiene que realizar en la formulacién de desplazamientos.

10.2 Trabajos futuros

e Partiendo de las formulaciones variacionales desarrolladas en este trabajo, los desarrollos

futuros son:

e Formular familias de elementos finitos con discontinuidades interiores en 1, 2 y 3
dimensiones, su implantacién en un cédigo de elementos finitos y simulacién numérica

de problemas de interés.

e Desarrollar formulaciones de elementos finitos con saltos de desplazamiento con variacién

lineal, su implantacién y comparacién con elementos con saltos constantes.

e Implantar las formulaciones de elementos finitos correspondientes a los funcionales de

energia para las placas gruesas y delgadas.

e Desarrollar las formulaciones y algoritmos necesarios para resolver problemas donde la

accién es debida a cargas dindmicas rdpidas como explosiones, choques e impactos.

e Elaborar simulaciones numéricas de problemas de interés practico.
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