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RESUMEN

En esta tesis doctoral se estudia el proceso de simulación de la falla en materiales con el Modelo

de Discontinuidades Interiores en sus tres aproximaciones de discontinuidadd: Débil, Fuerte

y Discreta. Las dos primeras aproximaciones se pueden clasificar como Continuas, pues las

relaciones constitutivas que rigen el comportamiento del material son continuas, relación esfuerzo-

deformación, mientras que en la aproximación Discreta el comportamiento del material se rige

por relaciones constitutivas discretas, relación tracción-salto.

Se presentan las ecuaciones que definen el problema de valores en la frontera del Modelo de

Discontinuidades Interiores, así como sus soluciones aproximadas mediante formulaciones del

Método de los Elementos Finitos reportadas en la literatura, las cuales presentan problemas

particularmente numéricos. Los aspectos fundamentales que deben representar adecuadamente

los elementos finitos con discontinuidades interiores son: la cinemática de los desplazamientos y

deformaciones, y el equilibrio en la discontinuidad.

Dentro de las aportaciones fundamentales de este trabajo de investigación, está el desarrollo

de una formulación variacional general del proceso de falla en materiales mediante el Modelo

de Discontinuidades Interiores, que contiene como condiciones de estacionaridad, las ecuaciones

que gobiernan el problema incluyendo las condiciones de frontera. Se puede demostrar que

las funciones que extremiza un funcional, también satisfacen las ecuaciones que gobiernan el

problema, pero la formulación variacional tiene mayores ventajas. A partir de la formulación

variacional general del Modelo de Discontinuidades Interiores, se desarrolla una jerarquía de

principios variacionales que se clasifican como: mixtos, de energía potencial total y de energía

potencial complementaria total.

La solución de los funcionales de energía para el Modelo de Discontinuidades Interiores

desarrollados en este trabajo de investigación, se aproximan mediante los modelos mixtos, de

desplazamientos y de las fuerzas del método de los elementos finitos. En consecuencia, se obtiene

una jerarquía de matrices de los llamados Elementos Finitos con Discontinuidades Interiores que

se clasifican como mixtas, de rigideces y de flexibilidades.

Para representar zonas de localización de deformaciones en elementos estructurales dominados

por cargas de flexión/cortante, se desarrolla un funcional de energía general para estos elementos

con Discontinuidades Interiores; a partir de esta formulación, se desarrollan los funcionales

para placas gruesas, placas delgadas, viga de Timoshenko y viga de Euler-Bernoulli. Los

funcionales correspondientes a placas gruesas y a la viga de Timoshenko con discontinuidades

consideran la energía de deformación por cortante y flexión, mientras que para placas delgadas

y la viga de Euler-Bernoulli con discontinuidades sólo consideran la energía por flexión. En

estos elementos, las zonas de localización (discontinuidades) se pueden presentar como saltos

en los desplazamientos transversales (dislocación), saltos en las rotaciones (articulación) o una

combinación de ellos.
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Generalmente, el salto de desplazamiento se considera constante dentro de los elementos finitos

con discontinuidades interiores, en este trabajo se analiza una propuesta para representar

el salto de los desplazamientos con variación lineal, la cual no representa adecuadamente

la cinemática de desplazamientos, por lo que se desarrolla una formulación para representar

adecuadamente la cinemática de los desplazamientos. Ésta, se valida con ejemplos en los que se

considera movimientos de cuerpo rígido de las partes en que se divide el elemento finito por la

discontinuidad.

Para demostrar la capacidad de los elementos finitos con discontinuidades interiores formulados

en este trabajo de investigación doctoral, se presenta ejemplos de aplicación para simular el

proceso de falla en estructuras hasta el colapso. En éstos se observa que la energía que se

induce a la estructura por la solicitación de las cargas, se libera o se transforma en la energía

necesaria para generar una discontinuidad, que dependiendo del problema puede ser una grieta,

una dislocación, una articulación o una combinación de estas dos últimas.

Finalmente, se concluye que el formular el problema de valores en la frontera del Modelo

de Discontinuidades Interiores en forma variacional, permite un tratamiento matemático más

poderoso en cuestión de existencia, estabilidad y convergencia de soluciones numéricas. La

jerarquía de los elementos finitos con discontinuidades interiores formulados en este trabajo es

una herramienta numérica para simular el proceso de falla en estructuras, y así, conocer el

comportamiento en su evolución al colapso.
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ABSTRACT

In this dissertation the failure material process is studied by the three approaches of the

Embedded Discontinuities Model: Weak, Strong and Discrete Discontinuities. The first two

approaches can be classified as Continuum because the constitutive equations, which ruled the

material behavior, is described by a continuum one, a stress-strain relationship, whereas in

the Discrete approach the material behavior is described by a Discrete constitutive equation, a

traction-displacement jump relationship.

The equations that defined the boundary value problem of the Embedded Discontinuities Model

are given as well as its approximated solution by the Finite Element Method reported in the

literature, which showed numerical problems. The fundamental features that the finite elements

with embedded discontinuities have to guarantee are: the kinematics of the displacements and

strains as well as the equilibrium in the discontinuity.

One of main contributions in this research work is the development of a general variational

formulation of failure material process by Embedded Discontinuities, which provides as stationary

conditions the equations that governs the problem including the boundary conditions. It can

be shown that the functions which extremize the functional, also satisfied the equations that

governs the problem, however, the former have more advantages. From the general variational

formulation of the Embedded Discontinuities Model, a hierarchy of variational principles is

formulated that is classified as: Mixed, total potential energy and total complementary energy.

The solution of the energy functionals of the Embedded Discontinuities Model, developed in

this research work, are approximated by the mixed, displacement and equilibrium models of

the Finite Element Method, as a result yields a hierarchy of the finite elements with embedded

discontinuities matrices which are classified as: mixed, stiffness and flexibility, respectively.

To model the strain localization zones in structural elements dominated by flexion-shear loads,

a general energy functional for this type of elements with discontinuities is developed; from

this formulation the functionals for thick plates, thin plates, Timoshenko beam and Euler-

Bernoulli beam are developed. The functionals standing for thick plates and Timoshenko beam

with discontinuities take into account the energy by shear and flexion deformation, whereas the

functionals standing for thin plates and Euler-Bernoulli beams with discontinuities only account

the flexion deformations energy. In these elements, the localization zone (discontinuities) can

come along as jumps in the transversal displacements (dislocations), jumps in the rotations

(hinges) or as combination of them.

Usually, the displacement jump is assumed constant into the finite elements with embedded

discontinuities, in this work a proposal for modeling linear displacement jump is analyzed. This

does not simulate adequately the displacement kinematics, for this reason, it is developed a

formulation that models adequately the displacement kinematics. This is validated with examples
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which consider free rigid body relative motions of the two portions of the element split up by

the discontinuity.

To show the effectiveness of the finite elements with embedded discontinuities formulated in this

work, some application examples to simulate the failure process in structures until their collapse

occurs. These examples showed that the energy induced by the loads to the structures is released

or transformed in the energy that needs to be spend to generate a discontinuity, which depending

of the problem may be a crack, dislocation, hinge or a combination of the last two.

Finally, it is concluded that the variational formulation of the boundary value problem of the

Embedded Discontinuity Model allows a deeper mathematical treatment such as existence,

stability and convergence of numerical solutions. The hierarchy of the finite elements with

embedded discontinuities formulated in this work is a numerical tool to simulate the failure

process in structures and the behavior in their evolution to the collapse.

xiii



Capítulo 1

Introducción

El estudio y la simulación del comportamiento las estructuras y sus componentes en su evolución

al colapso es tema de interés en diversos campos de la ingeniería. El comportamiento global

de una estructura depende en gran parte del comportamiento del material o materiales con los

que se construyen sus elementos estructurales. En el área de ingeniería civil, la generalidad

de los materiales empleados en la construcción de las estructuras tienen un comportamiento

inicialmente elástico hasta un que se alcanza un valor umbral, posteriormente se inicia un

comportamiento no lineal que generalmente en el diseño se considera como un comportamiento

plástico o elastoplástico, sin embargo, materiales como el concreto después de alcanzar un cierto

valor umbral presenta ablandamiento por deformación.

Dependiendo del tipo de material, la falla se presenta físicamente como discontinuidades

denominadas: grietas en el concreto, fracturas en rocas, líneas de deslizamiento en suelos y

bandas de cortante en metales y suelos granulares. En relación con su manera de falla, el

comportamiento de los materiales se puede clasificar como frágil y dúctil, en el primero de

estos se tienen deformaciones pequeñas y la falla se presenta en forma abrupta, mientras que

los materiales dúctiles presentan deformaciones grandes y la falla se presenta en forma gradual.

Durante el proceso de falla toda o parte de la energía acumulada en el continuo (energía de

deformación) debida a las solicitaciones de carga, se libera o se transforma como la energía

necesaria para generar una superficie de falla (grieta), que se presenta cuando ocurre un proceso

de inestabilidad en el material.

En las décadas pasadas, diversos estudios y observaciones realizadas para describir el proceso de

falla en medios continuos han determinado que éste es precedido por un fenómeno de localización

de deformaciones, el cual se caracteriza por la formación de una zona de localización donde

el daño y otros efectos no lineales se concentran (Bazant y Planas, 1998). Esta zona inicia

con la formación de vacíos y su coalescencia, que eventualmente colapsa en discontinuidades

macroscópicas. En la figura 1.1 se muestran las diferentes etapas del proceso de falla (Oliver y

Huespe, 2004):
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• Zona de falla difusa. Se caracteriza por el inicio de un fenómeno de disipación de energía,
así como por el incremento y concentración de deformaciones espacialmente suaves.

• Zona de discontinuidad débil. La zona anterior se hace angosta, por lo que la concentración
de deformaciones se agudiza colapsando en un campo de deformaciones discontinuo,

mientras que el campo de desplazamientos se mantiene continuo. Este escenario, que

se presentan deformaciones discontinuas y desplazamientos continuos se denomina de

discontinuidades débiles.

• Zona de discontinuidades fuertes. La discontinuidad débil evoluciona a una banda cuyo
tamaño es tan estrecho hasta convertirse en una banda discontinua de ancho cero. El campo

de desplazamientos experimenta un salto, [|u|], y el de las deformaciones, incluyendo los
gradientes de desplazamientos, se convierte en un campo no acotado.

Figura 1.1: Proceso de falla adaptada (Oliver y Huespe, 2004).

1.1 Aproximaciones para estudiar el proceso de falla

Existen varias aproximaciones para simular el proceso de falla en materiales, las cuales se dividen

principalmente en dos: la discreta y la continua. La diferencia básica entre estas aproximaciones

es las leyes constitutivas que determinan el comportamiento del material. En la aproximación

continua, se emplean relaciones constitutivas esfuerzo-deformación para el comportamiento del

material, en el caso de la discreta, se emplean relaciones tracción-desplazamiento. A continuación

se presenta una descripción de las aproximaciones más empleadas para el estudio de la falla en

materiales a nivel macroscópico.
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1.1.1 Mecánica de fractura

La mecánica de fractura, como una rama de la mecánica de cuerpos deformables, se encarga del

estudio de sólidos agrietados, principalmente en materiales frágiles, en los que busca determinar

la distribución de esfuerzos y deformaciones, particularmente en la punta de las grietas, donde las

deformaciones son no acotadas. La mecánica de fractura se clasifica como Mecánica de Fractura

Elástica Lineal (MFEL) cuando el proceso mecánico que se desarrolla para generar una grieta, no

presenta mecanismos plásticos. Por el contrario, cuando en la punta de una grieta los esfuerzos

superan el límite elástico, desarrollando plasticidad o cualquier otro mecanismo inelástico, se

clasifica como Mecánica de Fractura Elástica no Lineal.

El precursor de la mecánica de la MFEL fue Inglis (1913), quien obtuvo en un sólido infinito con

una cavidad elíptica la solución elástica de los esfuerzos en el vértice de la cavidad; observó que

cuando los ejes cortos de la elipse tienden a cero para representar una grieta, los esfuerzos en

los ejes de la elipse tienden a ser no acotados. Posteriormente, Griffith (1921) para el problema

de fractura, propuso un criterio de energía el cual establece que la propagación de grietas es

controlada por el balance entre la energía de deformación y la energía requerida para formar

nuevas superficies de grietas. Irwin (1956) desarrolló, con base en la teoría de Griffith, el concepto

de razón de energía liberada (G), la cual se define como la cantidad de energía necesaria para

generar una grieta de área unitaria, más tarde Irwin (1957) demostró que el estado de esfuerzos

y desplazamientos en la cercanía de la punta de una grieta pueden ser descritos por una sola

constante a la cual denominó Factor de Intensidad de Esfuerzo (K), la cual está relacionada

con la razón de energía liberada. Además, Irwin introdujo el concepto de los modos de fractura

independientes (figura 1.2): I) apertura, II) cortante en el plano y III) cortante fuera del plano.

Figura 1.2: Modos de fractura.

El factor de intensidad de esfuerzo (K) se emplea como un criterio de propagación, al comparase

con el factor de intensidad de esfuerzos crítico (Kc), definido como una propiedad de tenacidad

del material la cual se determina en pruebas de laboratorio. Ambos se pueden definir en forma

independiente para cada uno de los modos de fractura.

La MFLE simula el proceso de falla en materiales con el apoyo de los métodos numéricos,

principalmente mediante el Método de los Elementos Finitos (MEF) y el Método de las
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Ecuaciones Integrales de Frontera (MEIF). Una vez que se genera una malla de un cuerpo

agrietado, la simulación de la falla, por ejemplo en modo I, se lleva a cabo en incrementos que

siguen cuatro pasos:

1. Análisis de esfuerzos. Existen soluciones analíticas de esfuerzos en sólidos agrietados, sin

embargo, éstas son limitadas en su alcance. Por lo que se recurre a un análisis aproximado

de esfuerzos mediante el MEF y el MEIF. La precisión de los resultados depende de la

densidad de la malla y del orden del elemento empleado. Para discretizar un cuerpo

agrietado, el MEF utiliza elementos finitos de puntos cuartos en la punta de la grieta

para simular la singularidad de esfuerzos, mientras que en el resto del dominio se emplean

elementos cuadriláteros y/o triangulares. En este mismo tipo de problemas el MEIF emplea

formulaciones como la desarrollada por Portela et al. (1992), en la que los bordes de las

grietas se discretizan con elementos cuadráticos discontinuos, mientras que en el resto de

las fronteras se emplean elementos cuadráticos continuos.

2. Cálculo del factor de intensidad de esfuerzos. En aproximaciones del MEF, el

cálculo del factor de intensidad de esfuerzos se realiza mediante el método de correlación de

desplazamientos o el de la integral J (Rice, 1968). Este último se utiliza en aproximaciones

como el método de las ecuaciones integrales de frontera.

3. Cálculo de la dirección de propagación. En la literatura existente se reportan tres

métodos diferentes para calcular la dirección de propagación de una grieta: el del esfuerzo

principal máximo, el de la tasa máxima de la energía liberada y el de la teoría de tasa

mínima de la densidad de energía de deformación.

4. Determinación de nuevo frente de grieta y remallado. En aproximaciones de

elementos finitos, para simular la propagación de la grieta, es necesario remallar el dominio

en la región de la grieta usando un procedimiento como el de Swenson e Ingraffea (1987)

mostrado en la figura (1.3), en el que dada la configuración inicial de la malla alrededor

de la punta de una grieta (a), se eliminan el grupo de elementos vecinos y se extiende la

grieta dentro de esta región (b). Posteriormente, se colocan elementos finitos de puntos

cuartos en la punta de la grieta y, finalmente, se construye la malla de transición entre los

elementos especiales y la malla original (c).

El proceso de propagación se detiene cuando el Factor de Intensidad de Esfuerzos KI , es menor

al valor crítico KIC , que es un parámetro que depende del material.

Las ventajas de la MFEL es que localiza la discontinuidad en forma física mediante la aparición

de una grieta y da resultados satisfactorios en materiales frágiles. Dentro de las desventajas de

este método está el costo computacional adicional por el remallado en cada paso del análisis y

que el método es capaz de simular el proceso de agrietamiento solamente si se tiene una grieta

inicial en la estructura.
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Figura 1.3: Procedimiento de remallado empleado en la propagación de grietas.

1.1.2 Método de la grieta discreta

El método de la grieta discreta modela la grieta como una discontinuidad del campo de

desplazamientos, introduciendo elementos de interfase con espesor cero ubicados entre las

fronteras de los elementos sólidos en las zonas del continuo susceptibles al agrietamiento. El

comportamiento del material en las interfaces se determina por una ecuación constitutiva discreta

(relación tracción, salto), se asume que mientras la grieta se propaga y se abre existe transferencia

de esfuerzos entre los bordes de la grieta.

En los años setentas, Hillerborg et al. (1976) extienden el concepto de la grieta discreta en

el concreto, proponen que una grieta cohesiva se puede desarrollar en cualquier lugar de un

sólido, aún cuando no existe la presencia de una macrogrieta. Ellos llamaron esta extensión

del modelo de grieta cohesiva como Modelo de grieta ficticia. Hillerborg describe una prueba

a tensión en el concreto, como la que se muestra en la figura 1.4, la cual antes de alcanzar el

valor de esfuerzo a tensión último σu, al incrementar la carga las deformaciones se mantienen

uniformemente distribuidas a lo largo del espécimen (Arco OP). Al alcanzar el esfuerzo a tensión

último, aparece una grieta cohesiva, normal al eje de la barra en algún lugar del espécimen, con

apertura finita w, en la que aún existe transmisión de esfuerzos, al mismo tiempo, el resto del

espécimen se descarga y sus deformaciones decrecen uniformemente a lo largo del arco PB.

Lo anterior llevó a Hilleborg a suponer que la transferencia de esfuerzos a través de la grieta

cohesiva es función de la apertura de la grieta, i.e.

σ = f (w)

donde f (w) es una característica del material que se determina experimentalmente. Esta función,
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Figura 1.4: Idealización de la prueba a tensión.

representada gráficamente por una curva de ablandamiento, se puede extraer del comportamiento

global de un elemento (figura 1.4) y graficar en forma separada como se muestra en la figura

1.5a. Esta curva de ablandamiento cumple con la propiedad que al alcanzar el valor de esfuerzo

a tensión último σu, se tiene una apertura de grieta w = 0. El ingrediente principal del modelo

de grieta cohesiva es la curva de ablandamiento, que varía para cada material, la cual se puede

determinar en forma experimental.

Para simplificar los análisis, manteniendo los fundamentos del modelo, Hillerborg supuso

no tomar en cuenta las deformaciones inelásticas en la curva de carga-descarga, i.e., el

comportamiento global del material es linear elástico, por lo que para la curva de ablandamiento

de la figura 1.4 la elongación ∆L, se construye como se muestra en la figura 1.5b.

Figura 1.5: Curvas: a) ablandamiento esfuerzo-apertura de la grieta y b) curva
esfuerzo-desplazamiento. Bazant y Planas (1998).

Los elementos de interfase proporcionan resultados satisfactorios debido a su representación

cinemática fuerte del fenómeno de agrietamiento. La desventaja principal de estos elementos

para simular el agrietamiento, es que las grietas sólo pueden representarse en los bordes de los
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elementos sólidos, por lo que la ubicación de estos elementos debe determinarse antes del análisis,

lo que requiere una tediosa generación de mallas.

1.1.3 Modelo de agrietamiento distribuido

Otra aproximación que ha tenido popularidad en el análisis de estructuras de concreto mediante

elementos finitos es el modelo de agrietamiento distribuido introducido por Rashid (1968), el

cual representa la pérdida de rigidez del material como un conjunto de grietas paralelas entre sí

distribuidas sobre un elemento finito (figura 1.6). Lo anterior se puede simular convenientemente

al reducir la rigidez y resistencia del material en la dirección normal a las grietas después de

alcanzar la resistencia última del material. La evolución del proceso de falla de una estructura

involucra el ablandamiento, que se refiera al decrecimiento de los esfuerzos y un incremento de

las deformaciones en forma gradual.

Figura 1.6: Modelo de agrietamiento distribuido.

Existen tres aproximaciones para la simulación del agrietamiento del concreto basados en el

modelo de Grieta Distribuida (Rots, 1988): grieta fija, grieta fija multidireccional y grieta

giratoria. El modelo de grieta fija considera la formación de una grieta perpendicular a la

dirección del esfuerzo principal máximo, cuando el esfuerzo principal es mayor que la resistencia

a tensión última del material, la orientación de la grieta permanece constante durante el análisis.

En el modelo de grieta fija multidireccional consideran que se pueden formar múltiples grietas

cuya orientación individual se mantiene fija durante todo el análisis computacional. El modelo

de grieta giratoria, propuesta por Cope et al. (1980), considera que la grieta gira de acuerdo con

la dirección de la deformación principal durante el proceso de carga, a diferencia del modelo de

grieta fija.

La ventaja principal del modelo de agrietamiento distribuido es que no necesita remallado durante

el proceso de simulación del proceso de la falla, sin embargo, cuando se presenta ablandamiento
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de deformaciones en el análisis, el modelo de agrietamiento distribuido presenta dificultades que

en principio eran desconocidas o no se apreciaban. Éstas consisten en:

1) Objetividad de la malla. Los resultados son afectados por el tamaño y la orientación de los

elementos, este efecto puede ser reducido utilizando mallas finas;

2) Modos cinemáticos falsos. Producidos por la falta de convergencia en el análisis y

3) Atoramiento de los esfuerzos. Fenómeno que ocurre como consecuencia de la compatibilidad

de desplazamientos entre elementos y de que la grieta no está alineada con un borde del

elemento finito que la contiene. En consecuencia, el elemento en el interior de la banda

de ablandamiento impone deformaciones a los elementos vecinos; si los elementos vecinos

limitan dichas deformaciones, se produce un atoramiento de los esfuerzos en el interior y

no llega a descargarse la banda por el ablandamiento.

1.1.4 Modelo de Discontinuidades Interiores

La aproximación de discontinuidades interiores surge de la búsqueda de un modelo que tenga las

ventajas de los modelos de grieta discreta y grieta distribuida; que localice el daño y no requiera

remallado, pero que no presente las dificultades que presentan estos modelos. Este procedimiento

permite introducir discontinuidades en los elementos finitos durante el análisis, sin necesidad de

alterar la malla. Además, no existe la necesidad de definir a priori zonas potenciales de falla,

puesto que las discontinuidades se pueden introducir en cualquier momento del análisis. Para

el seguimiento de las discontinuidades, el Modelo de Discontinuidades Interiores recurre a un

criterio de falla para determinar el momento en que aparece una discontinuidad, y de un criterio

de propagación para determinar su posición geométrica en el sólido durante el análisis. Estos

criterios pueden ser simples como un criterio de fluencia o de daño, o más elaborados, como un

análisis de bifurcación (pérdida de elípticidad de las ecuaciones que gobiernan el problema), por

ejemplo Runesson et al. (1991).

Los aspectos fundamentales que considera el Modelo de Discontinuidades Interiores son la

cinemática de los desplazamientos y deformaciones, así como, el equilibrio en la discontinuidad.

El enriquecimiento cinemático se refiere a la representación correcta de la posición de la

discontinuidad dentro del elemento, así como los desplazamientos relativos (saltos) entre los

bordes de la discontinuidad. En este modelo, la continuidad interna de tracciones debe ser

impuesta de tal forma que satisfaga el equilibrio interno entre las tracciones que se encuentran

dentro de la discontinuidad y las que se encuentran en el material vecino a ésta. En los elementos

finitos con discontinuidades interiores, existen dos tipos de enriquecimiento denominado: local y

nodal. El primero enriquece el campo de desplazamientos mediante un nodo interno que captura

los saltos de la discontinuidad, los grados de libertad del nudo interno se pueden condensar en

forma estática. El enriquecimiento nodal, se basa en el método de la Partición de la Unidad

(Melenk y Babuska, 1996), representa el salto mediante la adición de grados de libertad en los

nodos existentes.
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El Modelo de Discontinuidades Interiores se puede clasificar de acuerdo al tipo de discontinuidad

y las relaciones constitutivas empleadas (Fernández, 2002). Si se considera una barra sujeta

a tensión en la figura 1.7, hasta que alcanza la resistencia máxima a tensión del material, el

análisis del proceso de falla se puede realizar introduciendo una discontinuidad en el campo de

desplazamientos y con una relación constitutiva como se muestra a continuación.

1. Aproximación Continua. Esta aproximación considera que el sólido es continuo en todos

sus puntos y emplea relaciones constitutivas estándares (relaciones esfuerzo - deformación)

en todo el dominio. El proceso de falla en el material ocurre cuando se produce una zona

de localización de deformaciones.

a) Discontinuidades Débiles. En estos modelos el campo de desplazamientos es continuo,

pero el campo de deformaciones es discontinuo dentro del dominio ya que se presenta

un salto en el campo de deformaciones a través de los bordes de la zona de localización.

b) Discontinuidades Fuertes. En estos modelos el campo de desplazamientos es discontinuo

y el campo de deformaciones es no acotado en la discontinuidad. Esto se produce al

hacer que el ancho de la zona de localización tienda a cero.

2. Aproximación Discreta. En esta aproximación se considera que el cuerpo deja de ser

continuo ya que se produce una grieta o discontinuidad en el cuerpo, por lo cual se

emplean relaciones constitutivas tracción-salto en la discontinuidad, mientras que el resto

del dominio utiliza relaciones constitutivas estándares.

Figura 1.7: Modelo de discontinuidades interiores: a) discontinuidades débiles, b)
discontinuidades fuertes y c) discontinuidad discreta.

Uno de los trabajos pioneros del Modelo de Discontinuidades Interiores es el de Ortiz et al. (1987),

quienes al tratar de simular bandas de cortante con elementos finitos cuadriláteros, propusieron
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enriquecer el campo de deformaciones tal que una discontinuidad débil pudiese ser capturada.

Estos autores consideran que sólo una línea de discontinuidad débil puede cruzar el elemento,

por que se requiere que otra línea de discontinuidad débil cruce el elemento vecino para modelar

por completo la zona de localización. Posteriormente, esta idea fue mejorada por Belytschko et

al. (1988), quienes propusieron embeber una zona de localización dentro de un elemento finito,

i.e., un elemento puede contener una zona de localización de deformaciones acotadas por dos

líneas paralelas de discontinuidad débil. El espesor de la banda es independiente del tamaño del

elemento y se considera como un parámetro del material.

Dvorkin et al. (1990) y (1991) consideraron que una discontinuidad fuerte puede ser modelada

como una línea de localización embebida en elementos cuadriláteros, emplearon el principio

de los trabajos virtuales con un término adicional que representa el trabajo de las tracciones

cohesivas en la discontinuidad de desplazamientos (salto). Posteriormente, Olofsson et al. (1994)

desarrollaron un elemento triangular, en el que no emplearon un principio variacional, pues las

ecuaciones se desarrollaron de consideraciones físicas.

La aproximación de Discontinuidades Fuertes fue introducida por Simo, Oliver y Armero (1993)

y Simo y Oliver (1994) con base en el Método de las Deformaciones Mejoradas (Simo y Rifai,

1990). Esta aproximación captura el salto de desplazamientos en un banda con un ancho cero,

que induce en forma natural las deformaciones localizadas mediante la función Delta de Dirac δ.

Demostraron que una discontinuidad fuerte se puede describir por una ley constitutiva continua

con módulo de ablandamiento en lugar de postular una ley para interfases, proponen emplear

la ley constitutiva continua con una función regular que aproxima la función delta de Dirac.

La formulación de elementos finitos que realizan estos autores, se basa en el principio de los

trabajos virtuales para satisfacer en forma débil algunas de las ecuaciones que gobiernan el

problema e introducen en forma fuerte el equilibrio en la discontinuidad (continuidad interna de

tracciones). De la formulación anterior, Armero y Garikipati (1996) y Oliver (1996) presentan

ejemplos de aplicación. La matriz de rigideces de los elementos desarrollados por estos autores

son no simétricas y están mal condicionadas, pues algunos elementos de la matriz contienen la

función Delta de Dirac en forma regularizada, lo que produce problemas numéricos durante su

solución y por consiguiente, resultados erróneos.

Una formulación variacional de un elemento con una discontinuidad discreta fue desarrollada

por Lofti y Shing (1995), puesto que ésta no representa en forma adecuada la continuidad de

tracciones en la discontinuidad, perdió su popularidad. Elementos con bandas de localización

embebidas fueron empleados por Sluys y Berrends, (1998) para modelar fractura en el concreto

y bandas de cortante en suelos, los cuales presentan problemas numéricos.

En cuanto a los modelos constitutivos empleados en los Modelos de Discontinuidades Interiores,

Oliver et al. (1997) y (1999) presentan una transición entre las aproximaciones de discon-

tinuidades débiles y fuertes. Oliver (2000) y Oliver et. al. (2002a) presentan la formulación

de un modelo de daño discreto a partir de un modelo de daño continuo bajo la cinemática de
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deformaciones de discontinuidades fuertes. Fernández y Ayala (2004) desarrollaron un modelo

de daño anisotrópico y un modelo de daño discreto en los que demuestran la equivalencia de

ambos modelos mediante un análisis energético, estos autores demuestran que el modelo de daño

anisotrópico satisface adecuadamente las condiciones de Discontinuidad Fuerte (Oliver 1996a).

1.2 Motivación

La representación de un fenómeno físico, llamado también modelado matemático, se puede

formular de tres maneras: fuerte, débil y variacional. En su forma fuerte, el modelo se

presenta como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales en espacio y/o tiempo,

complementado con sus condiciones de frontera. En ocasiones el modelo en su forma fuerte se

presenta como un sistema de ecuaciones algebraicas. En su forma débil, se presenta como una

ecuación integral multiplicada por una función de peso, la cual relaja la forma fuerte al promediar

la función sobre un dominio. En su forma variacional el modelo se presenta como un funcional

cuyas condiciones estacionarias generan la forma fuerte y débil del modelo.

El principio variacional de un fenómeno físico contiene las ecuaciones que gobiernan el problema,

mismas que se obtienen a partir de las condiciones estacionarias. Una formulación variacional

de un problema tiene diversas ventajas (Washizu, 1967):

• Un funcional regularmente tiene un sentido físico definido y es invariante bajo transfor-
mación de coordenadas. Consecuentemente, una vez que un funcional se ha formulado, se

pueden obtener las ecuaciones que gobiernan el problema expresado en otro sistema coor-

denado escribiendo la cantidad invariante en el nuevo sistema coordenado y posteriormente

aplicando procedimientos del cálculo de variaciones.

• La formulación variacional es de gran utilidad, pues un problema planteado en forma fuerte
que se formula en su forma variacional puede ser resuelto más fácilmente que el original. En

un problema variacional con condiciones de frontera, la transformación se realiza mediante

el método de los operadores de Lagrange, por lo que se puede derivar una familia de

principios variacionales que son equivalentes uno al otro.

• Cuando un problema en elasticidad no puede ser resuelto en su forma exacta, la formulación
variacional siempre proporciona una formulación directa para aproximar el problema. La

formulación variacional proporciona no sólo las ecuaciones que gobiernan el problema en

forma aproximada, sino también las condiciones de frontera aproximadas.

El fenómeno físico que se estudia en este trabajo de investigación es el proceso de falla

en estructuras de materiales cuasifrágiles mediante el Modelo de Discontinuidades Interiores.

Para aproximar este fenómeno se utilizan los modelos de discontinuidades interiores descritos

anteriormente, en años recientes, se han estudiado y desarrollado los llamados elementos finitos
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con discontinuidades interiores, los cuales capturan el salto en el campo de desplazamientos en el

espesor del elemento, sin embargo, algunos de éstos presentan problemas como: dependencia del

tamaño y orientación de la malla, atoramiento de esfuerzos, inestabilidad y divergencia numérica.

Jirásek (2000) realizó un estudio comparativo de los elementos finitos con discontinuidades

interiores clasificándolos en tres familias: 1) elementos simétricos cinemáticamente consistentes

(KOS), 2) elementos simétricos estáticamente consistentes (SOS) y 3) elementos no simétricos

estática y cinemáticamente consistentes (SKON).

La aproximación KOS enriquece la cinemática del campo de desplazamientos y de deformaciones.

Esta aproximación representa en forma adecuada la posibilidad de que las partes en que se divide

el elemento tenga movimientos de cuerpo rígido, sin embargo, la continuidad de tracciones en la

discontinuidad en ciertos casos pueden ser no reales. En contraste, la aproximación SOS emplea

el equilibrio para representar el campo de desplazamientos y las tracciones en la discontinuidad.

Esta formulación representa adecuadamente la continuidad de tracciones en la discontinuidad,

pero no representa adecuadamente la cinemática por lo que presenta problemas de atoramiento

de esfuerzos. En su trabajo Jirásek concluye que los elementos SKON garantizan tanto la

continuidad del vector de tracciones en la discontinuidad como la posibilidad de movimiento de

cuerpo rígido de las partes en que queda dividido el elemento. En estos elementos, la continuidad

de tracciones se satisface en forma fuerte, mediante el promedio de los esfuerzos en el dominio del

elemento y los de la discontinuidad, lo que produce que la matriz de rigideces sea no simétrica,

además, de que sea mal condicionada, pues dentro de ésta se tienen elementos que contienen

la función delta de Dirac. Como consecuencia, en su solución numérica se presentas problemas

de inestabilidad, que ocasionan que la solución pueda divergir y llevar a resultados erróneos.

Para resolver este problema Oliver et al. (2003) desarrollaron un elemento simétrico el cual

desafortunadamente presenta problemas de atoramiento de esfuerzos. Recientemente, Wells y

Sluys (2001), Alfaiate et al. (2003) desarrollaron una formulación que se basa en un método

conocido como Partición de la Unidad (Melenk y Babuska, 1996), esta formulación representa el

salto de desplazamiento por grados de libertad adicionales en los nodos existentes. En otro intento

por darle solución a este problema, Fernández (2002) desarrolló una formulación imponiendo en

forma fuerte el equilibrio en la discontinuidad, como resultado las matrices de rigideces no son

simétricas. El autor reporta problemas que denomina deformaciones falsas, que producen giros

en la dirección de los esfuerzos principales, dando lugar a errores en el cálculo de los esfuerzos y

en la determinación de la orientación de la discontinuidad.

Formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores con enriquecimiento local,

como las de Ortiz et al. (1987), Simo et al., (1993), Oliver, (1996a) y Fernández, (2002), parten

del funcional de energía total, que corresponde al principio de los trabajos virtuales, el cual

considera que la compatibilidad cinemática de deformaciones y constitutiva se satisface a priori,

y el equilibrio interno y externo se satisface en forma débil. Puesto que el funcional de energía

total contiene como condiciones de estacionaridad sólo algunas de las ecuaciones que gobiernan
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el problema, la continuidad interna de tracciones se satisface en forma fuerte, promediando los

esfuerzos del elemento con los de la discontinuidad, como resultado, se tiene la pérdida de la

simetría y mal condicionamiento de la matriz de rigideces. Por otra parte, los elementos con

enriquecimiento local desarrollados por Wells y Sluys (2001), Alfaiate et al. (2003) parten del

funcional de energía total, en este caso la formulación no satisface adecuadamente la continuidad

interna de tracciones, requieren un gasto computacional adicional debido al incremento de grados

de libertad en los nodos existentes y el incremento de puntos de integración numérica ocasionado

por la presencia de funciones discontinuas en la matriz de rigideces.

1.3 Objetivos

De la revisión de la literatura sobre el Modelo de Discontinuidades Interiores, se puede concluir

que la mayoría de los problemas que presentan los elementos finitos con discontinuidades

interiores se atribuyen a la manera como se formula el problema, e.g., en los elementos con

enriquecimiento local la falta de simetría y mal condicionamiento en las matrices de rigideces de

un elemento con una discontinuidad, que puede generar inestabilidad y divergencia numérica, se

debe a que la continuidad interna de tracciones se satisface en forma fuerte. Los elementos con

enriquecimiento nodal tienen la desventaja que no satisfacen en forma adecuada la continuidad

interna de tracciones y requiere un gasto computacional adicional. Una vez identificado este

problema, y teniendo en cuenta las ventajas de la formulación variacional en problemas de

elasticidad (Washizu, 1967):

El objetivo general de este trabajo de investigación es desarrollar una formulación variacional

general del Modelo de Discontinuidades Interiores en sus tres aproximaciones: Débil, Fuerte y

Discreta, su solución mediante elementos finitos con discontinuidades interiores y la simulación

de problemas de interés práctico.

Para logar el objetivo del objetivo general descrito anteriormente se establecen las siguientes

metas.

• Formular teóricamente el problema de valores en la frontera del Modelo de Discontinuidades
Interiores en sus tres aproximaciones.

• Realizar una formulación variacional general del Modelo de Discontinuidades Interiores,
que satisfaga el problema de valores en la frontera en forma débil.

• Formular a partir de la formulación variacional general, una jerarquía de principios

variacionales mixtos, de energía potencial total y de energía total complementaria.

• Desarrollar, a partir de esta formulación general del Modelo de Discontinuidades Interiores,
una formulación para elementos finitos sujetos a flexión y cortante como: placas, cascarones

y vigas.
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• Aproximar mediante el método de elementos finitos los funcionales de energía desarrollados,
para tener una jerarquía de elementos finitos con discontinuidades interiores mixtos, de

desplazamientos y de flexibilidades.

• Desarrollar los algoritmos de solución e implantar numéricamente los elementos finitos
desarrollados.

• Simular numéricamente el proceso de falla en problemas de interés práctico de la ingeniería.

1.4 Contenido

El contenido de este trabajo de investigación doctoral es el siguiente:

• Capítulo 2. Se presenta la el problema de valores en la frontera del problema elástico
lineal, posteriormente el del modelo de Discontinuidades Interiores en sus aproximaciones

de Discontinuidad Débil, Discontinuidad Fuerte y Discontinuidad Discreta. Se desarrollan

formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores existentes en la literatura

para el modelo de Discontinuidades Interiores y se identifican las desventajas de estas

formulaciones.

• Capítulo 3. Se presenta la teoría general de los modelos de daño para describir el

comportamiento mecánico de los materiales. Se realiza un análisis de éstos para su

aplicación al modelo de Discontinuidades Interiores y se muestra como a partir de la

cinemática de deformaciones de discontinuidades fuertes de un modelo continuo (relación

esfuerzo-deformación), en forma natural se desarrolla un modelo del tipo discreto (relación

tracción-salto).

• Capítulo 4. Esta es una de las partes fundamentales de este trabajo de investigación, a
partir del funcional de energía para un sólido continuo elástico de Fraeijs de Veubeke (1951)

se formulan los funcionales de energía generales del modelo de Discontinuidades Interiores

en sus tres aproximaciones: Débil, Fuerte y Discreta. Se demuestra que estos funcionales

contienen como condiciones de estacionaridad, las ecuaciones que gobierna el problema,

que se definen en su forma fuerte en el capítulo 2, pero la formulación variacional tiene

mayores ventajas. A partir de estos funcionales generales, se desarrollan una jerarquía de

de principios variacionales mixtos, de energía potencial total y de energía potencial total

complementaria.

• Capítulo 5. En este capítulo, los funcionales de energía desarrollados en el capítulo

anterior, se aproximan con el Método de los Elementos Finitos, teniendo como resultado una

jerarquía de Elementos Finitos con Discontinuidades Interiores. Que se pueden clasificar

como mixtos, de desplazamientos y de las fuerzas. Estos elementos representa en forma

adecuada la continuidad interna de tracciones y la cinemática de las partes en que se divide

el elemento finito por la aparición de la discontinuidad

14



• Capítulo 6. Se presenta la formulación variacional de sólidos con discontinuidades

interiores, adaptados a representar problemas dominados por la flexión/cortante de

elementos estructurales. A partir de los funcionales de energía para sólidos continuos

con discontinuidades interiores desarrollados en el capítulo 4, se formulan funcionales

de energía para placas gruesas, placas delgadas, viga de Timoshenko y viga de Euler-

Bernoulli, todo ellos con discontinuidades. Se presenta la aproximación de la solución de

los funcionales de energía mediante el método de los elementos finitos, lo que lleva a tener

matrices que presentan saltos en el campo de los desplazamientos transversales, en los giros

o combinaciones de ellos.

• Capítulo7. Se realiza un análisis para considerar saltos con variación lineal dentro de

elementos finitos con discontinuidades interiores propuesto por Alfaite et al. (2003), de

la que se identifican deficiencias para representar la cinemática de desplazamientos. Por

lo que se desarrolla una formulación para considerar la variación del salto en forma lineal

dentro del elemento, se demuestra mediante movimientos de cuerpo rígido de las partes en

que se divide el elemento, que esta formulación representa en forma adecuada la cinemática

de los desplazamientos.

• Capítulo 8. Un ingrediente importante en la simulación del proceso de falla mediante

el Modelo de Discontinuidades Interiores es el seguimiento de la(s) discontinuidad(es)

durante el análisis. En este capítulo se describe un procedimiento algorítmico, desarrollado

por Oliver et al. (2002b) para el trazado de discontinuidades fuertes en sólidos que se

ha mostrado robusto y eficiente para el análisis de problemas típicos en el campo de la

mecánica de daño computacional. Se plantea un procedimiento para el seguimiento de las

discontinuidades con base en el seguimiento local, en el que la dirección de propagación

se calcula con el estado de esfuerzos recuperado por el método del parche de recuperación

súperconvergente

• Capítulo 9. Se presentan seis ejemplos de aplicación para simular el proceso de falla en
estructuras hasta su colapso. En ellos de demuestra que la energía de deformación que

se induce al sistema por la carga, se transforma o libera como la energía necesaria para

generar una grieta o discontinuidad en un continuo, y una articulación o dislocamiento en el

elementos a flexión/cortante, lo anterior demuestran la capacidad de los elementos finitos

con discontinuidades interiores formulados en este trabajo de investigación para simular

adecuadamente el proceso de falla.

• Capítulo 10. En este último capítulo se da una serie de las conclusiones resultantes de este
trabajo de investigación y se presentan propuestas que pueden dar lugar al desarrollo de

investigaciones futuras.
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Capítulo 2

Planteamiento del Modelo de
Discontinuidades Interiores

Para la simulación o representación de un proceso o un fenómeno físico, una de las partes

fundamentales es su planteamiento matemático, que en su forma fuerte se le conoce como un

problema de valores en la frontera (PVF), el cual generalmente se representa por un sistema

de ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias definidas sobre una región o intervalo, y de un

conjunto de condiciones de frontera, que especifican los valores de las variables involucradas y

de sus derivadas de la frontera del intervalo o región. La forma fuerte se refiere a que la solución

del PVF debe satisfacer cada punto del dominio donde se define el problema.

En el presente trabajo el fenómeno a estudiar es el proceso de la falla en materiales, que a

nivel macroscópico se presenta físicamente por la aparición de Discontinuidades tales como:

grietas, fracturas, líneas y bandas de cortante. Este proceso inicia con una concentración

de deformaciones en una banda, llamada zona de localización, en este momento el campo de

desplazamientos es continuo y el de deformaciones presenta un salto. A medida que el daño

incrementa, la banda tiende a una línea o superficie, por consiguiente, se presenta un salto en el

campo de desplazamientos y las deformaciones tiendan a ser no acotadas.

Para representar analíticamente el fenómeno de falla, el Modelo de Discontinuidades Interiores

enriquece la cinemática del campo de desplazamientos al introducir un salto, que representa

la discontinuidad física en el interior del dominio. El salto a su vez induce un campo de

deformaciones que puede ser discontinuo o no acotado dependiendo de la aproximación de

Discontinuidades Interiores. Lo anterior representa adecuadamente la física del proceso de falla.

Este capítulo inicia con el planteamiento del problema elástico lineal, se describe la cinemática

del campo de desplazamientos y de deformaciones; se presentan las ecuaciones que gobiernan el

problema incluyendo las condiciones de frontera. Posteriormente, para las tres aproximaciones

del Modelo de Discontinuidades Interiores: Débil, Fuerte y Discreta, se presenta la cinemática

de desplazamientos y deformaciones, que se enriquece para representar el salto en el campo de
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desplazamientos y las deformaciones no acotadas en la zona de localización. Se presenta el PVF

para cada una de las aproximaciones de Modelo de Discontinuidades Interiores.

Para resolver problemas de falla mediante el Modelo de Discontinuidades Interiores, se han

desarrollado los llamados elementos finitos con discontinuidades interiores, que para simular

adecuadamente la física del problema consideran dos aspectos fundamentales: 1) la cinemática del

campo de desplazamientos y deformaciones, y 2) la continuidad de tracciones en la discontinuidad.

El enriquecimiento de la cinemática debe representar en forma adecuada la posición de la

discontinuidad dentro del elemento, así como el desplazamiento (apertura y corrimiento) de los

bordes de una discontinuidad. La continuidad interna de tracciones se impone adecuadamente

para asegurar el equilibrio entre las tracciones en la discontinuidad y la proyección de esfuerzos

en el material vecino a ésta.

Al final del capítulo se muestran las soluciones existentes en la literatura para la formulación de

elementos finitos con discontinuidades interiores: enriquecimiento elemental y enriquecimiento

nodal. Se obtienen las matrices de rigideces de los elementos finitos con discontinuidades

interiores para ambas aproximaciones y se describen sus ventajas e inconvenientes.

2.1 Planteamiento del problema elástico lineal

Se entiende por Medio Continuo un conjunto infinito de partículas que forman parte, por ejemplo,

de un sólido, un fluido o un gas que va a ser estudiado macroscópicamente, es decir, sin considerar

las posibles discontinuidades existentes en el nivel microscópico (nivel atómico o molecular). En

consecuencia, se admite que no hay discontinuidades entre las partículas y que la descripción

matemática de este medio y de sus propiedades se puede realizar mediante funciones continuas.

Como ejemplo de medio continuo se tiene un cuerpo tridimensional, cuyo comportamiento del

material es elástico lineal con deformaciones pequeñas, con un dominio Ω ∈ R3, puntos materiales
x y frontera Γ con vector normal ν (figura 2.1), el cual se somete a las acciones del vector

de fuerzas de cuerpo b en el interior del continuo, a las tracciones prescritas t∗ en Γσ y los
desplazamientos prescritos u∗ en Γu. La frontera Γ del continuo está constituida por dos

superficies Γu y Γσ; Γu corresponde a la región con desplazamientos prescritos (conocidos) y

Γσ corresponde al resto de la frontera que incluye aquellas porciones donde se aplican las cargas

prescritas, de tal forma que Γσ ∪ Γu = Γ y Γσ ∩ Γu = ∅.

2.1.1 Problema de valores en la frontera

El PVF del problema elástico lineal se define en forma fuerte por las siguientes ecuaciones y

condiciones de frontera:
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Figura 2.1: Continuo Ω con acciones en el dominio y condiciones de frontera sobre Γ.

a) εu(x, t)− ε(x, t) = 0 en Ω Compatibilidad cinemática

b) σε(x, t)− σ(x, t) = 0 en Ω Compatibilidad constitutiva

c) ∇·σ(x, t) + b(x,t) = 0 en Ω Equilibrio interno

d)
σ(x,t) · ν = t∗(x, t)
σ(x,t) · ν = t(x, t)

en Γσ
en Γu

Equilibrio externo

e) u(x,t) = u∗ (x, t) en Γu Condición esencial de frontera

(2.1)

La ec. 2.1a corresponde a la compatibilidad cinemática entre deformaciones infinitesimales εu y

desplazamientos u que para un cuerpo elástico lineal son:

εu(x, t) = ∇Su(x, t) =
1

2
(u⊗∇+∇⊗u) (2.2)

εi,j =
1

2

µ
∂ui
dxj

+
∂uj
dxi

¶
i, j ∈ {1, 2, 3}

La ec. (2.1b) corresponde a la ecuación constitutiva, relación entre las deformaciones ε y los

esfuerzos σ:

σε(x, t) = λtr (ε)1+ 2µε (2.3)

σεij = λδijεll + 2µεij i, j ∈ {1, 2, 3}

donde λ y µ son las constantes de Lamé que se definen, en función del módulo elástico E y de la

relación de Poisson v, como:

λ = vE
(1+v)(1−2v)

µ = E
2(1+v)

(2.4)
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La ec. (2.1c) corresponde a la ecuación del equilibrio interno, Ecuación de Cauchy:

∇·σ(x, t) + b(x,t) = ρ
∂2u(x, t)

∂t2
(2.5)

∂σij
dxi

+ bj = ρj
∂2uj
dt2

i, j ∈ {1, 2, 3}

en este caso se considera un comportamiento cuasiestático, por consiguiente, la aceleración es

nula.

Las ecs. (2.1a− c) constituyen un sistema de 15 ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

El sistema está constituido por 15 ecuaciones diferenciales con 15 incógnitas en x, y, z y t. El

problema queda bien condicionado cuando se le agregan las condiciones de frontera adecuadas,

ecs. (2.1d− e).

2.2 Planteamiento del Modelo de Discontinuidades Interiores

Sea un sólido tridimensional, con un dominio Ω ∈ R3y frontera Γ, el cual se somete a carga hasta
la aparición de una discontinuidad en el campo de desplazamientos [|u|] a lo largo de una banda
Ωh de espesor k o superficie S (figura 2.2), donde las deformaciones inelásticas y otros procesos no

lineales se concentran. En consecuencia, el dominio se divide en Ω = Ω−+Ωh+Ω+, y la frontera
Γ = Γ−+Γ+. Las condiciones de frontera son: las tracciones prescritas t∗ en Γσ = Γ−σ +Γ+σ y los
desplazamientos prescritos u∗ en Γu = Γ−u +Γ+u , de tal forma que Γσ ∪Γu = Γ y Γσ ∩Γu = ∅. La
discontinuidad inicia cuando se satisface un criterio de falla, que en su caso más simple la falla

se presente cuando se excede el límite de comportamiento elástico en un modelo de plasticidad o

daño, o mediante un análisis más elaborado a nivel material, un análisis de bifurcación (pérdida

de elípticidad de las ecuaciones que gobiernan el problema) cuando se satisface la siguiente

ecuación:

det
³
n ·Cd·n

´
= 0

donde n es el vector normal a la discontinuidad yCd es el tensor constitutivo tangente (Runesson,

1991).

El proceso de falla descrito anteriormente se puede idealizar mediante el modelo de Discon-

tinuidades Interiores en sus tres aproximaciones: Discontinuidad Débil (DDE), Discontinuidad

Fuerte (DFU) y Discontinuidad Discreta (DDI). Las primeras dos aproximaciones consideran

que el dominio Ω permanece continuo después de que el material pierde estabilidad; el

comportamiento del material se basa en una relación constitutiva continua esfuerzo-deformación.

La DDI considera que el dominio Ω deja de ser continuo, debido a la aparición de la discontinuidad

o grieta en S, pero con transmisión de tracciones a través de los bordes de la discontinuidad; el

comportamiento del material se describe por una relación constitutiva tracción-separación de los
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bordes de la discontinuidad. En las tres aproximaciones se considera que el resto del dominio

Ω \ S = Ω− +Ω+ se describe por una relación constitutiva estándar.

2.2.1 Cinemática de desplazamientos y deformaciones

Discontinuidad Débil

En esta aproximación se considera que las deformaciones inelásticas se concentran en una banda

Ωh de espesor k que divide el dominio en Ω− y Ω+ tal que Ω− + Ωh + Ω+ = Ω (figura 2.2a), el
campo de desplazamientos continuo u(x, t) induce un campo de deformaciones discontinuo pero

acotado (Oliver, 1998). Los campos de desplazamientos y deformaciones resultantes se pueden

expresar como:

u(x, t) = u(x, t) +Hk(x) [|u|] (x, t) (2.6)

ε(x, t) = ∇Su(x, t) = ε̄(x, t) +
1

k
µk(x) ([|u|]⊗ n)S| {z }

ε̃

donde u y ε̄ corresponden a las partes continuas de los campos de desplazamientos y

deformaciones respectivamente, [|u|] es el salto, Hk es la función rampa en Ωh (Hk(x) = 0

∀x ∈ Ω− y Hk(x) = 1 ∀x ∈ Ω+) y µk es una función de colocación en Ωh (µk(x) = 1 ∀x ∈ Ωh y
µk(x) = 0 ∀x /∈ Ωh).

Discontinuidad Fuerte

En esta aproximación, las deformaciones inelásticas se concentran en una línea o superficie de

espesor k = 0 (figura 2.2b) y el campo de desplazamientos u(x, t) es discontinuo, puesto que se

presenta un salto [|u|] en un punto material dado S, el cual induce un campo de deformaciones
no acotado. Ambos campos se pueden escribir como:

u(x, t) = u(x, t) +HS(x) [|u|] (x, t) (2.7)

ε(x, t) = ∇Su(x, t) = ε̄(x, t) + δs ([|u|]⊗ n)S| {z }
ε̃

donde [|u|] es el salto, HS es la función de Heaviside en S (HS(x) = 0 ∀x ∈ Ω− y HS(x) = 1

∀x ∈ Ω+) y δs es la función delta de Dirac.

Discontinuidad Discreta

En esta aproximación, se considera que el material deja de ser continuo cuando se alcanza su

resistencia máxima, sin embargo, existe transmisión de tracciones en la discontinuidad (figura
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Figura 2.2: Cinemática de desplazamientos y deformaciones de las aproximaciones de
Discontinuidad: a) Débil, b) Fuerte y c) Discreta.

2.2c) y el campo de desplazamientos u(x, t) es discontinuo, puesto que se presenta un salto [|u|]
en un punto dado S; el campo de deformaciones se define sólo en la parte continua del material.

u(x, t) = u(x, t) +HS(x) [|u|] (x, t) (2.8)

ε(x, t) = ∇Su(x, t) = ε̄(x, t)

2.2.2 Regularización de la cinemática

Puesto que no es posible imponer las condiciones de frontera u∗ en sólo uno de los campos de
desplazamientos, el continuo u o el salto [|u|] (figura 2.3), Oliver (1995b) propone definir el
campo con la siguiente expresión (figura 2.4a y b):

u(x, t) = û(x, t) +MS(x) [|u|] (x, t) (2.9)

Por consiguiente, el campo de deformación se define como:

ε(x, t) = ∇Su(x, t) = ∇Sû(x, t) +∇SMS(x) [|u|] (x, t) (2.10)
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Figura 2.3: Posible descomposición del campo de desplazamientos.

donde û(x, t) corresponde a la parte regular del campo de desplazamientos y MS(x) es una

función que se define como:

MS(x) = HS(x)− ϕ(x) (2.11)

donde ϕ(x) es una función continua que cumple con:

ϕ(x) = 0 ∀x ∈ Ω− (2.12)

ϕ(x) = 1 ∀x ∈ Ω+

La función MS posee dos propiedades: MS(x) = 1 ∀x ∈ S y MS(x) = 0 ∀x ∈ Ω− ∪ Ω+
(figura 2.4c).

Figura 2.4: Representación gráfica del campo de desplazamientos en función de: a)
desplazamientos continuios, b) desplazamientos regulares S y c) función MS.

ū(x, t) = û(x, t)− ϕ(x) [|u|] (x, t) (2.13)
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La parte continua, que puede ser elástica, del campo de deformaciones ε̄(x, t) continuas,

dependiente del campo de desplazamientos se define como:

ε̄(x, t) = ∇Su(x, t) (2.14)

Sustituyendo la ec. (2.13) en la ec. (2.14) se tiene

ε̄(x, t) = ∇Sû(x, t)−∇Sϕ(x) [|u|] (x, t)− ϕ(x)∇S [|u|] (x, t) (2.15)

Si se considera que el valor del salto es constante a través del elemento, el campo de deformaciones

elásticas se definen como:

ε̄(x, t) = ∇Sû(x, t)−∇Sϕ(x) [|u|] (x, t) (2.16)

2.2.3 PVF del Modelo de Discontinuidades Interiores

Las ecuaciones que gobiernan el PVF de cada una de las aproximaciones del Modelo de

Discontinuidades Interiores, incluyen las ecs. (2.1) del problema lineal elástico, con la diferencia

que el material presenta no linealidad y que la cinemática del campo de desplazamiento y

deformaciones es discontinuo. Para garantizar el equilibrio en la zona de localización, el modelo

incluye dos ecuaciones correspondientes a la continuidad interna y externa de tracciones.

En los PVF de las aproximaciones descritas a continuación, las ecuaciones correspondientes a la

compatibilidad cinemática y la compatibilidad constitutiva se definen en Ω \ S y en Ωh o S. La
primera corresponde a la parte continua, que puede tener un comportamiento elástico, la última,

corresponde a la zona de localización donde los efectos no lineales se concentran.

Discontinuidades Débiles

Las ecuaciones que gobiernan la aproximación de Discontinuidad Débil, que se caracteriza por

que la zona de localización Ωh tiene un ancho finito (figura 2.2a), son las siguientes:
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a)
ε̄u(x, t)− ε̄(x, t) = 0
ε̃[|u|](x, t)− ε̃(x,t) = 0

en Ω \ S
en Ωh

Compatibilidad cinemática

b)
σε̄(x, t)− σ(x, t) = 0
σε̃(x, t)− σ(x,t) = 0

en Ω \ S
en Ωh

Compatibilidad constitutiva

c)
∇·σ(x, t) + b(x,t) = 0
∇·σ(x, t) + b(x,t) = 0

en Ω \ S
en Ωh

Equilibrio Interno

d)
σ(x,t) · ν = t∗(x, t)
σ(x,t) · ν = t(x, t)

en Γσ
en Γu

Equilibrio Externo

e) u(x,t) = u∗(x, t) en Γu Condiciones esenciales de frontera

f)
σΩ− · n− σΩh ·n = [|σ|]Γ−i ·n = 0
σΩ+ · n− σΩh ·n = [|σ|]Γ+i ·n = 0

en Γ
−
i

en Γ
+

i

Continuidad interna de tracciones

g) σΩ+ · n− σΩ− · n = [|σ|]Ω\S ·n = 0 en S Continuidad externa de tracciones
(2.17)

Discontinuidad Fuerte

El PVF para esta aproximación se define por las ecs. (2.17), excepto que la del equilibrio interno,

ec. (2.17c), se satisface sólo en Ω \ S = Ω− + Ω+, puesto que el espesor de la zona donde se
concentran las deformaciones inelásticas es k = 0, Ωh −→ S. En consecuencia, las fuerzas de

cuerpo en la discontinuidad son nulas.

a)
ε̄u(x, t)− ε̄(x, t) = 0
ε̃[|u|](x, t)− ε̃(x, t) = 0

en Ω \ S
en S

Compatibilidad cinemática

b)
σε̄(x, t)− σ(x, t) = 0
σε̃(x, t)− σ(x, t) = 0

en Ω \ S
en S

Compatibilidad constitutiva

c) ∇·σ(x, t) + b(x, t) = 0 en Ω \ S Equilibrio Interno

d)
σ(x,t) · ν = t∗(x, t)
σ(x,t) · ν = t(x, t)

en Γσ
en Γu

Equilibrio Externo

e) u(x,t) = u∗(x, t) en Γu Condiciones esenciales de frontera

f)
σΩ− · n− σS·n = [|σ|]S·n =0
σΩ+ · n− σS ·n = [|σ|]S ·n = 0

en S Continuidad interna de tracciones

g) σΩ+ · n− σΩ− · n = [|σ|]Ω\S ·n = 0 en S Continuidad externa de tracciones
(2.18)

Discontinuidad Discreta

En el PVF para la aproximación discreta, las ecuaciones correspondientes a la compatibilidad

cinemática y constitutiva se definen sobre Ω \ S, puesto que dependen de las deformaciones
las cuales se consideran que sólo existen en la parte continua del sólido. En consecuencia, la
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compatibilidad constitutiva en S depende de la relación entre las tracciones y el salto, la cual

se satisface mediante un relación constitutiva discreta. La continuidad interna de tracciones en

esta aproximación está dada por la proyección de los esfuerzos en el exterior de la discontinuidad

y las tracciones dentro de la discontinuidad, a diferencia de las aproximaciones anteriores, donde

las tracciones dentro de las discontinuidades está dada por la proyección de esfuerzos en la

discontinuidad.

a) ε̄u(x, t)− ε̄(x, t) = 0 en Ω \ S Compatibilidad cinemática

b) σε̄(x, t)− σ(x, t) = 0 en Ω \ S Compatibilidad constitutiva

c) ∇·σ(x, t) + b(x, t) = 0 en Ω \ S Equilibrio Interno

d)
σ(x,t) · ν = t∗(x, t)
σ(x,t) · ν = t(x, t)

en Γσ
en Γu

Equilibrio Externo

e) u(x,t) = u∗(x, t) en Γu Condiciones esenciales de frontera

f)

σΩ− · n−T= 0
=[|σ|]S− ·n

σΩ+ · n−T= 0
=[|σ|]S+ ·n

en S Continuidad interna de tracciones

g) σΩ+ · n− σΩ− · n = [|σ|]Ω\S ·n = 0 en S Continuidad externa de tracciones
(2.19)

2.3 Elementos finitos con discontinuidades interiores

Existen problemas en la mecánica de medios continuos cuya aproximación mediante el método

estándar de los elementos finitos no es satisfactoria, tal es el caso del problema de Localización

de Deformaciones, el cual involucra en su concepción cinemática saltos en el campo de

desplazamientos que induce el campo de deformaciones no acotadas en las zonas de localización.

Puesto que la aproximación estándar no es capaz de considerar estas discontinuidades en

forma adecuada, se han desarrollado algunas formulaciones con la finalidad de enriquecer la

aproximación estándar del MEF para capturar el salto en el campo de los desplazamientos, éstas

se clasifican en dos grupos: Enriquecimiento elemental y Enriquecimiento nodal.

1. Enriquecimiento elemental

En esta formulación el salto de desplazamientos dentro del elemento finito se representa por un

nodo interno, que induce un modo incompatible en el campo de deformaciones. El soporte del

modo discontinuo de enriquecimiento es elemental (figura 2.5a) y en consecuencia, los grados

de libertad discontinuos internos adicionales pueden condensarse a nivel elemental. El salto de

desplazamientos se considera constante dentro del elemento (Oliver, 1996).

2. Enriquecimiento nodal
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En esta formulación, el soporte del modo discontinuo de enriquecimiento es el mismo al que

se tiene para las funciones de forma del elemento convencional (figura 2.5b). El conjunto de

nodos con los grados de libertad adicionales se incrementa con los de enriquecimiento (dos por

nodo en problemas en 2D), y sobre estos se construye la interpolación que lleva a un campo

de desplazamientos discontinuos (Wells y Sluys, 2001, Alfaiate et al. 2003). La formulación

se basa en el Método de la Partición de la Unidad (Melenk y Babuska, 1996), el salto de

desplazamiento se representan por grados de libertad adicionales en los nodos existentes. La

interpolación para introducir el salto de desplazamientos se realiza al extender las bases de

interpolación de elementos finitos.

Figura 2.5: Enriquecimiento: a) Elemental y b) Nodal.

2.3.1 Enriquecimiento elemental

En esta sección se presenta el desarrollo de elementos finitos con discontinuidades interiores

con base en el enriquecimiento elemental para resolver el PVF del Modelo de Discontinuidades

Interiores para la aproximación de DFU. Esta formulación (Simo y Oliver 1994, Oliver et al.

2003) satisface las condiciones de la ec. (2.18) en forma débil, excepto la continuidad interna de

tracciones (2.18f), que se introduce en forma fuerte sobre la discontinuidad del elemento.

La ec. (2.18) puede escribirse en forma débil tomando en cuenta el campo de desplazamientos

de la ec. (2.7), considerando los siguientes espacios funcionales de desplazamientos, Vu, y de
desplazamientos virtuales cinemáticamente admisibles,

_
V0u:
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Vu ≡
n
η (x) = η +MSα ; η ∈

£
H 0 (Ω)

¤ndimo (2.20)
_
V0u ≡ ©_

η
o
(x) ∈ £H 0 (Ω)

¤ndim ; _ηo¯̄
∂uΩ

= 0
ª

donde ndim denota el número de dimensiones del problema y H 0 (Ω) es el espacio de funciones
definidas en Ω.

Formulación variacional

El problema consiste en encontrar los campos de desplazamientos y de deformaciones:

u = u+MS [|u|] ; u ∈ Vu (2.21)

ε = ∇Su = ε+ δ ([|u|]⊗ n)S

tales que extremizen el funcional de energía:

Π (η) ≡
Z
Ω

σ : ∇ηdΩ−
Z
Ω\S

b · ηdΩ−
Z
Γσ

t∗ · ηdΓ ∀η ∈
_
V0u (2.22)

La primera variación del funcional de energía de la ecuación con respecto al campo de

desplazamientos es

δΠ ≡
Z
Ω

[σ : δ∇η − b · δη] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · δηdΓ (2.23)

Del teorema de la divergencia, la siguiente integral se puede definir como:

Z
Ω

σ : δ∇ηdΩ = −
Z
Ω

∇·σ·δηdΩ+
Z
Γ

σ · ν·δηdΓ (2.24)

= −
Z
Ω

∇·σ·δηdΩ+
Z
Γσ

σ · ν·δηdΓ+
Z
S−

σ−·n·δηdΓ−
Z
S+

σ+·n·δηdΓ

= −
Z
Ω

∇·σ·δηdΩ+
Z
Γσ

σ · ν·δηdΓ−
Z
S

¡
σ+ − σ−¢ ·n·δηdΓ

Sustituyendo la ec. (2.24) en la ec. (2.23) se tiene:

δΠ ≡ −
Z
Ω\S

(∇·σ + b) ·δηdΩ+
Z
Γσ

(σ · ν − t∗) · δηdΓ−
Z
S

¡
σ+ − σ−¢ ·n·δηdΓ = 0 (2.25)
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donde las siguientes ecuaciones se satisface en forma débil1:

δΠ (η) ≡ 0⇒
∇ · σ + b = 0 en Ω \ S
σ · ν= t∗ en Γσ
·

[|σ|] · n = 0 en S

(2.26)

que son las ecuaciones de equilibrio interno y externo, y la continuidad externa de tracciones del

PVF de la aproximación de DFU correspondientes a la ec. (2.18c, d y g). Puesto que para el

funcional de energía de las ecs. (2.22) se considera que la compatibilidad (a y b) se satisface a

priori, quedando por satisfacer la condición de continuidad interna de tracciones de la ec. (2.18

f). Ésta, se satisface en forma fuerte 2 durante la formulación de los elementos finitos igualando

el promedio de los esfuerzos en el elemento con los de la discontinuidad como se mostrará más

adelante.

Aproximación con el MEF

El campo de desplazamientos, definido en la ec. (2.9), se aproxima con las funciones de

interpolación estándar

u(e)(x, t) =
Xi=n

i=1
N
(e)
i (x)di(t)
u

+M
(e)
S (x) [|u|]

∼
u

(2.27)

donde N (e)
i contiene las funciones de interpolación estándar y la función MS(x) se define como:

M
(e)
S (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0}∀e /∈ S

H
(e)
S (x)− ϕe

ϕe=
n+e
i+=1

Ni+

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭∀e ∈ S
(2.28)

Las deformaciones, definidas en la ec. (2.10), se aproximan con el gradiente del campo de

desplazamientos

ε(e) = ∇Su(e) =
Xi=n

i=1

³
∇N (e)

i ⊗ di(t)
´S − (∇ϕe ⊗ [|u|]e)S + δS ([|u|]e ⊗ n)S (2.29)

La función delta de Dirac se regulariza como:

δ
(e)
S = µ

(e)
S

1

k
(2.30)

tal que

1La forma débil se refiere a que las ecuaciones se satisfacen en forma promediada sobre la región donde está
definida.

2La forma fuerte se refiere a que la ecuación se satisface en todos los puntos de la región donde está definida.
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µ
(e)
S (x) = 1 ∀x ∈ Sk

e

µ
(e)
S (x) = 0 ∀x /∈ Sk

e

(2.31)

Con las ecs. (2.30) y (2.31) se obtiene el campo de deformaciones en su forma regularizada:

ε(e) = ∇Su(e) =
Xi=n

i=1

³
∇N (e)

i ⊗ di(t)
´S − (∇ϕe ⊗ [|u|]e)S + µ

(e)
S

1

k
([|u|]e ⊗ n)S (2.32)

La continuidad interna de tracciones de las ecs. (2.18f) se impone en forma fuerte, i.e., igualando

el promedio de los esfuerzos del elemento de la parte continua Ω\S y los de la zona de localización
Se:

σΩ+ · n =(σΩ− · n) = σS · nε(e) =⇒ 1

Ωe

Z
Ωe

σ · ndΩ
valor medio sobre Ω\S

=
1

le

Z
Se

σ · ndΓ
valor medio sobre S

(2.33)

=⇒
Z
Se

σ · ndΓ = le
Ωe

Z
Ωe

¦
σ · ndΩ

=⇒
Z
Ωe

µ
µ
(e)
S

1

k
− le
Ωe

¶
n · σdΩ = 0 (2.34)

en su forma incremental, los campos de desplazamientos y deformaciones de las ecs. (2.27) y

(2.32) están definidos como:

·
u
h
=

Xi=nnode

i=1
Ni

¦
di(t) +

X
e∈S M

(e)
S (x)

·
[|u|] ; ·uh ∈ _∨hu (2.35)

·
ε
h
= ∇S ·u

h
=
Xi=n

i=1

⎛⎝∇Ni|{z}
B

⊗
¦
di

⎞⎠S

+

⎛⎜⎜⎜⎝
∙
µ
(e)
S

1

k
n−∇ϕe

¸
| {z }

G

⊗
·

[|u|]e

⎞⎟⎟⎟⎠
S

(2.36)

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:

·
u
h
= N

¦
d+M

·
[|u|] (2.37)

·
ε
h
= B

¦
d+G

·
[|u|]

Para satisfacer el PVF de la aproximación de discontinuidades fuertes, con las funciones de

interpolación anteriores, se debe extremizar el funcional de la ec. (2.22) y satisfacer la ec. (2.34)

tal que

29



δΠu

³
ηh
´
≡

Xe=nelem

e=1

Z
Ωe

∇Sηh :
¦
σ
³
εh
´
dΩ− fext = 0 ∀ηh ∈

_
Vh

0

u (2.38)

·
[|σ|]Ω\S · n= 0 =⇒

Z
Ωe

µ
µ
(e)
S

1

k
− le
Ωe

¶
n| {z }

G∗T

· ¦σdΩ = 0

Para extremizar el funcional de la ecuación anterior, éste se deriva con respecto al campo de

desplazamientos nodales d e igualado a cero, así

R
Ωe
BT · ¦σ ¡εh¢ dΩ = fextR

Ωe
G∗T · ¦σ ¡εh¢ dΩ = 0 (2.39)

Sustituyendo la ec. (2.37) en la ec. (2.39) se tiene

R
Ωe
BT ·C ·

µ
B · ḋ+G

·
· [|u|]

¶
dΩ = fextR

Ωe
G∗Tn ·C ·

µ
B · ḋ+G

·
· [|u|]

¶
dΩ = 0

(2.40)

Realizando unas operaciones algebraicas en la ecuación anterior, se tiene la siguiente matriz de

rigideces de un elemento que contiene una discontinuidad en su interior:

Z
Ωe

"
BT ·C ·B BT ·C ·G
G∗T ·C ·B G∗T ·C ·G

#
dΩe

⎧⎨⎩
·
d
·

[|u|]

⎫⎬⎭ =

(
fext

0

)
(2.41)

Esta matriz de rigideces, a pesar de no ser no simétrica G∗T 6=GT, tiene la ventaja de poder

condensar el salto [|u|] en forma estática, lo que facilita el ensamble con la matriz global de
la estructura para facilitar su proceso de solución numérica. Sin embargo, la matriz está mal

condicionada, pues G∗ contiene valores de una delta de Dirac regularizada, que puede provocar
que un cambio pequeño en los valores numéricos cause un error relativo grande en la respuesta, sin

que esto dependa del método de solución. Lo anterior, puede producir que la solución del sistema

diverja fácilmente y, como consecuencia, lleve a una respuesta errónea del comportamiento de

una estructura.

2.3.2 Enriquecimiento nodal

Esta aproximación se basa el concepto de Partición de la Unidad aplicado al método del elemento

finito por Melenk y Babuska (1996), dando lugar al llamado Método de Partición de la Unidad del

Elemento Finito. Möes et al. (1999) aplicaron este concepto para capturar los saltos en el campo

de desplazamiento en el contexto de MFLE y se le dio el nombre del método de los elementos

finitos extendidos. Posteriormente Wells y Sluys (2001), Alfaiate et al. (2003) emplearon esta

formulación para simular discontinuidades fuertes en superficies cohesivas.
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Duarte y Oden (1996) demostraron que un campo se puede interpolar en términos de valores

nodales discretos usando la Partición de la Unidad. Si se considera la función φi, la interpolación

del campo u sobre un continuo se puede aproximar como:

u(x) =
n
Σ
i=1

φki (x)

µ
ai +

m
Σ
j=1

bijγj(x)

¶
(2.42)

donde φi es una función de Partición de la Unidad de orden k (si la partición de la unidad

son polinomios, k es el grado del polinomio), ai son los grados de libertad regulares, bij son los

grados de libertad de enriquecimiento y γj se denomina la función base de enriquecimiento conm

términos. Para evitar dependencia lineal, el orden de los polinomios en la base de enriquecimiento

debe ser mayor que k.

La ec. (2.42) es un puente entre los métodos libres de malla y el método del elemento finito.

La diferencia entre estos se encuentra en la selección de la función φi(x). El método libre de

Galerkin (Belytschko et al. 1994) emplea una función de mínimos móviles pesados de orden k con

una base de enriquecimiento vacía como partición de la unidad. Las funciones de interpolación

en el método del elemento finito corresponden a la partición de la unidad puesto que,

n
Σ
i=1

Ni(x) = 1 (2.43)

donde Ni son las funciones de interpolación. En la forma convencional del método de los elemento

finitos, el orden de las funciones de partición de la unidad es del orden del polinomio de las

funciones de forma y la función base de enriquecimiento es vacía. Por lo anterior no existe razón

para no emplear la base de enriquecimiento dentro de los elementos finitos. En la notación de

elementos finitos, la interpolación del campo de desplazamiento, empleando las propiedades de

la partición de la unidad se puede realizar como:

u(x) = N(x)d| {z }
Estándar

+N(x) (Nγ(x)a)| {z }
Enriquecida

(2.44)

dondeN es la matriz que contiene la funciones de interpolación estándar de orden k, d contiene los

grados de libertad regulares, Nγ es la matriz que contiene las funciones base de enriquecimiento

y a contiene los grados de libertad de enriquecimiento. El número de grados de libertad por

nodo es igual al número de términos en la base de enriquecimiento multiplicada por la dimensión

espacial. El campo de deformaciones en términos de desplazamientos nodales se puede escribir

como:

ε = ∇Su = Bd+Bγa (2.45)

En el modelo de Discontinuidades Interiores, el campo de desplazamientos se define como:

u(x, t) = u(x, t) +HS(x) [|u|] (x, t) (2.46)
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o

u(x, t) = û(x, t) +MS(x) [|u|] (x, t) (2.47)

La razón de emplear la interpolación del campo de desplazamientos en la ec. (2.47) en el modelo

de Discontinuidades Interiores en lugar de la ec. (2.46), es por que la primera evita tener las

condiciones de frontera de Dirichlet en el salto [|u|]. Sin embargo, existen otras formas de

lograr esto. Lo que se requiere es que el salto [|u|] tenga un soporte local alrededor de la

discontinuidad S (Samaniego et al., 2003). Se considera un dominio Ω[|u|] ⊂ Ω, dividido por S
en Ω+[|u|] = Ω[|u|] ⊂ Ω+ y Ω−[|u|] = Ω[|u|] ⊂ Ω− (figura 2.6), tal que ∂Ω[|u|] ∩ Γu = ∅

Figura 2.6: Sólido con discontinuidad S.

Considerando a φki = N(x) y γj(x) = HS(x) en la ec. (2.42) para interpolar el campo de

desplazamientos de la ecuación anterior, se tiene

u(e)(x, t) =
n
Σ
i=1

Ni(x)di(t)| {z }
u

+HS(x) Σ
j∈N

Nj(x)aj(t)| {z }
[|u|]

(2.48)

donde N es el conjunto de nodos que soportan el salto en la discontinuidad.

Formulación variacional

Esta formulación parte del funcional de energía total siguiente:

Π (η) ≡
Z
Ω

σ : ∇sηdΩ−
Z
Ω

b · ηdΩ−
Z
Γσ

t · ηdΓ ∀η ∈ Vη (2.49)

donde Vη es el espacio de variaciones admisibles de desplazamiento con la siguiente estructura:

η = η̄ +HSα (2.50)

sustituyendo la ec. (2.50) en la ec. (2.49) se tiene
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a)
R
Ω

σ : ∇sη̄dΩ− R
Ω

b · η̄dΩ−
Z
Γσ

t · η̄dΓ ∀η̄ ∈ Vη̄

b)
R
Ω

σ : ∇s (HSα) dΩ−
R
Ω

b · (HSα) dΩ−
Z
Γσ

t · (HSα) dΓ ∀α ∈ Vα
(2.51)

de la primera variación de la ec. (2.51a) igualada a cero, se puede demostrar que se satisface en

forma débil lo siguiente:

∇ · σ + b = 0 en Ω \ S
σ · ν=

_
t en Γσ

(σ+ − σ−) · n = 0 en S

(2.52)

De la ec.(2.51b) se tiene

∇s (HSα) = (δsn⊗α)s + (HS∇α)s (2.53)

sustituyendo la ec. (2.53) en la ec. (2.51b) se tiene

Z
Ω

σ : (δsn⊗α)s dΩ+
Z
Ω

σ : (HS∇α)s dΩ−
Z
Ω

b ·(HSα) dΩ−
Z
Γσ

t ·(HSα) dΓ ∀α ∈ ∨α (2.54)

Puesto que α|Ω\S = 0, el lado izquierdo de la ec. (2.54) se puede reescribir como:Z
S

n · σs ·αdS +
Z
Ω+
[|u|]

σ : ∇αdΩ−
Z
Ω+
[|u|]

b ·αdΩ−
Z

Γσ∩∂Ω+[|u|]

t ·αdΓ (2.55)

donde ∂Ω+[|u|] es la frontera de Ω
+
[|u|]. Del teorema de divergencia, el segundo término de la

ecuación anterior se define como

Z
Ω+
[|u|]

σ : ∇αdΩ = −
Z

Ω+
[|u|]

(∇·σ) ·αdΩ+
Z

Ω+
[|u|]

∇· (σ ·α) dΩ (2.56)

= −
Z
Ω+
[|u|]

(∇·σ) ·αdΩ+
Z

∂Ω+
[|u|]

ν[|u|]· (σ ·α) dΓ

donde ν [|u|] es la normal de ∂Ω+[|u|]. Sustituyendo la ec. (2.56) en ec. (2.55) y considerando
(2.52a) ,
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Z
S

n · σs ·αdS +
Z

∂Ω+
[|u|]

ν [|u|]· (σ ·α) dΓ−
Z

Ω+
[|u|]

(∇·σ) ·αdΩ−
Z

Ω+
[|u|]

b ·αdΩ

| {z }
=0

−
Z
Γσ

t ·αdΓ(2.57)

=

Z
S

n · σs ·αdS +
Z

∂Ω+
[|u|]

ν [|u|]· (σ ·α) dΓ−
Z
Γσ

t ·αdΓ

Note que ∂Ω+[|u|] se puede dividir en
¡
∂Ω[|u|] ∩Ω+

¢
,
³
Γσ ∩ ∂Ω+[|u|]

´
y S. Puesto que α|∂Ω[|u|]∩Ω+ = 0,Z

∂Ω+
[|u|]

ν[|u|]· (σ ·α) dΓ = −
Z
S

n · σΩ+ ·αdS +
Z

Γσ∩∂Ω+[|u|]

(ν · σ) ·αdΓ (2.58)

Sustituyendo la ec. (2.58) en la ec. (2.57) y considerando la ec. (2.52b), se obtieneZ
S

n · σs ·αdS −
Z
S

n · σΩ+ ·αdS +
Z

Γσ∩∂Ω+[|u|]

(ν · σ) ·αdΓ−
Z
Γσ

t ·αdΓ

| {z }
=0

(2.59)

Finalmente, la ecuación anterior se escribe como:Z
S

(n · σs − n · σΩ+) ·αdS = 0 (2.60)

Que corresponde a la continuidad interna de tracciones del PVF de la ec. (2.18f). En la

ecuación anterior, se observa que sólo se satisface la continuidad interna de tracciones en la parte

correspondiente a Ω+, la formulación no es clara respecto a la continuidad interna de tracciones

en la parte Ω−.

Aproximación por el MEF

El campo de desplazamientos de la ecuación (2.48) se puede reescribir en forma matricial como

uh= NTd+HSN
T
Na (2.61)

donde N son las funciones de forma, d los desplazamientos nodales y a son los grados de libertad

de enriquecimiento, que se pueden escribir como:

N =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N1

...

Ni

...

Nnnodos

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; d =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d1
...

di
...

dnnodos

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; a =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1
...

ai
...

annodos

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.62)
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Ni = Ni1 = Ni

"
1 0

0 1

#
(2.63)

y

NN =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ11
...

γi1
...

γnnodos1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
; γi =

(
Ni ∀i ∈ N
0 ∀i /∈ N (2.64)

El campo de las deformaciones se calcula como

{ε} = ©∇Suª= Lu (2.65)

donde el operador L, para el caso de dos dimensiones, se expresa como:

L :=

⎡⎢⎢⎣
∂x (·) 0

0 ∂y (·)
∂y (·) ∂x (·)

⎤⎥⎥⎦ (2.66)

Definiendo

B := LNT y BN : = LN
T
N (2.67)

el campo de las deformaciones se calcula como:

{εe} = Bd+HSBNa+δs (n)HSN
T
Na (2.68)

con n definido para el caso de dos dimensiones como

n :=

⎡⎢⎢⎣
nx 0

0 ny

ny nx

⎤⎥⎥⎦ (2.69)

Análogamente, para el campo admisible de desplazamientos se tiene

©∇Sηª = Bδd+HSBNδa+δs (n)HSN
T
Na (2.70)

donde δd y δa son las variaciones admisibles de d y a, respectivamente.

Los esfuerzos se pueden expresar en forma incremental como:

{σ̇e} = D {ε̇e} (2.71)

35



donde D es el operador constitutivo tangente.

Si se define

GN = HSBN+δs (n)N
T
N (2.72)

sustituyendo las ecs. (2.70), (2.71) y (2.72) en la ec. (2.51) se tiene

a)
R
Ω

δdTBD {εe} dΩ− R
Ω

b ·NT
NδddΩ−

Z
Γσ

t ·NT
NδddΓ = 0

b)
R
Ω

δaTGND {εe}−
R
Ω

b · ¡HSN
T
Nδa

¢
dΩ−

Z
Γσ

t · ¡HSN
T
Nδa

¢
dΓ = 0

(2.73)

Sustituyendo las ecs. (2.68) y (2.72), en la forma variacional de la ecuación anterior, se obtiene

la siguiente matriz de rigideces:

Z
Ωe

"
BT ·D ·B BT ·C ·GN

GT
N
·C ·B GT

N
·C ·GN

#
dΩe

⎧⎨⎩
·
d
·
[|a|]

⎫⎬⎭ =

(
Ḟext

ḟNext

)
(2.74)

esta matriz de rigideces es simétrica, sin embargo, los grados de libertad de enriquecimiento no

se pueden condensar como en el caso del Enriquecimiento Elemental, lo que requiere un gasto

computacional adicional. Así mismo, la presencia de la función de Heaviside en los elementos de

la matriz, requiere de emplear una técnica de integración ad hoc. Wells y Sluys (2001) proponen

dividir un elemento triangular en siete triángulos pequeños con tres puntos de integración cada

uno y dos en la discontinuidad, teniendo así un total de 23 puntos de integración.

De lo expuesto anteriormente se puede observar que para resolver problemas del proceso de

falla en materiales mediante el Modelo de Discontinuidades Interiores, la formulación de la

aproximación de enriquecimiento elemental parte del funcional de energía potencial total, y

satisface la continuidad interna de tracciones mediante el promedio de los esfuerzos en el dominio

del elemento finito fuera y dentro de la discontinuidad. En consecuencia, de la aproximación con

elementos finitos con discontinuidades interiores se obtienen matrices de rigideces no simétricas,

que por la presencia de la función Delta de Dirac regularizada están mal condicionadas, lo que

puede presentar problemas numéricos como estabilidad y convergencia durante la solución de

problemas. La ventaja de esta aproximación es que los grados de libertad adicionales se pueden

condensar estáticamente. Por otra parte, la formulación de elementos finitos con enriquecimiento

nodal tiene dos inconvenientes principales que son: una implantación numérica compleja y el

incremento de grados de libertad que requiere un gasto computacional adicional. A pesar que

esta aproximación tiene un mejor desempeño cinemático, no es clara respecto a la continuidad

interna de tracciones (ec. 2.18f).
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Capítulo 3

Modelos constitutivos de daño

Se llama modelo constitutivo a una formulación matemática capaz de describir el comportamiento

físico macroscópico de un sólido ideal, que resulta luego de aplicar hipótesis sobre un sólido real.

De aquí que la formulación de modelos constitutivos sólo representa una realidad condicionada

por ciertas hipótesis y por tanto su utilización debe realizarse consecuentemente con ellas (Oller,

2001).

Para representar el proceso físico de falla, los Modelos Constitutivos de Daño, permiten

representar el comportamiento no lineal de los materiales en los que ocurre una degradación

de rigidez, una vez que se alcanza un valor umbral del material. En términos generales el daño

de los materiales es el proceso físico progresivo por el cual se rompen los mismos. La mecánica

del daño es el estudio, a través de variables mecánicas, de los mecanismos involucrados en el

deterioro de los materiales cuando son sometidos a cargas. A nivel de miscroescala el daño es la

acumulación de microtensiones en la vecindad de defectos o interfaces y la rotura de ligaduras,

que ambos dañan al material. En la mesoescala del volumen representativo, el daño se presenta en

el crecimiento e interconexión de microfisuras y microporos que, en conjunto, inician una fisura.

En la macroescala el daño se refleja por el crecimiento de dicha fisura. Los dos primeros niveles

pueden ser estudiados a través de variables de daño de la Mecánica de los Medios Continuos

definidas a nivel de mesoescala. El tercer nivel se estudia normalmente utilizando la Mecánica

de Fractura con variables definidas a nivel macroscópico.

La Mecánica del Daño Continuo utiliza variables continuas relacionadas con la densidad de

estos defectos para describir el deterioro del material antes de la iniciación de macrofisuras.

La Mecánica del Daño fue introducida por primera vez por Kachanov (1958), quién propuso la

variable de daño como un escalar que varia entre 0 y 1 (daño isotrópico). A partir de este trabajo,

se ha desarrollado la Mecánica del Daño, que permiten su aplicación a problemas prácticos de

ingeniería. Modelos de daño anisotrópico fueron desarrollado por Lemaitre y Chaboche (1978)

y (1985).

Para representar el proceso de falla con el Modelo de Discontinuidades Interiores, se requiere

de un modelo constitutivo que describa el proceso de degradación del material, por lo que

37



se recurre a un Modelo Constitutivo. En los trabajos donde se emplea el concepto de

Discontinuidad Fuerte, como los de Simo et al. (1993); Simo y Oliver (1994); Oliver y

Simo (1994); Oliver (1996a,b); Armero y Garikipati (1996); Armero (1997), determinan el

inicio y crecimiento de la discontinuidad en el sólido con un modelo constitutivo del tipo

continuo (relación esfuerzo-deformación). En este contexto, cuando se introduce la cinemática

de desplazamientos y deformaciones de la aproximación de discontinuidades fuertes al análisis de

un modelo constitutivo continuo, se obtiene no sólo una ecuación constitutiva del tipo continua

(relación tracción salto), sino todo un modelo constitutivo del tipo discreto (Oliver, 1996a;

Armero y Garikipati, 1996; Oliver, 2000 y Oliver et al. 2002a).

En el presente capítulo se presentan las bases teóricas de los modelos de daño. Se describen los

elementos de un modelo de daño isotrópico, que posteriormente se analiza cuando se introduce

la cinemática de deformaciones de la aproximación de Discontinuidad Fuerte. Se demuestra que

bajo estas condiciones, se puede generar a partir de un modelo continuo un modelo de daño

discreto (Oliver, 2000 y Oliver et al. 2002).

3.1 Modelo de daño isotrópico.

Los modelos de daño isotrópicos se han empleado extensivamente para simular el comportamiento

del material que presenta la degradación de sus propiedades mecánicas debido a la presencia de

fisuras pequeñas que aparecen en el material durante el proceso de carga. Este proceso se

puede simular en el contexto de medios continuos, introduciendo una variable interna de daño

representada por un escalar, vector o tensor. Esta variable interna de daño, caracteriza el nivel de

deterioro del material y relaciona el esfuerzo σ, con el esfuerzo efectivo σ̄, e.g., en una dimensión

se puede escribir como (figura 3.1):

σ = (1− d) σ̄ (3.1)

donde d es el parámetro de daño que toma el valor 0 ≤ d ≤ 1. El esfuerzo efectivo y la deformación
se relacionan por la ley de Hooke:

σ̄ = Eε (3.2)

donde E es el módulo elástico del material. Sustituyendo la ec. (3.2) en la ec. (3.1)

σ = (1− d)Eε (3.3)

El problema en 3D se puede explicar como una generalización del caso unidimensional de manera

que en lugar de trabajar con valores escalares se trabaja con tensores. Así, el esfuerzo en función

del esfuerzo efectivo es:

σ = (1− d)σ̄ = (1− d)C : ε = Cd: ε (3.4)
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Figura 3.1: Curva esfuerzo deformación.

donde C es el tensor constitutivo elástico estándar de cuarto orden y Cd es el tensor constitutivo

elástico degradado. El primero puede expresarse en función de las constantes de Lamé,

C = 2µI+ λ (1⊗ 1) (3.5)

donde 1 es un tensor unitario de segundo orden, I es un tensor unitario de cuarto orden que

corresponde a Iijkl=1
2 (δikδjl + δilδjk). Los coeficientes de Lamé se definen en la ec. (2.4).

3.1.1 Ecuación constitutiva

La energía libre de Helmholtz por unidad de volumen para el caso de un modelo de daño isotrópico

se define como:

Ψ = Ψ (d, ε) = (1− d)Ψ0 (ε) (3.6)

donde Ψ0 (ε) es la energía libre de Helmholtz de un material elástico no dañado en función del

campo de las deformaciones ε. Para problemas térmicamente estables es válida la siguiente forma

de desigualdad de Clausius-Plank,

Ξ =

µ
σ−∂Ψ

∂ε

¶
: ε̇−∂Ψ

∂d
ḋ ≥ 0 (3.7)

Esta expresión, conocida como de la potencia disipativa, permite hacer las siguientes considera-

ciones:

• La desigualdad de la ec. (3.7) debe cumplirse para cualquier variación temporal de las
deformaciones ε, por lo que ε̇ debe ser nulo. Esta condición proporciona la ley constitutiva

para el problema de daño escalar.
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σ =∂Ψ
∂ε ,

∂Ψ
∂d = −Ψ0 =⇒ −Ψ0 conjugada de d (3.8)

• Considerando la ley constitutiva, el valor de la disipación del modelo de degradación resulta,

Ξ = Ψ0ḋ ≥ 0 (3.9)

Teniendo en cuenta que la ec. (3.8) se tiene la siguiente forma de la ecuación constitutiva.

σ =
∂Ψ

∂ε
= (1− d)

∂Ψ0
∂ε

= (1− d)C : ε =(1− d)σ̄ (3.10)

que corresponde a la ecuación constitutiva secante del modelo de daño.

3.1.2 Criterio de daño

El criterio de daño determina entre un estado de comportamiento elástico de un material,

delimitado por una función de daño, y otro estado en el cual se verifica el proceso de degradación

de las propiedades del material. El criterio básicamente depende del tipo de material.

Para definir una función de daño, se requiere de una norma en el espacio de los esfuerzos,

τσ = kσkCe−1 =
p
σ : Ce−1 : σ (3.11)

o el espacio de deformaciones

τ ε = kεkC =
√
ε : C : ε =

p
2Ψ0 (3.12)

ambas se pueden relacionar mediante la siguiente expresión

τσ = (1− d) τ ε (3.13)

Con estas normas se puede definir una región elástica en el espacio de los esfuerzos (3.2a),

Eσ= {σ |f(τσ, q) < 0} (3.14)

y en el de las deformaciones (3.2b)

Eε= {ε |f(τ ε, r) < 0} (3.15)

donde q es una función que define el ablandamiento/endurecimiento y r es la variable interna

cuyo valor define el límite elástico. Finalmente, se tienen las siguientes funciones de daño, en

el espacio de esfuerzos y deformaciones correspondientemente, que definen el límite elástico del

comportamiento del material.

f(τσ, q) = τσ − q (3.16)
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f(τ ε, r) = τ ε − r (3.17)

Figura 3.2: Normas: a) espacio de esfuerzos y b) espacio de deformaciones.

De la ec. (3.12), para el caso unidimensional, se puede obtener el valor de r0

τ ε =
√
ε : C : ε =⇒ r0 =

σy√
E

(3.18)

donde r0 es el valor umbral inicial y σy es el valor de la resistencia elástica. La variable de

ablandamiento/endurecimiento q se define como:

q (r) = (1− d) r (3.19)

que depende de la variable interna r. Combinando las ecs. (3.19) y (3.10) se obtiene

σ =
q (r)

r
σ̄ (3.20)

3.1.3 Regla de endurecimiento

La regla de endurecimiento se define por la siguiente ecuación:

q̇ = Hd (r) ṙ; Hd (r) = q
0
(r) q ∈ [0, σy] q0 = r0 (3.21)

donde Hd es el módulo de endurecimiento/ablandamiento continuo.

La regla de endurecimiento lineal se define como (figura 3.3a)
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q =

(
r0 r ≤ r0

r0 +Hd (r − r0) r > r0
(3.22)

y para una regla exponencial (figura 3.3a)

q =

(
r0 r ≤ r0

r0 exp
¡−Hd

¡
1− r0

r

¢¢
r > r0

(3.23)

Con base en lo anterior, se tiene que la variable de daño para el caso lineal

d =

(
0 r ≤ r0

1− r0
r −Hd

¡
1− r0

r

¢
≯ 1 r > r0

(3.24)

y para el caso exponencial:

d =

(
0 r ≤ r0

1− r0
r exp

¡−Hd
¡
1− r0

r

¢¢
r > r0

(3.25)

Figura 3.3: Regla de ablandamiento/endurecimiento: a) lineal y b) exponencial.

La ley de evolución de la variable interna y de la variable de daño son:

ṙ = γ (3.26)

ḋ = γ
∂f(τσ, q)

∂r

donde γ es un escalar no negativo denominado parámetro de consistencia de daño. El rango de

la variable interna es [0,∞) . Los límites de la variable de daño son d = [0, 1]. Cuando la variable
de daño es igual a cero, la variable interna r tiene el valor de r0, y cuando el daño es igual a uno,

r = r∞.
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3.1.4 Condiciones de carga y descarga

Estas condiciones, que permiten obtener el valor del multiplicador de daño γ, se conocen como

las condiciones de Kuhn-Tucker :

γ ≥ 0; f(τσ, q) ≤ 0; γf(τσ, q) = 0 (3.27)

y la condición de persistencia

γḟ(τσ, q) = 0 (3.28)

Las ecuaciones expresadas anteriores determinan las condiciones de carga o descarga en el

material. Si el valor de f(τσ, q) < 0, el criterio de daño no se satisface, para que se cumpla

las condiciones de Kuhn-Tucker necesariamente el valor de γ = 0. Por la anterior, la variación

temporal del daño en la ec. (3.26) debe ser nula ḋ = 0, por tanto el material no presenta daño,

pues se encuentra en el rango de comportamiento elástico.

3.1.5 Módulo tangente

La ecuación constitutiva en términos de la razón de esfuerzos y deformaciones se define como:

σ̇ = Cd: ε̇ (3.29)

donde Cd es el módulo constitutivo tangente. Para obtenerlo, considere la siguiente ecuación:

σ = (1−d)C : ε (3.30)

Derivando con respecto al tiempo la ecuación anterior,

σ̇ = (1−d)C : ε̇−ḋC : ε (3.31)

si se considera que en el material no presenta incremento de carga, entonces ḋ = 0. En

consecuencia, se tiene:

σ̇ = (1−d)C : ε̇ =⇒ Cd =:(1−d)C (3.32)

Diferenciando τ ε de la ec. (3.12) con respecto al tiempo y tomando en cuenta la ec. (3.17),

τ ε =
√
ε : C : ε =⇒ τ̇ ε = ṙ =

1

τ ε
σ̄ : ε (3.33)

de la ec. (3.19) se puede obtener la derivada en el tiempo de la variable de daño

ḋ =

Ã
q (r)− q

0
(r) r

r3

!
ṙ (3.34)

sustituyendo la ec. (3.21) en la ecuación anterior, se tiene entonces:
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ḋ =

µ
q (r)−Hdr

r3

¶
ṙ (3.35)

Finalmente, el tensor constitutivo tangente se obtiene sustituyendo la ec. 3.34 en la ec. (3.31)

Cd = (1−d)C : −
Ã
q (r)− q

0
(r) r

r3

!Ã
C : ε| {z }
σ̄

⊗ε : C| {z }
σ̄

!
(3.36)

Este modelo de daño isotrópico se puede resumir mediante las siguientes ecuaciones como:

a) Ψ (ε,r) = (1− d(r))Ψ0 Energía libre de Helmholtz

b) d (r) = 1− q
r ; q ∈ [r0, 0] d ∈ [0, 1] Variable de daño

c) σ =∂Ψ
∂ε = (1− d)C : ε Ecuación constitutiva

d) ṙ = γ

(
r ∈ [r0,∞]

r0 = r|t=0 = σy√
E

Ley de evolución de daño

e) f(τσ, q) = τσ − q =
√
σ : Ce−1 : σ − q;

(
q ∈ [0, r0]
q|t=0 = r0

Criterio de daño

f) q̇ = Hd (r) ṙ; Hd (r) = q
0
(r) ≤ 0 Regla de endurecimiento

g) f < 0; γ ≥ 0; γf = 0 Condiciones de carga y descarga

h) γḟ = 0 si f = 0 Condición de consistencia
(3.37)

3.2 Análisis de la falla en materiales

En está sección se presentan los criterios para el inicio del proceso de falla desde el punto de

vista constitutivo de los materiales, a partir del análisis de localización de deformaciones. La

falla de un cuerpo continuo se define como un proceso de eventos o fases, que comienzan a nivel

material, y que conduce a un deterioro progresivo a un discontinuo.

3.2.1 Fases de la curva esfuerzo deformación

El comportamiento mecánico de los materiales generalmente se describe por la curva esfuerzo

deformación, si se considera un material sujeto a carga que presenta un comportamiento como el

que se muestra en la curva de la figura (3.4), los fases en las que se divide esta curva son (Chaves,

2003):

I. Fase elástica. En esta fase, se considera que el comportamiento del material es elástico

lineal, i.e., obedece la ley de Hooke. Esta fase está limitada por el punto a (punto de

fluencia).
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Figura 3.4: Puntos característico durante el proceso de carga.

II. Fase inelástica. El punto a en la figura corresponde al inicio del comportamiento no

lineal del material, el cual se le conoce como inicio de un proceso de falla difusa. Este

proceso se caracteriza por que inicia un fenómeno de disipación de energía, acompañado

de una concentración de deformaciones espacialmente suaves. Al pasar el punto a, este

proceso continúa hasta alcanzar el punto b, denominado punto de bifurcación.

III. Fase de DDE. La fase de discontinuidad débil inicia cuando se cumple la condición de

bifurcación det [Q (N)] = 0. Esta fase se caracteriza por que en el campo de deformaciones

es discontinuo, y el campo de desplazamiento se mantiene continuo.

[|u̇|] = u̇+ − u̇− = 0 (3.38)

ε = [|∇u̇|] = ∇u̇+ −∇u̇− 6= 0

IV. Fase de DFU. Cuando la condiciones de discontinuidad fuerte se satisfacen, esta fase inicia

(punto c). Se caracteriza por el salto en el campo de los desplazamientos y la aparición de

deformaciones no acotadas.

[|u̇|] = u̇+ − u̇− 6= 0 (3.39)

ε = [|∇u̇|] = ∇u̇+ −∇u̇− 6= 0
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El momento en que se presenta cada uno de las fases descritas anteriormente dependen no sólo

del tipo de material (i.e. del modelo constitutivo), sino también, de la evolución del estado

de esfuerzos. En algunos casos, algunas de las fases descritas anteriormente pueden coincidir

(figura 3.5). Dentro de este contexto, la formación de una discontinuidad fuerte en un punto del

material, se puede considerar como una discontinuidad débil que evoluciona a una discontinuidad

fuerte en un cierto tiempo del proceso de deformación. En el tiempo de bifurcación tb, el campo

de deformaciones bifurca, como resultado se presenta una banda de localización con espesor

pequeño k, que se caracteriza por el inicio de una discontinuidad débil. En tiempos subsecuentes

del análisis el espesor de la banda tiende a cero, este momento tDFU se denomina tiempo de

discontinuidad fuerte, que se caracteriza por el inicio de una discontinuidad fuerte en el sólido.

Figura 3.5: Coincidencia de puntos característicos.

3.2.2 Pérdida de estabilidad

En 1952 Drucker identificó la pérdida de estabilidad del material, como la pérdida de trabajo

interno positivo. Propuso que un material es estable si la densidad del trabajo de segundo orden

es positivo, teniendo como suficiente condición:

d2W =
1

2
σ̇ : ε̇ =

1

2
ε̇ : C : ε̇ > 0 (3.40)

Para un valor arbitrario de ε̇ 6=0 . Este criterio fue desarrollado posteriormente por Druker
(1959) y Hill (1958) entre otros. Hill demostró que σ̇ : ε̇ = 0 es una condición necesaria para

cualquier tipo de bifurcación o pérdida de unicidad.

3.2.3 Tiempo de bifurcación

El tiempo de bifurcación se define como el momento en que la solución del PVF no es única, i.e.,

cuando inicia la localización de deformaciones, definida como una inestabilidad en la descripción

constitutiva macroscópica de la deformación inelástica del material. Para ilustrar lo descrito
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anteriormente, considérese el continuo de la figura (3.6) con puntos materiales en la zona de

localización S.

Figura 3.6: Zona de localización S.

Si se considera un punto material P en la zona de localización S con un estado de esfuerzos en

el punto de bifurcación b (figura 3.4 ). En este momento se tiene el siguiente estado de esfuerzos

fuera y dentro de la banda de localización, respectivamente:(
σ̇Ω\S= CΩ\S : ε̇Ω\S en Ω \ S
σ̇S= CS : ε̇S en S

(3.41)

donde σS y σΩ\S son los esfuerzos dentro y fuera de la zona de localización, respectivamente,
CΩ\S y CS son los tensores constitutivos correspondientes. El campo de deformaciones se define

como:

⎧⎨⎩ ε̇Ω\S=
_̇
ε en Ω \ S

ε̇S=
_̇
ε + (M⊗ n)s en S

(3.42)

donde M es una función que depende del ancho de la banda de localización, y que define la

dirección de la velocidad del salto.

De la continuidad interna de tracciones se tiene

TΩ\S= T
σ̇Ω\S · n = σ̇S · n

(3.43)

Sustituyendo las ecs. (3.41) y (3.42) en la ec. (3.43) se tiene:

(n ·CS · n)| {z }
Q(n)

·M =
£¡
CΩ\S −CS

¢
: ε̇S

¤ · n (3.44)

donde Q(n) es el tensor de localización.

47



En el trabajo de Rice y Rudnicki (1980) se hace la distinción entre bifurcación continua y

discontinua, con base en el tensor constitutivo tangente.

Bifurcación continua

En el caso de bifurcación continua se considera que dentro y fuera de la zona de localización el

tensor constitutivo, CΩ\S = CS , i.e., el material dentro y fuera de la zona de localización se

mantiene en estado de carga, en consecuencia, la ec. (3.44) se transforma en:

(n ·CS · n) ·M =0 (3.45)

La condición de bifurcación se satisface cuando la solución de la ecuación (3.45) es diferente de

la solución trivialM = 0, resultando así la condición:

det [Q(n)]= 0 (3.46)

Bifurcación discontinua

De estudios experimentales se ha observado que la respuesta del tensor constitutivo no es

continua, pues aparentemente el material fuera de la zona de localización no continúa cargando,

al contrario se descarga elásticamente. Este caso conocido como de bifurcación discontinua,

CΩ\S 6= CS, en consecuencia, la ec. (3.44) se transforma:

(n ·CS · n) ·MD=
£¡
CΩ\S −CS

¢
: ε̇S

¤ · n (3.47)

despejando el valor de MDde la ecuación anterior:

MD=(n ·CS · n)−1 ·
£¡
CΩ\S −CS

¢
: ε̇S

¤ · n (3.48)

Rice y Rudnicki (1980) demostraron que la solución de la ec. (3.48) corresponde a la condición

de carga plástica en la zona de localización, mientras que el resto del continuo se descarga en

forma elástica. La condición necesaria para que se presente la localización de deformaciones,

considerando bifurcación continua o discontinua está dada por la ec. (3.46).

La ecuación (3.46) se puede considerar como un análisis más elaborado para determinar: 1)

el momento en que inicia el daño en el material, y 2) la dirección de propagación de la

discontinuidad. Ingredientes necesarios para simular el proceso de falla en materiales mediante

el Modelo de Discontinuidades Interiores.
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3.3 Análisis del modelo isotrópico de daño con la cinemática de

deformaciones de discontinuidades fuertes

En esta sección se muestra que bajo la condición de discontinuidad fuerte, a partir de un modelo

de daño continuo (relación esfuerzo-deformación) se puede obtener de forma natural un modelo

de daño discreto (relación tracción-salto). Éste fue desarrollado por Oliver (2000) y Oliver et al.

(2002), partiendo del caso unidimensional y extendiéndolo al caso tridimensional.

De la ecuación constitutiva del modelo de daño de la ec. (3.37c) se pueden obtener las

deformaciones como

σ =(1− d)C : ε =⇒ ε =
r

q
C−1 : σ (3.49)

Derivando con respecto al tiempo la ecuación anterior:

ε̇ =
∂

∂t

µ
r

q
C−1 : σ

¶
(3.50)

Considerando el campo de deformaciones de la ec. (3.42) se tiene

ε̇(x)|x∈S = ε̇S =
_̇
ε +

1

k
([|u̇|]⊗ n)S = ∂

∂t

µ
r

q
C−1 : σ

¶
(3.51)

Multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por k, y considerando la fase de discontinuidad

fuerte, i .e., cuando k → 0, se tiene una relación entre la razón del salto y la de los esfuerzos.

lim
k→0

∙
_̇
ε +

1

k
([|u̇|]⊗ n)S

¸
= ([|u̇|]⊗ n)S = lim

k→0
∂

∂t

µ
kr

q
C−1 : σ

¶
(3.52)

Puesto que el campo de esfuerzos σ y la regla de endurecimiento están acotados, para la condición

[|u̇|] 6= 0, la siguiente expresión se debe satisfacer:

lim
k→0

kr 6= 0 (3.53)

Si se define la razón de la variable discreta interna ᾱ como:

_̇
α

acotado

def
=

⎧⎨⎩
_̇
α = kṙ

_
α =∈ [0,∞]

(3.54)

Sustituyendo la ec. (3.54) en la ec. (3.52) se tiene

([|u̇|]⊗ n)S = ∂

∂t

µ
ᾱ

q
C−1 : σ

¶
(3.55)

La ecuación anterior se conoce como la ecuación de discontinuidad fuerte.

Sustituyendo la ec. (3.54) en la ec. (3.37f) se tiene.
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q̇ = Hṙ=
1

k
H
_̇
α (3.56)

Puesto que q̇ está acotada (q ∈ [0, r0]) así como
_
α y

_̇
α la consistencia matemática de la ec.(3.56)

requiere que

H = kH̄ (3.57)

así, para el caso de la regla de ablandamiento/endurecimiento

q̇ = H̄
_̇
α (3.58)

donde el parámetro H̄ se denomina módulo discreto de ablandamiento/endurecimiento y se puede

considerar como una propiedad del material.

El parámetro
_
α de la ec. (3.54) se puede interpretar como se muestra a continuación. De la ec.

(3.18) considerando un régimen de carga se tiene

r = τ ε =
√
ε : C : ε =⇒ ṙ =

1

r
ε : C|{z}
σ
1−d

: ε̇ =
1

r (1− d)
σ : ε̇ =

1

q
σ : ε̇ (3.59)

Sustituyendo la cinemática de deformaciones de la ec.(3.51) en la ecuación anterior

_̇
α = lim

k→0
kṙ = lim

k→0
k
1

q
σ :

∙
_̇
ε+
1

k
([|u̇|]⊗ n)s

¸
=
1

q
σ : ([|u̇|]⊗ n)S = (3.60)

=
1

q
[|u̇|] · σ · n =1

q
[|u̇|] ·T

donde T = σ · n es el vector de tracciones en la dirección normal a la superficie de la

discontinuidad S.

3.3.1 Ecuación constitutiva discreta.

Multiplicando ambos lados de la ec. (3.55) por el tensor C, se tiene:

C : ([|u̇|]⊗ n)S = C · n· [|u̇|] = ∂

∂t

µ
ᾱ

q
: σ

¶
(3.61)

nuevamente multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por el vector normal n, entonces

(n ·C · n)| {z }
Qe

· [|u̇|] = Qe· [|u̇|] = ∂

∂t

µ
ᾱ

q
n · σ

¶
=

∂

∂t

µ
ᾱ

q
T

¶
(3.62)

[|u̇|] =
∂

∂t

µ
ᾱ

q
Qe−1 ·T

¶
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donde Qe es el tensor acústico elástico, el cual es un tensor definido positivo. Finalmente, de la

ecuación anterior se tiene

[|u|] = ᾱ

q
Qe−1 ·T =⇒ T =

q

ᾱ
Qe· [|u|] (3.63)

Que corresponde a la ecuación constitutiva discreta que relaciona las tracciones en los bordes de

la discontinuidad con el salto del campo de desplazamientos T = T ([|u|]).

Sustituyendo la ec. (3.63) en la ec. (3.60) se tiene la razón de la variable discreta interna ᾱ como

_̇
α =

1

q
[|u̇|] ·T =1

ᾱ
[|u̇|] ·Qe · [|u|] (3.64)

Si se define la siguiente función dependiente de los saltos

τ [|u|]
def
= k[|u|]kQe =

p
[|u|] ·Qe · [|u|] =⇒ τ̇ [|u|] =

1

τ [|u|]
[|u̇|] ·Qe · [|u|] (3.65)

Sustituyendo la ec. (3.65) en la ec. (3.64), se tiene

_̇
α
_
α = τ̇ [|u|]τ [|u|] =⇒

_
α = τ [|u|] =⇒ f

¡
[|u|] ,_α¢ = _

α− τ [|u|] (3.66)

De lo anterior, se puede definir una norma del vector de tracciones

τT =
q

ᾱ
τ [|u|] =

r
q

ᾱ
[|u|] ·Qe · [|u|] q

ᾱ
=

r
q

ᾱ
[|u|] ·Qe · [|u|] q

ᾱ
=

q
T ·Qe−1 ·T = kTk

Qe−1

(3.67)

De la ec. (3.63) y de la ec. (3.65) se pueden definir las siguientes funciones de daño

G
¡
[|u|] ,_α¢ =

q

ᾱ
τT − ᾱ = 0 (3.68)

f (T,q) = τT − q = 0

Las ecs. (3.64) a (3.68) definen un modelo de daño discreto, el cual se obtiene a partir

de la ecuación del modelo de daño continuo de la ec. (3.37) considerando la cinemática de

desplazamientos de discontinuidad fuerte, que induce el campo de deformaciones no acotado.

El modelo de daño discreto resultado de este análisis se resume a continuación:
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Figura 3.7: Modelo de daño: a) continuo y b) discreto.

a) ϕ ([|u|] ,ᾱ) = (1− ω)ϕ0 (ᾱ) ,

(
ϕ0 ([|u|]) = 1

2 [|u|] ·Qe · [|u|]
Qe = n ·C · n Energía libre de Helmholtz

b) ω = 1− q̄(ᾱ)
ᾱ ; ω ∈ [−∞, 1] Variable de daño

c) T =ϕ([|u|],ᾱ)
∂[|u|] = (1− ω)Qe · [|u|] Ecuación constitutiva

d) ∂
∂t (ᾱ) =

_̇
α = λ̄ =, ᾱ ∈ [0,∞] Ley de evolución

e) f(T, q̄) = τT − q̄; τT = kTkQe−1 =
p
T ·Qe−1 ·T Criterio de daño

f)
_̇
q (ᾱ) = H̄

_̇
α; H̄ = q̄

0
(ᾱ) ≤ 0 Regla de endurecimiento

g) f ≤ 0; λ̄ ≥ 0; λ̄f = 0 Condiciones de carga y descarga

h) λ̄ḟ = 0 Condición de consistencia
(3.69)

Este modelo de daño se caracteriza por la variable de daño discreto ω, la cual evoluciona en

términos de la variable interna discreta ᾱ y el módulo secante constitutivo QS =(1 − ω)Qe.

Puesto que el valor inicial de ω es ω = −∞ (1− ω = +∞) , el módulo constitutivo secante es
QS = +∞Qe, por lo que el modelo se denomina que es un modelo rígido.

3.3.2 Condiciones de discontinuidad fuerte.

Si se considera un punto material en la zona de localización S, con un vector normal n, el campo

de esfuerzos σS en ese punto permanece continuo cuando inicia el régimen de discontinuidad

fuerte.

σS = (1− d)C : εS =
q (rS)

rS
C : εS (3.70)

Sustituyendo la ec. (3.51) en la ec. (3.70) en el tiempo de discontinuidad fuerte.
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σS = lim
k→0

q̄
_
α
k

C :

µ
_̇
ε +

1

k
([|u|]⊗ n)S

¶
= lim

k→0
q̄
_
α
C :

³
kε+ ([|u̇|]⊗ n)S

´
(3.71)

=
q̄
_
α
C : ([|u|]⊗ n)S

La ecuación anterior se puede reescribir como:

([|u|]⊗ n)S =
_
α

q̄
C−1: σS| {z }

ε̄S

=

_
α

q̄
ε̄S (3.72)

La ecuación anterior se conoce como las ecuación de discontinuidades fuertes (Oliver, 1996a) la

cual proporciona una relación entre los esfuerzos σS y el salto de los desplazamientos [|u|]. Esta
ecuación tensorial es un sistema de seis ecuaciones algebraicas que relacionan σS y [|u|]. Además,
de la ec. (3.72) se puede obtener las siguientes ecuaciones:⎡⎢⎢⎣

[|u|]1 1
2 [|u|]2 1

2 [|u|]3
1
2 [|u|]2 0 0
1
2 [|u|]3 0 0

⎤⎥⎥⎦ = _
α

q̄

⎡⎢⎢⎣
ε̄11 ε̄12 ε̄13

ε̄21 ε̄22 ε̄23

ε̄31 ε̄32 ε̄33

⎤⎥⎥⎦ (3.73)

De donde se obtiene las siguientes condiciones:

ε̄22S = ε̄23S = ε̄33S = 0 =⇒
£
C−1: σS

¤
22
=
£
C−1: σS

¤
23
=
£
C−1: σS

¤
33
= 0 (3.74)

La ec. (3.74) corresponde a las condiciones de discontinuidad fuerte, las cuales establecen las

restricciones del estado de esfuerzos para el inicio de la fase de discontinuidades fuertes. Estas

condiciones sólo se satisfacen bajo ciertas condiciones de esfuerzo y deformación en el modelo

isotrópico continuo elástico desarrollado en la ec. (3.37). Una opción ante esta limitante es

emplear el procedimiento de ancho de banda de localización variable desarrollado por Oliver et

al. (1999), otra opción es un modelo anisotrópico como el de Fernández y Ayala (2004), quienes

desarrollaron un modelo de daño anisotrópico y un modelo de daño discreto que satisfacen

adecuadamente las condiciones de discontinuidad fuerte de la ec. (3.74). Estos modelos se

desarrollaron para la aproximación de Discontinuidad Débil y Discreta, correspondientemente,

los autores demuestran la equivalencia de ambos modelos mediante un análisis energético.
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Capítulo 4

Formulación variacional del Modelo
de Discontinuidades Interiores

La formulación variacional de un problema se presenta como un funcional, el cual tiene como

condiciones de estacionaridad correspondientes a las ecuaciones de Euler-Lagrange, la forma

fuerte del problema, con la diferencia, que la formulación variacional tiene ventajas sobre la

formulación fuerte (Washizu, 1967). Los funcionales son magnitudes variables cuyo valor se

determinan mediante la elección de una o varias funciones. El cálculo variacional estudia los

métodos, llamados variacionales, que permiten hallar los valores estacionarios de los funcionales.

Puesto que un funcional representa el modelo matemático de un problema físico, la aplicación

de los métodos variacionales es importantes en áreas del conocimiento como la física teórica,

mecánica Lagrangiana, mecánica cuántica, en las ingenierías, etc. Los métodos variacionales

proveen las bases matemáticas del método del elemento finito, el cual es una herramienta

numérica para resolver PVF.

Dentro de la mecánica de medios continuos, para resolver el problema elástico lineal definido en la

ec.(2.1), la literatura reporta los siguientes funcionales de energía: Hellinger-Reissner (Reissner,

1950) con dos campos independiente (desplazamientos y esfuerzos), Fraeijs de Veubeke (1951)

con cuatro campos independientes (desplazamientos, deformaciones, esfuerzos y tracciones); Hu

(1955) y Washizu (1955) con tres campos independientes (desplazamientos, deformaciones y

esfuerzos), Energía potencial total con un campo independiente (desplazamientos), Energía

potencial complementaria con un campo independiente (esfuerzos); entre estos funcionales se

encuentran los llamados funcionales híbridos como los de Pian (1964), Herrmann (1966) y

Atluri (1975), que consideran campos independientes de diferente dimensión, e.g., esfuerzos en

el continuo y tracciones en una superficie. A partir del funcional general de Fraeijs de Veubeke

(1951) se pueden generar los otros funcionales descritos anteriormente. Todos estos funcionales

tiene en común, que al encontrarse la función o funciones que los extremize, también se están

encontrando las soluciones a las ecuaciones que definen el problema. Para encontrar la función

que estremize un funcional que represente un problema sencillo, e.g., una barra, viga, la solución

se puede obtener en forma analítica. Sin embargo, cuando se trata de un problema con una
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geometría irregular, la solución mediante procedimientos analíticos no es, en general, viable. En

este caso se recurre a los métodos numéricos aproximados como el de los Elementos Finitos para

obtener la solución aproximada del problema.

El problema en este trabajo de investigación es simular el proceso de falla, considerando que

se presenta el fenómeno de localización de deformaciones, que se aproxima con el Modelo de

Discontinuidades Interiores dentro del contexto del método de los Elementos Finitos. Como se

demostró en el capítulo 2, las formulaciones de Enriquecimiento elemental y global se basan

en el funcional de energía potencial. La formulación de Enriquecimiento elemental satisface la

continuidad de tracciones en forma fuerte e introduce valores de la función delta de Dirac en

forma regularizada, lo que produce problemas de inestabilidad numérica. La formulación de

Enriquecimiento global, no satisface en forma adecuada la continuidad interna de tracciones;

requiere de un gasto computacional adicional para integrar numéricamente las funciones de

Heaviside en el elemento y su implantación numérica se dificulta por los grados de libertad

adicionales para capturar la discontinuidad.

En este capítulo se desarrolla una formulación variacional general para representar el fenómeno

de localización de deformaciones mediante el modelo de discontinuidades interiores. Se presenta

la formulación variacional del problema elástico lineal de Fraeijs de Veubeke (1951) en la que se

basa la formulación que aquí se propone. A partir de esta formulación, tomando en cuenta

la física del problema de falla en materiales descrito en la introducción del capítulo 1, se

desarrolla un funcional de energía para un sólido dividido en tres subdominios. A partir de este

funcional, considerando que el subdominio del interior se reduce a una banda de ancho k 6= 0

donde las deformaciones se concentran, se tiene como resultado el funcional para el Modelo de

Discontinuidad Débil. Al considerar que la banda de localización k = 0 en el funcional anterior,

se obtiene el funcional para el Modelo de Discontinuidad Fuerte. Finalmente, si se considera

que el material deja ser continuo al producirse una grieta o discontinuidad, pero existe una

transmisión de tracciones en la discontinuidad, se llega al desarrollo del funcional para el Modelo

de Discontinuidad Discreta. Los campos independientes en estos funcionales de energía son los

desplazamientos, las deformaciones, los esfuerzos y las tracciones.

A partir de estos funcionales generales de energía con discontinuidades, inspirados en la formu-

lación de Fraeijs de Veubeke (1951), se puede obtener una jerarquía de formulaciones funcionales,

que pueden tener como campos independientes los desplazamientos, las deformaciones, los

esfuerzos, o combinaciones de ellos. Como resultado, esta jerarquía dentro del contexto de de

elementos finitos con discontinuidades interiores, da lugar al método de desplazamientos, fuerzas,

mixtos y en general híbridos, los cuales se desarrollarán en el capítulo siguiente.

4.1 Principio variacional del problema elástico lineal

El principio variacional de Fraeijs de Veubeke es un principio canónico dentro de la teoría

de la elasticidad que permite la variación independiente de los campos de desplazamientos,
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deformaciones, esfuerzos y tracciones. En su formulación Fraeijs de Veubeke considera un sólido

continuo con dominio Ω, con elementos x llamados puntos materiales, y frontera Γ (figura 4.1).

Las condiciones de frontera son las tracciones prescritas t∗ en Γσ y los desplazamientos prescritos
u∗ en Γu, de tal forma que Γσ ∪ Γu = Γ y Γσ ∩ Γu = ∅. Se considera que la frontera Γ del
continuo está constituida por dos superficies Γu y Γσ, de tal manera que Γu corresponde a la

región con desplazamientos prescritos (conocidos) y Γσ corresponde al resto de la frontera que

incluye aquellas porciones donde se aplican las cargas prescritas.

Figura 4.1: Dominio Ω con sus condiciones de frontera en Γ.

El principio variacional de Fraeijs de Veubeke sostiene que la primera variación del funcional

de energía del continuo, la cual se realiza simultáneamente en los campos de desplazamientos u,

deformaciones ε, esfuerzos σ y tracciones t, igualada a cero da lugar a las ecuaciones de Euler-

Lagrange correspondientes a todos los campos de ecuaciones de la teoría de la elasticidad (PVF

de la ec. (2.1) ), incluyendo las condiciones esenciales y naturales de frontera (desplazamientos

y tracciones)1. Esto es

δΠV = 0 (4.1)

El funcional de energía del continuo se define como (Fraeijs de Veubeke, 1965):

ΠV = U − P +D (4.2)

donde:

U =

Z
Ω

W (ε)dΩ (4.3)

1Este funcional fue publicado simultáneamente por Washizu (1955) y Hu (1955), desconociendo que cuatro
años antes Fraeijs de Veubeke (1951) había publicado la versión original de este principio, que había sido omitido
hasta su confirmación por Felippa (1999).
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es la energía de deformación total, la cual se calcula a partir del campo de deformaciones ε,

P =

Z
Ω

b · udΩ+
Z
Γσ

t∗ · udΓ

es la energía potencial de las cargas prescritas, la cual se calcula a partir del campo integrable

de desplazamientos u, y

D =

Z
Ω

σ : (εu − ε) dΩ−
Z
Γu

t·(u− u∗)dΓ (4.4)

es un potencial de dislocación que introduce un campo representado por los esfuerzos σ y

tracciones t. De lo anterior se tiene un funcional de energía de cuatro campos independientes u,

σ, ε, y t.

ΠV (u,σ, ε, t) ≡
Z
Ω

[σ : (εu − ε) +W (ε)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · udΓ−
Z
Γu

t·(u− u∗)dΓ (4.5)

Los campos dependientes son el de deformaciones εu y el de esfuerzos σε, el primero depende

del de desplazamientos u y el segundo del de deformaciones ε.

εu = ∇Su =
1

2
(u⊗∇+∇⊗ u)S (4.6)

σε = C : ε

Para un cuerpo de Hooke, la densidad de energía de deformación en función del campo de

deformaciones se define como:

W (ε) =
1

2
ε : C : ε =

1

2
σε: ε (4.7)

donde C es la matriz constitutiva elástica.

Para demostrar el principio variacional de (Fraeijs de Veubeke, 1951), correspondiente a la ec.

(4.1), se tiene que la primera variación de la ec. (4.5)

δΠv ≡
Z
Ω

[(εu − ε) : δσ + (σε − σ) : δε+ σ : δεu − b · δu] dΩ (4.8)

−
Z
Γσ

t∗ · δudΓ−
Z
Γu

[(u− u∗)·δt+ t·δu] dΓ = 0

Del teorema de la divergencia, la integral del término σ : δεu de la ecuación anterior, se puede

definir como:
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Z
Ω

σ : δεudΩ = −
Z
Ω

∇·σ·δudΩ+
Z
Γ

σ · ν·δudΓ (4.9)

= −
Z
Ω

∇·σ·δudΩ+
Z
Γu

σ · ν·δudΓ+
Z
Γσ

σ · ν·δudΓ

Sustituyendo la ec. (4.9) en la ec. (4.8) se tiene

δΠv ≡
Z
Ω

(εu − ε) : δσdΩ+
Z
Ω

(σε − σ) : δεdΩ−
Z
Ω

(∇·σ + b) ·δudΩ (4.10)

+

Z
Γσ

(σ · ν − t∗) · δudΓ+
Z
Γu

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γu

(u− u∗)·δtdΓ = 0

En la ecuación anterior, se observa que mediante la primera variación igualada a cero del funcional

de la ec. (4.5) se satisfacen en forma débil con todas las ecuaciones y condiciones de frontera

del PVF del problema elástico definido en la ec. (2.1). Lo que valida el principio variacional de

Fraeijs de Veubeke (1951) definido en (4.1).

Se puede demostrar que en la solución de un problema dado, las funciones (desplazamiento,

esfuerzo, deformaciones y tracciones) que extremizan el funcional de energía de la ec.(4.5),

también satisfacen las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema (PVF) de la ec. (2.1).

4.2 Formulación variacional para un sólido dividido en subdo-

minios

Si se considera un medio continuo con dominio Ω y frontera Γ (figura 4.2), el cual se encuentra

dividido en tres subdominios Ω = Ω− + Ωh + Ω+ y Γ = Γ− + Γh + Γ+; cada subdominio
tiene un tensor constitutivo tangente (C−, Ch y C+), sus condiciones iniciales como son las
tracciones prescritas t∗ en la frontera Γσ = Γ−σ +Γhσ +Γ+σ y los desplazamientos prescritos u∗ en
Γu = Γ

−
u + Γ

h
u + Γ

+
u , de tal forma que Γσ ∪ Γu = Γ y Γσ ∩ Γu = ∅.

Figura 4.2: Dominio Ω: a) dividido en tres subdominios y b) separado.
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El funcional de energía para el continuo Ω descrito anteriormente se obtiene de la suma del

funcional de la ec. (4.5) definido en cada subdominio

ΠΩ = ΠΩ−
V +ΠΩh

V +ΠΩ+
V (4.11)

donde:

ΠΩ−
V ≡

Z
Ω−

[σ : (εu − ε) +W (ε)− b · u] dΩ−
Z
Γ−σ

t∗ · udΓ−
Z
Γ−u

t·(u− u∗)dΓ (4.12)

ΠΩh
V ≡

Z
Ωh

[σ : (εu − ε) +W (ε)− b · u] dΩ−
Z
Γhσ

t∗ · udΓ−
Z
Γhu

t·(u− u∗)dΓ (4.13)

ΠΩ+
V ≡

Z
Ω+

[σ : (εu − ε) +W (ε)− b · u] dΩ−
Z
Γ+σ

t∗ · udΓ−
Z
Γ+u

t·(u− u∗)dΓ (4.14)

La primera variación del funcional definido en la ec. (4.11), se calcula de los funcionales de

energía de cada subdominio correspondientes a las ecs. (4.12) , (4.13) y (4.14):

δΠΩ−
V ≡

Z
Ω−

[(εu − ε) : δσ + (σε − σ) : δε+ σ : δεu − b · δu] dΩ (4.15)

−
Z
Γ−σ

t∗ · δudΓ−
Z
Γ−u

[(u− u∗)·δt− t·δu] dΓ = 0

δΠΩh
V ≡

Z
Ωh

[(εu − ε) : δσ + (σε − σ) : δε+ σ : δεu − b · δu] dΩ (4.16)

−
Z
Γhσ

t∗ · δudΓ−
Z
Γhu

[(u− u∗)·δt− t·δu] dΓ = 0

δΠΩ+
V ≡

Z
Ω+

[(εu − ε) : δσ + (σε − σ) : δε+ σ : δεu − b · δu] dΩ (4.17)

−
Z
Γ+σ

t∗ · δudΓ−
Z
Γ+u

[(u− u∗)·δt− t·δu] dΓ = 0

Del teorema de la divergencia, las integrales del término σ : δεu en cada uno de los subdominios,

se puede definir como:
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Z
Ω−

σ : δεudΩ = −
Z
Ω−

∇·σ·δudΩ+
Z
Γ−

σ · ν·δudΓ (4.18)

= −
Z
Ω−

∇·σ·δudΩ+
Z
Γ−u

σ · ν·δudΓ+
Z
Γ−σ

σ · ν·δudΓ+
Z
Γ
−
i

σ · n(1)·δudΓ

Z
ΩS

σ : δεudΩ = −
Z
ΩS

∇·σ·δudΩ+
Z
ΓS

σ · ν·δudΓ (4.19)

= −
Z
ΩS

∇·σ·δudΩ+
Z
Γhu

σ · ν·δudΓ+
Z
Γhσ

σΩS ·ν·δudΓ−
Z
Γ
−
i

σΩS ·n(1)·δudΓ

+

Z
Γ
+
i

σΩs ·n(2)·δuΩSdΓ

Z
Ω+

σ : δεudΩ = −
Z
Ω+

∇·σ·δudΩ+
Z
Γ+

σ · ν·δudΓ (4.20)

= −
Z
Ω+

∇·σ·δudΩ+
Z
Γ+u

σ · ν·δudΓ+
Z
Γ+σ

σ · ν·δudΓ−
Z
Γ
+
i

σ · n(2)·δudΓ

Sustituyendo las ecs. (4.18) , (4.19) y (4.20) en las ecs. (4.15), (4.16) y (4.17) correspondiente-

mente se tiene:

δΠΩ−
V ≡

Z
Ω−

(εu − ε) : δσdΩ+
Z
Ω−

(σε − σ) : δεdΩ−
Z
Ω−

(∇·σ + b) ·δudΩ (4.21)

+

Z
Γ−σ

(σ · ν − t∗) · δudΓ+
Z
Γ−u

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γ−u

(u− u∗)·δtdΓ

+

Z
Γ−i

σΩ− ·n(1)·δudΓ = 0
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δΠΩh
V ≡

Z
Ωh

(εu − ε) : δσdΩ+
Z
Ωh

(σε − σ) : δεdΩ−
Z
Ωh

(∇·σ + b) ·δudΩ (4.22)

+

Z
Γ−σ

(σΩh ·ν − t∗) · δ
·
udΓ+

Z
Γ−u

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γ−u

(u− u∗)·δtdΓ

−
Z
Γ
−
i

σΩh ·n(1)·δudΓ+
Z
Γ
+
i

σΩh ·n(2)·δudΓ = 0

δΠΩ+
V ≡

Z
Ω+

(εu − ε) : δσdΩ+
Z
Ω+

(σε − σ) : δεdΩ−
Z
Ω−

(∇·σ + b) ·δudΩ (4.23)

+

Z
Γ+σ

(σ · ν − t∗) · δudΓ+
Z
Γ−u

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γ−u

(u− u∗)·δtdΓ

−
Z
Γ
+
i

σΩ+ ·n(2)·δudΓ = 0

En las tres ecuaciones anteriores se observa que el PVF de la ec. (2.1) se satisface en forma débil

en cada uno de los subdominios. En las ecuaciones anteriores se pueden sumar los términos

correspondientes, excepto aquellos que contienen el esfuerzo dependiente de las deformaciones

σε = C : ε, pues el tensor constitutivo C, es diferente en cada subdominio.

En el caso que los tensores constitutivos C− = Ch = C+, la primera variación del funcional
definido en la ec. (4.11), se obtiene de la suma de las ecuaciones (4.21), (4.22) y (4.23)

δΠΩ ≡
Z
Ω

(εu − ε) : δσdΩ+
Z
Ω

(σε − σ) : δεdΩ−
Z
Ω

(∇·σ + b) ·δudΩ (4.24)

+

Z
Γσ

(σ · ν − t∗) ·δudΓ+
Z
Γu

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γu

(u− u∗)·δtdΓ

−
Z
Γ
−
i

(σΩh − σΩ−) ·n(1)·δudΓ−
Z
Γ
+
i

(σΩ+ − σΩh ) ·n(2)·δudΓ = 0

Como resultado, se cumple en forma débil con todas las condiciones de la ec. (2.1) para un sólido

continuo, así mismo, se satisface la siguiente condición:

f)
σΩ− · n(1)−σΩh ·n(1)= [|σ|]Γ−i ·n

(1)
= 0 en Γ

−
i

σΩ+ · n(2)−σΩh ·n(2)= [|σ|]Γ+i ·n
(2)
= 0 en Γ

+

i

Continuidad interna

de tracciones
(4.25)
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que muestra que existe continuidad interna de tracciones [|σ|]Γi ·n = 0 en las fronteras internas
Γ
−
i y Γ

+

i , por lo que el sistema se encuentra en equilibrio.

4.3 Formulación variacional del Modelo de Discontinuidad Débil

Considere que el dominio del continuo descrito anteriormente, el subdominio Ωh se reduce a una

banda de espesor pequeño k 6= 0 (figura 4.3). De igual forma el dominio está dividido en tres

subdominios, Ω = Ω− + Ωh + Ω+ y dos regiones Γ = Γ− + Γ+; las condiciones de frontera son
las tracciones prescritas t∗ en la frontera Γσ = Γ−σ + Γ+σ y los desplazamientos prescritos u∗ en
Γu = Γ

−
u + Γ

+
u , de tal forma que Γσ ∪ Γu = Γ y Γσ ∩ Γu = ∅.

Figura 4.3: Dominio Ω: a) con una discontinuidad débil en el campo de desplazamientos y b)
separado.

El funcional de energía para el continuo Ω descrito anteriormente se obtiene de la suma del

funcional de la ec. (4.5) para cada subdominio

ΠΩ
DDE = Π

Ω− +ΠΩh +ΠΩ+ (4.26)

Si se considera que los subdominios Ω \ S = Ω− + Ω+ tiene los mismos tensores constitutivos
C− = C+, la ecuación anterior se puede definir como:

ΠΩ
DDE = Π

Ω\S +ΠΩh (4.27)

donde ΠΩ\S se define por

ΠΩ\S ≡
Z
Ω\S

[σ : (ε̄u − ε̄) +W (ε̄)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · udΓ−
Z
Γu

t·(u− u∗)dΓ (4.28)

y ΠΩh por

ΠΩh ≡
Z
Ωh

[σ : (ε̃u − ε̃) +W (ε̃)− b · u] dΩ (4.29)
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Puesto que el dominio Ωh tiene un espesor k relativamente pequeño, se considera que no se

imponen los términos de tracciones t∗ y desplazamientos u∗ prescritos. En consecuencia, la ec.
(4.13) se reduce a la ec. (4.29).

La primera variación del funcional de energía de cada subdominio correspondiente a las ecs.

(4.28) y (4.29) es:

δΠΩ\S ≡
Z
Ω\S

£
(ε̄u − ε̄) : δσ + ¡σε̄ − σ¢ : δε̄+ σ : δε̄u − b · δu¤ dΩ (4.30)

−
Z
Γσ

t∗ · δudΓ−
Z
Γu

[(u− u∗)·δt− t·δu] dΓ

δΠΩh ≡
Z
Ωh

h
(ε̃u − ε̃) : δσ +

³
σε̃ − σ

´
: δε̃+ σ : δε̃u − b · δu

i
dΩ (4.31)

Del teorema de la divergencia, las siguientes integrales se pueden definir como:

Z
Ω\S

σ : δε̄udΩ = −
Z
Ω\S
∇·σ·δudΩ+

Z
Γ

σ · ν·δudΓ (4.32)

= −
Z
Ω\S
∇·σ·δudΩ+

Z
Γu

σ · ν·δudΓ+
Z
Γσ

σ · ν·δudΓ+
Z
Γ
−
i

σ · n · δudΓ−
Z
Γ
+
i

σ · n·δudΓ

Z
Ωh

σ : δε̃udΩ = −
Z
Ωh

∇·σ·δudΩ+
Z
Γh

σ · ν·δudΓ (4.33)

= −
Z
ΩS

∇·σ·δudΩ−
Z
Γ
−
i

σ · n·δudΓ+
Z
Γ
+
i

σ · n · δudΓ

Sustituyendo las ecs. (4.32) y (4.33) en las ecs. (4.30) y (4.31) correspondientemente se tiene:

δΠΩ\S ≡
Z
Ω\S

(ε̄u − ε̄) : δσΩdΩ+

Z
Ω\S

¡
σε̄ − σ¢ : δε̄dΩ+ Z

Ω\S
(∇·σ + b) ·δudΩ (4.34)

+

Z
Γσ

(σ · ν − t∗) · δudΓ+
Z
Γu

(σ · ν − t) δudΓ−
Z
Γu

(u− u∗)·δtdΓ

+

Z
Γ
−
i

σΩ− ·n · δudΓ−
Z
Γ
+
i

σΩ+ ·n·δudΓ
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δΠΩh ≡
Z
Ωh

(ε̃u − ε̃) : δσdΩ+
Z
Ωh

³
σε̃ − σ

´
: δε̃dΩ−

Z
Ωh

(∇·σ + b) ·δudΩ (4.35)

−
Z
Γ
−
i

σΩh ·n·δudΓ+
Z
Γ
+
i

σΩh ·n·δudΓ

La primera variación del funcional de energía de la ec. (4.26) se obtiene de la suma de las ecs.

(4.34) y (4.35):

δΠΩ
DDE ≡

Z
Ω\S

(ε̄u − ε̄) : δσΩdΩ+

Z
Ω\S

¡
σε̄ − σ¢ : δε̄dΩ+ Z

Ω\S
(∇·σ + b) ·δudΩ (4.36)

+

Z
Ωh

(ε̃u − ε̃) : δσdΩ+
Z
Ωh

³
σε̃ − σ

´
: δε̃dΩ−

Z
Ωh

(∇·σ + b) ·δudΩ

+

Z
Γσ

(σ · ν − t∗) · δudΓ+
Z
Γu

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γu

(u− u∗)·δtdΓ

−
Z
Γ
−
i

(σΩh − σΩ−) ·n·δudΓ−
Z
Γ
+
i

(σΩ+ − σΩh ) ·n·δudΓ = 0

De los dos términos últimos de la ec. (4.36) se tiene (σΩ−−σΩ+ ) ·n = [|σ|]S ·n = 0, demostrando
así, que además de satisfacerse la continuidad interna de tracciones, se satisface con la continuidad

externa de la ec. (2.17g). Lo anterior demuestra que el funcional de energía definido en la ec.

(4.27) satisface en forma débil el PVF del modelo de discontinuidad débil de la ec. (2.17).

El funcional de energía de la ec. (4.29) se puede aproximar cambiando la integral de volumen

sobre el dominio Ωh, por una integral de superficie o línea S multiplicada por el espesor k

ΠΩh ≡ k

Z
S

[σ : (ε̃u − ε̃) +W (ε̃)− b · u] dΩ (4.37)

lo cual cumple con las condiciones de la ec. (2.1) para un sólido continuo y con la continuidad

interna de tracciones en S:

f)
σΩ− · n− σΩh ·n = [|σ|]S·n = 0
σΩ+ · n− σΩh ·n = [|σ|]S ·n = 0

en S Continuidad interna de tracciones (4.38)
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4.4 Formulación variacional del Modelo de Discontinuidades

Fuertes

Si se considera ahora que el dominio Ωh de la sección anterior tiende a una superficie Ωh → S

de espesor k = 0 (figura 4.4). El dominio se divide en dos subdominios y una superficie, Ω =

Ω−+S+Ω+ y dos regiones Γ = Γ−+Γ+; las condiciones de frontera son las tracciones prescritas
t∗ en la frontera Γσ = Γ−σ + Γ+σ y los desplazamientos prescritos u∗ en Γu = Γ−u + Γ+u , de tal
forma que Γσ ∪ Γu = Γ y Γσ ∩ Γu = ∅.

Figura 4.4: Dominio Ω con una discontinuidad fuerte S: a) continuo y b) separado.

El funcional de energía para el continuo descrito anteriormente se define por la siguiente ecuación:

ΠΩ
DFU = Π

Ω\S +ΠS (4.39)

donde ΠΩ\S se define en la ec. (4.28) y ΠS se desarrolla a partir de la ec.(4.29)

ΠΩh ≡
Z
ΩS

[σ : (ε̃u − ε̃) +W (ε̃)] dΩ (4.40)

con la diferencia que la ec. (4.40) no presenta fuerzas de cuerpo b, pues el dominio Ωh → S con

espesor k = 0.

La primera variación de la ec. (4.40) es:

δΠΩh ≡
Z
Ωh

h
(ε̃u − ε̃) : δσ +

³
σε̃ − σ

´
: δε̃+ σ : δε̃u

i
dΩ (4.41)

Del teorema de la divergencia, las siguientes integrales se pueden definir como:
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Z
Ωh

σ : δε̃udΩ = −
Z
Ωh

∇·σ·δudΩ+
Z
Ωh

σ · ν·δudΓ (4.42)

= −
Z
Ωh

∇·σ·δudΩ−
Z
S
−

σ · n·δudΓ+
Z
S
+

σ · n·δudΓ

= −
Z
Ωh

∇·σ·δudΩ+
Z
S

σ · n·δ [|u|] dS

Sustituyendo la ec. (4.42) en la ec. (4.41) se tiene:

δΠΩh ≡
Z
Ωh

(ε̃u − ε̃) : δσdΩ+
Z
Ωh

³
σε̃ − σ

´
: δε̃dΩ−

Z
Ωh

∇·σ·δudΩ+
Z
S

σ · n·δ [|u|] dS (4.43)

Si el dominio Ωh → S (figura 4.4), entonces la ecuación anterior se reduce a:

δΠS ≡
Z
S

(ε̃u − ε̃) : δσdS +
Z
S

³
σε̃ − σ

´
: δε̃dS −

Z
S

∇·σ·δ [|u|] dΩ+
Z
S

σ · n·δ [|u|] dS (4.44)

la cual se define como la variación del potencial de interfaz o dislocación en S.

De la suma de las ecs. (4.34) y (4.44) se obtiene la primera variación del funcional de la ec.

(4.39):

δΠΩ
DFU ≡

Z
Ω\S

(ε̄u − ε̄) : δσdΩ+
Z
Ω\S

¡
σε̄ − σ¢ : δε̄dΩ+ Z

Ω\S
(∇·σ + b) ·δudΩ (4.45)

+

Z
Γσ

(σ · ν − t∗) · δudΓ+
Z
Γu

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γu

(u− u∗)·δtdΓ−
Z
∂S−

(σS − σΩ−) ·n·δudΓ

−
Z
∂S+

(σΩ+ − σS) ·n·δudΓ+
Z
S

(ε̃u − ε̃) : δσdS +
Z
S

³
σε̃ − σ

´
: δε̃dS −

Z
S

∇·σ·δ [|u|] dΩ

Se demuestra que este funcional de energía satisface el PVF del Modelo de Discontinuidades

Fuertes definido en la ec. 2.18.

Finalmente, el funcional de energía para un sólido con una discontinuidad S está dado por la

suma del funcional de la ec. (4.30) en los subdominios Ω+ y Ω− y el potencial de interfase o
dislocación ΠS:

ΠΩ
DFU (u,σ, ε, t, [|u|] ,σS, ε̃) = ΠΩ\S

V +ΠSV (4.46)

En la ecuación anterior, se observa que el funcional de energía incrementa los cuatro campos
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independientes, propuesto originalmente por Fraeijs de Veubeke, a siete campos independientes,

en forma natural aparece el salto de desplazamientos [|u|] como campo independiente en el
potencial de interfaz:

ΠSDFU ([|u|] ,σS, ε̃) ≡
Z
S

h
σS:

³
ε̃[|u|] − ε̃

´
+W (ε̃)

i
dS (4.47)

≡
Z
S

[σS ·n · [|u|]− σS : ε̃+W (ε̃)] dS

4.5 Formulación variacional del Modelo de Discontinuidad

Discreta

En esta aproximación se considera que el dominio Ω deja de ser continuo puesto que se produce

una grieta o discontinuidad S dentro de él (figura 4.5), por consiguiente, se emplean relaciones

constitutivas tracción-salto en la discontinuidad, mientras que en el resto del dominio Ω \ S se
emplean relaciones constitutivas estándares.

En este caso, el funcional de energía potencial del continuo se define por la suma del funcional

en los subdominios Ω− y Ω+ (Ω \ S = Ω− + Ω+) de la ec. (4.28) y el potencial de interfase o
dislocación ΠSV en la discontinuidad S, el cual se deriva de la ec. (4.47) como el producto de las

tracciones T por el campo de desplazamientos (u+S−u−S ) (el salto [|u|]), pues se considera que el
cuerpo deja de ser continuo.

ΠSDDI ≡
Z
S

T · [|u|] dS (4.48)

Figura 4.5: Dominio Ω: a) con una discontinuidad fuerte y b) separado.

Incluyendo este término en la ec. (4.28) se tiene un funcional de cinco variables independientes:

ΠΩ
DDI

¡
u,σΩ\S, ε̄, [|u|] , t

¢
= ΠΩ\S +ΠSD (4.49)
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ΠΩ
DDI ≡

Z
Ω\S

[σ : (ε̄u − ε̄) dΩ+W (ε̄)dΩ− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · udΓ−
Z
Γu

t·(u− u∗)dΓ(4.50)

−
Z
Γu

t·(u− u∗)dΓ+
Z
S

T ·(u+S−u−S )dS

La primera variación de la ecuación anterior

δΠΩ
DDI ≡

Z
Ω\S

£
(ε̄u − ε̄) : δσ + ¡σε̄ − σ¢ : δε̄+ σ : δε̄u − b · δu¤ dΩ (4.51)

−
Z
Γσ

t∗ · δudΓ−
Z
Γu

(u− u∗)·δtdΓ−
Z
Γu

t·δudΓ+
Z
S

T ·(δu+S−δu−S )dΓ

Del teorema de la divergencia se tiene

Z
Ω\S

σ : δε̄udΩ = −
Z
Ω\S
∇·σ·δudΩ+

Z
Γ

σ · ν·δudΓ (4.52)

= −
Z
Ω\S
∇·σ·δudΩ+

Z
Γu

σ · ν·δudΓ+
Z
Γσ

σ · ν·δudΓ+
Z
S−

σΩ− ·n·δudΓ−
Z
S+

σΩ+ ·n·δudΓ

Sustituyendo la ec. (4.52) en la (4.51) se tiene

δΠDDI ≡
Z
Ω\S

(ε̄u − ε̄) : δσdΩ+
Z
Ω\S

¡
σε̄ − σ¢ : δε̄dΩ− Z

Ω\S
(∇·σ + b) ·δudΩ (4.53)

+

Z
Γσ

(σ · ν − t∗) · δudΓ+
Z
Γu

(σ · ν − t) · δudΓ−
Z
Γu

(u− u∗)·δtdΓ

−
Z
S−

(T − σΩ− ·n) ·δu−S dΓ−
Z
S+

(σΩ+ ·n− T ) ·δu+S dΓ

Así, se demuestra el PVF del Modelo de Discontinuidades Interiores que se satisface en forma

débil para la aproximación Discreta definido en la ec. (2.19).

4.6 Desarrollo de otros principios variacionales

Los funcionales de energía generales con Discontinuidades Interiores desarrollados anteriormente,

ecs. (4.26), (4.39) y (4.49), consideran como variables independientes, el campo de desplaza-

miento, el de deformaciones, el de esfuerzos y el del salto de desplazamientos que aparece en

forma natural en la formulación. De estos funcionales, es posible generar una jerarquía de

68



principios variacionales que pueden involucran sólo algunas variables o combinación de ellas

como independientes.

4.6.1 Funcional de energía potencial total con discontinuidades

Si las siguientes condiciones de compatibilidad se satisfacen a priori,

a)
ε̄u(x, t)− ε̄(x, t) = 0
ε̃u(x, t)− ε̃(x, t) = 0

in Ω \ S
in S

Compatibilidad cinemática

b) σε̄(x, t)− σ(x, t) = 0 in Ω \ S Compatibilidad constitutiva

e) u(x,t) = ū(x, t) on Γu Condición esencial de frontera

(4.54)

los funcionales de energía generales definidos en las ecs. (4.26) , (4.46) y (4.49) de las

aproximaciones de DDE, DFU y DDI se reducen a los siguientes funcionales.

ΠΩ
DDE (u, [|u|]) ≡

Z
Ω\S

[W (ε̄u)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t̄ · udΓ (4.55)

+k

Z
S

h
W (ε̃[|u|])− b · [|u|]

i
dS

ΠΩ
DFU (u, [|u|]) ≡

Z
Ω\S

[W (ε̄u)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t̄ · udΓ+
Z
S

W (ε̃[|u|])dS (4.56)

ΠΩ
DDI (u, [|u|]) ≡

Z
Ω\S

[W (ε̄u)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t̄ · udΓ+
Z
S

T · [|u|]dS (4.57)

En estos funcionales de energía, solamente los campos de desplazamiento u y el salto [|u|] son
sujetos a variación

δΠ (u, [|u|]) = 0 (4.58)

que satisfacen en forma débil el equilibrio interno y externo, la continuidad interna y externa de

de tracciones. Así, se satisface con el VBP de cada aproximación. Los funcionales de energía

definidos en las ecs. (4.55), (4.56) y (4.57) dan lugar a la formulación de desplazamientos de

elementos finitos.

4.6.2 Funcional desplazamiento-esfuerzo con discontinuidades

Esta formulación considera que la siguiente ecuación de compatibilidad entre el campo de

desplazamientos y deformaciones se satisface a priori

ε̄u = ∇Sū = 1
2 (ū⊗∇+∇⊗ ū)S

ε̃[|u|] = δ ([|u|]⊗ n)S
in Ω \ S
in S

Compatibilidad cinemática (4.59)
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además, que las deformaciones dependientes de la densidad de energía complementaria φ (σ)

definida por.

ε̄σ = ∂φ(σ)
∂σ

ε̃σ = ∂φ(σ)
∂σ

en Ω \ S
en S

(4.60)

Para el caso elástico la energía complementaria se define como:

φ (σ) =
1

2
σ : E : σ (4.61)

Donde el tensor E relaciona el campo de los esfuerzos con las deformaciones:

ε = E : σ =⇒ E = C−1 (4.62)

Así, los funcionales de energía definidos en las ecs. (4.26) , (4.46)y (4.49) de las aproximaciones

de DDE, DFU y DDI se reducen a los siguientes funcionales.

ΠΩ
DDE (u, [|u|] ,σ) =

Z
Ω\S

[σ : ε̄u−φ (σ)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t̄ · udΓ (4.63)

+k

Z
S

h
σ : ε̄[|u|]−φ (σ)− b · [|u|]

i
dS

ΠΩ
DFU (u, [|u|] ,σ) =

Z
Ω\S

[σ : ε̄u−φ (σ)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t̄ · udΓ (4.64)

+

Z
S

h
σ : ε̄[|u|]−φ (σ)

i
dS

ΠΩ
DDI (u, [|u|] ,σ) =

Z
Ω\S

[σ : ε̄u−φ (σ)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t̄ · udΓ+
Z
S
T. [|u|] dS (4.65)

Estos funcionales de energía consideran el campo de esfuerzos σ, el de desplazamientos u y el

del salto [|u|] sujetos a variación.

δΠ (u, [|u|] ,σ) = 0 (4.66)

que satisface en forma débil el equilibrio interno y externo, la continuidad interna y externa,

además, la siguiente relación.

ε̄u − ε̄σ = 0
ε̃[|u|] − ε̃σ = 0

en Ω \ S
en S

(4.67)

que corresponde a las deformaciones dependientes del campo de desplazamientos y a las

dependientes del capo de esfuerzos respectivamente. Se demuestra que el PVF se satisface para las

tres aproximaciones. Los funcionales de energía de la ecs. (4.63), (4.64) y (4.65), dan lugar a una

formulación de elementos finitos mixta que involucra el campo de desplazamientos y esfuerzos.
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4.6.3 Funcional de energía complementaría total con discontinuidades

En esta formulación se considera que las siguientes condiciones de equilibrio se satisfacen a priori,

c) ∇·σ(x, t) + b(x,t) = 0 in Ω \ S Equilibrio interno

d)
σ(x,t) · ν = t̄(x, t)
σ(x,t) · ν = t(x, t)

on Γσ
on Γu

Equilibrio externo
(4.68)

en consecuencia, los funcionales de energía de las ecs. (4.26) , (4.46) y (4.49) de las aproximaciones

de DDE, DFU y DDI se reducen a los siguientes funcionales.

ΠΩ
DDE

¡
σΩ\S,σS

¢ ≡ Z
Ω\S

φ
¡
σΩ\S

¢
dΩ−

Z
Γu

σ · ν · ūdΓ+ k

Z
S

φ (σS) dS (4.69)

ΠΩ
DFU

¡
σΩ\S,σS

¢ ≡ Z
Ω\S

φ
¡
σΩ\S

¢
dΩ−

Z
Γu

σ · ν · ūdΓ+
Z
S

φ (σS) dS (4.70)

ΠΩ
DDI

¡
σΩ\S,σS

¢ ≡ Z
Ω\S

φ
¡
σΩ\S

¢
dΩ−

Z
Γu

σ · ν · ūdΓ+
Z
S

σS·n · [|u|]dS (4.71)

Estos funcionales de energía considera solamente el campo de esfuerzo
¡
σΩ\S ,σS

¢
como variable

independiente sujeta a variación.

δΠ
¡
σΩ\S ,σS

¢
= 0 (4.72)

se puede demostrar que la compatibilidad y la continuidad de tracciones se satisfacen en forma

débil. Se satisfacen todas las ecuaciones que gobiernan el PVF de las tres aproximaciones. Los

funcionales de energía definidos en las ecs. (4.55), (4.56) y (4.57) dan lugar a la formulación de

las fuerzas de elementos finitos.

4.7 Extensión a varias discontinuidades

Los funcionales de energía desarrollados anteriormente se pueden extender para el caso de sólidos

con varias discontinuidades, pues no sólo se limita a dos subdominios y una discontinuidad, sino

que se pueden considerar un número finito de éstos.

4.7.1 Aproximación Continua

Sea un sólido continuo con dominio Ω y frontera Γ (figura 4.6), el cual se divide en cuatro

subdominios Ω = Ω1 + . . .+Ω4, con su respectiva frontera Γ = Γ1 + . . .+ Γ4 las condiciones en

ésta son: las tracciones prescritas t∗ en Γσ = Γ1σ + . . .+ Γ4σ y los desplazamientos prescritos u
∗

en Γu = Γ1u + . . .+ Γ4u, tal que Γσ ∪ Γu = Γ y Γσ ∩ Γu = ∅.
El funcional de energía para este sistema está dado por el funcional de siete campos independi-

entes:
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Figura 4.6: Aproximación continua del dominio Ω con varias discontinuidades.

ΠΩ (u,σ, ε̄, t, [|u|] ,σS, ε̃) = Π+ΠS =
P
n
Πn +

P
n
ΠS n (4.73)

donde el funcional de la parte continua se define por

Πn ≡
Z
Ωn

[σ : (ε̄u − ε̄) +W (ε̄)− b · u] dΩ−
Z
Γnσ

t∗ · udΓ−
Z
Γnu

t·(u− u∗)dΓ (4.74)

y para la zona de localización en el caso de Discontinuidad Débil

ΠS n ≡ k

Z
S

[σ : (ε̃u − ε̃) +W (ε̃)− b · u] dΩ (4.75)

y para Discontinuidad Fuerte

ΠS n ≡
Z
S

h
σS:

³
ε̃[|u|] − ε̃

´
+W (ε̃)

i
dS (4.76)

La sumatoria de n se extiende para todos los subdominios del continuo. Tal como se realizó el

desarrollo para los dominios (Ω− y Ω+) con una sola discontinuidad, el funcional de la ec. (4.73)
satisface en forma débil las condiciones de la ec. (2.18) .

4.7.2 Aproximación Discreta

Como se mencionó anteriormente, en la aproximación discreta se asume que el material deja de

ser continuo al aparecer una o varias grietas (figura 4.6), por lo que el funcional de energía en la

discontinuidad difiere al de la aproximación continua.

El funcional de energía para este sistema está dado por el funcional de cinco campos

independientes:

Π (u,σ, ε̄, t, [|u|]) = Π+ΠS =P
n
Πn +

P
n
ΠS n (4.77)

donde el funcional de la parte continua se define por
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Figura 4.7: Aproximación discreta del dominio Ω con varias discontinuidades.

Πn ≡
Z
Ωn

[σ : (ε̄u − ε̄) +W (ε̄)dΩ− b · u] dΩ−
Z
Γnσ

t∗ · udΓ−
Z
Γnu

t·(u− u∗)dΓ (4.78)

y para la zona de discontinuidad

ΠS n ≡
Z
Sn

T · [|u|] dΓ (4.79)

La sumatoria de n se extiende para todos los subdominios del continuo. De igual forma como se

realizó el desarrollo para los dominios (Ω− y Ω+) con una sola discontinuidad, el funcional de la
ec. (4.77) satisface en forma débil las condiciones de la ec. (2.19) .
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Capítulo 5

Aproximación mediante el MEF del
Modelo de Discontinuidades
Interiores

El obtener una solución exacta de un problema con localización de deformaciones, mediante la

formulación desarrollada en el capítulo anterior, sería un trabajo muy laborioso, pues un continuo

tiene un número infinito de grados de libertad. Por lo que se tiene que recurrir a un método

aproximado, generalmente de discretización para reducir el problema a un número finito de

grados de libertad, que den lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas que puedan resolverse

en un tiempo razonable.

La discretización natural de una formulación variacional es el método de Rayleigh-Ritz, que se

puede clasificar como una subclase del método de residuos pesados de Galerkin. El Método

de los Elementos Finitos fue desarrollado dentro de este contexto, y continúa siendo el método

numérico más poderoso basado en el método de Rayleigh-Ritz.

En este capítulo, los funcionales de energía desarrollados en el capítulo anterior, se discretizan

con elemento finitos, lo que da lugar a los llamados Elementos Finitos con Discontinuidades

Interiores (EFDI). Como resultado, se tiene una Jerarquía de EFDI que se pueden clasificar

como mixtos, basados en el método de los desplazamientos y en el de las fuerzas.

En este capítulo se aproxima la solución mediante el MEF a los funcionales de energía para las

aproximaciones de Discontinuidad Fuerte y Discreta, pues el procedimiento para Discontinuidad

Débil es similar al de la Fuerte, ya que sólo cambia el dominio de integración.

5.1 Generalidades

Considerando que u+S−u−S = [|u|] en S y que el desplazamiento prescrito u = u∗ en Γu, los
funcionales de energía desarrollados en la sección anterior se definen para las aproximaciones de
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Discontinuidad Débil, Fuerte y Discreta como:

ΠΩ
WD

¡
u,σΩ\S ,σS, ε̄, ε̃, [|u|]

¢ ≡ Z
Ω\S

£
σΩ\S: (ε̄u − ε̄) +W (ε̄)− b · u¤ dΩ− Z

Γσ

t∗ · udΓ(5.1)

+k

Z
S

h
σS:

³
ε̃[|u|] − ε̃

´
+W (ε̃)− b · u

i
dS

ΠΩ
SD

¡
u,σΩ\S,σS, ε̄, ε̃, [|u|]

¢ ≡ Z
Ω\S

[σ : (ε̄u − ε̄) +W (ε̄)− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · udΓ (5.2)

+

Z
S

h
σS :

³
ε̃[|u|] − ε̃

´
+W (ε̃)

i
dΩ

ΠΩ
DD

¡
u,σΩ\S, ε̄, [|u|]

¢ ≡ Z
Ω\S

[σ : (ε̄u − ε̄) dΩ+W (ε̄)dΩ− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · udΓ (5.3)

+

Z
S

T · [|u|] dS

5.1.1 Discretización

Considérese un sólido sujeto a carga que presenta una discontinuidad S en su interior (figura

5.1a), el cual se discretiza con elementos finitos, e.g. elementos triangulares, como se muestra

en la figura 5.1b. Si se trata de un problema en dos dimensiones, los EFDI representan la

discontinuidad S como una línea (5.2a), para un problema en tres dimensiones, los EFDI

representan la discontinuidad como una superficie (5.2b). En ambos casos, un nodo en el interior

del EFDI representa el salto del campo de desplazamientos [|u|].

Figura 5.1: Dominio Ω con discontinuidad S: a) descripción geometrica con sus condiciones de
frontera y b) dicretización con EFDI.
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Figura 5.2: EFDI: a) triángular en dos diménsiones y b) paralepípedo en tres dimensiones.

Del capítulo 2, donde se definió la cinemática de desplazamientos y deformaciones. El campo de

desplazamientos para se define por la siguiente expresión (Oliver 1995b) :

u(x, t) = û(x, t) +MS(x) [|u|] (x, t) (5.4)

donde la función

MS(x) = HS(x)− ϕ(x) (5.5)

El campo de deformaciones, dependiente de los desplazamientos, para el Modelo de Discon-

tinuidad fuerte se define por la siguiente ecuación:

εu(x, t) = ∇Su(x, t) = ε̄u(x, t) + δs ([|u|]⊗ n)S| {z }
ε̃[|u|]

(5.6)

y para el Modelo de Discontinuidad Discreta que sólo considera las deformaciones continuas

εu(x, t) = ε̄u(x, t) = ∇Sû(x, t)−∇ϕ(x) [|u|] (x, t) (5.7)
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5.1.2 Aproximación de campos

El campo de desplazamiento regular se interpola con la siguiente expresión:

û = Nd (5.8)

donde las N corresponde a la funciones de interpolación estándar, definidas en los nodos del

elemento

N =
Xi=n

i=1
N
(e)
i (5.9)

y d corresponde al vector de los desplazamientos nodales. La funciónMS(x) se define dentro del

EFDI como:

Me
S(x) = He

S (x)− ϕe (5.10)

donde la función ϕe se puede definir mediante la función siguiente:

ϕe =
Xn+e

i+=1
Ni+ (5.11)

La funciones Ni+ corresponden a la funciones de forma de los nudos del lado derecho de la

discontinuidad, que satisfacen la definición de la función ϕ en la ec. (2.12) . Así, se tienen los

elementos para necesarios para aproximar el campo de desplazamientos, definido en la ec. (5.4),

en función de los desplazamientos nodales y del salto en el nudo interior.

u = Nd+ Me
S|{z}

Nc

[|u|] (5.12)

El campo de deformaciones continuo dependiente de los desplazamientos, con salto de desplaza-

miento constante definido en la ec. (5.7), se aproxima como:

ε̄u = B · d−∇ϕ| {z }
Bc

· [|u|] ∀x ∈ Ω \ S (5.13)

y el de las deformaciones no acotadas.

ε̃[|u|] = δs (n⊗ [|u|]) ∀x ∈ S (5.14)

donde B se define como ∂(Nd) = Bd.

5.1.3 Extremización

Del cálculo variacional se tiene que para que un funcional ΠΩ tenga un valor estacionario, la

primera variación debe ser igual a cero considerando en ello todos los campos independientes.

Lo anterior se puede expresar como:
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δΠΩ =
∂ΠΩ

∂ui
δui =

∂ΠΩ

∂u1
δu1 +

∂ΠΩ

∂u2
δu2 + · · ·+ ∂ΠΩ

∂um
δum = 0 (5.15)

Puesto que las variaciones δui son arbitrarias, la relación anterior es equivalente a:

∂ΠΩ

∂u1
= 0;

∂ΠΩ

∂u2
= 0; . . .

∂ΠΩ

∂um
= 0 (5.16)

el cual es un sistema de ecuaciones simultaneas que puede ser resuelto para u1, . . . , um.

5.2 Elemento Finitos con Discontinuidades Interiores

En esta sección de este trabajo de investigación, la solución de los funcionales de energía

desarrollados en el capítulo anterior se aproximan mediante el método de los elementos finitos,

teniendo como resultado una jerarquía de elementos finitos con discontinuidades interiores que

se clasifican como mixtos, de desplazamientos y de las fuerzas.

5.2.1 Matriz mixta para Discontinuidades Fuertes

Para aproximar la solución de un problema mediante el Método de los elementos finitos

empleando el funcional de Discontinuidades Fuertes de la ec. (5.2), se consideran como variables

independientes el campo de desplazamientos nodales d y al salto [|u|], el de deformaciones ê y
ẽ, y esfuerzos σΩ\S y σS

1. Note que en esta aproximación el sólido es continuo en todos sus

puntos por lo que se considera la existencia del campo de deformaciones ẽ no acotado en la zona

de discontinuidad S.

u̇(x,t) = N(x) · ḋ+Nc(x) ·
·

[|u|] (5.17)
·
ε(x,t) = Nē(x)·

·
ē+Nẽ(x)·

·
ẽ

·
σ(x,t) = NσΩ\S (x)·

¦
σΩ\S +NσS (x)·

¦
σS

donde N, Nê y NσΩ\S son las matrices de funciones de interpolación en Ω\S de desplazamientos
regulares d, deformaciones

·
ê y esfuerzos

¦
σΩ\S; Nc, Nẽ y NσS son las matrices de funciones de

interpolación en S del salto
·

[|u|], deformaciones
·
ẽ y esfuerzos

¦
σS .

Sustituyendo la ec. (5.17) en la (5.2) y derivando con respecto a cada una de las variables, se

tiene:
1Para el caso de una formulación de Discontinuidades Débiles de ec. (5.1), se realiza un procedimiento similar

al que se describe a continuación, pues solamente cambian los dominios donde se realiza la integración.
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∂Π

∂
·
d
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

BT ·NσΩ\S ·
¦
σΩ\SdΩ−

Z
Ω\S

NT ·
¦
bdΩ−

Z
Γσ

NT ·
·_
tdΓ (5.18)

∂Π

∂ [|u|] ≡ 0 ≡ −
Z
Ω\S
∇ϕT ·NσΩ\S ·

¦
σΩ\SdΩ+

Z
S

NσS ·
¦
σS·ndS

∂Π

∂
·
ē
≡ 0 ≡ −

Z
Ω\S

NT
ē ·NσΩ\S ·

¦
σΩ\SdΩ+

Z
Ω\S

NT
ē ·C ·Nē·

·
ēdΩ

∂Π

∂
·
ẽ
≡ 0 ≡ −

Z
S

NT
ẽ ·NσS ·

¦
σSdS +

Z
S

NT
ẽ ·Cd·Nẽ·

·
ẽdS

∂Π

∂
¦
σΩ\S

≡ 0 ≡
Z
Ω\S

NT
σΩ\S ·

∙µ
B·

·
d−∇ϕ ·

·
[|u|]

¶
−Nē·ē

¸
dΩ

∂Π

∂
·
σS

≡ 0 ≡
Z
S

NT
σS ·

∙
1

k

µ
n⊗

·
[|u|]

¶
−Nẽ·

·
ẽ

¸
dS

Expresando cada término de la ec. (5.18) como una submatriz, se tiene:

Kēē =

Z
Ω\S

NT
ē ·C ·NēdΩ KēσΩ\S = −

Z
Ω\S

NT
ē ·NσΩ\SdΩ = K

T
σΩ\S ē

Kẽẽ =
R
S

NT
ẽ ·Cd·NẽdS K[|u|]σS =

R
S

NσS ·ndS = KT
σS [|u|]

KdσΩ\S =

Z
Ω\S

BT ·NσΩ\SdΩ = K
T
σΩ\Sd KẽσS = −

R
S

NT
ẽ ·NσSdS = K

T
ẽσS

K[|u|]σΩ\S = −
Z
Ω\S
∇ϕT ·NσΩ\SdΩ = K

T
σΩ\S [|u|]

·
Fext =

Z
Ω\S

NT ·
¦
bdΩ+

Z
Γσ

NT ·
·_
tdΓ

(5.19)

Finalmente, de las ecs. (5.19) se obtiene la matriz de rigideces global de un elemento finito con

seis variables independientes para la aproximación continua, capaz de simular el salto de los

desplazamientos y deformaciones en S:
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 KdσΩ\S 0

0 0 0 0 K[|u|]σΩ\S K[|u|]σS
0 0 Kêê 0 KêσΩ\S 0

0 0 0 Kẽẽ 0 KēσS

KσΩ\Sd KσΩ\S [|u|] KσΩ\S ē 0 0 0

0 KσS [|u|] 0 KσS ẽ 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
d
·

[|u|]
·
ē
·
ẽ

¦
σΩ\S
¦
σS

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
Fext

0

0

0

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.20)

5.2.2 Matriz mixta para Discontinuidad Discreta

Para aproximar la solución del funcional de energía de la aproximación discreta, ec. (5.3), se

consideran como variables independientes el campo de desplazamientos nodales d y al salto [|u|],
el de deformaciones

·
ê y el de esfuerzos

¦
σΩ\S . A diferencia de la aproximación continua, en esta se

considera que el dominio Ω deja de ser continuo puesto que se produce una grieta o discontinuidad

S, sin embargo, existe transmisión de esfuerzos a través de los bordes de la discontinuidad que

dependen del salto [|u|].

·
u(x,t) = N(x)·

·
d+Nc(x) ·

·
[|u|] (5.21)

·
ε(x,t) = Nê(x)·

·
ê

·
σ(x,t) = NσΩ\S (x)·

¦
σΩ\S

Sustituyendo la ec. (5.21) en la ec. (5.3) y derivando con respecto a cada una de las variables se

tiene:

∂Π

∂
·
d
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

BT ·NσΩ\S ·
¦
σΩ\SdΩ−

Z
Ω\S

NT ·
¦
bdΩ−

Z
Γσ

NT ·
·_
tdΓ (5.22)

∂Π

∂
·

[|u|]
≡ 0 ≡ −

Z
Ω\S
∇ϕT ·NσΩ\S ·

¦
σΩ\SdΩ+

Z
S

Ṫ dS

∂Π

∂
·
ê
≡ 0 ≡ −

Z
Ω\S

NT
ê ·NσΩ\S ·

¦
σΩ\SdΩ+

Z
Ω\S

NT
ê ·C ·Nê·

·
êdΩ

∂Π

∂
¦
σΩ\S

≡ 0 ≡
Z
Ω\S

NT
σΩ\S ·

∙µ
B·

·
d−∇ϕ ·

·
[|u|]

¶
−Nê·ê

¸
dΩ

Denotando cada término de la ec. (5.22) como una submatriz se tiene
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Kêê =

Z
Ω\S

NT
ê ·C ·NêdΩ KêσΩ\S = −

Z
Ω\S

NT
ê ·NσΩ\SdΩ = K

T
σΩ\S ê

KdσΩ\S =

Z
Ω\S

BT ·NσΩ\SdΩ = K
T
σΩ\Sd

·
FS =

R
S

Ṫ dS

K[|u|]σΩ\S = −
Z
Ω\S
∇ϕT ·NσΩ\SdΩ = K

T
σΩ\S [|u|]

·
Fext =

Z
Ω\S

NT ·
¦
bdΩ+

Z
Γσ

NT ·
·_
tdΓ

(5.23)

Finalmente, de las ecs. (5.23) se obtiene la matriz de rigideces global de un elemento finito con

cuatro variables independientes para la aproximación discreta, capaz de simular el salto de los

desplazamientos y deformaciones en S:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 KdσΩ\S

0 0 0 K[|u|]σΩ\S
0 0 Kêê KêσΩ\S

KσΩ\Sd KσΩ\S [|u|] KσΩ\S ê 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
d
·

[|u|]
·
ê

¦
σΩ\S

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
Fext

−
·
FS

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.24)

Sí se considera en la aproximación continua que el campo de deformaciones ẽ en la discontinuidad

S depende del salto,
·
ẽ = 1

k

µ
n⊗

·
[|u|]

¶
, la matriz de rigideces de la aproximación continua

ec. (5.20) se reduce a la matriz de rigideces de la aproximación discreta ec. (5.24), con

ḞS =
R
S

σ̇S · ndΓ. Con lo anterior, se demuestra que existe una relación directa entre las

aproximaciones continua y discreta, no sólo en los modelos de daño (Oliver, 2000), sino también

en la formulación.

5.2.3 Matriz de rigideces con Discontinuidades Interiores

Se consideran como variables independientes al campo de desplazamientos nodales
·
d y el salto

·
[|u|]. Lo anterior da lugar al método de los desplazamientos en el Método de los Elementos Finitos
que aseguran la compatibilidad dentro del elemento y a lo largo de sus fronteras. Puesto que el

campo de deformaciones depende del de desplazamientos y el de esfuerzos del de deformaciones,

se tiene:

·
u = N

·
d+Nc

·
[|u|] (5.25)

·
ε̄ =

·
ε̄u

ε̃ = ε̃[|u|]
·
σΩ\S = C :

·
ε̄u

·
σS = Cd: ε̌[|u|] = Cd

C

·
· [|u|]; Ṫ = Cd

D· [|u|]
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Por lo que los funcionales para la aproximación de Discontinuidad Fuerte y Discreta de las ec.

(5.2) y (5.3) se reducen a:

ΠΩ
DFU (u, [|u|]) ≡

Z
Ω\S

[W (ε̄)dΩ− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · udΓ+
Z
S

[W ([|u|])] dS (5.26)

ΠΩ
DDI (u, [|u|]) ≡

Z
Ω\S

[W (ε̄)dΩ− b · u] dΩ−
Z
Γσ

t∗ · udΓ+
Z
S

T · [|u|] dS (5.27)

Sustituyendo la ec. (5.25) en los funcionales de la ecs. (5.26) y (5.27) y derivando respecto a

cada una de las variables se obtiene la siguiente matriz de rigideces:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Z
Ω\S

BT·C ·BdΩ
Z
Ω\S

BT·C ·BcdΩZ
Ω\S

BTc ·C ·BdΩ
Z
Ω\S

BTc ·C ·BcdΩ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎨⎩

¦
d
·

[|u|]

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
·

Fext

−
·
FS

⎫⎬⎭ (5.28)

donde la fuerza
·
FS en la discontinuidad para la aproximación continua se define como:

·
FS =

Z
S

¦
σS ·ndΓ (5.29)

y para la discreta

·
FS =

Z
S

¦
TdΓ (5.30)

Los esfuerzos
¦
σS y tracciones

¦
T se obtienen de un modelo de daño continuo, relación esfuerzo-

salto, (figura 5.3.a) y para la aproximación discreta se emplea un modelo de daño discreto (Oliver

et al. 2002a), relación tracción-salto (figura 5.3.b).

Figura 5.3: Modelo de daño: a) esfuerzo-salto y b) traccion-salto

Por lo que el esfuerzo
¦
σS depende del salto de los desplazamientos
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∂

∂t

µ_
α

q
σS

¶
= Cd

C · n ·
·

[|u|], (5.31)

Para el caso de ablandamiento lineal se tiene que q
_
α
=

_
H, que al sustituir en la ec. (5.31) y

multiplicar ambos lados por n, se tiene.

¦
1
_
H

¦
σS · n = n ·Ce · n ·

·
[|u|] =⇒ ¦

σS · n =
_
Hn ·Ce · n| {z }

Qe

·
·

[|u|] (5.32)

donde Qe se define como el tensor de localización elástico. Finalmente

¦
TS =

_
H·Qe ·

·
[|u|] (5.33)

y, en consecuencia Z
S

¦
σS·ndΓ =

Z
S

¦
TSdΓ =

Z
S

_
H·Qe ·

·
[|u|]dΓ (5.34)

Sustituyendo la ec. (5.34) en la ec. (4.24) se obtiene la siguiente matriz de rigideces:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Z
Ω\S

BT·C ·BdΩ
Z
Ω\S

BT·C ·BcdΩZ
Ω\S

BTc ·C ·BdΩ
Z
Ω\S

BTc ·C ·BcdΩ+
R
S

_
H·QedΓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎨⎩

¦
d
·

[|u|]

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
·

Fext

0

⎫⎬⎭ (5.35)

"
Kaa Kab

Kba Kbb

#⎧⎨⎩
·
d
·

[|u|]

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
·

Fext

0

⎫⎬⎭ (5.36)

En esta formulación se obtiene una matriz simétrica, la cual se puede condensar en forma estática

reduciéndose el costo computacional para su solución.

Solución

Para resolver el sistema obtenido de las ecs. (5.35) y (5.36) se realiza la condensación estática

mostrada a continuación:

a) Kaa

·
d+Kab

·
[|u|] = fext

b) Kba

·
d+Kbb

·
[|u|] = 0;

·
[|u|] = −K−1bb

µ
Kba

·
d

¶ (5.37)

Al sustituir la ec. (5.37b) en la (5.37a) se obtiene una matriz de rigideces condensada en la

ecuación
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¡
Kaa −KabK

−1
bbKba

¢
KK

·
d = fext (5.38)

5.2.4 Matriz de flexibilidades con Discontinuidades Interiores

Mientras que el la teoría general del método de los desplazamientos del Método de los elementos

finitos se comprende razonablemente, esto no sucede para el caso del método de las fuerzas.

La razón es probablemente por que desde el punto de vista geométrico no es muy intuitivo,

pues el método de las fuerzas hace énfasis en la transmisión de esfuerzos, en lugar de modos de

deformación como lo hace el de los desplazamientos. El primer paso en su formulación es asumir

un campo de esfuerzos que satisface las condiciones de equilibrio (Fraeijs de Veubeke, 1965).

Por ejemplo, para un problema en dos dimensiones, los esfuerzos

σx =
X

βiS
(i)
xx (x, y) +

X
PrT

(i)
xx (x, y) (5.39)

σy =
X

βiS
(i)
yy (x, y) +

X
PrT

(i)
yy (x, y)

τxy =
X

βiS
(i)
xy (x, y) +

X
PrT

(i)
xy (x, y)

deben satisfacer las condiciones de equilibrio

∂S
(i)
xx

∂x +
∂S

(i)
xy

∂y = 0 ∂T
(i)
xx

∂x +
∂T

(i)
xy

∂y = −Xr (x, y)

∂S
(i)
yx

∂x +
∂S

(i)
yy

∂y = 0
∂T

(i)
yx

∂x +
∂T

(i)
yy

∂y = −Yr (x, y)
(5.40)

Donde los esfuerzos Snn, con amplitud desconocida βi, se encuentran en equilibrio en la parte

del continuo donde no existen fuerzas de cuerpo, y que los esfuerzos T (i)xx con amplitud Pr se

encuentran en equilibrio en las zonas donde existen fuerzas de cuerpo. Por lo anterior, se pueden

utilizar las funciones de Airy que satisfacen el equilibrio. En el principio de la energía potencial

complementaria, de donde se deriva el método de flexibilidades, no se prescriben cargas, lo que

se prescriben son desplazamientos a lo largo de la frontera.

Para aproximar la solución de los funcionales de energía complementaria de los Modelos de

Discontinuidad Fuerte y Discreta definidos en la ecs. (4.70) y (4.71). Se consideran como

variables independientes el campo de esfuerzos que se interpola como:

σ̇ = NσΩ\S σ̇Ω\S +NS σ̇S (5.41)

donde NσΩ\S y NS son las funciones de interpolación de esfuerzos.

Sustituyendo la ec. (5.41) y en los funcionales de las ec. (4.70) y (4.71) derivando con respecto

a cada una de las variables independientes se tiene:
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⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Z
Ω\S

NT
σΩ\S ·E ·NσΩ\SdΩ

Z
Ω\S

NT
σΩ\S ·E ·NSdΩZ

Ω\S
NT

S
·ENσΩ\SdΩ

Z
Ω\S

NT
S
·E ·NSdΩ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(
σ̇Ω\S
σ̇S

)
=

⎧⎨⎩
·
d̄

ṠS

⎫⎬⎭ (5.42)

donde
·
d̄ son los desplazamientos prescritos y ṠS para la aproximación de DFU se define como:

ṠS =

Z
S

Edc ¦σSdΓ (5.43)

y para la discreta

ṠS =

Z
S

Edd ¦σS · ndΓ (5.44)

donde Edc y Edd son el tensor constitutivo tangente inverso para la aproximación de DFU y DDI

correspondientemente.

5.3 Formulación del Elementos

5.3.1 Elemento unidimensional con discontinuidad

Considere una barra de longitud L, área de sección transversal A, módulo elástico E, que presenta

un salto en el campo de desplazamientos [|u|] (figura 5.1). Esta barra se puede idealizar mediante
la jerarquía de elementos finitos con discontinuidades interiores desarrollados al inicio de este

capítulo.

Figura 5.4: Geometría del elemento unidimensional con discontinuidad.

Matriz mixta

En esta aproximación la barra de la figura 5.1 se idealiza como un elemento unidimensional mixto

(figura 5.5), en el que se aproximan el campo de desplazamientos u̇, el de deformaciones
·
ε y el

de esfuerzos
·
σ como en la ec. (5.21) .
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u̇(x,t) = N(x) · ḋ+Nc(x) ·
·

[|u|] (5.45)
·
ε(x,t) = Nē(x)·

·
ē

·
σ(x,t) = NσΩ\S (x)·

¦
σΩ\S

Figura 5.5: Elemento mixto unidimensional.

donde N, Nē y NσΩ\S contiene la funciones de interpolación de los desplazamientos, deforma-

ciones y esfuerzos correspondientemente. Si se considera que la variación de estos campos es

lineal,

N = Nē = NσΩ\S (5.46)

Las funciones de interpolación N se definen como:

N=
n

N1 N2

o
=
n

L−x
L

x
L

o
(5.47)

y la función ϕ de la ec. (5.11) se define

ϕe = N2

con la que se determina la función Me
S de la ec. (5.10)

Nc =Me
S(x) = He

S (x)− ϕe (5.48)

La matriz B y Bc contiene las derivadas de la funciones de interpolación y de la función ϕ,

correspondientemente.

B =
1

L

h
−1 1

i
(5.49)

Bc = ∇ϕ = 1

L

La matriz constitutiva y el tensor acústico elástico son

86



C = E; Qe = n ·E · n (5.50)

Sustituyendo de las ecs. (5.46) a (5.50) en la ec. (5.24) se tiene la matriz mixta del elemento

unidimensional con discontinuidades interiores⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 −A
2 −A

2

0 0 0 0 0 A
2

A
2

0 0 0 0 0 −A
2 −A

2

0 0 0 EAL
3

EAL
6 −AL

3 −AL
6

0 0 0 EAL
6

EAL
3 −AL

6 −AL
3

−A
2

A
2 −A

2 −AL
3 −AL

6 0 0

−A
2

A
2 −A

2 −AL
6 −AL

3 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ḋ1

ḋ2
·
[|u|]
ė1

ė2

σ̇1

σ̇2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ḟ1

ḟ2

−
·
FS

0

0

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.51)

Matriz de rigideces

En esta aproximación la barra de la figura 5.1 se idealiza como un elemento unidimensional en

el que se aproximan el campo de desplazamientos u̇ (figura 5.6)

·
u(t) =N

·
d+Nc(x)

·
[|u|] (5.52)

Figura 5.6: Elemeto finito de deplazamientos.

Sustituyendo de las ecs. (5.46) a (5.50) en los elementos de la ec. (5.35) se obtiene la matriz de

rigideces

EA

L

⎡⎢⎢⎣
1 −1 1

−1 1 −1
1 −1 1− L

_
H

⎤⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

·
d1
·
d2
·
[|u|]

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
·
f1
·
f2

0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (5.53)

de la cual se obtiene una relación entre el desplazamiento de los nodos y el salto
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·
[|u|] = −K−1bb

µ
Kba

·
d

¶
(5.54)

·
[|u|] =

1

1 + L
_
H

h
−1 1

i⎧⎨⎩
·
d1
·
d2

⎫⎬⎭
y la matriz de rigidez condensada correspondiente a la ec. (5.38)

KK
·
d = fext (5.55)

EA

L+ 1_
H

"
1 −1
−1 1

#(
ḋ1

ḋ2

)
=

(
ḟ1

ḟ2

)

Matriz de flexibilidades

En esta aproximación la barra de la figura 5.1 se idealiza como un elemento unidimensional

en el que se aproximan el campo de esfuerzos
·
σ (figura 5.7a), aunque se podría aproximar las

cargas al ser el esfuerzo constante a lo largo del elemento (figura 5.7b). Del funcional de energía

complementaria de la ec. (4.70) , se tiene el siguiente funcional para el caso unidimensional

ΠΩ
DFU

¡
σΩ\S ,σS

¢ ≡ Z
Ω\S

1

2
σΩ\S : EΩ\S: σΩ\SdΩ+

Z
S

1

2
σS : ES : σSdS −

Z
Γu

σ · ν · ūdΓ (5.56)

donde el campo de esfuerzos de interpola como

σ̇ = NσΩ\S σ̇Ω\S +NS σ̇S (5.57)

Considere que se impone un desplazamiento d2 = 0 en un nudo 2 del elemento y una carga P1
en el nudo 1 (figura 5.7c), puesto que el esfuerzo es constante a lo largo de la barra:

σ (x)=
1

A
f1 (5.58)

En consecuencia, el campo de esfuerzos de la ec. (5.57) se interpola por la siguiente ecuación.

σ̇ = NσP ; Nσ =
1

A
(5.59)

Sustituyendo la ec. (5.59) en el funcional de la ec. (5.56) se tiene:

Π (P ) ≡
Z
Ω\S

1

2
PNT

σ: EΩ\S : NT
σPdΩ+

Z
S

1

2
PNT

σ: ES: N
T
σPdS −

Z
Γu

PNT
σ·ūdΓ (5.60)
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Para que el funcional de la ecuación anterior tenga un valor estacionario, se debe cumplir que la

primera derivada con respecto a P sea igual a cero.

∂Π

∂P
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

NT
σ: EΩ\S : NT

σdΩP +

Z
S

NT
σ: ES: N

T
σdSP −

Z
Γu

NT
σ·ūdΓ (5.61)

Considere nuevamente la barra de la figura 5.7c con un desplazamiento prescrito d2 = 0 en un

nudo 2 y un carga f1 en el nudo 1, sustituyendo el valor de las cargas f1 y fs, y el desplazamiento

d2, en la ec. (5.61):

1

EA
f1 +

1

E
_
HA

fs − d1 = 0 (5.62)

Puesto que f1 = fs la ec. (5.62) se transforma en

L+ 1_
H

EA
· 1f1 = d1

En la figura 5.7c se puede observar que el valor de la fuerza f2 en el nudo 2 es:

f2 = −f1 = − · 1f1

Figura 5.7: Idealización del elemento finito de flexibilidades.

De lo anterior, se puede deducir la siguiente matriz de flexibilidades del elemento unidimensional

con discontinuidades
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L+ 1_
H

EA

"
1 −1
−1 1

#(
ḟ1

ḟ2

)
=

(
ḋ1

ḋ2

)
(5.63)

Observe que en este caso, la matriz de flexibilidades de la ec. (5.63) es la matriz inversa de la

matriz de rigideces de la ec. (5.55) , esto se debe a que se trata de un elemento unidimensional

lineal, lo posiblemente no ocurriría en un elemento bidimensional.

Las matrices de la ecs. (5.51), (5.55) y (5.63) corresponden a la matriz mixta, de rigideces y

flexibilidades de elementos finitos con discontinuidades interiores.

5.3.2 Elemento triangular con discontinuidad

Considere el elemento finito triangular con un área Ae que presenta un salto en el campo de

desplazamientos [|u|] (figura 5.8). Las propiedades mecánicas de este elemento son módulo

elástico E, relación de Poisson v y módulo de ablandamiento discreto H̄. Este elemento triangular

se puede idealizar mediante la jerarquía de elementos finitos con discontinuidades interiores

desarrollados al inicio de este capítulo.

Figura 5.8: Geometría del elemento triangular con discontinuidad.

Matriz mixta

En esta aproximación el elemento de la figura 5.8 se idealiza como un elemento finito mixto

(figura 5.9), en el que se aproximan el campo de desplazamientos u̇, el de deformaciones
·
ε y el

de esfuerzos
·
σ como en la ec. (5.21) .

u̇(x,t) = N(x) · ḋ+Nc(x) ·
·

[|u|] (5.64)
·
ε(x,t) = Nē(x)·

·
ē

·
σ(x,t) = NσΩ\S (x)·

¦
σΩ\S
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Figura 5.9: Elemento mixto triangular con discontinuidad.

donde N, Nē y NσΩ\S contiene la funciones de interpolación de los desplazamientos, deforma-

ciones y esfuerzos correspondientemente. Si se considera que las funciones de interpolación de

estos campos son las mismas

N = Nē = NσΩ\S (5.65)

donde

N=
n

N1 N2 N2

o
(5.66)

La función ϕ de la ec. (5.11) se definen como:

ϕe = N2 (5.67)

Las funciones N para el caso de interpolación lineal se definen como:

N1 =
a1 + b1x+ c1y

2Ae
(5.68)

N2 =
a2 + b2x+ c2y

2Ae

N3 =
a3 + b3x+ c3y

2Ae

los coeficientes ai, bi y ci se calculan de las siguientes expresiones
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ai = xjyk − yjxk (5.69)

bi = yj − yk

ci = xk − xj

con la permutación cíclica de los índices.

La función Nc de la ec. (5.10) se determina como:

Nc =Me
S(x) = He

S (x)− ϕe (5.70)

La matriz B y Bc contiene las derivadas de la funciones de interpolación y de la función ϕ,

definidas en las ecs. (5.66) y (5.67), correspondientemente.

B =
1

2Ae

⎡⎢⎢⎣
y2 − y3 0 y3 − y1 0 y1 − y2 0

0 x3 − x2 0 x1 − x3 0 x2 − x1

x3 − x2 y2 − y3 x1 − x3 y3 − y1 x2 − x1 y1 − y2

⎤⎥⎥⎦ (5.71)

Bc = −∇ϕe =

⎡⎢⎢⎣
∂xϕ

e 0

0 ∂yϕ
e

∂yϕ
e ∂xϕ

e

⎤⎥⎥⎦ = − 1

2Ae

⎡⎢⎢⎣
y3 − y1 0

0 x1 − x3

x1 − x3 y3 − y1

⎤⎥⎥⎦ (5.72)

El tensor acústico elástico s define como:

Qe = N ·C · N (5.73)

donde N depende de las componentes del vector normal nx a la discontinuidad.

N=

⎡⎢⎢⎣
nx 0

0 ny

ny nx

⎤⎥⎥⎦ (5.74)

Sustituyendo de las ecs. (5.65) a (5.73) en los elementos de la ec. (5.24) se tiene la matriz mixta

del elemento triangular con discontinuidades interiores.

Z
Ωe

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 BT ·NσΩ\S

0 0 0 −∇ϕT ·NσΩ\S

0 0 NT
ê ·C ·Nê −NT

ê ·NσΩ\S

NT
σΩ\S ·B −NT

σΩ\S ·∇ϕ −NT
σΩ\S ·Nê 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ dΩ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
d
·

[|u|]
·
ê

¦
σΩ\S

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
Fext

−
·
FS

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.75)
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Matriz de rigideces

En esta aproximación elemento de la figura 5.8 se idealiza como un elemento triangular en el que

se aproximan el campo de desplazamientos u̇ (figura 5.10)

·
u(t) = N

·
d+Nc

·
[|u|] (5.76)

Figura 5.10: Elemeto finito triangular con discontinuidad de deplazamientos.

Sustituyendo de las ecs. (5.71), (5.72) y (5.73) en la ec. (5.28) se obtiene la matriz de rigideces

para el elemento triangular con discontinuidades interiores.

Z
Ωe

"
BT·C ·B BT·C ·Bc

BTc ·C ·B BTc ·C ·Bc

#
dΩ

⎧⎨⎩
¦
d
·

[|u|]

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
·

Fext

−
·
FS

⎫⎬⎭ (5.77)

Matriz de flexibilidades

Como se mencionó anteriormente, el primer paso en esta formulación es asumir que el campo de

esfuerzos que satisface las condiciones de equilibrio. En el caso que los esfuerzos varían en forma

lineal en los ejes x y y, se pueden aproximar como.

σx = a1 + a4x+ a7y (5.78)

σy = a2 + a5x+ a8y

σxy = a3 + a6x+ a9y

Los parámetros ai se llaman amplitudes de esfuerzo, o simplemente parámetros de esfuerzo. Los

esfuerzos de la ecuación anterior, deben satisfacer el equilibrio en la ec. (5.40), donde se obtiene

que los parámetros
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a4 + a9 = 0 (5.79)

a7 + a8 = 0

Sustituyendo la ec. (5.79) en la relación de esfuerzos cortantes de la ec. (5.78) se obtiene

σxy = a3 + a7x + a4y. Consecuentemente, se tienen siete parámetros independientes, que se

pueden agrupar en un vector

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
σx

σy

σxy

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 x y 0 0

0 1 0 0 0 x y

0 0 1 −y 0 0 −x

⎤⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1

a2
...

a7

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.80)

o

σ = Sla (5.81)

Los parámetros de esfuerzo ai en la aproximación de la ec. (5.80) se pueden reducir a cinco si

a4 = a7 = 0, renumerando los parámetros, se comprueba que la siguiente ecuación satisface las

condiciones de equilibrio de la ec. (5.40).

σx = a1 + a4y (5.82)

σy = a2 + a5x

σxy = a3

que en forma matricial se pueden escribir como:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
σx

σy

σxy

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 y 0

0 1 0 0 x

0 0 1 0 0

⎤⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a1

a2

a3

a4

a5

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(5.83)

o

σ = Sma (5.84)

Observe que en esta aproximación el esfuerzo cortante σxy es constante en el elemento, y los

esfuerzos σx y σy varían linealmente. La aproximación más elemental para el campo de esfuerzos,

es considerar que todos los parámetros de esfuerzo son constantes en el elemento, así:
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
σx

σy

σxy

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a1

a2

a3

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (5.85)

o

σ = Sca (5.86)

Para aproximar el elemento de la de la figura 5.8 se idealiza como un elemento triangular en el

que se aproximan el campo de esfuerzos
·
σ (figura 5.7a),

σ̇ = NσΩ\S σ̇Ω\S +NS σ̇S (5.87)

Considerando que los esfuerzos σ̇Ω\S, varían linealmente dentro del elemento, y que los esfuerzos
en la discontinuidad σ̇S , son constantes, pues sólo están definidos en la discontinuidad. De las

ecs. (5.81) y (5.86) se aproxima el campo de esfuerzos como

σ̇ = Slσ̇Ω\S + Scσ̇S (5.88)

Sustituyendo de las ecs.(5.81) y (5.86) en los elementos de la matriz definida en la ec. (5.42) ,

se obtiene la siguiente matriz de flexibilidades para el elemento triangular con discontinuidades

interiores.

Z
Ωe

"
Sl·E · Sl Sl·E · Sc
Sc·E · SldΩ Sc·E · Sc

#
dΩ

(
σ̇Ω\S
σ̇S

)
=

⎧⎨⎩
·
d̄

ṠS

⎫⎬⎭ (5.89)
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Capítulo 6

Formulación variacional de
estructuras laminares con
discontinuidades

Es común en la solución de problemas estructurales idealizar las estructuras como laminares, con

elementos que trabajan a flexión, tal es el caso de: vigas, columnas, losas, tubos y cascarones,

entre otros. Estas estructuras cuando están sujetas a condiciones no previstas en su diseño,

pueden presentar daño que lleve a colapso incipiente de los elementos que eventualmente fallan

pudiendo ser la causa de que la estructura colapse. Por ejemplo, en el análisis de estructuras

reticulares para simular la aparición de daño en el comportamiento de un edifico se introducen

articulaciones para representar la recesión de un elemento particular ha perdido la capacidad de

carga, lo que se refleja como una disminución en la rigidez global de la estructura. Esta aparición

de articulaciones no ocurre de manera súbita, sino que son resultado de un proceso local de

falla representado por el ablandamiento de las propiedades del elemento. Este ablandamiento

sucesivamente lleva a una estructura en proceso de falla a resultados diferentes de los que se

obtiene normalmente.

Recientemente, para estudiar el problema descrito anteriormente como un fenómeno de

localización de deformaciones en vigas y marcos como articulaciones plásticas, Ehrlich y Armero

(2004) desarrollaron elementos finitos con discontinuidades interiores con base en la teoría de

vigas de Timoshenko. Armero (2005) presenta la caracterización de discontinuidades fuertes en

la teoría de láminas de Cosserat con el fin de modelar el proceso de falla en estos elementos

estructurales. Armero y Ehrlich (2006) presentan una formulación para simular líneas de

articulación en placas gruesas (Teoría de Reissner Mindlin). A pesar de obtener resultados

numéricos en algunas simulaciones, los elementos desarrollados por estos autores presentan

problemas de atoramiento de esfuerzos.

Por lo anterior, en este capítulo se desarrolla una formulación teórica, para representar el

inicio de la falla en elementos a flexión/cortante hasta la formación por completo de una
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articulación/dislocación con base en el modelo de Discontinuidades Interiores desarrollado en

este trabajo. Es pertinente recordar que el proceso de falla en los materiales inicia físicamente

como una concentración de deformaciones en zonas de localización, que posteriormente se pueden

observar a nivel macroscópico como grietas o bandas de deslizamiento. Si lo anterior se adapta

a elementos que trabajan en flexión/cortante, se puede plantear que la falla inicia con una

concentración de deformaciones, que reducen la capacidad de un elemento en forma gradual,

hasta el momento en que la articulación o dislocación se desarrolla por completo, momento en

el que el elemento pierde su capacidad en esa zona.

Se presenta la formulación variacional general de sólidos con discontinuidades interiores, adaptado

a representar problemas dominados por la flexión/cortante de elementos estructurales como:

vigas, placas y láminas. Con base en este funcional, se desarrolla una aproximación mediante el

método de los elementos finitos con discontinuidades interiores. Se desarrolla una formulación

para elementos que toman en cuenta sólo la energía interna de deformación debida a las

deformaciones producidas por la flexión (teoría de placas delgadas), y una formulación más

general que además considera la energía interna debida a la deformación por cortante (teoría

de placas gruesas). Se demuestra que el funcional de energía para sólidos con discontinuidades

desarrollado en este trabajo da como condiciones de estacionaridad la forma fuerte del problema,

i.e., equivalente a las ecuaciones que gobiernan el problema de valores en la frontera.

6.1 Teoría de placas

En mecánica estructural, una placa es una capa delgada plana de material, cuya función primaria

es transmitir cargas transversales a un plano los apoyos mediante la combinación de momentos

flexionantes y fuerzas cortantes. Las placas son una forma particular de un sólido tridimensional

reducido a un sistema de referencia sobre una superficie o simplemente a una superficie media

con espesor t (figura 6.1). Con ejes de referencia x y y sobre la superficie, y un tercer eje, z se

considera normal a la superficie para formar un sistema cartesiano de referencia.

Figura 6.1: Idealización de placas.
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6.1.1 Problema de valores en la frontera

El fenómeno físico que se estudia en este trabajo es el de la falla en materiales en problemas

dominados por la flexión/cortante de miembros estructurales, por lo en forma breve se presenta

la teoría elástica de placas.

El problema de placas a flexión se reduce a un cuerpo de dos dimensiones correspondiente a la

superficie media de una placa plana con espesor t, con un dominio A ∈ R2, con puntos materiales
x y frontera Γ (figura 6.2). Las condiciones de frontera prescritas son: las tracciones superficiales

q sobre A, el cortante V ∗ a lo largo Γv, el momento flexionante M∗ en Γm, el desplazamiento
transversal w∗ en Γw, y la rotación θ∗ en Γθ, respectivamente, tal que Γv ∪ Γm = Γw ∪ Γθ = Γ y
Γv ∩ Γw = Γm ∩ Γθ = 0.

Figura 6.2: Placa con sus condiciones de frontera en Γ.

6.1.2 Cinemática

La cinemática de deformaciones de la teoría de placas planas asume que las partículas del material

que originalmente se encuentran en una línea recta, normal a la superficie media no deformada,

permanecen en línea recta durante la deformación, pero esta línea no es necesariamente normal a

la superficie media deformada (figura 6.3). Después de la flexión, las partículas que se encuentran

en la superficie media z = 0 presentan una deflexión w(x, y) a lo largo del eje z.

Figura 6.3: Cinemática de la deformación una placa.
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6.1.3 Desplazamiento

Las componentes de desplazamiento de un punto con coordenadas x, y, z considerando

deformaciones pequeñas son

u = −zθx(x, y), v = −zθy(x, y) y w = w(x, y) (6.1)

o en forma vector

ub =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u

v

w

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−zθx
−zθy
w

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (6.2)

donde, θx y θy son las rotaciones de la normal con respecto a la superficie media no deformada

en los planos x, y; w es el desplazamiento transversal en el eje z.

Deformaciones (Compatibilidad cinemática)

El campo de deformaciones dependiente de los desplazamientos de un problema tridimensional

general se define por la siguiente relación

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

εxx

εyy

εzz

2εxy

2εxz

2εyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭| {z }
εu

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂

∂x
0 0

0
∂

∂y
0

0 0
∂

∂z
∂

∂y

∂

∂x
0

∂

∂z
0

∂

∂x

0
∂

∂z

∂

∂y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| {z }

B

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u

v

w

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭| {z }
ub

(6.3)

Puesto que en una placa plana w corresponde a la deflexión transversal de la superficie media y

no varía con respecto a z, entonces εzz = 0.

Sustituyendo la ec. (6.1) en la ec. (6.3), y separando en: 1) deformaciones por flexión, que

dependen de la curvatura κ, la cuales varían en forma lineal a través del espesor de la placa

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
εxx

εyy

2εyx

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭| {z }
εa

= −z

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
kxx

kyy

2kyx

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭| {z }
κ

= −z

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂θx
∂x
∂θy
∂y

∂θx
∂y

+
∂θy
∂x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= −z

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂

∂x
0

0
∂

∂y
∂

∂y

∂

∂x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| {z }

Lb

(
θx

θy

)
| {z }

θ

(6.4)
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y 2) las deformaciones por cortante, que se asumen son constantes a través del espesor de la

placa

(
2εxz

2εyz

)
| {z }

γ

= Ow − θ =

⎧⎪⎨⎪⎩
∂w

∂x
− θx

∂w

∂y
− θy

⎫⎪⎬⎪⎭ =

⎡⎢⎣ ∂

∂x
−1 0

∂

∂y
0 −1

⎤⎥⎦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

w

θx

θy

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (6.5)

En forma compacta las ecs. (6.4) y (6.5) se definen como

εa = −zκ = −zLbθ (6.6)

γ = Ow − θ

que se pueden reescribir

½
εa
γ

¾
| {z }
εb

=

"
−zκ
γ

#
=

∙−zBbθ

Ow − θ
¸
=

"
−zI 0

0 I

#
| {z }

Z

"
Bb 0

−I O

#
| {z }

L

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
θx

θy

w

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭| {z }
u

(6.7)

o bien en forma matricial esta relación desplazamiento-deformación se define por

εb = Bu = ZLu (6.8)

Equilibrio

El estado de esfuerzos en una placa arbitraria se ilustra en la figura 6.4, en las que las fuerzas

resultantes están dadas por

Fuerzas de membrana N =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Nxx =

R t/2
−t/2 σxxdz

Nyy =
R t/2
−t/2 σyydz

Nxy =
R t/2
−t/2 σxydz

Momentos flexionantes M =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Mxx =

R t/2
−t/2 σxxzdz

Myy =
R t/2
−t/2 σyyzdz

Mxy =
R t/2
−t/2 σxyzdz

Fuerzas cortantes V =

(
Vx =

R t/2
−t/2 σxzdz

Vy =
R t/2
−t/2 σyzdz

(6.9)

En teoría de placas, la fuerza de membrana no existe (N = 0), por lo que las fuerzas resultantes

F son

F =

½
M

V

¾
=

Z t/2

−t/2
Zσdz (6.10)
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Figura 6.4: Esfuerzos en una placa.

La ecuación de equilibrio se deriva al considerar un elemento infinitesimal tdx dy sometido a una

carga transversal pz y una fuerza de cuerpo bz.

⎡⎢⎣
∂

∂x
0

∂

∂y

0
∂

∂y

∂

∂x

⎤⎥⎦
| {z }

LTb

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Mx

My

Mxy

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭| {z }
M

+

(
Vx

Vy

)
| {z }

V

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0

0

0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (6.11)

∙
∂

∂x

∂

∂y

¸
| {z }

OT

(
Vx

Vy

)
+ (pz + tbz)| {z }

qz

= 0

La ec. (6.11) se puede escribir como:

"
LTb −I
0 OT

#
| {z }

LT

(
M

V

)
| {z }

F

+

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0

0

qz

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭| {z }
q

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0

0

0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (6.12)

Finalmente, la ecuación de equilibrio se define por:

LTF + q = 0 (6.13)

o en términos de esfuerzo, sustituyendo la ec. (6.10) en la ec. (6.13)

LT
Z t/2

−t/2
Zσdz + q = 0 (6.14)
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Compatibilidad Constitutiva

De la teoría de la elasticidad, la relación constitutiva entre los esfuerzos las deformaciones, al

asumir condiciones de esfuerzo plano (εzz=0), se define en forma matricial a partir de la ec. (2.3)

como:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σxx

σyy

τyx

τxz

τyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E

(1− ν2)
Eν

(1− ν2) 0 0 0

Eν

(1− ν2)
E

(1− ν2) 0 0 0

0 0 µ 0 0

0 0 0 µ 0

0 0 0 0 µ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

εxx

εyy

εyx

γxz

γyz

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.15)

donde, E es el módulo elástico, ν es la relación de Poisson, y µ es el módulo de cortante que se

define como:

µ =
E

2 (1 + ν)
(6.16)

Sustituyendo la ec. (6.6) en la ec. (6.15), se tienen la relación constitutiva siguiente:

σb = −zDLTb θ =− zDκ (6.17)

τ = µ (∇w − θ) = µγ

Subsecuentemente, substituyendo la ecuación anterior en la ec. (6.10), se tiene las siguientes

relaciones: momento flexionante-curvatura y fuerza cortante-deformaciones por cortante.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Mxx

Myy

Myx

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
t3

12

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
E

(1− ν2)
Eν

(1− ν2) 0

Eν

(1− ν2)
E

(1− ν2) 0

0 0 µ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
| {z }

Df

{κ}

(
Vxz

Vyz

)
=
5

6
t

"
µ 0

0 µ

#
| {z }

Ds

(
γxz

γyz

) (6.18)

En forma compacta, estas ecuaciones, que representan la compatibilidad constitutiva, se pueden

reescribir como:

M = Dfκ (6.19)

V = Dsγ
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6.2 Formulación variacional general de placas

En esta sección se desarrolla un funcional de energía general para problema de placas a partir del

funcional para el problema elástico lineal de Fraeijs de Veubeke (1951) definido. Posteriormente,

partiendo de este funcional, se desarrollan los funcionales particulares para vigas.

Substituyendo las relaciones de deformación de la ec. (6.6), y la relación constitutiva de la ec.

(6.19) dentro del funcional de energía definido en la ec. (4.5), se tiene el siguiente funcional de

energía general correspondiente a la teoría de placas con seis variables independientes

Π (w,θ,M, V,κ,γ) =

Z
A

∙
M (Lbθ − κ) + V ((Ow − θ)− γ) + 1

2
κTDfκ+

1

2
γTDsγ − qw

¸
dA

(6.20)

−
Z
Γm

M∗θdΓ−
Z
Γv

V ∗wdΓ−
Z
Γθ

M (θ−θ∗) dΓ−
Z
Γw

V (w − w∗) dΓ

Este funcional de energía proporciona como condiciones de estacionaridad las ecuaciones que

definen la formulación fuerte del problema (ecs. (6.6), (6.13) y (6.19) ) como condiciones

estacionarias, i.e., equivalente a las ecuaciones que gobiernan el problema correspondiente al

PVF.

Para demostrar que la afirmación anterior es válida, a continuación se presenta la primera

variación del funcional de energía definido por la ec. (6.20)

δΠ =

Z
A
[(Lbθ − κ) δM + ((Ow − θ)− γ) δV − (M −Dfκ) δκ− (V −Dsγ) δγ] dA (6.21)

+

Z
A
[MLbδθ − V δθ + V Oδw − qδw] dA−

Z
Γm

M∗δθdΓ−
Z
Γv

V ∗δwdΓ

−
Z
Γθ

[(θ−θ∗) δM +Mδθ] dΓ−
Z
Γw

[(w − w∗) δV + V δw] dΓ = 0 (6.22)

Del teorema de la divergencia, las siguientes integrales se pueden definir como

Z
A
MLbδθdA = −

Z
A
LTb MδθdA+

Z
Γ
MνδθdΓ (6.23)Z

A
VOδwdA = −

Z
A
OTV δwdA+

Z
Γ
V νδwdΓ

Substituyendo la ec. (6.23) en la ec. (6.21), la primera variación del funcional de energía de la

ec. (6.20) es
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δΠ =

Z
A
[(Lθ − κ) δM + ((Ow − θ)− γ) δV − (M −Dbκ) δκ] dA+ (6.24)Z

A

£− (V −Dsγ) δγ −
¡
LTM + V

¢
δθ − ¡OTV + q

¢
δw
¤
dA+

Z
ΓM

(M · ν −M∗) δθdΓ

+

Z
Γθ

(Mν −M) δθdΓ+

Z
ΓV

(V ν − V ∗) δwdΓ+
Z
Γw

(V ν − V ) δwdΓ

−
Z
Γθ

(θ−θ∗) δMdΓ−
Z
Γw

(w − w∗) δV dΓ = 0

Así, la formulación variacional de la ec. (6.20) contiene las ecuaciones que definen el PVF de la

teoría de placas como sus condiciones de estacionaridad, lo que demuestra que es equivalente a

las ecuaciones que gobiernan el problema y sus condiciones de frontera.

6.3 Desarrollo de otros principios variacionales

El funcional de energía general para placas definido en la ec. (6.20), considera como variables

independientes los campos de desplazamiento transversal w, las rotaciones θ, la curvatura κ,

las deformaciones por cortante γ, los momentos M y cortantes V . De este funcional, es posible

generar una jerarquía de principios variacionales que pueden involucran sólo algunas variables o

combinación de ellas como independientes.

6.3.1 Funcional de energía total de placas

Si se asume que la compatibilidad de placas se satisface a priori, es posible establecer las

relaciones siguientes:

κ = LTb θ (6.25)

γ = (Ow − θ)

donde el desplazamiento transversal w y la rotación θ son los campos independientes, mientras

que la curvatura κ y las deformaciones por cortante γ son los independientes.

Como resultado, el funcional de energía definido en la ec. (6.20) con seis variables independientes

se reduce a un funcional de energía con dos variables independientes, que corresponde a la

formulación de Reissner Mindlin para placas gruesas (Reissner, 1945 y Mindlin, 1951).

Π (w,θ) =

Z
A

∙
1

2
θTLTb DfLbθ +

1

2
(Ow − θ)T Ds (Ow − θ)− qw

¸
dA (6.26)

−
Z
ΓM

M∗θdΓ−
Z
ΓV

V ∗wdΓ
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Este funcional considera la energía interna debida a la deformación por flexión y por cortante.

Ahora, si las rotaciones θ son dependientes del desplazamiento transversal w por la relación:

θw = Ow (6.27)

Entonces la curvatura κ en la ec. (6.25) depende del desplazamiento transversal w y la

contribución de la energía de las deformaciones por cortante es nula:

κ = LbOw (6.28)

γ = 0

donde el producto de los operadores LbO se define por:

P = LbO =

⎡⎢⎢⎣
∂
∂x2

∂
∂y2

2 ∂
∂x

∂
∂y

⎤⎥⎥⎦ (6.29)

Así, el funcional de energía definido en la ec. (6.26) , con dos variables independientes se reduce

a una, corresponde a la teoría de placas delgadas de Kirchhoff.

Π (w) =

Z
A

∙
1

2
wPTDfPw − qw

¸
dA−

Z
Γm

M∗θdΓ−
Z
Γv

V ∗wdΓ (6.30)

Este funcional de energía sólo considera la energía de deformación por flexión, pues desprecia la

energía de deformación por cortante.

6.3.2 Funcional desplazamiento-fuerza

Si se considera que las ecuaciones de compatibilidad entre la curvatura κ y el giro θ, así como

entre las deformaciones por cortante γ y el desplazamiento transversal w y el giro definidas en

la ec. (6.25) se satisface a priori. Además, que la curvatura y las deformaciones por cortante

dependen de la densidad de energía complementaria φ (M) y φ (V ) se definen como.

κM = ∂φ(M)
∂V

γV = ∂φ(V )
∂M

(6.31)

Para el caso elástico la energía complementaria se define como:

φ (M) =
1

2
MEfM (6.32)

φ (V ) =
1

2
VEsV

105



Donde E relaciona:

κ = EfM=⇒ Ef= D
−1
f (6.33)

γ = EsV=⇒ Es= D
−1
s

Con estas consideraciones, el funcional de energía definido en las ec. (6.20) , se obtiene el siguiente:

Π (w,θ,M, V, ) =

Z
A

£
MκM + V γV − φ (M)− φ (V )− qw

¤
dA (6.34)

−
Z
Γm

M∗θdΓ−
Z
Γv

V ∗wdΓ

Este funcional de energía considera el desplazamiento transversal, las rotaciones, el momento y

la fuerza cortante como variables independientes.

6.3.3 Funcional de energía complementaría total

Si se considera que las siguientes condiciones de equilibrio dadas en la ec. (6.11)se satisfacen a

priori, en consecuencia, el funcional de energía de la ec. (6.20) se reducen al siguiente funcional.

Π (M,V ) =

Z
A
[φ (M)−φ (V )] dA−

Z
Γm

Mθ∗dΓ−
Z
Γv

V w∗dΓ

Este funcionales de energía considera solamente el momento M y el cortante V como variables

independientes.

6.4 Placas con discontinuidades

Sea una placa de espesor t, con dominio A ∈ R2 de la figura (6.5) , sometida a cargas y que
presenta un salto en el campo de los desplazamientos [|u|] a lo largo de una banda (zona de
localización de deformaciones) S. En estas condiciones, el dominio se divide en subdominios,

A = A− + A+ y en dos fronteras Γ = Γ− + Γ+. Las condiciones de frontera prescritas son: las
tracciones q sobre A = A−+A+, la carga transversal V ∗ a lo largo de Γv = Γ−v +Γ+v , el momento
flexionanteM∗ a lo largo de Γm = Γ−m+Γ+m, el desplazamiento transversal w∗ sobre Γw = Γ−w+Γ+w ,
y la rotación θ∗ a lo largo Γθ = Γ−θ + Γ

+
θ , respectivamente, tal que Γv ∪ Γm = Γw ∪ Γθ = Γ y

Γv ∩ Γw = Γm ∩ Γθ = 0.

La zona de localización S, se caracteriza por la concentración de deformaciones inelásticas en

una banda estrecha, puesto que ésta inicia con la formación de microfisuras y su coalescencia que

gradualmente se convierte en una discontinuidad macroscópica (articulación y/o dislocación),

mientras que el material vecino se descarga. La discontinuidad del campo de desplazamientos

[|u|] en placas se puede presentar como: un salto en el campo de desplazamiento transversal [|w|]
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(dislocación), un salto en el campo de las rotaciones [|θ|] (articulación) o una combinación de
ambos, figura (6.6).

Para describir la cinemática de desplazamientos de una placa que presenta una discontinuidad,

se considera que las deformaciones se concentran en la banda S con espesor k = 0, los campos

de desplazamiento transversal w(x, y) y el de las rotaciones θ (x, y)

w(x, y) = w̄ +Hs [|w|] (6.35)

θ (x, y) = θ̄ +Hs [|θ|] (6.36)

con saltos [|w|] y [|θ|] en un punto (material) dado S, induce un campo de deformaciones no

acotadas. Ambos campos se pueden expresar como:

κ = Lbθ (x, y) = Lbθ̄|{z}
κθ̄

+ δs ([|θ|]⊗ n)S| {z }
κ̃[|θ|]

(6.37)

γ = O (w +Hs [|w|])−
¡
θ +Hs [|θ|]

¢
= Ow − θ| {z }

γw,θ

+ δs [|w|]n−Hs [|θ|]| {z }
γ̃[|w|],[|θ|]

(6.38)

donde HS es la función de Heaviside definida en S (HS(x) = 0 ∀x ∈ A− y HS(x) = 1 ∀x ∈ A+)

y δs es la función delta de Dirac.

El problema de valores en la frontera de placas con discontinuidades se define por el siguiente

sistema de ecuaciones y condiciones de frontera.

a)
κθ̄(x, t)− κ(x, t) = 0
γw,θ(x, t)− γ(x, t) = 0 en A Compatibilidad cinemática

b)
Mκ(x, t)−M(x, t) = 0

V γ(x, t)− V (x, t) = 0
en A Compatibilidad constitutiva

c) LTb M(x, t) + V (x, t) = 0 en A \ S Equilibrio interno

d) OTV − q = 0 en A Equilibrio externo

e)
θ(x,t) = θ̄(x, t)

w(x,t) =w̄(x, t)
en Γu Condiciones esenciales de frontera

f)

(MA− −MS) · n=(MS −MΩ+) · n= 0
=[|M |]S ·n

(VA− − VS) · n=(VS − VΩ+) · n= 0
=[|V |]S ·n

en S Continuidad interna

g)
(MA− −MA+) · n = [|M |] = 0
(VA− − VA+) · n = [|V |] = 0

en S Continuidad externa

(6.39)
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Figura 6.5: Placa con zona de localización S.

Figura 6.6: Placa con carga: a) antes y b) después del inicio de la discontinuidad.
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6.4.1 Funcional de energía general de placas con discontinuidades

El funcional de energía para placas con discontinuidades se puede desarrollar sustituyendo las

relaciones entre las deformaciones y las rotaciones de la ec. (6.6), y relaciones constitutiva ec.

(6.19) en el funcional de energía general para el modelo de Discontinuidad Discreta (5.3), por

consiguiente

Π (w,θ,M, V,κ,γ, [|w|] , [|θ|]) =
Z
A\S

∙
M
³
κθ − κ

´
+ V

³
γw,θ − γ

´
+
1

2
κ̄TDf κ̄+

1

2
γ̄TDsγ̄ + qw

¸
dA

(6.40)

−
Z
Γm

M∗θdΓ−
Z
Γv

V ∗wdΓ+
Z
S

[MSn [|θ|] + VSn [|w|]] dΓ

La primera variación de la ec. (6.40) proporciona

δΠ =

Z
A\S

h³
κθ − κ

´
δM +

³
γw,θ − γ

´
δV − (M −Dfκ) δκ− (V −Dsγ) δγ

i
dA (6.41)Z

A\S

h
Mδκθ + V δγw,θ + qδw

i
dA+

Z
S

[MSnδ [|θ|] + VSnδ [|w|]] dΓ = 0

Por el teorema de la divergencia, las siguientes integrales se puede definir como

Z
A\S

MδκθdA = −
Z
A\S

LTb MδθdA+

Z
Γ
MnδθdΓ (6.42)

−
Z
A\S

BTMδθdA−
Z
S−

MnδθdΓ+

Z
S+

MnδθdΓ+

Z
Γ
MνδθdΓ

−
Z
A\S

LTb MδθdA+

Z
S

Mnδ [|θ|] dΓ+
Z
Γ
MνδθdΓ

Z
A\S

V δγw,θdA =

Z
A\S

V
¡
Oδw − δθ

¢
dA =

Z
A\S

VOδwdA−
Z
A\S

V δθdA (6.43)

= −
Z
A\S

OTV δwdA+

Z
S

V nδwdΓ−
Z
A\S

V δθdA

= −
Z
A\S

OTV δwdA−
Z
S−

V nδwdΓ+

Z
S+

V nδwdΓ−
Z
A\S

V δθdA

= −
Z
A\S

OTV δwdA+

Z
S

V nδ [|w|] dΓ−
Z
A\S

V δθdA

Substituyendo las ecs. (6.42) y (6.43) en la ec. (6.41), la primera variación del funcional de

energía de placas con discontinuidades ec. (6.40) es
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δΠ =

Z
A\S

h³
κθ − κ

´
δM +

³
γw,θ − γ

´
δV − (M −Dfκ) δκ− (V −Dsγ) δγ

i
dA (6.44)

−
Z
A\S

£¡
LTb M + V

¢
δθ +

¡
OTV − q

¢
δw
¤
dA

−
Z
S

(VS − VA−)nδ [|w|] dΓ−
Z
S

(VA+ − VS)nδ [|w|] dΓ

−
Z
S

(MS −MA−)nδ [|θ|] dΓ−
Z
S

(MA+ −MS)nδ [|θ|] dΓ = 0

Por consiguiente, las condiciones de estacionaridad de la formulación variacional de la ec. (6.44)

proporciona el problema de valores en la frontera de placas con discontinuidades definido por la

ec. (6.39).

6.5 Desarrollo de otros principios variacionales

El funcional de energía general para placas con discontinuidades definido en la, ecs. (6.40),

considera como variables independientes los campos de desplazamiento transversal w, las

rotaciones θ, la curvatura κ, las deformaciones por cortante γ, los momentosM, cortantes V , y los

saltos [|w|] y [|θ|]. De este funcional, es posible generar una jerarquía de principios variacionales
que pueden involucran sólo algunas variables o combinación de ellas como independientes.

6.5.1 Funcional de energía potencial total con discontinuidades

Asumiendo que la compatibilidad se satisface a priori, es posible establecer una relación como

la de la ec. (6.25) pero con la parte continua de los campos de curvatura y deformación por

cortante

κ̄ = LTb θ̄ (6.45)

γ̄ =
¡
Ow̄ − θ̄¢

Como resultado el funcional de energía definido en la ec. (6.40) con ocho variables independientes

se reduce a un funcional de energía con cuatro variables independientes, correspondiente a la

teoría de Reissner Mindlin para placas gruesas con discontinuidades

Π (w,θ, [|w|] , [|θ|]) =
Z
A\S

∙
1

2
θ̄
T
LTb DfLbθ̄ +

1

2

¡
Ow̄ − θ̄¢T Ds

¡
Ow̄ − θ̄¢− qw

¸
dA (6.46)

−
Z
Γm

M∗θdΓ−
Z
Γv

V ∗wdΓ+
Z
S

[MSn [|θ|] + VSn [|w|]] dΓ

110



Ahora, supóngase que el campo de rotaciones continuas θ̄ es dependiente del desplazamiento

transversal continuo w̄ mediante la relación

θ̄ = Ow̄ (6.47)

Así, de la ec. (6.45) , la curvatura κ̄ es ahora dependiente de los desplazamientos transversales

w̄ y las deformaciones por cortante son nulas

κ̄ = Pw̄ (6.48)

γ̄ = (Ow̄ − Ow̄) = 0

Como resultado el funcional de energía definido en la ec. (6.46) con cuatro variables

independientes se reduce a dos variables dependientes. Este funcional de energía corresponde al

de la teoría de Kirkhoff con discontinuidades (teoría de placas delgadas).

Π (w, [|θ|]) =
Z
A\S

∙
1

2
wT
b P

TDfPw̄ − qw

¸
dA−

Z
Γm

M∗θdΓ−
Z
Γv

V ∗w +
Z
S

MSn [|θ|] dΓ (6.49)

6.5.2 Funcional desplazamiento-fuerza

Esta formulación considera que las ecuaciones de compatibilidad entre la curvatura κ y el giro

θ, así como entre las deformaciones por cortante γ y el desplazamiento transversal w y el giro

definidas en la ec. (6.39a) se satisface a priori. Además, que la curvatura y las deformaciones

por cortante dependientes de la densidad de energía complementaria φ (M) y φ (V ) se definen

como.

κ̄M = ∂φ(M)
∂V

γ̄V = ∂φ(V )
∂M

(6.50)

Para el caso elástico la energía complementaria se define como:

φ (M) =
1

2
MEfM (6.51)

φ (V ) =
1

2
VEsV

Donde E relaciona:

κ̄ = EfM=⇒ Ef= D
−1
f (6.52)

γ̄ = EsV=⇒ Es= D
−1
s
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Con estas consideraciones, el funcional de energía definidos en las ecs. (6.40) , se reducen al

siguiente:

Π (w,θ,M, V, ) =

Z
A

£
M κ̄M + V γ̄V − φ (M)− φ (V )− qw

¤
dA (6.53)

−
Z
Γm

M∗θdΓ−
Z
Γv

V ∗wdΓ+
Z
S

[MSn [|θ|] + VSn [|w|]] dΓ

Este funcional de energía considera el desplazamiento transversal, las rotaciones, el momento y

la fuerza cortante como variables independientes.

6.5.3 Funcional de energía complementaria total

En esta formulación se considera que las siguientes condiciones de equilibrio dadas en la ec.

(6.39c− d) se satisfacen a priori, en consecuencia, el funcional de energía de la ec. (6.40) se

reducen al siguiente funcional.

Π (M,V ) =

Z
A
[φ (M)− φ (V )] dA−

Z
Γm

Mθ∗dΓ−
Z
Γv

V w∗dΓ (6.54)

+

Z
S

[MSn [|θ|] + VSn [|w|]] dΓ

Este funcional de energía considera sólo el momento M y el cortante V como variables

independientes.

6.6 Aproximación mediante el MEF de placas con discon-

tinuidades

Considérese los elementos finitos placa con una discontinuidad en su interior de la figura 6.7,

en este caso se puede observar que se presenta un salto en el desplazamiento transversal [|w|]
(dislocación) o en las rotaciones [|θ|] (articulación) o una combinación de ellos.
En el capítulo 2, se definió la cinemática de desplazamientos y deformaciones en función de

los desplazamientos regulares (Oliver 1995b). Análogamente, se pueden definir desplazamiento

transversal y las rotaciones definidos en la ecs. (6.35) y (6.36) mediante la siguiente expresión:

w(x) = ŵ(x) +MS(x) [|w|] (x) (6.55)

θ(x) = θ̂(x) +MS(x) [|θ|] (x) (6.56)

donde la función

MS(x) = HS(x)− ϕ(x) (6.57)

112



Figura 6.7: Elemento finito triangular y rectangular placa con una discontinuidad.

El desplazamiento transversal y las rotaciones continuas en función del salto se definen como:

w̄(x) = ŵ(x)− ϕ(x) [|w|] (x) (6.58)

θ̄(x) = θ̂(x)− ϕ(x) [|θ|] (x) (6.59)

La curvatura y las deformaciones por cortante dependientes del desplazamiento transversal y los

giros para el Modelo de Discontinuidad fuerte se definen por la siguiente ecuación:

κ = κθ̄ + δs ([|θ|]⊗ n)S (6.60)

γ = γw,θ + δs [|w|]n−Hs [|θ|] (6.61)

En el Modelo de Discontinuidad Discreta que considera que cuando el material alcanza un valor,

el cuerpo deja de ser continuo pero existe transmisión de momentos y fuerzas cortantes, por

lo que sólo existe deformaciones continuas en el cuerpo. Por lo anterior, las curvatura y las

deformaciones por cortante continuas están dadas por:
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κθ̄(x) = LTb θ̄(x) (6.62)

γw,θ(x) =
¡
Ow̄(x)− θ̄(x)¢

El campo de desplazamiento transversal y las rotaciones regulares se interpola con la siguiente

expresión:

ŵ = Nwd (6.63)

θ̂ = Nθd (6.64)

donde las N corresponde a la funciones de interpolación estándar, definidas en los nodos del

elemento

N =
Xi=n

i=1
N
(e)
i (6.65)

y wd y θd corresponde al vector de los desplazamiento transversal y las rotaciones nodales. La

función MS(x) se define dentro del elemento como:

Me
S(x) = He

S (x)− ϕe (6.66)

De la definición de la función ϕe en la ec. (2.12), se puede obtener de la siguiente expresión:

ϕe =
Xn+e

i+=1
Ni+ (6.67)

La funciones Ni+ corresponden a la funciones de forma de los nudos del lado derecho de la

discontinuidad, que satisfacen la definición de la función ϕ en la ec. (2.12) . Así, se tienen

los elementos necesarios para aproximar el campo desplazamiento transversal y las rotaciones,

definido en la ecs. (6.55) y (6.56), en función de los valores nodales y de los salto en el nudo

interior.

w(x) = N(x)wd +Me
S(x)| {z }
Nc

[|w|] (x) (6.68)

θ(x) = N(x)θd +MS(x) [|θ|] (x) (6.69)

y el de las continuas de las ecs. (6.58) y (6.59) en función del salto se definen como:

w̄(x) = N(x)wd − ϕe(x) [|w|] (x) (6.70)

θ̄(x) = N(x)θd − ϕe(x) [|θ|] (x) (6.71)
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Con las ecuaciones anteriores, la curvatura y de las deformaciones por cortante continuas definidas

en la ec. (6.62) se aproximan como:

κθ̄ = Lbθd − LTb ϕ(x) [|θ|] (6.72)

γw,θ(x) = [O (Nwd − ϕ(x) [|w|])− (Nθd − ϕ(x) [|θ|])] (6.73)

6.6.1 Matriz mixta

Para aproximar la solución del funcional de energía de la ec. (6.40) con el método de los elementos

finitos, se consideran como variables independientes el desplazamiento transversal w, el giro θ,

la curvatura κ, las deformaciones por cortante γ, el momento M y la fuerza cortante V.

·
w(x,t) = N(x)·ẇd +Nc(x) · [|ẇ|] (6.74)
·
θ(x,t) = N(x)·θ̇d +Nc(x) ·

h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i

κ̇(x,t) = Nκ̂(x)·
·
κ̂

γ̇(x,t) = Nγ̂(x)·
·
γ̂

·
M(x,t) = NM(x)·

¦
M

·
V (x,t) = NV (x)·

¦
V

Con la aproximación del desplazamiento transversal y el de las rotaciones, se puede calcular la

parte continuo de éstos en las ecs. (6.70) y (6.71), así como la curvatura y de las deformaciones

por cortante continuas de las ecs. (6.72) y (6.73). Posteriormente, las ecuaciones anteriores se

sustituyen en la ec. (6.44) , se derivan con respecto a cada una de las variables y se igualan a

cero:
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∂Π

∂ẇd
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

NTOTNV

¦
V dΩ−

Z
Ω\S

NT · ¦qdΩ−
Z
Γv

NT
·_
V dΓ (6.75)

∂Π

∂ [|ẇd|] ≡ 0 ≡ −
Z
Ω\S

ϕeTOTNV

¦
V dΩ−

Z
S

¦
VsndS

∂Π

∂θ̇d
≡ 0 ≡

TZ
Ω\S

LTbNMṀdΩ−
Z
Ω\S

NTNV V̇ dΩ−
Z
Γm

NT
·_
MdΓ

∂Π

∂
h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i ≡ 0 ≡ −
Z
Ω\S

ϕeTLTbNMṀdΩ+

TZ
Ω\S

ϕeTNV

¦
V dΩ−

Z
S

¦
MsndS

∂Π

∂
·
κ̂
≡ 0 ≡ −

Z
Ω\S

NT
κ̂NMṀdΩ+

Z
Ω\S

NT
κ̂Df ·Nκ̂

·
κ̂dΩ

∂Π

∂
·
γ̂
≡ 0 ≡ −

Z
Ω\S

NT
γ̂NV V̇ dΩ+

Z
Ω\S

NT
γ̂DS·Nγ̂

·
γ̂dΩ

∂Π

∂Ṁ
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

NT
M ·

∙³
LTb θ̇d − LTb ϕe

h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i´
−Nκ̂

·
κ̂

¸
dΩ

∂Π

∂V̇
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

NT
V ·
h
ONẇd − Oϕe [|ẇd|]−

³
Nθ̇d − ϕe [|ẇd|]

´
−Nγ̂ γ̂

i
dΩ

Denotando cada término de la ec. (5.22) como una submatriz se tiene

KV w =

Z
Ω\S

NTOTNV dΩ KMκ̂ =

Z
Ω\S

NT
κ̂NMdΩ

KMθ =

Z
Ω\S

LTbNMdΩ Kγ̂γ̂ =

Z
Ω\S

NT
γ̂DS ·Nγ̂dΩ

KV θ =

Z
Ω\S

NTNV dΩ KV γ̂ = −
Z
Ω\S

NT
γ̂NV dΩ

KV [|wd|] = −
Z
Ω\S

ϕeTOTNV dΩ
·
FextV =

Z
Ω\S

NT · ¦qdΩ+
Z
Γv

NT
·_
V dΓ

KM [|θd|] = −
Z
Ω\S

ϕeTLTbNMdΩ
·
FextM =

Z
Γm

NT
·_
MdΓ

KV [|θd|] =
Z
Ω\S

ϕeTNV dΩ
·
FV =

R
S

¦
VsndS

Kκ̂κ̂ =

Z
Ω\S

NT
κ̂Df ·Nκ̂dΩ

·
FM =

R
S

¦
MsndS

(6.76)
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Finalmente, de las ecs. (6.76) se obtiene la matriz mixta de un elemento finito con ocho variables

independientes para la aproximación discreta, capaz de simular el salto de los desplazamientos

y deformaciones en S:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 KV w

0 0 0 0 0 0 KMθ KV θ

0 0 0 0 0 0 0 KV [|wd|]
0 0 0 0 0 0 KM [|θd|] KV [|θd|]
0 0 0 0 Kκ̂κ̂ 0 KMκ̂ 0

0 0 0 0 0 Kγ̂γ̂ 0 KV γ̂

0 KθM 0 K[|θd|]M Kκ̂M 0 0 0

KwV KθV K[|wd|]V K[|θd|]V 0 Kγ̂V 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
w
·
θ

[|ẇd|]h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i
·
κ̂
·
γ̂

Ṁ

V̇

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
FextV
·
FextM
·
FV
·
FM

0

0

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.77)

6.6.2 Matriz de rigideces

Placas gruesas con discontinuidades interiores

Para aproximar el funcional de energía para placas gruesas con discontinuidades interiores (6.46)

se consideran como variables independientes el desplazamiento transversal w y las rotaciones θ.

·
w(x,t) = N(x)·ẇd +Nc(x) · [|ẇ|] (6.78)
·
θ(x,t) = N(x)·θ̇d +Nc(x) ·

h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i

La parte continua de éstas, se obtiene de las ecs. (6.70) y (6.71), así como la curvatura y

de las deformaciones por cortante continuas de las ec. (6.72) y (6.73) . Posteriormente, se

sustituyen estas ecuaciones en el funcional de la ec. (6.46), se deriva con respecto a las variables

independientes y se iguala a cero, así se obtiene:

117



∂Π

∂ẇd
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

h
NTOTDs

³
ONẇd − Oϕe [|ẇd|]−Nθ̇d

´
−NT · ¦q

i
dΩ−

Z
Γv

NT
·_
V dΓ (6.79)

∂Π

∂θ̇d
≡ 0 ≡

TZ
Ω\S

h
NTLTb DfLb

³
Nθ̇d − ϕe

h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i´
−NTDs

³
ONẇd − Oϕe [|ẇd|]−Nθ̇d

´i
dΩ

−
Z
Γm

NT
·_
MdΓ

∂Π

∂ [|ẇd|] ≡ 0 ≡
Z
Ω\S

ϕeTOTDs

³
ONẇd − Oϕe [|ẇd|]−Nθ̇d

´
dΩ−

Z
S

¦
VsndS

∂Π

∂
h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i ≡ 0 ≡
Z
Ω\S

h
ϕeTLTb DfLb

³
Nθ̇d − ϕe

h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i´
+ ϕeTDs

³
ONẇd − Oϕe [|ẇd|]−Nθ̇d

´i
dΩ

−
Z
S

¦
MsndS

Denotando cada término de la ec. (6.79) como una submatriz se tiene

Kww =

Z
Ω\S

NTOTDsONdΩ K[|w|][|w|] =
Z
Ω\S

ϕeTOTDsOϕedΩ

Kwθ =

Z
Ω\S
−NTOTDsNdΩ K[|w|][|θ|] = −

Z
Ω\S

ϕeTOTDsϕ
edΩ

Kw[|w|] =
Z
Ω\S

NTOTDsOϕedΩ K[|θ|][|θ|] =
Z
Ω\S

£
ϕeTLTb DfLbϕ

e + ϕeTDsϕ
e
¤
dΩ

Kw[|θ|] =
Z
Ω\S

NTOTDsϕ
edΩ

·
FextV =

Z
Ω\S

NT · ¦qdΩ+
Z
Γv

NT
·_
V dΓ

Kθθ =

Z
Ω\S

£
LTb DfLb+N

TDsN
¤
dΩ

·
FextM =

Z
Γm

NT
·_
MdΓ

Kθ[|w|] =
Z
Ω\S

NTDsOϕedΩ
·
FV =

R
S

¦
VsndS

Kθ[|θ|] = −
Z
Ω\S

£
LTb Dfϕ

e +NTDsϕ
e
¤
dΩ

·
FM =

R
S

¦
MsndS

(6.80)

Finalmente, de las ecs. (6.80) se obtiene la matriz de rigideces de un elemento finito con

cuatro variables independientes para la aproximación discreta, capaz de simular el salto de los

desplazamientos y deformaciones en S:
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⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Kww Kwθ Kw[|w|] Kw[|θ|]
Kθw Kθθ Kθ[|w|] Kθ[|θ|]
K[|w|]w K[|w|]θ K[|w|][|w|] K[|w|][|θ|]
K[|θ|]w K[|θ|]θ K[|θ|][|w|] K[|θ|][|θ|]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
w
·
θ

[|ẇd|]h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
FextV
·
FextM
·
FV
·
FM

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.81)

Placas delgadas con discontinuidades interiores

Para aproximar el funcional de energía para placas delgadas con discontinuidades interiores (6.46)

se consideran como variables independientes el desplazamiento transversal w, pues las rotaciones

dependen de la derivada del desplazamiento transversal. Puesto que la energía que considera

esta formulación es la energía por flexión, sólo se presentan discontinuidades en las rotaciones,

que físicamente representan articulaciones. El desplazamiento transversal regular se aproximan

como:

·
ŵ(x,t) = N(x)·ẇd (6.82)

Las rotaciones en función de los desplazamientos transversales está dado por:

·
θ(x,t) = O

·
ŵ(x,t) + ψS (x)

·
[|θ|] = θ̄ (x) +Hs (x) [|θ|] = θ̂ (x) + ψS (x) [|θ|] (6.83)

Sustituyendo las rotaciones de la ec. (6.83) en la ec. (6.4) se tiene la curvatura

κ = Lb
·
θ = Pw̄|{z}

κ̄w̄

+ δs [|θ|]n| {z }
κ̃
[|θ|]
b

= P
·
ŵ − Lbϕe(x)

h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i

| {z }
κ̄w̄

+ δs [|θ|]n| {z }
κ̃
[|θ|]
b

(6.84)

Sustituyendo las ecs. (6.84) en el funcional de energía de la ec. (6.49) , derivando respecto a

cada una de las variables independientes e igualando a cero, se tiene.

∂Π

∂ẇd
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

h
NTPTDf

³
PNẇd − Lbϕe(x)

h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i´
−NT · ¦q

i
dΩ−

Z
Γv

NT
·_
V dΓ−

Z
Γm

NT
·_
MdΓ(6.85)

∂Π

∂
h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i ≡ 0 ≡ −
TZ

Ω\S
ϕePTDf

³
PNẇd − Lbϕe(x)

h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i´

dΩ−
Z
S

¦
MsndS

Denotando cada término de la ec. (6.85) como una submatriz se tiene
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Kww =

Z
Ω\S

NTPTDfPNdΩ
·
FM =

R
S

¦
MsndS

Kw[|w|] = −
Z
Ω\S

NTPTDfLbϕ
edΩ

·
Fext =

Z
Ω\S

NT · ¦qdΩ+
Z
Γv

NT
·_
V dΓ+

Z
Γm

NT
·_
Md

K[|w|][|w|] =
Z
Ω\S

ϕeTLTb DfLbϕ
edΩ

(6.86)

Finalmente, de las ecs. (6.86) se obtiene la matriz de rigideces de un elemento finito con dos

variables independientes:

"
Kww Kw[|w|]
K[|w|]w K[|w|][|w|]

#
·
⎧⎨⎩

·
wh¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i ⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
·
FextV
·
FM

⎫⎬⎭ (6.87)

6.6.3 Matriz de Flexibilidades

Para aproximar la solución de los funcionales de energía complementaria de la ec. (6.54). Se

consideran como variables independientes los momentos M y los cortantes, que se aproximan

como:

Ṁ (x) = NMA\SṀA\S +NMS
ṀS (6.88)

V̇ (x) = N
VA\S

V̇A\S +NVS V̇S

donde NMA\S , NMS , NVA\S
y NVS son las funciones de interpolación de momento y cortante

correspondientemente.

Sustituyendo la ec. (6.88) en el funcional de las ec. (6.54) y derivando con respecto a cada una

de las variables independientes se tiene:

∂Π

∂ṀA\S
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

NT
MA\SEf

h
NMA\SṀA\S +NMSṀS

i
dΩ−

Z
Γθ

·_
θdΓ (6.89)

∂Π

∂V̇A\S
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

NT
VA\S

Es

h
NVA\S

V̇A\S +NVS V̇S

i
dΩ−

Z
Γm

·_
wdΓ

∂Π

∂ṀS

≡ 0 ≡
Z
Ω\S

NT
MS
Ef

h
NMA\SṀA\S +NMS

ṀS

i
dΩ+

Z
S

n ·
h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i
dΓ

∂Π

∂V̇S
≡ 0 ≡

Z
Ω\S

NT
VS
Es

h
NVA\S

V̇A\S +NVS V̇S

i
dΩ+

Z
S

n · [|ẇd|] dΓ
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Denotando cada término de la ec. (6.89) como una submatriz se tiene

KMM =

Z
Ω\S

NT
MA\SEfNMA\SdΩ Kvv =

Z
Ω\S

NT
VS
EsNVSdΩ

KMm =

Z
Ω\S

NT
MA\SEfNMSdΩ

·
Rθ =

Z
Γθ

·_
θdΓ

KV V =

Z
Ω\S

NT
VA\SEsNVA\SdΩ

·
Rw =

Z
Γv

·_
wdΓ

KV v =

Z
Ω\S

NT
VA\SEsNVSdΩ

·
RM =

Z
S

n ·
h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i
dΓ

Kmm =

Z
Ω\S

NT
MS
EfNMSdΩ

·
RV =

Z
S

n · [|ẇd|] dΓ

(6.90)

Finalmente, de las ecs. (6.90) se obtiene la matriz de flexibilidades de un elemento finito con dos

variables independientes:

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
KMM 0 KMm 0

0 KV V 0 KV v

KmM 0 Kmm 0

0 KvV 0 Kvv

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ṀA\S
V̇A\S
ṀS

V̇S

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
Rθ
·
Rw
·
RM
·
RV

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.91)

donde
·
Rθ y

·
Rw corresponden a los giros y desplazamientos transversales prescritos,

·_
θ y

·_
w. Los

términos
·
RM y

·
RV se define como:

·
RM = −

Z
S

EM
¦
MSdΓ (6.92)

·
RV = −

Z
S

EV
¦
V S · ndΓ (6.93)

donde EM y EV son los tensores constitutivos tangentes inversos momento-salto en las rotaciones

y cortante-salto en los desplazamientos transversales, correspondientemente.

6.6.4 Formulación del elemento finito triangular placa con discontinuidades

Considere el elemento finito triangular placa con un área Ae que presenta un salto en el campo de

desplazamiento transversal [|w|] y en los giros [|θx|], [|θy|] (figura 6.8). Las propiedades mecánicas
de este elemento son módulo elástico E, relación de Poisson v y módulo de ablandamiento discreto

H̄. Este elemento triangular placa se puede idealizar mediante una jerarquía de elementos finitos

con discontinuidades interiores desarrollados anteriormente.
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Figura 6.8: Elemento finito triangular placa con una discontinuidad.

Matriz Mixta

En esta aproximación, el elemento triangular de la figura (6.8) se idealiza como un elemento

finito mixto (figura 6.9) en el que se aproximan las siguientes variables en forma independiente:

·
w(x,t) = N(x)·ẇd +Nc(x) · [|ẇ|] (6.94)
·
θ(x,t) = N(x)·θ̇d +Nc(x) ·

h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i

κ̇(x,t) = Nκ̂(x)·
·
κ̂

γ̇(x,t) = Nγ̂(x)·
·
γ̂

·
M(x,t) = NM(x)·

¦
M

·
V (x,t) = NV (x)·

¦
V

Si se considera que las funciones de interpolación son las mismas,

N = Nκ̂ = Nγ̂ = NM = NV (6.95)

cada término de la matriz N, se definen en la ec. (5.68)

N =
h
N1 N2 N3

i
(6.96)

La función Nc(x) de la ec. (6.66) se define como:

Nc(x) =M
e
S(x) = He

S (x)− ϕe (6.97)

en este caso la función ϕe se define por:

ϕe = N2 (6.98)
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Figura 6.9: Elemento finito mixto triangular placa con una discontinuidad.

Sustituyendo las ecs. (6.95) y (6.98) en las integrales correspondientes de la ec. (6.76) se obtiene

la matriz de rigideces mixta de este elemento triangular con discontinuidad.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 KV w

0 0 0 0 0 0 KMθ KV θ

0 0 0 0 0 0 0 KV [|wd|]
0 0 0 0 0 0 KM [|θd|] KV [|θd|]
0 0 0 0 Kκ̂κ̂ 0 KMκ̂ 0

0 0 0 0 0 Kγ̂γ̂ 0 KV γ̂

0 KθM 0 K[|θd|]M Kκ̂M 0 0 0

KwV KθV K[|wd|]V K[|θd|]V 0 Kγ̂V 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
w
·
θ

[|ẇd|]h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i
·
κ̂
·
γ̂

Ṁ

V̇

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
FextV
·
FextM
·
FV
·
FM

0

0

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.99)

Matriz de rigideces

Placas gruesas En esta aproximación el elemento de la figura 6.8 se idealiza como un elemento

triangular en el que se aproximan el desplazamiento transversal
·
w y los giros

·
θ (figura 6.10):

·
w(x,t) = N(x)·ẇd +Nc(x) · [|ẇ|] (6.100)
·
θ(x,t) = N(x)·θ̇d +Nc(x) ·

h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i

Si las funciones de interpolación N se aproximan con funciones lineales como las de la ec. (5.68) .

Posteriormente, si se sustituyen el la matriz definida en la ec. (6.80), se obtiene una matriz de

rigideces del elemento triangular para representar placas gruesas con discontinuidades interiores.
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Figura 6.10: Elemento finito de placa una gruesa con una discontinuidad.

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Kww Kwθ Kw[|w|] Kw[|θ|]
Kθw Kθθ Kθ[|w|] Kθ[|θ|]
K[|w|]w K[|w|]θ K[|w|][|w|] K[|w|][|θ|]
K[|θ|]w K[|θ|]θ K[|θ|][|w|] K[|θ|][|θ|]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
w
·
θ

[|ẇd|]h¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

·
FextV
·
FextM
·
FV
·
FM

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.101)

Placas delgadas En esta aproximación elemento de la figura 6.8 se idealiza como un elemento

triangular con discontinuidades para resolver problemas en placas delgadas. En esta formulación

las rotaciones θ̇, dependen de la derivada de los desplazamientos transversales ẇ, los cuales se

consideran como variables independientes (figura 6.11).

·
ŵ(x,t) = N(x)·ẇd (6.102)

con los que se aproximan el campo de las rotaciones de la ec. (6.83):

·
θ(x,t) = ON(x)·ẇd + ψS (x)

·
[|θ|] (6.103)

donde N es la matriz de las funciones de interpolación:

N =[Ni, Nj , Nk] (6.104)

de los desplazamientos y giros en los nodos

ẇ =
h
ẇi, θ̇xi , θ̇yi

iT
(6.105)

Considerando las funciones de interpolación del elemento triangular placa desarrollado por

Bazeley et al. (1966):
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Figura 6.11: Elemento finito de placa delgada con una discontinuidad.

Ni =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Li + L2iLj + L2iLk − LiLj − LiL

2
k

−bk
¡
L2iLj +

1
2LiLjLk

¢
+ bj

¡
L2iLk +

1
2LiLjLk

¢
ck
¡
L2iLj +

1
2LiLjLk

¢− cj
¡
L2iLk +

1
2LiLjLk

¢
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (6.106)

con la permutación cíclica de los índices. L se define como:

Li =
ai + bix+ ciy

2Ae

Los valores de las constantes a b y c se definen en la en la ec. (5.69). La función, ϕe, se define

en la ec. (6.98).

Posteriormente, se sustituyen y se calculan las integrales en la ec. (6.86) , se tienen los términos

de la matriz de rigideces del elemento triangular placa delgada con discontinuidades interiores

en la ec. (6.87)

"
Kww Kw[|w|]
K[|w|]w K[|w|][|w|]

#
·
⎧⎨⎩

·
wh¯̄̄
θ̇d

¯̄̄i ⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
·
FextV
·
FM

⎫⎬⎭ (6.107)

Matriz de flexibilidades

El primer paso en esta formulación es asumir que el campo de esfuerzos que satisface las

condiciones de equilibrio. Se consideran como variables independientes los momentos M y la

fuerza cortantes V , que se interpola como:

Ṁ (x) = NMA\SṀA\S +NMSṀS (6.108)

V̇ (x) = NVA\S
V̇A\S +NVS V̇S
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Si se utilizan las funciones de interpolación Sm y Sc de las ecs. (5.84) para aproximar las ecs.

(5.86), se tiene.

Ṁ (x) = SmṀA\S + ScṀS (6.109)

V̇ (x) = SmV̇A\S + ScV̇S

Sustituyendo las funciones de interpolación en las ec. (6.90) y posteriormente en la ec. (6.91),

se tiene la siguiente matriz de flexibilidades para el elemento placa con discontinuidades.

Z
Ω

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
STmEfS

T
m 0 STmEfSc 0

0 STmEsS
T
m 0 STmEsNSc

STc EfSm 0 ScEfSc 0

0 STc EsNSm 0 STc EsSc

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ dΩ
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ṀA\S
V̇A\S
ṀS

V̇S

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Z
Γθ

·_
θdΓZ

Γv

·_
wdΓ

− R
S

EM
¦
MSdΓ

− R
S

EV
¦
V S · ndΓ

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.110)

6.7 Teoría de flexión en vigas

Las vigas son los elementos estructurales más comunes, particularmente en Ingeniería Civil y

Mecánica. Una viga como elemento estructural tiene la función primaria de soportar cargas

transversales y transmitirlas a los apoyos, resistiéndolas principalmente a través de la flexión.

La flexión produce esfuerzos longitudinales de compresión en un lado de la viga, y de tensión en el

otro. Las dos regiones se separan por una superficie neutra con esfuerzo cero. La combinación de

esfuerzos a tensión y compresión produce un momento de flexión interno, el cual es el mecanismo

primario que permite la transmisión de las cargas transversales a los apoyos (Felippa, 2004), este

mecanismo se ilustra en la figura 6.12.

Figura 6.12: Cargas transversales en vigas que fundamentalmente se resisten por la acción de la
flexión.

Los modelos matemáticos de las vigas estructurales se construyen a partir de las bases teóricas

de vigas. Debido a que las vigas son realmente cuerpos tridimensionales, todos los modelos
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necesariamente implican alguna forma de aproximación de su comportamiento físico. El modelo

más simple y mejor conocido para vigas rectas y prismáticas se basa en la teoría de Bernoulli-

Euler, que se conoce además como teoría clásica de vigas, y el otro modelo corresponde a la

teoría de vigas de Timoshenko. El modelo de Bernoulli-Euler no considera las deformaciones

transversales por cortante, sin embargo, los elementos basados en la teoría de Timoshenko

incorporan las deformaciones del cortante transversal.

6.7.1 Teoría de vigas de Bernoulli-Euler

La teoría clásica (Bernoulli-Euler) de vigas se basa en las siguientes suposiciones (Felippa, 2004):

1. Simetría plana. El eje longitudinal es recto y la sección transversal de la viga tiene un

plano longitudinal de simetría. Las cargas transversales resultantes que actúan en cada

sección yacen en ese plano.

2. Variación de la sección transversal. La sección transversal es constante o varía suavemente.

3. Normal. Las secciones planas originalmente normales al eje de la viga permanecen planas

y normales al eje longitudinal deformado después de la flexión, figura (6.13).

4. Energía de deformación. Los elementos toman solamente en cuenta la energía de

deformación interna debida a flexión. Otros efectos como la deformación transversal y

la fuerza axial se ignoran.

5. Linearización. Las deflexiones transversales, rotaciones y deformaciones se consideran

pequeñas tal que las suposiciones de deformaciones infinitesimales sean aplicables.

6. Comportamiento elástico. Se asume que el comportamiento del material es elástico e

isotrópico. Vigas heterogéneas fabricadas con diferentes materiales, como el concreto

reforzado, no se excluyen.

Figura 6.13: Elemento viga.

PVF

El campo de ecuaciones que definen el PVF en 0 ≤ x ≤ L de la teoría de vigas de Bernoulli-Euler

son:
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Ecuaciones cinemáticas La rotación θ de la sección transversal y la curvatura κ del eje

longitudinal se definen como:

θ =
dw

dx
κ =

∂2w

∂x2
=

dθ

dx
(6.111)

Ecuaciones Constitutivas La relación momento-curvatura es consecuencia de asumir una

distribución lineal de deformaciones y esfuerzos sobre la sección transversal, esto es:

M = EIκ (6.112)

Ecuaciones de equilibrio Las ecuaciones de equilibrio se definen por las siguientes relaciones:

V =
dM

dx

dV

dx
− q =

d2M

dx2
− q = 0 (6.113)

que son análogas a las ecuaciones de equilibrio para placas, ecs. (6.11) .

Funcional de energía

Asumiendo que la compatibilidad en el funcional de energía general de placas, definido en la ec.

(6.20), se satisface a priori por las relaciones en la rotación y en la curvatura dadas en la ec.

(6.111). Luego entonces el funcional de energía funcional para las vigas de Bernoulli-Euler es:

Π (w) =

Z
L

"
1

2

µ
∂2w

∂x2

¶T

EI

µ
∂2w

∂x2

¶
− qw

#
dx (6.114)

Este funcional de energía, que considera la energía debido a la flexión, tiene al campo de

desplazamiento transversal w (x) como variable independiente.

6.7.2 Aproximación mediante el MEF

En la teoría clásica de vigas, el desplazamiento transversal w se aproxima por la siguiente ecuación

w (x) = N1w1 +N2θ1 +N3w2 +N4θ2 = Nd (6.115)

donde las funciones de interpolación se definen por

N1 =
1

L3
¡
2x3 − 3Lx2 + L3

¢
(6.116)

N2 =
1

L3
¡
Lx3 − 2L2x2 + L3x

¢
N3 =

1

L3
¡−2x3 + 3Lx2¢

N4 =
1

L3
¡
x3L− L2x2

¢
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Substituyendo la ec. (6.115) en la ec. (6.114),

Π (d) =

Z
L

"
1

2

µ
∂2Nd

∂x2

¶T

EI

µ
∂2Nd

∂x2

¶
− (Nd)T q

#
dL (6.117)

La condición para que el funcional de energía Π de la ec. (6.117) tenga un valor estacionario es

que, δΠ = 0.

δΠ =
∂Π

∂d
= 0 (6.118)

Así,

Z
L

µ
∂2N

∂x2

¶T

| {z }
BT

EI

µ
∂2N

∂x2

¶
| {z }

B

dxd−
Z
L
NT qdx = 0 (6.119)

Z
L
BTEIBdL| {z }

K

d =

Z
L
NT qdx (6.120)

Substituyendo las ecs. (6.116) en la ec. (6.119) , se tiene la siguiente matriz de rigideces

K =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
12EI
L3

6EI
L2

−12EI
L3

6EI
L2

6EI
L2

4EI
L −6EI

L2
2EI
L

−12EI
L3

−6EI
L2

12EI
L3

−6EI
L2

6EI
L2

2EI
L −6EIL2

4EI
L

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (6.121)

para la teoría clásica de Bernoulli-Euler.

6.7.3 Teoría de vigas de Timoshenko

El modelo de Timoshenko introduce el efecto de la deformación por cortante transversal,

considera que la sección transversal permanece plana pero no necesariamente normal a la

superficie neutra deformada, figura (6.14).

Figura 6.14: Viga de Timoshenko.
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La descripción del comportamiento de la viga se mejora mediante la introducción de dos

cantidades en cada punto del eje neutro, la deflexión transversal w y la rotación θ de la sección

transversal, por lo que la deformación por cortante se define por la diferencia entre la rotación

de la sección transversal y la pendiente del eje neutro.

Las ecuaciones que definen el PVF en 0 ≤ x ≤ L de la teoría de vigas de Timoshenko son:

Ecuación cinemática La rotación θ de la sección transversal y la curvatura κ de la deflexión

longitudinal del eje son:

θ =
dw

dx
− γ κ =

∂θ

∂x
(6.122)

Ecuación constitutiva Las relaciones momento-curvatura y cortante-deformación se definen

como:

M = EIκ (6.123)

V = µAsγ

donde V es la fuerza cortante transversal, γ = γ(x) es la rotación de cortante promedio sobre

la sección transversal, µ es el módulo de cortante y As = kA el área efectiva por cortante. El

factor k toma en cuenta las correcciones promediadas hechas por la distribución del cortante de

deformación a lo largo del peralte, e.g., para una viga con sección transversal rectangular el valor

del k es usualmente 5/6.

Ecuación de equilibrio La ecuación de equilibrio es la misma que se define en para teoría de

vigas de Bernoulli-Euler en la ec. (6.113) .

Funcional de energía

Asumiendo que la compatibilidad en el funcional de energía general de placas, definido en la ec.

(6.20), se satisface a priori por una relación fuerte en la curvatura y en las deformaciones por

cortante dadas en la ec. (6.122). Así el funcional de energía para las vigas de Timoshenko es

Π (w, θ) =

Z
L

"
1

2

µ
∂θ

∂x

¶T

EI

µ
∂θ

∂x

¶
+
1

2

µ
∂w

∂x
− θ

¶T

α

µ
∂w

∂x
− θ

¶
− qw

#
dx (6.124)

donde α = µAs es la rigidez a cortante. Este funcional de energía, que toma en cuenta la energía

debida a flexión y la energía por deformación a cortante, tiene dos campos independientes:

desplazamiento transversal w (x) y rotación θ (x).
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6.7.4 Aproximación mediante el FEM

En la teoría de vigas de Timoshenko el desplazamiento transversal w y las rotaciones θ se

aproximan en forma separada

w (x) = Nww (6.125)

θ (x) = Nθθ

Sustituyendo la ec. (6.125) en la ec. (6.124),

Π (w,θ) =

Z
L

"
1

2

µ
∂Nθθ

∂x

¶T

EI

µ
∂Nθθ

∂x

¶
+
1

2

µ
∂Nww

∂x
−Nθθ

¶T

α

µ
∂Nww

∂x
−Nθθ

¶
− qNww

#
dx

(6.126)

La condición de que el funcional de energía Π de la ec. (6.126) tenga un valor estacionario es

que, δΠ = 0.

δΠ =
∂Π

∂w
=

∂Π

∂θ
= 0 (6.127)

Así,

∂Π

∂w
= −

Z T

L
α

µ
∂Nw

∂x

¶T

Nθθdx+

Z
L
α

µ
∂Nw

∂x

¶T ∂Nw

∂x
wdx−

Z T

L
NT

wqdx = 0(6.128)

∂Π

∂θ
=

Z
L

µ
∂Nθ

∂x

¶T

EI
∂Nθ

∂x
θdx+

Z T

L
αNT

θNθθdx−
Z T

L
αNT

θ

∂Nw

∂x
wdx = 0

Asumiendo una interpolación lineal en los dos campos

Nw = Nθ =
h
N1 N2

i
(6.129)

donde

N1 =
L−x
L

N2 =
x
L

(6.130)

Substituyendo la ec. (6.129) en la ec. (6.128) , se obtiene la matriz de rigideces siguiente:

K =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
α
L −α

L
α
2

α
2

−α
L

α
L −AsG

2 −α
2

α
2 −α

2
EI
L + αL

3 −EI
L + αL

6
α
2 −α

2 −EI
L + αL

6
EI
L + αL

3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (6.131)

para un elemento viga con interpolación lineal correspondiente a la teoría de Timoshenko.

Es importante mencionar que la matriz de rigideces de la ec. (6.131) sólo se debe utilizar cuando
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las vigas son peraltadas, ya que su uso lleva a soluciones con problemas de atoramiento cuando

las vigas son no peraltadas. Este problema, de índole numérico ha sido resuelto en la literatura,

sin embargo, su estudio sale de los alcances de este trabajo.

6.8 Vigas con discontinuidades

Esta sección presenta una extensión de la formulación para placas con discontinuidades interiores

definidas en la ec. (6.46) a elementos viga de las teorías de Timoshenko y Bernoulli-Euler.

6.8.1 Viga de Bernoulli-Euler

Cinemática

En esta aproximación se presenta un salto en el campo de las rotaciones [|θ|], cuando una zona
de localización S aparece

θ (x) = θ̄ +Hs [|θ|] = θ̂ +MS [|θ|] = dŵ

dx
+MS [|θ|] (6.132)

La curvatura se define como

κ =
∂θ

∂x
=

∂2w̄

∂x2|{z}
κ̄w̄

+ δs [|θ|]| {z }
κ̃
[|θ|]
b

=
∂2ŵ

∂x2
− ∂ϕ(x) [|θ|]

∂x| {z }
κ̄w̄

+ δs [|θ|]| {z }
κ̃
[|θ|]
b

(6.133)

Suponga que la compatibilidad se satisface a priori por una relación fuerte dada en la ec. (6.133).

Entonces, del funcional de energía general para placas definido en la ec. (6.46) se tiene

Π (w, [|θ|]) =

Z
L

"
1

2

µ
∂2ŵ

∂x2
− ∂ϕ(x) [|θ|]

∂x

¶T

EI

µ
∂2ŵ

∂x2
− ∂ϕ(x) [|θ|]

∂x

¶
+ q · w

#
dx(6.134)

+

Z
S

MSn [|θ|] dΓ

Aproximación mediante el MEF

El desplazamiento transversal regular se define por

ŵ (x) = Nd (6.135)

donde Nd se define en la ec. (6.115), y ϕ es una función lineal dada por

ϕ =
x

L
(6.136)

Substituyendo la ec. (6.135) en la ec. (6.134)
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Π (d, [|d|]) ≡
Z L

0

1

2

"
∂2Nḋ

∂x2
− ∂ϕ [|θ|]

∂x

#T
EI

"
∂2Nḋ

∂x2
− ∂ϕ [|θ|]

∂x

#
dx (6.137)

−
Z L

0
dTNT q̄dx+

1

2
[|θ|]CT

DI [|θ|]

La condición para que el funcional de energía Π de la ec. (6.114) tenga un valor estacionario es

que, δΠ = 0.

δΠ =
∂Π

∂d
=

∂Π

∂ [|θ|] = 0 (6.138)

Así

∂Π (d, [|d|])
∂d

≡
Z L

0

µ
d2N

dx2

¶
| {z }

BT

T

EI

"
∂2Nḋ

∂x2
− ∂ϕ [|θ|]

∂x

#
dx−

Z L

0
NT q̄dx ≡ 0 (6.139)

∂Π (d, [|d|])
∂ [|θ|] ≡

Z L

0

µ
−∂ϕ [|θ|]

∂x

¶
| {z }

BT
C

T

EI

"
∂2Nḋ

∂x2
− ∂ϕ [|θ|]

∂x

#
dx+ CT

DI [|d|] ≡ 0

Substituyendo la ec. (6.115) y (6.136) en la ecuación anterior, se tiene la siguiente matriz de

rigideces, en forma incremental

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12EI
L3

6EI
L2

−12EI
L3

6EI
L2

0
6EI
L2

4EI
L −6EI

L2
2EI
L

EI
L

−12EIL3 −6EIL2
12EI
L3 −6EIL2 0

6EI
L2

2EI
L −6EIL2

4EI
L −EI

L

0 EI
L 0 −EI

L
EI
L + ICT

D

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẇ1

θ̇1

ẇ2

θ̇2h¯̄̄
θ̇
¯̄̄i

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F1

M1

F2

M2

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.140)

"
Kaa Kab

Kba Kbb

#⎧⎨⎩
·
d
·
[|θ|]

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
·

Fext

0

⎫⎬⎭ (6.141)

Esta formulación variacional proporciona matrices de rigideces simétricas, las cuales se pueden

condensar en forma estática, como se realizó en la ec. (5.38), lo que reduce el costo computacional

en la solución.

¡
Kaa −KabK

−1
bbKba

¢
KK

·
d = fext (6.142)

Substituyendo los términos de la ec. (6.140) en la ec. (6.142) , se obtiene la siguiente matriz de

rigideces condensada
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
12EI
L3

6EI
L2

−12EI
L3

6EI
L2

6EI
L2

h
4− E

E+CT
DL

i
EI
L −6EI

L2

h
2 + E

E+CT
DL

i
EI
L

−12EI
L3

−6EI
L2

12EI
L3

−6EI
L2

6EI
L2

h
2 + E

E+CT
DL

i
EI
L −6EIL2

h
4− E

E+CT
DL

i
EI
L

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẇ1

θ̇1

ẇ2

θ̇2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Ḟ1

Ṁ1

Ḟ2

Ṁ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (6.143)

Suponiendo que la matriz constitutiva tangente CT
D es nula, i.e., no existe transmisión de

momento flexionante en la zona de localización. Entonces, la matriz de rigideces definida por la

ec. (6.143) se transforma en⎡⎢⎢⎢⎢⎣
12EI
L3

6EI
L2

−12EI
L3

6EI
L2

6EI
L2

3EI
L −6EI

L2
3EI
L

−12EI
L3

−6EI
L2

12EI
L3

−6EI
L2

6EI
L2

3EI
L −6EIL2

3EI
L

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẇ1

θ̇1

ẇ2

θ̇2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Ḟ1

Ṁ1

Ḟ2

Ṁ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (6.144)

Esta matriz rigideces con discontinuidades corresponde a una matriz de rigideces correspondiente

a una viga con una articulación en el claro (figura 6.15), lo que demuestra que esta formulación

simula adecuadamente la degradación del material en la viga hasta que pierde totalmente

su capacidad para transmitir el momento en la zona de localización, i.e, formación de una

articulación donde el valor del momento es cero.

Figura 6.15: Elemento viga con articulación.

6.8.2 Viga de Timoshenko

Cinemática

La viga de Timoshenko con discontinuidades presenta un salto en el campo de desplazamientos

transversales [|w|] y otro en el de las rotaciones [|θ|]

w (x) = w̄ +Hs [|w|] = ŵ +MS [|w|] (6.145)
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θ (x) = θ̄ +Hs [|θ|] = θ̂ +MS [|θ|] (6.146)

La curvatura y la deformación por cortante se define respectivamente por

κ =
∂θ

∂x
=

∂θ̄

∂x|{z}
κ̄

+ δs [|θ|]| {z }
κ̃

(6.147)

γ =

µ
∂w

∂x
− θ

¶
=

µ
∂w̄

∂x
− θ̄

¶
| {z }

γ̄

+ δs [|w|]−Hs [|θ|]| {z }
γ̃

(6.148)

Si se supone que la compatibilidad se satisface a priori por una relación dada en las ecs. (6.146)

y (6.147) , por tanto, del funcional general de energía de placas definido en la ec. (6.46) se tiene

Π(w,θ,[|w|],[|θ|]) =
Z
L

"
1

2

µ
dθ̄

dx

¶T

EI

µ
dθ̄

dx

¶
+
1

2

µ
dw̄

dx
− θ̄

¶T

α

µ
dw̄

dx
− θ̄

¶
+ q · w

#
dx (6.149)

+

Z
S

[MSn [|θ|] + VSn [|w|]] dΓ

Este funcional tiene cuatro campos independientes, y satisface el equilibrio en forma débil.

Aproximación mediante el FEM

La aproximación del campo continuo de desplazamientos transversales y rotaciones se define por

θ̄ (x) = Nθθ−ϕ [|θ|] (6.150)

w̄ (x) = Nww−ϕ [|w|]

Sustituyendo la ec. (6.150) en la ec. (6.149),

Π =

Z L

0

1

2

∙
d (Nθθ−ϕ [|θ|])

dx

¸T
EI

∙
d (Nθθ−ϕ [|θ|])

dx

¸
dx−

Z L

0
(Nww)

T · q̄dx (6.151)

+

Z L

0

1

2

∙
d (Nww−ϕ [|w|])

dx
− (Nθθ−ϕ [|θ|])

¸T
α

∙
d (Nww−ϕ [|w|])

dx
− (Nθθ−ϕ [|θ|])

¸
dx

+

Z
S

[MS · n [|θ|] + VS · n [|w|]] dx

La condición para que el funcional de energía de la ec. (6.151) tenga un valor estacionario es que

la diferencial con respecto a cada una de las variables independientes sea igual a cero
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∂Π

∂w
≡ 0 ≡

Z
L

dNT
w

dx
α

∙
d (Nww−ϕ [|w|])

dx
− (Nθθ−ϕ [|θ|])

¸
dx−

Z
L
NT

wq̄dx (6.152)

∂Π

∂θ
≡ 0 ≡

Z
L

∙
dNT

θ

dx
EI

∙
d (Nθθ−ϕ [|θ|])

dx

¸
−NTα

∙
d (Nww−ϕ [|w|])

dx
− (Nθθ−ϕ [|θ|])

¸¸
dx

∂Π

∂ [|w|] ≡ 0 ≡
Z
L
−dϕ

T

dx
α

∙
d (Nww−ϕ [|w|])

dx
− (Nθθ−ϕ [|θ|])

¸
dx+

Z L

0
VS · ndx

∂Π

∂ [|θ|] ≡ 0 ≡
Z
L

∙
−dϕ

T

dx
EI

∙
d (Nθθ−ϕ [|θ|])

dx

¸
+ϕTα

∙
d (Nww−ϕ [|w|])

dx
− (Nθθ−ϕ [|θ|])

¸¸
dx

+

Z
S

MS · ndx

Sustituyendo las funciones de interpolación Nθ, Nw y ϕ, definidas en las ecs. (6.129) y (6.136)

respectivamente, en la ec. (6.152) e integrando, se tiene

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α
L −α

L
α
2 −α

2

−α
L

α
L

α
2 −α

2
α
2

α
2

EI
L + αL

3 −EI
L + αL

6

−α
2 −α

2 −EI
L + αL

6
EI
L + αL

3

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄

α
2 −α

2

−α
2

α
2

α
2

EI
L − αL

6
α
2

EI
L − αL

3

α
2 −α

2
α
2

α
2

−α
2

α
2

EI
L − αL

6
EI
L − αL

3

¯̄̄̄
¯ α

L + ICT
D −α

2

−α
2

1
L +

α
3 + ICT

M

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w1

θ1

w2

θ2

[|w|]
[|θ|]

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F1

M1

F2

M2

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(6.153)

La matriz de rigideces para un elemento viga con discontinuidades interiores correspondiente a

la teoría de vigas de Timoshenko. Esta matriz de rigideces es simétrica y se puede condensar

estáticamente.
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Capítulo 7

Discontinuidades interiores con
variación lineal del salto

La generalidad de las formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores,

reportadas en la literatura, corresponden a elementos de deformación constante las cuales

dependen de los desplazamientos nodales, e.g., Oliver (1996a), Garikipati y Hughes, (2000),

Jirásek y Zimmermann (2001), Fernández (2002). Estas formulaciones consideran que el salto

de los desplazamientos es continuo dentro del elemento, lo cual podría generar la aparición

deformaciones espurias durante el análisis, y en consecuencia, una respuesta equívoca de la

estructura en estudio.

Para mejorar la cinemática de desplazamientos, Alfaite et al. (2003) desarrollan una formulación

dentro del contexto de elementos finitos con enriquecimiento nodal considerando variación lineal

del salto del campo de desplazamientos. Esta formulación representan el salto mediante el

enriquecimiento de grados de libertad adicionales en los nodos existentes. Para comprobar la

efectividad de esta formulación, en este capítulo se presentan ejemplos en los que se considera

movimiento de cuerpo rígido de las partes en que queda dividido el elemento debido a la presencia

de una discontinuidad, de los cuales se observa que cuando la dirección de la discontinuidad

coincide con los ejes de referencia globales, la relación entre el salto con variación lineal en la

discontinuidad y los desplazamientos nodales es satisfactoria, sin embargo, cuando la dirección

de las discontinuidades no están alineadas a los ejes de referencia globales, la formulación no es

satisfactoria.

Por lo anterior, en este capítulo se desarrolla una formulación que relaciona adecuadamente la

relación entre el salto y los desplazamientos continuos en los nudos del elemento con la finalidad

de reducir el problema de deformaciones falsas (Fernández, 2002) y así obtener mejores resultados

en los análisis. Finalmente, se discute la posibilidad de considerar saltos continuos o con variación

lineal en los elementos finitos con discontinuidades interiores.
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7.1 Cinemática de la discontinuidad.

Sea un sólido continuo con dominio Ω y frontera ∂Ω, al cual presenta una discontinuidad Γd
(figura 7.1). Las condiciones de frontera son las tracciones prescritas en Γt de la frontera y

los desplazamientos prescritos en Γu, de tal forma que Γt ∪ Γu = ∂Ω y Γt ∪ Γu = ∅. El

campo de desplazamientos total se compone de la suma de la parte continua û en Ω, y de

la parte discontinua correspondiente al salto de los desplazamientos [|u (x)|] en la superficie de
la discontinuidad Γd.

u(x) = û(x) +HΓd [|u (x)|] (7.1)

donde HΓd se define como:

HΓd = HΓd − (1− r), 0 ≤ r ≤ 1 (7.2)

El parámetro escalar r define la manera en que se distribuye el salto dentro del dominio Ω; sí

r = 1, el salto se transmite de Ω− a Ω+, HΓd es la función de Heaviside en la discontinuidad Γd.

HΓd =

½
1

0

x ∈ Ω+
x ∈ Ω− (7.3)

Figura 7.1: Dominio Ω con una discontinuidad Γd.

El campo de deformaciones en el sólido que presenta una discontinuidad se define por:

² = ∇Sû+HΓd

¡∇S [|u|]¢ en Ω\S, (7.4)

² = ∇Sû+HΓd

¡∇S [|u|]¢+ δ ([|u|]⊗ n) en S, (7.5)

donde ⊗ representa el producto diádico y δ es la función Delta de Dirac sobre la superficie Γd. El
campo de desplazamientos y el de deformaciones son continuos en Ω− y Ω+ (Ω\S = Ω− ∪Ω+),
puesto que el término no acotado en la ecuación (7.5) está definido en S.
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7.2 Aproximación con el método de los elementos finitos.

Sea un sólido con dominio, Ω, que presenta una discontinuidad S, el cual se discretiza con

elementos finitos. Si uno de estos elementos con dominio Ωe presenta una discontinuidad que lo

divide en dos subdominios Ω− y Ω+(figura 7.2). El salto, [|u|], en la discontinuidad, ld, dentro
de cada elemento se define como:

[|u|] = [|u (s(x))|]we (7.6)

donde s(x) es la coordenada tangente a la discontinuidad. En la figura 7.2 se muestra el sistema

local de referencia s, n; donde n, es normal a la discontinuidad. Sí se considera que el salto varia

en forma lineal en función de s a lo largo de la discontinuidad ld, éste de define por la siguiente

ecuación :

[|u (s(x))|] = (D + qs) es + (C + ks) en (7.7)

donde D, q, C y k son constantes, es y en son los vectores unitarios de las direcciones s y n

respectivamente.

Figura 7.2: Salto de desplazamiento en un elemento triangular con una discontinuidad.

El campo de desplazamientos, definido por ecuación (7.1), se aproxima en forma matricial para

cada elemento finito e con n mediante la siguiente expresión:

ûe = Ne(x)âe en Ω\Γd (7.8)

[|u|]e = Ne
w [s(x)]w

e en Γd

donde Necontiene las funciones de forma estándar, Ne
w las funciones de forma empleadas para

aproximar el salto [|u|], âe son los grados de libertad asociados a ûe, y we son los grados de

libertad asociados a [|u|].
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Asumiendo que el campo de desplazamiento total, u = û+HΓd [|u|], se aproxima por las funciones
de forma estándar:

ue = Ne(x)ae en Ω\Γd (7.9)

donde ae son los grados de libertad asociados al desplazamiento total u. Puesto que el

campo de desplazamientos es continuo, la contribución del salto debe de ser continuo sobre

los desplazamientos ue. Esto se cumple al proyectar el salto a los nudos n del elemento:

HΓd [|u|]e = NeHãe (7.10)

donde H es una matriz de (2n x 2n) ,H=HΓdI, e I una matriz unitaria de (2n x 2n). Los grados

de libertad enriquecidos están dados por

ãe =Me
ww

e (7.11)

sustituyendo la ecuación (7.11) en (7.10) se tiene

HΓd [|u (x)|] = Ne(x)HMe
ww

e (7.12)

La ecuación anterior relaciona el salto dentro de la discontinuidad con los desplazamientos en los

grados de libertad adicionales del elemento.

En la ec. (7.11), la matrizMe
w (2n x 2nw), se define como:

Me
w=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Ne

w1

Ne
w2
...

Ne
wn

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(7.13)

donde Ne
wi son las funciones de forma definidas como:

Ne
wn=

⎡⎣ ld−(y(n)−yi) senα
ld

(y(n)−yi) cosα
ld

(y(n)−yi) senα
ld

−(y
(n)−yi) cosα

ld
(x(n)−xi) senα

ld

ld−(x(n)−xi) cosα
ld

−(x
(n)−xi) senα

ld

(x(n)−xi) cosα
ld

⎤⎦ (7.14)

donde ld es la longitud de la discontinuidad Γd, α es el ángulo entre los ejes x y s ; n es el número

de nudos del elemento y nw es el número de nudos por donde pasa la discontinuidad.

Sustituyendo las ecs. (7.12) y (7.8) en la ec. (7.1), se obtiene, para cada elemento que presenta

una discontinuidad, el campo de desplazamientos mostrado a continuación:

ue =Ne(x) (â+HMe
ww

e) en Ωe (7.15)
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7.2.1 Ejemplo de aplicación.

En este ejemplo, se considera un elemento cuadrilátero con un salto win =0.10 en el nudo i de la

discontinuidad y los desplazamientos regulares û = 0, por lo que el desplazamiento total u(x) en

los nudos se debe solamente a la contribución del salto [|u (x)|], correspondiente a un movimiento
de cuerpo rígido en el elemento; además, se considera que r = 1, con la finalidad de que el salto

se concentre sobre Ω+(figura 7.3). Por lo anterior, de la ec. (7.15) se tiene que el desplazamiento

en los nodos está dado por:

ue = NeHMe
ww

e (7.16)

Figura 7.3: Elemento finito cuadrilátero: a) con discontinuidad y b) movimiento de cuerpo rígido
debido al salto normal wi

n.

Los grados de libertad we del salto [|u (x)|] en la discontinuidad son:

we =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
wi
s

wi
n

wj
s

wj
n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0

0.10

0

0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (7.17)

La matriz Me
w, definida en la ec. (7.13), la cual relaciona el salto de los desplazamientos de la

discontinuidad con los de los desplazamientos regulares, para este ejemplo tiene los siguientes

valores:

141



Me
w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1.1 -0.2 -0.1 0.2

0 1 0 0

1.1 -0.2 -0.1 0.2

0.4 0.2 -0.4 0.8

0.7 0.6 0.3 -0.6

0.4 0.2 -0.7 0.8

0.7 0.6 0.3 -0.6

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(7.18)

y la matriz H

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(7.19)

Sustituyendo Me
w y H en la ecuación (7.16), se obtienen los desplazamientos en los nudos 3 y 4

debidos al salto wi
n dados a continuación:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u1x

u1y

u2x

u2y

u3x

u3y

u4x

u4y

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

0

0

0

0.06

0.02

0.06

0.10

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.20)

Los desplazamientos en la ec. (7.20) se muestran gráficamente en la figura 7.4, donde se

observa que el desplazamiento en la dirección y es el mismo que el salto win =0.10 normal

a la discontinuidad, lo cual al existir un movimiento de cuerpo rígido, esto no representa

adecuadamente la cinemática.

Este ejemplo muestra que la relación entre el salto y los desplazamientos de los nudos del elemento

propuesta por Alfaiate et al. (2003) no describe correctamente la cinemática del cuerpo.
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Figura 7.4: Desplazamiento en los nudos debido al salto en la discontiniuidad: formulación de
Alfaite et al. (2003).

7.3 Análisis y propuesta de una relación entre el salto y los

desplazamientos regulares

En esta sección se presenta la descripción cinemática de un elemento que presenta un salto con

variación lineal, se muestran diferentes configuraciones que podría tener un elemento finito de

las partes en que queda dividido por la presencia de la discontinuidad. El objetivo de este

análisis es describir las posibles configuraciones que relacionan el salto en la discontinuidad

y los desplazamientos nodales, así como, verificar la propuesta de Alfaite et al. (2003) para

relacionarlos.

Sea dos elementos cuadrilátero mostrado en la figura 7.5, el elemento 1 presenta una discon-

tinuidad en el centro, la cual se extiende del nudo i al j. Se considera que el elemento 2 es

de un material con un módulo elástico muy pequeño, de tal manera que cuando el elemento 1

se deforma, el borde del elemento 2 lo hace conjuntamente con el del elemento 1 libremente.

Si se considera que en la discontinuidad S del elemento se presenta el salto de desplazamiento

wi
n, normal a la discontinuidad, y que no existen desplazamientos regulares (û(x) = 0), i.e., el

movimiento de las partes que queda dividido el elemento es un movimiento de cuerpo rígido,

pues en estos elementos con enriquecimiento nodal, los grados de libertad adicionales capturan

sólo los desplazamientos debido a el salto en la discontinuidad; por lo que sólo el salto en el nudo

i induce desplazamientos en los nudos del elemento.

Caso 1. Se considera el nudo i fijo en la dirección s (wj
s = 0) y al nudo j fijo en las direcciones

s y n (wj
s =w

j
n = 0), además, el salto se mantiene sobre el borde de los nudos 1 y 4 (figura 7.6).

En este caso se observa que el salto wi
n origina desplazamientos en la dirección y de los nodos 1

y 4, sin embargo, no es representativo, pues físicamente, deberían existir desplazamientos en las

direcciones x y y en otros nudos.
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Figura 7.5: Elemento finito cuadrilátero con discontinuidad y sistema de referencia local.

1

||U||
i

4

2

1

3

j 2

5

6

Figura 7.6: Cinemática del elemento considerando wj
s = wj

s = wj
n = 0.

Caso 2. Se considera el nudo i fijo en la dirección s (wi
s = 0) y al nudo j libre en las direcciones

s y n (wj
s 6= 0, wj

n 6= 0), consecuentemente, el salto se mantiene sobre el borde de los nudos 1 y
4 (figura 7.7).

En este caso se observa que el salto wi
n origina desplazamientos en la dirección y de los nodos 1

y 4, y en las direcciones x y y de los nudos 2 y 3, por lo que se generan desplazamientos en los

nudos 5 y 6. Sin embargo, este comportamiento no representa correctamente la cinemática de

un sólido con una discontinuidad, pues los nudos 1 y 4 deberían presentar desplazamientos en la

dirección x.

Caso 3. Se mantiene el salto en dirección del borde de los nudos 1 y 4, además, existe

desplazamiento del nudo i la dirección s (wi
s 6= 0), figura 7.8.

En este caso, se observa que el salto win origina desplazamientos en todos los nudos, sin embargo,

en los nudos 1 y 4, sólo genera desplazamientos en la dirección y. Por lo que no representa en

forma correcta el movimiento, pues debería de existir desplazamientos en la dirección x.
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Figura 7.7: Cinemática del elemento considerando wi
s = 0, w

j
s 6= 0 y wj

n 6= 0.
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Figura 7.8: Cinemática del elemento considerando el salto sobre el borde, además, wis 6= 0,
wj
s 6= 0 y wj

n 6= 0.

Caso 4. Alfaite et al. (2003) propone la cinemática mostrada en la figura 7.9, donde el salto win
genera desplazamientos en los nudos 1, 2, 3 y 4.

En esta configuración, se puede observar que el salto win genera los desplazamientos w
i
s y w

j
s, sin

embargo, los desplazamientos en los nudos 1, 2, 3 y 4, no corresponden a los deplazamietos que

se tendrían en caso de un movimiento de cuerpo rígido, pues deberían de existir desplazamientos

en la dirección y de los nudos 2 y 3.

Caso 5. Existe desplazamiento en todos los nudos (figura 7.10).

En este caso, se observa que el salto win genera desplazamientos en los nudos 1, 2, 3 y 4 en sus dos

direcciones, asimismo, se presentan desplazamientos en los nudos de la discontinuidad, pues en

i se presenta wi
s y en j se presenta wjs. Estos desplazamientos no son considerados en el trabajo

de Alfaite et al. (2003).

Del análisis de los cinco casos mostrados anteriormente, se concluye que es necesario mejorar la

relación entre el salto de desplazamiento en la discontinuidad y los desplazamientos continuos

de los nudos, para representar los saltos con variación lineal en la discontinuidad. Pues en los

primeros tres casos, se observa que no existe una buena aproximación, además, en el caso 4, la
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Figura 7.9: Cinemática propuesta por Alfaite et al. (2003).

||U|| 21

1

i

4

2

3

j

5

6

Figura 7.10: Cinemática del elemento considerando wi
s 6= 0, wj

s 6= 0 y wj
n 6= 0.

cinemática propuesta por Alfaite et al. (2003), donde la matriz Me
w relaciona el salto [|u|] con

los desplazamientos de los nudos que forman el elemento, no relaciona en forma satisfactoria los

desplazamientos. Por lo que en el caso 5, se propone mejorar la cinemática propuesta por Alfaite

et al. (2003), con la finalidad de reducir el problema de deformaciones falsas (Fernández, 2002),

y así, obtener mejores resultados en los análisis.

7.4 Propuesta de una matriz para saltos lineales

Considérese el elemento de la figura 7.11a con una discontinuidad en su interior que parte del

nudo i al nudo j de longitud Ld, el valor del salto en el nudo i es
£¯̄
wi
n

¯̄¤ 6= 0 y en el nudo j esh¯̄̄
wj
n

¯̄̄i
= 0 produce un movimiento de cuerpo rígido de las partes en que se divide el elemento.

En consecuencia, los nudos del elemento presentan desplazamientos ∆xny ∆yn.

El ángulo θ se puede obtener de la siguiente relación:

sen θ =

£¯̄
wi
n

¯̄¤
2Ld

=⇒ θ = sen−1
£¯̄
wi
n

¯̄¤
2Ld

(7.21)

Los desplazamientos δ de los nodos medidos a partir del nodo j se pueden calcular mediante la

siguiente relación (figura 7.11b):
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Figura 7.11: Descripción del movimiento de cuerpo rígido debido a un salto dentro de un elemento
finito.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
δxn

δyn

δzn

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

⎡⎢⎢⎣
cos θ − sen θ 0

sen θ cos θ 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xjn

yjn

zjn

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (7.22)

Los elementos del vector de la parte derecha de la ecuación anterior se definen por la diferencia

de coordenadas del nudo j y n,

xjn = xj − xn

yjn = yj − yn

zjn = zj − zn

(7.23)

donde n es el número del nodo correspondiente.

Para calcular los desplazamientos ∆xny ∆yn producidos por el salto
£¯̄
wi
n

¯̄¤
,de figura 7.11b y c

se obtiene la siguiente relación:

∆xn = xj − xn − δxn

∆yn = yj − yn − δyn
(7.24)

Sustituyendo las ecs. (7.22) y (7.23) en la ecuación anterior, se tiene el valor de los

desplazamientos ∆xny ∆yn en función de las coordenadas de los nodos y el ángulo θ.

∆xn = xjn (1− cos θ) + yjn sen θ

∆yn = yjn (1− cos θ)− xjn sen θ
(7.25)

7.4.1 Ejemplos

1) Sea el elemento de la figura 7.12a, con una discontinuidad en el interior, el salto normal a la

discontinuidad
£¯̄
wi
n

¯̄¤
produce un ángulo θ = 100. Las coordenadas de los nudos son:
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xi =
1
6 yi =

1
3

xj =
5
6 yj =

1
3

x1 = 0 y1 = 0

x2 = 0 y2 = 0

x3 =
1
2 y3 = 1

(7.26)

Figura 7.12: Movimiento de cuerpo rígido producido por un salto dentro de un elemento finito.

Sustituyendo el valor de las coordenadas nodales en la ec. (7.25) se obtienen los desplazamientos

de cada nodo, éstos se muestran acotados en la figura 7.12b.

2) Considere que la discontinuidad en el elemento del ejemplo anterior se propaga en un elemento

vecino (figura 7.13a), el salto normal a la discontinuidad
£¯̄
wi
n

¯̄¤
produce un ángulo θ = 100. Las

coordenadas del nudos k y 4 son:

xk =
7
6 yk =

1
3

x4 =
3
2 y4 = 1.0

(7.27)

Sustituyendo el valor de las coordenadas nodales en la ec. (7.25) se obtienen los desplazamientos

de cada nodo, estos se muestran acotados en la figura 7.13b.

Para considerar la posibilidad de que el salto se distribuya sobre los subdominios Ω+ y Ω−, como
se define en la ec. (7.2) , con base a la ec. (7.12), la ec. (7.25) se define como

(
∆xn

∆yn

)
=

"
Nn 0

0 Nn

#"
H 0

0 H

#(
xjn (1− cos θ) + yjn sen θ

yjn (1− cos θ)− xjn sen θ

)£¯̄
wi
n

¯̄¤
(7.28)

donde Nn son las funciones de forma de nudo n.

En la ec. (7.28) el ángulo θ se calcula como
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Figura 7.13: Movimiento de cuerpo rígido en el caso de dos elementos vecinos.

sen θ =
H £¯̄wi

n

¯̄¤
Ld

=⇒ θ = sen−1
Ã
H £¯̄wi

n

¯̄¤
Ld

!
(7.29)

Para validar la ecuación anterior, se calculan los desplazamientos de los nodos del ejemplo de la

figura (7.3) , el cual se realizó con la ec. (7.12), se considera que r = 1, con la finalidad de que

el salto se concentre sobre Ω+. Los desplazamientos nodales se muestran en la figura .

Figura 7.14: Movimiento de cuerpo rígido en un elemento ciadrilátero.

De lo anterior, se concluye que la expresión de la ec. (7.28) representa adecuadamente la

relación entre los saltos
£¯̄
wi
n

¯̄¤
en modo de falla I y los desplazamientos nodales. Esta expresión

debe depender solamente del salto, de otra forma se tendrían más incógnitas, pues también

depende del de las funciones sen θ y cos θ. La primera se puede expresar en función del salto y

la longitud de la discontinuidad como en la ec. (7.29), sin embargo, no es posible con la función

cos θ, por lo que se obtiene de una serie de Taylor.

Si una función f (x) con derivadas de orden n en un punto x0, esta se puede expresar como una
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serie de Taylor Tn f por la formula

Tnf (x) =
nX

k=0

f (k) (x)

k!
(x− x0)

k (7.30)

=
f (x0)

0!
+

f 0 (x0)
1!

(x− x0)
1 +

f 00 (x0)
2!

(x− x0)
2 + . . .

f (n) (x0)

n!
(x− x0)

n

Sea la función definida por,

f (x) =
p
1− x2 (7.31)

que se aproxima por la serie de la ec. (7.30) cuando el valor de x0 = 0, se tiene

p
1− x2 = 1− x2

2!
− 3x

4

4!
− . . . (7.32)

Para determinar la función cos θ en función de sen θ, se aproxima mediante una serie la ecuación

siguiente:

p
1− sen2 θ = 1− sen

2 θ

2!
− 3 sen

4 θ

4!
− . . . = cos θ (7.33)

De la ecuación anterior, se define la expresión siguiente:

(1− cos θ) = sen2 θ

2!
+
3 sen4 θ

4!
(7.34)

Sustituyendo las ecs. (7.29) y (7.34) en la ec. (7.28), se obtiene:

(
∆xn

∆yn

)
=

1

Ld

"
Nn 0

0 Nn

#"
H 0

0 H

#(
yjn

−xjn

)£¯̄
wi
n

¯̄¤
(7.35)

+
1

2!L2d

"
Nn 0

0 Nn

#"
H2 0

0 H2

#(
xjn

yjn

)£¯̄
wi
n

¯̄¤2
(7.36)

+
4

4!L4d

"
Nn 0

0 Nn

#"
NnH4 0

0 NnH4

#(
xjn

yjn

)£¯̄
wi
n

¯̄¤4

Con esa expresión aproximada con la serie de Taylor, se calcularon los desplazamientos nodales

de los elementos de las figuras 7.13 y 7.14, obteniendo errores máximos del 0.17%, por lo que

esta formulación relaciona en forma adecuada el salto de desplazamientos con los desplazamientos

nodales. Su implementación generaría un gasto computacional adicional, el cual no sería una

limitante. Sin embargo, en la figura (7.10) se observa que el salto de la discontinuidad inducen

desplazamientos en el borde del elemento vecino, en este caso al centro del elemento. Estos

desplazamientos a su vez generan deformaciones en esa zona, los cuales si se trata de un elemento
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de deformación constante no se representan en la formulación, como resultado en este elemento

los esfuerzos, que dependen de las deformaciones, podrían ser equívocos.

La generalidad de las formulaciones de elementos finitos con discontinuidades interiores

reportadas en la literatura, son en elementos de deformación constante que dependen del

promedio de los desplazamientos nodales, e.g., Oliver (1996a), Garikipati y Hughes, (2000),

Jirásek y Zimmermann (2001), Fernández (2002). El mejorar la cinemática de un salto constante

por uno con variación lineal, se refleja en el cálculo de las deformaciones continuas, las cuales

sería muy semejantes si se emplea un elemento de deformaciones constantes. Para determinar

el estado de esfuerzos en estos elementos se recurre a un Modelo Constitutivo, el cual puede

tener como variables independientes las deformaciones o el salto de desplazamientos. Si se tienen

las deformaciones como variables independientes y se trata de un elemento de deformaciones

constantes, el estado de esfuerzo en el elemento es semejante si el salto es constante o varia en

forma lineal. Si en el elemento que contiene la punta de la discontinuidad, se tiene el salto como

variable independiente en el Modelo Constitutivo (relación tracción-salto), el estado de esfuerzos

se puede calcula en uno o dos puntos a lo largo de la discontinuidad, en el caso de un sólo punto

tendría que ser al centro, el salto en ese punto sería similar a un elemento con salto constante,

si se integra en dos puntos posiblemente el estado de esfuerzos en el elemento tenga una mejor

aproximación.

Recientemente, Manzoli y Shing (2006) desarrollaron un elemento con variación lineal del salto,

en el que calculan el estado de esfuerzos en dos puntos dentro de la discontinuidad, realizan

simulaciones numéricas que comparan con los resultados de un elemento mixto formulado en el

mismo trabajo. Sería deseable comparar un elemento con saltos continuos y con variación lineal,

lo anterior está fuera de los alcances de este trabajo de investigación.
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Capítulo 8

Tratamiento de la propagación

En el desarrollo de modelos numéricos para la solución de problemas en la mecánica de sólidos

que involucran discontinuidades, uno de los factores que pueden tener gran importancia es el de

la propagación, la cual depende no sólo de los criterios para definir el inicio de una discontinuidad

y de su dirección de de propagación, sino también, de la correcta formulación de un algoritmo

computacional.

Algunas aproximaciones propuestas en la literatura consideran la determinación o trazado

correcto de una discontinuidad en un sólido, como un elemento básico para la evaluación del

comportamiento postcrítico del sólido. Tal es el caso de la Mecánica de Fractura que calcula

la dirección de propagación de una grieta con diferentes métodos como: el esfuerzo principal

máximo, la tasa máxima de la energía liberada y la tasa mínima de la densidad de energía de

deformación. Otras aproximaciones, como la de los modelos de agrietamiento distribuido, no

requieren del trazado explícito de la discontinuidad, sino que aparece siguiendo la trayectoria de

los elementos que presentan daño.

En el caso del Modelo de Discontinuidades Interiores, es necesario determinar la posición

geométrica que ocupa la discontinuidad y su evolución durante el análisis, puesto que del

seguimiento de la(s) discontinuidad(es), depende el comportamiento mecánico del continuo. En

la literatura se documentan diferentes métodos para el seguimiento de las discontinuidades, entre

las principales se encuentra la del vector de nivel asignado, seguimiento local y seguimiento global.

En el método del vector de nivel asignado (Ventura et al. 2003), la posición de la discontinuidad

se describe por la posición de la punta, y por una función vectorial que describe la trayectoria de

la discontinuidad. Esta segunda se forma por una función de distancia dada por la proyección del

punto más cercano a la superficie de la discontinuidad, y su gradiente. Estas funciones se definen

en una banda estrecha que contiene la discontinuidad. La actualización de los valores nodales

de la función, cuando la discontinuidad se propaga, se realiza por operaciones geométricas. Este

procedimiento ha sido empleado para propagar grietas en el método de malla libre de Galerkin.

En este capítulo se describen dos procedimientos algorítmicos para la propagación de las

discontinuidades, el de seguimiento local, que se caracteriza porque durante el proceso del
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análisis verifica si alguno de los elementos vecinos a un elemento que presenta una discontinuidad

satisfacen un criterio de falla, posteriormente, propaga la discontinuidad con una dirección de

propagación calculada en algún punto del elemento o con el promedio de varios puntos. El otro

procedimiento es el de seguimiento global, que se caracteriza porque primero determina todas

las posibles direcciones de propagación en el continuo, y posteriormente, activa sólo aquellos

segmentos de líneas de discontinuidad donde los elementos satisfacen un criterio de falla. Se

presenta un algoritmo de seguimiento de discontinuidades del tipo global desarrollado por Oliver

et al. (2002b) para el trazado de discontinuidades en sólidos que ha mostrado ser robusto y

eficiente para el análisis de problemas típicos en el campo de la mecánica del daño computacional.

Al final del capítulo, se presenta un procedimiento para el seguimiento de las discontinuidades

con base en el seguimiento local, en el que la dirección de propagación se calcula con el estado de

esfuerzos recuperado por el método del parche de recuperación súperconvergente (Zienkiewicz y

Zhu, 1992).

8.1 Seguimiento de discontinuidades

Para determinar el instante en que se presenta(n) la(s) discontinuidad(es) y su seguimiento en

la simulación de proceso de falla en materiales, se necesita desarrollar algoritmos que requieren

los siguientes elementos:

1) Criterio de falla. Es aquel que define el momento en que se presenta una discontinuidad

en un punto material de un sólido. El criterio de falla más simple considera que ésta se

inicia cuando se alcanza el límite elástico del material dado por un criterio de fluencia o

de daño. En análisis más elaborados, la propagación de una discontinuidad puede iniciarse

después del régimen elástico cuando ocurre la bifurcación (pérdida de elípticidad) de las

ecuaciones que gobiernan el problema y aparece una discontinuidad, por ejemplo: Rice

(1976) y Runesson et al. (1991).

2) Dirección de propagación. Define la trayectoria de la discontinuidad en un punto del

sólido. La manera más simple de obtener esta dirección, es considerar que la discontinuidad

se propaga en la dirección ortogonal al esfuerzo principal máximo. Un análisis más riguroso

y sofisticado para determinar la dirección de propagación es un análisis de bifurcación.

Considere un cuerpo en dos dimensiones que debido a la acción de cargas externas, experimenta

en su interior discontinuidades en el campo de desplazamientos. En la figura 8.1 se ilustran las

trayectorias de estas discontinuidades las cuales se denotan por Si i ∈ {1, . . . nd} donde nd es en
número de discontinuidades, los puntos raíz rn, son aquellos puntos materiales donde inicia una

discontinuidad cuando se satisface un criterio de falla.

Para realizar el seguimiento de las discontinuidades existen estrategias en la literatura para ele-

mentos finitos con discontinuidades interiores, las cuales se pueden clasificar como: Seguimiento

Local y Seguimiento Global
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Figura 8.1: Trayectorias de discontinuidad en un sólido.

8.2 Seguimiento Local

Con este procedimiento para dar seguimiento de una discontinuidad durante la simulación del

proceso de falla en un sólido, primero se determinan los puntos materiales que satisfacen un

criterio de falla, posteriormente, se trazar la discontinuidad en el sólido con la dirección de

propagación, la cual se obtiene en un punto del elemento o con el promedio de varios puntos.

La estrategia de seguimiento local para propagar una discontinuidad existente o para determinar

el inicio de una discontinuidad nueva se requieren los siguientes elementos:

1. Identificación de la raíz ri. Cualquier elemento e, que satisface un criterio de falla,

se denomina como un elemento raíz, y es uno donde inicia una nueva discontinuidad

Si, siempre que no existan en su frontera Γe puntos de inicio de discontinuidad ISi

i ∈ {1, . . . , nd − 1} (figura 8.2).

2. Propagación de una discontinuidad Si. La propagación de una discontinuidad se

puede realizar mediante un algoritmo geométrico (figura 8.2). Dada la punta de una

discontinuidad ISi y una dirección de propagación τ (e), en un elemento vecino Ωe que

satisface un criterio de falla, el seguimiento de la discontinuidad se realiza con los siguientes

pasos:

• Trazo de una línea con dirección τ (e) que pase por ISi .

• Determinación el punto de final OSi .

• Consideración de la posición geométrica del punto OSi , como el punto de inicio de la

discontinuidad ISi para un elemento vecino e+ 1.

Esta estrategia es simple, robusta y confiable, cuando se trata con una discontinuidad, se ha

empleado en forma adecuada en trabajos como los de Oliver 1996, Oliver et al. 1999 y Oliver

et al. 2002a. Sin embargo, en el caso de presentarse varias discontinuidades, esta estrategia
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Figura 8.2: Seguimiento local de una discontinuidad

no es del todo adecuada, pues si durante el análisis un elemento vecino a uno que contiene una

discontinuidad satisface un criterio de falla, mediante este algoritmo de propagación no es posible

identificar si se trata de un nuevo elemento raíz, o si la discontinuidad existente se propagará

dentro de ese elemento. Este algoritmo requiere del uso del arreglo que contiene las incidencias

de los elementos finitos, para conocer aquellos en los que coinciden los bordes del elemento con

los de la discontinuidad.

Para calcular la dirección de propagación τ (e), en los elementos vecinos al que contiene una

discontinuidad Si, generalmente se emplea un criterio que involucra el estado de esfuerzos o un

criterio de bifurcación en los puntos de integración del elemento. El considerar que el estado

de esfuerzos en un punto del elemento finito es representativo de lo que ocurre en el tramo

de la discontinuidad que pasa por dicho elemento, puede llevar a una respuesta equívoca de

la estructura, pues la discontinuidad no se localiza en punto donde los esfuerzos se conozcan

adecuadamente (como lo es un punto de integración gaussiana).

Para tratar de aliviar este problema Alfaiate et al. (1997) y Alfaiate y Pires (1999), calculan

el estado de esfuerzos en la punta de la discontinuidad como el promedio de los esfuerzos en

dos puntos de integración, localizados en cada lado del borde donde se encuentra la punta de

la discontinuidad. Wells y Sluys (2001) emplea una función de peso para calcular el estado de

esfuerzos en la punta de discontinuidad con el que calcular el vector normal de la discontinuidad.

Fernández (2002) propone un cálculo no local de la orientación de la discontinuidad, a través

de una recuperación de los esfuerzos en el punto de interés utilizando la información de ciertos

elementos vecinos. Esto mediante la definición de un parche que contiene los elementos vecinos

a la discontinuidad, calcula el estado de esfuerzos en el centro geométrico de cada uno de los

elementos del parche y por medio del procedimiento estándar de Mínimos Cuadrados, obtiene

el estado de esfuerzos en la punta de la discontinuidad, con el que calcula la orientación de la

discontinuidad.

En problemas en tres dimensiones, las discontinuidades se presentan como superficies, donde
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la estrategia de seguimiento local presenta dificultades para coincidir estas superficies de

discontinuidad entre elementos vecinos, pues para propagarlas se necesita un punto y una normal

o dos líneas, lo que puede generar un número indefinido de superficies (Chaves, 2003).

8.3 Seguimiento Global

Como alternativa a la estrategia de seguimiento local, se tiene el de seguimiento global,

que determina todas las líneas (en dos dimensiones) o superficies (en tres dimensiones)

de discontinuidad, posteriormente identifica entre ellas las que se encuentran activas, que

corresponden a las líneas de discontinuidad que atraviesan al menos un elemento que satisface

un criterio de falla.

El criterio de seguimiento global se basa en encontrar una función que describa todas las líneas de

discontinuidad en el medio, para construir de esta función se tiene la condición que su gradiente

sea ortogonal a la dirección de propagación en los puntos materiales del sólido. Está dirección

se calcula mediante algún criterio, inclusive en los elementos donde aún no se alcanza un estado

crítico de bifurcación. El seguimiento global determina implícitamente las direcciones de las

líneas de discontinuidades con base en las direcciones de propagación calculadas en todos los

elementos con los que se discretiza el continuo, a diferencia de los trabajos de Alfaiate et al.

(1997), Alfaiate y Pires (1999), Wells y Sluys (2001) y Fernández (2002) que calculan el estado

de esfuerzos aproximado en la punta de la discontinuidad con los esfuerzos de los puntos de

integración de los elementos vecinos, y posteriormente, determinan la dirección de propagación

de la discontinuidad con el estado de esfuerzos aproximado.

El criterio de seguimiento global se describe a continuación (Oliver et al. 2002b):

1. Trazo de todas las posibles trayectorias de discontinuidad existente. Si en cada

punto x de una discontinuidad Si, la tangente τ , representa el vector de propagación,

entonces Si son los segmentos de la familia de curvas envolventes del campo vectorial τ (x, t)

(ver figura 8.3a). Si se asume que estas envolventes se pueden describir por la función φ (x),

entonces sus valores (φ (x) =cte) definen todas las líneas posibles de discontinuidad como

(figura 8.3b):

Si =
©
x ∈ Ω; φ (x) = φSi

ª
(8.1)

donde φSi es un valor constante que se considera como identificador de la línea de discontinuidad.

Por la forma en como se plantea el artificio de propagación de discontinuidades, Oliver et

al. (2002b) denominan los valores de φSi , como valores de temperatura, i.e., cada isolínea

corresponde la curva que tiene el mismo valor de temperatura. En el contexto de elementos

finitos, el algoritmo calcula los valores nodales de φ(n).
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Figura 8.3: Seguimiento global de discontinuidades.

2. Determinación de la raíz, ri. Cualquier elemento e, que satisface un criterio de falla,

se considera como un elemento raíz ri, de una nueva discontinuidad Snd, siempre y cuando

el elemento no presente alguna otra discontinuidad Si ∈ {1, . . . , nd}.

3. Determinación de los valores que identifican las discontinuidades activas. Para

cada elemento raíz ri, se puede considerar que la trayectoria de la discontinuidad pasa por

el centro del elemento (figura 8.3b). Consecuentemente, el valor de φ (x) correspondiente,

que identifica la discontinuidad, es el promedio de los valores en los nodos del elemento

raíz.

φSi =
1

n

nX
m=1

φ(m) (8.2)

donde n corresponde al número de nodos del elemento. Los valores de φSi i = 1, . . . , nd identifican

las líneas de discontinuidad correspondientes.

4. Determinación de la posición de una discontinuidad dentro de un elemento.

Una vez que se conoce el valor de φ (x) en los nodos φ(m), y el valor que identifica la

discontinuidad φSi , la posición de Si dentro del elemento e, se puede determinar mediante

el siguiente algoritmo (figura 8.4):

• Determinación de los bordes con cambio de signo de ( φ(m) − φSi).
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• Para cada uno de estos bordes calcular la posición de Si mediante interpolación lineal.

Figura 8.4: Trazo de una discontinuidad dentro del elemento.

5. Fijación de las partes consolidadas de las trayectorias de discontinuidad. En los

elementos que satisfacen un criterio de falla, el valor nodal φ(m) se fija para los siguientes

pasos del análisis. Esto consolida las trayectorias de discontinuidad activas en el medio.

8.3.1 Planteamiento del seguimiento global como una ley de conservación

Para trazar todas la posibles trayectorias de discontinuidad definidas en la ec. (8.1) con

el algoritmo de seguimiento global descrito anteriormente, si se supone que las envolventes

del campo vectorial τ descritas por la función φ (x) corresponde a una cantidad conservada

(potencial) cuya ley de conservación se define como:

d

dt

Z
Ω

φdΩ = −
Z
Γq

q · νdΓ+
Z
Ω

QdΩ (8.3)

donde el flujo q, es la velocidad de transferencia por unidad de superficie y Q la velocidad por

unidad de volumen a la que se genera o desvanece φ en cada punto del dominio.

La energía de φ, fluye en la dirección −∇φ con la magnitud K· |∇φ|, donde K es el coeficiente

de conductividad del material, pues el flujo esta relacionado con el gradiente de φ. Tal que:

qx = −kx ∂φ∂x
qy = −ky ∂φ∂y
qz = −kz ∂φ∂z

=⇒ q = −K ·∇φ (8.4)

Si en la ec. (8.3) se emplean el teorema de divergencia,
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Z
Γq

q · νdΓ =
Z
Ω

∇·qdΩ (8.5)

se obtiene la siguiente ecuación de equilibrio

d

dt
φ+∇·q = Q (8.6)

sustituyendo la ec. (8.4) en la ec. (8.6) , se obtiene

d

dt
φ = K · 4φ+Q (8.7)

donde 4 =∇2 es el operador de Laplace. Esta ecuación diferencial parcial corresponde a la
ecuación de problemas de conservación, cuyo PVF se puede resumir como (figura 8.5):

a) q = −K ·∇φ en Ω Compatibilidad

b) d
dtφ+∇·q = Q en Ω Equilibrio

c) φ=φ∗ en Γφ Condición esenciales de frontera

d) q · ν = q∗ en Γq Condición natural de frontera

(8.8)

Figura 8.5: Problema de conservación, con K isotrópico.

El funcional para el problema definido en la ecuación anterior está dado por:

Π (φ) =

Z
Ω

1

2
φ∇T ·K ·∇φdΩ−

Z
Ω

φ·QdΩ−
Z
Γq

φ·q∗dΓ (8.9)

que contiene como condiciones de estacionaridad, las ec. (8.8b− c), puesto que compatibilidad

entre el potencial y el flujo de la ec. (8.8a) se satisface a priori.
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8.3.2 Planteamiento para determinar las líneas de discontinuidad

En esta sección se presenta el procedimiento para obtener las envolventes del campo vectorial

τ (x), que define las direcciones de propagación en los puntos materiales x del dominio Ω en dos

dimensiones. Si se asume que τ (x) es un campo vectorial unitario, i.e.:

τ · τ = kτk2 = 1 (8.10)

El objetivo de esta formulación es encontrar una función φ (x) cuyas líneas de nivel, definidas en

la ec. (8.1) sean envolventes de τ . Puesto que el gradiente de las envolventes son ortogonales a

τ (x), la función φ (x) debe ser solución de la siguiente ecuación diferencial:

τ ·∇φ (x) = 0 en Ω (8.11)

Multiplicando con el producto diádico la ec. (8.11) por τ , se tiene

(τ ⊗ τ ) ·∇φ (x) = Kτ ·∇φ (x) = 0 (8.12)

que corresponde a la ecuación de flujo q en una ley de conservación

q = −Kτ ·∇φ (x) (8.13)

Para el caso de régimen de flujo estacionario o permanente y que no existen fuentes internas Q,

d
dtφ (x) = 0 en Ω (8.14)

Q = 0 en Ω (8.15)

el equilibrio de la ec. (8.6) y el flujo en la frontera en la ec. (8.3) se definen por

q · ν = 0 en Γq (8.16)

∇·q = 0 en Ω (8.17)

Sustituyendo la ec. (8.13) en la ec. (8.17) se tiene la ecuación de Laplace

4·φ (x) = 0 en Ω (8.18)

En este caso de seguimiento global el valor de φ =cte representa el valor que identifica las líneas

de discontinuidad y Kτ es un tensor anisotrópico de conductividad definido por:

[Kτ (τ (x))]= [τ ⊗ τ ] =
"

τ 2x τ xτ y

τ xτ y τ 2y

#
(8.19)
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Los valores del vector τ se obtienen de un criterio para determinar la dirección de propagación

que puede ser un análisis de bifurcación.

Con las consideraciones de las ecs. (8.14) y (8.15), el problema de valores en la frontera de la ec.

(8.8), se puede definir como1 (figura 8.6):

a) q = −Kτ ·∇φ en Ω Compatibilidad

b) ∇·q = 0 en Ω Equilibrio

c) φ=φ∗ en Γφ Condición esenciales de frontera

d) q · ν =0 en Γq Condición natural de frontera

(8.20)

Figura 8.6: Problema de conservación con K anisotrópico .

De las ecs. (8.15) y (8.16), el funcional de la ec. (8.9) se reduce a

Π (φ) =

Z
Ω

1

2
φ∇T ·Kτ ·∇φdΩ (8.21)

que proporciona como condiciones de estacionaridad el PVF definido en la ec. (8.20),

considerando que la compatibilidad entre el potencial y el flujo de la ec. (8.20a) se satisface

a priori.

Para obtener un valor estacionario del funcional de la ec. (8.21), se realiza una aproximación

con el método de los elementos finitos. En este caso la variable independiente es el potencial φ,

que se aproxima como:

φ(x) = Nφ (8.22)

DondeN son las funciones de interpolación, φ son los valores nodales del potencial. Sustituyendo

la ec. (8.22) en el funcional de la ec. (8.21), derivando respecto a φ e igualando a cero:

1La ec. (8.20b), corresponde a un problema de Laplace.
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nelementosX
n=1

Z
Ωe

£
NT∇T ·K ·∇N¤ dΩφ = 0 (8.23)

K·φ = 0

Las ec. (8.23) definen el problema de conservación lineal, para este caso corresponde a la ecuación

de Laplace, que se tiene que resolver en cada paso del análisis. En la solución de esta ecuación se

pueden presentar el problema de una matriz singular y de la solución trivial o constante (φ = 0

ó φ =cte). Note que la solución en del tipo constante indicaría que en todos los nodos se tiene el

mismo valor, en consecuencia se tendría una banda la cual no seria útil para darle seguimiento

a la discontinuidad.

Con la finalidad de evitar problemas de singularidad (el determinante de |K (τ (x))| = 0 ) durante
la simulación numérica, el tensor de conductividad de la ec. (8.19) se modifica de la siguiente

manera:

K�=τ ⊗ τ+�1 (8.24)

Donde 1 es el tensor unitario y �2 es un valor constante, lo suficientemente pequeña para satisfacer

la ec. (8.12), pero lo suficientemente grande para evitar la singularidad de K.

Para tener una solución diferente a la trivial φ=0 en la ec. (8.23), el valor del φ se prescribe en

un nodo, y para evitar soluciones del tipo φ =cte., se prescribe un nodo adicional. Puesto que los

valores de φ se utilizan para identificar las discontinuidades, los valores prescritos de potencial

φ∗ son irrelevantes siempre que no se ubiquen en dos puntos de la misma isolínea.

Este artificio para el seguimiento de la discontinuidad da resultados aceptables, pues determina

en forma global las posibles líneas de propagación, y activa durante el proceso de análisis, los

segmentos de discontinuidades en los elementos que satisfacen un criterio de falla. Lo anterior se

debe a la construcción del tensor anisotrópico de conductividad de la ec. (8.19), puesto que, como

se mencionó anteriormente, la energía de φ,en este caso el valor que identifica la discontinuidad,

fluye en la dirección −∇φ, con la magnitud K�· |∇φ| .

8.3.3 Estrategia de seguimiento propuesta

Puesto que la técnica de seguimiento global puede requerir de un gasto computacional adicional

en cada paso del análisis, es este trabajo se emplea una estrategia con base en el seguimiento local,

se recupera el tensor de de esfuerzos en la punta de la discontinuidad mediante el método del

parche de recuperación súperconvergente (Zienkiewicz y Zhu, 1992), con este estado interpolado

se calcula la dirección de propagación de la discontinuidad.

2Oliver et al.(2002b) emplean un valor de � = 10−6 .
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En el análisis de sólidos con una formulación de desplazamientos del método de los elementos

finitos, generalmente el estado de esfuerzos aproximado, σh, que se conoce en los puntos de

integración, es discontinuo entre elementos. Considere un sólido discretizado o en una zona

de interés como la delimitada por el parche de elementos finitos cuadriláteros en la figura 8.7

asociados a un nudo i.

Figura 8.7: Parche asociado a un nodo base.

El error local de la aproximación del estado de esfuerzos se define por.

eσ = σ − σh (8.25)

donde el tensor de esfuerzos σ, corresponden a la solución exacta, los cuales son continuos y

suavizados entre elementos. Si se define la norma cuadrática del error local de la ec. (8.25)

como:

keσk2 =
Z
Ω
eTσ eσdxΩ (8.26)

Para aproximar los esfuerzos σ, con una expansión polinomial se tiene

σ = Pa (8.27)

donde P, contiene polinomios de interpolación y a es un vector de parámetros desconocidos. Para

problemas en dos dimensiones se emplea la siguiente aproximación.

P = [1 x y xy] (8.28)

a = [a0 a1 a2 a3] (8.29)

Para recuperar el estado de esfuerzos continuo, σ, a partir de la solución aproximada, σh, el

problema se plantea como el minimizar el error entre estos definido en la ec. (8.26), mediante la

determinación de la función de la ec. (8.27) que extremize el siguiente funcional:

Πs =
nX

n=1

(σ − σh)
2 + α

nX
n=1

Z
Ωe
(∇σ − b)2 dΩ (8.30)
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donde n es el número de puntos donde se conocen los esfuerzos, σh, el parámetro adimensional,

α, es una constante de penalización . El primer término de la ec. (8.30) representa el funcional de

mínimos cuadrados que calcula el error entre los esfuerzos suavizados y los esfuerzos aproximados.

El segundo término de la ec. (8.30) representa un funcional de penalización, con un valor de

α, suficientemente grande tal que el gradiente de los esfuerzos continuos σ, se aproximen a las

fuerzas de cuerpo b, para garantizar el equilibrio.

Sustituyendo la ec. (8.27) en la ec. (8.30), se tiene

Πs =
nX

n=1

(Pa− σh)
2 + α

nX
n=1

Z
Ωe
(∇Pa− b)2 dΩ (8.31)

Para tener un valor extremo de este funcional se deriva con respecto a a y se iguala a cero:

∂Πs
da

=
nX
i=1

P (Pa− σh) + α
nX

n=1

Z
Ωe
∇P (∇Pa− b) = 0 (8.32)

Así

nX
i=1

PPa+
nX

n=1

Z
Ωe
∇P∇Pa =

nX
i=1

Pσh +
nX

n=1

Z
Ωe
∇Pb (8.33)Ã

nX
i=1

PP+ α
nX

n=1

Z
Ωe
∇P∇P

!
a =

nX
i=1

Pσh + α
nX

n=1

Z
Ωe
∇Pb

Aa = b (8.34)

El sistema de ecuaciones de la ec. (8.34) se resuelve para obtener los valores de a. Éstos valores,

se sustituye en la ec. (8.27) con la que se recupera un estado de esfuerzos suavizado en todos los

puntos del parche.

El procedimiento de seguimiento en este trabajo se basa en el seguimiento local, e.g., Oliver

1996, utilizado por Alfaiate et al. (1997), Wells y Sluys (2001), Fernández (2005), la diferencia

en este trabajo, es que para calcular la dirección de propagación de la discontinuidad, se emplea

el tensor de esfuerzos recuperado con la solución del funcional de la ec. (8.30). El algoritmo de

propagación consiste de los siguientes puntos:

1. Identificación de un elemento raíz ri. Cualquier elemento e, que satisface un criterio

de falla, se denomina como un elemento raíz. En este trabajo se considera que la falla se

produce dominantemente en Modo I, por lo que se emplea el siguiente criterio de falla:

σn−ft ≤ 0 (8.35)

donde σn, corresponde al esfuerzo normal a la posible discontinuidad y, ft, es el esfuerzo de

falla a tensión.
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2. Cálculo de la dirección de la propagación. Esta se realiza con base en el método del

parche de recuperación súperconvergente (Zienkiewicz y Zhu, 1992):

• Construcción de un parche con los elementos finitos adyacentes asociados los nodos i y j,

correspondientes al borde que contiene la punta de la discontinuidad (figura 8.8 )

—

Figura 8.8: Parche en elementos finitos: a) cuadriláteros y b) triangulares.

• Cálculo las constantes a mediante la solución de la ec. (8.34), con su la evaluación en los
puntos de integración de los elementos que forman el parche.

• Obtención del tensor de esfuerzos en la punta de la discontinuidad con la ec. (8.27).

• Cálculo de la dirección de la discontinuidad con el estado de esfuerzos interpolado.

3. Propagación de una discontinuidad Si. La discontinuidad con procedimiento de

seguimiento local descrito anteriormente (figura 8.2).

Una propuesta para el seguimiento de las discontinuidades, es emplear elementos finitos mixtos,

en los cuales se conoce el campo de los esfuerzos en todos los puntos de un sólido que presenta

discontinuidades, con esto se puede conocer el estado de esfuerzos en cualquier punto dentro del

elemento incluyendo la punta de la discontinuidad.
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Capítulo 9

Ejemplos de aplicación

Para mostrar el potencial de la formulación desarrollada en este trabajo, en este capítulo se

presentan algunos ejemplos de la aplicación para simular el proceso de falla de estructuras sujeta

a carga en su evolución al colapso. Las estructuras se discretizan con algunos elementos de la

jerarquía de elementos de elementos finitos con discontinuidades interiores desarrollados en este

trabajo.

En el primero de estos ejemplos, una barra modelada con elementos unidimensionales, se utiliza la

matriz mixta, de rigideces y de flexibilidades del elemento unidimensional con discontinuidades

interiores. En el segundo, se utiliza la matriz de rigideces del elemento finito triangular con

discontinuidades interiores. Posteriormente, se simula el comportamiento de vigas discretizadas

con matrices de rigideces de elementos viga con discontinuidades interiores formulados con base

en la teoría de Euler- Bernoulli y en la de Timoshenko.

Se demuestra que la energía que se induce a la estructura por la carga externa, se libera o se

transforma en la energía para desarrollar la discontinuidad. Lo que demuestra la capacidad que

estos elementos para simular el proceso de falla en las estructuras. Dependiendo del problema, la

zona de localización de deformaciones, donde una discontinuidad se presenta, puede representar

físicamente una grieta, una articulación, una dislocación, o una combinación de estas dos últimas.

En los ejemplos desarrollados en este capítulo, se emplea un modelo de daño con una regla de

ablandamiento lineal como la de la ec. (3.22), aunque se puede emplear una exponencial o alguna

otra.

Con los resultados obtenidos en este capítulo se puede concluir que la formulación variacional

general del problema del Modelo de Discontinuidades Interiores, da como resultado una jerarquía

de elementos finitos con discontinuidades interiores, los cuales presentas ventajas numéricas sobre

otros elementos que se reportan en la literatura, su extensión a elemento en tres dimensiones

para estudiar problemas de interés es sencilla.
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9.1 Barra

Se presenta el ejemplo clásico de una barra restringida en su extremo izquierdo y sometida a carga

de tracción en su otro extremo hasta llegar a la falla (Oliver y Huespe, 2004). La barra tiene una

longitud L = 2 m, área A=1m2 (figura 9.1), con las siguientes propiedades mecánicas: módulo

de elasticidad E = 1, 000 MPa, esfuerzo de falla a tensión σu = 1 MPa y energía de fractura

Gf=0.005 MN
m . Se realiza un análisis cuasiestático empleando la matriz mixta, de rigideces y

de flexibilidades del elemento unidimensional correspondientes a las ecs. (5.51) , (5.55) y (5.63)

. Cuando se alcanza un esfuerzo igual al del esfuerzo de falla, se presenta un salto en el campo

de desplazamientos en el centro de la barra, las deformaciones decrecen en el continuo Ω \ S y
se incrementan en la zona de localización S (figura 9.2). Este proceso simula el proceso de daño

en la estructura hasta llegar al colapso (figura 9.3).

Figura 9.1: Geometría de barra continua.

Figura 9.2: Geometría de barra discontinua.

Figura 9.3: Variación del desplazamiento d2 respecto al esfuerzo σ.

El área bajo la curva se la figura (9.3), corresponde a la energía externa inducida por la carga,
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que es igual a la energía de fractura Gf del material necesaria para desarrollar una grieta en la

sección de la barra, con lo que se demuestra que el elemento finito desarrollado en la formulación

anterior es capaz de capturar la discontinuidad y de disipar energía (energía de fractura) en

forma adecuada.

9.2 Barra 2 dimensiones

En este ejemplo se emplean los elemento triangulares de deformación constante con discon-

tinuidades interiores desarrollado en el capítulo 5 de este trabajo, ec. (5.77), que corresponde

al método de los desplazamientos de los elementos finitos. Para mostrar el potencial de este

elemento, en la figura 9.4 se idealiza la barra de la figura (9.1) como un problema plano; se

consideran las propiedades geométricas y mecánicas del ejemplo anterior, la estructura se somete

a carga a P hasta que aparece un salto [|u|] en el campo de desplazamientos.

Figura 9.4: Geometría barra como un problema plano.

Este problema se analiza con cuatro mallas de elementos finitos triangulares (figura 9.5) las

cuales muestran muestra la aparición del un salto [|u|] en el interior de la barra; en la figura 9.6
se muestra el diagrama carga P desplazamiento δ y esfuerzo σS salto [|u|] , para una relación de
Poisson ν = 0.0 y 0.4. Para las cuatro mallas de elementos finitos, los diagramas coinciden.

Se observa que el diagrama carga P desplazamiento δ para una relación de Poisson, nula ν = 0.0,

corresponde a la curva mostrada en la figura 9.3, con un área bajo de la curva igual a la energía

de fractura Gf . Con lo que se demuestra que el elemento bidimensional desarrollado libera en

forma adecuada la energía.

9.3 Viga con apoyos simples

Sea una viga con apoyos simples (figura 9.7), a la que se le impone con una carga en el centro

del claro, longitud L = 1 y propiedades mecánicas EI = 1. Para simular el proceso de falla

en este problema, se utilizaron los elementos finitos con discontinuidades interiores de la ec.

(6.140) correspondiente a teoría de vigas de Euler-Bernoulli. El comportamiento del material es

inicialmente elástico hasta que el momento flexionante alcanza un valor de fluencia My = 1, en

ese instante, comienzan a concentrarse las deformaciones en una zona lo que degrada el material.
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Figura 9.5: Idealización: a) Malla de elementos finitos, b) zona de localización y c) malla
deformada.

Figura 9.6: Diagramas: a) Carga P - desplazamiento δ y b) esfuerzo σS - salto .
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Puesto que se presenta un salto en el campo de las rotaciones [|θ|] físicamente se desarrolla una
articulación. La resistencia a flexión de la viga decrece debido al ablandamiento que sigue una

relación lineal con un módulo de ablandamiento H = −0.4.

Figura 9.7: Viga con carga al centro: a) descripción geométrica y b) con zona de localización
(articulación).

La figura (9.8) muestra la variación de la carga P vs. el desplazamiento transversal w en el

centro de la viga y la variación del momento flexionante M al centro vs. el salto [|θ|] (desarrollo
de la articulación). Se observa que la carga P y el momento flexionante M decrecen después de

alcanzar un valor de fluencia My y la viga colapsa.

Figura 9.8: Variación: a) Carga P vs. desplazamiento transversal w y b) momento M vs. salto.

Integrando ambas curvas, se muestra que la energía que suministra la carga al sistema, 0.625

Nm, es igual a la energía que se disipa en la discontinuidad. Lo que demuestra la capacidad del

elemento para simular en forma adecuada este tipo de problemas.
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9.4 Viga en cantilever

Considérese la viga en cantilever con propiedades mecánicas EI = 1 y longitud L = 1,

figura (9.9a) , la cual se le impone un desplazamiento transversal w̄2 en su extremo izquierdo.

Para simular el proceso de falla en este problema, se utilizaron los elementos finitos con

discontinuidades interiores de la ec. (6.153) correspondiente a teoría de vigas de Timoshenko.

Como en el ejemplo anterior, el comportamiento del material es inicialmente elástico lineal hasta

que el momento alcanza el valor de fluencia My = 1, en este caso la zona de localización, se

presenta un salto en el campo de los desplazamientos transversales [|w|] , por lo que físicamente
se desarrolla una dislocación. La resistencia de momento flexionante decrece siguiendo una

relación lineal con un módulo de ablandamiento H = −0.1.

Figura 9.9: Viga en cantiliver: a) descripción geométrica y b) con zona de localización
(articulación).

La figura (9.10) muestra la variación de la reacción Ry vs. el desplazamiento impuesto w̄2 en el

extremo libre de la viga y la variación del cortante V vs. el salto del desplazamiento [|w|] en el
extremo. Se puede observar que la reacción Ry y el cortante V decrecen después de alcanzar el

valor de fluencia My conforme colapsa la viga.

Integrando ambas curvas, se tiene que la energía que se suministra al sistema por el

desplazamiento impuesto, 5.0 Nm, es igual a la energía que se disipa en la discontinuidad,

lo que demuestra el potencial de esta formulación para simular estos problemas.

9.5 Viga simplemente apoyada con aproximación de esfuerzo

plano

Para ilustrar la aplicación de esta formulación a problemas en dos dimensiones se considera el

problema de una viga simplemente apoyada con una carga al centro del claro y con espesor de
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Figura 9.10: Variación: a) Reacción Ry2 vs. desplazamiento impuesto w2 y b) cortante V vs.
salto transversal del desplazamiento.

1 mm como la de la figura 9.11, que se idealiza como un problema de esfuerzo plano. Con

fines comparativos este mismo problema se idealiza con los elementos viga desarrollados en la ec.

(6.140). Este ejemplo ha sido también estudiado con elementos finitos extendidos bidimensionales

triangulares por Wells y Sluys (2001). Las siguientes propiedades del material se emplean:

módulo de Young E = 100M Pa, relación de Poisson ν = 0.0, límite elástico del momento

Mu = 2.5Nmm y energía de fractura Gf = 0.1 Jmm
−2.

La figura (9.10) muestra la variación de la carga P vs. el desplazamiento transversal u al centro

del claro L. Integrando la respuesta de las curvas carga-desplazamiento para ambas mallas, se

muestra que la energía disipada es igual a 0.308 Nmm para elementos planos (Wells y Sluys,

2001) y 0.30 Nmm para elementos viga con discontinuidades. Que corresponde a la energía de

fractura multiplicada por el área de la sección transversal de viga, lo que muestra la capacidad

de estos elementos para simular este tipo de problemas en forma adecuada.

9.6 Viga empotrada

Considérese la viga empotrada con propiedades mecánicas E = 40, 000M Pa y longitud L = 2 m,

figura (9.13a) , a la cual se le impone una carga P en el centro del claro. Para simular el proceso de

falla en este problema, se utilizaron los elementos finitos con discontinuidades interiores de la ec.

(6.140) correspondiente a teoría de vigas de Euler-Bernoulli. El comportamiento del material es

inicialmente elástico lineal hasta que el momento alcanza el valor de fluencia My = 0.8M N− m,
en este caso la zona de localización (articulación) se presenta en el centro de la viga (9.13b).

La resistencia de momento flexionante decrece siguiendo una relación lineal con un módulo de

ablandamiento H = −0.5.
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Figura 9.11: Viga simplemente apoyada: a) descripción geométrica b) idealización con EF planos,
c) idealización con EF viga y d) con una zona de localización (articulación).

La figura (9.14) muestra la variación de la carga P vs. el desplazamiento w en el centro de

de la viga y la variación del momento M vs. el salto del las rotaciones [|θ|] en el centro. Se
puede observar que cuando la viga alcanza el momento máximo, se presenta un desplazamiento

máximo w = 0.05 m; en este instante aparece una zona de localización en el centro del claro,

i.e., desarrollo de una articulación, por lo que en el resto de la viga comienza a descargarse, de

tal forma que al desarrollarse por completo la articulación, el desplazamiento máximo al centro

es w = 0.025 m. Las áreas achuradas bajo las curvas de la figura (9.14), corresponde a la energía

necesaria para desarrollar la articulación.
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Figura 9.12: Variación de la carga P vs. desplazamiento u.

Figura 9.13: Viga empotrada: a) descripción geométrica y b) con zona de localización
(articulación).

Figura 9.14: Variación de: a) carga P vs. desplazamiento u y Momento M vs. salto en las
rotaciones.
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Capítulo 10

Conclusiones y trabajos futuros

10.1 Conclusiones

De este trabajo se desarrollo una formulación variacional general del Modelo de Discontinuidades

Interiores para el problema de localización de deformaciones en sólidos, de cada una de las

aproximaciones: Discontinuidad Débil, Discontinuidad Fuerte y Discontinuidad Discreta. Como

se demostró, esta formulación variacional incluye todas las ecuaciones que gobiernan el problema,

como condiciones de estacionaridad, pero la formulación variacional presenta un tratamiento

matemático más poderoso en cuestión de existencia, estabilidad y convergencia de soluciones

numéricas. De la formulación variacional general, es posible generar una familia de principios

variacional que incluyen los mixtos, de energía total y los de la energía complementaria.

La aproximación de los funcionales desarrollados mediante el MEF, dio lugar a matrices de

rigideces simétricas de elementos finitos con discontinuidades interiores. Las cuales se pueden

clasificar como matrices de rigideces, flexibilidades y mixtas, teniendo así una jerarquía de

elementos finitos con Discontinuidades Interiores. La formulación presentada garantiza dentro

del elemento finito tanto la continuidad del vector de tracciones en la discontinuidad, como la

posibilidad de movimientos de cuerpo rígido de las partes en que queda dividido el elemento.

Partiendo de los funcionales para sólidos continuos con discontinuidades interiores, en este

trabajo se presentó una formulación variacional para representar la localización de deformaciones

en problemas donde la acción dominante es la flexión/cortante en elementos como: placas,

vigas y láminas. Se demostró que el Modelo de Discontinuidades Interiores, representa

adecuadamente el fenómeno de concentración de deformaciones en estos elementos dominados

por la flexión/cortante, en los que la discontinuidad se puede presentar como un salto en

los desplazamientos transversales (dislocación), en las rotaciones (articulaciones) o como una

combinación de ellos.

Las contribuciones principales de este trabajo de investigación son:
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• Se demostró que al introducir la continuidad de tracciones en el modelo en su forma
variacional, i.e., funcional de energía, se satisface el PVF, se tiene varias ventajas.

• Se desarrolló una jerarquía de principios variacionales para el Modelo de Discontinuidad
Interiores, en sus tres aproximaciones, que incluye principios Mixtos, de energía potencia

total y de energía potencial complementaria.

• Se desarrolló un funcional de energía para un sólido que experimenta más de una

discontinuidad en su interior, que satisface el PVF, el cual da la posibilidad de considerar

más de una grieta dentro de un elemento finito.

• Se formularon las matrices de rigideces, flexibilidades y mixtas de los elementos finitos con
discontinuidades interiores, las cuales son simétricas y bien condicionadas. Estos elementos

representan en forma consistente la continuidad interna de tracciones y los movimientos

de cuerpo rígido de las partes en las que queda divido el elemento por la aparición de la

discontinuidad. Lo anterior no sólo mejora la estabilidad numérica, sino también disminuye

el tiempo de cómputo en la solución, proporcionando resultados confiables.

• Se demostró que existe una relación directa entre la aproximación con Discontinuidades
Fuertes y Discretas, no sólo en los modelos de daño que se emplean para describir el

comportamiento del material, sino también en la formulación variacional.

• Se desarrollaron lo funcionales de energía para los elementos placas y vigas sin discon-
tinuidades interiores se pueden generar a partir del principio variacional general de Fraeijs

de Veubeke (1951) para un continuo elástico. Así mismo, los funcionales de energía para

estos elementos con discontinuidades se pueden generar a partir del funcional general de

energía para el Modelo de Discontinuidades Interiores, también desarrollado en este trabajo,

el cual fue inspirado en el de Fraeijs de Veubeke.

• La formulación presentada es una formulación general del Modelo de Discontinuidades
Interiores, de la que se pueden desarrollar elementos finitos con discontinuidades interiores

tridimensionales para resolver problemas de localización de deformaciones de interés en la

ingeniería.

• Para la formulación variacional, en este caso el problema de localización de deformaciones
en elementos estructurales dominados por la flexión, el método natural de discretización es

el de Rayleigh-Ritz, por lo que el método del elemento finito, que se originó en esta línea,

continúa siendo el método numérico más poderoso para resolver estos problemas.

• Se presentó un análisis para considerar la variación lineal dentro de la discontinuidad, de
la cual se concluyó que para que una variación lineal mejore la representación cinemática

y la distribución de esfuerzos en el continuo, se requiere emplear elementos finitos no sean

de deformaciones constantes, pues en este caso las deformaciones dependen del promedio

global de los desplazamientos, por lo que una variación lineal del salto no sería de relevancia

en los resultados.
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• Los elementos mixtos desarrollados tienen la ventaja de dar el estado de esfuerzos en todos
los puntos del dominio, por lo que no requieren de emplear métodos para conocerlos en

puntos de interés como se tiene que realizar en la formulación de desplazamientos.

10.2 Trabajos futuros

• Partiendo de las formulaciones variacionales desarrolladas en este trabajo, los desarrollos
futuros son:

• Formular familias de elementos finitos con discontinuidades interiores en 1, 2 y 3

dimensiones, su implantación en un código de elementos finitos y simulación numérica

de problemas de interés.

• Desarrollar formulaciones de elementos finitos con saltos de desplazamiento con variación
lineal, su implantación y comparación con elementos con saltos constantes.

• Implantar las formulaciones de elementos finitos correspondientes a los funcionales de
energía para las placas gruesas y delgadas.

• Desarrollar las formulaciones y algoritmos necesarios para resolver problemas donde la
acción es debida a cargas dinámicas rápidas como explosiones, choques e impactos.

• Elaborar simulaciones numéricas de problemas de interés práctico.
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