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CAPITULO V jf~ SI STEr~AS DE ECUACIONES LINEA LES 

INTRODUCCION 

El estudio de los sístemas de ecuaciones lineales puede emprendeE 

se desde diversos puntos de vista¡ el que adoptamos en este capí-

tulo es, posiblemente, el más concreto. 

Su prop6sito fundamental es el de establecer un m~todo para obt~-

ner soluciones y, en consecuencia, se -:-:::-esentan únicamente los 

conóeptos necesarios para desarrollar y aplicar el m~todo~ 

Posteriormente, en el capítulo de EspEcies Vectoriales se emplea-

rán las herramientas que proporciona el Algebra Lineal para estu-

diar los sistemas de ecuaciones lineales desde un punto de vista 

más general. 

V.l ECUACIONES LINEALES 

Supongamos que en una fábrica se prodT::en tres tipos de artículos 

a los que llamamos A,· B y e y que en .:; lla trabajan cincuenta obr~ 

rbs durante ocho horas diarias; es decir, que se dispone de cua -
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trocientas "horas-:hornbre" al día. 

Para producir un artículo del tipo A se r~quieren 20 horas hombre, 

para uno del tipo B se requieren lOO y para uno del tipo e se re-
quieren 40. 

Si en condiciones normales no existen restricciones de materia 

prima ni de maquinaria y los obreros están capacitados para trab~ 
jar en la elaboración de cualquiera de los tres tipos de artíc~ -

los ¿Cuántos artículos A, B y e pueden producirse diariamente em-

pleando todas las horas-hombre disponibles? 

Para responder a esta pregunta podemos plantear el siguiente mode 

lo matem~tico del problema: 

Si X¡, x2 y X3 representan el número de productos A, B y e, res -

pectivamente, que se producen por día, entonces 20x¡, lOOx2 y 

40x3 representarán el número de horas-hombre que se requieren pa-

ra producirlos. Por tanto, si se desea emplear las 400 horas-hom 

bre disponibles, · x 1 , x 2 y x 3 deben ser tales que 

400 - - - {1) 

Expresiones como ésta reciben el nombre de ecuaciones lineales. 

Así, una respuesta a la pregunta sobre el número de artículos a 

producirse diariamente podría sei la siguiente. 

"Producir 4 artículos del tipo A, 2 del tipo By 3 del tipo e", 

ya que al sustituir los valores 

X¡ 2 y 3 

en la ecuación (1) se verifica la igualdad; esto es 

¡ 
1 ¡ 
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20 (4) + 100 {2) + 40 (3) = 80 + 200 + 120 400 

Se dice entonces que el conjunto de valores xl = 4, x2 = 2 y 

ó (1), o que la terna ordenax = 3 es una solución de la ecuaci n 
3 -

da (4, ~ de dicha ecuación. 2 , J) es una solucion 

definición formal para estos conceptos Daremos a continuación una 

V.l.l DEFINICION 

Sobre e es una expresión de la Una ecuación lineal 

donde 

a x + a x 
1 1 2 2 

a 1 
1 

a 1 
2 

+ ••• +a x 
n n 

a ' n 
b e: e 

b 

forma 

A los símbolos X
1

, X
2

, ••• ' xn corno hincógnitas" se les conoce 

"coeficientes" de las xi y de la ecuación, a lqs números ai como 

a b como -Ql "te~rmino independiente". 

V.l. 2 DEFINieroN 

de la ecuación lineal una solución 

= b 

es un conjunto ordenado den valores kll k2, 

tales que 

b 

Resolución de una ecuación lineal 

la ecuación En la búsque~a de soluc~ones para 

k 
n 



a x 
l 1 

+ a x 
2 2 + ... + an~ 

pueden distinguirse tres casos. 
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b 

Caso i) Al menos uno de los coeficientes es diferente de cero. 

Si ak t O la ecuaci6n puede escribirse corno 

a x 
J.:: k 

b - a :-.e 
1 1 - ···- ak-1~-1- ~+1~+1- ···- a x 

n n 

r) bien, como 

a x 
1 1 

Podernos entonces asisnar valores a las incógnitas x , ... , x 
1 k-1 

xk+ 1 ' ••• , xn (arbitrariamente}, y de la expresión anterior se 

cbtendr& el valor de xk que con los valores asignados constituye 

una solución de la ecuación. 

Por ejemplo, la ecuaci6n 

+ lOOx + 40x 20x 
l 2 3 

puede escribirse corno 

20x 400 - lOOx 
1 2 

X 20 - 5x 2x 
1 2 

400 

40x 
3 

3 

de donde, · haciendo X 2 y X 3 se obtiene 
2 3 

X 
1 

20- 5(2}- 2(3) 4 20 - 10 - 6 

con lo que se forma la solución 

X 
1 

4, X 
2 

X 
3 

3 2 y 

la cual presentamos al inicio de esta sección. 

- - - (1) 

r 
L 
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Si querernos obtener otra solución podernos asignar otros valores a 

las inc6gnitds x 2 y x 3 ; por ejemplo x 2 = O y x 3 = 5, con lo 

que se obtiene 

X 20- 5(0) - 2(5) 10 
1 

En consecuencia, la terna (10, O, 5) es otra solución de la ecua-

ci6n (1). 

En general, cualquier terna ordenada de la forma 

( 20-Sa-2b , a , b Y 

donde a y b son dos números cualesquiera, es una solución de ia 

ecuación (1). 

Caso ii) Todos los coeficientes son nu~os y el término indepe~ -

diente también lo es~ 

Entonces la ecuaci6n es de la forma 

Y es claro que cualquier conjunto de n valores es una soluci6n de 

la ecuaci6n. 

Caso iií) Todos los coeficientes son nulos y el término indepen-

diente no lo es. 

Entonces la ecuaci6n es de la forma 

Ox + Ox + 
1 2 

+ Ox 
n 

b, con b '.,¡ O 

Y es claro que ningún conjunto de n valores podr& ser una sol~ 

Ció~ de la ecuación; es decir, la ecuación no tiene solución. 
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V.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

. . , 
f. 

1 
i 
l 

1 
que los artículos ) 

Volvamos al ejemplo de la f&brica y supongamos 

B y C deben producirse en cantidades iguales. 

la restricción adicional 
Tenemos entonces 

X 
2 

X 
3 

que, expresada en la forma que establece la definición V.1.1, qu~ 
da como 

Ox + x - x 
1 2 3 

o 
- - - (2) 

Ahora el problema consiste en encontrar una solución que satisfa-

ga "simultáne~mente" a las ecuaciones (1) y (2). En consecuen-

cia," Tas dos soluciones obtenidas anteriormente ya no son útiles, 

puestb que (4~ 2, 3) y (10, O, 5) no son soluciones de la ecua 

ción {2); esto es 

0(4) + 1(2)- 1(3) o + 2 - 3 - 1 1 o 
y 

0(10) + 1(0} - 1(5} o + o - 5 - 5 1 o 

A diferencia de éstas, si se producen 6 artículos del tipo· A, 2 

del tipo B y 2 del tipo e se tiene una solución que satisface am-

bas restricciones ya que 

20 (6) + 100,(2) + 40 (2) = 120 + 200 + 80 400 
y 

0(6) + 1(2)- 1(2} o + 2 - 2 o 

Se dice entonces que la terna ordenada (6, 2, 2) es una solución 

del sistema 

20x + lOOx + 40x 
1 2 400 

0x 1 + o ,t 

i ¡ 

\ 

L 
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ecuaciones lineales con tres incógnitas. el cual consta de dos 

. t de ecuaciones lineales que En general, un sistema es un con]un o 

e stablece la siguiente def~ tienen las mismas incógnitas, como lo 

V.2.1 DEFINICION 

de m e cuaciones lineales con n incógnitas un sistema 

sobre e es una expresión de la forma 

donde a 

a X + a X + 
l l 1 1 2 2 

a X + a X + 
2 l 1 2 2 2 

a x + a x + 
ml 1 m2 2 

11 a ' 1 2 

... 

... 

+ a X 
1n n 

+ a X 
2n n 

+ a x mn n 

arnn' b 1 ' 
. . . , 

b 
l 

b 
2 

b 
m 

b e: e 
m 

íf "'f ... _.,P ecuaciones lineales es un conjunto de Pue~-f'C)·· que un sistema de 

;ncógnitas, resulta natural considerar ecuaciones con las mismas • 

un conJ·unto de valores que satiscomo una solución del sistema a 

del sistema, por lo que se establece face a todas las ecuaciones 

la siguiente definición. 
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DEFINICION 

Una solución del sistema dé ecuaciones lineales 

es un 

tales 

.J: . 

~:· 

a x +a x + ••. +a x 
11 1 12 2 1n n 

a x + a x + 
2 1 2 2 2 

a X + a X + 
m1 1 mz 2 

conjunto ordenado 

que 

a k + a k + 
11 l 1 2 2 

a k + a k + 
2 l 1 2 2 2 . 

a k + a k + 
ml 1 mz 2 

de 

... 

... 

+ a x 
zn n 

+, a x mn n 

n valores 

+ a k 
In n 

+ a k ' 
2n n 

+ a k mn n 

b 
1 

b 
2 

b m 

k k 
1 
, 

2 1 

b 
l 

b 
2 

b 
m 

k 
' n 

La ' definición anterior establece claramente lo que deberá ente~-

derse por solución de un sistema de ecuaciones lineales; sin em 

bargo, no nos dice que cualquier sistema de ecuaciones lineales 

habrá de tener solución. 

Hay sistemas de ecuaciones que no admiten solución. Por ejemplo, 

' es claro que el sistema 

X + X 1 
l 2 

X + X 3 
1 2 

no tiene solu~ión, puesto que no existen dos números cuya suma 

i' ~ 
·• l . 

' 

l\. 
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sea igual a 1 y también a 3. A este tipo de sistemas les llamare 

mos "incompatibles".(l) 
'..-······ 

·1 

Si, por el contrario, un sistema de ecuaciones lineales tiene so

lución diremos que es "compatible". (
2

) 

Los sistemas compatibles pueden tener una sola solución, en cuyo 

caso di:t;'emós que son "determinados"¡ o más de una solución, en cu 

yo caso diremos que son "indeterminados". 

De acuerdo con esto, los sistemas de ecuaciones lineales pueden 

clasificarse de la siguiente manera 

SISTEMAS DE 
ECUACIONES LINEALES 

INCOMPATIBLES 
(no- ~le~en solución) 

COMPATIBLES 
(tienen solución) 

Transformaciones elementales 

\ 

DETERMINADOS 
(una sola solución} 

INDETER!'-1INADOS 
(más de una · solución) 

Cuando dos sistemas de ecuaciones lineales tienen las mismas solu 

cienes se dice que son "equivalentes". 

El método que emplearemos en este capitulo para obtener las solu

ciones de un sistema de ecuaciones lineales se basa en .el empleo 

de ciertas transf~rrnaciones, llamadas transformaciones element~ 

les, que no alteran las soluciones del sistema; es decir, tran2. -

formaciones que al aplicarse a un sistema dan como resultado un 

sistema equivalente. 

( 1) En ai.gurw.& .te.do1.:o .&e. emp.tea.. e..t .té!un-<:.no .".lnc.on.t>.<-6-te.n.te." pvta. Jte.6eJÚ/t.6e. a 
u .te. co nc.e.pto. 

(2) 
"con~.:..U.te.n..te.". 

---..... -~ .. 
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Las transformaciones elementales pueden ser de tre~ tipos y con -

sisten en: 

I) Intercambiar dos ecuaciones. 

II) Multiplicar una ecuación por un número diferente de cero. 

III) Multiplicar una ecuación por un número y sumarla a otra ecua 

ción, reemplazando esta última por el resultado obtenido. 

Para ilustrar el empleo de estas transformaciones consideremos, 

por ejemplo, el sistema 

3x - 2y + z = -1 

X - 2y + 3z 1 (So) 

6y 2z 4 
l ·/ 

l 

Si intercambiamos en él las dos primeras écuaciones estarnos apli-

cando a So una transformación del tipo I que conduce al sistema 

x - 2y + 3z 1 

3x · 2y + z ~ -1 (Sl) 

6y - 2z ·4 

que, evidentemente, tiene las mismas soluciones que 5 0 • 

1 
Si ahora multiplicarnos la tercera ecuaci6n de S¡ por ~ estarnos 

_aplicando a S¡ una transformación del tipo II que conduce al sis · 

terna 

X 2y + 3z 1 

3x . 2y + z == -1 (Si) 

3y z = 2 

Si ahora multiplicarnos la primera . ecuación de S2 por -3 y la su

marnos a la segunda ecuación, reemplazando esta última por el re~ 

sultado obtenido, estarnos aplicando una transformación del .tipo 
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III que conduce al sistema 

X - 2y + 3z 1 

4y 8z -4 

3y - · z = 2 

Los sistemas So, S¡, 82 y S3 son, según hemos dicho, equivale~

tes; esto es, tienen las mismas soluciones. 

Es obvio que las transformaciones del tipo I y del tipo II condu-

cen a si~temas equivalentes. El caso de las transformaciones del 

tipo III no es tan evidente por lo que se demostrar& a continua -

ci6n. 

Sea el sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas 

a X + a X + ... + a X b 
11 l 2 2 ln n l 

a X + a X + ... + a X b p 1 l p2 2 pn n p 
.·.~ (S) 

a X + a X + ... + a X b 
q .l l q2 2 qn n q 

a X + a X + ... + a X b 
ml 1 m2 2 mn n m 

donde 1 ~ p < q ~ m; y sea S' el sistema que se obtiene al multi

plicar por e la ecuación p y sumarla a la ecuación g; esto es 

a X + a X + ............. + a X b 
11 1 1 2 2 1n n 1 

a X .t a X + ............. + a · X b p l 1 P2 2 pn n p 

(ca 
(S') 

+ aq 1 )x1 + ... + (ca + aqn)xn cb + b p l pn p q 

a x + .a x + • • • • • • • • • • • • • + a x = b 
m 1 1 m 2 2 mn n m 

Si (k 1 , k 2 , • • • 1 k ) es una solución ~e S entonc~s satisface to 
n 
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das las ecuaciones de S' con excepción, posiblemente, de la ecua 

ción 

(ca 
p 1 

+ a )x 
q l l 

+ •.. + (ca 
pn 

+ a )x 
qn n 

cb 
p 

+ b 
q 

--- (q') 

Sin ernbárgo, como (k
1

, k
2

, •.. , kn) es solución de S se tiene 

que 

a k + a k + + a k = b __ ...;. (1) 
p1 1 p2 2 pn n p 

y 
a k + a k + ... + a k b ---(2) 

q l 1 q2 2 qn n q 

por lo que 

ca k + ca k + ... + ca k cb ---·(3) 
p 1 1 p2 2 pn n p 

En consecuencia, sumando (3) y (2) 

(ca + a )k + ... + (ca + a )k cb + b 
p 1 q l l pn qn n p q 

por lo que (k
1

, k
2

, ••• , kn) satisface t.arnbién la ecuaci6n {q'). 

De manera recíproca, sea ahora (~ 1 , í 2 , , ín) una solución de 

S', entonces satisface todas las ecuacion~s de S con excepción, 

posiblemente, de la ecuagión 

a x +a x + •.. +a x b --- (q) 
q.l 1 q2 2 qn n q 

Sin embargo, corno (t 1 , t 2 , , t ) es soiución de S' satisface 
n 

la ecuación (q'); esto es 

(ca 
p 1 

+ a ) ~ 
q l l 

+ ••• + (ca 
pn 

+ a ) t 
qn n 

cb 
p 

+ b 
q 

además, corno también satisface la ecuación p de (S') 

a ~ +a t + ... +a t 
pl 1 p2 ,2 pn n 

b 
p 

--- (1) 

;;.· 
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se tiene que 

ca ~ +ca ~ + ••. +ca ~ 
pl 1 p2 2 . pn n 

Entonces, restando (2) de (1) 

a t +a ~ + •.• +a ~ b 
q 1 1 q 2. 2 q n n ·q 

cb 
p 

--- (2) 

con lo que (~ 1 ,~ 2 , •.. , tn) satisface también la ecuación (q) y 

los sistemas S y S' son equivalentes. 

D 

El método de Gauss 

El procedimiento más c6rnódo para obtener las soluciones de un sis 

terna de ecuaciones lineales es, tal vez, el conoqido corno método 

de Gauss. 

Este método consiste en la eliminación consecutiva de las incógn~ 

, tas con el propósito de llegar a un sistema que tenga forma "esca 

lonada". Para llevar a cabo dicha eliminación sin alterar las so 

luciones del sistema, se recurre a las transformaciones elementa

les que hemos descrito. 

Para ilustrar la idea central del método, consideremos el proble

ma de resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales 

X¡ + Xz + 2x 3 3 :::-'\ ': ·'l. ·; · 

'l. 

3x 1 + 4xz + x3 -lO (S o) 

-2x 1 4x2 x3 o 

Para eliminar la inc6gnita x 1 de la segunda y de la tercera ecua

ción, podernos emplear dos tranforrnaciones del tipo III. Así, rnu! 

tiplicando la primera ecuación por -3 y sumando el resultado a la 

·-, 
\1 

·¡ j f 

;~~~ 
J .... · •. ! '······.· 

~ \. . 

; ~ 

· ·~-¡' ·.~• .. · .•.. ·· •..... : . ~¡ . : 

.'¡'' 

· .• ·.· ¡Ji···· · .;. 
~ ( ~, 

· ·¡ .. : 
:( 

1: 
tt r· 
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segunda s~ obt~ene el sistema 

Xl + X2 + 2X3 3 

X2. - 5X3 -lO (Sl) 

y multiplicando ahora la primera ecuación por 2 y sumando el re 

sultado a la tercera se obtiene 

X¡ + X2 + 2X3 3 

-10 ·(Sz) 

con lo que hemos con~e~uido eliminar X1 de la segunda y tercera 

ecuaciones. 

Para eliminar x2 de-la tercera ~cuación podernos irnplear nuevarnen-

te una transformación del tipo III, pero tornando ahora la segunda 

ecuación como "pivot~". Así, multiplicando la segunda ecuación 

por 2 y surnando.el resultado a la tercera se obtiene el sistema 

-10 (S 3) 

donde se observa de inmediato que 

-14 
2 

- 7 

Para obtener el valor de x2 sustituirnos el valor obtenido de xa 

en la segunda ecuación de S 3 

X2 -5 (2) -10 

quedando así una sola incógnita cuyo valor es 

1 

1 

,'¡ 
.! 
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-10 + 10 o 

Por último, para obtener el valor de x 1 sustituimos en la primera 

ec~aci6n de Sa los valores obtenidos de x 2 y x
3

• 

Xl + 1(0) + 2(2) 3 

de donde 

3 -4 -1 

En consecuenciaj x1 = -1, x2 = O y X3 = 2 es la solución del 

sistema S3; y corno éste es equivalente a So, la terna (-1, O, 2) 

1 es la solución del sistema inicial, con lo que queda resuelto el 
<._ ... ,. 

; 

/problema. 

: ~; - .. Cabe hacer notar que en el párrafo anterior hemos dicho "la" sol~ 

cÚ5n del sistema S 3 , lo cual lleva irnplíci to que dicho sistema es 

determinado. Explicaremos ahora el por qué de tal aseveración. 

Es evidente que el valor x 3 = 2 es el único que satisface la ter-

~ -~ cera ecuación de s;; en consecuencia, los únicos valores que sa -

tisfacen "simultáneamente" a la segunda y a la tercera ecuación 

de 83 son x 2 = O y x 3 = 2. Continuando con este razonamiento 

concluimos que x 1 -1, x2 = O y xs = 2 es la única solución 

del sistema s3. 

Como el lector habrá sospechado, éste no es el único caso que pu~ 

de presenta~se ya que, como hemos visto, existen sistemas que son 

indeterminados y otros que son incompatibles. Veremos posterior-

mente algunos ejemplos correspondientes a estos dos casos hacien

do notar bajo qu~ condiciones se presentan; sin embargo, introdu-

~~remos primero una herramienta que nos permitirá ahorrarnos al -
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gün trabajo Y ver con mayor claridad clo que sucede en cada paso 

cuando utilizamos el método dé Gauss. 

Si analizamos con cierto cuidado el proceso seguido en el ejemplo 

anterior, podemos darnos cuenta que no era necesario escribir los 

símbolos cor:r;espondientes a las incógnitas una y otra vez, puesto 

que tod~s las operaciones se efect~aron sobre los coeficientes y 

términos independientes. 

El sistema 

(So) 

-,.2x1 o 

queda completamente definido por el valor de sus coeficientes y 

términos independientes, los cuales pueden presentarse convenien

temente en el siguiente arreglo tabular 

[: 
-2 

M o 

1 2 

4 1 

-4 -1 

al que se conoce con el nombre de "matriz''. Esta matriz, en paE_ 

ticular, contiene doce elementos dispuestos en tres renglones y 

cuatro columnas por lo que-se dice que es de orden 3x4. 

De la misma manera,· los s;stemas S 1 , s... y S puede ~ , 3 n ser represe~ 

tados, respectivamente, por las matrices 

1 2 

1 -5 

-4 -1 
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l 
1 1 2 

-1:] _o 1 -5 

o -2 3 
t r;--1: 

[~ 
1 2 

-1: l ~. 

1 -5 

-14 J t~~· ;. S·:~ 
o -7 

las cuales pueden obtenerse a partir de Mo efectuando, con los 

renglones, transformaciones análogas a las descritas c=on las ecu~ 

cienes. Estas transformaciones, conocidas como "transformaciones 

elementales por renglón", consisten en: 

I) Intercambiar dos renglones. 

II) Multiplicar un renglón por un nümero diferente de cer~. 

III) Multiplicar un renglón por un número y sumarlo a otro ren -

glón, reemplazando este último por_el resultado obtenido. 

La última de las matrices anteriores (M3) se dice que está en 

"forma escalonada" o que es una matriz escalonada. En general, 

se dice que .una matriz está en forma escalonada si el número qe 

ceros anteriores al primer elemento no nulo de cada renglón aume~ 

Regresando al método de Gauss, vemos que es conveniente represen-

· ···~ ... ·_ .. _·.·_ ... •.. ~¡_ .. ·,_· ... 

· .. ~~ 

: . _._·_ .•. _ ••• ~~:. 
i . 

.¡ 
;· ·~' 
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tar al sistema ~ediante una matriz y efectuar en ella las trans -

formaciones necesarias para llevarla a la forma escalonada. Hare 

mos esto ~ara obtener las soluciones del siguiente sistema de 

ecuaciones lineales. 

X3 + x .. + 4xs 4 

1 (S o) 

-3 

Primero representamos al sistema por medio de la matriz 

[_~ 
3 -1 1 4 

-~] M o 1 1 -2 -1 

-2 2 -3 ...,s 

La cual trataremos de llevar hasta la forma escalonada mediante 

transformaciones elementales por renglón. 

Por lo general, conviene que el primer elemento no nulo de cada 

renglón sea un uno (o un menos uno} para eliminar fácilmente los 

coeficientes que se encrientran por debajo de €1, multiplicando 

simplemente por los simfitricos respectivos. Entonces, interca~ -

biando el primero y segundo renglones de Mo obtenemos la matriz 

[_: 
1 1 -2 -1 

M, 3 -1 1 4 

-'-2 2 -3 -5 

la cual tiene un uno en la primera posición del primer renglón. 

Ahora, multiplicando dicho primer renglón por -3 y sumando al s~ 

gundo y, a continuación, multiplicando el mismo primer renglón 

')r 2 y sumando al tercero obtenemos la matriz 

) 
¡· .. · 
t : ·~ 

- " ~ . 

·,. 

-. f ' , 
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[: 
1 1 ;,..2 -1 1 ] /\. f"\ ! ,, 

M2 o -4 7 7 1 
¡:':; ~ n ¡ ,· ,· 

o 4 -7 -7 -1 

la cual puede transformarse en una matriz escalonada sumando el 

segundo renglón al tercero, con lo que se obtiene 

1 1 -2 -1 

o -4 7 7 

o o o o 

El tercer renglón de esta matriz representa a una ecuación de la 

forma 

o 

que, como vimos, es satisfecha por _ cualquier conjunto de n val~ -

res. En consecuencia, la matriz M3 representa al siguiente siste 

ma de dos ecuaciones 

(Sl) 

continuando con la idea del ejemplo anterior, de la segunda ecua-

ción de s 1 podemos obtener el valor de X3i sólo que ahora este v~ 

lor no es finico, sino ~ue est~ en función de los valore~ que to -

men x.. y xs. Así 

1 - 7x .. - 7x s 

por lo -que 

--- (1) 

.. · ·~ ¡ 
' 71-: l~ 

.:·,, ... 
f ~ 

.ii .¡ 
l';j 
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Llevando este valor a la primera ecuaci6n de SI se obtiene 

( 1 + 7 7 
X1 + X2 + - 4 4x~ + 4xs)-2x~ -xs 1 

X¡ --- (2) 

podemos entonces dar cualquier valor~ las inc6gnitas x
2

, x~ y 

Xs Y calcular, a partir de (1) y (2), los valores correspondie!!_ 

tes de X¡ y X3, Se dice por ello que el conjunto de expresi~
nes 

X¡ 5 - 1 3 
4 X2 + 4x" - 4xs 

X2 X2 

1 7 7 X3 4 + 4x~ + 4xs (3) 

x., Xt¡ 

Xs . Xs . 

constituye la "soluci6n general" del sistema So que, como se ve, 

es indeterminado. 

Si .queremos obtener una "soluci6n particular" del sistema So; es 

decir, una soluci6n en el sentido de la definici6n v.2.2, bastará 

con elegir un conjunto de tres valores para ' x 2 , x~ y xs; por 
ejemplo· 

3 

Xs -1 

.·· 
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y calcular, a partir de la soluci6n general, los correspondientes 

valores de Xl y X3. Para los valores elegidos se tiene 

5 + :}(4) 3 o X1 4 -3 - 4(-1) 

y 
1 7 (4) 7 

5 X3 - 4 + + 4(-1) = 4 

por lo que (O, 3, 5, 4, -1) és una soluci6n de So. 

Si hacemos ahora x2 1, x .. = O y xs 1, de (3) se obtiene 

y 

5 3 1 
X¡ 4 -1 - 4 -'! 

1 7 3 
X3 - 4 + 4 2 

1 3 O 1) es otra soluci6n del sistema So. , 2' , 

~- ocasiones los símbolos correspondientes ·a las "variables li -

bres" suelen - reemplazarse por otras literales, las cuales se con

vierten en parámetros de~ la soluci6n general. Así por ejemplo, 

para el caso anterior podemos expresar la soluci6n general (3) e~ 

m o 

X¡ 
5 1 3 
4- a + 4b- 4 e 

x2 = a 

X ~J. b 

x 5 = e 

qonde a, b y e pueden tomar cualquier valor. 

Consideremos ahora el sistema 
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X + 2y Z = 1 

2x + 3z -2 

- x + 2y - 4z 4 

3x + 2y + 2z -1 

al cual podemos representar con la matriz 

1 2 -1 1 

2 o 3 -2 

-1 2 -4 4 

3 2 2 -1 

Efectuando en ella transformaciones elementales por renglón la 

llevarnos hasta la forma escalonada siguiente 

. 1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1 

2 o 3 -2 o -4 5 -4 o -4 5 -4 

-1 2 -4 4 o 4 -5 5 o o o 1 

3 2 2 -1 o -4 5 -4 .o o o o 

En la última matriz, el te~cer renglón representa a una ecuació~ 

de la forma 

/ 
el sistema 

Ox + Ox + 
1 2 n 

b, con b '1 O 

En consecuencia, 

+ Ox 

que, como vimos, no tiene solución. 

en cuestión es incompatible. 

A través de los ejemplos anteriores hemos mostrado lo que sucede 

al emplear el método de Gauss en cada uno de los tres casos co -

rrespondientes a la clasificación de los sistemas de ecuaciones 

lineales. 

En resumen podemos decir lo siguiente: 

¡ . 
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El método ~e Gariss consiste en aplicar a un sistema de m ecuacio-

nes con n incógnitas (o a la matriz que lo representa) una suce -

sión de transformaciones elementales hasta llevarlo a la forma es 

calonada. 

Si durante el proceso se obtiene una ecuación de la forma . 

Ox + Ox + .•• + Ox O 
2 n 

a la que se llama ecuación nula, ésta se desech~ puesto que cual-

quier conjunto de n valores es una solución dé la misma. 

Si durante el proceso se obtiene una ecuación de la forma 

Ox + Ox + ... + Ox 
1 2 n 

b; con b -:j O 

el sistema es incompatible, puesto que dicha ecuación n6 tiene so 

lución; de otra manera el sistema es compatible. 

Si el sistema es compatible y al reducirlo a la forma escalonada 

se obtienen n ecuaciones no nulas, entonces el sistema es determi 

nado y su solución se obtiene por sustitución sucesiva de los va

lores de las incógnitas, a partir de la última cuyo valor es inme 

diato. 

Si el sistema es compatible y al r~ducirlo a la forma escalonada 

se obtienen r < n ecuaciones no nulas, entonces el sistema es i~ 

determinado y su solución general se obtiene dejando n - r incóg

nitas libres (es decir como parámetros) y expresando a las otras 

r incógnitas en función de éstas. 

;,· ~ 

'í ... 

. '~,. (1 
:: l 
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V. 2.3 EJERCICIOS ..:/ 

1.- Para la ecuación lineal 

5 
,_) 

determinar cuáles de los siguientes conjuntos ordenados son 

soluciones 

a) (-3, -1, 2) b) 1 
(1, -4, 2'. 2) ~) (-3, -1, 2, O) 

d) e) (3, 2, -1, -1, 3) 

2.- Para cada una de las siguientes ecuaciones lineales obtener 

todas sus soluciones 

a) 5 o 

\ __ l 

e) Ox1 . + Oxz + ÜX3 5 d) Ox¡ + Ox2 + Ox3 O 

·-··) 
e) ax b; con a -¡. O 

3.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales 

a) 

e) 

X + 2y 3z -5 

y + 2z 5 

-2x + y 

3x 

-11 

+ z = 13 

2x + 3y + z = 2 

2x y + z = 1 

·4x 2y + 2z 4 

b) - x1 - 2xz + 2x3 - Sx~ 

X2 - X3 

d) 

-1 

1 

-2 

3 

6 

o 

6 
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4.- Para cada uno de _los siguientes sistemas de ecuaciones linea-

les 

2x y - kz o kx + y + z = 1 

a) x - y - 2z 1 b) X + ky + Z = 1 

. - x + 2y + Oz k x + y + kz - 1 

Determinar para qué valores de k el sistema es: 

i) Incompatib~e 

ii) Compatible determinado 

iii) Compatible indeterminado 

5.- Determinar para q~é ~ondiciones de a y b tiene solu~ión el si 

guiente sistema. Si tales condiciones se cumplen ¿Cuál es la 

solución del sistema? 

a 

X1 - Xz + X3 2a 

6.- Un sistema de ecuaciones lineales en el que todos los términos 

independi~ntes son nulos se dice que es "homogéneo". Un sis-

terna homogéneo siempre es compatible puesto gue admite la so-

lución x X = ••• ::; X O, llamada solución trivial. 
1 2 .n 

Para cada uno de los siguientes sistemas homogéneos, determi-

nar si el sistema admite soluciones no triviales y en caso 

afirmativo obtenerlas .\ 

o 2x + 6y + z = O 

a) X1 + 2x2 + 4x3 o b) X + 3y o 

o - x - 3y + 4z o 



.:{" CAPITULO VI MATRICES 

INTROD.UCCION 

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales es un tema que 

de manera natural nos lleva al concepto de matriz. Así, en el e~ 

pítulo V se introdujeron las matrices corno una ayuda para repr~ -

sentar, en forma tabular, un sistema de ecuaciones lineales, y f~ 

cilitar con ello el empleo de las transformaciones elementales. 

A diferencia del capítulo anterior, en éste n?s ocuparemos de las 

matrices corno entes matemáticos con existencia propia, indepe~ -

diente de lo$ sistemas de ecuaciones lineales; aunque encuentran 

eri éstos sus principales aplicaciones. 

Definiremos la manera como las matrices pueden suinarse, multipli-

carse y multiplicarse por escalares; analizando las principales 

consecuencias de dichas definiciones. Estudiaremos además alg~ 

nos t6picos y tipos especiales de matrices que son importantes en 

el campo de las aplicaciones. 

.· 

·~. 
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Desde un punto de vista algebraico, las matrices rompen con la rno 

notonía establecida por los diversos sistemas numéricos, ya que 

la rnultiplicaci6n viola una de las leyes que tradicionalmente s~ 

habían cumplido en dichos sistemas: la ley conmutativa. Esto 

trae como consecuencia que, ~n algunbs aspectos, las matrices se 

separen del conocido comportamiento algebraico de los números. 

VI.l , CONCEPTOS GENERALES 

Matriz ¡· 
, ... ; 

Podemos decir que una matriz es una "tabla" o "arreglo rectang~ -

lar" de elementos que¡ usualmente, son núfueros reales o complejos. 

El concepto de matriz, sin embargo, puede generalizarse ~1 caso 

en que los elementos sean polinomios, funciones, operadores o 

c·ualquier otro.tipo de; "entes matemáticos"; conservando su val~

dez la mayoría de los conceptos y propiedades presentados en este 

capítulo, en el cual se considera a la matriz como un arreglo de 

números. 

VI.l.l DEFINICION 

Una matriz de mxn con elementos en C es un arreglo 

de la forma 

a21 

a a 
mi m2 

donde a 11 , a 12, • • • , 

a 
ITI 

a 
2n 

a mn 

amn € e y m, n € z. 
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Una matriz de mxn (léase "m por n") se dice también que es de "or 

den" mxn. 

En forma abreviada, la matriz de la definici6n anterior puede ex-

presarse como 

donde i 1, 2, ••. . , m y j 1, 2, .•• , n. 

Renglones y columnas 

Al arreglo hor~zontal 

[
a . a . •.• a J 

1 1 12. 1 n 

se le conoce como el primer renglón de la matriz, al arreglo 

[
a a · 

. 2 1 2 2 

como el segundo renglón, y en general al arreglo horizontal 

se le conoce como el i-ésimo renglón de la matriz. 

En forma análoga, al arreglo vertical 

a . 
l J 

a . 
2] 

a . 
m] 

se le conoce como la j-ésima columna. 

Así, en una matriz de mxn pueden distinguirse m renglones - - -

(i = 1, 2, ••• , m) y n columnas (j = 1, 2, ••• ,n)". En particular 

~: 
( \. 
t". 
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si m = n se dice que la matriz ~s ~~riadrada" de orden n. 

Comúnmente se representa a las matrices con letras mayúsculas y a 

su~ elementos con letras minúsculas. 

Como ejemplosde matrices tenemos las siguientes 

l+i 2 -3i ni ll 2 

~] o 4i 7 

[! 1] 1-3i D = 3 1 
A B o e 

-1 1-2i 3 
-3 

12: 2 -1 

-2 o 5 o 

d6nde A es una ·matriz de 4x3, B es una matriz de lx3 (conocida co 

mo "matriz renglón" o "vector renglón"),C es una matriz de 4xl 

{conocida como "matrú~ columna" o 11 Vector columna"), y D es una 

matriz cuadrada de orden tres. 

.-.,;;···La igualdad de ·matrices 

- ---··--
Se dice que dos matrices son iguales cuando tienen los mismos ele 

mentes y éstos se encuentran dispUestos de la misma manera en am

. bos arreglos. 

Esta idea puede expresarse en términ6s más precisos con ayuda del 

/ s1mbolo ai:j, que representa al elemento que se encuentra en la p~ 

sición correspondiente al renglón i y a la columna j de la matriz 

ejemplo, para las matrices A, B, C y D citadas ante

te se · tiene que 

a2.a 7 

aa2 1-2i 

bl3 
1 

=-3 

e 3 3 no existe 
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d33 ;::: O, etc. 

En consecuencia, la igualdad de matrices se define formalmente co 

mo sigue 

VI.1.2 DEFINICION 

Sean A ;::: [ai j] y dos matrices de mxn con 

elementos en c. Diremos que A y B son iguales, lo que 

representaremos con A = B, si: 

b .. 
lJ 

para i 1, 2, ..• , m y j 1, 2, .•• , n a .. 
J.) 

Asi, por ejemplo, las matrices 

A y B 

no son iguales, a pesar de que son del mismo orden y tienen los 

mismos elementos; ya que, aunque se cumplen las igualdades 

se tiene además que 

y 

por lo que A y B no satisfacen la condición de igualdad estable~· 

cida por la definición VI.1.2. 
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También de VI.1.2 se sigue que, para las matrices 

M [: _: -: l y N 

la igualdad M N se cumple si y sólo si x ;::: -1, y = O y z w. 

vi. 2 ADICION DE MATRICES Y MULTIPLICACION POR UN ESCALAR 

~ La adición de matrices 

La primera de las operaciones con matrices que estudiaremos, y 

. también la más sencilla, es la adición. Esta operación puede 

efectuarse cuando las matrices son del mismo orden y el resultado 

se obtiene sumando los elementos correspondientes de ambas matri

ces, de acuerdo con la siguient~ definición. 

v·r. 2.1 DEFINICION 

Sean A = [aij] y B = [bi~ dos matrices de mxn con 

elementos en C. La suma A + B es una matriz S ;::: [sij], 

de mxn, definida por 

1,2, ••• ,m y j a .. + b .. 
J.) J.) 

S •• 
J.] 

; para i 1, 2, ••• n. 

Asi, por ejemplo, para las matrices 

A [:. ::il B [-~ -:] 

-2J. 4 3 -4 

y e 

; l 
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se tiene que - · 

A + B 

[ 

3+1 

-2::~-2) 
-5+2 ] 

l+i+ (-i) 

4+.(-:-4) 

mientras que la adición de A y e no puede efectuarse, ya que las 

matrices no son del mismo orden. Se dice por ello que A y e "no 

son conformables" para .la adición y, en consecuencia, la suma 

A + e no existe. 

La adición de matrices, definida por VI.2.1, satisface las propi~ 

dades que se enuncian a continuación. 

VI.2.2 TEOREMA 

Si A, B y C son matrices de mxn cuyos· elementos son números coro-

plejos, entonces: 

i) A + (B + C) (A+ B) + e asociatividad 

ii) A + B = B + A conmutat;ividad 

iii) Existe una matriz O de mxn tal que 

A+ o = A elemento idéntico 

iv) Existe una matr.iz -A de mxn tal que 

A + (-A) = o elementos inversos 

DEMOSTRACION 

Se demostrarán a continuación las propiedades ii), iii} y iv). 

ii) Sean A = [ai~ 

tos en C. 

y B = [bi~ dos matrices de mxn con elemen -
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Por . VI. 2. 1 se tiene que 

. A+ B 

¡··· r.·· 
y 

B + A 

corno aij y bij son números complejos ~ i, j; por iii) de 

II.L4 

t = b;. + a . . = a .. + bij 
ij lJ . 1] lJ 

por lo que, de vr.1.2 

A + B = B + A 

S . • ¡ 'll- i, j 
l] 

[
' l matriz de mx n con elementos en c. 

iii) Sea A= - ai~ una 

Si definimos la matriz O = [oiJ como 0 ij 

i::: 1,2, •.• · , m y j = 1,2, ... , n; entonces 

O (cero) para 

A+ O [aij + oij] 
por vr.2.1 

definición de 
[aij + o] por 

[ aij] 
por iv) de II.1.4 

A 
como se quería. 

A + O 

o 

A la matriz O, que es una matriz de mxn cuyos elementos son 

· " t · ro" se le conoce como "matriz nula" o rna r1.z ce todos nulos, 

de mxn. 

iv) una matriz de mxn con elementos en C. 

:J::. • la rnatr.;z -A = [vl. Jl como vl. J. · Si de:r:in~mos ... lJ 

entonces 

[ aij + (Vi j )] 
por 

A+ (-A) 

~ 

[aij + (-a .. )J por 
l] 

[o J , ~ i, j por 

A+ (-A) o por 

y la prueba termina. 

-a .. ~ i, j; 
l] 

vr.2.1 

definición de 

v) de rr.L4 

definición de 

-A 

o 
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A la matriz -A, que es una matriz de mxn cuyos elementos son los 

simétricos de los elementos de A, se le · conoce como la "sim~trica · 

de A" a la "negativa de A". o 
~ La sustracción de matrices 

La resta o sustracción de matrices puede definirse ahora, ~ paE -

tir de la adición y de iv) de VI. 2 -. 2, como sigue 

VI.2.3 DEFINICION 

Sean A = [ aijJ 

elementos en c. 
Y B = [bi~ dos matrices de mxn con 

La diferencia A - B se define corno 

A - B A + (-B) 

De acuetdo con esta definición¡ para obtener la diferencia A - B 

bastará con restar a los elementos de la matriz A los elementos 

correspondientes de la matriz B, puesto que 

A - B · = A + (-B) = [a . . + (-b .• )l 
~J ~] J 

Así, por ejemplo, para las matrices 

A = [ : ::i] 
-2i 4 [ -~ _:] 

3 -4 

y e 
[ 

-1 S 2i] 

7+i o 3 

B 

que vimos anteriormente, se tiene 

-5-2 

A- B l+i- (-i) 

4- (-4). 

mientras que la diferencia A - e no existe. 
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De la definición VI.2.3 se sigue que dos matrices son conform~

bles para la resta si y sólo si son del mismo orden. 

~· La multiplicación por un escalar 

En ocasiones, y particularmente desde el punto de vista de las 

aplicaciones, se requiere multiplicar una matriz por un número, 

al que genAribamente se le conoce como "escalar". Esta operación, 

denominada "multiplicación por un escalar", se define formalmente 

como sigue 

VL2.4 DEFINICION 

sean A= [ai~ una matriz de mxn con elementos en C 

y a E c. El · product~ aA es una matriz E= [eiJ 

de mxn, defini(l ;; 'iJOr 

e ; . 
~ :;: 

para i 1, ••• , m .Y j 1, .•. , -n. 

~s1, por ejemplo, el producto del escalar a 2i por la matriz 

es la matriz 

cxA = (2i) ¡-i 

i -3 

(2i) (1) J [ 2 

(2i) (l+i) = -2 

1 l [ (2i) (-i) 

l+J = (2i) (i) 

o (2i) (0) 

(2i) (-3) 

o 

-6i -2+2 : f 
i. ¡¡ 
:·) La mul~iplicación por un escalar satisface las siguientes propie-

dades. 
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VI. 2 . 5 TEOREMA 

Si A y B son matrices de mxn con elementos en e 

y a, B E e, entonces: 

i) 

ii) 

a(A + B) 

(a + 8)A 

aA + aB 

aA + 8A 

~ii) a(8A) = (a8)A 

DEMOSTRACION 

' / 

Se demostrará a continuación ia propiedad i), dejando al lector 

como ejercicio la demostración de las ' restantes. 

i) y B = [bi~ dós matrices de mxn con ele -

mentos en e y a un escalar de C, entonces 

A + B [ aij + bi~ por VI. 2.1 

[a (a .. + bij')] por VI.2.4 
~] 

a (A + B) 

[aaij + abi~ por vi) de ÍI. l. 4 

[aaij] + [abi~ por VI. 2.1 

a(A + B) aA + aB por VI. 2. 4 

como se quería. 

D 

VI.2.6 EJERCICIOS 

1.- Para las siguientes :matr~ces 

A = ¡: -: a: •] B = ¡~~ _: -:] e 1_: : :J 
2 -1 -3 h,. 1 3 ls 1 3] 

determinar los valores de a 23 , b 31 y c 2 3 que verifican la 

igualdad A + 3B = 2C 

2.- Para las siguientes matrices · 

A 

[ 

2i 1+il [3 -1 ] [ i 2i] 
2 i B = 3i i e = 2-i 1 

-1 2-í 2 1-2i -1 3i 

calcular A + B, A - B, B - A, 2A - C y 3B + 2C. 

3.- Demostrar que si A, B y e .son matrices de mxn cuyos elemen -

4.-

5.-

tos son números complejos, entonces: 

A + {B + C) = (A + B) + C 

Demostrar que si A es una matriz de mxn con elementos en .e 

y a, 8 E e, entonces: 

a) (a + S)A 

b) a (8A) 

aA + 8A 

(a8)A 

Demostrar que si A y B son matrices de mxn cuyos elementos 

son · números complejos, entonces: 

a) A- B A+ (-1)B 

b) A B - (B - A) 

e) OA - O 

-

:~ . ' 
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VI.3~ MULTIPLICACION DE MATRICES 

Consideremos nuevamente el sistema de ecuaciones lineales 

20x 1 + 100xz + 40x3 400 
--- ( 1) 

Ox1 + o 

visto al inicio de la sección V. 2 ~ y formemos .ahora una _matriz 

con los coeficientes de las ecuaciones, a la que llamaremos A; 

otra con las incógnitas, a la que llamaremos X, y una tercera con 

los términos independientes, a la que llamaremos B. Esto es 

100 

A B 
1 

Con ayuda de estas matrices podemos representar al sistema de 

ecuaciones (1) mediante la expresión 

AX = B ---(2) 

siempre y cuando tengamos una definición adecuada para el produc-

to AX. 

Las condiciones que establece el sistema (1) son equivalentes, 

por VI.1.2, a la siguiente igualdad entre matrices 

[

20x 1 + 100x 2 + 40x3] = [400] 

Ox 1 + Xz - x 3 O 

de donde se sigue que la expresión (2) representará al sistema 

(1) si y sólo si 

AX [20x1 + 100xz + 

Ox1 + Xz -

Veamos ahora cómo puede obtenerse la matriz AX a partir de las m! 

'·-. 

l ¡ 
t 
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trices A y X. 

El primer elemento de AX; es decir, el que se encuentra en el pr~ 

mer renglón y primera columna de dicha matriz, se obtiene sumando 

los productos de los elementos del primer renglón de A por sus 

elementos correspondientes en la primera columna de X. En forma 

esquemática: 

' ,. - - - - - - .-- [ X 1]- - - - ._ 2 0 X 1 + 10 0 X 2 + 4 0 X 3 
f . J 
f ---- X2 ------------

~ :/ / -- X 3 - - - - - ~ - - - - - - - - - - - - -

[ 2 o 10 o '4 o J . 
Análogamente, el elemento que se encuentra en el segundo renglón 

Y primera columna de AX se obtiene sumando lOs productos de los 

elementos del segundo renglón de A por los de la primera columna 

de X. Así 

1 • 

[ ::] 
-t] 

Ox 1 + 

[6· 

_En general, si A y B son dos matrices tales que el número de co

lumnas de A coincide con el número de renglones de B, el elemento 

que se encuentra en la posición correspondiente al renglón i y la 

columna j de la matriz producto AB, se obtiene sumando los produs 

tos de los elementos del renglón i de la matriz A por sus elemen-

, tos correspondientes en la columna j de la matriz B. 



330 

Asi, si A y B son las matrices 

b b ~ -a a a 
~-ll l 2 ln l l l 2 

a a a b b ~ 2.1 2 2. 2n 2 1 2 2 

A B ::: ~-
~ i ~-

b b * n¡ nz 

a a t j ffil mz 

de mxn y nxq respectivamente, el element o ub i cado en el ren 

b 
2q 

b nq 

gl6n i y columna j de la matriz producto AB, al que representare-

mos con pij' será 

P .. =a. b . +a b + .•• +a b 
1] 11 1] iz 2j in nj 

que, en forma compacta, puede expresarse como 

n 

~·"<"·~---.. - Pi· = E aikbkj 
_ .. ,./···-~,.~· ··• ., ....... ....... ... ,~~·--·"l .. ~--~··"'k· :;, ,1._= .. -... " ..... ,~ .... ~-""~ 

' ·---- La multiplicaci6n de matrices ··., 

Formalmente, . se 'tTeiie lá siguie~t~ definici6n para la multiplica-

cí6n de matrices. 

VI.3.1 DEFINieiON 

Sean A = [a i j] y B = [bi~ dos matrices con elementos 

en e, de rnxn y n xq respectivamente. El producto AB es 

una matriz P de mxq, definida por 

para i l, ... ,m y j l, ... ,q. 

1 

1 

1 . 

l 
l 
J 

l 

! 
r 
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A manera de ejemplo, para las mat.r::.ices 
~!:> .J- t·· 

~~ 
,...-:·· 

~] ~r: 
'3 -1¡ [ 4 _. 

1 -3 - 3.:· 
e 

t: 
B y 

A = 
o 1 -1_, 

-1 3J 

-se tiene que AB = [pi j] es una matriz de 4 >< 2, donde 

p 
11 

p 
12 

3 

E 
k=l 

a b 
l k k l 

a b 
11 ll 

+ a b + a b 
l 2 2 l l 3 3 1 

5(2) + (3) (-3) + (-1) (-1) = 10 -9 + 1 2 

( 5 ) ( o ) + { 3 ) { 4 ) + (- 1 ) ( 3 ) = o + 12 - 3 =' 9 

Y de manera . similar se calculan 

p 
2. 1 

(O) (2) + {1) {-3) + {-3) {-1) o -3 + 3 = 

p (O) (O) + ( 1) ( 4) + 
22 

(-3) (3) = o + 4 -9 -5 

p (-2) (2) + (O) (-3) + (1) (~1) -4 + o -1 
31 

p (-2) (O) + (O) ( 4) + (1) (3) = o + o + 3 = 3 
32 

p (1) (2) + (-1) (-3) + (3) (-1) 2 + 3 -3 
ltl 

p (l) (O) + (-'-1) {4) + (3) (3) = o -4 + 9 = 5 
lt2 

por lo que 

(2 9 

a -5 
AB .= 

-5 3 

·-·-2 5 

o 

-5 

2 

o 

-3 1 

El producto A e no puede o~tenersé, puesto que el número de 

_:] 

colum 

nas de A no es igual al número de renglones de C. Se dice enton-

ces que las matrices A y e "no son conformables para el producto 

AC". 
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Curiosamente, estas mismas matrices s! resultan cbnformables para 

EÜ producto CA. 

En efecto, como puede verificarse fácilmente 

CA [
-2 -4 4] 

= -6 1 -:2 

De lo anterior se sigue que la multiplicaci6n de óatrices no es 

conmutativa; es decir, nb puede establecerse que para dos matri 

ces Ay B (conformables para el producto AB) se tenga que AB = BA. 

Puesto que AB y BA representan en general matrices diferentes, es 

importante hacer énfasis en el orden en que se multiplican. As!, 

en el producto AB se dice que la matriz A "premultiplica" a la ma 

triz B; mientras que e~ el producto BA se dice que A "postrnultf 

plica a B. 

En ·algunos casos, como el del ejemplo anterior, la rnultiplicaci6n 

puede efectuarse en un sentido, digamos AB, pero no en el otro, 

es decir BA. En otros casos la rnultiplic~ci6n puede efectuarse 

tanto en un sentido corno en el otro, pero los resultados pueden 

ser difErentes o iguales según las matrices de que se trate. 

Cuando dos matrices A y B son tales que AB = BA se dice que son 

"permutables" (también suele decirse que "conmutan"). 

Por ejemplo, para las matrices 

A =[O -1] y B = [1 2] 
3 -1 3 4 

·1 
·¡ 
í 
l 

1 

l 
t 
t ¡ 
l 
f 
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se tiene que 

L3 -:] [1: -3] 
AB = O y BA 

-7 

por lo que A y B no son permutables; mientras que para 

{: -1] [3 _:] A y e 
-1 -3 

se tiene que 

AC [: :] y CA [: :] 
po~ lo que A y e son permutables. 

. La multiplicaci6n de matrices satisface la ley asociattva que es-

tablece el siguiente enunciado. 

VI.3.2 TEOREMA 

Sean A, B y C matrices de rnxn, nxp y pxq, respectiv~ 

mente, cuyos elementos son números complejos, enton-

ces: 

A(BC) (AB)C 

DEMOSTRACION 

Sean A = [ai~ , B = [ biJ y e = [ ci~ matrices de rnxn, nxp y pxq, 

respectivamente. Entonces, por VI.3.1 

,1~ ' 
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donde Be es una matriz de nxq. Entonces 

A(BC) U, aih ( J: bhkck.~ 
k= 1 J 

[h~l 
p 

aihbhkckj ~ ( E 
k=l 

[k!l 

n 

aihbhkckj ~ E 
h=l 

C!, n 

aihbhk)ckJ 
( E 
h=l 

A(BC) = (AB)C 

y la prueba termina. 

D 

por VI.3.1 

por vi) de II.l.4 

puesto que podemos su -
mar en cualquier orden. 

por vi) de II.1.4 

por VI. 3.1 

Para verificar el teorema anterior en un caso particular, conside 

remos las matrices 

[_: :] A B 

Obtengamos primero el producto 

[ -~ :] 
3 -2 

BC ~ [-: : :] [-: -~J [-: ,:J 
--.. > >< ~~- ¿_-; .. ~. -··1 / 

y, posteriorrnenté, pre;ultfp];'"j_"~É:~-0~ éste por la matriz A, con lo 

que se obtiene 

f 

! 
l 

1 
1 

i 
1' 

1 

./ 

1 

1 ¡ 
¡· 
i 
l 

1 
1 

f 

1 .,¡ 
' 1 

1 
'f 

l 
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Por otra parte, obt~nq~unos p:z;;i,mero el producto 

~: j:r L:·. 
,,_.) 

l"l [: 
-·-·-

.2'- 8 

_:] AB = oj 1 -2 

y, a continuaci6n, postrnultipliqué~oi:;lo por e, con lo que sé ob -
.,. . '\ 

tiene 

(AB)C 

y hemos llegado al mismo resultado, corno cabía esperar del teore-

rna VI.3.2 

Con fundamento en dicho teorema podernos escribir simplemente 

ABC 

ya que no importa cual de los productos (AB o BC) se efectúe pri-

mero. 

Consideradas simultáneamente, la adici6n y la multiplicación de 

matrices tienen las propiedades que se enuncian a continuaci6n, 

conocidas corno leyes distributivas de la multiplicación sobre la 

adici6n. 

VI. 3. 3 TEOREMA 

Sean A, B y e matrices de rnxn, nxp y n xp, respectivame~ 

te, y D, E y F matrices de mxn,, mxtl y nxp, respectiv~ -

mente, cuyos elementos son números complejos; entonces: 

i) A (B + e} 

ii) (D + E)F 

AB + AC 

DF + EF 
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DEMOSTRAeiON 

Se demostrará a continuaci6n la distrib~tividad por la izquierda 

(propiedad i), dejando al lector como ejercicio la demostraci6n 

de la distributividad por la-derecha (propiedad ii). 

Sean A = [aiJ , B F [bi~ y e = [ci~ matrices de mxn, nxp y nxp, 

respectivamente; entonces 

B + e [b .. +c. J por VI.2.1 
l] l] 

A(B + C) U, aik (bkj + ck;>J por VI. 3.1 

U, (aikbkj + aikckj)J por vi) de II.l. 4 

[k~1 
n 

aikckj] aikbkj + í: por ii) y iii) de 
k=1 II.l. 4 

[ k~1 aikbkj] L" aikckj] + í: por VI. 2.1 
k=1 

A(B + e) AB + AC por VI.3.1 

y la prueba termina. 

D 
--- Matriz identidad 

Se conoce como "matriz identidad" de orden n a una matriz cuadra-

da de orden n que es de la forma 

1 o o o 

o 1 . o o 

o o 1 o 

o o o 1 
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Como puede verse, esta matriz ~stá formada con unos y ceros Gnic~ 

mente. Los elementos iguales a uno son aquellos en que coinciden 

el número del renglón y el de la columna donde se encuentran, y 

todos los demás elementos son iguales a cero. 

Lo anterior permite establecer la siguiente definición para la ma 

triz identidad. 

VI.3.4 DEFINierON 

Se llama matriz identidad de orden n a la matriz cuadra 

da de orden n In = [o i j] , tal que 

o .. 1, si i j 
.J.] 

y 
ó .. 

J.] 
o, si i =f j 

Al símbolo ó .. de la definición anterior se le conoce como "delta 
J.] 

de Kronecker". 

La matriz identidad juega un papel muy importante en el álgebra 

de matrices, ya que constituye un elemento idéntico para la multi 

plicación. 

Por ejemplo, si premultiplicamos la matriz 

A 

por la matriz identidad de orden tres se tendrá 



Si ahora postrnultiplicamos dicha matriz por I2 se tendrá también 

En general, se tiene el siguiente teorema 

VI.3.5 TEOREMA 

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces: 

DEMOSTRACION 

i) I A 
m 

ii) A! 
n 

A 

A 

Se demuestra a continuaci6n la parte i) dejando como ejercicio al 

lector la demostraci6n de ii). 

i) Sea A= [aiJ una matriz de mxn con elementos en e y sea 

I = [o. :l m J.:i_j 

I A 
m 

I A -
m 

por VI. 3.1 

por VI.3. 4 

por VI. 3. 4 

por iv) de II.l.4 

como se queria. 

o 
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V!. 3. 6 EJERCICIOS 

1.- Para las sigui~ntes matrices 

A e [: -: _:] 
calctilar, de s~~ posible, AB, BA, BC, CB, ABC, CBA y BCA. 

2.- Demostrar que si A, B y C son matrices de mxn, nxp y nxp, res

pectivamente., y D, E y F son matrices de mxn, mxn y nxp, re~ -

pectivamente, cuyos elementos son números complejos, entonces: 

a) (D + E) F DF + EF 

b) A (B - C) AB - AC 

e) (D - E}F DF - EF 

3.- Si A y B son dos matrices de mxn y nxp, respectivamente, y a 

es un número complejo cualquiera, entonces: 

a(AB) (a.A) B A(aB} 

a) Ilustrar el enunciado anterior mediante un ejemplo. 

b) Demostrar dicho enunciado. 

4.- Demostrar que si A es una matriz .de rnKn .con elementos en C, 

entonces: 

AI A 
n 
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5.- Para las siguientes matrices 

A B 

[

bll . 

-1 

-2 

o 

2 

3 

determinar los ~alares de a11, b 11 , . b 23 y b 33 que satiéfacen 

la igualdad 

AB I 

· ¡ 

' · ,. 
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VI. 4 ,_..;.. .INVERSA DE UNA MATRIZ 

En ciertos casos, para una matriz A es posible hallar una matriz 

X tal que XA = I = AX. 

Por ejemplo, para la matriz 

se tiene que la matriz 

es tal que 

XA ~,:_ ~:J[: ':] [ :· :) 
AX [ 3 1] 12 -1] [ 1 o] 

s 2 ts 3 o 1 

Se dice entonces que X es "inversa" de la matriz A y ~e represen-

ta con A-1 • 

VI. 4.1 DEFINICION 

séa A una matriz de nxn con elementos en C. 

matriz X se dice que es inversa de A si 

XA I 
n 

y se representa con A-1
• 

AX 

Una 

' ;¡ 
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Cabe hacer notar que la igualdad XA = AX s6lo es posible cuando 

A y X son matrices cuadradas del mismo orden; en consecuencia, p~ 

ra que una matriz A tenga inversa es condici6n necesaria que sea 

cuadrada. Además, la inversa deberá ser también cuadrada y del 

mismo orden que A. 

La definición VI. 4.1 establece lo que deberá entenderse por inver 

sa de una matriz cuadrada, _.P_~_:r:_<::) __ l'?:.C> _dice que toda matriz cuadrada 

tenga inversa, ni que dicha inversa (en caso de existir) sea Gni-

ca. 

En lo que se refiere al primer punto, se puede demostrar, median-

te un ejemplo, que no todas las matrices cuadradas tienen inversa. 

En efecto, para la matriz 

A 

[: :] 
una matriz 

X 
[

X X j 11 12 

X21 X22 . 

tal que XA = I deberá cumplir con 

[ ::: :j [: :] [: : J 

esto es 

11 

[

3x 

3x 
21 

34 3 

:] [: :] 
igualdad que, como puede verse_, no se satisface para ningún valor 

de los elementos X 1 ~, X
1
i' x

21 

ra la matriz propuesta. 

X 
2 2 

Luego, no existe inversa p~ 

"n~ singulares"* A las matrices que tienen inversa les llamamos 

y a las que no tiehen inversa "singulares". 

VI.4.2 DEFINICION 

sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice 

1 · ex-1ste A-1 , en caso contrario que A es no singu ar s1. • 

se dice que A es singular. 

En lo que se refiere a la unicidad, se puede demostrar que la in

versa de una matriz cuadrada (si existe) es única, como lo est~ -

1 enuncian además otras blece el siguiente teorema, en é que se 

propiedades importantes de la inversa. 
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VI.4.3 TEOREMA 

Si A Y B son dos matrices no singulares del mismo 

orden y A E e, entonces: 

i) A-l es única 

ii) (A-l) -1 = A 

iii) (AB)- 1 = B-1 A-l 

iv) (AA)- 1 = 1 A-l 
X: 1 si A =1 o 

DEMOSTRACION 

Se demuestran a continuación i) y iii) dejando al lector corno 

ejercicio la demostración de ii) y iv). 

i) Sea A una matriz de n xn no singular, y sean x, y doi inversas 

de A; entonces, por VI.4.1 

XA I 
n 

Por otra parte 

X XI 
n 

X(AY) 

(XA)Y 

I y 
n 

X y 

AX y 

por 

por 

por 

por 

por 

YA I 
n 

ii) de VI. 3. 5 

hipótesis 

VI. 3. 2 

hipótesis 

i) de VI. 3. 5 

Y en consecuencia la inversa es única. 

AY 

iii) Sean A Y B dos matrices de nxn no singulares. Por VI.4.2 
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existen A-1 y B-1 '! puede formarse el producto 

/ 

para el cual se" tiene que 

! . 
(B-1 A-'1 ')(AB) = (B-1 A-1 )[(A)(B)] 

= [(B-1 A-1 )A] B 

= [B-1 (A-1 A)] B 

(B-1 I )B 
n 

En fotrna an&loga puede demostrarse que 

I 
n 

por vr.3.2 

por VI.3 . 2 

por vr.4.1 

por vr.3.5 

por vr.4.1 

y, en consecuencia, de VI. 4. 1 se tiene que B-
1 

A"
1 

es la inver 

sa de AB; esto es 

como se quería. o 
Cabe hacer notar que de la expresión anterior se sigue que el pr~ 

dueto de dos matrices no singulares es una matriz no singular; re 

sultado importante del que haremos uso más adelante. 

Cálculo de la inversa por transformaciones elementales. 

Como hemos visto, hay matrices cuadradas que tienen invers~ y hay 
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otras que no la t~enen; por tanto, cabe ahora preguntarse cómo p~ 

demos saberrsi una matriz dada A tiene inversa o no la tiene y, 

en caso de que la tenga, cómo podemos obtenerla. 

Un primer procedimiento que podría ocurrirse consiste en plantear 

una matriz desconocida X, cuyos elementos xij queremos determinar. 

Multiplicar dicha matriz por A y obtener los valores de xij que 

hacen posible las igualdades 

XA I AX 

Este procedimiento, que se fundamenta directamente en la defini -

ción de inversa, nos conduciría sin embargo a un sistema de n 2 

ecuaciones con n 2 incógnitas, que para valores grandes de n resul 

ta muy arduo resolver. 

En su lugar se propone a continuación un método más práctico que 

se basa en el empleo de las transformaciones elementales por ren

glón, · las cuales se manejaron en el capítulo anterior. 

El método consiste en aplicar una sucesión de transformaciones 

elementales a la matriz A hasta obtener la matriz identidad, y 

aplicar esta ll_lisma sucesión de transformaciones a la matriz In 

con lo que se obtiene A- 1
• Si no es posible transformar la ma -

triz A en la matriz identidad entonces no existe A- 1
• 

Con el propósito de fundamentar t ·eóricamente este método introdu

ciremos a continuación el concepto de matriz elemental y estable~ 

ceremos algunos resultados que nos permitirán concluir la validez 

del método. 

--- Matrices elementales 

Í. 

1-

f 

1 
t 
i 
1 
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Consideremos la matriz 
f. f~: 

[: 

2 -1 :l A 5 6 

1 4 -2J 
y apliquémosle la transformación elemental (T¡) que consiste en 

intercambiar los renglones segundo y tercero; se obtiene entonces 

la matriz 

-1 

1 4 

5 6 

Esta matriz puede obtenerse también corno resultado de una multi -

plicación. 

En efecto, si premultiplicamos A por la matriz 

se tendrá 

2 -1 2 -1 

5 6 1 4 

1 4 5 6 

La matriz E 1 recibe el nombre de "matriz elemental" y, corno puede 

verse, se obtiene a partir de la matriz identidad efectuando en 

ella la tr~nsformación correspondiente (en este caso el intercam

bio de los renglones 2 y 3). 
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Se obtiene así el equivalente algebraico de "aplicar una tran~ -

formación elemental" que es "premultiplicar por una matriz elemen 

tal". 

Es claro que existen tres tipos de matrices elementales, corre~ -

pendientes a los tres tipos de transformaciones elementales. 

VI.4.4 DEFINICION 

Una matriz elemental es aquella que se obtie ne aplicando 

a I una transformación elemental y se representa con: 
n 

I ( i 'j) 
n 

si se obtiene intercambiando los renglones 
i y j de In. 

si se obtiene multiplicando por un número 
k~ O el renglón.i de In. 

Ik(i,j) si se obtiene multiplicando por k el renglón 
n i de In y sumando el resultado al renglón j. 

De acuerdo con esta notación, a la matriz E 1 del ejemplo anterior 

le corresponde el símbolo I(
2

'
3

) 
3 

VI.4.5 TEOREMA 

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces: 

i) 

ii) 

es la matriz que se obtiene intercambian
do los renglones i y j de la matriz A. 

es la matriz que se obtiene multiplicando 
por k el renglón i de la matriz A. 

iii) Ik(i,j)A es la matriz que se obtiene sumando al 
m renglón j de la matriz A el renglón i 

multiplicado por k. 

1 
J. 

' 1 

1 

1 

1 
¡ 

¡ 
. ~ 
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DEMOSTRACION 

Se demuestra a continuación la proposición i), las proposiciones 

i~) y iii) se pueden demostrar de manera similar. 

Puesto que I(.i,j) =re l es una matriz identidad con los renglo-m L rc:J 
nes i y j intercambiados, se tiene que 

Sea 

{1) 

b 

por 

parar~ i, j; e re 

para r 

para r 

I(i,j )A B [bre] m 

Para r -:¡. i, j se tiene 

m m 
L: erkake = E re 

k=1 k=1 

lo que el renglón r de 

8 

(2) Para r i se tiene que 

b 
re b . 

~e 

ó 
re 

11, si e 

o, si e 

11, si e 

O, si e 

que 

rkake = o 
rr 

B es igual 

~ 

:¡ 

a re 

al 

j 

j 

i 

i 

= l•a = a 
re re 

renglón r de A. 

a. lf e 
JC 

Por lo que el renglón i de B es igual al renglón de A. 

(3) parar= j · se tiene que 

b 
re b. 

JC 
a. lt- e 
~e 

Por lo que el renglón j de B es igual al renglón i de A. 

l.J. e 

En consecuencia, de (1), (2) y (3) la matriz B se obtiene inter-

···-~ 

'· f>. 

1.~ :i 

~ ;: 

. ¡ 
.f ~ 

.i 

'i 
!'· ; 
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cambiando los renglones i y j de la matriz A, como se quería. 

o 
De acuerdo con el teorema anterior, cuando una matriz se premult! 

plica por I (i ,j ) se intercambian sus renglones _ i y j. En partic~ 
n 

lar, si es la misma I(i,j ) la que se premultiplica por dicha ma
n 

triz, tomando en cuenta que I(i,j) se obtiene intercambiando los 
n 

renglones i y j de In, se tendrá que 

I(i,j)I(i,j) 
n n 

I 
n 

por lo que I(i,j) tiene inversa, 
n 

que es la misma I(i,j). 
n 

Razonando de manera similar podemos concluir que la inversa de 

l(í) 
es Il< 

n 
y que la inversa de Ik(i,j) 

n 

En consecuencia, se puede establecer que 

VI.4.6 TEOREMA 

es 

Las -matrices elementales son no singulares. 

y, tomando eQ cuenta el teorema VI.4.3, se tiene que 

VI.4.7 TEOREMA 

El producto de matrices elementales es una 

matriz no singular 

Justificación del método. 

Estamos ahora en condiciones de fundamentar el método descrito p~ -

ra obtener la inversa de una matriz mediante transformaciones 

! 
i 
·I , 

l 

i 
r 
1' 
t 
i 
l 
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mentales. 

En efecto, sea A una matriz de nxn con e¡ementos en e y 

i) Supongamos que existe una sucesión (finita) de transformacio-

nes elementales 

T,T, ••• ,T 
l 2 k 

que aplicada a la matriz A la transforma en la matriz identi-

dad de orden n; esquemáticamente: 

A 

T 
l. 

+ A 
1 

T 
2 

+ + I 
n 

Entonces, existe una sucesión (finita) dB matrices elementa -

les 

E 1 , E 2 , • o. 1 Ek 

tales que 

E k (o • o {E 2 {E 1 A} } o o o ) 

por lo que 

I 
n 

Si llamamos P al producto Ek ••. E 2 E 1 , se tendrá que 

PA I 
n 

Por otra parte, como P es un producto de matrices element~ -

les, de VI. 4. 7 se sigue que P es no singular y existe p-l ; 

por ta:nto 

· 1 

·i 
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p-1 (PA) p-1 I n 

(p-l P) A p-1 In 

In A p-1 In 

A p-1 

y postmultiplicando ahora por P 

AP p-1 p 

AP I 
n 

En consecuencia 

PA I 
n 

AP 

y P es la inversa de A. 

El desarrollo anterior indica que la inversa de A (la matriz 

P) puede calcularse como el producto de k matrices elementa -

les, las cuales deben obtenerse previamente; sin embargo, la 

matriz P puede calcularse directamente a partir de I como se 
n 

muestra a continuaci6n. 

En efecto, se tiene que 

p 

p 

E 
k 

E E 

P = E ( ••• (E (E I ) ) ••• ) 
k 2 1 n 

de donde podemos concluir que P se obtiene aplicando a In la 

sucesi6n de transformaciones elementales T T T 1 1 2 1 ••• , k' 

l 
l 
! 

·, · . 

¡. 
1 

1 
~ 

¡ 1 

l 
¡, 
t 

·¡ 
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Lo anterior sugiere, para prop6sitos de cálculo, el empleo de 

un arreglo formado por dos matrices de nxn. 

Inicialmente el arreglo tiene del lado izquierdo a la matriz 

A y del lado derecho a la matriz identidad In. Se efectúan 

entonces (en ambas matrice.s simultáneamente) las transform~ -

ciones necesarias para obtener en el lado izquierdo la matriz 

Ini y al finalizar el proceso se obtiene en el lado derecho 

· la matriz A-1 • 

En forma esquemática 

T1 
+ 

Para ilustrar lo anterior mediante un ejemplo consideremos la 

matriz 

A 

cuya inversa deseamos obtener. 

Formemos primero el arreglo [AII~ y efectuemos a continua

ci6n las transformaciones necesarias para obtener en el lado 

izquierdo una matriz escalonada (como en el método de Gauss). 

:]~1[~ : 
1 ~ o -1 

o 1 o o 1 o 1 o 

1 -2 1 2 1 1 o 1 

1 -2 2 1 o 2 o o 

Y una vez que se ha obtenido ésta continuamos con el proceso 

hasta obtener en el lado izquierdo 1~ matriz identidad. 

.; 
' : ~ 



"·,i ) 

li\1 

354 

o] [1 o 
1 T: O -1 

o o o 

o 1 o o 16 -6 

o 5 -2 o 5 ..-2 

1 -2 1 1 -2 1 

o o 

1 o 

o 1 

con lo que se llega al arreglo [r 3 1A-il J y, en consecuencia, 

para la matriz A en cuestión se tiene que 

Supongamos ahora que la matriz A no puede ser transformada en 

la matriz identidad mediante una sucesión de transformaciones 

elementales. 

Se tiene entonces una sucesión de transformaciones elementales 

que aplicada a la matriz A la transforma en una matriz e que 

tiene un renglón de ceros; y existe por tanto una sucesión de 

matrices elementales 

• • •, E r 

tales que 

Si llamamos Q al producto E 
r 

QA e 

E
2 

E
1

, se tendrá que 

Por VI.4.7 Q es una matriz no singular, y si A fuese también 

no singular por iii) de VI.4•3 se tendría que e es no sing~-

¡ 
¡ 

f ¡ 
l 

1 
l 
¡ 
¡. 

¡· 

.t 
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lar; sin embargo, C es singular puesto que tiene un renglón 

de ceros y para cualquier matriz M el producto MC tiene un 

renglón de ceros, es decir que no existe M tal que MC = I. 

En consecuencia la matriz A es singular y no existe A-
1

• 

Para ilustrar este caso consideremos la matriz 

í 1 3 

:] A l: 6 

-3 

Formemos el arreglo [A 1 I 3] y tratemos de obtener en el lado 

izquierdo la matriz identidad 

[: 
3 o 1 o :};[: 3 o 

1 
1 o 

:1 T:[: 
3 o 1 o o 

6 1 o 1 o 1 ¡-: 1 o 1 -2 1 o 

-3 2 o o o 2 o o o 5 -2 1 

Como se ve, en el lado izquierdo del último arreglo se ha ob-

tenido una matriz con un renglón de ceros, por lo que la ma -

triz A es singular y no tiene inversa. 

VI.4.8 EJERCICIOS 

1.- Para las matrices 

r: -1 -1 1] 1 1 1 

A = 1 o 2 y B 2 3 2 

-2 o 1 -1 2 2 3 
~ 

í; ?(' o o o 
¿~ 

t 

obtener ei producto AB 

¿Puede decirse que A es inversa de B? ¿Por qué? 
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2.- Demostrar que si A es una matriz no singular con elementos 

3 ;.,-

4.-

5.-

en e y A E e, entonces: 

a) 

b) 

A 

1 A-l 
'X" 

Para cada una de las 

p tal que PA sea una 

[: 

2 

i) A -2 

1 

Obtener la inversa, 

matrices 

1 2 3 

A 1 3 3 

2 4 3 

1 1 1 

y 

~ara la matriz 

1 2 o 

3 -1 m 
A 

o 4 2 

-2 1 o 

si A f O 

siguientes matrices, 

matriz escalonada: 

-1 

:] 4 ii) A 

7 

si existe, de cada una 

1 

2 B 

3 

1 

e 

-1 

2 

1 

2 

..... ... · 

obtener una matriz 

i o 1 

o 1 i 

-i 2 1 

-1 o 1 

de las siguientes 

determinar el conjunto de valores para los cuales A- 1 existe 

y obtenerla. 
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VI.~CUACiONES CON MATRICES 

Consideremos ahora las matrices 

y B [ 
4 o -2] 
1 -3 -1 

A ~ [: :] 

Y preguntémonos si es posible hallar una matriz X que satisfaga la 

siguiente relación \ 

AX + B 3X 

Hemos planteado eón ello una ecuación entre matrices, donde la ma-

triz X es la incógnita. 

En ciertos casos estas ecuaciones, conocidas corno ecuaciones rnatri 

ciales, pueden resolverse siguiendo el mismo procedimiento que se 

emplea para resolver ecuaciones planteadas con números; esto es, 

tratando de "despejar" la incógnita en t~rrninos de los otros ele-

mentos que intervienen en la ecuación. Sin embargo, las propieda-

des de las operaciones con matrices presentan, como hemos visto, 

algunas diferencias respecto a las propiedades de las operaciones 

con números, por lo que debernos tener especial cuidado en que los 

"pasos" efectuados en el despeje sean válidos en el álgebra de ma-

trices. 

Volviendo al ejemplo que nos ocupa, para "pasar" la matriz B al 

miembro derecho de la ecuación podemos proceder de la siguiente ma 

nera: 

.Por iv) de yr.2.2 existe -B, por lo que, de la expresión original 

(AX .J.. B) + (-B) 3X + (-B) 

.... ; .... 
1''' 
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en consecuencia 

AX + [ B + (-B) ] 3X + (-B) por i) de VI.2.2 

AX + O 3X + (-B) 
por iv) de VI.2.2 

AX = 3X + (-B} 
por iii) de VI.2.2 

Para "pasar" ahora la matriz 3X al miembro izquierdo de la ecua -

ci6n: 

por iv) de VI.2.2 existe -{3X), y de la expresi6n anterior 

-(3X) + AX ~(3X) + [ 3X + (-B) J 
_de donde 

-(3X) + AX [ - ( 3X) + 3X J + (-B) por i) de VI.2.2 

-(3X) + AX =O+ (-B) 
por iv) de VI.2.2 

-(3X) + AX = -B 
por iii) de VI.2.2 

Ahora, para "factorizar" a X procedemos como sigue: 

Probamos prim~ro que 

-(aX) = (-a)X 

por lo que podemos escribir simplemente -aX. 

En efecto, si a es un escalar de C y X una matriz de mxn con ele 

mentes en C: 

/ 
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a X + [ (-a. ) X ] [a + (-ex) ] X por ii) de VI.2.5 

O• X por v) de II.1.4 

cxX + (-cx)X o por S.c) de VI.2.6 

de donde 

(-a) X = - (aX) por iv) de VI.2.2 

Llevando este resultado al desarrollo anterior podemos escribir 

(-3)X + AX -B 

1 
- i de donde se sigue que 

t 
(-3) (IX) + AX -B 

[<-3) I] X + AX -B 

(-3I)X + AX = -B 

(:-3I + A) X· = -B 

por i) de VI.3.5 

por 3 de VI. 3 • 6 

por lo que acabamos 
de demostrar 

por ii) de_ VI.3.3 

Finalmente, para despejar X premultiplicamos por la inversa de 

(-3r +A), lo cual es válido s6lo si dicha matriz es no singular. 

As1: 

Si a (-3r + A)-1 se tiene que 

(-3I + A)- 1 
[ (-,3I + A) X J (-3I + A)- 1 (-B) 

en consecuencia 
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[(-3I + A)- 1 (-3! .+A)] X (-3I + A)-1 (-B) por VI.3. 2 

IX (-3I + A)-1 (-B) por VI. 4.1 

X (-3! + A)-1 (-B) por i) de VI.3.5 

con lo que hemos conseguido expresar a X en términos de las matri-

ces A y B y del escalar 3 que aparecen en la ecuaci6n. 

En el desarrollo anterior hemos efectuado uno a uno todos los p~ - . 

sos necesarios para resolver la ecuaci6n, y los hemos justificado 

formalmente con el propósito de ilustrar c6mo puede despejarse la 

incógnita en una ecuación matricial empleando las propiedades del 

álgebra de matrices; sin embargo, en la práctica es aconsejable 

suprimir los pasos que resultan obvios y s6lo especificar detalla

damente aquellas partes del proceso donde existan dudas. Por otra 

parte, la justificaci6n formal de los mismos suele dejarse para·· 

las demostraciones únicamente. 

Regresando al ejemplo, para obtener los elementos de la matriz X 

bastará con efectuar las operaciones indicadas en la última expr~ 

sión obtenida. Así 

-3I + A 

para calcular la inversa de esta matriz procedemos como sigue 

[: 4 1 :}[: 2 1 

~]{: 
2 1 

:] 
2 2 

S o 5 o -1 3 
-2 ¡ 

/ ' 
._/ 

~ crd 

¡· 
1 

f 
i ¡ 
r~ 

[: 
2 

1 

po"r lo que 

1 
2 

3 
2 

_:] ~ [: 

X (-3I + A)-
1

(-B) 
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o 5 

2] - 2 

1 
3 -1 2 

es la matriz que satisface la ecuación propuesta. 

..,...__ Representación matricial de un sistema de ecuaciones lineales. 

Otro ejemplo de ecuación matricial, de uso frecuente en las apli-

cacione s, lo constituye la llamada representación matricial de un 

sistema de ecuaciones. 

Como se sugirió al inicio de la sección VI.3, con base en las de-

finiciones de igualdad y de multiplicación de matrices, un siste-

ma de m ecuaciones lineales con n incógnitas puede quedar repr~ -

sentado por la expresión 

AX == B 

donde A es uria matriz de mxn que se conoce como "matriz de coefi-

cientes" del sistema, X es una matriz de nxl conocida como "vec -

tor de incógnitas" y B es una matriz de mxl conocida como "vector 

~e t€rminos independientes". 

Esta ecuación puede resolverse premultiplicando por A- 1 cuando A 

sea una matriz no singular. 

En efecto, si a A- 1 se tiene que 

---
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A- 1(AX) A-l B 

(A- 1 A)X A-l B 

IX A- 1 B 

X A- 1 B 

Así, por ejemplo, el sistema de ecuaciones lineales 

xl + 2 

X 2 - 2x 3 -1 

3 

puede expresarse en forma matricial como AX B, donde 

A y 
B = HJ 

Para determinar si existe A-1 y obtenerla procedemos como sigue 

por lo que 

o 3 

1 -2 

1 2 

o 3 

1 -2· 

o 1 

1 o 

o 1 

o o 

1 o 

o 1 

-1 -1 

o 3 1 o 

1 -2 o 1 '< 

1 -1 . -1 o 

o 

1 

o 

o 

o 

1 

4 3 

-2 -1 

-1 -1 
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[ _: _: -:] 
-1 -1 1 

...... -.. · 
y en consecuencia -e-· 

X 

es la soluci6n del sistema; es decir 

X1 = ~4, X2 = 3, X3 = 2 

~Diferencias entre el álgebra de números y el álgebra de matrices. 

Con objeto de prevenir al lector sobre errores que pueden cometer-

se al aplicar descuidadamente a las matrices las reglas usuales en 

el manejo de los números, se presentan a continuación algunas dif~ 

rencias importantes entre el álgebra de los números y el álgebra 

de las matrices. 

1) La diferencia más general consiste en que podemos sumar o multf 

plicar dos números cualesquiera, mientras que no siempre pod~ -

mos hacerlo con las matrices, puesto que éstas deben ser canfor 

mables para la operación a efectuar. 

Como consecuencia de ello podemos · encontrarnos con ecuaciones 

matriciales "mal planteadas", en el sentido de que no puedan 

efectuarse las operaciones propuestas. Por ejemplo, si para 

las matrices A y B del inicio de esta secci6n ~planteamos la 

ecuación. 

XA + B 3X 
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se tendrá que, como A es de 2x 2, la matriz X deberá ser de mx2 

para que exista el producto XA, y en tales circunstancias XA 

será tambi~n de mx2 por lo que no podrá sumarse con B. Luego, 

no existe matriz X alguna que permita efectuar las operaciones 

propuestas en el miembro izquierdo de la ecuación. 

Las diferencias más significativas, sin embargo, son las rela-

cionadas con la multiplicación; entre las cuales se cuentan 

las siguientes. 

2) La multiplicación de números es conmutativa, mientras que la 

multiplicación de matrices no lo es. 
.~ !i ' 

Como consecuencia de ello se tiene que, para ·los números 

b = e ) ab ac 

y también 

b = e ) ab ca 

mientras que para las matrices 

B C ) AB = AC 

pero 

B C =j=> AB = CA 

Así, por ejemplo, al despejar la incógnita X de una ecuación 

matricial 

AX B 

se premul tiplican ambos miembros por A-1 con lo que se obtiene 

! 
1 

1 

1 ¡ 

l 

t 

l 
l 
¡ 

t 
J 

l 
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resultado que, en general, difiere de 

que se obtendría premultiplicando por A-1 el miembro izquierdo y 

postmultiplicando por dicha matriz el miembro derecho. 

3) El producto de dos números diferentes de cero es diferente de 

cero, mientras que el - producto de dos matrices diferentes de la 

matriz cero puede ser igual a la matriz cero. 

Por ejemplo, para las matrices 

A y B 

se tiene que A i O, B i O y AB o. 

4) La ley cancelativa para la multiplicación tiene una aplicación 

más restringida en el caso de las matrices. 

En efecto, para los números se tiene que 

si a i O entonces ab ac ) b = e 

lo cual no es válido para las matrices ya que, por ejemplo, pa

ra las matrices A y B citadas anteriormente se tiene que A t O 

y 

AB AO 

sin embargo, esto no implica que B = O; es decir, no podemos 

"cancelar" la matriz A en la expresión anterior. 
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Para las matrices, la ley cancelativa puede enuncia~se de la 

siguiente manera 

Si A es no singular entonces AB = AC ) B e 

corno el lector podrá demostrar fácilmente. 

Antes de concluir esta sección conviene sefialar que hay ecuaciones 

matriciales, del tipo que hemos planteado aquí, las cuales no pue-

den resolverse empleando el procedimiento que hemos descrito y 
1 
( 

que, sin embargo, tienen solución. Para estos casos queda el re- . 

curso de plantear un sistema de ecuaciones lineales equivalente y t 
1 

resolverlo empleando el método de Gauss. 

VI.S.l EJERCICIOS 

- -~~ 
2.- Si definimos A2 

(A+B) 2 - (2A+B)B 

A A, considere el siguiente desarrollo 

(A+B) 2 

(A+B) 2 

·i 

1 ~ 
.. í · 

'¡ 

'1 
i 
i 
l 

1 

¡ 

\ 

A2 + 2AB + B2 - 2AB - B 2 

(A+B) 2 
- (2A+B)B A2 

) \ 

Y compruebe la validez de la última expresión para las matr.f. 

ces 

B [: :] 
¿Hay algún error? Explique en que consiste. 

1 ¡· 
r 
f ' r 

1 
; : :• .. 

2.-

/ 1 . 
\! 

3.-
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Obtener la matriz X, si existe, tal que: 

a) XAB = e + X 

si A [:] B [ 1 -1.] e [: :] 
b) XA + B = XC 

~: -1] [: -2l r 1 _: J si A B e 
' 4 L 1 -1 _j 

e) AX + e B 

si .A [: -: l B [: _: l e r: -~ l 
-2 

d) A + XB XC 

[: _: J [: -2 

:J l~ _n si A B e = 
-1 

Para las matrices 

[
2 2] 
o -1 

í l -2] 
Gl 1 

B .e 

y la ecuación B(XA + B) e - 3XA 

a) Obtener la expresión de X en términos de A, B y C 

b) Obtener los elementos de la matriz X que resuelve la ecua -
ción. 

4 ~ - Demostrar que si A es no singular, entonces: 

i) AB 
ii) BA 
iii) AB 

AC ==) B 

CA ) B 

CA, ~ B 

e 
e 
e 
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VI.§::::r- TIPOS ESPECIALES DE MATRICES CUADRADAS 

Las matrices cuadradas desempeñan un papel muy importante en la 

teoría de matrices, especialmente en lo que se refiere a sus apli-

cae iones. Es por ello que se establece cierta terminología esp~ -

cial para este tipo de matrices, de la cual nos ocuparemos en esta 

sección. 

Diagonal pri~cipal, tri&ngulo superior y tri&ngulo inferior. 

En una matriz cuadrada pueden distinguirse tres "regiones": 

A 

i) 

ii) 

- '""' ·-·· -- - ··---·----------

a "'--·a a a 
1 1 ·· .. .._ _1 2 1 3 1 n 

a a a 
21 22 '-. 23 

''--. 

a 
2n 

a a a"-·,, 
3 1 3 2 3 3' 

a - triángulo superior 
3n 

diagonal principal a a a 
D1 D2 D3 

-1..___ __ triángulo inferior 

La "diag.qnal principal_", constituida por los elementos a .. 
~J 

tales que i .= j; es decir por los elementos de la forma aii" 

Dichos elementos se encuentran ubicados en lo que geom€tric~ 

mente seria una de. las diagonales del cuadrado formado por la 

matriz (la diago~al . que va de izquierda a derecha y Je arriba 

hacia abajo) 

El "triángúlo superior", constituido por los elementos a .. 
~J 

tales que i ·< j. 

Estos elementos se éncuentran situados "por arriba" de la dia 

gonal principal. 
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iii) El "triángulo inferior", constituido por los elementos aij ta 
/ 

les que i > j. 

Estos elementos se encuentran situados "por debajo" de la dia 

gonal principal. 

Los tipos especiales de matrices cuadradas que veremos en esta sec 

ci6n se refieren a la naturaleza y disposición de los ele~entos de 

acuerdo con estas tres "regiones". 

~~=:~-:;:-~~raza dO ~~~ ~atriz cuadrada al n~ero que se obui'\ 
1 J 

- ~ (, . ne sumando los elementos de su diagonal principal, como lo estab~,~--) 

1 ~ la siguiente definición '--~--' 

•' 1, ' ' '·· - ·- -~-
VI.6.1 DEFINICION 

J ! .. Sea A = [ ai~ 
Se llama traza 

¡ 

l 
1 

número 

f ' 
l 
¡ 

Así, por ejemplo, para 
#. ' 

2 -3 

-1 -4i 
A 

S 2 

3i -6 

una matriz 

de A, 

n 
E 

i=1 

y se 

a .. 
~~ 

la matriz 

o l+i 

2 4 

o -1 

1 Si 

de nxn con elementos en c. 

representa con tr A, al 
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se tiene que 

tr A a 
l 1 2+1 

De acuerdo con VI.6.1, la traza define una funci6n del conjunto de 

matrices cuadradas con elementos en e en el conjunto de los núme 

ros c omplejos. Dicha funci6n tiene las propiedades que se enun 

cían a continuaci6n 

V1:.6.2 TEOREMA 

__ Si A Y B son dos matrices de nxn con elementos en e 

y a: E C: 

i) tr(A+B) (tr A) + {tr B) 
: .i 

ii) tr(a:A) a:(tr A) 
'- 'j 

iii) tr(AB) tr{BA) 

DEMOSTRAeiON 

Se demuestran a continuaci6n i) y ii) dejando al lector como ejer

cicio la demostraci6n de iii). 

Sean A = [ aij] 

en e y sea a: E C: 

i) tr (A+B) tr 

n 
¿ 

i=l 

n 
¿: 

i=1 

tr(A+B) {tr 

[aij 

(a .. 
~~ 

a .. + 
~~ 

A) + 

dos matrices de nxn con elementos 

+ b. ·J por VI. 2.1 
~] 

+ bi) por VI. 6.1 

n 
¿ b . . por ii) y iii) de 

~~ i = l II.l. 4 

(tr B) por VI.6.1 

1· 

¡ 
l 

' 1 

-1 

1-

p,·· • . 
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ii) tr(a:A) tr .[ a:ai j] por VI.2.4 

n 
¿ (a:ai) 

i=1 
por VI. 6.1 

n 
= a: r a .. 

i=1 ~~ 
por vi) de II.1.4 

tr(a:A) a:{tr A) por VI. 6.1 
o 

~- Matrices triangulares 

VI.6.3 DEFINICION 

Sea A = [ ai J una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que: 

i) A es triangular superior o para i > j si a .. 
~] 

a . . 
~] 

ii) A es triangular inferior o para i < j si 

Obsérvese que, de acuerdo con esta definici6n, en una matriz tria~ 

gular superior los elementos correspondientes al triángulo inferior 

son todos nulos. En consecuencia, en una matriz de este tipo s6lo 

pueden hallarse elementos distintos de cero en el triángulo sup~-

rior y en la diagonal principal. Por ejemplo, las siguientes m a -
trices son triangulares superiores 

la a a,] 2 -3 o 1+i o o o o 

l:" 
1 2 

a a . o -4i 2 4 o o o o 
2 1 2 2 

o a o o o -1 o o o o 
3 3 

o o o Si o o o o 

Por el contrario, en una matriz triangular inferior los elementos 
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del triángulo superior deben ser nulos, como es el caso de las si 

guientes matrices 

-i o o o 

2 Si O o 

i -3 7 o 

o o 1 o 

Con relación a las matrices triangulares, superiores e inferiores, 

se tiene el siguiente teorema 

VI.6.4 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices triangulares super~ores (inf~ 

rieres) del mismo orden y a E e, entonces: 

i) A+B es triangular superior (inferior) 

ii) aA es triangular superior (inferior) 

· iii) AB es triangular superior (inferior) 

DEMOSTRACION 

Las propiedades i) y ii) son evidentes, por lo que omitiremos su 

demostración. 

iii) Sean A= [ aij] y B = [ bij] dos matrices triangulares su

periores de orden n. De VI.3.1 se sigue que 

AB donde 

Veamos que pasa con los sumandos de la expresión anterior 

cuando i > j, para todos los valores de k= 1, •.• , n: 

i. 
i . i 

f 

J .. 
1 
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P) si k< i, de i) de VI.6.3 aik 

20) si k ?;. i, 

por lo que 

entonces k > j 

también aikbkj 

y de i) de VI.6.3 bkj = O, 

o. 

En consecuencia, cuando i > j O y, de i) de VI.6.3, 

AB es triangular superior. 

Si A y B son triangulares inferiores la prueba es similar. 

D 

~~ Matriz diagonal y matriz escalar 

Una matriz que es triangular superior e inferior a la vez; esto 

es, un2 matriz cuyos elementos situados fuera de la diagonal prin-

cipal son todos nulos, recibe el nombre de matriz diagonal. 

Debido a su peculiar estructura, para este tipo de matrices suele 

emplearse una notación especial en la'·-que se especifican sólo los 

elementos que integran la diagonal principal, ya que los demás son 

iguales a cero. 

VI.6.5 DEFINICION 

Sea A = [ aijJ una matriz de nxn con elementos en c. 

Se dice que A es una matriz diagonal si a . . = ·o 
~] 

para i ..J j 1 y se representa con r 

diag(a , a 
1 1 2 2 

a ) 
nn 

Así, por ejemplo, la matriz 
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2 o o o 

o -4i o o 

o o o o 

o o o Si 

es una matriz diagonal y se representa con 

diag(2, -4i, O, Si) 

Los cálculos para efectuar operaciones con matrices se simplifican 

notablemente cuando se trata de matrices diagonales, especialmente 

la multiplicación y el cálculo de la inversa, como lo establece el 

siguiente teoremá 

VI.6.6 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices diagonales tales que 

A = diag(a , a 
1 1 2 2 

a ) y B = diag(b , b , ... , b ) y a E e, 
nn 11 22 nn .. , . 

entonces: 

i) A+B 

ii) a A 

iii) AB 

diag(a +b 
1 1 l 1 

a +b , .•. , 
2 2 2 2 

diag(aa a.a , ••• , aa ) 
nn 11 2 2 

a +b ) 
nn nn 

diag(a b a b , ..• , a b ) 
1 1 1 1 2 2 2 2 nn nn 

iv) diag(-1-, a 
1 

a · 1 .... ' 

1 a-), si A es no singular. 
11 2 2 nn 

DEMOSTRACION 

Se demuestran a continuación iii) y iv) 

iii) Sean A y B dos matrices diagonales de orden n. De VI.3.1 se 

sigue que 

i 
¡ 

·t 
I 
¡ 
i 

l 
j 

1·' ¡ 

' i 
1 
1 ¡ 
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pero de VI.6.5 se tiene que aik =O si i '1 k y 

si k '1 j, por lo que 

O, si i '1 j 

y 

en consecuencia 

AB = diag(a b , a b , .•• , a b ) 
11 11 22 22 nn nn 

iv) Sea A = [ aij] una matriz de nxn no singular, y sea 

A-1 = [ xí J la inversa de A. Entonces 

A-1 A 

.[kL xikakj] 

[k~1 xikakj] 
n 
E xikakj k=1 

x .. a .. 
l] J J 

Entonces, si i 

x .. a .. 
ll ll 

de donde 

x .. 
ll 

I por VI.4.1 
n 

I n 
por VI.3.1 

[oij] por VI.3.4 

o .. ; ¡¡. i, j 
l] 

por VI. l. 2 

lJ. i, j por VI. 6. S 

j de VI.3.4 se tiene que 

1 

1 
a::-:-' 
ll 

si aii '1 O, lo cual se cumple puesto 

que 3: K 1 
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Además, si i f j de VI.3.4 se tiene que 

x .. a.. O 
~ J J J 

de donde 

xij = O, puesto que ajj i O. 

En consecuencia 

A- 1 diag(-1-, 
a 

11 

y la prueba termina. 

D 

1 a-, ... , _1_) 
a 

2 2 nn 

Como consecuencia de la propiedad iii) del teorema anterior y de 

iii) de II.1.4, las matrices diagonales del mismo orden son perm~ 

tables. 

Un caso particular de matriz diagonal es aquel en que todos los 

1 

f 

1 
elementos d~ la diagonal principal son iguales.• A una matriz de 1: 

este tipo se le conoce como "matriz escalar"; es decir, una matriz 

A = [aiJ de nxn con elementos en e se dice que es una matriz es

calar si aij O para i 1 j y aii = a ~ i, donde a E C. 

Así pues, una matriz escalar es de la forma 

a o o o 

o o o 

o o o 

o o o 

y es claro que puede expresarse como ai, donde I es la matriz - -

1 
¡ 
1 
i 
! 
¡ 
1 
1 
! 
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identidad de orden n; en consecuencia, premultiplicar una matriz 

M por una matriz escalar ai es equivalente a multiplicar por el 

eSR:alar a. A esta propiedad, de la cual ya hicimos uso en la sec 

ci6n anterior, se debe el nombre de matriz escalar. 

VI.6.7 EJERCICIOS 

1.- a) Para las matrices 

A B 

[ 

i 2 ll 
_: -~ _: 

•• verificar que tr(AB) = tr(BA) 

b) Demostrar que si A y B son dos matrices de nxn con eleme~ 

tos en e, entonces 

tr(AB) tr(BA) 

2.- a) Hallar dos matrices A y B tales que ~r {\ 
tr(AB) # (tr A) (tr B) 

b) Para las matrices 

A [:ll : :j o -1 -l. 

o 

-1 B 

-1 

Obtener una pareJ·a de valores (~ , b ) tales que 
3 3 1 1 

tr(AB) (tr A) (tr B) 



3.-

4.-

li: 

5.-

378 

a) Si A es una matriz de 2x2 con elementos en e, demostrar 
que existen dos matrices, una triangular inferior (X) y· 

otra triangular superior (Y), tales que A= XY 

b) Para 

obtener dos matrices X (triangular inferior) y y (triang~ 
lar superior) tales que 

A = XY 

Para la matriz triangular superior 

T = [: -~ -:] 

o o -1' 

obtener T-1 

¿En general, si T es una matriz triangular superior de nxn, 

su inversa es triangular superior? ¿Por qué? 

Para las matrices 

D =[: 
-1 

1 1~2kl_ 
2+3kj 

1 

k+2 

a) Obtener AB 

b) Determinar qué condiciones debe cumplir k para que exista 
(CD)- 1 

e) Obtener (AB) (CD)-1 
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VI. 7 OPERACIONES SOBRE UNA MATRIZ 

Además de las operaciones como la adici6n exis 

·ten "operaciones" de otro tipo, las cuales se efect6an sobre una 

sola matriz transformándola,_ generalmente, en otra matriz diferen-

te. 

De estas operaciones, que hemos agrupado bajo el titulo de "opera-

ciones sobre una matriz", nos ocuparemos en esta sección; así como 

de algunos tipos especiales de matrices definidos ·en términos de 

dichas operaciones. 
,/''""'--¡_ .. ··'"'",-'"''""•:::::-""e:::::_:··-·· '\ •.... --·· --

l 

\ /~W!Ib: Transpos-ición 

'; f. f <.~-.;::::.:.~-:~ ;;_ ...... ~-:._,..::.,, ce,:;.;!;;.·:~·~--··''~~-.-···•"""·' .,. 

i 
l 

1 
t 
1 

1 

La transpos:irción es una operación que transforma una matriz en -

otra, llamada su transpuesta, cuyos renglones son las columnas de 

la matriz original y cuyas columnas son los renglones de la matriz 

original. Al respecto se tiene la siguiente definición 

VI.7.1 DEFINICION 

Sea A = [ a
1
j] una matriz de mxn con elementos en C. 

Se llama transpuesta de A a la matriz de nxm 

AT [ c 1 j] tal que 

c .. 
l.J 

a .. 
]l. 

De acuerdo con esta definición; el elemento correspondiente al re~ 

glón i y columna j de AT es.el que se encuentra en el renglón j y 

columna i de la matriz A. As!, los renglones de AT son las colum

nas de A y las columnas de AT son los renglones de A. 
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Por ejemplo, para la matriz 

A 
[

2i o -i l 
5 1 1-3J 

se tiene que 

AT;::; [:11 :1j [:11 :2j [:i : l 
21 22 12 22 

e e a a -i 1-3i 
31 32 13 23 

Las principales propiedades de la transposict6n se presentan en el 

siguiente teorema 

VI.7.2 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices con elementos en C y a E ~. 

entonces: 

i) 

ii) 

iii) (A+B)T = AT + BT , si A + B puede obtenerse 

iv) (AB)T = BTAT, si AB puede obtenerse 

DEMOSTRACION 

Las propiedades i), ii) y iii) son evidentes, por lo que omitimos 

su demostraci6n sugiriéndola al lector como ejercicio. 

iv) Sean A = [ aij] 

e, de mxn y nxq 

y B = [ bij] dos matrices con elementos en 

respectivamente; y sean AT [ cij] y 

B T [di J sus res'Pectivas transpuestas_. Entonces, de 

l 
1 
1 
1 . ~ 

--¡ 
! 
l 
i 

:j 

1 
1 

f 
l 
t :¡ 

381 

VI.3.1 

donde 

y en consecuencia 

(AB)T 
[ Pj i] [k~1 ajkbki] por VI. 7.1 

[k~1 bkiajk] por iii) de II.1.4 

[k~1 dikckj] por VI.7.1 

(AB)T BTAT por VI.3.1 

·~Matrices simétricas y antisimétricas. 

La transposici6n da lugar a la definici6n de dos tipos especiales 

de matrices cuadradas, como se establece a continuaci6n. 

VI. 7. 3 DEFINICION 

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que: 

i) A es simétrica si AT =A 

ii) A es antisimétrica si AT -A 

Veamos ahora que características tienen los elementos de una ma 

triz simétrica y de una antisimétrica. 

De VI.7.3 A es simétrica si 
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en consecuencia, de VI.7.1 A es sim~trica si 

esto es, si 

a .. 
~] 

a .. 
]~ 

lJ. i,j 

Es decir que los elementos "sim~tricos" con respecto a la diagonal 

principal son iguales. 

Por ejemplo, la siguiente matriz es sim~trica 

[ -1 
5 2-i] a a 5 

1 2 2 1 

A 

2~i 
3i -~ ya que a a 2-i 

1 3 3 1 

-i o a a -i 
2 3 3 2 

De manera similar, para las matrices antisim~tricas se tiene 

A 

[a.~ [-a. J ~ jJ ' J ~ 

a .. 
~] 

-a .. 
J ~ 

lJ. i, j 

Es decii que los elementos "sim~tricos" con respecto a la diagonal 

principal deben ser uno el negativo del otro. Además, de la expr~ 

sión anterior se tiene, para i = j, que 

a .. 
~~ 

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser nulos. 

La siguiente matriz, por ejemplo, es una matriz antisimétrica 

l. 

i 
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a -a -5 
1 2 2 l 

A ya que a 
1 3 

-a 
3 l 

-2+i 

a ·-a i 
2 3 3 2 

a a a o 
l 1 2 2 3 3 

Las matrices simétricas y antisimétricas tienen, entre otras, las 

propiedade s que se enuncian en los dos siguientes teore~as. 

VI.7.4 TEOREMA 

Si A y B s o n dos matrices sim~tricas (antisirn~tricas) 

de n xn y a E e, entonces: --- --.-

i) A+B es simétrica (antisim~trica) 

ii) aA es simétrica (antisim~trica) 

DEMOSTRACION 

Se demuestra a c0ntinuación únicamente la parte i) para el caso de 

matrices simétricas. 

Sean A y B dos matrices del mismo orde~. Entonces, por iii) de 

VI.7.2 

Si A y B son simétricas, de VI.7.3 · AT = "A y BT B, por ~lo que 

(~+B)T A+B 

En consecuencia, de VI.7.3 
·-· .. lf' : ·:t . ~.:¡).. 

A+B es simétrica y la prueba. f .ermina. 
-lf"l~~ 
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VI. 7. 5 TEOREMA 

Si A es una matriz de nxn con elementos en e, entonces: 

i) A+AT es simétrica 

ii) A-AT es antisimétrica 

DEHOSTRACION 

i) Si A es una matriz de nxn, por VI.7.1 AT es también de nxn 

y por iii) de VI.7.2 

en consecuencia, por i) de VI.7.2 y por ii) de VI.2.2 

por lo gue, de VI.7.3, A+AT es simétrica. 

La prueba de ii) es similar. 

,.- Conjugación 

La conjugación transforma una matriz en otra, llamada su c0~,ugada, 

cu~;.os elementos son los conjugados de los elementos correspomhen-

tes en la matriz original, como lo establece la siguiente definí -

ción. 

38 5 

VI.7.6 DEFINICION 

Sea A una matriz de mxn con elementos en C. Se 

llama conjugada de A a la matriz de mxn 

que 

e.. a .. 
)_ J .l J 

Así, por ejemplo para la matriz 

A 

1 

o -i l 
1-3i J 

se tiene gue 

[

C
11 

C
12 

c
1 J [a11 

a
12 a13J [-2

i 
0 

i l 
e e e = a a a 5 1 1+3i 

2.1 2.2. 23 2.1 2.2. 23 

Las principales propiedades de la conjugación son las siguientes 

VI.7.7 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices con elementos en C y n E C, 

entonces: 

i) (K> = A 

ii) CiA a A 

j.ii) A+B = A. + B', si A+B puede obtenerse 

·iV} AB = A i3, si AB puede obtenerse 
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DEMOSTRACION 

Se demuestra únicamente la propiedad iv}. 

Sean A [aiJ y B = [ bij] dos matric~s con elementos en e, de 

mxn y nxq respectivamente; y sean A = [ cij] y B = [ dij] sus 

respectivas conjugadas. Entonces de VI.3.1 

y en consecuencia 

[.~, aikbkj] por VI.7.6 

[.~, aikbkj] por v) de II.1.6 

[.~, aik¡;ki J por vi) de II.1.6 

[.~, cikdkj J por VI.7.6 

A' B por VI. 3.1 

D 
.~ Matrices reales e imaginarias 

La conjugación también da lugar a dos tipos especiales de matri 

ces, de acuerdo con la siguiente definición 

VI.7.8 DEFINICION 

Sea A una matriz de mxn con . elernentos en C. Se dice que: 

i) A es real si A = A 

ii) A es imaginaria si A -A 

r ., 
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Los elementos de una matriz real (en el sentido que establece 

VI.7.8) son, en efecto, números reales; ya que 

a .. 
~J > 

Para una matriz imaginaria se tiene, de acuerdo con VI.7.8, que 

a .. -a .. 
~J ~] => R(a .. ) = O 

~J 

por lo que sus elementos son números irnaginari~s. 

Las matrices reales e imagina rias tienen las propiedades enuncia 

das en los dos siguientes teoremas, cuya demostración se deja al 

lector. 

VI.7.9 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices reales (imaginarias), entonces: 

i) A+B es real (imaginaria), si A+B puede obtenerse 

ii) ABes real (real}, si AB puede obtenerse 

VI.7.10 TEOREMA 

Si A es una matriz de mxn con elementos en e, entonces: 

i) A+A es real 

ii) A-A es imaginaria 

Conjugación-transposición. 

Se conoce corno conjugación-transposición a la aplicación sucesiva 

de las dos operaciones definidas anteriormente. A la matriz que 

se obtiene se le llama conjugada-transpuesta de la matriz original, 
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corno lo indica la siguiente definici6n 

1 VI. 7.11 DEÉ'INICION 

Sea A una matriz de mxn con elementos en c. Se llama 

conjugada-transpuesta de A, y se representa con A*, a 

la matriz de nxm definida por 

A* = (A) T 

El orden en q e f tú u se e ec en las operaciones de transposici6n y con 

jugaci6n es indiferente, como lo señala el siguiente teorema 

VI.7.12 TEOREMA 

Si A es una ma~riz de mxn con elementos en e, entonces: 

A* 

cuya dernostraci6n se deja al lector. 

A manera de ejemplo, consideremos nuevamente la matriz 

A [ Zi O -i ] 

S 1 1-3i 

Ar efectuar la conjugaci6n se obtiene 

[ 

-2i o i J 
A = 

S 1 1+3i 

Y al transponer esta última matriz se tiene 

í ¡ 

f 
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A* 

Esta misma matriz se habría obtenido transponiendo primero A y con 

. T 
JUgando después A • 

La conjugaci6n-transposici6n satisface las siguientes propiedades 

VI. 7. 13 TEOREMA 

Si A y B son dos matrices con elementos en e y n E e, entonces: 

i) (A*)* A 

ii) (o:A)* =o: A* 

iii) (A+B)* =A*+ B*, si A+B puede obtenerse 

iv) (AB)* B* A*, si AB puede obtenerse 

DEMOSTRACION 

Se demuestran a continuaci6n ii) y iv) únicamente: 

ii) (cx.A) * (o:A) T 
por vr.7.11 

(a A) T 
por ii) de vr.7.7 

a (A) T 
por ii) de vr.7.2 

(cx.A)* a A* 
por vr.7.11 

iv) (AB)* (AB) T 
por vr.7.11 

{AB)* = {A B)T 
por iv) de VI.7.7 



-~~~= .. =- · ""'·-=-=·-~~~=--~~··~~-'~~~-~--~---- ----------------------'-----------------------------,----

390 

(AB)* (B) T (A) T por iv) de VI.7.2 

(P.B) * B* A* por VI. 7.11 

~ Matrices hermitianas y antihermitianas 

A partir de la conjugación-transposición se definen otros dos ti -

pos especiales de matrices cuadradas, como se establece a continua 

ción. 

VI.7.14 DEFINICION 

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que: 

i) A es hermitiana si A* = A 

ii) A es antihermitiana si A* -A 

De la definición anterior se sigue que los elementos de una matriz 

hermitiaria deben ser tales que 

a .. 
1.] 

a .. 
]l. 

¡¡. i,j_ 

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal 

principal deben ser conjugados. Además, para i = j se tiene que 

a .. 
1.1. 

a . . 
1.1. => I (a .. ) 

1.1. 
o 

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser núme -

ros reales. 

Así, por ejemplo, la siguiente matriz es hermitiana 

· .:. 

·t. 1· 

1 
f, 
1 
i 
·' 
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A ya que 

a 
1 2 

a 
l 3 

a 
2 3 

I(a ) 
ll 

a 
2 l 

a 
3 l 

p. 
3 2 

5 

2+i 

i 

I (a ) 
z z 

I(a ) 
3 3 

Para los elementos de una matriz antihermitiana se tiene que 

a .. 
l.J 

-a .. 
J 1. 

¡,¡. i, j 

o 

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal 

principal deben ser tales que sus partes reales sólo difieran en 

el signo y su partes imaginarias ~ean iguales. Además 

a .. 
1.1 

-a .. 
1.1. 

-) R(a11 ) =O 

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser núme -

ros imaginarios, como en el caso de la siguiente matriz que es an-

tihermitiana 

A 

[ 

-i -5 -2-i·] 
5 3i -J. 

2-i -i o 

ya que 

a 
l 2 

a 
2 3 

R(a ) 
11 

-a 

-a 

-a 

-5 
2 1 

-2-i 
3 1 

-i 
3 2 

R(a ) 
2 2 

R(a ) 
3 3 

A continuación se enuncian algunas propiedades relacionadas con 

las matrices hermitianas y antihermitianas 

VI.7.15 TEOREMA 

Si A y ~ son dos matrices h~rmitianas (antihermitianas) 

de nxn, entonces A+B es hermitiana (antihermitiana) 

o 
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DEMOSTRACION 

Se demuestra a continuación el enunciado para el caso de matrices 

antiherrnitianas. 

Sean A y B dos matrices del mismo orden. Entonces, por iii) de 

VI.7.13 

(.ZI.+B) * A* + B* 

Si A y B son antiherrnitianas, de VI.7.14 A* -A y B* -B, por 

lo que 

(A+B) * -A + (-B) -(A+B) 

En consecuencia, de VI.7.14 A+B es antiherrnitiana. 

o 

VI.7.16 TEOREMA 

Si A es una matriz de rnxn con elementos en e, entonces: 

i) A A* es herrnitiana 

ii) A* A es herrnitiana 

iii) A+A* es herrnitiana, si A es cuadrada 

iv) A-A* es antihermitiana, si A es cuadrada 

La demostración de este teorema se deja al lector corno ejer~icio. 

Potencia enésima 

De manera similar al caso de los nGmeros, se conoce co~o potencia 

enésima de una matriz cuadrada ~1 producto 

¡ 

1 

. ¡ 
! 

393 

A A ... A 

n factores 

cuya definición formal es la siguiente 

VI.7.17 DEFINICION 

Sea A una matriz de mxm con elementos en C y sea n t N. 

Se llama potencia enésima de A, y se representa con An, 

a la .matriz definida por 

I 
m 

A An-i, para n ~ 1 

Corno se ve, la definición anterior es recurrente; por ejemplo, pa

ra la tercera potencia de A se tiene, segGn VI.7.17, que 

Aplicando nuevamente VI.7.17 se tiene que A 2 A A 1
, por lo que 

y aplicando una vez más VI.7.17 se tiene . que A1 AI A; 

por lo que, finalmente 

A 3 = A(A A) 

Este resultado puede también expresarse como 

debido a la asociatividad de la multiplicación de matrices: 

La potencia enésima de una matriz, asi definida, satisface las si-
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por VI. 3. 2 

guientes propiedades 

.por VI. 7.17 

VI. 7.18 TEOREMA 
GOn lo que se demuestra el enunciado. 

Si A es una matriz cuadrada con elementos en e y m,n ~ N, 

entonces: i) Sea ahora m un número natural arbitrario. Por (1) y por 

Am+n 1 
! 

VI.7.17 se tiene que 

Amn 

DEMOSTRACION (por inducción) 
\ 

y la proposición se verifica para n l. 

Supongamos ahora que 

Demostraremos prime{ b que 
1\ 

. .,..-.:. -(1) premultiplicando por A se tiene 

En efecto, para m = 1 la proposición establece que 

A 1 A=AA 1 

1 
y en consecuencia 

pero, por VI.7~17 AI A, y se tiene la expresión t 
(A Am)Ak A A m+ k por VI. 3. 2 

A A A A (Am A)Ak A A m+ k por (1) 

por lo que la proposición es vAlida para m l. Am(A Ak) A Am+k por VI. 3. 2 

Suponemos entonces que para algfin k Am Ak+1 = Am+k+1 por VI. 7.17 

' 

.1 Con lo que se demuestra la propiedad i). La demostración de ii) 

' 

y premultiplicando pbr A se tiene l es similar ·y se deja al lector. 

D 

J A partir de la definición de potencia enésima se establecen los si 

guientes tipos especiales de matrices cuadradas. 
en consecuencia 
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VI.7.19 DEFINICION 

Sea A una matriz de mxm con elementos en C. Se dice que 

A es: 

i) Idempotente si A 2 A 

ii) Involutoria si A2 = I 

iii) Nilpotente (de índice n) si n es el menor número 

natural tal que An = O 

iv) Periódica (de período n) si n es el menor número 

natural distinto de uno tal que An = A 

Obsérvese que un~ matriz idempotente es un caso particular de ma -

triz periódica (de período dos). 

VI. 7 • 2 O. TEOREMA 

Sea A una matriz de mxm con elementos en C: 

i) Si A es idempotente entonces 

An = A, V.n E N 

ii) Si A es involutoria entonces 

A2n = I 

A2n+1 A, ¡;. n E N 

Se deja al lector la demostración de este teorema. 

1 
. ¡ 
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VI. 7. 21 EJERCICIOS "t~~(.l· \\ 
1.- Para_ las matrices 

A B 

verificar que se cumplen las siguientes propiedades 

2.- Demostrar que: 

é) Si A y B son matrices de mxn con elementos en C entonces: 

b) Si A es n6 singular entonces 

3.~ a) Construir dos matrices A y B de 3 x 3 que ~ean anti~imétri
cas y verificar que A+B es antisimétricp.. 

b) Construir una matriz A de 4x4 que sea simétrica i verifi
car que aA es simétrica para cualquier a E C. 

4.- Demostrar que si A y B son matrices simétricas del mismo or -
den, AB es ~ imétrica si y s6lo si A y B son permutables.-

5.- ai Demostra r que toda matriz cuadrada M con elementos en C 
puede e :- · .. • . .cesarse como 

M = S+A 

donde S es una matriz simétrica y A es una matriz antisi 
métrica. 

• ;, ; 
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b) Ilustrar el enunciado anterior con 

6.- Para las matrices 

A [-~ o 1-i] 
~ 1 -1 

2 -2 o 
B 

verificar que: 

a) "AB X 'B 

7.- Demostrar que si A y B son dos matrices imaginarias de orden 
rnxn Y nxq, respectivamente, entonces AB es real. 

8.- Demostrar que si A es una matriz de rnxn con elementos en e, 
entonces: 

.J 
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10~ a) Construir dos matrices hermitianas de orden 3 y verificar 
que su suma. es hermitiana. 

b} Construir una matriz A antihermitiana y verificar que aA 
es antihermitiana si a es real, y que aA es hermitiana si 
o. es imaginario. 

11~Demostrar que si A y B son matrices antiherrnitianas, ABes 
herrnitiana ' si y sólo si A y B son permutaules. 

12.- a) 

b) 

uemostrar que si M es una matriz herrnitiana con elementos 
en e, entonces puede expresarse corno 

M= S + iA' 

aonde S es real simétrica y A es real antisimétrica . 

Ilustrar el enunciado anterior para 

M [ : _: 1:~] 
l+i -2i 5~ 

13.- Una matriz A no singular se dice que: 

i) es ortogonal si 

ii) es unitaria si A* 

a) Determinar bajo qué condiciones el producto de dos matrices 
ortogonales es ortogonal. 

b) Demostrar que la conjugada de una matriz unitaria es unita 
9.~ Para las matrices ria. 

A 

verificar que: 

a) 

b) 

( exA) * = ex A* 

(AB)* 
i 

B* A* 

¡¡. ex E e 

B 

14~Demostrar que si A y B son dos matrices con elementos en C y 
m,n E N, entonces: 

a) Amn 

. b) {AB) n An Bn si y s6lo si A y B son permutables 

· r ~ · 

_· ( 
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15.- Para las matrices 

B [_: -: -:] 
1 -3 -4 

e 

1 

-3 

-3 

a) Verificar que B es idempotente y e es involutoria 

b) Tomando en cuenta el resultado anterior obtener una matriz 
X~ si existe, tal que 

X == B 2 B -l + C 2 B 

y verificar el resultado. 

e) En general, ¿qué podemos decir de A- 1 si A es idempotente? 
Demostrarlo. 

16.-Demostrar que una matriz triangular superior de orden 3 tal 
que aii O ~ i, es nilpotente de índice 3. 

i ·" 
1¿) 

r 

1 
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VI. Br-- PARTICION DE MATRICES 

En ciertos casos puede ser Gtil "subdividir" las matrices con obj~ 

to de simplificar algunos cálculos o para cambiar la presentación 

de un problema. Surge así el concepto de partici6n de matrices, 

el cual pre·sentamos en . esta sección; sin embargo, es conveniente 

introducir antes los conceptos de submatriz e hipermatriz para fa-

cilitar la comprensión del concepto de partición. 

___. Submatriz e hipermatriz 

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, se llama "submatriz 

de A" a cualquier matriz que pueda obtenerse a partir de A supr! -

miendo en ésta algunos renglones o columnas. 

Por ejemplo, si en la matriz· 

A [a" a1 2 a 1 3 

a21 a22 a23 

a 3 1 a 3 2 a 3 3 

suprimimos el tercer renglón y la segunda y cuarta columnas se ob-

tiene la matriz 

que es una submatriz de A. 

A continuación se presentan, a manera de ejemplo, algunas otras 

submatrices de A 
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a 1 z 
al~] a11 a 1 z a1 3 al4l 

a21 az 2 a23 az .. 

A a 3 1 a 3 2 aaa a a" 

Se concce corno "hiperrnatriz" a un :::.rreglo r ec t c.ngular de matrices; a .. ¡ a42 a"= a"" 

es decir, a una especie de matriz cuyos elementos son matrices. as 1 as 2 as 3 as" 

Por ejemplo, las matrices y expresérnosla como una hipermatriz, agrupando sus elementos en 

A B 
[ 

b11] 

b2l 

e y D 
[ 

d¡ J 
d:: 1 

submatrices de la siguiente manera 

1 
a11 a1 2 1 a13 a¡~, 

1 

az1 a2 2 1 a23 az .. 
1 1 --------,---,---

pueden ser presentadas en un arreglo, de la siguiente manera 
a3l a32 1 aa3 1 a3" 

1 1 
a .. 1 a~z 1 a .. 3 1 a"" 

H = [: :] 

1 1 
as1 asz 1 as3 1 as" 

1 1 

Hemos formado con ello la hipermatriz 

con lo que se obtiene una hipermatriz. Esta hipermatriz también 

sigue 

puede expresarse en términos de los elementos de A, B, C y D como [A" Al L A,l 
Az 1 Az 2 Az 3 

donde 
a11 a 12 bl1 

a21 a2 2 
1 

b2l 
H 1 

a 3 1 a 3 2 1 d! 1 
--------1 

C¡1 e 1 2 1 d2l 
1 

l
r an] 

az" 

A1 3 = 

Partici6n 

Consideremos ahora la matriz [ 

a3 "] a .. ., 

as" 
[

a31 a3 2] 
A~ 1 =. a41 a .. z 

as1 asz · 

Dicha hipet:"matriz se d:l.ce que es una "partici6n" de la matriz A. 

Otra partici6n de la misma matriz A puede ser la siguiente. 
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a¡¡ a 1 2 a 1 3 a 1 4 

a21 a22 a23 az" 

[A"l a 3 1 a32 a 3 3 a 3" 
---------------

a" l a" 2 a43 a .. " A21J 
as 1 as 2 as 3 as4 

donde se tienen ahora sólo dos submatrices. 

En términos generales, puede decirse que una partición de una m~ -

triz es la expresión de ésta como una hipermatriz, mediante la 

agrupación de sus elementos en submatrices; sin embargo, no cual -

quier clase de hipermatriz se considera como una partición. Sólo 

se aceptan como tales aquellas en que: 

1) Todas las submatrices que integran un mismo renglón (de 

la hipermatriz) tienen el mismo nGmero de renglones, y 

2) Todas las submatrices que integran una misma columna tie 

nen el mismo nGmero de columnas. 

Así, una hipermatriz como 

1 
b¡¡ a¡¡ a 12 1 

1 

"[: :] 
a z 1 a 2 2 1 bz 1 

H 1 
1 d¡¡ a 3 1 a 3 2 1 

---------1 
C¡¡ C¡z 1 d21 

no es una partición de la matriz 

r·ll a¡ 2 b¡¡ 

a 21 a22 b2 1 

M 
a31 a 3 2 d¡¡ 

L C¡¡ e 1 2 d2l 

1 

1 

1 
1 
l 

1 
r 

. l 

! 
i. 
i 
1 
¡ 
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puesto que las submatrices A y B no tienen el mismo nGmero de ren-

glones (como tampoco lo tienen las submatrices C y D) . 

~n consecuencia, toda partición de una matriz de mxn deber& ser de 

la forma 

m renglones 
1 

m
2 

renglones 

ms renglones 

donde: 

m +m + ..• +m 
l 2 S 

m 

n n n 
1 2 t 

cols. cols. cols. 

1 

All 1 Al2: A1t 

- - - - _l. - - - - - - '- - --
A 1 A 1 1 A 

21 1 22 1 ••• 1 2t 

----T----+---
: 1 : 1 1 : 

---- -t--- --J-- ..t..----
A 1 A 1 1 A 

SI J S2 1 st 

n +n + ... +n = n 
l 2 t 

y 

De acuerdo con esto, se tiene la siguiente definición formal para 

el concepto de partición. 

;;"tl'; 
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VI.8.1 DEFINICION 

Sea A == [ a· J · ij una matr1z de mxn con elementos en e, y 

sean (m , m 
l 

m +m + .•. +m 
1 2 S 

= m, 

mE) números naturales tales que 

Y (n , n , .•• , 
l 2 

nt) números naturales 

tales que n + n + + 1 2 • • • nt = n. 

Se conoce como partic~o'n d A · d ~ e 1n ucida por 

(m , m , ••• , m ) y 
1 t. S 

A A 
1 1 l 2 

A A 
2 l 2 2 

A A 
S 1 S 2 

(n , 
l 

n , ... , n )al arreglo 
2 t 

A 
lt 

A 
2t 

A 
st 

·:i ende Are ( r = 1, 2 , .. , s y e 1, 2, •.. , t) es 

üna matriz de mrxnc definida por 

i 

j [ n + ..• + ( n + 1 )] [ n + + J 1 c-1 , ••• , 1 ••• nc 

Así, par.; 1- ·J--l·m t .. , _ ~ lL -era par 1c1on que presentamos: 
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se tiene que 

ml 3 y 1 

por lo que se trata de la partición de A inducida por los números 

(2,3) y (2,1,1). 
En dicha partición la matriz Az¡, por ejemplo, 

es una matriz de m2 xn 1 (es decir de 3x2) definida por 

i 

A 
2 1 1, 2 

~ Operaciones con matrices por partición 

Pasemos ahora a ocuparnos de cómo efectuar opeiaci0nes con rnatri -

ces empleando el concepto de partición. 

Una vez que se han determinado las particiones, con las hipermatr! 

ces obtenidas pueden efectuarse operaciones como si se tratara de 

matrices cuyos elementos son las su~matrices correspondientes; 

siempre que ~stas últimas sean conformables para todas las oper~ -

cienes requerida~. 

Veamos primero unos ejemplos relativos a la adición y a lp multi 

plicación por un escalar, y para ello consideremos las matrices 

-:] 
7 1 

1 -5 
-.L 

A 4 o y B -2 

-2 o 

3 

1 

6 

Si establecemos las siguientes particiones para A y B 
1 

' ; 
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[

A¡¡ A1] 

Az 1 A2 2 
¡ 2 -1 3 ; 4] 
- :_ - =-~ - -= J -3_ 
-3 1 6 :-3 

[
B¡¡ B¡.J 

= B21 · B22 

Y Slli~amos las hipermatrices como si éstas ~J..ueran matrices, se ob -

tiene 

[

A¡¡ A¡ 2J + 

A2 1 Az 2 

A1 2 + B1 2J 

A22 + B22 

donde 

A¡¡ + B¡¡ 1 3 1 -5] + [ 2 -1 3]= [ 5 o -2] 
l-1 4 o 4 -2 1 3 2 1 

¡-: l + [: l [ : l 
[ o -2 o J + [-3 1 [-3 -1 
[7]+[-3] [4] 

por lo que se llega a la hipermatriz 

la cual constituye una partición de A + B. Es decir 

o -2 

A + B 2 1 

-1 6 

l 
f ¡ 

l. 
1 
f 

1 
1 
l-
¡ 

como pude verificarse fácilmente sumando las matrices A y B. 

Consideremos ahora el escalar -i. Si lo multiplicamos por la hi 

permatriz 

~ 
3 1 -5 1_2 ~ 

_:!:__!_ __ d_2_ ~ 
o -2 o : 7 

[

Atl 

A2 1 

A12J 
Az 2 

como si ésta fuera una matriz, se obtiene 

-i 

-4i 

2i 

Si 
2i] 

-2i 
-7i 

o 

o 

. [A¡¡ 
-l 

A2 1 

que es una partición de -i A. 

. E~ios resultados pueden generalizarse mediante el siguiente teore-

ma, cuya demostración se deja al lector. 
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VI. 8. 2 TEOREVJ.A 

Sean A y B dos matrices d e mxn con elementos en C y sea 

a ¿ C: 

i) y [ B .l son las particiones de A y B, .l:u 
respectivamente, ind~cidas ~or 

(m , ro 
2 

, ••• , m s ) •.r 

ls. l 
L :.. Jj 

con 

es la partición de A 

(n , 
l 

+ 3 

n , ..... , n_,_ ), entor:ces 

A .. + B .. 
.1 : · :, 

i;:ducida por 

(m, m, ... , m) y (n, n , ... , n) 
l 2 S 1 2 t 

ii) Si [ AiJ es la partici6n de P.. inducida por 

(m, m, ... , m) y (n, n, ... , 
l 2 S 1 2 

con E .. 
l] o:..A i j 

es la partici6n de aA inducida por 

(m, m, ... , m) y (n, n , ... , 
1 2 S 1 2 

n ), entonces 
t 

n ) 
t 

i 

L __ _j 

¿ad pr~ctic3, resulta el case de la ~ult~pl~caci6n de matrices po~ 

par tic .~~Ór1. 

De manera s~milar a como sucede con la suna y el producto por un 

escalar, el producto puede obtenerse mult.:iplicando las hipermatr~ 

ces como si éstas fueran matrices, siempre que las correspondie~ -

tes submatri~es sean conformables para las operaciones a efectuar 

con ~~llas. 

f 

1 

\ 

l 
1 
~ . 

' 

i .·.r . 
'd. 
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Para ilustrar esto mediante un ejemplo consideremos 
las rr.atrices 

¡-: -, 

í 3 -:l 4 l. 
1 

1 -5 1 
1 

\ 
1 3 -2 

A l-1 4 o 
1 

1 
" B 1 1 

Lo -2 .) 1 
:) 7 

.J 1 : 
1 o o 1 

L j 

si establecemos las sigui~ntcs particicn~s para A Y 
8 

r ¡ A11 

l 
1 

l..-,·2: 

r 

¡ -l " l 1 

l -~ \ l u ., -¿_ l 
l -. ¡ ~ 1 ! 
\_-:: ~ l. =- - -~ -l 
¡ 1 i o o ! L _j 

B1 ~ t 

B,J 

y multiplicamos las hipermat~ices como 
si fueran matrices, se ob-

tiene 

donde 

1 -sl ¡-1] r-2l r7l r-
2
] rJ 1 

1 
1 o + J [ 1 ]~ 1 + ~ 

4 oj \ 2 11 L2 3 L L .J 
-2 

L.. 

1 -sl [ t r-2] [o o] 
oJ : -:r L 2 4 

[o -4] +[o :l[: -4l 
-9 J 8 -9 o 
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[o -2 o J [:} [ 7 J [ 1 J =[o]+ [ 7 J =[ 7 J 

[o -2 o J [: -:J + [7 J [o o J 

[-6 o J = [ -6 

por lo gue se llega a la hipermatriz 

¡5 ¡ o -41-, 
3 1 8 -9 

--+-----
7 1-6 4 

1 

que es una partición de AB; esto es 

AB 

En general, se tiene el siguiente teorema 
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VI.8.3 TEOREMA 

Sean A y B dos matrices con elementos en C, de mxn y 

nxg respectivamente: 

Si [ Ai j] es la partición de A inducida por 

(m
1

, m
2

, ••• , m
5

) y (n
1

, n
2

, ••• , nt), y [ Bi~ es 

la partición de B inducida por 

(n , n , ... ' n ) y (q 1 q , ... , q ) ; entonces 
1 2 t l 2 u 

[p ij] t 

con p .. ¿ AikBkj lJ k=1 

es la partición de AB inducida por 

y (q 1 q , ... , 
l 2 

q ). 
u 

(m , m , •• , m ) 
1 2 S 

DEMOSTRACION 

Sean A == [ aij] y B == [bij] 
matrices de mxn y nxp, 

[ ArJ la partición de A inducida por (m , m , .. . , m ) 

(n , n 
l 2 

(n , n 
l 2 

Hagamos 

1 ••• 1 

p 
re 

n ), 
t 

n ) 
t 

y 

y 

l 2 S 

[BrJ 
la partición de B inducida 

(q , q , ... ' q ) 
l 2 u 

y 

y 

por 

sean: 

De la definición VI.8.1. se tiene que Ark es una matriz de mrxnk 

definida por 

[ m1+ ••• + (mr-1+1) J 
[ n 1 + ••. + ( nk- 1 + 1) J 

1 ••• 1 

1 ••• ' 

't) 
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r b . . l L -' J 1 

i == [ n 1+ ... + (n}:-l +1) J , ... , [ n
1 

+ ... +nl.J 
e en 

j ==[g:: + ... +(qc-l+l)J , ..• , [g1+ ... +qc] 

entonces, de 

deÍinida por 

\,"'= . 3 .. . :. se 

r-:1 . + . . . +r:,__ 
f l J<. 

¡ .... 

~iene 

L;: = n : "'" • · • + ( r. k - 1 7 1 ) 

i Lím+ •.• +(m +1)] 
1 r-1 

En consecuencia 

p 
re 

t 

l: 
k=l 

c on 

Por otra parte, de VI.3.1 

l1.B con 

1 

i l, ... 1 m 

j 1, ... , q 

, .... , [ m + ••• +m l 
1 rJ 

si ahora efectuamos en la ma ·..:riz AB la partición inducida por 

(m' m, ... , m) Y (q, q , ... , q ), s~gún VI.8.1 se obtiene el 
1 2 S l 2 U 

arreglo [ Hrc] donde 

f 
t 
1 
1 
l 

i 

' ·l 

;~ 
,¡ 
·i 

,. 
1 

¡ 
¡ 

1 ; . 

H re 
con 

se tiene entonces que Hrc 

i 

j 

p 
re 
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[ m1+ ••• +(mr-1+1)] 

y la prueba termina. 

o 
Como hemos visto, la partición de una matriz no es única. Esto 

nos permite seleccionar aquella que m&s nos convenga de acuerdo 

con las condiciones del problema. 

Así, el concepto de partición puede ser útil para simplificar los 

cálculos al efectuar operaciones con matrices, cuando éstas prese~ 

tan características especiales en su estructura. 

A manera de ejemplo, consideremos las matrices 

1 -2 o o 

3 .1 o o 2 -1 

X 2 -1 o o y 1 o 

o o 1/2 o 3 4 

o o o 1/2 
6 -2 

para las cuales queremos obtener el producto XY. 
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Nos conviene efectuar primero las particiones siguientes* 

-2 o 

X 

c q n lo que 

1 o 

o 11 / 2 
1 

o 1 o 
1 

o 

o 

1/2 

y 

::X: Y 

[ 

A O Jl ~ B l [ AB + OC l [ AB l 
O ~ I l C OB + ~ IC -}: 

Así, efectuamos únicamente los productos 

AB 

y 

~ [ 3 4 J [3/2 2 J 
6 -2 3 -1 

k 
2 

con lo que se o b tiene la matriz 

o -1 

7 -3 

XY = 3 -2 

3/2 2 

3 -1 

*En estas e xpresiones la igualdad no está empleada en un sentido 
estricto, ya que X es una matriz mientras que la partición pr~ -
puésta es una hipermatriz; sin embargo, es frecuente hallar este 
abuso de notación en diversos libros y no produce confusión si 
se le interpreta correctamente. 

L: 

\ 
! 

' 
.. ~- .. 
~ ' 
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VI.8.4 EJERCICIOS 

1.- Para la matriz 

3 -1 5 i o 3 

1+i 2 o 1 -2i -1 

-2 3i 2-i 7 3 2 

A 4 1 5 -3 2 -i 

i -4 3i 4 7 4 

1 o -2 -5 i -5 

o -Si -l+i o -1 o J 
Obtener la partición inducida por 

a) (2, 3, 2) y (3, 1, 2) 

b) 

e) (4, 3) y (1, 2, 3) 

y en cada caso determinar la submatriz A21 correspondiente. 

2.- Demostrar el teorema VI.B.2 

3.- Para las matrices 

1 -2 o 3 -1 3 -1 2 1 

4 o 1 2 3 2 1 o -2 

A o -3 -2 4 1 B o -2 1 o 

-1 1 -4 o 2 1 o -1 2 

o 1 1 -1 o -4 -3 3 1 

a) Hallar el producto AB empleando las particiones inducidas 

por ( 2, 3) y (2,1,2), y por (2,1,2) y (2, 2) para A y B, 

respectivamente. 

b) ¿Qué sucede si para A se usa la partición anterior y para 

¡ 
... r; 

'r<:'' 
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B la inducida por (3,2) y (1,2,1)? 

e) Hallar una partición para A •t bt que perm~ a o ener el produs 

to AB con la partición de B correspondiente al inciso b), 

Y obtener dicho producto. 

4.- Para las matrices 

3 -1 2 o o 1 o o 1.' 
-1 2 o o o o 1 o 1 A 
o o o 1 o B o o 1 1 
o o o o 1 o 3 o o 

-1 o -1 o 

Obtener el producto AB haciendo las particiones más convenien 

tes para simplificar los cálculos. 

5.- Si A Y B son matrices conocidas de orden rnxn y rnx1, respect~ 

varnente, Y U Y V son matrices inc6gnitas de orden nx1 

respectivamente; transformar la igualdad 

y rnxl, 

AU + V B 

en un sistema de ecuaciones lin~ales, determinando la matriz 

de coeficientes, la de incógnitas y la de te'rrn1·nos · d J.n ependie~ 
tes. 

( 

l 

~CAPITULO VI! DETERMINANTES 

INTRODUCCION 

Seguramente el lecto~ habrá tenido ya algGn contacto con los deter 

minantes; especialm:nte con los de segundo y tercer orden. 

La idea de determinante es, en realidad, más antigua que la de ma-

triz. Descubierta por Crarner durante sus trabajos orientados a la 

resolución de sistemas de ecuaciones lirieales, fue expuesta por 

primera vez en 1750, cien años antes de que Sylvester y Cayley ern-

pezaran a hablar de matrices. 

En la actualidad, sin embargo, el concepto de determinante suele 

presentarse corno consecuencia de la teoría de matrices, y ha sufr~ 

( do, incluso, el proceso de "axiomatización", del cual surge una de 
i 

finici6n integrada por cuatro postulados. 

En este capítulo estableceremos una definición para el concepto de 

determinante a partir de un razonamiento similar al que histórica-

mente le dio origen, aungue emplearemos en ella el concepto d~ ma-
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triz. En la deducción de las propiedades y en la presentación de 

los métodos para el c~lculo de determinantes se manejar~n también 

algunos elementos de la teor!a de matrices. 

VII.l CONCEPTOS BASICOS 

Con el prop6si to de motivar la definici6n de determinante, con'sider~ 

mos el problema de resolver el siguiente sistema de ecuaciones linea u 

les 

(1) 

Para obtener el valor de X¡ podemos multiplicar por a 22 la primera 

ecuación y por a12 la segunda, con lo que se obtiene el sistema 

equivalente 

Restando la segunda ecuación de la primera, y ordenando convenien-

temente los términos, se llega a .f 

b 1 a 2 2 - a 1 2 b 2. 

X¡ {2) 

De manera semejante se obtiene también que 

x2 (3) 

Sustituyendo estos valores de x 1 y X2 en las ecuaciones del si~ 

tema (1) podemos comprobar que constituyen una solución del mismo. 

Las expresiones (2) y {3) tienen el mismo denominador, el cual es-

t~ expresado en términos de lo~ elementos de la matriz 
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que es la matriz de coeficientes del sistema. Al número correspo!! 

diente a dicho denominador se le conoce corno el determinante de la 

matriz A y se le representa con "det A"; esto es: 

det A 

Otra forma de representar al determinante de una matriz consiste · 

en escribir sus elementos tal y como aparecen en el arreglo, pero 

reemplazando los paréntesis rectangulares por barras verticales p~ 

ra indicar que se trata de un determinante. 

Así, para la matriz anterior se tiene 

(4) 

Expresión que puede considerarse como la definici6n del determinan 

te de orden dos. 

Es importante resaltar que una matriz es un arreglo de números 

mien~ras que su determinante.es un número. Por ejemplo, para la 

matriz 

A [_: _:] 
se tiene que 

¡.¡ 
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5 4 

(5) (-3) - (4) (-2) -15 + 8 -7 
-2 -3 

por lo que 

det A -.7 

Regresando a las expresiones (2) y (3), vemos que los numeradores 

de éstas también pueden ser conside· rados como determinantes, ya 

que 

a¡ 2 

y 

En consecuencia, los valores de las incógnitas pueden.obtenerse co 

mo el cociente de dos determinantes; es decir 

r a¡ 2 a¡¡ b¡ 

b2 a 2 2 a2 1 b2 
X¡ y X2 

a¡¡ a¡z a¡¡ a¡z 

a2.1 az 2 a21 azz 

Al método sugerido por estasdos últimas expresiones se le conoce 

como "regla de Cramer". 

Consideremos ahora un sistema de tres ecuaciones lineales con tres 

incógnitas 

! / 

l 
1 
l 

¡ 
1 
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b2 (S) 

bs 

Siguiendo un proceso similar al anterior se encuentra que los valo 

res de las incógnitas que satisfacen al sistema soQ 

X¡ a 1 1 a 2 2 a 3 s-a 1 1 a 2 3 a 3 2 -a 1 2 a 2 1 as 3 +a 1 2 a 2 3 a 3 1 +a 1 3 a 2 1 a 3 2 a 1 3 a 2 2 a 3 1 

X2 a 1 1 a 2 2 a 3 3 -a 1 1 a 2 3 a 3 2 -a 1 2 a 2 1 a 3 3 +a 1 2 a 2 3 a 3 1 +a 1 3 a 2 1 a 3 2 a 1 3 a 2 2 a 3 1 

a 1 1 a 2 2 a 3 3 -a 1 1 a 2 3 a 3 2 ·-a 1 2 a 2 1 a ; 3 +a 1 2 a 2 3 a 3 1 +a 1 3 a 2 1 a 3 2 a 1 3 a 2 2 a 3 1 

Al común denominador de las expresiones (6), (7) y (8) se le cono-

ce como el determinante de la matriz 

A [::: ::: :::] 

a31 a32 a33 

Así, la expresión que .define al determin~nte de tercer orden es 

Por ejemplo 

1 o -3 

-4 5 2 

1 -2 -"'~~--o 

.... -
oM-(""o o 

(1) (5) (O) - (1) (2) (-2) - (O) (-4) (O) + 

+ ( o )( 2 ) ( 1) + (- 3 ) (--~ ) (- 2) - ( - 3 ) ( 5 ) ( 1) 

o + 4 - o + o - 24 + 15 = -5 

(9) 

{ 6} 

(7) 

(8) 
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De acuerdo con (9) podemos escribir la soluci6n del sistema {S) e o 
m o sigue 

b¡ b¡ b¡ 
a12 a¡ 3 a¡¡ a13 a11 a1 2 

b2 a22 a23 a21 b2 a23 a21 a2 2 b2 
b3 a 3 2 a 3 3 a31 b3 a33 a31 a 3 2 b3 X - xz x3 

1 
a¡¡ a12 a¡ 3 a¡¡ a1 2 a1 3 a11 a12 a1 3 

a 21 azz az3 a21 a22 a23 az1 azz az3 
a 31 a 3 2 a 3 3 a3¡ a 3 2 a 3 3 a 3 1 a 3 2 a 3 3 

Así pues, resulta natural tratar de generalizar la regla de Cramer 

al caso de n ecuaciones con n incógnitas, y para ello se requie·re 

una definición general para el determinante de orden n. Sin emba~ 

go, tal definición no puede obtenerse de la misma manera que en 

los casos de segundo y tercer orden (es decir, resol v iendo un sis-

tema den ecuaciones lineales con n incógnitas), pues a medida que 

n aumenta los cálculos se hacen más complicados y para n arbitr~ -

río son irrealizables. 

En consecuencia, buscaremos establecer una ley general a partir 

del análisis de las expresiones (4) y (9), que definen a los deteE 

minantes de segundo y tercer orden. Para dicho análisis, empero, 

se requieren algunos conceptos que no hemos manejado aún y que es-

tudiaremos a continuación. 

Permutaciones 

Las permutaciones de los elementos de un conjunto (finito) son las 

diferentes maneras en que éstos pueden ser arreglados. 

Por ejemplo, las permutaciones del conjunto 

·¡: 
ji 
i ¡: 
t 
·1 

'1 
l 
¡ 

J 
~ 

¡ 

j ¡ 
; 1 

. 
1. 
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S {1, 2, 3} 

son los arreglos 

Pl (1 •. 2, 3) 

P2 {1, 3, 2) 

Pl ( 2, 1, 3) 

p .. (2, 3, 1) 

ps (3, 1, 2) 

p s (3, 2, 1) 

de este capítulo nos interesan únicamente las Para los propósito s 

permutaciones de conjuntos formados por números naturales. 

ne entonces la siguiente definici6n 

VII.l.l DEFINICION 

Una permutaci6n del conjunto S {1, 2, ... , n} 

es un arreglo de la forma 

{al Ct.z' •.. , Ct. ) 
n 

donde Ct.. E S lJ. i y Ct.. :f Ct.. 
~ ~ ] 

si i 1 j 

Se tie 

Así, para la permutación p 1 del ejemplo -anterior se tiene que 

Ct.¡ 2 y 3 

mientras que para p~ se tiene que 

Ct.l 3 y 1 

Permutac 1.o#n todos los números aparecen en el orden Cuando en \Jna 

natural, como en p¡, se dice que ésta es la "permutación princ!-

pal" dél conjunto. 



En general, (a 1 , a 2 , ••• , 

junto S = { 1 , 2 , •.• , n} 
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an) es la permutaci6n principal del con_ 

si a. 
~ 

i, ¡,¡. i. 

Respecto al número de 
permutaciones de un conjunto se tiene el si-

guiente teorema 

VII.1.2 TEOREMA 

El conjunto S= {1, 2, ... , n} tiene 

n! permutaciones diferentes 

DEMOSTRACION (por inducción) 

Para n 
1 se tiene una sola permutación (1!). 

Para n = k se supone que 1 
e conjunto tiene k! permutaciones dife -

rentes. 

Sea ahora s 
{1; ' 2, ... , k+l}, Y consideremos una permutación arbi 

traria de s 
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meros que se encuentren en un orden diferente al natural. 

por ejemplo, en la permutación 

~ 
(3, 1, 4, 2) 

"--""" 

Así., 

se tienen tres inversiones; es decir, podemos encontrar tres pare-

jas 

(3, 1) (3, 2) y (4, 2) 

donde el primer elemento es mayor que el segundo y aparece antes 

que éste en la permutación. 

Se tiene al respecto la siguiente definición 

VII.1.3 DEFINICION 

i) Una permutación (a 1 , a 2 , ••• , an) tiene m inver 

siones si existen m parejas 

i < j y a. > a. 
~ J 

ii) Una permutaci6n es de clase par si tiene un número 

(a¡, az, ... , a ) par de inversiones; en caso contrario se dice que 
k+1 

El primer elemento (a 1 ) 
puede ser seleccionado de k+l maneras dif~ 

rentes, y para cada una de ellas 
los k elementos restantes pueden 

es de clase impar. 

Así, por ejemplo, para las permutaciones del conjunto S {1, 2, 3} 

arreglarse, por hipótesis, de k! 
maneras diferentes. En consecueE_ 

cia, se tienen 
se tiene que 

P1 (1, 2, 3) es de clase par (cero inversiones) 

(k+l) (k!) = (k+1) ! 
P2 (1, 3, 2) es de clase impar (una inversión) 

.. -.permutaciones diferentes y la prueba termina. P3 (2, 1, 3) es de clase. impar (una inversión) 

o P<+ (2, . 3, 1) es de clase par (dos inversiones) 

Ps ( 3,' 1, 2) es de clase par (dos inversiones) 

En una permutación ~e dice que hay n· 
una 1nversión" por cada dos nQ Ps ( 3, 2, 1) es de clase impar (tres inversiones) 
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En general, de las n! ~ermutaciones de un conjunto - - - - - - - -

S= {1, 2, .•. , n} la mitad son de clase par y la mitad de clase im 

par. 

- Definici6n de determinante. 

Recorde-mos ahora las expresiones que definen a los determinantes 

de segundo y tercer orden. 

Para n 2 se tiene 

y para n 3 se tiene 

Podemos observar que en ambos casos: 

1) El determinante es la suma de n! productos, la mitad de elJ_os 

con singa + y ~a mitad con signo -

2) Cada uno de los productos consta de n factores~ 

3) En cada producto hay un elemento de cada rengl6n y un elemento 

de cada columna. 

4) Si los factores se ordenan de tal manera que los primeros· índi 

ces formen una permutaci6n principal, corresponde el signo + a 

los productos _c,;uyos segundos índices forman una perrnutac-i6n ·de 

clase par y corresponde el signo-- a los productos cuyos segun

dos índices forman una permutación de clase impar. 

429 T i Ahora, para establecer una ley general consideremos la siguiente 

¡ matriz cuadrada de orden n 
¡ 
~¡ 

A 

y un producto arbitrario de n de sus elementos, en el cual haya un 

elemento de cada rengl6n y un elemento de cada columna; esto es 

donde (a 1 , a 2 , •• • , 

{1, 2, •.. , n}. 

a ) es_ una permutación de los índices - - - - -
n 

Como el conjuntos= {1, 2, ... , n} tienen! permutaciones diferen

tes podemos formar, para cada una de ellas, un producto de este ti 

po; esto es 

donde k 1, 2, ... , n! 

En cada uno de dichos productos los elementos están ordenados de 

manera que los primeros índices forman una permutaci6n principal Y 

los segundos índices forman una permutación - - -

Pk = (ak 1 , ak 2 , ••• , akn>· Para dicha permutaci6n hacernos 

si pk es de clase par 

si pk es de clase impar 

Y formamos con ello un producto provisto de signo, esto es 
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al que podernos representar, de manera compacta, con 

n 
rr a . 

i=1 1 aki 

A la suma de los n! productos de este tipo se le conoce como el de 

terminante de A. Se tiene as1 la siguiente definici6n 

... · VII. l. 4 DEFINICION 

Sea A = [ aiJ una matriz de nxn con elementos en C, y 

sea Pk = (a)<¡, ak2•···' akn} una permutaci6n del conju~ 

to {1, 2, ..• , n}. Se llama determinante de A al número 

n! n 
det A E E:(pk} rr a. 

k=1 i=1 laki 

= 1 

+, si pk es de clase par 

donde €(pk} 

·si pk es de clase impar 

Para calcular el valor de un determinante a par~ir de la definí 

ción anterior, podemos proceder de la siguiente manera: 

Se obtiene el "t€rmino principal", que es el producto 

de los elementos de la diagonal prin¿ipal con los fac 

tores ordenados de tal manera que tanto los primeros 

como los segundos índices formen una permutación 

·principal. 

A partir del término principal se obtienen los demás 

t€rrninos dejando fijos los primeros índices y perro~ -

tando los segundos de todas las maneras posibles. Co 

mo de los segundos índices hay n! permutaciones dife-

rentes se obtendrán n! términos, correspondiéndoles 
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1 S 1'gno· - seqún sea la permutación de el signo + o e · _ 

clase par o de clase impar. 

Así, por ejemplo, para obtener el desarrollo del determinante de 

tercer orden 

det A 

escribimos el término principal 

Í d todas las maneras posibles 
y permutamos los segundos ndices e 

pk 
clase de Pk 

p¡ (1, 2, 3) par + 

P2 ( 1, 3, 2) impar 

P3 (2, 1, 3) impar 

Ptt ( 2, 3, 1) par + 

Ps (3, 1, 2) par + 

P6 ( 3, 2' 1) impar 

seis t€rminos del desarrollo; esto es 
con lo que se obtienen los 

det A 

6 teníamos para el de 'd la definici n que Esta expresi6n coinc1 e con 

terminante de tercer orden. 
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VII.1.5 EJERCICIOS 

1.- Determinar cuántas inversiones tiene cada una de las siguie~ 

tes permutaciones 

a) 

b) 

(1, S, 3, 2, 4) 

(3, 2, 1, 4) 

2.- a) Escribir la permutaci6n de los cinco primeros nGmeros natu 

b) 

rales que tiene el mayor nGmero de inversiones. 

Demostrar que el mayor número de inversiones que puede te

ner una permutaci6n de n números es 

n (n - 1) 
2 

3.- Determinar la condici6n que debe cumplir n para querla perm~

taci6n 

(n-1, n, n-2, n-3, n-4, ... , 1) 

sea de clase impar. 

4.- Calcular, a partir de la definici6n VII.1.4, el valor del de -

terminante de la matriz 

4 -6 o 1 

o 2 -1 o 
A 

2 1 -5 2 

1 6 -7 1 
(,; 

·:.¡ 

· .. ··.r·· · ...... ·.-... -.· 

' .. ' 

t 

¡ 
i ¡ 

-
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VII.2~PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

Las principales propiedades de los determinantes pueden ser consi-

deradas en dos grupos: Las primeras se refieren a las condiciones 

bajo las cuales se puede concluir que un determinante es nulo m~ -

diante la simple inspecci6n de las líneas de la matriz (renglones 

y columnas), así como a los efectos producidos en el determinante 

al efectuar transformaciones elementales con las líneas de la ma -

triz. El segundo grupo se refiere a las propiedades del determi 

nante en relaci6n con las operaciones definidas para las matrices. 

Para demostrar algunas de estas propiedades se requieren ciertos 

resultados relativos a intercambios de nGmeros en una permutaci6n, 

los cuales presentaremos a continuaci6n a manera de lemas. 

Al intercambiar dos números adyacentes en una permutaci6n de clase 

par ésta se transforma en una permutaci6n de clase impar y viceve~ 

sa. Se dice por ello que se obtiene una permutaci6n de "paridad" 

diferente. 

En efecto, si los números a intercambiar se encuentran inicialmen

•te en el orden natural, después del intercambio la permutaci6n ten 

drá una inversi6n más ya que el resto de las inversiones no se al

teran por ser adyacentes los números que se intercambian; por otra 

parte, si los números no se encuentran inicialmente en el orden na 

tural, después del intercambio la permutaci6n tendrá una inversi6n 

menos. En ambos casos se obtiene una permutaci6n de paridad dife-

rente. 

Generalizando el resultado anterior a un número impar de intercam

bios se obtiene el siguiente resultado 
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LEMA 1 

1 

Al efectuar en una permutación un número impar de intercambios de 

1 

números adyacentes se obtiene una permutaci6n de paridad dife -,_ 
e. 

Con ayuda de este lema_ podemos probar a su vez el siguiente enun -

ciado 

LEI'1.n. 2 

Al intercambiar en una permutación dos números cualesquiera se 

obtiene una permutación de paridad diferente. 

DEMOSTRACION 

Sea 

(a 1 , . a 2. ' • • • ' a r - 1 ' a r ' a r + 1 ' ' · ' ' as - 1 ' as ' as + 1 ' • · ... ' 

una permutación del conjunto S {1, 2, ... , n}. 

a ) 
n 

Para intercambiar los números ar y as, colocamos primero a as en

tre ar_ 1 y ar 

para lo cual es necesario efectuar (s-1)-(r-1) = s-r intercambios 

de números adyacentes. 

A continuación se requiere colocar a ar entre as-i y as+i 

;~ : 
t .!:. 

., 
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para lo cual debemos efectuar (s-1)-r s-r-1 intercambios de núme 

ros adyacentes. 

En consecuencia, el total'de intercambios de números adyacentes se 

rá 

(s-r) + (s-r-1) 2(s-r)-1 

que es un número impar¡ por lo que, del Lema 1, se obtiene una pe~ 

mutación de paridad diferente. 

o 

Respecto al número de intercambios necesario para llevar una perm~ 

taci6n cualquiera a la permutación principal se tiene el siguiente 

enunciado 

LEMA 3 

Si una permutación tiene m inversiones, se requieren m intercam-

bios de números adyacentes para transformarla en la permutación 

principal. 

DEMOSTRACION 

Consideremos una permutación del conjunto S {1, 2, ... , n} con 

un total . de m inversiones¡ entonces: 

el número n estará antes de jn números menores que él, 

el número n-1 estará antes de jn_
1 

números menores que él, 

el número 2 estará antes de j 2 números menores que él, 

dé tal forma que 
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m 

Esto significa que para colocar al nfimerc n en la posici6n que le 

corresponde en la permutaci6n principal, deberán efectuarse jn in

tercambios de nfirneros adyacentes; para colocar al nfimero n-1 debe-

rán efectuarse jn-l intercambios, y as! hasta -colocar al número 2 

en su posición correspondiente. Al final del proceso se habrán 

efectuado un total de 

m 

·-~';'-"· intercambios de números adyacentes. 

D 

Una primera propiedad de los determinantes c_onsiste en "descomp~ -

ner" el determinante de una matriz A en la suma de dos determinan 

tes, de acuerdo con el siguient~ enunciado. 

VII.2.1 TEOREMA 
y 

Si los elementos del renglón r de una matriz A = 
pueden expresarse corno 

a . b . + e . 
I'] I'] I'] 

entonces 

det A = det B + det e 

donde B [ bij] y e [c.-] son tales que 
~] 

aij, para i t- r aij' para i t- r 

b .. y c .. 
~] ~] 

b 
rj' 

para i = r e 
rj' 

para i r 
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Podemos "visualizar" esta propiedad con ayuda de la siguien·te e~ -

presi6n 

a, t 

......... 
renglón -+ 

r 

b +e 
I'l I'l 

b +e 
r:z. r:z. 

b +e rn rn 

an1 an:z. ann 

a:z.n 

+ 
br 1 br 2 brn 

an1 an:z. · ann 

DEMOSTRACION 

De VII.1.4 se tiene que 

det A a 1 a a:z.a 
)<1 k2 

pero b + e , por lo que 
rakr rakr 

n! 
det A= E E(Pk) 

k=1 

y en consecuencia 

n! 
det A E E(pk) a¡akta:z.akz 

k=1 

n! 
+ E E (pk) a1ak

1 
a:z.ak 2 • • • 

k=1 

a¡n_ 

a:z.1 a:z.:z.· a:z.n 

cr 1 cr :z. Crn 

an 1 an :z. ann 
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Entonces, si B ::: 
[ bij] y e 

[ c~j] son tales que 

aij' para i -:¡. r 

1 
aij' b .. para i -:¡. r 

J.] y e .. 
b para i 

J.) 

rj' = r e 
rj' para i = r 

se tendrá 

n! 
det A 

¿: € ( pk) b I a b 2 "'k 2 
k=1 kl u 

+ 

por lo que, de VII.l.4 nuevamente 

det A det B + det e 

o 
A continuación se presentan en el t 

' eorema VII.2.2, las propied~ -
des que hemos considerado del primer 

grupo 

1 
l 
~ 

i 

1 
i 
1 
l 

1 
i 

j 
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VII. 2. 2 TEOREMA 

Sea A [ aij] una matriz de nxn con elementos en e: 

i) Si los elementos de una linea de A (renglón o co 

lumna) ion todos nulos, entonces det A = O. 

ii) Si B se obtiene de A multiplicando los elementos 

de una de sus lineas por un número A E C, enton-

ces det B = A det A. 

iii) Si B se obtiene de A intercambiando dos lineas 

paralelas (dos renglones o dos columnas) , enton-

ces det B det A. 

iv) Si dos lineas paralelas de A son proporcionales, 

entonces det A = O. 

V) Si B se obtiene de A sumando a los elementos de 

una línea los elementos de una linea paralela 

multiplicados por un número A E e, entonces 

det B = det A. 

DEMOSTR.AeiON 

Se demuestran a continuación las propiedades para el caso de los 

renglones; en el caso de las columnas la demostración es similar. 

i) De VII.1.4 se tiene que 

n! 
det A= r E(pk) a1a 

k=1 k¡ 

En consecuencia, si todos los elementos del renglón r son 

iguales a cero, cada tino de los t€rminos del desarrollo ant~ 

rior·tendrá al menos un factor igual a cero (el factor 

ara ,), por lo que 
kr 
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det A = O 

ii) Sea B = [ b
1
. JJ una t · bt · d ma r1z o en1 a a partir de A multiplic~ 

do los elementos del renglón r por un número A; esto es 

1 aij' 
para i -1 r 

b . . 
l.) 

Aa .. , para i = r 
l.J 

De VII.1.4 se sigue que 

n! 
det B ¿ E: (pk) b¡a b2a 

k=l k¡ k2 

por lo que 

n! 
det B ¿ t:(pk) a1a a2a 

k=l k¡ k2 

Il! 
A ¿ t:(pk) a¡a a2a 

k=l k¡ k 2 

det B = A det A 

iii) S [ J ea B = bij una matriz obtenida a partir de A intercam -

biando los renglones r y s, donde r < s; es decir 

aij' para i f r, S 

b . . 
l.] 

a sj' para i = r 

a 
rj' para i = S 

Y consideremos un térmíno cualquiera del desarrollo de det B 

según la definición VII.l.4; esto es 

donde el signo t:(pk) depende de la permutación 
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sustituyendo los elementos de B por su expresión en términos 

de los de A se obtiene 

t:(pk) a1a a2a 
k 1 k 2 

J que puede escribirse como 

R 

Esta expresión constituye también un término en el desarrollo 

de det A, salvo el signo e(pk); puesto que en dicho desarro

llo al producto 

le corresponde el signo t:(qk) que depende de la permutación 

la cual puede obtenerse a partir de pk intercambiando los nú

meros akr y aks" En consecuencia, por el Lema 2 pk y qk son 

de paridad diferente, por lo que 

se tiene por tanto que 

n! 
E E (pk) b1a 

k=l k¡ 

n! 
E -e (pk) a1a a2a 

k=l k¡ k2 

y en consecuencia 

det B - det A 
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• i v) Sea A = [ ai iJ una matriz cuyo rengl6n s es igual al ren -

gl6n r multiplicado por un número A; esto es 

v) 

y formemos una matriz B cuyos elementos sean iguales a los de 

A salvo los del rengl6n s, que serán iguales a los del ren -

gl6n r; esto es 

aij' para i :f s 

arj' para i = s 

Entonces, por la propiedad ii) 

det A = A det B 

Ahora, si formamos una matriz e intercambiando en B los ren -

glones r · y s, se tendrá que B e y por tanto 

det B det e 

pero por la propiedad iii) se tendrá también que 

det B = - det e 

por lo cual 

det B O 

y en consecuencia 

det A = AxO o '·· 

una matriz obtenida a partir de A sumando a 

los elementos del rengl6n r los elementos del rengl6n s rnult! 

plicados por un número A; esto es: 

·' 

443 

a .. 
~J 

para i :f r 

a . + Aa ., para i r 
rJ SJ 

2 1 Podernos expresar al determinante de B Entonces por VII .. , 

corno 

det B = det A + det e 

donde e [ cij] es tal que 

i =1- r 
e .. = 1 ai j , para 

1] i 
:Aasj' para r 

1 en consecuencia, y sus renglones r y s son proporciona es: 

' de la propiedad iv) 

det e o 

y por tanto 

det B det A 

D 

Veremos ahora las propiedades respecto a las operaciones con matr! 

ces 

VII.2 . ~ TEOREMA 

Si A = [ a.: J Y B U b i j] 
con elementos en e, entonces: 

i) det A= det AT 

ii) det (AA) 

iii) det(AB) 

An det A 

(detA} (detB) 

son dos m~trices de nxn 
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DEMOSTRACION 

i) Sea A T = [e ij] , donde cij = aj i. por VI. 7. 7; y consideremos 

un término cualquiera del desarrollo de det AT según la defi

nición VII. 1. 4: 

donde e(pk) depende de la permutación 

sustituyendo cij por aji se obtiene 

ordenando los factores de tal manera que los primeros !ndices 

(que forman la permutación pk) formen una permutación princi

pal, se obtendrá la expresión 

donde ahora los segundos índices forman una permutación 

Como se ve, dicha expresión constituye también un término en 

el desarrollo de det A salvo, posiblemente, el signo s(pk); 

puesto3ue a este producto le corresponde el signo E(qk) en 

el desarrollo de det A. 

Ahora bien; si pk es de clase impar, por el Lema 3 se requie

re un número impar de intercambios de números adyacentes para 

llevarla a la permutación principal, mismo número de interca~ 

bios que se efectúan en la permutación de los segundos índi -

ii) 
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ces, que es la permutación principal, para obtener qk, por lo 

que qk es también de clase impar. Mediante un razonamiento 

análogo se concluye que si pk es de clase par entonces qk es 

también de clase par; por lo que 

se tiene por tanto que 

n! 
E E(qk) aq3 a2 13 

k =1 k¡ k2 

y en consecuencia 

det AT = det A 

'd AA es una matriz La prueba es inmediata si cons~ eramos que 

que se obtiene de A multiplicando por A cada uno de sus n 

renglones; entonces, aplicando reiteradamente ii) de VII.2.2 

se concluye que 

det(AA) = An det A 

iii) La prueba de esta propiedad requiere de la generalización, a 

n sumandos, del teorema VII.2.1. El lector podrá aceptar fá 

cilmente dicha gener~lización o, si lo prefiere¡ realizar la 

prueba por inducción. 

Sean ahora dos matrices cualesquiera de nxn 

,,·· 

:~ 



--

A_ 

B r :: 
- ··e ·.~-~ 

B. 
- ~ 
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(bil, biz, ... , bin) 

El producto AB tambi§n puede escribirse como 

donde c. 
J. 

.P .J. .L 

_ .bz 2 

Entonces, considerando los n sumandos que constituyen el ler. 

reng~ón de AB, por la generalizaci6n del teorema VII. 2 .. 1 pod~ 

mos: escribir el determinante de AB corno la suma de n determi-

narites; esto es 

det(AB) -

e 
n 

Si -;llamarnos D1 1 

a¡nBn 

+ + •.. + 

e 
n _, . 

- ~~,: 
D21···' D~ta tales determinantes se tertdrá 

.. 
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C.oi1~,Í,deraf1do ahora los n sumandos que constituyen el segundo 

rez;1-glónde C(ida _una de las matrices correspondientes-a dichos 

· det:_e:¡::ITI~I1a_11tes _, podernos escribir 

Ú¡ 

Dz 

D 
n 

e n 

a 1 zBz 

az¡B¡ 

e 
n 

e 
n 

+ 

+ 

B¡ ¡B.¡ 

·áziBz 

e n 

a¡ zBz 

az zBz 

e 
n 

e 
n 

+ ... + 

+ ... + 

a¡¡B¡ 

aznBn 

e n 

a 1 zBz 

aznBn 

e 
n 

e 
n 

D¡¡ + D 1 2 + .•• + Dtn 

Dz1 + Dzz + .•. + Dzn 

y podernos continuar este proceso hasta considerar los n suman 

dos del último renglón. Al final de dicho proceso _se obten

drá que det(AB) es la suma de nn determinantes 

D. 

! 
j 1 1, 21 ••• , n 

J j ... j 
1 z n 

jz 11 21 • •• 1 n 
donde 

jn 11 2, ••• 1 n 

los ~cuales ·la mayor parte es igual a cero por -- tener re!!. -

glones que son proporcionales (considérese, por ejemplo, D1 1 

cuyos dos primeros renglones son proporcionales). De hecho, 

sólo pueden llegar a se~ diferentes de cero los n! aetermi -

¡ '1 

-r ., 
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nantes para los cuales j1, jz, ... , jn constituyen una permut~ 

ci6n de los números {1, 2, •• , n}. 

Entonces 

det(AB) 
n! 
r 

k=1 
a k z' .•. ' 

donde (ak
1

, ak
2

, ••• , akn) es una permutaci6n de {1, 2, •.. , n} 

Tomando en cuenta la estructura de D , podemos es 
ak¡ ak2, .. "'akn 

cribir 

a¡ak¡ B 
akl 

n! 
det(AB) E azakz B 

k=1 akz 

por lo que, ilplicando reiteradamente ii) de VII.2.2, se tiene 

que 

n! 
det(AB) E a1a aza 

k=l k1 kz 

Obs~rv.ese en esta expresi6n que el determinante de la derecha 

puede transformarse en det B mediante el intercambio de ren -

glones hasta lograr que la permutaci6n 

se transforme en una permutaci6n principal. Así, si pk es de 

clase par dicho determinante es igual a det B y si pk es de 
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clase impar es igual a - · det B. 

En consecuencia, podemos escribir 

n! 
det(AB) r a¡a 

k=1 k¡ 

esto es 

n! 
det(AB) det B Í: S (pk) 

k=l 

(det B) {det A) 

det{AB) (det A) {det B) 

como se querfa. 

D 

VII.2.4 EJERCICIOS 

1.- Determinar cuántos intercambios de números adyacentes son nec~ 

sarios para transformar en la permutaci6n principal cada una 

de las siguientes permutaciones 

a) (3, 1, 5, 4, 2} 

b} (4, 2, 1, 3) 

it ~ A partir de VII.2.2 y tomando en cuenta que 

2 1 3 -2 

1 4 o -1 
13a + 39b 

o 2 1 o 

a b 2a 3b 
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_ _.,Obtener el valor de los siguientes determinantes 

2 -1 3 -2 2+ai 1+bi 3+2ai 

1 -4 o -1 1 4 o a) b) o -2 1 o o 2 1 

a -b 2a 3b a b 2a 

2 1 3 -2 2 1 3 -2 

3a 3b 6a 9b 1 4 o -1 e) d} 
~1~-~ o 2 1 o o o o o 
::.~r· a b 2a 3b a b 2a 3b 

;? 

¡ •' 
3 1 2 :_2 2 1 3 -2 

o 4 1 -1 i 4i o -i 
~~ e) f) 

1 2 o o o 21 i o 
:rJJ 2a b a 3b ai bi 2ai 3bi 

3.- Demostrar que 

x-a d X X d a 

y-b d y = y d b 

z-c d z z d el 
4.- Proponer dos matrices A y B de 2x2 tales que 

det(A + B) '1 det A+ det B 

y verificar que para dichas matrices 

det(AB) (det A) {det B) 

-2+3bi 

-1 

o 

3b 

1 
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J • VII. 3 ~ CALCULO DE DETERMINANTES 

Como el lector se habrá dado cuenta a lo largo de la secci6n VII.l, 

el empleo de la definici6n VII.1.4 para calcular el valor de un de 

terminante resulta un proceso demasiado laborioso; especialmente 

en los casos de ejemplos numéricos, en los cuales se requiere obt~ 

ner primero la expresi6n del desarrollo correspondiente al orden 

de la matriz en cuesti6n, para posteriormente identificar los núm~ 

ros que corresponden a cada uno de los elementos en el desarrollo 

y efectuar las operaciones indicadas. 

Es por ello que no se acostumbra en la práctica el empleo de la d~ 

finici6n para el cálculo de determinantes; a cambio se han desarr~ 

!lado otros métodos cuya aplicaci~n resulta más simple y que cond~ 

cen a los mismos resultados. 

Regla de Sarrus 

El más sencillo de tales métodos es el que se conoce como "regla 

de Sarrus", el cual posiblemente habrá sido utilizado ya por el 

lector. Este método se emplea para calcular determinantes de se -

gundo y de tercer orden. 

Para calcular el valor de un determinante de segundo orden emplea~ 

do la regla de Sarrus, se efectúa el producto de los elementos de 

la diagonal principal y a éste se resta el producto de los elemen

tos de la "di~gonal secundaria". En forma esquemática: 

como se ve,el resultado que arroja la regla de Sarrus coincide con 
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la definici6n de determinante de segundo orden. 

Así, por ejemplo, para calcular el determinante de la matriz 

A = [_: _:] 

empleando la regla de Sarrus se procede como sigue 

S 4 

det A (5) (-3) - {-2) (4) - 15 + 8 -7 
-2 -3 

con lo que se llega al mismo resultado que se obtuvo en la sec -

ción VII.l. 

Para calcular el valor de un determinante de tercer orden emplean

do la regla de Sarrus, se efectúa el producto de los elementos de 

la diagonal principal y de las dos "diagonales paralelas" a ella; 

el t~rmino "diagonales paralelas" se debe a que, cuando se emplea 

el artificio qrie consiste en volver a escribir los dos primeros 

renglones a continuaci6n del tercero, los elementos en cuestión 

aparecen formando "diagonales" paralelas a la principal. A la su-

ma de dichos productos se restan los productos de los elementos de 

la diagonal secundaria y de las dos "paralelas" a ella. En forma 

esquemática: 
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6 

1 ; ~ :::. 
El desarrollo anterior coincide, salvo en el orden de algunos fac- ~ 

tores y términos, con la definición de determinante d e terce r or -

den. 

A manera de ejemplo, calculemos el determinante de la matriz 

A 

empleando la regla de Sarrus 

1 o -3 

det A -4 5' 2' 

a -2 o 
' "' 

_:;: 

--- ,, 
~ .. l. 

' 

(1) (5) (0)+(-4) (-2) (-3)+(1) (2) (O) 

(1) (5) (-3)-(-2} (2) (1)-(0) (O) (-4) 

o -24 + o + 15 + 4 -o = -s 

se obtiene así el mismo resultado de la secci6n VII.1. 

Es importante subrayar que la regla de Sarrus s6lo se aplica a de

terminantes de segundo y de tercer orden. En ocasiones se preten

de err6néa•ente _"generalizar" esta regla para calcular determinan

tes de orden mayor; sin ~mbargo, se puede comprobar fácilmente que 
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al aplicar la supuesta "regla de Sarrus" d a un eterminante de or 

den superior al tercero se bt· o ~ene un desarrollo que no coincide 

con el de la definición. 

El método que veremos a continuación, conocido como "desarrollo 

por cofactores", no sólo es aplicable al cálculo de determinantes 

de cualquier orden, sino que constituye el fundamento de todos los 

métodos de aplicación práctica. 

Desarrollo por cofactores 

Con el propósito de familiarizar al lector con las ideas fundamen

tales del desarro llo por cofactóres, consideremos nuevamente el 

desarrollo del determinante de tercer orden obtenido al final de 

la sección VII.l: 

det A 

Como en cada término hay un elemento de cada renglón y de cada co

lumna, podemos seleccionar una línea cualquiera y factorizar los 

elementos de ésta. Por ejemplo, eligiendo el primer renglón pode-

mos factorizar sus elementos y escribir 

det A 

Cada uno de los factores que multiplican a los elementos del pr! -

mer renglón en la expresión anterior constituye el desarrollo de 

un déterminante de segundo orden. Así: 

para a11 tenemos que 

l 
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para a12 tenemos que 

aza az1 a21 a23 

(-az¡ a 3 3 + azs an) (-1) 

a 3 3 a 31 a 31 a 3 3 

para a 13 tenemos que 

Cada uno de estos déterminantes puede ser obtenido de la matriz 

original suprimiendo el renglón y la columna en que se encuentra 

~1 elemento correspondiente. Tales determinantes reciben el norn -

bre de "menores". 

Así, por ejemplo, el ffienor de a 12 se puede obtener de la siguiente 

manera 

-a-t"t" -e---a-t-.,. 

1 

a 2 1 ~2.2 a2a 
1 
1 
1 

an 932 a33 

Regresando a la expresión anterior para det A, vemos que los fact~ 

res que multiplican a los ~lementos del primer renglón no son, en 

todos los casos, los menores correspondientes. 

En el caso de a 12 dicho factor es igual al menor con el signo cam-

biado. Esto se identifica con el hecho de que tal elemento es de 

"característica impar"; es decir que la suma del número del ren-

g16n y de la columna en que se encuentra es un número impar 

(1+2=3). 

·sóld tenernos un elemento de característica impar en el desarrollo 
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anterior por haber elegido el primer rengl~n para fáctorizar sus 

elementos. Si hubiésemos elegido el segundo rengl6n tendríamos 

dos elementos de característica impar (a 21 y a 23 ) y, en tal caso, 

los factores que multiplican a éstos en el desarrollo del determi-

nante serían iguales a sus correspondientes menores con el signo 

cambiado. 

Surge asi el concepto de "cofactor", como el factor que multiplica 

al elemento en el desarrollo del determinante. Dicho cofactor es 

igual al menor, o al negativo de éste, según sea par o impar la ca 

r a cterística del elemento. 

Finalmente, el determinante de A puede e.xpresarse · como 

det A + 

Expresi6n que se conoce como el "desarrollo por cofactores según 

el primer rengl6n". Es claro que pueden obtenerse desarrollos si-

milares para cada uno de los otros renglones y columnas de la m~ -

triz A. 

:; 

. ~-
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VII.3.1 DEFINICION 

[ - J una matr;z de nxn con elementos en C. Sea A = aij ,¿. 

i) Se llama menor del elemento aij' Y se representa 

al ,determinante de la matriz que se ob~ 
con Mij' 

tiene suprimiendo en A el rengl6n i Y la colu~ -

na j. 

ii) se llama cofactor del elemento aij' Y se repre
i+j -

senta con Cij' al producto (-1} Mij' 

Así, por ejemplo, para la matriz 

1 -3 2i 

-i 4 1 

A - - o -1 i 

3i o 2 

el menor del elemento az3 es el determinante 

1 -3 o 

Mz 3 o -1 1 i -9i -Si . 

3i o -i 

mientras que su cofactor es el producto 

1 -3 o 

C23 
(-1)~+3 ) o -1 1 ( -1) (-Si) -8i ..... 

3i o -i 

Para el elemento a2~ se tiene 

-, 
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1 -3 2i 

M2 4 o -1 i -2 + 9 -6 1 

3i o 2 

y 

C21< (-1) 6 (1) ( 1} ( 1} 1 

etc. 

VII. 3. 2 TEOREMA 

Si A = [ aiJ es una matriz de nxn con elementos en e 

Y r es un número entero tal que 1 ~ r ~ n, entonces: 

n 
i) det A E a rj e rj j=l 

n 
ii} det A E a. c. 

i=1 ~r ~r 

DEMOSTRACION 

Se demuestra primero la parte i) 

De VII. l. 4 se tiene que 

n! 
det A E E (pk} ala a2a a 

k=l k¡ k2 rakr 
(1) 

Y en consecuencia, cada término del desarrollo de det A tiene uno 

Y sólo un factor a correspondiente al renglón r, cuyo segundo 
rakr 

índice akr recorre todos los valores 1, 2, ... , na lo largo de los 

n! ténninos. Podemos en consecuencia escribir 

det A a F + a F + ... + a F (2) r¡ r¡ I'2 I'2 rn rn 

y debemos probar que los F rj (j = 1, 2, ••• 1 n) son los cofactores 

de los elementos a rj en el sentido de la definición VII.3.1. 
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como el factor F . se obtiene sumando los términos del desarrollo 
I'J 

(1) en los cuales aparece el elemento a . y factorizando ~ste, se 
r) 

tendr~ que F . es una suma de productos formados por n-1 factores 
r) 

eñtre los cuales no hay elementos del rengl6n r ni de la columna 

j: esto es 

F . 
I'J 

(n-1)! 

E e:(pk) 
k='l 

a a ) 
(r-l)ak(r-1) (r+l ak(r+l) 

a (3) 
nakn 

'Donde qk = (akl' ak2''""' ak(r-1)' ak(r+1)'""'' akn) es una perro~ 
tación del conjunto {1, 2, ..• , j-1, j+1, ••• , n} que se . obtiene s~ 

primiendo en pk = (akl' ak2, .•• , akr'"""' akn) el número akr (que 

es igual ajen los términos correspondientes a Frj). 

En consecuencia, con la posible excepción del signo E:(pk) la e.! -

presión (3) corresponde al desarrollo del menor Mrj' de acuerdo con 

la definici6n VII.3.1 

Para mostrar la relación que existe entre e:(pk) y e:(qk), conside-

rernos la permutación 

y traslademos a akr hasta el último lugar por medio de n-r inte~ -

cambios de números adyacentes, se obtiene así la permutación 

P. ' = (nk , nk ,.~., ak , ak ) k . 1 2 n r 

cuyo signo, respecto al de pk, est~ dado por 

-Por otra parte, los primeros n-1 números de pk coinciden con la 
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a. ) 
KD 
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Y como ,akr j, en pk habrá n-j números mayores que o.kr y que se 

encuentran antes que éste en la permutación, por lo que pk_ tiene 

n-j inversiones más que qk y, en consecuencia 

por lo que, respecto al signo de pk tendremos 

E(q) = (-l)n-j 
k . 

o lo que es equivalente 

Finalmente, llevando este resultado al d~sarrollo (3) se obtiene 

F . 
I'] 

(-1) r+j M . 
I'J 

por lo que, de VII.3.1 

F . 
I'J 

e . 
I'J 

como se quería. 

La parte ii) del teorema se sigue inmediatamente de la parte i) 

del mismo y de la propiedad i} del teorema VII.2.3. 

o 
De acuerdo con el teorema VII.3.2, el valor de un determinante 

puede obtenerse a partir de los elementos de una cualquiera de sus 

líneas, sumando los productos de éstos por sus respectivos cofact~ 
res. 
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Por ejemplo, pata calcular el determinante de la matriz 

2 1 -5 2 

4 -6 o 1 
A 

o 2 -1 o 

-1 6 -7 1 

L Podemos elegir cualquíer renglón o columna para desarrollar por e~ 
' 

factores. En este caso, un somero análisis de la matriz dada nos 

sugiere la elecci6n del tercer renglón en virtud de que dos de sus 

elementos son nulos y el producto de éstos por sus respectivos ca

factores será igual a cero, sea cual fuere él valor de los cofacto 

res, por lo que no será necesario calcularlos. 

Así, se tendrá que 

det A 

Para calcular los menores correspondientes podemos emplear la re -

gla de Sarrus por tratarse de determinantes de tercer orden. 

2 -s · 2 

4 o 1 o - 56 + 5 ~ · o + 14 + 20 -17 

-1 -7 1 

2 1 2 

4 -6 1 - 12 + 48 - 1 - 12 - 12 - 4 7 

-1 6 1 

Los cofactores serán entonces 

y 7 

por lo que 

:', 
r ~. ' 
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det A 2x17 - 7 27 

En el caso general 1 el desarrollo por cofactores transforma el pr~ ' , -

blerna de calcular un determinante de orden n en el de calcular n 

determinantes de orden n-1. Cada uno de estos determinantes puede 

desarrollarse a su vez por cofactores, obteniéndose menores de or-

den· n-2 1 y así sucesi varnente. Se acostumbra continuar el proceso 

hasta obtener menores de orden 3 o de orden 2, cuyo valor puede ob 

tefierse empleando la regla de Sarrus. 

-~~ Condensación 

El desarrollo por cofactores, aunque de aplicaci6n general, no es 

un método eficiente dada la gran cantidad de determinantes de o~ -

den menor que se requiere calcular. Por ejemplo, p~ra un determi

nante de quinto orden se tendrán 5 rnenores .de cuarto orden, y para 

cada uno de ellos 4 menores de tercer orden; por lo que se requie-

re calcular un total de 20 deterwinantes de tercer orden. 

Como se vio en el ejemplo anterior, en ciertos casos especiales 

puede evitarse el cálculo de algunos cofactores cuando los elemen-

tos correspondientes son nulos; en especial, si alguna de las 11 

neas tuviese todos los elementos e x cepto uno iguales a cero, sin 

duda escogeríamos dicha línea para efectuar el desarrollo por co -

factores, ya que sólo requeriríamos calcular uno de ellos (el es_-

rrespondiente al elemento distinto de cero}. Esta situación, cla-

ramente deseable, puede lograrse con ayuda de las propiedades que 

establece el teorema VII.2.2; en particular, mediante la aplic~-

ci6n reiterada de la propiedad v}. 

El m§todo que se propone a continuación, conocido como "método de 
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condensación", se basa precisamente en esta idea Y consiste en lo 

siguiente: 

1) Elegir una línea que contenga el mayor número de ceros po-

sible. 

2) -Elegir un elemento no nulo de dicha línea (de preferencia 

un 1 o un -1} y aplicar reiteradamente la propiedad v) de 

vrr'.2.2 hasta reducir a cero todos los demás elementos de 

la línea. 

3) Desarrollar por cofactores según dicha línea. 

4} Repetir los -tres pasos anteriores hasta obtener un deterrn~ 

nante de tercer orden (o de segundo si se prefiere) Y obte 

ner s'u valor mediante la regla de Sarrus. 

A manera de ejemplo, usaremos a continuación el método de condens~ 

ción para calcular el determinante de la matriz 

A 

-1 1 -5 

3 2 1 

1 -1 2 

o 

1 

2 

2 

1 

4 

-~ 3 

o ; -1 
. ' 

1 o 

3 -1 

o 1 J 
Elegirnos la cuarta columna para efectuar el desarroll~ por tener 

ésta dos elementos nulos, y seleccionarnos corno "pivote'' al tercer 

elemento de dicha columna por tratarse de un uno. Entonces, rnult! 

plicando por 2 y por -3 el tercer renglón y sumándolo al primero Y 

al cuarto renglones, respectivamente, se obtiene 
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.¡.. 

-1 1 -S -2 3 (2) 1 -1 -] o 3 

3 2 1 o -1 3 2 1 o -1 

det A 1 -1 2 
.-, 

( 1 1 
' .... 

o * 1 -1 2 1 o 
o 2 1 3 -1 (-3) -3 S -s o -1 

1 2 4 o 1 1 2 4 o 1 

En consecuenci~ desarrollando por cofactores segdn la cuarta colum 

na 

1 -1 -1 3 

det A (1) (-1) 7 3 2 1 -1 

-3 5 -5 -1 

1 2 4 1 

Para calcular el valor de éste determinante de cuarto orden, eleg~ 

rnos ahora el primer renglón para el desarrollo y la primera colurn-

na como pivote, por lo que sumando ésta a la segunda y tercera co

lumnas, multiplicándola por -3 y sumándola a la cuarta se obtiene 

+ 3 1 o o o 

-1 3 5 4 -10 
det A (-1) (-1) 

'.-3 S -5 -1 -3 2 -8 8 

1 2 4 1 1 3 5 -2 

* (1) (1) (-3) 

y desarrollando por cofactores según el primer renglón 

S 4 -10 

det A (-1) (1) (-1) 2 . 2 -8 8 

3 5 -2 
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Para continuar con el proceso, seleccionarnos ahora el segundo ren-

glón para el desarrollo y la primera columna como pivote, con lo 

que 

5 4 -10 5 24 -30 

det A 
,..... ...... 

(-1) + ~.:' -8 8 (-1) 2 o o 

3 5 -2 3 17 -14 

* ( 4) (-4) 

Finalmente, desarrollando por cofactores y empleando la regla de 

Sarrus se obtiene 

24 -30 

· det A (-1) (2) (-1) 3 2 (-336 + 510) 348 '· 

17 -14 

¡·-

que es el valor del determinante. 

Como puede verse, el método de condensación ofrece en cada ciclo 

un gran ndmero de posibil1da~es para la selección de la línea y 
\-..... ·-

del elemento pivote. Urta seJécci6n adecuada en cada caso puede 

coritribuir notablemente a simplificar los cálculos correspondie~ -

tes. 

Determinante de una matriz triangular. 

El cálculo del determinante de una matriz triangular resulta part! 

cularmente sencillo, ya que su valor es igual al producto de los 

elementos de su diagonal principal, com?.lo establece el siguiente 

teorema. 
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VII. 3. 3 TEOREMA 

Si A= [aij] es una matriz triangular su~~rior 
(inferior), entonces 

det A 

DEMOSTRACION 

n 
- rr 
i=1 

a .. 
~1 

Haremos una prueba por inducci6n en el caso de una matriz triangu

lar superior. 

Para n 2 se tiene 

y por la regla de Sarrus 

Sea ahora 

A 
n 

o 

o o 

a1n 

a 
nn 

Desarrollando por cofactores según el último rengl6n se tiene que 

a1 1 a1 2 a 1 ,n- 1 

det A a (-l)n+n o a22 a 2,n- 1 
n nn 

_; 

o o a 
n-1 ,n-1 

pero, por hip6tesis de inducci6n 

a a 
11 l 2. 

O a 
2 2 

o o 

y en consecuencia 

det A 
n 

a 
nn 

a n-t,n-1 

(a 
ll 

a 
2 2 
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a )= 
n- 1 , n- 1 

n 
II 

a 

i=1 

n- 1 ,n- 1 

a .. 
ll 

Por otra parte, si A es triangular inferior entonce~ AT es triang~ 

lar superior; en consecuencia por i) de VII.2.3 y el resultado an-

t~rior se tendr& que 

det A det AT 
n 
rr 

i=1 
a .. 
l~ 

Esto completa la demostración. 

D 

La facilidad con que se calcula el determinante de una matriz 

t~iangular sugiere otro método general para el c&lculo de determi 

nantes, el cual consiste en transformar la matriz dada en una ma -

triz triangular empleando las propiedades del teorema VII.2.2, y 

calcular el determinante de ésta multiplicando los elementos de su 

diagonal principal. Debido a que una matriz triangular es una ma 

triz escalonada, el procedimiento resulta similar al método de 

Gauss para la resolución de sistemas~ sin embargo, se debe tener 

presente que en este caso las transformaciones del tipo I y del ti 

po II pueden alterar el valor del determinante. 

A manera de ejemplo, calcularemos a partir de este método el valor 

del determinante que empleamos para ilustrar el método de conden -
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sación. 

Multiplicando por 3 el primer renglón y ~umándolo al segundo, y su 

mando el primer renglón al tercero y al quinto se obtiene 

det A 

-1 

3 

1 

o 

1 

1 

2 

-1 

2 

2 

-5 

1 

2 

1 

4 

-2 

o 

1 

3 

o 

3 

-1 

o 

-1 

1 

-1 

o 

o 

o 

o 

1 

5 

o 

2 

3 

-5 -2 3 

-14 -6 8 

-3 -1 3 

1 3 -1 

-1 -2 4 

sumando al segundo renglón el quinto multiplicado por -2 y, a con-

tinuación, multiplicando por 2 y por 3 el segundo renglón y suman-

do al cuarto y quinto renglones, respectivamente, se obtiene 

-1 1 -5 -2 3 -1 1 -5 -2 3 

o -1 -12 -2 o o -1 -12 -2 o 

det A o o -3 -1 3 o o -3 -1 3 

o 2 1 3 -1 o o -23 -1 -1 

o 3 -1 -2 4 o o -37 -8 4 

-23 -37 
Multiplicando el tercer renglón por ~ y por ~' y sumándolo al 

cuarto y al quinto renglones y, a continuación, multiplicando por 

-13 
20 el cuarto renglón y sumándolo al quinto se obtiene 

-1 1 

o -1 

det A o o 

o o 

o o 

-5 -2 

-12 -2 

-3 

o 

o 

-1 

20 
~ 
13 
3 

3 

o 

3 

~24 

-33 

-1 1 

o -1 

o o 

o o 

o o 

-5 -2 

-12 -2 

-3 

o 

o 

-1 

20 
3 

o 

3 

o 

3 

-24 

-87 
--;-

.... , 
\ 

J 
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por lo que, finalmente 

det A 
20 -87) (-1)(-1)(-3)(3)(~ 348. 

· que es el valor buscado. 

VII.3.4 EJERCICIOS 

1.- Aplicar la regla de Sarrus para calcular el valor de los si -

guientes determinantes 

a -3a 

a) b) 

2 1 

3 

-2 

-9 

b -e 

1 -1 

3b e 

2 .- Obtener el menor y el cofactor de los elementos a22 Y a23 de 

la matriz 

A [: : -:] 
-2 1 2 

3.- Obtener el valor del determinante 

a) 

b) 

4 -6 o 1 

.:;c..Q ··- ·· -- 2 -.:..1_. o 

2 

1 

1 -5 

6 -7 

2 

1 

Cofactore s según la tercera columna 
desarrollando por 

que Ser ía la regla de Sarrus para un determ~ 
aplicando lo 

nqnte de 4o. orden. 

resul tados con el obtenido en el problema 4 
y comparar estos 
de VII. l. 5 
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4.- Calcular el determinante del problema anterior, desarrollando 

por cofactores según el segundo renglón. 

5.- Calcular el valor del determinante 

2 1 o 2 -1 

1 o -2 o 3 

-4 -1 3 1 -5 

1 2 o 4 3 

-2 1 4 o 1 

a) por el método de condensación 

b) transformando a una matriz triangular. 

6.- Demostrar que el valor de 

a11 a¡ z o o 

· az¡ azz o o 

b¡ bz a 3 3 o 
C¡ Cz C3 a .... 

es independiente de los valores de bl, bz, Ct, c2 y C3 

1 

1 

~ 
ji 

1 
·;~ 
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VII. 4 ALGUNAS APLICACIONES 

Como complemento a las secciones anteriores, en las cuales se pr~ 

sentaron los principales aspectos relativos al concepto de deter

minante, en ésta veremos dos de sus principales aplicaciones: al 

cálculo de la inversa de una matriz y a la resolución de siste~as 

de ecuaciones lineales. Como consecuencia del desarrollo de e~ 

tos tópicos se obtendrán además algunas propiedades adicionales 

que son de gran utilidad en el empleo de los determinantes. 

Cálculo de la inversa por medio de la adjunta 

Se conoce como adjunta de una matriz cuadrada A a la transpuesta 

de la matriz que se obtiene reemplazando los elementos de A por 

sus respectivos cofactores, como lo establece la siguiente definí 

ción 

VII.4.1 DEFINICION 

Sea A = [ aij] una matriz de nxn con elementos en C, 

y sea C .. el cofactor del elemento a ... Se llama 
~) ~) 

Adjunta de A a la matriz 

Adj A = [ b i j] , donde b .. 
~] 

Asi, por ejemplo, para obtener la adjunta de la matriz 

se calculan los cofactores de todos· sus elementos 
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-1 4 3 4 3 -1 
e1 1 -4, e12 (-1) 8, e1 3 5, 

1 o 2 o 2 1 

o 2 1 2 1 o 
e21 (-1) 2, C22 -4, e23 (-1) 

1 o 2 o 2 1 

o 2 1 2 1 o 
c3 1 2, e3 2 (-1) 2, e33 -1, 

-1 4 3 4 3 -1 

y se ordenan de la siguiente manera 

r -4 2 .2-1 
r ~ 

l -~ J 
P.di ?'. L c j ij 8 -4 

5 -1 

La adjunta tiene la siguiente propiedad importante. Si multipli -

camos la matriz A del ejemplo anterior por su adjunta obtenemos 

A(Adj A)=[: _: :] 1: _: ~]== [: : :l 6~ : ~ 
2 1 o Ls -1 -1 o o ~ [; o ~ 

y cabe preguntarse que relación tiene el número 6 con la matriz 

dada. Si calculamos su determinante encontramos que 

1 o 2 

det A 3 -1 4 6 

2 1 o 

Es decir que 

A(Adj A) (det A)~ 3 

-1, ¡ 
t 
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la matriz del ejemplo anteEsta expresi6n no sólo es válida para 

d general, como lo establece rior sino que constituye un resulta o 

el siguiente teorema 

VII. 4. 2 TEOREMA 

Si A es una matriz de nxn con elementos en e, entonces 

A(Adj A) = (Adj A)A 

DEMOSTRAeiON 

Sea A = [ aiJ 

De VII.4 . 1 

Adj A 

por lo que, de vr.3.1 

A (Adj A) ::: [Pi j] 

. donde 

b .. 
1] 

e .. 
]1 

(det A) In 

En consecuencia, para i j se tiene que 

n 
_ p - E a,,, CJ..,_ p,J. - ii - ... ,... ,... 

... }< = 1 

1 de sarrolio por cofactores, que _es e 
según el i-ésimo renglón, 

de A,. por lo que, de i) de vrr.3.2 del determinante 

p .. == det A 
~1 

i ..J J. h P .. = O cuando r Probaremos a ora que J.] 

Por i) de VII.3.2 se tiene que 

(1) 
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a 1 1 a 12 a1n 

i ai1 ai2 a in 

aj l cj l + a. C. + ..• + a. c. J 2 J 2 Jn ]n 
j aj1 aj2 ajn 

an1 an2 ann 

por lo que, haciendo ajk aik tenemos 

a11 a 12 a1n 

i ai1 ai2 a in 

a. e. + a e + .•. + a e 
~ 1 J 1 i2 j 2 in jn j ai1 ai2 a in 

an1 an 2 ann 

Pero este determinante tiene dos 1 reng ones iguales por lo que, de 

iv) de VII.2.2, su valor es cero y 

e +a e + ... +a e 
jl i2 j2 in jn 

a 
i 1 o 

Esta expresi6n nos indica que la suma de los productos de los el~ 

mentos de un rengl6n por los cofactores de los elementos de otro 

renglón es igual a cero. 

En consecuencia 

n 

r aik cJ.k 
k=1 

Así que, de (1) y (2) 

O, si i :¡. j (2) 
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si i j 

si i :¡. j 

por lo que, de VI.3.4 y VI.2.4 

A(Adj A) (det A)In 

La . prueba de 

(Adj A)A (det A) In 

es similar y se sugiere al lector intentarla como ejercicio. 

D 

Con ayuda de este resultado puede demostrarse el importante teore 

ma que ~~ enuncia a continuación 

VII.4.3 TEOREMA 

Sea A una matriz de n xn con elementos en C: 

-1 
A existe si y sólo si det A :¡. O 

DEMOSTRACION 

a) De VII.4.2 se tiene que 

A(Adj A) (det A) In 

por lo que, si det A :¡. O de la expresión anterior se sigue 

que 

de~- A [ A(Adj A) J 
esto es 

I 
n 
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A [ 1 . J det A (AdJ A) = I n 

En consecuencia, de VI.4.1 

A-1 1 
= det A(Adj A) 
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(1) 

Y A-
1 

existe, ya 1 que a adjunta de A existe 

A. 

Ento nces 

det A 1 O=) 3:A-1 

b) Si A- 1 
existe, entonces 

A A-1 = I 
n 

det (A A - 1 ) det r 
n 

(2) 

por VI. 4.1 

para toda matriz 

(det A}(de t A- 1 ) = det I 
n por iii) de VII.2.3 

(det A) (det A - 1 ) 1 por VII.3.3 (3) 

por lo que det A 1 O; esto es 

3: A-l > det A f O 
( 4) 

Finalmente, de (2) ( 4 ) Y se sigue que 

3: A -
1 

( ) det A 1 O 

como se quería demostrar. 

o 
La e xpresión {1) de la demostración anterior 

sugiere un método p~ 
ra calcular la inversa de una ma~. iz, el 

cual consiste en multi -

plicar el recíproco del determinante por 
la adjunta. Puntualiza-

·' 
'' t 

,q 
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mos dicho resultado en el siguiente corolario 

VII.4.4 COROLARIO 

si det A 1 O, entonces A- 1 
de! A(Adj A) 

Así, por ejemplo, la inversa de la matriz 

[: 
o 

:J A -1 

1 

es 

-4 2 2 
-2 1 1 
3 3 3 

A-1 1 8 -4 2 4 -2 1 
6 3 j 3 

5 -1 -1 
5 -1 1 
6 b b 

Otro resultado importante que puede derivarse de la demostración 

del teorema VII.4.3 es el siguiente. 

VII.4.5 COROLARIO 

si a A - 1 entonces det .l\ -l 1 
det A 

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la expresión (3). 

Regla de Cramer 

Para terminar este capítulo ·enupciaremos formalmente el método p~ 

ra . resolver sistemas de ecuaciones lineales sugerido al principio 

de la sección VII.l, el cual nos sirvió como motivación para la 
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definici6n general de determinante. 

VII.4.6 TEOREMA (REGLA DE eRAMER) 

Sea 

un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas, y sea 

A = [ aiJ su matriz de coeficientes. 

Si det A ~ O entonces xk 

donde Ak 

det Ak 

det A 
(k 1, 2, ••. , n) 

aij' para j ~k 

bi , para j k 

Es decir que, si det A ~ O, entonces el valor de la k-ésima inc6~ 

nita en la soluci6n del sistema puede calcularse como el cociente 

de los determinantes de las matrices Ak y A, donde Ak se obtiene 

reemplazando en A la k-ésima columna por el vector de términos i~ 

dependientes. 

DEMOSTRAeiON 

El sistema es equivalente a la expresi6n 

AX B 

donde 
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a 1 1 a 12. a1n Xt bt 

a 2.1 az.z. az.n Xz. bz 

A X y B 

an1 an2 ann xn bn 

Entonces, si det A~ O por VII.4.3 a A- 1 y se tendrá que 

por lo que, de VII.4.4 

X 

Esto es 

X 

X 

Así que 

[de~ A (Adj A) J B 

1 
det A 

1 
det A 

x = ---1--(b e +be k+ .•• + be k>' (k 
k det A 1 1 k 2. 2. n n 

pero, por VII.3.2, la expresión 

1, 2, ... , n) 

corresponde al desarrollo por cofactores, según la k-ésima colum

na, de una matriz que se obtiene a partir de A reemplazando los 
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elementos de la k-ésima columna por el lector de términos indepe~ 

dientes; es decir que 

lo que demuestra el teorema. 

o 

e .. 
~] 

aij' para j '1 k 

bi , para j k 

Asi, por ejemplo, para resolver el siguiente sistema de ecuacio 

nes lineales empleando la regla de Cramer 

X3 1 

3 

-2 

calculamos primero 

2 3 -1 

det P.. -1 -1 2 -2 

1 2 -1 

Como det A 1 O calculamos ahora 

1 3 -1 

det A1 3 -1 2 -10 

-2 2 -1 

2 1 -1 

-1 3 2 4 

1 -2 -1 

.• -:...-
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2 3 1 

det A3 -1 -1 3 -6 

1 2 -2 

por lo que la soluci6n es 

X1 
-10 S, 4 -2, -6 

3 --=2 X2 -2 x3 
~ 

VII.4.7 EJERCICIOS 

1.- Obtener la matriz A para la cual 

Adj A y [ ~ ::: :::] 
-1 3 1 

2.- Para cada una de las siguientes matrices determinar si existe 

su inversa, en caso afirmativo calcularla por el método de la 

adjunta y verificar que se cumple el corolario VII.4.5 

a) 

[: 
-1 

~] 2 · -

-2 : / 

A 

[: o ;] S 

-1 5 

b) 

B 

3.- Demostrar que si A es una matriz no singular de 3x3, entonces 

detA J det (Adj A) 
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6.- Una compañía recibi6 de cuatro proveedores los siguientes pr~ 

supuestos: 

Prov. A Prov. B Prov. C Prov. D 

No. compresoras 2 o 1 1 
No. medidores o 4 2 2 
No. válvulas 4 4 o 4 
No. reguladores 1 2 2 o 
Costo total en 
millones de pesos 6 5 5 4 

Sabiendo que los proveedores tienen los mismos precios para e~ 

da artículo; ¿Cuántos millones de pesos cuesta cada impresora? 

¿Qué ventajas presenta en este caso el empleo de la regla de 

Cramer sobre el método de Gauss? 

l 
í 
:¡ 

~ 
; 

-~, CAP I TU LO VI I I ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 

INTRODUCCION 

En capítulos anteriores hemos tratado con diferentes tipos de en-

tes matemáticos tales como números complejos, polinomios y matri-

ces, y hemos efectuado con ellos ciertas operaciones; sin emba~ 

go, no todas las operaciones se comportaron de la misma manera: 

la multiplicaci6ri de polinomios, por ejemplo, résult6 ser una op~ 

raci6n conmutativa mientras que la multiplicaci6n de matrices no 

lo es. En este capítulo analizaremos los aspectos más relevantes 

en el comportamiento de las llamadas "operaciones binarias". 

Cuando un conjunto esta provisto de una o varias operaciones bina 

rias se tiene un "sistema algebraico". Dicho sistema posee cier-

.ta "estructura" que está determinada por las propiedades de las 

operaciones definidas en el conjunto. 

Es posible que dos conjuntos formados por elementos de diferente 

naturaleza.y provistos de operaciones distintas tengan, sin embar 

~o, el mismo "comportamiento algebraico"; es decir, que las oper~ 
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ciones obedezcan a las mismas leyes. Se dice en tal caso que am-

bos sistemas poseen la misma "estructura algebraica". 

A ciertas estructuras fundamentales se les han asignado nombres 

específicos como el de "grupo", "anillo" o "campo". 

No se pretende realizar aquí un estudio exhaustivo de las diver -

sas estructuras algebraicas existentes, sino más bien presentar 

los conceptos básicos que nos permitan identificar y comprender 

la estructura algebraica de los sistemas más comunes en matemáti-

cas. 

vm.l OPERACIONES BINARIAS Y SUS PROPIEDADES 

El concepto de operación binaria es fundamental para el estudio 

de las estructuras algebraicas; en consecuencia, necesitamos emp~ 

zar por definir formalmente lo que entenderemos por una operación 

binaria. 

No se trat~ ya de una operación en particular, como la adición de 

números complejos o la multiplicación de matrices, sino del conceE 

to mismo de operación binaria; es decir, de aquello que es común 

a todas las operaciones de este tipo que conocemos. 

¿Qué tienen en común operaciones como la adición de números raci~ 

nales, la sustracción de polinomios y la multiplicación de matri-

ces, por ejemplo? 

Fundamentalmente lo siguiente: 

Se aplican a dos elementos de la misma especie (de ahí el té~ 

mino "binaria"). 

Asignan a dichos elementos un único "resultado", que es otro 
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elemento de la misma especie, por medio de un criterio deter-

minado. En general, el resultado asignado depende no sólo de 

quiénes sean los elementos sino también del orden en el que 

éstos sean considerados. 

Podemos decir entonces que una operación binaria es una regla que 

asigna a cada par ordenado de elementos de un conjunto un único 

elemento de dicho conjunto. Con ayuda del concepto de función, 

la definición de operación binaria puede enunciarse de la siguie~ 

te manera 

VIIT.l.l DEFINICION 

Una operación binaria * definida en un conjunto S 

es una función de sxs en S. La imagen del par 

ordenado (a,b) bajo la operación * se representa 

La adición de números racionales, por ejemplo, es una función de 

QxQ en Q, denotada por el sírr~olo +, que asigna a cada par orden~ 

do de números racionales Cs, ~) un único número racional represe~ 
a e a e 

tado por b + d' al que se conoce como "la suma" de by d' 

La expresión 

a e 
b + d 

ad + be 
bd 

' i ' ¡_ r (\ 'f" ¡:· (ia 

de la definición I.4.4 especifica como obtener el número b.+ ~ a 

a e d . . partir de los números b y d; es ecJ.r, especifica la regla o crJ.-

terio de asignación. 
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Al aplicar dicha regla al par ordenado (1 4) 2' 3 r por ejemplo, se ob 

tiene el nGmero racional ~1 d 6; es ecir 

1 4 
2 + 3 

11 
6 

Entre otros ejemplos ~e operaciones binarias conocidas tenemos 

los siguientes: 

La adici6n y la multiplicac~ 0 
naturales 

sl conjunto de los nGmeros 

La sustracci6n en el conjunt:·:, _..,., :::.us n,_, . .-:ros enteros 

La divisi6n en el 
tes de cero 

conj',:;¡to de los números c..~~nolejos diferen-

La adici6n Y la sustracci6n de polinomios 

La ~8ici6n y la multipll"cacl"6n 1 ~;adas de orden n en e conjunto de matriccz cua 

La uni6n y la intersecci6n de conjuntos, etc. 

Es claro que el concepto de operaci6n binaria establecido por 

VDI.1~1 no se restringe a las operaciones usuales, como las que 

acabamos de mencionar, sino que admite la existencia de "nuevas" 

operaciones binarias. 

Para definir una operaci6n binaria en un conjunt? S bastará con 

especificar una regla que asigne a cada par ordenado de elementos 

de S .un Gnico elemento de s. Por ejemplo, podemos enunciar la s~ 

guiente regla para un par ordenado cualquiera de nGrneros natura -

les: 

"Al primer 1 · e emento agregarle el doble del segundo" 

con lo que hemos definido una operaci6n binaria en el conjunto N. 

' Para representar dicha operaci6n podemos utilizar cualquier sfmb~ 
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lo, aunque es recomendable emplear símbolos distintos a los de 

las operaciones usuales para evitar confusiones. 

Por ejemplo, si elegimos el símbolo 6 para representar la opera-

ci6n anterior, ésta quedará definida por la expresi6n 

m 6 n m + 2n; ~ m, n € N (1) 

Si aplicamos dicha operaci6n al par ordenadc (1,3), por ejemplo, 

se obtendrá como resultado el nGmero 7; lo que se expresa de la 

siguiente manera 

1 t:, 3 7 

si la aplicamos ahora al par ordenado (3,1) se obtendrá como re -

sultado 5; esto es 

3 t:, 1 5 

Aungu~ la maner~ más usual de definir una operaci6n binaria es me 

diante una ·::oxpresi6n, digamos "matemática", como la expresi6n (1), 

en ciertos casos suele hacerse también mediante una "tabla". 

Dichas tablas son particularmente útiles cuando el conjunto sobre 

·el que se define la operaci6n es finito y tiene pocos elementos. 

Por ejemplo, en el conjunto 

G {a, 8, y} 

podemos definir una operaci6n o mediante la siguiente tabla 
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o a S y 

a a S y 

B S S 
(2) 

a 

y a i3 y 

Para buscar en la tabla el resultado asignado a un par ordenado 

en particular, se busca al primer element6 en · la columna de la iz 

quierda y alr<'~segü'ndó en el renglisn superior; él ' res'ul t 'ado se en -
' -¡ 

cuentra en la intersección del renglón y la columna correspondie~ 

tes. 

Por ejemplo, el resultado de aplicar la operación o al par orde-

nado (B,y) es, de acuerdo con la tabla (2): 

S o y = a 

Para (y,S) se tendrá en cambio 

y o S S 

Antes de pasar a ocuparnos de las propiedades cabe resaltar que, 

de acuerdo con la definición VIIT.1.1, una operación binaria *de

finida en un 6onjunto S as~gna siempre como resultado un elemento 

de S; es decir que 

~a, b E S: a*b E S 

Algunos autores se refieren a esta situación diciendo que el con-

junto S es "cerrado" respecto a la operación *· 

' De acuerdo con esto, la sustracción no es una operación binaria 

en el conjunto de los números naturales ya que, para los números 

naturales 1 y 3, por ejemplo, la diferencia 1-3 no pertenece al 
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conjunto N. 

Cerradura 

VIIT.l.2 DEFINICION 

Sea * una operación binaria definida en un conjunto S, 

y sea T un · t~~¡Y~~~·,(;~;ftlz~?,;~~r ~t¡th~,;·r, :<~ii~·~i~~g,ff~¡;; q~,li~~;:; j'; es cerrado 

respecto a la o~'et~ ·biór. '* sí 

V a, b E T: a*b E T 

Es decir que el subconjunto T es cerrado respecto a la operación 

* si al aplicar dicha operación a dos elementos cualesquiera de T 

se obtiene como resultado otro elemento de T. 

Así, por ejemplo, para la multiplicación de números racionales 

los siguientes supconjuntos de Q son cerrados 

{x 1 X E Q, X > 0} 

{O} 

{O, 1, ':'"1} 

así éomo también lo es el propio Q; mientras que los siguientes 

subconjuntos no son cerrados respecto a dicha operación 

{x 1 ~ E Q, X < 0} 

{O, 1, 2} 

Respecto a ·la operación ~ definida por la expresión (1), el con

junto N no . tiene subconjuntos cerrados salvo el propio N. 

Para la operación o definida por la tabla (2), el conjunto 
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{S, y} es el único subcon~unto de G que no es cerrado respecto a 

dicha operación. 

Elementos idénticos 

Vill. 1. 3 DEFINICION 

Sea * una operación binaria definida en un conjunto S: 

i) Un elemento ~ E S es un idéntico izquierdo ?ara * si 

~*a = a, ~a E S 

ii) Un elemento ~ E S es un idén t ico derecho para * si 

a*~ = a, ~a E S 

iii) Un elemento ~ E S es un idéntico para * si es 

idéntico izquierdo e idéntico derecho. 

Asi, por ejemplo, para la multiplicación definida en el conjunto 

M de todas las matrices de mxn con elementos en C, la matriz Im 

es un idéntico izquierdo ya que 

I A 
m 

A, V A E M 

y la matriz In es un idéntico derecho puesto que 

A I 
n 

A, V A E M 

El número cero es un elemento idéntico para la adici6n definida 

en Q, ya que 

0 + X = X 

y 
X + Ü ""' V X E Q 

y el número uno lo es para la multiplicación definida en dicho 

4 
t 

_j_ __ 

491 

conjunto, puesto que 

1 • X = X 

lj 
X • 1 = X, lJ. X E Q 

El conjunto N no tiene idéntico izquierdo para la operación 6 de

finida por la expresión (1), ya que la condición 

~ 6 n = n 

Por def ;n'ción de la operación 6, a la expresión es equivalente, ...... 

e + 2n = n 

o sea 

e -n 

Entonces, sin E N se tendrA que -n (N, por lo qu~·6 no tiene 

idéntico izquierdo en N. 

Dicha operación tampoco tiene idéntico derecho en N, ya que 

n 6 ~ = n, ~ n 

es equivalente a 

n + 2~ n 

2e o 

e o 

y el cero no es un elemento de N. 

Como otro ejemplo consideremos la misma regla de correspondencia 

~ara la operación 6, pero definida ahora en el conjunto de los nú 

meros enteros; esto es 

m 6 n m + 2n; ~ m, n e Z 
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Al buscar un idéntico izquierdo para ~ en el conjunto Z partimos 
Elementos inversos 

de la condici6n 

VIIT.1.4 DEFINICION 

e ~ n = n Sea * una operaci6n binaria definida en un conjunto S, y: 

y llegamos nuevamente a la expresi6n 
i) Sea e un idéntico izquierdo para *· Un elemento ~ E S 

es un inverso izquierdo del elemento a E S si 

e -n 

donde ahora, si n E Z se tiene que -n E Z. 

ii) Sea e un idéntico derecho para *· " Un elemento a E S 

Sin embargo, de acuerdo con dicha expresi6n cada elemento tendría es un inverso derech6 del elemento a E S si 

su "propio" idéntico izquierdo, y el "idéntico izquierdo" de un 

elemento no lo sería para otro diferente. e 

Por ejemplo, un "idéntico izquierdo" para 1 sería -1 ya que 
iii) Sea e un idéntico para * Un elemento a E S es un 

inverso del elemento a E S si 

-1 ~ 1 1 

e y e 

pero para 2 se tendría que 

Como se sigue de la definici6n anterior, para poder hablar de ele 
-1 8 2 3 

mentos inversos se requiere que existan elementos idénticos. 

En consecuencia, la operaci6n 8 no tiene idéntico izquierdo en Z. 
Así pues, como la operaci6n ~ definida en N por la expresi6n (1) 

Por otra parte, el número cero es un idéntico derecho para la op~ no tiene idéntico izquierdo, no puede haber inversos izquierdos 

raci6n ~ definida en Z ya que para dicha operaci6n; y como tampoco existe idéntico derecho, ni~ 

gún elemento de N podrá tener inverso derecho para la operaci6n ~. 
n ~ O n, V n e Z 

Para la operaci6n o definida en G por la tabla (2) se tiene lo si 
y además O E z. 

guiente: 

Finalmente, para la operaci6n o definida por la tabla (2), el co~ 
Como a y y son idénticos izquierdos, entonces a tiene dos inver -

junto G tiene dos idénticos izquierdos (que son a y y) y no ti~ne 
sos izquierdos, que son a y y, ya que 

idéntico derecho. 

·_.:. ..... 
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a o a = a 

y o a = a 

8 no tiene inverso izquierdo 

y tiene dos inversos izquierdos, que son a y y, ya que 

(l o y y 

y o y y 

Como no hay idéntico derecho ningún elemento de G tiene inverso 

derecho. 

Para la adición en Q el cero es un elemento idéntico por lo que, 

para dicha operación, un inverso del número x E Q es el número 

-x E Q (llamado su simétrico) , ya que 

-x + x o y x + (-x) o 

Para la multiplicación en Q, como el número uno es un elemento 

idéntico, un inverso del número racional x '1 O es el número 

! E Q (llamado su recíproco), puesto que 
X 

1 
X 

• X 1 

Asociatividad 

VDI.1:5 DEFINICION 

1 
X • X 1 y 

Sea * una operac~ón binaria definida en un conjunto S 

Se dice que * es asociativa si 

~a, b, e E S: a*(b*C) 
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Consideremos, por ejemplo, la operación o definida en G por la 

ta~la (2). Esta operación no es asociativa ya que, para los ele-

mentos 6, 6 y y se tiene que 

8 o ( 8 o y) 8 o (l = 8 
y 

{6 o S) o y B o y = a 

por lo que 

f3 o (8 o y) .,¡. (8 o 13) o y 

y, en consecuencia, existe al menos un caso para el cual no se 

cumple la igualdad de la definición VIIT.l.S, igualdad que debe 

cumplirse en todos los casos para que la operación sea asociati-

va. 

La adición y la multiplicación en Q son operaciones asociativas, 

ya que 

x + {y + z) (x + y) + z 

lj 

x (yz) (xy) z 

para todos los valores de x, y, z E Q, como lo establecen los 

teoremas I.4.5 y 1.4.8; mientras que la sustracción en Q no lo 

es, ya que la igualdad 

x - (y - z) (x - y) - z 

no se cumple en todos los casos. 

Para determinar si la operación ~ definida por la expresión (1) 

es asociat;i.va o no lo es; debemos analiz,ar para que valores de 

m, n y p se satisface la igualdad 
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m t::. (n t::. p) (m t::. n) t::. p 

Por una parte tenernos que 

m t::. (n t::. p) m t::. (n + 2p) m+ 2(n + 2p) m + 2n + 4p 

y por otra 

(m t::. n) t::. p (m + 2n) t::. p = m + 2n + 2p 

resultados que nunca serán iguales puesto que p no puede valer 

cero. 

Cabe hacer notar que cuando una operaci6n * es asociativa pod~ -

mos escribir 

sin que exista ambigüedad respecto al significado de la expresi6n, 

puesto que en cualquier orden que coloquemos los paréntesis se 

obtendrá el mismo resultado. 

Conmutatividad 

Vm.1.6 DEFINICION 

Sea * una operación binaria definida en un conjunto S. 

Se dice que * es conmutativa si 

V. a, b e: S: 

La operaci6n o definida por la tabla (2) tampoco es conmutativa 

ya que; como vimos 
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B o y = a 

y 
y o B B 

¡;>or lo que 

Boyrly o 8 

y existe al menos un caso para el cual no se cumple la igualdad 

de la definici6n VTII.1.6. 

La adici6n y la multiplicación en Q son operaciones conmutativas 

ya que 

X + y y + X 

xy yx 

para todos los valores de x, y e: Q, como lo establecen los teore 

mas I.4.5 y I.4.8, mientras que la divisi6n en Q no lo es, ya 

que la igualdad 

X y y X 

no se cumple en todos los casos. 

Para determinar si la operación t::. definida por la expresi6n (1). 

es conmutativa o no lo es, debernos analizar para qué valores de 

m y n se satisface la igualdad 

m t::. n n t::. m 

Por una parte tenemos que 

m t::. n = m + 2n 
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y por otra 

n ll m n + 2m 

resultados que serán iguales sólo cuando m y n · sean ~guales y no 

para t odos los valores de m y n, por lo que la operación ll no es 

conmutativa. 

VIIT.1 ~ 7 EJERCICIOS 

1.- Para cada uno de los siguientes conjuntos determinar si * es 

una operación binaria definida en S: 

2.-

3.-

a) S {x 1 X e: Z, X < O}, y * es la multiplicación en z. 
b) S {-1, O, 1}, y * -1 o 1 

-1 1 o -1 

o o o o 

1 -1 o 1 

e) S es el conjunto de matrices de 3x2 con elementos en R, 

Y * es la multiplicación de matrices. 

Para el conjunto L = {a, b, c}y la 
/). a b e 

operación /). definida por la tabla, 
a a e a 

obtener todos los subconjuntos de 
b a b b 

L que son cerrados para /).. 

e e b e 

Sea o la operación definida en z como 

a o b = a + 3b + 1; V. a, b e: z. 

Determinar si dicha operación: 

a) Es asociativa 

b) Tiene idéntico derecho 

e) Tiene inverso derecho para todo elemento de z. 
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4.- Sea S el conjunto de los ángulos que puede girar la recta r 

de la primera figura conservando la simetría del triángulo 

equilátero 

r 

Considérese la suma de dos de tales ángulos como el giro fi -

nal que experime nta la recta a partir de su posición origi -

nal. Construir una tabla que defina a dicha operación, y de-

terminar si ésta: 

a) Es conmutativa 

b) Es asociativa (Se sugiere verificar únicamente tres o cua 

tro de los veintisiete casos posibles que deberían verifi 

carse en una prueba formal) 

e) Tiene idéntico 

d) Tiene inverso para todo elemento de S. 
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vm.2 ESTRUCTURA DE GRUPO 

La estructura algebraica más simple que consideraremos en este ca 

pítulo es la de grupo. 

Se emplea el nombre de grupo para designar la estructura que p~ -

seen los sistemas formados por un conJ·unto y una ·~ b" operacJ.on l.n~ -

ria cuando dicha operaci6n es asociativa, está dotada de elemento 

idéntico Y todo elemento del conjunto tiene inverso para la oper~ 

ción. 

Definición de grupo 

La definici6n que se presenta a continuaci6n está constituida por 

tres postulados independientes que, en conjunto, son suficientes 

para deducir todas las propiedades características de la estructu 

ra de grupo. 

VDI.2.1 DEFINICION 

Sea G un con)unto no vacío y sea * una operación binaria definí 

da en G. El sistema (G,*) tiene estructura de grupo si: 

i) V a, b, e f: G 

ii) 

iii) V a f: G, :3: a €: G tal que 

El postulado i) de la definición nos dice que la operaci6n * debe 

ser asociativa. 

El postulado ii) nos indica que debe existir un elemento de G que 

sea id~ntico izquierdo para la operación *• Conviene, al respec

to, hacer un par de observaciones: 
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1) Aunque el símbolo ::r e se lee "existe un e", t debe inte.E_ 

pretarse como "existe al menos un e". Para indicar que 

existe exactamente un elemento e se dice "existe uno y s6 

lo un e", para lo cual no se tiene un símbolo adoptado 

universalmente. 

2) Aunque el postulado ii) s6lo exige la existencia de (al 

menos) un idéntico izquierdo, dicho elemento es también 

un idéntico derecho y, además, es único. La demostración 

se verá m~s adelante en las "propiedades.elementales de 

los grupos". 

El postulado iii) de la definición VTII.2.1 nos indica que todo 

elemento de G debe tener (al menos) un inverso izquierdo. Nueva-

mente, como se demostrará más adelante, dicho inverso izquierdo 

es también inverso derecho y, además, es único. 

Ejemplos de grupos 

Los ejemplos más conocidos de grupos los encontramos entre los di 

versos sistemas numéricos que ya hemos manejado. 

El conjunto de los números enteros y la operación de adición con~ 

tituyen un sistema con estructura de grupo ya que, como sabemos 

i) ~ a, b, e f: Z: a + (b + e) (a + b) + e 

ii) O f: Z y es tal que O+ a a, lf a f: Z 

iii) V a f: z, :3: -a f: Z tal que -a + a = O 

por . lo que (Z, +) es un grupo. 

Otros sistemas conocidos que también tienen estructura de grupo 
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son los siguientes: 

Los números racionales con la adición 

Los números complejos con la ~dición 

Los números complejos diferentes de cero con la multipli
cación 

Los polinomios con la adición 

Las matrices de mxn con la adición 

Las matrices no singulares de orden n con la multiplic~ 
ción 

etc. 

Otro ejemplo de grupo, que a difer~ncia de los anteriores consta 

de un conjunto finito, lo constituye el sistema (S,·) donde 

S = {1, -1, i, -i} y • es la multiplicación usual de números com-

plejos. 

Para demostrar que dicho sistema tiene estructura de grupo debe -

mos comprobar, primero, que la multiplicación de números compl~ 

jos es una operación definida en S; para lo cual bastará con veri 

ficar que S es cerrado respecto a dicha operación. Podemos lo -

grar esto construyendo la siguiente tabla 

1 -1 i -i 

1 1 -1 i -i 

-1 -1 1 -i i 

i i -i -1 1 

-i -i i 1 -1 

donde se aprecia claramente que todos los ~esultados posibles 

caen dentro del conjunto S. 

Una vez comprobado que la multiplicación es una operación defini

da en S, debemos verificar que ~sta satisface las propiedades qtie 

t 
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exigen los postulados i), ii) y iii) de la definición de grupo: 

El postulado i) se cumple como consecuencia de la propiedad as~ 

ciativa de la multiplicación en e (Teorema II.1.4), puesto que 

S e c. 

El postulado ii) tambi~n se cumple ya que 1 E S y es tal que 

1 • a = a, ~ a E S, como puede observarse en la misma tabla. 

Respecto al postulado iii), todo elemento Je S tiene inverso iz-

quierdo en S para la multiplicación, ya que 

1 1 1 por lo que 1 1 
~ 

-1 . (-1) 1 por lo que -1 -1 

~ 

-i i 1 por lo que i -i 
A 

i (-i) 1 por lo que -i i 

En consecuencia, hemos demostrado que el sistema (S,•) tiene es-

tructura de grupo. 

Como un último ejemplo relativo a la definición de grupo, investí 

guemos si el sistema (R, §) tiene tal estructura; donde R es el 

conjunto de los números reales y § la operación definida por 

X § y x + y -2xy 

Primero determinamos si es una operación definida en R: 

Sean x, y E R; entonces, por i) de I.5.3 se tiene que x + y E R 

y además que 2xy E R; por lo que, de I.S.S y I.5.3, se sigue que 

X + y -2xy E R 

En consecuencia, ~ x, y E R se tiene que 



X § y €: R 

Y la operación § está definida en R. 

i) Para determinar si 
§ es asociativa, por una parte calculamos 

x § (y § z) 

X § (y § Z) 

Y por la otra 

(x § y) § z 

(x § y) § z 

X (y + z -2yz) 

X + {y + z -2yz) -2x{y + z -2yz) 

x + Y + z -2yz -2xy -2xz + 4xyz. 

(x + y -2xy) § z 

(x +y -2xy) + z -2(x +y - 2xy)z 

x + Y + z -2yz -2xy -2xz + 4xyz. 

En consecuencia, podemos afirmar que 

X § (y § Z) = (x § y) § z: V x, y, z e: R 

ii) Sea e un idéntico izquierdo para §, entonces 

e § x X 

.es decir 

e + x - 2ex X 

e -2ex = o 

e(l -2x) o 

donde se observa que e 

en R. 

O es un idéntico izquierdo para § 

En efecto, vemos que O 1 R y además 

0 § X = 0 + X - 2•0•x = 0 + X - 0 X, V X e: R. 

iii) Sea x un inverso izquierdo de x e: R, entonces 

" X § X = 0 

esto es 
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x + x -2xx o 

x -2xx = -x 

x (1 -2x) -x 
1 por lo que, si x t 2 se tendrá que 

X 
-x 

1 -2x e: R 

Sin embargo, ::-i 1 
.á X 2 X ya que la expresión 

" § 
1 o X 2 = 

es equivalente a 

... 1 -2x 1 o X + 2 2 

" y no se cwnple para valor alguno de x e: R. 

1 En consecuencia, como el número real 2 no tiene inverso para 

la operación § no se satisface el postulado iii) de la ~ef! 

nici6n vm.2.1 y el sistema (R, §) no tiene estructura de gr~ 

po. 

Propiedades elementales de los grupos 

Como consecuencia de los postulados que establece la definición 

de grupo se deducen una serie de propiedades, las cuales son comu 

nes a todos los sistemas que tienen dicha estructura. En este 

apartado presentamos, a manera de teoremas, algunas de estas pro-

piedades. 

Como tales propiedades son comunes a todos los grupos, éstas d~ 

ben ser demostradas directamente a partir de los postulados que 

integran la definición vm.2.1; sin embargo, es posible· organizar 

el trabajo mediante una secuencia de resultados que permita apro-

vechar propiedades ya demostradas para probar otras subsecuentes, 



506 
507 

como lo haremos a continuación. 
DEMOSTRACION 

VTII.2.2 TEOREMA (Ley de cancelación izguierda) Sean e un idéntico izquierdo para * y a un elemento cualquiera de 

Si (G,*) es un grupo, entonces~ · a, D, e e: G: 
G: 

Por iii) de VIIT.2.1 a a e: G y por i) de VTII.2.1 podemos escribir 

DEMOSTRACION 

Sea 
En consecuencia, por iii) de VIIT.2.1 se tendrá que 

a*b = a*c 

Por iii) de VIIT.2.1 a a e: G y entonces 

~*(a*b) ~*(a*c) pero como e es un idéntico izquierdo, por ii) de VIIT.2.1 podemos 

escribir 
Ahora, por i) de VIIT.2.1 podemos escribir 

_Nuevamente, por iii) de VIIT.2.1 se tendrá 
En consecuencia, por iii) de VIIT.2.1 

y de VIIT.2.2 se sigue que 
por lo que, de ii) de VIIT.2.1 se sigue que 

b = e 

por lo que e es también un idéntico derecho para *· 
Y la prueba termina. 

.o En consecuencia, de la definición vnr.1.3, e es un idéntico para *. 

o 
VIIT. 2. 3 TEOREMA 

Si (G,*) es un grupo y e e 'd~ t' s un ~ en ~co izquierdo para *, enton VIIT. 2. 4 TEOREM.l\ 

ces e es un idéntico para dicha operación. Si (G,*) es un grupo entonces el idéntico para * 

es único 
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DEMOSTRACION 

Sea e un idéntico para * y sea z otro idéntico para dicha oper~ -

ci6n; esto es 

y a, V. a e: . G 

Entonces, haciendo a e en la segunda expresi6n se tendrá que 

pero como e es un idéntico para * podemos escribir 

En consecuencia, de Vlli.2.2 se sigue que 

z 

por lo que no puede haber dos idénticos diferentes y la prueba 

termina. 
D 

Como consecuencia de los dos últimos teoremas, y del postulado 

ii} de la definici6n VTII.2.1, podemos concluir que en un grupo 

existe uno y sólo un elemento idéntico para la operaci6n. 

Vlli. 2. 5 TEOREMA 

Si (G,*) es un grupo y a es un inverso izquierdo del 

elemento a e: G, entonces a es un inverso de a. 

DEMOSTRACION 

Sean a un elemento cualquiera de G, a un inverso izquierdo de a 

y e el idéntico para *= 
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Por i) de VTII.2.1 podemos escribir 

~*(a*~) 

como a es inverso izquierdo de a se tiene que 

y como e es idéntico para * se sigue que 

por lo que, de VTII.2.2 

y a es ~n inve~so derecho de a. 

En consecuencia, de VTII.2.4 se sigue que ~ es un inverso de a. 

D 

VTII. 2 • 6 TEOREMA 

Si (G,*) es un grupo entonces el inverso de a e: G 

para la operaci6n * es único. 

VTII.2.7 TEOREMA (Ley de cancelaci6n derecha) 

Si (G,*) es un grupo, entonces ~a, b, e e: G: 

b*a = c*a ==> b = e 

se deja al lector como ejercicio la demostración de los dos teor~ 

mas anteriores. 
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cienes x y x' de la ecuación (1); entonces 

Vill. 2. 8 TEOREMA 

Si (G,*) es un grupo y a, b E G entonces las 
b y b 

ecuaciones • por lo que 

y*a b 

tienen, respectivamente, soluc1"ones ún~cas x ~ G ' ~ , y ~ • 

DEMOSTRACION 

Para encontrar una solución de la ecuación 

a*x b (1) 

podemos utilizar las propiedades que establece la definición de 

grupo en la siguiente forma: 

Como a E G, por iii) de VIIT.2.1, ~a E G y de la expresión (1) se 

sigue que 

y en consecuencia 

(~*a) *X "' a*b por i) de vm.2.1 

e*x a*b por iii) de vm.2.1 
A 

X a*b pÓr ii) de vm:.2 .1 

Así, el elemento a*b E G es una solución de la ecuación {1) ya _ 

que 

b 

Para demostrar que dicha solución es única, supongamos dos solu-

y de Vll!.2.2 se sigue que 

x x' 

por lo que ambas soluciones son iguales. 

Esto completa la demostración del teorema para el caso correspon-

diente a la primera ecuación. La prueba del segundo caso es sirni 

lar y se sugiere al lector hacerla como ejercicio. 

o 
A continuación se enuncian otras tres propiedades de los grupos, 

cuya demostración también se deja al lector, con las cuales CO_!! -

cluye la lista de propiedades que aquí presentarnos. Dicha lista 

no es exhaustiva; sin embargo, contiene las propiedades elernenta-

les de uso más frecuente. 

Vill • 2 • 9 TEOREMA 

Si (G,*) es un grupo y a representa el inverso de a e G para *, 

entonces: 
... 

i) (a) = a; ~ a e G 

ii) (a*b) = b*~i ~ a, b E G 

an * . . . * a 2 * a 1 ; ~ a 1 1 a 2 1 ••• , an E G 

Antes de concluir este apartado conviene hacer no~dr que los 
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tres postulados que integran la definicl.'ón vm.2.1 
no son el úni-

co conjunto de postulados que puede emplearse para definir la es

tructura de grupo. 

Los postulados ii) y iii), por ejemplo, pueden ser reemplazados 

por los dos siguientes: 

II) a e E: G tal que 

III) V a E: G, 8 a e G tal que 

los cuales pueden considerarse como las "versiones derechas" de 

los postulados ii) y iii). 

Otra definición de nrupo podría d · 
~ que ar 1.ntegrada por el postulado 

i) de VJII. 2.1 y por la siguiente condición: 

V a, b e G las ecuaciones 

tienen soluciones x, y ¡:: G. 

Subgrupos 

Cuando un sistema (G,*) tl.'e t t 
ne es ruc ura de grupo es posible que 

·a lgunos subconjuntos de G con la operación* tengan, por sí mis-

mos, estructura de grupo. En tal caso se dice que éstos son sub

grupos de G, como lo establece la siguiente definición. 

VIIT.2.10 DEFINICION 

Sea (G,*) un grupo y sea S e G, se dice que s es un 

subgrupo de G para la operación * si (S,*) es un 

grupo. 
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Por ejemplo, vimos anteriormente que el sistema (S,•), donde 

S = {1, -1, i, -i} y • es la multiplicación, tiene estructura de 

srupo; como S es un subconjunto del conjunto de números complejos 

. diferentes de cero y éste forma un grupo con la multiplicación, 

entonces (S,·) es un subgrupo de (C~{O},·). 

El sistema (S,•), a su vez, tiene también subgrupos, como el for-

mado por el conjunto {1, -1} y la multiplicación o el formado por 

el conjunto {1} con dicha operación. 

En general, si (G,*) es un grupo y e e G es el idéntico para *, 

entonces el sistema ({e}, *) es un subgrupo de G. Dicho subgrupo, 

así como el mismo (G,*), reciben el nombre de subgrupos impropios; 

cualquier otro subgrupo de .G, si lo hay, se considera propio. 

El siguiente teorema nos permite determinar cu&ndo un subconj~nto 

es un subgrupo, sin tener que verificar todas las condiciones de 

la definición VTII.2.1. 

VIIT. 2.11 TEOREMA 

Sea (G, *) un grupo y sea S e G, S es un subgrupo 

de G para la operación * si y sólo si: 

¡ ·.{~ L !,:~ . 1: ( .:. t;2 

\ ;" 

,-:' \ . 

A 

i~) V a E S: a E: S 
,. ,, .. _··· rc·_}U.r.·.· . .. -.•. ' 

L---------------------------------------------------------TL'~. t. ~,cc i~-~~-~-~~ 
DEMOSTRACION 

Probaremos primero que un conjunto se G que satisface las condi

ciones i) . Y ii) del teorema cumple con los postulados establecí -

dos por la definición vm.2.1: 
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1) Como S e G y * es una operaci~ 1 definida en G, asocia a cada 

par ordenado de elementos de S uno y sólo un elemento de G; 

adem~s, por i) de VTII.2.11 el conjunto S es cerrado para *, 

por lo que·ésta es una operación definida en S. 

2) Como (G,*) es un grupo, ~a, b, e ~ G se cumple que 

por lo que, en particular, dicha expresión se cumplirá 

1J a, b, e E S ya que S e G. 

3) Por ii) de VIIT.2~11 todo elemento de S tiene inverso para * 

en el conjunto S. 

4) Para mostrar que el idéntico también pertenece al conjunto S, 

tomemos un elemento a E S; por ii) se tendrá que a E S 

i) a*~ e:: S, y por lo tanto e E S. 

y por 

En consecuencia, de 1) a 4) se sigue que {S,*) es un grupo, y por 

vm.2.10 es un subgrupo de G. 

Por otra parte, si alguna de las dos condiciones del teorema 

VTII.2.11 no se cumple, de VDI.2.1 se sigue que el sistema (S,*) 

no es un grupo y, por tanto, tampoco un subgrupo de G. Esto coro-

pleta la demostración 

o 
Para .ilustrar la aplicación del teorema anterior a un caso partí-

cular, consideremos nuevamente el sistema formado por el conjunto 

de los númerosenteros y la operación de adición, el cual tiene e!! 

tructura de grupo, y busquemos determinar si los siguientes sub -

conjuntos de Z son subgrupos para la adición 

S 

T 
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••• }={2m 1m E Z} { ... -6, -4, -2, O, 2, 4, 6, 

{1, 2, 3, 4, 5, ••• }={m 1 m E z, m> O} 

Para el primer caso: 

i) Sean a 2m y b = 2n dos elementos cualesquiera de S, con 

m, n E Z; entonces 

a + b 2m + 2n 2 (m + n) e:: S, 

ya que m + n e:: Z. 

ii) ~ = -2m 2(-m) e:: S, ya que -m e:: Z. 

En consecuencia, (S,+) es un subgrupo de (Z,+) · 

Para el segundo caso: 

i) Sean a m y b = n dos elementos cualesquiera de T, con 

m, n E Z y m, n > O; entonces 

a + b m + n E T, 

ya que m+ n e:: Z y m+ n > O. 

ii) a -m ( T, ya que -m < O. 

En consecuencia, (T,+) no es un subgrupo de (Z,+) · 

Grupos abelianos 

Con respecto a la · definici6n vm.2.1 podemos preguntarnos que pa-

d . t de los anteri~ 
sar!a al agregarle un postulado más, indepen ~en e 

res. 

t á completa; más 
es que S e obtendría una estruc ura m s 

La respuesta 

que P
odr!amos efectuar en ella ciertos proc~ 

"rica" en el sentido 
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sos algebraicos que no serfan válidos en estructuras más simples. 

S:i el postulado que se agrega a la definición Vill. 2.1 es la pr~ -

piedad conmutativa de la operación, la estructura obtenida se co-

noce como "grupo conmutativo" o "grupo abeliano". El segundo nom 

bre, empleado en honor del mate~ático noruego Niels Henrik Abel, 

e~ el que adoptamos en la siguiente definición. 

Vill. 2.12 DEFINICION 

Un grupo (G,*) se dice que es abeliano si: 

V a, b E G 

Los ejemplos de grupos presentados para ilustrar la definición 

VIIT.2.1 constituyen también ejemplos de grupos abelianos, salvo 

el último de ellos: el formado por las matrices no singulares de 

orden n con la multiplicación. 

Entre las propiedades adicionales que poseen los grupos abeli~ -

nos, como consecuencia de la conmutatividad, se encuentran las 

siguientes. 

Si (G,*) es un grupo abeliano, entonces: 

i) V a, b, e e: G; a*b C*a => b = e 

ii) V a, b, e e: Gi b*a a*c > b = e 
l ,A "' ,.. 

iii) V a, b E: Gi (a*b) = a*b 

iv) V a, b E: G; las ecuaciones 

a*X b 

Y*a b 

tienen la misma solución en G. 

VIIT.2.13 EJERCICIOS 

1.- Entre los sistemas conocidos que se citaron co~o ejemplos de 

grupos se encuentran: 

a) Los números complejos diferentes de cero con la multipli
cación. 

b) Las matrices de mxn con la adición. 

Demostrar que dichos sistemas poseen estructura de grupo, in-

dicando los teoremas que establecen cada una de las propieda-

des que exige la definición VTII.2.1. 

2.~ Para cada uno de los siguientes conjuntos con la operación -

definida, indicar por qué no tienen estructura de grupo 

a) S {x 1 x E: Q, -1 ~ X ~ 1} a*b a + b 

b) S {1, 2, 3, 4} a*b a 

e) S [: :] a,b,c,d e R \ A*B ABT 

3.-.Sea e= {x 1 x e: Q, O~ x ~ 10} el conjunto de todas las cal~ 

ficaciones posibles en la asignatura de Algebra Lineal; donde 

se define la operación promedio como 

a P b 
a + b --2--, lJ. a, b e: e 

Determinar si ei sistema (C,P) tiene estructura de grupo. 

4.- Demostrar que si (G,*} es un grupo: 

b) el inverso de a para * es único 

e) (a*b) == b*~ 

entonces, V a, b, e E G: 
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5.- Sea A un conjunto no vacío, y sea * una operaci6n definida en 

A que es asociativa y para la cual las ecuaciones 

b 

Y*a b 

tienen soluciones x, y E A. Demostrar que (A,*) es un grtipo. 

6.- Si (G,*) es un grupo Y a, b, e E G, obtener la soluci6n de ca 

da una de las siguientes ecuaciones: 

a) 

b) x*a*x*b 

7.- Sea M el conjunto de matrices cuadradas de orden dos con ele-

mentos en R Y sea + la adici6n usual de matrices. Determinar 

cuáles de los siguientes conjuntos constituyen subgrupos de 

(M,+): 

S 

T 

u 

l[: :J 
l [: : J 
l [: : J 

a, b, e o R l 
a, e < R 1 

. + 1 a, e e: R 

8.- Demostrar que si (G,*) es un grupo abeliano y a, b, e e: G, 

entonces: 

a) a*b = C*a => b = e 

b) Las ecuaciones a*x 
ci6n 

e) 

b lj b tienen la misma sol~ 

( 

.±_ 
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vm.3 ESTRUCTURAS DE M~ILLO Y DE CAMPO 

En esta secci6n presentaremos diversas estructuras algebraicas, 

cada vez más completas, relativas a sistemas formados por un con-

junto y dos operaciones bL~arias. 

Es claro que pueden deducirse varias propiedades para cada una de 

dichas estructuras a partir de sus definiciones correspondientes, 

como se hizo con la estructura de grupo; sin embargo, no se real~ 

zarán aquí tales deducciones y solamente se sugieren algunas como 

ejercicio. 

En las definiciones de estas estructuras se emplearán los símb~ -

los + y • para representar dos operaciones definidas en el conju~ 

to, sin que ésto signifique que se trata de la adición y la multi 

plicaci6n de números. 

El empleo de tales símbolos obedece, ciertamente, a que los ejem-

plos más conocidos de este tipo de estructuras se encuentran e~ -

tre los conjuntos de números con las operaciones de adici6n y mu~ 

tiplicaci6n usuales. De esta manera, el empleo de + y • así como 

de la simbología correspondiente para idénticos e inversos, puede 

ser útil para comprender y recordar las propiedades de las diver-

sas estructuras asociándolas con los sistemas numéricos conocidos. 
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Anillos 

VIIT.3.1 DEFINICION 

Sen A un conjunto no vacío y sean + y • dos operaciones binarias 

definidas en A. El sistema (A, +, •) tiene estructura de anillo 

si: 

i) ~ a, b, e E: A a +\ (b + e) (a + b) + e 

ii) V a, b E: A ·a + b b + a 

iii) 3: o E: A tal que o + a a, V a E: A 

iv) ~ a E: A 3: -a E: A tal que -a + ·a = o 

v) ~ a, b, e E: A a· (b·c) (a•b) ·e 

vi) ~ a., b, e E: A a· (b + e) (a•b) + (a•c) 

y 
(b + c)•a (b·a) + (e • a) 

De los cuatro primeros postulados de la definición anterior se s! 

gue que \in anillo. es un grupo abeliano para la primera operación; 

en consecuencia, todas las propiedcides de los grupos y de los gr~ 

pos aheTL3 .. nos son válidas en la estructura (A,+) conocida como 

"la estnicfura aditiva" del anillo. 

Al eleme~to O del postulado iii) , que representa al id~ntico para 

la primerá 6peración, se le conoce como "el cero" del anillo. C! 

be enfatizar que este elemento no es el ndmero cero necesariamen-

te; incluso; el corijunto A puede estar formado por elementos que 

no sean números. 

El postulado v) de la definición se refiere a la segunda oper~ -

ción, y establece que ~sta debe ser asociativa. 

~· 
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f . el postulado vi) se conocen como 
Las propiedades a que se re ~ere 

propiedades distributivas: 
Cuando dos operaciones+ Y ·, definí-

das en un conjunto A, son tales que 

¡¡. a, b, e e: A a· (b + e) = (a·b) + (a·c) 

se dice que la operación • es distributiva por la izquierda sobre 

la operación +, y cuando son tal 2 s que 

:..;. a, b, e E A (b + e) ·a = (b•a) + (c·a) 

. la derecha sobre +. se dice que • es distribut~va por 

de Sl.stemas con estructura de anillo tenemos los si 
Como ejemplos 

guientes: 

Los números enteros con la adición y la multiplicación. 

ndmeros racionales con la adición y la multiplicación. 
Los 

Los ndmeros reales con la adición y la multiplicación. 

ndmeros complejos con la adición y la multiplicación. 
Los 

1 adl.cl·o~n y la multiplicación. Los polinomios con a 

n' Con la adici6n y la mult! -
Las matrices cuadradas de orden 
plicación. 

{ l m ~ z} con la adición y la multiplic~ -
El conjunto S = 2m ~ 
ción definidas en Z. 

De manera similar al concepto de subgrupo, un subconjunto de un 

1 mismas operaciones, se dice que 
anillo que es un anillo para as 

~ Así, el anillo del último ejemplo q~e 
es un subanillo de este. 

acabamos de mencionar es un subanillo de (Z, +, 
•); que a su vez 

lo es de {Q, +,·);etc. 

no Se ~ndica que la segunda operación 
En la definición de anillo ~ 
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deba ser conmutativa, ni 
que deba tener elemento idéntico; en ca-

so de que tales propiedades se satisfagan los anillos toman los 

nombres específicos o o o 

que se lnd1can a continuaci6n 

VIIT.3.2 DEFINICION 

Sea (A, +, ·) un anillo: 

i) Si V. a, b e: A 

se dice que el anillo es conmutativo. 

ii) Si a 1 e: A tal que 1·a =a= a·T, V. a e: A 

se dice que el anillo tiene unidad. 

Al elemento 1 de la definición anterior, 
que es idéntico para 

la segunda operación, se le conoce como "la unidad" t· del 
anillo. 

Nuevamente, este elemento no es el ~ 
numero uno necesariamente. 

De los sistemas q b ue aca amos de citar corno ejemplos de anillos, 

todos son anillos conmutativos con excepci6n de las matrices y to 

dos son anillos con unidad excepto 1 d 1 e e conjunto S. 

Dominios Enteros 

Cuando dos ele~entos a y b de un · an1llo son tales que 

a:fO,b:fo y a •b == o 

se dice que son "divisores propios de cero". 

La estructura denominada "dominio entero" posee 
como característ_!. 

ca adicional la no existencia de divisores - propios de cero, como 

lo establece la siguiente definición. 

t 
;~n~~p!ea,aqu.<: e! aJt:t.<:c.u!o de:teJtm-i.nado "!a" poltque d.i.c.ho e!e 

e4 un~c.o, c.omo e! !ec.:toJt podJtá demo~:tJtaJt nác..i.!men:te. -
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VTII.3.3 DEFINICION 

Sea (A, +, •) un anillo conmutativo con unidad de por lo 

menos dos elementos, donde O :¡l 1; si 

a· b = O => a = O 6 b = O 

se dice que (A, +, ·) es un dominio entero. 

Los nfirneros enteros y los polinomios, con las operaciones usuales 

de adición y multiplicación, son ejemplos de dominios enteros. 

Las matrices cuadradas de orden n, con la adición y la multiplic~ 

ción usuales, no constituyen un dominio entero ya que no son un 

anillo conmutativo y, además, contienen divisores propios de ce-

ro. 

Campos 

Al incorporar los inversos para la segunda operación se obtiene 

la estructura algebraica más completa que veremos en este capítu

lo. Dicha estructura recibe el nor:lbre de "campo"t y contiene las 

propiedades comunes·a los sistemas nurnéiicos más completos alg~-

braicamente; entre los que se encuentran los números racionales, 

los nfimeros reales y los números complejos con sus respectivas 

operaciones de adición y multiplicación. 

Un campo es un artillo conmutativo con unidad cuyos elementos dis-
·, .;~: 

tintos del cero tienen inverso para la segunda operación, ·como se 

establece en la siguiente definición. 

tA!guno~ au:toJte~ !e !laman c.ueltpo 
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VDI.3.4 DEFINICION 

Sea K un conjunto de por lo menos dos 

operaciones binarias definidas en K. 

estructura de campo si: 

elementos, 

El sistema 

y sean + y · dos 

(K, +, ·) tiene 

i) v- a, b, e E: K a + (b + e:) (a + b) + e 

ii) lJ- a, b E: K a + b b + a 

iii) :3: o E: K tal que o + a a, IJ. K a ( 

v- a E: K 3: -a E: K tal que -a + a o 
iv) 

v) v- a, b, e E: K a· (b ·e) '= (a·b) ·e 

vi) v- a, b E: K a•b '= b·a 

vii) E: K tal que 1 ·a a, v- a E: K 

viii) v-a E: K, a 1 o, :3: a-l tal que 

ix) V a, b, e E: K a• (b + e) 

y 
(b + e) ·a 

(a·b) + (a·c) 

(b·a) + (c•a) 

En esta definición e 1 · t s ~s an, una a una, todas las propiedades que 
debe satisfacer un sistema t · para ener estructura de campo. Puede 

demostrarse fácilmente que dicha defini~ión es equivalente a la 

que, de manera más co p t mac-a, se enuncia a continuación. 

VIIT.3.4' DEFINICION 

Sea K un conjunto de por lo menos dos elementos, y sean + y • 

dos operaciones binarias definidas en K. El sistema (K, +, • ) 

es un campo si: 

i) 

ii) 

iii) 

(K,+) es un grupo abeliano, cuy o 1 
mos con o. - e emento idéntico denota-

(K-{0},•) es un grupo abeliano. 

. es distributiva por la izquierda y por la derecha sobre +. 
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Posiblemente el lector se pregunte por qu~ se llegó a la estructu 

ra de campo agregando un postulado a la estructura de anillo con-

mutativo con unidad, en lugar de hacerlo con la de dominio entero 

qué es más completa. La razón es que, al incorporar los inversos 

directamente en la estructura de anillo conmutativo con unidad se 

obtienen como consecuencia la diferencia entre el cero y la un~ -

dad y la no existencia de divisores propios de cero; lo cual se 

deduce del siguiente teorema. 

Vill. 3. 5 TEOREMA 

Todo campo es un dominio entero 

DEHOSTRACION 

Se~ (K, +, ·) un campo. Entonces, por los postulados i) a vii) 

y ix) de la definición VTII. 3. 4, (K, +, •) es un anillo conmuta ti 

vo con unidad de por lo menos dos elementos. 

Para demostrar que es un dominio entero debemos probar únicamente 

que el cero es diferente de la unidad y que no existen divisores 

propios de cero. 

Sean O y 1 el cero y la unidad, respectivamente, de (K, +, ·). 

Probaremos primero el siguiente lema: 

O•a '= O, IJ. a E: K 

Demostración: 

O·a (O + 0) •a por iií) de VIIT.3.4 

O·a (O•a) + {O·a) por ix) de VIIT.3.4 
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- (O•a) + (O •a) - (O •a) + [co·a> + (O•a>] por iv) de VIII.3.4 

- (O•a} + (O· a) [- (0 •a) + (O•a)] + (O • a) por i) de vm.3.4 

o o + (O•a) por iv) de vm.3.4 

o O•a por iii) de vm.3.4 

con lo que queda demostrado el lema. 

1) Probaremos ahora que O i 1 por contradicción. 

Supongamos que 

o 

y consideremos un elemento a i O de K (que debe haberlo ya 

que K tiene por lo menos dos elementos); entonces 

O•a = 1•a 

pero por el lema y por vii) de vm.3.4 se puede concluir que 

O = a 

con lo que se presenta una contradicción. En consecuencia 

o f 1 

2) Finalmente, mostraremos que eri K no hay divisores propios de 

cero: 
Sea 

a•b = O 

si a i O, entonces por viii) de vm.3.4 a a- 1 y 

a- 1 
• (a•b) = a - 1 ·0 

de donde se sigue que 

(a -1 
·a) •b -1 ·Q v) de a por 

1. b -1 • o viii) a por 

b a 
-1 • o por vii) 

vm.3.4 

de vm.3.4 

de vm.3.4 _ 

b o por él lema 1 

si ahora a•b O y b i O, por vi) de VDI.3.4 podemos escri-

bir 
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b•a = O 

y mediante un razonamiento s i milar al a n terio r se concluye 

que 

a = O 

En consecuencia 

a·b = O ) a = O o :b o 

Esto completa la demostración. 

o 
Como ejemplos de campos, ade más de l o s s i s t e mas C01 +, ·), 

( R,~ +, ·) y (C 1 + 1 ·) que y a he mo s me nc i o n a d o , podernos c i ta r a l 

conjunto 

{a + b 12 1 a, b E Q} 

con las operaciones de adición y multiplicación de números reales. 

Dicho sistema es un subcampo de (RI +, •). 

Otro ejemplo de campo lo encontramos en el conjunto {p, q, r, s} 

con las operaciones + y • definidas por las siguientes tablas 

+ p q r S p q r S 

p r S p q p S p r q 

q S r q p q p q r S 

r p q r S r r r r r 

S q p S r S q S r p 

¿Cuál es el cero y cuál es la unidad de dicho campo? 

Para concluir esta sección presentamos la solución al proble ma de 

identificar la estructura algebraica del sistema formado por el 

conjunto de los números racionales y las operaciones ffi Y 8 defini 

das a continuación 



X @ y X + y + 1 

x e y X + y + Xy, ~ X 1 y E Q 

Solución: 

Para la operación 9 tenemos lo siguiente 

O) Como x, y, 1 E Q, por i) de I.5.3 se tiene que x + y + 1 E Q¡ 

esto es 

X @ y E Q, ~ X, y E Q 

y e es una operación definida en Q. 

1) Si x, y, z E Q, entonces 

x (í}(y @ z) X @(y + Z + 1) X + y + Z + 2 
y 

(x 0 y) 0 z (x +y+ 1)@ z = x_+ y+ z + 2 

por lo que X @(y ffi z) = (X ffi y)@ Z. 

2) Si x, y E Q entonces 

' X {i) y X + y + 1 

y 
y(i)x=y+ x+l=x+y+l 

por lo que X ffi y = Y @ X. 

3) Sea x E Q y sea z un idéntico izquierdo para @, entonces: 

Z+x+l=x 

z = -1 

y la operación ffi tiene idéntico izquierdo en Q. 

4) Sea X E Q y sea ~ un inverso izquierdo de X para e¡ entonces 

"' X + X + 1 -1 

~ -x -2 
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y todo elemento x E Q tiene inverso izquierdo en Q para la 

operación @. 

En consecuencia, (Q, @) es un ~ - rupo abeliano. 

~ara la operación 8 se tiene lo siguiente 

00) Corno x, y E Q, por i) de I.5.3 xy E Q y x + y + xy E Q; esto 

es 

X 8 y E Q, ~ X, y E Q 

y 8 es una operación definida en Q. 

5) Si x, y E Q; entonces 

y 

6) 

x 8 (y 8 z) X 8(y + Z + yz) x + y + z + yz + xy + xz + xyz. 

(x 8 y)8 z = (x + y + xy)8 z = x + y + z + yz + xy + xz + xyz. 

por lo que x 8Cy 8 z) = (x 8 y)8 z. 

Si x, y E Q; entonces 

X 8 y X + y + xy 

y 
y 8 X = y + X + yx = X + y + xy 

por lo que X 8 y y 8 x. 

7) Sea x E Q y sea u un idéntico izquierdo para 8; entonces 

U + X +. UX X 

u(l + x) o 

por lo que u = O es un idéntico izquierdo para 8 en Q. 

8) Sea x E Q y sea x~ un inverso izquierdo de x para 8; entonces 

x, (1 + x) = -x 



si x t -1 se sigue que 

.., 
X 

-x 1+X e: Q 

Por otra parte, si x 
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-1 y suponemos que 3: x, se tendrá que 

lo cual-es un- - ~surdo y, por lo tanto, .2f_ -1, . 

En consecuencia, todo elemento x e: Q, excepto x = -1, tiene 

inverso izquierdo para 8 (Recuérdese que -1 es el cero de la 

estructura) . 

9) Si x, y, z e: Q_J~ntonces 

--- ~- x e <y-- -_a_~> X @(y + Z + 1) 

X + y + Z + 1 + xy + XZ + X 

x 8<y@ z) 2x + y + z + xy + xz + 1 

(x 8 y) ffi {x 8 z) (x + y + xy) ffi (x + z + xz) 

X + y + XY + X + Z + XZ + 1 

(x 8 y) m (x 8 z) 2x + y + z + xy + xz + 1 

por lo que 

x @(y ffi z) (x 8 y) ffi (x 8 z) 

Por otra parte 

(y 0 z)8 x (y + Z + 1}0 X 

y + Z + 1 + X + yx + ZX + X 

<Y 0 z> e x 2x + y + z + yx + zx + 1 

(y 8 x) ffi (z 8 x) (y + x + yx) ffi (z + x + zx) 

y + X + yx + Z + X + ZX + 1 

(y 8 x) 0 (z 8 x) 2x + y + z + yx + zx + 1 

por lo que 

· , 
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(y {j) z) 8 x = (y 8 x) {i} (z 8 x) 

En conclusi6n: el sistema (Q, ~. 6) tiene estructura de carn-

po. 

Vill. 3. 6 EJERCIC-IOS 

1~- Sea (A~-+,-·) un anillo. Demostrar que~ a, be: A: 

a) -(-a) =a 

b) -(a·b) = (-a)•b a· (-b) 

2.- Si A= io ,o} y+, · son las operaciones definidas por las si 

guientes tablas 

+ o o 

o o o 

o o o 

a) Demostrar que {A, +, •) es un anillo 

b) ¿Es conmutativo? 

e) ¿Tiene unidad? 

3.- Sea (A, +, •) un anillo y sea S e A. Si definimos 

a - b a + (-b), demostrar que si: 

a - b e: S y a•b e: S, ~ a, b e: S 

entonces S es un subanillo de A. 

4.- En un anillo no conmutativo (A, +, •) se define una operaci6n 

* como 

x*y = x•y - y·x 

Calcular 

X*(Y*Z) + Y*(Z*X) + Z*{X*y) 
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5.- Sea el sistema (Z,+) cuya estructura es de grupo abeliano. Si 

definimos una operación * como 

a*b ; kab; ~a, b ~ z, donde k es un entero 

a) Demostrar que el sistema . tz, t, *) tiene estructura d~ 

anillo conmutativo. 

b) Si k 1, ¿Qué estructura tiene (Z, +; *)? 

e) Si k O, demostrar que (Z, +, *) no ~s un dominio entero~ 

6.- Demostrar que el conjunto {a + b -12 1 a, b ~ Q} forma un cam

po para las operaciones de adición y multiplicación definidas 

en R. 

r: r- j 
~, 

_, ) ; 

¡. 
¡ 
r 
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vm.4 ISOMORFISMOS Y HOMOMORFISMOS 

El concepto de isomorfismo es de relevante importancia en las ma-

temáticas; especialmente desde el punto de vista de sus aplicaci~ 

nes. Dicho concepto se encuentra subyacente en el empleo mismo 

de modelos matemáticos, ya sea Jara la resoluctón de problemas f! 

sicos o para la resolución de problemas matemáticos más complica-

dos. 

El término "isomorfo", que etimológicamente significa "de igual 

forma", se emplea en el álgebra para denotar la idea de que dos 

sistemas son tan parecidos que pueden considerarse, en esencia, 

como el mismo. 

Por ejemplo, al analizar las tablas siguientes 

o p q 

p p q 

q p 

nos queda la impresión de que podriamos reemplazar los simbolos 

1, -1 y· por los símbolos p, q y o, respectivamente. Con elle 

cambiaríamos un sistema por otro sin alterar esencialmente los re 

sultados. 

En general, la sustitución de los elementos de un conjunto A por 

los elementos de otro conjunto B puede hacerse mediante una fu~ -

ción f: A + B. Cuando dicha función es biyectiva los elementos 

de A y de B se encuentran en rel~ción "uno a uno", y cada uno de 

ellos puede considerarse como el "reflejo" de su elemento corres 

pendiente en el otro conjunto. 
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Si en el conjunto A está definida una op_eraci6n * y en el conjun·· 

to B una operación 6, es necesario que los resultados obtenidos 

en el sistema (A,*) se conserven .al efectuar las operaciones en 

el sistema (B,~~ con las imágenes respectivas; por lo que la fun 

ción f debe ser tal que 

f(a*b) f (a) 6 f (b); 41- a, b E: A 

Esta propiedad de la función f garantiza que se llega a<l mismo re 

sultado empleando cualquie~a de los dos procedimientos siguientes: 

1) Efectuando la operación * en el sistema (A,*) y aplicando de~ 

pués la función f al resultado. 

2) Aplicando la función f a cada uno de los elementos y efectua~ 

do después la operación 6 con las imágenes en el sistema (B,6). 

La diferencia entre ambos procedimientos puede apreciarse clara 

mente en el diagrama siguiente 

* (a,b) a*b 

f j f 

V f(a*b) 
(f (a), f (b)) )f(a) 6 f(b) 

Una función que satisface dicha propiedad se dice que es un "hom~ 

morfismo" de (A,*) en (B,6). Cuando la función es, además, biye~ 

tiva se dice que es un "isomorfismo" entre (A,*) y (B,6),y que d! 

chos sistemas son "isomorfos". 

El caso particular del isomorfismo ofrece una ventaja adicional: 

1 a% 
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por ser f una función biyectiva existe su inversa f-1 y podemos, 

mediante esta última, emprender el "regreso" del sistema (B, 6) al 

sistema (A,*) una vez que se ha efectuado la operación. ·Esto úl-

timo fundamenta el empleo de modelos matemáticos para la resol~ -

6ión de problemas físicos ya que, debido al isomorfismo, es posi

ble emplear un proceso como el que se indica en el siguiente día-

grama. 

mode.to 
( f) 

elementos 
físicos 

1 
elementos 
matemáticos 

opetr.a.c.-i.ón 
--------+ 6 .{_!;¡_¿c. a. 

ope!ta.c.-i.6n -

ma...te.má:t-i.c.a. 

resultado 
físico 

ú1:t. etq::>Jt e:ta.c.-i.6 n 
de.t modelo ( f-

1 

resultado 
matemático 

A continuación se presentan las definiciones formales de estos con 

ceptos así como algunos ejemplos y teoremas relacionados. 

VIIT.4.1 DEFINICION 

Sean (G, *) y (G' ,6) dos grupos. Una función 

f: G + G' es un homomorfismo si 

f(a*b) f(a) 6 f(b), r.;.a, bE: G 

Si f es, además, biyectiva, se dice que es un 

isomorfismo y que los grupos (G,*) y (G' ,6) 

L son isomorfos. 
. ___:_ ____ ~ 

Por ejemplo, para los grupos 

(Z,+) y (S,•), donde S = {1, -1, i, -i} , la función 
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f (m) .m 
~ V m E z 

constituye un homomorfismo; ya que, V m, n E Z: 

f(m + n) .m+n 
~ 

.m .n 
~ . ~ f(m) •f(n) 

pero no se trata de un isomorfismo puesto que f no es biyectiva. 

Es claro que no puede existir un isomorfismo entre dichos grupos 

ya que S es finito (tiene cuatro elementos) y Z es infinito. 

un ejemplo de grupos isomorfos lo encontrarnos en el conjurito S de 

matrices simétricas de orden dos con elementos en R y el conjunto 

R
3 

de las ternas ordenadas de números reales; ambos con las oper~ 

ciones de adición definidas en forma usual. 

En efecto, si 

representa un elemento arbitrario de S, podemos definir una fun -

ción f! S + R3 mediante la regla 

[: :J ~ (a, b, e) 

Se tendrá entonces, para dos matrices cualesquiera de S 

M~ [: :] 
y N~ [: :J 

que. 

.f(M +N} 
f( [: : : (a + d, b + e, e + f) 
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y que 

f(M} + f(N) (a, b, e) + (d, e, f) (a + d, b + e, e + f) 
por lo que 

f(M + N) f(M) + f(N); \.t M, N E S 

Además, como f es biyectiva se trata de un isomorfismo; en canse-

cuencia, (S,+) y (R 3 ,+) son isomorfos. 

Un conocido ejemplo de i3omorfismo entre el grupo multiplicativo 

(R+,·) y el grupo aditivo (R,+) lo constituye la función logarit-

mo; ya que, además de ser biyectiva, cumple con la condición 

L(x·y) L(x) + L(y); V x, y E R+ 

Como es del conocimiento del lector, la función logaritmo se e~

plea comúnmente para transformar problemas multiplicativos en pr~ 
blemas aditivos. 

Vill. 4. 2 TEOREMA 

Sean (G,*) y (G',~) dos gruposj y f: G + G' un homomorfismo: 

Si e~ es el idéntico para * y e' es el idéntico para ~, i) 

entonces 

f(e) = e' 

ii) Si a es el inverso de a E G para * y f (a) es el inverso 

de f(a) E G' para ~~ entonces 

f (~) = f (a) 

DEMOSTRACION 

Se demuestra únicamente la parte i) dejando al lector corno ejerc~ 

cio la demostración de la parte ii) . 
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i) Sea a E G, como e es el idéntico para * en G 

por lo que 

f(a) 

como f es un homomorfismo 

f(e*a) f(e) 6 f(a) 

por lo que 

f(e) 6 f(a) = f(a) 

y en consecuencia 

f(e) = e' 

como queríamos.· 

o 

Vill. 4 . 3 TEOREMA 

Sean (G,*) y (G' ,6) dos grupos. Si f: G + G' es un 

isomorfismo entonces f-
1

: G' + G es un isomorfismo. 

DEMOSTRACION 

Como· f: G + G' es biyectiva; entonces, de la teoría de funciones, 

sabemos que existe su inversa f-
1

: G' + G y que también es biyes 

ti va. 

Para probar que f- 1 es un homomorfismo consideremos dos elementos 

a' = f(a) y b' = f(b) de G,', donde a, b · E G. Entonces 

f-
1 

(a' 6 b') = f-
1 

[f(a) 6 f(b)] 

Como f es un homomorfismo podemos escribir 

Como f- 1 [f(x)] x, se tiene que 

,· 




