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CAPITULO V. # SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

INTRODUCCION
3

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales puede emprender
se desde diversos puntos de vista; el que adoptamos en este capi-

tulo es, posiblemente, el m&s concreto.

Su propbsito fundamental es el de establecer un método para obte-
ner soluciones y, en consecuencia, se »resentan ﬁnicamente los

con¢eptos necesarios para desarrollar v aplicar el método.

Posteriormente, en el capitulo de Espacics Vectoriales se emplea-
rén las herramientas que proporciona el Algebra Lineal para estu- .

diar los sistemas de ecuaciones lineales desde un punto de vista

m&s general. ‘ -
A e PP A
G324
Y.l ECUACIONES LINEALES
Supongamos que en una fibrica se producern tres tipos de articulos
a los gue llamamos A, By C y que en 21la trabajan cincuenta obre

ros durante ocho horas diarias; es decir, que se dispone de cua -




CS1xy, Xy x,
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ocientas 'horanhombre"'al'dIa.

Para PIOduClI un attic:ulo del t.'(p() A se requieren 20 ]1c‘)xas honbre,
5

bPara uno 1 i
del tipo B se Tequieren 100 y para uno del tipo C g
quieren 40, | )

+ By C pueden producirse diariamente em-

Pleando todas las horas-hombre disponibles?

Para responder a esta pre

r’s

gunta podemos plantear el siguiente mode -

lo matemdtico deil problema:

Tepresentan el nfimero de productos A, By C, res
wy ¥ ! -

Pectivamente, que se producen por dia, entonces 20x,, 100x, y
40x4 Tepresentarin el nlimero de horas-hombre que se requieren pa-
Ta producirlos. por tanto, si se desea emplear las 400 horas—hom
bre disponibles, X1, X2 ¥ x3 deben ser tales que i

20x%; + 100x, + 40x3 = 400 - = = (1)

Expresiones c é )
OmMoO &sta reciben el nombre de €cuaciones lineales

Asi, una r :
' €spuesta a la pPregunta sobre el nfimero de articulos a

ro i lari )
producirse diariamente podria ser 1a siguiente

"Prod ir i i
roducir 4 articulos del tipo A, 2 del tipo B y 3 del tipo c*

Ya que al sustituir loe valores
Xy =4, %, = 2 y X3 = 3

. -
en la ecuacién (1) se verifica 1la igualdad; esto es

x = 3 es una solucibébn de la ecuacién (1),

Daremos a continuacidn una definicibén formal para estos
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20(4) + 100(2) + 40(3) = BO + 200 + 120 = 400

=4, x =2 y

Se dice entonces que el conjunto de valores X, )

o gue la terna ordena-

3 .

da (4, 2, 3) es una solucidn de dicha ecuacibn.

conceptos

Val:1 DEFINICION
Una ecuacibn lineal sobre C es una expresidn de la forma
ax +ax +...+ax =b
1 1 2 2 n n
donde a , @ ; +ae y @ y bE C 6
1 n i
T !.
A los simbolos X , X, ... , X se les conoce como "incégnitas"
: 1 2 n

de la ecuacidn, a los nfimeros a; como "coeficientes" de las X, ¥

a b como el "término independiente”.

DEFINICION

Una solucidn de la ecuacién lineal

es un conjunto ordenado de n valores k:' kz, s <

tales que

ak +ak +...+ak =b
1y 272 nn

- Resolucibén de una ecuacidn lineal

En la bfisqueda de soluciones para la ecuacién




a

a X

+ax + ... +ax =b
11 2 2 n’*n

pueden distinguirse tres casos.

Caso i) Al menos uno de los coeficientes es diferente de cero.

£ia # 0 la ecuucidn puede escribirse como

akxk =b - alxl = el = ak_lxk_1 = ak+1xk+1 Tl Tax,
o bien, como
x =1 (b-ax - ... a a X D o a_x_)
k& : k- 17%-1 k+1¥K+1 n%n
Podemos

entonces asignar valores a las incégnitas x , ... , X4
. -

% LB x
' “h

Hqt (arbitrariamente), y de la expresidn anterior se

cbtendrd el valor de X, que con los valores asignados constituye

una solucidn de la ecuacidn.
Por ejemplo, la ecuacidn

20x  + 100x + 40x_ = 400 - - -
: 2, 3

(1)

puede escribirse como

20x = 400 - 100x =~ 40x
D} 2 3
x =20 - 5x - 2x
1 2 3
de donde, haciendo = & 2 y x = 3 se obtiene
X = 20 = 5(2) - 2(3) =20 - 10 - 6 = 4

1

con lo que se forma la solucidn

e
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- 8i gueremos obtener otra solucién podemos asignar otros valores a

lasbincégnitas X, Y X, por ejemplo x, =0 y x; =5, con lo

gue se obtiene

x =20 - 5(0) - 2(5) = 10

4

En consecuencia, la terna (10, 0, 5) es otra solucién de la ecua-

cién (1).

En general, cualguier terna ordenada de la forma

( 20-5a-2b , a , b )

donde a y b son dos nfimeros cualesquiera, es una solucibén de la

ecuacién (1).

Caso ii) Todos los coeficientes son nulos y el término 1ndepe3 -

diente también lo es.

Entonces la ecuacidn es de la forma zﬁ

SRR L NP
0x + 0x_ + .o+ Ox_ =0 BIBLIQTECA
1 2

) s
Y es claro que cualguier conjunto de n valores es una solucidn de

la ecuacién.

Caso iii) Todos los coeficientes son nulos y el término indepen-

diente no lo es.
‘Entonces la ecuacidén es de la forma
b, con b # 0

Ox +0x + ... + 0x_ =
1 2 n

¥ es claro que ningfin conjunto de n valores podrd ser una solu -

cidn de 1a ecuacibn; es decir, la ecuacién no tiene solucién.
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» i riea con tres incégnitas.
T PSR e — el cual consta de dos ecuaciones lineales

’

E:UlOS eneral un sistema es un conjunto de ecuaciones lineales gue
En gener I3

B y C deben producirse en cantidades iguales.

. . fi
. ' ce la siguiente defi
Tenemos entonces tienen las mismas incbgnitas, como lo estable g

la restriccién adicional

{
f nicién.
y
X = x i
z & i { V.2.1  DEFINICION
. " incd itas
- . B g a - iones lineales con n incdgni
que, expresada en la forma que establece la definicidn Val:1, que i Un sistema de m ecuacio »
aa como % sobre C es Gna expresién de la forma
1 .
: +...+a x =b
Ox1 tx, - x =0 - - = (2) . Sy w Bt in B 1
) i + X, * ses * a = b
Ahora el problema consiste en encontrar una solucién que satisfa- .fiz a21xl a22 2 2n 1 ce
i
ga "simultidneamente" a las ecuaciones (1) vy (2). En consecuen - ¢ T T S T s
cia, Tas dos soluciones obtenidas anteriormente Ya no son fitiles, : B T N S (e
puesto que (4, 2, 3) ¥y (10, 0, 5) no son soluciones de la ecua - ok a X +a X + ... + e bm
3 i 2 ml 1 ma2 2 .
cidn (2); esto es : ) _ 5 e
donde a11' A, vre w8, bl, eee v b
0(4) +.1(2) -~ 1(3) =0 + 2-3=-14%#09 )
’ . - i 7 njunto de
0(10) +1(0) - 1(5) =0+0 -5 = — 5#0 Pueéé%”aﬁé un sistema de ecuaciones lineales es un conj
: : . . nsiderar
- 1 ecuaciones con las mismas incdgnitas, resulta natural co
A diferencia de éstas, si se producen 6 articulos del tipo a, 2 . de valores que satis-
' como una solucién del sistema a un conjunto de
del tipo B y 2 del tipo C se tiene una solucién que satisface am- - ) 1 ye se establece
+ face a todas las ecuaciones del sistema, por lo g
bas restricciones ya que - : k -

la siguiente definicién.
20(6) + 100(2) + 40(2) = 120 + 200 + 8o = 400

NIERIA

0(6) + 1(2) - 1(2) =0+ 2 - 2 = 0 e 7 i Y
: T X O
boe £

s

Se dice entonces que la terna ordenada (6, 2, 2) es una solucién

del sistema

[t}

20x!‘+ 1oox2 + 40x3 400

Ox, + Xy = X3 = 0
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Y . ‘ Leg I
— 1 1 sea igual a 1 también a 3. A este tipo de sistemas les amare
Vi2:2 DEFINICION ¢ : o - < . .
) . o 1 mos "incompatibles".(l)
Una solucidn del sistema de ecuaciones lineales G '
si, por el contrario, un sistema de ecuaciones lineales tiene so-
anxl +al X 4+ wee +3 ¥ =h 2 (23
22 6w . ) lucién diremos que es "compatible".
! a, ¥ +a x +...+a x =D 3 : '
i ' - Hiiigit z i Los sistemas compatibles pueden tener una sola solucibn, en cuyo
$ : 1 caso diremos gue son "determinados"; o mis de una solucidén, en cu
3 yo caso diremos que son "indeterminados".
a x + a + s +t a = b :
ml 1 m2 2 mn”n m .
i i si aciones lineales pueden
es un conjunto ordenado de n valores k , k , ... , k De acuerdo con esto, los sistemas de ecu es p
1 27 n
tales que clasificarse de la siguiente manera
a k +a k + ... +a k =0b . : INCOMPATIBLES
p S tom LN h L ; . (no tienen solucién)
w i SISTEMAS DE
a k +a k + ... +a k =0b ] ECUACIONES LINEALES DETERMINADOS .
21 1 2% 2. 2n N 2 . ) COMPATIBLES (una sola solucidn)
. : (tienen solucibn)
S o e oeon8G o ot ol S Sl INDETERMINADOS
# i (m&s de una  solucibn)
a k +a k + ...+ = B 3 o
mi o1 m2 2 amnkn bm ; -% Transformaciones elementales
5 ﬁ
=, 1 . . . :
% Ly : 4 Cuando dos sistemas de ecuaciones lineales tienen las mismas solu
La definicidn anterior establece claramente lo que deberd enten - ‘ ) ’
) = ciones se dice gue son "equivalentes".
derse por solucidn de un sistema de ecuaciones lineales; sin em -~
bargo, no nos dice que cualguier sistema de ecuaciones lineales i El método que emplearemos en este capitulo para obtener las solu-
habréd de tener solucidn. b 4 - ciones de un sistema de ecuaciones lineales se basa en el empleo
. A de ciertas transférmaciones, l1lamadas transformaciones elementa -
Hay sistemas de ecuaciones que no admiten solucidn. Por ejemplo, - J

les, gue no alteran las soluciones del sistema; es decir, trans -

' es claro que el sistema
_formaciones gue al aplicarse a un sistema dan como resultado un

sistema equivalente.

.

1 ’ ;
S En afgunos textos se emplea el téumino " inconsistente” para neferinse a

este conceplo.

‘no tiene solucibn, puesto que no existen dos nlmeros cuya suma
"consistente”.
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Las transformaciones elementales pueden ser de tres tipos y con -

sisten en:

I) Intercambiar dos ecuaciones.

II) Multiplicar una ecuacidn por un nlimero diferente de cero.
III) Multiplicar una ecuacidn por un nimero y sumarla a otra ecua

cibn, reemplazando esta (iltima por el resultado obtenido. . -

Para ilustrar el émpleo de estas transformaciones consideremos,

por ejemplo, el sistema

3 - 2y + =z = =1
X - 2y + 3z = 1 (Se)
6y - 2z = 4

vy
{

Si intercambiamos en &l las dos primeras ecuaciones estamos apli-

.

cando a So una transformacibén del tipo I que conduce al sistema

1
-1 (S1) | 5

X = 2y + 3z

3x -2y + z =

6y - 2z
que, evidentemente, tiene las mismas soluciones que S,.

Si ahora multiplicamos la tercera ecuacién de S: por % estamos

.aplicando a S: una transformacién del tipo II que conduce al sii"’

tema

it
[

x.— 2y + 3z

3x =2y + z = (82)

3y - z= 2

la primera.ecuacibén de S, por -3 y la su-

Si ahora multiplicamos
1

mamos a la segunda ecuacifn, reemplazando esta Gltima por el re-=

. S

sultado obtenido, estamos aplicando una transformacién del'tipo‘_.

tes;

= BN =

ITI gue conduce al sistema

X - 2y + 3z = 1 g
) 4y - 8z = -4 (S3)
3y -~ 'z = 2

Los sistemas S¢,.S;, S y Si.son, seglin hemos dicho, equivalen -

esto es, tienen las mismas soluciones.

Es obvio gue las transformaciones del tipo I y del tipo II condu-
cen a sistemas eguivalentes. El caso de las transformaciones del

tipo III no es tan evidente por lo que se demostrard a continua -

cién.

Sea el sistema de m ecuaciones lineales con n incbgnitas

a X +a x + ...+a x =0b
: 11 1 127 2 in B 1
a’ x +a x + ...+a =b
. pl 1 pz 2 pn’n P
| : (s)
a x +ta X + ... +a = b
ql 1 qz 2 gqn’n q
a” x +a x + ...+ a x =Db
ml 1 m2 2 mn n m

donde 1 ¢ p < g ¢ m; y sea S' el sistema que se obtiene al multi-

Plicar por c¢ la ecuacidn p y sumarla a la ecuacidn g; esto es

8 X +a X 4 ceececescseees + a8 X =D

13 A 12 2 in L 1
@ X # 8 X 4+ ceeveresecees +a' X =Db

Pl 1 % pa2 2 pn n P

. (s")
(ca +a )x + ...+ (ca_+a )x =cb +b

pl .-q1 pn qn’® n P q

87 X .8 K+ eeeeninnanen. + =

mi 1 m2 2 ann¥n by

4




- 302 .-

das las ecuaciones de S'.con excepcidn, posiblemente, de la ecua
cidn
(ca +a J)x + ...+ (ca +a )x =cb + b’ --=(q")
p? o] Ly ! pn gn’ n p. . q
Sin embargo, como (k‘, kz, ve kn) es solucifn de S se tiene

que

a k +a k + ...+a k =0b g— --=(1)
pl o1 pe 2 pnn . p

a k +a k + ... +a k =b ) == ((2)
Q1 1 q2 2 gn n q

por lo que

ca k +ca k + ... +ca k =cb - 1 === 3)
pl 1 p2 2 pn n P

En consecuencia, sumando (3) y (2)

(ca +a )k + ... +(ca +a )k =cb +5b
pl ql” 1 pn qn. n P g

por lo que (kl, kz, “n s kn) satisface también la ecuacidn (d').

3

De manera reciproca, sea ahora (L1, L2+ sev in) una solucién de .

S', entonces satisface todas las ecuacionés de S con excepcién,

posiblemente, de la ecuacidn
a X +a X + ...+a x =0b ‘ ---(q)

§in embargo, como (&, Rz, «-. s L) es solucidn de S' satisface

la ecuacién (q'); esto es

(ca +a )2 + ...+ (ca _+a )& =cb_ +Db = 1)
p! Q1’1 pn - an’ n SND g -~

ademis, como también satisface la ecuacién p de (8') {.{'

se tiene gue

ca 4L 4+ ca 2 + ... 4+ca X =
pl 1 p2 2 -pn n

Entonces, restando (2) de (15

a & 4+ a & +...4+a & =0b
ql 1 q2 2 - qn n - q

con lo que (2],22, Ges g Zn) satisface también la ecuacidn (q) vy

los sistemas S y S' son equivalentes.

- El método de Gauss

El procedimiento mids cdmodo para obtener las soluciones de un sis

tema de ecuaciones lineales es, tal vez, el conocido como método

de Gauss.

Este método consiste en la eliminacidn consecutiva de las incégni

.tas con el propbsito de llegar a un sistema que tenga forma "esca

lonada". ©Para llevar a cabo dicha eliminacién sin alterar las so
luciones del sistema, se recurre a las transformaciones elementa-

les gue hemos descrito.

Para ilustrar la idea central del método, consideremos el proble-

ma de resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

/7 oxy o+ %, +2x5 = 3 y D s
3X1 + 4X2. + » Xq = _10 ‘\;"{"\:J ’(Sg)
S =2%) - 4%, = x3 = O

Para eliminar la incbgnita x; de la segunda y de la tercera ecua-

€16n, podemos emplear dos tranformaciones del tipo III. Asi, mul

tiplicando la primera ecuacifn por -3 y sumando el resultado a la
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segunda se obtiene el sistema

X1 + X2 + 2x3 = 3
Xz = 5x3 = -10 (S1)
4x2 - x3 =, 0

~2x; -~

y multiplicando ahora la primera ecuacidn porbz y sumando el re -

sultado a la tercera se obtiene

Xy + X2 + 2x3 = 3
Xz 7 5%x3 = -10 (S2)
‘.2X£ + 3x3 = 6

con lo que hemos conseguido eliminar x: de la segunda y tercera

ecuaciones.

Para eliminar x: de lda tercera ecuacibn podemos emplear nuevamen-
te una transformacién del tipo III, pero tomando ahora la segunda
ecuacidn como "pivote". As?, multiplicando la segunda ecuacién

por 2 y sumando.el resultado a la tercera se obtiene el sistema

X1 + X2 + 2%x3 = 3
; X2 —- 5x3 = -10 (S3)
= 7X3 = -14

donde se observa de inmediato que

Para obtener el valor de x; sustituimos el valor obtenido de x3

en la segunda ecuacidén de S;
X2 =5(2) = =10

gquedando asi una sola incdgnita cuyo valor es

- 305 =

X, = ~10 + 10 = 0

Por Gltimo, para obtener el valor de x, sustituimos en la primera

ecyacibn de S, los valores obtenidos de x, y X,.
xy + 1(0) + 2(2) = 3

de donde

i*En consecuencia; x1.= -1, %3 = 0 y x3 = 2 es la solucién del

" sistema Ss}'y como'éste»es equivalente a So¢, la terna (-1, 0, 2)

S'es la solucibn del sistema inicial, con lo gque gueda resuelto el

~ ]
H 5 ~

fproblema. d

.- Cabe hacer notar que en el parrafo anterior hemos dicho "la" solu
cibén del sistema Ss, lo cual:-lleva implicito que dicho sistema es

determinado. Explicaremos ahora el por qué de tal aseveracidn.

Es evidente que el valor x; = 2 es el inico que satisface la ter-
cera ecuacibn de SQ; en consecuencia, los finicos valores gue sa -
tisfacen "simultineamente" a la segunda y a la tercera ecuacibn

de S; son X2 = 0 y x3 = 2. Continuando con este razonamiento
concluimos que x; = -1, X2 = 0 y X3 = 2 es la {inica solucidn

del sistema S3.

Como el lector habri sospechado, éste no es el finico caso que pue
de presentar§e ya gue, como hemos visto, existen sistemas gue son
 indeterminddos y otros que son incompatibles. Veremos posterior-—
mente algunos éjemplos correspondientes a estos dos casos hacien—

do notar bajo qué condiciones se presentan; sin embargo, introdu-

vlremos primero una herramienta que nos permitird ahorrarnos al -
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gtin trabajo y ver con mayor claridad-lo que sucede en cada paso ) Bi-= 1 ol ¢ 3
cuando utilizamos el método de Gauss. ' ' ‘ M2 = 0 1 -5 =10

- §1 analizamos con cierto cuidado el proceso seguido ‘en el ejemplo

anterior, podemos darnos cuenta gue no era necesario escribir los ‘ o - : 3
simbolos correspondientes.a las incdgnitas una y otra vez, puesto ' ”M3 = [0 = ot
que todas las operaciones se efectuaron sobre los coeficientes y ' _ 0 0 e f14

términos independientes. : .
las cuales pueden obtenerse a partir de Mo efectuando, con los

El sistema ' : renglones, transformacicnes anilogas a las descritas con las ecua

. i ciones. Estas transformaciones, conocidas como "transformaciones
X, + X, + 2X3

= 3
; v elementales por rengldn", consisten en:
3x1 + "% + x3 = -1 ) (So) i
-2X1 - 4xp = ﬁs = 0 . I) Intercambiar dos renglones.

II) Multiplicar un renglén por un nfimero diferente de cero.
gueda gqmpletamente definido por el valor de sus coeficientes y III) Multiplicar un renglén por un nfmero y sumarlo a otro ren -
términos independientes, los cuales pueden presentarse convenien- ' -

gldén, reemplazando este ﬁitimo por el resultado obtenido.
temgnte en el siguiente arreglo tabular
~La iltima dé 1as.matrices anteriores (Mi:) se dice gue esté en
"forma escalonada” o qué es una matriz escalonada. En general,
se dice gue .una matriz estd en forma escalonada si el nfimero ge
ceros anteriores al primer elemento no nulo de cada rengldén aumen
al gque se cqhoce con el nombre de "matriz". Esta ﬁatriz, en par ﬁa al pasar de unvrenglén al siguiente, hasta llegar eventualmen-

ticular, contiene doce elementos dispuestos en tres renglones y te a renglones cuyos elementos son todos nulos.

cuatro columnas por lo gque-se dice que es de orden 3x4, - = : : ; i 8
Por ejemplo, las siguientes matrices tambi&n son escalonadas

-y

De la misma manera, los sistemas S;, S y S; pueden ser represen | BN PR & ' 12 3 4 5 .6 o 3 o o 2
tados, respectivamente, por las matrices . ’ . .ﬂ—'. 0 3 1 5 0 0 5 1 3 2 0 0 £ 1 1
1 1 2 3 - 0 0 -2 1 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0

M= | 0 1 =5 -10 b o 0o 0. 1 o 0 0 0 0 O© o 0 0o o0 0

-

’ 4 Regresando al método de Gauss, vemos que es conveniente represen-
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tar al sistema mediante una matriz.y efectuar en ella las trans -

formaciones necesarias para llevarla a la forma escalonada.

mos esto para obtener las soluciones del siguiente sistema de

ecuaciones lineales.

Ix; + 3x» - X3 + Xy + dxs = 4
Xy + X2 '+ X3 = 2X4 - Xs = 1 (So)
- 2x1 - 2X2 + 2%x3 - 3%y - 5%s = -3

Primero representamos al sistema por medio de la matriz

303 -1 1 4 4
M= | 1 1 1 -2 -1 1
-2 -2 2 =3 =5 -3

La cual trataremos de llevar hasta la forma escalonada mediante

transformaciones elementales por rengldn.

Por lo general, conviene gue el primer elemento no nulo de cada
rengldn seéa un uno (o0 un menos uno) para eliminar f&cilmente los
coeficientes gue se encuentran por debajo de &l, multiplicando

simplemente pof los simétricos respectivos.

biando el primero y segundo renglones de Ms obtenemos la matriz

-2 -1 1.

-1 1 4 4

=3 =5 =3

Ky . . . - . : e
la cual tiene un uno en la primera posicién del primer rengldn.

Ahora, multiplicando dicho primer renglén por -3 y sumando al se
gundo y, a continuacidn, multiplicandc el mismo primer rengldn

.

or 2 y sumando al tercero obtenemos la matriz

Hare

Entonces, intercam -

P ——

Sarmr——
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101 1 -2 -1 1
M= |0 0 -4 7 7 1

la cual puede transformarse en una matriz escalonada sumando el

segundo rengldén al tercero, con lo que se obtiene

- El tercer rengldn de esta matriz representa a una ecuacidn de la

forma

que, como vimos, es satisfecha por cualquier conjunto de n valo -
res. En consecuencia, la matriz M; representa al siguiente siste

ma de dos ecuaciones

Xy + X2 + X3 - 2xy - x5 =1

(s1)

1]
[

- 4x3 + Txy + 7Xs

continuando con la idea del ejemplo anterior, de la segunda ecua-=

cidn de S, podemos obtener el valor de Xsi; s6lo que ahora este va

lor no es {inico, sino que estd en funcién de los valores que to -
men x4 y° xs. Ast

—453 =1 - 7%y - 7X%s

por lo que

X3 = = 3 + %xq + Txs ===

7 (1)

o
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; ' . o ; rrespondientes
Llevando este valor a la primera ecuacidn de S1 se obtiene 7 y calcular, a partir de la solucién gesnl, don Be 5

) ’ ‘valores de x1 y x3. Para los valores elegidos se tieng
X1 + X2 +( - %— +‘£—Xk + %XS)"2XI4 -x5 = 1 I _

. ; ] : ‘x1=%~3+%(4)'z(‘1)=°

X1 + x2 - Z—X.‘ + KXS = T . y 8 . o ; | . ‘

= - 3+ 7(4) + 7(-1) = £

s " 3 X3 _ ry T .8 i &
X1 = 7 "X + F¥Xs FXs : = (D)

por lo que (0, 3, 5, 4, -1) es una solucién_de So. i

podemos entonces dar cualguier valor a las incégnitas X2, Xy Y )
Xs y calcular, a partir de (1) y (2), los valores correspondien ~ 51 hacemos ahora x; = 1, x4 = 0 y xs = 1, de (3) se obtiene
t§s de X1 y x3. Se dice por ello que el conjunto de expresio - . = % -1 - % - _%
nes
3 g e L1
Xy =7 - X + X4~ 7Xs 3 4 4 2
X2 = X2 é, éor‘lo que (_%, 1, %, 0, 1) es otra solucidn del sistema So.
1 :
2= _% K %X“ * %Xs (3) ¥  En ocasiones los simbolos correspondientes a las "variables 1i -
.f;/ bres" suelen' reemplazarse por otras literales, las cuales se con-
T~ ’ I vierten en pardmetros de“la solucidn general. Asi por ejemplo,
i [ ! para el caso anterior podemos expresar la solucién general (3) co
constituye la "solucidn general" del sistema'so que, como selve, l 1 ! mo»

es indeterminado.

s

Si ‘queremos obtener una "solucidn particular" del sistema So; es 3

. X2 = @
decir, una solucidn en el sentido de la definicién V.2.2, bastari b N - 4
. . : B x3=—z+-4—b+zc
con elegir un conjunto de tres valores para x;, X Yy Xsi por
ejemplo’ Xy = b
X2 = 3 4 X5 = C
Xy = 4 ) i lor
donde a, b y ¢ pueden tomar cualquier valor.
X5 = =1 '

Consideremos ahora el sistema

3




X4+ 2y - z = 1
2x . + 3z = ~2
- x + 2y - 4z = 4
3x + 2y + 22 = -1

al cual podemos representar con la matriz

1 2 -1 1
2 0 3 -2
-1 2 -4 4
3 @ 2 =%

Efectuando en ella transformaciones elementales por renglén la

llevamos hasta la forma escalonada siguiente

-1 1 a8 2

1 2 -1 1 1 2 =i 1

2 0 3 -2 0 -4 5 -4 0 -4 5., -4
: - -+

=1 2 -4 4 0 4 -5 5 0 0 0 ak

3 2 2 =1 0. -4 5 -4 0 0 0 0

-
En la filtima matriz, el terxcer rengldn representa a una ecuacién

de la forma

O0x + 0x + ... + 0x =
1 2 n

b, con b # 0

gue, como vimos, no tiene solucibn. En consecuencia, el sistema

en cuestidn es incompatible.
£

A través de los ejemplos anteriores hemos mostrado lo que sucede
al emplear el m&todo de Gauss en cada uno de los tres casos co -
rrespondientes a la clasificacién de los sistemas de ecuaciones

lineales.

En resumen podemos decir lo siguiente:

-

4
H
2t

B <

wt

o

El método de Gauss consiste en aplicar a un sistema de m ecuacio-
nes con n incégnitas (o a la matriz gque lo representa) una suce -
sién de transformaciones elementales hasta llevarlo a la forma es

calonada.

Si durante el proceso se obtiene una ecuacién de la forma .

Ox1 + Ox2 + ... + 0x =0

n

a la que se llama ecuacidn nula, &ésta se desecha puesto que cual-
quier conjunto de n valores es una solucibén de la misma.

Si durante el proceso se obtiene una ecuacidén de la forma

= Db; conb # 0

0x + 0x + ... + Ox
1 2 n

el sistema es incompatible, puesto que dicha ecuacién no tiene so

- lucidn; de otra manera el sistema es compatible.

S5i el sistema es compatible y al reducirlo a la forma escalonada
se obtienen n ecuaciones no nulas, entonces el sistema es determi

nado y su solucidn se obtiene por sustitucién sucesiva de los va-—

lores de las incbgnitas, a partir de la Gltima cuyo valor es inme

diato.

Si el sistema es compatible y al reducirlo a la forma escalonada
Se obtienen r < n ecuaéiones no nulas, éntonces el sistema es in
determinado y su solucién general se obtiene dejando n - r incdg-
nitas libres’ (es decir como parémetros)'y.expresando a las otras

T incdgnitas en funcién de &stas.




V.2.3 _EJERCICIOS " .

l.~ Para la ecuacibn lineal’

%y ~dxp 4 Jxs + %—x., =5 % 4

determinar cufles de

éoluciones
a) (-3, -1, 2) B) (1, -4, 3, 2) &) (-3, -1, 2, 0)
a G-, -1, 3) e (3, 2, -1, -1, 3)
2.- Para cada una de las siguientes ecuaciones lineales obtener
todas sus soluciones
a) 3xy - 2% + X3 = 5 b) 3x) = 2X2 + x3 = 0
. \ il = ™ ;‘;
c) Oxi + O0xz2 + Ox3 =5 d) O0xy + 0x2 + O0xs3 = 0
g
e) ax = b; cona # 0
3.- Resolver 16§ siguientes sistemas de ecuaciones lineales
X + 2y = 3z = -5 X; + 2%, - 3%x3 + 2%y = -1
- y + 2z = 5 b) - x; - 2%, + 2x3 = 5xy.= 1
a)
-2X + Y = -11 2X1 + 4X2 - 5X3 + 7X1. = '_2
3x + z = 13
2x + 3y + z = 2 X2 = X3 =3
c) 2x - y+ z =1 3x; + X2 + 2X3 + Xy =6
4x - 2y + 2z = 4 d) X3 + X3 =0
2X; + X2 + X3 + Xy = 6

los siguientes conjuntos ordenados son

—

PR e
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Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones linea-

les -

2x -~ y ~ kz =0

]
[y

s kx + vy + 2z

a) x- y=-2z=1 b) X + ky + z

il
T

- X+ 2y + 0z =k x+ y+ kz =1

Determinar para qué valores de k el sistema es:

i) Incbmpatible
ii) Compatible determinado

iii) Compatible indeterminado

Determinar para qué condiciones de a y b tiene solucibn el si

guiente sistema. Si tales condiciones se cumplen ¢Cull es la

solucidn del sistema?
X;] - X2 - X3 = a

- X; + X2 + X3 = b
Xy "= % b kg =_2a

Un sistema de ecuaciones lineales en el que todos los términos
independientes son nulos se dice que es "homog&neo". Un sis-
tema homogéneo siempre es compatible puesto gue admite la so-

lucidn x =x = ... = x = 0, llamada solucién trivial.
1 2

'n
Para cada uno de los siguientes sistemas homogéneos, determi-
nar si el sistema admite soluciones no triviales y en caso

afirmativo obtenerlas =

2%, + x, - X3 = 0 2x + 6y + z =0
a) X; + 2%, + 4%3 = 0 b) x + 3y =0
3x; + 2x; + 3x3 =0 - x -3y + 4z =0




X CAPITULO VI MATRICES

INTRODUCCION

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales es un tema gue

de manera natural nos lleva al concepto de matriz. Asi, en el ca

pitulo V se introdujeron las matrices como una ayuda para repre =

sentar, en forma tabular, un sistema de ecuaciones lineales, y fa

cilitar con ello el empleo de las transformaciones elementales.

A diferencia del capitulo anterior, en &ste nos ocuparemos de las
matrices como entes matemdticos con existencia propia, indepen --
diente de los sistemas de ecuaciones lineales; aungque encuentran

en éstos sus principales aplicaciones.

Definiremos la manera como las matrices pueden sumarse, multipli-
carse y multiplicarse por escalares; analizando las principales
consecuencias de dichas definiciones. Estudiaremos ademds algu -

nos tépicos y tipos especiales de matrices gue son importantes en

el campo de las aplicaciones.

o v i e

op s oe g -

AT

Py
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Desde un punto de vista aléebraico, las matrices rompen con la mo
notonia esﬁablecida'por los diversos sistemas huméricos, ya gque
la multiplicacién viola una de las leyes que tradicionalmente se
Ahabian cumplido en dichos sistemas: la ley conmutativa. Esto

trae como consecuencia que, en algunos aspectos, las matrices se

separen del conocido comportamiento algebraico de los nfimeros.

by

Vil CONCEPTOS GENERALES

- Matriz

Podemos decir gue una matriz es una "tabla" o "arreglo rectangu -

lar" de elementos gue, usualmente, son nfimeros reales o complejos.

El concépto de matriz, sin embargo, puede generélizarse él caso
en que los elementos sean polinomios, funciones, operadores o
cualquier otro-tipo de "entes matemdticos"; conservando su vali -
dez la mayoria de los conceptos y propiedades preséntados en este

capitulo, en el cual se considera a la matriz como un arreglo de

nfimeros.

VI.1l.1 DEFINICION

Una matriz de mxn con elementos en C es un arreglo

de la forma

vaw &
aj) a1z in
wrers L8
azi azz 2n
o = G G E
a |
& m2 mn
donde aj;, ajz, ... , & e Cym ne 2.

mn
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Una matriz de mxn (ldase "m por n") se dice también que es.de "or si m=n se dice gue la matriz es "cyadrada” de orden n.

den" mxn.
Comfinmente se representa a las matrices con letras mayfisculas y a

En forma abreviada, la matriz de la definicibn anterior puede ex- sus elementos.con letras minGsculas.

presarse cComo 5 | :
. ;5 Como ejemplos_de.matrices.tenemos las siguientes
[aij] ' ~f
‘o ] . : ) I+1i 2 =3i i -1 2 4
donde i = 1, 2,...,,m y 3 =1, 2,..., n. B .o a1 7 - 1-3i D=|3 1 1
: ; . A = B = 1 0 _1] =
; . =17 g1 C=
1 -1 1-2i 3 V2 2 -1 0
- Renglones y columnas | 4 ) )
y =2 .0 5 o ) 0
Al arreglo horizontal 8. . ) i
:h donde A es una matriz de 4x3, B es una matriz de 1x3 (conocida co
a a T ! b

. 'n . 'mo "matriz rengldn" o "vector renglén"),c es una matriz de 4x1

L .

. ) (conocida como "matriz columna” o "vector columna"), y D es una
se le conoce como el primer renglén de la matriz, al arreglo = - :

» matriz cuadrada de orden tres.
s 1 "

a a ce. @
21 22 2n

' ™<"La igualdad de matrices
3 e -

como el segundo rengldn, y én general al arreglé horizontal

Se dice que dos matrices son iguales cuando tienen los mismos ele

= -
a, a, ves @ ]

i1l 12 in
L . J

mentos y &stos se encuentran dispuestos de la misma manera en am-

V 5 B : "bos arreglos.
se le conoce como el i-&simo renglén de la matriz. i - »

Esta idea puede expresarse en términos m&s preci
i - precisos con ayuda del
En forma aniloga, al arreglo vertical 5 P Y

_/;;mbolo aij' que representa al elemento que se encuentra en la po

e

axj sicién correépondiente ﬁl renglén i y a la columna j de la matriz
azj ‘Asi, por ejemplo, para las matrices A, B, Cy D citadas ante-
E Lirmente se tiene que ‘

amj .

1
[
w

[
~

se le conoce como la j-&sima columna.

Asi, en una matriz de mxn pueden distinguirse m renglones - - -

(1 =1, 2,.4., M) y n columnas (j = 1, 2,..., n). En particular | - Css no existe
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0, etc.

También de VI.1.2
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se sigue que, para las matrices

En consecuencia, la igualdad de matrices se define formalmente co ,? % 2 1 -1 2 1 ;
mo sigue ? ° M = 3 0 -5 y N = 3 vy =5 f
. 0 -4 z ' 0 -4 w ;
VI.1l.2 DEFINICION i B -
e la igualdad M = N se cumple Xx=-1, y=0vyz=w.
Sean A = 0 : -

2 : Al .
~[a.] Yy B = [biﬂ dos matrices de mxn con si y sélo si

elementos en C. ADICION DE MATRICES Y MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Diremos que A y B son iguales, lo gue Vi.2

representaremos con A = B, si:

== La adicibn de matrices

a.. =b,., ; para i =1, 2,.e0, M y Jj =1, 2,00, n ) v ‘
1] 1] ) g La primera de las operaciones con matrices que estudiaremos, y
. i .también la m8s sencilla, es la adicifn. Esta operacién puede
asi, por ejemplo, las matrices efectuarse cuando las.matrices son del mismo orden y el resultadc
L . , - 2 1 se obtiene sumando lqs elementqs correspondientes de ambas mat;i—
e y B= ces, de acuerdo con la siguiente definicién.
34 o0 3 0 i

no son iguales, a pesar de que son del mismo orden y tienen los

mismos elementos;

yva gue, aunque se cumplen las igualdades

VI.2.1

DEFINICION
Sean A = [aiﬂ Yy B =

elementos en C.

[biﬂ dos matrices de mxn con

La suma A + B es una matriz S = [Siﬂ 7

aj; = b1, de mxn, definida por - ?1
_ - .. . S = 1

ay2 = bj» sij = aij + bij- : péra i=1,2,...,m vy j=1,2,...n. :%
ais = bis ;
- ol

a2; = bay Asi, por ejemplo, para las matrices i

se tiene adémés que 3 =5 1 2 -1 5 2
azz # ba2 A= 0 1+1i B=|-2 -i Yy C=
7+i 0 3
v =2 =
azy # bz, i 4 3 4

por lo gque A v B no satisfacen la condicién de igualdad estable*:

cida por la definicibn VI.1l.2.

5
y |
2
i3
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se tiene que
3+1 -5+2 4 =3
A+ B = 0+ (=2) 1+3i4(~-1) = =2 3
-2i+43 4+ (-4) 3-2i 0

mientras que la adiéién de A y C no puede efectuarse,vya que las
matrices no son del mismo orden. Se dice por ello que A y C "no

son conformables” para la adicidn y, en consecuencia, la suma

A + C no existe.

--La adicidn de matrices, definida por VI.2.1, satisface las propie

dades que se enuncian a- continuacién.

T

™

VI.2.2 TEOREMA
Si A, B y"C son matrices de mxn cuyos elementos son nfimeros com-~
plejos, entonces:

@&

i) A+ (B+C)=(A+B)+C asociatividad

ii) A+ B =B+ A conmutatividad

iii) Existe una matriz O de mxn tal gue

A+ 0=2A elemento idéntico

iv) Existe una matriz -A de mxn tal gque

A+ (-A) =0 elementos inversos

DEMOSTRACION

Se demostrarén a continuacién las propiedades ii), iii) y iv).

ii) Sean A = [aiﬂ y B = [biﬂ dos matrices de mxn con elemen -

tos en C.

Por VI!Z.l se tieﬁe’que :
[sij] =[aij *Pag) JL
Y Bsa [tij] =[bi‘j +'aij]

Como a,. ¥ b.. son nfimeros cémplejos ¥ i, j; por iii) de

J 22
TL. 144

‘A + B

"

1]

~

= o = ,,+b..=5.“¥i j
Tpq = By gy = 85 T PRy T et T
por lc gue, de VI, 1.2

A+B=B+A

’ ; V : c.
iii =" 1 wna matriz de mxn con elementos en
iii) Sea A .[aiﬂ :

: i = = cero ara
Si definimos la matriz O = [oiil como oij 0 ( ) p .
i = 1,2;..;, m ij‘= 1,2,..., n; entonces
| = | - por VI.2.1
A+ 0= [aij + °1ﬂ

por definicién de O

[225 * 0]
[213]

. ‘ )
A la matriz O, que es una.matriz de mxn Cuyos elementos son

1]

por iv) de II.1.4

% como se queria.

: iz - 2" "matriz cero"
todos nulos, se le conoce como "matriz nula” o

de mxn.

. iV)- Sea A = [a.] una matriz de mxn con elementos en C.
.:L]

- 8i definimos la matriz -A = [viil como Vs = “ayy ¥ i, 3
entonces :
A+(-A) = [aij + (vij)] por VI.2.1
« = [aij + (—aijf] por definicibn de -A
= [0 , ¥ i, ] por v) de I1.1.4
a+(-a) = O por definicidn de O

"y la prueba termina.
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\

A la matriz -A, que es una matriz de mxn cuyos elementos son los De la definicién VI.2.3 se sigue que dos matrices son conformg =

simétricos de los elementos de A, se le conoce como la "simétrica ' Hﬂ bles para la resta si y sb6lo si son del mismo orden.

de A" o la "negativa de A". ) :
= La multiplicacidn por un escalar

= La sustraccién de matrices

En ocasiones, y particularmente desde el punto de vista de las
La resta o sustraccibn de matrices puede definirse ahora, a par - Lj aplicaciones; se requiere multiplicar una matriz por.un niimero,

tir de la adicién y de iv) de VI.2.2, como sigue - n ‘," ' 51 que genéricamente ‘se le conoce como "escalar". Esta operacibn,

denominada "multiplicacidén por un escalar", se define formalmente
VI.2.3 DEFINICION , : . . como 'Sigue

Sean A = [aiﬂ >y B = [biﬂ dos matrices de mxn con

elgmentos en C. La diferencia A - B se define como . . o . VI.2.4 DEFINICION

Sean A = [a. ] una matriz de mxn con elementos en C
A=-B=A+ (-B) 1]
y o € C. El producto oA es una matriz E = [ei;]

de mxn, definidj por

De acuerdo con esta definicidn, para obtener la diferencia A - B

3
)

‘
i
o
e
g
i
s
g
|

e;. v 0@y ;parai=1,..., m y 3 =1, 10,
if

o

bastard con restar a los elementos de la matriz A los elementos

correspondientes de la matriz B, puesto que 2sf, por ejemplo, el producto del escalar a = 2i por la matriz

A-B=2a+ (-B) = [aij + (—bij)] = [aij - bij] s BB
' Asi, por ejemplo, para las matrices : A =
7 . i -3 1+i
= =5 1 2 -1 5 21 -
es la matriz 4
A=| 0 1+i B=| -2 ~-i ¥ G= i
sl of I 7410 3 o0 1| [enen eoo  eno 2 o 2
oA = (21) - = i
que vimos anteriormente, se tiene i =3 1+i (21) (i) (2i) (=3) (2i) (1+1) -2 -6i —2+2;f

3-1 =5~2 e = ] La multiplicacidén por un escalar satisface las siguientes propie-

A-B= 0-(-2)  l+i-(-i) 2 1424
~2§-3 4= (-4) -3-2i 8 J ’

mientras que la diferencia A - C no existe.

dades.
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VI.2.5 TEOREMA

Si A y B son matrices de mxn con elementos en C

y a, B € C, entonces:
i) a(A + B) = oA + aB

T4) (o + B)A

oA + BA

idi) a(BA) = (oB)A

DEMOSTRACION

Se demostrard a continuacidn la propiedad i), dejando al lector

¢omo ejercicio la demostracidén de las’ restantes.

i) Sean A = [aiﬂ Y B = [bij " dos matrices de mxn con ele -

mentos en C y o un escalar de C, entonces

A+ B = [aij + biﬂ ‘ por
o (A + B) = [q (ag; + bij‘)] ~ por
= [?aij + abiﬂ : ~ por
. = [aaij] + [abiﬂ por
a{A + B) = oA + oB . e por
como se gqueria.
tl
VI.2.6 EJERCICIOS s
1.- Para las siguientes matrices
5 =2 7 _ , -1 2 -3 3
aA={0 3 a,, | B=|=-2 -1 0| c=|-3
2 =1 =3 b 1 3 5

VI.2.1

VI.2.4 .

vi)yde II.1.4

WL < 21

VI.2.4

2
0

B

-1
Cas

3

determinar los valores de az;, b3s1 ¥y €25 que verifican la

igualdad A + 3B = 2C

i3

e SR S R L
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Para las siguientes matrices

21 1+i 3 - 5B 21
A= 2 . B =| 3i i cC={2-1i 1
=1 2-1 2 1-21 -1 3i

calcﬁlar A+B, A-B, B-A, 2A-C. .y 3B+ 2C.

Demostrar que si A, B y C son matrices de mxn cuyos elemen -

tos son nfimeros complejos, entonces:

A+ (B +C) = kA + B) + C

Demostrar que si A es una matriz de mxn con elementos en C

y o, B € C, entonces:

a) (6o + B)A oA +.BA

(aB)A

b) a (BA)

Demostrar que si A y B son matrices de mxn cuyos elementos

son nimeros complejos, entonces:

 A + (-1)B

a) A-B=
b) A ~B=-(B - RA)
c) 0A =0
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VI. 3~ MULTIPLICACION DE MATRICES

.

Consideremos nuevamente el sistema de ecuaciones lineales

20x; + 100x2 + 40x3: = 400
~—-(1)

0x, + X2 - X3 0

visto al inicio de la seccibn V.2; y formemos ahora una matriz
con los coeficientes de las ecuaciones, a la que llamaremos A;

otra con las incdgnitas, a la gque llamaremos X, y una tercera con

e g

R S T Ry e

los té&rminos independientes, a la que llamaremos B. Esto es
20 100 40 | X 400
A = B =
0 1 -1 X% 0
X3

e |

Con ayuda de estas matrices podemos representar al sistema de - j}

ecuaciones (1) mediante la expresidn

AX = B -—=(2)

siempre y cuando ﬁengamos una definicién adecuada para el produc-

to AX.

Las condiciones que establece el sistema (1) son eguivalentes,

por VI.1l.2, a la siguiente igualdad entre matrices

20x; + 100x, + 40x; 400

i

0x, + X2 = X3 0

de donde se sigue que la expresién (2) representari al sistema
(1) si y sélo si

20x; + 100x, + 40x;

O0x; + X2 - X3

Veamos ahora cémo puede obtenerse la matriz AX a partir de las ma ¢

trices A y X.

v

El primer elemento de AX; es decir, el que se encuentra en el pri

mer rengldn y primera columna de dicha matriz, se obtiene sumando

los productos de los elementos del primer renglén de A por sus

En forma

elementos correspondientes en la primera columna de X.
esquemitica:

(,.____.___'_..’xl — - - — -+ 20x; + 100x, + 40x;

! 4 )

| —_—— Xl —emm - —-—— -~ '

4

1 i i

! ' —- Xyl ——~——~— 7 —— i —m i — - = = -

¥ &

[20 100 ‘40]

Andlogamente, el elemento que se encuentra en el segundo renglén
Y primera columna de AX se obtiene sumando los productos de los

elementos del segundo renglén de A por los de la primera columna

.de X. Ast

X3 = Ox, + 1x, + (-1)x;
X2

X3

RS

_En general, si A y B son dos matrices tales que el nfimero de co -

lumnas de A coincide con el nfimero de renglones de B, el elemento

que se encuentra en la posicidn correspondiente al renglén i y la

~Columna .j de la matriz producto AB, se obtiene sumando los produc

tos de los elementos del rengldén i de la matriz A por sus elemen-

1Tt°s correspondientes en la columna j de la matriz B.
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As{, si Ay B son las matrices
a a et ba b b
11 12 in 11 12
a a esa @ b b
21 22 2n 21 22
A = s em @ e B=| = - -
; e . .
( S 4 g .
X om e b b
ni n2
a 'am cee A B '
™ 2 _|

? y
{5 ‘

de mxn y nxqg respectivamente, el elemento ubicado en el ren -

glén i y columna j de la matriz producto AB,

mos con p,., seré
1]

p..=a,b  +a b  + ...
1) i1 13 22 23

gue, en forma compacta,
n

e = & 1kbk g

,,;.,,M"‘“"" ’ - _,>\pi;’ wodemd ., -

w=— La multiplicacién de matrices ™

"y i

Rt

puede expresarse Como

al que representare-

+ a. b

in nj

Formalmente, se tiéne 14 giguiente definicién para la multiplica-

cibn de matrices.

VI.3.1 DEFINICION

Sean A = [ ]
ij

en C, de mxn nxg respectlvamente.

]

una matriz P

agbyry 7

o]
]
™Mo

1

[biﬂ dos matrices .con elementos

[piﬂ , de qu, definida por

para i = 1,...,m vy

El producto 2B es

j=1,...,0q.

6 &

-se tiene que AB

A manera de ejemplo,

=2 0 1 o

para las matrices

=
1

[

w

]

[p

3
) = ¥ a_b = a +a b +a b =

ij] es una matriz de 4x2, donde
L b
11 k=1 1k k1 11 11 12 21 13 31

5(2) + (3)(=3) 4 (=1)(-1) = 10 -9 + 1 = 2

]

3

Beo = kE1 alkbk2‘= a b +a b +a b =

= (5)(0) + (3)(4) + (-1)(3) = 0 + 12 -3 = 9
Yy de manera similar se calculan
P;l = (0)(2) + (1) (-3) + (-3)(~1) =0-3+ 3 =0
P, = (0)(0) + (1)(4) + (-3)(3) = 0 + 4 =9 = =5
Po.= (52)(2) + (0)(=3) + (1)(=1) = -4 + 0 -1 = -5
P, = (-2)(0) + (0)(4) + (1)(3) = 0+ 0+ 3 =3
P, = {1)(2) + (-1)(=3) + (3)(-1) =2+ 3 -3 =2
P, = (1)(0) + (-1)(4) + (3)(3) =0 -4 +9 =5

pPor lo que

‘2 9
9 =%
AB =
Col-5 3
i ~2 5

v

El producto AC no puede obtenérse, puesto gue el nfimero de colum
Das de A no es igual al nimero de renglones de C. Se dice enton-

Ces que las matrices A y C "no son conformables para el producto

,. > -
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Curiosamente, estas mismas matrices sf resultan conformables para

el producto CA.

En efecto, como puede verificarse ficilmente

ca =

De lo anterior se sigue que la multiplicacién de ratrices no es
conmutativa; es decir, no puede establecerse que para dos matri -

ces Ay B (conformables para el producto AB) se tenga que AB = BA.

Puesto que AB y BA representan en general matrices diferentes, es
importante hacer énfasis en el orden en gue se multiplican. Asf{,
en el producto AB se dice que la matriz A "premultipliga" a la ma
triz B; mienﬁras gue er. el producto BA se dice que A "sttmulti =

plica a B.

En ‘algunos casos, como el del ejemplo anterior, la multiplicacidn
puede efectudrse en un sentido, digamos AB, pero no en el otro,
es decir BA. En otros casos la multiplicacién puede efectuarse
tanto en un sentido como en el otro, pero los resultados pueden

ser diferentes o iguales segfin las matrices de que se trate.

Cuando dos matrices A y B son tales que AB = BA se dice gue son

"permutables" (también suele decirse que "conmutan").

Por ejemplo, para las matrices

= 333 =
se tiene que
-3 -4 6 -3
AB = y BA =
0 2¥ o |12 -7_|
por lo gque A y B no son permutables; mientras que para
= - =1
6 =1 =3 1
A= y C =
- - -2
3 1_ L 3 =2 -
se tiene que ‘5
3 27 3 2 i
AC = Yy CA =
-6 5 | L:G 5_
por lo que A y C son permutables. §£
s
~La multiplicacién de matrices satisface la ley asociativa gue es- fﬁ

tablece el siguiente enunciado.

VI.3.2 TEOREMA
‘ Sean A, B y C matrices de mxn, nxp y pxq, respectiva
mente, cuyos elementos son nfimeros complejos, enton-
ces:

A(BC) = (AB)C

DEMOSTRACION

Sean A = [a,] , B = [b_, y C = [c] matrices de mxn, nxp y pxd,
ij L3] ’ 1]

Tespectivamente. Entonces, por VI.3.1

T
BC =| I b..oc .



donde BC es una matriz de nxqg.
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Entonces

n p
A(BC) = I a,, (£ b._.c, .)
[;:1 ih k=1 Bk k3J
n P
B h£1 (kf,l 21nPhCks)
p n
N k§1 (h§1 .aihbhkckj?
® n .
- ‘kfl (h§1 aihbhk)ckj
A(BC) = (AB)C

y la prueba termina.

O

por Vi.3.1

por vi).de T4
puesto gue podemos su -
mar ‘en cualquier orden.

por vi) de II.1.4

por VI.3.1

Para verificar el teorema anterior en un caso particular, conside

remos las matrices

3 2 -1 2
A = B =
=1 0 3 1
Obtengamos primero el producto
-1 2 1 1 0 -2
BC = ; =
e -2 1
3 1 0
3 -2
e 2 —:) i

1 1 0
¥ €= -2 1
0
3 =2
0
1

~

Y, posteriormente, premultlp“¥99emos éste por la matriz A, con lo

que se obtiene
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Por otra parte, ob;?nQQmos primero el producto
[~ 2 1 3 8 3
AB = i =
-1 0 3« 1 0 1 =20 =1

¥y, a continuacién, postmultipliqué&foslo por C, con lo gue se ob -
' »g ="

tiene ) ) i
: 3 8 3 NSO -4 2
@B = «2: .2 | %
dg <2 i : 2 0
3 -2

y hemos'llegado al mismo resultado, como cabia esperar del teore-

ma VI.3.2

Con fundamento en dicho teorema podemos escribir simplemente
ABC
ya gue ho importa cual de los productos (AR o BC) se efectle pri-

mero.

Consideradas simultdneamente, la adicién y la multiplicacién de
matrices. tienen las propiedades que se enuncian a continuacién,
conocidas como leyes distributivas de la multiplicacién sobre la

adicidn.

VI.3.3 TEOREMA-
Sean A, B y C matrices de mxn, nxp y nxp, respectivamen
te, v D, E y'F matrices de mxm, mxn y nxp, respectiva -

mente, cuyos elementos son nﬁmeros complejos; entonces:

i) A(B + C)

AB + AC

ii) (D + E)F = DF + EF
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DEMOSTRACION

Se demostrard a continuacién la distributividad por la izquierda
(propiedad i), dejando al lector como ejercicio la demostracién

de la distributividad por la-derecha (propiedad ii).

Sean A = [aiﬂ ;s B = [bij y C = [ciﬂ matrices de mxn, nxp y nxp,
respectivamente; entonces .

B+ C= [b._ +»c_]
oLy xi]

A(B + C)

por VI.2.1

1]

por VI.3.1

por vi) de II.1l.4

por ii) y iii) de

I1.1.4
n » n
= kfl aikbkj] + [351 aikck{] por VI.2.1
A(B + C) = AB + AC

por VI.3.1

y la prueba termina.

~—= Matriz identidad

Se conoce como "matriz identidad" de orden n a una matriz cuadra-

da de orden n que es de la forma

1 0 0

= 337 -
Como puede verse, esta matriz estf formada con unos y ceros finica
mente. Los elementos iguales a uno son aguellos en gue coinciden

el nfimero del rengldn y el de la columna donde se encuentran, y

todos los demf&s elementos son iguales a cero.

Lo anterior permite establecer la siguiente definicién para la ma

triz identidad. -

VI.3.4 DEFINICION
Se llama matriz identidad de orden n a la matriz cuadra

‘da de orden n I_ = [6. ] ’ tal gque
n ij

. = si-i =3
6~ij 1, J

§ = 0,

ij si i # 3

Al simbolo 6.. de la definicidén anterior se le conoce como "delta
13

de Kronecker".

La matriz identidad juega un papel muy importante en el &lgebra

de matrices, ya que constituye un elemento idéntico para la multi

plicacién.

Por ejemplo, si premultiplicamos la matriz

3 ik
A = =21 4 -
7 0

POr la matriz identidad de orden tres se tendri

wEgin

i



Y
1 0o o 30 -1 3 e
I,A={0 1 0 -2i 4| ={-21 4|=a2
o o0 1 70 7 0

3 -3 1 0 3 -1
AT, = |-21i 4 ) = {~-21 4 }= 1A
. 0 1
7 0 7 0

En general, se tiene el siguiente teorema

VI.3.5 TEOREMA
Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

i) IA=
m

|
hed

fl
»

ii) AI
n

DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacibén la parte i) dejando como ejercicio al

lector la demostracidn de ii).

M m
I A= r ¢6..2a or VI.3.1
m [ k=1 3K k:] p v
= iiaij] por VI.3.4
= _l.aij:l por VI.3.4

por iv) de II.1.4

como se queria.
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VI.3.6 EJERCICIOS

1.- Para las siguientes matrices

5o 3 :';‘;\Z 7%
2 1-i 1 2 141 b B
A = i 0 3 B = 1 0 C =
0 1+i i 0 2-i g W

calcular, de ser posible, AB, BA, BC, CB, ABC, CBA y BCA.

2.- Demostrar que si A, B y C son matrices de mxn, nxp y nDxp, res-
pectivamentel'y'D, E y F son matrices de mxn, mxn y nxp, res -

pectivamente, cuyos elementos son nfimercs complejos, entonces:

a) (D + E)F.= DF + EF

]

b) A(B - C) AB -~ AC

c) (D - E)F = DF - EF

3.~ Si'A'y B son dos matrices de mxn y nxp, respectivamente, y o
es un nﬁméro complejo cualquiera, entonces:
a(AB) = (aA)B = A(aB)
a) Ilustrar el enunciado anterior mediante un ejemplo.

b) Demostrar dicho enunciado.

Demostrar que si A es una matriz de mxn con elementos en C,

entonces:
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5.- Para las siguientes matrices
aii 3 -2 . ) ‘b1 0 1
A= =1 2 -1 B = =1 2 bys

1 0 01 =2 3 bss

determinar los valores de aj;;, bii, b2s y bss que satisfacen

la igualdad

AB = T

- 341 =

VI.4™= INVERSA DE UNA MATRIZ

X tal que XA = I = AX.

Por ejemplo, para la matriz

2 =1
X,::
-5 3
es tal que
2 =1 ||® fa 10
XA = " . 2 . =
¥57 3Tk 5 2 o x|
3 1 2 —17 1 0
g AX = -
- 0 1
] 5 25 3] | ]

1

ta con A7l.

En ciertos casos, para una matriz A es posible hallar una matriz

Se dice entonces gue X es "inversa" de la matriz A y se represen-

Vl.é.l DEFINICION

Séa A una matriz de nxn con elementos en C.

matriz X se dice gque es inversa de A si
XA = I_ = AX

y se representa con A”l.

Una
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Cabe hacer notar que la igualdad XA = AX s8l1o es posible cuando

"A y X son matrices cuadradas del mismo orden; en'consecuencia{'pa

Ta que una matriz A tenga inversa es condicibn necesaria gque sea

cuadrada. Adem&s, la inversa deberi ser también cuadrada y del

mismo orden que A.

'La definicién VI.4.1 éstablece lo que deberd entenderse por inver

" sa de una matriz cuadrada, pero no dice que toda matriz. cuadrada

tenga inversa, ni que dicha inversa (en caso de existir) sea fini-

ca.

En lo que se refiere al primer punto, se puede demostrar, median-

te un ejemplo, gue no todas las matrices cuadradas tienen inversa.

En efecto, para la matriz

3 0
A =
0 0
una matriz
X X

X21 Xa2

tal que XA = I deberd cumplir con

]
b
w
O
[un
o

. i i % i res
A las matrices que tienen inversa les llamamos "no 51ngu1a

esto es

3Ix ) 0 1 0 . i §

3x 0 0 1
21

- o @ : S . . 2
igualdad que, como puede verse, no se satisface para ninglin valo
¢ T, iste inversa. pa
X = % e Luego, no exis a
de los elementos x11' 2t B %,
ra la matriz propuesta.

n¥*

s % 3 "
Yy a las que no tienen inversa "singulares".

VI.4.2 DEFINICION

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice
que A es no singular si existe A™' , en caso contrario

se dice que A es singular.

R - -
En lo que se refiere a la unicidad, se puede demostrar que la
versa de una matriz cuadrada (si existe) es finica, como lo esta -
i s
blece el siguiente teorema, en el gque se enuncian ademds otra

propiedades importantes de la inversa.

) Algunos aitones emplean el ténmino "regular" en vez de "no Singular”.
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VI.4.3 TEOREMA

orden y A € C, entonces:
i) A! es finica

ii) (x1H) = na

iii) (aB)™!'= B! a”?
iv) (A = —)l\- "L, osi A £ 0

Si A y B son dos matrices no singulares del mismo

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacién i) y iii) dejando

ejercicio la demostracidn de ii) y iv).

i) Sea A una matriz de nxn no singular, y sean

de A; entonces, por VI.4.1

X = XI por ii) de VI.3.5
= X (AY) pof hipbtesis
= (XA)Y por VI.3;2
=I Y © por hipdtesis

X =Y por i) de VI.3.5

y en consecuencia la inversa es finica.

al lector como

X, Y dos inversas

AY

iii) Sean A y B dos matrices de nxn no singulares. Por VI.4.2
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existen Ay B~ v puede formarse el producto

B! !

o

para el cual se tiene gue

o at f ey = 5 ) [ (®)]

=[(B" A“l_)A]B por VI.3.2
=[B-1 (a7 A)] B por \}1.3..2
= (7 Ir;)B por VI.4.1
= é* B bpor VI.3.5
(B 27! ) (aB) = I por VI.4.1

En forma aniloga puede demostrarse gque

(AB)(B“ Y = In.

i ~b g inver
Yy, €n consecuencia, de VI.4.1l se tiene que B~ A es la inver

. sa de AB; esto es
B! xl = (aB)™!

como se queria.

O

Cabe hacer notar que de la expresidn anterior se sigue que el

“sultado .importante del gue haremos uso mis adelante.

- Ccalculo de la inversa por transformaciones elementales.

pro

; i i i ; re
ducto de dos matrices no singulares es una matriz no singular; re

Como hemos visto,

hay matrices cuadradas que tienen inverse y hay

e
n

@



otras gque nc la tienen; por tanto, cabe ahora preguntarse cdmo po
demos saber”si una matriz dada A tiene inversa o no la tiene y,

en caso de gue la tenga, cdémo podemos obtenerla,

Un primer procedimiento que podria ocurrirse consiste en plantear
una matriz desconocida X, cuyos elementos X;. Queremos determinar.
Multiplicar dicha matriz por A y obtener los valores de xij que

hacen posible las igualdades
XA = I = AX

Este procedimiento, que se fundamenta directamente en la defini -
cibn de inversa, nos conduciria sin embargo a un sistema de n?

ecuaciones con n? incégnitas, que para valores grandes de n resul

ta muy arduo resolver.

En su lugar se propone a continuacidn un método m&s préctico gue
se basa en el empleo de las transformaciones elementales por ren-

glén,  las cuales se manejaron en el capitulo anterior.

El método consiste en aplicar una sucesién de transformaciones
elementales a la matriz A hasta obtener la matriz identidad, y
aplicar esta misma sucesidn de transformaciones a la matriz Ih
con lo que se obtiene AL

Si no es posible transformar la ma -

triz A en la matriz identidad entonces no existe A~L

Con el propdsito de fundamentar tedricamente este método introdu-
ciremos a continuacidn el concepto de matriz elemental y estable-

ceremos algunos resultados gue nos permitir&n concluir la validez

del método.

s Matrices elementales

i

3

‘Consideremos la matriz

y apliguémosle la transformacién elemental (T:i) que consiste en
intercambiar los renglones segundo y tercero; se obtiene entonces

la matriz

Esta matriz puede obtenerse también como resultado de una multi -

plicacién.

En efecto, si premultiplicamos A por la matriz

i 0 0
E, = 0 0 1
0 1 0
se tendri
1 0 0 1 2 =1 3 1 2 =L 3
E;A = 0 0 1 3 5 6 7 = 0 il 4 =2 | = 2
0 1 0 0 8 4 -2 3 5 6 7

- La matriz E, recibe el nombre de "matriz elemental" y, como puede

verse, se obtiene a partir de la matriz identidad efectuando en
ella la transformacién correspondiente (en este caso el intercam-

bic de los renglones 2 y 3).
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Se obtiene asi el equivalente algebraico de "aplicar una trans -

formacién elemental” gue es "premultiplicar por una matriz elemen

tal".

Es claro gue existen tres tipos de matrices elementales, corres -

pondientes a los tres tipos de transformaciones elementales.

VI.4.4 DEFINICION
Una matriz elemental es aguella gue se obtiene aplicando

a In una transformacidén elemental y se representa con:

Iil’j) si se obtiene intercambiando los renglones
iy jdeI_.
n
Iﬁ(l) si se obtiene multiplicando por un nimero
n k # 0 el rengldn.i de I 5
i k(i,3) ) R
In si se obtiene multiplicando por k el rengldn

i de In y sumando el resultado al renglén j.

De acuerdo con esta notacidn, a la matriz E, del ejemplo anterior

le corresponde el simbolo Igz,a)

VI.4.5 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

i) 1(1’3>A es la matriz que se obtiene intercambian-
m do los renglones i y j de la matriz A,

ii) Ik(l)A es la matriz que se obtiene multiplicando
L por k el rengldn i de la matriz A.

e k(i,3) . : 5

iidi) I A es la matriz que se obtiene sumando al

- renglén j de la matriz A el rengldén i

multiplicado por k.
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DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacién la proposicién i), las proposiciones

ii) y 1iii) se pueden demostrar de manera similar.

Puesto gque I(l’J) = [erg es una matriz identidad con los renglo-

nes iy j intercambiados, se tiene que
para r # i, 3

1, sic=73j
para r = i; e, =
0, sic # 3

1, sic=1

para r = j, e, =

Sea I(l 23y = g =’[b ]
X ne

(1) Para r ¥ i, j se tiene que

m m i
b = I e .a = I 6 .a =48 a = l-a = a
re k=1 rk- ke k=1 rk ke T Te rc rc

Por lo que el renglén r de B es igual al rengldn r de A.
(2) Para r = i se tiene gque

m
b = = = ..a. = «a. N %
. k§1 eikakc el]ajc 1 a]c je ¢

Por lo que el rengldn i de B es igual al renglén j de A.
(3) para r = j se tiene que

m
b =b, = kfi ©54dke = 5150 = lea; '=a, ¥ c

Por lo que el rengldn j de B es igual al renglén i de A.

En Consecuencia, de (1), (2) y (3) la matriz B se obtiene

inter-
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cambiando los renglones i y j de la matriz A, como se gqueria.

[

De acuerdo con el teorema anterior, cuando una matriz se premulti
(i,3)

plica por In

se intercambian sus renglones iy j.

il’]) la que se premultiplica por dicha ma -

(1453
n

En particu
lar, si es la misma I
triz, tomando en cuenta que I se obtiene intercambiando los
renglones i y j de I, se tendré que

ETEDIE IS .
n n n

{i,3) tiene inversa, que es la misma 1(1,3).

por lo que In o

Razonando de manera similar podemos concluir que la inversa de

1
. =(d) . -
Ii(l) es IE ; Y gque la inversa de Ig(l’J) es Ink(l’j).

En consecuencia, se puede establecer que

VI.4.6 TEOREMA

Las matrices elementales son no singulares.

Y. tomando en cuenta el teorema VI.4.3, se tiene que

VI.4.7 TEOREMA
El producto de matrices elementales es una

matriz no singular

- Justificacién del método.

Estamos ahora en condiciones de fundamentar el método descrito pa

ra obtener la inversa de una matriz mediante transformaciones elg

T

mentales.

En efecto, sea A una matriz de nxn con elementos en Cy

i)

Supongamos que existe una sucesién (finita) de transformacio-

nes elementales

Tl, Tz' ceey Tk

que aplicada a la matriz A la transforma en la matriz identi-

dad de orden n; esquemdticamente:

A -+ A + .
1 Ak-l 3 In

Entonces, existe una sucesién (finita) de matrices elementa -

les

tales que

E, (...(E,(E,A))...) =1I

por lo que

(By ««+ E, E))A =TI

Si llamamos P al producto Ey ... E, E,, se tendré que

Por otra parte, como P es un producto de matrices elementa -

les, de VI.4.7 se sigue que P ‘es no singular y existe P! ;

.

por tanto
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-1 = p-l
P! (Pa) EL L,
(Pl P)A = p? I,

- -1
I, 8= Fta_

A = p-!

y postmultiplicando ahora por P

AP plp

AP = I
n

En consecuencia

y P es la inversa de A. ] '

El desarrollo anterior indica que la inversa de A (la matriz
P) puede calcularse como el producto de k matrices elementa -
les, las ﬁuales deben obtenerse previamente; sin embargo, la
matriz P puede calcularse directamente a partir de In como se

muestra a continuacién.
En efecto, se tiene que

P=E ... E E
k 2 1

P = (Ek -+« E, El) In

P = Ek(...(Ez(ElIn))...)

de donde podemos concluir que P se cbtiene aplicando a In la

sucesién de transformaciones elementales Tx' T2, — Tk'
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Lo anterior sugiere, para prop&sitos de cilculo, el empleo de

un arreglo formado por dos matrices de nxn.

Inicialmente el arreglo tiene del lado izquierdo a la matriz
A y del lado derecho a la matriz identidad In' Se efectGan

entonces (en ambas matrices simultdneamente) las transforma -
ciones necesarias para obtener en el lado izquierdo la matriz

I y al finalizar el proceso se obtiene en el lado derecho

nl

"la matriz aTl.

En forma esquemitica

[AIIH].T-: T;k [In|A"]

Para ilustrar lo anterior mediante un ejemplo consideremos la

matriz
1 3 0
A = 2 6 1
-1 -4 2

Cuya inversa deseamos obtener.

7
Formemos primero el arreglo [AlIa y efectuemos a continua -
cidn las transformaciones necesarias para obtener en el lado

izquierdo una matriz escalonada (como en el método de Gauss).

13 o1 0 o 1 3 o1 o o 1 3 o1

2 6 1]0 1 offilo o 1(-2 1 olTfo -1 2|1
> & e

-1 -4 2{0 0 1|-]J0o -1 2|1 0o 1 g 0 1-l=2.

Y una vez que se ha obtenido &sta continuamos con el proceso

hasta obtener en el lado izquierdo la matriz identidad
) i

S0P A < S
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Fa

il
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1 3 0 1" 0 0 i 0 016 -6 3 1 0 0 16
0-1 0|5 -2 1|rj0o -1 of5 -2 1|Tjo 1 0|5
-+ : >
0 0 Iop=2" 1 0 . 0 0 1]-2 1 (] 0 0 1 -2

con lo que se llega al arreglo [IalA-ﬂ Y. en consecuencia,

para la matriz A en cuestidn se tiene que

16 -6 3
Al = Je5 2 -1
-2 1 0

Supongamos ahora que la matriz A no puede ser transformada en

la matriz identidad mediante una sucesién de transformaciones

elementales.

Se tiene entonces una sucesién de transformaciones elementales

que apliCada‘a la matriz A la transforma en una matriz C que
tiene un renglén de ceros; y existe por tanto una sucesién de

matrices elementales

17 EZ’ veey E

tales que
(E, ... E, E))A=C

si llamamos Q al producto E ... E, E se tendr& que

VR 4

QA = C

Por VI.4.7 Q es una matriz no singular, y si A fuese también

no singular por iii) de VI.4:3 se tendrfa que C es no singu -

-6 3
2 =1
1 0

VI.4.8

lar; sin embargo, C es singular puesto gue tiene un renglén
de ceros y para cualquier matriz M el producto MC tiene un

renglén de ceros, es decir que no existe M tal gue MC = I.
En consecuencia la matriz A es singular y no existe A7,

Para ilustrar este caso consideremos la matriz

=5,

Formemos el arreglo [All{] y tratemos de obtener en el lado

izquierdo la matriz identidad

1 3 o1 o o 130‘100 1 3 o1 o

> 6 110 1 o|Tijo o 1]-2 1 0720 0 1 -2 1
-+ -

=1 w3 2 |8 Ow L o 0o 2} 1 0 1 o 0 0| 5 -2

Como se ve, en el lado izquierdo del fltimo arreglo se ha ob-
tenido una matriz con un renglén de ceros, por lo que la ma -

triz A es singular y no tiene inversa.

EJERCICIOS

l.- Para las matrices

5 -1 -1 1. 1 i .1
2 1 o 2 v B=|2 3 2
-2 o0 1 -1 2 2 3

ot 1

R
T

obtener el producto AB

:Puede decirse que A es inversa de B? ¢(Por qué?
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2.- Demostrar que si A es una matriz no singular con elementos

en Cy X € C, entonces:

a) (A~1 )—l

b) (aa)?

b

A-l

3%~ Para cada una de las

P tal que PA sea una

il w 2
i) A = 0o -2
3 1

4.- Obtener la inversa,

matrices

1 2 3
A= 1 3 3
2 4 3
1 1 1
Y

5

5.- Para la matriz

1 2 0
3n =k m
A =
0 4 2
-2 1 0

si X #0

siguientes matrices, obtener una matriz

matriz escalonada:

=1 3 i 0 1
4 0 ii) a = 0 al i
7 5 =i 2 1

=1 0 1

[T
w
n
= o
i
w e
1
R

w
[
1
[
o

1

2

determinar el conjunto de valores para los cuales A~! existe

y obtenerla.
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VI.5er=~ECUACIONES CON MATRICES

Consideremos ahora las matrices

3 8 i -3 -1

Yy préguntémonos si es posible hallar una matriz X qgue satisfaga la

siguiente relacién . v
AX + B = 3X

Hemos planteado con ello una ecuacidn entre matrices, donde la ma-

triz X es la incbgnita.

En ciertos casos estas ecuaciones, conocidas como ecuaciones matri

ciales, pueden resolverse siguiendo el mismo procedimiento que se

emplea para resolver ecuaciones planteadas con nfimeros; esto es,
tratando de "despejar" la incbgnita en t&rminos de los otros ele-
mentos que intervienen en la ecuacibn. Sin embargo, las propieda—(
des de las operaciones con matrices presentan, como hemos visto,

algunas diferencias respecto a las propiedades de las operaciones

- con nfimeros, por lo que debemos tener especial cuidado en que los

"pasos" efectuados en el despeje sean vdlidos en el &lgebra de ma-

trices.

~Volviendo al ejemplo gue nos ocupa, para "pasar" la matriz B al

miembro derecho de la ecuacién podemos proceder de la siguiente ma

- nera:

Por iv) de VI.2.2 existe -B, por lo que, de la expresidn original

(AX + B) + (-B) = 3X + (-B)




- B - 359 =
= 358 - B : ,
) e 3 . 2 5
- = + (~-a ] X por ii) de VI.2.
en consecuencia : axX + [( a) X J [.a (~a)
| = 0*X por v) de II.1l.4
ax + [+ -8) ] = 3% + (-p) por i) de VI.2.2 »
ot de VI.2.6
= L ~a)X = 0 por 5.c)
AX + 0 = 3X + (-B) por iv) de VI.2.2 : QX {=al
AX = 3X + (-B) por iii) de VI.2.2 . de donde
| (-a)X = - (aX) por iv) de VI.2.2
Para "pasar" ahora la matriz 3X al miembro izquierdo de la ecua - 3
2 o 4
cibn:

! Llevando este resultado al desarrollo anterior podemos escribir

por iv) de VI.2.2 existeﬁ—(3x), y de la expresién anterior (-3)X + AX = -B

- (3X) + aX = ?(3x) + [ 3X + (-B)] de donde se sigue que
.de donde V : = . , i (-3) (IX) + AX = -B por i) de VI.3.5
~(3X) + AX = [-(3x) +_3x] + (~B) por i) de VI.2.2 g [(_3”] T por 3 de VI.3.6
-(3X) + AX = 0 + (-B) por iv) de VI.2.2 ? i L = por lo gue acabamos
e E F L EREE B de demostrar
-(3X) + AX = -B por iii) de vI.2.2 b (=3I + A)X'= -B por ii) de VI.3.3
% - : ‘

. ]
Ahora, para "factorizar" a X procedemos como sigue: ;“~Fidalmente, para despejar X premultiplicamos por la inversa de

ot

Probamos primero que . (=3I + A), 1o cual es vilido sélo si dicha matriz es no singular.
i ; ] ”

¥

2

Asy:

o= (eX) = (-a)X
v N Si = =1 tiene que
por lo gque podemos escribir simplemente -qX. ok B(=31 + 2)7 se tie &

En efecto, si a es un escalar de C y X una matriz de mxn con ele

mentos en C: Y
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[(~3I + A)7 (=31 .+A):| X = (=3I + &)™ (-B)  por VI.3.2
IX = (-3I + A)! (-B) ©por VI.4.1
X = (=3I + A)7! (-B) por i) de VI.3.5

con lo que hemos conseguido expresar a X en t&rminos de las matri-

ces A y B y del escalar 3 que aparecen en la ecuaciﬁn.

En el desarrollo anterior hemos efectuado uno a uno todos los pa - i

SOs necesarios para resolver la ecuacidn, y los heﬁés justificado
formalmente con el propésito de ilustrar cémo puede despejarse la
incégnita en una ecuacibn matricial empleando las propiedades del
dlgebra de matrices; sin embargo, en la prictica es aconsejable

suprimir los pasos que resultan obvios y sb8lo especificar aetalla-

damente aquellas partes del proceso donde existan dudas. Por otra

&
parte, la justificacién formal de los mismos suele dejarse para

las demostraciones finicamente. 1

Regresando al ejemplo, para obtener los elementos de la matriz X

bastard con efectuar las operaciones indicadas en la Gltima expre

sidén obtenida. Aasf

-3 + A = -3 + =

' 1 1
2 4 |1 o 5 AR B L Bl e
-+ +
3 s o 1 305 o 1] |o -1|-3 1
e

=
5
1 2| 3 o 1 0 | -3 24"
v 3
0o 1 %—1 0 1 3 -1
por lo que
5 L
-5 . 0 2 g 6 -3
> 2 4
% = (~3I + &)~ (-B) = : =
%-1 -1 3 1 g -3 2

es la matriz gque satisface la ecuacidn propuesta.
+— Representacidn matricial de un sistema de ecuacicnes lineales

Otro ejemplo de ecuacién matricial, de uso frecuente en las apli-
caciones, lo constituye la llamada representacidn matricial de un

sistema de ecuaciones.

Cﬁmo se sugirid al inicio de la seccidn VI.3, con base en las de-
finiciones de igualdad y de multiplicacién de matrices, un siste-
ma dé m ecuaciones lineales con n incégnitas puede quedar repre -
.sentado por la expresidn
AX = B

donde A és una matriz de mxn gue se conoce como “"matriz de coefi-
‘Clentes" del sistema, X es una matriz de nxl conocida como "vec -
tor de incégnitas" y B es una matriz de mxl conocida como "vectqr

\de términos independientes".

B : Sia -1
Esta ecuacidn puede resolverse premultlpllcapdo por A cuando A

Sea una matriz no singular.

1

En efecto, si g A”™! se tiene que




A"H(ax)

(a7 a)x

IX

X

Asi, por ejempleo, el
X, + 3x,

X2 = 2X3

X + X, + 2X3

puede expresarse en forma

it 0
A = 0 1
L 1

= AlB

= A!B

Il 0
0 1
0 0.
1 0
0 1

[—1 0 3
. 0 1 -2
L 1 @
i 1 0 3
0 1 -2
0 0 1 |-1 -1

por lo que
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matricial como AX = B,

donde

y obtenerla procedemos como sigue

0 ] r.1
0 0
1J€' 0

o] [1

3 1 0 0

-

E

= 363 -
4 3 -3 zi
a7l = -2 -1 2
=1 =1 1
Yy en consecuencia 73
4 3 =3 2 -4
X=2a!'B="1{~-2 -1 2 -1 | = 3
-1 -1 1 3 2
es la solucidn del sistema; es decir
X = '-'4, X2 = 3, X3 = 2

+ Diferencias entre el &lgebra de nmeros y el &lgebra de matrices.

Con objeto de prevenir al lector sobre errores gue pueden cometer-
se al aplicar descuidadamente a las matrices las reglas usuales en
el manejo de los nfimeros, se presentan a continuacidn algunas dife
.rencias importantes entre el &lgebra de los nfimeros y el dlgebra

de las matrices.

1) La diferencia mis general consiste en que podemos sumar o multi
plicar dos nfimeros cualesquiera, mientras que no siempre pode -
mos hacerlo con las matrices, puesto que &éstas deben ser confor

mables para la operacidén a efectuar.

Como consecuencia de ello podemos' encontrarnos con ecuaciones
matriciales "mal planteadas", en el sentido de que no puedan
si para

efectuarse las operaciones propuestas. Por ejemplo,

las matrices A y B del inicio de esta seccidn planteamos la

ecuacidn.



2)

serd tambi&n de mx2 por lo que no podr& sumarse con B.

= 364 =

se tendrd que, como A es de 2x2, la matriz X deber& ser de mx2
para que exista el producto XA, y en tales circunstancias XA

Luego,
no existe matriz X alguna gue permita efectuar las operaciones

propuestas en el miembro izquierdo de la ecuacidn.

Las diferencias més significativas, sin embargo, son las rela-
cionadas con la multiplicacién; entre las cuales se cuentan

las siguientes.

La multiplicacidn de nfimeros es conmutativa, mientras que la

multiplicacién de matrices no lo es.
Como consecuencia de ello se tiene que, para los nimeros
=> ab = ac
y también
b=c = ab = ca
mientras que para las matrices
B=C =) AB = AC

pero

tw
1]

e %} AB = CA

asi, por ejemplo, al despejar la incbgnita X de una ecuacién

matricial

AX = B y

se premultiplican ambos miembros por A" con lo que se obtiene

3)

4)
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X =a'ls

resultado que, en general, difiere de
B A7!

gue se obtendria premultiplicando por A™! el miembro izguierdo y

postmultiplicando por dicha matriz el miembro derecho.

El producto de dos nfimeros diferentes de cero es diferente de
cero, mientras éue el producto de dos matrices diferentes de la

matriz cero puede ser igual a la matriz cero.
Por ejemplo, para las matrices

=3 =1 1 -2

se tiene que A # O, B # O Yy AB = O.

La ley cancelativa para la multiplicacién tiene una aplicacién

mds restringida en el caso de las matrices.
En efecto, para los nfimercs se tiene que

siasf 0 entonces ab=ac =) b =c

lo cual no es v&lido para las matrices ya gue, por ejemplo, pa-
ra las matrices A y B citadas anteriormente se tiene que A # O

Y
AB = AO

sin embargo, esto no implica que B = O; es decir, no podemos

" . . .
"cancelar" la matriz A en la expresién anterior.



VI.S5.1 EJERCICIOS

B
R

%,

Para las matrices, la ley cancelativa puede enunciarse de la

siguiente manera

Si A es no singular entonces AB = AC =) B = C

como el lector podrid demostrar f4cilmente.

Antes de concluir esta seccibn conviene sefialar que hay ecuaciones -
matriciales, del tipo que hemos planteado aqui, lads cuales no pue-
den resolverse empleando el procedimiento que hemos descrito y

que, sin embargo, tienen solucidn. Para estos casos queda el re-.
curso de plantear un sistema de ecuaciones lineales equivalente y

resolverlo empleando el método de Gauss.

1.~ Si definimos A2 = A A, considere el siguiente desarrollo

(A+B) 2 - (2B+B)B

(A+B) 2 - (2AB+B?)

(A+B)2 ~ 2AB - B?

A% + 2AB + B? - 2AB - B?

(A+B)2 - (2A+B)B = A?

]

y compruebe la validez de la filtima expresibén para las matri

ces

¢Hay algfin error? Expligue en quéﬂconsiste.
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2.- Obtener la matriz X, si existe, tal qgue:

a) XAB = C + X

i 1 rZ al,
s si A = B=[l —1] C =
B 2 i 0 2 R
b) XA + B = XC
i 2 —l_— 3 =2 1 1
si A = B = Cc =
-2 4 Ay = _l —2~
c) AX + C = B
i 3 =2 ) r 2 4 g -5 1
si A = 1 0 B = 3 0 C = 2 =i
-1 =2 5 ~1J _2 O_
d) A + XB = XC
B X 2 ] F 1 -2 1" 1
si A = B = Cc = i
/ 3 =1 3 =1 0 B -2 |
; L
R
3.~ Para las matrices o
1 0 ~2 2 1l ~Z
A = B = C =
-1 2 0 =1 =1 il
y la ecuacidn B(XA + B) = C - 3XA
a) Obtener la expresidén de X en términos de A, By C

b) Obtener los elementos de la matriz X que
cibn.

4.- Demostrar que si A es no singular, entonces:

i) AB =AC = B

= C
ii) BA=CA =) B=C
iii) AB=CA. 3 B=C

resuelve la ecua -

et
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| VI.Q%”- TIPOS ESPECIALES DE MATRICES CUADRADAS
|

i

|

]

iii) El "triéngulo_inferior", constituido por los elementos aij ta

Las matrices cuadradas desempenan un papel muy importante en la - P

v i ; . . ' les gque i > j.
teorfia de matrices, especialmente en.lo que se refiere a sus apli- i -

i cacicnes. Es por ello gue se establece cierta terminologia espe - Estos elementos se encuentran situados "por debajo" de la dia

cial para este tipo de matrices, de la cual nos ocuparemos en esta gonal principal.

seccidbn.

+

’ Los tipos especiales de matrices cuadradas que veremos en esta sec

- Diagonal principal, tri&ngulo superior y trifngulo inferior. ' cién se refieren a la naturaleza y disposicidn de los elementos de

: R . . : acuerdo con estas tres "regiones”.
En una matriz cuadrada pueden distinguirse tres "regiones": i . sy

e
o )

[T .5 Traza N B
a‘i\;a a soo BE .
11 A, 1% 13 1n ) ‘
R e e
‘Se conocd coiig” traza ‘de una matriz cuadrada al nfimero que se obtie "\
— 2o e ne sumando los elementos de su diagonal principal, como lo estable }
’ o
ce la siguiente definicién o
2 Ny s -~ . - i . e e RS
4 5 T I I e —
diagonal principal P Y )
- [ VI.6.1 DEFINICION
: ;  vy Sea A = l:ai] una matriz de nxn con elementos en C.
| g trifngulo inferior 5 2
f . . Se llama traza de A, y se representa con tr A, al
{ 1) La "diagonal principal", constituida por los elementos a,. '
{ ] | 3 nfimero
; tales gue i =-j; es decir por los elementos de la forma a ;- i
i 1 =
E ' T
1 Dichos elementos se encuentran ubicados en: lo que geométrica .. i=1

mente serfa una de. las diagonales del cuadrado formado por la

matriz (1a diagbﬁal»que va de izquierda a derecha y'ée arriba

hacia abajo)“

ii) El "tri&ngulo superior", constituido por los elementos a.

tales que i< j.

; 3i ~6 1 51
Estos elementos se eéncuentran situados "por arriba" de la dia

gonal principal.




se tiene que

= 2 + + = ~44 . i = i
tr A = a . a . a , + a . 2 + (~41) + 0 + 5i = 2+i

De acuerdo con VI.6.1, la traza define una funcién del conjunto de

matrices cuadradas con elementos en C en el conjunto de los nfime -

ros complejos. Dicha funcibn tiene las propiedades que se enun -

cian a continuacidn

VI.6.2 TEOREMA

..S1 A y B son dos matrices de nxn con elementos en C

‘ Yy o g C:

i) tr (A+B) = (tr A) + (tr B)

ii) tr(eA)

a(tr A)

iii) tr(AB)

tr (BA)

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacién i) y ii) dejando al lector como ejer-

cicio la demostracién de iii).

Sean A = i:aiﬂ Yy B = [laiﬂ dos matrices de nxn con elementos

en C'y sea a € C:

i) tr (A+B)

[l
o
H
1
o]
"N
Gl
+
o
[*N
]u. o ‘

por VI.2.1

por VI.6.1

por ii) y iii) de
1 I1.1.4 ;

tr (A+B)

(tr A) + (tr B) por VI.6.1

g
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ii} tr(eA) = tr [aaiﬂ ‘por VI.2.4
n
= I (aa1i) ; por VI.6.1 .
i=1
n
=a I a.. por vi) de II.1.4
c. 13
i=1
tr (aA) = a{tr A) por VI.6.1
v Matrices triangulares
VI.6.3 DEFINICION
Sea A = [aiJ una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que:
i) A es triangular superior si aij =0 para i> 3
ii) A es triangular inferior si aij = 0 para i< 3

Obsérvese que, de acuerdo con esta definicibn, en una matriz trian
gular superior los elementos correspondientes al trifdngulo inferior
son todos nulos. En consecuencia, en una matriz de este tipo slo
pueden hallarse elementos distintos de cero en el trifngulo supe -
rior y en la diagonal principal.

Por ejemplo, las siguientes ma -

trices son triangulares superiores

[_a a a
1

2 =3 0 1z 0 0 0 0
1 12 13
0 a a -0 -4i 2 4 0 (o] 0 0
21 22 .
0 0 a, . 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 51 0 0 0 0

Por el contrario, en una matriz triangular inferior los elementos
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del trifngulo superior deben ser nulos, como es el caso de las si 4 1°) si k < i, de i) de VI.6.3 a;, = 0, por lo que aikbkj = 0.
guientes matrices ' ‘ 2°) si k 2 i, entonces k > j y de i) de VI.6.3 bkj = 0,
por lo gue también a; by = 0.
a 0 0 0 0 0 -i 0 0 O :
a21 azz 0 azx 0 0 2 51 0 0 En consecuencia, cuando i > j pij =0 y, de i) de VI.6.3,
a a a a a 0 i -3 7 0 AB es triangular superior.
31 32 33 31 32
0
'S Si A y B son triangulares inferiores la prueba es similar.
. ¥ X
Con relacidn a las matrices triangulares, superiores e inferiores, []
se tiene el siguiente teorema
g Matriz diagonal 'y matriz escalar
Una matriz gue es triangular superior e inferior a la vez; esto
VI.6.4 TEOREMA ’
es, une matriz cuyos elementos situados fuera de la diagcnal prin- .
Si A y B son dos matrices triangulares superiores (infe .
cipal son todos nulos, recibe el nombre de matriz diagonal.
riores) del mismo orden y a € C, entonces:
Debido a su peculiar estructura, para este tipo de matrices suele
i) A+B es triangular superior (inferior)
emplearse una notacidn especial en la“gue se especifican sélo los
ii) oA es triangular superior (inferior) :
elementos que integran la diagonal principal, ya que los dem&s.son .
-iii) AB es triangular superior (inferior)
iguales a cero.
DEMOSTRACION
VI.6.5 DEFINICION
Las propiedades i) y ii) son evidentes, por lo que omitiremos su A Sea A = [aii} una matriz de nxn con elementos en C.
demostracidn. ' Se dice gue A es una matriz diagonal si aij =0
para 1 # j, y se representa con
iii) Sean A = [a.j] y B = [:bii] dos matrices triangulares su-
) i
periores de orden n. De VI.3.1 se sigue que y B diag(a , @ ,..., a )
J 1 8 11 22 nn
n
== L. = a. b, . i
AB [pij] donde Py kE1 TP
Veamos que pasa con los sumandos de la expresién anterior 'i Asi, por ejemplo, la matriz
cuando i > j, para todos los valores de k = 1,..., n: ]




e

es una matriz diagonal y se representa con
diag(2, -4i, 0, 5i)

Los cédlculos para efectuar operaciones con matrices se simplifican
notablemente cuandc se trata de matrices diagonales, especialmente
la multiplicacidn y el cdlculo de la inversa, como lo establece el

siguiente teorema

-

VI.6.6 TEOREMA
Si A y B son dos matrices diagonales tales que
= di oo = di o B
A dlag(a11' azz' ’ ann) y B lag(blll bzzl ’ bnn) ¥ ? e C,

entonces:

i) A+B =-diag(a +b , a +b ,..., a +b )
11 301 22 22 nn nn

ii) oA = diag(ea , @@ ,e.e, 0a )
11 22 nn

iii) AB = diag(a b , a b ,..., a b
11 ¥l 22 22 nn nn

i) AT = diag(gi—, gl—.,..., al ), si A es no singular.
11 2.2 nn

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacién iii) y iv)

iii) Sean A y B dos matrices diagonales de orden n. De VI.3.1l se

sigue que

S

iv)
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n
_AB = [pij] , donde pij = k)=:1 aikbkj

pero de VI.6.5 se tiene que a;, = 0 si i#k vy
bkj =0 si k # j, por lo que

Py = 0 si i#3]

Y
Pis = 334Py4

en consecuencia

AB = diag(a b , a b
11 12 22 22

sl b1 )

nn nn

Sea A = [aiil una matriz de nxn no singular, y sea
A= [xiﬂ la inversa de A. Entonces
ATt A =1 por VI.4.1
n
n P
L x..a, . =TI por VI.3.1
[k=1 ik kj] n
n
; = VI.3.4
L%k [‘Sij] per
=1
n
- . i i sl
§ e aij' ¥ i, j por VI.1
k=1
X..a.. = 6..; ¥ i, j oxr VI.6.5
13737 ij d B i

Entonces, si i = j de VI.3.4 se tiene que

X..4a..
ii 12

de donde

X.. = L o 1 a.. # 0, lo cual se cumple puesto

que @ A’!
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Adem8s, si i #'j de VI.3.4 se tiene gque

X.,.a.. =0
137730

de donde

Xiy = 0, puesto que ass # 0.
En consecuencia ) v }

-1 v 1 i 1

A - dlag(a——-, 3“"1---! a ) .

13 2% ! nn L

y la prueba termina.

Como consecuencia de la propiedad iii) del teorema anterior y de
iii) de II.1l.4, las matrices diagonales del mismo orden son permu

tables.

Un caso particular de matriz diagonal es aquel en que todos los
elementos de la diagonal principal son iguales.. A una matriz de
este tipo se le conoce como "matriz escalar"; es decir, una matriz
A = [aiil de nxn con elementos en C se dice gque es una matriz es-

calar si aij = 0 para i ¥ j vy a;; = a ¥ i, donde a € C.

Asi pues, una matriz escalar es de la forma

— —

o 0 0 .o 0

0 a 0 a5 0

A

y es claro que puede expresarse como al, donde I es la matriz - = )

- agF =

jdentidad de orden n; en consecuencia, premultiplicar una matriz
M por una matriz escalar al es equivalente a multiplicar por el
escalar a. A esta propiedad, de 1a‘cua1 ya hicimos uso en la sec

cién anterior, se debe el nombre de matriz escalar.

VI.6.7 EJERCICIOS

1.- ‘a) Para las matrices

2 i -3 i 2 1
< E
A= 0 2 1 B = 0 -1 0
2 1 1+1 -2 0 ~1i
verificar que = tr(AB) = tr (BA)

AL
b) Demostrar que si A y B son dos matrices de nxn con elemen

tos en C, entonces

tr(AB) = tr(BA)

A

;

Hallar dos matrices A y B tales que'[y

N
I
[y

tr(AB) # (tr A) (tr B)

b) Para las matrices

1 0 0 b1 O 0
A=1]1i -1 0 B=]1 2 o0
Lz = : » 0 -1 -i

-, obtener una pareja de valores Kaza, bll) tales que

tr(AB) = (tr A) (tr B)
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a) Si A es una matriz}de 2x2 con elementos en C, demostrar
que existen dos matrices, una triangular inferior (X) y-
otra triangular superior (Y), tales que A = XY

b) Para 3 -1
A =
2 4

obtener dos matrices X (triangular inferior) Yy Y (triangu
lar superior) tales que -

A = XY

Para la matriz triangular superior

obtener T

¢En general, si T es una matriz triangular superior de nxn,
Su inversa es triangular superior? ¢Por qué?

Para las matrices

1 1 -1 - - e I
A=|3 -1 -4 B=|2 =1 -1

:l 0 ZJ _1 1 4

C2 k= [1 1 1-2x
C=|3 -1 é D=1} 1 1 7

|1 -1 o -1 k+2 243k |

a) Obtener AB

A2

b) Determinar qué condiciones debe cumplir k para gue exista
(cp)?

c) Obtener (AB) (CD)"!

S

#

A

/J'Nw Transposicién

7N
ff? - b

&5"’
52’ o
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VI.7 OPERACIONES SOBRE UNA MATRIZ LS - ‘g}

, S
Ademés de las operaciones como la adicién ngéqggp@@tﬁgn exis

-ten "operaciones" de otro tipo, las cuales se efectfan sobre una

sola matriz transforméndola, generalmente, en otra matriz diferen-

te.

De estas operaciones, que hemos agrupado bajo el titulo de "opera-
ciones sobre una matriz", nos ocuparemos en esta seccidn; asi como
de algunos tipos especiales de matrices definidos ‘en términos de

dichas operaciones.

i ~

s it

La transposi¥cién es una operacién que transforma una matriz en - —-{

otra, llamada su transpuesta, cuyos renglones son las columnas de

la matriz original y cuyas columnas son los renglones de la matriz

‘original. Al respecto se tiene la siguiente definicién

o oy i, 5

V1.7.1 DEFINICION
Sea A = [aij:l una matriz de mxn con elementos en C.

Se llama transpuesta de A a la matriz de nxm

AT = [c] tal que
ij

§, 7035246

. De acuerdo con esta definicién, el elemento correspondiente al ren

_ 9l8n i y columna j de Al es el que se encuentra en el renglén j y

columna i de la matriz A. Asi, los renglones de’AT son las colum-

nas de A ¥y las columnas de AT son los renglones de A.
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Por ejemplo, para la matriz

21 0 =4
A=
5 1 1-3i
se tiene que
o c a a 21 5
11 12 11 21
AT= o c = a a = 0 1
21 22 12 22
c c a a ~-i 1-31

Las principales propiedades de la transposicidn se presentan en el

siguiente teorema

VI.7.2 TEOREMA
Si A y B son dos matrices con elementos en C y a € C,
entonces:
i @hT=a
ii)  (ea)T = oaT
chre P T 5
iii) (a+B) = A + B , si A + B puede obtenerse
. ¥ T. T :
iv) (aB) = B A, si AB puede obtenerse
DEMOSTRACION

Las propiedades i), ii) y iii) son evidentes, por lo que omitimos

su demostracidn sugiriéndola al lector como ejercicio.

iv) Sean A =
C, de mxn y nxg respectiVamente; Y sean AT = [cii] y

T

B = [dii] sus respectivas trahspuestas: Entonces, de

e

[aii] Y B = [bii] dos matrices con elementos en

o - e i s =

(2B)7 =

5 L

1]
o

(AB)T B AT

por

por

por

por

‘= Matrices simétricas y antisimétricas.

vVIi.7.1

"iii) de II.1.4

VI:3:l

La transposicidn da lugar a la definicidn de dos tipos especiales

de matrices cuadradas,

'

como se establece a continuacidn.

VI.7.3 DEFINICION

i) A es simétrica si & =

T

ii) A es antisimétrica si A =

Sea A una matriz de nxn con elementos en C.

-A

Se dice que:

Veamos ahora que caracteristicas tienen los elementos de una ma -

triz simétrica y de una antisimétrica.

De VI.7.3 A es simétrica si
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en consecuencia, de VI.7.1

(2] = [44]

esto es, si

A es simétrica si

=&

aij i1 ¥ i,j

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto

principal son iguales.

Por ejemplo, la siguiente matriz es simétrica

=il 5 2-1—I a = a
L2 21
A = 5 31i =1 =
ya gue a‘b3 831
2’i ",i 0 a = a
23 ] 32

A= -AT
[a"] - [_a.]
i3 = ji
oo aij = —aji ¥ i,

a la diagonal

]
N

i
.

tiene

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal

principal deben ser uno el negativo del otro.

sién anterior se tiene, para 1 = j, que

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser nulos:.

Ademds, de la expre

La siguiente matriz, por ejemplo, es una matriz antisimétrica

b

- 383 -
0 =15 -2+1 a
3
A = 5 0 i ya que al3
2-1 =i 0 a

-a = -5
21
-a = =-2+i
31
-a =i
32
a = a =0
22 33

Las matrices simétricas y antisimétricas tienen, entre otras, las

propiedades gue se enuncian en los dos siguientes teoremas.

VI.7.4 TEOREMA
Si A y B son dos matrices simétricas (antisimétricas) n
de nxn y a € C, entoncgf:
i) A+B es simétrica (antisimétrica)
ii) oA es simétrica (antisimétrica)
DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacién Gnicamente la parte i) para el caso de

matrices simé&tricas.

.

Sean A y B dos matrices del mismo orden. Entonces, por iii) de

VI.T7.2 h

(A+B)T = al % B

Si A y B son simétricas, de VI.7.3 A ="A y

(A+B)T = A+B

[q_
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VI.7.5 TEOREMA i | VI.7.6 DEFINICION

i i ‘A = atriz de mxn con elementos en C. Se
Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entonces: Sea A [aii] una m 1 L

llama conjugada de A a la matriz de mxn & = [cij] tal

. T . q
i) A+A es simétrica
que

ii) A—AT es antisimétrica

DEMOSTRACION

i) Si A es una matriz de nxn, por VI.7.1 AT es tambié&n de nxn
21 0 = 41
y por iii) de VI.7.2 2
o7 o 5 1 1—3i_]
(a7 o ale a7

‘. . se tiene gque
€én consecuencia, por i) de VI.7.2 y por ii) de VI.2.2

T ' c c c a a a -2i 0 i
(A+AT)T =a'+a = asa' ! e 11 12 13 11 162 13
A = = =
T : c c c a a3  a 5 1 1+34
por lo que, de VI.7.3, A+A' es simétrica. , 21 242 23 21 2z 23
La prueba de ii) es similar. . ‘ _; Las principales propiedades de la conjugacidén son las siguientes

]

¢s~=== Conjugacidn ] VI.7.7 TEOREMA

Si a y‘B son dos matrices con elementos en Cy o € C,

La conjugacidén transforma una matriz en otra, llamada su comtugada,
entonces:

cuyos elementos son los conjugados de los elementos correspondien-

" tes en la matriz original, como lo establece la siguiente defini - % i) (a) = A

Y . Ve

i

ii) oA = a

iii) A¥B = A + B, si A+B puede obtenerse

iv) AB = A B, si AB puede obtenerse
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DEMOSTRACION . ' Los elementos de una matriz real (en el sentido que establece
VI.7.8) son, en efecto, nfimeros reales; ya que
Se demuestra {inicamente la propiedad iv).
: a;5 = Eij => I(aij) =0
Sean A = [aié] y B = [:bii] dos matrices con elementos en C, de
mxn Yy nxg respectivamente; y sean A = [ c.ﬂ y B = [:diil sus . Para una matriz imaginaria se tiene, de acuerdo con VI.7.8, que
1
respectivas conjugadas. Entonces de VI.3.1 —
= a,. ==-a,. =» R(a..) =0
o 7 H ij i3 ij
AB = L a,b.. 4
L k=1 £ ]J S por lo que sus elementos son nimeros imaginarics.
. 1 .
4 R SRR i Las matrices reales e imaginarias tienen las propiedades enuncia
B = ; a. b por VI.7.6 das en los dos siguientes teoremas, cuya demostracidn se deja al
_ ik kj e
L k=t o lector.
- 5 - E
T -
= k§1 aikbkj por v) de II.1l.6 3
L -~ | VI.7.9 TEOREMA
™ n ] ; . . . ; :
- = 5 . | . Si A y B son dos matrices reales (imaginarias), entonces:
= z S%%k por vi) de II.1.6 i
L k=1 .
- = g K. i) A+B es real (imaginaria), si A+B puede obtenerse
= kfi cikdkj por VI.7.6 ii) AB es real (real), si AB puede obtenerse
AB =3B por VI.3.1 .

0 1

sz=- Matrices reales e imaginarias
VI.7.10 TEOREMA

La conjugacidn también da lugar a dos tipos especiales de matri - Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

ces, de acuerdo con la siguiente definicidn - _ :
i) A+A es real

ii) A-A es imaginaria
VI.7.8 DEFINICION - o ) : )

Sea A una matriz de mxn con.elementos en C. Se dice que:

_ - Conjugacidn-transposicidn.
i) A es real si A = A - .t :

i { i { i B Se co onjugacidn-transposicién a la aplicacibn sucesiva
ii) A es imaginaria si A = -A noce como conjugacio p p

de las dos operaciones definidas anteriormente. A la matriz que

se obtiene se le llama conjugada-transpuesta de la matriz original,
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como lo indica la siguiente definicién

VI.7.11 DEFINICION
Sea A una matriz de mxn con elementos en C. Se llama
conjugada~-transpuesta de A, y se representa con A¥*, a

la matriz de nxm definida por

ax = (B

El orden en que se efectfien las operaciones de transposicién y con

jugacidn es indiferente, como lo sefala el siguiente tecrema

VI.7.12 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

a* = @ = @h)

cuya demostracidn se deja al lector.

A manera de ejemplo, consideremos nuevamente la matriz

Al efectuar la conjugacidn se obtiene

=2 0 i

d
]

5 1 1+3i

y al transponer esta filtima matriz se tiene

- 389 -
~-21 5
A* = (R)T = 0 1
i 1+31

1 i i 3 rimero A con
Esta misma matriz se habrfa obtenido transponiendo P Y T

T
jugando después A .

i i i iedades
La conjuaaci6n-transposici6n satisface las siguientes propie

VI.7.13 TEOREMA

Si A y B son dos matrices con elementos en Cy @ € C, entonces:

i) (a*)* = A

ii) (aA)* = o A*

iii) (A+B)* = A* + B*, si A+B puede obtenerse
iv) (aB)* = B* A%, si AB puede obtenerse
DEMOSTRACION

Se‘demuestran a continuacién ii) ¥y iv) finicamente:

oA $7:41
1) (em)* = (@& —
= 7 &' por ii) de VI.7.7
=a (7%')T ! " por ii) de VI.7.2
£
(oA)* = a A¥ por VI.7.11
AB VI.7+11
iv) (aB)* = =B EOL
(Aé)* = (X §)T por iv) de vI.7.7
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=z

(aB)* = (B) " (&) por iv) de VI.7.2

(AB)* = B* Aa* por VI.7.11

—wom.. Matrices hermitianas y antihermitianas
A partir de la conjugacidn-transposicidn se definen otros dos ti -

pos especiales de matrices cuadradas, como se establece a continua

. 2
cion.

VI.7.14 DEFINICION

Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que:

a) A es hermitiana si A* = A

ii) A es antihermitiana si A* = -A

De la definicidn anterior se sigue que los elementos de una matriz

hermitiana deben ser tales gue

a.. T
ij J4

w

¥ i,

Es decir que los elementos "simétricos" con respecto a la diagonal

principal deben ser conjugados. Ademds, para i = j se tiene que

Agy T Ay = Ilpgg) =0

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser nime -

ros reales.

Asi, por ejemplo, la siguiente matriz es hermitiana

- 391 =
= : = a =5
1 5 2+i 2 &
= ) i = a = 241
A= 5 3 ; ya gue a13 a31
2-1 -1 0 =a =1

23 T 32

I(all) 3 I(aZZ) = I(a33) ol

Para los elementos de una matriz antihermitiana se tiene que

a..=-g.. ¥ i,j

Es decir que los elementos “"simétricos" con respecto a la diagonal
principal deben ser tales que sus partes reales s6lo difieran en

el signo y su partes imaginarias rean iguales. Ademis
a,, = -a,. _:%} R(a;;) =0

por lo que los elementos de la diagonal principal deben ser nfme -

ros imaginarios, como en el caso de la siguiente matriz gue es an-

tihermitiana
-i =5 =~2-1 =-a = -5
i 5 2-1 alz -
= 5, =-a = -2-1
A 5 31 i ya gue al.3 .
- i =-a = -i
2= i 0 a23 -

R(a ) = R(a ) =R(a_) =0
11 22 33

A continuacién se enuncian algunas propiedades relacionadas con

las matrices hermitianas y antihermitianas

oy

<y peea i

VI.7.15_TEOREMA_
Si A y B son dos matrices hermitianas (antihermitianas)

de nxn, entonces A+B es hermitiana (antihermitiana)




i DEMOSTRACION

Se demuestra a continuacién el enunciado para el caso de matrices
1 antihermitianas.
Sean A y B dos matrices del mismo orden.

Entonces, por iii) de

VI.7.13

(2+B)* = A* + p*
Si A y B son antihermitianas, de VI.7.14 A* = -A 'y B* = -B, por
lo que

| (A+B)* = -A + (~B) = - (A+R)

En consecuencia, de VI.7.14 A+B es antihermitiana.

VI.7.16 TEOREMA

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

i) A A* es hermitiana
ii) A* A es hermitiana
iii) A+A* es hermitiana, si A es cuadrada

iv) A-A* es antihermitiana, si A es cuadrada

[ La demostracidén de este teorema se deja al lector como ejercicio.

- Potencia endsima

De manera similar al caso de los nlimeros, se conoce como potencia

engsima de una matriz cuadrada al producto

s coesteas

AA ... A

n factores

&uya definicién formal es la siguiente

VI.7.17 DEFINICION
Sea A una matriz de mxm con elementos en C y sea n £ N.
n
Se llama potencia enésima de A, y se representa con A,

a la matriz definida por : . Ik

SN =

A" = a An'i, para n 3 1

‘

Como se ve, la definicidn anterior es recurrente; por ejemplo, pa-

ra la tercera potencia de A se tiene, seglin VI.7.17, que
A% = A A?
5o = 1
Aplicando nuevamente VI.7.17 se tiene que A% = A A', por lo gque

A% = A(a aY)

. 1 0 - il o
Yy aplicando una vez m&s VI.7.17 se tiene.que A' = A A°’ = AI A;

por lo gue, finalmente
a® = A(a A)

Este resultado puede tambidn expresarse como

debido a lé asociatividad de la multiplicacidn de matrlcesf

La potencia enésima de una matriz, asi definida, satisface las si-



guientes propiedades

VI.7.18 TEOREMA

entonces:
l) Am An = Am+n

ll) (Am)n = Amn

Si A es una matriz cuadrada con elementos en C y m,n € N,

DEMOSTRACION (por induccidn)

Demostraremos prime¥o gque

A"a=2aaA", ¥meN == =(1)
En efecto, para m = 1 la proposicién establece que

Al A =2 A?

pero, por VI.7.17 A' =a A’ = AT =

por lo gque la proposicidn es vdlida para m = 1.

Suponemos entonces gue para algfin k

y premultiplicando por A se tiene
k k
A(A" a) = a(a a")

en consecuencia

A, y se tiene la expresidn

= 395 =

(a Ak)A = a(a Ak)

Ak+1 A k+1

]
i
ke

con lo gue se demuestra el enunciado.

por VI.3.2

por VI.7.17

i) Sea ahora m un nfimero natural arbitrario. Por (1) y por

VI.7.17 se tiene gque

Am A1 = Al Al = Am+1

y la proposicidn se verifica para n =

Supongamos ahora que

Al k _ ,mtk ﬁ%

A" = A
éremultiplicando por A se tiene
A(Am Ak) = A Am+k.
y en consecuencia
(a Am)Ak = K Am+k

(a™ a)ak =

|
>
™

m+k

a™a ak) =aa

I Ak+1

= Am+k+1

Con lo que se demuestra la propiedad i).

es similar 'y se deja al lector.

]

por VI.3.2

por (1)

por VI.3.2

por VI.7.17

La demostracidn de ii)

A partir He'la definicibén de potencia enésima se establecen los si

guientes tipos especiales de matrices cuadradas.
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VI.7.19 DEFINICION -

Sea A una matriz de mxm con elementos en C. Se dice que

A es:

i) Idempotente si A% = A

ii) Involutoria si A%? =1

iii) Nilpotente (de Indice n) si n es el menor nfimero
natural tal que AR = 0

iv) Periddica (de periodo n) si n es el menor nfimero

natural distinto de uno tal que A" = a

Obsérvese gue una_matriz idempotente es un caso particular de ma -
. .'Q_—\-*__—.—-————\ —

triz periddica (de periodo dos).

VI.7.20 TEOREMA

Sea A una matriz de mxm con elementos en C:
i) Si A es idempotente entonces

n

A" = A, ¥nelN

ii) Si A es involutoria entonces

= A, ¥neN

Se deja al lector la demostracidn de este teorema.

: TR
”ﬁ VI.7.21 EJERCICIOS /{§¢1§f”

1.- Para las matrices

! s i 0 1+i 0 -2 i
A = 2 -1 3 B = 1 -1i 0
. 1 =i 0 -1 3+i 2

54 verificar gue se cumplen las siguientes propiedades
a) (a+8)' =a' + 8’

b) (aB)' = B'AT

o 2.~ Demostrar que:
a) Si Ay B son matrices de mxn con elementos en C entonces:
(A+B)T = AT + BT
i b) Si A es no singular entonces
‘ T a)T= @l

a) Construir dos matrices A y B de 3x3 gque sean antisimétri-
cas y verificar gue A+B es antisimétrica.

b) Construir una matriz A de 4x4 que sea simétrica y verifi-
car gue oA es simétrica para cualguier o e C.

. Demostrar que si A y B son matrices simétricas del mismo or -
den, AB es -imétrica siy s6lo si A y B son permutables.

.

a¥ Demostrar que toda matriz cuadrada M con elementos en C
puede 2ex.resarse -COMO

M = S+A

donde S es una matriz simétrica y A es una matriz antisi
métrica.

ot
ot

.
48
3
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bB) TIlustrar el enunciado anterior con
i 1+1i 3
M= |-1 0 21
5 -2 -3+1
6.~ Para las matrices
=1 0 1-i 241 -1
A =
i JN=1, B = =i 0
2 =2 0 3

b) (A1) = (E)!

7.- Demostrar que si A Yy B son dos matrices imaginarias de orden
mxn y nxq, respectivamente, entonces AB es real.

8.~ Demostrar gque si A es una matriz de mxn con elementos en C,
entonces: :

@' = @
9.- Para lasnmatrices
1-2i =2 il -1 0 -2i - 1+i
A = =
B i 1-1 0 2
3 0 1
-2 L 3 =2+43i
verificar que:
a) (aA)* = g a* ¥oeC

b) (AB)* = B* a*

= 399 =

107 a) Construir dos matrices hermitianas de orden 3 y verificar
gue su suma es hermitiana. .

b) Construir una matriz A antihermitiana y verificar gue oA

es antihermitiana si a es real, y gue cA es hermitiana si
o es imaginario.

11.” Demostrar gue si A y B son matrices antihermitianzs, AB es
hermitiana’ si y s6lo si A y B son permutables.

12.-a) Demostrar gue si M es una matriz hermitiana con elementos
en C, entonces puede expresarse COmo
M =S5 + iAa"
donde S es real simétrica y A es real antisimétrica.

b) Ilustrar el enunciado anterior para

1+i =21 5

13, Una matriz A no singular se dice que:
i) ‘es ortogonal  si al = a?

ii) es unitaria si a* = a°?

a) Determinar bajo qué condiciones el producto de dos matrices
ortogonales es ortogonal. i

b) Demostrar gue la conjugada de una matriz unitaria es unita
ria. . :

14~ Demostrar que si A y B son dos matrices con elementos en C y
m,n ¢ N, entonces:

ca)  (a™m® =A™

"») B)? = a" B si y s6lo si A y B son permutables

e
i

8
4
Lk
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VI.8s PARTICION DE MATRICES

15~ Para las matrices

ciertos casos puede ser fitil "subdividir" las matrices con obje

-
2 -3 =5 0 1 -1 1 En
B = =1 4 5 C = 4 -3 4 i to de simplificar algunos cdlculos o para cambiar la presentacién
1 -3 -4 3 -3 4 de un problema. Surge asi el concepto de particibn de matrices,
el cual presentamos en esta seccidn; sin embargo, es conveniente
a) Verificar que B es idempotente y C es involutoria
introducir antes los conceptos de submatriz e hipermatriz para fa-
b) Tomando en cuenta el resultado anterior obtener una matriz |
X, si existe, tal que i cilitar la comprensién del concepto de particidn.
~ p2 n-l 2
% B =" I ——== Submatriz e hipermatriz
y verificar el resultado.
P - 3 Si i elementos en C, se llama "submatriz
c) En general, ¢qué podemos decir de A ! si A es idempotente? i i A RS WiR DEREIZ 68 Jun @on Sl L '
% " . o v
i de A" a cualquier matriz que pueda obtenerse a partir de A supri - ek

Demostrarlo.

4 miendo en &sta algunos renglones o columnas.

16.- Demostrar qgue una matriz triangular superior de orden 3 tal
que a, = 0 ¥ i, es nilpotente de iIndice 3.

X
1%

Por ejemplo, si en la matriz-

=%

ayr @12 ayz apw
A = az1 a@zz Az3 Aazy

a3yl dz2 4dsz3z aszy

suprimimos el tercer rengldn y la segunda y cuarta columnas se ob-

tiene la matriz
a1 ars

az1 a3

e

gque es una submatriz . de A.

F

A continuacidén se presentan, a manera de ejemplo, algunas otras

Submatrices de A
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4
ayp; a2 a;s qyn Al Gl a)z - - = =
! La_x Eza Lazq aa a2 a3 asy
azy Az Aazs | azsy
a3z aso: asﬂ l azi azz azs azu
asy as: asaJ ass| .
A = asa asz ass A3y
Se concce como "hipermatriz" a un zrreglo rectangular de matrices; an g au 2 ay: aus
es decir, a una especie de matriz cuycs elementos son matrices. alely asa ass asy

Por ejemplo, las matrices

ap;;y  a, .
2 b, dy
= — = — [ i ] ]
e az1 @z Bi= €= [‘:“ c,z] y D= aiy @iz 1 213 : ayu
a a b21 dz2a : i
31 32 - a1 aszz | azs | dzy
i e
5 : asi asz2 | ass | asu
pueden ser presentadas en un arreglo, de la siguiente manera | |
3
a3 ay ayz2 | auwsz | Auy
: | !
A B 4 asa as: : ass : asy
H = f =" =
c D

con lo gue se obtiene una hipermatriz. Esta hipermatriz también

Ay, Azz Ays
puede expresarse en términos de los elementos de A, B, C y D como
. : Az Asz Azs
sigue .
donde
ajy a2 bn
! — = - - =
a a I'b [
21 22 21 aji aiaz ais aiy
H = =
I m - =
a3 aazld!l Ay = Ai12 = A1z =
———————— I az: asz Lazs a2
Ci1 Ciz | da2 L . J S
i r 7 @ F ]
) st i aszi asz i ass asu
- Particibn <
A,, = ay) Auz A,, = ays Ayy = ayy
Consicderemos ahora la matriz asi asz ass asy
o — L - -

y expresémosla

submatrices de

. Hemos formado

como una hipermatriz,

la siguilente manera

agrupando sus

con ello la hipermatriz

elementos en

-

wl

<

Dicha hipermatriz se dice que es una "particidén" de la matriz A.

Otra particién de la misma matriz A puede ser la siguiente.
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a a2 ars ary
az, az2 azs Az
Ay,
asy asz dszgs azy
Ay auy2 Ay 3 ayy
Az
as) asz2 ass asy i
L - ]

donde se tienen ahora s8lo dos submatrices.

En té&rminos generales, puede decirse gue una particién de una ma -
triz es la expresidn de &sta como una hipermatriz, mediante la

agrupacidn de sus elementos en submatrices; sin embargo, no cual -
quier clase de hipermatriz se considera como una particién. S&lo

se aceptan como tales aquellas en gue:

1) Todas las submatrices que integran un mismo renglén (de

la hipermatriz) tienen el mismo nlimero de renglones, y

2) Todas las submatrices gque integran una misma columna tie

nen el mismo nlmero de columnas.

Asi, una hipermatriz como

an ay: : b1,
|
az azz ! bay A B
B = :._._...._z i
as, asz | dia
_________ , c b
Ci11 cyz | daa

no es una particidén de la matriz

apn a; b
az, az2 bay

M = &
as, Az dia ;

['Cxx Cia2 dza 3
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puesto gue las submatrices A y B no tienen el mismo nGmero de ren-

glones (como tampoco lo tienen .las submatrices C y D).

En consecuencia, toda particibn de una matriz de mxn deber& ser de

la forma
n n n
1 2 b
cols. cols. cols.
[ | | 1 ]
m renglones ; A A l eee | A
1 1 | 12 1t
b eyl i e, ] W
|
m renglones ! | - ! A
2 21 | 22 | 2t
: o b g
R
m_ renglones A | a IR
S s1 | s2 | | st
donde:
m+m +.,..+m = m vy n+n 4...#0 = n
1 2 s 1 2 t

De acuerdo con esto, se tiene la siguiente definicién formal para

el concepto de partiéién.

i
i
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se tiene gque

VI.8.1 DEFINICION m =2, m=3 y mi=2 nz=1 a:

Sea A = [a..] una matriz de mxn con elementos en C, y : =
—_— 3 : i ) eros
= ‘ por lo que se trata de la particibén de A inducida por los ntm
sean (m y M seee, M ) nlimeros naturales tales que
1 2 s

(2,3) y (2,1,1). En dicha particidn la matriz Azi, POY ejemplo,
r

m+m +...4m_=m, ¥ (0, n_,..., n_) nfmeros naturales N -
, s ! : : es una matriz de myxn; (es decir de 3x2) definida por
tales que n + n2+...+nt = n.
1

ol (1= 3.4:5

Se conoce como particién de A inducida por | M
| A = a con
| 21 13 m— (R i
3 V] = 41 A - 5

(ft oy M posay M) (A B peesy 0 )El arrdglo
1 e S 1 2 t

n T .

—
B T ~e. Operaciones con matrices por particid
A A % eee A : E
; ’ a ' A
| ; 1 eraci atri - 22
Pasemos ahora a ocuparnos de cémo efectuar operaciones cCon Matlhl
A A coe AL g :
21 22 2 o
i ¢ ces empleando el concepto de particidn.
e AT o |
! . e . il‘
e gl : - Nl 1 ermatrl S
' Una vez gue se han determinado las particiones, con 1as hipermatri i
fa = 3 | - f raci mo si se tratara de
- L = ces obtenidas pueden efectuarse operaciones COI L=
“matrices correspondientes;
S (RIS Zha 8 Y c =1, 2,..., t) es matrices cuyos elementos son las submatri i
re ]
| i .bles para todas las opera
wna matriz de T fe HEEITIRLS: B : siempre que éstas (Gltimas sean conformab P
ciones regueridas.
i= [1n +ooot(m 1+1)],..., [m +...+m ]
1 - ' v . .2 e O
i a a lz multi
B [a.] con ‘ Veamos primero unos ejemplos relativos a la adicidn vy 3 29
2e ij ﬂ 1 ‘
zideremos las matrices
= l:n i +1)]""' [n *te..¥n ] plicacién por un escalar, y para ello considere la
1 c-1 1 c |
{ ( 3 i -5 =2 r 2 =4 3 4
¢ ' = ) B = 4 =2 1 3
Asi, pars lz primera particidn gue presentamos: . =l o 4 0 2 y
| 1
i -3 1 6 —3_]
! I ] o -2 0 7 L
. p ,
=851 A58 | a3 | aiy
L igui iciones para Ay B
e e | =as I Sz Si establecemos las siguientes part P
TER TR TEE T Ay By Ays : !
231 132 : asg3 : aszy |=
A A 2 =
auy Xy 2 { ay s f gy 21 22 213 ‘
{ l 7 ;
asy 151 : ass ! Aisiy
L i B
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i
H .
3 1 -5 :"2 2 -1 3 ; 4 f como pude verificarse f&cilmente sumando las matrices A y B.
I Ay Ay | Bar BTG g
-1 4 o ! = - | N : ' . o o
__._.__.~_._l”3_ _%.__%,__E_L_%_ i Consideremos ahora el escalar -i. Si lo multiplicamos por la hi
0 -2 o !9 Az21 A2z 5 1 6 -3 B2:1 - B22 ;
! I . permatriz
y sumamos las hipefmatrices como si éstas fueran matrices, se ob - E I
- i 3 1 -5 2 a A
tiene : | 11 12
-1 4 0 )2 |=
B ; e T Az Az
A1y Ay B1: Bi: Ay; + B, Aiz + Bia i 0 -2 0 | 7
+ = ; . .
Ay Ay Bz1 B2 Az21 + B2, RAsz + Ba: 2 como si ésta fuera una matriz, se cbtiene ;
donde Brg Al;‘ -i &y -i Ape -3i  -i 51» 21
: & = = i -41i 0 -21i
B & ) _ A i
i 1 -5 5 =l B 5 0 =2 A2y Baz L Bk = 0 2i 0 -7i e
Ayjy + Bi1 = + =
i) 4 0 4 =2 i o2 < 1 — .
= i gue es una particidn de -i A.
i , ? Eégos resultados pueden generalizarse mediante el siguiente teore-
Ajo + By = + = =
2 3 5 ma, cuya demostracién se deja al lector.
A,y + By = [ 0 -2 0 ] * [—3 1 6 ] = [—3 =1 6 ]

A2 + Bz

[1+[+]-[+]

por lo que se llega a la hipermatriz

!
I
|
I

la cual constituye una particidén de A + B. Es decir




Sean A y B dos matrices cde mxn con elementos en C y sea

i

~

SH {:Aiﬂ Yy [:Bi§ son las particiones de}A y B,

respectivamente, inducidas por

(m_, LR mr) v (nl, n ,..., n_),entonces

es la particién de A + 2 inducida por

[z

(ml, Mo ms) v (nl, Y nt)

r

ii) si t_Aiﬂ es la particidn de A inducida por

1

(m-, M oreees M )y (nl, Boreeey nt), entonces
s

=]

2s la particidn de oA inducida por

con E.. = ol,.
13 23

yue los dcs casos anteriorss, pero de mayor utili -

Zad prictica, resulta el casc de la multiplicacibén de matrices por

De manera s:milar a como sucede con la sume y 21 producto por un
escalar, el productc puede obtenerse multiplicando las hipermatri
ces como si &stas fueran matrices, sicmpre Jue las correspondien -~

tes submatrices sean conformables para las cperaciones a efectuar

con =llas.

(m]f mzl"'f ms) Y (nll nzl-"’l nt) y ‘

i j onsideremos las matrice
para ilustrar esto mediante un ejemplo ¢

y multiplicamos las

tiene
Ay, Ay erx
A,y Rza t?zl
donde

A11E11 + Ay2B2a

A By, tORByy

- 411 =

7

-5 -2 -1 4 Lt
o 2 o 2 -2
! ¥ B = %

3 7! ‘ -2 3 1.
B i

Ll 0 0 |

i 1 f
- = 1 B il
Y—, o, o~ ; L [ ‘L! — ._,:
oL S A B TR - TOY
! Y = ‘
i i i =
s Ber]  lemis |
t : | % S R 1 Baa E::i
=l B -
Ly 0 o
b i —

i i £ ran matrices, se Ob-
hipermatrices como &£l fueran matrices,

Bi2 A;3By1 t+ Ri2Bay 2,1By2 + A12Ba:

Ba2 A,1By1 + A22B2n n,1B12 + RA22B22
—_

s 1 o-s] [ [-2] 7‘l RIRE

]
l
s
>
o
| Se—
—
W W
1
[T
I
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B
RaiByl ¥ Haaily = [O -2 o] | o +[7][1]=[OJ+[7]=[7] i |vi.s.3 TeoREMA
. _*ZJ ] Sean A y B dos matrices con elementos en C, de mxn ¥y
“4 1 ) nxqg respectivamente:
A, By, + A,,B,, = [0 ~2 0] 3 =2 7* [7] [O o] = fg &1 [Ai{} es la particibén de A inducida por
—3 . (mll mzr---r mS) ¥ (nll nzl"'l nt), b [Bi] es
= [—6 4] A [O 0] =l:_6 4] % la particidn de B inducida por
: | %o 7w ; entonces
? (n v mreees n) v (q.q q) ; .
por lo gue se llega a la hipermatriz = v
| - g [Pij] con Pij = kfl AikBkj g
5,0 -4 |
3 { 8 =9 es la particidén de AB inducida por b
N |
7 :—~6 4 : (m1' m21~-r ms) Y (qll qz"'.' qu)-

gue es una particidn de AB; esto es

DEMOSTRACION
5 0 -4
= = iC sean:
AB = 3 g -9 Sean A [aiiJ y B [bij] matrices de mxn y Dxp, ¥y
icid i i sesp W
7 -6 4 [Aré} la particidén de. A inducida por (ml, mz, ] s) y

(nl, . pemed nt), Yy [Br;] la particidén de B inducida por
2

En gen6ral, se tiene el Siguiente teorema R g
N , N ;ee0, N Y g, 9 s L4
( 1 2 t) ( 1 2 U)

¢ Hagamos

£
o= I RB

De la definicidén VI.8.1. se tiene gue A, €s una matriz de m_xn;

definida por

i= [ m1+...+(mr_1+1)] e [1n1+...+mr]

Ark = [ai:] con [

n1+...+(nk_1+l)] PR [ n1+...+nk]

[}
]
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Y gue Bkc €s una rnatriz de n, Xq definida por + m,+ m
) = _! l S oot
m1+...+(m -1 1) ’ ' [ 17 r}

i=
- i =[n +ev.t(n +1)J r n
. 1 k-1 [ Ln1+...+n =
| ¥ H I d..by. con
Bkc =] {511i con s } re 9=1 197435
Lo =3 4 N
f B =(_q.+...+(qﬂ_,‘+1)] Bl [q1+,..+q] 3 —[q1+.-.+(qc_1+l)] PR [q1+---+qc:|
b c-u c
entonces, de vI,2 se tiens gue ArPBkc es una matriz de m_xq se tiene entonces que Hrc = Prc y la prueba termina.
SR r ol
definida por ] ‘[:]
f SR Y ! Como hemos visto, la particidn de una matriz no es finica. Esto
L . B = | i
e X a;.by. i N .
shsglie | f=n_+ T(nk 1+1) 12725 _ : ; nos permite seleccionar aguella gue m&s nos convenga de acuerdo
. o con las cendiciones del problema.
{ i = Lij'”'+(mr—1+l)J row sy [m1+...+mr} : .
con !} ! i
( N Asi, el concepto de particidén puede ser Gtil para simplificar los
j = [q1+"‘+(qc-1+l)} Feser [q1+...+q ]
’ - < | cdlculos al efectuar operaciones con matrices, cuando &stas presen o
En consecuencia I tan caracteristicas especiales en su estructura.
; : A
t Bpte..¥ny - i A manera de ejemplo, consideremos las matrices 5
P = 5 a. b _ z & - ek
. = a, b, . — =
re k=1 L=n_+ +(n +1) 172k 2=1 % 23 4 )
i=l_m teoot{m +1)] m o+ ..+ 3 1 0 o0 2 =
i) r-1 Feeseyg 1 v mr e
con
.[++( 1):’ X=|2 -1 0 0 y=| 1t 0
J = q PRI g + S [ + +
1 c-1 % r] 9qt.--4q
: < 0 o 172 o0 2 B
- =
Por otra parte, de VI.3.1 0 o 0 1/%J N =5
" n i=1,..., m i para las cuales gueremos obtener el producto XY.
AB = Z a.,b,. ' )
I=1i,..., g ‘

Sp—

. £ . 3 . '
si ahora efectuamos en la macriz AB la particidn inducida por B

(ml, moreees ms) y (qx' G reees qu), seglin VI.8.1 se obtiene el

arreglo [ %wJ , donde

Q
!
B |
§
g
i
s
i
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Nos conviene efectuar primero las particiones siguientes*

1 -2

Lo o
|
3 110 0 [A 0
|
X = 2 =11 % 0 {=
_____ | S 1
|
0 0 |1/2 0 6 I
o 0,0 172
con lo que
A (0] } B AB + oc
£Y = =
1 1s
(0] 5 I LC OB + 5 1€

Asi, efectuamos finicamente los productos

1 ma 0 -1
2w
AB = 3 1 = 7 =3
2 -1| LT © 5 e
b
3 4 /2 2
1.1 _
=3
6 =2 3 -t

_O -1—
7 -3
Xy=f 3 -2
3/2 2
3 =i

2 -1
1o
3 4
6 -2

AB
1
i

*En estas expresiones la igualdad no estd empleada en un sentido
estricto, ya que X es una matriz mientras gue la particién pro -
puesta es una hipermatriz; sin embargo, es frecuente hallar este

abuso de notacidn en diversos libros y no produce confusién si
se le interpreta correctamente.

VI.8.4

- 417 =
EJERCICIOS
l.- Para la matriz
3 =1 5 pi 0 3
1+i 2 0 1 -2i =1
-2 3i 2-1i 7 3 2
A = 4 1 5 -3 2 -1
i -4 3i 4 2 4
1 0 -2 -5 i -5
0 =51 =31#i 0 =1 0

Obtener la particidn inducida por

a)
b)

c)

(2,3,2) y (3,1,2)
(31311) y (2,4)

(4,3) vy (1,2,3)

y en cada caso determinar la submatriz A:; correspondiente.

2.- Demostrar el teorema VI.S8.2

3.~ Para las matrices

a)

i =2 0 3 =1 [ 3. =1 2 1
4 0 1 2 3 2 1 0 -2
={ 0 -3 =2 4 1 B = 0 -2 1 0
=1 1 -4 0 2 1 0 -1 2
: - -4 -3 3 1
LQ 1 ; 1 0_ [ B

Hallar el producto AB empleando las particiones inducidas
por (2,3) y (2,1,2), y por (2,1,2) y (2,2) para A y B,

respectivamente.

b) ¢Qué sucede si para A se usa la particibn anterior y para
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B la inducida por (3,2) Yy (1,2,1)2
c) Hallar una particidn para a gue permita obtener el produc

to AB con la particidn de B correspondiente al inciso b),

y obtener dicho producto.

4.~ Para las matrices
3 -1 2 o o 10 o 1]
=1 2 0 0 0 0 1 0 1
A =

=3 0. -1 OJ

{

Obtener el producto AB haciendo las particiones mis convenien

tes para simplificar los célculos.

Si A y B son matrices conocidas de orden mxn y mx1, respecti
vamente, y U y V son matrices incégnitas de orden nx1 y mxl,

respectivamente} transformar la igualdad
AU + V = B

en un sistema de ecuaciones lineales, determinando la matriz

de coeficientes, la de incdgnitas y la de t&rminos independien

tes.

I FCAPITULO VIT

DETERMINANTES

INTRODUCCION

-Seguramente el lector habri tenido ya alglin contacto con los deter

minantes; especialmente con los de segundo y tercer orden.

La idea de determinante es, en realidad, m&s antigua que la de ma-
triz. Descubierta por Cramer durante sus trabajos orientados a la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, fue expuesta por

Primera vez en 1750, cien afios antes de que Sylvester y Cayley em-

pPezaran a hablar de matrices.

En la actualidad, sin embargo, el concepto de determinante suele
i i ufri
Presentarse como consecuencia de la teoria de matrices, y ha sufri
i i ién", del cual surge una de
do, incluso, el proceso de "axiomatizacidn", de g

finicién integrada por cuatro postulados.

e e

En este capitulo estableceremos una definicién para el concepto d
A

determinante a partir de un razonamiento similar al que histdrica

je ma-
Mente le dio origen, aungue emplearemos en ella el concepto de
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triz. En la deduccién de las propiedades y en la presentacibén de
los métodos para el cdlculo de determinantes se manejar&n también

algunos elementos de la teorfia de matrices.

VII.1 CONCEPTOS BASICOS

Con el propésito de motivar la definicién de determinante, considere
mos el problema de resolver el siguiente sistema de ecuaciones linea

les
a;1X; + a;q:x2 = b

(1)

a21X1 + azaXxz = ba

Para obtener el valor de x; podemos multiplicar por a,, la primera

ecuacidn y por a;, la segunda, con lo que se obtiene el sistema

equivalente
az2a11X) + azza1:2X2 = ajqzby
ay2821X1 + ay12a2X2 = ajpzb,

Restando la segunda ecuacién de la primera, y ordenando convenien-

temente los términos, se llega a

byasz - ajzbz

X1 = 2)
ayidazz2 — ajzzaz; (

De manera semejante se obtiene también que

ay1b, - byas,

X, = (3)
2 daji1azz2 ~ a2da»:

Sustituyendo estos valores de x; y X2 en las ecuaciones del sis

tema (1) podemos comprobar gue constituyen una solucién del mismo.

Las expresiones (2) y (3) tienen el mismo denominador, el cual es-

t& expresado en términos de los elementos de la matriz

o,

—

B

A —— T .

|
1
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211 ayz

azi azz2

que es la matriz de coeficientes del sistema. Al nlmero correspon
diente a dicho denominador se le conoce como el determinante de la

matriz A y se le representa con "det A"; esto es:
det A = ajjazz - aizazi

Otra forma de representar al determinante de una matriz consiste-
en escribir sus elementos tal y como aparecen en el arreglo, pero
reemplazando los paréntesis rectangulares por barras verticales pa

ra indicar que se trata de un determinante.

Asi, para la matriz anterior se tiene

= ajjazz — apzdaz; (4)

Expresifén que puede considerarse como la definicidn del determinan

te de orden dos.

Es importante resaltar gue una matriz es un arreglo de nimeros
mientras gue su determinante es un niimero. Por ejemplo, para la

matriz

se tiene gue
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° ! ) apix: + ayrzxz + aisxs = b
= (5)(—3) = (41 {-2) = 15 + 8 = =7 az1X1 + az2X2 + az3xXsz = b2 (5)
~2 -3 i
asi1x1 + aszX2 + azsxs = bs

: 4 .
por lo que i |
Siguiendo un proceso similar al anterior se encuentra que los valo

det A = -7 res de las incdgnitas que satisfacen al sistema son

' - ! aj.—aj;i3dza2bs
Regresando a las expresiones (2) y (3), vemos que los numeradores byassass-biazsasz-aizbzass+ayazsbstaisbzasz-aisaz

- a
z e . . A11d22@33-A11823832-@12821a33F31:32333:11213821232781382282)
de éstas también pueden ser considerados como determinantes, ya

que

a b a‘ =4 a bi3-bia a +bia a +a a b -a{gbna“ -
11243 3 1142303 1a21<33 1223431 1342103 2
X2 = (‘)

a11d22833-@11323832-a12821@33+3)12823831+21382183273132223831
b, ajz 5
biazs ~ ajsb, = a;;azzba-al1b2332"312a21b3+al2b2a31+b1a21a32—b1a22331 (8) ¥
b2 azz E i X3 = H11822835-311823832-@12821833+a12823831+2138218327813822831
y o |
s X - 5
Han B - " Al comfin denominador de las expresiones (6), (7) y (8) se le cono i
aiibz - bjazy = ! . —
¢ : ce como el determinante de la matriz
azg b,
: . " . 4 ayy @12 Aai:
En consecuencia, los valores de las incégnitas pueden.cbtenekrse co :
. . . . A = azy Az a23
mo el cociente de dos determinantes; es decir
» E asi aszz dis
bl a2 a1 bl i
Asf, la expresién gue define al determinante de tercer orden es
b2 azq azi1 b
X1 = y Xz = 3
a1 az ari1 Az : ay1 a;z 4ais
] T : ' = ey
i az; @z Az3f= ajiazzazy ~ 11823832 S (9)
az1 az: az, az: i
¢ as, asz asa| + aizazsaszy + arsaziazz < 213a22a31
Al método sugerido por estas dos (ltimas expresiones se le conoce . N . ‘ a
i - T o ow T 20 =
: i P i - R T
como "regla de Cramer". : - 4 2 ejemplo o - .
# ¢ fi =2
. 1 il ) -3 ;
Consideremos ahora un sistema de tres ecuaciones lineales con tres : 5 o
e ’ J -4 5 21 = -5 (1)(5)(0) - (1)(2)(-2) - (0) (-4) (0) +
incégnitas ‘ 4 ) ) . F .

+ (0)(2) (1) + (-3)(-4) (-2) - (-3)(5) (1) =

= 0+4-0+0-24+15= -5
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De acuerdo con (9) podemos escribir la solucién del sistema (5) co

mo sigue
by  aj; a;; ain b, as air a2 by
b, azz azs az1 b, azs az21 azz b,
bj a3z ass as; bg ass " a3 asz bs
xl = x2 = xa = -
a11 ay; a;; a1 a1, a); a1y arz axs
@21 azz aszs; Az a2 ajza azit a2 azs
a3y aszy; ass @31 asz, as; azyl Aasz ass

Asi pues, resulta natural tratar de generalizar 1la regla de Cramer
al caso de n ecuaciones con n incégnitas, y para ello se requiere
una definicidn general para el determinante de orden n; Sin embar
go, tal definicidn no puede obtenerse de la misma manera que en

los casos de segundo y tercer orden (es decir, resolviendo un sis-
tema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas), pues a medida que
n aumenta los c&dlculos se hacen mis complicados y para n arbitra -

rio son irrealizables.

En consecuencia, buscaremos establecer una ley general a partir
del andlisis de las expresiones (4) y (9), que definen a los deter

minantes de segundo Yy tercer orden. Para dicho anélisis, emperoc,

se requieren algunos conceptos gue no hemos manejado ain y que es-

tudiaremos a continuacién.

-~ Permutaciones

Las permutaciones de los elementos de un conjunto (finito) son las

diferentes maneras en que é&stos pueden ser arreglados.

Por ejemplo, las permutaciones del conjunto

s

i

s sy g o 1
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8 = {1, 2, 3}
son los arreglos

p1 = (1, 2, 3)
pz = (1, 3, 2)
ps = (2, 1, 3)
ps = (2, 3, 1)
ps = (3, 1, 2) :

Ps = (3r 2r 1)

Para los propdsitos de este capitulo nos interesan Gnicamente las
permutaciones de conjuntos formados por nfmeros naturales. Se tie

ne entonces la siguiente definicién

VII.1.1 DEFINICION

Una permﬁtacién del conjunto s = {1, 2,..., n}
es un arreglo de la forma

(01 Q2,00., an)

donde»ai €S ¥i y o, 7 ey si i#3

Asi, para la permutacién pi del ejemplo anterior se tiene que

. n
Cuando en una permutacién todos los nimeros aparecen en el orde

o é % utacibén princi -
natural, como en pi1, se dice que &sta es la "perm P i

pal" del conjunto.
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En general, (a
* 17 Q2700., an) es la permutacién principal del con - meros que se encuentren en un orden diferente al natural. As{,
junto S = {1, 2,... . . ) . =~ ;
Gl = » 0} si @, =1, ¥ i, v , ! por ejemplo, en la permutacién
Respecto al ng . i —a
mero de permutaciones de un conjunto se tiene el si- i 5 (3, 1, 4, 2)
guiente teorema e
2 se tienen tres inversiones; es decir, podemos encontrar tres pare-
VIT.1.2 TEOREMA % ) e
El - o
conjunto S = {1, 2,..., n} tiene : (3, 1) (3, 2) y (4, 2)

n! permutaciones diferentes
donde el primer elemento es mayor que el segundo y. aparece antes

que éste en la permutacidn.
DEMOSTRACION (por induccidn)

Se tiene al respecto la siguiente definicién

Para n = 1 se tiene una sola permutacién (1!)," K

Para n = k se su . VII.1.3 DEFINICION : e |
pone que el conjunto tiene k! bpermutaciones dife - -

rentes. r ! i) Una permutacidn (@i, Qzr-.., un) tiene m inver

siones si existen m parejas (ai, aj) tales que

Sea ahora S = {1, 2 ‘ 3 ]
# 27+.., k+1}, y consideremos u i i §
na permutacién arbi i i j 2
£ i<3] y 0379y

traria de‘s
ii) Una permutacibn es de clase par si tiene un nfimero

e iouses o,

(ay, Qop6a0y ak+1) ‘ ¢ d par de inversiones; en caso contrario se dice que
es de clase impar.

El . i
primer elemento (a,) puede ser seleccionado de k+1 maneras dife | /

rentes - i
+ Y para cada una de ellas los k elementos restantes pueden i Asi, por ejemplo, para las permutaciones del conjunto S = {1, 2, 3}
arreglars : : . s, '
g ®, por hipStesis, de k! maneras diferentes. En consecuen { se tiene que
cia, se tienen ' = ;
g pr = (1, 2, 3) es de clase par (cero inversiones)
k+ ! = i % . s
S Rt % p2 = (1, 3, 2) es de clase impar (una inversibn)
i = . . .
- { . 4 ps = (2, 1, 3) es de clase. impar (una inversibn)
~-- Permutaciones diferentes Y la prueba termina. g L
E] B 4 p« = (2,.3, 1) es de clase par (dos inversiones)
ps = (3, 1, 2) es de clase par (dos inversiones)

En una permutacidn i . "
p se dice que hay una "inversidn" por cada dos nfi B Ps = (3, 2, 1) es de clase impar (tres inversiones)
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En general, de las n! permutaciones de un conjunto - - - - -

{1, 2

par.
=~ Definicién de determinante.

Recordemos ahora las expresiones que definen a los determinantes

de segundo y tercer orden.
Para n = 2 se tiene : i

= ajjaza - ajzaza .

azr  ax: : - T ' ' b

Yy para n = 3 se tiene WL e ¥ o s

jul
N
)]
~
5
bl
S
w

|

4118223833 - aijazsaszz - aizaziass

+ ai1:2az23231 + ajzaziasz - ar3azzasi

o
Podemos observar que en ambos casos:

bl) El determinante es la suma de n! productos} 1§ mitad ae eiios
con-singo + y la mitad con signo ~-.

2) Cada uno de los prodﬁctos consta de n factores, ;

3) En cada producto hay un élemento de cada renglén y un éleﬁéhto

i de cada cOlumna; . » » »

4) 8i los factores se ordenan de tal manera que los primeros‘fndi

ces formen una permutacién principal, corresponde el signo + a

los productos cuyos segundos indices forman una permutac16n ‘de

clase par y corresponde el slgno a los productos cuyos segun-

dos indlces forman una permutac16n de clase lmpar.

r-++, n} la mitad son de clase par y la mitad de clase im

1
g.
';,
A

Ahora, para establecer una ley general consideremos la siguiente

matriz cuadrada de orden n

— —
ayi ay 2 " ain
Az a2 P Azn
A= e s w s e s e v w
ani1 an2 ... ann

Yy un producto arbitrario de n de sus elementos, en el cual haya un

elemento de cada rengldn y un elemento de cada columna; esto es

a;al aZuz v anan

donde (a;, ®2,..., 0_) es una permutacién de los indices - - - - -
o .

Bl 2 o corpmn e

Como el conjunto S =>{l, e

n} tiene n! permutaciones diferen- 9

tes podemos formar, para cada una de ellas, un producto de este ti

Po; esto es

alakl azakz P

En cada uno de dichos productos
manera que los primeros indices

los segundos fndices forman una

P, = (oki, ©®kzs---, Qkp). Para
~+, si p, es
E(Pk)
-, si

p, es
Y formamos con ello un producto

E(Pk) alakl azakz e

Anakp’

donde k =1, 2,..., n!

los elementos estén ordenados de
forman una permutacién principal y
permutacifn = = = = = = = = = - =

dicha permutacifn hacemos

de clase par
de clase impar
provisto de signo, esto es

a
nakn
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al que podemos representar, de manera compacta, con

E(pk) 1 aiaki

" =g

i
A la suma de los n! productos de este tipo se le conoce como el de

terminante de A. Se tiene asi la siguiente definicién

| vir.1.4 periniCTON

Sea A = [ aij] una matriz de nxn con elementos en C, y
sea py = (aki1s Qk2s..., Okn) una permutacién del conjun

to {1, 2,..., n}. Se llama determinante de A al nfimero

1

det A = ‘o
k 1 %%

nmMmyg

n
e(p,) T a
1 K i=

+, si p, es de clase par
donde e(pk) =

=+ 'sip es de clase impar

—

Para calcular el valor de un determinante a partir de la defini -

cidn anterior, podemos proceder de la siguiente manera:

Se obtiene el "término pfincipal", gue es el producto
de los elementos de la diagonal principal con los fac
tores ordenados de tal manera que tanto los primeros

como los segundos indices formen una permutacidén

'principal.

A partir del t&rmino principal se obtienen los demés

términos dejando fijos los primeros indices y permu -
tando los segundos de todas las maneras poéibles. Co
mo de los segundos fndices hay n! permutaciones dife-

rentes se obtendr&n n! términos, correspondiéndoles

i
E

Te—C m«»nmﬂ—*
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el signo + o el signo - segfin sea la permutacidn de

clase par o de clase impar.

As{, por ejemplo, para obtener el desarrollo del determinante de

tercer orden

escribimos el término principal

aixi

az2 4ass

y permutamos los segundos indices de todas las maneras posibles

P1
P2
Ps3
Pu
Ps
Ps

con lo que

P, clase de p,  €(py)
= s B 3 par b
= (1, 3, 2) impar -
= (2, 1, 3) impaxr gl
= {2y 3, 1) par *
= (3, 1, 2) par *
= (3, 2, 1) impar =

i 3 es
se obtienen los seis términos del desarrollo; esto

-aj;3dz2as1
det B = allagzaas‘a11323332"a12a2‘333+a1zazsaal+al3321a32 1322

' ' i s
Esta expresidn coincide con 1a definicién que teniamos para e e

terminante de tercer orden.
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ViT-1.5 EIERCICIOS VII.2=>PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

S L o A

1.~ Determinar culntas inversiones tiene cada una de las siguien - Las principales propiedades de los determinantes pueden ser consi-

+e5 permutaciones deradas en dos grupos: Las primeras se refieren a las condiciones

'. bajo las cuales se puede concluir gue un determinante es nulo me -
a) - (i, 5, 3, 2, 4) _

i SRS

k ; v ; ¢ gdiante la simple inspeccifén de las lfneas de la matriz (renglones
b) . (3, 2, 1, 4)

y cclumnas), asf como a los efectos producidos en el determinante

4 @) Eseribir da.permitscitn de los einco PRINEESS' BUEros \Iatl al efectuar transformaciones elementales con las lineas de la ma -

rales que tiene el mayor nfimero de inversiones. triz. El segundo grupo se refiere a las propiedades del determi -

b) Demostrar ‘que el mayor nGmero de inversiones que puede te- nante en relacién con las operaciones definidas para las matrices.

ner una permutacifn de n n@imeros es

T Para demostrar algunas de estas propiedades se requieren ciertos

n(nz— L) 1 resultados relativos a intercambios de nfimeros en una permutacibn,

los cuales presentaremos a continuacidn a manera de lemas.
3.- Determinar la condicién que debe cumplir n para querla permu -
5 ! Al intercambiar dos nfimeros adyacentes en una permutacibén de clase

tacidn : ; 1

par ésta se transforma en una permutacién de clase impar y vicever

KLy w w2, w3, Wl o U sa. Se dice por ello que se obtiene una permutacién de "paridad"

o . i diferente.
sea de clase impar. ;

: ; . En efecto, si los nfimeros a intercambiar se encuentran inicialmen-
4.- Calcular, a partir de la definicién VII.1.4, el valor del de -
: - & 3 s
. - i te en el orden natural, después del intercambio la permutacién ten
terminante de la matriz {
o dr& una inversién m&s ya que el resto de las inversiones no se al-
wd 78 . . teran por ser adyacentes los nfimeros que se intercambian; por otra
- d =i 2 . . parte, si los n@imeros no se encuentran inicialmente en el orden na
A= |. ; B
tural, despuds del intercambio la permutacién tendrd una inversién

Menos. ' En ambos casos se obtiene una permutacién de paridad dife-

W " i . - Yente.

Generalizando el resultado anterior a un n@mero impar de intercam-

bios se cbtiene el siguiente resultado
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para lo cual debemos efectuar (s~1)-r = s-r-1 intercambios de nﬁmg

LEMA 1 | ros adyacentes.

Al efectuar en una permutacién un ntmero i int i
0 impar de intercambi . . : .
P 58 o En consecuencia, el total de intercambios de nlmeros adyacentes se

nfimeros adyacentes se obtiene una permutacién de paridad dife - <
- ré

rente,

(s-xr) + (s-r-1) = 2(s-r)-1

.

Con ayuda de este lema podemos probar a su vez el siguiente enun -

i FR

que es un nmero impar; por lo que, del Lema 1, se obtiene una per

ciado
mutacidn de paridad diferente.
LEMA 2
Al intercambiar en una permutacidn dos n@meros cualesquiera se ‘ Respecto al nGmero de intercambios necesario para llevar una permu '
obtiene una permutacidn de paridad diferente. ' tacién cualgquiera a la permutacidén principal se tiene el siguiente
t ' .
= enunciado :
vi’:‘!‘
DEMOSTRACION ‘ i ",
: sig)
LEMA 3
Sea

Si una permutacién tiene m inversiones, se requieren m intercam-

(@, & e0e, @ , ., a Seees o bios de nimeros adyacentes para transformarla en la permutacidn
1 2 ®

r=1 T r+i a.r q 0t C‘ln)

's-1" s s+
principal.

una permutacidén del conjunto S = {1, 2,..., n}.

Para intercambiar los nfimeros oy a colocamos primero a o en - 't DEMOSTRACION
s - :
tre «
-1 b4 ar 1 . “ .
{ Consideremos una permutacidn del conjunto S = {1, 2,..., n} con
ta i . i
O ;jeivp Q o eimis ' i i : :
Lt %, poO g7 B By PO g G A ey an) un total.de m inversiones; entonces:
para lo cual es necesario efectuar (s-~1)-(r-1) = s-r intercambios - ] el nfimero n estard antes de i nlmeros menores que &1,
de nfimeros adyacentes. ) ' | el nfimero n-1 estari antes de jn 1 nlmeros menores que &1,
. i
< 1 ) »
A continuacién se requiere colocar a a_ entre a y a i b 2
] r 8~1 s+1 | = =
l !
a ., &, o

(¢ 0 ,.0., o 50 G ; el nfimero 2 estard antes de j, nfimeros menores que é&l,
I r Tp-1t s r r+1’ 1 O g Cgpqreeey “m) i
1

de tal forma que
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b .
; j =m % Podemos "visualizar" esta propiedad con ayuda de la siguiente ex -
r=2 a4 "\ .
. ¥ presién
Esto significa que para colocar al nimerc n en la posicibn que le !
; . i i ain
corresponde en la permutacién principal, deber&n efectuarse jn in- § * an App
. ) | <o azn
tercambios de nfimeros adyacentes; para colocar al nGmero n-1 debe- § az Qiziz
§
ré&n efectuarse jn-l intercambios, y asf hasta colocar al nfmero 2 i el e m
oy . £ 5 ; : ... b__+c =
en su posicidn correspondiente. Al final del proceso se habrén 1 renglén + [ b +c, = b, *c,, rn rn
. r
efectuado un total de ] c¥e L cREgcEete & 2FE & 8
ani ana o . ann
A et o=
Ja Jniq + + 32 m
| iofa | A a1 212 ... ain g
~intercambios de n@imeros adyacentes. HEL Ais ' :
[] azy azz ... Aazn dz1 @22 ..e @2n
) . L .. b el e e . y
Una primera propiedad de los determinantes consiste en "descompo - | bp1 brz ... bpn ¢ri1 Crz ... Crn 1%
ner" el determinante de una matriz A en la suma de dos determinan ; Gl R d G )
; - — a ani anz . ann
tes, de acuerdo con el siguiente enunciado. : 2 Sy Sne nn
DEMOSTRACION
VII.2.1 TEOREMA
> F 3
Si los elementos del renglén r de una matriz A = [:aij] ! De VII.1.4 se tiene que
. n!
ex = com
pueden presarse o det A= I E(pk) Sy azg R R N
k=1 k1 k2 kr kn
aPJ = brj + cPJ b r lo gue
pero a = + c , po
o o %%
entonces ; n! . .
" det A = kz elpy) aigy, 2z2qy, - (brakr + crakr ) .. anmkn
. =1
det A = det B + det C |
y en consecuencia
donde B = b .. y C = (I son tales que n! .
13 i ¥ ! d A= Z. ( ) a a b “ae a
i et = = e (py tog @20y, - e nay
aij' para i # r aij' para i # ¢ §
bij B g cij - é nt
b ., para i=r c ., parai=r ; a as som € cee 2
v} rj + k§1 elpy) aray 220y, ro, na,
B
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Entonces, si B = b k
i y C= [cij] son tales que
- i
ij+ para i # r aj4r Para i # r
ij ¥ B =
b i =
75" para i r crj’ para i = r
se tendr§
n
det A = 1 g
p.) b )
. X ray bzakz S bra » s b +
kr nc‘kn
n/
+ I e(pk) Cig Caq cee ©
ey . ! oy LR ¥
2 kr %kn

por lo que, de VII.1.4 nuevamente

detA:detB“‘detC

]

3 ma IT 1 s propl d bl
A cont nuacion se Presentan en el teore \Y .2.2, a eaa

des que hemos considerado del primer grupo

A SR

T —

i
*
i

VII.2.2 TEOREMA

Sea A = [:aij] una matriz de nxn con elementos en C:

i) Si los elementos de una linea de A (renglén o co
lumna) son todos nulos, entonces det A = 0.
ii) Si B se obtiene de A multiplicando los elementos

de una de sus lfineas por un nfimero X € C, enton-

ces det B = )\ det A.

Si B se obtiene de A intercambiando dos lineas

iii)
paralelas (dos renglones o dos coluﬁnas), enton-
ces det B = - det A.

iv) Si dos lineas paralelas de A son proporcionales,
entonces det A = 0;

v) Si B se obtiene de A sumando a los elementos de
una linea los elementos de una linea paralela
multiplicados por un nfimero X e C, entonces
det B = det A.

DEMOSTRACION

Se demuestran a continuacidn las propiedades para el caso de los

renglones; en el caso de las columnas la demostracibn es similar.

i) De VII.1.4 se tiene que
1

n
det A= L ¢elp,.) aig azgy 0 B
k=1 k X, X2 o

Ny a .
kr kn

En consecuencia, si todos los elementos del renglén r son
iguales a cero, cada uno de los términos del desarrollo ante
rior tendrd al menos un factor igual a cero (el factor - - -

a ), por lo que
kr
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"
W

iii)

|
!
i
|
1
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det A =0
Sea B = [jbiﬂ una matriz obtenida a partir de A multiplicq'
do los elementos del rengldn r por un nfimero X; esto es
aij’ para i # r
b,. =
13
Aa;j, para i = r
De VII.1.4 se sigue gue
n!
det B = I e(p,) Dig baa ive B sse D
k=1 k k1 kz I‘(!kr nakl’l
por lo gue
itk
det B = I g(p,) aig asgy sa QA .. a
k=1 k ) k2 o "%
!
= A 2 E(p ) aiqg daszq .o .o
%=1 F Ky ok, T nay
det B = A det A

Sea B = [ bii] una matriz obtenida a partir de A intercam -

biando los renglones r y s, donde r < S;

es decir
a.., para 1 # r, s
1]
b.. = a . ara i = r
ij sj’ P
a_. ara i1 = s
rj’ P

Y consideremos un término cualquiera del desarrollo de det B

seglin la definicién VII.1l.4; esto es

E(pk) bla bzu - b . b

ki ke "%r SPys T

donde el signo a(pk) depende de 1la permutacién

pk = (akl, akzl.-., ri;-.o,'aks,..,, akn)

i
i
i

P‘n«“‘wﬁ:‘u“w —

- 441 =

sustituyendo los elementos de B por su expresifn en términos

de los de A se obtiene

a ee a aee a

e(py) ara  @zg ..

ro na
k) k2 SCyp ks kn
gue puede escribirse como
- |
e(p,) aiq azq ee. A ceeoag, 3T o
pk kl X2 raks kr kn

Esta expresidn constituye también un término en el desarrollo
i ro ~
de det A, salvo el signo e(pk); puesto qgue en dicho desarro

1lo al producto

oo a
azq v a PO a na

TOxs kr kn

i6n
le corresponde el signo E(qk) que depende de la pe?mutac1

a, )

o kn

q, = (ak‘, By g romiy &

X kl"'.'.’

L

. . - HGE
la cual puede obtenerse a partir de Py intercambiando los

i son
meros o En consecuencia, por el Lema 2 Py ¥ 9

ke ¥ %ks”
de paridad diferente, por lo que

e(pk) = - e(qk)

se tiene por tanto que
s

n
I e(py) bia
k=1 k1

Y en consecuencia

det B = - det A
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iv) Sea A = [:aiil una matriz cuyo renglén s es igual al ren - » para i #

l
g
!

By
4 b.. =
o G ’ ‘ 1 ;
glén r multiplicado por un nfimero A; esto esg { ] a .+ Xa_., parai=r
rJ s3
; = Aa_ terminante de B
%s3 %rj Entonces por VII.2.l, podemos expresar al de
i
i
y formemos una matriz B Cuyos elementos sean iguales a los de £ SO0
A salvo los del renglén s, que serég iguales a los del ren - % aa &= det &+ dek €
glén r; esto es i
l donde C = [ci{] es tal que
a{j, para i # s
b, = i ra i r
1j ) j aij r Pa #
. 3,5+ para i = s Sy =
1] .
Aasj’ para 1 = r
Entonces, por la propiedad ii) ;
y sus renglones r y s son proporcionales; en censecuencia,
det A = X det B .
Ee la propiedad iv) )
Ahora, si formamos una matriz C intercambiando en B los ren - . 5 .
— e =
glones r'y s, se tendri que B = C y por tanto | )
! y por tanto .
det B = det C i
v | det B = det A
pero por la propiedad iii) se tendr4 también que o [:]
i : on matri
== B » Veremos ahora las propiedades respecto a las operaciones ¢ !
por lo cual ces
¢ ¢ +
. ‘ j . 1
det B = 0 :
VII.2.3 TEOREMA 2 1
1 ! e I—a ] 4 B = Ebij] son dos matrices de nxn
Y en consecuencia . 5 * ia-= L 2eag L
' ; con elefientos en C, entonces:
. 3 1 ) i
det A = Ax0 = 0 i i i) det A = det a' Y
: ! : - )
\ i A) = A det A
v) Sea B = [:bii] una matriz obtenida a partir de A sumando a : 1}) det (Aa) .
" M ci AB) = (detA) (detB)
los elementos del renglén r los elementos del rengldn s multi I iii) det(AB) .
plicados por un nfimero A; esto es:

L4

'




DEMOSTRACION

i)

T X
Sea A = [jcii} , donde Ci4 = ajiApor VI.7.7; y consideremos
un término cualguiera del desarrollo de det AT seglin la defi-

nicidén VII.1.4:
E(pk) Ciqg C2q Fxe |Bop
ki k2 kn

donde e(pk) depende de la permutacién

Py = (akl’ @y reeey akn)

sustituyendo cij por aji se obtiene

E(Pk) aay 1 Ay, 2 =av 2

o n

kn
ordenando los factores de tal manera que los primeros fndices
(que forman la permutacién pk) formen una permutacién princi~
pal, se obtendri la expresibn
E(P) a) as o a
5 ) Bk: Bkz "Bkn

donde ahora los segundos fndices forman una permutacién

qk = (Bkl’ Bkz’...' Bkn)

Como se ve, dicha expresién constituye también un t&rmino en
el desarrollo de det A salvo, posiblemente, el signo s(pk);
puesto que a este producto le corresponde el signo e(qk) en

el desarrollo de det A.

Ahora bien; si P, es de clase impar, por el Lema 3 se requie-
re un nfimero impar de intercambios de nimeros adyacentes para
llevarla a la permutacidn principal, mismo nfimero de intercam

bios que se efectfian en la permutacidén de los segundos indi -

o S

i1y

i1i)

ces, que es la permutacién principal, para obtener q,r POT lo

que q, es también de clase impar. Mediante un razonamiento
i s
anflogo se concluye que si p, es de clase par entonces q, e

también de clase par; por lo que

e(pk) E(qk)

se tiene por tanto que

elpy) ¢r1a  C2a ... c =
gpea— K1 kz kn

[ o If=]

k

n
k=1 ky k2 Bkn

Yy en consecuencia

det A' = det A

La prueba es inmediata si consideramos que AA es una matriz
que se obtiene de A multiplicando por X cada uno de sus n
renglones; entonces, aplicando reiteradamente ii) de VII.2.2

se concluye gue

n

det (AA) = A7 det A

La prueba de esta propiedad requiere de la generalizacibn, a
n sumandos, del teorema VII.2.l. El lector podr& aceptar f§
cilmente dicha generalizacién o, si lo prefiere; realizar la

prueba por induccidn.

Sean ahora dos matrices cualesquiera de nxn



» .. ‘,bzn

:.2._Pnn

y consideremos una particién de B escribidndoia coms

B,

B = | B ' donde B; = (bii, biz,..., bip)

El-producto AB también puede escribirse como -

ey

AB = | C» donde Ci = aiiB1 + aj2Bz +...+ ajpBp

Entonces, considerando los n sumandos que constituyen el ler.
renglén de AB, por la generalizacidn del teorema VII.2.1 pode
mos: escribir el determinante de AB como la suma de n determi-

narites; esto es

; a;1By|  {a;:B, ainBp
deti{AB) = C, | +| cCo | +...4+| ¢,
c | | e c
n n n

¥

Si ﬁlamamos Dy, Da,en., tales determinantes se tendré

et(AB) = D; + Dj +...+ Di
L % n
7y . e ey 0

n_rbxnﬂu

Considerando ahora los n sumandos que constituyen el segundo

renglén de cada una de las matrices correspondientes”a dichos

_determinantes, podemos escribir

a;;B; a;1B, a;1B,
"Dy = | az21Bi| +|asBy|+. ..+ | aanBn| = D11 + D12 +...+ Dip
Cn Cn Cn
a,sz alsz alZBZ
D2 = az1Bij + | azyBal+...+ | aznBn{ = D21 + D2y +...+ Dap
c C C
n n n
A ai;nBn ai1nBn ai1nBn
D, = | az1By|+ | a,,B,|+...+ | asnBn| = Dp,; + Dp, +...+ Dpp
Cn Cn Cn

Y podemos continuar este proceso hasta considerar los n suman
dos del Giltimo renglén. Al final de dicho proceso se obten -

dri que det(AB) es la suma de n” determinantes

D, . - H jlzl, 2,...,“
31]2.-.311
. jz=l, 2,...,1’1
donde
jn =1, 2,46, I

de los cuales ‘la mayor parte es igual a cero por.tener ren -
glones que son proporcionales (considérese, por ejemplo, D;;
Cuyos dos primeros renglones son proporcionales). De hecho,

s8lo pueden 'llegar a ser-diferentes-de cero los n!. determi -



nantes para los cuales ji, j2,..., jn constituyen una permuta {

cién de los nfimeros {1, 2,.., n}.

Entonces
n!
det(AB) = I D ’ yimw e g
k=1 %K1 %k: %k
donde (akl, @y rees a, ) es una permutacién de {1, 2,..., n}

Tomando en cuenta la estructura de Du i reseny podemos es

o
cribir kg ki kn
alc’.k1 Bakl
md .
det (aB) = I azq B
k=1 ke akz
a B
nCtkn akn

por lo que, aplicando reiteradamente ii) de VII.2.2, se tiene

gue
B !
akl i
n!
det(AB) = I ajyq azg ... @ B
: k=1 T B%n %k
Bakn

Obsérvese en esta expresidn que el determinante de la derecha
puede transformarse en det B mediante el intercambio de ren -

glones hasta lograr gque la permutacidn

By = (ukl, Oy reer akn)

se transforme en una permutacidén principal. Asfi, si p, ©s de

clase par dicho determinante es igual a det By si p, es de

clase impar es igual a - det B.

En consecuencia, podemos escribir

Tl
det(AB) = I aq azq e e(pk) det B
k=1 k1 ka2 n
esto es
ny
det (AB) = det B L s(pk) aia azq ceeoa
k=1 ki k2 kn

(det B) (det A)

det (AB) (det A) (det B)

]

como se queria.

[] Al

VII.2.4 EJERCICIOS

1.- Determinar cuintos intercambios de nfimeros adyacentes son nece
sarios para transformar en la permutacién principal cada una

de las siguientes permutaciones

a) (3, 1, 5, 4, 2)
b) (4, 2, 1, 3)

A partir de VII.2.2 y tomando en cuenta que

2 1 3 =2
1 4 o0 -1
; = 13a + 39%
0o 2 1 0




.« Obtener el valor de los siguientes determinantes

a)

c)

2a

3.- Demostrar

-1 3
-4 0
-2 1
-b 2a
1 3
3b 6a
2 di
b 2a
1 2
4 1
2 0
b a
que
d X
d vy
d z

3b

b}

d)

£)

2+ai
1

0

a

2 1
1 4
0 0
a b
2 1
i 44
0 2i
ai bi

1+bi
4
2

2a

2ai

4.- Proponer dos matrices A y B de 2x2 tales gque

det(A + B) # det A + det B

y verificar que para dichas matrices

det (AB) = (det A) (det B)

3+2ai
0
1

2a

3bi

-2+3bi
-1
0
3b

{
i
§

VII.3 = CALCULO DE DETERMINANTES ® -

Como el lector se habrd dado cuenta a lo largo de la seccién VII.1,
el empleo de la definicién VII.1l.4 para calcular el valor de un de
terminante resulta urn proceso demasiado laborioso; especialmente
en los casos de ejemplos numéricos, en los cuales se requiere obte
ner primero la expresibn del desarrollo correspondiente al orden
de la matriz en cuestidn, para posteriormente identificar los nfme
ros que corresponden a cada uno de los elementos en el desarrollo

y efectuar las operaciones indicadas.

Es por ello que no se acostumbra en la préctica el empleo de la de
finicién para el cdlculo de determinantes; a cambio se han desarro

llado otros métodos cuya aplicacifn resulta m&s simple y que condu

cen a los mismos resultados.
= Regla de Sarrus

El m&s sencillo de tales mé&todos es el que se conoce como "regla
de Sarrus", el cual posiblemente habr4 sido utilizado ya por el
lector. Este método se emplea para calcular determinantes de se -

gundo y de tercer orden.

. Para calcular el valor de un determinante de segundo orden emplean

do la regla de Sarrus, se efectfa el producto de los elementos de
la diagonal principal y a é&ste se resta el producto de los elemen-

tos de la "diagonal secundaria". En forma esquemética:

ay: Bz

rd

b = aipjazz - azi1ai:
rd
v

azy Az22

como se ve,el resultado que arroja la regla de Sarrus coincide con



la definicibn de determinante de segundo orden.

Asf, por ejemplo, para calcular el determinante de la matriz

empleando la regla de Sarrus se procede como sigue

det A = = (5)(=3) - (-2)(4) = -15 + § = -7
-2 -3

con lo que se llega al mismo resultado que se obtuvo en 1la sec -

cidn VII.1.

Para calcular el valor de un determinante de tercer orden emplean-
do la regla de Sarrus, se efectfia el producto de los elementos de
la diagonal principal y de las dos "diagonales paralelasf a ella;
el término "diagonales paralelas" se debe a que, cuando se emplea
el artificio que consiste en volver a escribir los dos primeros
renglones a continuacién del tercero, los elementos en cuestidn
aparecen formando “"diagonales" paralelas a la principal. A la su-
ma de dichos productos se restan los productos de los elementos de

la diagonal secundaria y de las dos "paralelas" a ella. En forma

esquemética:

i
§ -
:
b
1

. A manera de ejemplo, calculemos el determinante de la matriz

a
a1 a2 Patr
7
\\\\ // + aj )+
= az;a
a1 @422 - Azs s} aji1dzz2aizztaziaszzaya
7 A
\>\\ /s a‘ .
dgx a%: ‘ass + asrazsaj;z-asidzzars
s/ 4
s ol .
// // =
amn ayz ars dasz2az3ayi1—aszzadzazy
P4
#
P

El desarrollo anterior coincide, salvo en el orden de algunos fac-
tores y términos, con la definicidn de determinante de tercer or -

den.

1 0 -3
A =1|-4 5 2
i -2 0

empleando la regla de Sarrus

1 0 -3
det A =| -4 5 2 | = (1) (5)(0)+(-4) (~2)(=3)+(1) (2) (0)
&‘ -2 ~ (1) (5) (=3)=(-2) (2) (1)-(0) (0) (-4) =

0 -24 + 0 + 15 + 4 -0 = -5

‘

- 2,

se obtiene asf el mismo resultado de la seccién VII.L.

Es importante subrayar que la regla de Sarrus s6lo se aplica a de-
terminantes de segundo y de tercer orden. En ocasiones se preten-

e q inan=-
de errbnéamente "generalizar" esta regla para calcular determi

" tes de ordem mayor; sin embargo, se puede comprobar fécilmente que

]
o




= 454 =

al aplicar la supuesta "regla de Sarrus” a un determinante de or -

den superior al tercero se obtiene un desarrollo que no coincide

con el de la definicién.

El método que veremos a continuacidn, conocido como "desarrollo
por cofactores", no sdlo es aplicable al c&lculo de determinantes

de cualquier orden, sino que constituye el fundamento de todos los

métodos de aplicacidn préctica.
= Desarrcllo por cofactores

Con el propdsito de familiarizar al lector con las ideas fundamen-
tales del desarrollo por cofactores, consideremos nuevamente el

desarrollo del determinante de tercer orden obtenido al final de

la seccién VII.1:

det A = alxazzaaz“al1823332"312a21a33+axzazaaal+ax3321332—513322331

Como en cada término hay un elemento de cada renglén y de cada co-

lumna, podemos seleccionar una linea cualguiera y factorizar los

elementos de ésta. Por ejemplo, eligiendo el primer rengldén pode-

mos factorizar sus elementos y escribir
det A = al1(622333-azsasz)+axz(“azlaas+azsaal)+ax3(321832'322632)

Cada uno de los factores que multiplican a los elementos del pri -
mer rengldn en la expresidn anterior constituye el desarrollo de

un determinante de segundo orden. Asf:

para ai; tenemos gue

d22 .Azs
(az2 a3z - azs azy) =

' aaz_ a3

i
i
;
i

-

|

- 455 =
para a;: tenemos que
ass as asy azs
- = (-1
(-a21 233 + azs asy) = (-1)
ass asy asl ass

para a3 tenemos que

(az21 asz2 - @22 asy) =

d uno de to det obtenido de la matriz
Cada un es S erminantes puede sexr 3

(s} u endo s ‘3‘ e encuentra
riginal S prlml n el renglon Y la columna en gque s n

1 o .
e.... elemento COIIeSpOndiente. Tales determinantes reciben el nom

bre de "menores".

Asf, por ejemplc, el menor de a,, se puede obtener de la siguiente

manera

i o
Regresando a la expresidn anterior para det A, vemos que los facto
res que multiplican a los elementos del primer rengldn no son, en

todos los casos, los menores correspondientes.

En el caso de a;, dicho factor es igual al menor con el signo cam-
biado. Esto se identifica con el hecho de que tal elemento es de
"caracteristica impar"; es decir que la suma del ntmero del ren -
glén y de la columné en que se encuentra es un nGmero impar - - -

(1 +2 = 3).

{ i 1lo
'S61¢ tenemos un elemento de caracteristica impar en el desarro
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anterior por haber elegido el primer renglén para factorizar sus
elementos. Si hubiésemos elegido el segundo renglén tendriamos

dos elementos de caracterfistica impar (a21 ¥y azg) Yy, en tal casof

los factores que multiplican a &stos en el desarrollo del determi-

nante serfan iguales a sus correspondientes menores con el signo

cambiado.

Surge asi el concepto de "cofactor", como el factor gue multiplica
al elemento en el desarrollo del determinante. vDicho cofactor es

igual al menor, o al negativo de &ste, segfin sea par o impar la ca

racteristica del elemento.
Finalmente, el determinante de A puede expresarse como

Az2 Aaz23 ] a1 azs
det A = a“(-l)“” + alz(‘l)x+z +

Azz2 Aass asyp ass
3
+ aps(-1)*'*

Expresién que se conoce como el "desarrollo por cofactores segln
el primer renglén". Es claro gue pueden obtenerse desarrollos si-

milares para cada uno de los otros renglones y columnas de la ma -~

triz A.

o 1
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VII.3.1 DEFINICION

Sea A = {:a..] una matriz de nxn con elementos en C.
ij

Se llama menor del elemento ag5e y se representa
con Mij' al determinante de la matriz que se ob-
tiene suprimiendo en A el renglén i y la colum -
na j. )

ii) Se llama cofactor del elemento aij’ y se repre-

itg,
senta con cij' al producto (-1) Mij'

Asf, por ejemplo, para la matriz

es el determinante

1 -3 0
Mz3 = o -1 1 =i -9i = -8i;

mientras que su cofactor es el producto

i1 -3 0 .
Cos = (_1)2“"3 o -1 1 = (-1)( 81i) ; l
3i 0 -1

. Para el elemento azs -se tiene

i

0]
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1 -3 21
Moy = 0 -1 i ==-2+ 9 -6 =1
3i 0 2 i
v :
Cau = (-1)°(1) = (1) (1) = 1
etoi ;
- ﬂ
VII.3.2 TEOREMA
Si A = [jaii] €s una matriz de nxn con elementos en C

Yy r es un nfimero entero tal que 1 < r < n, entonces:

n
i) det A= £ a . cC
j=1 T3 i
n
1i) det A= 1 a, C.
i=1 1L ir
DEMOSTRACION

Se demuestra primero la parte i)

De VII.1.4 se tiene que
1

n

det A = I ¢(p,) a a
L 10 20 Y | o a 1
k=1 k1 k2 Pakr nukn (1)

Y en consecuencia, cada término del desarrollo de det A tiene uno
y s6lo un factor arakr correspondiente al rengldn r, cuyo segundo
indice %, Yecorre todos los valores 1, 2,..., n a lo largo de los

n! términos. Podemos en consecuencia escribir

det A = a F +
o arz Frz LR arn Frn (2)

y debemos probar que los Frj(j =1, 2,..., n) son los cofactores

de los elementos arj en el sentido de la definicién VII.3.1. -é

= 459 =

Como el factor Frj se obtiene sumando los términos del desarrollo
(1) en los cuales aparece el elemento arj y factorizando &ste, se
tendré que Frj es una suma de prcductos formados por n-1 factorgs
entre 1os cuales no hay elementos del renglén r ni de la columna

j: esto es

(n-1)!
F . = z e(p,) a1a azqa ces
& k=1 k ki ka2
ST a vee @ (3)
(2-1)0y gy (PFID0 (149 "Cyn
= - rmu
?onde qy = (akl, akz,..., ak(r—l)’ N (rt1)’ 7 akn) es una permu

tacidn del conjunto {1, 2,..., j-1, j+1,..., n} gue se.obtiene su

aly akn) el nfimero o (que

primiendo en P, = (akl, akz,..., LI

es igual a j en los términos correspondientes a Frj)'

En consecuencia, con la posible excepcidn del signo e{p,) la ex -

presidn (3) corresponde al desarrollo del menor Mrj’ de acuerdo con

" la definici6n VII.3.1

Para mostrar la relacidn que existe entre e(pk) y E(qk), conside-

remos la permutacién

pk = (akl, akz,..., akr""’ o

" hasta el filtimo lugar por medio de n-r inter -
r

cambios de nfmeros adyacentes, se obtiene asf la permutacién

¥ traslademos a a

)

1] -
B = (0 v Sy reier Bpr Gpy

cuyo signo, respecto al de Py estd dado por

n=x

s(pi) = (-1) e(py)

-Por otra parte, los primeros n-1 nGmeros de pé coinciden con' la
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permutacién
qk = (akli akz,..., G.n)

Yy comoyukr = j, en pi habr& n-j nfimeros mayores que %, Y Que se
encuentran antes que &ste en la permutacién, por 1ld que pi tiene

n~-j inversiones mis que 9, Y. en consecuencia
elg) = (177 epy)
por lo que, respecto al signo de Py tendremos
s f=13B=d 4 nm=p — (_1y2n-r-j = (=1y=(r+3)
e(qu (~1) (-1) E(pk) = (-1) e(pk) (-1) J e(py)
o0 lo que es equivalente
= fn y2E]
e(p,) (-1) elq)
Finalmente, llevando este resultado al desarrollo (3) se obtiene
= (LqyT+]
Frj (-1) Mrj

por lo que, de VII.3.1

como se querfa.

La parte ii) del teorema se sigue inmediatamente de la parte i)

del mismo y de la propiedad i) del teorema VII.2.3.

L[]

De acuerdo con el tecrema VII.3.2, el valor de un determinante
puede obtenerse a partir de los elementos de una cualquiera de sus

lineas, sumando los productos de &stos POr sus respectivos cofacto

e 4
res.

o e 1

e dE

;;

0 2 -1 o

-1 6 =7 1

Podemos elegir cualquier repglén o columna para desarrollar por co
factores. En este caso, un somero anélisis de la matriz dada nos

sugiere la eleccidn del tercer rengldn en virtud de que dos de sus
elementos son nulos y el producto de éstos por sus respectivos co-
factores serd igual a cero, sea cual fuere el valor de los cofacto

res, por lo que no ser& necesario calcularlos.
Asi, se tendrd que
det A = OXC31 + 2XC32 + (‘1)XC33 + OXC3u = 2C32 - C33

i a re
Para calcular los menores correspondientes podemos emplear 1 e

gla de Sarrus por tratarse de determinantes de tercer orden.

2 =5 2

Mszgy = 4 o] 1 =0 -56+5 -0+ 14 + 20 = -17
-1 =7 1

2 1 2

Ms3; = 4 -6 ol = - 12 + 48 - 1 - 12 - 12 - 4 = 7

-1 6 1
Los cofactores serfn entonces
Caz = 17 Y C33 = 7

POor lo gque

Hilf
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det A = 2x17 -7 =27 f condensacién®, se basa precisamente en esta idea y consiste en lo
siguiente:
En el caso general, el desarrollo por cofactores transforma el pro .
blema de calcular un determinante de orden n en el de calcular n § 1) Elegir una linea gque contenga el mayor nfimero de ceros po-
determinantes de orden n-1. Cada uno de estos determinantes puede ‘l sible.

desarrollarse a su vez por cofactores, obteniéndose menores de or-

2) -Elegir un elemento no nulo de dicha linea (de preferencia
den n-2, y asi sucesivamente. Se acostumbra continuar el procesoc . i

] un 1 o un -1) y aplicar reiteradamente la propiedad v) de
hasta obtener menores de orden 3 o de orden 2, cuyo valor puede ob i
: ’ P ' : - VIT.2.2 hasta reducir a cero todos los demis elementos de

tenerse empleando la regla de Sarrus.
] la lfinea.

e Condensacién '
; 3) Desarrollar por cofactores segin dicha linea.

El desarrollo por cofactores, aungue de aplicacién general, no es o .

: . s 4) Repetir los tres pasos anteriores hasta obtener un determl

un método eficiente dada la gran cantidad de determinantes de or - ‘ . e
nante de tercer orden (o de segundo si se prefiere) y obte

den menor que se requiere calcular. Por ejemplo, pgra un determi- ;
: : ner su valor mediante la regla de Sarrus.
nante de quinto orden se tendr&n 5 menores de cuarto orden, y para

cada uno de ellos 4 menores de tercer orden; por lo que se requie- i VA manera de ejemplo, usaremos a continuacidn el método de condensa
re calcular un total de 20 determinantes de tercer orden. L cidn para calcular el determinante de la matriz
il

Como se vio en el ejemplo anterior, en ciertos casos especiales —;1 1 =5 ;2\ 3 ]
puede evitarse el cdlculo de algunos cofactores cuando los elemen-— 1 ' 3 2 1 01 -1
tos correspondientes son nulos; en especial, si alguna de las 1f - . A = 1 -1 2 i i>1 0
neas tuviese todos los elementos excepto uno iguales a cero, sin 0 2 51 3 F-1
duda escogerfamos dicha lfnea para efectuar el desarrollo por coO -~ L.l 2 4 0 1]
factores, ya que s8lo requerirfamos calcular uno de ellos (el cg - ‘

“ E $ Elegimos la cuarta columna para efectuar el desarrql}o por tener

rrespondiente al elemento distinto de cero). Esta situacidn, cla- . o 1 & .
&sta dos elementos nulos, y seleccionamos como pivote" a erce

ramente deseable, puede lograrse con ayuda de las propiedades que i
elemento de dicha columna por tratarse de un uno. Entonces, multi
establece el teorema VII.2.2; en particular, mediante la aplica - : ] ' ]

: plicando por 2 y por -3 el tercer rengldén y sumidndolo al primero y
cién reiterada de la propiedad v). b ‘

& al cuarto renglones, respectivamente, se obtiene

El método que se propone a continuacidn, conocido como "métodc de

#
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Para continuar con el proceso, seleccionamos ahora el segundo ren-

-1 i =5 = 3 2 i =1 =3
(2) 0 o glén para el desarrollo y la primera columna como pivote, con lo
3 2 1 0 -1 3 2 1 Q0 -1 ’
—_ que
det A = r. =1 2 Ql) 0= = i -1 2 1 0 i .
0 2 1 3 _l (_3) _3 5 _5 0 -1 ; 5 4 "‘10 5 24 -30
- ) Pl
1 2 4 o 1 1 2 4 o 1 ! det A= (-1) (2, -8 8 = d=ip &2 & B
3 5 -2 3 17 -14
En consecuencia, desarrollando por cofactores segfin la cuarta colum £ (4) (-4)

na
Finalmente, desarrollando por cofactores y empleando la regla de
Sarrus se obtiene

det A = (1) (-1)7

_ 24 -30 G2 i
cdet A = (~1)(2)(-1)% = 2(-336 + 510) = 348 « ;
17 -14 = 8 3

Para calcular el valor de éste determinante de cuarto orden, elegi .
; = que es el valor del determinante.

mos ahora el primer renglén para el desarrollo y la primera colum-

na como pivote, por lo que sumando &sta a la segunda y tercera co- Como puede verse, el método de condensacién ofrece en cada ciclo

lumnas, multiplic&ndola por -3 y sum&ndola a la cuarta se obtiene un gran nfimero de posibiliéades para la seleccidn de la linea y

del elemento pivote. Una se;éccién adecuada en cada caso puede

-1 3" i L »
! d 0 0 “ ° contribuir notablemente a simplificar los cdlculos correspondien -
1 -3 3 5 4 -1¢ te
= (-1 ' g Tes.
=851 =1 -3 2 -8 8
1 2 4 1 1 3 5 -2 . ; = Determinante de una matriz triangular.

“

(1) (1) (-3)

El c&dlculo del determinante de una matriz triangular resulta parti

y desarrollando por cofactores segfin el primer renglén cularmente sencillo, ya que su valor es igual al producto de los

‘

1 elementos de su diagonal principal, comg, 1o establece el siguiente
5 4 -10 |

teorema.
det A = (-1)(1)(-1)2 | 2 -8 8

3 5 =2

kY




VII.3.3 TEOREMA

Si A= [aii] es una matriz triangular supcrior

(inferior), entonces

n
det A = "I
i=1

a,.
6 s 1}

DEMOSTRACION

Haremos una prueba por induccidn en el

lar superior.
Para n = 2 se tiene

a1 a):

1]

A,
0 azz

y por la regla de Sarrus

det A, = ajjaz; - 0 = ajjaz;

Sea ahora

0 azz ] dzn
An = e e e e s e s e
e e s e e e u
0 1] P |

nn

a3y Qy2
= - n+n 0 agza
det An ann( 1)
26 o G
0 0

el Gltimo renglén se tiene que

caso de una matriz triangu-

é
]
¢

a a e

11 12 1,n-1

0 a |

22 2,n-1
TR R
0 0 s s
n-1,n-1
y en consecuencia
det A = a (a a
n non 11 23

a“azz see

a
n-1,n-1

a
Ti= 1 o M= ]

Por otra parte, si A es triangular inferior entonces AT es triangu

lar superior; en consecuencia por i) de VII.2.3 y el resultado an-

térior se tendr& que

n
det A = det A = I a

5 i
i=1

Esto completa la demostracidn.

L]

La facilidad con qgue se calcula el determinante de una matriz

triangular sugiere otro método general para el cllculo de determi

nantes, el cual consiste en transformar la matriz dada en una ma -

triz triangular empleando las propiedades del teorema VII.2.2, y

calcular el determinante de &sta multiplicando los elementos de su

diagonal principal.

Debido a que una matriz triangular es una ma

triz escalonada, el procedimiento resulta similar al método de

Gauss para la resolucibén de sistemas; sin embargo, se debe tener

presente que en este caso las transformaciones del tipo I y del ti

po II pueden alterar el valor del determinante.

A manera de ejemplo, calcularemos a partir de este método el valor

del determinante que empleamos para ilustrar el método de conden -
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sacibn.

Multiplicando por 3 el primer renglén y sumdndolo al segundo, y su

!

mando el primer renglbn al tercero y al guinto se obtiene

=1

3

det A = 1

-1
0

-2 3
-6 8
-1 3

3 =]
-2 4

sumando al segundo rengldén el guinto multiplicado por -2 y, a con-

tinuacidn, multiplicando por 2 y por 3 el segundo renglén y suman-

do al cuarto y quinto renglones,

det A = 0

1

=1

3

=2

-1

0

respectivamente,

se obtiene

=2 3
-2 0
ot 3
=1 . =1
-8 4

o - -23 =
Multiplicando el tercer rengldn por —3 Y por 2%, y sumindolo al

cuarto y al quinto renglones y, a continuacidn, multiplicando por

55 €l cuarto rengldn y sum&ndolo al quinto se obtiene

-13
-1
0
det A = 0
0
0

-2
-2

-1
20

3
13

3

P

~-24

=33

=1

0

=2 3

-2 0

-1 3

20

-3 -24

e
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por lo que, finalmente

get a = (-1) (1) (-3) EP D) = 348.

" gque es el valor buscado.

VII.3.4 EJERCICIOS

1.- Aplicar la regla de Sarrus para calcular el valor de los si

guientes determinantes

a -3a 3 b -c

a) by |-2 1 -1
2 1

-9 ¢ 3b

2.- Obtener el menor y el cofactor de los elementos azz2 Y @23 de

la matriz

1 2 -5
A = 4 3 6
-2 1 2

3.- Obtener el valor del determinante

a) desarrollando por cofactores segfin la tercera columna

b) aplicando lo que s
nante de 4o. orden.

Y comparar estos resultados con el obtenido en el problema 4

de VII.1.5

erfa la regla de Sarrus para un determi
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4.- Calcular el determinante del problema anterior, desarrollando

por cofactores segfin el segundo renglén.

5.~ Calcular el valor del determinante

-2 1 4 0 1 =

a) por el método de condensacidn

b) transformando a una matriz triangular.

6.~ Demostrar que el valor de

ay a2 0 0
azi aza 0 0
b,y by ass 0
Cy C2 Cs Ay y

es independiente de los valores de by, bz, c1, c2 y c3
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VII.4 ALGUNAS APLICACIONES

Como complemento a las secciones anteriores, en las cuales se pre

_sentaron los principales aspectos relativos al concepto de deter-

minante, en ésta veremos dos de sus principales aplicaciones: al
cslculo de la inversa de una matriz y a la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales. Como consecuencia del desarrollo de es -
tos tdpicos se obtendré&n ademéds algunas propiedades adicicnales

que son de gran utilidad en el empleo de los determinantes.
= Cilculo de la inversa por medio de la adjunta x

Se conoce como adjunta de una matriz cuadrada A a la transpuesta
de la matriz que se obtiene reemplazando los elementos de A por
i

sus respectivos cofactores, como lo establece la siguiente defini

cidn

VII.4.1 DEFINICION
Sea A = |:aij] una matriz de nxn con elementos en C,
y sea Cij el cofactor del elemento aij' Se llama

Adjunta de A a la matriz

Adj A = [b ij:l » donde bij =Gy

Asi, por ejemplo, para obtener la adjunta de la matriz

1 0 2
A= 3 -1 4
2 1 (o]
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i jemplo ante-~
-1 4 3 4 3 -1 % Esta expresién no sb6lo es védlida para la matriz del ejemp
: tablece
- A ) =3 rior sino gue constituye un resultado general, como lo esta
1 0 2 0 5 N ]
; el siguiente teorema
0 2 1 2 1 B i
C21 = . (-1) =2, C22 = = -4, Cz23 = (-1) - ; T ——
1 O 2 i : " ! . Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entonces
0 2 1 : ' ’ A(Adj B) = (Adj A)A = (det A)In
= = A Cap = (1) =2, Cs3= = -1, .
=i 4 3 4 _—
Y se ordenan de la siguiente manera . DEMOSTRACION
5 Sea A = [aij] .
F—‘! 2 <2 | '
- a
231 A = CIN = 8 -4 2 De VII.4.1 i
| L ) i
g g Adj A = [bi{] , donde bij = cji

La adjunta tiene la siguiente propiedad importante. Si multipli- por lo gue, de VI.3.1

camos la matriz A del ejemplo anterior por su adjunta obtenemos )
' - A(Adj A) = [pij]
) n

ol il = g2 6 0 0 1 o0 o0 n
. - : = a., C.
A(Adj A) = 3 i 4 8 -4 2| = 0 6 0 = 6{0 1 0 i donde pij = % aik bkj kz::j. ik ]k
‘ k=1
2 1 0 5 -1 -1 0 0 6 0 0 1 A s . e
En consecuencia, para i = J se tiene qu
y cabe preguntarse que relacidn tiene el nlimero 6 con la matriz ; a C
Pis = P33 7 ik “ik
dada. Si calculamos su determinante encontramos que 4 i3 1 " y
| i-&si 6n
que es el desarrollo por cofactores, seglin el i1-&simo reng ’
: 0 , | ) i 11.3:2
: : del determinante de A; por lo gue, de i) de VI
det A = 3 =l 4 =6 ‘:
| ?5 | (6]
i T ' = det A
C ' ! Bgg = 99
- deCir - g_ Probaremos ahora que pij = 0 cuando 1 # 3

il A)‘$3 | . Por i) de VII.3.2 se tiene que




a1 ay: «e« ain
i air aiz ... ajg
: =a, C. + a,C. +.,..+ a
j17i: j27j2 jncjn
J 2j1 ajz ... ajg
ani anz .o ann
por lo que, haciendo a. = a.. tenemos
jk ik
211 aj, « ain
. aij, ajaz con ain
. =a,C, +a,cC +...+ @
‘ i1 31 iz J2 iann
ai . 5 )
J ir aiz ... aj,
ani anz “es ann

Pero este determinante tiene dos renglones iguales por lo que, de
iv) de VII.2.2, su valor es cero y
a C  + a C t.o.t a =
il g1 iz 42 in cjn 0
Esta expresién nos indica que la suma de los productos de los ele
mentos de un renglén por los cofactores de los elementos de otro

rengldén es igual a cero.
En consecuencia
=0, si i#3j (2)

Asi que, de (1) y (2) 13

i
i
g
;

e S

S

por lo gue, de VI.3.4 y VI.2.4

A(Adj A) =. (det A)I
La.prueba de

(2dj A)A = (det A)I

es similar y se sugiere al lector intentarla como ejercicio.

O

Con ayuda de este resultado puede demostrarse el importante teore

ma gue se enuncia a continuacidn

VII.4.3 TEOREMA

Sea A una matriz de nxn con elementos en C:

a"! existe si y sblo si det A # 0

DEMOSTRACION
a) De VII.4.2 se tiene que
‘A(Adj A) = (det A)I

por lo que, si det A # 0 de la expresibén anterior se sigue

que




e S e
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L (AGA
det A( 3 A) 5 In
En consecuencia, de VI.4.1
-1 _ 1 .
AT S FgE i A ' (1)

-1
A . .
y existe, ya que la adjunta de a existe para toda matriz

A,

Entonces

det A ¥ 0 Saa’ (2)

. -1 .
b) si a existe, entonces

n por VI.4,1
d -1y _
et(A A ") = det 1
n

(det a) (4 -
) (det A" ™) det In por iii) de VII.2.3

(det a) (et a™%)

I
[y

por VII.3.3 (3)

por lo que det A # 0; esto es
=1
qA =>det A # 0 (4)

Finalmente, de (2) v (4) se sigue gque

T2 (=) det a # o

como se querfa demostrar.

1

La Ko i
expresidn (1) de la demostracidn anterior sugiere un método pa

ra i i
calcular la inversa de una mat¥iz, el cual consiste en multi -

plicar el recfproco del determinante por 1a adjunta. Puntualiza-
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mos dicho resultado en el siguiente corolario

VII.4.4 COROLARIO )
- 1 .
si det A # 0, entonces A E- EEE—X(AdJ A)

i
i

Asi, por ejemplo, la inversa de la matriz

1 0 2
A= 3 -1 4
2 1 0
es
-2 1 1
= 5 8 3 v
= T _ 4 -2 1
avEg | e ® Ri=lw % 3
_ 5 -1 _1
= ' e § § 6

Otro resultado importante que puede derivarse de la demostracidn

del teorema VII.4.3 es el siguiente.

VII.4.5 COROLARIO

si aA™! entonces det A7! =

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la expresidn (3).
-  Regla de Cramer

Para terminar este capitulo ‘enunciaremcs formalmente el método pa
ra resolver sistemas de ecuaciones lineales sugerido al principio

de la seccidn VII.1, el cual nos sirvid como motivacidn para la
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definicibn general de determinante.

VII.4.6 TEOREMA (REGLA DE CRAMER)

Sea

arixi1 + airaXz +...+ ainXn = b

a21X1 + az2X2 +...+ aznxn = b2

aniXi1 + apz2X2 +...+ annXn = bnp

un sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas, v sea

£

A = [aié] su matriz de coeficientes.

det Ak

Si det A # 0 entonces X = TeT x5 ! (k =11, 2,.4s, 1)

a.., para j # k

13

donde Ak = [:cij] es tal gque Css =

1]
~

bi , para j

Es decir que, si det A # 0, entonces el valor de la k-&sima incég
nita en la solucidn del sistema puede calcularse como el cociente

de los determinantes de las matrices Ak Yy A, donde Ak se obtiene

reemplazando en A la k-&sima columna por el vector de té&rminos in
dependientes. k
DEMOSTRACION
El sistema es equivalente a la expresién
AX = B

donde

P
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aizi ajz — ain X1 b,
az1 azz2 .e. A2n X2 bs
A= LA E B X=1 . y B= .
ani an2 o e ann Xn bn

Entonces, si det A # 0 por VII.4.3 & A_1 y se tendré gque

X = als

por lo gue, de VII.4.4

s .
X = Lm(AdJ A’] B
Esto es
 Ciy Ca1 ee. Cma b,
i
X = -———det A Cy, sz v an bz
Cin Czp v w Cnn bn
biC1: + b2C21 +...+ bpCpa
X = ag%ﬁg biC12 + b2Cz2 +...+ bnCn2
bi1Cin + b2C2n +...+ bnCnn
aAst que
X . (bCc ., +DbC. +...% bncnk)’ k = 1, 2,605, 1)

k det A7) 1k 2 2k

pero, por VII.3.2, la expresidn

b C + b C +...+'b C
nn

1 1k 2 2k k

) ) ~ . -
corresponde al desarrollo por cofactores, segfin la k-&sima colum

na, de una matriz que se obtiene a partir de A reemplazando los
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elementos de la k-&sima columna por el vector de t&rminos indepen { 2 3 1
v - 4
dientes; es decir que ] det A3 = | -1 -1 3 = -6
i 1 2 -2
1 aij' para j # k ' -5 i .
Xk = Jet afdet 7)), donde 2, = [ cii] COB: Gy por lo gque la solucidn es
bi , para j = k
= =10 _ 4 _ -6 _
lo que demuestra el teorema. Xy = — =3, X2 = =% = -2, X3 = =5 = 3
Asf, por ejemplo, para resolver el siguiente sistema de ecuacio -~
VII.4.7 EJERCICIOS
nes lineales empleando la regla de Cramer
1.- Obtener la matriz A para la cual
2X1 + 3X2 = X3 = 1 .
- X, - X2 + 2x3 = 3 1 -2 7 1 dasz as,
: ) ‘ T :
Ry 4 DRy =xy =D Adj A = -3 0 -3 vy A = 2 azz2 asaz
1 -2 1 -1 3 1

calculamos primero

P 2.~ Para cada una de las siguientes matrices determinar si existe

2 3 ~1 ' 2 &
o ¢ Su inversa, en caso afirmativo calcularla por el método de la
det A = -1 =1 7 = =2 £
. 4 adjunta y verificar que se cumple el corolario VII.4.5
1 2 =1 .
I B ~ ] Ler, - -
: a) I -1 0 i 5
Como det A # 0 calculamos ahora .
A = 3 2 1 i 1
1 3 -1 | 0 -2 1" 2
det Ay = 3 =i 2 = -10 i 3 — -
b) =2 0 1
-2 2 =1
B = 3 5 2
2 1 - ! ) -1 5 4|
det A, = |=-1" 3 2 = 4 ' d ) 3.~ Demostrar que si A es una matriz no singular de 3x3, entonces

1 =2 w==h .
: 1 det A = \/ det (Adj A)




6.- Una compafifa recibié de cuatro proveedores los siguientes pre

supuestos:

Prov. A Prov, B Prov. C Prov. D

No. compresoras
No. medidores

No. vilvulas

No. reguladores
Costo total en
millones de pesos

=) lk‘hCDN
(&) ]M.>¢=o
w !N)OB)H
> IOJ#NJH

Sabiendo gque los proveedores tienen los mismos precios para ca
da articulo; ¢Culntos millones de pesos cuesta cada impresora?
éQué ventajas presenta en este caso el empleo de la regla de

Cramer sobre el método de Gauss?

4 CAPITULO VIIT  ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

INTRODUCCION

En capfitulos anteriores hemos tratado con diferentes tipos de en-

tes matemiticos tales como nimeros complejos, polinomios y matri-

ces, y hemos efectuado con ellos ciertas operaciones; sin embar -
go, no todas las operaciones se comportaron de la misma manera:

la multiplicacién de polinomios, por ejemplo, resulté ser una ope

‘racifén conmutativa mientras que la multiplicacién de matrices no

lo es. En este capitulo analizaremos los aspectos mis relevantes

en el comportamiento de las llamadas "operaciones binarias”.

Cuando un conjunto esta provisto de una o varias operaciones bina

- rias se tiene un "sistema algebraico". Dicho sistema posee cier-
.ta "estructura” qgue estd determinada por las propiedades de las

loperaciones definidas en el conjunto.

- Es posible que dos conjuntos formados por elementos de diferente

naturaleza.y provistos de operaciones distintas tengan, sin embar

éc, el mismo "“comportamiento algebraico"; es decir, que las opera



ciones obedezcan a las mismas leyes.

Se dice en tal caso que am-

bos sistemas poseen la misma "estructura. algebraica".

A ciertas estructuras fundamentales se les han asignado nombres

especificos como el de "grupo", "anillo" o "campo".

No se pretende realizar agquf un estudio exhaustivo de las diver -
sas estructuras algebraicas existentes, sino m&s bien presentar

los conceptos bidsicos que nos permitan identificar y comprender

la estructura algebraica de los sistemas m&s comunes en matem&ti-

cas.

Vir.1 OPERACIONES BINARIAS Y SUS PROPIEDADES

El concepto de operacién binaria es fundamental para el estudio
de las estructuras algebraicas; en consecuencia, necesitamos empe

zar por definir formalmente lo que entenderemos por una operacién

binaria.

No se trata ya de una operacién en particular, como la adicidn de

nimeros complejos o la multiplicacidén de matrices, sino del concep

to mismo de operacidn binaria; es decir, de aquello que es comin

a todas las operaciones de este tipo que conocemos.

éQué tienen en comln operaciones como la adicidn de nidmeros racio
nales, la sustraccidén de polinomios y la multiplicacidén de matri-

ces, por ejemplo?
Fundamentalmente lo siguiente:

. Se aplican a dos elementos de la misma especie (de ahi el tér
mino "binaria"). %

. Asignan a dichos elementos un Gnico "resultado", gue es otro

4
]

elemento de la misma especie, por medio de un criterio deter-
minado. En general, el resultado asignado depende no s6lo de
quidnes sean los elementos sino también del orden en el que

€stos sean considerados.

Podemos decir entonces gue una operacibn binaria es una regla que

asigna a cada par ordenado de elementos de un conjunto un Qnico

~ elemento de dicho conjunto. Con ayuda del concepto de funcién,

la definicién de operacién binaria puede enunciarse de la siguien

te manera

é

VII.1.1 DEFINICION
Una operacibén binaria * definida en un conjunto S
es una funcibn de SxS en S. La imagen del par

ordenado (a,b) bajo la operacidn * se representa

con axb,

La adicibén de nfimeros racionales, por ejemplo, es una funcidn de

QxQ en Q, denotada por el simbolo +, que asigna a cada par ordena

. a c : %
do de nfimeros racionales (S' E) un finico n@imero racional represen

tado por % + %, al que se conoce ccmo "la suma" de % Yy %.

)

La expresién

+ S = ad + bc .;
d bd

o

de la definicidn I.4.4 especifica como obtener el nﬁmefb'%'+ % a

partir de los nfimeros % y g; es decir, especifica la regla o cri-

terio de asignacién.
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Al aplicar dicha regla al par ordenado (l, %), por ejemplo, se ob

tiene el nlmero racional i}; es decir
1 4 _ 11
F*¥ITF

Entre otros ejemplos <e operaciones binarias conocidas tenemos

los siguientes:

La adicidén y la multiplicacis. -
naturales

1Y

1 conjunto de los nGmeros

PRV

La sustraccidn en el conjunts we I n.2ros enteros

La divisién en el coniuuto de los nfimeros c.ooplejos diferen -
tes de cero

La adicidn y la sustraccién de polinomios 1

La adicién y la multiplicacién en el conjunto de matrice s cua
~“radas de orden n

La unifén y la interseccidén de conjuntos, etc.

Es claro que el concepto de operacidn binaria establecido por
VII.1.1 no se restringe a las operaciones usuales, como las que
acabamos de mencionar, sino gue admite la existencia de "nuevas”

operaciones binarias.

Para definir una operacién binaria en un conjunto S bastar& con
especificar una regla que asigne a cada par ordenado de elementos
de S un finico elemento de S. Por ejemplo, podemos enunciar la si

guiente regla para un par ordenado cualquiera de nfimeros natura - &

les: 5
"Al primer elemento agregarle el doble del segundo"
con lo que hemos definido una operacién binaria en el conjunto N,

Para representar dicha operacién podemos utilizar cualquier simbo
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lo, aungue es recomendable emplear simbclos distintos a los de

. las. operaciones usuales para evitar confusiones.

Por ejemplo, si elegimos el simbolo A para representar la opera-

cién anterior, ésta‘quedaré definida por la expresién
m A n=m+ 2n; ¥ m, neN (1)

Si ablicamos dicha operacién al par ordenadc (1,3), por ejemplo,
se obtendri como resultado el nfimero 7; lo que se expresa de la

siguiente manera

si la aplicamos ahora al par ordenado (3,1) se obtendr& como re -

sultado 5; esto es

bAunqua la manera m&s usual de definir una operacidn binaria es me
diante una ﬁxpfesién, digamos "matemdtica", como la expresién (1),

s : " "
en ciertos casos suele hacerse también mediante una tabla".

Dichas tablas son particularmente fitiles cuando el conjunto sobre
‘el qué se define la operaciéﬁ es finito y tiene pocos elementos.

Por ejemplo, en el conjunto
G = {a, B, v}

podemos definir una operacién o mediante la siguiente tabla
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D a B Y
a a [&] Y
(2)
B B B o
Y a B Y

Para buscar en la tabla el resultado asignado a un par ordenado

en particular, se busca al primer elemengd en' la columna de 1la ig
quierda y aiWSeguhdd en el rengién superior; él”ré§ultédo se ég}-
Cuentra en la interseccidn del rengldn y la columna correspondien

tes.

Por ejemplo, el resultado de aplicar la operacién o al par orde-

nado (B,Y) es, de acuerdo con la tabla (2):

Para {y,B) se tendrd en cambio

i
™

y o 8

Antes de pasar a ocuparnos de las propiedades cabe resaltar que,
de acuerdo con la definicién VII.i.1l, una operacidn binaria * de-
finida en un conjunto S asigna siempre como resultado un elemento

de S; es decir que
¥ a, be S: a*b e S

Algunos autores se refieren a esta situacién diciendo que el con-

junto S es "cerradc" respecto a la operacién *.

%
De acuerdo con esto, la sustraccidn no es una operacibn binaria
en el conjunto de los nfimeros naturales ya que, para los nfimeros

naturales 1 y 3, por ejemplo, ia diferencia 1-3 no pertenece al

conjunto N. .

= Cerradura

VIIL.1.2 DEFINICION

Sea * una operacidn binaria definida en un conjunto S,

y sea T un subconjunto.de S.. Se dice que T es cerrado
18 i o

!

L . ‘.‘ P , 5 .
respecto a la oﬂérac1on‘* si

¥ a, beT: a*b e T

Es decir que el subconjunto T es cerrado respecto a la operacidn
* si al aplicar dicha operacién a dos elementos cualesquiera de T

se obtiene como resultado otro elemento de T.

7 Asi, por ejemplo, para la multiplicacidn de nlimeros racionales

los siguientes subconjuntos de Q son cerrados

x| xeQ x>0}
{0}
{o, 1, =1}

asf como también lo es el propio Q; mientras que los siguientes

: e
subconjuntos no son cerrados respecto a dicha operacidn

{x | x € 0, x <0}
{0, 1, 2}
Respecto a -la operacién A definida por la expresifén (1), el con-

junto N no. tiene subconjuntos cerrados salvo el propio N.

Para la operacidén o definida por la tabla (2), el conjunto
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{B, Y} es el @inico subcon-unto de G que no es cerrado respecto a

dicha operacién.

= Elementos idénticos

ViT.1.3 DEFINICION
Sea * una operacidn binaria definida en un conjunto S:
i) Un elemento ¢ € S es un idéntico izgquierdo para * si
exa = a, Y a € S
’ii) Un elemento ¢ € S es un idénticc derecho para * si
a*e = a, ¥ aesS

iii) Un elemento ¢ € S es un idéntico para x= si es

idéntico izquierdo e idéntico derecho.

As{, por ejemplo, para la multiplicacidén definida en el conjunto
M de todas las matrices de mxn con elementos en C, -la matriz Im

es un idéntico izgquierdo ya que
I A=A, ¥ AcM
y la matriz In es un idéntico derecho puesto gque

AI =A, ¥A e M

El nlimero cero es un elemento idéntico para la adicidn definida

en Q, ya que

x+0=x%, ¥x¢cQ

y el nfimero uno lo es para la multiplicacién definida en dicho

conjunto, puesto que
L« x =%
x +1=x, ¥X€0Q

El conjunto N no tiene idéntico izgquierdo para la operacién A de-

finida por la expresidn (1), ya gque la condicidn
e An=n
es equivalente, por definicién de la operacién 4, a la expresidn

e + 2n = n
o sea

e = -n

Entonces, si n € N se tendréa que -n ¢ N, por lo gue A no tiene

idéntico izquierdo en N.
Dicha operacidn tampoco tiene idéntico derecho en N, ya que

ndAe=mn,%¥n

es equivalente a

n+ 2e¢=n
2e = 0
e =0

y el cero no es un elemento de N.

Como otro ejemplo consideremos la misma regla de correspondencia
para la operacién A, pero definida ahora en el conjunto de los nfi

meros enteros; esto es

mAn=m+2n; ¥m, ne 2
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Al buscar un idéntico izquierdo para A en el conjunto Z partimos

de la condicién

y llegamos nuevamente a la expresidn

donde ahora, si n € Z se tiene que -n ¢ 2.

Sin embargo, de acuerdo con dicha expresién cada elemento tendria
su "propio" idéntico izquierdo, y el "idéntico izquierdo" de un

elemento no lo serfa para otro diferente.

Por ejemplo, un "idéntico izgquierdo" para 1 seria -1 ya gque
-1A1=1

pero para 2 se tendria gque
-1A2=3

En consecuencia, la operacién A no tiene idéntico i;quierdo en Z.

Por otra parte, el nlmero cero es un idéntico derecho para la ope

racién A definida en Z ya que
nAQO=n, ¥nel2
y ademds 0 e Z.

Finalmente,'para la operacidén o definida por la tabla (2), el con

.junto G tiene dos idénticos izquierdos (que son a¢ y Y) y no tiene

idéntico derecho.
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=3 Elementos inversos

VII.1.4 DEFINICION
Sea * una operacidn binaria definida en un conjunto S, y:
i) Sea ¢ un idéntico izquierdo para *. Un elemento 2es

es un inverso izquierdo del elemento a € S si

ii) Sea e un idéntico derecho para *. Un elemento aes

es un inverso derecho del elemento a € S si

. s
iii) Sea ¢ un idéntico para *, Un elemento a € S es un

inverso del elemento a € S si

~ ~
axa = e y a*a = ¢

Como se sigue de la definicién anterior, para poder hablar de ele

mentos inversos se requiere que existan elementos idénticos.

Asi pues, como la operacién A definida en N por la expresién (1)
no tiene idéntico izquierdo, no puede haber inversos izquierdos
para dicha operacidén; y como tampoco existe idéntico derecho, nin

gln elemento de N podrd tener inverso derecho para la operacidn A.

Para la operacifén o definida en G por la tabla (2) se tiene lo si

guiente:

Como a y Y son idénticos izquierdos, entonces a tiene dos inveE -

sos izguierdos, gue son o y Yy, ya que



B no tiene inverso izquierdo

Y tiene dos inversos izguierdos, gue son a y Yy, ya gue

Q
o
-~

]
~<

<
o
=2

il
=7

Como no hay idéntico derecho ninglin elemento de G tiene inverso

derecho.

Para la adicidén en Q el cero es un elemento idéntico por lo que,
para dicha operacidn, un inverso del nfmero x € Q es el nfimero

-x € Q (llamado su simétrico), ya que
-x +x =0 y X + (~x) =0

Para la multiplicacién en Q, como el nmero uno es un elemento
idéntico, un inverso del nfimero racional x # 0 es el nfimero

% € Q (llamado su reciproco), puesto que

- Asociatividad

.VII.1.5 DEFINICION
Sea * una operacidn binaria definida en un conjunto S

Se dice que * es asociativa si

¥ a, b, c € 8: ax(bxc) = (a*b)xc

|
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Consideremos, por ejemplo, la operacién © definida en G por la
tabla (2). Esta operacibén no es asociativa ya que, para los ele-

mentos B, B y Yy se tiene que

B o (B o v)

I
W
o
3

I
™

(B o B) o ¥

Lt}
o
a
<
]
Q

por lo que

B o (B oy #(B aoB)o v

Y, en consecuencia, existe al menos un caso para el cual no se
cumple la igualdad de la definicién VII.1.5, igualdad gue debe
cumplirse en todos los casos para que la operacidn sea asociati-

va.

La adicifn y la multiplicacién en Q son operaciones asociativas,

ya que

X+ (y+2) = (x+y)+ 2z

1}

x (yz) (xy) z

para todos los valores de X, y, z € Q, como lo establecen los
teoremas I.4.5 y I.4.8; mientras que la sustraccidn en Q noslo

es, ya que la igualdad
x=-(y=-2)=(x-y) -z
no se cumple en todos los casos.

Para determinar si la operacién A definida por la expresidn (1)
es asociativa o no lo es; debemos analizar para gque valores de

m, n y p se satisface la igualdad
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mA (nAp) = (mAn) Ap

Por una parte tenemos gque

1]
]

maAa (n A p) m A (n + 2p) m+ 2(n + 2p) = m + 2n + 4p
Yy por otra

(m A n) Ap

(m + 2n) A p=m+ 2n + 2p

resultados gue nunca ser&n iguales puesto que p no puede valer

cero.

Cabe hacer notar gue cuando una operacién * es asociativa pode -

mos escribir
a*b*c

sin gque exista ambigliedad respecto al significado de la expresidn,
puesto que en cualguier orden que cologuemos los paréntesis se

obtendr& el mismo resultado.

= Conmutatividad

VOr.1.6 DEFINICION
Sea % una operacibén binaria definida en un conjunto S.

Se dice gque * es conmutativa si

¥ a, be S: ax*b = bxa

La operacién o definida por la tabla (2) tampoco es conmutativa

ya que; como vimos

:

™
o
<
]
R

<
(9]

™
il

w

por lo que

Boy#y o B

y existe al menos un caso para el cual no se cumple la igualdad

de la definicidén VII.1.6.

La adicibén y la multiplicacién en Q son operaciones conmutativas

P

ya que

X +y=y +x

Xy yX

para todos los valores de X, y € Q, como lo establecen los teore

mas I.4.5 y I.4.8, mientras que la divisibén en Q no lo es, ya

que la igualdad

no se cumple en todos los casos.

Para determinar si la operacién A definida por la expresién (1).
es conmutativa o no lo es, debemos analizar para qué valores de

m y n se satisface la igualdad

Por una parte tenemos que

mAn=m+ 2n



Y por otra

resultados que ser&n iguales s8lo cuando m Y n sean iguales y no

para todos los valores de m y n,

nAm=n+ 2m

conmutativa,

VII.1.7 EJERCICIOS

l.- Para cada uno de los siguientes conjuntos determinar si * es

una operacidn binaria definida en S:

a) S=1{x|xez, x<0},yx*esla multiplicacidn en

b) s = {-1, 0, 1}, y * -1 0 1
~1| 1 o0 -1
of o o o
1f(-1 0o 1

c¢) S es el conjunto de matrices de 3x2 con elementos en R,

'Y * es la multiplicacién de matrices.

Para el conjunto L = {a, b, cly la

operacién A definida por la tabla,

obtener todos los subconjuntos

L que son cerrados para A.

de

Sea O la operacibén definida en Z como

aob=a+ 3+ 1; ¥ a,

Determinar si dicha operacién:

a) Es asociativa

b) Tiene idéntico derecho

c) Tiene inverso derecho para todo elemento de Z.

b

€

Z.

por lo gque la operacién A no es

Z.

LT

4.- Sea S el conjunto de los &ngulos que puede girar la recta r

de la primera figura conservando la simetrfa del tri&ngulo

equildtero

r 60°! 120° 'L/ 180°/

Considérese la suma de dos de tales &ngulos como el giro fi -

nal que experimenta la recta a partir de su posicidn origi -

nal. Construir una tabla que defina a dicha operacidn, v de-

terminar si ésta:

a) Es conmutativa

b) Es asociativa (Se sugiere verificar finicamente tres o cﬁg
tro de los veintisiete casos posibles que deberfan verifi
carse en una prueba formal)

c) Tiene idéntico

d) Tiene inverso para todo elemento de S.
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VII.?2 ESTRUCTURA DE GRUPO

La estructura algebraica méds simple que consideraremos en este ca

pitulo es la de grupo.

Se emplea el nombre de grupo para designar la estructura que po -
seen los sistemas formados por un conjunto y una operacidn bina -
ria cuando dicha operacidén es asociativa, estd dotada de elemento

idéntico y todo elemento del conjunto tiene inverso para la opera

cidn.
- Definicién de grupo
La definicién que se presenta a continuacibén estd constituida por

tres postulados independientes que, en conjunto, son suficientes

para deducir todas las propiedades caracteristicas de la estructu

ra de grupo.

VII.2.1 DEFINICION

Sea G un conjunto no vacfo y sea * una operacién binaria defini

da en G. El sistema (G,*) tiene estructura de grupo si:

i) ¥ a, b, c e G a*x (bxc) = (axb)=x*c

ii) de e G tal que e*xa = a, ¥ a € G

iii) ¥ a € G, I 2 eG tal que Axa = ¢

El postulado i) de la definicibn nos dice que la operacidn * debe

ser asociativa.

El postulado ii) nos indica que debe existir un elemento de G que
sea idéntico izquierdo para la operacién *. Conviene, al respec-

to, hacer un par de observaciones:
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1) Aungque el simbolo 3 e se lee "existe un &7, debe inter

pretarse como "existe al menos un e". Para indicar que
existe exactamente un elemento ¢ se dice "existe uno y s6
lo un e", para lo cual no se tiene un sf{mbolc adoptado

universalmente.

2) Aunque el postulado ii) s6lo exige la existencia de (al
menos) un idédntico izquierdo, dicho elemento es también
un idéntico derecho y, adem&s, es fnico. La demostracidén

se verid mis adelante en las "propiedades elementales de

los grupos"

El postulado iii) de la definicién VII.2.1 nos indica que todo
elemento de G debe téner (al menos) un inverso izquierdo. Nueva-
mente, como se demostrarid m&s adelante, dicho inverso izquierdo

es también inverso derecho y, ademds, es finico.
= Ejemplos de grupes

Los ejemplos mis conocidos de grupos los encontramos entre los di

versos sistemas numéricos gque ya hemos manejado.

El conjunto de los nfimeros enteros y la operacién de adicidn cons

tituyen un sistema con estructura de grupo ya que, COmo sabemos

i) ¥ a, b, ce2: a+ (b+c)=(a+t b) + ¢

ii) 0 ¢ 2 y es tal que 0O+a=a, ¥aceli

iii) W ae 2,3-a e 2 tal que -a +a=20
por lo que (Z, +) es un grupo.

Otros sistemas conocidos que también tienen estructura de grupo

Ta dicho simbofo se Le conoce como cuantificadon existencial
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son los siguientes:

. Los nlmeros racionales con la adicidn

B Los nimeros complejos con la adicidn

. Los nimeros complejos diferentes de cero con la multipli-
.. cacidn

5 Los polinomios con la adicidn
. Las matrices de mxn con la adicidn
Las matrices no singulares de orden n con la multiplica
cidn
eta.
Otro ejemplo de grupo, que a diferencia de los anteriores consta
de un conjunto finito, lo constituye el sistema (S,-:) donde

s ={1, -1, i, -i} y « es la multiplicacidén usual de nfimeros com-

plejos.

Para demostrar gue dicho sistema tiene estructura de gruéo debe -
mos comprobar, primero, que la mﬁltiplicacién de nfimeros comple -
jos es una operacién definida en S; para lo cual bastard con veri
ficar que S es cerrado respecto a dicha operacién. Podemos lo -

grar esto construyendo la siguiente tabla

=i | =1 a4 1y =1

donde se aprecia claramente que todos los resultados posibles

caen dentro del conjunto S.

Una vez comprobado que la multiplicacidn es una operacién defini-

da en S, debemos verificar que ésta satisface las propiedades que

éxigen los postulados i), ii) y iii) de la definicidn de grupo:

El postulado i) se cumple como consecuencia de la propiedad aso -
ciativa de la multiplicacién en C (Teorema II.1l.4), puesto que

S < C.

El postulado ii) también se cumple ya que 1 € § y es tal que

1 -a=a, ¥ace S, como puede observarse en la misma tabla.

Respecto al postulado iii), todo elemento .le S tiene inverso iz -

guierdo en S para la multiplicacidn, ya gque

1-1=1 por lo que 1=1
-1 « (-1) =1 por lo que —i = -1
-1 @ 1 = 1 por lo que f=-i
i« (-i) =1 por lo que -f =i

En consecuencia, hemos demostrado gue el sistema (S,-) tiene es -

tructura de grupo.

Como un Gltimo ejemplo relativo a la definicidn de grupo, investi
guemos si el sistema (R, §) tiene tal estructura; donde R es el

conjunto de los nlmeros reales y § la operacién definida por
X §y=x+y -2xy
Primero determinamos si § es una operaci6én definida en R:

Sean x, y € R; entonces, por i) de I.5.3 se tiene que x + y € R

y ademd8s que 2xy € R; por lo gue, de I.5.5 y I.5.3, se sigue que
X + y -2xy € R

En consecuencia, ¥ x, y € R se tiene que



X §yeR

Y la cperacidn § esti definida en R.

i)

ii)

2. A~
iii) Sea x un

Para 4 ; . ¢ty
a determinar si § es asociativa, por una parte calculamos

X§(Y5Z)=x§(y+z-—2yz)

=X+ (y + 2z -2yz) -2x(y + 2 —2yz)‘

X5 (y§2)=x+y+ 3 -2yz -2xy -2xz + 4xyz.

Y por la otra

(X§Y)§Z=(x+y—2xy)§z

= (x+y-2xy) +z -2(x +y - 2xy)z

(x§y) §sz=x+y+z ~2yz -2xy -2xz + 4xyz.

En consecuencia, podemos afirmar que

X85 (y§z)=(x§5y) 5§z % x,
Sea ¢ un idéntico izquierdo para §,

e §x = x

.es decir
e+ x - 2ex = x
e =2¢x = 0

e(l -2x) =0

donde se observa que ¢ = 0 es un idéntico izquierdo para §

en R.

En efecto, vemos que 0 € R y ademés

Y, 2 € R

entonces

0§x=o+x-2-o-x=0+.x-'o=x,vXeR.

X§5x=0

esto es

inverso izquierdo de x ¢ R, entonces

e |
f
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R+ x -2%x =0
X -2%x = -x
§(l -2xX) = -x
por. lo que, si x # % se tendr& que

A =X
X =155 €R

~
A x ya que la expresidn

N =

Sin embargo, ri x =

bl

1 _
§ 5 = 0
es equivalente a

A

A 1
X+—2- 2x

[N
I
o

=0

N =
X>

+

x>

y no se cumple para valor alguno de X € R.

En consecuencia, como el n@mero real % no tiene inverso para
la operacidn § , no se satisface el postulado iii) de la defi

nicién VII.2.1 y el sistema (R, §) no tiene estructura de gru

po.
= Propiedades elementales de los grupos

Como consecuencia de los postulados que establece la definicidn
de grupo se deducen una serie de propiedades, las cuales son comu

nes a todos los sistemas gque tienen dicha estructura. En este

. apartado presentamos, a manera de teoremas, algunas de estas pro-

piedades.

Como tales propiedades son comunes a todos los grupos, éstas de -
ben ser demostradas directamente a partir de los postulados que ;
integran la definicién VII.2.1; sin embargo, es posiblé~organizar
el trabaj6 mediante una secuencia de resultados que permita apro-

vechar propiedades ya demostradas para probar otras subsecuentes,



como lo haremos a continuacién.

VII.Z2.2 TEOREMA (Ley de cancelacidn izquierda)
Si (G,*) es un grupo, entonces ¥ a, b, c & G:

a*b = axc _—_~>b=c

DEMOSTRACION
Sea
axb = axc

Bae 1ii) de VII.2.1 T 3 £ 6 ¥ entonses
g*(a*b) = a*(a*c)

Ahora, por i) de VII.2.1 podemos escribir
(3xa)xb = (Axa)sc

En consecuencia, por iii) de vmr.2.1
exb = gxc

por lo que, de ii) de VII.2.1 se sigue que
b =c¢

Y la prueba termina.

a

VII.2.3 TEOREMA

.81 (G,*) es un drupo y ¢ es un idéntico izquierdo para =*,

ces ¢ es un idéntico para dicha operacidn.

enton

DEMOSTRACION

Sean ¢ un idéntico izquierdo para * y a un elemento cualgquiera de
G:

Por iii) de VIZ.2.1 T a € Gy por i) de VII.2.1 podemos escribir
ax (axe) = (a%a)*e

En consecuencia, por iii) de VIIH.2.1 se tendri que
3*(a*e) = e*e

pero como ¢ es un idéntico izquierdo, por ii) de VII.2.1 podemos

escribir

]
~

a*x (a*xe)

.Nuevamente, por iii) de VIOI.2.1 se tendré&

~
a*x(a*e) = a*a

y de VII.2.2 se sigue que

a*e = a

por lo que ¢ es también un idéntico derecho para «*.

En consecuencia, de la definicidn VID.1.3, e es un idéntico para =,

VII.2.4 TEOREMA

Si (G,*) es un grupo entonces el idéntico para *

es {inico




DEMOSTRACION

Sea ¢ un idéntico para * y sea z otro idéntico para dicha opera -

cibn; esto es
z¥a = a Yy a*z = a, ¥a e G

Entonces, haciendo a = ¢ en la segunda expresifn se tendri gue
exz = ¢

pero como ¢ es un idéntico para * podemos escribir

e*xZ = ¢%e

En consecuencia, de VIIL.2.2 se sigue que

por lo gue no puede haber dos idénticos diferentes y la prueba

termina.

Como consecuencia de los dos filtimos teoremas, y del postulado
ii) de la definicién VII.2.1, podemos concluir gue en un grupo

existe uno y sb6lo un elemento idéntico para la operacibn.

VII.2.5 TEOREMA

Si (G,*) es un grupo y a es un inverso izquierdo del

A .
elemento a € G, entonces a es un inverso de a.

DEMOSTRACION

S 3 . .
Sean a un elemento cualquiera de G, a un inverso izquierdo de a

y ¢ el idéntico para +*:
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Por i) de VIE.Z.lnpoaemos escribir
a*(a*d) = (a*a)*a

coﬁo 3 es inverso izquierdo de a se tiene que
3x(axd) = exa

y como ¢ es idéntico para % se sigue que

~ -~
a*(a*a) = a

S A ~
a* (axa) = a*e

por lo que, de VIIZ.2.2

y 3 es un inverso derecho de a.

~
. : =
En consecuencia, de VII.2.4 se sigue que a es un inverso de

O

VII.2.6 TEOREMA

si (G,*) es un grupo entonces el inverso de a € G

para la operacidn * es {inico.

L : : -

VII.2.7 TEOREMA (Ley de cancelacidn derecha)
si (G,*) es un grupo, entonces ¥ a, b, c e G:

bxa = cxa =) b =cC

Se deja al lector como ejercicio la demostracién de los dos teore

mas anteriores.
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VII.2.8 TEOREMA

Si (G,*) es un grupo y a, ‘b €' G entonces las

ecuaciones
a*x = b
y*a = b
tienen, respectivamente, soluciones Gnicas X, v £ G.
DEMOSTRACION

Para encontrar una solucién de la ecuacidn

a*x = b (1)

podemos utilizar las propiedades que establece la definicidn de

grupo en la siguiente forma:

Como a € G, por iii) de VIr.2.1, 3 aec y de la expresién (1) se

sigue que

~

ax(a*x) = Axb
Y en consecuencia

(a*a) xx = g*b por i) de vOI.2.1
e*x = a*b  por iii) de VII.2.1

X = a*b por ii) de vImr.2.1

Asi, el elemento 3*b ¢ G es una solucibn de la ecuacidn (I} va

que

a*(a*b) = (a*g)*b = exb

"
o

Para demostrar que dicha solucidn es Ginica, supongamos dos solu-
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ciones x y x' de la ecuacibn (1); entonces

a*x b y a*x' = b

por lo que
a*xX = a*Xx

y de VII.2.2 se sigue que

por lo que ambas solucicnes son iguales.

Esto completa la demostracidn del teorema para el caso correspon-
diente a la primera ecuacién. La prueba del segundo caso es simi

lar y se sugiere al lector hacerla como ejercicio.

A continuacién se enuncian otrés tres propiedades de los grupos,
cuya demostracidn también se deja al lector, con las cuales con -
cluye la lista de propiedades que aqui presentamos. Dicha lista
no es exhaustiva; sin embargo, contiene las propiedades elementa-

les de uso m4s frecuente.

VII.Z2.9 TEOREMA

Si (G,*) es un grupo y & representa el inverso de a € G para *,
entonces:

i) (d) =a; ¥ae6

ii) (axb) = B*g; ¥a, beG

~
2% )7 ¥ a;, Q37000 an.s G

>

~
. = * ... *
iii) (a;% a,» ... x a)) a

Antes de concluir este apartado conviene hacer notar que los
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tres postulados que integran la definicién VII.2.1 no son el Gni-

€O conjunto de postulados que puede emplearse para definir la es-

tructura de grupo.

Los postulados ii) y iii), por ejemplo, pueden ser reemplazados

por los dos siguientes:

I1) de e G tal que

ITII) ¥aegGgdideq tal que axd = ¢

los cuales >ueden a
considerar se como 1 % S1 e dere h de
S er ones Chas

los postulados ii) y d4dd).

Otra definicién de grupo podrfia quedar integrada por el postulado

i) de vIz.2.1 Y Por la siguiente condicidn:
¥ a, be G las ecuaciones

a*x = b
y*a:b

tienen soluciones X, ¥ & G.

= Subgrupos

Cuando un sistema (G, *) tiene estructura de grupo es posible que
‘algunos subconjuntos de G con la operacién = tengan, por sf mis-
mos, estructura de grupo. En tal caso se dice que éstos son sub-

grupos de G, como lo establece 1la siguiente definicién.

r;IH.Z.IO DEFINICION

Sea (G,*) un grupo Y sea S« G, se dice que S es un
subgrupo de G para la operacidn * si (S,*) es un

grupo.
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Por ejemplo, vimos anteriormente que el sistema (S,+), donde
s =1{1, -1, i, -i} y + es la multiplicacidn, tiene estructura de

¢rupo; como S es un subconjunto del conjunto de niimeros complejos

.diferentes de cero y éste forma un grupo con la multiplicacién,

entonces- (S,+) es un subgrupo de (C-{0},-).

El sistema (S,*), a su vez, tiene también subgrupos, como el for-
mado por el conjunto {1, -1} y la multiplicacién o el formado por

el conjunto {1} con dicha operacidén.

En general, si (G,*) es un grupo y ¢ € G es el idéntico para %,
entonces el sistema ({e}, *) es un subgrupo de G. Dicho subgrupo,
asi como el mismo (G,*), reciben el nombre de subgrupos impropios;

cualquier otro subgrupo de G, si lco hay, se considera propio.

El siguiente teorema nos permite determinar cudndo un subconjunto
es un subgrupo, sin tener que verificar todas las condiciones de

la definicidn VII.2.1.

VII.2.11 TEOREMA
Sea (G,*) un grupo y sea S< G, S es un subgrupo

de G para la operacidn * si y sélo si:

i) ¥ a, be S: axb e S

ii) ¥ aeS: aes

DEMOSTRACION

Probaremos primero que un conjunto S < G gue satisface las condi-
ciones 1) y ii) del teorema cumple con los postulados estableci -

dos por la definicibn VII.2.1l:




i
i
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1) Como S« G y * es una operaci” i definida en G, asocia a cada

par ordenado de elementos de S uno y s6lo un elemento de G;
adem&s, por i) de VIDT.2.11 el conjunto S es cerrado para x,

por lo que'é&sta es una operacifn definida en S.

2) Como (G,*) es un grupo, ¥ a, b, c € G se cumple gue

a*(b*c) = (axb)=*c

por lo que, en particular, dicha expresifén se cumpliré

¥ a, b, c e S ya que Sc G.

3) Por ii) de VIE.2.11 todo elemento de S tiene inverso para +*

en el conjunto S.

4) Para mostrar gue el idéntico también pertenece al conjunto S,

tomemos un elemento a € S; por ii) se tendr& que 2es y por

A
i) a*a € S, y por lo tanto e e S.

En consecuencia, de 1) a 4) se sigue que (S,#*) es un grupo, y por

VII.2.10 es un subgrupo de G.

Por otra parte, si alguna de las dos condiciones del teorema
VII.2.11 no se cumple, de VII.2.1 se sigue que el sistema (S, *)

no es un grupo y, por tanto, tampoco un subgrupo de G. Esto com-

pleta la demostracién

[

Para ilustrar la aplicacifn del teorema anterior a un caso parti-

.

cular, consideremos nuevamente el sistema formado por. el conjunto
de los nfimeros enteros y la operacibén de adicién, el cual tiene es
tructura de grupo, y busquemos determinar si los siguientes sub -

conjuntos de 2 son subgrupos para la adicién

i) Sean a

= 515 =
s ={... -6, -4, =2, 0, 2, 4, 6, ...} = {2m | me 2}
= {1, 2, 3, 4, 5,...}={m|mez,m>o}
Para el primer caso:
i) Sean a = 2m y b = 2n dos elementos cualesguiera de S, con

m, n € Z; entonces
a+b=2m+ 2n = 2(m + n) € S,
ya que m + n¢g Z.
ii) 4 = -2m = 2(-m) € S, ya que -m € Z.
En consecuencia, (8,+) es un subgrupo de (Z2,4+).
Para el segundo caso:

i de T, con
m y b=mn dos elementos cualesquiera '

]

m,nez y m n > 0; entonces
a+b=m+n¢eT,
ya que m + n € z y m+n > 0.

ii) a=-m £ T, ya quée I < 0.

En consecuencia, (T,+) no es un subgrupo de (Z,+) .

- Grupos abelianos

a-
Con respecto a la definicién VII.2.1 podemos preguntarnos que p

i i terio
sarfa al agregarle un postulado m&s, independiente de los an o

res.

La respuesta e o] tendria una estructur COITlpleta I“éS
S ue se ob a més H

i roce
"yrica" en el sentido gue podriamos efectuar en ella ciertos p e



sos algebraicos que no serfan vilidos en estructuras mis simples.

Si el postulado gue se agrega a la definicidn VIE.é.l es la pro -
piedad conmutativa de la operacidn, la estructura obtenida se co-
noce como "grupo conmutativo" o "grupo abeliano”". El segundo nom
bre, empleado en honor del matemdtico noruego Niels Henrik Abel,

.

es el que adoptamos en la siguiente definicién.

VIOI.2.12 DEFINICION
Un grupo (G,=*) se dice gue es abeliano si:

% a, be G a*b = b=xa

Los ejemplos de grupos presentados para ilustrar la definicidn
VIOIL.2.1 constituyen también ejemplos de grupos abelianos, salvo
el iltimo de ellos: el formado por las matrices no singulares de

orden n con la multiplicacidn.

Entre las propiedades adicionales que poseen los grupos abelia -
nos, como consecuencia de la conmutatividad, se encuentran las

siguientes.

Si (G,%*) es un grupo abeliano, enténces:

i) ¥ a, b, c g G; axb = cxa =) b = c
ii) ¥ a, b, ¢ e G; bxa = a*xc¢ = b = ¢
iii) ¥ a, b e Gi (a::b) = asb
iv) ¥ a, b € G; las ecuaciones

a*x = b

y*a = b

tienen la misma solucién en G.

VII.2.13 EJERCICIOS

1.- Entre los sistemas conocidos gue se citaron como ejemplos de

grupos se encuentran:

a) Los n@meros complejos diferentes de cero con la multipli-
cacidn.

b) ~ Las matrices de mxn con la adicién.

Demostrar que dichos sistemas poseen estructura de grupo, in-

dicando los teoremas que establecen cada una de las propieda-

des que exige la definicidn VII.2.1.

2

2.~ para cada uno de los siguientes conjuntos con la operacion =

definida, indicar por qué no tienen estructura de grupo

a) s ={x | xeQ, -1 <x¢g1} axb = a + b
b) s = {1, 2, 3, 4} a*b = a
a b "
c) S = a,b,c,d € R A*¥B = AB
c d
3.-seacC=1{x | xe0, 0gx¢ 10} el conjunto de todas las cali

ficaciones posibles en la asignatura de Algebra Lineal; donde

se define la operacidn promedio como
aPb=—5— ¥ a, becC

Determinar si el sistema (C,P) tiene estructura de grupo.

4.~ Demostrar que si (G,*) es un grupo: entonces, ¥ a, b, c e G:

a) bxa = c*a => b=c
b) el inverso de a para * es finico

c) {axb) = Dxa



5.~
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Sea A un conjunto no vacfo, y sea * una operacibén definida en
A gque es asociativa Y para la cual las ecuaciones

a*x = b

vy*a = b

tienen soluciones x, Y € A. Demostrar que (A,*) es un grupo.

Si (G,*) es un grupo y a, b, c ¢ G, obtener la solucidn de ca
da una de las siguientes ecuaciones:
a) a*x*b = a

b) x*a*x*b = x*c

Sea M el conjunto de matrices cuadradas de orden dos con ele-

mentos en R y sea + la adicién usual de matrices. Determinar

cudles de los siguientes conjuntos constituyen subgrupos de

(M, +) :

r a b
S = a, b, ¢ e R
| b (o]
[ a 1
T = a, c € R
| 1 c
r a 0
U = a, c &€ R+
1. 0 c

Demostrar que si (G,*) es un grupo abeliano y a, b, ¢ € G,

entonces:
a) a*b =c*a =) b = ¢

b) 2?gnecuaciones a*x = b Yy y*a =b tienen la misma solu

c) (a*b) = axb

VII.3 ESTRUCTURAS DE ANILLO Y DE CAMPO

En esta seccidn presentaremos diversas estructuras algebraicas,
cada vez m&s completas, relativas a sistemas formados por un con-

junto y dos operaciones biiarias.

Es claro gue pueden deducirse varias propiedades para cada una de
dichas estructuras a partir de sus definiciones corfespondientes,
como se hizo con la estructura de grupo; sin embargo, no se reali
zardn aguf tales deducciones y solamente se sugieren algunas como

ejercicio.

En las definiciones de estas estructuras se emplear&n los simbo -
los + y * para representar dos operaciones definidas en el conjun
to, sin que ésto signifique que se trata de la adicibén y la multi

plicacidén de nfimeros.

El empleo de tales simbolos obedece, ciertamente, a gue los ejem-
plos mds conocidos de esté tipo de estructuras se encuentran en -
tre los conjuntos de nfimeros con las operaciones de adicibén y mul
tiplicacién usuales. De esta manera, el empleo de + y +« asif como
de la simbologfa correspondiente para idénticos e inversos, puede

ser fitil para comprender y recordar las propiedades de las diver-

sas estructuras asoci&ndolas con los sistemas numéricos conocidos.



- Anillos

VIOI.3.1 DEFINICION

Sea A un conj )
onjunto no vacio y sean + y + dos operaciones binarias

definidas i
en A, El sistema (A, +, +) tiene estructura de anillo

sis

1) ¥ a, b, ce A a +.(b + c) = (a+ b) + ¢

i) % a, beA a+b=Db+a

iii) o 0 € A tal que 0 +a=a, ¥ aceA

iv) ¥ aeA d~-a € A tal que -a + a ; 0

V) ¥ a, b, c e A a+«(bec) = (a*b)-c

vi) % a, b, c € A a*(b + ¢c) = (a*b) + (a-c)
(b + c)+a = (b+a) + {(c-a)

‘ I

~De los cgatro primeros postulados de la definicién anterior se si
gue gue u?'anilld es un grupo abeliano para la primera operacidn;
en consecuencia, todas ;as propiedades de los grupos y de los. gru
pos abel;égqs son v&lidas en la estructura (A,+) conocida como ]

“}a‘estrué’ura aditiva" del anillo.

Al elem n:' iii
ento 0 del postulado iii), que representa al idéntico para
l . | .
a primera operacidn, se le conoce como "el cero" del anillo Ca
be enf £ e
atlgar que gste elemento no es el nfimero cero necesariamen-

t . i{ -~ = s
e; incluso; el conjunto A puede estar formado por elementos que

no sean nfimeros.

El»postqlado v) de la definicién se refiere a la segunda opera -~

: 2 § .
cidn, y establece gue &sta debe ser asociativa.

do vi) se conocen como

Las propiedades a que se refiere el postula

propiedades distributivas: Cuando dos operaciones + Y defini-
das en un conjunto A, son tales gue

¥ a, b, ¢c € A a{(b + c) = (a*b) *+ {a-c)
se dice gue la operacidn + es distributiva por la izquierda sobre

la operacidn +, Y cuando son tal=s que

¥ a, b, c € A (b + c)ra = (b-a}) + {c-a)

.

se dice que ° es distributiva por la derecha sobre +.

Como ejemplos de sistemas con estructura de anillo tenemos los si

guientes:

- Los niimeros enteros con la adicidén y la multiplicacidn.

. Los nfmeros racionales con la adicidn y la multiplicacidn.

. .- Los nGmeros reales con la adicidn y la multiplicacién.

o . ‘Los nGmeros complejos con la adicién y la multiplicacidn.

= Los polinomios con la adicién y la multiplicacidn.

. Las matrices cuadradas de orden n con la adicién y la multi -
plicacién.

. kEl conjunto S = {2m | m € 2} con la adicién y la multiplica -

cidén definidas en Z.

De manera similar al concepto de subgrupo, un subconjunto de un

anillo gue es un anillo para las mismas operaciones, se dice gue
es un subanillo de &ste. Asi, el anillo del dltimo ejemplo gue
«); gue a su vez

’

acabamos de mencionar es un subanillo de (2, +;

lo es de (Q, +, *)i etc.

= Anillos conmutativos ¥ Anillos con unidad
e e L et

s e R

A

En la definicidn de anillo no se indica que la segunda operacidn
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deka ser conmutativa, ni que deba tener elemento idéntico; en ca-

so de gue tales Propiedades se satisfagan los anillos toman los

nombres especfficos que se indican a continuacién .

VII.3.2 DEFINICION

Sea (A, +, *) un anillo:

i) Si ¥a, bea a*b = bea
se dice que el anillo es conmutativo.
ii) Ssi @ 1 ¢ a tal que ITva = a =a-.7,

se dice que el anillo tiene unidad.

Al elemento 1 de 1la definicién anterior, gue es idéntico para

la segunda operacién, se le conoce como "la unidad"+ del anillo.

Nuevamente, este elemento no es el nimero uno necesariamente,

De los sistemas que acabamos de citar como ejemplos de anillos,

todos son anillos conmutativos con excepcibn de las matrices y to

dos son anillos con unidad excepto el del conjunto S.

= Dominios Enteros

Cuando dos elementos a Y b de un anillo son tales que

a#OIb#o Yy a*b = ¢
se dice gque son "divisores propios de cero®.
La estructura denominada "dominio entero" posee como céracteristi

ca adicional la no existencia de divisores propios de cero, como

lo establece 1la siguiente definicidn.

Tse emplea aqui el anticulo determinado "fa” porque dicho ele
mento es dnico, como el Leotonr podnd demositran fdcilmente.

VII.3.3 DEFINICION

Sea (A, 4+, *) un anillo conmutativo con unidad de por 1lo

s menos dos elementos, donde 0 # 1; si

a-b=90 => a=0 6 b=20

se dice gque (A, +, *) es un dominio entero.

i i i uales
Los nlimeros enteros y los polinomios, con las operaciones us

. 16 3 ini nteros.
de adicidén y multiplicacidn, son ejemplos de dominios enter

Las matrices cuadradas de orden n, con la adicidn Y la multlpllca
O Y minl Y son un
cion usuales, no constituyen un do nio entero a gque no o

i ivi 1 de ce-
anillo conmutativo y, adem&s, contienen divisores propios

ro.
- Campos

Al incorporar los inversos para la segunda operacidén se obtiene
la estructura algebraica mds completa gue veremos en este capitu-
lo. Dicha estructura recibe el nombre de "campo" <y contiene las
propiedades comunes' a los sistemas numéricos m&s completos alge -
braicamente; entre los que se encuentran los nfimeros racionales,
los nimeros reales y los nlimeros complejos con sus respectivas

e

operacicones de adicifén y multiplicacién.

Un car PO €S un anil 1lo0 conmutativo con unidad cuyos elementos dis-
L
tintos del cero tienen inverso para la segunda operac16n, C' ‘OIIO se

establece en la siguiente definicidn.

TAzgunoa autonres Le LLaman cuerpo




VII.3.4 DEFINICION

s .
€a K un conjunto de pPor loc menos dos elementos, y sean + y * dos
Operaciones binarias definidas en K. El sistema (K, +, *) tiene

estructura de campo si:

i) ¥a, b, ¢ e K a+ (b+c) = (a+ b) + ¢

ii) *a, b g K a+ b =D>b + a

iii) & g e K tal gque 0 +a=a, ¥aceK

iv) ¥ ae KZ -a e K tal que -a + a = ¢

v) ¥ a, b, c e K a*(b+c) = (a*b)-c

vi) ¥ a, b e K a*b = b-ra

vii) g7 ¢ K tal que lT*a = a, % a e K

viii) Y a ¢ K, a # 0, T a-! tal que a lea =1

ix) ¥ a, b, ¢ £ K ar(b + ¢c) = (a*b) + (a-c)
(b +c)ea = (bra) + (c-a)
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Posiblemente el lector se pregunte por qué se llegd a la estructu
ra de campo agregando un postulado a la estructura de anillo con-
mutativo con unidad, en lugar de hacerlo con la de dominio entero
qué es mis completa. La razdn es gue, al incorporar los inversos

directamente en la estructura de anillo conmutativo con unidad se
obtienen como consecuencia la diferencia entre el cero y la uni -

dad y la no existencia de divisores propios de cero; lo cual se

deduce del siguiente teorema.

VII.3.5 TEOREMA

Todo campo es un dominio entero

En Ei S
esta definicidn se listan, una a una, todas las propiedades gque
de i i
be satisfacer un sistema para tener estructura de campo. Puede
de L i i
mostrarse facilmente que dicha definicidn es equivalente a la

que, de manera mas compacta, se enuncia a continuacién.

VII.3.4' DEFINICION

Sea K un conjunto de por lo menos dos elementos, y sean + Yy e

dos operaciones binarias definidas en K. EIl sistema (K, +, )
’ r

€s un campo si:

i) (K1+) es un rupo ab :
eli - 5 s .
mos con ¢. . ano, cuyo elemento idéntico denota-

ii) (K-{0},+) es un grupo abeliano.

iii) + es distributiva por la izquierda y por la derecha sobr%gi;ﬂj

DEMOSTRACION
Sea (K, +, *) un campo. Entonces, por los postulados i) a vii)
y ix) de la definicién VII.3.4, (K, +, *) es un anillo conmutati

vo con unidad de por lo menos dos elementos.

Para demostrar que es un dominio entero debemos probar finicamente
gue el cero es diferente de la unidad y gque no existen divisores

propios de cero.

Sean 0 y 1 el cero y la unidad, respectivamente, de (X, +, *).

Probaremos primero el siguiente lema:
0a =10, ¥aceKk

Demostracidn:

por iii) de VIIT.3.4

]

0-a (0 + 0)-a

por ix) de VII.3.4

0-a (0-a) + (0-a)
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- (0+a) + (0+a) =

iv) de VIHI.3.4

= (0ra) + [(0ra) + (0:2)]  por

- (0+a) + (0-a) [- (0ra) + (0-a)] + (0-a)

por i) de VIII.3.4
0 =0+ (0-a) por iv) de vVIT.3.4
0 = 0-a por iii) de VII.3.4

con lo que queda demostrado el lema.

1) Probaremos ahora que 0 # 1 por contradiccién.
Supongamos gue
0 =1
y consideremos un elemento a ¥ 0 de K (que debe haberlo ya -
que K tiene por lo menos dos elementos); entonces
f0+a = 1-a
pero por el lema y por vii) de VIOI.3.4 se puede concluir que
0 = a
con lo que se presenta una contradiccidn.

En consecuencia

0#1

2) Finalmente, mostraremos gue en K no hay divisores propios de

cero:
Sea
a*b =0
entonces por viii) de VIr.3.4 I a 'y

a”t.0

si a # 0,
a”'v(a-b) =

de donde se sigue que

(a”'-a)+b = a -0 por v) de VII.3.4

b =a -0 por viii) de VII.3.4
b = a'l-o por vii) de vIr.3.4.
b=20 por el lema 1

si ahora a*b =0 y b # 0, por vi) de VII.3.4 podemos escri-

bir

R

e

i
i

bea = 0
y mediante un razonamiento similar al anterior se concluye
que

a =0

En consecuencia

a*b =0

=> a=0 o b=20

Esto completa la demostracidn.

OJ

Como ejemplos de campos, ademds de los sistemas (Q, +, *),

(R, +, *) y (C, +, *) que ya hemos mencionadc, podemos citar al

conjunto
{a+b /2 | a, b e Q}

con las operaciones de adicidn y multiplicacidn de n@imeros reales.

Dicho sistema es un subcampo de (R, +, ).

Otro ejemplo de campo lo encontramos en el conjunto {p, g, r, s}

con las operaciones + y °* definidas por las siguientes tablas

+ P q r S C P g r s
P r s P g P s P r q
q s r q P 9 P q r s
¥ P q r s r r X B e
s g p s r s q s r P
iCudl es el cero y cudl es la unidad de dicho campo?

Para concluir esta seccibén presentamos la solucidén al problema de
identificar la estructura algebraica del sistema formado por el
conjunto de los nfimeros racionales y las operaciones B y ( defini

das a continuacién



xBy=x+y+1 : - -
X @ Yy =X +y +Xxy, ¥x,y €0Q

Solucidn:

Para la operacién @ tenemos lo siguiente

0) Como x, y, 1 € Q, por i) de I.5.3 se tiene que x + y + 1 € Q;

esto es

xB®yeQ ¥x,yeQ

vy B es una operacién definida en Q.

1) Ssi x, y, z € Q, entonces

x B(y 8 2) X By +z+1) =x+y+2z + 2

]
1]

(x @ y&@ z (x + vy + 18 =z X + v+ z + 2

por lo que x B(y @ z) (x 86 v)8

N

2) Si x, y € Q entonces

xBy=x+y+1
¥ :

yBhx=y+ x+1l=x+y+1

por loque x vy =y 6 x.
3) Sea x € Q y sea z un idéntico izquierdo para f, entonces:

Z +x+1=x

2= ~1

y la operacidn { tiene idéntico izgquierdo en Q.

N . ) . ) :
4) ©Sea x £ Q y sea x un inverso izquierdo de X para §; entonces

X+ x+1=-1

%
X = -x -2

i
)
4
]

y todo elemento x € Q tiene inverso izquierdo en Q para la
operacién @.

En consecuencia, (Q, 8) es un crupo abeliano.
‘Para la operacidn @) se tiene lo siguiente

00) Como x, y € Q, por i) de I.5.3 Xy € Q Yy x + y + Xy € Q; esto
es
x @ yeQ ¥x,vye0

y @ es una operacidén definida en Q.

5) Si x, y € Q; entonces
x B0y B z) =xQ(y+2z+yz) =x+y+ z+yz+ xy+ xz + Xyz.
b4
(x0 v)0 z=(x+y +xy)0 z=x+y + 2z + yz + xy + xz + xyz.

(x 0 y)0 =z.

i}

x By B 2)

por lo que

6) Si x, y € Q; entonces
xPy=x+y + xy
Y
YO x=y +x+ yx=x+y + xy

por loque xQ y=y 0 x.

>7) Sea x € Q y sea u un idéntico izquierdo para {; entonces

u + X + Ux = X

It

u(l + x) 0

0 es un idéntico izquierdo para ) en Q.

]

por lo que u

8) Sea x € Q y sea X un inverso izquierdo de x para {; entonces

X +x+xx=0

X {1 + x) = -x



9)

Por otra parte, si x

R

-1 y suponemos que g x' se tendri que

lo cual_es un-.absurdo y, por lo tanto, #A =1";

En consecuencia, todo elemento x € Q, excepto x = -1,

inverso izquierdo para ) (Recuérdese que -1 es el

estructura) .

Si x, y, z € Q_entonces

por

Por

por

x 0y § 2

[

S i g

x-@(y + z + 1)

=x 4+ y + 2+ 1+ xy + xz + X

2x +

I

x0yv) 8 (x0 =2

x0y 6 x0 2

lo gque

x Oy 8 2)

otra parte

{(y 8 2)0 x

(v 8 20 x

(y 8 x)8 (z0=x)

(y @x) 8 (z 0 =

lo que

Y

[}

it

[l

I

+ 2z + Xy + xz + 1

(x +yv + xy) B (x + z + xz)
X +y + xy+x+ 2z + xz +1

2x + y + z + xy + x2 + 1

(x O y) 8 (x 0 2)

(y + z + 1)0 x
y #2F 1 +x+yxedzx b x

2x + y + z + yx + zx + 1

(y + x + yx) B (z + x + 2zx)
y+x+yx+ 2z +x+2zx +1

2x + y + z + yx + zx + 1

P

tiene

cero de la

(v 8 ;)8 x=(y @ x) 8 (z8 x)

En conclusibn: el sistema (Q, §, ) tiene estructura de cam-

po.

.3.6 EJERCICIOS -

Sea (A;:+,’-) un anillo. Demostrar que ¥ a, b £ A:

a) -(-a) = a
b) -(a*b) = (-a)*b = a*(-b)

Si A ={0o,0} y +, * son las operaciones

guientes tablas

definidas por las si

+ [¢] ) = [¢] ]
(o] o] s} e} e} (o}
m] O e} [} (o} o

a) Demostrar que (A, +, ¢) es un anillo

b) ¢Es conmutativo?

c) ¢Tiene unidad?

Sea (A, +, *) un anillo y sea S < A. Si

a - b

il

a + (-b), demostrar gue si:

a-be S y a*be 8, ¥ a, be S

entonces S es un subanillo de A.

En un anillo no conmutativo (A, +, *) se
* COMO

X*y = X*y — Y*X
Calcular

x* (y*z) + yx(z*x) + z*(x*y)

definimos

define una operacién



= 532 =

5.- Sea el sistema (Z,+) cuya estructura es de grupo abeliano. Si

definimos una operacidn * como
a*b = kab; ¥ a, b € Z, donde k es un entero

a) Demostrar gue el sistema (Z, .+, *) tiene estructura de
anillo conmutativo.

b) 8i k =1, ¢Qué estructura tiene (Z, +, *)?

c) Si k = 0, demostrar que (Z, +/ *) no .es un dominio enterov~

6.- Demostrar que el conjunto {a + b vZ | a, b € Q} forma un cam-
po para las operaciones de adicidén y multiplicacidén definidas

en R.

e KR e A
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VII.4 ISOMORFISMOS Y HOMOMORFISMOS

El concepto de isomorfismo es de relevante importanéia en las ma-
tem&ticas; especialmente desde el punto de vista de sus aplicacio
nes. Dicho concepto se encuentra subyacente en el empleo mismo

ae modelos matemiticos, ya sea jara la resolucidn de problemas ff
sicos o para la resolucibn de problemas mateméticoé m4s complica-

dos.

El término "isomorfo", que etimolb6gicamente significa "de igual
forma", se emplea en el &lgebra para denotar la idea de gue dos
sistemas son tan parecidos gue pueden considerarse, en esencia,

como el mismo.

Por ejemplo, al analizar las tablas siguientes

olp g
plpP g
alag p

nos gqueda la impresibén de que podrfamos reemplazar los simbolos
1; -1 y - por los simbolos p, g y 0o, respectivamente. Con ellc
cambiarfamos un sistema por otro sin alterar esencialmente los re

sultados.

En general, la sustitucidn de los elementos de un conjunto A por
los elementos de otro conjunto B puede hacerse mediante una fun -
cibén f: A + B. Cuando dicha funcién es biyectiva los elementos
de A y de B se encuentran en relacidén "uno a uno", y cada uno de
elloé puede considerarse como el "reflejo" de su elemento corres

pondiente en el otro conjunto.
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Si en el conjunto A estd definida una opgracién * y en el conjun-
to B una operacibén A, es necesario que los resultados obtenidos
en eiﬂsistema (A,*) se conserven .al éfectuar las operaciones en
el sistema (B,A) con las imdgenes respectivas; por lo que la fun

cidn f debe ser tal que
f(a*hb) = f£(a) A £(b);. ¥ a, b e A

Esta propiedad de la funcidn f garantiza que se llega a1 mismo re

sultado-empleando cualguiera de los dos procedimientos siguientes:

1) Efectuando la operacidn * en el sistema (A, %) vy aplicando des

pués la funcidn f al resultado.

2) Aplicando la funcidn f a cada uno de los elementos y efectuan

do después la operacidén A con las imigenes en el sistema (B,A).

La diferencia entre ambos procedimientos puede apreciarse clara -

mente en el diagrama siguiente

(alb) axb

A f(axb)

Vg
(£(a), £ (b)) >f(a) A £(b)

Una funcidn que satisface dicha propiedad se dice gue es un "homo
morfismo” de {(A,*) en (B,A). Cuando la funcidn es, adem&s, biyec
tiva se dice que es un "isomorfismo" entre (A&,*) y (B,A),y gue di

chos sistemas son "isomorfos".

El caso particular del isomorfismo ofrece una ventaja adicional:
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por ser £ una funcién biyectiva existe su inversa £ y podemos,

mediante esta Gltima, emprender el "regreso" del sistema (B,4) al
sistema (A,*) una vez que se ha efectuado la operacibn. ‘Esto Gl-
timo fundamenta el empleo de modelos matemdticos para la resolu -
cidn de problemas fisicos ya que, debido al isomorfismo, es posi-

ble emplear un proceso como el gque se indica en el siguiente dia-

grama.
operacLin
elementos ____f_ _____ 5, resgltado
3 fisicos {isica fisico
modelo {ntenpaetacidni
[£) del modelo (£ )
elementos operacibn - resultado
dti R temdtico
matemdticos At e AL Lo mate

A continuacidn se presentan las definiciones formales de estos con

ceptos asi como algunos ejemplos y teoremas relacionados.

VII.4.1 DEFINICION

Sean (G,*) y (G',A) dos grupos. Una funcidn

f: G +* G' es un homomorfismo si
f(a*b) = f(a) A £f(b), % a, b e G

Si f es, adem&s, biyectiva, se dice que es un
isomorfismo y gque los grupos (G,*) y (G',A)

son isomorfos.

Por ejemplo, para los grupos

(z,+) y (8,+), donde s = {1, -1, i, -i} , la funcidn
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m Y gue

fm) =1i" , ¥ me 2

£(M) + £(N) = (a, b, c) + (d, e, f) = (a +d, b +.e, c + f)

constituye un homomorfismo; ya que, ¥ m, n € Z:
por lo gue

= {M*D _ .m0 _ .
Emorm = i < a%ed® = £ £ (n) | | EM+N) = £(M) + £(N); ¥ M, Nes
pero no se trata de un isomorfismo puesto que f no es biyectiva. ; Ademds, como f es biyectiva se trata de un isomorfismo; en conse-
Es claro que no puede existir un isomorfismo entre dichos grupos cuencia, (S,+) y (R?,+) son isomorfos.

yYa que S es finito (tiene cuatro elementos) y Z es infinito. ) 3
Un conocido ejemplo de isomorfismo entre el grupo multiplicativo

e < pa . e .

Un ejemplo de grupos isomorfos lo encontramos en el conjunto S de (R",+) y el grupo aditivo (R,+) 1lo constituye la funcién logarit-
matrices sim@tricas de orden dos con elementos en R y el conjunto i Mmo; ya gue, ademds de ser bivectiva, cumple con la condicidn
R® de las ternas ordenadas de nGmeros reales; ambos con las opera j . A

i Lx.y) = L(x) + Liy); ¥ x, ye R
ciones de adicidn definidas en forma usual.

Como es del conocimiento del lector, la funcidn logaritmo se em -

En efecto, si

plea com@inmente para transformar problemas multiplicativos en pro

a b a ‘ i blemas aditivos.

b c i r‘
VII.4.2 TEOREMA
representa un elemento arbitrario de S, podemcs definir una fun -
Sean (G, *) y (G',A) dos grupos, y f: G + G' un homomorfismo:

cién f: S + R? mediante la regla )
= i) Sl e es el idéntico para = Y e¢' es el idéntico para A,

a b» £ entonces

. e o (a, b, c) £ (o) '
) =
b c ¢ &
ii) Si a es el inverso de a e G para * y f(a) es el inverso
Se tendrd entonces, para dos matrices cualesquiera de S
. de £(a) € G' para A, entonces

2" 1B d e £(3) = £{a)
M= y N =
b & e £
DEMOSTRACION
que, L :
a+d B ¥ Se demuestra ﬁnicamente la parte i) dejando al lector como ejerci
£(M + N) = £( ) = (a + d, b+ e, c+ f) ¢ cio la demostracidn de la parte ii).
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i) Sea a € G, como ¢ es el idéntico para * en G

exa = a; ¥ a € G

por lo gue
f(exa) = f(a)

como £ es un homomorfismo
f(e*a) = £(e) A f(a)

por lo gque
f(e) A f(a) = f(a)

Yy &n consecuencia
f(e) = e

como querfamos.

1N

VIOI.4.3 TEOREMA
Sean (G,*) y (G',A) dos grupos. Si f: G + G' es un

. . -1 . :
isomorfismo entonces £ : G' + G es un isomorfismo.

DEMOSTRACION
Como f: G + G' es biyectiva; entonces, de la teoria de funciones,
sabemos que existe su inversa £': g + 6 y que también es biyec

tiva.

-1 . :
Para probar que f es un homomorfismo consideremos dos elementos

a' = f(a) y b' = f(b) de G', donde a, b'e G. Entonces ' i

£ (a' a b = £ [fa) A £(0)]

Como f es un homomorfismo podemos escribir : 1

—1

£ (a' A b') = £ [£(a*b)]

como £ ' [£(x)] = x, se tiene que

o






