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IN T R O D U C C I¶O N

Cualquier sistema ¯nanciero del mundo requiere de la valuaci¶on de precios para
poder operar. Para llevar a cabo esto, es necesario la profesionalizaci¶on de este
sistema de tal manera que genere precios de manera con¯able y que re°ejen a
su vez las condiciones reales del mercado. Estas condiciones, prevalecientes en
los mercados, engloban una serie de diversos factores que generan los precios, en
particular la estructura de plazos.

La estructura de tasas -¶o curva de tasas- es el punto de partida para la valuaci¶on
de cualquier instrumento. Dependiendo del tipo de instrumento que se valuar¶a
se utilizar¶a una o m¶as curvas en la obtenci¶on del precio de mercado. De igual
manera, la estructura de tasas es la relaci¶on entre el rendimiento de los t¶³tulos
cup¶on cero y su vencimiento, esto se da cuando la ¶unica diferencia de entre ¶estos
es su vencimiento. Las importantes implicaciones de la estructura de plazos sobre
aspectos en la pol¶³tica monetaria, en la valuaci¶on de instrumentos ¯nancieros de
renta ¯ja, en los instrumentos derivados -como los Swaps- as¶³ como el estable-
cimiento de estrategias de gesti¶on de carteras de renta ¯ja es lo que hace de este
un tema de investigaci¶on cl¶asico en ¯nanzas. Ya que a trav¶es de ¶esta, se puede
determinar los precios prevalecientes en un sistema ¯nanciero.

La correcta valuaci¶on de un instrumento ¯nanciero depende entre otros factores,
de la exactitud del valor presente que se obtendr¶a a trav¶es de los °ujos de efectivo.
Para esto, es necesario conocer los factores de descuentos, obtenidos mediante una
curva de precios. Esto es se ajustar¶a una curva de rendimientos a las cotizaciones
actuales. El hecho de ajustar una curva a las distintas cotizaciones que se dieron a
lo largo del d¶³a impedir¶a que la curva generada sea consistente con los puntos del
mercado, ya que de cierta manera est¶a ajustando promedios de dichas cotizaciones.
Sin embargo nada asegura que la curva cumpla con los criterios ¯nancieros tales
como ausencia de tasas forward negativas.

Los mercados de renta ¯ja han experimentado un gran crecimiento en las ¶ultimas
tres d¶ecadas. Cerca de dos terceras partes del valor de mercado, de todos los
t¶³tulos en los mercados de capitales, son de renta ¯ja. En particular los bonos
cup¶on cero son de gran utilidad para obtener la estructura de plazos.

En la literatura de modelos de tasas de inter¶es se encuentran los llamados mo-
delos de un factor. Son llamados as¶³ porque tratan toda la estructura de plazos
para cualquier vencimiento como una funci¶on de una ¶unica variable de estado, la
cual es la tasa corta de inter¶es. Estos modelos pueden ser extendidos a los llama-
dos modelos multifcactores, en los cuales la estructura de plazos para cualquier
vencimiento es una funci¶on de varias variables de control.
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En general los modelos de tasas de inter¶es se pueden clasi¯car en modelos de
equilibrio y modelos de no equilibrio -o no arbitraje. Por un lado los modelos
de equilibrio tienen las caracter¶³sticas de que la din¶amica de la tasa corta es
proporcionada de manera ex¶ogena y la tasa forward, as¶³ como el precio del bono,
son determinados en forma end¶ogena. Adicionalmente estos modelos tienen la
ventaja de que la estructura de plazos obtenida, no se ajusta a una anterior. Por
el otro los modelos de no arbitraje son caracterizados por el trabajo de Ho-Lee, el
cual desarroll¶o el enfoque de no arbitraje para modelos de la estructura de plazos,
en el sentido de que la estructura de plazos pueda ajustarse a una estructura inicial
(la cual es observable) . Dentro de este mismo enfoque otros autores trabajan
ex¶ogenamente la din¶amica de la tasa forward instant¶anea y obtienen de manera
end¶ogena la tasa corta, el precio de los bonos y as¶³ como la estructura de plazos.

El ob jetivo de este trabajo es recopilar los modelos de tasas m¶as importantes y
representativos de ambas metodolog¶³as. Se presentan los aspectos fundamentales
para la valuaci¶on de instrumentos de renta ¯ja, as¶³ como los conceptos de tasa
forward y tasa corta los cuales son muy importantes en la determinaci¶on de mo-
delos de estructura de plazos. Se mostrar¶a que la estructura de plazos puede ser
obtenida a partir de la tasa corta, raz¶on por la cual se supone que la tasa corta
es guiada por un proceso de difusi¶on y se obtiene una ecuaci¶on diferencial parcial
parab¶olica de segundo orden que debe seguir el precio de un bono cup¶on cero,
Cap¶³tulo 1.

Una vez hecho lo anterior, cap¶³tulo 2, se determinar¶a anal¶³ticamente la estructura
de plazos cuando la din¶amica de la tasa corta es conducida por el modelo de
Merton, Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross, bajo un escenario de equilibrio general.

Adicionalmente, Cap¶³tulo 3, se presentaran modelos de no arbitraje, los cuales son
Hoo-Lee, Hull-White, Heath-Jarrow-Morton y Nelson-Siegel. Es importante men-
cionar que en los modelos de Hoo-Lee y Hull-hite se supone una din¶amica estoc¶as-
tica de la tasa corta y a partir de ¶esta se determina end¶ogenamente la estructura
de plazos. Mientras que en los modelos de Heath-Jarro-Morton y Nelson-Siegel
el comportamiento de la tasa forward se considera ex¶ogeno y a partir de ella se
determina end¶ogenamente tanto la tasa corta como la estructura de plazos

Finalmente se presentar¶an las ventajas y desventajas, de los modelos bajo el en-
foque de equilibrio y no equilibrio. As¶³ mismo se comentan teor¶³as que pudieran
dar las bases para el desarrollo que posibles extensiones del presente trabajo. Las
cuales har¶an que los modelos presentados se apeguen a la realidad y sean de mayor
utilidad, para los participantes del mercado.
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C A P ¶IT U L O 1

M A R C O T E ¶O R IC O

1 .1 In tro d u c c i¶o n

Cualquier persona ha tenido la experiencia en la vida diaria con alguna
promesa de pago, es decir, ha pedido -o ha prestado- algo en alg¶un momento de
su vida. Algunas veces se pide prestada -se presta- una cantidad inicial S 0 en
un tiempo t y se promete pagar -¶o que le pagar¶an al prestamista- en una fecha
futura T esta cantidad S 0 m¶as algo adicional por ejemplo I , es decir, en la fecha
T se pagar¶a la cantidad S 0 + I , donde casi siempre la cantidad adicional I es un
porcentaje del monto inicial S 0 , por lo que se tiene que el pago prometido ser¶a:

S 0 + r S 0 ;

lo cual es equivalente a
S 0 (1 + r ):

Este porcentaje adicional r se podr¶³a pensar como el pago por el servicio del uso
de dinero ajeno al cual se le conoce como cr¶edito. Las personas piden prestado
porque necesitan dinero para llevar a cabo sus planes -en lugar de ir al banco lo
cual podr¶³a ser m¶as caro-. Por el contrario, las personas prestan dinero porque
tienen un excedente y desean hacer algo productivo con ¶el. Paralelamente, una
empresa podr¶³a necesitar -¶o tener un excedente- de fondos para realizar proyectos
los cuales incrementar¶³an su capacidad productiva y de esta forma lograr un
crecimiento de dichas empresas para poder sobrevivir en un mundo cada vez m¶as
din¶amico y agresivo. Es decir, para poder crecer necesitar¶an fondos pero tal vez
ahora no los tengan por lo que recurrir¶an al cr¶edito, o invitar¶an a nuevos socios.
Para hacer lo anterior las empresas b¶asicamente tienen dos opciones las cuales
son: emitir acciones y emitir deuda. El optar por la primera opci¶on implica una
p¶erdida en el poder de la toma de decisiones de la empresa, si se toma la segunda
alternativa la forma m¶as com¶un es a trav¶es de pagar¶es -bonos-, es decir, hoy
piden prestado una cantidad B 0 y en un futuro pagar¶an una cantidad B T -valor
nominal-. Por lo anterior, se podr¶³a pensar que las empresas venden -emiten- un
pagar¶e -bono- a la cantidad B 0 el d¶³a de hoy y en el futuro se comprometen a
pagar la cantidad B T , es decir, existe un °ujo de efectivo hoy que se deber¶a de
entregar al vendedor del pagar¶e y un °ujo de efectivo B T que se entregar¶an al
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comprador del pagar¶e. Las empresas llevan a cabo este tipo de mecanismo para
crecer y as¶³ lograr un mejor desempe~no.

1 .2 In stru m e n to s d e re n ta ¯ ja

Una primera clasi¯caci¶on parsimoniosa de los instrumentos ¯nancieros est¶a
dada por instrumentos de renta ¯ja e instrumentos de renta variable 1 . La carac-
ter¶³stica fundamental de los instrumentos de renta ¯ja es que los °ujos de efectivo
que genera este tipo de instrumentos est¶an predeterminados como son los CETES
-Certi¯cados de la Tesorer¶³a-, bonos de empresas, etc. Mientras que en los ins-
trumentos de renta variable no est¶an predeterminados los °ujos de efectivo como
son las acciones.

El bono es uno de los principales instrumentos de renta ¯ja, el cual es una promesa
de pago a futuro impersonalizada entre dos partes en la que una parte se compro-
mete a pagar ciertos °ujos de efectivo durante un lapso de tiempo a la contraparte
que hace el pr¶estamo. La parte que tiene la obligaci¶on de realizar pagos futuros
se le conoce como el emisor del bono y la parte que recibe dichos pagos se le
conoce como comprador o tenedor del bono. Al periodo de tiempo que dura este
contrato se le denomina vencimiento del bono, y a la cantidad prestada estipu-
lada en el bono que se deber¶a pagar en el vencimiento del bono se le conoce
como valor nominal. Finalmente, si el bono paga °ujos de efectivo antes de la
fecha de vencimiento a estos °ujos se les conoce como cupones, y a las fechas en
que ocurren estos pagos de cupones se les conoce como fecha de pago o corte de
cup¶on. Como un bono es una relaci¶on contractual que existe entre el emisor y
el tenedor del bono durante el vencimiento de ¶este, el tenedor del bono tendr¶a
motivos su¯cientes para preocuparse de que la posici¶on ¯nanciera de la empresa
emisora pueda cambiar en forma importante pues de ella depende la capacidad de
la empresa para responder a sus obligaciones. Un tenedor del bono puede exigir
a la empresa emisora un requirimiento m¶³nimo de raz¶on circulante, es decir, los
tenedores de los bonos nesesitar¶an estar informados acerca de la evoluci¶on de la
empresa y esto lo pueden hacer v¶³a los estados ¯nancieros.

Los contratos de bonos se pueden dividir en:

(1) Contratos que restringen la emisi¶on de nueva deuda,
(2) Contratos que imponen restricciones sobre el pago de dividendos,
(3) Contratos que imponen restricciones sobre fusiones,
(4) Contratos que imponen restricciones sobre las disposiciones de los activos de

una empresa.

1 P a ra u n a n ¶a lisis m ¶a s d eta lla d o d e la cla sī ca ci¶o n d e lo s d iferen tes tip o s d e b o n o s co n su lta r

V a n H o rn e [1 4 ].
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Estas restricciones son hechas para evitar que la empresa emisora aumente el
grado de riesgo de la deuda en circulaci¶on. Por ejemplo, se podr¶³a emitir nueva
deuda con derecho superior o igual sobre los activos de la empresa, o los bonos
que restringen el pago de dividendos son obligaciones principalmente hechas para
evitar casos extremos donde los accionistas voten para pagarse a s¶³ mismos un
dividendo liquidador que dejar¶a a los tenedores de los bonos con una empresa
vac¶³a.

Por lo anterior, existe una clasi¯caci¶on parsimoniosa de los bonos la cual a con-
tinuaci¶on se comentar¶a:

(a ) Bonos garantizados ¶o hipotecarios. - en este tipo de bonos existe un bien f¶³sico
como garant¶³a. Se clasi¯can de acuerdo a prioridad de derechos, al derecho
a emitir valores adicionales y al alcance del gravamen.

(b) Bonos no garantizados. - en este tipo de bonos no existe un bien como garan-
t¶³a. Se clasi¯can en bonos a largo plazo, bonos a largo plazo subordinados,
bonos a corto plazo, bonos sobre ingresos, bonos a tasa °otante, bonos co-
merciales y bonos no comerciales.

Los bonos pueden o no pagar °ujos de efectivo intermedios a la fecha de venci-
miento, cuando no pagan cupones y solo pagan el valor nominal en la fecha de
vencimiento se les conoce como bonos cup¶on cero o simplemente ceros. Cuando
un bono paga cup¶on se le conoce como bono cuponado o bono con cup¶on.

1 .2 .1 E le m e n to s d e u n b o n o

Debido a que un instrumento ¯nanciero queda totalmente caracterizado por
sus °ujos de efectivo y el tiempo en que estos ocurren, en consecuencia se tienen
todos los elementos para valuarlo. Los elementos de un bono son:

(1) Valor nominal, es el valor que se promete pagar en la fecha en que vence el
bono,

(2) fecha de vencimiento, es la fecha en que se deber¶a pagar el valor nominal -¶o
vida del bono-,

(3) fecha de emision, fecha en que se emite el bono,

(4) fecha de colocaci¶on, es la fecha en que se puso a la venta el bono,

(5) tasa cup¶on, es la tasa de rendimiento que se paga periodicamente sobre el
valor nominal -la cual se puede ver como el pago de intereses del bono-, por
lo que si un bono es cupon cero entoces su tasa cup¶on deber¶a ser cero,

(6) cup¶on, es la cantidad en unidades monetarias que se paga periodicamente,
la cual se calcula como la tasa cup¶on por el valor nominal.
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Con los elementos anteriores quedan totalmente caracterizados los °ujos de efec-
tivo de un bono, y como consecuencia queda caracterizado totalmente un bono,
y de esta forma se puede hablar de la valuaci¶on de un bono.

1 .3 V a lu a c i¶o n d e B o n o s

Una vez que se conocen los elementos de un bono, se conocen los °ujos de
efectivo que ¶este pagar¶a, as¶³ como las fechas en que ocurrir¶an estos °ujos, y para
determinar el precio del bono solo bastar¶a saber la tasa de descuento de dichos
°ujos. Para ello se calcular¶a el precio de un bono cuponado, se denotar¶an a VN
como el valor nominal del bono, T el vencimiento del bono, C i el cup¶on que
se pagar¶a en i < T con i = 1;:::;T . Si y es el rendimiento al vencimiento del
bono (tambi¶en conocido como yield to maturity o simplemente yield) , entonces el
precio del bono B (t;T ) estar¶a dado por el valor presente de sus °ujos de efectivo,
es decir:

B (t;T ) =

TX
i= 1

C i

(1 + y ) i¡ t
+

V N

(1 + y ) T ¡ t
:

Alternativamente, si el rendimiento al vencimiento tiene composici¶on continua
entonces el precio del bono estar¶³a dado por

B (t;T ) =

TX
i= 1

C ie
¡ y (i¡ t) + V N e ¡ y (T ¡ t) :

Para cualquier bono, se puede reportar el precio de mercado ¶o, dados los °ujos de
efectivo, el rendimiento ¶unico -rendimiento al vencimiento-. De esta forma si se
reporta el precio de mercado entonces el rendimiento al vencimiento -y - se puede
calcular como la tasa de descuento que iguala los °ujos de efectivo al valor de
mercado del bono.

De las expresiones anteriores es importante destacar que debido a que los pagos
del bono son conocidos de antemano, el valor del bono B (t;T ) °uct¶ua debido a los
cambios en las tasas de inter¶es, creando con ello un p¶erdida potencial. Tambi¶en
se observa que existe una relaci¶on inversa entre la tasa y el precio de un bono, es
decir, si las tasas aumentan entonces el precio del bono disminuir¶a y viceversa.

1 .3 .1 C u r v a d e re n d im ie n to s a l v e n c im ie n to (c u rv a y ie ld )

Como se coment¶o anteriormente, la valuaci¶on de un bono depende del rendi-
miento al vencimiento -yield-, ¶o si se tiene el precio de mercado del bono entonces
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el rendimiento al vencimiento -y - se puede calcular como la tasa de descuento
que iguala los °ujos de efectivo al valor de mercado del bono, es decir, para
cualquier bono se puede reportar el precio de mercado, o dados los °ujos de efec-
tivo del bono, su rendimiento ¶unico. Sin embargo, la verdadera cuesti¶on estriba
en averiguar si el rendimiento se puede relacionar a las condiciones prevalecientes
del mercado.

El rendimiento al vencimiento de cualquier bono est¶a fuertemente limitado a las
condiciones generales de los mercados de renta ¯ja. Todos los rendimientos al
vencimiento tienden a moverse juntos en este mercado. No obstante, todos los
rendimientos al vencimiento de los bonos no son exactamente los mismos. La
variaci¶on de los rendimientos al vencimiento es explicada en parte por las ca-
li¯caciones crediticias de los bonos, es decir, los bonos con mayor cali¯caci¶on
crediticia ser¶an m¶as caros que los de menor cali¯caci¶on. Con todo, la cali¯-
caci¶on crediticia no explica totalmente las variaciones observadas. Otro factor
que explica parcialmente las diferencias en los rendimientos al vencimiento es el
tiempo al vencimiento, es decir, los bonos con mayor vencimiento tendr¶an mayor
rendimiento al vencimiento.

De esta forma surge un concepto importante el cual es llamado la curva de
rendimiento al vencimiento -¶o curva yield- la cual es la relaci¶on funcional en-
tre el rendimiento al vencimiento y el plazo del vencimiento del bono. Cuando
se est¶a analizando un bono en particular es ¶util determinar su rendimiento y
fecha de vencimiento, y colocarlos como un punto de la curva de rendimientos al
vencimiento para bonos de su misma clasi¯caci¶on de riesgo. Esto dar¶a una indi-
caci¶on general de que tan bien est¶a valuado el bono respecto a todo el mercado.
Si el punto del bono que se est¶a analizando se encuentra lejos de la curva deber¶a
existir probablemente una explicaci¶on de su desviaci¶on, relacionada a situaciones
especiales tales como nuevas noticias que pudieran afectar la solvencia del emisor.

La estructura intertemporal de las tasas de inter¶es representa la relaci¶on,
en un punto dado en el tiempo, entre el plazo al vencimiento y el rendimiento
al vencimiento del bono dentro de un nivel de riesgo dado. La representaci¶on
tradicional de la estructura intertemporal est¶a basada en bonos de rendimiento
a la par, esto es utilizando el rendimiento al vencimiento de bonos con un cup¶on
cercano a su vencimiento. La ventaja de este m¶etodo es que los bonos relaciona-
dos, denominados on the run -emitidos recientemente- son muy l¶³quidos y sus
precios re°ejan acertadamente las condiciones del mercado. Sin embargo, este
m¶etodo ignora la informaci¶on contenida en otros bonos que se encuentran en cir-
culaci¶on. Algunos enfoques intentan ajustar la curva de rendimientos a trav¶es de
los rendimientos de todas las emisiones vigentes.
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1 .4 L a e stru c tu ra d e p la z o s

La curva yield es ¶util, pero debido a que es algo arbitraria no proporciona una
explicaci¶on completamente satisfactoria de las diferenciales de los rendimientos al
vencimiento. No obstante, el ajuste de una curva utilizando bonos con diferentes
cupones es insatisfactorio. El problema es que los rendimientos observados no
representan los rendimientos futuros a menos que todos, los cupones puedan ser
reinvertidos a la misma tasa, lo cual es muy poco probable. Es por lo anterior
que se requiere de otra teor¶³a, y esta secci¶on se encarga de proporcionarla y se
conoce como la estructura de plazos. La teor¶³a presentada en esta secci¶on deja
de lado las ideas del rendimiento al vencimiento para enfocarse en el concepto
puro de tasa de inter¶es, es decir, se basa en la observaci¶on de que en general la
tasa de inter¶es depende de la longitud del periodo de tiempo en que el dinero es
prestado.

Se de¯ne la tasa spot -o tasa de inter¶es de contado- a T a~nos como la tasa
de inter¶es de una inversi¶on efectuada en un periodo de tiempo que empieza en t
y termina en T a~nos, donde el inter¶es y el principal ser¶an pagados en T , a la cual
se le denotar¶a como R (t;T ) . Es importante hacer notar que bajo este enfoque de
la tasa spot no existen °ujos de efectivo entre t y T y los ¶unicos °ujos ocurren
en t y T . De esta forma si se tiene un bono cup¶on cero con valor nonimal VN y
fecha de vencimiento en T entonces su precio estar¶a dado por

B (t;T ) =
V N

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t
;

y si la composici¶on de la tasa es en tiempo continuo entonces el precio del bono
est¶a dado por:

B (t;T ) = V N e ¡ R (t;T )(T ¡ t) :

Es importante destacar que el °ujo de efectivo del bono al vencimiento T es VN,
es decir,

B (T ;T ) = V N ;

de donde se tiene que R (T ;T ) = 0.

Note que en este caso el rendimiento al vencimiento est¶a bien de¯nido, dado que
corresponde al vencimiento compuesto en el periodo T sobre el bono y en este
caso para este bono cup¶on cero se tendr¶a que su rendimiento al vencimiento en
un plazo T es la tasa spot. En contraste, un bono con cupones tiene muchos
°ujos de efectivo previos al vencimiento y puede ser descompuesto en una serie
de bonos cup¶on cero donde el cup¶on al tiempo i puede ser visto como el valor
nominal de un bono cup¶on cero con vencimiento en esta fecha. El valor nominal
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m¶as el ¶ultimo cup¶on es el valor nominal de un bono cup¶on cero con vencimiento
en T . De esta forma el precio del bono est¶a dado por

B (t;T ) =

TX
i= 1

C i

(1 + R (t;i) ) i¡ t
+

V N

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t
; (1:1)

donde R (t;i) son las tasas spot que integran la estructura de plazos en el tiempo i,
con i = 1;2;:::;T . Es importante mencionar que la estructura de plazos tambi¶en
es conocida como la curva cero o curva spot, y ¶esta representa las tasas spot
gra¯cadas contra el tiempo.

Si la composici¶on de las tasas de inter¶es son en tiempo continuo entonces el precio
de un bono cuponado est¶a dado por

B (t;T ) =

TX
i= 1

C ie
¡ R (t;i)(i¡ t) + V N e ¡ R (t;T )(T ¡ t) : (1:2)

Una curva cup¶on cero -¶o estructura de plazos- es, te¶oricamente, m¶as precisa
que la curva usual de rendimientos al vencimiento. La primera representa un
conjunto de precios primitivos, a partir de los cuales puede ser derivado el valor
de los instrumentos de renta ¯ja -en particular los bonos-. Desafortunadamente,
los mercados activos para los bonos cup¶on cero -denominados tambien strips-
existen solo en los Estados Unidos y Francia, y son relativamente recientes. Por
lo tanto, la curva de la tasa spot generalmente se estima a partir de los bonos en
circulaci¶on con un cup¶on en proceso de pago, utilizando la ecuaci¶on (2.1) ¶o (2.2)
seg¶un sea el caso.

En la pr¶actica, normalmente las tasas spot -¶o tasa cup¶on cero- no se pueden
observar directamente, lo que se puede observar son los bonos que pagan cup¶on.
Un punto importante es el como se puede extraer la curva de rendimiento cup¶on
cero a partir de los precios de las obligaciones con cup¶on, es por ello que la
siguiente secci¶on aborda un m¶etodo para tal ob jetivo.

1 .4 .1 M ¶e to d o b o o tstra p

La forma obvia de determinar una curva de tasas spot es encontrando los
precios de una serie de bonos cup¶on cero con varias fechas de vencimiento.
Lamentablemente el conjunto disponible de bonos cup¶on cero es t¶³picamente muy
peque~no, y adem¶as, hasta hace poco no exist¶³an bonos cup¶on con vencimientos de
largo plazo. Por lo que no es siempre pr¶actico determinar el conjunto completo
de tasas spot de esta forma. Sin embargo, la existencia de un bono cup¶on cero
no es necesaria para el concepto de tasas spot, no se requieren tales datos para
determinar el valor de las tasas spot.
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La curva de tasas spot puede ser determinada de los precios de los bonos cupona-
dos comenzando con bonos de vencimientos cortos y trabajando hacia adelante
con bonos de vencimientos mayores.

Se ilustrar¶a el proceso para la composici¶on de un a~no bajo el supuesto de que los
cupones se pagan una vez al a~no. Primero, se determinar¶a R (t;1) por observaci¶on
directa de la tasa de inter¶es de un a~no. Despu¶es, se considerar¶a un bono a dos
a~nos. Se supondr¶a que el bono tiene precio B (t;2) el cual hace pagos de cup¶on
de montos C 1 y C 2 al ¯nal del a~no 1 y 2 respectivamente, y con valor nominal
de V N . El precio de debe ser igual al valor presente de los °ujos de efectivo, es
decir:

B (t;2) =
C 1

(1 + R (t;1) )
+

C 2 + V N

(1 + R (t;2) ) 2
;

como la tasa spot al primer a~no (R (t;1) ) ya es conocida, entonces se puede
resolver la ecuaci¶on anterior para la tasa spot al segundo a~no, es decir, para
R (t;2) . Trabajando de esta forma hacia delante, lo siguiente es considerar un
bono a tres a~nos, cuatro a~nos, . . . , T a~nos y as¶³, se puede determinar las tasas spot
R (t;3) , R (t;4) , . . . , R (t;T ) paso a paso. Cabe mencionar que bajo este m¶etodo se
tendr¶an las tasas spot de acuerdo a los vencimientos de los bonos disponibles por
lo que no se tendr¶an tasas spot fuera de estos periodos de vencimiento 2 . Es por
ello, que es necesario contar con modelos que puedan proporcionar la tasa spot a
un vencimiento espec¶³¯co por lo que en las siguientes cap¶³tulos abordar¶an estos
modelos.

1 .5 T a sa fo rw a rd

La tasa spot a T a~nos es la tasa de inter¶es de una inversi¶on efectuada para
un periodo de tiempo que empieza hoy (t) y que ¯naliza al cabo de T a~nos.
Muchas veces, se est¶a interesado en conocer las tasas de inter¶es intermedias entre
una tasa spot a T 1 a~nos y una tasa spot a T 2 a~nos con T 2 > T 1 . Este tipo de
informaci¶on lo contiene de forma impl¶³cita la estructura de plazos y a partir de
esto surge el concepto de tasa forward, la cual se puede de¯nir como la tasa de
inter¶es que se encuentra impl¶³citamente entre las tasas spot actuales para periodos
futuros de tiempo. A continuaci¶on, se ilustra el c¶alculo de una tasa forward, para
ello considere las tasas spot a T 1 y a T 2 a~nos denotadas por R (t;T 1 ) y R (t;T 2 )
respectivamente. De esta forma una inversi¶on de 1 unidad monetaria invertida a
un plazo de T 2 a~nos se puede ver como una inversi¶on a un periodo de T 1 a~nos y
al ¯nal de T 1 a~nos reinvertir a la tasa futura a T 2 ¡ T 1 prevaleciente dentro de T 1 .
Por lo que bajo argumentos de arbitraje se podr¶³a esperar que ambas alternativas
de inversi¶on brinden el mismo monto en T 2 , es decir,

(1 + R (t;T 2 )
T 2 ¡ t = (1 + R (t;T 1 )

T 1 ¡ t(1 + f (t;T 1 ;T 2 )
T 2 ¡ T 1 ; (1:3)

2 E ste m ¶eto d o p u ed e ser co n su lta d o en H u ll [5 ].
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donde f (t;T 1 ;T 2 ) es la tasa que se observa en t, para una inversi¶on que comienza
en T 1 y ¯naliza en T 2 , a la cual se le conoce como la tasa forward de T 1 a T 2 ,
observada en t. Por lo que la expresi¶on de la tasa forward bajo composici¶on
discreta est¶a dada por:

f (t;T 1 ;T 2 ) =

·
(1 + R (t;T 2 )

T 2 ¡ t

(1 + R (t;T 1 ) T 1 ¡ t

¸ 1
T 2 ¡ T 1

¡ 1 : (1:4)

An¶alogamente, si la composici¶on de las tasas spot es continua la tasa forward
puede ser obtenida a trav¶es de la ecuaci¶on

e R (t;T 2 )(T 2 ¡ t) = e R (t;T 1 )(T 1 ¡ t)e f (t;T 1 ;T 2 )(T 2 ¡ T 1 ) ;

y la tasa forward para la composici¶on continua est¶a dada por

f (t;T 1 ;T 2 ) =
R (t;T 2 ) (T 2 ¡ t) ¡ R (t;T 1 ) (T 1 ¡ t)

T 2 ¡ T 1
: (1:5)

De las expresiones para la tasa forward proporcionadas en (2.4) y (2.5) y usando
el hecho de que R (t;t) = 0, se observa que la tasa forward f (t;t;T ) es la tasa spot
R (t;T ) . La tasa de inter¶es forward tambi¶en mide la pendiente de la estructura
de plazos ya que de (2:3) si se supone que t = 0, T 1 = 1 y T 2 = 2 y despu¶es de
simpli¯car y eliminar los t¶erminos cruzados se tiene que:

f (t;1;2) ¼ R (t;2) + (R (t;2) ¡ R (t;1) ) ;

est¶a por arriba de R (t;1) y f (t;1;2) estar¶a por encima de R (t;2) , proporcionando
una gu¶³a sobre la tendencia de los movimientos futuros de las tasas de inter¶es.
Cuando la composici¶on es continua por la ecuaci¶on (2.5) la observaci¶on de que
la tasa forward mide la pendiente de la estructura de plazos es m¶as directa y
adem¶as, se observa que si la estructura es ascendente R (t;1) < R (t;2) entonces
la tasa forward f (t;1;2;) estar¶a por encima de R (t;2) . De esta forma, cuando
la estructura de plazos es plana -tanto para composici¶on continua como discreta-
la curva spot es id¶entica a la curva de rendimiento a la par y a la curva forward.
En general, las curvas di¯eren. En particular, en el caso de una estructura de
plazos con desplazamientos ascendentes la curva de rendimiento al vencimiento
est¶a por debajo de la curva spot mientras que la curva forward est¶a por encima.
Por el contrario, con una estructura de plazos con desplazamientos descendentes
la curva de rendimiento al vencimiento est¶a por encima de la curva de tasas spot,
la cual a su vez est¶a por arriba de la curva de tasas forward.

Es importante destacar que existe una gran n¶umero de tasas forwards asociadas
a una curva spot. De hecho, si existen n periodos, entonces existen n tasas spot
-incluyendo R(t,t) la cual se de¯ne como cero-; y de esta estructura de plazos
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existen n (n + 1 )
2 tasas forward -incluyendo las tasas spot b¶asicas-. Sin embargo,

todas estas tasas forward son derivadas de las n tasas spot subyacentes.

La curva de rendimientos al vencimiento -curva yield- puede ser observada, al
menos aproximadamente, buscando una serie de cotizaciones de bonos en las
publicaciones ¯nancieras. La curva casi nunca es plana, pero usualmente tiene
una pendiente creciente conforme los vencimientos se incrementan. La tasa spot
tiene caracter¶³sticas similares. T¶³picamente, tambi¶en la pendiente se incrementa
r¶apidamente en vencimientos cortos y continua increment¶andose la pendiente
pero gradualmente conforme los vencimientos se alargan. Adem¶as, se observa que
la curva spot tiene variaciones cada d¶³a, por lo que resulta natural preguntarse si
existe una explicaci¶on simple para esta forma t¶³pica de la estructura de plazos.

Existen tres explicaciones est¶andar o teor¶³as de la estructura de plazos, cada
una de las cuales proporciona alg¶un signi¯cado importante. A continuaci¶on se
esbozar¶an brevemente estas tres teor¶³as 3 :

(1 ) La m¶as sencilla es la conocida como la teor¶³a de las expectativas la cual
sostiene que las tasas spot a largo plazo deben re°ejar las tasas de inter¶es a
corto plazo futuras esperadas. De manera m¶as precisa argumenta que una
tasa forward correspondiente a cierto periodo es igual a la tasa spot futura
esperada para este periodo.

(2) La segunda teor¶³a, conocida como la teor¶³a de segmentaci¶on de mercados,
conjetura que no es necesario que haya relaci¶on alguna entre las tasas spot
a corto y largo plazo. Bajo esta teor¶³a, diferentes instituciones invertir¶an
en obligaciones de diferentes vencimientos sin posibilidad de cambio en el
vencimiento deseado para la inversi¶on. La tasa de inter¶es a corto plazo
se determinar¶a por la oferta y demanda en el mercado de obligaciones a
corto plazo, la tasa de inter¶es a mediano plazo se determina por la oferta y
demanda del mercado de obligaciones a mediano plazo, y as¶³ sucesivamente.

(3) Finalmente, la teor¶³a que resulta en cierta forma m¶as atractiva es la conocida
como la teor¶³a de la preferencia por la liquidez. En ella se argumenta que
las tasas forward deben ser siempre m¶as altas que las tasas spot esperadas
en el futuro.

El supuesto b¶asico subyacente de la teor¶³a de la preferencia por la liquidez es
que los inversionistas pre¯eren conservar su liquidez e invertir sus fondos durante
periodos cortos de tiempo. Los prestatarios, por otro lado, normalmente pre-
¯eren endeudarse a tasas de inter¶es ¯jas y periodos largos. Si las tasas de inter¶es
ofrecidas por los bancos y otros intermediarios ¯nancieros fueran tales que la tasa
forward fuera igual a la tasa spot esperada en el futuro, las tasas de inter¶es a largo
plazo, se igualar¶³an a la media de las tasas de inter¶es a corto plazo esperadas en el

3 V er R u ssell [1 3 ].
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futuro. Con la ausencia de incentivos para cambiar de proceder, los inversionistas
tender¶³an a depositar sus fondos durante periodos cortos y los prestatarios ten-
der¶³an a endeudarse a periodos largos. Los intermediarios ¯nancieros podr¶³an, en
ese caso, ¯nanciar cantidades importantes de pr¶estamos a largo plazo a tasa ¯ja
con dep¶ositos a corto plazo. Lo cual implicar¶³a sin embargo, un excesivo riesgo de
tasa de inter¶es. En la pr¶actica, para emparejar a depositantes con prestatarios y
eliminar as¶³, el riesgo de tasa de inter¶es, los intermediarios ¯nancieros aumentar¶an
la tasa de inter¶es a largo plazo con respecto a las tasas de inter¶es a corto plazo
esperadas en el futuro. De esta forma, se reducir¶a la demanda de pr¶estamos a
largo plazo de tasa ¯ja y se estimular¶a a los inversionistas a depositar sus fondos
durante largos periodos de tiempo. La teor¶³a de la preferencia por la liquidez
lleva a una situaci¶on en la que las tasas forward son m¶as altas que las tasas spot
esperadas en el futuro. Es tambi¶en consecuente con la observaci¶on emp¶³rica a-
cerca de que las curvas de rendimientos tienden a tener pendientes positivas m¶as
a menudo que pendientes negativas.

Es importante resaltar que la tasa spot R (t;T ) puede ser modelada como una
inversi¶on realizada de 1 unidad monetaria, la cual ser¶a reinvertida cada periodo
de tiempo a la tasa forward f (t;t + k ;t + k + 1) es decir,

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t = (1 + f (t;t;t+ 1) ) (1 + f (t;t + 1;t + 2)) :::(1 + f (t;T ¡ 1;T ) ) ;

pero f (t;t;t + 1) = R (t;1) , por lo que

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t = (1 + R (t;1) ) (1 + f (t;t + 1;t + 2) ) :::(1 + f (t;T ¡ 1;T ) ) ;
(1:6)

por lo que la tasa spot para el periodo T se puede escribir como un promedio
geom¶etrico de las tasas spot y forward.

En el caso continuo

e R (t;T )(T ¡ t) = e R (t;1 )e f (t;t+ 1 ;t+ 2 )e f (t;t+ 2 ;t+ 3 ):::e f (t;T ¡ 1 ;T ) ; (1:7)

de donde se obtiene que

R (t;T ) =
1

T ¡ t

"
R (t;1) +

T ¡ tX
i= 2

f (t;t + i ¡ 1;t + i)
#
;

es decir, en el caso continuo la tasa spot a T a~nos es un promedio aritm¶etico de
la tasa spot y las tasas forward. Sin embargo debido a que f (t;t;k ) = R (t;k ) , se
tiene que

R (t;T ) =
1

T ¡ t

"
f (t;t;t + 1) +

T ¡ tX
i= 2

f (t;t + i ¡ 1;t + i)
#
;
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de donde se observa que la tasa spot a T a~nos es un promedio ge¶ometrico de
las tasas forward por periodo. De lo anterior, es importante mencionar que la
estructura de plazos puede ser generada a trav¶es de las tasas forward espaciadas
un periodo de tiempo, es decir, por f (t;t;t + 1) , f (t;t + 1;t + 2) , f (t;t + 2;t +
3) , . . . ,f (t;T ¡ 1;T ) , por lo que si se conocen estas tasas entonces la estructura de
plazos puede ser obtenida como un promedio geom¶etrico o aritm¶etico -geom¶etrico
para composici¶on discreta y aritm¶etico para composici¶on continua-. Entonces las
tasas forward espaciadas por un periodo de tiempo f (t;t+ k ;t+ k + 1) son muy
importantes, ya que a partir de ellas se determina la estructura de plazos, como lo
muestra la siguiente expresi¶on -raz¶on por la cual la siguiente secci¶on trata acerca
de ellas-.

R (t;T ) =
1

T ¡ t

"
f (t;t;t + 1) +

T ¡ tX
i= 2

f (t;t + i ¡ 1;t + i)
#
: (1:8)

Se observa que la tasa spot a T a~nos es un promedio aritm¶etico de las tasas
forward por periodo. De lo anterior, es importante mencionar que la estructura
de plazos puede ser generada a trav¶es de las tasas forward espaciadas un periodo
de tiempo, es decir, por:

f (t;t;t + 1);f (t;t + 1;t + 2) ;f (t;t + 2;t + 3);:::;f (t;T ¡ 1;T ):

Por lo tanto, si se conocen estas tasas entonces la estructura de plazos puede ser
obtenida como un promedio geom¶etrico o aritm¶etico -geom¶etrico para composi-
ci¶on discreta y aritm¶etico para composici¶on continua-. Cabe mencionar que las
tasas forward espaciadas por un periodo de tiempo f (t;t+ k ;t+ k + 1) son muy
importantes para la estructura de plazos, raz¶on por la cual la siguiente secci¶on
trata acerca de ellas.

1 .6 T a sa c o rta

Las tasas cortas4 son las tasas forward espaciadas solo un periodo de tiempo.

La tasa corta al tiempo k de acuerdo con esto est¶a dada por:

r k = f (t;t + k ;t + k + 1);

que es la tasa forward de k a k + 1.

Note que R (t;1) = f (t;t;t + 1) = f (t;t + 0;t + 0 + 1) = r 0 .

Como se coment¶o anteriormente las tasas cortas pueden ser consideradas funda-
mentales, as¶³ como las tasas spot, ya que para un conjunto completo de tasas

4 S eg ¶u n L u em b erg er [8 ].
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cortas se puede especi¯car totalmente una estructura de plazos. Es decir, de
acuerdo a (2.6) y (2.7) se tiene que

(1 + R (t;T ) ) T ¡ t = (1 + R (t;1) ) (1 + r 1 ) (1 + r 2 ) :::(1 + r T ¡ 1 ) ) :

En el caso continuo

e R (t;T )(T ¡ t) = e R (t;1 )e r1 e r2 :::e rT ¡ 1 ; (1:9)

es decir, la estructura de plazos se puede obtener en el caso discreto como un
promedio geom¶etrico de las tasas cortas. En el caso continuo la estructura de
plazos se puede obtener como un promedio aritm¶etico de las tasas cortas a partir
de (2.9) , es decir:

R (t;T ) =
1

T ¡ t

T ¡ 1X
i= 0

r i :

Si se particiona el intervalo [t;T ] en subintervalos de longitud ¢T (cuya longitud
podr¶³a ser ¢T = 1

n ) se tiene

e R (t;T )(T ¡ t) = e f (t;t;t+ ¢ T )¢ T e f (t;t+ ¢ T ;t+ 2 ¢ t)¢ T :::e f (t;t+ (n ¡ 1 )¢ T ;t+ n ¢ t)¢ T ;

de donde

R (t;T ) =
1

T ¡ t

n ¡ 1X
i= 0

f (t;t + i¢T ;t + (i+ 1)¢T )¢T

=
1

T ¡ t

n ¡ 1X
i= 0

ri¢ T ¢T

;

tomando el l¶³mite cuando n ! 1 (como ¢T = 1
n , entonces ¢T ! 0) , se tiene

que

R (t;T ) =
1

T ¡ t

Z T

t

rsds : (1:10)

Se observa que bajo composici¶on continua y al suponer que los periodos de longi-
tud ¢T son cercanos a cero, la estructura de plazos se puede ver como el promedio
aritm¶etico de las tasas cortas, que en este caso de composici¶on continua resulta
ser la integral de las tasas cortas. Este hecho indica que la tasa corta es fun-
damental para el c¶alculo de la estructura de plazos, ya que a partir de ellas se
puede generar la estructura de plazos. Por lo que en lo subsecuente se tomar¶a
como punto de partida para determinar la estructura de plazos a la tasa corta,
a trav¶es de especi¯car la din¶amica seguida por la tasa corta, y de esta forma se
encontrar¶a la estructura de plazos.
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Adicionalmente, se encontrar¶a una relaci¶on entre el precio del bono y la tasa
forward, para ello considere

e R (t;T )(T ¡ t)e f (t;T ;T + ¢ T )¢ T = e R (t;T + ¢ T )(T + ¢ T ¡ t) ;

de donde se obtiene que

R (t;T ) (T ¡ t) + f (t;T ;T + ¢T )¢T = R (t;T + ¢T ) (T + ¢T ¡ t) ;

y as¶³,

f (t;T ;T + ¢T ) =
R (t;T + ¢T ) (T + ¢T ¡ t) ¡ R (t;T ) (T ¡ t)

¢T
; (1:11)

pero
B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;

entonces
R (t;T ) (T ¡ t) = ¡ ln(B (t;T ) ):

An¶alogamente,

R (t;T + ¢T ) (T + ¢T ¡ t) = ¡ ln(B (t;T + ¢T ) ) ;

por lo que al sustituir lo anterior en (1 .11) se tiene que

f (t;T ;T + ¢T ) =
¡ ln(B (t;T + ¢T ) ) + ln(B (t;T ) )

¢T

= ¡ ln(B (t;T + ¢T ) ) ¡ ln(B (t;T ) )
¢T

:

Al tomar el l¶³mite cuando ¢T ! 0 se obtiene lo que se conoce como la tasa
forward instant¶anea la cual ser¶a denotada por f (t;T ) , es decir

f (t;T ) = lim
¢ T ! 0

f (t;T ;T + ¢T )

= ¡ lim
¢ T ! 0

ln(B (t;T + ¢T ) ) ¡ ln(B (t;T ) )
¢T

= ¡ @ ln(B (t;T ) )
@ T

:

Por lo tanto la tasa forward instant¶anea est¶a dada por la derivada del logaritmo
natural del precio de un bono cup¶on cero, es decir:

f (t;T ) = ¡ @ ln(B (t;T ) )
@ T

: (1:12)
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La estructura de plazos es importante ya que a trav¶es de ella se pueden valuar ins-
trumentos de renta ¯ja. Se coment¶o que el m¶etodo Bootstrap es una herramienta
¶util para obtener la estructura de plazos. Sin embargo, para obtener una estruc-
tura de plazos completa se necesitar¶³an tener bonos de cualquier vencimiento,
situaci¶on que en la pr¶actica parece poco f¶acil de tener. La tasa corta especi¯ca
totalmente la estructura de plazos es por ello que existen metodolog¶³as basadas en
el estudio de la din¶amica de la tasa corta -la cual se proporciona ex¶ogenamente-
y a partir de ¶esta se obtiene en la estructura de plazos, en la siguiente secci¶on se
tratar¶a con estas metodolog¶³as.

1 .7 E c u a c i¶o n d ife re n c ia l p a rc ia l d e l p re c io d e u n b o n o c u p ¶o n
c e ro

El precio de un bono cup¶on cero bajo composici¶on continua est¶a dado por:

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ; (1:13)

donde R (t;T ) es la estructura de plazos. A continuaci¶on, se proporciona una
metodolog¶³a ampliamente conocida basada en la tasa corta la cual establece una
din¶amica estoc¶astica de la tasa corta a trav¶es del siguiente proceso de Itô:

dr t = ¹ (t;r t)dt + ¾ (t;r t)dW t ; (1:14)

donde dW t es un movimiento Browniano, ¹ y ¾ son funciones conocidas, la cual
ser¶a una especi¯caci¶on ex¶ogena. De esta forma, debido a (1 .10) la estructura
depende de la tasa corta, pero la tasa corta es estoc¶astica, entonces debido a que
la tasa corta es estoc¶astica y por la relaci¶on entre la estructura de plazos y la
tasa corta establecida en (1.10) se tiene que el precio de un bono cup¶on cero por
(1 .13) en t¶erminos de la tasa corta est¶a dado como sigue 5 :

B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
: (1:15)

Enseguida, se determinar¶a una ecuaci¶on diferencial parcial que servir¶a para en-
contrar el precio de un bono cup¶on cero, donde la din¶amica de la tasa corta est¶a
dada por (1 .14) . Para ello note que el precio de un bono es una funci¶on de la
estructura de plazos, y debido a la relaci¶on existente entre la estructura de pla-
zos y la tasa corta dada por (1 .10 ) , el precio de un bono es una funci¶on de la
tasa corta, el tiempo en que est¶a siendo valuado y el plazo, es decir, B (r t;t;T ) .
Se considerar¶a un portafolio formado por dos bonos con vencimientos diferentes
cuyos precios est¶an dados por B 1 (r t;t;T 1 ) y B 2 (r t;t;T 2 ) para un vencimiento en

5 U n a ex p o sici¶o n a m p lia p u ed e ser en co n tra d a en D u ± e [2 ].
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T 1 y T 2 respectivamente. Entonces el valor de un portafolio conformado por estos
dos bonos est¶a dado por:

¦t = w 1 B 1 + w 2 B 2 ;

donde w 1 y w 2 son las cantidades del bono 1 y 2 en el portafolio respectivamente.

Entonces el cambio en el portafolio debido ¶unicamente a °uctuaciones propias
del mercado y no al rebalanceo del portafolio est¶a dado por

d¦t = w 1dB 1 + w 2dB 2 ; (1:16)

donde la din¶amica del precio de un bono cup¶on cero depende de la din¶amica de
la tasa corta dada en (1.14) .

Por el lema de Itô 6 se tiene que

dB i =

·
@ B i

@ t
+ ¹ (rt;t)

@ B i

@ rt
+
1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 B i

@ r 2t
ḑt + ¾ (r t;t)

@ B i

@ r t
dW t i = 1;2 ;

si

¹ i =

@ B i

@ t + ¹ (r t;t)
@ B i

@ rt
+ 1

2 ¾
2 (r t;t)

@ 2 B i

@ r 2t

B 1
i = 1;2

¾ i =
@ B i

@ r t

1

B i
¾ (r t;t) i = 1;2

: (1:17)

Al sustituir lo anterior en (1 .16) :

d¦t =w 1 [¹ 1 dtB 1 + ¾ 1 B 1 ] + w 2 [¹ 2 dtB 2 + ¾ 2 B 2 ]

= [w 1 ¹ 1 B 1 + w 2 ¹ 2 B 2 ] dt + [w 1 ¾ 1 B 1 + w 2 ¾ 2 B 2 ] dW t

; (1:18)

para administrar el riesgo se eligen:

w 1 =
¾ 2

B 1 (¾ 2 ¡ ¾ 1 )

w 2 = ¡
¾ 1

B 2 (¾ 2 ¡ ¾ 1 )

: (1:19) :

Al sustituir lo anterior en (1 .18) se obtiene lo siguiente

d¦t =
¹ 1 ¾ 2 ¡ ¹ 2 ¾ 1
¾ 2 ¡ ¾ 1

dt ; (1:20)

y el valor del portafolio bajo la elecci¶on de w 1 y w 2 proporcionados en (1 .19) es:

¦t =w 1 B 1 + w 2 B 2 =
¾ 2

B 1 (¾ 2 ¡ ¾ 1 )
B 1 ¡

¾ 1

B 2 (¾ 2 ¡ ¾ 1 )
B 2

=
B 1 B 2 ¾ 2 (¾ 2 ¡ ¾ 1 ) ¡ B 1 B 2 ¾ 1 (¾ 2 ¡ ¾ 1 )

B 1 B 2 (¾ 2 ¡ ¾ 1 )
=
¾ 2 ¡ ¾ 1
¾ 2 ¡ ¾ 1

= 1
:

6 P a ra co n su lta r so b re c¶a lcu lo esto c¶a stico , en p a rticu la r el lem a d e Itô , v er K a ra tza s [7 ].
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De esta forma, bajo la elecci¶on de w 1 y w 2 dados por (1 .19) se tiene que el
portafolio ¦t = 1 es libre de riesgo, por lo que si se deposita la cantidad de 1
unidad monetaria en una cuenta bancaria -la cual es libre de riesgo- se tiene que
el portafolio ¦rt el cual consiste en depositar 1 unidad monetaria en una cuenta
bancaria, y si el rendimiento libre de riesgo es r , entonces el cambio de la cuenta
bancaria en el tiempo dt est¶a dado por

d¦rt = rdt : (1:21)

Como el portafolio obtenido por (1 .19) es libre de riesgo se tiene que (1 .20) y
(1:21) deben ser iguales o de otra forma habr¶a oportunidades de arbitraje. Al
igualar (1:20) y (1:21) se tiene que

rdt = d¦rt = d¦t =
¹ 1 ¾ 2 ¡ ¹ 2 ¾ 1
¾ 2 ¡ ¾ 1

dt ;

es decir
¹ 1 ¾ 2 ¡ ¹ 2 ¾ 1 = r (¾ 2 ¡ ¾ 1 ) ;

de donde
¹ 1 ¡ r
¾ 1

=
¹ 2 ¡ r
¾ 2

:

Como los cocientes anteriores dependen de B i y este precio a su vez depende
del plazo T i, y como ambos cocientes son iguales para todo valor del plazo T i se
deduce que estos cocientes son independientes del plazo T i ya que esta igualdad
es la misma para cualquier valor de T i. Cabe mencionar que es la ¶unica variable
en estos cocientes. Entonces los cocientes anteriores solo dependen de r t y t, es
decir, son funciones de estas variables por lo que

¹ 1 ¡ r
¾ 1

=
¹ 2 ¡ r
¾ 2

= ¸ (r t;t) ; (1:22)

y a la cantidad ¸ (r t;t) se le conoce como el premio al riesgo de mercado es-
tandarizado por la volatilidad. Por (1:17) la expresi¶on anterior es equivalente
a

¸ (r t;t) =

@ B i
@ t + ¹ (rt;t)

@ B i
@ rt

+ 1
2 ¾

2 (rt;t)
@ 2 B i
@ r2
t

B 1
¡ r

@ B i

@ rt
1
B i
¾ (r t;t)

; i = 1;2

Como los cocientes en (1:22) no dependen del plazo entonces en la expresi¶on
anterior se puede omitir el sub¶³ndice del bono, lo cual indica que no importa
cual bono sea, pues el premio de riesgo del mercado no depende de un bono en
particular, por lo que

¸ (r t;t) =

@ B
@ t + ¹ (rt;t)

@ B
@ rt

+ 1
2 ¾

2 (rt;t)
@ 2 B

@ r2
t

B ¡ r
@ B
@ rt

1
B ¾ (r t;t)

:
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La expresi¶on anterior es equivalente a

¸ (r t;t) =

@ B
@ t + ¹ (rt;t)

@ B
@ rt

+ 1
2 ¾

2 (rt;t)
@ 2 B

@ r2
t

¡ r B

B
@ B
@ rt

1
B ¾ (rt;t);

;

y as¶³,

@ B

@ t
+ ¹ (rt;t)

@ B

@ r t
+
1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 B

@ r 2t
¡ r B = @ B

@ r t
¾ (r t;t) ¸ (r t;t) ;

por lo que

@ B

@ t
+
@ B

@ r t
[¹ (rt;t) ¡ ¾ (rt;t)¸ (r t;t) ] +

1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 B

@ r 2t
¡ r B = 0 : (1:23)

Pero
¸ (r t;t) = ¹ i ¡ r ¾ i ;

y al suponer neutralidad al riesgo se tiene que

¹ i = r ;

lo que implica que
¸ (r t;t) = 0 :

Al sustituir lo anterior en (1:23) se tiene que

@ B

@ t
+
@ B

@ r t
¹ (r t;t) +

1

2
¾ 2 (r t;t)

@ 2 B

@ r 2t
¡ r B = 0 ; (1:24)

y como el precio de un bono al vencimiento es el valor nominal (en este caso se
hiz¶o la suposici¶on de que el bono pagaba 1 unidad monetaria al vencimiento) , se
tiene que

B (T ;T ) = 1 ; (1:25)

la cual es la condici¶on de frontera a la ecuaci¶on diferencial (1:24) . De esta forma la
ecuaci¶on diferencial parcial representada por (1 .24) fue obtenida bajo argumentos
de equilibrio general contemplando el comportamiento de los agentes, por lo
que bajo una dinamica ex¶ogena dada por (1 .14) de la tasa corta cualquier bono
cup¶on cero debe satisfacer la ecuaci¶on diferencial parcial obtenida en (1.24) cuya
condici¶on de frontera est¶a dada por (1 .25) . Una vez obtenido el precio del bono
se puede obtener la estructura de plazos a partir de la relaci¶on dada por (1 .10) .
En los subsecuentes cap¶³tulos se presentar¶an modelos espec¶³¯cos para la din¶amica
de la tasa corta dada por (1 .14) con el ¯n de obtener el precio del bono y de esta
forma la estructura de plazos para una din¶amica de la tasa corta espec¶³¯ca.
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C A P ¶IT U L O 2

M O D E L O S D E E Q U IL IB R IO

(M O D E L O S D E A R B IT R A J E )

2 .1 M o d e lo d e M e rto n

Se presenta un modelo b¶asico sobre el comportamiento de la tasa spot. A
trav¶es de este modelo se obtiene el precio de un bono a un plazo dado, como
soluci¶on de la ecuaci¶on diferencial parcial parab¶olica de segundo orden dada por
(1 .24) . Una vez obtenido el precio del bono se calcular¶a la estructura de plazos
-curva de rendimientos-.

El modelo de Merton [11 ] es uno de los modelos llamados de equilibrio general
debido al uso de condiciones de arbitraje en la determinaci¶on de la ecuaci¶on
diferencial que conduce a calcular el precio del bono 7 .

La din¶amica del modelo presenta tanto una tendencia como volatilidad de la tasa
spot constante.

La din¶amica de la tasa spot del modelo de Merton tiene la siguiente forma

dr t = bdt + ¾ dW t ; dW t » N (0;dt) ; (2:1:1)

donde b , ¾ > 0 son constantes conocidas, y rt es la tasa spot. Note que debido a
que dW t es un movimiento Browniano, entonces se sigue que

dr t » N
¡
bdt;¾ 2dt

¢
:

2 .1 .1 E n fo q u e d e e c u a c io n e s d ife re n c ia le s

De acuerdo (1 .26) la ecuaci¶on diferencial para un bono cup¶on cero con valor
nominal de una unidad monetaria, cuya din¶amica de la tasa spot est¶a dada por
(2:1:1) es

@ B

@ t
+
@ B

@ r t
b +

1

2

@ 2 B

@ r 2t
¾ 2 ¡ r tB = 0 ; (2:1:2)

7 E n su a rt¶³cu lo " T h eo ry o f ra tio n a l o p tio n p ricin g " , en la n o ta 4 5 p ro p u so u n m o d elo p a ra

ex p lica r la d in ¶a m ica d e la ta sa co rta .
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cuya soluci¶on ¯nal est¶a dada por

B (T ;T ) = 1 :

Debido a que la ecuaci¶on diferencial parcial parab¶olica anterior no presenta
derivadas parciales cruzadas entonces se propone como un posible candidato para
ser soluci¶on a una ecuaci¶on de la forma

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rtD (t;T ) :

Pero como la condici¶on ¯nal de la ecuacion diferencial establece que B (T ;T ) = 1,
para satisfacer dicha condici¶on se tendr¶a que:

A (T ;T ) = D (T ;T ) = 0 :

por lo que
@ B

@ t
= B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t

¸
@ B

@ rt
= ¡ B D

@ 2 B

@ r 2t
= B D 2

:

Al sustituir lo anterior en (2:1:2)

B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t

¸
¡ B D b + 1

2
B D 2 ¾ 2 ¡ r tB = 0 ;

@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡ D b + 1

2
D 2 ¾ 2 ¡ rt = 0 ;

se obtiene que μ
@ A

@ t
¡ D b + 1

2
D 2 ¾ 2

¶
¡
μ
@ D

@ t
+ 1

¶
r t = 0 :

La expresi¶on anterior es v¶alida para cualquier valor de la tasa spot r t, por lo que
para que la ecuaci¶on anterior sea cierta se impondr¶a que

@ D

@ t
+ 1 = 0 ; (2:1:3)

@ A

@ t
¡ D b + 1

2
D 2 ¾ 2 = 0 ; (2:1:4)
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De esta forma el problema original que consist¶³a en resolver una ecuaci¶on dife-
rencial parab¶olica se reduce en resolver un sistema de 2 ecuaciones diferenciales
de primer orden lineales en t. Al resolver (2:1:3) se tiene que

@ D

@ t
= ¡ 1 ;

dD = ¡ dt ;

entonces Z D (t;T )

D (T ;T )

du = ¡
Z t

T

du

= ¡ (t ¡ T )
=T ¡ t

;

pero D (T ;T ) = 0, por lo que

T ¡ t =
Z D (t;T )

0

du

= D (t;T )

;

y as¶³, se obtiene que

D (t;T ) = T ¡ t : (2:1:5)

Al sustituir (2:1:5) en (2:1:4) se tiene que

@ A

@ t
= D b ¡ 1

2
D 2 ¾ 2

= (T ¡ t)b ¡ 1
2
(T ¡ t) 2 ¾ 2

;

por lo que

dA =

·
(T ¡ t) b ¡ 1

2
(T ¡ t) 2 ¾ 2 ḑt ;

Z A (t;T )

A (T ;T )

du =

Z t

T

·
(T ¡ u ) b ¡ 1

2
(T ¡ u ) 2 ¾ 2 ḑu ;

de donde se obtiene que

A (t;T ) ¡ A (T ;T ) =
Z t

T

(T ¡ u ) bdu ¡ 1
2
¾ 2
Z t

T

(T ¡ u ) 2du ;



C a p¶³tu lo 2 : M o d elos d e eq u ilib rio 22

pero A (T ;T ) = 0 ,

A (t;T ) = b

Z t

T

(T ¡ u )du ¡ 1
2
¾ 2
Z t

T

(T ¡ u ) 2 du

= b

·
¡ (T ¡ u )

2

2

ţ

T

¡ 1
2
¾ 2
·
¡ (T ¡ u )

3

3

ţ

T

=
¡ b
2

£
(T ¡ t) 2 ¡ (T ¡ T ) 2

¤
+
1

6
¾ 2
£
(T ¡ t) 3 ¡ (T ¡ T ) 3

¤
;

por lo que

A (t;T ) = ¡ b
2
(T ¡ t) 2 + 1

6
¾ 2 (T ¡ t) 3 ; (2:1:6)

y as¶³, el precio del bono est¶a dado por:

B (t;T ) = e ¡
b
2 (T ¡ t)

2 + 1
6 ¾

2 (T ¡ t)3 ¡ rt(T ¡ t) : (2:1:7)

2 .1 .2 E n fo q u e P ro b a b ilista

A continuaci¶on se calcular¶a el precio de un bono cup¶on cero con valor nominal
de una unidad monetaria, bajo un enfoque probabilista el cual est¶a basado en
calcular el siguiente valor esperado:

B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
;

donde r s es la tasa corta, y F t es la informaci¶on al tiempo t.

El precio del bono puede ser calculado a trav¶es de la ecuaci¶on anterior ya que la
estructura de plazos puede ser de¯nida como el promedio de la tasa spot en el
intervalo de tiempo [t;T ] , es decir si R (t;T ) es la tasa de inter¶es en t a un plazo
T entonces:

R (t;T ) =
1

T ¡ t

Z T

t

rsds ;

y as¶³

B (t;T ) = E
h
e ¡ R (t;T )(T ¡ t) j F t

i
= E

·
e
¡
£

1
T ¡ t

R
T

t
rs d s

¤
(T ¡ t) j F t

¸ ;
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lo cua1 es equivalente a

B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
:

Debido a que el c¶alculo del precio del bono bajo este enfoque requiere calcular un
valor esperado, en el cual interviene la tasa spot, se determinar¶a la distribuci¶on
de probabilidad de la tasa spot, y debido a que la din¶amica de la tasa corta est¶a
dada por

dr t = bdt + ¾ dW t ;

se tiene que Z t

0

dr u =

Z t

0

bdu + ¾

Z t

0

dW u ;

de donde

r t ¡ r 0 = b(t ¡ 0) + ¾ (W t ¡ W o ) ;

y as¶³, se obtiene que

r t = r 0 + bt + ¾ W t; W t » N (0;t) : (2:1:9)

De la igualdad anterior se obtiene que r t j r 0 tiene una distribuci¶on normal, se
calcular¶a su media y varianza para conocer la distribuci¶on completa de r t j r 0 .
La esperanza y varianza condicional de (2:1:9) est¶an dadas por:

E [r t j r 0 ] =r 0 + bt
Var [r t j r 0 ] =¾ 2 t

;

por lo que

r t j r0 » N
¡
r 0 + bt;¾

2 t
¢
:

Lo anterior fue para determinar la distribuci¶on de probabilidad de r t j r 0 . De la
misma forma se puede calcular la distribuci¶on de r s j r t , con s > t, es decir,

dr s = bds + ¾ dW s ;
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si s > t se tiene que

Z s

t

dru =

Z s

t

bdu + ¾

Z s

t

dW u ;

de donde

r s ¡ r t = b(s ¡ t) + ¾ (W s ¡ W t) ;

y as¶³, si s > t se obtiene que

r s = r t + b(s ¡ t) + ¾ (W s ¡ W t); W s ¡ W t » N (0;s ¡ t) : (2:1:10)

Por lo tanto

E [r s j r t ] =rt + b(s ¡ t)
Var [r s j r t ] =¾ 2 (s ¡ t)

: (2:1:11)

Entonces por (2.1 .10) se tiene que r s j r t tiene una distribuci¶on normal con
par¶ametros dados por (2:1:11) , es decir

r s j r t » N
¡
r t + b(s ¡ t) ;¾ 2 (s ¡ t)

¢
s > t : (2:1:12)

Sea

I (t;T ) =

Z T

t

r sds ;

entonces por (2.1 .10) se sigue que I (t;T ) tiene una distribuci¶on normal.

Por otro lado, si X es una variable aleatoria normal con media ¹ y varianza
¾ 2 , entonces su funci¶on generadora de momentos est¶a dada por

M X (t) = E
£
e tX

¤
= e tE [X ]+

t2

2 V a r[X ] 8 t 2 IR : (2:1:13)

Es importante hacer notar, que debido a que I (t;T ) tiene una distribuci¶on normal
y como el precio del bono bajo este enfoque est¶a dado por

B (t;T ) = E
h
e ¡ I (t;T ) j F t

i
;
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se tiene que el precio del bono es la funci¶on generadora de momentos de la variable
aleatoria I (t;T ) valuada en t = ¡ 1, es decir

B (t;T ) = M I (t;T )(¡ 1) :

Debido a que I (t;T ) se distribuye normal, al sustituir (2:1:13) en la expresi¶on
anterior se tiene que el precio del bono en t¶erminos de la funci¶on generadora de
momentos de I (t;T ) queda determinado por

B (t;T ) = e ¡ E [I (t;T )]+
1
2 V a r[I (t;T )] : (2:1:14)

De lo anterior se concluye que para determinar el precio del bono ¶unicamente es
necesario calcular la esperanza y varianza de I (t;T ) , por lo que

E [I (t;T ) j F t ] = E
"Z T

t

r sds j F t

#

= E

"Z T

t

[r t + b(s ¡ t) + ¾ (W s ¡ W t) ] ds j F t

#

= E

"Z T

t

r tds j F t

#
+ bE

"Z T

t

(s ¡ t)ds j F t

#

+ ¾ E

"Z T

t

(W s ¡ W t)ds j F t

#

=

Z T

t

r tds + b

Z T

t

(s ¡ t)ds

+ ¾

Z T

t

E [(W s ¡ W t) j F t ] ds

= r t(T ¡ t) +
b

2
(T ¡ t) 2 + ¾

Z T

t

E [(W s ¡ W t) j F t ] ds

;

pero como W s ¡ W t se distribuye N (0;s ¡ t) , entonces

E [I (t;T ) j F t ] = r t(T ¡ t) +
b

2
(T ¡ t) 2 + ¾

Z T

t

0ds ;
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por lo tanto

E [I (t;T ) j F t ] = r t(T ¡ t) +
b

2
(T ¡ t) 2 : (2:1:15)

Al calcular la varianza se obtiene que

Var [I (t;T ) j F t ] = Var
"Z T

t

r sds j F t

#

= Var

"Z T

t

[r t + b(s ¡ t) + ¾ (W s ¡ W t) ] ds j F t

#

= Var

"Z T

t

[r t + b(s ¡ t) ] ds j F t

#

+ ¾ 2Var

"Z T

t

(W s ¡ W t)ds j F t

#

= ¾ 2Var

"Z T

t

(W s ¡ W t)ds j F t

#

= ¾ 2Var

"Z T

t

W sds ¡
Z T

t

W tds j F t

#

= ¾ 2Var

"Z T

t

W sds ¡ W t(T ¡ t) j F t

#

:

Por otro lado al integrar por partes a
RT
t
W sds , con

u = W s y dv = 1 lo que implica que du = d W s v = s

se tiene que

Z T

t

W sds = W s s j Tt ¡
Z T

t

sdW s

= W T T ¡ W tt ¡
Z T

t

sdW s

;
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por lo que

Var [I (t;T ) j F t ] = ¾ 2Var
"Z T

t

W sds ¡ W t(T ¡ t) j F t

#

= ¾ 2Var

"
W T T ¡ W tt ¡

Z T

t

sdW s ¡ W t(T ¡ t) j F t

#

= ¾ 2Var

"
W T T ¡ W tT ¡

Z T

t

sdW s j F t

#

= ¾ 2Var

"
T (W T ¡ W t) ¡

Z T

t

sdW s j F t

#

= ¾ 2

(
Var [T (W T ¡ W t) j F t ] + Var

"Z T

t

sdW s j F t

#

¡ 2Cov
"
T (W T ¡ W t) ;

Z T

t

sdW s j F t

#)

= ¾ 2

(
T 2Var [(W T ¡ W t) j F t ] + Var

"Z T

t

sdW s j F t

#

¡ 2T Cov
"
(W T ¡ W t) ;

Z T

t

sdW s j F t

#)

;

pero

W T ¡ W t =

Z T

t

dW s ;

por lo que al sustituir la ecuaci¶on anterior en la varianza de I (t;T ) , se obtiene
que

Var [I (t;T ) j F t ] =¾ 2
(
T 2Var [(W T ¡ W t) j F t ] + Var

"Z T

t

sdW s j F t

#

¡ 2T Cov
"Z T

t

dW s ;

Z T

t

sdW s j F t

#) ;

y como

Cov

"Z T

t

g (s )dW s ;

Z T

t

f (s )dW s

#
=

Z T

t

g (s )f (s )ds

Var

"Z T

t

g (s )dW s

#
=

Z T

t

g 2 (s )ds

;
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por lo que

Var [I (t;T ) j F t ] = ¾ 2
(
T 2Var [(W T ¡ W t) j F t ] +

Z T

t

s 2 ds ¡ 2T
Z T

t

sds

)
;

pero W T ¡ W t » N (0;T ¡ t) , entonces se tiene que

Var [I (t;T ) j F t ] = ¾ 2
(
T 2 (T ¡ t) + 1

3
(T 3 ¡ t3 ) ¡ 2T 1

2
(T 2 ¡ t2 )

)

= ¾ 2

(
T 3 ¡ tT 2 + 1

3
(T 3 ¡ t3 ) ¡ (T 3 ¡ T t2 )

)

= ¾ 2

(
3T 3 ¡ 3T 2 t + T 3 ¡ t3 ¡ 3T 3 + 3T t2

3

)

= ¾ 2

(
T 3 ¡ 3T 2 t + 3T t2 ¡ t3

3

)
;

por lo tanto:

Var [I (t;T ) j F t ] =
¾ 2

3
(T ¡ t) 3 : (2:1:16)

Al sustituir (2:1:15) y (2:1:16) en (2:1:14) el precio del bono queda determinado
por

B (t;T ) = e ¡ E [I (t;T )]+
1
2 V a r[I (t;T )]

= e ¡ rt(T ¡ t)¡
b
2 (T ¡ t)

2 + 1
2
¾ 2

3 (T ¡ t)
3
;

por lo tanto el precio del bono es

B (t;T ) = e ¡
b
2 (T ¡ t)

2 + 1
6 ¾

2 (T ¡ t)3 ¡ rt(T ¡ t) ;

el cual es el mismo que fue obtenido bajo el enfoque de ecuaciones diferenciales.
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2 .1 .3 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e P la z o s)

Enseguida, se determinar¶a la curva de rendimientos, tambi¶en llamada es-
tructura de plazos de la tasa de inter¶es, a partir del precio de un bono cup¶on
cero, que en este caso es el precio de un bono cup¶on cero bajo la din¶amica de la
tasa corta del modelo de Merton.

Para calcular la estructura de plazos se supondr¶a que R (t;T ) es la tasa de inter¶es
de t a T , por lo que el precio de un bono cup¶on cero est¶a dado por

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;

por lo que

R (t;T ) = ¡ ln [B (t;T ) ]
T ¡ t

= ¡
ln
£
e A (t;T )¡ rtD (t;T )

¤
T ¡ t

=
rtD (t;T ) ¡ A (t;T )

T ¡ t

;

pero por (2:1:5) y (2:1:6) se tiene que

R (t;T ) =
r t(T ¡ t) + b

2 (T ¡ t)
2 ¡ 1

6 ¾
2 (T ¡ t) 3

T ¡ t ;

y as¶³

R (t;T ) = r t +
b

2
(T ¡ t) ¡ 1

6
¾ 2 (T ¡ t) 2 : (2:1:17)

Note que la estructura de plazos en el modelo de Merton -la cual est¶a dada
por (2:1:17) - es una funci¶on cuadr¶atica en el plazo T , por lo que es una funci¶on
creciente en alg¶un intervalo de T y decreciente para el complemento del intervalo.
Para conocer las propiedades de R (t;T ) se calcular¶an sus puntos cr¶³ticos, as¶³ como
se ver¶a la concavidad de R (t;T ) :

@ R

@ T
=
b

2
¡ 1
3
¾ 2 (T ¡ t) = 0 ;
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de donde se obtiene que la estructura de plazos tiene un punto cr¶³tico en

T ¤ = t +
3

2

b

¾ 2
;

@ 2 R

@ T 2
= ¡ 1

3
¾ 2 < 0 ;

por lo que R (t;T ) es c¶oncava y alcanza su m¶aximo en T ¤ .

El ¶analisis anterior muestra que la estructura de plazos es creciente hasta T ¤ ,
y despu¶es decrece, por lo que puede llegar a tomar valores negativos lo cual se
puede observar en la din¶amica de la tasa corta, ya que dr t » N [bdt;¾ dt] .

De lo anterior se puede concluir que el principal inconveniente de este modelo
es que la estructura de plazos puede llegar a tomar valores negativos, adem¶as
el suponer que la tendencia de la tasa corta es constante no se observa en la
pr¶actica. Se observa que la tasa corta presenta reversi¶on a la media hacia un
valor constante de largo plazo, es por ello que se presentar¶a el siguiente modelo
-Modelo de Vasicek- que contempla el hecho de la reversi¶on a la media de la tasa
corta.

2 .2 M o d e lo d e V a sic e k

En la pr¶actica se observa que las tasas de inter¶es no crecen inde¯nidamente,
sino que se observa que presentan reversi¶on de la media a un valor constante,
lo cual es una propiedad deseable en el an¶alisis de la din¶amica de las tasas de
inter¶es.

Es por ello que se presenta un modelo donde la din¶amica de la tasa corta presenta
reversi¶on a la media, este modelo es conocido como el modelo de Vasicek [15] .
Cabe destacar que este modelo es muy ¶util debido a sus propiedades para valuar
productos derivados de tasas de inter¶es. El modelo de Vasicek tiene la siguiente
forma

dr t = a (b ¡ r t)dt + ¾ dW t ; (2:2:1)

donde: a ;b y ¾ > 0 son cantidades constantes conocidas, y dW t es un movimiento
Browniano est¶andar.

2 .2 .1 E n fo q u e d e e c u a c io n e s d ife re n c ia le s

En esta secci¶on bajo el supuesto de que la tasa corta sigue la din¶amica
descrita en (2:2:1) , se calcular¶a el precio de un bono cup¶on cero mediante el
enfoque de ecuaciones diferenciales, el cual consiste en obtener el precio del bono
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a trav¶es de la ecuaci¶on diferencial (1 .24) obtenida en el cap¶³tulo 1. Por lo que
la ecuaci¶on diferencial que debe cumplir el precio de un bono cup¶on cero cuya
din¶amica de la tasa corta est¶a dada por (2:2:1) es:

@ B

@ t
+ a (b ¡ r t)

@ B

@ r t
+
1

2

@ 2 B

@ r 2t
¾ 2 ¡ rtB = 0 ; (2:2:2)

con condici¶on ¯nal:
B (T ;T ) = 1 :

De lo anterior se puede notar que la ecuaci¶on diferencial parab¶olica anterior no
presenta derivadas parciales cruzadas -como en el modelo de Merton-, por lo que
se propone como soluci¶on a una ecuaci¶on de la forma:

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rtD (t;T ) ;

y como la soluci¶on ¯nal establece que B (T ;T ) = 1, entonces se tiene que

A (T ;T ) = D (T ;T ) = 0 : (2:2:3)

Por lo que
@ B

@ t
= B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t

¸
@ B

@ rt
= ¡ B D

@ 2 B

@ r 2t
= B D 2

;

al sustituir las derivadas anteriores en la ecuaci¶on diferencial se tiene que

B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡̧ B D a (b ¡ r t) +

1

2
B D 2 ¾ 2 ¡ r tB = 0 ;

y as¶³,
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡ D a (b ¡ rt) +

1

2
D 2 ¾ 2 ¡ r t = 0 ;

de donde se obtiene:μ
@ A

@ t
+
1

2
¾ 2 D 2 ¡ a bD

¶
¡ r t

μ
@ D

@ t
¡ a D + 1

¶
= 0 :

Debido a que la expresi¶on anterior es v¶alida para todo valor de la tasa corta,
entonces se impondr¶an las siguientes condiciones:

@ A

@ t
+
1

2
¾ 2 D 2 ¡ a bD = 0

@ D

@ t
¡ a D + 1 = 0

;
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y as¶³, de las expresiones anteriores se sigue que

@ A

@ t
= ¡ 1

2
¾ 2 D 2 + a bD ; (2:2:4)

@ D

@ t
= a D ¡ 1 : (2:2:5)

De esta forma se ha transformado el problema original que consist¶³a en resolver
una ecuaci¶on diferencial parab¶olica, en resolver un sistema de ecuaciones lineales
en t. Por lo que al resolver (2:2:5) se tiene que

D (t;T ) = D (T ;T )e a (t¡ T ) ¡ e a (t¡ T )
Z t

T

e ¡ a (s¡ T )ds ;

pero como D (T ;T ) = 0, entonces

D (t;T ) = ¡ e a (t¡ T )
Z t

T

e ¡ a (s¡ T )ds

= ¡ e a (t¡ T )e a T
Z t

T

e ¡ a sds

= ¡ e a t
·
¡ 1
a
e ¡ a s

ţ

T

=
1

a
e a t
£
e ¡ a s

¤t
T

=
1

a
e a t
£
e ¡ a t ¡ e ¡ a T

¤
=
1

a

h
1 ¡ e ¡ a T + a t)

i

;

y de este modo se llega a que

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
: (2:2:6)

Al sustituir la expresi¶on anterior en (2:2:4) se tiene que

@ A

@ t
= ¡ 1

2
¾ 2
·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

2̧

+ a b

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
;

por lo queZ A (t;T )

A (T ;T )

du =

Z t

T

·
b
³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

´
¡ 1
2

¾ 2

a 2

³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

2́

ḑs ;
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pero A (T ;T ) = 0, entoncesZ A (t;T )

0

du =

Z t

T

·
b
³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

´
¡ 1
2

¾ 2

a 2

³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

2́

ḑs ;

y as¶³, se obtiene

A (t;T ) =

Z t

T

·
b
³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

´
¡ 1
2

¾ 2

a 2

³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

2́

ḑs

= b

Z t

T

ds ¡ b
Z t

T

e ¡ a (T ¡ s)ds ¡ 1
2

¾ 2

a 2

Z t

T

³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

2́

ds

= b(t ¡ T ) ¡ b
·
1

a
e ¡ a (T ¡ s)

ţ

T

¡ 1
2

¾ 2

a 2

Z t

T

h
1 ¡ 2e ¡ a (T ¡ s) + e ¡ 2 a (T ¡ s)

i
ds

= b(t ¡ T ) ¡ b

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ e ¡ a (T ¡ T )

i
¡ 1
2

¾ 2

a 2

(
(t ¡ T ) ¡ 2

·
1

a
e ¡ a (T ¡ s)

ţ

T

+
1

2a

h
e ¡ 2 a (T ¡ s)

it
T

)

= b(t ¡ T ) ¡ b

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1
2

¾ 2

a 2

½
(t ¡ T ) ¡ 2

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
+
1

2a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i¾
= b(t ¡ T ) + b

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
¡ 1
2

¾ 2

a 2

½
(t ¡ T ) + 2

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
+
1

2a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i¾
:

Al sustituir (2:2:6) se tiene que

A (t;T ) = b(t ¡ T ) + bD ¡ 1
2

¾ 2

a 2

½
(t ¡ T ) + 2D + 1

2a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i¾
= b(t ¡ T ) + bD ¡ 1

2

¾ 2

a 2
(t ¡ T ) ¡ ¾

2

a 2
D ¡ 1

4

¾ 2

a 2
1

a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i ;
completando el cuadrado

A (t;T ) = (t ¡ T )
·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ bD ¡ ¾

2

a 2
D

¡ 1
4

¾ 2

a 2
1

a

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

i2
+
1

2

¾ 2

a 2

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
= (t ¡ T )

·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ bD ¡ ¾

2

a 2
D

¡ 1
4

¾ 2

a

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

2̧

+
1

2

¾ 2

a 2

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
:
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Al sustituir (2:2:6) lo anterior es equivalente a:

A (t;T ) = (t ¡ T )
·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ bD ¡ ¾

2

a 2
D ¡ 1

4

¾ 2

a
D 2 +

1

2

¾ 2

a 2
D

= (t ¡ T )
·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ bD ¡ ¾

2

a 2
D +

1

2

¾ 2

a 2
D ¡ ¾

2

4a
D 2

= (t ¡ T )
·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ bD ¡ 1

2

¾ 2

a 2
D ¡ ¾

2 D 2

4a

= (t ¡ T )
·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
¡ ¾

2 D 2

4a

= [(t ¡ T ) + D ]
·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
¡ ¾

2 D 2

4a

= [(t ¡ T ) + D ]
·
a 2 b

a 2
¡ 1
2

¾ 2

a 2
¡̧ ¾

2 D 2

4a

;

por lo tanto:

A (t;T ) =
1

a 2
[D ¡ T + t]

·
a 2 b ¡ 1

2
¾ 2 ¡̧ ¾

2 D 2

4a
: (2:2:7) :

Al sustituir (2:2:6) y (2:2:7) en

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rtD (t;T ) ;

el precio del bono est¶a dado por

B (t;T ) = e
1

a 2
[D (t;T )¡ T + t][a 2 b¡ 1

2 ¾
2 ] ¡ ¾ 2 D 2 (t;T )

4a ¡ rtD (t;T ) ;

con

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
:

2 .2 .2 E n fo q u e P ro b a b ilista

A continuaci¶on, se presenta un enfoque alternativo al de ecuaciones diferen-
ciales para calcular el precio de un bono cup¶on cero, el cual consiste en obtener
el siguiente valor esperado

B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
;
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con r s es la tasa corta, y F t es la informaci¶on al tiempo t. La din¶amica de la tasa
corta est¶a dada por

dr t = a (b ¡ r t)dt + ¾ dW t :

Antes de calcular el precio del bono se obtendr¶a la distribuci¶on de probabilidad
de la tasa corta, para despu¶es usarla en el c¶alculo del precio. Para ello considere
el proceso X t , el cual est¶a dado por

X t = r t ¡ b ;

lo cual lleva a

r t = X t + b ; (2:2:8)

entonces

dX t = drt ;

y as¶³,

dX t = dr t = a (b ¡ r t)dt + ¾ dW t :

Utilizando (2:2:8) se tiene que

dX t = a (b ¡ X t ¡ b)dt + ¾ dW t = ¡ a X tdt + ¾ dW t : (2:2:9)

Se puede notar que el modelo de Vasicek se reescribi¶o como un proceso del tipo
Ornstein-Uhlenbeck mediante la transformaci¶on X t = r t ¡ b .

Sea Y t un proceso de¯nido por

Y t = X te
a t ; (2:2:10)

por lo que

dY t = e
a tdX t + a e

a tX tdt :

Al sustituir (2:2:9) en la expresi¶on anterior se tiene que

dY t = e
a t [¡ a X tdt + ¾ dW t ] + a e

a tX tdt = e
a t¾ dW t :

Si s > t, se tiene que

Y s ¡ Y t =
Z s

t

dY u =

Z s

t

¾ e a u dW u ;
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de donde

Y s = Y t + ¾

Z s

t

e a u dW u ;

es decir, Y s depende de
Rs
t
e a u dW u . Al sustituir (2:2:10) en la expresi¶on anterior

se tiene que

X s e
a s = X te

a t + ¾

Z s

t

e a u dW u ;

de lo anterior se obtiene que

X s = e
¡ a s X te

a t + e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u :

Y al sustituir (2:2:8) en la expresi¶on anterior se tiene que

r s ¡ b = e ¡ a s [r t ¡ b ] e a t + e ¡ a s ¾
Z s

t

e a u dW u ;

de donde

r s = b + [r t ¡ b ] e ¡ a (s¡ t) + e ¡ a s ¾
Z s

t

e a u dW u ;

es decir

r s = r te
¡ a (s¡ t) + b

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u : (2:2:11)

Como dW u » N [0;du ] , entonces r s se distribuye normal, y para calcular los
par¶ametros de la distribuci¶on de probabilidad de r s , enseguida se calcula el valor
esperado y varianza de r s .

E [r s j F t ] = E
·
r te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= r te
¡ a (s¡ t) + b

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u E [dW u j F t ]

= r te
¡ a (s¡ t) + b

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i ;
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por lo tanto

E [r s j F t ] = r te ¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
: (2:2:12)

Note que si s ! 1 , entonces

E [rs j F t ] ! b :

Al calcular la varianza

Var [r s j F t ] = Var
·
rte

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= Var

·
e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= ¾ 2 e ¡ 2 a sVar

·Z s

t

e a u dW u j F t
¸ ;

pero

var

"Z T

t

g (s )dW s

#
=

Z T

t

g 2 (s )ds ;

por lo que

Var [r s j F t ] = ¾ 2 e ¡ 2 a sVar
·Z s

t

e a u dW u j F t
¸

= ¾ 2 e ¡ 2 a s
Z s

t

e 2 a u du

= ¾ 2 e ¡ 2 a s
·
1

2a
e 2 a u

ş

t

= ¾ 2 e ¡ 2 a s
1

2a

£
e 2 a s ¡ e 2 a t

¤
= ¾ 2

1 ¡ e ¡ 2 a s e 2 a t
2a

;

por lo tanto

Var [r s j F t ] = ¾ 2
1 ¡ e ¡ 2 a (s¡ t)

2a
: (2:2:13)
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Por lo que

r s j F t » N (E [r s j F t ] ;Var [r s j F t ] ) ;

donde E [r s j F t ] y Var [r s j F t ] est¶an dadas por (2:2:12) y (2:2:13) respectiva-
mente.

Sea

I (t;T ) =

Z T

t

r sds ;

con r s de¯nida en (2:2:11) . Debido a que

r s j F t » N (E [r s j F t ] ;Var [r s j F t ] ) ;

entonces

I (t;T ) j F t » N (E [I (t;T ) j F t ] ;Var [I (t;T ) j F t ] ) :

Recordando que la funci¶on generadora de momentos de una variable aleatoria X
que se distribuye normal est¶a dada por

M X (t) = E
£
e tX

¤
= e tE [X ]+

t2

2 V a r[X ] 8 t 2 IR ;

se tiene que el precio del bono cup¶on cero est¶a dado por la funci¶on generadora
de momentos de I (t;T ) valuada en t = ¡ 1, es decir

B (t;T ) = M I (t;T )(¡ 1) ;
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pero como I (t;T ) se distribuye normal, entonces se tiene que el precio del bono
en t¶erminos de la funci¶on generadora de momentos de I (t;T ) queda determinado
por

B (t;T ) = e ¡ E [I (t;T ) j F t]+
1
2 V a r[I (t;T ) j F t] ; (2:2:14)

es decir, de la expresi¶on anterior se concluye que para calcular el precio del bono
solo basta calcular E [I (t;T ) j F t ] y Var [I (t;T ) j F t ] , por lo que

E [I (t;T ) j F t ] = E
"Z T

t

r sds j F t

#

= E

"Z T

t

h
r te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u ḑs j F t
¸

=

Z T

t

r te
¡ a (s¡ t)ds + b

Z T

t

ds ¡ b
Z T

t

e ¡ a (s¡ t)ds

+ e ¡ a s ¾

Z T

t

Z s

t

e a u E [dW u j F t ] ds

= ¡ 1
a
r t

h
e ¡ a (s¡ t)

iT
t
+ b(T ¡ t) + b

a

h
e ¡ a (s¡ t)

iT
t
+ 0

= ¡ r t
a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ e ¡ a (t¡ t)

i
+ b(T ¡ t)

+
b

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ e ¡ a (t¡ t)

i
= ¡ r t

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
+ b(T ¡ t) + b

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
= b(T ¡ t) + r t

·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a

¸
¡ b

·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a

¸
= b(T ¡ t) + [r t ¡ b ]

·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a

¸

:

Por lo tanto:

E [I (t;T ) j F t ] = b(T ¡ t) + [r t ¡ b ]
·
(1 ¡ e ¡ a (T ¡ t))

a

¸
: (2:2:15)



C a p¶³tu lo 2 : M o d elos d e eq u ilib rio 40

Al calcular la varianza:

Var [I (t;T ) j F t ] = Var
"Z T

t

r sds j F t

#

= Var

"Z T

t

h
r te

¡ a (s¡ t) + b
h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

i
+ e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u ḑs j F t
¸

= Var

"Z T

t

·
e ¡ a s ¾

Z s

t

e a u dW u ḑs j F t

#

= ¾ 2Var

"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a s e a u dW u ḑs j F t

#

= ¾ 2Var

"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u ḑs j F t

#

:

Sea

u (s ) =

Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u ;

por lo que

Var [I (t;T ) j F t ] = ¾ 2Var
"Z T

t

u (s )ds j F t

#

= ¾ 2

24E
24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35¡ E2 "Z T

t

u (s )ds j F t

#35
= ¾ 2

24E
24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35
¡ E2

"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u ḑs j F t

##

= ¾ 2

24E
24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35
¡
"Z T

t

·Z s

t

e ¡ a (s¡ u )E [dW u j F t ] ḑs j F t

#235

;

pero,
dW u » N [0;du ] ;
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por lo que:

Var [I (t;T ) j F t ] = ¾ 2
24E

24Ã Z T

t

u (s )ds

!2
j F t

35¡ Ã Z T

t

0ds j F t

!235
= ¾ 2E

"Ã Z T

t

u (s )ds

! Ã Z T

t

u (s )ds

!
j F t

#

= ¾ 2E

"Z T

t

Z T

t

u (s )u (k )dsdk j F t

#

= ¾ 2E

"
2

Z T

t

Z s

t

u (s )u (k )dk ds j F t

#

= 2¾ 2
Z T

t

μZ s

t

E [u (s ) u (k ) j F t ] dk
¶
ds

:

Debido a que la regi¶on de integraci¶on es un cuadrado comprendido en los ejes s
y k, lo que nos permite dividir la regi¶on en 2 partes. Se trabajar¶a con la regi¶on
que se encuentra por debajo de la recta k = s , la cual est¶a representada por la
desigualdad k < s; por lo que:

E [u (s ) u (k ) j F t ] = E
"Z s

t

e ¡ a (s¡ u )dW u

Z k

t

e ¡ a (k ¡ u )dW u j F t

#

= E

"
e ¡ a s

Z s

t

e a u dW u e
¡ a k

Z k

t

e a u dW u j F t

#

= e ¡ a (s+ k )E

"Z s

t

e a u dW u

Z k

t

e a u dW u j F t

# ;

pero debido a que

E

"Z T

t

H (s )dW s

Z T

t

G (s )dW s j F t

#
=

Z T

t

H (s )G (s )ds ;

se llega a

E [u (s )u (k ) j F t ] = e ¡ a (s+ k )
Z k

t

e 2 a u du

= e ¡ a (s+ k )
·
e 2 a k ¡ e 2 a t

2a

¸
=
e ¡ a s e a k ¡ e 2 a te ¡ a s e ¡ a k

2a
;
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por lo que

Var [I (t;T ) j F t ] = 2¾ 2
Z T

t

μZ s

t

e ¡ a s e a k ¡ e 2 a te ¡ a s e ¡ a k

2a
dk

¶
ds

= 2¾ 2
Z T

t

·
e ¡ a s

2a

Z s

t

e a k dk ¡ e 2 a te ¡ a s
Z s

t

e ¡ a k dk ḑs

=
2¾ 2

2a

Z T

t

·
e ¡ a s

(e a s ¡ e a t)
a

+ e 2 a te ¡ a s
(e ¡ a s ¡ e ¡ a t)

a
ḑs

=
¾ 2

a

Z T

t

·
1 ¡ e ¡ a (s¡ t)

a
+ e 2 a te ¡ a s

(e ¡ a s ¡ e ¡ a t)
a

ḑs

=
¾ 2

a 2

Z T

t

h
1 ¡ e ¡ a (s¡ t) + e 2 a te ¡ 2 a s ¡ e ¡ a s e ¡ a t

i
ds

=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡

μ
¡ 1
a

¶h
e ¡ a (s¡ t)

iT
t
+ e 2 a t

μ
¡ 1
2a

¶£
e ¡ 2 a s

¤T
t

¡ e ¡ a t
μ
¡ 1
a

¶£
e ¡ a s

¤T
t

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 1

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
+ e 2 a t

¡ 1
2a

£
e ¡ 2 a T ¡ e ¡ 2 a t

¤
+
1

a
e ¡ a t

£
e ¡ a T ¡ e ¡ a t

¤̧
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 1

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

+
1

a
e a t(e ¡ a T ¡ e ¡ a t)

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 1

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

+
1

a
(e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) + 2

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
=
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2

μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸

:

Por lo tanto:

Var [I (t;T ) j F t ] =
¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2

μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1) :̧

(2:2:16)
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Si:

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
;

y por (2.2.15) y (2.2.16) , se tiene que:

¡ E [I (t;T ) j F t ] +
1

2
Var [I (t;T ) j F t ]

= ¡
·
b(T ¡ t) + [r t ¡ b ]

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸̧
+
1

2

¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2

μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶
¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
= ¡ b(T ¡ t) ¡ (r t ¡ b)D +

1

2

¾ 2

a 2

·
(T ¡ t) ¡ 2D ¡ 1

2a
(e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1)

¸
= ¡ b(T ¡ t) ¡ r tD + bD +

1

2

¾ 2

a 2
(T ¡ t) ¡ ¾

2

a 2
D ¡ 1

4

¾ 2

a 2
1

a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D

¡ 1
4

¾ 2

a 2
1

a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 2e ¡ a (T ¡ t) + 1 ¡ 1 ¡ 1 + 2e ¡ a (T ¡ t)

i
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D

¡ 1
4

¾ 2

a

1

a 2

h
1 ¡ 2e ¡ a (T ¡ t) + e ¡ 2 a (T ¡ t)

i
¡ 1
4

¾ 2

a 2
1

a

h
¡ 2 + 2e ¡ a (T ¡ t)

i
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D

¡ 1
4

¾ 2

a

1

a 2

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

i2
+
1

4

¾ 2

a 2
2

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
=(T ¡ t)

·
¡ b + 1

2

¾ 2

a 2

¸
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
¡̧ r D ¡ 1

4

¾ 2

a
D 2 +

1

2

¾ 2

a 2
D

=(t ¡ T )
μ
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¶
+ D

·
b ¡ ¾

2

a 2
+
1

2

¾ 2

a 2
¡̧ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

=(t ¡ T )
μ
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¶
+ D

·
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¸
¡ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

=(t ¡ T + D )
μ
b ¡ 1

2

¾ 2

a 2

¶
¡ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

=
1

a 2
(D ¡ t ¡ T )

μ
a 2 b ¡ 1

a
¾ 2
¶
¡ 1
4

¾ 2

a
D 2 ¡ r D

:
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Por lo que el precio del bono est¶a dado por:

B (t;T ) = e ¡ E [I (t;T ) j F t]+
1
2 V a r[I (t;T ) j F t]

=e

£
1

a 2
(D + t¡ T )(a 2 b¡ 1

a ¾
2 ) ¡ 1

4
¾ 2

a D
2 ¡ r D

¤ ;
el cual coincide plenamente con el precio calculado bajo el enfoque de ecuaciones
diferenciales.

2 .2 .3 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e P la z o s)

Se determinar¶a la curva de rendimientos, tambien llamada estructura de
plazos de la tasa de inter¶es, a partir del precio de un bono cup¶on cero, que en
este caso es el precio de un bono cup¶on cero bajo la din¶amica de la tasa corta del
modelo de Vasicek.

Para calcular la estructura de plazos se supondr¶a que R (t;T ) es la tasa de inter¶es
de t a T , por lo que el precio de un bono cup¶on cero est¶a dado por

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;

por lo que

R (t;T ) = ¡ ln [B (t;T ) ]
T ¡ t

= ¡
ln
£
e A (t;T )¡ rtD (t;T )

¤
T ¡ t

=
rtD (t;T ) ¡ A (t;T )

T ¡ t

;

pero por (2:2:6) y (2:2:7) se tiene que

R (t;T ) = r t

1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)
a

T ¡ t ¡
1
a 2 [D ¡ T + t]

£
a 2 b ¡ 1

2 ¾
2
¤
¡ ¾ 2 D 2

4 a

T ¡ t ;

con

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
:
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2 .3 M o d e lo d e C o x -In g e rso ll-R o ss (C IR )

El modelo de Vasicek es muy ¶util por sus propiedades. Sin embargo puede
generar tasas de inter¶es negativas para algunos valores de los p¶arametros debido
a que en este modelo se supone una distribuci¶on de probabilidad normal. Es por
ello que una alternativa al modelo de Vasicek es el modelo Cox-Ingersoll-Ross
[1 ] . En este modelo la tasa corta evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuaci¶on
diferencial estoc¶astica

dr t = a (b ¡ r t)dt + ¾
p
r tdW t ;

donde a ,b y ¾ > 0 son constantes conocidas y dW t es un movimiento Browniano
est¶andar.

La ecuaci¶on anterior implica que la tasa corta tiene una distribuci¶on chi-cuadrada
no central, lo cual implica que la tasa corta no puede tomar valores negativos,
situaci¶on que corrige el problema de los modelos de Merton y Vasicek.

2 .3 .1 E n fo q u e d e E c u a c io n e s D ife re n c ia le s

Enseguida, se calcular¶a el precio de un bono cup¶on cero bajo el supuesto de
que la tasa corta sigue la din¶amica propuesta por CIR, por lo que el precio de
este bono debe satisfacer la siguiente ecuaci¶on diferencial dada por (1 .24)

@ B

@ t
+ a (b ¡ r t)

@ B

@ r t
+
1

2

@ 2 B

@ r 2t

£
¾
p
r t
¤2 ¡ r tB = 0 ;

con
B (T ;T ) = 1 :

Debido a que la ecuaci¶on diferencial parab¶olica anterior no presenta derivadas
parciales cruzadas se propone como candidato a soluci¶on a

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rtD (t;T ) ;

y como la condici¶on ¯nal establece que B (T ;T ) = 1, entonces para respetar dicha
condici¶on se impondr¶an las siguientes condiciones ¯nales para A (t;T ) y D (t;T )

A (T ;T ) = D (T ;T ) = 0 :

Al calcular las derivadas se obtiene que

@ B

@ t
= B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t

¸
@ B

@ rt
= ¡ B D

@ 2 B

@ r 2t
= B D 2

;
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al sustituir en la ecuaci¶on diferencial las expresiones anteriores se tiene que

B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡̧ B D a (b ¡ r t) +

1

2
B D 2 ¾ 2 r t ¡ r tB = 0 ;

y as¶³,
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡ a bD + a r tD +

1

2
D 2 ¾ 2 r t ¡ r t = 0 ;

de donde se obtiene:μ
@ A

@ t
¡ a bD

¶
¡ r t

μ
@ D

@ t
¡ a D ¡ 1

2
¾ 2 D 2 + 1

¶
= 0 :

La expresi¶on anterior es v¶alida para todo valor de la tasa corta, por lo que para
mantener la igualdad se impondr¶an las siguientes condiciones

@ A

@ t
¡ a bD = 0 ; (2:3:1)

@ D

@ t
¡ a D ¡ 1

2
¾ 2 D 2 + 1 = 0 : (2:3:2)

De esta forma el problema original de resolver una ecuaci¶on diferencial parab¶olica
se ha reducido a resolver un sistema de euaciones lineales en t, por lo que al
resolver (2:3:2) , se obtiene que

@ D

@ t
= a D +

1

2
¾ 2 D 2 ¡ 1

=
¾ 2

2

·
2

¾ 2
a D + D 2 ¡ 2

¾ 2

¸
=
¾ 2

2

·
D 2 +

2a

¾ 2
D ¡ 2

¾ 2

¸ ; (2:3:3)

Note que el t¶ermino entre par¶entesis de la ¶ultima igualdad de la expresi¶on anterior
puede expresarse como un producto de binomios, es decir

D 2 +
2a

¾ 2
D ¡ 2

¾ 2
= (D ¡ x 1 ) (D + x 2 )

= D 2 + D x 2 ¡ D x 1 ¡ x 1 x 2
= D 2 + D (x 2 ¡ x 1 ) ¡ x 1 x 2

;
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por lo que esta igualdad se debe mantener t¶ermino a t¶ermino, lo que origina que

x 1 x 2 =
2

¾ 2
; (2:3:4)

x 2 ¡ x 1 =
2a

¾ 2
; (2:3:5)

por lo que de (2:3:5) se obtiene que

x 2 = x 1 +
2a

¾ 2
: (2:3:6)

Al sustituir la expresi¶on anterior en (2:3:4) se tiene que

2

¾ 2
= x 1 x 2 = x 1

·
x 1 +

2a

¾ 2

¸
= x 21 +

2a

¾ 2
x 1 ;

por lo que

x 21 +
2a

¾ 2
x 1 ¡

2

¾ 2
= 0 ;

de donde la soluci¶on a este polinomio est¶a dada por

x 1 =
¡ 2 a
¾ 2 §

q¡
2 a
¾ 2

¢2 ¡ 4¡¡ 2
¾ 2

¢
2

=
¡ 2 a
¾ 2 §

q
4 a 2

¾ 4 +
8 ¾ 2

¾ 4

2

=
¡ 2 a
¾ 2 §

q
4
¾ 4 (a

2 + 2¾ 2 )

2

=
¡ 2 a
¾ 2 §

2
¾ 2

p
a 2 + 2¾ 2

2

=
2

¾ 2

"
¡ a §

p
a 2 + 2¾ 2

2

#
;

por lo tanto

x 1 =
¡ a §

p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
; (2:3:7)

y al sustituir (2:3:7) en (2:3:6) se tiene que x 2 est¶a dada por

x 2 =
2a

¾ 2
+
¡ a §

p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
;
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por lo que

x 2 =
a §

p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
: (2:3:8)

De acuerdo a (2.3.7) y (2.3.8) se observa que existen 4 posibles soluciones las
cuales son:

x
(1 )
1 =

¡ a +
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
; x

(1 )
2 =

a +
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2

x
(2 )
1 =

¡ a ¡
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
; x

(2 )
2 =

a +
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2

x
(3 )
1 =

¡ a +
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
; x

(3 )
2 =

a ¡
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2

x
(4 )
1 =

¡ a ¡
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
; x

(4 )
2 =

a ¡
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2

:

Al sustituir estas posibles soluciones en (2.3.4) y (2.3.5) las ¶unicas que satisfacen

estas ecuaciones son x
(1 )
1 ;x

(1 )
2 y x

(4 )
1 ;x

(4 )
2 . Adem¶as, se puede notar de (2.3.4) que

x 1 x 2 = 2¾
2 > 0 ;

es decir, x 1 y x 2 deben tener el mismo signo, condici¶on que satisfacen x
(1 )
1 ;x

(1 )
2

y x
(4 )
1 ;x

(4 )
2 . Por el momento, al referirse de la soluci¶on de x 1 y x 2 se pensar¶a en

x
(1 )
1 ;x

(1 )
2 y x

(4 )
1 ;x

(4 )
2 , y m¶as adelante se encontrar¶a otra restricci¶on, la cual servir¶a

para determinar una ¶unica soluci¶on de x 1 y x 2 .

De acuerdo a (2:3:3) se tiene que

@ D

@ t
=
¾ 2

2

·
D 2 +

2a

¾ 2
D ¡ 2

¾ 2

¸
=
¾ 2

2
[(D ¡ x 1 ) (D + x 2 ) ]

;

con x 1 y x 2 especi¯cadas por (2:3:7) y (2:3:8) respectivamente.

As¶³, de la ecuaci¶on anterior se obtiene que

dD

(D ¡ x 1 ) (D + x 2 )
=
1

2
¾ 2dt ;

por lo que Z D (t;T )

D (T ;T )

du

(u ¡ x 1 ) (u + x 2 )
=

Z t

T

1

2
¾ 2 dt = ¡ 1

2
¾ 2 (T ¡ t) ;
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pero como D (T ;T ) = 0 se obtiene

Z D (t;T )

0

du

(u ¡ x 1 ) (u + x 2 )
= ¡ 1

2
¾ 2 (T ¡ t) : (2:3:9)

Para resolver la integral anterior se utilizar¶a el m¶etodo de fracciones parciales,
por lo que

1

(D ¡ x 1 ) (D + x 2 )
=

A

D ¡ x 1
+

B

D + x 2

=
A (D + x 2 ) + B (D ¡ x 1 )
(D ¡ x 1 ) (D + x 2 )

=
A D + A x 2 + B D ¡ B x 1
(D ¡ x 1 ) (D + x 2 )

=
(A + B ) D + (A x 2 ¡ B x 1 )

(D ¡ x 1 ) (D + x 2 )

:

Debido a que la igualdad anterior se cumple t¶ermino a t¶ermino se tiene que

A + B = 0 ; (2:3:10)

A x 2 ¡ B x 1 = 1 ; (2:3:11)

de (2:3:10) se tiene que

A = ¡ B ;

al sustituir lo anterior en (2:3:11) se tiene que

1 = A x 2 ¡ (¡ A )x 1 = A (x 2 + x 1 ) ;

por lo que

A =
1

x 2 + x 1
;B = ¡ 1

x 2 + x 1
; (2:3:12)
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y as¶³, se obtiene de (2:3:9) que

¡ 1
2
¾ 2 (T ¡ t) =

Z D (t;T )

0

du

(u ¡ x 1 ) (u + x 2 )

=

Z D (t;T )

0

·
A

u ¡ x 1
+

B

u + x 2
ḑu

=

Z D (t;T )

0

"
1

x 2 + x 1

u ¡ x 1
¡

1
x 2 + x 1

u + x 2

#
du

=
1

x 2 + x 1

Z D (t;T )

0

·
1

u ¡ x 1
¡ 1

u + x 2
ḑu

=
1

x 2 + x 1

(
ln(ju ¡ x 1 j) ¡ ln(ju + x 2 j)

)D (t;T )
0

=
1

x 2 + x 1

(
ln(jD (t;T ) ¡ x 1 j) ¡ ln(jx 1 j)

¡ (ln(jD (t;T ) + x 2 j) ¡ ln(jx 2 j) )
)

:

Para quitar el valor absoluto de la expresi¶on anterior se supondr¶a que

x 1 ¡ D (t;T ) > 0 : (2:3:13)

Note que

D (T ;T ) = 0 ;

y como la restricci¶on anterior se supondr¶a valida 8 ti 2 [t;T ] se tiene que

0 < x 1 ¡ D (T ;T ) = x 1 ¡ 0 = x 1 ;

por lo que x 1 > 0 y como se coment¶o anteriormente por (2.3.4) se tiene que x 1 y
x 2 deben tener el mismo signo, y como se acaba de probar que x 1 > 0, entonces

se tiene que x 2 > 0. Note que las ¶unicas soluciones -entre x
(1 )
1 ;x

(1 )
2 y x

(4 )
1 ;x

(4 )
2 -

son x
(1 )
1 y x

(1 )
2 , por lo que la ¶unica soluci¶on que puede satisfacer (2.3.4) , (2.3.5)

y (2.3.13) simult¶aneamente es x
(1 )
1 y x

(1 )
2 por lo que ahora se tendr¶a que

x 1 =
¡ a +

p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2

x 2 =
a +

p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2

:
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De lo anterior se sigue que

¡ 1
2
¾ 2 (T ¡ t) = 1

x 2 + x 1

(
ln(x 1 ¡ D (t;T ) ) ¡ ln(x 1 )

¡ (ln(D (t;T ) + x 2 ) ¡ ln(x 2 ) )
)

=
1

x 2 + x 1

(
ln

·
x 1 ¡ D (t;T )

x 1

¸
¡ ln

·
D (t;T ) + x 2

x 2

)̧

=
1

x 2 + x 1

(
ln

·
1 ¡ D (t;T )

x 1

¸
¡ ln

·
D (t;T )

x 2
+ 1

)̧

=
1

x 2 + x 1
ln

"
1 ¡ D (t;T )

x 1

1 + D (t;T )
x 2

#

;

y as¶³, se tiene que

e [¡
1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] =
1 ¡ D (t;T )

x 1

1 + D (t;T )
x 2

;

por lo que ·
1 +

D (t;T )

x 2
ȩ [¡

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] = 1 ¡ D (t;T )
x 1

x 1 x 2

·
1 +

D (t;T )

x 2
ȩ [¡

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] = x 1 x 2

·
1 ¡ D (t;T )

x 1

¸
[x 1 x 2 + x 1 D (t;T ) ] e

[¡ 1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] = x 1 x 2 ¡ x 2 D (t;T )

x 2 D (t;T ) + x 1 D (t;T )e
[¡ 1

2 ¾
2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] = x 1 x 2 ¡ x 1 x 2 e [¡

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)]

D (t;T )
h
x 2 + x 1 e

[¡ 1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)]
i
= x 1 x 2

h
1 ¡ e [¡

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)]
i
;

por lo que

D (t;T ) =
x 1 x 2

h
1 ¡ e [¡

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)]
i

x 2 + x 1 e
[¡ 1

2 ¾
2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)]

;

multiplicando y dividiendo la expresi¶on anterior por e [
1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] se tiene
que

D (t;T ) =
x 1 x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i

x 2 e
[ 12 ¾ 2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] + x 1

;
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lo cual es equivalente a

D (t;T ) =
x 1 x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i

x 2 e
[ 12 ¾ 2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] + x 1 + x 2 ¡ x 2

=
x 1 x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i

x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i
+ (x 1 + x 2 )

: (2:3:14)

Se checar¶a que D (t;T ) cumpla las condiciones impuestas en (2:3:13) , es decir

D (T ;T ) =
x 1 x 2

£
e 0 ¡ 1

¤
x 2 [e 0 ¡ 1 ] + (x 1 + x 2 )

=
0

x 1 + x 2
= 0 ;

ahora se veri¯car¶a que x 1 ¡ D (t;T ) > 0 lo que es an¶alogo a probar que

x 1 > D (t;T ) :

Por (2.3.14) se tiene que

x 1 >
x 1 x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i

x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i
+ (x 1 + x 2 )

=
x 1 x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i

x 2 e
[ 12 ¾ 2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] + x 1 :

:

Debido a que x 1 ;x 2 > 0 y e
[ 12 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] > 0, se tiene que el denominador de la
desigualdad anterior es positivo, por lo que la desigualdad anterior es equivalente
a

x 21 + x 1 x 2 e
[ 12 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] > x 1 x 2
h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ¡ 1
i
;

de donde

x 21 > ¡ x 1 x 2 e [
1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] ;

es decir,

x 21 + x 1 x 2 e
[ 12 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] > 0 :
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Note que x 1 ;x 2 ;e
[ 12 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] > 0 por lo que la expresi¶on anterior es cierta.
De esta forma se ha logrado probar que si

x 1 ¡ D (t;T ) > 0 , x 21 + x 1 x 2 e
[ 12 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ t)] > 0 ;

de donde la implicaci¶on es siempre v¶alida, por lo que el suponer x 1 ¡ D (t;T ) > 0
conduce a una a¯rmaci¶on l¶ogica, entonces de esta forma se logr¶o demostrar que
x 1 ¡ D (t;T ) > 0. Por lo tanto D (t;T ) dada por (2.3.14) satisface la condici¶on
impuesta en (2.3.13)

Enseguida, se encontrar¶a A (t;T ) para determinar el precio del bono, para ello se
sustituye (2:3:14) en (2:3:1) de donde se obtiene que

@ A

@ t
= a bD (t;T ) ;

de donde
dA = a bD (t;T )dt

Z t

T

dA =

Z t

T

a bD (s;T )ds

A (t;T ) ¡ A (T ;T ) = a b
Z t

T

D (s;T )ds ;

pero A (T ;T ) = 0, por lo que

A (t;T ) = a b

Z t

T

D (s;T )ds

= a b

Z t

T

24 x 1 x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ s)] ¡ 1
i

x 2

h
e [

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ s)] ¡ 1
i
+ (x 1 + x 2 )

35ds :

Para resolver la integral anterior se propone el siguiente cambio de variable, sea

v s = e
[ 12 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ s)] ¡ 1 ;

si y solo si

¡ e [
1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )(T ¡ s)] = ¡ (1 + v s ) ;

de donde se obtiene que

dv s = ¡
1

2
¾ 2 (x 1 + x 2 ) e

[ 12 ¾
2 (x 1 + x 2 )(T ¡ s)] ds

= ¡ 1
2
¾ 2 (x 1 + x 2 ) (1 + v s )ds

;
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por lo que

ds =
¡ dv s

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 ) (1 + v s )
:

Al aplicar este cambio de variable se tiene que

A (t;T ) = a b

Z v t

0

x 1 x 2 v s

x 2 v s + (x 1 + x 2 )

μ
¡ 1

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 ) (1 + v s )

¶
dv s

= a bx 1 x 2

Z v t

0

v s

x 2 v s + (x 1 + x 2 )

μ
¡ 1

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 ) (1 + v s )

¶
dv s

=
¡ a bx 1 x 2

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )

Z v t

0

v s

x 2 v s + (x 1 + x 2 )

1

(1 + v s )
dv s

=
¡ a bx 1 x 2

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )

Z v t

0

v s

[x 2 v s + (x 1 + x 2 ) ] (1 + v s )
dv s

=
¡ a bx 1

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )

Z v t

0

v sh
v s +

x 1 + x 2
x 2

i
(v s + 1)

dv s

: (2:3:15)

Para resolver la integral de la expresi¶on anterior sea

® =
x 1 + x 2
x 2

; ° = 1 ;

entoncesZ v t

0

v sh
v s +

x 1 + x 2
x 2

i
[v s + 1]

dv s =

Z v t

0

v s

[v s + ® ] [v s + ° ]
dv s ; (2:3:16)

para encontrar la soluci¶on a esta integral se ocupa el m¶etodo de fracciones par-
ciales

v s

[v s + ® ] [v s + ° ]
=

A

v s + ®
+

B

v s + °
=
A v s + A ° + B v s + B ®

[v s + ® ] [v s + ° ]

=
[A + B ] v s + [A ° + B ® ]

[v s + ® ] [v s + ° ]

;

por lo que
A + B = 1 ; (2:3:17)

A ° + B ® = 0 ; (2:3:18)

al despejar A de (2:3:17) se tiene que

A = 1 ¡ B ;
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al sustituir lo anterior en (2:3:18) se obtiene que

0 = [1 ¡ B ] ° + B ®
= ° ¡ B ° + B ®
= ° + B [® ¡ ° ]

;

por lo que

B =
¡ °
® ¡ ° (2:3:19)

A = 1 ¡
μ
¡ °
® ¡ °

¶
= 1 +

μ
°

® ¡ °

¶
=
® ¡ ° + °
® ¡ °

;

y as¶³,

A =
®

® ¡ ° : (2:3:20)

Es decir,Z v t

0

v s

[v s + ® ] [v s + ° ]
dv s =

Z v t

0

·
A

v s + ®
+

B

v s + °
ḑv s

= A

Z v t

0

1

v s + ®
dv s + B

Z v t

0

1

v s + °
dv s

=
®

® ¡ °

Z v t

0

1

v s + ®
dv s ¡

°

® ¡ °

Z v t

0

1

v s + °
dv s

=
®

® ¡ °

(
ln (jv s + ® j)

)v t
0

¡ °

® ¡ °

(
ln (jv s + ° j)

)v t
0

=
®

® ¡ °

(
ln (jv t + ® j) ¡ ln (j® j)

)

¡ °

® ¡ °

(
ln (jv t + ° j) ¡ ln (j° j)

)

;

por lo tantoZ v t

0

v s

[v s + ® ] [v s + ° ]
dv s =

®

® ¡ °

(
ln (jv t + ® j) ¡ ln (j® j)

)

¡ °

® ¡ °

(
ln (jv t + ° j) ¡ ln (j° j)

) : (2:3:21)
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Note que

v t = e
[(x 1 + x 2 ) 12 ¾

2 (T ¡ t)] ¡ 1 ;

por (2:3:7) y (2:3:8) se tiene que

x 1 + x 2 =
2
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
> 0 ;

como
1

2
¾ 2 (T ¡ t) > 0 ;

entonces

e [(x 1 + x 2 )
1
2 ¾

2 (T ¡ t)] > 1 ;

por lo que

v t = e
[(x 1 + x 2 ) 12 ¾

2 (T ¡ t)] ¡ 1 > 0 8 t :

De esta forma se puede quitar el valor absoluto de (2:3:21) y se obtiene que

Z v t

0

v s

[v s + ® ] [v s + ° ]
dv s =

®

® ¡ °

(
ln (v t + ® ) ¡ ln (® )

)

¡ °

® ¡ °

(
ln (v t + ° ) ¡ ln (° )

)

=
®

® ¡ °

(
ln

μ
v t + ®

®

¶)
¡ °

® ¡ °

(
ln

μ
v t + °

°

¶)

=
1

® ¡ °

(
® ln

μ
v t + ®

®

¶
¡ ° ln

μ
v t + °

°

¶)
;

pero

® =
x 1 + x 2
x 2

; ° = 1 ;

entonces

Z v t

0

v s

[v s + ® ] [v s + ° ]
dv s =

1
x 1 + x 2
x 2

¡ 1

(
x 1 + x 2
x 2

ln

Ã
v t +

x 1 + x 2
x 2

x 1 + x 2
x 2

!
¡ ln (v t + 1)

)

=
x 2

x 1

(
x 1 + x 2
x 2

ln

Ã
v t +

x 1 + x 2
x 2

x 1 + x 2
x 2

!
¡ ln (v t + 1)

)
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por lo que al sustituir la expresi¶on anterior en (2.3.15) se tiene que:

A (t;T ) =
¡ a bx 1

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )

x 2

x 1

(
x 1 + x 2
x 2

ln

Ã
v t +

x 1 + x 2
x 2

x 1 + x 2
x 2

!
¡ ln (v t + 1)

)

=
a bx 1

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )

x 2

x 1

(
ln (v t + 1) ¡

x 1 + x 2
x 2

ln

Ã
v t +

x 1 + x 2
x 2

x 1 + x 2
x 2

!)

=
a bx 2

1
2 ¾

2 (x 1 + x 2 )

(
ln (v t + 1) ¡

x 1 + x 2
x 2

ln

Ã
v t +

x 1 + x 2
x 2

x 1 + x 2
x 2

!)

=
2a b

¾ 2

(
x 2

x 1 + x 2
ln (v t + 1) ¡ ln

μ
x 2 v t + x 1 + x 2

x 1 + x 2

¶)

=
2a b

¾ 2

(
ln (v t + 1)

x 2
x 1 + x 2 ¡ ln

μ
x 2 v t + x 1 + x 2

x 1 + x 2

¶)

=
2a b

¾ 2
ln

(
(v t + 1)

x 2
x 1 + x 2³

x 2 v t+ x 1 + x 2
x 1 + x 2

´)

=
2a b

¾ 2
ln

(
(x 1 + x 2 ) (v t + 1)

x 2
x 1 + x 2

(x 2 v t + x 1 + x 2 )

)

;

pero

v t = e
[(x 1 + x 2 ) 12 ¾

2 (T ¡ t)] ¡ 1 ;

entonces:

A (t;T ) =
2a b

¾ 2
ln

(
(x 1 + x 2 )

³
e (x 1 + x 2 )

1
2 ¾

2 (T ¡ t)
´ x 2
x 1 + x 2

x 2

³
e (x 1 + x 2 )

1
2 ¾

2 (T ¡ t) ¡ 1
´
+ x 1 + x 2

)

=
2a b

¾ 2
ln

(
(x 1 + x 2 ) e

[x 2 12 ¾
2 (T ¡ t)]³

x 2

³
e [(x 1 + x 2 )

1
2 ¾

2 (T ¡ t)] ¡ 1
´
+ x 1 + x 2

´)

= ln

(
(x 1 + x 2 )e

[x 2 12 ¾
2 (T ¡ t)]³

x 2

³
e [(x 1 + x 2 )

1
2 ¾

2 (T ¡ t)] ¡ 1
´
+ x 1 + x 2

´) 2a b

¾ 2

:
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Por (2.3.7) y (2.3.8) se tiene que:

A (t;T ) = ln

(
( 2
p
a 2 + 2 ¾ 2

¾ 2 ) e

h
( a +

p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
) 12 ¾

2 (T ¡ t)
i

Ã
( a +

p
a 2 + 2 ¾ 2

¾ 2 )

Ã
e

h
( 2
p
a 2 + 2¾ 2

¾ 2
) 12 ¾

2 (T ¡ t)
i
¡ 1
!
+ ( 2

p
a 2 + 2 ¾ 2

¾ 2 )

!)
2a b

¾ 2

:

Por lo tanto:

A (t;T ) = ln

(
2
p
a 2 + 2¾ 2 e [(a +

p
a 2 + 2 ¾ 2 ) 12 (T ¡ t)]³

(a +
p
a 2 + 2¾ 2 )

³
e [(2

p
a 2 + 2 ¾ 2 ) 12 (T ¡ t)] ¡ 1

´
+ 2
p
a 2 + 2¾ 2

´) 2a b

¾ 2

:

(2:3:22)
Nuevamente al sustituir (2.3.7) y (2.3.8) en (2.3.14) se tiene que:

D (t;T ) =
2
h
e [
p
a 2 + 2 ¾ 2 (T ¡ t)] ¡ 1

i
(a +

p
a 2 + 2¾ 2 )

h
e
p
a 2 + 2 ¾ 2 (T ¡ t) ¡ 1

i
+ 2
p
a 2 + 2¾ 2

; (2:3:23)

de esta forma el precio del bono est¶a dado por:

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rtD (t;T ) ;

con A (t;T ) y D (t;T ) dadas por (2.3.22) y (2.3.23) respectivamente.

2 .3 .2 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e p la z o s)

A continuaci¶on, se determinar¶a la estructura de plazos para el modelo CIR.
Para ello se supondr¶a que R (t;T ) es la tasa de inter¶es comprendida entre el
tiempo t y el plazo T. De acuerdo a esta notaci¶on el precio de un bono cup¶on
cero deber¶a estar dado por:

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;
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de donde se obtiene:

R (t;T ) =
¡ ln(B (t;T ) )

T ¡ t

=
¡ ln(e A (t;T )¡ rtD (t;T ))

T ¡ t

=
r tD (t;T ) ¡ A (t;T )

T ¡ t

;

Por lo tanto la estructura de plazos est¶a dada por:

R (t;T ) =
r tD (t;T ) ¡ A (t;T )

T ¡ t :

Al sustituir (2.3.22) y (2.3.23) en la ecuaci¶on anterior se tiene que:

R (t;T ) = r t

2

h
e [
p
a 2 + 2¾ 2 (T ¡ t)] ¡ 1

i
(a +

p
a 2 + 2 ¾ 2 )

£
e
p
a 2 + 2¾ 2 (T ¡ t)¡ 1

¤
+ 2
p
a 2 + 2 ¾ 2

T ¡ t

¡

ln

(
2
p
a 2 + 2 ¾ 2 e [(a +

p
a 2 + 2¾ 2 ) 1

2
(T ¡ t)]³

(a +
p
a 2 + 2 ¾ 2 )

³
e [(2

p
a 2 + 2¾ 2 ) 1

2
(T ¡ t)] ¡ 1 +́ 2

p
a 2 + 2 ¾ 2

´) 2a b

¾ 2

T ¡ t :
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C A P ¶IT U L O 3

M O D E L O S D E N O E Q U IL IB R IO

(M O D E L O S D E N O A R B IT R A J E )

En el cap¶³tulo anterior se presentaron tres modelos para la determinaci¶on de
la estructura de plazos, estos modelos son conocidos como modelos de equilibrio o
modelos de arbitraje, esto es debido a que se utilizaron argumentos de arbitraje y
de comportamiento de los agentes para derivar una ecuaci¶on diferencial que debe
de satisfacer el precio de un bono en ausencia de oportunidades de arbitraje. Una
vez dada la especi¯caci¶on ex¶ogena de la din¶amica de la tasa corta, se determinaba
el precio del bono resolviendo la ecuaci¶on diferencial resultante. Para ¯nalmente
una vez determinado el precio del bono se obten¶³a la estructura de plazos.

En este cap¶³tulo se presenta una metodolog¶³a alterna a la de los modelos de
equilibrio, la cual consiste en suponer que se conoce la tasa corta actual, los
valores de mercado en un instante anterior al presente -los cuales son precios
de bonos y niveles de tasas- y adem¶as se cuenta con la estructura de plazos
de un instante anterior al presente. Esta metodolog¶³a calibra el modelo con
informaci¶on pasada -dada en precios de bonos y niveles de tasas- de tal forma
que los precios te¶oricos -proporcionados con el modelo- coincidan con los precios
de mercado del instante anterior. Es importante mencionar que al momento de
llevar a cabo la calibraci¶on del modelo con los precios anteriores -es decir, el
implicar los precios- se pierde la esencia del equilibrio general, ya que al hacer
esto se deja de contemplar el comportamiento de los agentes y como consecuencia
se pierden los argumentos de arbitraje al valuar el precio de un bono. Esto es
debido a que en la calibraci¶on del modelo no se considera el comportamiento de
los agentes. Es por ello que este tipo de modelo se conoce como de no equilibrio
o no arbitraje.

3 .1 M o d e lo d e H o -L e e

El modelo de Ho-Lee [4] es uno de los modelos m¶as sencillos de los modelos
de no equilibrio. La especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa corta es parecida a la del
modelo de Merton solo que el t¶ermino de tendencia depende del tiempo, es decir,

dr t = h td t + ¾ dW t ;
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donde, dW t es el movimiento Browniano est¶andar, ¾ > 0 es una constante y h t
es una funci¶on del tiempo. Es importante mencionar que h t es el mecanismo
mediante el cual ser¶a calibrado con la informaci¶on -en forma de precios y niveles
de tasas- en un instante anterior al presente, para hacer que los precios te¶oricos
sean consistentes con los precios de mercado del pasado. Enseguida, se calcular¶a el
precio del bono bajo el enfoque de equilibrio general, el cual consiste en calcular el
precio del bono como aquella funci¶on que satisface la ecuaci¶on diferencial parcial
obtenida en (1.24) es decir,

@ B

@ t
+
@ B

@ r t
h t +

1

2

@ 2 B

@ r 2t
¾ 2 ¡ r tB = 0 ;

con la condici¶on ¯nal: B (t;T ) = 1:

Debido a que esta ecuaci¶on diferencial no presenta derivadas parciales cruzadas,
se propone como candidato a soluci¶on a:

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rtD (t;T ) ; (3:1:1)

como la condici¶on de frontera establece que B (t;T ) = 1; entonces se impondr¶a la
condici¶on de que

A (t;T ) = D (t;T ) = 0 :

Al calcular las derivadas parciales se tiene que:

@ B

@ t
= B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t

¸
@ B

@ rt
= ¡ B D

@ 2 B

@ r 2t
= B D 2 ;

:

Sustituyendo lo anterior en las ecuaciones diferenciales se obtiene que:

B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡̧ B D h t +

1

2
B D 2 ¾ 2 ¡ r tB = 0 ;

y as¶³,
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡ D h t +

1

2
D 2 ¾ 2 ¡ r t = 0 ;

de donde se obtiene:μ
@ A

@ t
¡ D h t +

1

2
¾ 2 D 2

¶
¡ r t

μ
@ D

@ t
+ 1

¶
= 0 :



C a p¶³tu lo 3 : M o d elos d e n o eq u ilib rio 62

La expresi¶on anterior es v¶alida para todo valor de la tasa corta, por lo que para
mantener la igualdad se impondr¶an las siguientes condiciones

@ A

@ t
¡ D h t +

1

2
¾ 2 D 2 = 0 ; (3:1:2)

@ D

@ t
+ 1 = 0 ; (3:1:3)

al resolver (3.1 .3) se tiene que:
@ D

@ t
= ¡ 1

Z D (t;T )

D (T ;T )

du = ¡
Z t

T

dt

D (t;T ) ¡ D (T ;T ) = ¡ (t ¡ T ) ;

pero como D (T ;T ) = 0 se obtiene

D (t;T ) = T ¡ t : (3:1:4)

Al sustituir en (3.1 .2) se tiene que:

@ A

@ t
¡ (T ¡ t)h t +

1

2
¾ 2 (T ¡ t) 2 = 0

@ A

@ t
= (T ¡ t) h t ¡

1

2
¾ 2 (T ¡ t) 2 = 0

Z A (t;T )

A (T ;T )

du =

Z t

T

h s (T ¡ s )ds ¡
1

2
¾ 2
Z t

T

(T ¡ s ) 2 ds ;

por lo que:

A (t;T ) ¡ A (T ;T ) = ¡
Z T

t

h s (T ¡ s )ds +
1

2
¾ 2
Z T

t

(T ¡ s ) 2ds ;

pero A (T ;T ) = 0

A (t;T ) = ¡
Z T

t

h s (T ¡ s )ds +
1

6
¾ 2 (T ¡ t) 3 : (3:1:5)
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La integral en la expresi¶on anterior depende de h t, pero dicha funci¶on no es
conocida, por lo que se tratar¶a de relacionar a h t con el precio del bono, por lo
que de acuerdo a (3.1 .1) y (3.1 .5) se obtiene que:

ln B (t;T ) = A (t;T ) ¡ r t(T ¡ t) ;

A (t;T ) = ln B (t;T ) + r t(T ¡ t) ;

por lo que al sustituir lo anterior en (3.1 .5) se tiene que:

ln B (t;T ) + r t(T ¡ t) = ¡
Z T

t

h s (T ¡ s )ds +
1

6
¾ 2 (T ¡ s ) 3

Z T

t

h s (T ¡ s )ds = ¡ ln B (t;T ) ¡ r t(T ¡ t) +
1

6
¾ 2 (T ¡ s ) 3 :

La ecuaci¶on anterior presenta dos funciones desconocidas: B (t;T ) y h t , pero
como se hizo la suposici¶on de que se conocen los precios de los bonos y niveles
de tasas del pasado, se supondr¶a un instante de tiempo anterior a t el cual se
representar¶a como t = 0.

Al sustituir t = 0 en la ecuaci¶on anterior se tiene que:Z T

0

h 0s (T ¡ s )ds = ¡ ln B (0;T ) ¡ r 0 T +
1

6
¾ 2 T 3 ; (3:1:6)

es decir, se encontrar¶a una funci¶on h s que se calibre con la informaci¶on pasada
-precio de un bono B(0,t) -, la cual ser¶a denotada por h 0s , donde el super¶³ndice
denota que la funci¶on se calibra con los precios de mercado. As¶³, los precios
te¶oricos ser¶an consistentes con los precios de mercado. Sin embargo, el realizar la
calibraci¶on da lugar a la p¶erdida de la esencia del equilibrio general al no tomar
en cuenta el comportamiento de los agentes. Para resolver la ecuaci¶on integral
anterior se derivar¶a de ambos lados ocupando la regla de Leibnitz, obteniendo
que el lado izquierdo de (3.1 .6)da como resultado:

@

@ t

Z T

0

h 0s (T ¡ s )ds =
Z T

0

@

@ t

£
h 0s (T ¡ s )

¤
ds + h 0T (T ¡ T )

@ T

@ T

¡ h 00 (T ¡ 0)
@ 0

@ T

=

Z T

0

h 0s
@ (T ¡ s )
@ t

ds

=

Z T

0

h 0s ds

: (3:1:7)
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Al derivar el lado derecho de (3.1 .6) respecto a T:

¡ @
@ t
ln B (0;t) ¡ r 0 +

1

2
¾ 2 T 2 ; (3:1:8)

por lo que al sustituir (3.1 .7) y (3.1 .8) en (3.1 .6) se tiene que:

Z T

0

h 0s ds = ¡
@

@ t
ln B (0;t) ¡ r 0 +

1

2
¾ 2 T 2 :

Al derivar nuevamente con repecto a T se obtiene:

Z T

0

@

@ T
h 0sds + h

0
T

@ T

@ T
¡ h 00

@ 0

@ T
= ¡ @ 2

@ T 2
ln B (0;t) + ¾ 2 T ;

es decir,

h 0T = ¡
@ 2

@ T 2
ln B (0;t) + ¾ 2 T :

Note que para encontrar h 0T no se ocupa el hecho de que T era el vencimiento
del bono, es decir, no existe ninguna restricci¶on sobre T, por lo que la ecuaci¶on
anterior es v¶alida para todo valor de T, as¶³, sin p¶erdida de generalidad se puede
escribir que:

h 0t = ¡
@ 2

@ t2
ln B (0;t) + ¾ 2 t : (3:1:9)

De esta forma, se ha encontrado a la funci¶on h 0t la cual sirve para calibrar los
precios de mercado con los precios t¶eoricos. Finalmente para encontrar el precio
del bono te¶orico que sea consistente con los precios de mercado basta sustituir
h 0t en (3.1 .5) , ya que h

0
t es la funci¶on que hace esto posible debido a su forma de

calcularla, por lo que:

A (t;T ) = ¡
Z T

t

h 0t (T ¡ s )ds +
1

6
¾ 2 (T ¡ t) 3 : (3:1:10)
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Al calcular la integral de la expresi¶on anterior se tiene que:

Z T

t

h 0t (T ¡ s )ds =
Z T

t

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) + ¾ 2 s (̧T ¡ s )ds

=

Z T

t

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) (̧T ¡ s )ds +

Z T

t

¾ 2 s (T ¡ s )ds

= ¡ T
Z T

t

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) ḑs +

Z T

t

s

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) ḑs

+ ¾ 2

"
T

Z T

t

sds ¡
Z T

t

s 2 ds

#

= ¡ T
·
¡ @
@ t
ln B (0;s )

Ţ

t

+

Z T

t

s

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) ḑs

+ ¾ 2

"
T

μ
s 2

2

¶T
t

¡
μ
s 3

3

¶T
t

#

= ¡ T
·
@

@ T
ln B (0;T ) ¡ @

@ t
ln B (0;t)

¸
+

Z T

t

s

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) ḑs

+ ¾ 2
·μ
T 3

2

¶
¡
μ
T t2

2

¶
¡
μ
T 3

3

¶
¡
μ
t3

3

¶¸

;

por lo que se tiene que:

Z T

t

h 0t (T ¡ s )ds = ¡ T
·
@

@ t
ln B (0;T ) ¡ @

@ t
ln B (0;t)

¸
+

Z T

t

s

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) ḑs

+
¾ 2

6

£
T 3 ¡ T t2 + 2t3

¤
: (3:1:11)

Por otro lado, al resolver por partes la integral de la expresi¶on anterior se propone
a:

u = s; dv =
@ 2

@ t2
ln B (0;s ) ;
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y se tiene que:

Z T

t

s

·
¡ @

2

@ t2
ln B (0;s ) ḑs =

·
s
@

@ s
ln B (0;s )

Ţ

t

¡
Z T

t

@

@ s
ln B (0;s )ds

=

·
T
@

@ T
ln B (0;T ) ¡̧

·
t
@

@ t
ln B (0;t) ¡̧ [ln B (0;s ) ] Tt

=

·
T
@

@ T
ln B (0;T ) ¡̧

·
t
@

@ t
ln B (0;t)

¸
¡ [ln B (0;T ) ¡ ln B (0;T ) ] :

Al sustituir lo anterior en (3.1 .11) se tiene que:

Z T

t

h 0t (T ¡ s )ds = ¡ T
·
@

@ t
ln B (0;T ) ¡ @

@ t
ln B (0;t)

¸
+ T

@

@ T
ln B (0;T ) ¡ t @

@ t
ln B (0;t)

¡ [ln B (0;T ) ¡ ln B (0;T ) ] + ¾
2

6

£
T 3 ¡ T t2 + 2t3

¤
= (T ¡ t) @

@ t
ln B (0;t) ¡ ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
+
¾ 2

6

£
T 3 ¡ T t2 + 2t3

¤
:

Por lo que al sustituir lo anterior en (3.1 .10) se tiene que:

A (t;T ) = ¡ (T ¡ t) @
@ t
ln B (0;t) + ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡ ¾

2

6

£
T 3 ¡ T t2 + 2t3

¤
+
1

6
¾ 2 (T ¡ t) 3

= ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡ (T ¡ t) @

@ t
ln B (0;t) +

¾ 2

6

£
6T t2 ¡ 3t3 ¡ 3T 2 t

¤
= ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡ (T ¡ t) @

@ t
ln B (0;t) ¡ ¾

2

6
(3t)

£
¡ 2T t + t2 + T 2

¤
;
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por lo tanto:

A (t;T ) = ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡ (T ¡ t) @

@ t
ln B (0;t) ¡ ¾

2

6
(3t)

£
¡ 2T t + t2 + T 2

¤
:

(3:1:12)

Por lo que al sustituir (3.1 .4) y (3.1 .12) en (3.1 .1) se obtiene que el precio del
bono est¶a dado por:

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rt(T ¡ t) ; (3:1:13)

con A (t;T ) de¯nida en (3.1 .12) .

3 .1 .1 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e p la z o s)

Se determinar¶a la estructura de plazos para el modelo de Ho-Lee. Para ello
se supondr¶a que R (t;T ) es la tasa de inter¶es comprendida entre el tiempo t y el
plazo T. De acuerdo a esta notaci¶on el precio de un bono cup¶on cero deber¶a estar
dado por:

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ; (3:1:14)

por (3.1 .13) y (3.1 .14) se tiene que:

e A (t;T )¡ rtD (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;

A (t;T ) ¡ r t(T ¡ t) = ¡ R (t;T ) (T ¡ t) ;

por lo que:

R (t;T ) =
r tD (t;T ) ¡ A (t;T )

T ¡ t :

Al sustituir (3.1 .4) y (3.1 .12) en la expresi¶on anterior se tiene que la estructura
de plazos est¶a dada por:

R (t;T ) = r t +
@

@ t
ln B (0;t) ¡ 1

(T ¡ t) ln
·
B (0;T )

B (0;t)

¸
+
¾ 2

2
t(T ¡ t) :
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3 .2 M o d e lo d e H u ll-W h ite

Debido a que en la pr¶actica se observa que las tasas de inter¶es no crecen
inde¯nidamente, sino que presentan reversi¶on a la media a alg¶un valor constante
de largo plazo, es por ello que en esta secci¶on se presenta una versi¶on del modelo
de Vasicek en la que el par¶ametro de largo plazo -velocidad de reversi¶on a la
media- de la tasa corta depende del tiempo hasta el vencimiento. Este par¶ametro
se calibrar¶a de tal manera que los precios te¶oricos de los bonos reportados por el
modelo sean consistentes con los precios de mercado -del instante anterior-.

La especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa corta propuesta por Hull-White [5] est¶a dada
por

dr t = a (bt ¡ r t)d t + ¾ dW t ;

donde r t es la tasa corta, a ;¾ > 0 constantes, bt funci¶on de t y dW t es un
movimiento Browniano est¶andar.

A continuaci¶on, se calcular¶a el precio del bono bajo el enfoque de equilibrio ge-
neral, el cual consiste en calcular el precio del bono, como soluci¶on a la ecuaci¶on
diferencial obtenida en (1.24) , es decir

@ B

@ t
+
@ B

@ r t
a (bt ¡ r t) +

1

2

@ 2 B

@ r 2t
¾ 2 ¡ r tB = 0 ;

con la condici¶on ¯nal de que el bono en la fecha de vencimiento (T ) paga una
unidad monetaria, es decir

B (t;T ) = 1 :

Como la ecuaci¶on diferencial anterior no presenta derivadas parciales cruzadas,
se propone como soluci¶on a

B (t;T ) = e A (t;T )¡ rtD (t;T ) ; (3:2:1)

debido a que la condici¶on ¯nal establece que B (T ;T ) = 1, entonces se tiene que

A (T ;T ) = D (T ;T ) = 0 :
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Al calcular las derivadas parciales de la ecuaci¶on diferencial se tiene que

@ B

@ t
= B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t

¸
@ B

@ rt
= ¡ B D

@ 2 B

@ r 2t
= B D 2

;

sustituyendo lo anterior en la ecuaci¶on diferencial anterior se tiene que

B

·
@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t

¸
¡ B D a (bt ¡ r t) +

1

2
B D 2 ¾ 2 ¡ r tB = 0 ;

lo que implica que

@ A

@ t
¡ r t

@ D

@ t
¡ D a (bt ¡ r t) +

1

2
D 2 ¾ 2 ¡ r t = 0 ;

y as¶³, se obtiene que

@ A

@ t
¡ D a bt +

1

2
D 2 ¾ 2 ¡ r t

·
@ D

@ t
¡ D a + 1

¸
= 0 :

Como la ecuaci¶on anterior es v¶alida para todo valor de r t y t, se impondr¶an las
siguientes condiciones para que la igualdad anterior se mantenga

@ A

@ t
¡ D a bt +

1

2
D 2 ¾ 2 = 0 ; (3:2:2)

@ D

@ t
¡ D a + 1 = 0 : (3:2:3)

De esta forma el problema original de resolver una ecuaci¶on diferencial parcial de
segundo orden se transform¶o en resolver un sistema de 2 ecuaciones diferenciales
lineales en t, por lo que al resolver (3.2.3) se tiene que

@ D

@ t
= D a ¡ 1 ;
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de donde la soluci¶on a la ecuaci¶on diferencial anterior est¶a dada por

D (t;T ) = D (T ;T )e a (t¡ T ) ¡ e a (t¡ T )
Z t

T

e ¡ a (s¡ T )ds ;

pero D (T ;T ) = 0, por lo que

D (t;T ) = ¡ e ¡ a (T ¡ t)
Z t

T

e a (T ¡ s)ds

= ¡ e ¡ a (T ¡ t)
·
e a (T ¡ s)

¡ a

ţ

T

= ¡ e ¡ a (T ¡ t)
·
e a (T ¡ t) ¡ 1

¡ a

¸ ;

por lo tanto

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
: (3:2:4)

Al sustituir (3.2.4) en (3.2.2) se tiene que

@ A

@ t
= D a bt ¡

1

2
D 2 ¾ 2

=

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
a̧ bt ¡

1

2

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

2̧

¾ 2

= bt

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

i
¡ ¾ 2

2a 2

h
1 ¡ 2e ¡ a (T ¡ t) + e ¡ 2 a (T ¡ t)

i ;

y as¶³, se obtiene lo siguiente:

Z t

T

@ A

@ s
ds = A (t;T ) ¡ A (T ;T )

=

Z t

T

·
bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
¡ ¾ 2

2a 2

h
1 ¡ 2e ¡ a (T ¡ s) + e ¡ 2 a (T ¡ s)

i̧
ds

;
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pero A (T ;T ) = 0, por lo que

A (t;T ) =

Z t

T

bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

¡ ¾ 2

2a 2

·Z t

T

ds ¡ 2
Z t

T

e ¡ a (T ¡ s)ds +

Z t

T

e ¡ 2 a (T ¡ s)ds

¸
= ¡

Z T

t

bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

¡ ¾ 2

2a 2

"
(t ¡ T ) ¡ 2

·
e ¡ a (T ¡ s)

a

ţ

T

+
1

2a

h
e ¡ 2 a (T ¡ s)

it
T

#

= ¡
Z T

t

bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

¡ ¾ 2

2a 2

·
(t ¡ T ) ¡ 2

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
+
1

2a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i̧
= ¡

Z T

t

bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

+
¾ 2

2a 2

·
(T ¡ t) + 2

a

h
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

i
¡ 1

2a

h
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

i̧

;

por lo tanto

A (t;T ) = ¡
Z T

t

bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

+
¾ 2

2a 2

·
(T ¡ t) + 2

a
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

2a
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 3

2a

¸
:

(3:2:5)

De la expresi¶on anterior se puede notar que para obtener A (t;T ) , se requiere
resolver una integral, la cual depende del par¶ametro de largo plazo -reversi¶on a
la media- y es una funci¶on del tiempo. Pero el par¶ametro de reversi¶on a la media
-bt- no es conocido, raz¶on por la que se tratar¶a de estimarlo a tr¶aves de calibrar a
bt con los precios de mercado. Cabe mencionar que a tr¶aves de bt no se toma en
cuenta el comportamiento de los agentes lo que implica que se pierde la esencia
del equilibrio general. Es por ello que a este tipo de modelos se les llama modelos
de no arbitraje.
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Por lo que de acuerdo a (3.2.1) se tiene que

ln(B (t;T ) ) = A (t;T ) ¡ r tD (t;T ) ;

y as¶³,

A (t;T ) = ln(B (t;T ) ) + r tD (t;T ) ; (3:2:6)

por lo que al sustituir (3.2.6) en (3.2.5) se tiene que

ln(B (t;T ) ) + r tD (t;T ) = ¡
Z T

t

bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

+
¾ 2

2a 2

·
(T ¡ t) + 2

a
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

2a
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 3

2a

¸ ;

pero por (3.2.4)

ln(B (t;T ) ) + r t
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
= ¡

Z T

t

bs

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

+
¾ 2

2a 2

(
(T ¡ t) + 2

a
e ¡ a (T ¡ t)

¡ 1

2a
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 3

2a

) :

La ecuaci¶on anterior presenta dos funciones desconocidas las cuales son B (t;T ) y
bt , pero al igual que en el modelo de Ho-Lee se supondr¶a que se conocen los precios
de bonos y niveles de tasas de un instante anterior, por lo que se supondr¶a que
se tiene informaci¶on de valores de mercado en t = 0, es decir, se conocen B (0;T )
y R (0;T ) y a tr¶aves de estos valores se calibrar¶a el modelo de tal forma que
el par¶ametro bt servir¶a para que el modelo sea consistente con los valores de
mercado en t = 0. Para hacer esto posible se denotar¶a al par¶ametro bt que hace

consistente al modelo con la informaci¶on disponible en t = 0 como b
(0 )
t , de esta

forma mediante b
(0 )
t se calibrar¶a al modelo, por lo que al sustituir t = 0 en la

ecuaci¶on anterior se tiene que

¡
Z T

0

b(0 )s

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds +

¾ 2

2a 2

·
T +

2

a
e ¡ a T ¡ 1

2a
e ¡ 2 a T ¡ 3

2a

¸
=r0

1 ¡ e ¡ a T
a

+ ln(B (0;T ) )

; (3:2:7)
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De esta forma se encontrar¶a la funci¶on b
(0 )
s que se calibre con la informaci¶on

pasada, la cual est¶a representada por el precio del bono en t = 0, -B (0;T ) -,

donde el supra¶³ndice de b
(0 )
s denota el momento en donde se calibrar¶a el modelo,

y as¶³ los precios te¶oricos ser¶an consistentes con los precios de mercado en t = 0.

Para resolver la ecuaci¶on integral anterior se derivar¶a de ambos lados ocupando
la regla de Leibnitz, obteniendo que el lado izquierdo da como resultado:

@

@ T

"
¡
Z T

0

b(0 )s

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds +

¾ 2

2a 2

·
T +

2

a
e ¡ a T ¡ 1

2a
e ¡ 2 a T ¡ 3

2a

#̧

= ¡
μZ T

0

b(0 )s
@

@ T

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds + b

(0 )
T

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ T )

i@ T
@ T

¡ b(0 )0
h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ 0 )

i@ 0
@ T

¶
+
¾ 2

2a 2
£
1 ¡ 2e ¡ a T + e ¡ 2 a T

¤
= ¡

Z T

0

a b(0 )s e
¡ a (T ¡ s)ds +

¾ 2

2a 2
£
1 ¡ 2e ¡ a T + e ¡ 2 a T

¤
;

(3:2:8)
al derivar el lado derecho de (3.2.7) respecto a T se tiene

r o e
¡ a T +

@

@ T
ln(B (0;T ) ) : (3:2:9)

Al sustituir (3.2.8) y (3.2.9) en dicho resultado se tiene que

¡ a
Z T

0

b(0 )s e
¡ a (T ¡ s)ds +

¾ 2

2a 2
£
1 ¡ 2e ¡ a T + e ¡ 2 a T

¤
= r o e

¡ a T +
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ;

es decirZ T

0

b(0 )s e
¡ a (T ¡ s)ds =

¾ 2

2a 3
£
1 ¡ 2e ¡ a T + e ¡ 2 a T

¤
¡ 1

a
r o e

¡ a T ¡ 1

a

@

@ T
ln(B (0;T ) ) :

(3:2:10)
Al derivar nuevamente el lado izquierdo de (3.2.10) respecto de T se tiene que

@

@ T

Z T

0

b(0 )s e
¡ a (T ¡ s)ds =

Z T

0

b(0 )s
@

@ T
e ¡ a (T ¡ s)ds + b

(0 )
T e

¡ a (T ¡ T ) @ T

@ T

¡ b(0 )0 e ¡ a (T ¡ 0 )
@ 0

@ T

= ¡ a
Z T

0

b(0 )s e ¡ a (T ¡ s)ds + b
(0 )
T

; (3:2:11)
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al derivar el lado derecho de (3.2.10) se tiene que

¾ 2

2a 3
£
2a e ¡ a T ¡ 2a e ¡ 2 a T

¤
+ r o e

¡ a T ¡ 1

a

@ 2

@ T 2
ln(B (0;T ) ) ; (3:2:12)

por lo que de (3.2.11) y (3.2.12) se tiene que

¡ a
Z T

0

b(0 )s e
¡ a (T ¡ s)ds + b

(0 )
T =

¾ 2

2a 3
£
2a e ¡ a T ¡ 2a e ¡ 2 a T

¤
+ r o e

¡ a T

¡ 1

a

@ 2

@ T 2
ln(B (0;T ) )

;

es decir,Z T

0

b(0 )s e
¡ a (T ¡ s)ds =

1

a 2
@ 2

@ T 2
ln(B (0;T ) ) ¡ r 0

a
e ¡ a T +

1

a
b
(0 )
T

¡ ¾
2

a 3

£
e ¡ a T ¡ e ¡ 2 a T

¤ : (3:2:13)

De esta forma b0T puede ser encontrada al igualar (3.2.10) y (3.2.13) , es decir

¾ 2

2a 3
£
1 ¡ 2e ¡ a T + e ¡ 2 a T

¤
¡ 1

a
r o e

¡ a T ¡ 1

a

@

@ T
ln(B (0;T ) )

=
1

a 2
@ 2

@ T 2
ln(B (0;T ) ) ¡ r 0

a
e ¡ a T +

1

a
b
(0 )
T ¡ ¾

2

a 3

£
e ¡ a T ¡ e ¡ 2 a T

¤ ;
por lo que

b
(0 )
T =

¾ 2

2a 2
£
1 ¡ 2e ¡ a T + e ¡ 2 a T

¤
¡ r o e ¡ a T ¡

@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ 1

a

@ 2

@ T 2
ln(B (0;T ) )

+ r 0 e
¡ a T +

¾ 2

a 2

£
e ¡ a T ¡ e ¡ 2 a T

¤
=
¾ 2

2a 2
£
1 ¡ 2e ¡ a T + e ¡ 2 a T + 2e ¡ a T ¡ 2e ¡ 2 a T

¤
¡ @

@ T
ln(B (0;T ) )

¡ 1

a

@ 2

@ T 2
ln(B (0;T ) );

por lo tanto

b
(0 )
T = ¡ 1

a

@ 2

@ T 2
ln(B (0;T ) ) ¡ @

@ T
ln(B (0;T ) ) +

¾ 2

2a 2
£
1 ¡ e ¡ 2 a T

¤
:
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Note que para encontrar a b
(0 )
T no in°uy¶o el hecho de que T fuera el vencimiento

del bono, por lo que sin p¶erdida de generalidad la ecuaci¶on anterior es v¶alida
para todo valor de t, por lo que

b
(0 )
t = ¡ 1

a

@ 2

@ t2
ln(B (0;t) ) ¡ @

@ t
ln(B (0;t) ) +

¾ 2

2a 2
£
1 ¡ e ¡ 2 a t

¤
: (3:2:14)

De esta forma se ha encontrado la forma funcional de b
(0 )
t , mediante la cual los

precios te¶oricos de los bonos reportados por el modelo ser¶an consistentes con los
precios de mercado en t = 0.

Finalmente, para encontrar el precio del bono te¶orico basta sustituir (3.2.14) en
(3.2.5) , por lo que

A (t;T ) = ¡
Z T

t

b(0 )s

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

+
¾ 2

2a 2

·
(T ¡ t) + 2

a
e ¡ a (T ¡ t) ¡ 1

2a
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 3

2a

¸ : (3:2:15)

Al resolver la integral de la expresi¶on anterior se tiene que

¡
Z T

t

b(0 )s

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

= ¡
Z T

t

μ
¡ 1
a

@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) ) ¡ @

@ s
ln(B (0;s ) )

+
¾ 2

2a 2
£
1 ¡ e ¡ 2 a s

¤¶h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

=
1

a

Z T

t

@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

+

Z T

t

@

@ s
ln(B (0;s ) )

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

¡ ¾ 2

2a 2

Z T

t

£
1 ¡ e ¡ 2 a s

¤h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

=
1

a

Z T

t

@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )ds ¡ 1

a

Z T

t

μ
@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )

¶
e ¡ a (T ¡ s)ds

+

Z T

t

@

@ s
ln(B (0;s ) )ds ¡

Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)
@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

¡ ¾ 2

2a 2

"Z T

t

ds ¡
Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)ds ¡
Z T

t

e ¡ 2 a sds +

Z T

t

e ¡ 2 a s e ¡ a (T ¡ s)ds

#

:

(3:2:16)
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De la ecuaci¶on anterior se tiene que:

Z T

t

@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )ds =

·
@

@ s
ln(B (0;s ) )

Ţ

t

=
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ @

@ t
ln(B (0;t) ) :

(3:2:17)
Resolviendo por partes la siguiente integral

Z T

t

μ
@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )

¶
e ¡ a (T ¡ s)ds ;

con

dV = @ 2

@ s 2 ln(B (0;s ) ) U = e ¡ a (T ¡ s)

V = @
@ s ln(B (0;s ) ) dU = a e ¡ a (T ¡ s)ds

;

por lo que

Z T

t

μ
@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )

¶
e ¡ a (T ¡ s)ds

=

·
e ¡ a (T ¡ s)

@

@ s
ln(B (0;s ) )

Ţ

t

¡ a
Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)
@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

=
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ e ¡ a (T ¡ t) @

@ t
ln(B (0;t) ) ¡ a

Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)
@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

:

(3:2:18)

Al sustituir (3.2.17) y (3.2.18) en (3.2.16) se tiene que

¡
Z T

t

b(0 )s

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

=
1

a

Z T

t

@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )ds ¡ 1

a

Z T

t

μ
@ 2

@ s 2
ln(B (0;s ) )

¶
e ¡ a (T ¡ s)ds

+

Z T

t

@

@ s
ln(B (0;s ) )ds ¡

Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)
@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

¡ ¾ 2

2a 2

"Z T

t

ds ¡
Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)ds ¡
Z T

t

e ¡ 2 a sds +

Z T

t

e ¡ 2 a s e ¡ a (T ¡ s)ds

#
;



C a p¶³tu lo 3 : M o d elos d e n o eq u ilib rio 77

¡
Z T

t

b(0 )s

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

=
1

a

·
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ @

@ t
ln(B (0;t) )

¸
¡ 1

a

μ
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ e ¡ a (T ¡ t) @

@ t
ln(B (0;t) )

¡ a
Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)
@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

¶
+

Z T

t

@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

¡
Z T

t

e ¡ a (T ¡ s)
@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

¡ ¾ 2

2a 2

μ
(T ¡ t) ¡

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
¡̧
·
e ¡ 2 a T ¡ e ¡ 2 a t

¡ 2a

¸
+

·
e ¡ a (T + t) ¡ e ¡ 2 a T )

a

¶̧

;

es decir,

¡
Z T

t

b(0 )s

h
1 ¡ e ¡ a (T ¡ s)

i
ds

=
1

a

·
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ @

@ t
ln(B (0;t) )

¸
¡ 1

a

μ
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ e ¡ a (T ¡ t) @

@ t
ln(B (0;t) )

¶
+

Z T

t

@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

¡ ¾ 2

2a 2

μ
(T ¡ t) ¡

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
¡̧
·
e ¡ 2 a T ¡ e ¡ 2 a t

¡ 2a

¶̧
¡ ¾ 2

2a 2

μ·
e ¡ a (T + t) ¡ e ¡ 2 a T )

a

¶̧
:
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Al sustituir lo anterior en (3.2.15) se tiene que

A (t;T ) =
1

a

·
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ @

@ t
ln(B (0;t) )

¸
¡ 1

a

μ
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ e ¡ a (T ¡ t) @

@ t
ln(B (0;t) )

¶
+

Z T

t

@

@ s
ln(B (0;s ) )ds

¡ ¾ 2

2a 2

μ
(T ¡ t) ¡

·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
¡
·
e ¡ 2 a T ¡ e ¡ 2 a t

¡ 2a

¸
+

·
e ¡ a (T + t) ¡ e ¡ 2 a T )

a

¶̧
+
¾ 2

2a 2

μ
(T ¡ t) + 2

a
e ¡ a (T ¡ t)

¡ 1

2a
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 3

2a

¶

;

A (t;T ) =
1

a

·
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ @

@ t
ln(B (0;t) )

¸
¡ 1

a

μ
@

@ T
ln(B (0;T ) ) ¡ e ¡ a (T ¡ t) @

@ t
ln(B (0;t) )

¶
+ ln(B (0;T ) )

¡ ln(B (0;t) ) ¡ ¾ 2

2a 2

μ
¡ 1
a
+
1

a
e ¡ a (T ¡ t) +

1

2a
e ¡ 2 a T ¡ 1

2a
e ¡ 2 a t

+
e ¡ a (T + t) ¡ e ¡ 2 a T

a
¡ 2

a
e ¡ a (T ¡ t) +

1

2a
e ¡ 2 a (T ¡ t) +

3

2a

¶
;

de este modo

A (t;T ) = ¡ 1

a

@

@ t
ln(B (0;t) ) +

1

a
e ¡ a (T ¡ t)

@

@ t
ln(B (0;t) ) + ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡ ¾ 2

2a 2

μ
1

2a
¡ 1

a
e ¡ a (T ¡ t) +

1

2a
e ¡ 2 a (T ¡ t) ¡ 1

2a
e ¡ 2 a t

¡ 1

2a
e ¡ 2 a T +

1

a
e ¡ a (T + t)

¶
¡ ln

·
B (0;T )

B (0;t)
¡̧
·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
@

@ t
ln(B (0;t) )

¡ ¾ 2

2a 2
1

2a

·³
1 ¡ 2e ¡ a (T ¡ t) + e ¡ 2 a (T ¡ t)

´
¡ e ¡ 2 a t ¡ e ¡ 2 a T + 2e ¡ a (T + t)

¸
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A (t;T ) = ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡
·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
@

@ t
ln(B (0;t) )

¡ ¾ 2

4a 3

·³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

2́

¡ e ¡ 2 a t
h
1 + e ¡ 2 a T e 2 a t ¡ 2e ¡ a (T + t)e 2 a t

i̧
= ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡
·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
@

@ t
ln(B (0;t) )

¡ ¾ 2

4a 3

·³
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

2́

¡ e ¡ 2 a t
h
1 ¡ 2e ¡ a T e ¡ a te 2 a t + e ¡ 2 a (T ¡ t)

i̧
= ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡
·
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¸
@

@ t
ln(B (0;t) )

¡ ¾
2

4a

·μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶2
¡ e ¡ 2 a t

μ
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a

¶2¸

:

Por (3.2.4)

A (t;T ) = ln

·
B (0;T )

B (0;t)
¡̧ D (t;T ) @

@ t
ln(B (0;t) ) ¡ ¾

2

4a

·
D 2 (t;T ) ¡ e ¡ 2 a tD 2 (t;T ) ;̧

por lo tanto

A (t;T ) = ln

·
B (0;T )

B (0;t)
¡̧ D (t;T ) @

@ t
ln(B (0;t) ) ¡ ¾

2

4a
D 2 (t;T )

·
1 ¡ e ¡ 2 a t :̧ (3:2:19)

Al sustituir (3.2.4) y (3.2.19) en (3.2.1) se tiene que el precio del bono est¶a dado
por

B (t;T ) = exp (A (t;T ) ¡ r tD (t;T ) )

= exp

μ
ln

·
B (0;T )

B (0;t)

¸
¡ D (t;T ) @

@ t
ln(B (0;t) ) ¡ ¾

2

4a
D 2 (t;T )

·
1 ¡ e ¡ 2 a t

¶̧
£ exp

μ
¡ r tD (t;T )

¶
;
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con

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
:

3 .2 .1 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e P la z o s)

Enseguida, se determinar¶a la estructura de plazos para el modelo de Hull-
White. Para ello se de¯ne a R (t;T ) como la tasa de inter¶es entre t y T , entonces
el precio de un bono cup¶on cero con valor nominal de una unidad monetaria est¶a
dado por

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) :

Al utilizar (3.2.1) y la ecuaci¶on anterior se tiene que

e A (t;T )¡ rtD (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;

lo cual implica que

A (t;T ) ¡ r tD (t;T ) = ¡ R (t;T ) (T ¡ t) ;

es decir

R (t;T ) =
r tD (t;T )

T ¡ t ¡ A (t;T )
T ¡ t ;

por lo que de acuerdo a (3.2.19) se tiene que la estructura de plazos est¶a dada
por

R (t;T ) =
1

T ¡ t r tD (t;T ) ¡
1

T ¡ t

μ
ln

·
B (0;T )

B (0;t)
¡̧ D (t;T ) @

@ t
ln(B (0;t) )

¡ ¾
2

4a
D 2 (t;T )

·
1 ¡ e ¡ 2 a t

¶̧ ;

con

D (t;T ) =
1 ¡ e ¡ a (T ¡ t)

a
:
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3 .3 M o d e lo d e H e a th -J a rro w -M o rto n (H J M )

En los modelos anteriores se daba una especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa corta
a trav¶es de una ecuaci¶on diferencial estoc¶astica de la siguiente forma:

dr t = ¹ (r t;t)dt + ¾ (r t;t)dW t ;

end¶ogenamente se calcula el precio del bono y despu¶es se obtiene la estructura
de plazos. En estos tipos de modelos la tasa forward se obtiene end¶ogenamente
a trav¶es de la relaci¶on

f (t;T ) = ¡ @ ln(B (t;T ) )
@ T

;

donde f (t;T ) es la tasa forward instant¶anea. En el cap¶³tulo 2 se mostraron
modelos de equilibrio general, en el cap¶³tulo 3 los modelos presentados hasta
ahora - Ho-Lee, Hull-White - la especi¯caci¶on de la tasa corta era ex¶ogena y h t
y bt se determinaban end¶ogenamente. Ahora en la metodolog¶³a presentada en
el modelo de Heath-Jarrow-Morton [3] se especi¯car¶a ex¶ogenamente la din¶amica
de la tasa forward f (t;T ) , y la tasa corta r t puede obtenerse end¶ogenamente de
tal forma que sea congruente con la din¶amica ex¶ogena de la tasa forward. Es
importante mencionar que en las metodolog¶³as anteriores el precio del bono era
calculado como

B (t;T ) = E

·
e
¡
R
T

t
rs d s j F t

¸
;

ahora el precio del bono ser¶a calculado mediante

B (t;T ) = e
¡
R
T

t
f (t;s)d s

: (3:3:1)

3 .3 .1 D in ¶a m ic a d e la ta sa F o rw a rd

La especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa forward est¶a dada por la siguiente
ecuaci¶on

df (t;T ) = ® (t;T )dt + ¯ (t;T )dW t; dW t » N (0;dt) :

Note que la tendencia ® (t;T ) solo depende de t y del plazo T , no del nivel actual
de la tasa forward f (t;T ) , como en los modelos anteriores donde la especi¯caci¶on
de la tasa era ex¶ogena y cuya tendencia depend¶³a del nivel de la tasa corta en el
tiempo t, es decir

dr t = ¹ (r t;t)dt + ¾ (r t;t)dW t :
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3 .3 .2 D e te rm in a c i¶o n e n d ¶o g e n a d e la ta sa c o rta

A continuaci¶on, se determinar¶a end¶ogenamente la din¶amica de la tasa corta
a partir de la especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa forward, para ello note que

df = ® (t;T )dt + ¯ (t;T )dW t ;

se tiene que Z t

0

df (s;T ) =

Z t

0

® (s;T )ds +

Z t

0

¯ (s;T )dW s

f (t;T ) ¡ f (0;T ) =
Z t

0

® (s;T )ds +

Z t

0

¯ (s;T )dW s

;

lo cual es equivalente a

f (t;T ) = f (0;T ) +

Z t

0

® (s;T )ds +

Z t

0

¯ (s;T )dW s : (3:3:2)

Debido a que la tasa corta se de¯ne como

r t = f (t;t) ;

es decir, la tasa corta es la tasa forward en un instante. Por lo que de lo anterior
y por (3:3:2) se tiene que

r t = f (0;t) +

Z t

0

® (s;t)ds +

Z t

0

¯ (s;t)dW s : (3:3:3)

Por otro lado,

E [r t j F 0 ] = E
·
f (0;t) +

Z t

0

® (s;t)ds +

Z t

0

¯ (s;t)dW s j F 0
¸

= E [f (0;t) j F 0 ] + E
·Z t

0

® (s;t)ds j F 0
¸
+

Z t

0

¯ (s;t)E [dW s j F 0 ]
;

debido a que f (0;t) y
Rt
0
® (s;t)ds dada la informaci¶on al tiempo t = 0 son

constantes. Adem¶as dW s » N (0;ds ) , se tiene que

E [r t j F 0 ] = f (0;t) +
Z t

0

® (s;t)ds ;
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y

Var [r t j F 0 ] = Var
·
f (0;t) +

Z t

0

® (s;t)ds +

Z t

0

¯ (s;t)dW s j F 0
¸

= Var

·Z t

0

¯ (s;t)dW s j F 0
¸

=

Z t

0

¯ 2 (s;t)ds

:

Al diferenciar totalmente (3.3.3) se tiene que

dr t =
@ f (0;t)

@ t
dt +

@
³Rt

0
® (s;t)ds

´
@ t

dt +
@
³Rt

0
¯ (s;t)dW s

´
@ t

dt

=
@ f (0;t)

@ t
dt +

@
³Rt

0
® (s;t)ds

´
@ t

dt +
@
³Rt

0
¯ (s;t) d W s

d s ds
´

@ t
dt

;

al aplicar la regla de Leibnitz se tiene que

dr t =
@ f (0;t)

@ t
dt +

·Z t

0

@ ® (s;t)

@ t
ds + ® (t;t)

@ t

@ t
¡ ® (0;t) @ 0

@ t
ḑt

+

·Z t

0

@ ¯ (s;t)

@ t

dw S
ds

ds + ¯ (t;t)
dw t
dt

dt

dt
¡ ¯ (0;t) dw 0

d0

d0

dt
ḑt

=
@ f (0;t)

@ t
dt +

·Z t

0

@ ® (s;t)

@ t
ds + ® (t;t) ḑt

+

·Z t

0

@ ¯ (s;t)

@ t
dw s + ¯ (t;t)

dw t
dt

ḑt

=

·
@ f (0;t)

@ t
+

Z t

0

@ ® (s;t)

@ t
ds + ® (t;t) +

Z t

0

@ ¯ (s;t)

@ t
dw s ḑt + ¯ (t;t)dW t

;

por lo que ¶esta es la nueva din¶amica de la tasa corta congruente con la especi¯-
caci¶on ex¶ogena de la tasa forward.

Se calcular¶a el cambio en el precio -dB (t;T ) - con el lema de Itô, para ello se
de¯ne

It = I (t;T ) = ¡
Z T

t

f (t;s )ds ; (3:3:4)

por lo que

dIt = ¡ d
Ã Z T

t

f (t;s )ds

!
= ¡

@
RT
t
f (t;s )ds

@ t
dt =

@
Rt
T
f (t;s )ds

@ t
dt ;
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al aplicar la regla de Leibnitz a la expresi¶on anterior se tiene que

dIt =

·Z t

T

@ f (t;s )

@ t
ds + f (t;t)

@ t

@ t
¡ f (t;T ) @ T

@ t
ḑt

=

·Z t

T

@ f (t;s )

@ t
ds + f (t;t) ḑt

= ¡
"Z T

t

@ f (t;s )

@ t
dt

#
ds + f (t;t)dt

;

pero

df (t;s ) =
@ f (t;s )

@ t
dt y r t = f (t;t) ;

por lo que

dI (t;T ) = ¡
Z T

t

df (t;s )ds + r tdt :

Al sustituir df (t;s ) en la expresi¶on anterior se tiene que

dI (t;T ) = ¡
Z T

t

[® (t;s )dt + ¯ (t;s )dW t ] ds + rtdt

= ¡
Z T

t

® (t;s )dtds ¡
Z T

t

¯ (t;s )dW tds + r tdt

=

"
r t ¡

Z T

t

® (t;s )ds

#
dt ¡

"Z T

t

¯ (t;s )ds

#
dW t

;

sea

U = rt ¡
Z T

t

® (t;s )ds ; (3:3:5)

y

V = ¡
Z T

t

¯ (t;s )ds ; (3:3:6)

por lo que

dI (t;T ) = U dt + V dW t : (3:3:7)
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Debido a que el precio del bono est¶a dado por

B (t;T ) = e I (t;T ) ;

con I (t;T ) dada por (3.3.4) , entonces se calcular¶a dB (t;T ) con el lema de Itô por
lo que

dB (t;T ) = de I (t;T )

=

·
@ e I (t;T )

@ t
+
@ e I (t;T )

@ It
U +

1

2

@ 2 e I (t;T )

@ I 2t
V 2 ḑt +

@ e I (t;T )

@ It
V dW t

=

·
e I (t;T )U +

1

2
e I (t;T )V 2 ḑt + e I (t;T )V dW t

;

pero B = e I por lo que

dB (t;T ) =

·
U +

1

2
V 2 B̧ dt + V B dW t ; (3:3:8)

por (3:3:5) y (3:3:6)

dB (t;T ) =

24r t ¡ Z T

t

® (t;s )ds +
1

2

Ã
¡
Z T

t

¯ (t;s )ds

!235B dt
¡
Ã Z T

t

¯ (t;s )ds

!
B dW t

: (3:3:9)

El siguiente paso es formar un portafolio con w 1 unidades de un bono con precio
B 1 y vencimiento en T 1 y w 2 unidades de un bono con precio B 2 y vencimiento
en T 2 , es decir

¼ t = w 1 B 1 + w 2 B 2 ;

de donde el cambio del portafolio debido a °uctuaciones propias del mercado y
no al rebalanceo del portafolio en un instante de tiempo dt est¶a dado por

d¼ t = w 1dB 1 + w 2dB 2 :

Al sustituir (3.3.8) en d¼ t se tiene

d¼ t =w 1

·μ
U 1 +

1

2
V 21

¶
B 1 dt + V 1 B 1 dW t

¸
+ w 2

·μ
U 2 +

1

2
V 22

¶
B 2 dt + V 2 B 2dW t

¸
=

·
w 1

μ
U 1 +

1

2
V 21

¶
B 1 + w 2

μ
U 2 +

1

2
V 22

¶
B 2 ḑt

+ [w 1 V 1 B 1 + w 2 V 2 B 2 ] dW t

: (3:3:10)
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En la expresi¶on anterior, la fuente de riesgo est¶a representada por el segundo
t¶ermino el cual contiene a dW t , por lo que para administrar este riesgo se se-
leccionar¶an a w 1 y w 2 de tal forma que anulen este riesgo. Para que esto suceda
se tiene que:

w 1 V 1 B 1 + w 2 V 2 B 2 = 0 :

Se puede notar que existe una in¯nidad de posibles soluciones de la ecuaci¶on
anterior para w i, pero se seleccionar¶a aquella que tal que w 1 = 1. A partir de
esta selecci¶on se encontrar¶a a w 2 , por lo que si w 1 = 1, la expresi¶on anterior se
transforma en

V 1 B 1 + w 2 V 2 B 2 = 0 ;

de donde se obtiene

w 2 = ¡
V 1 B 1

V 2 B 2
:

Por lo que si se eligen a w 1 y a w 2 como

w 1 = 1

w 2 = ¡
V 1 B 1

V 2 B 2
;

(3:3:11)

se elimina el riesgo mercado del portafolio.

Al sustituir (3.3.11) en (3.3.10) se tiene que

d¼ t =

·μ
U 1 +

1

2
V 21

¶
B 1 ¡

V 1 B 1

V 2 B 2

μ
U 2 +

1

2
V 22

¶
B 2 ḑt

+

·
V 1 B 1 ¡

V 1 B 1

V 2 B 2
V 2 B 2 ḑW t

=

·
U 1 +

1

2
V 21 ¡

V 1

V 2

μ
U 2 +

1

2
V 22

¶
B̧ 1 dt;

; (3:3:12)

es decir, bajo la selecci¶on de w 1 y w 2 dadas en (3.3.11) el portafolio ¼ t es libre
de riesgo.

Por otro lado, si se supone que existe un mercado de cr¶edito, donde la tasa a
la que se presta y se pide prestado es la misma y es libre de riesgo, la cual ser¶a
denotada por rt , y se invierte w 1 = 1 y w 2 = ¡ V 1 B 1

V 2 B 2
unidades monetarias en un

banco a la tasa r t, se obtiene el portafolio

¼ Bt =

·
B 1 ¡

V 1 B 1

V 2 B 2
B 2

¸
= B 1 ¡

V 1

V 2
B 1 ;
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por lo que el cambio en ¼ Bt debido unicamente a °uctuaciones propias del mercado
y no al rebalanceo del portafolio est¶a dado por

d¼ Bt =

·
B 1 ¡

V 1

V 2
B 1 ŗdt : (3:3:13)

Al emplear argumentos de arbitraje se tiene que

d¼ t = d¼
B
t ;

y al sustituir (3.3.12) y (3.3.13) en la expresi¶on anterior se tiene que·
U 1 +

1

2
V 21 ¡

V 1

V 2

μ
U 2 +

1

2
V 22

¶
B̧ 1dt =

·
B 1 ¡

V 1

V 2
B 1 ŗdt

U 1 +
1

2
V 21 ¡

V 1

V 2

μ
U 2 +

1

2
V 22

¶
= r ¡ r V 1

V 2

;

U 1 +
1

2
V 21 ¡ r =

V 1

V 2

μ
U 2 +

1

2
V 22

¶
¡ r V 1

V 2
=
V 1

V 2

·
U 2 +

1
2 V

2
2 ¡ r

V 2

¸
por lo tanto

U 1 +
1
2 V

2
1 ¡ r

V 1
=
U 2 +

1
2 V

2
2 ¡ r

V 2
:

Debido a (3.3.5) y (3.3.6) se puede notar que U i, V i dependen de t y T i, i = 1;2
por lo que la ecuaci¶on anterior depende ¶unicamente del plazo de los bonos (T i) .
Como esta igualdad es v¶alida para todo valor de T i, entonces los cocientes de la
igualdad como son los mismos, no dependen del plazo, por lo que sin p¶erdida de
generalidad se tiene que

U + 1
2 V

2 ¡ r
V

= ¸ (r t;t) :

Note que en la expresi¶on anterior ¸ (r t;t) no es observable, sin embargo se podr¶³a
pensar como una prima de riesgo. Entonces aprovechando lo anterior, se supondr¶a
el caso m¶as simple el cual es

¸ (r t;t) = 0 ;

es decir, se supondr¶a neutralidad al riesgo, por lo que se obtiene que

0 = ¸ (r t;t) =
U + 1

2 V
2 ¡ r

V
;
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de donde se llega a que

U +
1

2
V 2 ¡ r = 0 ;

es decir, la ecuaci¶on anterior est¶a indicando que en un mundo neutral al riesgo ®
y ¯ est¶an relacionadas.

Sustituyendo (3.3.5) y (3.3.6) se tiene que

r t ¡
Z T

t

® (t;s )ds +
1

2

Ã
¡
Z T

t

¯ (t;s )ds

!2
¡ r t = 0 ;

Z T

t

® (t;s )ds =
1

2

Ã Z T

t

¯ (t;s )ds

!2
;

derivando de ambos lados

® (t;T ) = ¯ (t;T )

Z T

t

¯ (t;s )ds ; (3:3:14)

es decir, bajo valuaci¶on neutral al riesgo ® (t;T ) y ¯ (t;T ) no se pueden dar arbi-
trariamente, pero al dar la forma funcional de ® (t;T ) ¶o ¯ (t;T ) se obtiene ¯ (t;T )
¶o ® (t;T ) .

Ejemplo

Sea ¯ (t;T ) = ¾ , entonces por (3.3.14) se tiene que

® (t;T ) = ¾

Z T

t

¾ ds = ¾ (T ¡ t) ;

por lo que la din¶amica de la tasa corta est¶a dada por

df (t;T ) = ¾ 2 (T ¡ t) + ¾ dW t :

De lo anterior es importante hacer notar para evitar confusiones que ¾ es la
volatilidad de la tasa forward (f (t;T ) , la cual puede ser estimada por

f (t;T ) = ¡ @ ln(B (t;T ) )
@ T

;

por lo que de esta forma el precio del bono estar¶³a dado por

B (t;T ) = e
¡
R
T

t
f (t;s)d s

:
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Para determinar el precio del bono primero se calcular¶a f (t;T ) usando (3.3.2)
por lo que

f (t;T ) = f (0;T ) +

Z t

0

® (s;T )ds +

Z t

0

¯ (s;T )dW s

= f (0;T ) +

Z t

0

¾ (T ¡ s )ds +
Z t

0

¾ dW s

= f (0;T ) ¡ ¾ 2 (T ¡ s )
2

2
jt0 + ¾ (W t ¡ W 0 )

= f (0;T ) ¡ ¾
2

2

£
(T ¡ t) 2 ¡ (T ¡ 0) 2

¤
+ ¾ W t

= f (0;T ) ¡ ¾
2

2

£
T 2 ¡ 2T t + t2 ¡ T 2

¤
+ ¾ W t

= f (0;T ) + ¾ 2
·
T t ¡ t

2

2

¸
+ ¾ W t

;

y as¶³,

f (t;T ) = f (0;T ) + ¾ 2 t

·
T ¡ t

2

¸
+ ¾ W t ;

entonces

¡
Z T

t

f (t;s )ds = ¡
Z T

t

·
f (0;s ) + ¾ 2 t

·
s ¡ t

2

¸
+ ¾ W t ḑs

= ¡
Z T

t

f (0;s )ds ¡ ¾ 2 t
Z T

t

·
s ¡ t

2
ḑs ¡ ¾ W t

Z T

t

ds

= ¡
"Z 0

t

f (0;s )ds +

Z T

0

f (0;s )ds

#
¡ ¾ 2 t

·
s 2

2
jTt ¡

t

2
sjTt
¸

¡ ¾ W t(T ¡ t)

= ¡
"Z 0

t

f (0;s )ds +

Z T

0

f (0;s )ds

#
¡ ¾

2

2
t
£
T 2 ¡ t2 ¡ tT + t2

¤
¡ ¾ W t(T ¡ t)

;

de este modo se obtiene

¡
Z T

t

f (t;s )ds = ¡
"Z 0

t

f (0;s )ds +

Z T

0

f (0;s )ds

#
¡ ¾

2

2
tT [T ¡ t]

¡ ¾ W t(T ¡ t)
;
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por lo que

B (t;T ) = exp

"
¡
Z T

t

f (t;s )ds

#

= exp

"
¡
Ã Z 0

t

f (0;s )ds +

Z T

0

f (0;s )ds

!
¡ ¾

2

2
tT [T ¡ t]

¡ ¾ W t(T ¡ t)
#

= exp

"Z t

0

f (0;s )ds ¡
Z T

0

f (0;s )ds ¡ ¾
2

2
tT [T ¡ t]

¡ ¾ W t(T ¡ t)
#

=
exp

h
¡
RT
0
f (0;s )ds

i
exp

h
¡
Rt
0
f (0;s )ds

iexp·¡ ¾ 2
2
tT [T ¡ t] ¡ ¾ W t(T ¡ t)

¸

;

como

B (t;T ) = exp

"
¡
Z T

t

f (t;s )ds

#
;

entonces

B (t;T ) =
B (0;T )

B (0;t)
exp

·
¡ ¾

2

2
tT [T ¡ t] ¡ ¾ W t(T ¡ t)

¸
;

pero

W t » N (0;t) ;

por lo que si ² » N (0;1) , entonces

W t = ²
p
t ;

y de esta forma se tiene que

B (t;T ) =
B (0;T )

B (0;t)
exp

·
¡ ¾

2

2
tT [T ¡ t] ¡ ¾ (T ¡ t)²

p
t

¸
: (3:3:15)
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Cabe hacer notar que a diferencia de Hull-White aqu¶³ no se calibr¶o el modelo,
pero se puede interpretar que la calibraci¶on viene dada por la ecuaci¶on (3.3.14) ,
es decir, el modelo se calibra al dar ex¶ogenamente a ¯ (t;T ) -® (t;T ) - y determinar
end¶ogenamente a ® (t;T ) -¯ (t;T ) -. Finalmente, note que para calcular el precio
del bono se requiere un vector de precios o una curva de rendimientos inicial -ya
que se requiere a B (0;T ) y B (0;t) - y esto puede ser a tr¶aves de Vasicek, CIR o
alg¶un otro modelo, pero se recomienda tomar los precios de mercado.

3 .3 .3 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e p la z o s)

Enseguida, se determinar¶a la estructura de plazos para el modelo de Heath-
Jarrow-Morton. Para ello se supondr¶a que R (t;T ) es la tasa de inter¶es compren-
dida entre el tiempo t y el plazo T. De acuerdo a esta notaci¶on el precio de un
bono cup¶on cero deber¶a estar dado por:

B (t;T ) = e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ; (3:3:16)

por (3.3.15) y (3.1 .16) se tiene que:

B (0;T )

B (0;t)
exp

·
¡ ¾

2

2
tT [T ¡ t] ¡ ¾ (T ¡ t)²

p
t

¸
= e ¡ R (t;T )(T ¡ t) ;

por lo que:

R (t;T ) = ¡ 1

T ¡ t ln
μ
B (0;T )

B (0;t)
exp

·
¡ ¾

2

2
tT [T ¡ t] ¡ ¾ (T ¡ t) ²

p
t

¶̧
;

lo cual es equivalente a

R (t;T ) =
1

T ¡ t

·
¡ ln

μ
B (0;T )

B (0;t)

¶
+
¾ 2

2
tT [T ¡ t] + ¾ (T ¡ t) ²

p
t

¸

con ² » N (0;1) .

De la expresi¶on anterior se puede notar que la estructura de plazos no es una
funci¶on determinista como en los modelos anteriores, en el modelo de Heath-
Jarrow-Morton de esta ¶ultima ecuaci¶on se aprecia que la estructura depende de
una variable aleatoria normal con media cero y varianza uno. Es por esta raz¶on
que la estructura de plazos en este modelo puede ser obtenida bajo simulaciones.
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3 .4 M o d e lo N e lso n y S ie g e l

El modelo de Nelson y Siegel [12] est¶a interesado en estudiar la tasa forward,
en lugar de la din¶amica de la tasa corta. Este modelo se desliga de los argumentos
de equilibrio general, ya que no ocupa argumentos de arbitraje para determinar la
estructura de plazos, en lugar de ello se basa en el supuesto de que la estructura
de plazos es la soluci¶on de una ecuaci¶on diferencial de segundo orden, raz¶on
por la cual este modelo proporciona un m¶etodo de estimaci¶on param¶etrico de la
estructura de plazos.

Bajo esta metodolog¶³a se ignora el comportamiento de los agentes en un mercado
y se supone que la tasa forward es soluci¶on de la siguiente ecuaci¶on diferencial
de segundo orden:

Äx (t) + a _x (t) + bx (t) ¡ ¯ 0 b = 0 ; (3:4:1)

cuyas soluciones de frontera est¶an dadas por

x (T ) = A ; x _(T ) = B ; t < T :

Es importante destacar que el suponer que la tasa forward satisface esta ecuaci¶on
diferencial da la posibilidad de encontrar una amplia gama de curvas que sean
soluci¶on, raz¶on por la cual se dar¶a una t¶ecnica para encontrar los par¶ametros a ,
b y ¯ 0 que mejor ajusten a la estructura de plazos observada.

A continuaci¶on se encontrar¶a la soluci¶on a (3.4.1) , para ello primero se encontrar¶a
la soluci¶on a la ecuaci¶on homog¶enea, es decir

x Ä(t) + a x _(t) + bx (t) = 0 : (3:4:2)

Sea e m t una soluci¶on de la ecuaci¶on homog¶enea asociada a (3.4.1) , al sustituir
esta soluci¶on en (3.4.2) se tiene que

e m t
¡
m 2 + a m + b

¢
= 0 ;

debido a que e m t 6= 0 se tiene que

m 2 + a m + b = 0 :
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De esta forma la soluci¶on del polinomio caracter¶³stico est¶a dada por

m 1 ;2 =
¡ a §

p
a 2 ¡ 4b
2

;

es decir, se han encontrado dos soluciones particulares de la ecuaci¶on homog¶enea,
y as¶³, la soluci¶on general para la ecuaci¶on homog¶enea est¶a dada por la combi-
naci¶on l¶³neal de estas dos soluciones,

x c (t) = ¯ 1 e
m 1 (t¡ T ) + ¯ 2 e

m 2 (t¡ T ) : (3:4:3)

Enseguida, se calcular¶a una soluci¶on particular para la ecuaci¶on no homog¶enea
dada por (3.4.1) , para ello se propone como candidato a soluci¶on a

x p (t) = ® + ° (t ¡ T ) :

Al sustituir la soluci¶on propuesta anteriormente en (3.4.1) se tiene que

0 = a ° + b (® + ° (t ¡ T ) ) ¡ ¯ 0 b = (a ° + b® ¡ ¯ 0 b) + ° (t ¡ T ) ;

por lo que se tiene

a ° + b® ¡ ¯ 0 b = 0 ;

° (t ¡ T ) = 0 :

Debido a las condiciones de frontera de (3.4.1) se tiene que t < T por lo que
t 6= 0, entonces para que la ecuaci¶on anterior sea cierta se tiene que

° = 0; ® = ¯ 0 ;

y as¶³, la soluci¶on particular de (3.4.1) est¶a dada por

x p (t) = ¯ 0 :

Finalmente, la soluci¶on general de (3.4.1) est¶a dada por la soluci¶on general de la
homog¶enea asociada m¶as la particular, es decir

x (t) = ¯ 0 + ¯ 1 e
m 1 (t¡ T ) + ¯ 2 e

m 2 (t¡ T ) ;

con

m i =
¡ a §

p
a 2 ¡ 4b
2

; i = 1;2 :
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Si

m 1 =
1

¿1
m 2 =

1

¿2
;

por lo tanto la tasa instant¶anea forward, f (t;T ) , de plazo T al tiempo de refe-
rencia t, est¶a dada por:

f (t;T ) = ¯ 0 + ¯ 1 e
¡ (T ¡ t)

¿1 + ¯ 2 e
¡ (T ¡ t)

¿2 : (3:4:4)

Note que para que la tasa forward tome valores reales se debe adem¶as imponer
la condici¶on de que

a 2 ¡ 4b > 0 ; (3:4:5)

y las condiciones de frontera llevan a que

A = f (T ;T ) = ¯ 0 + ¯ 1 + ¯ 2

B = f ;(T ;T ) =
¯ 1

¿1
+
¯ 2

¿2

: (3:4:6)

De lo anterior se puede notar que la tasa forward dada en (3.4.4) debe satisfacer
(3.4.6) , sin embargo existen una in¯nidad de soluciones para ¯ 0 , ¯ 1 y ¯ 2 que
satisfacen las condiciones de frontera dadas en (3.4.6) . Adem¶as, para que existan
soluciones reales se debe cumplir con (3.4.5) , es decir, la soluci¶on anterior es poco
pr¶actica para trabajar, raz¶on por la que se modi¯car¶a la ecuaci¶on diferencial que
debe satisfacer la tasa forward (3.4.1) por una que sea m¶as tratable.

Para conseguir que la tasa forward sea anal¶³ticamente m¶as tratable se modi¯car¶a
la ecuaci¶on diferencial (3.4.1) , de tal manera que solo se tenga una sola ra¶³z real
en el polinomio caracter¶³stico de esta ecuaci¶on diferencial. Note que para obtener
una sola ra¶³z real en el polinomio caracter¶³stico debe ocurrir que

0 = (m ¡ a ) 2 = m 2 ¡ 2a + a 2 ;

entonces la ecuaci¶on diferencial de segundo orden de donde surge este polinomio
est¶a dada por

x Ä(t) ¡ 2a x _(t) + a 2 x (t) ¡ ¯ 0 a 2 = 0 ; (3:4:7)

cuyas soluciones de frontera est¶an dadas por

x (T ) = A ; x _(T ) = B ; t < T :
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Se encontrar¶a la soluci¶on a (3.4.7) , para ello primero se calcular¶a la soluci¶on a la
ecuaci¶on homog¶enea de (3.4.7) , es decir

x Ä(t) ¡ 2a x _(t) + a 2 x (t) = 0 : (3:4:8)

Sea e m t una soluci¶on de la ecuaci¶on homog¶enea asociada a (3.4.7) , al sustituir
esta soluci¶on en (3.4.8) se tiene que

e m t
¡
m 2 ¡ 2a m + a 2

¢
= 0 ;

debido a que e m t 6= 0 se tiene que

0 = m 2 ¡ 2a m + a 2 = (m ¡ a ) 2 ;

cuya soluci¶on al polinomio caracter¶³stico de (3.4.7) est¶a dada por

m = a ;

por lo que una soluci¶on de (3.4.8) est¶a dada por

x 1 (t) = e
a (t¡ T ) : (3:4:9)

Note que para encontrar la soluci¶on general de (3.4.8) se requieren 2 soluciones
particulares linealmente independientes, sin embargo solo se ha encontrado una,
raz¶on por la cual se propone como una segunda soluci¶on a (3.4.8) a

x 2 (t) = u (t)x 1 (t) = u (t)e
a (t¡ T ) :

Para encontrar a u (t) se sustituye a x 2 (t) en (3.4.8) .

Al calcular las derivadas se tiene que

x 2
_(t) = u _(t)e a (t¡ T ) + a u (t) e a (t¡ T )

x 2
Ä(t) = u Ä(t)e a (t¡ T ) + a u _(t) e a (t¡ T ) + a 2 u (t) e a (t¡ T ) + a u _(t) e a (t¡ T )

x 2
Ä(t) = u Ä(t)e a (t¡ T ) + 2a u _(t) e a (t¡ T ) + a 2 u (t) e a (t¡ T )

;

al sustituir en (3.4.8) se tiene que

0 =
h
u Ä(t) + 2a u _(t) + a 2 u (t) ¡ 2a u _(t) ¡ 2a 2 u (t) + a 2 u (t)

i
e a (t¡ T )

=u Ä(t)e a (t¡ T )
:



C a p¶³tu lo 3 : M o d elos d e n o eq u ilib rio 96

Note que e a (t¡ T ) > 0, entonces u Ä(t) = 0, por lo que

u (t) = ® + ° (t ¡ T ) ;

y as¶³,

x 2 (t) = [® + ° (t ¡ T ) ] e a (t¡ T ) :

Por lo que la soluci¶on general a (3.4.8) est¶a dada por la combinaci¶on lineal de x 1
y x 2 , es decir

x c (t) = ¯ 1 e
a (t¡ T ) + ¯ 2 [® + ° (t ¡ T ) ] e a (t¡ T ) : (3:4:10)

Para determinar la soluci¶on general a (3.4.7) se requiere tener una soluci¶on par-
ticular de (3.4.8) , por lo que se propone como un candidato a soluci¶on a

x p (t) = μ + Á (t ¡ T ) ;

al sustituir la soluci¶on propuesta en (3.4.7) se obtiene que

0 = ¡ 2a Á + a 2 [μ + Á (t ¡ T ) ] ¡ ¯ 0 a 2 = (¡ 2a Á + a 2 μ ¡ ¯ 0 a 2 ) + a 2 Á (t ¡ T ) ;

por lo que
0 = ¡ 2a Á + a 2 μ ¡ ¯ 0 a 2

0 = a 2 Á (t ¡ T )
:

Pero t < T por lo que para que la ecuaci¶on anterior sea cierta tiene que pasar
que Á = 0, entonces se tiene que

μ = ¯ 0 ;

y as¶³

x p (t) = ¯ 0 ;

¯nalmente, la soluci¶on general de (3.4.7) est¶a dada por

x (t) = x p (t) + x c (t) = ¯ 0 + ¯ 1 e
a (t¡ T ) + ¯ 2 [® + ° (t ¡ T ) ] e a (t¡ T ) ; (3:4:11)

cuyas condiciones de frontera establecen que

A = x (T ) = ¯ 0 + ¯ 1 + ¯ 2 ®

B = x _(t) = ¯ 1 a + ¯ 2 a ® + ¯ 2 °
: (3:4:12)
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Para hacer m¶as tratable la soluci¶on anterior se impodr¶a que ® = 0 y ° = ¡ a , de
esta forma se obtiene que

A = ¯ 0 + ¯ 1

B = x _(t) = ¯ 1 a ¡ a ¯ 2
;

y as¶³, la tasa forward instant¶anea est¶a dada por

f (t;T ) = ¯ 0 + ¯ 1 e
a (t¡ T )+ ¯ 2 ° (t¡ T )e a (t¡ T ) = ¯ 0 + ¯ 1 e a (t¡ T ) ¡ ¯ 2 a (t¡ T )e a (t¡ T );

sea ¿ = 1
a , entonces

f (t;T ) = ¯ 0 + ¯ 1 e
¡ T ¡ t

¿ + ¯ 2

·
T ¡ t
¿

ȩ ¡
T ¡ t
¿ : (3:4:13)

Por lo tanto, la tasa forward dada por (3.4.4) es la soluci¶on de una ecuaci¶on
diferencial ordinaria de segundo orden cuando las ra¶³ces del polinomio carac-
ter¶³stico son distintas, y la tasa forward dada por (3.4.13) es la soluci¶on de una
ecuaci¶on diferencial ordinaria de segundo orden cuando las ra¶³ces del polinomio
caracter¶³stico son reales e iguales.

3 .4 .1 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e P la z o s) p a ra e l
c a so d e ra¶³c e s d istin ta s.

En esta secci¶on se determinar¶a la curva de rendimientos para el caso de ra¶³ces
distintas, a partir de la tasa forward dada por (3.4.4) .

Se sabe que la relaci¶on entre la tasa forward y la estructura de plazos est¶a dada
por

R (t;T ) =
1

T ¡ t

Z T

t

f (t;s )d s ;

entonces de (3.4.4) se tiene queZ T

t

f (t;s ) d s =

Z T

t

h̄
0 + ¯ 1 e

¡ s¡ t
¿1 + ¯ 2 e

¡ s¡ t
¿2

i
d s

=¯ 0 (T ¡ t) ¡ ¿1 ¯ 1 e ¡
s¡ t
¿1 jTt ¡ ¿2 ¯ 2 e

¡ s¡ t
¿2 jTt

=¯ 0 (T ¡ t) ¡ ¿1 ¯ 1
h
e
¡ T ¡ t

¿1 ¡ 1
i
¡ ¿2 ¯ 2

h
e
¡ T ¡ t

¿2 ¡ 1
i ;

y as¶³,

R (t;T ) =
1

T ¡ t

Z T

t

f (t;s ) d s = ¯ 0 ¡ ¿1 ¯ 1
e
¡ T ¡ t

¿1 ¡ 1
T ¡ t ¡ ¿2 ¯ 2

e
¡ T ¡ t

¿2 ¡ 1
T ¡ t :
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Por lo tanto la curva de rendimientos o estructura de plazos est¶a dada por

R (t;T ) = ¯ 0 + ¯ 1
1 ¡ e ¡

T ¡ t
¿1

T ¡ t
¿1

+ ¯ 2
1 ¡ e ¡

T ¡ t
¿2

T ¡ t
¿2

:

3 .4 .2 C u rv a d e re n d im ie n to s (E stru c tu ra d e P la z o s) p a ra e l
c a so d e ra¶³c e s re a le s e ig u a le s.

Se determinar¶a la curva de rendimientos para el caso de raices reales e iguales
a partir de la tasa forward la cual est¶a dada por (3.4.13) .

An¶alogamente, como en el caso de ra¶³ces reales y distintas, se tiene que la estruc-
tura de plazos est¶a dada por

R (t;T ) =
1

T ¡ t

Z T

t

f (t;s )d s ;

entonces de (3.4.13) se tiene que

Z T

t

f (t;s )d s =

Z T

t

·̄
0 + ¯ 1 e

¡ s¡ t
¿ + ¯ 2

·
s ¡ t
¿

ȩ ¡
s¡ t
¿ ḑ s

=¯ 0 (T ¡ t) ¡ ¿ ¯ 1 e ¡
s¡ t
¿ jTt + ¯ 2

Z T

t

μ
s ¡ t
¿

¶
e ¡

s¡ t
¿ ds

=¯ 0 (T ¡ t) ¡ ¿ ¯ 1
h
e ¡

T ¡ t
¿ ¡ 1

i
+ ¯ 2

Z T

t

μ
s ¡ t
¿

¶
e ¡

s¡ t
¿ ds

:

(3:4:14)
Para calcular la integral del tercer sumando del lado derecho de la ¶ultima igualdad
en la expresi¶on anterior, se tiene que si u = s¡ t

¿ , entonces du =
1
¿ ds , por lo queZ T

t

μ
s ¡ t
¿

¶
e ¡

s¡ t
¿ ds =

Z T ¡ t
¿

0

u e ¡ u ¿ du

=¿

Z T ¡ t
¿

0

u e ¡ u du

:

Al integrar por partes la expresi¶on anterior con

df = e ¡ u ; g = u ;
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se tiene que

Z T

t

μ
s ¡ t
¿

¶
e ¡

s¡ t
¿ ds =¿

Z T ¡ t
¿

0

u e ¡ u du

=¿

·
¡ u e ¡ u ¡

Z
¡ e ¡ u du

Ţ ¡ t
¿

0

=¿
£
¡ u e ¡ u ¡ e ¡ u

¤T ¡ t
¿

0

= ¡ ¿
·
T ¡ t
¿

e ¡
T ¡ t
¿ + e ¡

T ¡ t
¿ ¡ 1

¸
;

y al sustituir lo anterior en (3.4.14) se tiene queZ T

t

f (t;s )ds = ¯ 0 (T ¡ t) ¡ ¿ ¯ 1
h
e ¡

T ¡ t
¿ ¡ 1

i
¡ ¯ 2 ¿

·
T ¡ t
¿

e ¡
T ¡ t
¿ + e ¡

T ¡ t
¿ ¡ 1

¸
:

Por lo tanto la estructura de plazos est¶a dada por

R (t;T ) =
1

T ¡ t

Z T

t

f (t;s ) d s

=¯ 0 + ¯ 1
1 ¡ e ¡ T ¡ t

¿

T ¡ t
¿

¡ ¯ 2 e ¡
T ¡ t
¿ + ¯ 2

1 ¡ e ¡ T ¡ t
¿

T ¡ t
¿

=¯ 0 + (¯ 1 + ¯ 2 )
1 ¡ e ¡ T ¡ t

¿

T ¡ t
¿

¡ ¯ 2 e ¡
T ¡ t
¿

:
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C O N C L U S IO N E S

En los ¶ultimos a~nos la ingenier¶³a ¯nanciera ha experimentado profundas trans-
formaciones, sustentadas en la tecnolog¶³a de la informaci¶on y en el desarrollo de
modelos en tiempo real, facilitando as¶³ la toma de decisiones en el sector ¯nanciero.
El proceso de estas transformaciones causan cambios extremos en la toma de deci-
siones de los participantes del mercado, raz¶on por la cual resulta necesario tener un
sistema e¯caz para obtener los precios de los diferentes instrumentos negociados.

La teor¶³a ¯nanciera expresa que el precio de un activo ¯nanciero es el valor presente
de sus °ujos de efectivo, por lo que resulta importante conocer la tasa de inter¶es
a la que ser¶a descontado el instrumento. La estructura de plazos -¶o tasa spot- se
de¯ne como la tasa de inter¶es de una inversi¶on efectuada en un periodo de tiempo
que empieza en t y termina en T a~nos, donde el inter¶es y el principal ser¶an pagados
en T. En los instrumentos de renta ¯ja los bonos cup¶on cero son esenciales porque
a partir de ellos se puede obtener el precio de instrumentos de renta ¯ja con °ujos
de efectivo intermedios, como en el caso de los bonos cuponados. La tasa corta es
fundamental ya que a partir de ¶esta se determina la estructura de plazos.

En un escenario de equilibrio a trav¶es de la especi¯caci¶on end¶ogena de la din¶amica
de la tasa corta, se obtiene una ecuaci¶on diferencial parcial parab¶olica de segundo
orden que debe satisfacer un bono cup¶on cero, y a partir de este precio se deriva
la estructura de plazos.

El modelo de Merton resulta inadecuado para modelar la estructura de plazos
ya que puede llegar a tomar valores negativos. La esperanza y varianza de la
tasa corta crece sin l¶³mite al transcurrir el tiempo, la curva de rendimientos y
tasa forward decrecen inde¯nidamente conforme el tiempo transcurre, adem¶as el
suponer que la tendencia de la tasa corta es constante no se observa en la pr¶actica.
En la pr¶actica, se observa que las tasas de inter¶es no crecen inde¯nidamente, pero
presentan reversi¶on de la media a un valor constante, lo cual es una propiedad
deseable en el an¶alisis de la din¶amica de las tasas de inter¶es. Dicha caracter¶³stica
de inter¶es la presenta el modelo de Vasicek, donde la din¶amica de la tasa corta
presenta reversi¶on a la media. Cabe destacar que este modelo es muy ¶util debido a
sus propiedades para valuar productos derivados de tasas de inter¶es. Sin embargo,
pese a esta gran virtud la principal limitante de este modelo es que la distribuci¶on
de la tasa corta es normal, entonces la estructura de plazos podr¶³a tener pendiente
negativa e incluso tomar valores negativos. Para subsanar el problema del modelo
de Vasicek se present¶o el modelo CIR, el cual no permite tasas negativas. Sin
embargo existe el inconveniente de que el ajuste puede ser insatisfactorio.
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Como se coment¶o los modelos de equilibrio podr¶³an tener el inconveniente de no
ajustar la curva de rendimientos observada con la te¶orica. Es por esta raz¶on que
los modelos de no equilibrio tratan de ajustar la curva te¶orica con la observada.

El modelo de Ho-Lee es una extensi¶on del modelo de Merton, al hacer dependiente
del tiempo el par¶ametro de tendencia. Pero, la cr¶³tica m¶as com¶un del modelo de
Ho-Lee es que da muy poca °exibilidad para escoger la volatilidad. Se hace el
supuesto de que todas las tasas spot y las tasas forward tienen la misma desviaci¶on
est¶andar. Adem¶as, el proceso de difusi¶on no tiene reversi¶on a la media. Pero la
limitaci¶on m¶as importante y las m¶as com¶un se~nalada es que se necesita suponer
un cierto nivel de tasas forward, el cual se cree es a¶un m¶as dif¶³cil de predecir que la
estructura intertemporal actual de las tasas de inter¶es. Para subsanar el problema
de reversi¶on a la media del modelo de Ho-Lee, Hull-White desarrollaron un modelo
el cual es una extensi¶on del modelo de Vasicek, cuya aportaci¶on radica en hacer
dependiente del tiempo el par¶ametro de largo plazo. En el modelo de Hull-White
se proporcion¶o la aproximaci¶on de la pendiente de la estructura intertemporal
de tasas o la curva inicial de las tasas forward instant¶aneas. Se debe suponer la
curva inicial de las tasas forward instant¶aneas para poder obtener la estructura
intertemporal de tasas. Por lo tanto, sino se hace una estimaci¶on correcta de cuales
ser¶an las tasas forward en un futuro, se afectar¶³a de manera importante la forma
de la estructura intertemporal de tasas, producida por este modelo. Se considera
que el modelo de Hull-White es un modelo te¶oricamente bien fundamentado pero
su falla radica en de¯nir claramente una expresi¶on de c¶omo evolucionar¶an las tasas
forward a trav¶es del tiempo reduciendo de esta forma lo pr¶actico del modelo. Esto
es, el modelo de Hoo-Lee y Hull-White derivan la estructura de plazos a trav¶es de
la ecuaci¶on diferencial (1 .24) , es decir, bajo un marco de equilibrio. Sin embargo
el rompimiento del equilibrio de estos modelos es cuando se hace la calibraci¶on de
los modelos a trav¶es de los par¶ametros de tendencias.

El modelo de Heath-Jarrow-Morton supone una especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa
forward y partir de ¶esta se obtiene la tasa corta y la estructura de plazos. Para
implementar este modelo es necesario hacer uso de simulaci¶on. Una de las limita-
ciones de este modelo es que ¶este involucra la tasa forward instant¶anea la cual no
es observable en el mercado. Adem¶as, no es f¶acil calibrar los precios de instrumen-
tos comercializados activamente. Similarmente el modelo de Nelson-Siegel supone
una especi¯caci¶on ex¶ogena de la tasa forward y a partir de ¶esta se determina
end¶ogenamente tanto la tasa corta como la estructura de plazos. Sin embargo,
este modelo est¶a basado en la premisa de que existe un conjunto de ecuaciones
diferenciales que generan la curva de rendimiento t¶³picamente encontradas en los
mercados. Suponiendo que la teor¶³a de las expectativas se mantiene, se puede
suponer que las tasas forward que est¶an siendo estimadas, ser¶an las soluciones a
estas ecuaciones. En otras palabras, la pendiente de la estructura de plazos en
diferentes puntos a trav¶es del tiempo provee las tasas forward instant¶aneas impl¶³-
citas en el modelo. La limitaci¶on m¶as importante de ¶este modelo es que casi nunca
se ajusta a las observaciones del mercado. De hecho usualmente no se ajusta a las
observaciones de mercado de corto plazo.
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Como conclusi¶on general en el desarrollo de este trabajo se presentaron dos meto-
dolog¶³as para obtener la estructura de plazos -curva de rendimientos-, el enfoque
de equilibrio general y el de no equilibrio. Se comentaron las principales ventajas
y desventajas de los modelos desarrollados en cada enfoque. Sin embargo, el
com¶un denominador de ambos enfoques es la modelaci¶on del factor de riesgo de las
din¶amicas de las tasas a trav¶es del movimiento Browniano. Cabe mencionar que el
movimiento Browniano ¶unicamente captura peque~nas °uctuaciones del mercado
dejando a un lado los movimientos extremos en las variables macroecon¶omicas que
afectan a las tasas de inter¶es, as¶³ como la imprecisi¶on de los par¶ametros ya que
ambas metodolog¶³as suponen dados y conocidos ¶estos. Esta situaci¶on conlleva
a que el modelo es poco realista, por lo que posibles extensiones del presente
trabajo podr¶³an ser: la modelaci¶on de la din¶amica de la tasa corta ¶o forward a
trav¶es de procesos de difusi¶on con saltos incorporando la teor¶³a de los valores
extremos, con el ob jetivo de subsanar el problema de las °uctuaciones modeladas
en el movimiento Browniano.

La teor¶³a ¯nanciera actual se basa en la hip¶otesis de mercados e¯cientes, la cual
supone que todos los inversionistas reaccionan inmediatamente a la informaci¶on
que se les presenta, de tal forma que el futuro no est¶a relacionado con el pasado ¶o
el presente. Sin embargo, la mayor¶³a de los agentes normalmente esperan que la
informaci¶on que recibieron se con¯rme y no reaccionan hasta que se establezca una
tendencia clara. Esta asimilaci¶on retardada de informaci¶on es lo que causa que los
rendimientos ¯nancieros se modelen a trav¶es de una caminata aleatoria sesgada,
es decir, que constituyan una serie de tiempo fractal. El movimiento Browniano al
ser el l¶³mite de una caminata aleatoria puede ser extendido a un concepto llamado
movimiento Browniano fraccionado para capturar estas observaciones, de esta
forma se podr¶³an construir modelos de difusi¶on para la tasa corta que contemplen
el movimiento Browniano fraccionado.

La mayor¶³a de los fen¶omenos que encontramos cada d¶³a son imprecisos, es decir,
tienen impl¶³cito un cierto grado de imprecisi¶on en la descripci¶on de su naturaleza.
La l¶ogica difusa es conocida tambi¶en como l¶ogica borrosa, es una teor¶³a basada
en reglas que tolera imprecisiones e incluso las aprovecha para resolver problemas
que antes no ten¶³an soluci¶on. Las metodolog¶³as revisadas anteriormente se hicieron
bajo el supuesto de que se conoc¶³an los par¶ametros que conduc¶³an las din¶amicas
de las tasas cortas ¶o forward, siendo que en la pr¶actica se estiman v¶³a m¶etodos
estad¶³sticos. Como es bien sabido la estabilidad de los par¶ametros estimados a
trav¶es de inferencia estad¶³stica depender¶a de la muestra obtenida, en particular,
de las condiciones actuales del mercado. Como consecuencia de lo anterior existe
una imprecisi¶on en la obtenci¶on del valor exacto de los par¶ametros, surgiendo la
necesidad de adaptar las metodolog¶³as mediante la l¶ogica difusa.



103

B IB L IO G R A F ¶IA

[1 ] Cox, J. , Ingersoll E. , Ross, S. ,(1985) . A theory of the term structure of interest
rates. E co n o m etrica , 53(2) , 385-407.

[2] Du±e, D. , (2001) . Dynamic asset pricing theory, Princeton University Press,
Princeton.

[3] Heath, D. , Jarrow, R. , Morton, A. ,(1992) . Bond pricing and the term struc-
ture of interest rates: a new methodology for contingent claims valuation.
E co n o m etrica , 60(1) , 77-105.

[4] Ho, T. , Lee, S. , (1986) . Term structure movements and pricing interests rate
contingent claims. J o u rn a l o f F in a n ce , 41(5) , 1129-1142.

[5] Hull, J; White, A. (1990) . Pricing interest-rate-derivative securities. R eview
o f F in a n cia l S tu d ies , 3(4) , 573-592.

[6] Hull, J. , (2000) . Options, futures, and other derivative securities, Prentice
Hall, Englewood Cli®s.

[7] Karatzas, I. , Shreve, Steven E. ,(1996) . Brownian motion and stochastic cal-
culus, Springer Verlang, New York.

[8] Luenberger, D. , 1998) . Investment science, Oxford University Press, New
York.

[9] Merton, R. , (1973) . An intertemporal capital asset pricing model. E co n o m et-
rica , 41(5) , 867-887.

[10] Merton, R. , (1974) . On the pricing of corporate debt: the risk structure of
interest rates. J o u rn a l o f F in a n ce , 29(2) , 449-470.



104

[11 ] Merton, R. , (1973) . Theory of rational option pricing. B ell jo u rn a l o f eco -
n o m ics a n d m a n a gem en t scien ce , 4(1) , 141-183.

[12] Nelson, C. , Siegel, A. , (1987) . Parsimonious Modeling of Yield Curves. J o u r-
n a l o f B u sin ess , 60(4) , 473-489.

[13] Russell, S. , (1992) . Understanding the term structure of interes rates: the
expectations theory. F ed era l reserve B a n k o f S t. L o u is R eview , 36-51 .

[14] Van Horne, J. ,(1984) . Financial Market rates and °ows, Prentice Hall, En-
glewood cli®s, New Jersey.

[15] Vasicek, O. , (1977) . An equilibrium characterization of the term structure.
J o u rn a l o f F in a n cia l E co n o m ics , 5(3) , 177-188.

[16] Smith, A. ,(2000) . Paul Wilmott on quantitative ¯nance, John Wiley and
Sons, Chichester.


