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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Justificacion y motivacion

En la actualidad los ductos son usados comuinmente para transportar cualquier tipo
de fluido. El resultado son complejos sistemas de distribucion compuestos por miles
de kilémetros de tuberias, las cuales estan constituidas por tubos individuales cortos
unidos por bridas. Estas tuberias estan expuestas a las condiciones cambiantes
del clima y ademas, en el caso de estar bajo tierra, se encuentran bajo tensién
constante. De manera que es frecuente que se produzcan fenémenos como las fugas
en la red, en las conexiones y accesorios debido al envejecimiento de las tuberias,
agujeros causados por la corrosion, aumentos imprevistos de presién, mantenimientos
inadecuados o extracciones ilicitas, entre otros factores.

Estos fendémenos son responsables de una pérdida importante del fluido
transportado, el cual a veces puede ser costoso de proporcionar o tratar; en
consecuencia, los costos de bombeo y operacién aumentan. Asimismo, la calidad
del fluido corre el riesgo de degradarse al pasar por un ducto con filtraciones, debido
a la entrada de agentes externos. Tratandose de sistemas de distribucién de agua, los
derrames pueden suponer un riesgo para los cimientos de las construcciones y pueden
perjudicar las carreteras y caminos. De la misma manera, se desperdician productos
quimicos de tratamiento y energia en los procesos de tratamiento y distribucion de
agua. La Comisién Nacional del Agua (Conagua) de México, reporta que persisten

mermas importantes por pérdida de agua en las redes de distribucién entre el 30 y

14
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50 por ciento debido, principalmente, a la edad de las tuberias, falta de control de

la presion y mala calidad de los materiales empleados.

En redes de suministro de agua, se han realizado estudios para conocer, de forma
precisa, cudl es el impacto de las fugas en la calidad del agua en términos de costos y
energia (Colombo y Karney, 2002). No obstante, si el fluido contenido en los ductos es
inflamable o toxico, las fugas pueden ocasionar graves alteraciones al medio ambiente

que comprometen la seguridad de las personas y provocan pérdidas humanas.

En diversos informes se han reportado fugas y fallas miiltiples debido a
tomas clandestinas o fenémenos naturales, como temblores y huracanes, y diversas
actividades que impliquen excavacién que danan en multiples puntos las redes.
De modo que la presencia de fugas simultaneas es un caso bastante posible. Por
consiguiente, numerosas tecnologias para la deteccion, directa o indirecta, de fugas
se han desarrollado desde hace mucho tiempo, a partir del uso de diversos sensores

y usando distintos principios fisicos (Liu y Kleiner, 2013).

Por otro lado, la comunidad de Control Automatico ha desarrollado una teoria
general para el diagndstico de fallas basada en un modelo matematico. El principio
de deteccion e identificacion de fallas en un proceso, DIF', es la comparaciéon de su
comportamiento en condiciones normales y de falla (Frank, 1990). En particular, la
busqueda de senales de excitacién auxiliares que maximicen los efectos de las fallas
sin danar la operacion del proceso es una inquietud de la comunidad de Seguridad
de Procesos (IFAC-Safeprocess) y de la de diagnéstico (DX) de inteligencia artificial
(Verde et al., 2013).

Los problemas principales de la localizacion exacta y automatica de las fugas con
métodos basados en la mecdnica y mediciones del fluido son: el niimero reducido
de sensores, la no detectabilidad de las fugas multiples con modelos estaticos, las

incertidumbres en los parametros y la geometria de las redes.

Se han propuesto diversos localizadores de fugas usando técnicas de identificacion
de parametros y teoria de observadores de sistemas dinamicos considerando como
mediciones flujos y presiones del fluido (Billman y Isermann, 1987), (Torres, 2011).
Este tipo de localizadores consideran flujo en estado permanente y reportan falsas
alarmas en condiciones de fugas simultaneas. En particular, el valor erréneo de la

posicion esta caracterizado por la relacion de equivalencia de una fuga reportada en
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Korbicz et al. (2004). Recientemente, Verde et al. (2014) obtuvieron una familia de
modelos parametrizados para dos fugas equivalentes al escenario de una fuga, y esta
familia es utilizada para identificar sus parametros. Sin embargo, el procedimiento
debe ejecutarse fuera de linea, lo cual provoca demora en el tiempo de la localizacion.
Rojas y Verde (2014) abordan la problemaética de fugas secuenciales, siendo ésta la
propuesta reportada mas cercana al caso de multiples fugas simultaneas.

Asi, la localizacién de multiples fugas simultaneas en un ducto sin tomas laterales
sigue siendo un problema abierto, el cual requiere buscar senales de excitacion cuyos
efectos transitorios permitan la localizaciéon de multiples fugas. En este sentido,
Jimenez y Verde (2012) propusieron diagnosticar la presencia de dos fugas usando
como condiciones de frontera, en el modelo del fluido, funciones senoidales y un
modelo discretizado de bajo orden. La implementacion del método tuvo poco éxito,
debido a la ausencia de instrumentos con anchos de bandas suficientemente grandes
y al reducido orden del modelo dinamico utilizado.

Por otro lado, la comunidad de ingenieria civil argumenta que la onda de presion
en el fluido es el medio ideal para localizar las fugas, dado que éstas son un fenémeno
transitorio de mecdnica de fluidos. El trabajo de Colombo et al. (2009) presenta un
analisis muy completo del estado del arte de las métodos basados en fenémenos fisicos
del fluido, tanto en el dominio del tiempo como de la frecuencia.

En el presente trabajo se busca detectar multiples fugas mediante pruebas
transitorias. Tales pruebas son de muy corta duracion y solo necesitan mediciones
de presiéon. En comparacién con otras técnicas, las técnicas basadas en pruebas
transitorias resultan baratas y pueden emplearse en momentos de baja demanda.

El fenémeno transitorio clave es la discontinuidad que provoca una fuga en la
onda de presién junto con las sefiales de prueba adecuadas, (Bergant et al., 2003) y
(Meniconi et al., 2011).

1.2 Objetivo

Localizar multiples fugas en un ducto utilizando la informacién de la onda de presién
causada por una discontinuidad en el flujo, asumiendo el estado estacionario después

de haberse presentado las fugas, independientemente si éstas fueron o no simultaneas.
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1.2.1 Objetivos especificos

e Derivar la expresion analitica de la onda de presién a partir de un modelo
linealizado de dimension infinita alrededor de un punto de equilibrio con una
fuga presente y considerando como perturbacién un cierre en la véalvula aguas

abajo.
e Interpretar el comportamiento de la onda de presién en condiciones de fuga.

e Extender la prueba propuesta por Meniconi et al. (2011) para ubicar las

posiciones de multiples fugas con una perturbacion discontinua.

e Explotar las fortalezas de la transformada onduleta para identificar con mejor
resolucién (frecuencia/tiempo) los efectos de la fuga en la onda de presién y

los tiempos asociados a éstos.

1.3 Estado del arte

Colombo et al. (2009) clasifica los métodos de deteccién de fugas basados en
fenomenos transitorios mediante tres herramientas de analisis: el analisis inverso
de la dindmica en estado transitorio, el andlisis de la respuesta en frecuencia (FRA,
por sus siglas en inglés) y el andlisis directo. En el anédlisis transitorio inverso (ITA,
por sus siglas en inglés) se utilizan técnicas de identificacién de pardmetros a partir
de mediciones de flujos y presiones del fluido en estado transitorio para determinar
parametros desconocidos del modelo como una fuga.

Los dos trabajos de Ferrante y Brunone (2003a) y Ferrante y Brunone (2003b)
son antecedentes importantes para el trabajo aqui presentado ya que analizan
en frecuencia y con onduletas los efectos de la onda de presién en condiciones
normales y de fuga. Espinoza-Moreno y Begovich (2014) presentaron resultados
experimentales en un ducto de plastico, estimando la posicion de la fuga via la
diferencia entre los tiempos de arribo a los extremos del ducto de la onda de presién
provocada por la fuga y considerando ademas el efecto de la temperatura. Sin
embargo, en general los trabajos basados en la onda de presién solamente reportan

resultados para el caso de una fuga, y asi, tanto el problema de multiples fugas,
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como la caracterizacion de las fugas que son identificables sigue siendo un reto en el

monitoreo de ductos.

1.4 Logros y contribucion

En este trabajo se presenta la expresion analitica, en el dominio de la frecuencia,
de la onda de presién en condiciones de fuga, a partir de un modelo de dimensién
infinita sin pérdidas. Por otro lado, se utiliza la propiedad de la velocidad de la
onda de presion para justificar que el resultado reportado por Meniconi et al. (2011)
puede ser usado para el caso de multiples fugas. Esta prueba permite localizar fugas
a posteriori del evento y no solamente durante el transitorio provocado por las fugas.

Con base en los resultados analiticos y aquellos obtenidos mediante simulacion,
se encontrd que la informacién de mayor utilidad para encontrar fugas, se halla en
el primer frente de onda de presion, después de haberse producido la perturbacion.
En dicho ciclo, se verificé que por cada fuga presente en el ducto, se manifiesta una

discontinuidad en un instante de tiempo dependiente de la posicion.
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Modelo de pequena senal de un

fluido en un ducto con fugas

2.1 Ecuaciones de movimiento y continuidad

Las ecuaciones, tomadas de Chaudhry (2014), que describen la dindmica en estado
transitorio del flujo unidimensional, con una distribucién de velocidad uniforme, de
un fluido incompresible, de densidad constante, en un conducto cerrado y con area

transversal constante, estan dadas por:

OH (z,t) N ﬁ@@(w,t) B

ot gA O0xr 0 (2.1)
1 0Q(z,1) OH(x,t)  fQ(z,t)|Q(x,t)]
Ao e T a7

donde (z,t) representan la distancia en [m] y el tiempo en [s], g es la aceleracién de
la gravedad en [3], b es la velocidad de la onda de presién en [7], D es el didmetro
interior del tubo de longitud L medido en [m] y drea transversal A medida en [m?], f
es el coeficiente adimensional de fricciéon Darcy-Weisbach, Q(z,t) es el flujo en [de]
y H(z,t) representa la columna de presién medido en [m] en el instante ¢ y el punto
x. El comportamiento dinamico del fluido se especifica al considerar las condiciones
iniciales del gasto Q(x,0) y la presién H(x,0) para todo el tramo y las condiciones

de frontera en los extremos. Ademads, cada fuga genera una discontinuidad en el

19
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Al

| 1
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Figura 2.1: Configuracién del ducto con una valvula en el extremo aguas abajo y
conectado a un tanque de nivel constante.

modelo en la posicién L — [; respectiva por lo que debe satisfacerse para todas las

fugas

donde los superindices — y + denotan una posicién e tendiendo a cero aguas arriba
y aguas abajo del punto de fuga, respectivamente y \; es un parametro que depende
de la fuga. La Fig. 1 muestra la configuracién del ducto considerada en este trabajo
con condiciones de frontera la presion del tanque H(0,t) y el flujo de salida Q(L,t)
gobernado por la valvula. Los parametros del ducto considerados en el estudio
caracterizan al ducto hidrailico piloto del laboratorio del Instituto de Ingenieria de

la UNAM vy se presentan en el Apéndice A.

2.2 Modelo entrada-salida del fluido con diversos

componentes en el ducto

Con objeto de reproducir el fenémeno transitorio de la onda de presién lo mas
fielmente posible en condicién de fuga, se propone analizar el comportamiento del
fluido ante perturbaciones discontinuas con un modelo de dimensién infinita. Esto es
posible en caso de considerar la versién lineal del sistema (2.1) en condicién de fuga

usando la interconexién de matrices de transferencia de acuerdo a la configuracién
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del ducto a modelar.

Si el gasto y la presion en una tuberia recta varian con respecto a un punto de
funcionamiento, se pueden describir las variables con un término constante y una

variable variante alrededor de la constante

Q(l‘,t) =Qo + Q(x:t)

(2.3)
H(x,t) =Hy + h(x,t)

Con respecto al punto de equilibrio (Hp, Qo) se tiene el conjunto de ecuaciones

diferenciales parciales lineales

Oh(x,t) N b_28q(ac,t)

ot TgAd or (2.4)
A o 9 on DA

Al transformar ambas ecuaciones al dominio de Laplace, se tiene

gb—fsh(x,s) = _dq(dﬂi, s)
{LH fQo} (o) — .9 (25)
gA° T ypaz | 1 dz

donde s denota la variable compleja de Laplace y ¢(z,s), h(z,s) denotan la
Transformada de Laplace de q(x,t) y h(x,t), respectivamente. Al derivar (2.5) con

respecto a x se obtiene

gA dh(z,s)  d*q(,s)

2o dr | da? (26)
9, f9Qo] da(w,s) _ dh(z,s) ‘
A DA? dx dz?
Combinando (2.5) y (2.6)
d?*h(z, s
o)) = B
dz (2.7)
d*q(z, s)

P()ale,s) = 45
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con el pardmetro de propagacién v%(s) = %(82 + %).

Las soluciones de (2.7) son de la forma

h(z,s) = Cre V7 4 Cyet 9

(2.8)
¢(z,5) = Cae O 4 02

donde C, Cs, C3 y Cy son constantes. Para determinar las constantes, se consideran

las condiciones de frontera de forma general. En x =0
h(O, S) = Cl + CQ; (](0, S) = 03 + 04 (29)
yenx =1L

h(L,s) = Cre YL 4 0y L, q(L, s) = Cye "L 1 L (2.10)

Combinando (2.9) y (2.10) se tiene

h(L,s) =C4 (e_V(S)L — 67(5)L) + h(0, s)e?E

(2.11)
4(L, 5) = Cs (e 7E — 1) 4 g(0, 5)e7

Para determinar C'; y C3 es necesario encontrar una relacién entre h y ¢, la cual se

encuentra en (2.6) y se puede aprovechar al substituir (2.8) en ésta

gAs

NER [Cre™ 7 Cre’9)7] = 4(s) [Cye ™ — Cye7(9)7] (2.12)
Siz=0 4
s
L0+ G = (9)[Cs = € (2.13)
yvr=1L
gAs —~(s)L (s)L —~(s)L ()L
= [Cre " 4 Coe? ] = () [Cye T — Cue?] (2.14)
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Combinando (2.14) con (2.10) y (2.13) con (2.9) se encuentra que

1 b?
6= 5 (109 + T 400,9))
(2.15)
1 gAs
Cq=— 0 h(0
b= 5 (a0 + 5 00.9)
Finalmente
YL 4 (5L 1 1L _ g=r(s)L
a(Los) = g(0,5) - " h(0,5)
2 Z(s) 2 (2.16)
e’Y(S)L — e_’y(s)L e'Y(S)L — e_V(S)L
h(L,s) = —Z(s) 5 h(0, s) + 5 q(0, s)

donde Z(s) = giA\ / %# corresponde con la impedancia caracteristica de la linea
(Chaudhry, 2014). Usando la definicién de seno y coseno hiperbdlicos, la solucién
explicita, en forma matricial de (2.4), del sistema para cualquier punto espacial

xg € [0, L] con respecto al punto x; € [0, L] tal que xo > z se reduce a

[q(ajg,s)]: coshy(s)A —% q(xl,s)] (2.17)
h(zs, s) —Zsenh~y(s)A  coshvy(s)A h(zy, 5)

donde A = x5 — 1.

2.3 Propagaciéon y reflexion de ondas de presion

con fuga

De acuerdo con Chaudhry (2014), las componentes puntuales de una red de ductos
alrededor de un punto de funcionamiento pueden ser descritas por medio de matrices
de transferencia, las cuales vinculan flujos y presiones en ambos extremos del
componente de acuerdo con el fenémeno hidraulico asociado. Por tanto, los vectores
del flujo y presién a la izquierda y a la derecha de un componente C, localizado en

el punto x arbitrario de la red, estan relacionados por medio de
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0-x 1:'P 'F)'(-L '
O :

Figura 2.2: Diagrama de bloques matricial del ducto con un tanque aguas arriba y
una fuga en x.

ry

e
h -

[qw, s)] _ Mol s [q(x—, s)]

h(zt,s) h(z—,s)

donde 2~ y xt son los extremos del componente, y la matriz Mc(z,s) depende

del comportamiento que se considere. Esta descripcién permite usar el dlgebra de

bloques matriciales para formar los modelos frecuenciales de una red de ductos.
Asi, el esquema hidraulico de la Fig. 2.1 se puede asociar al diagrama de bloques

matricial de la Fig. 2.2. En este diagrama las posiciones del ducto corresponden

con el punto 0 para el extremo del ducto conectado al tanque, x para el punto de

fuga, L para el extremo del ducto, y los tres bloques corresponden a las matrices de

transferencia puntuales de cada componente que forman el sistema. Asi,

e la matriz
senhvy(s)x

Z (2.18)
—Zsenhvy(s)r  coshy(s)x

By — coshy(s)x

representa la transferencia del ducto de longitud =~ conectado al tanque en el

punto 0, y a la fuga en el punto x~ y caracteriza el cuadripolo

aos)] _ . [al0s)
— L0z
h(z~,s) h(0, s)
e la matriz
1 —B
= 2.19
0 1 ( )
con B = 20 corresponde con la transferencia antes y después de la fuga en el

2H o
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punto espacial  con un gasto estacionario de la fuga @)y para una columna

de presién Hyg, y caracteriza el cuadripolo

e v la matriz

coshv(s)(L — x) _senh’y(sZ)(L —2)

F, = (2.20)
—Zsenhvy(s)(L —x) cosh~v(s)(L —x)

modela la transferencia del ducto de longitud L — = conectado en el punto z*

con la fuga, y caracteriza el cuadripolo

Finalmente, aplicando el dlgebra de bloques se obtiene la matriz de transferencia
general
Mty Mg?,
My =F, [P, Fy ., = (2.21)
Mgty M2,
en donde se ha eliminado la dependencia de la variable s y del punto de fuga x por

simplicidad y

M;', = coshyL + ZBsenh~yzcoshy(L — x)

—senh~yL
My?, = % — Z B cosh~yzx coshy(L — x)
MZ', = —zsenhyL — Z?Bsenh~ywxsenh~y(L — )

Mg?;, = coshyL + ZBsenh~(L — ) coshvyx

Por tanto, el modelo del ducto con una fuga en el punto x se reduce a la matriz de
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transferencia

o9y, [a0s) 22
h(L, s) ““Eho '

con condiciones de frontera arbitrarias.

2.3.1 DMatriz de transferencia en funcion de las condiciones

de frontera

La representacién (2.22) es conveniente para trabajar con sistemas conectados en
serie; sin embargo, es un arreglo no adecuado para la implementacion en un sistema

fisico (Zecchin, 2009). Las formas causales que pueden implementarse son:

e la forma de impedancia

[h(o, s))] — 1s) [q(g 8))] (2.23)

e la forma de la admitancia

[ Q(O’S))] — G(s) [h(o’s))] (2.24)

e la primera forma hibrida

Q(% 5)] (2.25)

B h(0, s)
= U(s) [_q(L’ S)] (2.26)

En el presente trabajo se emplea la forma (2.26), por lo que (2.22) puede

[qm, s>] 0 [ h((@;))] (227)
(D s

reescribirse como:
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1 senh~L + B cosh~yx coshy(L — x)

Ull -
-k Z coshyL + Z B senh yx coshy(L — z)
U12 _ ]‘
L =
coshyL + Z B senh vz cosh y(L — x)
U21 . ]‘
—L -
coshyL + Z B senh vz cosh y(L — x)
2 senhvyL 4+ Z B senhyx senh (L — x)
0-L =

coshyL + Z B senh vz cosh (L — x)

2.4 Condiciones de frontera para crear cambio de
flujo

Una onda de presién se puede generar con diversas condiciones de frontera en (2.27),
las cuales pueden verse como perturbaciones del modelo linealizado.

Por analogia con la condicién de circuito abierto en las terminales de una linea de
transmision eléctrica, se supone en el anélisis las condiciones de frontera h(0,s) =0
y q(L,s) = —%, aplicadas en el instante tyy = 0. Por tanto, substituyendo estas
condiciones en (2.27), se obtiene la respuesta de la presion en el extremo aguas abajo
del ducto gobernada por

ho(L,5) = QoZ senhyL + Z B senhyax senh (L — z) (2.28)

s coshyL 4+ ZBsenh~x coshy(L — z)
para una fuga en z, donde 7*(s) = 5 (s? + 2L90) y Z(s) = a/ sPA+[90 ] obtener
la transformada inversa de (2.28) no es directo para todos los valores posibles de 7(s)

y x. En general, se pueden transformar las funciones hiperbdlicas en exponenciales
y usar expansiones en el denominador de la funcion de transferencia para obtener
la evolucion de la presion en funcion del tiempo. En particular, como el efecto
transitorio que se busca caracterizar es notoriamente mas visible en el primer frente
de la onda de presién, como se vera en las simulaciones del capitulo siguiente,
serd necesario utilizar aproximaciones de las funciones hiperbdlicas y considerar la

transformada inversa de (2.28) solamente en los primeros frentes de onda.



Capitulo 3

Analisis de la respuesta transitoria

de la onda de presion

Considerando el esquema hidraulico de la Figura 2.1, en este capitulo se analiza el
comportamiento de la onda de presion en el extremo del ducto aguas arriba de la
valvula para cuatro escenarios distintos. En primera instancia se estudia el caso del
ducto sin friccién, tanto en ausencia como en presencia de una fuga, a partir de la
matriz de transferencia obtenida en el capitulo anterior. Posteriormente se analiza
el estado transitorio de la presién, considerando pérdidas debidas a la friccidén; en
este caso se utiliza un modelo de dimensién finita aproximado de las ecuaciones
linealizadas con y sin fuga, dado que no fue posible obtener la transformada
inversa directamente a pesar de utilizar ciertas aproximaciones para el calculo de

la Transformada Inversa de Laplace.

3.1 Analisis del ducto sin fuga y sin friccion

En el caso de ausencia de fugas y sin fricciéon, B = 2%% = 0, la ecuacién (2.28) se
reduce a la funcién p
ho(L,s) = Qe tanh~yL (3.1)
s

con Z = giA y 7 = ;. A continuacién se describe un procedimiento para encontrar la

transformada inversa de (3.1).

28
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Procedimiento para transformar al dominio del tiempo la expresion de la onda de

presién sin fuga (3.1)

1. Sustituir las funciones hiperbdlicas por funciones exponenciales; es decir,

Q,7Z et — ek
holL,5) = s el 4 el

(3.2)

2. Expresar el cociente como dos productos de funciones y factorizar los términos

que contengan las exponenciales.

ho(L, S) = %(@7[/ _ e_'YL)e—’YL(l + e—Z’yL)—l
(3.3)
=0 e ()

s 14 e 2L

3. Describir la funciéon del denominador mediante una expansiéon de MacLaurin

como una suma de términos exponenciales con exponentes negativos; es decir,

HLW =1—-w+w?—... conw = e 2L Consultar Cheng (1959), pag. 372,
para mas detalles. Esto permite escribir
A
ho(L,s) = ¢ (1 —e 25 (1 —e Ol p el )
s
QoZ —29L —2vL —4vL 3.4
o [(1— ) — (et - )

+ (6_47]: - 6_6%) —.. }

4. Aplicar la Transformada Inversa de Laplace, usando la propiedad de traslacion

en el tiempo.




Capitulo 3. Analisis de la respuesta transitoria de la onda de presion 30
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Figura 3.1: Respuesta de la presiéon en el extremo aguas abajo ante un bloqueo total
del flujo en el ducto sin fuga.

La Figura 3.1 muestra la evoluciéon de ho(L,t). Se observa que el efecto de
la perturbacion en el flujo se manifiesta inmediatamente como un tren de pulsos
simétrico de periodo T = % funcién de la velocidad b y la longitud del ducto L.

La respuesta es oscilatoria debido a que no se consideraron los efectos de la
friccién del ducto en el andlisis y por lo tanto el tren de pulsos se mantiene. El
instante ty corresponde al momento en que se produce la perturbacién en el flujo;
esto es, cuando se cierra la vélvula.

El ancho del pulso positivo tp = % = % corresponde al tiempo que tarda el
frente de onda en propagarse y reflejarse a lo largo de todo el ducto de longitud L.

Asi, entre mayor sea la longitud L mayor serd el periodo del tiempo 7.

3.2 Analisis del ducto con una fuga y sin friccion

Ante el escenario de una fuga en el punto z € (0,L) y B # 0, la evolucién en el

tiempo de la onda de presién se puede obtener usando el siguiente procedimiento.
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Procedimiento para trasladar al dominio del tiempo la expresiéon de la onda de presién

en condiciones de fuga (2.28)

1. Substituir las funciones hiperbdlicas por funciones exponenciales.

B Qo2 Q(G’YL _ e*’YL) + ZB(eww _ 6771)(67@71) _ effy(fo))
s 2(ef e L) + ZB(er® — e17)(en(L=2) 4 e—v(L-))

he(L, s) (3.6)

2. Expresar el cociente como el producto de dos funciones.

 QuZ 2+ ZB)e" 4+ (ZB —2)e "t — ZB (e 4 enlEm2m)

h.(L,
(L, ) s (2+ZB)et + (2—ZB)e "t + ZB (em7l—2x) — ev(L—22))
2—ZB _—2~vL ZB —2y(L—z —2vz
_ Q.Z 1 — 5775¢ 2t — 2+ZB (e ) e )
s 1+ %6727L + 2_{% (6727([471) _ 672723)
A
_ Q [1 . ae—?ﬂyL . ﬁ (6—27(L—:c) + e—?’yx)}
S
1
1+ ae=2t 4 g (em2(L=2) 4 e=217)
(3.7)
donde o= 528 v 5 = 24

Debido a que el denominador de (3.7) es una suma de varios términos, es
necesario hacer una expansién de éste. En particular, con la ayuda de software
de calculo simbdlico (ver apéndice B) se tiene la expansién de orden 1 de

la funcién con i = et j = Um0 v | = 727 Usando

1
14-ai+Bj—pBk
Mathematica®:

1
l+ai+pj—pBk

1 — i — Bj + Bk +2apij — 208ik — 26%jk + 60 3%ijk + . . .
(3.8)
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3. Substituir la expansién (3.8) en el denominador.

hx(L, 8) — Q;Z [1 — ae*?}’L o ﬁ (efQ'y(fo) + 672’”)]

. (1 . aefQPyL - BefZV(Lf:r) + 66727‘% + 2@66727(2[17@ (39)
—2afe P EFT) _ 952~ 4 g2l 4 )

4. Aplicar la Transformada Inversa de Laplace a la serie

he(L,s) = Q;Z (1 — 20D 4 @PemE — 287 mT) _ 9q fe 2 (LAT)
+aBe L) | 902 B EHe) _ 902 3e—1(E-23) _ 9322l
_ et 4 g2e—1(lw) 4 g2l 4 92~ (L-20)
o BPeBL21) _ 642320610 4 933, ~2(I4w) 4 933, -29(2L—2)

_60[636727(2L+m) _ 60[536727(3L71) 4. )

(3.10)
Obteniendo
o <t - Q(Lb_x)> ~2(af - a*B)U (t ALt 90))
+2 (6% + 208) U <t— 2(2%—1’)) ~ sa2au (t_ L—be)
—U <t - 4;) L Bu <t - a:)> N

T () R (B

b
2 52 6L 3 2(L + )
—6aﬁu<t—b>+251/l<t— . >

28U <t B 2(2Lb— :1:)) ey <t - 2(2Lb+ :1:))

—6aﬁ?’b{<t—2(3z_x)>+... }
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En los dos procedimientos anteriores, se empled la expansion de MacLaurin para
expresar la funcién del denominador como una suma de potencias y poder aplicar la
Transformada Inversa de Laplace. De manera que la suma de términos exponenciales
da lugar a un tren de pulsos en el tiempo, como se puede apreciar en la Figura 3.2.
Se muestra, con linea continua, el efecto de la perturbacién en la presion h,(L,t)
ante la presencia de la fuga y, con linea punteada, el efecto de la perturbacién en la
presién hg(L,t) en ausencia de ésta.

Las dos funciones tienen la misma frecuencia. Sin embargo, se observa que
la presién h,(L,t) tiende a cero, a pesar de que los efectos de la friccién fueron
despreciados. Este comportamiento se puede comprobar al aplicar el teorema de
valor final a (3.6). Es decir, la fuga actiia como un elemento disipador, de manera
que la onda de presion se desvanece en condicion de fuga cuando el tiempo tiende a
infinito.

Otra diferencia importante, es que se manifiesta una discontinuidad en el instante
ty, = 2l1/b debido a la fuga f; localizada en ;. En otras palabras, el ancho de pulso
ts, corresponde al tiempo que tarda el frente de onda en propagarse y reflejarse del

extremo final del ducto y la fuga f;.

4
QuZ T fzzzzneees groTmoememmmeenas | —hL

--h(LD)
L, t t

\

\J

o| 2u L 2L AL t
b b b b
— . :

Figura 3.2: Respuesta de la presion en el extremo L ante un bloqueo total del flujo
en el ducto con una fuga en el punto [;.
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3.3 Analisis del fluido con friccion mediante el

modelo finito

Hasta el momento no se ha podido encontrar la forma de aproximar el modelo
(3.1) para el caso general con friccién y(s) = %1/32 + %, por lo que se propone
utilizar un simulador del modelo (2.1) aproximado por diferencias finitas y linealizado
alrededor de un punto de operacion.

La aproximacion de las derivadas parciales por diferencias finitas de primer orden

estd dada por (LeVeque, 1997)

or Az, Az,
0Q(z,t)  AQit) _ Qit) — Qi (t)

ox Ax; Az, (3.12)
OH(x,t)  OHi(t)

at ot
0Q(z,1t) ~ 0Q;(t) Y

ot o

donde i representa la seccion espacial discretizada (Figura 3.3). La notacién
H; .= H,;(t) = H(x,t) representa el cabezal de presion aguas arriba de la seccién i y
Qi = Q;(t) = Q(x,t), el flujo en la seccién .

seccion 7 1

Figura 3.3: Esquema de la discretizacion de la tuberia con una fuga en la seccion d.

De manera que el resultado es un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
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para cada seccion:

- H,—H,
Qi = aj (Tﬂ) + Qi |Ql
! (3.13)
H' —a Qz - Qz‘—l—l
i+1 2 AIZ
donde a} = —gA, a}, = —;)—Z V= —ﬁ. Para el caso de una discretizacion espacial

uniforme Axz; = Ax.

El conjunto de ecuaciones (3.13) es vélido a lo largo de la tuberfa en 0 <
x < L con H(x,0) y Q(x,0) como condiciones iniciales. Notese que las funciones
Hy =u; y Qy41 = us son usadas como condiciones de frontera para o secciones. La
discretizacion del ducto con una fuga presente en la seccion d se muestra en la Figura

3.3. Asi, el modelo de dimensién finita de (2.1) se expresa como

1 ar(ug — Hy) + p@Q3
H, az(Q1 — Q2)
Hy | = |a2(Qu1 — Qu—\VTy) (3.14)
Qo al(Ha - HU—H) + ,U,Q?,
_Ho+1_ i az(Qo — us)

! !
_ G

B E
Az’ P Az .
debido a la fuga en la seccién d. La ecuacién de Hy satisface asi (2.2). Tomando

donde a; = y el término A\\/Hy corresponde a las pérdidas de flujo

como vector de estados

Q1
H,

2= | H, (3.15)

Qs
| Hot1]
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el modelo del fluido con una fuga puede ser visto como un sistema de orden n = 20.

Z=f(z,u,\) =

ar(uy — 2z9) + p2?

a2(21 - 2’3)
CLQ(Zd—1 - Zd+1*/\\/5)

ar(Zn—a — zn) + p22_,

az(Zn—l - UQ)

(3.16)

A partir de este sistema, se procede a la linealizaciéon en un punto de equilibrio.

3.3.1 Linealizacién con fuga

El punto de equilibrio del sistema para una entrada u = [u},u3]” y el pardmetro \

de la fuga en la seccién d, en términos de la presion en el punto de fuga 2, es

[(4MS)i\/(4Au;)2+4(2x2—%1) (—2u

uy + A2
wi+ £ (us + A/25)°
Uy + A\/25

ui + %’f(ug + A\/25)?

2 ap
* *
2 T

1

2
)
*

Uy

W, %2 *
Uy + 2,

ai

*
Uy

(o—d+D)p 42 *
o U2 T2

(3.17)

De manera que, la linealizacién de (3.16) alrededor de z* y u* resulta en

y=0y+ Pyg

y=z—2z"

g=u—u"

(3.18)
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donde
Of(z,u)
0= ’
0z |y
_2,uz’1" —aq 0 ]
(05} 0 —as
0 ar 223
' ' (3.19)
B 2uz; 4 —a 0
45) —ay By —Qg
0 a; 2pzy,
0o ... 0 0 0 coe 2uzr 4 —ay
0o ... 0 0 0 as 0
Qi A2
B, = =
COM T o T oy Y
_al . .
05 (2, u) Dl
Z,U
P = ! = |: : 3.20
o el R (3.20)
’ 0 0
0 —as

Por lo tanto, la presién h, (L, z) en el extremo del ducto aguas arriba de la valvula

corresponde al estado y, del sistema linealizado

h(La)=[o 0 .. 1]y=Ry (3.21)
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3.3.2 Modelo finito sin fuga y friccién cero

Para el caso del modelo del fluido en condiciones normales y sin friccién; es decir,

(3.18) con p =0y A =0, el punto de equilibrio (3.17) se reduce a

_ o - _u;_
=" (3.22)
Zn1 U
z* uj
y el sistema linealizado sin considerar la friccién resulta en
j=0'y+ P
ymmymrg (3.23)
hO(L, t) = R,y
con
(0 —a; 0 0 ]
a9 0 —a9 0
, 0 0 0 , ,
O = ; P = P; R =R (3.24)
—as 0
0 aq 0 —ay
L 0 a9 0 i

3.3.2.1 Comparacién de los modelos con friccion cero y sin fuga

Para validar que el modelo de dimensién finita tiene un comportamiento similar al de
dimensién infinita con friccién cero, se obtuvo la respuesta de (3.23) en Simulink®
con los valores de la Tabla A.1 del Apéndice A; a excepcion de la friccidn, la cual es
despreciada al igual que el término B asociado a la fuga.

En la Figura 3.4 se comparan las formas de onda de las presiones obtenidas con
(3.5), a partir de la Transformada Inversa de Laplace, en color azul; y con (3.23), a
partir de la respuesta simulada para n = 400, en rojo, con entradas u; = Hy = 0

[m] y us = Qup1 = —8.563 x 1074 [Z] para o = 200 secciones, resultando en una

s
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discretizacién en el espacio de Az = 1 [m] y, de acuerdo con la condicién de Courant
% < b, un tiempo de muestreo At = 6.72 x 10™* [s]. Se observa que las respuestas
son iguales en frecuencia y en amplitud, con la diferencia de oscilaciones presentes
en las discontinuidades en la respuesta obtenida mediante simulacién debido al error

de aproximacién por diferencias finitas.

Si se comparan los resultados obtenidos en este trabajo con los reportados por
Lee et al. (2014), que emplea el método de las caracteristicas, se puede afirmar
que para simular una onda de presion no sélo es necesario considerar un gran
numero de secciones en el ducto; sino que también, el tipo de aproximacion para las
derivadas espaciales es importante, dado que en el simulador de Lee no se observan

las oscilaciones.

=—=usando transf. inv. Laplace
20 =—usando simulacion
15 B
10F -

—~~ 5 -

hard

SRS 1

(@)

o gl |
_107 —
_207 —
-25 L L L L L L L L L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t[s]

Figura 3.4: Comparacién de las respuestas en el caso sin friccion.
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3.3.3 Modelo finito con fuga y fricciéon cero

Ante el escenario de una fuga y despreciando nuevamente la friccion; es decir, (3.18)

con =0y A#0, el punto de equilibrio z** del sistema (3.18) es

21"

*kk
)

k%
2d
*k
Zd+1

k%

Zn—1

z

n

(3.25)

y el sistema linealizado sin friccion con una fuga en d resulta en

§y=0"y+ Py
hO(L,t):: }yy
con
(0 —a; 0
a9 0 —a9
0 aq 0
(7 _ 0 —aq 0
a9 ——aglgd —a9
0 aq 0

a2

(3.26)

:PP=P; RR=R

(3.27)
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3.3.3.1 Comparaciéon de los modelos con friccion cero y con fuga

Para validar el modelo (3.18) en Simulink®, se obtiene la respuesta de (3.11) con
los valores de la Tabla A.1 del Apéndice A y la friccién nula.

La Figura 3.5 muestra la comparacién de las ondas de presion obtenidas con
(3.11), a partir de la Transformada Inversa de Laplace, en color azul; y con (3.26),
a partir de la respuesta simulada para n = 400, en rojo; con entradas u; = H; = 0
[m] y us = Q,41 = —8.563 x 1074 [st] para 0 = 200 secciones, resultando en
una discretizacién en el espacio de Az = 1 [m] y, de acuerdo con la condicién de
Courant £ < b, un tiempo de muestreo At = 6.72 x 10~* [s]. Se fijé el valor de
B = 5.35 x 1079, correspondiente a un gasto Q, = 2.14 x 10~* [™] y un cabezal
de presién de Hy, = 20 [m] estacionarios de la fuga ubicada en % de la longitud
total del ducto. Se observa que el método de aproximacion por diferencias finitas
tiene errores apreciables después del primer frente de pulsos; sin embargo, es posible

considerar sélo el primer ciclo del viaje de la onda de presion, es decir, en el intervalo
ty <t <ip.

20 T . :
. =—usando transf. inv. Lapla é
15y ' = usando simulacién
10f \M" P
5,
~~
-
— o
Nt
()
=
_10,
_15,
-20- | | | | | | | | i
t 0 0.1 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Vv t[s]

Figura 3.5: Comparacién de las respuestas en el caso con una fuga y sin friccién.

3.3.4 Analisis sin fuga y con friccién usando simulador

Para estudiar el fenémeno de la onda de presiéon en un ducto con friccién mediante

simulacidn, se obtiene la respuesta de (3.18) con los mismos pardmetros de la Seccién
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3.3.2.1, ahora con f = 0.0309. Se observa en la Figura 3.6 que la amplitud de
oscilaciéon debido al cambio de flujo se atenia ligeramente conforme pasa el tiempo
hasta llegar a cero. La figura no muestra el tiempo en el que los efectos de la
perturbacion se disipan completamente; no obstante, en la simulacion se observa
que aproximadamente 900 ciclos después de cambiar el flujo en las condiciones de

frontera, la perturbacion desaparece.

20,

o e R R Rl bl B Ry e e e e P e PP PR -

10~ !

hy(L.t) [m]

- ! ! ! ! ! ! | | |
2%0 30.5 31 315 32 325 33 33.5 34 345 35

Figura 3.6: Presion en el extremo del ducto, con friccién, aguas arriba de la vélvula,
obtenida mediante simulacién.

En el tren de la Figura 3.6, no se observan los efectos de la friccién en el frente
de onda; sin embargo, se puede ver en la Figura 3.7 que los trenes tienen formas
diferentes en funcién de la friccién; entre més grande el valor del coeficiente, mayor
es la diferencia entre el valor de la presion al inicio y al final de cada pulso.

Cabe hacer notar que par el valor de friccién de f = 0.0309 de la tuberia piloto,

el efecto de la friccion es despreciable.

3.3.5 Analisis con fuga y con friccién usando simulador

Para estudiar el fenémeno de la onda de presién en un ducto con friccion y en
presencia de fuga, se obtuvo la respuesta de (3.18) con los mismos pardmetros de
la Seccién 3.3.3.1, con f = 0.0309 de la planta piloto. Por lo que B = 5.36 x 1076

correspondiente con los valores de flujo y cabezal de la fuga estacionarios @7, = 2.14x
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I
15% —f = (.1
—f=05
—f=08
101 -=-f=0.0309

hO(L,t) [m]

_107

_157
0 0.1 0.2 0.3 0.4

05 0.6 0.7
t[s]

Figura 3.7: Efecto de la friccién en el tren de pulsos sin fugas.

10~ [mTS] y Hy, = 19.9784 [m], respectivamente. Se observa de la Figura 3.8 que la
discontinuidad en los trenes y la amplitud de oscilacion, debido al cambio de flujo, se
atentian mas rdapidamente conforme pasa el tiempo hasta llegar a cero. La evolucion
no muestra el tiempo en el que la perturbacién se disipa completamente; pero, con
la ayuda de la simulacion, se observa que aproximadamente 90 ciclos después de

cambiar el flujo en las condiciones de frontera, la perturbacién desaparece.

20 ‘

T b |

hy(L.t) [m]

2‘.5
t[s]
Figura 3.8: Presion en el extremo del ducto con friccién y fuga obtenida mediante
simulacion.
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3.4 Analisis con dos fugas y con friccion usando

simulador

Con la finalidad de conocer el efecto que tienen dos fugas presentes en el ducto

en la onda de presion, se agregd otra fuga, ubicada exactamente en la mitad del
ducto, con un gasto estacionario Qo = 1.28 x 10~* ["%3] y un cabezal de presién
de Hy, = 19.9856 [m], correspondientes a un valor de By = 3.2157 x 107% para una
friccion f = 00309 de la planta piloto. La Figura 3.9 muestra el efecto de la segunda
fuga en el instante t,.

En conclusion la presencia de dos fugas se manifiesta en la onda de presion
del fluido provocada por la perturbacion del cierre de la vélvula. Sin embargo,
es necesario caracterizar la magnitud de la fuga y su posicion en las discontinuidades

provocadas en la onda de presion.

===una fuga
=—dos fugag

Figura 3.9: Presion en el extremo del ducto con f = 0.0309 y dos fugas presentes en
el ducto, obtenida mediante simulacion.



Capitulo 4

Estimacion de multiples fugas via

la Transformada Onduleta

Dado que la senal de presion en presencia de fugas presenta discontinuidades en
instantes de tiempo relacionados con las posiciones de fuga via la velocidad de onda,
los coeficientes de la Transformada Onduleta pueden ser usados para determinar con
errores pequenos los instantes de tiempo y por ende las posiciones de fuga.

A continuacion, se darda una breve introduccién a la Transformada Onduleta,
seguida de una descripcion de su utilidad para identificar discontinuidades abruptas.
Al final se presenta un anélisis usando la Transformada Onduleta para determinar
los instantes en que se presentan discontinuidades, asociados a los tiempos de llegada
de la onda de presién. En primera instancia, se aplica la Transformada Onduleta a la
senal de la onda de presion obtenida mediante el concepto de matriz de transferencia.
Por dltimo, se analizan, con ayuda de la Transformada, sefiales de onda de presién
usando datos simulados del ducto piloto en tres distintos escenarios con la finalidad

de generar un procedimiento para localizar multiples fugas.

4.1 Localizador de fallas multiples

Suponiendo que la onda de presion de un fluido se propaga a una velocidad constante
b a lo largo del ducto y considerando los tiempos de arribo de las ondas provocadas

por las fugas y por el cierre de una véalvula al final del ducto con longitud L, mostrados

49
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en las Figuras 3.2 y 3.9, se puede establecer la siguiente relacién

l; L .
b= = Vi=1,..,n (4.1)
t;, —ty tp—ty

donde [; es la posicion de la fuga, n es el nimero total de fugas, tp —ty es el tiempo
que tarda el frente de onda (provocado por el cierre de la valvula en el instante ¢y )
en propagarse y reflejarse a lo largo del ducto y ¢y, — ty corresponde al tiempo que

tardan en propagarse las ondas generadas por las fugas.

Entonces, despejando las posiciones de fuga de (4.1), se tiene la siguiente relacién

que puede emplearse para su localizacién

ty, — 1
L=2L"YI vi=12..n (4.2)
tp —ty
Esta relacion es reportada para el caso de una fuga en Meniconi et al. (2011),

pero la generalizacion al caso de n fugas no ha sido reportada anteriormente.

Debido a que el calculo de las posiciones depende, en gran medida, de la exactitud
con que se determina el tiempo de llegada de la onda de presion inducida por la fuga,
se recomienda procesar digitalmente dicha onda. En particular, en este trabajo
se emplea la Transformada Onduleta para identificar el tiempo exacto en que se

presentan las singularidades.

4.2 Transformada Onduleta

La definicién de la Transformada Onduleta (TO) vista como la convolucién de dos
senales, permite buscar la semejanza que hay entre una senal de interés y la funcién
onduleta. Esta funcién onduleta tiene la propiedad de ser escalable en tiempo y
frecuencia, lo que permite ajustar la resolucion del grado de discontinuidad que se
desea analizar (Verde et al., 2013).
La TO se define como:
+o0

fla,to) = J) Vo (t)dt (4.3)

— 00
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donde ¥, () es un conjunto de funciones

U, () = %\p (t _ato) GERT, tyeR (4.4)
que dependen del parametro de dilatacion a, del pardmetro de traslacion del tiempo
to y de la funcién ¥(-) llamada onduleta madre. En general, la onduleta madre debe
cumplir con las propiedades de decaimiento rapido y promedio cero. Se observa de
la ecuacién (4.4) que cuando |a| > 1 se generan funciones dilatadas en el tiempo
y en consecuencia la resolucion frecuencial aumenta en el plano tiempo-frecuencia;
por el contrario, para |a| < 1 ocurre lo contrario y las onduletas se comprimen. El
parametro de traslaciéon ¢y es un corrimiento en el tiempo que caracteriza el primer
momento de la funcién.

Por lo tanto, la TO cuantifica la coincidencia local de la funcién onduleta con la
senal. Sila onduleta tiene una fuerte correlacién con la forma de la sefial a una escala
y ubicacion especificas, entonces se obtiene un valor grande de la Transformada. Si,
por el contrario, la onduleta y la senal no se correlacionan, se obtiene un valor
pequeno. Los valores de la Transformada pueden graficarse en un plano de dos
dimensiones al calcular la TO en varios puntos de la sefial (eje horizontal) y para
varias escalas de la onduleta (eje vertical) hasta completar el plano. El resultado
es una imagen del grado de correlacion entre la onduleta y la senal, en diferentes

escalas y posiciones (Addison, 2002).

4.2.1 Detector de discontinuidades

La TO es una herramienta matematica que permite identificar discontinuidades
abruptas. La Figura 4.1 presenta un ejemplo simple de una discontinuidad, en donde
una senal constante positiva, tiene una discontinuidad en un tiempo t, = C que la
lleva del valor +1 a —1. A continuaciéon se sigue de cerca una onduleta con la

forma de la segunda derivada de la distribucién Gaussiana de dilatacién arbitraria a

a medida que atraviesa la discontinuidad en dicha senial. Para ver de qué manera la
onduleta permite identificar la discontinuidad, se sigue el efecto del parametro t; en
la TO para cada una de los corrimientos de la senal A, B, C', D y E, mostrados en

la figura.
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e Corrimiento A: En este escenario la onduleta se encuentra mucho antes de
la discontinuidad y la integral (4.3) vale cero. Esto debido a la propiedad de
promedio cero de la onduleta y a que la integral hasta A se convierte en la

convolucién de la onduleta con una constante resultando en un valor nulo.

e Corrimiento B: En este corrimiento la onduleta empieza a atravesar la
discontinuidad. El 16bulo izquierdo de la onduleta produce una contribucion
negativa a la integral, mientras que el 16bulo derecho produce una contribucién
igual positiva; la parte central de la onduleta produce un valor positivo

significante para la integral en este corrimiento.

e Corrimiento C: Cuando la discontinuidad coincide con el centro de la onduleta,
las mitades derecha e izquierda de la onduleta contribuyen con un valor cero
en la integral, ya que por definicién la onduleta tiene promedio cero las cuatro

regiones de la onduleta

e Corrimiento D: A medida que la onduleta deja la discontinuidad, el 16bulo
izquierdo contribuye con un valor negativo a la integral, el 16bulo derecho
produce una contribucién igual positiva, como pasa en el corrimiento B. Sin
embargo, la parte central de la onduleta coincide con el valor constante negativo
de la senal y por lo tanto la integral arroja un valor negativo significativo en

este corrimiento.

e Corrimiento E: En corrimientos muy alejados de C', la onduleta y la senal se

combinan para dar valores cercanos a cero de la integral.

Por lo tanto, a medida que la onduleta atraviesa la discontinuidad la integra
primero retorna valores positivos y después negativos. Estos valores estan ubicados
en la vecindad de la discontinuidad, lo cual se ilustra en la Figura 4.1(c), en donde
se encuentra la grafica de la TO con respecto a ty. Se observa un cruce por cero en
la discontinuidad. El ancho de esta onda es directamente proporcional al ancho de
la onduleta.

Para el caso de una onduleta asimétrica, la grafica de la TO con respecto a
to en cierta escala no presenta un cruce por cero sino un lébulo simple de ancho

proporcional a la escala. Si se trata de una onduleta Haar, Figura 4.2, el 16bulo
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1)1

= senal
flat,) | \ /

discontinuidad

ondulacion local
P~

L en flat)
/

v

Figura 4.1: Comparacién de la onduleta con una discontinuidad. a) Las regiones en
donde la contribucion a la integral es positiva o negativa se encuentran marcadas.
b) Acercamiento de la onduleta conforme atraviesa la discontinuidad. c¢) Gréafica de

f(a,to) con respecto a t; a una escala a dada.
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tendra forma triangular, resultado de la convolucion de dos pulsos cuadrados. Si la
onduleta tiene la forma de la primera derivada de la funcién Gaussiana, entonces el

l6bulo tendra forma Gaussiana.

4.3 Calculo de los tiempos de las discontinuidades

usando la Transformada Onduleta

Como sugiere Ferrante et al. (2007), para el andlisis de las singularidades producidas
por la fugas en la onda de presion, la onduleta madre tipo Haar, mostrada en la
Figura 4.2, puede ser usada debido a su similitud con la forma de las discontinuidades
buscadas. En este caso, los valores de (4.3) en funcién del tiempo representan la
diferencia de los valores medios de f(t) sobre dos intervalos vecinos de longitud %

en el corrimiento tg.

W)

0 t 0.5 1

Figura 4.2: Onduleta madre tipo Haar

Retomando el frente de onda de presion del capitulo anterior, es posible
determinar los tiempos asociados a la llegada de la onda de presién, y con éstos
la ubicacion de las fugas, con pequenos errores y de forma automaética.

Para ello se analiza la grafica de la TO, la cual se obtiene con la ayuda de
la funcién cwt(senal,escalas,’tipo onduleta’) proporcionada por el Wavelet
Toolboz® de RMatlab2014a.

Idealmente se espera que la TO con la onduleta madre Haar para una escala
a dada aplicada a una discontinuidad, tenga una forma triangular de ancho

proporcional a a. Si la discontinuidad es descendente, como la onduleta, la forma
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triangular de TO sera positiva. Por otro lado, si la discontinuidad es ascendente,
entonces la grafica de la TO sera negativa.

Ya que solo importa el grado de correlacién entre la onduleta y la senal, en
las siguientes graficas se considera el valor absoluto del valor de la integral de la
Transformada (4.3).

4.3.1 Transformada onduleta aplicada a la onda de presién

obtenida mediante la Transformada de Laplace

Siguiendo el orden del capitulo anterior, primero se obtuvo la TO de la expresién (3.5)
que describe el comportamiento de la presion aguas abajo del ducto en condiciones
normales de operacién al aplicar la perturbacién, ver Figura 4.3 a). Los parametros
del ducto y el punto de funcionamiento son los mismos que se han usado en el analisis
del capitulo anterior.

La Figura 4.3 f) muestra la gréafica del valor absoluto de la Transformada
considerando un corrimiento entre 0 < ¢ty < 1 [s] y un factor de escala de 0 < a < 128.
Las partes més claras corresponden a valores de la TO mas grandes, de acuerdo con
la escala. De la Figura 4.3 a), se puede decir que se presentan cinco discontinuidades
en la onda de presion en el primer segundo después de la perturbacion. La primera
discontinuidad se presenta evidentemente en ¢ty = 0 [s], que es el tiempo en el que
se cierra la vélvula. A simple vista, el periodo del tren de pulsos es de 0.55 [s]
aproximadamente. Sin embargo, se sabe que el periodo del tren de pulsos de la onda
de presién debido al cambio de flujo es T' = % yip = % corresponde al tiempo que
tarda el frente de onda en propagarse y reflejarse a lo largo de todo el ducto; es decir,
tedricamente 7' = 0.5376 [s] y tp = 0.2688 [s]. De acuerdo con la Figura 4.3 e), los

tiempos tp v T obtenidos mediante TO, verifican los valores tedricos.

4.3.1.1 Comparacién de la TO con Haar de la onda de presién en

condiciones normales y con fuga

El siguiente caso a analizar es el caso de la onda de presién en el extremo aguas abajo
del ducto sin friccién en presencia de una fuga de magnitud 25% del gasto nominal

y ubicada a 50 [m] de la vélvula, la cual se muestra en la Figura 4.4 b) a partir de
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Figura 4.3: a) evolucién de la onda de presiéon en un ducto sin friccién y sin fugas, b)
grafica del valor absoluto de TO con una onduleta madre Haar y una escala a = 1
aplicada a la onda de presién con un corrimiento 0 < t5 < 1, ¢) valor absoluto de TO
con a = 32, d) valor absoluto de TO con a = 64, ¢) TO con a = 128, se indican los
tiempos en que TO tiene un méximo local, f) gréfica del valor absoluto de TO para
el conjunto de escalas 0 < a < 128. El color indica la magnitud del valor |f(a, )],
correspondiendo las partes més claras de la grafica los valores mas grandes
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la expresién (3.11) y usando los mismos parametros de la seccién anterior.
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Figura 4.4: Comparacién de la onda de presion en el extremo aguas abajo obtenida
mediante el concepto de matriz de transferencia y la Transformada Inversa de Laplace
a) onda de presién ho(L,t), en condiciones normales, en el primer segundo después
de presentarse la perturbacién b) onda de presién h,(L,t), en presencia de una fuga
de magnitud un cuarto del gasto nominal y ubicada a un cuarto de L de la valvula.

Dado que se puede especificar el intervalo en el que se aplica la TO; es decir, el
intervalo en el cual se compara la onduleta con la senal, se puede hacer un ajuste
temporal con la ayuda del parametro de traslacion para examinar las partes de la
senal de interés. En este caso, el intervalo 0 <t < tp.

Las graficas a) y d) de la Figura 4.5 muestran un acercamiento de las presiones
de la Figura 4.4 con un corrimiento 0 < ¢, < tp = 0.2688 [s|, mientras que ¢) y f)
muestran la grafica de la TO con escalas de 0 < a < 64 de dichas senales. El efecto
de la fuga en la onda de presién ocasiona la discontinuidad en t; y es de menor
tamano en comparacién con las discontinuidades en ty y tp; no obstante, se advierte
su efecto en la grafica de la TO, Figura 4.5 f).

Conociendo los tiempos de llegada, es facil determinar la ubicaciéon de una fuga
con la ayuda de (4.2) para n = 1. Por simple inspeccién visual, sin tomar en
cuenta los resultados arrojados por la TO, ty, es aproximadamente 0.06 [s], ty = 0
y tp = 0.55/2 = 0.275, resultando en [; ~ 43.64 [m]. Por otro lado, el valor tedrico

de ty, = %, para los pardmetros usados y la fuga situada a 50 [m] de la vélvula,

b)
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es 0.0672 [s], el cual se puede verificar con el valor proporcionado por la TO en la
Figura 4.5 e), en donde se muestra la grafica de la TO para la escala a = 64. Usando
(4.2) se obtiene i1 = 50.13 [m)].

Por lo tanto, es importante conocer perfectamente los valores de ty, ya que de

ello dependera el error que se cometa al calcular la ubicacion de la fuga ;.
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Figura 4.5: Comparacion de TO aplicada a la onda de presion en condiciones
normales y en presencia de fuga, a) onda de presion ho(L, t), en condiciones normales,
con un corrimiento 0 < ¢ty < tp = 0.2688 [s] b) grafica del valor absoluto de TO con
una onduleta madre Haar y una escala a = 64 aplicada a ho(L,t) ¢) TO de la onda de
presién sin fuga con escalas de 0 < a < 64, d) onda de presién h,(L,t), en presencia
de fuga 25% del gasto nominal en el intervalo de tiempo (0,0.2688) [s], e) grafica del
valor absoluto de TO con una escala a = 64 aplicada a h,(L,t), f) TO de la onda de
presion en presencia de fuga con escalas de 0 < a < 64.

d)
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4.4 Resultados en Simulacion

4.4.1 Comparacion de la TO aplicada a la onda de presién
sin friccién
Toca el turno de estudiar el caso de las senales obtenidas mediante el modelo finito,

con friccion cero, en situaciones normales y con fuga; esto es, las senales mostradas

en las Figuras 4.6 a) y b) respectivamente.
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Figura 4.6: Comparacién de la onda de presion en el extremo aguas abajo obtenida
mediante el modelo finito con friccién cero, a) onda de presién ho(L, t), en condiciones
normales, en el primer segundo después de presentarse la perturbaciéon b) onda de
presién h,(L,t), en presencia de una fuga de magnitud un cuarto del gasto nominal
y ubicada a un cuarto de L de la valvula.

Las Figuras 4.7 a) y d) muestran un acercamiento de las presiones de la Figura
4.6 en el intervalo de tiempo (0,0.2688) [s], mientras que c¢) y f) muestran la gréafica
de los resultados de aplicar la TO onduleta con escalas de 0 < a < 64. Usando los
valores de los tiempos de llegada ts, y tp dados por la TO en las Figura 4.7 b) y e)
en (4.2), se obtiene [; = 50.63 [m].

b)
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Figura 4.7: Comparacion de TO aplicada a la onda de presion en condiciones
normales y en presencia de fuga, a) onda de presién ho(L,t), obtenida mediante
simulacién, en condiciones normales, en el intervalo (0,0.2688) [s] b) grafica del
valor absoluto de TO con una onduleta madre Haar y una escala a = 64 aplicada a
ho(L,t) ¢) TO de la onda de presion sin fuga con escalas de 0 < a < 64, d) onda de
presién h,(L,t), obtenida mediante simulacién, en presencia de fuga 25% del gasto
nominal en el intervalo (0,0.2688) [s], e) grafica del valor absoluto de TO con una
escala a = 64 aplicada a h,(L,t), f) TO de la onda de presién en presencia de fuga
con escalas de 0 < a < 64.
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4.4.2 Mhltiples fugas

Para extender la expresién propuesta de Meniconi et al. (2011) al caso de multiples
fugas, a partir de la onda de presion en el extremo aguas abajo, a continuacién sélo
se utilizan datos simulados del ducto piloto en tres distintos escenarios: una, dos
y tres fugas, las cuales se encuentran presentes al momento de generar la onda de
presién. Una vez que el fluido alcanzé el estado de equilibrio con las fugas presentes,
se provocd un cambio en el flujo mediante el cierre instantaneo de la valvula y, para
facilitar el andlisis, se tomo el tiempo en que se cierra la valvula como ty = 0; es
decir, se hizo que Q(L,0) = 0. Por lo son irrelevantes los tiempos en los que se

presentaron las fugas.

4.4.3 Escenario de una fuga

En este escenario se realizaron simulaciones del fluido con una sola fuga ubicada en
dos lugares: 1) justo a la mitad del ducto y 2) a un tercio de L a partir del tanque. Se
obtuvieron las ondas de presion con los valores de la Tabla A.1 del Apéndice A; con
entradas u; = H; = 0 [m] y us = Q41 = —8.563 x 1074 [ng] considerando o = 200
secciones, resultando en una discretizacion en el espacio de Az = 1 [m] y, de acuerdo
con la condicién de Courant % < b, un tiempo de muestreo At = 6.72 x 107 [s].

Para cada caso se fij6 @)y, al 5, 10, 20 y 30% del gasto nominal wus.

4.4.3.1 Primer Caso: fuga a la mitad de la tuberia

La Figura 4.8 muestra la onda de presion para los cuatro valores de la magnitud de
la fuga ubicada justo a la mitad del ducto; esto es, 100 [m]. Se observa que entre
menor sea el gasto de la fuga, menor sera la amplitud de la discontinuidad. Por
su parte, la Figura 4.9 muestra la TO aplicada a dichas senales con un corrimiento
0 <ty <tp=0.2708 [s]. Se observa que t;, = 0.1364 [s] y por lo tanto, utilizando
(4.2) se obtiene [y = 100.74 [m)].

4.4.3.2 Segundo Caso: fuga a un tercio de la tuberia

La Figura 4.10 muestra la onda de presiéon para los cuatro valores de la magnitud

de la fuga ubicada justo a un tercio del ducto a partir del tanque; esto es, a 133.33
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Figura 4.8: Presién en el extremo del ducto con friccién y una fuga situada justo a
la mitad, obtenida mediante simulacién, con diferentes flujos de fuga, proporcionales
al flujo de salida.
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Figura 4.9: TO con un escalamiento de a = 64 y un corrimiento 0 < tq < tp =
0.2708 [s], aplicada a la presién en el extremo del ducto con friccién y una fuga
situada justo a la mitad, obtenida mediante simulacién, con diferentes flujos de fuga,
proporcionales al flujo de salida.
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[m] de la valvula. La Figura 4.11 muestra los resultados de aplicar la TO a dichas
sehales con un corrimiento 0 < ¢, < tp = 0.2708 [s]. Se observa que t;, = 0.1808 [s]
y por lo tanto, usando (4.2), se obtiene I = 133.53 [m|. Se aprecia también que la
magnitud de la TO es proporcional al tamano de la fuga; sin embargo el ancho de

la forma triangular es el mismo.
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Figura 4.10: Presion en el extremo del ducto con friccién y una fuga situada a un
tercio, obtenida mediante simulacién, con diferentes flujos de fuga, proporcionales al
flujo de salida.
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Figura 4.11: TO con un escalamiento de a = 64 y un corrimiento 0 < ty < tp =
0.2708 [s], aplicada a la presién en el extremo del ducto con friccién y una fuga
situada a 133.33 [m] de la vélvula, obtenida mediante simulacién, con diferentes
flujos de fuga, proporcionales al flujo de salida.
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4.4.4 Escenario de dos fugas

En este escenario se realizaron dos simulaciones del fluido con dos fugas presentes

en:

e posiciones equidistantes; la primera con 10% y la segunda, con 20% de la

magnitud del flujo de salida.

e posiciones arbitrarias; la primera con 20% ubicada a 60 [m] de la vélvula y la

segunda, con 10% ubicada a 160 [m] de la valvula.

4.4.4.1 Primer Caso: dos fugas equidistantes

La Figura 4.12 muestra la onda de presion del fluido con dos fugas ubicadas de
forma equidistante entre si. La primera del 10% la magnitud del flujo de salida y
ubicada a 66.67 [m| de la valvula; la segunda, del 20% y a 133.33 [m]. La Figura
4.13 muestra la TO aplicada con un corrimiento 0 < ¢y < tp = 0.2708 [s]. Se nota
que tp = 0.09207 [s] y t;, = 0.1808 [s]. Por lo tanto, utilizando (4.2) para i = 2,
resultan [; = 67.99 [m] y Iy = 133.53 [m)].
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Figura 4.12: Presion en el extremo del ducto con friccion y con dos fugas presentes.
La primera del 10% la magnitud del flujo de salida y ubicada a 66.67 [m] de la
vélvula; la segunda, del 20% y a 133.33 [m)].
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Figura 4.13: TO con un escalamiento de a = 64 y un corrimiento 0 < ¢ty < tp =
0.2708 [s], aplicada a la presion en el extremo del ducto con friccién y con dos fugas
presentes. La primera del 10% la magnitud del flujo de salida y ubicada a 66.67 [m]
de la valvula; la segunda, del 20% y a 133.33 [m].

4.4.4.2 Segundo Caso: dos fugas no equidistantes

La Figura 4.14 muestra la onda de presion del fluido con dos fugas presentes en
posiciones arbitrarias. La primera del 20% la magnitud del flujo de salida y ubicada
a 60 [m] de la valvula; la segunda, del 10% y a 160 [m]. La Figura 4.15 muestra la TO
aplicada con un corrimiento 0 < ¢ty < tp = 0.2708 [s]. Se observa que t;, = 0.08266
[s] y ty, = 0.2171 [s]. Por lo tanto, usando (4.2) para ¢ = 2, resulta l; = 61.05 [m] y
lo = 160.34 [m].

4.4.5 Escenario de tres fugas

En este escenario se realizaron dos simulaciones del fluido con tres fugas presentes

en:

e posiciones equidistantes; la primera con 10%, la segunda, con 20% vy la tercera

con 30% de la magnitud del flujo de salida.

e posiciones arbitrarias; la primera con 30% ubicada a 40; la segunda, con 10%

ubicada a 100 [m] y la tercera, con 20% ubicada a 160 [m] de la vélvula.
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Figura 4.14: Presion en el extremo del ducto con friccion y con dos fugas presentes.
La primera del 10% la magnitud del flujo de salida y ubicada a 60 [m] de la vélvula,
la segunda, del 20% y a 160 [m].
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Figura 4.15: TO con un escalamiento de a = 64 y un corrimiento 0 < to < tp =
0.2708 [s], aplicada a la presién en el extremo del ducto con friccién y con dos fugas
presentes. La primera del 10% la magnitud del flujo de salida y ubicada a 60 [m] de
la vélvula; la segunda, del 20% y a 160 [m)].
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4.4.5.1 Primer Caso: tres fugas equidistantes

La Figura 4.16 muestra la onda de presién del fluido con dos fugas ubicadas de forma
equidistante entre si. La primera con 10% ubicada a 50 [m]; la segunda, con 20%
ubicada a 100 [m] y la tercera, con 30% ubicada a 150 [m] de la vélvula. La Figura
4.17 muestra la TO aplicada con un corrimiento 0 < tq < tp = 0.2708 [s]. Se observa
que ty, = 0.06922 [s], ty, = 0.1371 [s] y tz, = 0.2036 [s]. Por lo tanto, usando (4.2)
para ¢ = 3, resulta [; = 51.12 [m], [, = 101.25 [m] y I3 = 150.37 [m)].

0.05 0.1 0.15 0.2 0.‘25 t
t[s]

Figura 4.16: Presién en el extremo del ducto con friccion y tres fugas equidistante
entre si. La primera con 10% ubicada a 50; la segunda, con 20% ubicada a 100 [m]
y la tercera, con 30% ubicada a 150 [m] de la vélvula.

4.4.5.2 Segundo Caso: tres fugas no equidistantes

La Figura 4.18 muestra la onda de presiéon del fluido con dos fugas ubicadas en
posiciones arbitrarias. La primera con 30% ubicada a 40 [m]; la segunda, con 10%
ubicada a 100 [m] y la tercera, con 20% ubicada a 160 [m] de la valvula. La Figura
4.19 muestra la TO aplicada con un corrimiento 0 < tq < tp = 0.2708 [s]. Se observa
que ty = 0.05511 [s], ty, = 0.1364 [s] y ty, = 0.2171 [s]. Por lo tanto, utilizando
(4.2) para i = 3, se obtiene [; = 40.70 [m], Iy = 100.74 [m] y I3 = 160.34 [m].

La Tabla 4.1 muestra los resultados del calculo de la posicién de las fugas usando

la TO en los tres escenarios. Se aprecia que el error de localizacién es muy pequeno.
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Figura 4.17: TO con un escalamiento de a = 64 y un corrimiento 0 < ty < tp =
0.2708 [s], aplicada a la presién en el extremo del ducto con friccién y tres fugas
equidistante entre si. La primera con 10% ubicada a 50; la segunda, con 20% ubicada
a 100 [m] y la tercera, con 30% ubicada a 150 [m] de la valvula.
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Figura 4.18: Presién en el extremo del ducto con fricciéon y tres fugas equidistante
entre si. La primera con 30% ubicada a 40; la segunda, con 10% ubicada a 100 [m]
y la tercera, con 20% ubicada a 160 [m] de la vélvula.
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Figura 4.19: TO con un escalamiento de a = 64 y un corrimiento 0 < tn < tp =
0.2708 [s], aplicada a la presién en el extremo del ducto con friccién y tres fugas
equidistante entre si. La primera con 30% ubicada a 40; la segunda, con 10% ubicada

a 100 [m] y la tercera, con 20% ubicada a 160 [m] de la valvula.

Tabla 4.1: Calculo de las posiciones de las fugas en los tres escenarios.

Escenario Caso L., [m] | L. [m]| % error

(1) Una fuga (a) fuga a la mitad 100 100.74 0.74

(b) fuga a 1 del tanque 133.33 133.53 0.15

(a) posiciones equidistantes 66.67 67.99 1.97

(2) Dos fugas 133.33 133.53 0.15
(b) posiciones arbitrarias 60 61.05 2.5

160 160.34 0.21

50 51.12 2.94

(a) posiciones equidistantes 100 101.25 195

(2) Tres fugas 150 150.37 0.25

40 40.7 1.75

(b) posiciones arbitrarias 100 100.74 0.74

160 160.34 0.21




Capitulo 5
Conclusiones

Es posible obtener la expresion analitica en el dominio del tiempo de la onda de
presién en condiciones de una sola fuga, a partir del modelo linealizado de dimensién
infinita, usando el concepto de matriz de transferencia. A partir de lo anterior,
se puede obtener la expresién analitica, en el dominio de Laplace, para mas fugas
presentes; no obstante, convertir la expresion en el dominio del tiempo es poco
factible de obtener, dado que ésta contendra mas términos hiperbdlicos, tanto en el

numerador como en el denominador en funciéon del nimero de fugas.

El efecto de una perturbacion discontinua en la onda de presion, en un ducto sin
friccién y en condiciéon normal, genera un tren de pulsos de periodo %, en el instante
en que se presenta dicha perturbacién. El ancho del tren de pulsos, esto es tp — ty,
corresponde al tiempo que tarda el frente de onda en propagarse y reflejarse a lo
largo de todo el ducto. El tren se mantiene debido a que no se consideré la friccién

en el analisis.

En condicion de fuga en el punto [;, el tren de pulsos resultante tiene la misma
frecuencia que el nominal; sin embargo, presenta discontinuidades en el primer pulso
en los instantes ty, = QTZ", los cuales corresponden al tiempo que tarda el frente de
onda en propagarse y reflejarse del extremo final del ducto y la fuga f;. Ademas,
las fugas tienen el efecto de disipar los efectos de la perturbacién cuando el tiempo

tiende a infinito.

Con base en los resultados analiticos y aquellos obtenidos mediante simulacion,

se encuentra que la informacion de mayor utilidad para localizar fugas, se halla en
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el primer frente de onda de presion, después de haberse producido la perturbacién;
esto es, en el intervalo ¢ty <t < p.

Se observa en los resultados obtenidos mediante simulacién que el tren de pulsos
presenta oscilaciones en las discontinuidades debido al método de aproximacién de
diferencias finitas de las derivadas parciales, por lo que se verifica que para simular
una onda de presién no solo es necesario considerar un gran nimero de secciones en
el ducto, sino que también el tipo de aproximacién para las derivadas espaciales es
importante para un buen comportamiento dinamico.

Los errores obtenidos al calcular indirectamente la posicién de las fugas son
despreciables al usar la transformada onduleta para determinar los tiempos de llegada
de la onda de presién. Por lo tanto, es posible implementar un método de localizacién
de multiples fugas en linea, tomando en cuenta que es necesario conocer bien la
longitud del ducto y la velocidad de propagacion de la onda, ya que son necesarios
en la expresion (4.2).

A partir del estudio presentado, se sugiere localizar miltiples fugas, incluso
simultaneas, con la ayuda de una senal transitoria generada en cualquier momento
después de que el sistema hidraulico haya alcanzado el estado de equilibrio, debido
a las fugas. En particular, para cada fuga f; se presenta una discontinuidad, en el
instante ty,, la cual se ve manifestada en el primer ciclo del transitorio de la onda
de presiéon. Por tanto, la férmula obtenida por Meniconi puede ser aplicada para
cualquier nimero de fugas.

Como trabajo futuro, se desea buscar una senal auxiliar més adecuada a las
condiciones de la planta piloto y determinar los valores de las magnitudes y posiciones

de fugas que producen discontinuidades identificables en casos reales.



Apéndice A
Parametros del ducto piloto

Los parametros del ducto considerados en el estudio caracterizan al ducto hidraulico
piloto del laboratorio del Instituto de Ingenieria-UNAM y se presentan en la Tabla
Al

Tabla A.1: Parametros del ducto piloto

L= 200[m] | A= 0.0087[m?] | b= 1488[Z]
f= 00309 |[g= 981[%] | D= 0.105[m]

La estabilidad de un simulador numérico de un ducto se garantiza si se satisface
la relacién de Courant % < % Asi, entre mayor sea el ntimero de secciones
en que se divide el ducto, mejor es el comportamiento del simulador basado en
diferencias finitas. Ademads, para evitar que los picos de presién se atenten, se
recomienda usar un paso de integracién At pequenio. Considerando los pardametros
del ducto piloto se observé que el comportamiento dinamico del simulador no se
alteraba sustancialmente para una discretizacion de mas de 130 tramos. Por lo que
se selecciond el valor de At en el limite superior para la simulaciones, resultando

Az = 1.54 [m].
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Apéndice B
El polinomio de Taylor

Definicién (Lubary, 2008): Sea f una funcién real de n variables con derivadas
parciales hasta el orden k y sea a € U subconjunto abierto de R", el polinomio de

Taylor de grado k de f en a estd dado por

f(a)+ ; B, @) @i = as) + 5 2 uom, (a)(zi — a;)(z; — aj)
+ ... (B.1)
1 = ok f
T Z | 0,0z, ... Oy, (@) = )@y = a) - (2 = 03
1145224044y U=

Si el polinomio esta centrado en a = 0, se le denomina polinomio de MacLaurin.

B.1 Expansion en serie de Taylor con

Mathematica®

Mathematica es un sistema de algebra computacional de propdsito general basado
en re-escritura de términos (computacién simbdlica).
El comando que genera una expansion en serie de Taylor de f de orden n en el

punto x = x, tiene la siguiente sintaxis (Wolfram, 2015):

Series[f,{x,x0,n}]
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Mientras que
Series[f,{x,x0,nx},{y,y0,ny},{z,20,nz}]

encuentra sucesivamente la expansién con respecto a x, después con y y por ultimo
con respecto a z de acuerdo con (B.1).

Por ejemplo, para la funcién

1
14 ai+ B — Pk

fi, 5, k)

con a y [ constantes, el comando que encuentra la expansion en serie Taylor de

orden 1, alrededor de 0 es
Series[1/(1 + a*i + b*j - bxk), {i, 0, 1}, {j, 0, 1}, {k, 0, 1}]
cuyo resultado se presenta de la siguiente forma

(1 + bk + O[k]?) + (=b —20*k + O[k]*)j + O[j]?) + ((—a — 2(ab)k + O[k]?) + (2ab +
6ab’k + O[k]?)j + O[j]*)i + O[i]?

donde O[i]? indican los términos de mayor orden para la variable i.
Ya que las expansiones en serie de Taylor tienen una representacién especial en
Mathematica, se utilizan las siguiente funciones para poder manipular el resultado

arrojado por Series[]:

e Normal [%]: trunca los términos de mayor orden y convierte el tltimo resultado

en una expresion manipulable por Mathematica.

e Expand[%]: desarrolla y simplifica la iltima expresion, dejando como resultado

una suma de términos.
De modo que el resultado
1 — ai — bj + 2abij + bk — 2abik — 2b*jk + 6ab®ijk
se obtiene mediante el comando

Expand[Normal [Series[f, {i, 0, 1}, {j, 0, 1}, {k, 0, 1}1]1]
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