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I Conceptos preliminares
Matriz

En matematicas, una matriz es un arreglo de nimeros en renglones y columnas completas.

La transpuesta de una matriz 4 de m renglones y n columnas es otra matriz A’ cuyos
renglones son las columnas de 4 y cuyas columnas son los renglones de 4, en
consecuencia tiene n renglones y m columnas.

Si el nimero de renglones es igual al nimero de columnas, la matriz es cuadrada.

Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada al conjunto de elementos para los
cuales el numero del renglén donde estdn colocados es el mismo que el numero de la
columna. Diagonal secundaria es el conjunto de elementos colocados en lo que seria la
otra diagonal del cuadrado.

. . Diagonal
Ejemplo: Para la matriz secundaria
Diagonal 5 7

Principal

Una matriz cuadrada en la cual todos los elementos fuera de su diagonal principal son
ceros, recibe el nombre de matriz diagonal.

La matriz que tiene en su diagonal principal nimeros uno y fuera de dicha diagonal ceros,
se llama matriz identidad.

La matriz inversa de una matriz B es la matriz B~ que premultiplicada o
posmultiplicada por B da como producto la identidad.
;

1 0 1 -6 2 3
Ejemplo: La matriz B™'= |2 -3 0| eslainversade B=|-4 1 2|, yaque
1 2 2 7 -2 -3
1 00
B'B=|0 1 0|=BB"'
0 01

Existen tres transformaciones elementales sobre los renglones de una matriz y ellas son:

+ intercambiar dos renglones,
. sustituir un renglén por otro cuyos elementos son el producto de un nimero diferente
de cero por los respectivos elementos del renglon original,



+ sustituir un renglén por otro cuyos elementos son la suma de los del original mas el
producto de un nimero por €l correspondiente elemento de otro renglén.

1 -2 1

.. - 12 , : .

Ejemplo de la ultima: Para 5] considerando el primer y tercer renglén, el
|

-5 -1
1 1
nuevo tercer renglon tiene por elementos: (=5) +3(1)=-2; -1 +3(-2)=-7y 3+3(1)=6
1 -2
|
-2 =7
1 |

y la matriz resulta

— N DN

Dos matrices I, G son semejantes o equivalentes st una de ellas se obtiene efectuando un
numero finito de transformaciones elementales a la otra.

2 3 1 0 1 -1 2 =2 I -1 2 =2
Ejemplo: F={1 -1 2 -2/~72 3 1 0| ~|0 5 -3 4 |=G
-1 0 -3 2 -1 0 -3 2 0 -1 -1 0

G e¢s semejante o equivalente de F.

Forma canodnica escalonada de una matriz 4 es otra matriz, semejante de 4 en la que el
primer elemento diferente de cero de cada renglon es uno y ademas, arriba y debajo de ese
uno solo hay ceros.

Ejemplo:

2 -4 4 6 -8 1 -2 2 3 -4 1 -2 0 -1 2
C=1|2 -4 3 4 -5/ ~10 0 -1 -2 3|~10 0 1 2 =3~

o 0o -1 -3 2 o 0 -1 -3 2 0O 0 o0 1 1
1 -2 0 3
~10 0 1 0 -=5| =D. LamatrizD es la forma candnica escalonada de C.

01 1

Determinante

El determinante de una matriz cuadrada es un numero que resulta de realizar ciertas
operaciones con los elementos de la matriz .



Si la matriz tiene sélo un renglén y una columna, tiene Unicamente un elemento y su
determinante es igual a ese unico elemento.

Ejemplo: Si 4 =[-5], entonces detd = -5.
Cuando la matriz tiene dos renglones y dos columnas, su determinante (de orden dos) es

igual a la resta del producto de los elementos de la diagonal principal menos el producto de
los elementos de la diagonal secundaria.

Ejemplo: Para B= [_31 ﬂ detB = |_31 zl =(3)(2) -(2)(-1)=6+2=8

Para un elemento del determinante, su menor es el nuevo determinante que resulta de
eliminar el renglén y la columna a los que pertenece el elemento.

2 -1 1
Ejemplo: En detd = [0 -2 4/, el elemento g,, estd en el primer renglén y en la
5 3 -3

0 4
segunda columna (en este ejemplo es el numero —I), tiene por menor a M, = ’5 3|

2 -1
=0-20 = -20. Elmenorde a,; es: M,, = 0

El cofactor de un elemento es igual a su menor multiplicado por (-1)* donde « es la
suma del nimero del renglén mas el nimero de la columna en los que esta el elemento.

2 -1 1
Ejemplo: En detd= |0 -2 4/,
5 3 -3

el cofactor del elemento a,, es: C,, =(-1)"**M,, = (-1)(-20) =20,

el cofactor del elemento a;; es: Cy; = (=17 M, = (+1)(-4) = -4

En general, un determinante puede obtenerse por el método llamado desarrollo por
cofactores respecto a una linea ( renglén o columna ) del determinante. Con este método
el determinante es igual a la suma de los productos de cada uno de los elementos de una
linea por su cofactor.

Ejemplo: El desarrollo por cofactores respecto a la primera columna de det4 resulta:



detd = a,C; +a,Cy +a,C; =

43 }o{(_ly

3 -3

L2
- 2{(—1) ;

:i-f— 5[(—1)4

= 2(+1)(=6) + 0(=1)(0) + 5(+1)(=2) = —12+0-10= —22.

1}

-2 4

El valor del determinante es unico y puede obtenerse haciendo el desarrollo respecto a
cualesquiera de sus lineas.

Operacion binaria

Operacion binaria definida en un conjunto es una regla que se aplica a una pareja
ordenada de elementos de ese conjunto.

Ejemplo: La operacion « definida en el conjunto 4 es: la suma del cuadrado del primer
elemento mas el triple del segundo elemento.

Con simbolos se expresaasi: Va, b € A, asb=a*+3b.

Propiedades de una operacién binaria: Si V a, b € B, (a X b) € B, * tiene la propiedad
de cerradura, también suele decirse que el conjunto B es cerrado respectoa *.

SiVa, beB, axb =5b%a, *esconmutativa.

* es asociativa si Y a, b,ceB, akx(b*c)= (a*xb)* c.

* tiene elemento idéntico si existe un elemento ec B talque V a €B,
a*e=e*a=a; elidéntico es el mismo para todos los elementos del conjunto.

* tiene elementos inversos si YV a €B, existed € B tal que a * d=e.

* es distributiva sobre otra operacion 4  definida en el mismo conjunto, si
Va, bceB, akx(bAc)=(akxb)A(akc)=(bAc)y*,x a=(bka)A (cka).

Sistema algebraico

Un conjunto en el que estan definidas una o dos operaciones binarias recibe el nombre de
sistema algebraico. Si el conjunto es 4 y la operaciéon @, el sistema se representa con
(4, ©). Si el conjunto es B y las operaciones © y ©, el sistemaes (B, ©, ©).

Estructura algebraica

La estructura de un sistema depende del numero de operaciones y de las propiedades que
ellas tengan en el conjunto.



Grupo es la estructura de un sistema con una sola operacion y tal que tenga las
propiedades de : cerradura, asociatividad , existencia de idéntico y existencia de inversos.
Si ademas, la operacion es conmutativa, el grupo es abeliano o conmutativo.

Campo es la estructura de un sistema de dos operaciones ( B, ©, ©) tal que ( B, ©) tenga
estructura de grupo abeliano con e como idéntico y ademads, la segunda operacion & sea
asociativa, conmutativa, tenga idéntico (llamada la unidad del campo), tenga los inversos
de todos los elementos de B diferentes del elemento e (idéntico respecto a la primera
operacion), y < sea distributiva sobre ©.

A esta estructura también suele llaméarsele cuerpo.

Espacio Vectorial sobre un Campo

Un espacio vectorial es un conjunto V acompafiado de un sistema algebraico (K, +, )
con estructura de campo. El conjunto 1lamado espacio vectorial sobre el campo, debe ser tal
que:

« en él esté definida una operacion + llamada adicion que forme con el conjunto un
sistema algebraico ( V, + ) con estructura de grupo abeliano.

« esté definida un regla ( seudo-operaciéon ) llamada multiplicacion por un escalar,
aplicable a dos elementos: el primero perteneciente al campo K y el segundo al espacio
V, tal que el resultado sea un elemento del espacio V, y que ademas satisfaga las
siguientes condiciones:

Va,BeKyYu,veV
v (a+B)Yu= au+ Pu
v a(u+v)=au+av
v a(Bu)=(af)u

. si 1eslaunidad de K entonces 1v = v

En otras palabras, espacio vectorial es un conjunto en el que se satisfacen diez condiciones:
cinco respecto a la estructura de grupo abeliano con la adicién y las otras cinco que
involucran la multiplicacion por un escalar.

Si el campo es de los numeros reales, suele decirse que se trata de un espacio real; hablar
de un espacio complejo indica que estd definido en el campo de los niimeros complejos.

Vector y escalar

Se llama vector, a todo elemento de un espacio vectorial.
Escalar es todo elemento del campo .

Ejemplo : El conjunto P,. de los polinomios de grado menor o igual a tres, con
coeficientes complejos es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales, y



respecto a las operaciones de adicién y multiplicacién por un escalar usuales en los

polinomios. Por loque, (3 -1 ) x>+ 2 x> -4ix +(1+7) esun vector del
mencionado espacio, y los nlimeros reales, por ejemplo, 5,6, -1 son escalares.

El elemento idéntico respecto a la adicién en todo espacio recibe el nombre de vector
nulo o vector cero.

Isomorfismo entre espacios vectoriales

Isomorfismo entre dos espacios V y W sobre el mismo campo K, es una funcién f cuyo
dominio es V'y cuyo codominio es W: f:V — W. Ademas, f debe ser biyectiva y

£+, ) = £() +, £(¥)

talque V u, v eV y V aekK 4 _
f(au) =a-f(u)

donde +, €8 la adiciéon en V; +, la adicion en W; el punto de la izquierda en la

segunda igualdad, la multiplicacién por un escalar en V. y el punto de la derecha la
multiplicacién por un escalar en W.

Si existe un isomorfismo entre dos espacios, se dice que éstos son isomorfos entre si.

Subespacio

Un subconjunto de un espacio vectorial V sobre un campo, tal que, respecto al mismo
campo y a las mismas adiciéon y multiplicacién por un escalar del espacio, es por si
mismo un espacio, se dice que es un subespacio del espacio V.

En otras palabras, subespacio de V es un subconjunto de V que cumple las diez
condiciones de espacio, respecto a los escalares, la adicion y la multiplicacion por escalar
del espacio V.

Ejemplo: A = { ax® + 3bx + atb a,be C}, subconjuntode P,. , satisface las

diez condiciones de espacio para el campo de los reales , la adicién y multiplicacién por
escalar usuales en los polinomios. Por lo tanto A es un subespacio de P, .

El subconjunto de un espacio que contiene s6lo al vector nulo, es un subespacio que recibe
el nombre de espacio nulo.

Combinacién lineal

Una combinacion lineal de n vectores es una suma de n sumandos, donde cada sumando
estd formado por uno de los vectores multiplicado por un escalar, pero ninguno de los n



vectores esta en mas de un sumando.

Ejemplo : Una combinacién lineal de los vectores

a=x>+2; b=x+5; ¢ =3x>+2x-1 es:

3@ - b +4dc = (3x3+6)+(x=5)+(12x>+8x—4) = 15x*+9x -3
otra combinacién de los mismos vectores es: O0a +7b +0¢ = 7b = -Tx + 35

otramases: -2a +5b = -2x% - 5x + 21

Dependencia lineal

Un vector depende linealmente de otros, si €l puede expresarse como una combinacién
lineal de esos otros.

Como ejemplo, el vector 15x? +9x — 3 del ejemplo anterior, depende linealmente de
los vectores a , by c.

El vector nulo, siempre puede expresarse como combinacion lineal de otros vectores,
yaque : 0=0v,+0v, + - +0v_

Por lo que , el vector nulo siempre es lineaimente dependiente de otros vectores.

Conjunto Linealmente Dependiente

Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si al menos uno de sus elementos
puede expresarse como combinacion lineal de los otros.
Todo conjunto que contiene al vector nulo es linealmente dependiente.

En particular, si el conjunto solo contiene al vector nulo, se considera linealmente
dependiente.

Conjunto Linealmente Independiente

Un conjunto de vectores es /inealmente independiente si ninguno de sus vectores puede
expresarse como combinacion lineal de los otros del conjunto. Es decir, es independiente si
no es dependiente.

En particular, si el conjunto tiene sélo un elemento y €l es un vector diferente del vector
cero o nulo, dicho conjunto se considera linealmente independiente .



Un método para determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o

independiente, consiste en plantear la llamada ecuacion de dependencia lineal del conjunto,
que para el conjunto { v, ,v,,---,v, }es: av,+a,v,+-+a,v, =0 . Sidicha
ecuacion tiene como unica solucion la trivial, es decir «, =a, = --- =a, = 0, entonces el

n

conjunto es linealmente independiente. En caso contrario es dependiente.

Conjunto Generador

Un conjunto G es generador de un espacio V, si G es un subconjunto de V y ademas, todo

elemento de V puede expresarse como una combinacién lineal de los elementos de G.

Ejemplo: El conjunto G={x’+2,-x°, 7} es generador del espacio
T={ax’+b I a,b e R} sobreR, ya que, ademas de que G es un subconjunto de T,
Va,b e R, siempre existen «,,a, y a, € Rtales que:

a (x*+2)+ a, (x*)+ a,(7)=ax’ +b

Para determinar las alfas, se debe resolver el sistema:

a - o I ¢y
2a, +7a,=b ----mmee- (2)
Restando de (2) la ecuacion (1) multiplicada por dos , se obtiene 7a, + 2 @, = b-2a

= a, =%(b—2a-7a3) ;de (1) o = a+ q,

El sistema es compatible, aunque indeterminado, ya que para cada valor realde «, se

obtieneun «, y, porende un q,.

Sin embargo, G no es generador del espacio P, = { ax’ +bx +¢ | a,b,c € R}, puessi

b#0 , no existen alfas tales que a,( x*+2)+ a,(-x*)+ a,(7)=ax’+ bx+c .



Base de un Espacio

Se llama base de un espacio V, a un conjunto de vectores que sea generador de V y
ademas, linealmente independiente.

Ejemplo: Una base del espacio P, = {ax’+bx+c | a,b,c € R}, es el conjunto

{x%, x , 1}.Otrabase del mismo espacioes: {x* +x+1, x+7, -2x*+x -3}

En particular, el espacio nulo no tiene base. Pero, salvo dicho espacio, todos los demas
tienen una infinidad de bases.

Todas las bases de un mismo espacio tienen el mismo nimero de elementos, es decir,
tienen la misma cardinalidad.

Vector de coordenadas

Al conjunto ordenado de escalares que, multiplicados respectivamente por los elementos
de una base B de un espacio W forman una combinacién lineal que es igual a un vector

u € W, se le llama vector de coordenadas de u respecto a la base B, y se expresa como

()g.

Ejemplo: B= {x* +1, -2x, x+3} es una base del espacio

P,={ax’* +bx+c |a, b, ce R}. El vector de coordenadas de p=2x*+7x-7 € P,
respecto a la base B es: G)B = (2, -5, - 3) ya que

2(x? +1)-5(-2x)-3(x +3)=2x? +2+10x -3x-9=2x* +Tx~7=D.

Dimension de un Espacio

La dimension de un espacio V es el numero de elementos ( cardinalidad ) de cualquiera
de sus bases. Se expresa con el simbolo dim V.

Ejemplo: La dimensién del espacio P, de los polinomios de grado menor o igual a dos
con coeficientes reales es tres, lo que se expresacon dimP, = 3.

En particular, la’ dimensioén del espacio nulo ( que no tiene bases ) se considera, por
definicién, igual al numero cero, estoes dim {0 } = 0.



II Transformaciones

Funcion, en matematicas, es una regla (secuencia de acciones) que se aplica a un elemento
de un conjunto llamado dominio de la funcion, con la que se obtiene uno y sélo un
elemento de un conjunto al que se llama codominio de la funcion.

Si a la funcioén la representamos con f, al dominio con A y al codominio con B, lo anterior
se expresa en forma simbolica con :

f: A > B que se lee: fesunafuncién de A en B.

Al elemento de B que se obtiene al aplicar la regla f a un elemento x de A, se llama imagen
de x bajo la funcion f, esta imagen se representa con f(x).

La palabra transformacion, en general significa cambio. Pero, en matematicas una
transformacion es una funcién cuyos dominio y codominio son espacios vectoriales y por
ende sus elementos son vectores. Por esto, se dice que una transformacion es una funcién
entre vectores.

Una transformacion esta perfectamente definida si se conoce de ella su dominio,
codominio y regla de correspondencia.

Ejemplo 1.11
Un ejemplo de transformaciénes T:R?> —> P, ,donde R’ es el espacio real de todas

las parejas de nimeros reales, P, el de los polinomios de grado menor o igual a dos con
coeficientes complejos y la regla de T se define con :

T(a,b)=(a+bi)x*+3aix+(b+2i).
Respecto a esta transformacion, la imagen de una pareja de reales, como (2, -1) , es:
T(2,-1)=Q-i)x*+6ix+(-1+2i)
y lade (0,3)es:T(0,3)=3ix>+3+2i
&
Al conjunto de las iméagenes de todos los elementos del dominio, que siempre es un
subconjunto del codominio, se llama recorrido de la transformacién y se representa con

T (V) si T es el nombre de la transformacién y V el de su dominio, estoes T: V. —> W.

Niicleo de una transformacion es el conjunto de vectores del dominio cuya imagen es el
vector cero del codominio. El nucleo de T se representacon N (T ).

10



Al nucleo, suele llamarsele kernel, que es la palabra nucleo en aleman, y al recorrido
imagen de la transformacion; debido a esto, N (T) también se representa con Ker T y
T(V)con ImT.

En el ejemplo 1.1, el recorrido es el subconjunto de los polinomios de grado menor o igual
a dos con coeficientes complejos, donde el coeficiente del término de primer grado es un
imaginario puro (complejo con parte real nula) y el término independiente es un complejo
cuya parte imaginaria siempre es dos.

El vector cero de los polinomios tiene todos sus coeficientes nulos. En el ejemplo no existe
alguna pareja (a, b ) que tenga por imagen al vector cero del codominio, ya que el término
independiente siempre tiene parte imaginaria dos, por lo que el nicleo es, en este ejemplo,
el conjunto vacio, estoes: N(T)= ¢ .

Ejemplo 2.11

Para la transformacién T, : R’ = P,, donde R’ es el espacio real de las ternas de
numeros reales , P, el espacio real de los polinomios de grado menor ¢ igual a dos con
coeficientes reales, y talque T(a,b,c) = (a+b)x*+(2a+2b)x+b-c,

el recorrido es : T, (R*) = {mx2 +2mx+n |m, n eR}, ya que, en la imagen de la

terna (a, b, c) el coeficiente de x es el doble del de x>.

Por otra parte, debido a que a+b =0 implicaque b=-a, yque b -c=0implica c=b,

elnicleoes: N(T,) = {(a,b,c)|b=—a,c=b,a,b,ceR}= {(a,—a,—a)|aeR}.
102

Ejemplo 3.1I
Para S: M, - R’, donde M, representa el espacio real de las matrices csadradas de

orden dos con elementos reales, R’ el de las ternas de numeros reales, con regla :

S[a z] =(a+b,c—d,a+b+2), el recorridoes:S(M,) = {(x,y,x+2)|x,yeR}
c

y el nicleo N(S) = ¢, yaquesi a+b escero, entonces a+b+2 esdosyninguna
matriz del dominio tiene como imagen al vector cero de R*, que es laterna (0,0,0).

®

11



Ejemplo 4.11
Para H: C* — D, ,donde C* es el espacio real de las parejas de nimeros complejos y
D, el de las matrices diagonales de orden dos , y cuya regla esta definida con :

H(a,b)= ata 0 ~ —|; sialoscomplejosaybd losexpresamos con: m + ni
0 2a-b+2a-b

2m 0
y r+si,respectivamente, la regla de H queda: H (m+ni, rtsi) = ,
0 4m-2r

ya que la suma de un complejo mas su conjugado es igual al doble de la parte real.

s x 0
Elrecorridoes: H(C ™) = {O :|| x,yeR} =D,
y
y elnucleo es: N (H) = {( fi, g )[ f,geR } , que puede expresarse también como:

el b+

N H) = {( ce T de )]c,de a los reales no negativos; j,keZ}.

Debido a que en la regla solo intervienen las partes reales de las parejas de complejos,
resulta que el nicleo esta formado por todas las parejas de imaginarios puros, los cuales en
su expresion exponencial, tienen como exponente de e a un numero impar entre dos
multiplicado por 71i.

©

En los ejemplos presentados, el recorrido y el nucleo pueden obtenerse por simple
observacion, pero en general no es tan directa esta obtencidn. Posteriormente se veran otros
ejemplos y los procedimientos convenientes para la determinacidon del micleo y el
recorrido de una transformacion.

En las aplicaciones, las transformaciones mas frecuentes son las llamadas transformaciones
lineales.

| T(u+y =T(u)+T(v
Una transformacion T:V — W es lineal si: (usv) - (u )_ (v)
T(au) =a T(u)
au esel producto del vector u por un escalar en el espacio V, por lo que « pertenece

al campode V; a T( H) es el producto del vector T (E) por un escalar en el espacio W,

por lo que «a debe pertenecer al campo de W. Esto significa que para que se cumpla la
segunda condicidn, el campo sobre el que estad definido el dominio debe ser el mismo
campo sobre el que se define el codominio.
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Una transformacién S : C* — R? ,donde C? es el espacio complejo de las parejas de

nimeros complejos y R? es el espacio real de las parejas de niimeros reales, no es lineal
independientemente de su regla de correspondencia.

Ejemplo 5.1

Para H : C> — R? ,donde C? es el espacio real de las parejas de numeros

complejos, es necesario conocer su regla de correspondencia para saber si satisface las
condiciones de la definicion de linealidad.

Asi,si H(a+bi, c+di) = (a-b+2c, c+d)

V u=(a+bi,c+di), v=(e+fi, g+hi) e C’

u+tvy

((ate)+(b+f)i, (c+g)+(d+h)i) conloque
H(u+v) = ((a+te)-(b+f)+2(c+g), (c+g)+(d+h)),porotro lado,
H(u)+H(v) = (a=b+2c,c+d) + (e-f+2g, g+h) =

= ((a+e)—(b+f)+2(c+g), (c+g)+(d+h)) = H(u +v)
Ademss, @ (u) = (a(a+bi), a(c+di)) = (aa+ abi ,ac+ adi)

H(a';)= (ada-ab+2ac, ac+tad) = a(a-b+2c,ct+d) = aH(;),

con lo que concluimos que H es una transformacién lineal.

©

Ejemplo 6.11
Para G:C> — R? ,donde C? es el espacio real de las parejas de complejos y R? el de

las parejas de reales, tal que

G(a+bi, c+di) = (a+c,b+d?), si u=(a+bi,c+di)y v=(e+fi,g+hi)

se tiene que: ;+;=(a+e+(b+ﬂi ,ctg+(d+h))
G(u+v)=(atetc+g, b+H+(d+h)?)

Por otra parte, G (x)+G (v)= (a+c, b+d?) + (e+g, f+h?)

13



=(atc+te+g, b+f+d*+h?)

G( u +;)n0esigua1a G (;)+G(;),debidoaque (d+h)? # d*+h? ;yaque
(d+h)*= d*+2dh+h?, porlotanto G no es lineal.

&

Ejemplo 7.1
En la transformacién Q : R’> — P, donde P, es el espacio real de los polinomios de

grado menor o igual ados, y Q(a,b,c) = ax’ + bex - a ;
si u = (a,b,c); v = (d,e,f), entonces Uty = (a+d,b+e, c+f)

Q(u+v) =Q (a+d, b+e, c+f)
= (a+d)x’+ (b+e)c+f)x - (a+d)

= (a+d)x’ + (bc+bf+ec+ef)x - (a+d)
Q(u)+Q(v)= ax’+bcx—a+dx’+efx—d =
=(a+d)x*> +(bc+ef)x—(a+d)

Debido a que, bc +bf +ec + ef es diferente de be + ef, coeficientes de x en Q ( U+ v )

yen Q (;) +Q (;), respectivamente, Q ( u+v )# Q (;) +Q (;) y la transformacién
Q no es lineal..
©

De manera intuitiva, podemos decir que la regla correspondiente a una transformacién
lineal s6lo puede incluir combinaciones lineales de los elementos libres contenidos en el
elemento genérico del dominio.

En la transformacién lineal del ejemplo 5.1I, H: C* — R?, donde

Cr={( atbi, c+di) l a,b,c,d € R} ycuyareglaes H(at+bi,ctdi) = (a-bt2c,ctd),
tanto el primer elemento de la imagen: a-b+2c, como el segundo: c+d, son combinaciones
lineales de los elementos a, b, c y d.

Sin embargo, en la transformacién de 6.II, G : C* — R? que no es lineal, el segundo
elemento de la imagen: b + d?, no es una combinacién lineal de a, b, ¢ y d debido al
exponente dos en d.

En 701, Q: R> - P,, que tampoco es lineal, la imagen dada por la regla tiene en el

coeficiente de x al producto de las segunda y tercera componentes de la tema (a,b,c)
que no es una combinacién lineal de esas componentes.

14



Ejemplo 8.1
Puede verse que en una transformacién F:R? — P, donde

F(a,b)=(a+2)x*+(2a+b)x b, el coeficiente de x2: a+ 2, no es combinacién lineal
de ay de b, por lo que la transformacién no es lineal.

®
Ejemplo 9.11
En K:C?— M,, entre los espacios complejos C*= { (z ,w) | z,w € C } yel de
o 0 +
matrices diagonales M ,,, = “ |a,beC , talque K (z,w)= 2z+w 0 ,
0 b 0 z-3w

puede verse que es lineal ya que, ademas de que tanto dominio como codominio estan
definidos sobre el mismo campo (el de los complejos), los elementos de la imagen:

2z+w , z—3w Yy los dos nulos, son combinaciones lineales de z y w.

©

Si u , v son dos vectores del nicleo de una transformacién lineal T de V en W,
T (%)= 0w, T (v)= O y, por la linealidad de T,
T(u) +T(v) = T(u+v) = Op+ O = Ow; es decir, u+ve N (T ). También por la

linealidad T ( au )=aT (;) = a0y = O, o sea, aue N (T) con lo que se ha
demostrado que el micleo no sélo es un subconjunto del dominio, sino que es un subespacio
de él. De manera semejante puede demostrarse que el recorridc es un subespacio del
codominio. Asi, podemos hablar de dimension, tanto del recorrido, como del nicleo; a estas
dimensiones suele darseles nombre: a la del nicleo se llama nulidad de la transformacién y
a la del recorrido rango de la transformacion. Ademas, puede demostrarse’ que la

dimensién del dominio es igual a la suma de la del nicleo mas la del recorrido. Esto es:

SiT:V — W es lineal, entonces dimV=dimN(T)+dimT( V)
=nulidad de T + rango de T

: Algebra Lineal de Claudio Pita Ruiz, McGraw Hili, 1991 pp. 295 y 296
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Toda base de un espacio es un conjunto generador por lo que, todo elemento del espacio
puede .expresarse como una combinacién lineal de los elementos de una base. Asi, todo
elemento del dominio de una transformacién lineal puede expresarse como combinacién
lineal de los elementos de una base del dominio. Debido a las condiciones de linealidad, la
imagen de ese cualquier elemento es la misma combinacion lineal, pero de las imdgenes de
los elementos de esa base. Con esto, un generador del recorrido de una transformacién

lineal es el conjunto de las imagenes de los elementos de una base del dominio.

La conclusion anterior puede expresarse en forma simbdlica:

{ b,b,,..,b

2
conjunto G={T(b,),T(b,), ...,T(b,)} es generadorde T (V).

I

si T:V > W eslinecal y B } es una base de V, entonces el

Con esto, para obtener T ( V) basta con obtener el conjunto L (G) generado por G.

Para determinar el nucleo de una transformacion lineal, se resuelve el sistema homogéneo
que resulta de igualar a cero cada elemento de la imagen en la regla de correspondencia.

Ejemplo 10.1I

B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} esunabasede R*, dominio de la transformacién
lineal T:R*® — P, talque, T(a,b,c)=(a~2b)x’+(b+c)x + (a+ 2c).

Las imagenes de los elementos de B son:

T1,0,0)= x*+1, T(@O,1,0) =-2x’+x, T(@©0,0,1) = x+2,

asi el conjunto G= {x*+1,-2x*+x,x+2} esun generador de T (R’), o lo que es lo

mismo, el conjunto generado por G es el recorrido T (R*): L(G)=T (R?).

Para obtener el espacio generado por G planteamos la ecuacion

a X+ D+ B (2x3+x)+ y x+2)=ax?+bX +C e, (e)
a-2 =a
que es equivalente al sistema p+y =b ; con él, determinamos la relacion que

a +2y=c
debe existir entre a, b, ¢ para que sea compatible, es decir, para que existan o , Sy ¥
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-2 0]a 1 -2 0} a 1 -2 0 a
0O 1 16|~ 10 1 1 b ~ |10 1 1 b
1 0 2]|c¢ 0 2 2ic¢c-a 0 0 Olc—a-2b

Para que existan los valores de @ , f , ¥ que satisfagan la ecuacion (e) es necesario que
c-a-2b=0,estoes, c=a+2b,porlotanto T (R*)={ax’+bx+a+2b| a,be R}

Otra forma de determinar L(G) es usando el isomorfismo f tal que aplicado a un elemento
de P, se obtiene el vector de coordenadas (terna de reales) respecto a la base {x?, x, 1};
fx*+1) =(1,0,1)

(-2,1,0)
0,1,2)

para los elementos del conjunto G se tiene: { f(-2x* + x)
f (x+2)

Ahora, formamos una matriz A cuyos renglones son las ternas obtenidas y determinamos

el espacio renglon de la matriz A, el cual es isomorfo de L(G) y, por ende de T (R?).

1 01 1 01
A=|-2 1 0|~ |0 1 2| . Esta formacanonica escalonada de la matriz A nos
0 1 2 0 00

permite conocer la forma del espacio L(A,) como una combinacién de los renglones
primero y segundo, conloque L(A,)={(a,b,a+2b )| a,b e R }. Para conocer el
recorrido T (R?), al elemento genérico de L(A ) le aplicamos el isomorfismo inverso de f
yllegamosa T (R’)={ax> +bx+a+2b| a,b € R}; ladimensiénde T (R*) es dos.

El nicleo se determina resolviendo el sistema b+ ¢c=0 ...... 2)

De la ecuacién (1) a=2b,ydela (2) c=-b que satisfacen también a la ecuacion (3) por
lo que el micleoes N(T)={(a,b,c) | a=2b,c=-b, be R }que puede expresarse en
diferentes formas : { (2b, b, -b) | beR}={(2c,-c,c) | c € R}, obienen la forma :

a
2
dimR’ =dimN(T)+dimT®R*)=1+2

N(T)={(a, ,/-1%)| a€R};dimN(T)=1;dimR’® =3y se cumple:
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Ejemplo 11.1I

Para la transformacion lineal H: C? — R? entre los espacios reales C* y R*, cuya
regla de correspondenciaes: H(a+bi,c+di)=(a-b+2c,2b+c+d,2a+5c+d),
una base del dominio C* es: {(1,0),(i,0),(0,1),(0,i)} vy lasimagenes de los

H(1,0)=(1,0,2)
: H(@,0)=(-1,2,0) ) ,
elementos de ella resultan : . Asi, un conjunto generador del
H(0,1)=(2,1,5)

H(0,1)=(0,1,1)

recorrido H (C*)es: G={(1,0,2),(-1,2,0,2,1,5,(0,1,1)}, cuyos
elementos los colocamos como renglones de una matriz A, la que llevamos a su forma
candnica escalonada, esto es :

1 0 2 1 0 2 1 0 2

A= B I A I N ,yaque L(A )=L(G)=H(C?), queda
2 15 011 0 0 0 ’ ’
0 1 1 0 0O 0 0 0

H(C?)={(a,b,2a+b)| a,beR} y dimH(C?)=2

a-b+2c =0
Para obtener el nicleo N (H) resolvemos el sistema 2b+ ¢+d=0 en forma
28 +5¢+d=0

matricial:
1 -1 20 1 -1 20 1 -1 2 0
0 2 1 1| ~1]0 2 1 1 ~ |0 2 1 1| del primer renglén tenemos
2 0 51 0 2 11 0 0 0O

a-b+2c=0 = b=a+2c;delsegundorengléon 2b+c+d=0 = d=-2b-c=-2a-5¢c

con lo que el micleoes: N(H)={(a+(a+2c)i,c+(-2a-5¢c)i) | a,ceR}y
dim N(H) = 2. La dimension del dominio, espacio real de las parejas de complejos es cuatro

y podemos comprobar que: dim C*> =dim N (H) + dim H(C?).
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Ejemplo 12.11

m n
St G: M,. = P, eslatransformacion lineal donde M, ={|: :llm,n,r,s eC} ;
ro s
P,.={ax’+bx+c¢ | a,b,c € C} ;ylaregla de correspondencia de G esta dada por :

G [m n] =(2m—n+s)x2 +(Bm-n+r)x+(-n-2r+3s)
r s

Para la determinacion del recorrido G ( M, ) consideramos la base natural Bde M, ,

1 0J(0 1|10 O}j(0 O .
B= , , , , obtenemos la imagen de cada elemento :
0 0f(0 Of1 O]|0 1

1 0 s 0 1 ) 0 0 0 0 s
G =2x“+3x; G =x°-x-1;G =x-2,G =x“+3
0 0 0 0 1 0 01

Si usamos el isomorfismo f:P,. — C’ tal que f (;) = (;) » » vector de coordenadas

de ; respecto a la base D, donde D es la base natural de P,.: D= {x*,x,1};alos

vectores isomorfos de las imagenes anteriores los consideramos renglones de la matriz Ay
de ella determinamos su espacio renglon, éste.es isomorfo del recorrido de G.

2 3 0 1 0 3 1 0 3
-1 -1 -1 0 3 -6 01 =2
A= ~ ~ . el espacio renglon de A es
0 1 =2 0 -1 2 00 O
1 0 3 0o 1 -2 00 O

L(A,)={(a,b,3a-2b)| a,beC} = GM,)={ax’+bx+3a-2b| a,beC}

2m-n +s=0
Para la obtencion del nucleo, resolvemos el sistema Jm-n+r =0 , el cual
-n-2r+3s=0

expresado matricialmente queda
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2 -1 0 1 1 -+ 0 < 1 -4+ 0 %

3 -1 1 0 ~ {0 & 1 -3 ~ 0 1 2 -3 de la ecuacion

0 -1 -2 3 o 1 2 - 0 0 0 O
representada por el primer renglén: +s=-m+ in, osea s=-2m+n; del segundo
renglon 2r=-n+3s,dedonde r=-in+ 2s=-3m+n .. el nicleoes:

m n . .
N(G)= | m,neC; ; expresado en términos de las variablesry s
-3m+n -2m+n

-2r+3s

-T+s
elnicleoes: N(G) = {|:
r S

]| r,seC}; dim N(G) =2 .
Aqui también puede comprobarse que: dimM,. =4=dim N (G) +dim G (M ,.)=2+2.

&
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IIT Representacion matricial de una transformacion lineal

Si una transformacién T :V — W es lineal existe una matriz, a la que se llama asociada a
la transformacion, tal que, si se posmultiplica por el vector de coordenadas respecto a la
base natural de V, de un elemento de V, el producto que se obtiene es el vector de

coordenadas de la imagen del elemento de V bajo T, respecto a la base natural de W.

Podemos representar con simbolos lo anterior, expresando a la matriz asociada a T con
M (T), a las bases naturalesde V.y W con A y B, respectivamente. Asi tenemos :

Vvev: MM[v],=[TM],,

donde [ v ], es el vector de coordenadas de v respectoalabase A, y [T (;) ] esel

vector de coordenadas de la imagen de v bajo T respecto a la base B.
Ya que el vector [ v ], es una eneada de escalares (si dim V =n ), puede considerarse
como una matriz columna cuyo nimero de renglones es igual a la dimensién del dominio,

es decir, como una matriz de orden nxl. De manera semejante [ T (v) ], puede

considerarse como una matriz de orden mx1 donde m es la dimensién del codominio W,
de aqui que, la matriz asociada a T debe ser de orden mxn.

Ejemplo 1.1II
Para la transformacién lineal H: C> - R?*,conH(a+bi,c+di)=(a-b+2c , c+d)
la dimensi6n del dominio, espacio real C?, es cuatro y la del codominio es dos, asi M (H),

1 -1 2 0

deorden 2x4,es M(H)=
0 0 1 1

:I . La base natural de C? sobre R es

A={(1,0),(1,0),(0,1),(0,1)};el vector de coordenadas de (a+ bi, ¢ + di) respecto

ala base A es

c+d

1 -1 2 0 a-b+2c
, con lo que
0 0 11

] que es el vector de

QL o o 9
L o o8

coordenadas de la imagen, respecto a la base natural de R*>, B={(1,0),(0, 1) }.

&
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Ejemplo 2.111

Para S: C? - P,. donde dominio y codominio son espacios complejos, y la regla de S
es: S(z,w)=izx’+((1-i)z+4w)x+(3z-2iw). La matriz M (S) asociada a la

i 0
transformacioén lineal Sresulta M (S)=[1-i 4
3 -2

&

Si las bases A = { ;1, ;2 ,---,;,, ty B={ l—)l ,Bz y o ,l;,,,},no son las bases naturales del

dominio y codominio respectivamente, sino bases cualesquiera de esos espacios, se tiene

(1] (0] (0]
0
[;l]/F 01; [;2L =10 ; ...; [;,,]A = | | con lo que, al posmultiplicar la matriz
: : 0
0] u 1]

asociada a la transformacion referida a las bases A y B, por [51 ] ., ¢l producto obtenido

(que es [T (ar) ]B ), corresponde a la primera columna de la matriz. De manera semejante,

al posmultiplicar por una matriz columna cuyo tnico elemento diferente de cero es un uno

en el segundo renglén ( esto es [;ZL ) el producto ( que es [T (52)]5 ) corresponde a la

segunda columna de la matriz asociada. Generalizando : la matriz asociada a una

transformacion T referida a las bases A y B del dominio y codominio de T,
respectivamente, que representaremos con M4 (T), tiene por columnas a los vectores de

coordenadas respecto a B, de las imagenes de los elementos de la base A.

Ejemplo 3.11I
a b

La transformacién lineal T:R*® — M,, donde M, = {[ d]| a,b, c,deR} y con
c

2x -y y+3z

regla de correspondencia dada por T (x,y,z)= [ ] tiene como matriz

-2y+z Xx+y+tz
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asociada a M (T) =

—
—_— =W O

[y
—

Pero, si se consideran las bases A= {(1,1,1),(0,1,-1),(-1,0,1)} de R’ ,y

= D OO M MY M e M, ; para ta obtencion de M4 (T), se t
il 1lle alla o e M, ; para la obtenciéon de M ; (T), se tiene

b
que las coordenadas respecto a la base B, de todo elemento [a d:| del espacio M, son

C
10 0 1 -1 1 1 -1 a b

a, p, v, o talesque: o + + +35 = ’
po 7,0 taies que {-1 1} 'B[l 1} 7[0 —1] [—1 o] l:c d]

esta ecuacion equivale al sistema que, en forma matricial puede expresarse como

1 0 -1 1 | a
0 1 1 -11]2%d . .
11 0 | y para obtener su solucion se escalona y se llega a la matriz del
- - c
1 1 -1 0 | d
1 00 0| -a-c+d
. . 01 0 0| 2a+b+c-d
sistema equivalente : con lo que el vector de coordenadas
0 01 0| a+b-d
0 0 01 | 3a+b+c-2d
—-a—-c+d
) a b 2a+b+c-d
del elemento genérico de M, , respecto a la base B, es: =
c dj, a+b-d
3a+b+c-2d

a b

El vector de coordenadas de una matriz respecto a la base B debe expresarse H: dﬂ 3
c

B

. . ., . , a b
sin embargo, por simplificacion de la escritura lo expresaremos aqui con [ d] .
c
B

Por otra parte, la imagen de cada uno de los elementos de la base A es:
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1 4 -1 =2 -2 3
T(1,1,1)=[_1 3];"1‘(0,1,-1)=[_3 0} yT(-1,0,1)=[1 0:|'

Ademas, el vector de coordenadas de cada una de las imagenes anteriores, respecto a B es:

3 4
[1 4] 2 [—1 —2} -7 [—2 3] 0 ,
= ; = ; = . Asique :
-1 34, |2 -3 0], -3 1 0], 1
0 -8 -2
3 4 1
2 -7 0
M; (T)=
(M=, 5
0 -8 -2
&
Ejemplo 4.111

La transformacién lineal K : C* — P, donde P, es el espacio complejo de los

polinomios de grado menor o igual a tres (grado menor que cuatro) con coeficientes

complejos, tiene la siguiente regla de correspondencia:

K@,b,c)=(ia+(@2-i)b-c)x’ +(2a+ic)x> +bx+(l-i)a—b+(3+2i)c

Su matriz asociada es M (K) =
1-i -1 342
SiA={(1,0,0),(-2,i,1),(0,1+i,0) } esbasede C*, B={x’, x*-x, x, x*+1}

es base de P,; para determinar la matriz asociada a K, referida a las bases A y B,

necesitamos las coordenadas del elemento genérico de P, respecto a B, es decir,

1 0 0 0 | m
0 0 1 n
(mx’+nx’+rx +s),, para ello escalonamos la matriz 0 -1 1 0 : y tenemos
- r
0 0 01| s
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O O O
o O = O
o = O O

K(1,0,0)

K(-2,1,1)

-0 O O

| m m
n—s n—s )
: ,conloque (mx’+nx’+mx+s), = N ; ademas,
n+r-—s n+r-—s
| s s

=ix* +2x% + 1

=(-20+2i-1% - DX’ + (4 + x> +ix+(-2+2i—i+3 +2i)

=0x>+ (-4 + Dx 2 +ix + (1 + 3i)

K@©O,1+i,0)=@-i)(1+i)x>+0x*+ (1 +i)x+(1 +i)-1)

=@ +i)x’+0x*+ (1 +i)x+ (-1 -i)

Las coordenadas de estas imagenes respecto a la base B son:

i

[K1,0,0], = [ix* +2x¢* +1-i,= i:
-1
0
[K(2,i,1)], = Jox® +(4+i)x? +ix +(1+3)]5 = —55_21'1
143 |
340
[K(0,1+i,0)]3 = l(3+i)x3+0X2+(1+i)x+(-1-i)]B= l+z‘
2+2i
-1-i]

i 0 3+i
1+i =5-2i 1+

Con lo que la matriz M4 (K) =

1+i =-5-i 242
1-i 143 -1-§



Ejemplo 5.111
La transformacion lineal L entre los espacios complejos de las parejas de complejos C* y
las matrices triangulares superiores de orden dos M, , tiene la siguiente regla de

correspondencia :
iz=2w (14i)z+3iw ) ) )
L(z,w) = ] , Cuya matriz asociada (referida a las bases naturales)
0 2z+(1-2))w
i =2
es: M(L) = |1+i 3i |.Perosilabasede C’es A={(1,1-1),(-2i,1431)} y la
2 1-2

1 0/]]0 11({0 O a b
de M, es la natural B = , , , las coordenadas de
0 0{{0 O]j0 1 0 ¢

(elemento genérico de M ;) respecto alabase B son:(a, b, c); ademas,

L(a1)=L(1, 1-)= [—2+3i 4+4i] y L(a:)=L(2i, 1+3i)= [—6i —7+i],con
0 1-3i 0 7-3
-2+3i -6
lo que resulta M5 (L)=| 4+4i —7+i| . Con esta matriz es posible obtener la imagen
1-3i  7-3i
- , - 2i
de un vector v cuyas coordenadas respectoa A son2i y (-2 +1), esto es [v ]A= I:_2+i]
-2+3 -6 , 8i
Miw) [v]= | 4vai -7+ [ ;'H_]= s—i | =[L(v)], e
1-3i  7-3i -5+15i

- - - - 8  5-—i -
L(v)=8i b1 +(5-0) b2 +(-5+151) b3 = I:Ol 5 ;5] . Para obtener el vector v, se
—5+15i

multiplican sus coordenadas por los correspondientes elementos de la base A, esto es

v =2i a1 +(2+) a2 = (21, 2i+2) + (4i+2 , -5-51) = (2+6i , -3-3i)

L@ssi, 3= |0 2
@*61, 33071y sy
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A una matriz asociada a una transformacidn lineal, suele llamarsele representacion
matricial de la transformacion. También suele decirse la transformacion representada por
tal matriz.

A cada pareja de bases (una del dominio y otra del codominio), corresponde una
representacién matricial. Asi, puede obtenerse una infinidad de representaciones matriciales
de una transformacidn lineal. Ademas, conocida una de esas representaciones y las bases de
referencia, es posible conocer la regla de la transformacién.

Ejemplo 6.1I1
La representacion matricial M / (F) de una transformacién lineal F : R> - P, donde

A={(1,-1),(2,1)} esunabasedeR* yB= { x*,x+1,-2} esunabasede P,, es

I 1 1
M4 (F)=|2 -1};en ésta, la columna |2 | es el vector de coordenadas, respecto a la base
0 3 0

1
B, de la imagen del vector F,= (1,-1), es decir [F(1,-1)] , = | 2, asi que:
0

F(1,-1) = 1(x?) + 2(x+1) + 0 (-2) = x> +2x+2; de manera semejante

F(2, 1) =1(x?) - 1(x+1) + 3(-2) = x> -x-7.

Por otro lado, todo elemento (a, b) de R? puede expresarse como o (1,-1) + B(2, 1), esto

a=a+2 +b -2b
es: (a,b)=(a+2 B, -a+f), es decir b=—a+z ; por lo que ,B=i§— ya:a 3
Ademas, por la linealidad de F,
- -2 +b
Fa,b) = 222251, -1y + 2225, 1) = & : b (x*+2x42) + —— (& xT)=

a-2b a+b), (2a-4b a+b) [2a—4b 7a+7b)
= + X+ - X + -
3 3 3 3 3 3

con lo que la regla que define a F es:

2a-b , a-5b —-5a-11b
X+
3 3 3

27



Ejemplo 7.1I1
De la transformacién lineal J: C* — M,,, una de sus representaciones matriciales es :
1-i 4+2i

. "1, donde B={(1+i, i), (-1, 2+1)} es base de C*
2+4i 2-i

Mp(J) = [

1 0} {1 0
y D= ! , | } esbasede M,,. La primer columnade M} (J) es el
0 11{0 -1+

vector de coordenadas respecto a D de la imagen de (1+i, -1) bajo la transformacion J, por

0 1 0 3+5i 0
lo tanto, la imagen es: J (1+1, -1) = (1-1) [(l) 1] + (2+41) [0 :I - [ [ ] .

—l+i 0 -5-3
De manera semejante J(l_) )=T (-1, 2+) = (4+2i) i 0 +(2-) 1 0 3i 0
€ mane = ) 1) = 1 -1 =
J 2 0 1 0 —1+i 0 3+5i

Si a y B son las coordenadas de (z, w) respecto a B, es decir, (z,w)= « (El) + p (52)
entonces, por linealidad, J (z, w)=«a ] (51) +p1] (Ez)
Para conocer la regla que define a J, es necesario expresar a & y f en términos de z y de w

z=(1+D)a-f ------ (1)

estoes, (z, W)= a(l+i,-)+ f(-1,2%) = {w=-ia+(2+i)ﬁ ----- )

de(l) p=(t)a -z ----- (3), sustituyendo en (2) w=-iax + 2+H)[ (1+)a - z], de

2+1)z+w 4 3, 1 2, .
——— = (= - =1)z+ (= - —1) W, sustituyendo en (3) liegamos
1+2i (539275 -5Y Y (3) lleg

donderesulta a =

a: ﬁ=(§ +§i)z+(% -—;—i)w ,conloquelareglaqueda : J(z,w)=
3+5i 0 3i 0
=[(5-3i>z+(1-3i)w][ . ]+[(§+§i)z+(§-§i>wl[’ ]

5 5 5 5 0 -=5-3i 0 3+5i

Iz Wyl (24+17)z + (16 +8)w 0
W) 0 (=28 +160)z+(3+19)w
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IV Algebra de transformaciones

Dos transformaciones S y T, son iguales si para todo elemento del dominio, la imagen de
ese elemento, bajo la transformacion S, es la misma que la imagen bajo la transformacioén
T. Esto implica que el dominio y el codominio de ambas sean respectivani\ente iguales.
Simboélicamente puede expresarse esta igualdad de la manera siguiente:

Para S:A—>B y T:C—->D

S=Tsi: A=C; B=Dy VveA SO=T(O).

Ejemplo 1.IV
SiS:R* > R’y T:R*>- P,, S=# T independientemente de la regla que defina a

cada transformacién, debido a que R * (codominio de S) es difcrente de P, (codominio
de T).

®

Ejemplo 2.IV

SiH:P, > R?, estadefinidaconlaregla H(ax? + bx +c) = (a-2b+c-a, 2a+b-b)
y G:P, > R’ talque, G (ax’ + bx +c¢) = (2a + c - 2(a+b), 2(a+b) - 2b)

H =G, ya que, ademas de tener dominio y codominio respectivamente iguales,

vV ax’ + bx + c, suimagen bajo H es la misma pareja de reales que su imagen bajo G.

Asi, H2x*-x+3)=(54) y GR2x*-x+3)= (5 4).

©

También es posible sumar dos transformaciones siempre y cuando su dominio y codominio
sean respectivamente iguales. Asi, si S y T son transformaciones cuyo dominio es V y

cuyo codominio es W, se define la transformacion suma (S+T): V — W tal que
- - -, . . . - .
V v € V, laimagende v bajo (S + T) es igual a la suma de la imagen de v bajo S

mas la imagen de v bajo T, estoes (S+T) (\_1) =S (;) +T (;); esta igualdad relaciona
elementos de W que, por ser vectores, pueden sumarse.

Ademas, se define la transformacién producto de un escalar @ por una transformacién S,

como (a¢S): V. —»> Wtalque Va ek, V v eV, (aS)(;)=aS(;).
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Tanto la suma de dos transformaciones lineales como el producto de una por un escalar, son
transformaciones también lineales.

Con lo anterior puede demostrarse” que el conjunto de todas las transformaciones lineales
con dominio V y codominio W, es un espacio vectorial sobre el campo de Vy W.

El espacio anterior, que representaremos con L (V, W), es isomorfo del de las matrices de
ordenmxn, si dmV=n y dim W =m. Con esto, la matriz asociada a S + T referida a
las bases A de V y B de W es igual a la suma de las matrices asociadas,

respectivamente,a S y a T, referidas a las mismas bases, es decir

MAS+T) = MAS)+ M} (T)  y también M7 (aS)=a ML(S)

Otra operacion que se efectia entre funciones y, por ende, entre transformaciones, es la
composicion ( que en el caso de funciones, se conoce también como funcion de funcion ).

La composicion de S y T (en ese orden) se denota con So7 y se define como la
transformacién S aplicada a la imagen de un elemento del dominio de T bajo esta
transformacion. Esto implica que no siempre puede efectuarse; se requiere que la primera
transformacion tenga por dominio el codominio de la segunda, asi, siT: V = W ;S

debe tener a W por dominio, o sea, S : W — U, donde U no tiene restricciéon. Resulta

entonces que (SoT):V — U vyestalque V v eV, (SoT)(v)=S [T(;)].

Ejemplo 3.IV
Para]: R? = P, tal que J(a, b) = 2ax*+ (atb)x - b, ypara K:R’—> R’ tal que

K(m, n, 1) = (r, m+n), JoK: R*— P, ysuregla es tal que, K aplicada a la terna (m, n, r)
resulta la pareja (r, m+n) y al aplicarle a esta pareja la regla de J se obtiene el polinomio:
2rx2+ (r + m + n)x — (m + n), asi para la terna (3, -2, 4) la imagen bajo K es (4, 1) y la
imagen de esta pareja bajo J es el polinomio 8x%+ 5x =1, que es la imagen de la

terna (3, -2, 4) bajo la transformacion (J o K).
©

* Apuntes de Algebra Lineal de Solar-Speziale, Limusa, pag 725.
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Si S y T son lineales, la transformacion So7 también es lineal y puede obtenerse una

matriz que la represente, que esté referida a una base A de V y a una base B de U,

MJ(SoT). Si C es una base de W, entonces M /(T) es una matriz que representa a T

(asociada a T) referida a las bases A y C; ademas M (S) representa a S y esta referida a

las bases C de W y B de U.

De manera informal puede decirse que la composicion de transformaciones bajo el

isomorfismo es equivalente a la multiplicacién de matrices asociadas, es decir:

MA(SeT) = MS(S) MAT)

Ejemplo 4.IV

2 1
Lamatriz |3 -1 | esta asociada a la transformacién D: R*? - P, tal que
1 -2
D(a,b) = (2a+b)x> + (3a-b)x +(a-2b).

1 -1 3
Lamatriz |0 1 -3 | estdasociada a la transformacion F: P, — M tal que
1 0 2

s m—n+3r n-3r
F(mx® +nx +r) =

0 m+2r

Por lo tanto, la matriz asociada a la transformacién FoD:R*> = M es

1 -1 372 1 2 -4
M(FoD)=ME)MD)= {0 1 -3[|3 -1|=|0 5
1o 211 -2; |4 -3

2a-4b 5b }

con lo que la regla que definea Fo D es: (FoD)ab)= { 0 4o —3b

12
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Ejemplo 5.1V

a+b b+c

La transformacién H: R* — M, tal que H(a, b, c) = [ } tiene como matriz

a+c a-2c

asociada referida a la base A = { (1,2,0), (1,0,0), (0,-1,1) } deR’ yalabase

1 2((0 1{{0 0j{0 O _
B= , , , de M, ; la que tiene por columnas, los vectores de
0 —-1/(0 Oofft 1[|0 1

coordenadas respecto a B, de las imagenes de los elementos de la base A.

a
Debido a que Vme M, ; (m),= p tal que m = ab, + Bb: + ybs + 5ba ; resulta:
/4
)
d 3
d e -2d+e 3 2 -4
= con esto: [H(1,2,0)]H = =
&l f 11, |1
d-f+g 3
1
0 -2
[H1,00)], = { } =
5 1
1
-1
ro-tnlL=|"" 2| =2
UL —2) 1
~4
3 1 -1
) 4 -2 2
y My(H)=
1 1
3 1 -4

De manera semejante, puede obtenerse que paraJ: R — R’ tal que

J(a, b) = (atb, 3a, -2b), la matriz asociada referida a las bases D = { a,n, (— 1, 2)} deR?
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[SY IS

e rof—

y AdeR’es: M2(J)=

2
2

—2 -4

La matriz asociadaa H oJ:R? — M, referida alas bases D de R’ yBde M, es:

31 -1, , 5 -2
R ) R -4 -2 2 ) -9 -3
MP(HoJ)y=M}H)M?2(J)= | S
-2 -4
3 1 -4 11 10

A
Por otra parte, V(x,y) € R?; (x,5), :[ :l tal que (x,y) = A(L1) + 7(-1,2)
T

5 =2 2x+y 4x+y

7= - -9 -3 -5x-4
A-r=x = r:y i ; ﬂ:2x+y ; ? 3 = S , €ste es el

A+2rt=y 3 3 0 -3 y—-x xX—y

11 10 3 4x+7y

vector de coordenadas, respecto a la base B, de la imagen de (x,y) bajo la transformacién
H o J, por lo que:

HoJ)(x,y)=(4 )12 5401+(—00+(4+7)OO
(HeJ)xy)=x+y)) o0 |#E3x=d) o i+ oy [HE+T)

y laregla que definea HoJ es: (HoJ)(x,y) = {
x—-y x+5y

4x+y 3x—2y}

&

Otra operacion que puede realizarse en una transformacion T: V. — W es la que deshace el
efecto de la transformacion, lo que equivale a obtener el elemento del dominio cuya imagen
es conocida, o sea, aplicar a la imagen (que pertenece al codominio de la transformacién T
original) una transformacién T ', llamada inversa de T (que tiene a W por dominio y a V
como codominio). Para que esto sea posible es necesario que la imagen a la que se le aplica

la inversa sea imagen de un solo elemento del dominio.
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Ejemplo 6.1V
SiT: R* > R* estal que T (a, b, ¢) = (2a+b, a) , la pareja (4, 1) es imagen de una terna

donde el primer elemento es 1 y el segundo 2, pero el tercer elemento puede tener cualquier
valor por lo que, no existe una transformacion (funcioén entre vectores) que aplicada al
vector (4, 1) € R?, dé como imagen un solo vector de R*. En general si la imagen de una
terna bajo T es la pareja (m, n), la terna tiene a n como primer elemento, a (m-2n) como
segundo; pero, el tercero puede ser cualquier numero real. Por lo tanto, T : R* - R? tal

que T (a, b, ¢) = (2atb, a) no tiene inversa.

%

Con lo anterior, podemos decir que si la transformacién no es uno a uno no tiene inversa.
Asi, para que una transformacion lineal tenga inversa, es necesario que su nucleo tenga sélo
un elemento; pero, ya que en toda transformacion lineal el nicleo es un subespacio del
dominio, contiene al vector cero y para que exista la inversa, el micleo debe ser el espacio
nulo del dominio. Esto es, para que T: V— W tenga inversa es necesario que: N(T) = {ﬁy}.
Ademas, el recorrido de T debe ser todo el codominio (T suprayectiva) para que sea
factible que la inversa T™' lo tenga como dominio. Con esto resulta que la dimension de V
debe ser igual a la dimensién de W.

Resumiendo, si T: V — W es tal que: N(T) = {ﬁy} y dim V = dim W, entonces existe T™".
Una transformacion que satisface las condiciones anteriores, tiene como representacion
matricial una matriz cuadrada no singular (independientemente de las bases a las que esté

referida dicha matriz asociada).

Ejemplo 7.1V
2a+b

L ion li ‘R*> M, tal H(a,b)=|" tiene como
a transformacion lineal H: R* - M, tal que H(a, b) [_0 5a+3b:l

2 1 : : 3 -1
matriz asociada M(H) = [5 3:1 que es cuadrada no singular cuya inversa es { s 2 ] y

por lo tanto la transformacién inversaes H™': M, - R? tal que

0
H [m } = (3m-n, -5m+2n).
0 n
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Pueden plantearse ecuaciones de transformaciones en las que intervengan las cuatro
operaciones estudiadas (adicion, multiplicacion por un escalar, composicion e inversion de

transformaciones).

Ejemplo 8.1V

SiT, SyY son transformaciones lineales donde
T:R®> > P, talqueT (a, b)=2ax’+ (atb)x + (a+3b) ;

S:P, > R’ talque S(mx’+nx+r)=(n-r.,mn) y Y=3S+(SoT )oY crivievnne... (1)

Se desea conocer: dominio, codominio y regla que define a la transformacién Y, que

satisfaga a la ecuacidn (1).

Por simplificacion de la escritura, en este ejemplo, llamaremos a la matriz asociada con el
mismo nombre que la transformacion a la que representa, pero con un indice M, es decir, a

M(Y) larepresentaremoscon Y ,,, aM(S)conS ,, yaM(T)conT |, .

M
Asi, la ecuacion (1) entre transformaciones se puede expresar como la ecuacién matricial:
Y, =3S, S, Ty Y, o (2)

que resulta de aplicar el isomorfismo entre transformaciones lineales y sus respectivas

2 0
0 1 -1
matrices asocladas; donde S,, = L - } ;o T,=11 1 ; con lo que, Y,
- 2x3 1 3

3x2
debe ser de orden 2x3.

De (2) despejamos, en caso de ser posible, la matriz Y ,,, a la que en el primer miembro de
(2) la podemos representar como el producto 1Y ,, donde I es la matriz identidad de orden

dos; con esto se tiene:
0 3 -3
IYM - (SMTM)YM :3SM;COH 3S‘U: 3 -3 0

[I_SA\ITM]Y,‘\I::;SM = YAI:[I—S,\ITM]VI:;SM
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, 2 1] [2 -2 L 12 -2
adj[I-S, T, 1= PR e conesto[1-S, T, ] =3

vy 42 =2]0 3 =31 11-6 12 -6] _|-3 3 -3
Yoo41 1}[3 -3 0 43 0 -3 30 -3f

SoT es una transformaciéon de R*en R?; (So7T )oY, para poderse sumar con 3S, debe
tener dominio P, y codominio R*, por lo que Y es una transformacién de P, en R* con

matriz asociada Y ,,, conlo que Y(ax’+bx+c)=(-2a+3b-2¢, 2a-2¢).

®

Ejemplo 9.1V
Para conocer la transformacion lineal X (dominio, codominio y regla que la define) que
satisface la ecuacién entre transformaciones lineales sobre el campo de los complejos:

A+A0B = AoX oo (e)

donde A : C*->P, talque A (a,b)=[(1+i)a+b]x* + ibx + 2a +(1-3i)b
B:C?—> C? talque B(a,b)=[3ia-b, a+(1-i)b]

resulta Ao B:C’—P,.
Utilizando el isomorfismo entre las transformaciones lineales y sus correspondientes
matrices asociadas (que representaremos con el mismo nombre de la transformacién y con

un indice M), obtenemos la ecuacién matricial A,, + A, B,, = A, X, ;

1+ 1
, 3i -1
donde A, =; O i |; B, = .



1+ 1 -243; -2 -1+4 1-2i
A,+A,B, =10 i |+ i 1+i | = i 1+2i
2 1-3; 1+3i -4-4i 3+3i -3-7i

La matriz X ,,, si existe, debe ser de orden 2x2, ya que A, X,, debe ser del mismo orden
que A, yque A, B, . Ademas, A, al no ser cuadrada, es singular (no tiene inversa).
Para obtener los elementos de X ,,, debemos resolver el sistema de seis ecuaciones con
cuatro incognitas (los elementos de X ,, ) que se obtiene de:

1+ 1 -1+4 1-2i
. Xy . .

0 I = i 1+2i
- Z w . .

2 1-3; 3+3i -3-7i

Este sistema de seis ecuaciones esta formado por dos subsistemas de tres ecuaciones con
dos incognitas cada uno (X, z en el primero; y, w en el segundo) que tienen los coeficientes
de las incdgnitas respectivamente iguales.

(A+)x+z = -1 +4i e (D
El primero de estos subsistemas es: 1V RO 2)

2x+(1-31)z = 34+ 31 v 3)
De (2), z=1 y sustituyendo en (1), x = _12+_4l 2 ;61 = 1431

+i

estos valores de z , x satisfacen también la ecuacion (3)
2(1+31) + (1-3i)(1) = 3 + 3i; con lo que el sistema es compatible determinado.

(I+)y+w = 1 -2l e ()
El segundo subsistema es: W = 1420 i (5)
2y+H(1-3D)W = <3 -7 e (6)

1-2i-2+i  (-1=i)(1-i) —1+i" _
1+ 2 2
estos valores de y, w satisfacen también la ecuacion (6)

-1

En €], de (5), w = 2-1 y sustituyendo en (4), y =

2(-1) + (1-3i)(2-1) = -2+2-3-i-6i = -3-7i, y es también compatible determinado.
-1
2-i
transformaciones (la A y la 40 B) tiene respectivamente iguales su dominio y codominio,
con los de los sumandos, por lo que 40X : C*—P,, con lo que la transformaci6n X es de

C? en C?, tal que X(a, b) = [(1+3i)a—b, a+ (2-)b].

1+3i
Con lo que la matriz X, es: { . : } Por otro lado, la suma de dos

©
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V Efectos geométricos de las transformaciones

El espacio R (conjunto de parejas ordenadas de numeros reales) corresponde al conjunto
de vectores geométricos del plano; cada pareja de numeros reales es el vector de posicion
del punto cuyas coordenadas son los niimeros de la pareja. Asi, €l elemento (3,-2) € R” es
el vector geométrico OP (vector de posicion del punto P cuya abscisa es 3 y cuya ordenada
es -2).

De manera semejante, el espacio R* (conjunto de ternas ordenadas de niimeros reales) es el
conjunto de vectores geométricos (segmentos dirigidos) del espacio donde cada terna

representa el vector de posicion del punto cuyas coordenadas cartesianas corresponden,
respectivamente, a los elementos de la terna.

Algunos conjuntos de elementos de estos espacios (R* y R*) representan a un lugar
geométrico (punto, linea, figura, superficie, cuerpo, etc.) y si se aplica una transformacioén
lineal de R’ en R?;de R’ en R’ o de R*en R’ el vector o el conjunto de vectores sufie
un cambio geométrico. Aqui trataremos algunos de esos efectos geométricos que producen
las transformaciones lineales.

Suele llamarse homotecia a una transformacion que agranda o reduce el tamario (médulo o
norma) de cada vector.

Ejemplo 1.V
Al aplicar la homotecia H: R’ - R’ tal que H(x, y) = ({x, 21y), la imagen de cada
vector tiene un modulo que es la mitad del moédulo del vector al que se le aplico H. Esto es

H(6, 8) = (3, 4); el modulo de (3, 4) es |(3, 4)] = ¥3’ +4° = 5 que es la mitad del médulo
de (6, 8): (6, 8)| = v36+ 64 = 10.

Si los vértices de un cuadrado son los puntos
Y* 2 —C A, B, C, D, cuyos vectores de posicion son,
( respectivamente, los vectores de R?: s, 2),
(8, 2), (8, 5y (5,5), sus imagenes bajo H

5 | son, respectivamente, los vectores de posicidn
A 1B de los puntos M, N, R, S, cuyas coordenadas
s T (P se obtienen con: HG,2)=(2, 1)
e HB,2)=(4,1)
X H(8,5)= (4, §
Figural H(, 5) = (% ’.;. .

Como puede apreciarse en la figura 1, estas imagenes corresponden a los vértices de un
cuadrado cuyo lado mide la mitad del lado del cuadrado original.

&

38



En general si la regla de la transformacion es H(x, y) = (kx, ky), se dice que es una
homotecia de orden k; si 0 < k < 1, 1a homotecia reduce el tamafio; si k > 1 el efecto de la

homotecia es agrandar los vectores de posicién de los puntos (vectores de R?) con lo que
se agrandan las figuras que contienen a los puntos.

Ejemplo 2.V

Si a los vértices E(1, 1), F(4, 2), G(2, 4) de un tridngulo (vectores de R?) les aplicamos la
homotecia de orden tres, H;: R> - R? tal que H,(x, y) = (3x, 3y), el tringulo que tiene
por vértices J, K, L (imagenes, respectivamente, bajo H, de E, F, G)

H 1,1)=@3,3); H/&2)=(2,6) y H,(2,4)=(6, 12); tiene, los lados homdlogos a
los del triangulo EFG, de triple tamafio. ’

o

k 0
La matriz asociada a una homotecia de orden k de R*en R? es M(H) = [0 k] .

La homotecia es una composicion de las transformaciones contraccion o expansion

: . . 0 . : :
horizontal cuya matriz asociada es [O 1}, y la contracciéon o expansion vertical cuya

. . 1 0 , k 0fi1 O k 0O
matriz asociada es , asi que = .
0 k 0 1ji0 £ 0 k

Otro de los efectos geométricos en R? ocasionados por una transformacion es la reflexion
sobre ¢l eje X:

1 0
Ry:R* > R” talque R, (x,¥)=(x,-y) cuyamatriz asociada es M(R ) = [0 J'

Esta transformacién cambia al vector (X, y) en su simétrico respecto al eje X.

Ejemplo 3.V
La imagen del vector (3, 2) bajoR , es:

R;(3,2)=@,-2)

v

Si un tridngulo tiene por vértices a (0,0), (3,2)y
(5, 1); su imagen, como puede verse en la figura 2, bajo R
tiene por vértices a (0, 0), (3, -2) y (5, -1).

Figura 2
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La reflexion sobre €l eje Y es R,: R* - R? tal que R,(x, y) = (-x, y),

-1 0
representada por la matriz { 0 J.

La composicién R, o R,: R* — R’ tiene por matriz asociada al producto de

10 0] e MR.a R [P O O] [ 0
or , esto es: ° = = :
o -1/"" 0 1 R0 ~1flo 1] Lo -

asi que la regla correspondiente es: (R, o R, )X, y) = (-x, -y) cuyo efecto
geomeétrico es una reflexion (simetria) respecto al origen.

Las dos composiciones anteriores (homotecia de orden k, y reflexion respecto al
origen) son dos casos particulares en los cuales hay conmutatividad , pero, en
general, la composicidn no es conmutativa, tal como se vio en la seccién anterior
y como se comprobara en proximos ejemplos.

La reflexidn no solo es respecto a los ejes coordenados o al origen, también puede
ser respecto a una recta como la que tiene ecuacién y =Xx u otra cualquiera del
plano. .

La reflexién respecto a y = x se produce con la transformaciéon T : R* — R? tal

0 1
que T(x, y) = (y, x) cuya matriz representativa es: M(T) = [1 O} .

Ejemplo 4.V

Si a los vértices A(4, 2); B(6, 1) y C(7, 4) del triangulo ABC se les aplica la
reflexion R, (x, y) = (-x, y) Yy luego la T(x, y) = (y, x), es decir, aplicamos la

o N 0 17[-1 o] [0 1
o ociada es: = » S€
composicién y Cuya matriz asocia 1 ollo 1 -1 0

y=x obtiene el triangulo DEF (figura 3) donde

<7 D=(T°Ry)(A)=[O 1m=:f

> A T
A

B - — [ — — -

X E—TR(B)—016—1

. = ) -1 0]{1] |-6]

EQF . R)(C)_"o 1777 [ 4]

= Y -1 0)|4] [-7]

Figura 3
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Sin embargo, si se les aplica primero la transformacion T (reflexion respecto a y = x) y
luego R, , es decir, la composicién R, oT cuya matriz es:

-1 0[]0 1 0 -1
|: } [ } = [ 0 }, se obtiene el tridngulo GHI (figura 3), donde

0 1|1 o] |1
G=(R,°T)(A)= 0 4|2
d 1 0]l2] |4

0 -1][6] [-1
H=R,-T)B) = =

0 -1 7 -4
=R, DO=|, | |,|=]

El tridngulo EFD estd en una posicion distinta de la del triangulo GHI (como puede
apreciarse en la figura 3) debido a la no conmutatividad de la composicidn, esto es, ya que
ToR, #R,0T.

o

Si la transformacién es D, : R*> - R? cuya regla es D , (x, y) = (x + ky, y) con matriz
asociada I:O J , produce sobre el vector de R? un efecto de deslizamiento horizontal (en

sentido del eje X).

. . |1 0
De manera semejante, la transformacion representada por la matriz [k J, produce un

deslizamiento vertical (en sentido del eje Y).
En los dos casos anteriores si k > 0, el deslizamiento es en el sentido positivo del eje y si
k <0, en el sentido negativo.

- Ejemplo 5.V

La imagen de (3, 2) bajo la transformacién
D, y) = (x3y,y)es D,(3, 2) =(-3, 2), el
vector (3, 2) se deslizé seis unidades en el
sentido negativo del eje X como puede verse en
la figura 4. Aqui, casualmente la imagen (-3, 2)
coincide con la imagen de (3, 2) respecto a la
reflexionen Y.

Figura 4
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La imagen de (3, 2) bajo D, (x, y) = (X, 2x+y)
es D,(3, 2) = (3, 8); el vector se deslizo seis

unidades en el sentido positivo del eje Y, como
puede verse en la figura 5.

: G,2) Figura s

vé

Si aplicamos la transformacién D, (%, y) = (%, x+y) al
vector (3, 2), resulta D,, (3, 2) = (3, 5). El vector se

desliza aqui tres unidades en sentido positivo del eje
Y, como puede verse en la figura 6.

1
Figura 6

10

Ejemplo 6.V
Si a los vértices de un cuadrado unitario, uno de cuyos vértices es el origen, les aplicamos
D, (x,y) = (x-2y, y), las imagenes de sus vértices resultan:

D, (0,0) = (0, 0) Y“

D, (1,0)=(1,0)

D, (1, 1)=¢1,1) N .
DX(O’ 1) - (-2’ 1) Figura 7 '

Si les aplicamos la transformacion D , (x, y) = (x, 2x+y), las imagenes son:

vﬂ‘
D, (0,0)=(0,0)
D, (1,0)=(1,2)
/ D, (1,1)=(1,3)
/ D, (0,1)= (0, 1)
Figura 8 )

Si les aplicamos la transformacién D, o D , cuya matriz es:

1 o)1 -2 1 -2 )
= se obtiene:
2 110 1 2 -3

42



(DYO DX)(O’ 0)=(090)

(D, D 1.0)= 1 -271 _ 1

yo Dy)(1,0) e :
(D,°D,)(1,1)= (1 -2]1]_[-1 ....... ______________

ye D), 1) e Y
©,°D,)0.1=|] _2--()]_[_2} R

Y X ’ _2 —3__1 -3 s

Como se aprecia en la figura 9.
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Ejemplo 7.V
Apliquemos a la circunferencia con centro en C(3, 2) y radio dos, primero un

deslizamiento vertical D, y después una reflexiéon R, respecto al eje Y, es decir, a los

puntos de la circunferencia les aplicaremos la composicién R, o D, . La reflexion R, esta

-1 0 1 0
representada por la matriz [O J y el deslizamiento D, por { { J; por lo que, la

-1 0|1 O -1 0
composicién R, o D, tiene la representacion matricial [ 0 J [ | J: [ | 1}_

La circunferencia, cuya ecuacién cartesiana es (x-3)> + (y-2)> = 4, contiene a los puntos
D(1,2); E2,2-v3); F(3, 0); G4, 2-4/3); H(5,2); 1(4,2+3); J(3,4) y K(2,2+43).
La imagen de cada uno de estos puntos, respecto a la transformaciéon R, o D, se obtiene

0
posmultiplicando la matriz [ ] por el vector de coordenadas del punto, esto es: la

imagen de D es L, cuyas coordenadas son:

-1 01 -1
L=(RyoDy)(D)=[_ Ju{l}

de manera semejante

M=(R,o D,)E)= {:i ﬂ [2—2‘/5} ) [-—‘/25}

—
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-1 0|3 -3
wewoon- [ P

o200~ ]|, .27

-1 0][s -5]
P':(RYODY)(H):l:_I I:HZZ]:(:"?’

“(R.sD I_'-10 4 1 [ -4
Q= Ry DID=1 2443 T |-2443

L m

-1 0] '3} {—3]
Rz(Ry° Dy)(J)= =

-1 1/|4

— i

I'd

ool i (F

Figura 10

Como puede apreciarse en la figura 10, la circunferencia se transformd, por efecto de la
transformacion lineal R, o D, , en una elipse con centro en la imagen de C, esto es:

-1 0|[3] [-3
®-op0-| 1 ][]
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Analicemos ahora, cudl transformacion lineal debe aplicarsele al vector (x, y) para que el
efecto de esa transformacion sea un giro de un angulo « alrededor del origen.

El vector (x, y) puede expresarse como (X, y) = x(1, 0) + y(0, 1) donde {(1, 0), (0, 1)} es la
base candnicade R .

Si giramos (1, 0) un &ngulo o (figura 11), se obtiene el vector (cosa, sena) vy si
giramos ese mismo angulo a el vector (0, 1) se obtiene el vector (-sena, cosa ). Es
decir: G(1, 0) =(cosa,sena ) y G(0, 1) =(-sena , cosa );

por la linealidad de G, A

G[x(1, 0) + y(0, 1)] = xG(1, 0) + yG(0, 1)

= x(cosa,sena )+ y(-sena,cosa)

con lo que, la regla que define a G es: e "f“‘ “»
. €os 0

G(x, y) = (xcosa -ysena, xsena + ycosa ) y su matriz

asociada (1lamada matriz de rotacion) es: Figura 11

M(G) = [

cosa — sena:l

sena cosa

Ejemplo 8.V
Si los vértices del triangulo DEF en el plano XY tienen las coordenadas (3, 1), (4,3)y
(2, 2), al girar, cada uno de los vectores de posicién, 60° alrededor del origen (vector nulo

de R?) se llega a los vértices JKL del tridngulo girado como se observa en la figura 12,
donde las coordenadas de estos vértices son, respectivamente, las imagenes de D, E, F bajo

[L L3 af 0.634
la transformacidn G, esto es: J = G(D) = j_ 2 [ J= ,/2+ ~ [ :l
2 17 2 3.098

(SRR
G- L Y

2.982

Figura 12
Las coordenadas de los vértices J, K, L del triangulo girado, con aproximacion a una cifra

decimal son:  J(0.6, 3.1); K(-0.6, 5); L(-1.2, 3) o
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Puede componerse la rotacién con otras transformaciones, como pueden ser la homotecia
reductiva y si esa composicion vuelve a aplicarse varias veces, se obtiene un efecto de
espiral, como puede apreciarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.V
Al cuadrado cuyos vértices son: A(8, 1); B(10, 1); C(10, 3) y D(8, 3) le aplicamos (R H )

J2 JE
donde R es la rotacion de 45° representada por [ & J— }y H es una homotecia reductiva

0.8 0
representada por [ 0 0 8} . La matriz que representaa Ro H es:

Fird R et

Las imagenes de A, B, C, D bajo la transformacién R H son, respectivamente:

~

SN

1|1

1 -11[8 [7
E= 0442 H = 0442 9] ~ (3.96, 5.09)

1 -1][10 [9
F= 0442 [ ]= 0.4v2 11} ~ (5.09,6.23)

1

1 1|3

1 -1][10 [7]
G= 0442 } = 0442 " | ~ (3.96,7.36)

1 11}i3

N -+ L

1 -1][8 5]
H= 0442 ] = 0442 | | ~(2.83,623)

Si se vuelve a aplicar Ro H, las iméagenes son:

1 -1 7 1 -1][7 -2

I= 0.4J5[1 1]0.45[9]- 0.4v2] b1 _9] = 0.32 [16} ~ (-0.64,5.12)
1 -1][9 -2

I = e - (0.4v2f L J = 0.32 [20] % (-0.64 , 6.40)
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K= s - (0.442f [i _11}[7} 0.32 [;6} ~ (-1.92, 6.40)

13 0
L= - (0.4v2} B _11} m = 0.32 {Iﬂ ~ (-1.92,5.12)

Si continuamos, obtenemos:

1 -1[-2 -18]

M = (0.4\/§T = 0.181 ~ (-3.26,2.53)
1 1|16 14 |
e

N= o, =0.181 ~ (-3.98, 3.26)
- 18 -
o]

O= o, =0.181 ~ (-4.71, 2.53)
- 14 -
~22

P= o, =0.181| "~ (3.98, 181)

]
o
Y
Ny
—c
| ]
—
|
b
I
| — |
- 5
N
-
]

112
0.006 ~ (0.68 , 0.86)
144

[144]

N, = s = 0.006 ~ (0.86 , 1.06)
126 |
[112]

O0,= e, = 0.006 ~ (0.68 , 1.25)
208
80

Po= e, = 0.006 ~ (0.48 , 1.06)
176

Y por ultimo obtenemos:



Q, = (0.4v2)° {1

~32
= 0.003 ~ (-0.10, 0.77)
256

1
-32
R, = = 0.003 ~ (0.10, 0.96)
320
r_ 96T
S| = = 0.003 ~ (-0.29, 0.96)
L320J
[-96]
T, = = 0.003 ~ (-0.29,0.77)
_256J
A
Y
G
K J
H F
L 1 E
N 8,3 (10, 3)
p o A 5
o @81 (10, 1)
a
R Q "
E,<><;,
S T Fi
U Ay Dy
S
W
Figura 13
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VI Vectores caracteristicos

Si en una transformacion el dominio y el codominio son el mismo espacio, entonces la
transformacién es un operador en ese espacio.

Ejemplo 1.VI

La imagen de un vector respecto de un operador es un vector del mismo espacio. La imagen
de (2,3) € R? bajo el operador T: R* - R’tal que T (a, b) = (3a+b, a-b),es: T (2, 3)
=(6+3,2-3)=(9,-1) € R?.

También T(-1,0)=(-3,-1) e R* y T(1,-2)=(1,3) € R? o

Un operador puede ser lineal si cumple las condiciones de linealidad.

Cuando el operador es lineal, puede asociarsele una matriz, que en este caso siempre resulta
cuadrada.

En toda transformacién lineal, la imagen del vector cero (o vector nulo) del dominio, es
igual al vector cero del codominio, debido a que si T : V> W es lineal, entonces V veV,
VaeK, se cumple que T (av) =« T (v), al considerar =0, av = Ovy a T (v) = Ow
con lo que resulta T (0y )= Ow.

Se llama vector caracteristico de un operador lineal T:V —> V a todo vector v de V
diferente del vector nulo, que tenga su imagen bajo T proporcional a él, es decir
T(v) = Av, con v#0y. A la constante de proporcionalidad A se le llama valor
caracteristico asociado o correspondiente al vector caracteristico v. Se excluye el vector

nulo debido a que su imagen es proporcional a él, independientemente del operador, por lo
que no es caracteristico de algun operador en especial.

Ejemplo 2.VI

Si el operador lineal S: R’ = R’ estalque S(a,b,c)=(a+3b, 2b+6c, b+3c), la
imagen del vector (9,-3,1) € R’ bajo el operador S,es: S(9,-3,1)=(0,0,0) que
puede expresarse como 0 (9,-3, 1), porlo tanto, S(9,-3,1)=0(9,-3, 1), conlo que
(9,-3, 1) es un vector caracteristico de S cuyo valor caracteristico asociado es cero.

Laimagende (3,4,2)es S(3,4,2)=(15,20,10)=5(3,4,2),esdecir (3,4,2)es
otro vector caracteristico de S cuyo valor asociado es cinco. Puede comprobarse que la
imagen de (-6 , -8 , -4) es (30, -40, -20) =5 (-6 , -8 , -4) , es decir, otro vector
caracteristico de S asociado al mismo valor 5 es (-6, -8 , -4). Sin embargo, no todo vector
de R’ tiene su imagen respecto a S proporcional a él,asi S(1,1,1)= (4,8, 4) que no
puede expresarse como A (1,1, 1).

O
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Como ya se dijo, el vector cero no es un vector caracteristico; sin embargo, el valor cero si
puede ser un valor caracteristico, como se vio en el ejemplo 2.VI y como se vera en lineas
abajo, con el operador Cero.

Los vectores y valores caracteristicos de un operador lineal, también se conocen como
vectores y valores propios, o bien como eigen vectores y eigen valores (nombre que en
idioma aleman significa propio), también como autovectores y autovalores.

Ejemplo 3.VI
En el espacio real de funciones reales de variable real derivables, la funcién exponencial

3x , . . .
e” es un vector caracteristico del operador derivada, el valor asociado a ese vector es el
tres. En general dicho operador tiene una infinidad de vectores caracteristicos: todas las

. ax I3
funciones de la forma be con a, beR y b#0 , cada uno de estos vectores esta
asociado al valor a.

104

Ejemplo 4.VI
Para el operador identidad 1: V = V talque VveV, I(v)= v, todo elemento del
espacio V diferente del vector nulo, es vector caracteristico del operador I asociado al valor

uno.
&

Ejemplo 5.VI
En el operador Cero, tal que V¥ veV, O(v) = 0, todo vector , excluyendo al nulo, es
caracteristico asociado al valor cero.

©

Puede demostrarse’ que un conjunto cuyos elementos son vectores propios asociados a
valores propios diferentes, es un conjunto linealmente independiente. Sin embargo, no todo
conjunto de vectores caracteristicos linealmente independiente, tiene por elementos
vectores asociados a valores caracteristicos diferentes.

Si u , v es una pareja cualquiera de vectores caracteristicos asociados al mismo valor 4,
de un operador lineal T:V > V, entonces por linealidad

T@+v)=T(u)+T (V)= Au+Av =1 (u+v)

La suma, diferente del vector nulo, de dos vectores caracteristicos u , v, también es vector
caracteristico asociado al mismo valor A .

: Apuntes de Algebra Lineal. Solar-Speziale pp. 767 y 768.
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Ademsés, V aeK (campode V)ya # 0, T(av) = a T(¥) =a(iv) = A(av),es
decir, Ya #0, av es vector caracteristico del operador T asociado al valor A .

El conjunto de vectores propios asociados a un valor A, no contiene al vector nulo, ya que
éste no es vector caracteristico (por definicion), pero si al mencionado conjunto le
agregamos el vector cero, resulta ser un subespacio del espacio donde opera la
transformacion. A este subespacio se llama espacio caracteristico asociado al valor A y lo
representamos con E (1), que leemos “E de 1 ”.

Si el operador es lineal y opera en un espacio de dimension finita, para cada una de las
bases del espacio, existe una matriz cuadrada que lo representa. Si a esa matriz M} (T) la
simbolizamos con A, se tiene que

VveV, A[v],=[ T(v)],.Perosi v esun vector caracteristico de T asociadoa A,

|

N
7~~~
< |
N’
]

>
7~~~
< |
p—_
oy

i

N
7~~~
< |
N’
2]

|
ol
{

1

]

1

]

)

]

]
_—
V]
N’

entonces, A (v), =

Si n es la dimensidn del espacio V, el vector de coordenadas de v es un vector columna de
n renglones. Ese vector (v), puede expresarse como el producto de la matriz identidad de

orden n por él mismo, esto es, (v),=1(v), y alsustituirlo en la ecuacién (a) se obtiene
A(V), -AT1(v);= 0 = (A-Al)vs =0, éstaeslaforma matricial de un sistema
homogéneo, cuya incégnita es vz, y del cual la matriz de coeficientes es A - A1 .

Este sistema es indeterminado si y sélo si el determinante de la matriz de coeficientes es
igual a cero. Ser indeterminado significa que tiene soluciones diferentes del vector nulo,
condicidn indispensable para que existan vectores caracteristicos.

El desarrollo del determinante nos lleva a un polinomio de grado n en la variable 4, que
suele llamarse polinomio caracteristico de T, también se acostumbra llamarlo polinomio
caracteristico de la matriz A (por ser ella la que representa al operador). Al igualar a cero
ese polinomio, se obtiene una ecuacién (ecuacion caracteristica) con n soluciones las
cuales, si pertenecen al campo del espacio, son los valores caracteristicos de T (0 de A).

Para cada uno de los valores se tiene un sistema homogéneo indeterminado, cuya solucion
general es el elemento genérico del conjunto de vectores caracteristicos asociades a ese
valorde A.

Ejemplo 6.VI
Del operador T: R’ 5> R’ tal que T(a,b)=(a+3b,2a+2b) sumatriz asociada

1-4 3
2 2-4

determinante que al desarrollarlo se obtiene: A’ —31+2-6; el polinomio caracteristico

b

1 3
(referida a la base canénica) es : A = [2 2}, por lo tanto |A - A]| =_‘
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resulta A —34—4 vy la ecuacion caracteristica : A° —~31 -4 = 0, cuyas soluciones son :
A=-1y A, =4

a

23
Para A, =-1 se tiene el sistema: [2 3}[1)

_ 2
}=0 = 2a+3b=0: b=——3—a,asique,el

: : 4 2
espacio caracteristico asociado al valor -1 es: E(-1)= { (a, —;a) lae R}

a

-3 3
Para A, =4 la expresion matricial del sistema queda : { }L}

} =0 = -a+b=0
2 =2

conloque E(4)={(a,a)|ae R}.
104

Ejemplo 7.VI

Del operador S en el espacio complejo C * tal que S(z,w)=(z-5w,2z+3w),su

1-4 =5

1 -5
matriz asociada es A = JTA- AL =
2 3 2 3-A4

I = 1 -4A+3+10;la ecuacion

resulta: X —41+13=0 = A=2+4J4-13 =2 + 3i

-1-3 -5 —
Para A4, =2 + 31, debe resolverse el sistema: { }[2} = 0, alescalonarla

2 1-3ifw
, -1-3i -5 2 1-3i 2 1-3 ,
matriz resulta ~ ~ = 2z+(1-3)w=0;
2 1-3i -1-3i -5 0 0
2 2(1+30) 1+3i
WS ———27 7 - ————e—7 = ———7
1-3i (I-3i)(1+3i) 5
E(2+3i)={(z,(--;—-%i)z)| zeC}
. -1+43; -5 2 1+3i . 2
Para A,=2-3i; ~ = 2zz+ (I3 )w=0; w= — z,lo
: 2 1+3i 0 0 1+3i

1-3i

que implica que w = — z, porlotanto: E(2-31)= {(z,(—% + %i) z)| ze C}.

&
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Ejemplo 8.VI
El operador D en el espacio real de los polinomios de grado menor o igual a dos con

coeficientes reales, tal que D (ax*+bx+c)=(a+c)x*+(b+2c)x+(-2b+c), tiene la

1 0 1
matriz asociada A =(0 1 2| ; al desarrollar el determinante de la matriz A— A1 e
0 -2 1

igualarlo a cero, se tiene la ecuacién caracteristica (1~ A)[(1-1)?+4]1=0,estoes:

(1-2)[ A*~24 +5]=0, cuyas soluciones son: A,=1; 12’3=li-\/1—5 =14 2i.

La ecuacion caracteristica tiene una solucion real y dos soluciones complejas, debido a que
el campo del espacio es real, el operador D tiene unicamente un valor caracteristico,

aunque la dimension del espacio en el que opera es tres.

0 0 1j|a c=0
Para A= 1, el sistemaqueda {0 0 2|/b|=0 = § 2¢=0 ;y el valor de a puede
0 -2 0jlc -2b=0

ser cualquiera, con lo que E (1) = { ax? I a € R }, ademas dim E(1) = 1.

Ejemplo 9.VI
El operador F : R* - R® talque F(x,y,z)=(x,-2x+y+2z,-3x+ z), tiene
1 00
como matriz asociada A =|-2 1 2], la ecuacion caracteristica es (1-1)°= 0, cuyas
-3 0 1

soluciones son A,,,= 1. En este caso, a diferencia del operador D del ejemplo anterior, el

operador F tiene tres valores caracteristicos, pero iguales, o bien un valor de multiplicidad

tres.
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0 0 0| |x
Para A=1, elsistemaes |[-2 0 2| |y|= 0 ; de la segunda ecuacién x =z ; de la
-3 0 0]z

tercera x = 0, en virtud de que en ninguna ecuacién aparece y, esto significa que dicha

componente no tiene restriccion alguna, es decir, puede tomar cualquier valor real, con lo

que E(D)={(©,y,0) I y € R} yladimension de E(1) es igual a uno.

Ejemplo 10.VI

En el espacio real M,, de las matrices triangulares infericres de orden dos,

a 0
M, = {[c b} | a,b,ce R}, actia el operador G : M,, - M,, del cual la regla que lo

a 0 —-a-2b+c 0 . .
define es: G = . La matriz asociada a G resulta entonces:
¢

b -2b a+7b—-c
-1 -2 1
M(G)=|1 7 -—1|. Laecuacién caracteristica de G (o de la matriz que lo representa)
0 -2 0
-1-4 -2 1
es el desarrollo del determinante 1 7-24 -—1| igualado acero, esdecir:
0 -2 -2

F1-D)T-A)=A)=2=2(-1-A)+2(-A) = (-1-A)T-A)=A)-2+2+24 - 24 =0,
estoes, (—1-A)(7-A)~=A)=0 cuyas soluciones son: 4=0; ,,=7 y A4=-1
Para A= 0, el espacio caracteristico tiene como elemento genérico, a la solucion general

-1 -2 1 ||a 0
del sistema { 1 7 ~—1{lb]| = |0|; escalonando la matriz de coeficientes queda:

0 -2 O0f||c| |O
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-1 -2 1 -1 -2 1
1 7 -1{~]0 5 0. Delsegundo renglén b = 0, y del primero —a—2b+¢ = 0,
0 -2 0 0 0 0

con b =0, que implica a = c. El espacio asociado al valor cero es, por lo tanto:

E(o>={[z g} | R}

-8 -2 1
Para A4,= 7, la matriz de coeficientes del sistema es: | 1 0 —1| y al escalonarla
0 -2 -7
-8 -2 1 1 0 -1 1 0 -1
tenemos: | 1 0 -1}~ |0 -2 -7}~|0 -2 -7/|.Delprimerrenglén a=c

0 -2 -7 0 -2 -7 0 0 O

y del segundo -2b=7¢c = b= —-g— a , con lo que el espacio asociado es:

E(7) = {{Z _ga} |aeR}.

0 -2 1 1 8 -1
Para 4,=-1: |1 8 —1|~ |0 -2 1 |.Delsegundorenglén c=2b; del primero
0 -2 1 0 0 0

: -6b 0
a+8bh-2b=0 = a=-6b. Conloque E(-l)={{ o b}|beR}.

1O

Cuando los valores propios no son repetidos, o sea, son de multiplicidad uno, el espacio
propio asociado a cada uno de ellos es siempre de dime:'ls;'én uno. Pero, st el valor tiene
multiplicidad mayor que uno (como en el ejemplo 9.VI), el espacio asociado a ese valor
puede tener dimensién uno (como en el ejemplo mencionado) o mayor. El valor maximo
que puede tener la dimensién del espacio es igual al grado de multiplicidad del valor

repetido.
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Ejemplo 11.VI
En el espacio real P, de polinomios de grado menor que tres con coeficientes reales, el

operador H: P, — P, talque, H(ax’+bx+c)=(-b+2c)x* +(-a-2c)x+(a-b +c),

0o -1 2
se representa con la matriz |—-1 0 —2|; su ecuacion propia es el desarrollo del
1 -1 1

-A -1 2
determinante |-1 —-A4 -2 igualado a cero, o sea:
1 -1 1-24

EDEDA-A)+2+22(-4)-2(-1) - (1-4) = 0; que simplificada resulta:
A°-2%-51-3 = 0. De esta ecuacién sus posibles raices racionales son: + 1y #3; tiene
una raiz positiva, pues en la ecuacidn s6lo hay un cambio de signo; haciendo una division

3|1 -1 -5 -3
sintética obtenemos: 3 6 3 unasolucion es A,=3, las otras dos
I 1 2 1

soluciones son las raices del polinomio A2 + 24 + 1 que es un trinomio cuadrado
perfecto, correspondiente a (A+1)* por lo que, las otras dos soluciones son iguales e

iguales a -1, esto es A,; =-1. Un valor caracteristico de H es 4,= -1, de multiplicidad

dos. Para obtener el espacio propio asociado a —1 escalonamos la matriz

-1 2

0 0| del primer renglon tenemos: a—b+2c=0 = a=b-2c
0 0

y el espacio es: E(-1)= {(b—2c)x> +bx+c | b,c € R} cuya dimensién es:

dim E(-1) = 2. Una base de este espacioes B= { x* +x, -2x’+1}.
-3 -1 2 1 -1 -2 1 -1 =2

Para 4=3; | -1 -3 -2/~ 10 -4 -4;~|0 1 1 |;delsegundorenglén
1 -1 -2 0 -4 -4 0 0 O
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¢ = -b ydel primeroa=b+ 2c =-b.
Asi que, E(3)= {-bx?> +bx-b|b € R} = {ax’ —ax +a |a € R} cuya dimensién es:
dim E(3) = 1.

Ejemplo 12.VI

En el espacio real M, = {{a Z} | a,b,ceR} el operador K : M, > M, tal que
c
1 0 0
a c a a-2c | . ) ) .,
K = tiene como matriz asociada: A= |1 1 1 |;laecuacién
c b a-2c a+b+c o 5

caracteristica es: (1-1)? (-2-1) =0, cuyas soluciones son: 4, = 4,=1; A, =-2.

0 0 O 1 0 -3
Para A=1; |1 0 1| ~ |0 0 4 |delsegundorenglénc =0, del primero a=3¢=0;
1 0 -3 0 0 0

0 0
pero, b puede tomar cualquier valor por lo que: E(1) = {{O b} | be R} y aunque el valor

A =1 es de multiplicidad 2, el espacio asociado tiene dimensién uno.

0
1|; 3b+¢c=0 = ¢=-3b; a=0 conloque
0
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VII Matrices similares y diagonalizacion

Dos matrices A y B son similares si existe una matriz C no singular tal que, si una de las

similares se premultiplica por la inversa de C y se posmultiplica por C, se obtiene la otra

similar. Esto con simbolos es: A y B son similares si 3C talque C"'AC =B.

Por otra parte, en un espacio vectorial, la matriz de transicion de una base D a otra base F,
M?, es tal que si se posmultiplica por el vector de coordenadas de cualquier elemento del
espacio respecto a la base D, el producto es el vector de coordenadas, del mismo elemento
del espacio, respecto a la base F, esto es: Si D y F son bases de un espacio V; VveV,
MP(v), = (v),. Esta matriz de transicién es no singular, debido a que
(M2 (M2)®), =3, = (MEY' (), , 1o que significa que la matriz M, de transicion

de la base F a la D (que siempre existe), es la inversade M7 .

Si A es la matriz asociada a un operador T : V— V, referida a una cierta base Dde V, y B

es la matriz asociada a T, pero referida a la base F de V, entonces

INCD VA & N €2 1)y
B(V); =[T(V)]F  coorrverrerrnernecene (2), para todo elemento v del espacio V.

Pero, (v), = M} (v) , que sustituido en (1), nos lleva a:

AME(WD) =[TM], v 3).

Ahora, premultiplicando por M7 (que es la inversa de M §) resulta:
(M ; )'l A (M ! )(;) P = (M z r [T(®)], donde, el segundo miembro, M} [T, esigual a:
[T ()], por lo que queda (M5)' 4(ML)®), =[T®], 0 sea, B(v),= [ T (V)] es

decir, B = (M g)_lA M} . Con esto, hemos demostrado que dos matrices asociadas al

mismo operador, referidas a distintas bases, son similares entre si. De manera semejante,

puede verse que si dos matrices son similares, representan al mismo operador.
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Dos matrices similares tienen el mismo determinante, ya que:

detB=det C'AC = detC™' detA detC = detC detA = detA.

detC
A la matriz identidad la podemos expresar como I = C'I C  y con ello, para A y B
similares: A-A1 =C'BC- 2 C'IC
=C'[BC-AIC]
=C'[B-Al]C.

Asique, A-A1 y B - Al son similares, por lo tanto, tienen el mismo determinante, es
decir, dos matrices similares tienen la misma ecuacion caracteristica y, en consecuencia, los

mismos valores y vectores propios.

Las matrices con igual numero de renglones y de columnas, se dice que son cuadradas , de
éstas son diagonales las que tienen nulos todos los elementos fuera de la diagonal principal
(ésta esta formada por los elementos colocados en lo que seria la diagonal del cuadrado que

va de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo). Ejemplos de matrices diagonales son :

1 0 O
: 0 0 -3 0
0 -2+i Yo

0O 0 2

Las operaciones con matrices se simplifican de manera considerable si las matrices son

diagonales.

Ejemplo 1.VII
El producto de las matrices diagonales A y B, donde

30 0 0 ~L 00 0
0L 0 O 0 0 0 O
A= ° y B= , es la matriz P, también diagonal, tal que
0 0 -2 0 0 0 3 0
00 0 ¢ 0 00 6
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3= 0 0 0 -1 0 0 o0
s | 0 O o 0| _|0o 0 0 0
0 0 -23) 0 0 0 -6 0
0 0 0 46 0 0 0 8

Ademas, la inversa de A, que es también diagonal, tiene en su diagonal principal los

reciprocos de los elementos no nulos de A, esto es :

L0 0 0
Ao _ |05 00
00 -+ 0
00 0 2

104

En general, para invertir una matriz diagonal, basta con obtener los reciprocos de los
elementos de su diagonal principal y con ellos formar la diagonal principal de la matriz
inversa. De esta manera, es inmediato ver que una matriz, como la B del ejemplo 1.VII, es
singular (no tiene inversa), debido a que un elemento de su diagonal principal es cero y no

existe el reciproco (inverso multiplicativo) de cero.

En la seccion IV se menciond que el espacio L (V, W), de todas las trasformaciones que
tienen, respectivamente iguales el dominio de dimension z y el codominio de dimensién m,
es isomorfo del de las matrices de orden m x n que representan a las transformaciones. En
el caso de un operador, la matriz que lo representa es siempre cuadrada y las operaciones

entre operadores, se simplifican, si las matrices son diagonales.

A la teoria y el proceso que lleva a la obtencion de una matriz diagonal que represente a un
operador lineal, se le conoce como diagonalizacion.

En la mayoria de los casos, la matriz, representante de un operador, mas facil de obtener es
la referida a la base canonica del espacio en el que actia el operador (la llamada matriz

asociada); pero, ésta no es, en general, diagonal.
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Si existe una base B del espacio W de dimension n, formada por n vectores caracteristicos
de un operador T, la matriz asociada a T referida a esa base, debe ser tal que al
posmultiplicarla por el vector de coordenadas respecto a B de cualquier elemento del
espacio W, el producto es el vector de coordenadas respecto a B de la imagen del elemento

bajo el operador 7. Con simbolos lo anterior es:

YWeW; ME(V), =[T(),

Como esto es para todo elemento de W, si elegimos al primer elemento b, de B, cuyo

A

0 0

vector de coordenadas respecto a la base B es: |0 |, tenemos M; |0| = [’11-51]19: 0
10| 1 0] | 0|

donde 4, es el valor asociado al vector b;.

En general, al posmultiplicar una matriz de n x n por el vector {0 de n x 1, el producto

es la primera columna de la matriz. Al posmultiplicarla por | 0 |, el producto es la segunda

0

columna; asi se obtienen todas las columnas hasta la tltima (enésima) al posmultiplicarla
0

por | O |.
._1_.

Para la matriz M2 su primer columna es: M2 (B,), .
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El vector de coordenadas respecto a la base B, de su segundo elemento es | 0 | , por lo que

0] 0
1 A
la segunda columna de M2 resulta: M2 (5,), = M2|0|= [1252]19 =|0].
0] L0
FAI 7] B 0 ] I 0 ]
0 A 0
La conclusion de lo anterior es que las columnas de M, son: |0 |; |0 |; ..;| 0 |,es
103 L0 |4, ]

decir, M, es una matriz diagonal que tiene en su diagonal principal a los valores propios
asociados, respectivamente, a los vectores propios que forman la base B.

De manera semejante se puede comprobar que si la matriz M}, asociada a un operador
S:V — V, referida a una base D de V, es diagonal, entonces la base D esta formada por
vectores caracteristicos de S y los elementos de la diagonal principal de M} son los
valores caracteristicos asociados, respectivamente, a los elementos de la base D.

Ejemplo 2.VII

Si M} = es la matriz asociada a un operador S :V — V referida a la

o O O W
S O W o
oS A~ O O
N O O O

base D = {zl ,d2, ds, da} del espacio V; entonces:

ME(@@), = =[s@),; s@)=3d+0+0+0=33,,0sea

oS O O W
O O W O
S s~ O O
N O © O
S O O =
S O O W

di es vector caracteristico de S asociado al valor 3.
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M2(d:), =" | =[8(@:)], = S(@.)=33:; el vector @ es otro vector caracteristico de

o O WO

S asociado al mismo valor 3. De manera semejante puede verse que d; es vector

caracteristico de S asociado al valor 4, y que d. es también vector caracteristico de S, pero
asociado al valor 2.

&

Un operador de W en W se puede representar por una matriz diagonal si y sélo si existe una
base de W cuyos elementos son vectores caracteristicos del operador; la matriz esta referida
a dicha base.

Ejemplo 3.VII
La matriz asociada al operador (del ejemplo 3.VI) T: R? — R? tal que

T(a,b)=(a + 3b, 2a+ 2b), referida a la base canénicade R*, A= {(1,0), (0, 1)} es

1 3
M(T) = [2 2}, cuyos valores caracteristicos: 4, = -1 y A,= 4, tienen los espacios

asociados: E(-1)={(a, -2a)|a e R} 'y E@4)={(a,a)|ae R}

El vector b, =(3,-2) € E(-1)es caracteristico de T asociado al valor —1 ; y by =(1,1)es

caracteristico de T asociado al valor 4. Una base de R* es B = {(3,-2), (1, 1)}; la matriz

-1 0 L .
M}(T) = [ 0 4}, asociada a T y referida a la base B, es una matriz diagonal. El primer
elemento de la base B, el vector & es: b = (3, -2) , expresado como combinaci6n lineal

de los elementos de A es: 3a1 —2a; y el segundo by =(1,1)= a + a.

De la definicion de matriz de transicién de la base B a la base A de R? resulta:

3
M? =
2

- I -1
CARETE |

1 - T .
J , cuyas columnas son los vectores b, y b2. Lainversade M} es:
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Las matrices M(T) y M (T) son similares como puede comprobarse premultiplicando a

M(T) por M} (que es (M M )_l ) y posmultiplicindola por M5
I -1l 3 -1 1
M; M(T)= = -1
5(2 3|2 2 518 12

. s 1[—1 1“3 1} 1[—5 o} [—1 o} ,
M} M(T) M? = = == = = ME(T)
518 12]|-2 1] 5.0 20 [0 4

Se comprueba, para este ejemplo, que dos matrices representantes de un operador, son
similares. Ademas, que el operador es diagonalizable ( puede representarse con una matriz
diagonal) si existe una base del espacio donde actua el operador, cuyos elementos son

vectores propios de éste.

Todo operador lineal en un espacio de dimension n, con n valores propios diferentes, es

diagonalizable.

A un operador F (como el del ejemplo 9.VI), con valores propios repetidos (de
multiplicidad mayor que uno) cuyo espacio asociado tiene dimension menor que el grado
de multiplicidad, no es posible asociarle una matriz diagonal, pues no existe una base de su
dominio formada por vectores propios. En el ejemplo mencionado, la dimension de R® es
tres, pero dos 0 mas vectores propios de F son linealmente dependientes, ya que pertenecen
a un espacio asociado que es de dimension uno, por lo que no puede formarse una base de

R’ con tres vectores linealmente independientes que sean propios del operador F.
Tampoco es posible diagonalizar un operador D como el del ejemplo 8.VI, que actda en un

espacio real de dimensidn tres, pero que su ecuacion caracteristica tiene solo una solucion

real y dos complejas, por lo que el operador sélo tiene un valor propio (no repetido) y no
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existen tres vectores propios del operador D, linealmente independientes, en consecuencia

no hay una base del espacio donde actia, formada por vectores propios del operador D.

Ejemplo 4.VII

La matriz asociada al operador J : R* — R’ con regla de correspondencia:
30 -1

JX,y,2)=(3x-z, y—z, 2y+3z)esA=|0 1 -1/{, con ecuacidn caracteristica:
0 2 3

(3-A)[A —44 +5]=0, cuyas solucionesson: 4 =3; A,=2+i; A4=2-1i.
El operador J s6lo tiene un valor propio, ya que R* es un espacioreal y 4,, 4, ¢ R.

Para 4, =3 la matriz de coeficientes del sistema [A-A1]v = 0 es

0 0 -1 0 2 0 01 O
0 -2 -1{~|0 -2 -1|~{0 0 -1|=>y=z=0; Vx
0 2 0 0 0 -1 0 0 O

- EB) = {(x, 0, 0) | xeR} con dim E(3) = 1. No existe una base de R’ cuyos elementos
sean vectores propios de J. Por lo tanto, J no es diagonalizable.

&

Ejemplo 5.VII
El operador K : C> - C® donde C* es el espacio complejo de las ternas de numeros

complejos, tiene como regla que lo define a K(x, y, z) = 3x -z, y—z, 2y + 3z), la matriz

3 0 -1
asociadaa K es A=/ 0 1 -1/, que tiene la ecuacién caracteristica (3~ 1) [A* —4 1 +5]=0
0 2 3

cuya soluciones son: 4 =3; A4,=2+1i; A4=2-1i Las tres soluciones pertenecen al

campo de C* asi que, K tiene tres valores caracteristicos diferentes y por lo tanto es

diagonalizable.

La unica diferencia de este operador K con el J del ejemplo anterior, es el campo del

espacio en el que actian.
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3.0 0
K es diagonalizable, una de las matrices diagonalesde Kes: D=|{0 2+i 0 |. Ahora,
0 0 2-i

debemos saber a cual base de C* esta referida. Para ello obtenemos los espacios asociados.

0 0 -1 010
Para 4, =3setiene A—AI=|0 -2 -1|~|0 0 1].Asique, E3)={(x,0,0)|xeC};
0 2 0 0 0O

un vector de este espacio es vi=(i, 0, 0).

1-i 0 -1 1-i 0 -1
Para 4,=2+1, A-AI=| 0 -1-i -1|~| O 2 1-i|.
0 2 1-i 0 -1-i -1

Para anular el elemento —/—i del tercer renglén, a partir del elemento 2 del segundo

renglon, debemos multiplicar por -;—+% = l—_-;-i el segundo renglon y agregarlo al tercer
1-i 0 -1
, N 1 1, 1 1 1 1. :
renglén; (1-)( =+—=i)=(=+=)+(=—=)i=1. Conloque,sellegaa| 0 2 1-i|;
2 2 2 2 2 2
0 0 O
-1+ . 1 1+i
del segundo renglén y = L+1 z= (——l- +%i )z ; del primer renglén x = —1—'2 = %z =
—1i

1 1 1 1 1 1
=(—+—i lo tanto E(2+1) = —+—=i)z , (~——+—=i)z , z)|z € C}.Un vector
(2 21)2 por lo tanto E(2+1) {((2 21) ( 5+ ) ) }
de este espacioes v, = ( 1+, -1+, 2).
1+i 0 -1 1+i 0 -1

Para 4,=2-i; A-AI=| 0 -1+i -1~ 0 2 1+i ; del primer renglén
0 2 1+ 0 0 O

1 1-i 11 -1-i 1 1,
= ——z = —z=(=———i)z; delsegundo: y= z=(————1i)z conlo que:
A TTL PR A 22
. 1 1, 1 1, : .
E(2-1) = {( (5—51)2 , (—5—_2_1)2 , )|z € C} ;un vector de este espacio es :
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vi=(1-i, —1-i, 2). Con lo anterior, una base de C’a la que esta referida la matriz D

asociadaa K,es: B={(1,0,0),(1+1, -1+i, 2),( 1+, -1-i, 2) }.

La matriz A asociada a K, est4 referida a la base canénica de C* que es:

{(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}. Las coordenadas de vi, v» y v, respecto a la base
i 1+i 1-i

candnica son, respectivamente, las columnas de una matriz P= |0 —-1+i -1-i| que

0 2 2

suele llamarse diagonalizadora o diagonalizante de la matriz A y es tal que P"'AP=D.

3 0 —1y{i 1+i 1-i 3 1+3 1-3i
AP=1(0 1 -1||0 -1+i -1-i|=|0 -3+i -3-i|. A P puedeexpresarse
0 2 31(/l0 2 2 0 4+2i 4-2

como IAP. Si a la matriz ampliada [ P | IAP ], le aplicamos transformaciones

elementales que lleven a la matriz P de la parte izquierda a convertirse en la identidad I, la

parte derecha se convierte en P ™' A P, es decir, en la diagonal D.

i 1+i 1-i |3 1+3 1-3i 1 1-i -1-i|3 3-i -3-i
0 —-1+i -1-i|0 -3+4i =-3-i{~ 1|0 1 [ 0 2+i 142}~
442 4-2i 0 1 1 0 2+i 2-i

(e
N
N9
o

1 1-i =-1-i|3 3-i -3-i 1 1-i 03 3-i O
~ 10 1 i 0 2+i 1+2i|~|0 1 00 2+4i O [~
0 1-i 10 0 1-3i 0 0 1]0 0 2-i

[1 0013 0 0
~10 1 0|0 2+4i 0 | ; yaque, P"'AP=D, las matrices A y D son similares
00 110 0 2-i

por lo que representan al mismo operador K.
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Ejemplo 6.VII

El operador H del ejemplo 11.VI, H: P, —» P, tal que

H(ax? +bx +¢c) =(-b+2c)x* +(-a—2c)x +(a—b +c) cuya matriz asociada (referida

alabase C={x*,x,1}),es A=|-1

— 2|, tiene como valores propios a: 4, = 3;

A,= A,=—1 y sus espacios asociados son: E(3) = { ax? —ax +a|aeR };

E(-1)={ax’ + (a+t2c)x +c|a,c eR }. Unvector vi=x*> —x + 1 € E(3); otro vector

v =x*+x € E(=1) y un tercer vector propio que pertenece a E(-1), linealmente

independiente de vz, es v = 2x + 1. Una base B de P, formada por vectores propios de

Hpuede ser: B={ x> —x+1, x’+x,2x+ 1 }. Una matriz P diagonalizadora de A,

tiene por columnas a los vectores de coordenadas de los elementos de la base B, respecto a

la base C:
.
(x* -x+1),=|-1
1_
0 -1 2]
AP=|-1 0 =2
1 -1 1

ampliada [ P | IAP ] y transformamos la parte

transformaen P'A P;

1 1 0]3 -1
-1 1 2(-3 -1
I 0113 O
1 0 0|3 O
~10 1 0]0 -1
0 0 110 O
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> (x2+x)c 1, x+1),

i

o»—l.v—-i
—_ N O

. ResultaP'AP =

0 1
2}, estoesP=|-1
1

O i e
— N O

IAP. Ahora formamos la matriz

izquierda en I, la parte derecha se

1 1 0|3 -1 O
~10 1 110 -1 -1]|~
0 0 2{0 0 -2

0
0 |=D? (H) matriz diagonal
-1



asociada al operador H y referida a la base B. Si se considera otra base de P, formada por

vectores propios de H, como F={ f,, f,, 73 },donde f,=-2x>+1 € E(-1);

f,=-x"+x-1€ EQ@) y f,=-x’+x+1 e E(-1); la matriz diagonalizadora es:

-2 -1 -1 0 -1 27[-2 -1 -1 2 -3 1
P,b=|0 1 1|; AP,=[-1 0 -2[|{0 1 1|=l0 3 -l
1 -1 1 1 -1 1|1 -1 1 -1 -3 -1

-2 -1 -1]2 -3 1 1 -1 1]-1 =3 -1

(¢, 1 1AP,J=|10 1 110 3 -1{~|0 1 10 3 -1|~
1 -1 1]-1 -3 -1 0 -3 110 -9 -1

1 0 2]-1 0 -2 1 00|-10 O -1 0 O
~/01 1{0 3 -1|~|0 1 0|0 3 O|;P'AP,=|0 3 0
0 0 4/0 0 -4 00110 0 -1 0 -1

Que es otra matriz diagonal asociada al operador H, ésta referida a la base F. Los valores

caracteristicos que forman la diagonal son los asociados, respectivamente, a f,, f, y f,.
o

Ejemplo 7.VII
b

a
En el espacioreal M, = {[O
c

J | a,b,ceR}, el operadorL : M, - M, tal que

a b 4a+b-c 3b+c | . ) _ .
L = , tiene como matriz asociada (referida a la base natural de

c +2c
0 0 2b+2
4 1 -1
1 0[{0 1({0 O _ ., .
M,:C= , , ) lamatiz A=|0 3 1 |;la ecuacion caracteristica
0 0|0 O[O0 1 ¢ 2 2

|A-A1|=0es:. (4- A)[B-A)(2-1)-2]=0; que implica (4 — 1) (A*=51+4)=0,
cuyas soluciones son: 4, = ,,=4 y A=1.
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1 2((0 1{{-1 O
La matriz B asociada a L, referida a la base G = , , tiene por
0 1710 1|0 2

columnas los vectores de coordenadas de las respectivas imagenes de los elementos de G,
es decir, la primera columna es [ L(g,) ] ; ; lasegunda [ L(g,) ], ylatercera[ L(g,) 1.
Para obtener estos vectores de coordenadas es conveniente determinar la expresion de

a b

Cc

B tal a b 2l 510 T 17 9% 40 cual nos Teva al
P2, sSon tales (Sh = a 0O cual nos lieva
Nl W ¢ 0 1 o 1] "o 2 2 2

dichas coordenadas para el elemento genérico [ } del espacio M, . Estas coordenadas

sistema :

a= «a o AT T (1)

b= 2a +B i 2)

c= a +f 2y . 3)
De (1) Yy =a-—-a ... (4),.sustituyendo en (3) tenemos ¢ = a+f+ 2a —2a que
implica 2a+c=3a + f ...... (5). De(2) f=b-2a .....(6), al sustituir en (5)

2a+c¢=3a +b-2a, conloque a=2a-b +c,esto llevado a (6) da

B =b-4a+2b-2c = -4a+3b-2c, sustituyendo la expresion de a en (4) resulta

b 2a-b+c

a

y =2a-b+c—a =a-b+c. Asitenemos =|-4a+3b-2c| con lo que:
0 ¢l a-bic |
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-10
-1 0 -6 2
L = = 22
0 2 0 4
G ¢ -4
9 0 -10

La matriz B asociada al operador L, referida a labase Ges: Mg (L)=B=|-11 4 22
4 0 -4
su ecuacion caracteristica: | B— A1|=0, se obtiene al igualar a cero el desarrollo del
9-4 0 -10
determinante |-11 4-A4 22 |=(4-4)[(9-4)(4-1)+40]. Asi que:
4 0 -4-2
(4-A) A =52 +4)=0. Con esto comprobamos que dos matrices (la A y la B) asociadas
al mismo operador lineal, tienen la misma ecuacidn caracteristica y, por ende, los mismos

valores caracteristicos. Para este ejemplo 4, = 4,=4 y A4=1.

Para A,= 1, el espacio asociado correspondiente es el conjunto solucién del sistema

-101[ 2a-b+c 0]

homogéneo [ B — AI] (v), = 0, esto es —11 3 } —4a+3b—2c}= 01;
a-b+c O_

8 0 -10 1 0 -3 1 0 -3

escalonando la matriz de coeficientes: | =11 3 22 | ~ [0 3 % ~10 1 &14;
4 0 -5 00 0 00 0]

esto equivale al sistema

{ (a-b+c) - S@@-b+c) = 0

(4a+3b-2c) + L@-b+c) = 0
2a-btc-32a+2b-2c=0 = 2a+ib-1tc=0
—4a+3b-2c+ da-LUb+Lc =0 = -3a+lib+2c=0

De la primera ecuacién ¢ = 3a + b; multiplicando la segunda por cuatro y sustituyendo la

expresion de ¢, resulta: —5a + b+ 9a +3b =0 lo que implica que b =—a. Por lo tanto,
EM =17 "%||aer
= aeR;.
0 2a
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5 0 -10 2a-b+c 0
Para A=4, [B- A1] (),=0, resulta: |-11 0 22 ||-4a+3b-2c|=]0].
4 0 -8 a-b+c 0

Al escalonar la matriz de coeficientes tenemos:

5 0 -10 1 0 -2 1 0 -2
-11 0 22 |~|-1 0 2 |~|0 O O |; el primer rengldn representa la ecuacion
4 0 -8 1 0 -2 0 0 O

Qa-b+c)-2(a-b+c)=0; 2a-b +c—-2a+2b-2c=0 loqueimplica b—c=0;
¢ = b; al no intervenir a cuando se simplifica la ecuacidn, significa que la igualdad se

satisface para todo valor de a. Con esto, el espacio asociado al valor cuatro es:
E@y=4¢ ° |a,beR
= a,beR;.
0 b

El valor propio 4 es repetido, de multiplicidad dos y su espacio asociado E(4) tiene

dimension dos, por lo tanto existe una base F de M, formada por vectores propios:

1 0 — 0 1 — 1
fl—|:0 0:|GE(4); fz—[o 11|€E(4) y f3—[0 2:|€E(1).

El operador L es diagonalizable. También se dice que la matriz B que lo representa es

diagonalizable y una matriz P, diagonalizadora de B, tiene por columnas a los vectores de

coordenadasde f,, f, y f,, respecto alabase G, que es a la que esté referida B.

1 0 2 01 0 1 1 >
4 O O FOr S B 8 1 FO 5 O S
0 0], 0 1, 0o 2},
2 0 5
Pesentonces: P=|-4 1 -11|; D=P'BP
1 0 4
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9 0 -10][2 0 5 8 0 5
BP=|-11 4 22 |{-4 1 -11|=|-16 4 -1l
4 0 -4{]1 0 4 4

(e
N

2 0 5| 8 0 5 10 4/ 4 0 4
P|IBP]=|-4 1 -11| =16 4 -11|~|0 1 5|0 4 5|~
1 0 4| 4 0 4 00 -300 -3
1 0 0[4 00 40 0
~10 1 0|0 4 0| Conesto, ME(L) =D={0 4 0
00 110 0 1 0 0

Si la base de vectores propios es: F, = {f,, f, y f,}, la matriz diagonalizadora queda

0 5 2 400
P =|1 -11 -4| y P/'BP,=D,=|0 1 0f.
0 4 1 0 0 4

&

Como puede comprobarse con el ejemplo anterior, resulta mucho mas laborioso el proceso
de diagonalizacidn cuando la matriz que representa a un operador lineal no esta referida a la

base natural o canonica. Sin embargo, se presenta el ejemplo 7.VII para precisar la
teoria general de este proceso.
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VIII Formas Cuadricas

Se llama cuddrica o cuadrdtica, atoda ecuacidn de segundo grado. Esta puede ser de una

0 mas incdgnitas; si es de tres incdgnitas su forma general se expresa como:

Ax* + Bxy+Cy* + Dxz+ Eyz + F2* + Gx+ Hy+ Iz + J =0

La parte correspondiente a los términos de segundo grado, esto es
Ax* + Bxy + Cy* + Dxz + Eyz + Fz*, suele llamarse forma cuddrica. Si se considera la

terna de incognitas (X, y, z) como un vector v de R’, que a la vez lo representamos como
x

una matriz columna| y |, la forma cuadrica puede expresarse en forma matricial como:

z

-T - . o s
v M v donde M generalmente es una matriz simétrica.

Ejemplo 1.VIII
La forma cuadrica 3x* +4xy + y* — 6xz + Syz — 2z° puede representarse en forma matricial,

donde la matriz M debe tener en su diagonal principal, los coeficientes de x*, y*, z°,
respectivamente. Los elementos m,, y m,, deben ser dos nimeros que sumados sean
cuatro (coeficiente del término Xy); m,,; y m, numeros cuya suma sea —6 (coeficiente de

xz), y los elementos m,, y m,,, nimeros que tengan por suma a cinco. Esta matriz

31 -2
pudiera ser : M =3 1 -1]|. Pero, la matriz mas conveniente (por razones que
-4 6 -2

expondremos mds adelante) es una matriz simétrica, esto es, m,,= m,, igual a la mitad del
coeficiente de xy, que en este ejemplo es cuatro; m,= m;, igual a la mitad del coeficiente
de xz; m,=m,, igual a la mitad del coeficiente de yz. Asi, la matriz mas
conveniente es:

-3 3

. -7 ,—-
2 | conlo que setiene, v Av = [x y 2], 2
-2 -3

[ (2R S ]
[X] (9

o
I
Nl - N
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3x+2y-3z
El producto Av resulta: | 2x+y+3z y premultiplicado por v ' resulta
5
-3x+5y-2z -
vy = x(3x+2y~—3z)+y(2x+y+%z)+ z(—3x+%y—22)

= 3)62+2xy—3xz+2)c.y+yz+%yz—3xz+%yz—222

3x* +4xy+ y* —6xz+5yz—2z° que es la forma cuédrica original.

&

No solo la forma cuéddrica, sino toda ecuacién de segundo grado completa, puede

expresarse en forma matricial, al considerar el conjunto de n variables que intervienen en

ella como un vector de R", para cualquier valor finito de n. En ese caso, la matriz de la

forma cuadrica es una matriz cuadrada de orden .

Ejemplo 2.VIII
La ecuacién de segundo grado con dos incognitas — 2x* +8xy — y* +3x -5y +4 =0 puede

- - | x -2 4
expresarse en forma matricial con: u= ; A= ; B= [3 —5] 2
Y hn 4 -1,

C= [4] - Asi, la ecuacion de segundo grado es u "Au + Bu + C =0, donde O cs la

matriz nula de orden uno; con esto tenemos’

o) ] | Rt OB O

[—2x+4y 4x—y]l:;:l+[3x—5y]+[4]=[O];

[<2x” + 4xy + 4xy — y*]+[3x — 5y]+[4] =[0]; al escribir, de cada una de las matrices de
orden uno por uno, a ambos lados del signo igual, sélo su unico elemento, sin encerrarlo

entre paréntesis, resulta la ecuacion de segundo grado: —2x* +8xy — 3> +3x -5y +4=0.

&

La ecuacidén de un lugar geométrico (linea, figura, superficie, etcétera) es la representacion

analitica de dicho lugar geométrico.
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Las curvas planas llamadas conicas (circunferencias, elipses, hipérbolas y parabolas) se
representan analiticamente en coordenadas cartesianas, con una cuédrica de dos incognitas.

La identificacion, tanto del tipo de conica, como de las caracteristicas principales de ella,
es practicamente inmediata si el eje o ejes de la conica son paralelos a los cartesianos y, en
ese caso, la ecuacion (representacion analitica) no tiene término en xy, que se conoce como
mixto o cruzado. Esto equivale a que la matriz correspondiente a la expresion matricial

de la forma cuédrica sea diagonal.

Si la ecuacion de la conica tiene término cruzado, para la identificacién es conveniente,
desde el punto de vista geométrico, hacer una rotacion de ejes para lograr que en el nuevo
sistema el eje o ejes de la conica sean paralelos a los coordenados. Desde el punto de vista
algebraico, se necesita un cambio de variable de tal manera que en la expresion matricial de

la forma cuédrica se tenga una matriz diagonal.

La conveniencia de usar una matriz simétrica en la expresion de la forma cuddrica, es

debida a que “una matriz real simétrica siempre es diagonalizable” *.

Ademas, el cambio de la variable v = lalaw=|"

Y N

, debe ser de manera que v=Pw,

=T —\7 —T ’ c s SR -7 , -
conesto v = (Pw) =w PT vy asi,al sustituir en la forma cuadrica v AV resulta:

W PTAPW. La matriz A es similar a una diagonal D si existe una matriz P tal que:
D =P'4P. Por lo que, para que P sea diagonalizadora de A debe ser ortogonal:
P~ =PT; por lo tanto P debe tener las propiedades de toda matriz ortogonal, esto es: los
vectores geométricos de R" que forman sus columnas, deben ser unitarios (tener médulo
igual a uno); ademas, el producto punto o escalar de dos cualesquiera de ellos debe ser
cero (deben ser ortogonales), y el determinante de la matriz debe valer uno. La
ortogonalidad, respecto al producto punto, entre los vectores siempre puede obtenerse can

los vectores propios de una matriz simétrica, asociados a valores propios diferentes.

* Algebra Lineal. Una introduccién modema. Autor: David Poole. Editorial Thomson. 2003. Pag. 389

76



Con el cambio de variable anterior, una ecuaciéon cuadrica en forma matricial
- T - - . _T — —
v Av + By +C=0 seconvieteen w Dw+BPw+C=0.

Ejemplo 3.VIII
Para identificar la cénica cuya ecuaciéon es —x’ —4xy+2y* +2x+4y=0 ... (D)

-1 -2 |x
primero obtenemos la expresién matricial de su forma cuadrica: [x y] [ ) ] { }
- y

-1 -2
s 9 }, para ello obtenemos su ecuacion

-1-4 =2
-2 2-A

luego, diagonalizamos la matriz A = [

caracteristica: | A — A1 | = 0, es decir

‘: ]’2_2’_2—4=12—i_6 = 0,

cuyas soluciones son A, =3; A, =-2.

Para 4 =3: | © 2|~|7% ! E3) = {(x,2 R
ara 4, =3: o 117 le ol = () ={kx,-2x)|x € R}

P O I W R E(-2) = {(2 R
aa f,=-2: | A o ol = ECD={@vylyeR}

Conesto, vi=(1,-2) € E(3); v:=(2, 1) € E(-2). El producto punto vi- v. es igual a
cero, es decir vi y v son ortogonales. Para que P, la diagonalizadora de A, sea ortogonal,

sus columnas deben ser los vectores unitarios de vi y v».

2
vi| = J1+4 = ‘/—5_; [v2| = J4+1 = J5 ;  con lo que P={_ ‘/lﬂ y

75
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i 2

—_ X, - .
P'=p' = l:‘/f I‘E} ; la nueva variable, el vector w=[ l} estalque v =Pw, yconél
N N

.y . .. -7 , - - =T — —
la nueva ecuacién de la conica en forma matricial : v Av+Bv=w PTAPw+BPw=0

W Dw+BPw=0, resulta:
L 2 -1 =2 [ X

o2 |G A E e e
N i NS g

[‘xl J’1]

o S
Sl s
I
| —
AR
I
I
E

1
|
ol Sl
| |
Sh b,
|
ol S
S b
1
< =
| S
+
|
S
Sl
|
| R
< =
| S
!
S
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3 0 ||x
[« ] {0 _2} L}j + ,:—%xl +%yl} =[0]; ésta corresponde a la ecuacién

3x' -2y -4+ =0, que no tiene término mixto.

Para la identificacion se completan trinomios cuadrados perfectos:

_4)? _2)?
(x, Jg) +(y} Jg) -1

38 —Fx D20 —En+D=2-4=-1= -

1 1
3 2
La coénica representada por la ecuacion (1) es una hipérbola cuyo centro, en el sistema

girado, tiene las coordenadas : C(j/l?",/z_g) ; las de sus vértices son: Vl(f,fg—+‘/g )y
v, (—J‘?,—j?—,/;—‘_ ) v el eje que contiene a los focos es paralelo al eje Y, del cual un vector

es (0, 1). Ya que, en este sistema w es tal que v=Pw; para obtener las respectivas
coordenadas de centro y vértices en el sistema original, asi como la direccién del eje focal,

deben premultiplicarse por P las obtenidas en el sistema X,Y,. Asi, para el centro

L 2 1 5
{ ‘/52 ‘/F} {‘f} = [5] = C(1,0); para el vértice V|, cuyas coordenadas en el sistema

Vs 5LV

girado son aproximadamente (0.447, 1.601), en el sistema original son:

M1 2r 7
-= =1]0.447 1.631
‘/52 ‘/,g = ; las de V,:
TF 7 | 1.601 | 0.316
1 2 r ]
-= =10.447 0.367
’/32 ,/lg = ; el eje focal es
|~ 7% L0187} -0.316
i 2
-= =10 0.894
paralelo al vector: { ./?2 ‘/F}[ } = [ ] a
-+ =1 0.447
Fleoral su vez paralelo al vector V2 =(2,1),

caracteristico de A, que usamos como segunda columna (correspondiente a la segunda

coordenada) en la diagonalizadora P. La hipérbola y los dos sistemas pueden verse en la

figura 1.
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Ejemplo 4.VIII
Ahora identificaremos la conica de ecuacién: x* —2xy+y* +2x -6y +3=0....(1); cuya

. . 1 —1]|x x
representacion matricial es: [x y]{ 1 } { } + [2 —6][ } +[3]1=[0].
Y Y

1-4 -1

= A -24+1-1=0,
-1 1-2

La matriz A tiene la ecuacion caracteristica: | A— A1 |= ‘

lo que implicaque: 4, =0y A4, =2.

1

. _01} = x=y conloque E(0)={(x,x)[x €eR} y w=(,1) e EO0).

Para A =0: [
-1 -1 -1 -1
Para 4,=2: Ll o o = y=-x porloque E2)={(x,—x)|x e€R} vy
- S S
v2 =(=1,1) € E(2). Entonces la matriz P, diagonalizadora de A, resulta: P = ['/F ,'/5 J;

2z
PT{_

L T X
cuadrica queda: [xl yl] P"AP [ };

N

1

el . - |x - |x - -
|- Al cambiar el vector v = por w = donde v =Pw, la forma
Y 34|

V2

i =

1

- 0 0
[)cl yl] P’ {O J/;} [xl:|:> [x1 yl]{o 2} lixl} y la expresion matricial de la
0 N y

ecuacion (1) en el nuevo sistema es:

g S ol e e

0 Ly L
[x, yl]{ }+[2 —6]{‘? l ‘ffy'}+ [3] = [0], que efectuando los productos y
2 L, +-=y
34 LT N

escribiendo s6lo el tunico elemento de las matrices de / x I, corresponde a:

2y -4t x -Ly +3=0. Al racionalizar denominadores tenemos:
1 17 HBN
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2 yl2 - 2\/5xl -4 y,+3=0; 'y completando el trinomio cuadrado perfecto

correspondiente a y resulta: 2( yl2 —22 y+2)= 2\/—2—xl -3+4;
2(y, - J2)? = 2»/5(xl + ;7'_3-) (yl - \/5)7 = \/E(xl +—‘£2) Esta ecuacion representa en

el sistema X,Y, una parabola con vértice en V(—g , V2 ), que aproximadamente es

V(-0.353, 1,414); con eje paralelo a X, y que abre en €l sentido positivo de dicho eje. En

el sistema original el eje es paralelo al N

vector v, primera columna de P,
correspondiente a la primera coordenada; N

las coordenadas del vértice son:

L 2 _4 »
I I N I A G R )
BN RANE

Figura 2

Los dos sistemas y la parabola pueden verse
en la figura 2.

©

Las superficies se representan analiticamente en coordenadas cartesianas con una ecuacién
de tres incognitas, si dicha ecuacidn es de segundo grado la superficie recibe el nombre de
cuadrica o cuadratica, éstas son: elipsoides, paraboloides, hiperboloides, de diferentes tipos

y también algunos cilindros y algunos conos.

De manera semejante a lo que sucede con las curvas cénicas, las superficies cuadricas
tienen ecuacion sin término mixto cuando sus ejes son paralelos a los coordenados y, en
estos casos, conocida la ecuacion la identificacion de la superficie es practicamente
inmediata. Por ello, si la ecuacién tiene términos cruzados, para la identificacién de la
superficie representada por ella, conviene, geométricamente hacer una rotacion de ejes para
la eliminacion de cada uno de los términos mixtos, de los que puede haber hasta tres y, en
ese caso, el proceso resulta muy laborioso. Sin embargo, en el aspecto algebraico, sélo es

necesario expresar matricialmente la ecuacion y diagonalizar ortogonalmente la matriz
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correspondiente a la forma cuddrica. La matriz diagonalizadora ortogonal siempre es

posible obtenerla si la matriz es simétrica.

Ejemplo 5.VIII
La ecuacién 2xy+ y* +4dxz +2yz+3x+z —-+=0 ... (a), representa, de manera analitica,

a una superficie de la que deseamos su nombre y caracteristicas.

La expresion matricial de la ecuacion (a) es:

01 2| |x X |
[x ¥ z]l 1 1)y +[3 0 l]y —[Z}=[O]....(b).
21 0|z z
01 2
Para diagonalizar la matriz A=| 1 1 1| obtenemos su ecuacidn caracteristica, con ella los
210
valores propios y un vector asociado a cada uno de ellos.
-4 1 2
A- Al =1 1-4 1|=-2+A+4-4+44+A+1=0; al simplificar llegamos
2 1 -2

01 2 1 1 1 1 1 1
Para 4, =0; (1 I 1{~]0 1 2| ~|0 1 2]
210 0 -1 =2 0 00

De la ecuacion correspondiente al segundo renglon: y + 2z =Q; y = -2z, Del primer

renglén z=-x-y = —x+2z .. z =x. Conesto E(0) = {(x, —2x, x)| xeR}.

El vector wi=(l,-2, 1) € E(0).

2 1 3 1
1/ ~|0 =5 0].Delsegundo renglén, y=0; vy del primero
2

2 1
Para 4, =-2: |1 3
21 0 0 0
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z=—-x, asi que, E(-2) = {(x, 0, x) | xeR}; v.=(1,0,-1) € E(-2).

-3 1 2 1 -2 1 1 -2 1
Para A, =3: 1 -2 1| ~|0 -5 5] ~]0 -1 1|. Del segundo renglon
2 1 =3 0 5 =5 0 0 O

y = z; sustituyendo en el primero x=z .. E(3)={(x,x,x)| xeR}; vs=(1, 1, 1) € EQ3).

La matriz P diagonalizadora ortogonal, tiene por columnas a los vectores unitarios de vi,

1 S I L I
- - b B o 4 s
V2 y v, estoes: P= “‘,/2_3 0 ﬁ;P—l—PT—‘f-{ 0 _71?'
4 L L [ TR I I
J6 24 3 f3 V3
L o2 L 1 21+ L L
. J6 Jo  Je J6 20004
= |4 —L _2 L=
P'AP= - 0 - I 11 = 0 i
Lo L 271 0 I U
J3 J3 i J6 2
0 0 0 —Jig- —J‘? 7'_; 0 0 O
= 2 —2— _L L: -
= |- 0 = - 0 Vi 0 -2 0
B T A L L 0 0
N RN} J6 204

x x,
Con el cambio de variable | y | =P yl la ecuacion (b) se convierte en:

z ¥4

£ & H|*
[xl N Zl]PAP bl [3 0 l]{ 72‘6' 0 71‘; 34 _[%]z[o];
% -% s
0 0 O0ffx X,
[x » z]jo -2 olly +[%-j—5—%] y, —[%]= [0]; que es la representacion
0 0 3||z z,

.. .7 2 2
matricial de la ecuacién: -2y, +3z% + 2x + 42y, + 427 -1 -0,
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Completando trinomios cuadrados perfectos, se tiene:
-2(y, 'if‘)z +3(z, +i§@ ‘= _'2"3/5"1 T
V3
(yl_g)z_(zl-‘l-%z_ﬁ( _ﬁ)
3 2 o)

Esta ecuacién representa analiticamente a un
paraboloide hiperbdlico con vértice (punto
silla) en el punto cuyas coordenadas son:

(_Jg_g_,g,_%) y cuyo eje es paralelo al eje X.

En el sistema original XYZ (al que
corresponde la ecuacién (a)), el vértice tiene
por coordenadas:

x L L Ll i N

Jo J2 J3 9 36

-2 o L] & | =]-s

Figura 3 y J6 NE) 4 9
7 Lo L LB _13

J6 23 9 36

En el sistema XYZ: C(Z, -4, -L) yel gje es paralelo al vector v = (1, -2, 1).

Una representacion grafica aproximada de la superficie puede verse en la figura 3.
10

Ejemplo 6.VIII

.y .. -T ;= - .y
La representacion matricial v Av+ Bv+C =0 de la ecuacién:

x*—=8xy+ 7y  +16xz+8yz+ 2" +Tx+5y+52+49=0 ........ (1), resulta:

1 -4 8|/« X
[x y z] -4 7 4|y +[7 5 5] y +[9]=[0].
8 4 1|z z

La ecuacion caracteristica | A-A1|=0 de la matriz 4 es:
1-4 -4 8

—4 7-2 4 |=(1-4f(7-2)-128-128-64(7-1)-16(1- 1)-16(1- 1)=
8 4 1-2
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= (7-4)(# - 24 +1-64)- 256 -32(1- 1) =
= A +942+811-729=0
Para obtener las soluciones de esta ecuacion efectuamos una divisidn sintética:

1 -9 -81 729
9 9 0 -729 Laecuacién reducida es A* —81=0 cuyas soluciones son 9 y
1 o -81 ]o

-9, con lo que los valores caracteristicos resultan 4, =4,=9; 4, =-9.

-8 -4 8 2 1 =2
Para 1=9: |-4 -2 4 |~ |0 0 O [; delprimerrenglén z=x+1y
8 4 -8 0 0 O

S E@)= {(x, y, x+3y)| x, yeR}.

Si w=(,2,2) e E@9), para que la diagonalizadora P sea ortogonal, el vector

va=(a, b, a +2b) e E(9) debe ser ortogonal a Vi, €sto es:

(1,2, 2)-(a, b, a+ib) = a+2b+2a+b=0, con lo que b=—3‘-’-=—a, si a=2,
entonces b=-2 y vz =(2,-2,1).
10 -4 8 1 -4 -1 1 -4 -1

Para A=-9: (-4 16 4|~ |0 36 18| ~ |0 2 1 |; del segundo renglén
8 4 10 0 36 18 0 0 O

z=-2y; del primero z=x-4y=-2y .. x=2y.

Asi E(-9)={(2y,y,-2y)| yeR}.

Podemos comprobar que todo vector de E(-9) es ortogonal a todo vector de E(9), esto es,
(2y,y,-2y)- (a,b,a++b) = 2ay +by-2ay-by =0, es decir, se anula para todo valor

dea, b y. Con y=1, vi=(2, 1, —2) es ortogonal tanto a v; como a v,. El médulo de
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cada uno de estos tres vectores es tres, con lo que la matriz ortogonal P, diagonalizadora

win
W= W

ded,es: P= = pl=p*,

wo W wi—
|
W

=Y [

Esta matriz resulté ser involutoria (P =P, o bien, P2 =1).

L3 3 -4 83 3 3] [0 0 0
PTAP=|% -2 1114 7 4||2 -2 1 /=109 0
4 o-3fls 4 13 3 -3 [o0 -

W
wl— Wi~

=& 3 3= 3 3]

3

Ademas, BP=[7 5 5]

wio wio v
|
Wi

w|—
|
w o

Con el cambio de variable, la ecuacion (1) resulta:

ox’ +9y,° -9z +9x, +3y, +32,+9=0,

x>+’ -z +x+3+y +1z +1=0, que puede escribirse:
—(5+ D) - +1) + (-1 =2, o bien,

_ (x, +';')2 _ (67 +%)2 + (2, _%)2 _
3 3 3

4 4 4
de dos mantos que en el sistema X,Y,Z, tiene su eje paralelo a Z,, el centro con

1.  Esta ecuacion representa un hiperboloide circular

| 11 [ 1 1 1,43
coordenadas C(-7,-¢,¢) y los vértices Vil-3, -6, ¢t5) V¥
1 1 143
Va(=2: =5 =)

L2 2 -1 1
3 3 3 2 6

En el sistema original las coordenadas del centro son: % —% % —% =|-1
2 L _2 4 -1
3 3 3 6 2

0.411
~ | 0.122

7
Lasde V,: i
+L [-1077

who win wi—
!
w e
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1oz 277 -2 —~0.744

ylasdeV,: |2 -2 1 -+ | = |-0455].
J3

2+ -3)ls-8] Loom

El eje del hiperboloide es paralelo al vector
vi=(2, 1,-2).

Una representacion grafica aproximada de la
superficie puede verse en la figura 4.

©

Figura 4
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