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PROLOGO

Este Fasciculo de Induccion Matemdtica, tiene como principal objetivo facilitar
la ensefianza del método de Induccion Matematica y contribuir a mejorar el
aprendizaje de los alumnos en este tema. Por tanto es un auxiliar didactico que
aspira a convertirse en un verdadero colaborador de la tarea docente y del
aprendizaje.

El tema de Induccion Matematica estd contenido en el primer capitulo del

programa de la asignatura Algebm que se imparte en la Facultad de Ingenieria
de la U.N.A.M.

El grado de dificultad del tema, su ubicacion dentro del programa de estudios, el
tratamiento que se le da en algunos textos de Algebr‘a y los antecedentes
académicos de los alumnos, son algunos factores que de una u otra forma
contribuyen a que el tema de Induccion Matemdtica se convierta en un topico
dificil para el alumno que cursa la asignatura.

Desde el semestre 94-1 he impartido la asignatura Algebra y en cada semestre
corroboro que los alumnos tienen muchas dificultades en la demostracion de
proposiciones matematicas en las cuales se utiliza el método de Induccion

Matemadtica.

Por estas razones, surgié en el autor la necesidad de elaborar un material de
apoyo didactico: "Fasciculo de Induccion Matematica” .

El fasciculo esta dividido en tres partes. En la primera se exponen los
antecedentes historicos, en la segunda la teoria correspondiente al tema y en la
tercera se presenta una serie de ejercicios resueltos; al final de ésta se proponen
algunos ejercicios para ser resueltos por el alumno.

Agradezco las numerosas y utiles sugerencias realizadas por el Ing. Francisco
Barrera Garcia, el Ing. Ricardo Martinez Gomez y la M.I. Maria Sara
Valentina Sanchez Salinas, para mejorar este fasciculo.

Agradezco también la valiosa ayuda de la secretaria del Departamento de
Algebra y Geometria Maria Guadalupe Martinez Ddvalos quienrealizé la
captura del presente trabajo y contribuyd en el disefio del mismo.

EL AUTOR
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I. RESENA HISTORICA

La evolucién es la Ley de la vida
El nimero es la Ley del Universo
La unidad es la Ley de Dios.

.Aforismo atribuido a Pitagoras.

ll1
PERSPECTIVA GENERAL

Algunos pueblos civilizados, en el transcurso de su historia han dirigido parte de
sus esfuerzos hacia el estudio de las matematicas. Los origenes prehistoricos de éstas
son tan ignotas como los del lenguaje y el arte. Cualquiera que sea su punto de partida,
las matematicas han llegado hasta nuestros dias por dos corrientes principales, el
nimero y la forma. La primera comprendié la aritmética y el algebra, la segunda, la
geometria. En el siglo XVIll esas dos corrientes se unieron y formaron el creciente
caudal del anélisis matemético.

Existe un abismo entre el empirismo practico de los agrimensores que
parcelaban los campos del antiguo Egipto, y la geometria de los griegos del siglo VI a.c.
Aquello fue lo que precedié a las matematicas; esto, las matematicas propiamente
dichas. Las matematicas no existen sin la estricta demostracion a partir de hipotesis
admitidas y claramente establecidas como tales. Lo anterior no niega que la intuicion,
los experimentos, la induccion y el golpe de vista sean elementos importantes en la
inventiva matematica; unicamente establece el criterio por el cual el resultado final de
todo golpe de vista, sea cualquiera el nombre que se le asigne, se juzga 0 no como
matematicas.

Los matematicos insisten en la demostracion de reglas de aplicacion préactica
obtenidas inductivamente porque saben que no se pueden aceptar las aparentes
analogias que presentan fendmenos de niveles diferentes de experiencia. Lo que
cuenta en las matematicas es la imaginacién y la rigurosa demostracion, y no la
exactitud numérica de una maquina o de un laboratorio de calculistas.
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1.2
LOS SIETE PERIODOS DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS

Una division mas convencional de la escala del tiempo, separa toda la historia de
las matematicas en siete periodos:

1°. De la época mas remota a la antigua Babilonia y Egipto, inclusive.

2°., La contribucion griega, desde cerca de 600 afos a.c, hasta
aproximadamente el afio 300 de nuestra Era, siendo la mejor en el siglo
iVyllla.c.

3°. Los pueblos orientales y semiticos ( hinda, chino, persa, musulman, judio,
etc. ) en parte antes y en parte después del 2° y extendiéndose hasta el 4°
periodo.

4°. Europa durante el Renacimiento y la Reforma, aproximadamente los sigios
XV y XVL.

5°. Los siglos XV y XVI.

6°. Elsiglo XIX

7°. Elsiglo XX.

Es posible que el 6° y el 7° sean uno solo, no obstante que poco después del
1900 ilegaron a manifestarse nuevas tendencias muy significativas.

La contribucién, de influencia mas perdurable en las matematicas, de todos los
periodos anteriores al Renacimiento, fue la invenciébn griega del razonamiento
deductivo estricto. Siguiendo en importancia estan los desarrollos del algebra simbdlica
durante el Renacimiento, efectuados en ltalia y Francia. Los hindues del sigio Vil
al Xll d.c. habian inventado el simbolismo algebraico; los mahometanos regresaron, en
su edad clasica, a un algebra casi completamente retdrica. El tercero de los adelantos
mas importantes sucede en la primera parte del quinto periodo ( siglo XVII ) cuando se
unen a las dos corrientes principales ( el nimero y la forma ) una nueva corriente: la
continuidad. Esto generé al calculo y al analisis matemético en general, también
transformé la geometria e hizo posible la creacion ulterior de los altos espacios
necesarios para las modernas matematicas aplicadas. Los paises que ocuparon el
primer lugar fueron Francia, Inglaterra y Alemania.
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El quinto periodo se considera generalmente como el manantial de las
matematicas modernas puras. Comprende el principio de la ciencia moderna; otro
adelanto principal fue la aplicacién extensiva de las recién creadas matematicas puras
a la astronomia dinamica con el trabajo de Newton, y un poco mas tarde, a las ciencias
fisicas, siguiendo la metodologia de Galileo y de Newton. Finalmente, en el siglo XIX el
gran rio se desborda y las matematicas florecen plenamente.

Si las matematicas del siglo XX difieren en forma importante de las del XiX,
posiblemente las distinciones mas interesantes son un marcado aumento en la
abstraccion con la consecuente ganancia en la generalizaciéon y una preocupacion
creciente en la morfologia y anatomia comparada de las estructuras matematicas.

La division de la historia matematica en cerca de siete periodos es mas o
menos tradicional. Los periodos remoto, medio y creciente, descritos con anterioridad
parecen dar por si mismos una presentacion mas verdadera del desarrollo de las
matematicas y una imagen vivida de su vitalidad innata. En cada uno de los siete
periodos hubo un ascenso bien definido hacia la madurez y una declinacion
subsiguiente de cada una de las diversas formas limitadas del pensamiento
matematico.

1.3
UNA BASE FIRME: EL METODO POSTULACIONAL

La demostracion de que sélo son posibles cinco sélidos regulares exige una
teoria bien desarrollada del espacio euclidiano. La demostracion se atribuye a
Theaeteto, hacia mediados del siglo IV a.c. Euclides completé en el mismo siglo la
teoria elemental de esos sélidos en su libro Xli, siendo ésta una de las mas
importantes aportaciones de su geometria. Con la terminaciéon de los Elementos de
Euclides, alcanzé la geometria elemental griega, excluidas las cénicas, su rigida
perfeccion. Era una geometria completamente sintética y métrica. Por primera vez en la
historia se unian y se correlacionaban numerosos descubrimientos aislados utilizando
un principio Unico de guia, a saber, el de la deducciéon rigurosa partiendo de
suposiciones expuestas explicitamente.

Algunos pitagéricos, y Eudoxio antes que Euclides, habian vislumbrado
detalles importantes del magno proyecto, pero habia de ser Euclides el que veria todo
el conjunto. Por consiguiente, es el gran perfeccionador, el creador de lo que se llama
hoy el “método postulacional”’, el sistema nervioso central de las matematicas.
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Es increible que el método de Euclides tuviera que esperar hasta el siglo XIX para que
ocurriera una verdadera apreciacion de su importancia. La geometria continud, por
supuesto, en la tradicion postulacional. Pero esto, evidentemente, era simple inercia,
pues tuvieron que pasar varias décadas después de la explosion de la geometria
proyectiva en el siglo XIX antes de que el tema recibiera una base solida. Y so6lo en la
década de 1830 a 1840 d.c. sucedié una tentativa seria para proporcionar una base
postulacional al algebra elemental. Hasta el afio de 1889 no se sintid en fodas las
matematicas el impacto de la metodologia de Euclides cuando Giuseppe Peano
propone cinco postalados que caracterizan al conjunto de los nameros naturales;
postulados que a su vez constituyen el punto de partida para una construccion del
sistema de numeros reales.

Simultaneamente con la potencia creadora del método postulacionai en
aritmética, geometria, algebra y topologia, la teoria de grupos y el analisis que
distinguieron a los cuatro primeras décadas de! siglo XIX, el método se hizo casi
popular en la fisica tedrica en la década del 1930 a 1940 a través de los trabajos de
Dirac, aunque ensayos cientificos como los de Mash en mecanica y A. Einstein en
relatividad, habian mostrado que el método postulacional es no sélo aclarador sino
también creador.

1.4
HACIA LA ESTRUCTURA MATEMATICA

Desde el punto de vista de las matematicas como un todo, la metodologia de la
generalizacion y de la abstraccion deliberadas, que culminé en el siglo XX en unas
matematicas de la estructura que se desarrollaron con rapidez, es sin duda alguna la
aportacion mas significativa de todas las tentativas realizadas para ampliar el concepto
del nimero. Pero en cada fase de la progresion de los nimeros naturales 1, 2, 3,...
hacia otros tipos de nimeros, se enriguecieron y se ensancharon todas las diferentes
campos de las matematicas contiguos a la aritmética. El rapido crecimiento de la
aritmética y el algebra fue consecuencia de un profundo cambio en la calidad del
pensamiento matematico y de sus objetivos ; donde resulta mas facil observar este
cambio, es quizas en la evolucion del concepto del nimero.

En un principio los numeros eran nombres tan concretos como padre y madre,
tal vez uno de los primeros ejemplos de “uno” y “dos”. No sobrevive ningun indicio del
paso real de lo concreto a lo abstracto; al respecto podemos imaginarnos el
desconsuelo de los seres humanos cuando por primera vez cuando se estableciera el
hecho de que los numeros naturales no tienen fin, lo que mas tarde dio lugar a
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regimentar la libertad generativa ‘n a n + 17, de los nimeros en la sucesion
indefinida, 1, 2, 3, ..., n, n + 1, ... si esta generacién interminable de nimeros tuviera
alguna restriccion finita, serian menos aterradores.

El que primero se diera cuenta de que la divisién “pares” e “impares” es
suficiente para incluir a todos los nimeros naturales, debid experimentar una sensacion
de fuerza casi sobrenatural. Después de todo, la interminable sucesién no era mas
misteriosa que la misma humanidad que podia ser clasificada en “macho” y “hembra”.
Por consiguiente, esa separacion matematicamente tan Gtil de los nimeros naturales
en dos clases se hizo completamente satisfactoria para la mentalidad del hombre en su
esfuerzo por tratar de comprender una totalidad infinita en términos finitos, y por lo
tanto para poner lo infinito al alcance de una sintaxis finita.

Hasta los ultimos afios del siglo XIX nadie se preocupd de los nimeros
naturales. Todas las matematicas, desde la aritmética hasta la geometria y el analisis,
habian aceptado esos nimeros aparentemente sencillos como “dados”. Sin ellos
nunca se hubiera podido llegar a producir ninguno de los avances mas importantes de
la matematica moderna. Y, sin embargo, nadie se preguntaba “; quién es quien nos ha
dado esos numeros naturales?” Kronecker se los atribuia a Dios, pero esto no es una
solucion matematica. El asunto se suscitd, no en aritmética, sino en analisis. La
contestacion la dio la definicibn moderna de nimeros naturales, lo cual acabé por unir a
la aritmética y al andlisis en cuanto a su origen comun, a saber, la definicion que hace
Peano acerca de los numeros naturales. La aritmética de 1, 2, 3, ... , y con ella el
analisis matematico, quedaron a merced de las investigaciones de la logica
matematica.

Las consecuentes propuestas matematicas fueron orientando la estructuracion
de las teorias algebraicas, en las cuales el nimero es primordial pero es mas relevante
la estructura de las relaciones que guardan los nimeros.

1.5
APARICION DEL ANALISIS ESTRUCTURAL

Se considera como fondo todo el material que se ha analizado, para observar
ahora la tendencia hacia una generalizacién cada vez mayor y hacia una abstraccion
mas sutil, que distingue a gran parte de las matematicas de la época reciente, de casi
todo lo que precedié a 1840.
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Los origenes del método abstracto parece que estan situados en la década de
1880 a 1890. Parece atribuirse a Peano ( italiano, 1858 - 1932 ) el impulso inicial de
este metodo, con sus postulados de la aritmética en 1889. En concordancia en el
programa Euclidiano, Peano emprendi6 la tarea de estudiar a la aritmética mediante un
conjunto de postulados; nace asi el método postulacional que es el origen del nuevo
pensamiento matematico y la tendencia hacia la abstraccion. En el aspecto creador, el
analisis postulacional de los sistemas matematicos sugiere innumerables problemas
nuevos.

Fue Peano el hombre que tuvo el valor de arrastrar la impopdularidad. Al
principio paso inadvertido excepto en lItalia, donde se le consideré notablemente
cuando en (1888) empezd a intentar reducir toda la matematica a un simbolismo
preciso que dejara muy poco lugar para la vaguedad. Las demostraciones, desde los
numeros naturales a la geometria, estaban basadas en conjuntos de postulados
explicitamente enunciados que eran necesarios y suficientes para las demostraciones.

Para alcanzar la precision deseada simbolizaba partes enteras de la l6gica
matematica mas minuciosamente de lo que habian hecho Boole y sus sucesores en
1847; también redujo a simbolos, frases de las matematicas técnicas de las que se
presentan con frecuencia. El resultado fue un lenguaje universal, practicamente para
todas las matematicas de aquel tiempo (1890-1900). La metodologia de Peano fue un
paso adelante en la direccion del razonamiento matematico, y uno de los estimulos
mas poderosos para la légica matemaética del siglo XX.

Al proyecto de Peano, de traducir en el “Formulaire de mathematiques’
(1895 - 1908) las matematicas técnicas a simbolos de légica matemética, que el
inventd, se debe la simbolizacion de las matematicas mas amplia que se ha ideado en
los libros titulados “Principia mathematica” (1910, 1912, 1913), de Whitehead y Russell.
Una seccion fundamental de los Principia desarrolla el estudio de las funciones
proporcionales. Se llama funcion proporcional a un enunciado gque contenga una
variable x tal que se convierta en proposicién cuando se da a x algin significado fijo
determinado; y una proposicién es todo lo que es cierto o lo que es falso. Esta Gltima
definicion (de Rusell) puede ser menos inocente de lo que parece, como se vera mas
adelante a propdésito del intuicionismo.

Por poco que quede de los Principia revisados de 1925 a 1927, el original de
1910 a 1913 conservara su lugar en la historia como la obra que inici6 una época
nueva de la légica matematica y de los fundamentos de la matematica.
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II. LOS POSTULADOS DE PEANO

Los cinco postulados de Peano a los que se hizo referencia en las partes
precedentes y que definen el conjunto de los nimeros naturales, se enuncian a
continuacion:

(i) 1lenN

(ii) Paracada n € N existe un Unico n* € N, llamado el siguiente de n .
(lii) Paracada n € N setiene que n* = 1.

(iv) Sim,neN y m*=n* entonces m=n .

(v) Todo subconjunto S de N que tenga las propiedades:
a) leS

b) k €S implicaque k*e S
es el mismo conjunto N .

i1
EL QUINTO POSTULADO DE PEANO

El quinto postulado de Peano nos indica que siempre es posible alcanzar un
namero natural “n” teniendo como punto de partida al nimero uno y recorriendo los
siguientes uno a uno hasta llegar al nimero natural “n”. Ejemplifiquemos ésto con un
poco de matematicas pitagéricas.

Asociemos cada uno de los numeros 1, 2, 3, ... a figuras tal y como se ilustra a
continuacion..
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Figura ' Namero
Asociado

¢Qué haria usted para construir la figura asociada, por ejemplo, el nimero 9? En
efecto, seguramente su razonamiento fue construir la figura asociada al nimero 7,
después las figuras asociadas a los numeros 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 hasta llegar a la figura
asociada al nimero deseado, que en este caso, es el 9. Esto quiere decir que para
trazar la figura asociada al nimero 9, es necesario partir de la figura asociada al
niimero 17 e ir construyendo las subsecuentes ( 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) hasta llegar a la que
corresponde al 9. Por tanto, para pasar del nimero 1 al nimero 9 debemos iniciar el
proceso en 1y recorrer uno'a uno los siguientes nameros hasta llegar al 9.
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Completando el ejemplo:

A
[

\%

N



Figura

N
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Nuamero
Asociad
6
L/
——<(
7
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NSO

o \ "
<
NSNS
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¢Podria imaginar cdmo es la figura correspondiente al numero 10007 No
importa que su respuesta sea negativa, lo importante es que tiene ahora un
“método” para construirla. Habria que partir de la figura asociada al nimero 1, ir una
a una trazando las siguientes hasta llegar a la que corresponde al numero 1000.
Esto es lo que establece precisamente el quinto postulado de Peano; para alcanzar
cualquier nimero natural es menester partir del uno y recorrer uno a ‘uno los
siguientes hasta alcanzar al nUmero natural deseado.
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Por otro lado, utilizando el ejemplo anterior, sea $ el conjunto de nameros

que tienen asociada una figura. Es claro que 1 pertenece a 8, puesto que tiene
asociada la figura

Ademas 1+1=2 también pertenece a 8; de igual modo 2+1=3,
3+1=4, 4+1=5, etc. pertenecen a 8; y, en general, si el numero ‘a” esta

contenido en 8 entonces el nimero "a + 1" también lo esta; es decir si conocemos
la figura asociada al numero ‘a” entonces podemos conocer la figura que
corresponde al numero "a + 1" ; luego segln el quinto postulado 8 es el conjunto
de los nimeros naturales.

El quinto postulado de Peano, también conocido con frecuencia como
“principio de inducciéon”, es la base del método de demostracion conocido como
inducciéon matematica”.

III. PRINCIPIO DE INDUCCION
MATEMATICA

lll. 1 NOTAS PREVIAS.

Para la ciencia es importante establecer generalizaciones o leyes que
expliquen todo cuanto ocurre en la naturaleza. La importancia de la generalizacién
radica en el hecho de poder manejar cada nuevo problema identificandolo
simplemente como perteneciente al tipo de problemas cubiertos por la
generalizacién.

Existen dos caminos para llegar a una generalizacion. El primero, consiste en
considerar desde el principio el caso generali mismo. ElI método de la légica
matematica llamado “deduccién”, trabaja de lo general a lo particular; la obtencion
de la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado es un ejemplo de
método deductivo. El segundo consiste en examinar un cierto nimero de casos
particulares para descubrir la forma en que estan relacionados. Una vez que se
determina esta relacion se le constituye en generalizacion. Se trabaja de o
particular a lo general, lo ¢ual forma el método de la légica matematica llamado
“induccion”.

12
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El peligro de la induccién reside en que los casos particulares, sin importar
cuan grande sea su nimero, pueden tener caracteristicas especiales que hagan que
una generalizacién basada en ellas pueda resultar-errébnea. El uso erréneo de la
induccién es de frecuente ocurrencia en la vida cotidiana; por ejemplo, en los
razonamientos de los empleados de una farmacia o de un gran nimero de personas
con la automedicacién. En matematicas también es posible cometer errores si no
se tiene el debido cuidado.

He aqui dos ejemplos desalentadores.
1) El estudio de los numeros del tipo
n-n+41:; n=12,3,..,40

( polinomio propuesto por Euler ), es capaz de hacernos pensar que estos nameros
son primos para cualquier n en el conjunto de los naturales

Si n=1 entonces 12-1+ 41 = 41 que es numero primo.
Si n=2 entonces 22 -2 + 41 = 43 que es numero primo.
Si n=3 entonces 32-3+41 =47 que es numero primo.

Si n=40 entonces 40% — 40 + 41 = 1601 que es numero primo.

Sin embargo, si n =41 entonces 41% - 4i+41=41° =1681 que no €s un
namero primo ( 1681 es divisible entre 41 ).

Pareceria que 40 casos son mas que suficientes para establecer la
generalizacion de que todos los nimeros de la forma »? - n + 41 son primos para
toda n en los naturales. El caso de n =41 ya no lo permite.

2) P. Fermat suponia que todos los nimeros del tipo
n
Fp=22"41 n=0,1,2, ..
( nameros de Fermat ) eran primos. Los primeros cinco numeros de Fermat son

primos, pero para » =5, Euler encontrd la descomposicion
Fs = 4294 967 297 = ( 641) (6700417 )

lo cual muestra que F no es un numero primo.
5

Por fortuna en matematicas es posible evitar el peligro de generalizaciones
erroneas si se hace uso de un método de demostracion llamado “induccidon
matematica.

13
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Hi.2
INDUCCION MATEMATICA

El proceso de una demostracion por induccién matematica consiste de los
siguientes pasos:

0) Escribir claramente la proposiciéon P (n) cuya validez quiere demostrarse,

especificando la variable de induccién y el conjunto de valores que puede asignarse
a dicha variable. Por ejemplo, si se escribe P (n), n representa la variable de

induccion; si se escribe P (m) , m es la variable de induccion, o bien si se escribe
P (1), | es la mencionada variable; en general la letra contenida en el paréntesis
de P( ), denota la variable de induccién.

i) Si P (n) es una proposicion enunciada para todos los nimeros naturales,
se debe verificar el cumplimiento de la proposiciébn para el menor valor de n
(esto equivale a verificar que 1 pertenece a §, seglin el quinto postulado de
Peano).

i) Demostrar que si P (k) es verdadera, entonces P (k+1) es
verdadera (esto equivale a demostrar que si £ € S entonces k£ +1 € § de acuerdo
con el quinto postulado de Peano).

Cuando (i) y (ii) se cumplen, se concluye que P (n) es verdadera para
todo n en el conjunto de los numeros naturales.

Una de las férmulas que suele demostrarse “por induccion” es

n(n+l)
1+42+3+..+n=""7FT"
2
Esta formula, practicamente aparece en todos los libros de mateméticas que
tratan el tema de inducciébn matematica; sin embargo, no es féacil encontrar el
razonamiento empleado en la obtencion de dicha expresion.

Aunque el objetivo de este fasciculo no es proporcionar los razonamientos
matematicos empleados para obtener cada proposicion o férmula a demostrarse por
induccién, considero que resulta pedagoégico ilustrar, el proceso de obtencion de la
formula anterior apoyandonos en algunas ideas matematicas de la escuela
pitagérica.

Los pitagéricos estudiaron ciertos numeros figurados a los que llamaron
numeros triangulares, cuadrados, pentagonales, hexagonales, etc.

14
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Por el momento detengdmonos en los numeros figurados llamados
“Triangulares”:

NUMERO TRIANGULAR

1 O 1
O
3 O O 2
o)
6 o o 3
O O
e}
o o
o}
10 O O 4

o)
O o©
15 o o o 5
O O ©o0 ©
O O O o ©
O ©
21 o ° o 6
O O O ©
O O O O O

etc.

Figura 1

15
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Vemos que el segundo numero triangular, el 3, se obtiene agregando 2 al
primero; el tercer triangular, del 6, se obtiene adicionando 3 al segundo; el cuarto
triangular, del 10, se obtiene sumando 4 al tercero, y que, en general, el enésimo
numero triangular se obtiene agregando » puntos al que precede. De modo que

1 1
1+ 2 6
1+2+3 6

5 eeedl 1IN

1+ 2+ 3 + ... n = enésimo numero triangular ............ (1)

Ahora, observemos la figura 2, para ver que el tercer numero triangular, 6,
puede juntarse con el triangular anterior 3 y obtener el nimero nueve “que es el
cuadrado de tres”.

®) i O
O . O
Flgura 2

Analogamente, en la figura 3, se observa que el cuarto numero triangular, 70,
puede juntarse con el triangular anterior 6 y obtener el niumero 16 “que es el cuadrado
de 4".

Con lo anterior, tenemos la pauta de la demostracion del hecho siguiente:
Si T, es el enésimo numero triangular, entonces de ( 1)
T, o=1+2+3+ .+ n... (2)

16



“Fasciculo de Induccién Matematica”

ademas, como ya vimos el enésimo numero triangular 7, se obtiene agregando n
puntos al que le precede, es decir,

y también

asi que adicionando (3 ) y (4 ), obtenemos

2T, =n’+n

de aqui,
r - n’+n
nT2
luego,
n:+n
142 +3+...+0n = ——
2
o bien,
n(n+1)
1+2+3+...+n = 5

Esta férmula para la suma de los » primeros nimeros naturales establecida en

la Grecia clasica, recibe asi una demostraciéon geométrica. ;No se dice, en un caso
asi, “veo clara la deduccion™? Por otro lado ¢ pudo imaginar, amigo lector, la
antigledad de esta formula?

Utilizando, ahora, el método de la ‘“induccion matematica®, procedamos a
demostrar que la férmula anterior es valida para todo nimero natural.

Las primeras preguntas que debemos hacernos al inicio de cada ejercicio son:
¢cudl es la proposicion p () cuya validez desea demostrarse? ¢ cual es la variable de

induccion? y ¢ en qué conjunto ha sido enunciada dicha proposicién?

En este caso la proposicion p (-) es la propia formula, n es la variable de

induccion y N ( conjunto de los nimeros naturales ) es el conjunto de valores que
pueden asignarse a la variable n , de modo que podemos escribir:

17



“Fasciculo de Induccién Matematica”

n ( n+ 1)
P(n): 1+2+3 +...+4n =———m ; YneN
—— ) — 2 ——
} \C 4 J !
VARIABLE CONJUNTO
DE l" DE
INDUCCION enésimo término VALIDEZ
PROPOSICION
Demostracion

i) Verifiquemos si P( 1) es verdadero
P(1): 1= _1_£_17+_1l

1 =1

Portanto P(1) es verdadera

ii) Suponiendo que P(k) es verdadera ( hipotesis de inducciéon ) se tiene que
demostrar la validezde P( k + 1) (tesis del problema).

Hipétesis de induccién.

k(k+1
P(k) : 14243+, +k=—Lk21)

2

Tesis
(k+1) (k+2)

2

Una forma de resolver este tipo de ejercicios consiste en partir de la hipétesis,
adicionar en ambos miembros el (& +1) - ésimo término y desarrollar el miembro

derecho resultante para obtener el miembro derecho de la Tesis. Observe el siguiente
desarrollo.

P(k+1) ¢ 1+2+43+..+k+(k+1)=

Escribimos la hipotesis
k(k+1)

1 =
+2+3+ ...+ k 5

18
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Adicionamos en ambos miembros el ( £ +1) - ésimo término. En este caso el
enésimo término es n ; para determinar el (k +1) - ésimo término se sustituye
k + 1 por n , de modo que el término buscado aquiesiguala &£ +1.

k(k+1)

14243+ ..+ k+(k+1)= 5

Desarrollando el miembro derecho de (1 ):

k(k2+1) +(k“)zk(k+1);r2(k+1)
RO gy o e G (2)

De (1) y (2) concluimos que
_(k+1)(k+2)

1+2+3..+k+(k+1) >

Por tanto, hemos demostrado que P(k+1) es verdadera y la prueba termina.

Cabe aclarar que adicionar el (k+1) - ésimo término a ambos miembros no
significa adicionar ¥ + 1 en ambos miembros.

De aqui en adelante se presentara una serie de ejercicios resueltos por el
método de induccidén matematica. Se ha cuidado que la serie contenga una gran
variedad de ejercicios con diferentes grados de dificultad.

Ejercicio 1. Utilizando el método de inducciéon matematica, demostrar:

(1) + (=) + (1) + .+ (=1)" =t~1—)2—n—_—1- , VneN

Demostracion

Nuevamente la proposicion P ( - ) es la férmula dada, » la variable de induccion
y N el conjunto de validez.
(-1)" -1

P(n): (-D)'+(=1)?+(=1) 4.t (-1)" = . VneN

enésimo

19
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1) ¢(Es P(1)verdadera?

' -1
P(1) : (1)'=(——)2———
~1-1
1= 5
-1=-1

P (1) esverdadera

i) Hipotesis de induccion.

P(k): (1) +(=1)>+(=1)>+...+(-1)* J—‘—%——l
Tesis
P(k+1): (-D'+(-D)?+ (-1’ +. .+ + (-1)* =£—_—}—)—2;—”—1
Partimos de la hipotesis
(—1)‘+(—1)2+(—1)3+...+(—1)k=(—?1—)2—",—l

En el enésimo término (-1)", sustituimos n=4k+1 para obtener el
(k +1) - ésimo término, (-1 )*"' . Adicionamos este término en ambos miembros
de la hipétesis

(-1 + ()Y +(AY +.+( D)+ =

-——-—-—(‘1); Ly

Desarrollamos el miembro derecho

(-1)* -1 e (CDF—1+2(-1)%
2 (= 2
(=D -1+2(-1)F (1)
- 2

20
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(—l)k—l k4l _ (_l)k (1+(—2))—1
EE— +(-1)"" = 5
_ (=D (-1)-1
- 2
_1 k—l -1 k+l___1
( )2 +(_1)k+1=(__)—2—__ .......... (2)

Por(1)y(2)

CED)'+ DD A (D) (D) =
la tesis queda demostrada. Luego P( n ) es valida para toda » en los naturales.

Ejercicio 2. Demostrar, por induccion matematica, que:

n[2a+(n—1)d]
2

a+(a+d)+(a+2d)+..+[a+(n-1)d]=

paran=1,2,3,..

Demostracion

Note que n =1, 2, 3, ... indica ademas que el conjunto de validez es el de los
naturales y que la induccién se aplica sobre la variabie »

i) Validezde P (1)

1[2a+(1-1)d]
2

P(l): a-=
a=da

P (1) esverdadera

ii) Hipoétesis de induccion

[2a+(k-1)d]

P(k): a+(a+d)+(a+2d)+...+[a+(k—1)d]=k ;
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Tesis

(k+D[2a+((k+1)-1)d]

P(k+1): a+(a+d)+(a+2d) +..+[a+(k-1)d]+[a+((k+1)-1)d]=

o bien

(k+1)[2a+ kd]
2

P(k+1): a+(a+d)+(a+2d)+.+[(a+k~D]+[(a+kd)]=

Iniciamos con la hipétesis de induccién

k[2a+ (k——l)dJ
2

a+(a+d)+(a+2d) +...+[(a+(k—1)d ] =

Adicionamos en ambos miembros el ( k+1) - ésimo término
2a+ (k-1)d ]
2

dl
a+(a+d) +(a+2d) +..+[(a+(k-1)d ] +[(a+kd)]|= +[a+ka]...(1)

Desarrollando el miembro derecho

_k[2a+(k-1)d ]+ 2[a+kd]

k[2a+(k—l)d]+[a+kd]_
2 2
_H2a+kd-d]+2[a+kd]
2
_k[2a+kd]- kd+2a+2kd
2
_k[2a+kd ]+ [2a+kd]
2
k[2‘1+(2k—1)d]+[a+kd]=(k+1)'(22a+kd) .................. (2)

Por (1)y (2) la tesis queda demostrada y la prueba concluye. P(n) es
validaparan=1,2,3,..

Ejercicio 3. Demostrar por induccién matematica que

VYneN

—1-+ ! +-—1—+ + ! =
112 23 34 7 n(n+l) n+1

22
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Demostracion

1

1 1
P(n): + =+

1 - n
1-2 2.3 34 7

n(n+1) T+l

VneN

i) Verificamos la validezde P(1)

1l

|~
t_.

P(1):

[S—

—

—

+
1
2

P(1) esvalida

ii ) Hipotesis de induccidn

p(k): Loy L, L, o1 &

' 1.2 2-3 34 7 k(k+1) k+1
Tesis

1 1 1 1 1 k+1
P(k+1): — 4+ T+ T+

TRk (kA1) (k+2) k2

Reescribimos la hipétesis de induccién

1

1 1 k
P(k+1): 4o

R =
34 T R T kel

L]
12 7 2.

W

Adicionamos en ambos lados el (k+1) - ésimo término

1 1 1 1 k 1

1
12233 T G T (ke ~ kel T Gy (Y

23
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Desarrollamos el miembro derecho

k N 1 o k(k+2)+1

k+1 ~ (k+1) (k+2)  (k+1) (k+2)
kP + 2k +1
(k+1) (k+2)

(k+1)?

(k+1) (k+2)

k 1 k+1

k1 (k1) (k+2)  k+2

De (1)y (2)
R U WU WS RSN N .o
1.2 23 34 77 k(k+1)  (k+1)(k+2)  k+2

la tesis queda demostrada.

Ejercicio 4. Utilizando el método de induccion matematica, demostrar que:

sen2 " x

COSX - COS2X - COSA X ......... cos2"'x=——— VneN
2" senx
Demostracion
_ sen2 " x
P(n): COSX - COS2X - COSAX ......... cos2 " x = ——— VneN
2" senx

Aunque la proposicidn no consiste de una suma sino de una multiplicacion de
términos, el mecanismo de demostracion es analogo al de los ejercicios previos.

i) Verificamos la validez de P(1).

sen2 x
P(1): cos x =
2 senx
2 senx cosx
COs X = ——— , COmo sen 2x =2 senx cosx

2 senx

COSx = COsS x
P (1) esverdadera

ii ) Hipdtesis de induccion.
sen2'x

P(k): cosx-cos2x-cosdx..cos2* ' x = > senn
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Tesis

sen 2 x

P(k+1): cosx-cos2x-cosdx..cos2 ' x -cos2x = e
2" senx

Reescribimos la hipotesis

- sen 2% x
cosx - cos2x -cosdx..cos2" x = ——
2" senx

Ahora, en vez de adicionar, multiplicamos en ambos miembros por el
( k +1)- ésimo término. '

sen 2% x

cosx - cos2x - cosdx ...cos2 ¥ x - cos2 ¥ x = ————cos2 ¥ x .. (1)
2% senx

Desarrollando el miembro derecho

sen 2 “ x } sen2“xcos2*x
082" x =

2%senx 2 “senx

2sen(2"x)cos(2"x)
2-2%senx

; ( sen2q = 2seno. coso, cona, = 2* x)

sen (2 (2%x))

2 senx
sen 2% x ok sen 2" x (2)
— . 082X =
2*%senx 2% senx

Por (1) y (2) queda demostrada la tesis y la prueba termina.
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Ejercicio 5. Aplicar el método de induccién matematica para demostrar que:

1-4+9-16+...+(-1)"n*=(-1)""(142+3+...+n) VneN

Demostracion
P ( n) es la férmula que se pide demostrar.

Anteriormente se demostré que la suma de los » primeros nimeros naturales es
iguala n (n+1)/2 . Usando este resultado P (n) se reescribe como sigue:

ln(n+1))

P(n): 1_4+9‘16+---+(—1)"“n2=(_1)"+‘( -

i) Verificamos la validezde P (1)

1(l+1))

P(1): 1=p4y“( ;

=1

P (1) es verdadera.

-
1
-

Hipétesis de induccién

k(k+U)

P(k): 1—4+9—16+...+(—1)"”k2=(_1)*+1( 5

Tesis

(k+1)(k+2)

P(k+1): 1—4+9—16+---+(—1)"*'k2+(—1)“2(k+1)2=(—1)“2( 2
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Iniciamos con la hipétesis de induccion

k(k+1))

1—4+9—16+...+(—1)"*’k2=(—1)*”( 5

Adicionamos el ( k + 1) - ésimo término en ambos miembros

1—4+9—16+...+(—1)"“k2+(—1)’”2(k+1)2=(—1)"+‘(£%i—1-)-)+(—1)"*2(k+1)2
Operando sobre el miembro derecho
k+1
Dt (ﬁkz_ﬂ_)) e (et ey < EDED TR | a e
_(=n* (—Zl)k(k+1)+(_l)k+z(k+l)z
=(-1) "*2(k+1)(—2—k+k+1)
=(_1) k+2(k+l) (ﬁ_j_lf_fi)
k+2
-1 e (K22
k(k+1 k+1)(k+2
(__l)lm( (2+ )) +(_1)k+2(k+1)2=(_1)k+2(( + )2( + ))
luego
144916+ ...+ (D" B+ (-D*? (k+1)? = (-1 *7? ((k”)z(k”))

es decir queda demostrada la tesis y la prueba concluye.

Ejercicio 6. Demostrar por induccion matematica que 6" — 1 es divisible entre 5
para todo n en los naturales.
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Demostracion

Este es otro tipo de ejercicio cuya demostracion exige un tratamiento diferente al de
los anteriores. Aqui la proposicion a demostrar es

P(n): "6" ~1 esdivisible entre 5", VneN

observe que P ( n) puede reescribirse como sigue

P(n): 6"-1=5p, peN, VneN

Es decirsi 6” —1 es divisible entre 5, existe un natural p talque 6" -1 sea igual

asp.

i) é Es verdadera P (1) ?

En estos casos, para escribir P (1) basta con sustituir n=1 en la igualdad
6" -1=5p . Luego,

P(1): 6'-1=5p, peN
conp =1
6'-1=5(1)

esto es, existe un natural, asaber p=1,talque 6' —=1=5p. P (1) esverdadera

il ) Hipotesis de induccion.
P(k): 6*-1=5p, peN; paraalgin k en N .

Es importante mencionar que la suposicion 6* -1 =5p, p e N indica que existe
un natural p para el cual se cumple la igualdad; p es un dato del problema.

Tesis
P(k+1): 6"'-1=5m, meN

Si 6! -5 es divisible entre 5 entonces necesitamos investigar si existe un entero
m que satisfaga P (k£ +1); m es unaincognita del problema.

28



Escribimos la hipétesis

“Fasciculo de Induccién Matematica”

6 —1=5p

multiplicando en ambos miembros por 6 y desarrollando,

6(6*-1)
65! —6
6" ~-6
6" —1-5
6" -1
65" —1
65 —1

6(5p)

6(5p)

5(6p)

5(6p)

5(6p)+5

5(6p+1). Sim=(6p+1)eN

Sm

Por tanto, determinamos al natural m , a saber m = 6 p+ 1, que demuestra la tesis

P(k+1).

P (n) esvalida para toda » en los naturales.

Ejercicio 7. Demostrar que si n es un numero natural cualquiera, entonces

1 .
E(Zn3 +3n? +n) es un natural.

Demostracion

P(n): %

(2n3+3n2+n) eN, VnelN

i) Verificacion de la validez de P (1)

P(1):

N

P (1) esverdadera

(2 +3(1)2+1)=1eN
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il ) Hipotesis de induccion.

1 .
P(k): E( 2k + 3k +k,) e N , para algiin & en los naturales.

Demostracion

P(k+1): —(2(k+1)" +3(k+1)° +(k+1)) eN

N =

En esta clase de ejercicios se sugiere desarrollar la tesis y usar en alguno de los
pasos la hipotesis de induccion, tal como se muestra a continuacién:

%(2(k+1)3+3(k+l)3+(k+1)):é (2K +3k3 43k + 1)+ 3(K +2k+1)+ k+1)
1 3 2 2
:g(2k +6k7 +6k+2 + 3k +6k+3+ k+1)
=é(2k3+3k2+k) é(ék +12k+6 )
%(2(k+1)3+3(k+1)2+(k+1)) %(2k3+3k2+k) (k*+2k+1)

1
Observe que 6(2/‘ + 3k~ +k) es un natural por hipotesis de induccion
y como keN (k2+2kf+l)también es un natural; en consecuencia

1 . ,
g( 20+ +3(k+1)* +(k+1) ) pertenece a los naturales. Por tanto P(n)es

valida para todo » natural.

Ejercicio 8. Aplicar induccion matematica sobre » para demostrar que para
cualquier numero real p=>0y cualquier namero natural

-1
(1+p)” >1+np+—n(n—2)‘—p—~
Solucién
n(n-1)p°’
P(n): (1+p)"21+i1p+-——7——; n=1,2,3,..

i) . P(n)esvaldaparan=17
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P(1): (1+p)‘21+(1)p+l(_1_“l_)_l’_.

2
(l+p) 21+p
P(n) esvalidaparan=1
it ) Hipétesis de induccion.
k(k-1)p? .
P(k): (1+p)k21+kp+-~£——2~——)-—p—-— para algun k& en los naturales.
Demostracion
k+1)kp?
P(k+1): (l+p)*' 21+ (k+1)p+ _(.__2)__19_

Procedemos como en el ejercicio anterior

(1+p)*' = (1+p)(1+p)*

k(k-1)p* or hipétesis de induccion
(1+p)(l+kp+ L, ) (por hip )

>
k(k-1)p? . k(k-1)p?
=1+kp+-———-—————( )P +p+kp"+——-———( )P
2 2
k(k-1 k(k-1)p’
=1+ (k+Dp+ ( )+k)p2+~—————( )P
2 2
k*—k+2k k(k-1)p’
C e[ EE20) Ko
ki+k k(k-1Dp°
=1+ (k+)p+ ————}p2+——(————)£—
2 2
k+Dk p? k(k—-1 3 k(k-1)p?
(ks EEDEP KEZDp (——(—-—)~p—zo)
2 2 2
k+Dkp?
21+(k+1)p+£—ii)—£—
Hemos demostrado que
k+Vkp?
(1+p)k”21+(k+l)p+(——-—22~—£~—

y P (n) secumple paratodo » en los naturales.
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Ejercicio 9. Demuéstrese que: si x < 0 y n es un numero natural cualquiera,
entonces x "' <0

Demostracion
Demostracion por inducciéon matematica

P(n): x"'<0; n=1,2,3, ..

i) P(l): x*®!

X l

X

0
0
0

AN AN A

P (1) esverdadera
ii) P(k) = P(k+1
Hipotesis de induccidn

P(k): x**' < 0 paraalgin k£ en los naturales.

Tesis
P(k+1): x**' <0
Reescribimos la hipétesis de induccién

xH < 0. (1)
Como x < 0 entonces x> > 0

Multiplicando en ambos miembros de (1) por x° ,

xP(x*) < x7(0)
x2+2k‘1 < 0

x2k+l < O

La tesis queda demostrada. P (n) es valida para cualquier natural » .
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Ejercicio 10. Demuestre que 2" > 1+m paratodo m en los naturales.

Demostracion
P(m): 2"21+m, VmeN
i) (Escietoque 2™ 2 1+m cuando m=17

P(l): 2 21+1
2 =2

Portanto P (1) es verdadera.

i) P(k) =  P(k+1)
Hipotesis de induccion

P(k): 2214k paraalgin k en N
Tesis

P(k+1): 28" > 14+ (k+1)
Suponemos que

25 > 1+&

multiplicado por 2 en ambos miembros

2-2% 2 2(1+k)

2 > 2(1+k)

(1+k)+(1+k)

1+ (1+k) (yaquel+k>1)
1+ (k+1)

v Vv

2 k+1

portanto P ( k+1) es verdaderay P ( m) se cumple para todo nimero m en los
naturales.

33



“Fasciculo de Induccién Matematica”

Ejercicio 11. Demostrar, por induccién matematica, que (a/b)" =a”"/b" se
cumple para todo » en nimeros naturales.

Demostracion
P(n): ( —a-) L v neN
n): b = P ne

i) Verificacion cuando »n = 1

pre (5 -
(5 -5 -4

Portanto P (1) es verdadera
it) Hipotesis de induccion

a ‘ a *

P(k): 5) =5F

b

Tesis

k+1 k+1
a a
P(k+1): (g) :b“]

Suponemos que P ( n) es cierta para n = k necesitamos demostrarque P (n) es
validacuandon=4%k +1.

(4) -5
b) bt
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multiplicamos por a/b en ambos miembros

k k
(&), & e
b b b*

i

e—|::
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con esto, la tesis queda demostraday P ( n) es valida para todo » natural.

Ejercicio 12. Utilizando induccién matematica, demostrar que 2rn < 27" para

todo » natural.

Demostracion

P(n): 2n £ 2" ; n=1,2,3,..

i) (Es P (1) verdadera?

P(n): 2(1) < 2°
2 =2
P (1) es verdadera
i) P(k) = P(k+1)
Hipotesis de inducciéon: 2k < 2*

Tesis

2(k+1) < 2%
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Por hipétesis de induccion

2k < 2°F

multiplicando por 2 en ambos miembros

2(2k) < 2

ahora

1<k
k+1<2k

2(k+1) < 2(2k)

como consecuencia, si 2 (k+1) < 2(2k) y 2(2k) < 2" por transitividad

2(k+1) < 2%  lo cual prueba la tesis y la demostracion concluye.

Ejercicio 13. Demostrar por induccién matematica, que :

3
m
-—3—<12+22+32+...+m2

se cumple en los naturales

Demostracion

3

P(m):%<lz+22+32+...+m2 . VmeN

i) Verificacion para m = 1
3

1 2
P(1): <1

1
_ 12
3 <

P (1) es verdadera

i) P(k) = P(k+l)
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Hipotesis de induccion

kJ
P(k): T<12+22+32+...+k2,paraalgﬁnkenN
Tesis
k+1)°
Pk+1):  YEED e o sy Lkt (k1)

3

Suponemos que

3

k
—j'<12+22+32+"'+k2

Adicionamos ( k+1)? en ambos lados de la hip6tesis de induccion.

3

k
—3—+(k+1)2< 12422 +3%2 4+ .+ k? +(k+1)?

Si demostramos que

(k+1)° &

2
3 < 3 + (k+1)

hemos demostrado la tesis.

Desarrollando en ambos miembros de la desigualdad anterior

Kk +3k2+3k+1 < k*+3k*+6k+3

3k+1 < 6k +3
-2 < 3k
. k+1)? kK’
Como -2 < 3k, Vk21entonces( +1) <—3—+(k+1)2
luego
k+1)°®
-(——%)— <12 4224324+ k24 (k+1)?
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P (k+1) es verdadera y P (m) se satisface para cualquier numero m en los
naturales.

Ejercicio 14. Demostrar, por induccién matematica, que:

se cumple para todo » en los naturaies.
Demostracion
1 1 1
P(n): 1+- 1l+=|...|1+=|=n+1, VuneN
1 2 n
i) Verificacionde P (1)

P(1): (1+%)=1+1
2 =2

P (1) es verdadera.

-y
—
A

Hipotesis de induccion

1
P(k): (1+—)(1+—)...(1+;):k+1 paraalgun £ en N .

Tesis

P(k+1): (1+%)(1+%)”'(1+%)(1+k_17):(k+1)+1
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Partimos de la hip6tesis

(161 (102) (14 2) e

multiplicamos en ambos miembros por (1 a1 ) que es el (k+1) -ésimo término

(1+%) (1+%)...(1+-}(—) (1+;—_1:1—) =(k+1)(1+7c-%) =(k+1)+1

La tesis queda demostraday P ( n) es valida paratoda n en N .

Ejercicio 15. Demostrar que si tan (6 + ) =tan O, entonces
tan (0 + nm ) = tan © para todo namero natural » .

Demostracion

P(n): tan (8 + nm)=tan 0O, VYneN

i) P(l): tan(®+7m)=tan 6

P(1) esverdadera.

i) P(k) = P(k+1)
Hipotesis de induccion

P(k): tan (6 + km)=tan 6
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Tesis
P(k+1): tan (0 +(k+1)m)=1tan O
Por hipotesis de induccion

tan 8 = tan (8 +km)
ztan[(G +kT[)+Tt]
=tan [(0 +(kn +m)]
=tan[(9 +(k+1)7t]

Por tanto, es cierto que tan (0 +(k+1)n)=tan 6 . Luego P (n) se cumple para
todo n en los naturales.

a,,—a
Ejercicio 16. Demostrar que a1+a2+a3+...+a"=——”—'——-—1—1, (g=1),
q.——
paratodo nen N si a,, =a,q paratodoi.
Demostracion
an+1_al
P(n): a]+a2+a3+‘..+a":—~——-“i—-, VneN
q_
i) Verificacionde P (n) para n =1
P(1 SR
(1): a, = 71
como a,, =a,q paratodo i, si i=1entonces a, =a,q, luego
a,qg—a,
a,= ——
qg -1
:a](q—l)
1 q“l
a,= a,

P (1) es verdadera

ii) P(k) > P(k+1)
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“Fasciculo de Induccién Matematica”

ak _cll .
P(k): @ +a,+a, . +a,=- ;_ para algin k en N .
Tesis
Ay — 4,
P(k+1): a,+a2+a3+...+ak+,=~—(1—*j*—-
-1
Por hipétesis
a,+va,va,+.+a, = 1721
i 2 37T k g1
Adicionando en ambos miembros a , , ,
Ay — a4,
a,+a,+a;+..+ta,+a,,, = p - +a,,,
_ Aa—a,+(g-1)a,,
qg -1
G T At qay,, T ay,
qg-1
qa;,, —a, ‘
= q_]——(am:aiq = a,,=a,,9 con i=k+i)
_ G T4y
qg-1

Portanto P ( k+1) es verdaderay P (n) es validaen N .

Ejerciclo 17. Demostrar por induccién matematica que la proposicion

1*+2* 43+ ... +n

o 6n°+15n°+10n° ~ n

30

es valida para todos los naturaies.
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Demostracion

B 6n°+15n*+10n°-n

30 , VneNnN

P(n): 1°+2%+3*+ .. +n*

6(1)°+15(1)“+10(1)* = (1)

i) P(1): 1°-=

30
R
30
1 =1

Se verifica P(n)paran=1
i) P(k) = P(k+1)

Hipdtesis de induccioén.

_6k5+15k“+10k~‘—k

araalgin ken N
20 P g

P(k): 1°+2*+3*+.. . +k*

Tesis

, 6(k+1D) +15(k+1D)*+10( k+1)* = (k+1)

Por hipétesis de induccion.

6k +15k*+10k° -k
- 30

1*+2* +3* + .+ k"

Adicionando en ambos miembros el ( k+1) - ésimo término
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6k°+15k*+10k° -k
30
6k +15k* +10k> -k +30(k+1)*
- 30
6k° +15k* +10k> =k +30(k* +4k> +6k* +4k+1)
- 30
B 6k>+15k * +10k > —k+30k* +120k° +180k* +120k + 30
- 30
6(k° +5k* +10k° +10k” +5k +1)+15(k* +4k> + 6k +4k +1)
- 30
. 100k + 3k + 3k +1) = (k+1)
30

+(k+1)"= +(k+1)*

6(k+1)°+15(k+1)*+10(k+1)> —(k+1)

1942 43+ L+ k* +(k+1)* =
30

P (k+1) esverdaderay P ( n) es valida para todo » en los naturales.

Ejercicio 18.

Demostracion

Demostrar que para todo numero natural n, z" =r" cis( n0) si

z=rcs9O.

P(n): z'=r"cis(no), VneN

i) Con n=1

P(n):

z'=r'cis(1-0)

z =r cis©

P (1) es verdadera

i) P(k) = P(k+1)

43



“Fasciculo de Induccién Matematica”

Hipotesis de induccion

P(k): z'=r*cisko paraalgin k en N = P(k+1): z¥*' = r*" cis((k+1)0)
Por hipotesis

zh=rtcis(k0)

multiplicando en ambos miembros por z =r cis 0

zz=r"* cis(kO)- rcis®
kel r* " cis (k0+0)
K= ((k+1)0)

N
Il

N
|

P (k+1)esverdaderay P ( n)se cumple para todo nimero natural » .

Ejercicio 19. Sean A4y B matrices de orden » tales 4B = B 4 ( a este tipo de
matrices se les Illama permutables ). Demostrar qle
AB" = B" 4 para todo niumero natural »n .

Demostracion

P(n): AB"=B"4, YneN

i) Para n =1

P(l1): AB'=B'4
AB

P (1) esverdadera

ii ) Hipotesis de induccion

P(k): AB* = B* paraalgink en N
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Tesis

P(k+1): AB*' =B*'4

AB* = B* 4 (por hipétesis de induccion )
Postmultiplicando por B en ambos miembros
(AB*)B=(B*4)B

Empleando la propiedad asociativa para fa muitiplicacién de matrices
A(B'B)=B* ( 4B)

como AB =BA

A(B*')Y=B*(BA4)

aplicando nuevamente asociatividad en el miembro derecho

ABIH-] :Bk+1A

En consecuencia
ABI(+) = Bk+lA

P(k+1) esverdaderay P ( n) se cumple para todo numero natural » .

) . cos® -—senb _ »
Ejercicio 20. Sea 4= . Demostrar por induccion
sen 0 cos 0

o cos (nd) —sen(n6)
matematica que A" =

sen (nB) cos(ne)) para  todo

namero natural n .
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Demostracion
‘ . cos (n0) —-sen (n0)
F(n): 4 _(sen(nG) cos(nG)) ’ vneN
i) Para n =1
' . cos (10)  —sen (10)
P(1): 4 "(sen(le) cos(le))

[ cos 0 —sen 0 J
" sen© cos O
P (1) esverdadera.

ii) Hipdtesis de induccion

cos (kB) —sen (k6)

sen (kO) cos(ke)) para algun ken N

P(k): A":(

Tesis

P(k+1): A/m:(cos((k+1)6)—sen((k+1)9)J

sen ((k+1)0) cos ((k+1)0)
Por hipétesis de induccién

. (cos(k@) —sen(kG))
A" = sen (k6) cos (k6)

Postmultiplicando en ambos miembros por la matriz 4

AkAz(COS(ke) —Sen(ke))[cose -sene)

sen (k6) cos (k0) sen 0 cos 0
e ( cos (k©) cos® — sen (k©)send — cos(kO)sen® - sen (k(-))cose)
- Lsen(k@) cosB + cos(k6)send — sen (kO)sen® + cos (k6) cosO
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Haciendo uso de las identidades trigonométricas

sen (a =) =sena cosP * sen B cosa

cos (o =P )=cosa cosP F sen  sen o

Akﬂ_(cos((ke)w) —sen((k9)+9)J
T Usen ((kB) +0) cos ((kO) +0)

Ak+l_[cos((k+1)+6) —sen((k+1)+9))
“Usen ((k+1)+8)  cos((k+1)+8)

P (k+1) esverdadera. P ( n) se cumple para todo numero natural n .

En los ejercicios anteriores, las proposiciones han sido ciertas para todo numero
natural » . Sin embargo, existen proposiciones cuyo conjunto de validez es algun

subconjunto de los numeros naturales; por ejemplo la desigualdad 2" > 10 es
valida para todo numero natural » mayor o igual a cuatro. En estos casos el
método de induccion matematica se aplica como se indica a continuacion.

Sea P (n) la proposicidon que se quiere demostrar. P (n) es verdadera para
todon > n, con n, elN si

i) P (n,) esciera.

ii) Suponiendo que P ( k) es verdadera para algun & en los naturales mayor o
iguala n,(k =2 n,), entonces P (k+1) esverdadera.

En los ejercicios previos n, fue siempre igual a uno.

En los siguientes ejercicios se demuestra la veracidad de P(-) para el
subconjunto de los naturales que se especifica en cada uno de ellos.

Ejercicio 21. Demostrar, por induccion matematica, la validez de Ila
proposicion:

P(n): (l—lj[l—l)(l—i]... 1—% ___r£+1 VneN, nz2
4 9 16 n 2n
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Demostracion

i) Verificamos la validezde P(n,=2).

P(2): (1*9: 2(+21)

Blw o

3.
4
P (2) es verdadera.

ii ) Hipétesis de induccion.

1 1 1 1 k+1 .,
: - — - PR B T - >
P(k): (1 4)(1 9)(1 ]6)_..(1 kz)—Zk para algun & 2 2
Tesis

Pl (1—7})(1_3(1']9 [l'kij [1_(1::1)’} ) 2:(:1)

Multiplicando la hipétesis de induccién en ambos miembros de la igualdad por

1- ~ se tiene
(k+1)°

(D000 -8 ) - (5 ) -

Desarrollando el miembro derecho

[_Lil_][l 1 ]_ k+1 1
2k C(k+D)?) T 2k 2k(k+1)

(k+1)*-1
2k (k+1)
k* 42k +1-1
2k (k+1)
k*+2k
2k (k+1)
k(k+2)
2k (k+1)
k+2

= m .. (2)
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De (1)y (2) se concluye que P ( k+1) es verdadera. Portanto P (» ) es valida
para todo nimero natural n > 2 .

Ejercicio 22. Demuestre la validez de la proposicion:
P(n): n+7<n*, n24, neN.

Demostracion
i) P(n,=4): 4+7 < 4°
11 < 16

P (4) esverdadera

ii ) Hipotesis de induccion
P(k): k+7<k?®paraalgin k >4 = P(k+1): k+8<(k+1)’
Por hipotesis
k+7<k’
Adicionando uno en ambos miembros de esta desigualdad

k+7+1 < k?*+1
k+8 < k? +1

como k=>4 entonces k’+1<k*+2k+1, por lo que
k+8 < kP +1 < k*+2k +1

por transitividad

k+8 < k*+2k+1
k+8 < (k+1)?

La tesis queda demostrada.
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Ejercicio 23.
proposicion

P(n): 142n<3" Yn22,

Demostracion

i) P(n,=2): 1+2(2) < 3?2

5 <9

P (2) esverdadera

if) Hipdtesis de induccion

P(k):

Tesis

P(k+1):142(k+1)<3*!

Suponemos que

1+2k < 3*

“Fasciculo de Induccion Matematica”

Demostrar con el método de induccion matematica la validez de la

neN

14+2k<3* paraalgin k en N, k 22

Multiplicamos por tres en ambos miembros de la desigualdad

(1+2k)(3) <3*.3
3+6k < 3+
Dadoque keN, k22
2<6 = 2k <6k = 342k < 3+6k
asi,

342k < 3+ 6k < 3%
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Por transitividad
3+ 2k < 3%

1+ 2(k+1) < 3%

P (k+1) esverdaderay P (n) se cumple para todo natural mayor o igual a dos.
Ejercicio 24. Demostrarque 2" <n! , si n es un nimero naturaly n >4 .

Demostracion
P(n): 2" <nt; YVneN, nx4

i) i, Es P(4) verdadera?

P(4): 2% <4l
16 < 24

P (4) esverdadera.

ii ) Hipotesis de induccion

P(k): 2% < k! paraalgin keN, k=>4

Tesis

Plk+1): 2" < (k+1)!
Por hipotesis

2% < k!

Multiplicando por 2 en ambos miembros de la desigualdad anterior

(2" )(2)<(k1){2)

k+1

2 < 2k!
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ahora bien, si demostramos que 2k! < ( k+1)! entonces por transitividad la tesis
queda demostrada, es decir, 2" < (k+1)!

2k < (k+1)!
2k < (k+1) k!
2<  k+1

Por tanto, ya que la desigualdad 2 < k +1 es verdadera para todo natural k£ > 4 |

entonces es cierto que 2k! < (k+1) y 2% < (k+1)!.
Concluimos que la proposicion P ( » ) es valida para todo natural n > 4 .
Ejercicio 25. Demostrar con el método de induccion matematica, la validez de la
siguiente proposicion

P(n): sen(B+nmn)y=(-1)" senB VneNN

Demostracion

i) P(1): sen(6+(1)m)=(-1) send
sen (6 + w) =~1sen0® (sen (0 + @)= sen O cos n + sen ©w cos 6 = — sen 9 )

~sen @ = — sen 0
P (1): esverdadera
it ) Hipdtesis de induccion

P(k): sen(0O+kn)=(-1)" senf paraalgin k e N

Tesis
P(k+1):sen (0 +(k+1)m)=(-1)""senb
Iniciamos con la suposicion

sen (0 +km)=(~-1)"senB®
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Multiplicamos por —1 en ambos miembros

(- sen (0 + kn)=(-1)(-1)"senB
~sen (8 +kn)=(-1)""sen0
sen (O +kn+n) = (-1)*"'send

sen (0 + (k+1)n) = (=1)""sen®
La tesis queda demostrada y la proposicion P (n) es valida para todo » en los

naturales.

Ejercicio 26. Demostrar con el método de induccion matematica, la validez de la
proposicion:

P(n): (14x)">1+nx+nx’, (x>0), Vnz23 neN
Demostracion

i) P(3): (14 x)° > 1+3x +3x?
1+3x+3x2 +x* > 1+3x+3x?

x> >0

x> >0 puesque x > 0. P(3) esverdadera.

ii ) Hipotesis de induccion

k 2
P(k): (l1+x) >l+kx+kx paraalgin k 23, keN

Tesis

P(k+1): (1+x)*'>14+(k+1)x+(k+1)x’
Por hipotesis de induccién
(1+x)'>1+kx+kx?

Multiplicando a ambos miembros por (1 + x )

(1+ )" (T+x) > (l+kx+kx*)(1+x)
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La relacion de orden “mayor que” no se alteroyaque 1+ x > 0 .

(1+ )" "> l+kx+kx? +x+ kx> +kx’®
(L+ )" " >T+(k+1)x+( 2k + kx)x?

Si demostramos que 1+ (k+1)x+ (2k+kx)x? > 1+ (k+1)x +(k+1)x?, entonces
por transitividad (14 x)"" > 1+ (k+1)x +(k+1)x?. Observe  que
T+ (k+D)x+ Rk +kx)x? > 1+ (k+D)x + (k+Dx?

2k +khkx > k+1

k(1+x) >1
Pero esto es cierto puesto que 1+x>1 y k >3, De esta manera
(I+x) "> T+ (k+Dx+ Qx+kx)x?>1+ (k+Dx + (k+1)x?. P(k+1)es

verdaderay P (n) esvalidaparatodon > 3, neN .

Ejercicio 27. Demostrar con el método de induccion matematica la validez de la

proposicion:
1 1 1 1 1 .
P(n) -2—2—+3—2+Z—2—+...+;l—2—<2—-;, Yn=22, nelN
Demostracion
i) P(2 ! 2 :
( ) 22 2
L3
4~ 2

P (2) esverdadera.

ii) Hipétesis de induccion

1 1
+ ...+ T3 <2—; paraalgun £>2, keN

P(k): STt3rt e P
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1 1 1
+27 ot 5 <2--—

2% 37 k*? k

. . l
Adicionando en ambos miembros m , obtenemos :
NS SO SRS NN B SO
22 T RT T T AT Y ) STk T k1)

Ahora para verificar la validez de P ( k+1) , habra de probar que

1 1
2 _—

1
2 T ke S T

Desarrollando esta desigualdad

1 1 1
k+1 kT (k+1)?
k(k+1)-(k+1)* +k
k(k+1)?

k(k+1)=(k+1)*+k <0 (k(k+1)? es positivo)
(k+1) (k-k-1)+k <0

-k-1+k%k <0

-1 <0 (verdadero)

<0

<0

Por tanto

1 1

1
e~ p—
kT (k+1)? K+

y por transitividad

111 1
e b <2 ———
22 T3 T e T Ty ST T kA

Concluimos que la proposicion P (n ) es validaparatodon > 2, neN .
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Ejercicios 28. Utilizar el método de induccion matematica, para demostrar la validez
de la proposicién:

1 —-a Zn-rl

. 2! 2? Y
P(n): (1+a )(1+a )...(1+a )—— PR
(a#-1,1); Vne N
Demostracion
. ) 1 —a?
i) P(1): 1+a’ = TR
4
l+a’ = ! -az—
1 -a
1+a? = (1+a4)~( —az)
1 -a?
l+a® =1+a?
P (1) esverdadera.
il ) Hipdtesis de induccién
Py: (1+a) (14a”) . (14ar)-—t22
: T2

para algun k e N .
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Tesis

P(k): (1+a20 (1+a2v...(1+a2j (1+a2“»==—34;£;:i

1-a

De la hipétesis de induccion

(1+a7) (1+a”) o (14a®) = 2200

Multiplicamos en ambos miembros por el ( k+1) - ésimo término

(1va") (14a%) o (1+a") (10a™) = 228 (12a)

Desarrollamos el miembro derecho de la ecuacion anterior

o, 2 " 1 - 2k 1 riad
COSPU I RS Rh
12—-(a2'm)2
B 1-a’
1-g?%"
B 1-a’
_ 1-a2"
 1-a?’

Por lo tanto

En consecuencia la proposicion P (n ) es valida paratodo n e N .
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Ejercicio 29. Demostrar con el método de induccion matematica la validez de la

proposicion:

1
sen(n+5)0 1
_—— YnedN

o)

P(n): cos6+cos20+cos30+...+cosn@ =
2sen(

N | —

Demostracion

(3.)
senL- 6)
i) P(1): cos6=— <

2sen 30)

w{20) 0] (16
= (ORE=(0

3 1
sen[a 9)+sen(5 Bj A+ B 4-B
= ,(senA+senB=2sen * = )

3
1

N |-
N

i
3
[
<>

P (1) es verdadera.

ii ) Hipdtesis de induccion

1
sen (k + 5) 0
P(k): cosO+cos20 +...+ coskB = I -
25en( 59)

% para algun keN.

58



“Fasciculo de Induccién Matematica”

Tesis

sen((k+1)+~21f)6 I

; _
Zsen( - G)

P(k+1): cosB+co0s20 +...+coskB +cos(k+1)6 = 5

N

Por hipétesis de induccién

)
sen(k+-2—‘ 0 1

cos0+¢c0s20 +...+ coskd = - 1——~-~--2—
2sen( :2- 6)

Adicionando cos ( k+1)6 en ambos miembros de la hipotesis de induccion

1
sen(k+5) 0
cos0+c0s20 +...+coskO +cos (k+1)0 = Ty 3 + cos(k+1)0
Zsen( 56)

Desarrollando el miembro derecho de esta ecuacion

: v

sen(k+5)9 1 sen( k + %) 0+2 sen(%@) cos (k+1)0 !

———— -~ +cos{k+1)0 = - =

Zsen(le) 2 ZSn(16) 2
2 N2

( 1 (1 A
sen ¢ k+1- 2) 6 + 2 sen 29) cos (k+1)0
1 ) B
2 sen[2 6
1 1 1
sen(k +1)0 cos 56 —sen| -0 |cos(k+1)0+2sen 59 cos(k+1)8 |
1 ) T2
2 sen(2 6
1 1 )
sen(k +1)0 cos (59) + sen (56) cos (k+1)0

2 ser\l (% 6)

NIv—-

1

2
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Asi,

sen( (k+1) + -;—) 0 ) 1

1 ) 2
2sen(29

cos0+c0s20 +...+coskB + cos (k+1)0 =

Portanto P (n) es valida paratodo n € N .

Ejercicio 30. Aplicar induccion matematica para demostrar la validez de la
proposicion.

4" _(2n)
n+l ()2

P(n):

Demostracion
. .4 (2(2))!
P T < Ty
16
— < 6
3

P (2) esverdadera.

ii ) Hipotesis de induccion

4+ (2k)!
k+2 S (kD)?

P(k): paraalgin k 22, k € N

Tesis

4 (20k+1))!
< 2
k+2 0 ((k+1)1)

P(k+1):
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Por hipétesis de induccién
4* L (20)!
k+1 = (kD)2

4* or Hk+D)
1 P T
izquierdo de la desigualdad que aparece en la tesis, es decir

, obtenemos el miembro

Observe que si multiplicamos el término X

4% 4(k+1) 4™
k+1  k+2  k+2

4* or (2k+2)(2k+1)
k+1 P (k+1)°

, obtenemos el

Tambien, si multiplicamos el término

miembro derecho de la desigualdad que corresponde a P ( k+1) , es decir,
(2k)! (2k+2)(2k%1)__(2k+2)(2k+1)(2k)__(2k+2)! _(2(k+1)ﬁ
(k1) (k+1)? ((k+1)1)? (k1) ((k+1) 1)
Al desarrollar la desigualdad

4(k+1)  (2k+1)(2k+1)
kv2 - (k+1)

verificamos que ésta es verdadera.

En efecto
4 (k+1)°
k+2
Ak +3k%+3k+1) < (4k*+6k*+2) (k+1)
AEP+12k°+12k+4 )< 4K +14k*+14k + 4)

< (2k+2) (2k+1) (k+2), como (k+2) y (k+1)* son positivos

0< 2k* + 2k
0< 2k (k+1)
0< k+1
lo cual es verdadera paratodo £ > 2, k € N.
, . . o . 4* (2k)!
Si ahora, multiplicamos el miembro izquierdo de la desigualdad P < (k1) por

4(k+1) _ (2k+2) (2k+1)
(k+2) y el miembro derecho por hiD)?
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Obtenemos

4k A (kA1) (2k) (2k+2)(2k+1)
K+l k+2 (k) (k+1)
44 (2(k+D))!
k+2 © 7 rn

Por tanto P (k+1) es verdadera y de (i )y ( ii ) concluimos que la proposicion
P(n)esvalidaparatodon 22, n e N.

Ejercicios Propuestos

Mediante el método de induccién matematica demostrar la validez de las siguientes
proposiciones.

1) & + h + 4 + ...+ 4 = 4n_ \va N
1.4 7477710 " T Bn-2)(3n+1) 3n+l’ " e

2) (1_%)(1—;’)(1—£)"'(1-n~1}-1) -n1+l; vnen

1

1 1 1
3) 1+\/—2—+ 3 +...+\/——<,/4n ; VYneN

n

4) (%)(2) + @-)(3) + (%)(4) bt (g) (n+1) = é n(n+D)(n+2); YneN

5) N B 5 . sn
1.3 3.5 5.7 7T (2n-1)(2n+1) 2n+1"

VneN

a(l+b) a(l+b)’ a(1+b)""  a(1+b)" -a
+ + + .+ = :

a
6) 2 2 2 2 2b ’

a,beR’;, VneN
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7) D (3r-2)(6r+2)=2n(3n*+3n-2); VYneN

r=1

2 n-1 4"—1

8) I1+4+4° +...+4 =3 YVneN
9) 6+24+42 + ... +(181-12)=3n(3n-1); VYneN

1 2 3 n 3 n
10) 37+3°+3°+...4+ 3 =5(3 -1) VneN
1) 1.2+2-22 4322 +...+n-2"=(n-1)2""+2; VneN
12) n<22" V neN

n* +2n +n?

13) 2 ez, VneN
14) (ab)'=a"b" ; Y neN
15) 1+5+9 +.. 4 (4n—-3)=n(2n-1); VneN
16) si A=(1 1) entonces A"=(1 nj; VneN
0 1 0 1
17) " 3°" + 7 es divisible entre 8", VneN
18) 3" >2"+20 ; Vn24, neN
19) (1-%)(1——;:)(1-%]...(1-%):%, Vn22, neN
20) 2+3-2' 4422+ +n-2"=(n-1)2"", Vn=22, neN
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