S

FAGULTAD DE INGENIERIA

UNRAMV

IMPOS editores , S. A.

Meéxico 1982






-

Los profesores de la Facultad de Ingenieria que
colaboraron en la elaboracidn de esta obra son:

Eliseo Cortés Salcedo

Abel Flores Ramirez

Angel Flores Rodriguez
Francisco Guerrero Lutteroth
Federico Liebig Frausto
Enrique Sanjurjo Borregén
Francisco Solares Aleman
Marco Antonio Tapia Lizdrraga
Miguel Zurita Esquivel

La edicibén estuvo a cargo de:

IMPOS editores, S. A.
Insurgentes Sur No. 586-402
México 12, D. F.

Todos los derechos reservados:
C)1979, Facultad de Ingenieria, U.N.A.M.

Ciudad Universitaria, D. F.

Primera edicién, 1979
Ségunda edicidn, 1980
Tercera edicidn, 1982

Impreso en México



PROLOGO A LA TERCERA EDICION

Debido a la aceptacién que han tenido estos apuntes -
por parte de profesores y alumnos surgid 1a necesidad de esta --
tercera edicidn en Ta cual, ademds de contener algunas correcio-
nes adicionales a las realizadas en la segunda, se ha efectuado
el cambio al Sistema Internacional de Unidades, con apego a la -
Norma Oficial Mexicana aprobada por la Secretaria de Patrimonio
y Fomento Industrial.

E1 contenido de estos apuntes es el mismo de Tas dos
ediciones anteriores, y aln cuando no cubre en su totalidad 1os
programas vigentes de las asignaturas que se imparten en el De--
partamento de Mecanica, sigue siendo un importante elemento de -
apoyo diddctico para estos cursos.

Se agradece la colaboracidn de los profesores y alum-
nos que, con sus valiosas observaciones, hicieron posibles las -
correciones de esta tercera edicidn, permitiendo continuar el --
proceso de depuracidon de este material.

Facultad de Ingenieria :
Divisidn de Ciencias Bé&sicas
Departamento de Mecénica,
Junioc de 1982.



PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Desde su primera edicién en 1979 hasta la fecha, los -
apuntes de Mecédnica I constituyen un valioso material de apoyo di
ddctico, tanto para el profesorado que imparte las cdtedras de Me
canica, como para los alumnos que requieren de textos que coinci-
dan con el contenido de 1os programas de las materias correspon--
dientes.

Este material To elaboré un selecto grupo de profeso--
res del Departamento.de Mecdnica, con apego al contenido y al or-
den del programa vigente en esa época. Debido a la reciente rees
tructuraci6n académica de la Facultad de Ingenieria fueron ajusta
dos los programas de las materias, por 1o cual los apuntes ya no
coinciden‘en su totalidad con el curso de Mecdnica I, pero alin -
son de gran utilidad para los cuatro cursos que se imparten en es
te Departamento. ‘

Como la primera edicién se agotd, se hizo necesaria es
ta segunda impresifn, en la cual se ha respetado todo el conteni-
do original y sélo se le corrigieron los errores numéricos o de -
concepto detectados oportunamente por l1os profesores del propio -
Departamento, a quienes agradecemos sus indicaciones. Asimismo -
damos las gracias a los profesores que elaboraron la versién ori-
‘ginal que tan valioso servicio ha prestado a la ensefianza de la -
Mec&nica en nuestra institucidn.

Facultad de Ingenierfa
Division de Ciencias Bdsicas
Departamento de Mecdnica
Octubre de 1980.



CAPITULO

Gontenido

FUNDAMENTOS DE LA MECANICA CLASICA

Objetivos especificos de aprendizaje
Introduccion.

Contenido y postulados fundamentales de
la Mecénica Cl1asica

La Estdtica, 1a Cinemdtica y 1a Dindmica

Modelos de cuerpo: punto masa, cuerpo
rigido y cuérpo deformable

Cantidades escalares y vectoriales:
Tongitud, masa, tiempo y fuerza

'Leyes de Newton para el movimiento

Sistemas de medida usuales

Efectos externos en los cuerpos y las
fuerzas que actlan en ellos

Aceleraciones
Aceleracién nula
Sistemas de fuerzas activas y reactivas

Fuerzas a distancia y fuerzas por
contacto

12

13

15
21
30

30
31
31
31



CAPIT ULO

Fuerzas distribuidas discreta y
continuamente

Fuerzas Externas e internas

Friccién en seco. Leyes de Coulomb
Morin

Diagramas de cuerpo libre
Concepto de diagrama de cuerpo libre
Elementos de sujecidn de la particula

Fijacién del cuerpo al sistema tierra

TEORIA DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS

Objetivos especificos de aprendizaje
Introduccidn

Postulados y teoremas bdsicos

32

33
36

44
44
47
54

57
63
65

Postulado de Stevinus o regla generaiizada 65

del paralelogramo

Principio de equilibrio

Teorema del deslizamiento
Composicidn y resolucién de fuerzas

Momentos de una fuerza

Momento de una fuerza respecto a un punto

Cambio del centro de momentos

67
69
73
81
81
83



W

-

Condicién necesaria y suficiente para
gue el momento de una fuerza con
respecto a un punto sea nulo

Coordenadas vectoriales o pluckerianas
de una fuerza

Momento de una fuerza con respecto a
un eje

Condicidn necesaria y suficiente para
que el momento de una fuerza con
respecto a un eje sua nulo

Caso trivial de momento de una fuerza
con respecto a un eje

Sistemas de fuerzas

Coordenadas vectoriales del sistema de
fuerzas: resultante general y momento
del sistema

Sistemas de fuerzas equivalentes

Condicidn necesaria y suficiente de
equivalencia entre sistemas de fuerzas

Sistemas de fuerzas irreductibles
Reduccién de l1os sistemas de fuerzas
Concepto de sistema resultante

Casos de reduccién y sus condiciones
necesarias y suficientes determinantes

Teorema de los momentos o de Varignon
Reduccidn canénica y eje central

Equilibrio. 1Isostaticidad e Hiperesta-
ticidad

85

88

91

96

97

99
99

110

110
113
123
123
125

134
138

143



CapPIT ULO

-
.

CINEMATICA DE LA PARTICULA

Objetivos especificos de aprendizaje
Introduccidn

Movimiento del punto material
Posicidn, trayectoria, desplazamiento

lineal, velocidad y aceleracitn del
punto y Jerk

Movimiento de una recta
Desplazamiento angular
Velocidad y aceleracidn angulares

Casos particulares del movimiento del
punto

Movimientos segln trayectorias tridi-

mensionales en coordenadas cartesianas

Movimientos segln trayectorias bidi-
mensionales (movimientos planos) en
coordenadas cartesianas

Movimientos rectilineos

Movimiento relativo

Posicién, velocidad y aceleracidn
absolutas

Posicién, velocidad y aceleracidn
relativas

Velocidad y aceleracién de arrastre

161
165
167
167

179
179
132
186

186

192

201
215



CAPIT ULO

o+

+ = L ] +

CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO

Objetivos especificos de aprendizaje

Introduccidn

Tipos de movimiento del cuerpo rigido

E1 movimiento del cuerpo rfgido

Traslaciones plana y no plana,

rectilinea

Rotaciones
al rededor

Movimiento

Ecuaciones
del cuerpo

Traslaciones
Rotaciones

Movimiento

y curvilinea

.en tornc de un eje y

de un punto
plano general

para los movimientos planos
rigido

‘rectilinea y curvilinea

concéntrica y excéntrica

piano general

Centro instantdneo de rotacidn

Mecanismos

de cuatro articulaciones

227
229
230
230
231

232

234
236

237
238
241
243
250



FUNDAMENTOS DE LA MECANICA CLASICA

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE

E1 alumno:

1. Definind La Mecdnica.
2. Atendiendo a Lat caractenisticas de La masa, de La velocidad -
y de Las dimensiones de Los cuenpos, menclonard Las diferen- -

tes teonias de La Mecdnica.

3. Definind La Mecdnica CLAsLca.



10,

11.

13.

14.

15,

Mencionand Los estados de La materia en Los que se aplica La
teonia de La Mecdnica CLésica.

Atendiendo a Las causas y a Los efectos que se observan en el
gendmeno del movimiento, definind cada una de Las pantes en -

que se divide La Mecdnica CLdAsica de Los cuerpos nigidos.

Emitind ejemplos de fendmenos de cada una de Las ramas de La
Mecdnica CLAsica de Los cuenrpos nlgidos.

Dado cualquien problema de movimiento, distinguind La rama a
La que pentenece.

Explicard el concepto de modelo.

Deginind Los modelos de cuenpos s6L4dos utilizados en la Mecd
niea CLdsica de Los cuerpos nigidos.

Dado un problema de Mecdnica CLAsica de Los s68idos nigidos, -
distinguind el modelo de cuenpo a utilizan para su scluciln.

Formuland ejemplos donde se apliquen Los modelos de punto ma-
sa y de cuenpo nigido.

. Definind Las cantidades escalarnes y Las vectoriales.

Enunciand Los diferentes tipos de vectores que se emplean en
La Mecdnica CLdsica.

Formularnd ejemplos de Las cantidades escalares y de Las vecto
niales .

Enunciand Las trnes Leyes de Newton que se nefienen af movd ~-

miento.




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Explicarnd en qué consiste el estade de neposo y el estado de
movimiento reciilineo uniforme, como casos particulares del-

movimlento.

Deducind, a partin del enunciado de La Segunda Ley de Newton,
La expresidn matemdtica de ésta.

Demostrnand, a partin de Los supuestos de La Mecdnica Newtondia
na, La validez de considerarn invarndiable La masa para el desa-
nrollo de aquella.

Caleularnd, a paniin de La expresién matemdtica de La Segunda-
Ley de Newton, cualquiena de Los conceptos Lnvolucrados en --
ella.

Enunciand fa Ley de La Gravitacidn Univernsal.

Planteand La expresidn matemdiica de La ley de La Gravifacién
Undivensal,

Calculand La fuerza de atraccidn que se genera entre dos paxn-
tilculas masa.

Definind el peso de un cueirpo.
Deducind, por dsociacibn de Los conceptos de La Segunda Ley -
de Newton y de La Ley de La Gravitacidn Univenrsal, La acelena
cidn de La gravedad tennrestre.

Definind La acelernacidén gravitatoria estdndar.

Distinguind ta digenencia entre el peso absoluto y Los pesos-
relativos de un cuerpo.,

Caloularnd el peso de un cuenpo para cualquier Localizacién en
#

un campo gravitacdonal.



2¢8.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35,

36.

37.

38.

40.

Definind el concepto de unidad.

Definind qué es unddad fundamental y qué es unidad derdivada.
Definind qué es un sistema de medida,

Dada La Segunda Ley de Newfon, distinguirnd La disyuntiva de--
tres patrones bdsicos dentro del confunto de cuatro que €sta-

Anvoluchra,

Definind Los sistemas de medida mds usuales, atendiendo a - -
Los conceptos que dan Lugar a sus unidades fundamentales.

Deteaminarnd Las varniantes parna cada uno de Los sdistemas de me

dida mds comunes.
Explicand el concepto de expresidn dimensional.

Definind Las unidades fundamentales para cada variante de Los
sistemas de medida.

Obtendrd, a partin de Las undidades fundamentales correspon---
dientes, cualquiern unidad derivada.

Indicard el sistema de unidades al que pertenece ung unddad -
cualqudlena.

Establecend La equivalencia, entre Las unidades fundamentales
de La misma especie, de Los sistemas decimales y de Los Lngle
ses.

Thansformand cualquien £ipo de unidad de un sistema a ofnrg.

Definind el concepte de ageleracifn.

41, Explicand el significado de aceleracidn nula.



42.

43,

44.

45,

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54,

55.

56.

57.

Degfinind Zodos Los tipes de fuernzas.
Ejemplificard cada tipo de fuenrnza.

Dado un fendmenc §isdlco, distinguird Los distintos £Lpos de -
5uénzab Lnvolucradas en EL.

Descndibind el fenbémeno de La frdiceibn,

Ejemplificarnd Los casos en que La friceiln sea favorable, y -
aquellos en que no Lo sea,

Enunciarnd Los distintos tipos de frlccibn. .
Mencionard Las Leyes de Coulomb-Moain para friceidén en seco.
Definind La fuernza de gfricedldn Limite,

Definind el coeficiente de friccdifn estdtico y el coefdlclente
de frdicedbn cinéiico.

Definind el dngulo de frdccddn y el dngulo de reposog,
°
Deginind el concepto de elemenito de sujecidn.

Conocidas Las Leyes de Newton, definind Los sistemas de refe
nencia en que son vdlidas.,

Ejemplificarnd Los distintos elementos de sufecdfn.

Definind el concepto de apgyo.
Enumenard Los tipos de apoyc mds comunes.

Representarnd ghlificamente Los diferentes Zipos de apoyo,



5§.

59.

60.

Indicand Las nestricclones al movimiento que Lnvolucnan Los -
distintos tipos de apoyo.

Deginind el concepto de diagrama de cuenpo Libre.

Dibufjand el diagrama de cuerpo Libre de cualquienr cuerpo.



ITHTRODUCCION

Al igual que otras teorfias cientificas, la Mecdnica, a
través de un sistema de leyes relacionadas, permite explicar un -
cdmpo especifico del conocimiento. Esto presupone la existencia-
de un objeto de estudio, as7 como de una forma de abordarlo.

_E1 campo del conocimiento que estudia la Mecdnica es -
el estado de movimiento de Tos cuerpos sujetos a la accidn de sis
temas de fuerzas. Para lograr los propdsitos de la teoria en di-
cho campo del conocimiento, se determinan leyes que establecen -~
las relaciones causales que rigen los fen6menos observados en la-
naturaleza y que constituirian el objeto de estudio.

De esta forma, Tos objetos de estudio de la Mecdndica--
Cldsica serian los cuerpos de dimensiones mucho mayores a la del-
atomo y que no posean velocidades cercanas a la de Ta luz, porque
estas caracteristicas son del ambito de estudio de la Mecdnica --
Cudntica y de la Mecdnica Relativista respectivamente.



Por otra parte, mediante postulados tedricos y leyes--
empiricas que fungen como premisas, se relacionan las leyes que -
se aplican en la Mecanica Clasica, con el fin de estructurar sus-
explicaciones y, a través de un sistema 14gico-deductivo, se ob--
tienen teoremas y explicaciones de los fenémenos mismos.

Los postulados tefricos, que concretamente son las Ze-
yes de Newton, constituyen una concepcidén del fenémeno tratado; -
al verse el fendmeno a este nivel, 1os términos que se incluyen -
no son explicados por ellos mismos, por lo que es necesario defi-
nir 10s conceptos que se involucran en las leyes para precisar su
significado.

Por su parte, Tas leyes empiricas (como la de ia fric-
cidn), vinculadas de manera 16gica con las anteriores, se obtie--
nen por generalizacidn inductiva y permiteng conjuntamente con --
1os postulados, explicar fenSmenos que no incluyen dichos postula
dos. '

Asimismo, las leyes de Newton inducen, por su mismo ca
rdcter formal, un sistema matemdtico que posibilita la obtencidn-
de los teoremas.



1.1, CONTENIDO Y POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA MECANICA CLASICA

La teoria que se expone en este cursoc es la de la Me-
cdnica Cldsica, misma que se fundamenta en las leyes de Newton pa
ra el movimiento. Esta teorfa permite analizar, con resultados -.
aceptables, todos los problemas que normalmente se tratan en Inge
nieria.

, Ahora bien, dado que el campo de conocimiento al que~
se aboca la Mecdnica Cldsica es muy extenso, conviene abordar el
estudio de esta disciplina dividiéndolo seglin las abstracciones -
que puedan hacerse de 1o0s cuerpos que se analizan en ella. Asf,-
tomando en consideracidén, por una parte, que el estado de la mate
ria puede ser sélido, 17quido o gaseoso y, por otra, que-a 103 -=-
cuerpos — y particularmente a los sdélidos ~— se les puede consi-
derar como rigidos o como deformables, es posible dividir a la Me
cidnica Clasica en Mecdnica de so0lidos rnigidos, Mecdnica de cuer--
pos deformables y Mecdnica de flufdos. Esta divisién se esquema-
tiza en el diagrama 1.1 -1. ‘

Por otra parte, atendiendo a las relaciones causa =--
efecto que determinan el estado de movimiento de los cuerpos, en -
la Mecdnica Clasica pueden identificarse las siguientes ramas:

1.1.1. LA ESTATICA, LA CINEMATICA Y LA DINAMICA

Estdtica.- Trata del estudio de 1os cuerpos que se -
encuentran bajo la accién de las fuerzas, pero que permanecen en~
equilibrio. t
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Cinemdtica.- Estudia la geometria del movimiento, indg
pendientemente de las causas que lo producen.

Dindmica o Cinética.- Analiza el movimiento de los cuer
pos, asi como las fuerzas que lo producen.

Ejemplo: Clasiffquense, de acuerdo con la finalidad de
cada una de las ramas de la Mecdnica Cldsica,
la naturaleza de los siguientes problemas, es
tableciendo, asi mismo, las razones correspon
dientes que lo justifican:

i) Se interta conocer la trayectoria de una
nave espacial que habrd de alunizar.

ii) Se requiere definir la potencia necesa--
ria en los motores de un buque, para mo-
verlo con cierta velocidad.

iii) Se busca determinar las tensiones en los
cables que sostienen un semdforo, desti-
nado al control del trdnsito en un cruce
ro.

Solucion:

i) E1 problema es cinemdtico, ya que para -
resolverlo s6lo se requiere describir el
lugar geométrico de las posiciones de la
nave, a condicidn de que alunice.

ii) Este tema pertenece al campo de la Dind
mica. En efecto, el enunciado del pro-
blema establece el andlisis de los fac-
tores determinantes de cierta velocidad
de la embarcacidn. '

11



ii1) E1 problema es de Estatica, en virtud de
la finalidad del semdforo — que implica
necesariamente su estado de reposo — y-
del andlisis de 1las tensiones en los ca-
bles que asi 1o mantienen.

1.1.2. MODELOS DE CUERPOS: PUNTO MASA, CUERPO RIGIDO-
Y CUERPO DEFORMABLE

Para la aplicacién de cualquier teorfa, se requieren --
modelos que faciliten o simpiifiquen la interpretacién del compor
tamiento de un fendmeno, un sistema o una estructura; es decir, -
que reflejen de algin modo su comportamiento. Asi, con los mode-
los es posible comprender aquello que la teoria intenta explicar.

Ahora bien, 10s cuerpos reales estin formados por un --
sistema discreto de partfculas aparentemente unidas entre si, pe-
ro en los que existe una grén cantidad de vacios; sin embargo, es
necesario adoptar ciertas simplificaciones que nos conduzcan a la
obtencidn de modelos que nos permitan comprender y analizar los -
conceptos que estudia la Mecdnica.

Por ejemplo, una primera idealizacidn consiste en supo-
ner al cuerpo como un medio continuo y deformable. En una simpli
ficacidn posterior puede considerdrsele como cuerpo rigido y, en-
otra etapa de abstraccidn, puede 1legarse al concepto de particu-
la masa.

a).- EL cuenpo nigido. Es un medio contfnuo que no ---
acepta deformaciones, es decir, todas sus particu-
las se conservan a la misma distancia entre si ba-
jo cualquier condicidon. Si no se cumple esta ca--
racteristica, el cuerpo serd deformable. (En rea-
lidad todos los cuerpos son deformables, de mane-
ra que el cuerpo 'rigido es s6lo wuna idealiza--

12



cién de @&stos).

by - Punto-masa o particula matenial. Es la represen
tacidn de un cuerpo por medio de un punto al que
se le asocia masa.

Las idealizaciones del cuerpo que se empleardan en es-
te curso son la de punto-masa y la de cuerpo rigido. La primera-
cuando Tas dimensiones del cuerpo sean irrelevantes.

La idealizacidn de cuerpo rigido se adopta si a tal -
cuerpo no puede considerdrsele como un punto, esto es, cuandoe sus
dimensiones intervienen en el planteamiento que se analiza.

1.1.3. CANTIDADES ESCALARES Y VECTORIALES: LONGITUD,
MASA, TIEMPO Y FUERZA

Para establecer la relacién entre las acciones y los-
efectos que se producen en un cuerpo, es necesario precisar el --
significado y definir una medida cuantitativa de los conceptos bi
sicos empleados en tal relacidn.

En el caso que nos ocupa, esto es, el fendmeno del mo
vimiento, los conceptos bdsicos son l1a longitud, el tiempo, 1a ma
sa y la fuerza.

Longitud.- Es el concepto utilizado para definir cuan
titativamente la separacidn entre dos puntos.

Tiempo.~ Es el concepto que permite establecer la se
cuencia de los eventes y que, en la Mecdnica Newtoniana, es consi
derado como una cantidad absoluta: es decir, establece la nocién-
de cuando ocurre.

13



Masa.- Es una medida de la inercia de los cuerpos, -
entendiéndose por inercia la propiedad de la materia que mide la-
resistencia de modificar el estado. de movimiento de dichos cuer--
pos. '

Fuenza.- Es la accidén de un cuerpo sobre otro, cuya-
tendencia es cambiar su estado de movimiento.

Las cantidades con las que se miden los conceptos de-
finidos anteriormente son de dos c¢lases: escalanes y vectoriales.

Cantidédes escalares son aquéllas que quedan defini--
das completamente al indicarse su magnitud. Ejemplos de é]gunas-
cantidades escalares en Mécanica son el tiempo, el volumen, la --
densidad, el trabajo y la masa.

Por su parte, las cantidades vectoriales son las que-~
para definirse completamente requieren, ademds de su magnitud, la
direccidén en la que actﬁan; a su vez, la direccién implica consi-
derar 1inea de accidn y sentido. Por ejemplo fuerza, velocidad,-
aceleracidn.

En este curso las cantidades vectoriales, que siempre
se les representard matemdticamente por medio de una terna ordena
da de nimeros reales, se clasificardn seglin las caracteristicas -
de los conceptos a los que se asocian. Asi, se distinguirdn los-
siguientes: '

14



i) Vector Librne. Representa a una magnitud de la -
que no interesa conocer su -ubicacibén en el espa-
cio. Consecuentemente sdlo se expresara la ter-
na ordenada a la que se aludié.

ii) Vecton desbizante. Identifica magnitudes de las
que se requiere precisar el lugar geométrico en-
que se ubican (1inea de accidn). A estos vecto-
res se les asocia otra expresion matemdtica que-
define a dicho lugar geométrico. ‘

iii) Vecton §ifo. Simboliza cantidades que, para de-
finirse, ademds de magnitud, direccidén y sentido
se debe "indicar el punto en que se aplica. Por-
lo tanto, a estos vectores debe asocidrseles un-
punto del espacio.

1.1.4. LEYES DE NEWTON PARA EL MOVIMIENTO

Las leyes en que se basa el movimiento de la particu-
la las establecié formalmente Newton, y son producto de 1a obser-
vacidn y experimentacidn., Dichas leyes se enuncian a continua --
cidn.

Primera Ley de Newton. Toda particula permanerz en -
estado de reposo o de movimiento rectilineo uniforme, en tanto no
se 1e aplique una fuerza.

Esta ley, conccida también como de la inercia, esta--
blece que un cuerpo es incapaz de modificar por si solo el estado
de movimiento en que se encuentra, ya sea de movimiento nulo o de
movimiento rectilineo uniforme; este Gltimo es aquel en que la --
particula se desplaza en Tinea recta con velocidad constante.

15



Segunda Ley de Newton . Al actuar una fuerza sobre una-
particula, le produce una aceleracién en la direccidn de la fuer-
za de magnitud o médulo proporcional a ésta, e inversamente pro--
porcional a la masa de la particula; esto es:

a v F Yy a

3R

Estas relaciones conducen a la siguiente:

|

Introduciendo una constante de proporcionalidad, se es

tablece la ecuacidn

= (1.1.4-1)

Esta ecuacién es vectorial, ya que la direccidn de a -
debe ser la misma que 1a de F. Es una ley cuantitativa donde Ta
constante K se iguala a la unidad introduciendo un sistema de uni
dades apropiado. Por 1o anterior, la ecuacidn queda:

-
"
=
a

En un sentido mds general, la segunda ley de Newton --
sostiene que el cambio en la cantidad de movimiento experimentado
por un punto masa es directamente proporcional a la fuerza que o-

bra en &1; es decir:

= d

B d (1.1.4-2)
F=Kk g%

(mu)

donde mv es la cantidad de movimiento de la particula.
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Ademds, si en esta expresidn se acepta que la masa es
constante, se tiene:

Pero como H%— {v)s @ resulta F = K m a, tal como se-
indicé anteriormente.

Tencera Ley de Newtom. A toda accidn corresponde una-
reaccidn de igual magnitud, colineal y de sentido contrario. -

Esta ley, que establece que las fuerzas se presentan -
siempre en parejas, es bdsica para la comprensién de la forma co-
mo actdan las fuerzas, cualquiera que sea su procedencia. ,

Ley de Gravitacidn Universat. Ademds de las tres leyes
anteriores, Newton estableci6é la ley que gobierna Ta atraccién mu
tua entre los cuerpos, y cuyo enunciado es:

Dos particulas se atraen, una hacia la otra, con una--
fuerza de magnitud directamente proporcional al producto de sus--

masas, e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia en

tre ambas particulas.

Su expresién matemdtica es:

-0 mi - mo z ' (1.1-4,—3)

donde F representa la fuerza de atraccidn mutua entre las particu
las; G es la constante conocida como Constante de Gravitacidén Uni
versal, con valor de
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6.673 x 10 1
: Kg + 4

my, mp son las masas de las particulas; 2 es la distancia entre -
ambas particulas, y Zﬂ representa el vector unitario cuya direc--
cién es de una hacia otra particula, como se muestra en la Figura
1.1.4-1.

et
/g}ﬁ A
m Figura (1.1.4-1)

La fuerza gravitacional existe entre cualquier pareja
de cuerpos; en ia superficie terrestre, la lnica fuerza gravita--
cional de significacidon es la debida a la atraccidén de 1a Tierra,
misma que se conoce como "peso del cuerpo". Por ejemplo considé-
rese que una esfera de, acero con didmetro de 25 cm es atraida --
por la Tierra con una fuerza de 8.18 Kg..

Si se tienen dos esferas en contacto, iguales a la an
terior, la fuerza de atraccién entre ambas es de: 0.00000000728 Kg..
Se observa que esta fuerza es de orden despreciable si se compara
con el peso de las esferas.

Debido a la variabilidad, tanto del radio de la Tie--
rra como del efecto de la fuerza centrifuga producida por la rota
cion del planeta, el peso de los cuerpos se incrementa del ecua-
dor hacia los polos; por ese motivo se define como peso absocluto-
de los cuerpos, el que registran al nivel del mar y a 45° de lati
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tud norte; si el registro se realiza en otras condiciones, al pe-
so.se le define como relatdivo.

. La aceleracién que los cuerpos adquieren debido a su-
peso absoluto es conocida como aceleracidn estdndar de la grave--
dad, 1a cual puede deducirse sustituyendo la expresién (1:1.4-3) -

en la {1.1.4-1) obteniéndose:

. g M (1.1.4-4)

donde M es la masa de la Tierra y‘R su radio medio.

En estas condiciones, la gravedad estédndar (95) ad---
quiere el valor de:

9.80665 -2 < 9.81 m/s?
4

9y

g, = 32.1740 _;if_ 32,2 §£/8

Ahora bien, dentro de la convencidn adoptada, al peso
absoluto de un cuerpo de masa m se le expresard como:

w, =mg, ,
mientras que a su peso relativo Te corresponderd la expresidn:
w=mg

donde g es la aceleracidén relativa.

De estas dos expresiones se obtiene la siguiente:
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la cual presupone la invariancia de la masa del cuerpo, en tanto-
ocurre un cambio en la magnitud del peso del mismo.

Ahora bien, si el cuerpo no se encuentra en la super-

ficie, sino en un punto situado a una-altura H , con una deduc---
cién idéntica se 1lega a la expresidn que permite calcular la ace
leracidn en ese punto. Tal expresidn es:

@ = GM____ (1.1.4-5)
(R + H)?

Si de la expresién (1.1.4-4) despejamos G y la susti-

tuimos en la anterior, obtenemos:

a-= (‘m‘) gé (1.14—6)

Ejemplo: Dado que el radio promedio de la tierra es -
R = 6371 km, obtenga la aceleracidn con que-
es atraido hacia el centro de la Tierra un -
cuerpo'que se encuentra a 3 185.5 km de altu
ra sobre la superficie terrestre.

Solucidn:

( R )ZQéz ( 6371 )2
R + H 6371 + 3 185.5

_ 4 _ _ 2
9,° ———9 g = a = 4.36 m/s

20



Ejemplo: .Calcule el peso del cuerpo citaco en el e--
jemplo precedente, en aquella posicidn, si-
" pesa 2 tz en la superficie terrestre.

Solucidn: | y 7 zé
W = m95; m = =
94 9
V4 §
W,= ma= m -(f’_ )= _____z._xi = ,tﬁ
h 7 95 3 7 9, g
= 0.88889 ¢ = §8§.89 k
Vi $ 94

1.1.5 SISTEMAS DE MEDIDA USUALES

Para que las cantidades de la misma especie se distin
gan entre si, es necesario medirlas; esto requiere definir previa
mente el patrdn que servird de base y que se denominard undidad, -
Ta cual es una medida de magnitud- aceptada convencionalmente, --
misma que, por comparacibn, sirve para conocer el tamafo de otras
magnitudes de la misma especie.

Existen dos tipos de unidades: las {fundamentales, que
se definen arbitrariémente, y las derdivadas, que se obtienen a -
partir de las primeras mediante la aplicacifn de relaciones mate
maticas preestablecidas.

Los conceptos bdsicos de 1a Mecdnica se representan -
por tres dimensiones primarjas: Longitud L, Tiempo T y Masa M o
Fuerza F, cada una de las cuales se encuentra asociada a su uni-
dad. E1 conjunto formado por tres unidades bdsicas, L, T, M, o-
bien L, T, F, y por las unidades que de éstas se derivan, consti
tuyen un sistema de unidades.
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Dado que la fuerza y la masa no son unidades indepen-
dientes, pues'la expresidon matemdtica de la segunda Ley de Newton
(F-m a) establece una relacién precisa entre ellas, resultan dos-
conjuntos de unidades funadmentales: los gravitacionales, que se-
basan en las unidades de longitud, tiempo y fuerza (ya que &sta -
se mide en términos de atraccidn.gravitacional), y 1os abAdKutoA,
que en 1U§ar de fuerza emplean la masa, que es una unidad cuyo va
lor es constante sea cual sea su posicién en el espacio.

Los sistemas gravitacionales comiinmente empleados son
el MKS o métnico y el FPS o .ingfés; por lo que se refiere a los-
sistemas absolutos, el mds usado y recomendado internacionalmente
es el MKS, aunque existe también el sistema CGS, que puede consi-
derarse como un subsistema del MKS.

Conviene aclarar que las iniciales con que se desig--
nan los sistemas corresponden a las unidades fundamentales que de
terminan al mismo.

-

Las unidades derivadas se indican en funcidn de las -
unidades fundamentales de cada sistema, y también pueden enunciar
se por medio de sus correspondientes expresiones dimensionales; -
asi, partiendo de 1os sifmbolos dimensionales de la férmula F=m a
(expresidn escalar), con la masa en los sistemas gravitacionales-
queda representada por:

Esta expresidon indica que la unidad de masa es la de-
un cuerpo tal que al aplicdrsele una fuerza unitaria le produce -
una aceleracidn unitaria.

En funcidén de la misma formula se deduce la . expresidn
dimensional de la fuerza para los sistemas absolutos:
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-2

F=LMT

misma que expresa que la unidad de fuerza es aquella que, aplica-
da a la unidad de masa, le produce una-aceleracifn unitaria.

A manera de resumen de los principales sistemas de me-
dida, se ha formado 1a Tabla No. 1, indicando en ella tanto las =~
unidades fundamentales como algunas derivadas. Se han anotado --
también las expresiones dimensionales de cada unidad.

ET sistema MKS absoluto es la base del llamado "Siste-
ma Internacional de Unidades™, conocido como SI, que se formé con
siete unidades fundamentales y dos complementarias, las cuales se
definen a continuacidn:

- E1 metno es la Tongitud igual a 1,650,763.73 longitu
des de onda, en el vacfo, de'la radjacidén correspon-
dieﬁte a la transicidn entre los niveles 2p10 y 5d5
del &dtomo de Kriptén-86 (11la CGPM 1960).

- E1 kilogramo es 1a masa del prototipo internacional-
del kilogramo (la y 3a CGPM 1889 y 1901).

- E1 segundo es la duracidén de 9,192,631,770 perfodos
de la radiacidn correspondiente a la transicién en--
tre los dos niveles hiperfinos del estado fundamen~-
tal del &tomo de Cesio-133 (13a CGPM 1967).

- E1 ampene es la intensidad de una corriente constan-
te que, mantenida en dos conductores (para]e]os,'reg
tilineos, de longitud infinita, de seccién circular
despreciable, colocados a un metro de distancia en--
tre si, en el vacio), produciria entre ellos una ---
fuerza igual a 2x10”’ Newton por metro de longitud -
(9a CGPM 1948).

- E1 Kelvin es la fraccidén 1/273.16 de la temperatura-
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SISTEMAS DE
UNIDADES UNIDADES FUNDAMENTALES UNIDADES DERIVADAS
@ | _Unidades Longitud Masa Segundo |[Fuerza Momen to Trabajo Potencia |Velocidad |Acglerac.
E Dimensiones L MeT® L°M T [OMOT oM oTo o Lem TR LM T ? L2M T ¢ L M°T 1]l M°T 2
. . Newton |Newton.m Joule Watt
E . : Metro Kilogramo masa| Segundo k (Newton.m) (Joule/s)
- 2 = m kg $ k_gm'__ kg -m? kg-m? kg ~!3nz m B
b4 g2 s? sZ s? S s s
o — . : : _Erg
= © v [Centimetro | Gramo masa Segundo Dina Dina.cm (Dina - cm) Erg/s
o = = cm g S gy cm g- cm? g. cm? g-cm? cm cm
Na} (&) e —_—
=3 2 g2 g2 S3 S 2

[72) B

o v Pie Libra masa Segundo Poundal | Poundal.pie|Poundal.pie| Poundal. piefs

= e ft 1b s 1b-ft 1b- ft2 1b* ft2 1b- ft2 ft ft

- b- s? s s? s? S sz

Unidades Longitud Fuerza Tiempo Masa Momento Trabajo Potencia velocidad | Acelerac.
g |bimensiones | 1L FeT® L°F T° LeFeT fL™iF T4 LFTe | LFTe | LET |LFT D |LFT?
(8]
= » Metro Kilogramo Segundo [Geokilo Kilogrdmetro| Kilogrdmetro/s
S - o ) (U.T.MZ) m
o2l = - 95 s kgers™ | kggem kgg-m kgeem - <7

g I : m s
o - w . -
% pet o | Centimetro Gramo Segundo Geogrimo
c =] gf's gercm
S ) cm s e g.-cm g.-cm f cm cm
.5 gf o f < : 5_2_
<
fnd 7 Pie Libra Segundo [ Geolibra
E b 2, (S'Iug)2

T o b s . ) b ft ft ft
o =| 0 ft Thg s _°f Tbe Ft .- ft f = =

- ft S
TABLA No. 1




termodindmica del punto triple del agua (13a CGPM --
1967).

- La candela es la intensidad luminosa, en direccién -
perpendicular, de una superficie de 1/600.000 metro-
cuadrado de un cuerpo negro, a la tempéeratura de con
gelacidn del platino bajo una presi6n de 101 325 New
ton por metro cuadrado (13a CGPM 1967).

- E1 mot es t1a cantidad de substancia de un sistema --
que contiene tantas unidades elementales como dtomos
de carbono se encuentren en 0.012 Kg de carbono -~ 12.
(14a CGPM-1971). ‘

- E1 nadfan es el &ngulo plano que, teniendo su vérti-
ce en el centro de un circulo, intercepta la circun-
ferencia de este circulo un arco igual a la longitud
del radio (1la CGPM 1960, IS0 R-31-1).

- E1 esterrnadidn es el dngulo s6lido que, teniendo su-
vértice en el centro de una esfera, corta sobre la -
superficie de esta esfera un drea igual a 1a de un -
cuadrado que tiene por lado el radio de la ~sfera --
(11a CGPM 1960, ISO R-31-1).

Para los sistemas restantes, las unidades fundamenta--
les -son las siguientes:

- PLie es la distancia, medida a 32°F, entre dos mar--
cas de una regla de platino e iridio que se conserva
en la Torre de Londres.
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- Librg masa es 1a masa de un cilindro de platino e i-
ridio que el Gobierne Britdnico mantiene en Londres. .

- Centimetrno es la centésima parte del metro.

- Gramo masa es la milésima parte de la masa del Kg -
patron, e igual a la masa de un centimetro clibico de
agua destilada, a 4°C, a una atmésfera de presidn.

- Kifogramo fuerza es el peso absoluto del Kgm patrdn;
también se define como la magnitud de Ta fuerza que-
apliicada al Kg masa le produce una aceleracidn de --
9.80665 m/s?.

Libra fuernza es la fuerza que aplicada a l1a libra ma
sa le produce una aceleracidn de 32.1740 ft/s?; - -
también se define como el peso absoluto.de la 1b --
patron.

- Gramo fuerza es el peso absoluto del gramo masa.

Las unjdades derivadas se establecen expresando al con

~cepto en funcidn de Tas unidades fundamentales; por ejemplo, para

expresar las unidades de fuerza en términos de los sistemas abso-

lutos MKS, cgs y FPS, a partir de la expresidon dimensional - - -
F= LMT™" se tiene:

Sistemas MKS: Newton =  hkg.m/s?
Sistema cgs: dina = g-cm/s?
y para el sistema inglés: poundal = 4£b - §t/s%, tam
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bién 1lamado Geolibra.

Equivalencia de unidades. Conocida una cantidad, espo
sible expresarla en términos de las unidades de cualquier sistema,
siempre y cuando sean de su misma especie; en esta forma, ambas -
cantidades resultaran equivalentes entre sfi.

Las relaciones mds usuales que permiten efectuar las
equivalencias entre unidades de los sistemas métricos al de los -
ingleses se muestran en 1a Tabla No. 2, muestras que permiten-es-
tablecer las equivalencias entre los sistemas MKS, absolutos y =--
gravitacionales, asi como entre los FPS absolutos y gravitaciona-
les.

Ejemplo: Transformar 90 m/min a unidades del sistema
cgs .

Solucién:

E1 métodos que se usa es de sustitucibn y consiste en
escribir en Tugar de cada una de las unidades origina
les, la cantidad equivalente con las nuevas unidades;-
as7,sabiendo que 1 m es equivalente a 100 cm, y 1 mﬁf
nuto es a 60 segundos, se escribird:

90 _M__ . gg 100 em . _ 45, _cm

min 60 4 4

Ejemplo: Transformar 90 m/min a §£/5.-
Solucidn:

EmpTeando un procedimiento de eliminacién y sabiendo
que — ImL e 1 (equivalente fisica), la cantidad

original se multiplicard por las equivalencijas fisicas unitarias
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CREER
LONGITUD TIEMPO MASA FUERZA
—n h _Geokilo Kg
3.281 ft 60 min 9.81Kg 9.81N
___1in h geogramo K9 .
2.54 cm 3600 s 9.81 g 2.205 1%
ft _min slug 95
30.48 cm 60 s 32.2 1b 981 dyn
Mi Kg b
5280 ft 2.205 1b 453.6 ¢
M3 te
1609 m 1000 Kg.
TABLA No. 2. Equivalencia de unidades




Ejehp]o:

Solucidn:

convenientes, usadas como cocientes, de mo-
do que se eliminen las unidades originales-
y queden Tas que se buscan. Para e] caso;

90 m - 90 M [ 3.281 4t o min ] =
min min m 60 &
= 4,92 {£/5

Calcular la equivalencia entre Newton y di-
na.

Recordando que Newton= Kg m/s?

se tiene que: Newton=

Ejemplo:

Soluciodn:

Como:

y dina = g cm/s?
1000 g % 100em _

- 105 dyn
5

Transformar 500 Kg/cm? a 1b/in?

500 Keg ., _2&b_

em? in

1 4in%= 2.54% op?

1 Kg= 2.205 2b

entonces:

2.205 8b  6.4516 cm?

x= 500
‘ cem? £b

= 7112,89

500 Kg/em?= 7112.89 &b/in?
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Ejemplo: Transformar 35 m/s%2 a hkm/h-3

SoTucidn:

35 M 1 Km0 36008 _ s o5 km
42 1000 m 1 hn h-s
km
IR T e

Ejemplo: Transformar 10 Newton - m/s a ﬂ% © §t/h

Solucidn:

1 kg 9.81 Newton= 2.205 Lbg

Im= 3.281 4t

1 h = 3600 5

Entonces:

19 Newton - m _ 40 yowton I Kag x _ELEEE_£55 X m x
4 9. 81 Newton K,

b - 4%
3.281 ¢ 1 ; 36008 _ 4, 2.205x3.281x3600 g
m 5 1k 9.81 h

]

26,549.01 f&béwst/h

1.2 EFECTOS EXTERNOS EN LOS CUERPOS Y LAS FUERZAS QUE ACTUAN EN
ELLOS

1.2.1 ACELERACIONES

Cuando en un cuerpo actla una fuerza se producen ---
efectos que modifican el estado original del mismo, tanto en su -
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-forma (deformacidn), como en sy estado de movimiento (acelera- --
cién). La deformacién es un efecto interno y ocurre cuando se --
considera al cuerpo como no-rTgido§ Ta aceleracién es el cambio -
en. el estado de movimiento, y'es un efecto externo que se presen-
ta tanto en cuerpos rigidos como en cuerpos deformables.

Dado que en el presente curso sélo sgmconsfderan - =
cuerpos rigidos, el Gnico efecto que se analizard es T1a acelera--
cidn.

La aceleracién es la variacidn que un cuerpo experi--
menta en su velocidad.

1.2.2, ACELERACION NULA

Si una particula material se encuentra en estado de -
reposo 0 de movimiento rectilineo uniforme no existe cambio en 1la
velocidad y, por ende, la aceleracién de tal particula es nula. -
De esta manera, y conforme a la Segunda Ley de Hewton, Ta resul--
tante de las fuerzas que concurren en la particula en cuestidn es
igual a cero; consecuentemente, las fuerzas se encuentran en'equi
librio.

1.2.3. SISTEMAS DE FUERZAS ACTIVAS Y REACTIVAS

Las fuerzas que tienden a modificar los estados mecd-
nicos de los cuerpos (aceleraciones y deformaciones), reciben el-
nombre de fuerzas activas. Las fuerzas que se oponen al cambio -
de ese estado, o a conservarlo, se denominan reactivas.

1.2.4. FUERZAS A DISTANCIA Y FUERZAS POR CONTACTO

Fuerzas a distancdia son las acciones que se dan entre
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los cuerpos cuyas superficies no estdn en contacto. Sobre este -
particular, en la Ley de 1a Gravitacién Universal se contemplian -
fuerzas a distancia entre los cuerpos, por la sola presencia de -
éstos en el universo; un ejemplo seria el peso de los cuerpos. --
Otros ejemplos de fuerzas a distancia serfan las fuerzas eléctri-
cas y las fuerzas magnéticas.

Las 4uenzas pon contacto se originan por las interac-
ciones que ocurren entre los cuerpos al entrar en contacto sus su
perficies, tal como su nombre 1o expresa.

1.2.5. FUERZAS DISTRIBUIDAS DISCRETA Y CONTINUAMENTE

En 1a naturaleza todas las fuerzas se encuentran dis-
tribufidas en dreas o en superfibies grandes o pequefias; sin embar
go, en la prdctica de la ingenieria se ha considerado conveniente
adoptar la siguiente clasificacién:

i) Fuerza concentrada en un punto. Es la que actia-
en dreas de pequefia magnitud, o sea, de dimensiones minimas en --
comparacidn con las dimensiones de un cuerpo, de tal manera que,-
para facilitar el cdlculo, se Te considera aplicada en un punto.

ii) Fuerzas distribuidas por unidad de Longitud. En-
ocasiones, el enfoque de un problema obliga a considerar la ac---
cién de las fuerzas en un cuerpo como cargas distribufdas por uni-
dad de longitud, pudiendo ser tal distribucidén de acuerdo a cual-
quier ley. Ejemplo:
dw=w{x)dx

X2=L
W = wi{x)dx

X1=0
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en donde w = w [(x) es la variacién de la carga distribufda por u-
nidad de longitud; W es la fuerza total equivalente a esa distri-
bucidn, e identificada por el &drea bajo la curva w=w({x), aplicada
en el centro de:la gravedad del é&rea,

iii) Fuenzas distrnibufdas pon unidad de drea.
1.2.6., FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS

Las fuerzas originadas por los cuerpos que no forman-
parte del sistema que se esté considerando, pero que actdan en --
81, reciben el nombre de {uenzas extennas,.

Las interacciones entre los cuerpos que forman parte
del sistema que se analiza se llaman fuernzas Lnternas.

Como ejemplos de cada una de las fuerzas definidas EO
demos presentar los siguientes casos:

i) Fuerzas activas y reactivas

a) W = peso de un hombre ....... fuerza activa

Vi y V, = reacCiones voeeeevess fuerzas reactivas
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(b) W = peso de un bloque de masa
conocida m
‘ fuerzas activas

ol
"

fuerza horizontal que tien
de a desplazar al bloque

N = fuerza normal
fuerzas reactivas

F = fuerza de friccidén (tan--
gencial)

ii) Fuerzas a distancia y fuerzas por contacto

- f \/\,\Y\'{L

W* 7 _Fuerm a dis-
tancia

¥ Fuerzas por
< 2 ¢f»ontacto

Fuerzas a
distancia

)
N

iii) Fuerzas concentradas. Se tuvieron que emplear-
antes, como se ve en los incisos anteriores; .a-
demds, se pueden mostrar los siguientes casos:

P+ P = carga que soporta una columna -
de madera, acero o concreto reforza
Y do o simple

W = peso propio de la columna

La fuerza P+W se considera concen--
T 8RRSE trada en un punto de la columna,
(a)




™y
e

r

N I P

TVI (b)

Todas'. las fuerzas indicadas en la --

figura (b) son concentradas.

iv) Fuerzas distribuidas por unidad de longitud. Ejem
plos:

a) Peso propio de una viga

b) Carga hidrostdtica sobre un muro de long. unita-

rio
W W=wl
\\\\ :
T 1T 1 1 T T 1 1 v h
A 1 1 1 ] ] ] 1 1 L
% .t Z
! 1 [} ,
(a)

o
—
g

v) Fuerzas distribuidas por unidad de area. Ejemplos:
la presidn a la que se inflan los neumdticos en el
sistema inglés usual 2§ tb6/£n2= 1.97 kgﬁ/cmz,las-
que ejerce el terreno en una zapata de cimentacidn
y las fuerzas tangenciales en torno a la superfi--
cie de un pilote de friccidén en contacto con el te

rreno.
A i
presidn =
de
i ' i} ' ~ »111Tf,
inflado REEE, fvf R lljj)*
reaccion :
del terreno friccidn en

pilotes
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vi) Fuerzas externas e internas. Ejemplos:

a) Al cortar C mediante un plano segin-
la traza z'z ,&/11 =F11/r(fuer2as internas
ejercidas por una parte del cuerpo -
sobre 1a otra parte del mismo cuerpo)

N fi (fuerzas externas 4=1,2,3,...,n)

b) C y T son fuerzas externas a la pd;—
cidn de la armadura considerada, pe-
ro internas a toda ella

c¢) T= fuerza de tensidn

™ . Fuerzas in-
C= fuerza de compresion\ ternas de -

la viga com
y= fuerza cortante pleta

B C, T, vy V se denominan clementos me-
//v//w chnlcos

,\\L r W,R = fuerzas externas
————

1.2.7. FRICCION EN SECO. LEYES DE COULOMB MORIN

Cuando dos cuerpos estdn en contacto .es necesario a
plicar una fuerza para ponerlos en movimiento relativo. Este --
hecho indica la existencia de una oposicidn al deslizamiento de-
uno sobre el otro; es decip, se generan fuerzas tangenciales en-
tre las superficies de contacto. Estas fuerzas son conocidas =-

como fuerzas de grlccildn.
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En Tos problemas ingenieriles las fuerzas de fric---
cibn pueden ser favorables o desfavorables.

Se considera que el efecto gs favorable en el caso -
de las balatas de los frenos de vehiculos, y en los pilotes de -
friccibn en los que es necesaria 1a'presencia de esas fuerzas ~-=..
tangenciales a fin de transmitir la carga de un edificio al te--
rreno. En los pavimentos o superficies de rodamiento se conside
ra necesaria la rugosidad de 1os mismos a efecto de que 1os vehi
culos, y alin personas, no resbalen al desplazarse por ellas. 0-
tro ejemplo podria ser el de las vias de ferrocarril, en donde -
las locomotoras 1levan depbsitos de arena fina que vierten en --
Tos rieles para aumentar la friccidn y asi frenar con seguridad.

Tiene efecto negativo el rozamiento entre. partes de
motores o de piezas mbéviles de cualquier tipo de mdquina o meca-
nismo, en bandas transportadoras y en general en todos los casos
en que se emplean lubrijcantes y dispositivos mecdnicos como bale
ros o chumaceras, toda vez que haya que tener presente gue la --
friccién es un efecto que se opone al movimiento. Un ejemplo im
portante de sefialar es el paso o transporte de fluidos por tube-
rias o canales, en donde tal efecto de friccidn ocasiona pérdi--
das por la oposicidn ya mencionada. Esta dificultad 1leva a pro
yectar y construfr tuberias con aceros y técnicas muy especiali-
zadas. En todos los vehfculos se prevé el efecto de rozamiento
del viento o del agua, segiin el caso; de ahi las estructuras ae-
rodindmicas o hidrodinadmicas que existen en automdviles, barcos,
cohetes y aviones.

Existen diferentes tipos de resistencia por friccidn

a) Faiceidn en seco. Este fenOmeno ocurre cuando --
" las superficies sin lubricar de los cuerpos es--
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tan en contacto, bajo una condicion de desliza --
- miento o de tendencia a deslizarse una sobre otra.

b} Friceibn fludfda o viscosa. Cuando un sélido o un
flufdo se mueven en un flufdo, o bien en contacto
con un fluido (figura 1.2.8-1), la resjstencia --
que se presenta a este movimiento se le denomina-
friccidn viscosa. Esta friccidn depende general-
mente de las superficies en contacto y de 1a velo
cidad relativa entre dichas superficies.

(a) (b) Figura 1.2.8-1 (c)

Estos apuntes se limitan al estudio de la friccidn -
en seco, esto es, a problemas que involucran cuerpos rigidos que
estén en contacto con superficies rugosas sin lubricacién.

'Para entender mejor las leyes de Ta friccidn en seco,
conviene efectuar el sjguiente experimento. Se coloca un cuerpo
de peso w sobre una superficie horizontal (Figura 1.2.8-2); las-
fuerzas que actian sobre el cuerpo son su peso W y la reaccién-
de la superficie; como el peso no tiene componente horizontal, -
la reaccion de la superficie serd vertical y se indicard con --
N (Figura 1.2.8-2(a)). Se aplica una fuerza horizontal P al =--
cuerpo en cuestién; si P es pequefia, el cuerpo no se moverd; es-
to implica que existe otra fuerza horizontal que equilibra a P .

Esta.otra fuerza es la friccidn estdtica F, la cual es la resul-
tante de un gran nimero de fuerzas que actian sobre toda la su--
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perficie de contacto entre el cuerpo y el plano. La naturaleza-
de esas fuerzas no se conoce exactamente, pero en general se su-
pone que son debidas a las irregularidades entre ambas superfi--
cies (Figura 1.2.8-3). Si incrementamos la fuerza P, también se-
incrementa la friccidén F, siempre oponiéndose a P, hasta que al-
canza un cierto valor mdximo F' (Figura 1.2.8-1 (c)).

Si después de.alcanzar su valor maximo F', seguimos-
incrementando P, la fuerza de friccidn no podrd equilibrarla y -
el cuerpo comenzard a desljzarse. Al - iniciar el movimiento, la-
fuerza de friccidn disminuye de su valor mdximo F' a un valor -
F'. Esto sucede debido a que cuando estd en movimiento, existe-
una menor interpenetracién de las irregularidades de ambas super
ficies en contacto. Una vez iniciado el movimiento, el cuerpo -
se desliza e incrementa su velocidad, mientras que la fuerza de-
friccidn fd’ 1lamada fuerza de friceibn dindmica o cinética, per
manece aproximadamente constante.

W F ) f
(Fyr Eouilibrig F

4

\

m--Movimiento
Fr

—tfw e - .- -

=]

(a) b

RN

Figura(1.2.8-2)  (©)

=

\\\\\

%

_ Figura (1.2.8-3)

Basado en la evidencia experimental,, Goulomb y Morin
establecieron las siguientes leyes:
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(1) E1 valor mdximo de la fuerza de friccidn estdti
ca F' es directamente proporcional a la fuerza normal entre las -
superficies en contacto.

[F'] = ulN|

en donde la constante de proporcionalidad u se conoce como el --
coegpicelente de frdlcedidn estdtica. Andlogamente se puede estable-
cer que:

F | =y (W]
donde a ny es el coeflelfente de friceibn dindmica.

(2) La fuerza de friccidn es independiente de la --
magnitud de la superficie de contacto, pero depende de la rugo--
sidad de éstas.

(3) La fuerza de friccién dindmica no depende de la
velocidad relativa de ambas superficies de contacto.

Es importante hacer notar que, si bien estas leyes -
son exactas para las condiciones en que se realizaron las prue- -
bas, dichas leyes han de modificarse para condiciones distintas.
Por ejemplo, se ha comprobado que el coeficiente de friccidn estd
tica es mayor para presiones menores a 52 gf/cng para presiones -
muy grandes el coeficiente aumenta también. Por otra parte, se -
ha comprobado que para rapideces de deslizamiento mayores a - - -
3 m/s el coeficiente de friccidn dindmica disminuye con Ta --
rapidez.
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En Ta Tabla 3 se proporcionan algunos coefijcientes
de friccidn estdtica; los coeficientes de friccidn dinémica se--
rdn aproximadamente del 75% de aquellos,

Metal sobre metal 0.15-0.60
Metal sobre madera 0.20-0.60
Metal sobre piedra 0.30-0.70
Metal sobre cuero 0.30-0.60
Madera sobre madera 0.25-0.50
Madera sobre cuero 0.25-0.50
Piedra sobre piedra 0.40-0.70
Tierra sobre tierra 0.20-1.00
Caucho sobre concreto 0.60-0.90

Tabla 3. Valores aproximados del coefjciente de -
friccidn estdtica para superficies secas.

En conclusibn, son cuatro diferentes situaciones las
que se presentan cuando un cuerpo rigido estd en contacto -con --
una superficie horizontal:

1.- Las fuerzas que actlan en el cuerpo son norma--
les a la superficie de contacto. Esto jmplica que no tienden a-
moverlo y, por ende, no existe fuerza de friccidén (Figura 1.2.8-

4 (a)).

2.- La fuerza aplicada al cuerpo tiende a ponerlo-
en movimiento sobre la superficie de contacto, pero no es 1o su
ficientemente grande para que tal movimiento se inicie. En es-
ta situacidn se desarrolla una fuerza de friccidn, la cual con-
trarresta los efectos de la componente horijzontal de 5, permane
ciendo el cuerpo en equijlibrio. Aunque existe una fuerza de --
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friccién, no es la midxima, asi que la expMNesibn F' = u N no es
aplicable para encontrar su valor (Figura 1.2.8-4 (b)).

AFETLI

W= - @y@ N= - ('fg+m

(a) Sin friccién (b) Sin movimiento (e) A nunto de (d) En rovimiento
moverse

Figura (1.2.8-4)

"3.-¢ La fuerza aplicada es tal que el cuerpo estd en
equilibrio pero a punto de moverse. La fuerza de friccidn esté-
tica alcanza su valor méximo F' y junto con la fuerza normal N--
equilibra 1la fuerza aplicada. En estas circunstancias puede u--
sarse la expresi6n |F'F u|N|. Es conveniente hacer notar que la-
fuerza de friccidn siempre se opone al movimiento (Figura 1.2.8-

4 (c)).

4.- El1 cuerpo se encuentra en movimiento por efecto
de las fuerzas aplicadas. Si bien el cuerpo ya no estd en equi-
Vibrio, puede aplicarse la ecuacidén|F |= u,|N| para obtener el -
valor de la fuerza de friccifn dindmica, en donde Fd se opone al
movimiento (Figura 1.2.8-4 (d)).

En algunas ocasiones conviene reemplazar la fuerza -
normal y la de friccién por su resultante R. Considerando nueva
mente el cuerpo sobre la superficie plana, se puede estudiar a -
Ta friccidn a través de la fuerza resistente R.

Si no existe componente horizontal de la fuerza apli
cada, la resultante R se reduce a 1a fuerza normal N (Figura - -
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1.2.8-5 (a)). Pero si la fuerza aplicada P tiene componente ho-
rizontal ?x, Ta cual tiende a mover el cuerpo, R tendrd un compo
nente horizontal F y por consiguiente formard cierto dngulo e -
con la vertical (figura 1.2.8-5 (b)). Al incrementarse el valor
de Fx’ la fuerza de friccién F aumentard, y el 4dngulo formado --
por R,y N también aumentard hasta que alcance su valor mdximo --
(Figura 1.2.8-5 (c))s a este valor del dngulo se le 1lama dngulo
de grdiccdbn estdtica, y se indica por ¢e’ De la fiqura 1.2.8-5
(c) se deduce 1o siguiente:

tan ¢e

n
=

tan ¢e

Al iniciarse el movimiento, la magnitud de Ta fuerza
de friccidn disminuye a ?d, en la misma forma que el dngulo de --
fricci6n disminuye a 8,5 en estas condiciones se le denomina dngu
Lo de friccibn dindmica (Figura 1.2.8-5 (d)). Andlogamente se es

tablece:

F W, N
tan 'éd = _d = d_
N N
|
tan ¢d = d
W
7 ARS
P 1 Yl
P 7_—- X
X
R <
N B< P
(a) (b)

Figura (1.2.8-5)
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Consideremos ahora el caso de un cuerpo rigido sobre
un plano (Figura 1.2.8-6). Si el plano estd horizontal (Figura-
1.2.8-6 (a)), la fuerza TR ejercida por el plano sobre el cuerpo
es vertical y equiTibra el peso W. Al inclinar el plano de modo
que se forme un dngulo pequefio, & < 4, se genera una componente-
de R que resulta tangencial a la superficie de contacto, misma -
que equilibra a la componente tangencial.del peso del cuerpo (Fi
gura 1.2.8-6 (b)). Si incrementamos el &ngulo e hasta alcanzar-
un valor ¢éta1 que el movimiento esté a punto de iniciarse, es -
decir que la componente tangencial de R Tlegue a su valor méaximo,
el plano inclinado formard con la horizontal un dngulo o 1lamado
dngulo de neposo. Como se puede observar en la figura 1.2.8-6-
(c), el dngulo de reposo es igual al angulo de friccidn estdtica
ée' Si se sigue incrementando el angulo &, el movimiento se ini-
cia y la fuerza R ya no es vertical, es decir, las fuerzas que -
actiian sobre el cuerpo estdn desbalanceadas (Figura 1.2.8-6(d)).

|

N

i

Figura 1.2.8-6

1.3 DIAGRAMAS DE CUERPOC LIBRE )

1.3.1. - CONCEPTO DE DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE

44



E1 diagrama de cuerpo Libre es una representacidn grd
fica del objeto en estudio, en la cual se indican sus caractérii
ticas geométricas asi como todos lbos efectos externos que en &l -
actian.

Es importante no perder de vista que el diagrama de -
cuerpo Tibre constituye una simplificacidn del problema que se -
plantea y, conforme a 1o expuesto anteriormente, esta representa
cidon deberd concordar con los principios tebricos.

La secuela que se prescribe para la obtencidn del dia
grama de cuerpo libre.-es la siguiente:

a) Se dibuja el contorno del cuerpo, separado de cual
quier otro, y se indican sus dimensiones principa-
les.

b) Se anotan todas las acciones externas (fuerzas y -
momentos) que obran sobre el cuerpo, representdndo
las por medio de segmentos dirigidos.

Estas acciones pueden ser las que se jndican expli
. + .

citamente y/o las que representan acciones de otros

cuerpos que interactlian sobre el que se analiza.

En el caso especifico del efecto atribuible al pe-
so propio, éste se representard mediante una fuer-
za aplicada en el centro de gravedad del cuerpo, -

t Cuando hablamos de las fuerzas indicadas explicita
mente, nos referimos a aquellas solicitaciones que
eventualmente se presentan en algunos problemas, -
pero se omite la informacidn de qui&n las produce.
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toda vez que en este punto es posible suponer con-
centrado el peso del cuerpo.

En todos los casos deberdn indicarse la direccidn,
la magnitud y el sentido de las fuerzas y los mo--
mentos que actldan sobre el cuerpo; y en el caso de
las fuerzas también su punto de aplicacidn.

c) Se indicardn las fuerzas externas desconocidas, --
que generalmente son las reacciones, sefialando sus
compbnentes-ortogona]es por su magnitud y por su -
direccibn.

Con respecto a la representacidn del cuerpo, es facil
observar que en ella estd implicita la idealizacidén del cuerpo -
rigido y/o del punto masa (un ejemplo de esta Gltima seria la --
que se refiere a su peso propio).

La representacién de acciones externas, tal como se -
prescribe, seria consecuencia, por una parte, de la aplicacibn -
de Tas leyes del movimiento y, por 1a otra, del hecho de que las
fuerzas y los momentos son magnitudes de cardcter vectorial.

‘En relacidn a la aplicacidn de las Teyes del movimien
to como medio para representar efectos externos, no estd por de-
mads recapacitar sobre la siguiente cuestidn: al sustituir por -
fuerzas 1os cuerpos separados del que se analiza, se estd apli--
cando la Tercera Ley de Newton, en tanto que al representar el -
peso del cuerpo por una fuerza concentrada, se aplica la ley de-
la Gravitacibén Universal. Asimismo, al indicar las fuerzas des-
conocidas, especificamente las reacciones, es necesario tener --
presentes la Segunda y 1a Tercera Leyes de Newton.
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Para fijar ideas, hagamos, a manera de ejemplo ilus-
trativo, el diagrama de cuerpo libre de la barra del dispositivo
en equilibrio que se muestra en la figura 1.3.1-1.

y
Figura (1.3.1-1) Figura (1.3.1-2)

El diagramé de cuerpo 1ibre de la barra que se deri-
va de Ta aplicacidn del proceso antes expuesto, se observa en la
figura 1.3.1-2. En ésta, la barra se presenta separada de los -
demds cuerpos, que son sustitufdos por los efectos que producen;
asi, T, y F, representan Tas acciones de la cuerda y de la esfe-
ra respectivamente, en tanto que el peso de la barra, que obede-
ce a la atraccidn de la Tierra, se simboliza.por W. Por su par-
te, el efecto del perno inferior, del que se desconoce 1a direc-
cidn en que actlia, se representa por dos componentes normales en

tre si Rx y Ry'

1.3.2. ELEMENTOS DE SUJECION DE LA PARTICULA

E1 significado que se dard en este apartado al con--
cepto de sujecidn de la particula material, serd el de impedimen
to para su movimiento con respecto a un sistema de referencia da
do; es decir, por elemento de sujecidn deberédn entenderse aque--
1las restricciones impuestas a la partfcula material, a fin de e
vitar su desplazamiento relativo al.sistema de referencia.
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Ahora bien, si se tienen presentes las leyes del mo-
vimiento, se colige que si una particula es solicitada por efec-
tos externos (fuerzas o sistemas de fuerzas activas), cualquier-
alteracidn en el cambio del movimiento originado por tales soli-
citaciones impliica el de la ocurrencia de un sistema reactivo. -
Esto es, a un cuerpo (en este caso idealizado como un punto masa)
se le sujeta por medio de un sistema reactivo, proporcionado ge-
neralmente por la interaccidn de otros cuerpos, de manera espe--
cial por la de Tos apoyos.

Con el fin de plantear de un modo mds formal las i--
deas antes esbozadas, a continuaci@n se establece cudl es el sig
nificado atribuible a un marco de referencia, asi como las conse
cuencias que de éste se derjvan. Posteriormente se analizaran -
las restricciones que, con relacidon a un marco especifico, son =
impuestas por los apoyos.

Marco de Referencia. Si se desea dar una definicidn
exacta del marco de referencia resulta conveniente indicar antes
la necesidad intuitiva de establecerlo; para ello consideremos -
el siguiente ejemplo: sea un cuerpo fijado a una plataforma que-
posee un movimiento constante a lo largo de una linea recta, si-
un observador viajara en dicha plataforma no veria moverse al --
cuerpo; mis aln, si el viajero estuviese impedido de ver el pai-

‘saje {es decir, no dispusiera de otros puntos de referencia) se-
ria incapaz de percatarse siquiera del movimiento de la platafor
ma. En cambio, si consideramos que un segundo observador estu--
viera inmovil y fuera de la plataforma, &ste veria moverse a di-
cho cuerpo. Asi,en este ejemplo, decir que el cuerpo estd suje-
to, significaria que no se mueve con respecto a un marco fijo a
la plataforma, en tanto que el movimiento se hard con referencia
al sistema fijo fuera del objeto mévil. De lo anterior se infie
re que el movimiento vy, po? ende, el concepto de sujecidn, sdio-
tendrdn un significado precisoc cuando se establezcan con rela --
cidén a un marco de referencia.
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Para efectos del subsiguiente desarrollo de un marco
de referencia, diremos que lo conforma una sucesidon de puntos --
con respecto a las cuales se ubica_ la posicidn que en un {nstan-

te dado’ tiene cualquier punto del espacio.

Un poco de reflexibn nos permitird@ concluir que, con
forme a una concepcidn meramente geométrica, para precisar la po
sicibén del cualquier punto en el espacio de manera ineduTvoca es
necesario establecer, por lo menos, cuatro puntos de referencia-
no coplanos.

Ahora bien, si observamos que por los cuatro puntos-
de referencia que hemos planteado es posible hacer-pasar tres --
segmentos dirigidos que concurran en uno de ellos, se colige que
una forma alternativa para ubicar un punto del espacio de tres -
dimensiones, es referirlo por medio«de tres distancias medidas a
To largo de los segmentos dirigidos, del punto de interseccibén -
al punto en cuestién,y atribuyendo a estas distancias un signo,-
seglin el sentido de los segmentos dirigidos.

En estas condiciones, a un punto del espacio se le -
caracterizard por una terna ordenada de nimeros reales, y a cada
terna de nlimeros reales debe corresponder, en nuestro sistema de
referencia, uno y s6l1o un punto del espacio.

De esta forma, si se tiene presente el concepto mate
mético de vector, esto es, de una eneada de nimeros, se infiere-
que a los puntos referidos en el sistema les corresponde un vec-

+ En el presente desarrollo el par@metro tiempo se excluye de la
discusidn, pues por el momento carece de significado; sin em--
bargo, al abordar el estudio de la cinemdtica su inclusidn es-
determinante.
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tor (que serd un yector de posicién). Asi, el sistema de refe--
rencia establecido nos define un espacio vectorial, en E®, dado-
por tres vectores base,:que serdn las direcciones de 10s segmen-
tos dirigidos, y por el vector 0 dado como el punto de intersec-
cion de los ejes.

Por otra parte, si a 1o expuesto anteriormente afa--

dimos que las fuerzas se pueden representar por segmentos diri--
gidos (dado por un punto inicial y un punto final), se concluye-
que a tal representacidén, meramente geométrica, le puede corres-
ponder una expresidn vectorial (dada por la diferencia de los --
vectores de posicién del punto final y el punto inicdial del seg-
mento dirigido que las representa). En tal virtud, podemos afir
mar que un sistema de referencia, ademds de ubicar 1la posicidn -
de un punto cualquiera en el espacio en un instante determinado,-
permite dar a las fuerzas (también a las .aceleraciones, aplican-
do la segunda ley de Newton) una expresién vectorial.

S610 por abundar cabe mencionar que un-sistema de »-
referencia proporciona 10s elementos necesarios para dar una ex-
presibn matemdtica a las leyes del movimiento. M&s adn, las le-
yes de Newton tienen qmplicito un sistema de referencia en el que
son vdlidas; a tales sistemas de referencia se les denomina 4.44-
temas inenciales. Especificamente, en este sjstema las expresio
nes de las leyes de Newton son como las que se vieron anterjor--
mente.

Recordando el ejemplo del cuerpo fijado a Ta plata-
forma, puede verse que tanto en un sistema de referencia fijo a
Ta plataforma (donde el cuerpo se desplaza s6lo si le son imp--
puestas estas fuerzas), como en el sistema fijo fuera de la pla
taforma (donde el cuerpo no varia su estado de movimiento recti
1fneo uniforme en ausencia de fuerzas), se cumplen las leyes de
Newton y, por ende, que son sistemas inerciales. En general se
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dice que un sistema es inercial si estd inm6vil o posee un movi-
miento rectilineo uniforme,

Cabe sefialar que en los desarrollos subsecuentes ha-
brd ocasiones en que se'empleen marcos de referencia méviles que
no necesariamente serdn inerciales; sin embargo, también en es--
tos casos se considerard otro que esté fijo, con respecto al =~~~
cual se establecerd el movimiento del primero. Al marco de refe
rencia inercial fijo, que siempre se incluye, por convencidn se-
le denomina Sistema Tiernra. '

)

‘Una vez que se ha establecido un sistema de referen-
cia, con las consecuencias que se derivan de su inclusidn, es po
sible abordar el problema inicialmente planteado, esto es, el de
la sujecidén de la particula. En efecto, dado que un punto en el
espacio se ubica por medio de tres distancias referidas a tres -
ejes (y que para los prop6sitos del curso, en lo sucesivo se con
siderard a un Sistema Tierra), una partfcula estd sujeta si sus
distancias con respecto al sistema establecido perminecen inva-=
riables en todo momento,

Ahora bien, st sobre la particula material actla un-
sistema de fuerzas (sistema activo) se infiere, en concordancia-
con 1o aseverado y con las leyes del moyimiento, que para que 1a
particula esté sujeta debe actuar sobre ella un sistema reacti‘vo1~
que se puede descomponer seglin las tres direcciones en que se -~
restringe el movimiento,

+ Los elementos que constituyen el sistema reactivo (fuerzas y-
momentos), los identificaremos como elementos de sujecidn. --
Por lo demls, de lo expresado sobre descomposicidn de las fuer
zas reactivas, no se hace mayor insistencia ya que este con--
cepto se tratard en el siguiente capitulo.
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A continuacidn, atenderemos a la forma en que se in-
troducen los elementos de sujecidn, es decir, c6mo se proporcio-
na un sistema reactivo por medio de la interseccidn de otros ---
cuerpos, y especificamente por los apoyos.

Comencemos por definir el apoyo como un cderpo (o e-
lTemento), mediante el cual se transmiten las acciones a otro o -
al propio Sistema Tierra; a su vez, y de acuerdo con la JTercera-
ley de Newton, los apoyos serédn los que transmitan el cuerpo que
sustenta las reacciones del sistema tierra, o de otro cuerpo so-
portante. Ahora bien, ya que los apoyos restringen o impiden el
movimiento del cuerpo que soportan, es posible concluir, confor-
me a las leyes de movimiento, que las reacciones que introducen-
estos apoyos estdn relacionados de manera directa con las restric
ciones que imponen al movimiento.

En efecto, si consideramos a un Sistema Tierra, esta
blecido por medio de tres ejes ortongonales x, y, z (como se in-
dica en la figura 1.3.2:1), y ademds simbolizamos a los desplaza
mientos Tineales, segiin estas tres direcciones, por e eg, e, -
‘mientras que a los desplazamijentos angulares alrededor de estos-
ejes de refergpcia los representamos por ex, ey ,ez, y a los e-~
fectos reactivos asociados a estos desplazamientos por ?x’ Fg,

F, M, M,, M, es posible establecer las siguientes relaciones:

z x? Ty’ z
y4
N
FzJez -
e N\ =Y

Ly oMW

VF F y Y
Vo x Y ,
1 fo

Figura (1.3.2-1)

Si se imponen restricciones a los desplazamientos:;de

tal manera que zx=0, zy=0,...,ez=0, gstas implican la existencia
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de efectos reactives F, # 0, fy 40,

cey M2 # 0.

A su vez, la-

relacién inversa se cumple; ésto es, si no hay restricciones al-

movimiento, entonces ex#o, eg#o,..., 62#0, To que implica que -~

los efectos reactivos Fx’ Fy,...

; sean nuios.

anteriores se sintetizan en el siguiente cuadro:

Las relaciones

Entonces:1T

Si: Entonces: Si:
Desplazamiento Reaccidn Desplazamiento Reaccibn
——
- T F .
e, 0 .X#O QX#O X 0
e =0 F 40 e 40 F -0
Y H¥ U# Y
ez=0 FZ#O QZ#O Fz=0
6x=0 MX#O GX#O Mx=0
6 =0 M 40 8 40 M =0
y "yt y' y
6,=0 M,#0 9,40 M,=0

Para ejemplificar 1o anterior, a continuacidn se pre

senta los apoyos cominmente usadcs en el sistema de referencia -

de dos dimensiones, indicando para cada caso las restricciones ;

reacciones que inducen.
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REPRESENTAICON MOVIMIENTOS SISTEMA
NOMBRE GRAFICA PERMISIBLES  RESTRICCIONES — pracrryg
Apoyo 11 Desplazamien Impide el mo-
bre to en una so vimiento en -
la direccién, una sola di-- Una fuer-
o el giro, - reccién F, =0, za.
e #0, e =0,- F #0, M _=0.
e%#0. Y Y z
Z
Articula . Unicamente - No hay despla
cion el giro e =0 zamiento F_#0 Dos fuer-
0 e =0 8_#0% F 40, M =0% zas.
apoyo fi y z y z
jo
Empotra- Ninguno No hay giro-- Dos fuer-
miento e =0, e =0 ni desplaza-- zas y un-
ex=0 4 miento_ momento o
z fk%o, F 40, - par de --
MZ#O. Y fuerzas
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1.3.3.

FIJACION DEL CUERPO AL SISTEMA TIERRA

Los cuerpos rigidos se fijan al Sistema Tierra, o a-
otro cuerpo, por medio de los apoyos.

a).- Sufecdidn de cuenpos con tendencia a movernse en-

el espaclo.

E1 cuerpo estarda fijo cuando no --

tenga posibilidad de girar o desplazarse en nin

guna direccién; esta condicidn Gnicamente Ta --
Cualquier otro apoyo-
requiere el concurso de otros apoyos para cum--

cumple el empotramiento.

plir las condiciones de sujecidn.

En general,-




es condicidn necesaria, pero no suficiente, el-
que existan como minimo 6 elementos de sujecidn.
Los elementos de sujecidn no deberdn quedar en-
planos paralelos, pues el cuerpo sb6lo estaria -
parcialmente fijo. Los ejes de 1os elementos-
no deberdn interceptar a una linea, pues el ---

cuerpo podria girar tenjéndola como eje.

Sujecibn de cuenpos con tendencdia a moverse en-
un plano. Esta condicidn de movimiento se da-.
en los cuerpos que soportan sistemas de fuerzas
coplanares. Para.lograr fijar un cuerpo en el-
plano, es necesario evitar su desplazamiento en
dos direcciones (no paralelas), as? como evitar
su giro. Esta condicidn (Gnicamente se cumple =
con el empotramiento, o con la combinacién de -
articulacianes y apoyos libres. '
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TEORIA DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE:

E1 alumno:
1. Enunciand el Postulado de Stevinus.

2, Planteard La expresidn vectorial corrnespondiente al Postula-
do de Stevinus,

3. Enunciard, a partirn de La 3a. Ley de Newton, el Principio de
Equilibrio. '
g
4, Demostrard, utilizando el Postulado de Stevinus y el Prnincd-
pio de Equilibrio, el Teorema de Deslizamiento.

5. Definind ef concepto de vecton equipolente de una fuenza.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

58

Expresand vectonlalmente una fuenza, dadas en cualquier foxn

ma su magnitud y direcedin.

Caloularnd La fuenza que produzea Los mismos efectos que un
confunto dado de fuernzas concurrentes.

Dadd una fuenza, deducind el ndmero mdximo de componentes -
Lndependientes en que pueda resolvense.

Caleuland fLas componentes de una fuerza dada.

Deginind el concepto de momento de una fuerza con respecto

a un punto.

Deginind Las caracternisticas vectoriales del momento de una
fuerza con respecto a un punfo. '

Deducind La expresidn vectornial que permita caleulan el mo-
mento de una fuerza con respecto a un punto, a partin de -
Las caractenisiticas vectondiales de dicho momento.

Deducind La ecuacdién vectorial del soporte de una fuenza, a
partin de La expresidn vectonial del momento de €sta con -
nespecto a un punto.

Dados un punto y una fuerza, caleulard el momento de €sta -
con nespecto a dicho punto.

A pantin del momento de una {fuenza con respecto af orndgen -
del sdistema de nefenencia, calculard el momento de La fuehr-
za con nrespecto a cualqudlen punto.

A partin de La expresibn vectorndal del momento de una fuer-
za con respécto a un punto, deducirnd La condicibn necesaria
y suficiente para que dicho momento sea nulo.

Dada una fuerza y un punto contenidos en un plano paralelo
a cualquiena de Los coordenados, calculard escalarmente el



1§.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25,

26.

27.

28.

29.

momento de &sta con respecto al citado punto.

Deginind el concepto de coordenadas vectordialfes o Pliickerdia
nas de una fuenza.

Comproband La nelacibn biunfvoca entre una fuerza y sus - -
coondenadas vectoriales.

Obtendrnd Las coorndenadas vectoriales de una fuerza dada.

Caleularnd La posicibn de una fuernza, dadas sus coondenadas
vectordiales. ’

Definind el concepto de momento de una fuerza con respecto
a un efe.

Planteard La expresidén que peamifa caleular el momento de -
una fuerza con hespecto a un efe.

Caleuland el momento de una fuenza con nespecto a un eje da
do.

Deémostrard que ef momento de una fuerza con respecto a un -
punto es Lgual a La suma vectonial de Los momentos de La -
fuerza con respecto a tres ejeébpanaﬂezos a Los coondenados
y que pasan por fal punto.

Deducind La condicibn necedardia y sufdiciente para que el mo
mento de una fuerza con respecto a un efe sea nulo.

Dada una fuerza paralela a uno de Los efes de un sistema ca
tesiano de referencda, caleulard el momento de ella con res
pecto a efes paralelos a Los coordenados.

Definind Las coondenadas vectorniales de un sistema de fuen-
zas,

Caleulard Las coordenadas vectondiales de un sistema de fuer
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30.

31.

32.

33.

34.

35,

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

60

zas dado.
Deginind el concepio de sistemas de fuerzas equivalentes.

Deducind La condiciln necesarda y suficiente de equivalen--
cia-enthe sistemas de fuenzas.

Demosthand 54 dos o mls sistemas de fuenzas son equivalen--
tes entre sL.

Deginind el concepito de sistema de fuernzas Lnrneductible.
Planteand Los sdistemas de fuenzas Lrrneductibles.

Obtendnd Las coondenadas vectondiales de cada sistema irne--
ductible.

Explicard Ras caractenfsticas vectoniales y Las propiedades
de un par de fuenzas.

A pantin de Las coordenadas vectoriales de un sistema Lnrne-
ductible, calculand el producto escalarn de ellas.

\

Demostrnard que un sistema formado por un par Y fuerza copla
nos es quivalente a La misma fuenza trasladada.

Dada una fuerza y un punito, caleuland el pan de transponrte
necesardo para trasfadarnla alf soponte panalelo a ella, y -
que contenga al punto.

Definind ef concepto de sistema resultante,

Explicand Las diferentes configunaciones de Los sistemas de
fuernzas.

Atendiendo a La congiguracibén de un sistema de fuerzas, ubd
cand el marco de referencia adecuado para el cdleulo de su
coonrdenadas vectorniales.



43,

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50,

51.

52.

53.

54,

Distinguind Los difernentes casos de reduccibn de Los siste-
mas de fuernzas.

A pantin de Las coondenadas vectorniales, para Los distintos
casos de neducci6n de Los sistemas de fuenzas, deducirnd Las
condiciones necesarndias y suficientes de reduccdLbn para cada
uno de ellos.

Determinand a qué caso de neduccibdn pentenece un sistema de

fuenzas dado.

Deducind ef fteorema de Varignon a partirn de un sistema de -
fuenzas heductible a una fuerza.

Dado un sistema de fuerzas neductible a una fuerza, calcula
nd Las caractenisticas vectoriales de ésta.

Dado un sistema de fuerzas cuyo equivalente mds simple sea
un par de fuenzas, calculard Las caracteristicas veetoria--
Les de dicho pan,

Deducind La constancia de £a proyeceibn del momento del s4is
tema, valuado con respecto a cualquiern punto, en direccibn
de La resultante genenal.

Deducind La ecuacdifn vectorial del eje central,

Explicard Los casos en que es vdlido el concepto de eje cen
thal.

Caleubland el moton de un sistema de fuernzas reductible a -
una fuenza y un par no coplanos.

A pantin de Ras condiciones de reduccdlln al equdilibrdlo panra
sistemas de fuenzas, planteard Las ecuaciones escalares de
so0lucibn.

Definind el grado de hiperestaticidad.,
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55,

56,

62

Caleulard el gnrado de hipernestaticidad de un problema de -
equilibrio dado.

Resolvend problemas Ls0stdtdcos.



INTRODUCCTION

En el primer tema de estos apuntes se ha visto que el
campo de estudio de Ta Mecdnica es el movimiento de los cuerpos
Y que la causa de este movimiento son lac fuerzas que actian en
ellos. En el presente tema se estudiardn los sistemas de fuer--
zas como tales y en forma aislada, eé decir, desligando la causa
{fuenza) del efecto (movimiento]).

Se pretende en este tema, implementar un sistema mate-
matico que, basado en principios y teoremas acordes con los pos-
tulados basicos tratados en el primer tema, nos permitan el ana-

lisis de los sistemas de fuerzas.

En GT1tima instancia el objeto del capitulo es poder -
causar los mismos efectos externos que causa un sistema de fuer-
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zas complejo, con otro sistema de fuerzas mas simple que el ori
ginal.

! Es importante hacer notar que el reposo estd considera
do como un caso de movimiento; sin embargo, al ser éste nulo su
estudio como tal no tiene sentido, siendo por 1o tanto, producto
de andlisis {infcamente las condiciones que producen el estado de
_reposo, 8sto es, los sistemas de fuerzas que estdn en equilibrig
de ahi la importancia de este tipo de sistemas que también se es
tudfiardn dentro del presente tema.
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2,1 POSTULADOS Y TEOREMAS BASICOS

2.1,1 POSTULADO DE STEVINUS O REGLA GENERALIZADA DEL
PARALELOGRAMO

Stevinus (Stevin) fué el primero en establecer que las
fuerzas pueden sumarse de dos en dos uniéndolas en sus origenes
y formando un paralelogramo cuya diagonal, que pasa por el ori--
gen, representa la accidon conjunta de ambas fuerzas, como se - -
muestra_gp la figura 2.1.1-1.

F , . .
F2 N

Figura 2.1.1-1

Evidentemente se 1lega.al mismo resultado si se sitia
la segunda fuerza en el extremo final de la primera, uniendo el
extremo inicial de la primera con el extremo final de la segun--
da, con ese sentido, como se muestra en la figura 2.1.1-2. A es
te procedimiento se le conoce como Regla del Taidngulo de Fuen--
zas .

Fl+F2

Fr F2
Figura 2.1.1-2

La generalizacion de la regla del paralelogramo de - -
fuerzas did origen al Postulado de Stevinus, que expresa:
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Todo sdisZema de fuerzas que actda en un punto masa pue
de susiitulnse, sdn que se modifiquen Los efectos exteranocs sobre
éste, porn una sola fuerza igual a La suma vectorial de todas Las
que forman el sistema, Leamada Fuenrza ﬁebuztante, que estd apli-
cada en dicho punto masa.

Para el sistema de fuerzas coplanares que se muestra -
en la figura 2.1.1-3, se tiene:

Figura 2.1.1-3

F' 4+ F2 = R!

F' o+ F2 + F3 = RL + F® = RT

En forma general se establece:

FLw F2 4 F3 4 ...+ F

n
~

0 sea:

(2.1.1-1)

nMs
Tt
&~
1
=3

Este postulado encuentra fundamento en la Segunda Ley
de Newton. En efecto, la accion aislada de cada una de las fuer
zas de un sistema, sobre el punto P de masa m de la figura - -
2.1.1-4, produce al mismo aceleraciones parciales. Asfi:
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'FVL
Figura 2.1.1-4

._.
I

= ma,
F = ma,
FP = ma,
— _
F"' = ma
n

0 sea, que la suma vectorial de todas Tas fuerzas del sistema, -
la resultante, produce al punto masa una aceleracidon idéntica a
la suma vectorial de las aceleraciones de cada fuerza, 1o que po

ne de manifiesto que tal fuerza resultante no modifica los efec-
tos externos sobre la particula.

2.1.2 PRINCIPIO DE EQUILIBRIO

Establece que dos fuerzas estan en equilibrio cuando -
su suma vectorial es nula, bajo la condicibn de que dichas fuer-

zas sean de igual magnitud, colineales y de sentido contrario --
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(directamente opuestas).

Sea la particula P de masa m, mostrada en la figura -
2.1.2-1, en la que F2

(m)
‘F'l
Figura 2.1.2-1

|

-t
P
f

-F?

R=F!+ F2 =F' + (-F') =0

nwMsS
S
n

Evidentemente F! y F2 constituyen un sistema de fuer--
zas en equilibrio. Por otra parte, de acuerdo con la segunda -
Ley de Newton se establece:

R=ma ; m# 0

Como R =0 y m# 0, necesariamente a = 0, lo cual -
significa que la partfcula material no ha sufrido aceleracidn al
guna, que es 1o que caracteriza al equilibrio.

Se puede afirmar que todo sistema de fuerzas concurren
tes estd en equilibrio cuando la suma vectorial de las fuerzas -
que 1o constituyen es nula, es decir, cuando se cumple:

oo (2.1.2-1)
1

nmMs

£
Como corolario puede establecerse due:

Los efectos. exteanos causados por un sistema de fuer--
zas que actda sobre un cuerpo rigido o una particula maternial no
se alterna, AL al sdistema ondginal se Le adiciona o se Le nesta
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un sistema de fuernzas en equilibrio.

Finalmente, de acuerdo con la Tercera Ley del Movimien
to y la de 1a Gravitacidn Universal, de Newton, las acciones en-
tre 1os cuerpos se presentan en parejas, por 1o que puede propo-
nerse:

Las acciones mufuas entre Los cuerpos, enire ponciones
de Los cuenpos, o entre Los cuerpos y sus apoyos, constituyen -
sistemas de fuerzas en equilibrio.

2.1.3 TEOREMA DE DESLIZAMIENTO

En Mecdnica del cuerpo rigido no es necesario restrin-
gir 1a accidon de una fuerza a un punto determinado de su 1Tnea -
de accibn, ya que.los efectos externos causados por la fuerza -
al cuerpo son independientes del punto de aplicacién, siempre -
que éste se encuentre en el soporte de ella. Esta proposicidn -
contiene al Teoxrema de Deslizamiento.

Considérese el cuerpo rigido de la figura 2.1.3-1 so--
bre el que actia una fuerza en el punto P de su linea de accidn
L.

F

P,

(a) {b) {e)

Figura 2.1.3-1
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Los efectos externos en el cuerpo no se modifican si -
se agregan dos fuerzas de igual magnitud que 1a'primera, consti-
tuyendo un sistema en equilibrio contenido en 1a misma 1inea de
accion, actugndo en 9, como se indica en (b). Tampoco se alte--
ran dichos efectos externos si se restan, del sistema de 3 fuer-
zas, la fuerza original y la que se opone directamente a ésta, -
pues -ambas constituyen un sistema de fuerzas en equilibrio. De
este modo s61o queda una fuerza, idéntica a la original, pero ac
tuando en otro punto de l1a misma 1inea de accion.

Lo anterior pone de manifiesto el hecho de que una - -
fuerza puede trasladarse en su Ifnea de accidn, sin que se alte-
ren los efectos externos sobre el cuerpo en el que actia, con 1o
cual se verifica el Teorema de Deslizamiento. Por la misma cir
cunstancia, se le conoce como Prinedpio de Transmisibilidad. -
Asi pues, a una fuerza se le puede tratar como vector deslizan--
te, para cuya'determinacién es necesario y suficiente especifi--
car a su magnitud, direccidén y Tinea de acciégn.

E1 vector aplicado en el punto Q del cuerpo rigido de
la figura 2.1.3-1 es equivalente al vector aplicado en P, y re--
presenta a la fuerza. Se puede expresar:

F-IFl ¢ (2.1.3-1)

donde:

il

es el vector equipolente de la fuerza.

|F| es la magnitud o médulo de Ta fuerza. También pue-
de indicarse por F (sin testa).

2, es un vector unitario en la direccidn de la fuerza.

E1 vector equipolente de una fuerza es el vector Tibre
representativo de ésta.

A los vectores unitarios en las direcciones de los - -
ejes coordenados X, Y y Z se les denomina generalmente £, § y &,
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respectivamente.

Ahora bien, 1a direccidn de una fuerza cualquiera, en

funcidn de su vector unitario asociado, puede obtenerse como si-

gue:
14

a) Se conocen las coordenadas de dos puntos de la 17--

nea de accidn de la fuerza.
B/

=
<Y

Figura 2.1.3-2

T - =2 (2.1.3-2)
o |ABY '

AB = [Xgi + Vgf + Zgh) - (X4 + Vi + k)

&l

_ (Xg-Xyl& + VgV, )i + (Z5-Z,)k

[(Xg-Xg)? + (Yg=V, )2 + (25-2,1%]1/2

(2.1.3-3)

b) Se conocen 1os dngulos, usualmente denominados o, -
B ¥y v que Ta fuerza forma con los ejes coordenados X, VY y Z, res

pectivamente, como se muestra en la figura 2.1.3-3.
7 ‘Z,l,

X Figura 2.1.3-3
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Asfi:

¢, = cosal + cosBf + cosYk

§

y tomando como basé 1a expresidén (2.1.3-3), se tiene:

X,- X
co04 O = Py B A 2 N
[(xg-Xy 12+ (vg-¥, P+ (23-2,7]'4

y_-y
008 B = > B A > =
[(xg-Xg )2+ (vg-v, P+ (25-2,)%]%

1,-7

cos Y = B_A

[(xg-%402 + (Vg-v, 12 + (25-7,1]%

A Tos cosenos de l1os &dngulos o, By Y se les denomina
cosenos directores.

‘

Ejemplo. Determine los vectores equipolentes de las -
fuerzas mostradas en la siguiente figura:
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Soluciodn:

1
Para la fuerza F' se pueden identificar ficilmente los
cosenos directores:

4
5

cosa = —— , CO8B = cosY = 0 puesto que Y = 90°
5

Por lo tanto F'=|F'| (cosai+cosBf+cosYk)
y el vector equipolente de F! seri:

Fi=10 (——3 P
5 5

j+0k>=6/;+8j [iagﬁ]

Para F? tenemos que el vector equipolente de la fuerza
1o podemos determinar en base al segmento dirigido 0A
de la forma )

F2 . 72| 0
|0%|
0K = (3,4,10) - (0,0,0) = 3{ + 44 + 10k
[0K| = \f9+16+100" =/ 125" [:m]

¥

F2 - 20 (3"*4 [+ 10k ) 5,3664 + 7.1554 + 17.888k E(gﬁ]

/125

2.1.4 COMPOSICION Y RESOLUCION DE FUERZAS h

En Mecdnica se requiere frecuentemente sustitufr un -
conjunto de fuerzas que actiian en un cuerpo rigido o en un pun@o
material por una sola, 1lamada fuerza nesulitante, que pfoduce -
los mismos efectos externos que el conjunto; a este procesc se - /
le demomina composicibn de fuerzas.

En los sistemas de fugrzas concurrentes en el plano, -
la resultante puede obtenerse graficamente, de manera simple, -
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por aplicacifn sucesiva de 1a regla del paralelogramo de fuer- -
zas; sin embargo, para sistemas concurrentes en el espacio Ta so
Tucidén grdfica no es tan simpie, siendo mas ventajoso el método
analftico, segiin Ta expresidn 2.1.1-1.

También se presentan casos en los que sé requiere sus-
tituir una fuerza por‘dos o mds, llamadas fuerzas componentes, -
que produzcan los mismos efectos externos que aquella; este pro-
ceso recibe el nombre de xnesclucibn (o descomposicidn) de una -
guerza. E1 problema mas comin consiste en resolver o descompo--
ner una fuerza en sus componentes ortogonales, es decir, en fuer
zas que estén contenidas en los ejes de un marco cartesiano de -
referencia.

A las componentes de una fuerza suele interpretdrseles
como las proyecciones de la fuerza, en ciertas direcciones aso--
ciadas a sus respectivos vectores unitarios. Asi, las componen-
tes ortogonales o cartesianas de la fuerza F, de la figura son:

Z

X
Figura 2.1.4-1

En este caso los vectores unitarios son £, f y k.

Por 1o tanto, de acuerdo con la expresién 2.1.3-1 se -
establece:

F
X

u
l

k (2.1.4-1)
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o bien:
F=F xi + ij + sz

Los cosenos directores, a partir de la expresifén - - -
2.1.4-1, resultan:

. Z
cos0 = = £; c04B = 4 m; CcOosY = = hn

'en donde:

= 2 2 2
lflg// F o+ Fy + F,

también se expresa:

F = |F| (cosai + cosBj + cosyk) = |F| (Li+mj+nk)

En caso de que se desee obtener las componentes: de una-
fuerza en cualesquiera direcciones, como por ejemplo, 0K, 0B y -
0C de la figura 2.1.4-2, se procederd de manera semejante al caso
anterior, teniendo en cuenta que las componentes estaran asocia--
das a los vectores unitarios ZﬁK’ Ebg'y Eﬁﬁ, en las direcciones -
0K, 0B y 0C, respectivamente.

Figura 2.1.4-2
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AsTi

F=Ffor* Fﬁ? * For

En términos generales:

F = in + ng + sz

Foa = Fox 0%

Fos = Fog o8

Foc = Foe oc

y los vectores ¢ tendrdn componentes en las direcciones £, §f y -
k; por 1o que:

Fox © Fox EEOA'U‘; * leggre 919 v legy k)a

(125 - €14 + (Tgg 415+ (Zpg- )k

-
=
n
-
S
[25]

[(ege - 414+ (oge - 15 + (Zge - k1]

gl‘ﬁ
o
-
<)
(@]

En donde: FbA’ ?bB y fbc son las componentes de F segin
las direcciones 0A, OB y 0C, respectivamente, que se calcularon
al efectuar la suma FOA,+ FOB + FOC = F, en ja que, por igualdad
entre vectores, se obtienen 3 ecuaciones simultdneas con 3 incég
nitas: %} %gyFﬁ:

Del proceso anterior puede concluirse que el nimero maxi,

mo de ecuaciones que es posible obtener es tres; por 1o tanto, -
tres serd el nimero midximo de componentes independientes en que
puede resolverse una fuerza en el espacio de 3 dimensiones.
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Ejemplo. Determine la fuerza resultante del sistema -
mostrado en la figura

Soluciodn:

Los vectores unitarios en las direcciones de las fuer-

zas, son:
26 ) f—sj o (AErOfR) - (04v8740R) _ __ ~4E-8itR 1 4 40 gibp
O RB |AB| S-412-1-8%417 9

= _ CA _ (04+8§+0k)-(4i+3j-2kR) _ -4i+5j+2k _ 1

e
62 lal : I‘CT' _\/(T4)2+52+22 1/4—'5_

(-44i+55+2R)

Los vectores equipolentes resultan:

??1=I_F'1|7€ =18 [—7— (~4L-8j+kﬂ = - 8/;-164‘+2h[ ’tg]
61 9

F A 75 1 A X ,

Fz’—‘lele =20.1[——' (—4L+5J+2kﬂ = -124'4-’514-6,2 [t]
L IV g

La fuerza resultante es la suma vectorial de las fuer--
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zas que constituyen el sistema; asfi:

N

yL -
R= S F, = (-8i-165+2k)+(-124+15+8k)= -204-j+8k Eté]

Para que la fuerza resultante quede completamente defi-
nida es necesario precisar su magnitud, direccidén y posicion:

a) Magnitud :

Ifl=\/(—20)2+(-1)2+z’s2 =\/400+1+64 =165 = 21.56 (__tﬁ}

b) Direccibn :

cos o = —20 . -0.92763 cos B = -1 =-0.0464;
21.56 21.56
§
cod Y = = 0,3711]
21,56

0082 o + c0A2B + cosy = 0.92762+0.0464%+0.3711%= 0.8604+0.0021+

0.137721.000

¢) Posicién: 1a del punto A(0,5,0) [m]

Ejemplo. Una fuerza de jooh96 de magnitud forma angu-
los de 609 45° y 120° con los ejes X, YV y Z,
respectivamehte. Resolver dicha fuerza en -
sus componentes cartesianas.
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Solucién;

De la expresién 2,1.4-3 se deduce que las componentes
solicitadas son:

Fy = Iflcoé o £ = 100 cos 60°4{= (100%x0.5)i=504 [’(g{ﬂ
Fy = |Fleos B § = 100 cos 45°f= (100x0.707) = 70.74 Eggj
F,o= [Fleos v k = 100 cos 120°k = 100(-0.5)4= -50k [Kag]

Ejemplo. Comprqbar que las componentes ortogonales del
problema anterior, corresponden a una fuerza
de 700 de magnitud

Solucidn:

IF| = JF2 + F2 + F3 =50 + 70.7% + (-50)2 =

=/25oo + 5000 + 2500 = /10000 = 100 Kgg

Ejemplo. Descomponer la fuerza F = 21.164 + 30.114 +
23.18k Eqa en las direcciones EX, 9B y 0C -
de la figqura.

3 /

B

im

4m
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Solucién;:

Fox * Tog * Foo = F

+ +

Foa%oa * Fog2op * Fococ = F 5 donde Fox, Fop v For -
son las proyecciones de las fuerzas buscadas en 0A,08 y

0C:

— 0& 1 oy . ,

Coy = = (44+65-0R) = 0.5544 + 0.8324 + 0k

T |

T * — B = —L (0tr6je3k) = 06 + 05945 + 0.447h
98| /%5

- [ 1 o . ,

ey = ———— = ——— (4i+05+3k) = 0.8 + 05 + 0.6k

o oo /25

Faz = Fap 0.5544+ F=r 0.8324 + 0k

0A 0A 0A.
F5g = {0)4 + Fog 0-8944 + F5B— 0.447 k
Foo = Fog 0.8 + 04 + Fog 0.6k

Foo=" (0.554 Fpp + 0.8 Fpli + (0.852 Fox + 0.894 Fazlf +

+(0.447 F5§+ 0.6 F(‘)E) k

En donde:

0.554 FO-/;‘+ 0.8 FO—C~= 21.16

0.832 Fag+ 0.894 Fyz= 30.11 (A)

0.477 Féé** 0.6 F(jé-z 73.18

Siendo 1a solucidn del sistema de ecuaciones (A) la si



guiente:

FOB = 25 K96

2,2 MOMENTOS DE UNA FUERZA

v

Cuando una fuerza actla sobre un cuerpo rigido, le pro
voca una translacidn, en la misma direccién de ella, en la que -
la aceleracidn es directamente proporcional a tal accidén, de - -
acuerdo al contenido de la 2a. Ley de Newton; sin embargo, tam--
bién puede inducirle rotaciones en torno a puntes o a ejes del -
espacio. En ocasiones sdlo se manifiesta el {iltimo de los efec-
tos mencionados, y se conviene en que a la tendencia a girar que
experimentan los cuerpos por la presencia de fuerzas, se le defi
na como momento de una fuerza respecto a puntos o0 a ejes cuates-
quiera.

2.2.1 MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO

Sea € un cuerpo rigido, y Po (XO,_VO, Zo) un punto en
el cual se encuentra aplicada una fuerza F = AFy + {Fy + kF,

Figura 2.2.1-1 81"



Consideremos que el origen del marco cartesiano de re-,
ferencia 1o ubicamos en un punto cuaiquiera del espacio o del -
cuerpo en cuestidn, tal como se muestra en la figura 2.2.1-1. -
En esta situacidn, definimos como momento de la fuerza F con res
pecto al punto 0, denominado centro de momentos, al vector:

My =nx

0 0 X F (2.2.1-1)

en donde:

ﬁo representa la tendencia de rotacidn denominada mo-
mento. E1 subindice sefiala el punto considerado como centro de
momentos,

nol es el vector de pos1c1on~ie1 punto PO(XO,VO,ZO),
mismo que define al segmento dirigido OPO.

E1 vector momento MO se considera fijo en el centro de
momentos, y mide convencionalmente la tendencia al giro que expe
rimenta el cuerpo C en torno al punto "0"; su magnitud es el pro
ducto ordinario del tamafio de la fuerza por su distancia "d" al
centro de momentos:

i

1yl = IF| 1%,| sen 6 = Fd,

pues
|)T{')| sden 6 = d
MO =]M0|= Fd (2.2.1-2)
La tendencia al giro positivo puede establecerse a par
tir de los productos vectoriales de los vectores unitarios £,

y bk, asi: L x §==%8k, j xk =4, R x { = §; considerdndose nega
tivas las operaciones inversas. Resulta 1o mismo considerar 1la
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convencidn de rotacidn positiva, 1a contraria a l1a de las maneci
1las de un reloj. ‘

La direccidn del vector momento se determina por medio

de sus cosenos directores. Conviene hacer notar que:
Mo
y el vector momento es perpendicular al plano que forman el so--

porte o linea de accidn I'L de Ta fuerza y el centro de momen- -
tos, pues un punto y una recta definen a tal Tugar geométrico.

Recordando la condicidn de paralelismo, sea PI(X,VY,Z} -
un punto cualquiera del segmento dirigido T'L; PO(XO,VO,ZO) un -
punto. conocido de la 1inea de accidn de F;F un vector libre des-
lizante de magnitud y direcciép también conocidos y que, como se
ha visto, 1lamamos vector equipolente de 1a fuerza; asfi:

PP I F

Entonces (x - Ea) xF =0, y esta expresidén correspondé a la -
ecuacibn vectorial de una recta. Desarrollando 1a anterior ex--
presidn:

e
>
|
"
QFT
x
T
0
55

e |
x
-
"
03.

que confirma, por otra parte, el principio de transwmisibilidad -
de las fuerzas.

2.2.2 CAMBIQ DEL CENTRO DE MOMENTOS

Para facilitar la comprensidén de esta parte del estu--
dio del momento de una fuerza con respecto a un punto ¢ cualquie
ra del espacio, omitimos el diagrama del cuerpo rigido, conside-
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rando que PO(X,V,Z) es un punto de tal cuerpo y que Q(XQ,VQ,ZQ)
puede no serlo; en tales circunstancias:

My - T, x F (2.2.2-1)
pero:
Py = %y - g

Sustituyendo:

|

ﬂQ'= ﬂo - EQ.X (2.2.2-2)

expresién que nos permite calcular el momento de la fuérzq F con
respecto a cualquier punto del espacio.

Figura 2.2.2-1
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2.2.3 CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE EL MO
MENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO SEA
NULO

Tecnema. La condicidén necesaria y suficiente para que
el momento de una fuerza F respecto a un punto sea nulo, es gque

tal centro de momentos pertenezca al soporte de la fuerza.

Demostracibn. Sea P(X,¥Y,Z) un punto de ['L como mues-
tra la figura 2.2.2-1, entonces:

pues:
Fio
Como n es el vector de posicién de P, de 1a expresidn 2.2.2-2:
ﬁp = HO - xF

x F = HO , en consecuencia:

|

pero:

MP=M0“M0=O

Otra forma de demostrario, partiendo de 1a figura - -
2.2.2-1, es 1o siguiente: ‘

pero :

Como P(X,Y,Z) y PO(XO, Vo, Zo) son puntés del soporte de l1a fuer
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za, la expresidon anterior se verifica si y sélo si f?b [l Fs y
como el producto vectorial de cursores paralelos es nulo, necesa
riamente:

Consideremos ahora el caso particuiar del momento de -
una fuerza respecto a un punto en el plano, tal como se muestra
en la figura 2.2.3-1.

7 r L

Ll

=
|

[ E/}

Figura 2.2.3-1

La expresidn que mide la tendencia al giro que un - -
cuerpo o una particula material experimenta en torno al origen -
del sistema cartesiano, por la presencia de una fuerza, es la -

misma:
My =% x F
= (&X # §Y) x [LFy + §F)
Y ﬂo = (XFy - VEyl &
As1

My= (XE, - VFy)
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En fin;

expresién que nos proporciona la magnitud del momento de 1a fuer
za respecto al origen.

Ejemplo., Encuentre el momento producido por la fuerza
mostrada en la siguiente figura con respecto

al punto 0 y al punto A, donde [T| = 10 ié-
' iz
A B

=i

15m

0 10m 1 y

‘ X
Solucidn: I

Procederemos a encontrar el vector equipolente de Ta -
fuerza T, para lo cual encontramos las coordenadas de
los puntos, By C

B(0,10,15) , C(5,10,0) [m]

E1 vector unitario en direccifn de T serd e.:

T
- BC 5{ - 15k .

T, = = = 0.3164 - 0.949%

T Bc|  Lf5%+i5¢

T = |T| &, = 3.164 - 9.49%k [:té]
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- _ _ £ g k ]
=X, xT= | 0 1o 15 | = -94,904+47.404-31.600 [t,m
0 B 3.16 0 -9.49 oa1.e0k [t
W o-%BxT s ik [
KB xT- | 0 10 0 | = -94.900 - 31.606 [tm
A 3,16 0  -9.49 &)

2.2.4 COORDENADAS VECTORIALES 0 PLBCKERIANAS DE UNA
FUERZA

Sea F 4 0 una fuerza cuya linea de accion es ["L[; - -
P(X,Y,2Z), un punto de soporte, y % el vector de posicién de ese
punto de L"L. En esta situacién, como: :

=]
.
|
u
P B
-

L

>O
X .

Figura 2.2.4-1

a la pareja de valores [(F, ﬂb) se le define como las coordenadas
vectoriales o Plﬁckgrianas de una fuerza. Reciprocamente, dados
el vector libre ¥ y el vector fijo ﬂb, de tal manera que - - -
M, - F =0, a esta pareja de vectores corresponde una fuerza de

0
magnitud F = |F|, de direcci6n la propia del vector F y de 17nea.
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de accién n x F = My. Esto es, existe correspondencia biunivoca
entre el conjunto de fuerzas y el conjunto de parejas de vecto--
res como las indicadas, que puede anotarses

(F, W), F4o0 y M .F=-0

0ol 0

y que permite la identificacidn analitica de una fuerza cualquie

ra. Este es un recurso que serd muy Gtil en el tratamiento de -
sistemas de fuerzas.

Ejemplo., Encuentre las coordenadas vectoriales de las
fuerzas indicadas en la siguiente figura.

[F1] = |F2| = 400 kg

z4

Solucidn:
1 _ - £ i k )
M. = ny x F'= |12 4 0 = -16004{+48005+0k [Kg, m
0 0 0 -400 E 4 ]
-2 _ _ £ § k )
My = 72 x F2= |0 4 g = -16004+05+0k Egﬁ.@]
0 0 -400
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Las coordenadas vectoriales de F! son:

(-400R, -16004 + 48004)

y de F?2 son:

{ ~400k, -16004)
Ejemplo. Dadas las coordenadas vectoriales de las si-
guientes fuerzas, encuentre un punto de sus

1ineas de accidn:

Fl

(304-404+50R) , (2004i-1504-240k)

F2 (504+70§-100R) , (-3004-2005-290k)

(Fuerzas en T4 longitudes en m).
Solucién:
Para F! tenemos:

ny x F' = (M,), si tomamos a %; = x4 + yf + zk

N
_ L 4 R ,
(Mo) 1= X y z = (50y+40z)4-(50x-30z) §+(-40x~30y)k=
30 -40 50

2004 - i50f - 240k

0 sea que:

50y+40z = 200 ; -50x+30z = -150 ; -40x-30y = -240
de donde:

y =4, z =0, x =3 P1(3,4,0)



Para F? tenemos que si x, = x'4 + y'i + z'k

_ L4k |
ne X F2o= | xt oyt ozt | (-1004"-702" )4~ (-100x" 502" ) j+
50 70 -100

{70x"-504" )k

(100" -702" )i+ (100x +502" ) j+ (70x" 504" J k=-3004-200{-290k

-100y'-70z"'= -300 ; 100x'+502'= -200 5 70x'-50y'= -290

2t = _100y'-300 ;5 zr= =100x'-200

-70 50
1004'-300 _ _100x'+200 _ z'-0
70 -50 1
Ag'=3) _ (x'+2) | z'-0
7710 - -1/ 1

Ta cual es una 1Tnea recta gue pasa por el punto - -
P2(-2,3,0) y tiene nimeros directores [7/10; -1/2 5 1]
2.2.5 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE

Sea una fuerza T cuya 1Tnea de accién [T se cruza en
el espacio con la recta E'E, tal como muestra 1la figura 2.2.5-1.

Figura 2.2.5-1 91



Deginicifn.- ‘Momento de la fuerza F, respecto al eje
E'E, es la proyeccién ortogonal en &ste del momento de la fuerza
respecto a un punto Q cualquiera del mismo, es decir:

Mevg = Proyeog HQ

De 1a expresion 2.2.2-2

como 1a direccidn de E'E estd dada por el vector unitario 2, - -
aquella expresidn puede escribirse, en términos de vectores:

ME'E = MQ . e (2.2.5-1)

en su forma escalar, o

©f

M = (M

EVE (2.2.5-2)

-2 -
2
que corresponde a la vectorial respectiva.

De 1a observacidén de la figura 2.2.5-1, obtenido o de-
terminado el valor ﬂo, momento de la fuerza con respecto al ori-
gen. Se pueden calcular los momentos con respecto a los ejes -
coordenados, asfi:

M

xS Mg A, My =Wy - Gy My = Wy -k

aplicando la expresidn 2.2.5-1.

Ejemplo. Calcule el momento de la fuerza de 2801bf de
magnitud que se indica en la figura con res-
pecto a los ejes coordenados y con respecto
a la 1inea que pasa pof By H.
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Z‘}

D H
A 7
E G i
7
O //
é III S
oy - /
17
/,
A 64t B

Solucidn:

Coprdenadas de 6(2,6, 3) Eﬁtj

Vector unitario:

T - _Lh+64+3k _ 1 (2046 ]+3k)
7

vV 4+36+9

Vector equipolente de F:

F o= 40(24+67+3k) '(_—zbﬁ']

|F|=2802b

§
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Mo = W

Momento con respecto al origen MO = 0 ; pues 0(0,0,0)
es un punto de 1a 1inea de accién de F.

en consecuencia:
yry = Mz =
BH B’

Coordenadas de B(2,6,0) [4t]
H0,6,3) [§¢]

— _ =24+0+3k _ 1 (-2.+3k)

[‘A
BH Varo) Vi3

Mg = (-2i-64)x{24+67+3R) (40)=(-184+65-12k+12k) (40)

Mg = 40(-16ir65),[Lb " 62]

y

Mg = 401-184#64) - L (c2i+3k) - 20 36 - 399,384
V13 /13

en fin

Mg = 399.384 Lb 4t

Ejemplo. Calcule el momento de la fuerza de 140 Kg¢ de
magnitud indicada en la figura, con respecto
a las aristas DH y OA respectivamente.



Solucidn:

Coordenadas de E(2,0, 3) [m]
€(0,6,0) [m]
v(o,ofs) [m]

— -24+6j- 3k 1 o
e, = . = (-24+64-3k)
§ 4+36+9 7

Vector equipolente de la fuerza:

= = 140 oy _ .
F=2, |F| - (-24+64-3k) y F = 20(-z¢+ej-3k)[k91§]

ET momento con respecto a DH y OA, se anota:

Mg = Wy - £ Moy =2Hp - 4 = Wy - §

i

MO = ZE x F = e x F MO 6§x(-24+64-3k)(20)

20(-1684+12k) [kgé-mj

=]
<
]
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Mm = 20(-18{+12k) = & = -360 kgﬁ.m
Myg = - 360 fzgéwn
MD = (ZC - ZD) x F = (65-3k) x (—ZL+6j-3h)(20y
Mv = 20(-184+12R+64+184) = 20({645+12k) (hgﬁ-m)
y
Mg = 20(65+12k) = § = 120 hgé-m
M‘*—H— = +120 hgé-m

2.2.6 CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE EL
MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE SEA

NULO

Teonema. La condicidn necesaria y suficiente
el momento de una fuerza respecto a un eje sea nulo, es
soporte de esa fuerza y el eje sean coplanares.

Demostracién, Sea una fuerza T cuya linea de
es coplanar con un eje cualquiera E'E, como se ilustra
gura 2.2.6-1. Puesto que:

MQ: qP x F

para que
que el -

acciodn. -
en la fi

es un vector normal al plano definido por el soporte de la fuer

za y el centro de momentos contenido en el eje; asi:
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=]

o]
"t

SN

‘ ésto es: 9 .

0 sea que:

Figura 2.2.6-1

Esta situacidn ocurre en 10s casos en que la linea de
accion de una fuerza y Tos ejes son paralelos entre si o se in-
tersectan con ella, ya que invariablemente definirdn planos que
los cdntengan y, de esta manera, tendrd momento nulo con respec
to a tales ejes.

2.2.7 CASO TRIVIAL DE MOMENTO DE UNA FUERZA CON
RESPECTO A UN EJE

Consideremos a la fuerza F, de la figura 2.2.7-1 de 11
- nea de accidén L'L, tal que F # 0. Los momentos de.la fuerza con
respecto a cada uno de 1os ejes coordenados serdn:

Myry = Mg = 45 Myry = My oy Mgy =Wy -k
expresiones escalares que podemos escribir asi:

MX'X = VFZ - ZFy , My'y = IFy - XFZ y MZ'Z = XFV - YFy
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Figura 2.2.7-1

y que son consecuencia del desarrollo del determinante AxF en -
donde: & = iX + §Y + RZ y F = AFy + §F, # th corresponden al --
vector de posicién de un punto Qe la Tinea de accidon de la fuer-
za y al vector equipolente de la fuerza dados en su forma trind-
mica, respectivamente; resultado cuya comprensién es obvia si to
manos en cuenta la figura 2.2.7-2, que contempla la descomposi--
cidén de la fuerza dada segln los ejes de referencia, asi como --
los teoremas expuestos con anterioridad; en fin:

Myry = YF, - ZF,

ZFX - XFZ

Figura 2.2.7-2

expresiones de las que se concluye que el momento de una fuerza
con respecto a un eje serd igual a la magnitud de la fuerza por
la distancia de ésta al eje (la perpendicular comin al eje y 1la
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linea de accidn de la fuerza) siempre y cuando la fuerza y el -

~eje sean perpendiculares.

2.5 SISTEMAS DE FUERZAS

2.3.1 COORDENADAS VECTORIALES DEL SISTEMA DE FUERZAS:
RESULTANTE GENERAL Y MOMENTO DEL SISTEMA

Si se considera a un conjunto o sistema de ‘fuerzas ac-
tuando sobre una particula masa, un cuerpo rigido o un sistema -
de cuerpos y/o particulas, dicho sistema de fuerza producird un
efecto que tenderd a modificar el estado de movimiento de los --
cuerpos en que actila.

A Ta capacidad de un sistema de fuerzas para producir
tal efecto que serd de cambio del estado de movimiento lineal y
angular, se le podrd representar por un vector equipolente (un -
vector ;ibre), asociado a una sola fuerza y por un vector fijo -~
en el origen, que se asocia a un momento dnico.

En efecto, con apoyo en los postulados discutidos en -
1o que antecede, a los vectores equipolentes de las fuerzas (és-
to es, a los vectores Tibres con que se les representa) se les -
puede sustituir por uno solo que representa a una fuerza capaz -
de producir el mismo efecto. A este vector, se le denominard --
resultante genenal del sistema, y estard dado por:

n .
R= 3z F* (2.3.1-1)

Por su parte, la tendencia al giro con respecto al ori
gen, se le puede obtener por la superposicidn de las tendencias
producidas por cada una de las fuerzas del sistema. Asi, la ca-
pacidad del sistema de fuerzas para producir esta tendencia al -
giro se le representard por un vector fijo en el origen, que de-
nominaremos momento del sistema Y que serd igual a la suma de Tos
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los vectores momento con respecto al origen de cada fuerza que -
.conforman a dicho sistema; &sto es:

/

n .
Wﬂé - 1 W
i=1

n .
= ¥ %, x F* (2.3.1-2)
-De 1o anterior se desprende que, de una manera andloga
a1 caso de una sola fuerza, a un sistema de fuerzas se le puede
. . = =R .
asociar una pareja de vectores (R,ﬂo), denominada coordenadas -
vectorniales o PLUckernianas del sistema, que caracterizan a dicho
sistema: ‘

= R n n —
(R, My = (= FY, & ®, x FY)
=1 4=

Ahora bien, si en las expresiones 2.3.1-1y 2.3.1-2 -
que definen a las coordenadas vectoriales de un sistema de fuer
zas se tienen presentes las leyes asociativa y distributiva de -
la suma vectorial, se tiene que:

_ no_ R _ .
R= 11 F* =3 F+ = F 4+ . ..+  Ft
L=1 £=1 L=hk+1 L=m+1
y
n ‘ k £ ‘ n ‘
Moo= 2 Wy= 3 Mg+ I Tg+...or = Ty
L=1 L=1 L=k+1 L=m+1

expresiones en las que si hacemos a:

k " k .
. T =Ry r Wy o= Ty
£=1 L=1
conduce a:
— h -
R= 1 R*
L=1
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en las que, si a su vez se supone que 7t y Hé son las coordena-
das vectoriales de subsistemas en que §e puede descomponer al. -
sistema de fuerzas, se infiere que la suma de éstas es igual a -
Tas coordenadas del sistema. ‘Esta interpretacidn se esquematiza
en la figura 2.3.1-1. -7

il llll”l!”
e

Figura 2.3.1-1

Por otra parte, es importante destacar que; contraria-
mente al caso de una sola fuerza, en el que sus coordenadas cum-
plen la condicidn de que F - MO = 0 por ser F y ﬂb =% x F per-
pendiculares, el valor de R - MO no es necesariamente igual a ce
ro para las coordenadas de un sistema de fuerzas.

Analicemos ahora cémo se pueden clasificar a los siste
mas de fuerzas en el espacio segin la forma en que se presentan.

Los sistemas de fuerzas en el espacio pueden s€r concu
rréentes, paralelos, coplanares o sistemas generales de fuerzas.-
Cabe hacer notar que en esta clasificacidn se agotan todos 105'-
casos posibles (es exhaustiva) pero en ella, un sistema puede -
caer en mids de una de las clasificaciones (no es excluyente), -
por 1o que de tal clasificacidn se puede obtener dtra de cardc--
ter particular, en la que podrfa incluirse a los sistemas coli--
neales, concurrentes en el plano, etc.
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Asi, por sistemas de fuerzas concurrentes se designa a
aquellos en el que las l1ineas de los soportes de todas las fuer-
zas, se intersectan en un solo punto del éspacio; tal como se -
muestra en la figura 2.3.1-2."

F2

F

Figura 2.3.1-2

Bajo la clasificacidon de sistemas de fuerzas paralelas
incluimes a aquellas en las que los soportes de todas las fuer--
zas tienen las mismas direcciones, aiGn cuando las fuerzas puedan
tener diferentes sentidos; as? Tas fuerzas en estos sistemas ni
se cortan,ni se cruzan. En la figura 2.3.1-3 se muestra una re-
pfesentacién de estos sistemas, y es de observarse que no necesa
riamente todas ellas pueden quedar en un solo plano, por lo que
un caso particular en esta clasificacidn serfa cuando ademds de
ser paralelas también fueran coplanares.

Figura 2.3.1-3
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!
De estas dos clasificaciones se deriva, como un caso -
particular, el de las fuerzas colineales, en el que se clasifi--
can a las fuerzas concurrentes a 1a vez que paralelas

7_"‘2 fl

Figura 2.3.1-4

Los sistemas de fuerzas coplanares son aquellos en que
todas las fuerzas del sistema quedan contenidas en un solo pla--
nc; ésto es, los soportes de las fuerzas definen a un plano; ca-
sos particulares de éste seréﬁ los sistemas paralelos en el pla-
no, asT como los concurrentes en el piano. Véase figura 2.3.1-5

z

X «

Figura 2.3.1-5

Por G1timo bajo la clasificacién de sistemas generales
de fuerzas, se incluirdn a aquellos en el que no todas las fuer-
zas son paralelas, concurrentes 6 coplanares; as, un ejemplo par
ticular de un sistema incluido en esta clasificacif6n es el de . -
dos fuerzas que se cruzan en el espacio. Véase figura 2.3.1-6.

I

.

Figura 2.3.1-6
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Una vez establecida esta clasificacidn, analicemos 1as
siguientes proposiciones, que podrfan ser de utilidad prdctica.

a) Si un sistema de fuerzas en el espacio es concurren

te en un punto, siempre se cumple 1a relacidn:

En efecto, como se muestra en la figura, existe un
vector de posicifn comiin a todas las fuerzas:

de donde:

R e — —
MW = n xFl'+n x F* + + 1 x FHX
0 o o o

que por la propiedad asociativa:

R e o — o - = —
o= T T x(FL4F2.. +F ) =n x £ (F4F2F .. +F)
©  4=1 © O 421

pero cBmo

n
TP+ T2+ ...+ FY= R
£=1
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se tiene que:

Mf:zoxﬁ y M’j.f=(z x R] .®

¥y por lo tanto MR -R=0,toda vez que M a XR es pur-

pendicular a R (por Ta definicidn de producto vecto-
rial).

b) Si el sistema de fuerzas estd constitufdo por fuer-
zas paralelas, se cumple que:

En efecto, por condicidon de paralelismg de Fl=kF2-
an” = se puede escribir que:

Fl' = FlE, F2 = F2 g ---o- ™. " T
VL —

R=2z F'= FL g+ F2 g+ ---o- + Fh e -
i1

[ F' w F2 4 -oooe + ') T
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My = (Friaxe + (F2)%2 + ==--~ + (F" )T x& =

\'BFI)Zl + [F2)Hy #+ ~roem= 4+ (F")zy]xg

1e que conduce a:

R
Mys R o= [((F ) A (F2 ) Hpr —m- + (FME xd) -(R)-T
- [Py mime (B (R T ooees + MR, e
de donde;
R —_—
MR =0

toda vez que, el vector obtenido del producto de la
suma de los vectores de posicidén por el vector ¢ da
un vector perpendiculiar a 2, esto es:

((F}) (R)Ty# (F2) (RITp+ ----- +[F") RIE,)xe L ¢

Dado un sistema de fuerzas coplanares, y el origen-
del marco de referencia en el mismo plano, entonces
se cumple que:

En efecto,.si todas las fuerzas que constituyen el-
sistema estdn en el plano, la resultante general- -
del sistema estard en dicho plano, asi mismo,si el -
origen es un punto del plano, los vectores de posi-
cidon estardn también en el plano; tal como se indi-
ca en la figura 2.3.1-8,



Figura 2.3.1-8

En estas condiciones,los momentos de cada una de las
fuerzas con respecto al origen serdn vectores perpen
diculares al plano; toda vez que los productos Ixxfi
son vectores perpendiculares tanto a Z; como a Frj; -
también la suma de estos vectores dardn un vector --
perpendicular al p]anq, de donde resulta que Ho y R
son perpendiculares y por tanto se cumple que:

M-T=0
o
Si ahora consideramos el caso mds general en que las- -
fuerzas sean coplanares, pero en el que el centro de momentos es
td fuera del plano, la relacidn R-HR=0 también se cumple.

En efecto, si se toma un punto o' en el plano, los vec
tores de posicidn Zoi de cada una de las fuerzas puede expresarse
como; n. = K,

On 00
que va del punto 0' a uno del soporte de la recta y del vector- .-
que va del origen 0 del sistema de referencia al punto ¢' del- -~

plano, comec se muestra en la figura 2.3.1-9,

ZA

+Eo'£ esto es, la suma del vector de posicidn- -

X Figura 2.3.1-9
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En estas condiciones, dado a que

R n oon
M0=): M = T n..xF

Empleando 1a relacidn anterior asi, como é1 hecho de que Z‘Oa,es—
comiin a todas las fuerzas, Ta expresidn del momento se transforma

en:
noo_ & n —& n _ £
M= % xn .xF= % My ; X F+ 2 1 X
o . 04 . oL . oL
L=1 £L=1 £=1
n . n n
£ . _ _ _
=X , x|z F)+31 ®,. x Fl=yx xR+ ¥ oa xF
00" T et w10 007 4er O
y en la que
n ’ -
R- 3 Ft-°F' + "
L=1
R

que sustituyendo en la expresidn M&-f conduce a

iR - (7

_ n
A 50" xR) "R+ | © X

toda vez que el vector ZOO,XV es perpendicular al vector R, y- -

que:

ya que coincide <con el caso en que se considerd al sistema de- -
- fuerzas coplanares con el centro de momentos en el mismo plano.

Ejemplo. Calcular Tas coordenadas vectoriales del sis
tema formado por Tas fuerzas ?A,f8,7},<y 7b

A 404 + 30§ [Kgé] AlZ,0,0) [m]

FB-_504 + 305 - 20k [Kgg] B(3,1,4) [m]
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. s0d - 105 - 50k [ks (] c(e,3,01.[n]

- -200f [ks] 0(0,0,3.5) [m] |
y
i
£C
C,//';A
\EB.
\ —p X
B
/v
z
34

Solucién:

La resultante del sistema es el vector R.
R=FAa B, pC, o0

R=-10¢ - 150§ - 70k Egé]

E1 vector momento con respecto al origen es:

D
R _
Mo— E

_ £ . . Kg -
. (T, x F*) = 4104 - 260§ + 140k [96 m]

1
Las coordenadas vectoriales del sistema son:

(R,%)= (<104 - 150§ - 70k, 4704 - 2604 + 140k)
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2,3.2 SISTEMAS DE FUERZAS EQUIVALENTES

En el inciso anterior, al definir las coordenadas vec
toriales de un sistema de fuerzas, se estableci6 que estas carac
terizan a dichos sistemas de una manera similar a como las coor-
denadas vectoriales de una sola fuerza caracterizan a ésta. Sin
embargo, existe una diferencia radical; asi mientras que las - -
coordenadas vectoriales de una fuerza establecen una relacién --
biunivoca, las de un sistema de fuerzas no.

Asi, una fuerza produce un efecto Gnico sobre el cuer
po en que actdia, quedando asociada solamente a unas coordenadas
vectoriales que producen ese mismo efecto, es decir, a cada fuer
za corresponden unas y s6lo unas coordenadas vectoriales y vice-
versa.

En el caso de un sistema de fuerzas, si bien éste pro
duce un efecto Gnico, existen muchos sistemas capaces de produ--
cir el mismo efecto; por 1o tanto, mientras que a un sistema de
fuerzas se le asocia sdlo unas coordenadas vectoriales (R, Mﬁ),—
a tales coordenadas es posible asociarle muchos sistemas de fuer
zas.

En el pdrrafo anterior hemos dicho que existen muchos
sistemas capaces de producir los mismos efectos externos sobre -
un cuerpo; a tales sistemas de fuerzas se les denomina equivalen
tes.

2.3.3 CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE DE EQUIVALEN-
CIA ENTRE SISTEMAS DE FUERZAS.

En Ta forma que se establecid la equivalencia entre -
sistemas de fuerzas, quedd implicito que, la condicidn necesaria
y suficiente para ello es que, las coordenadas de los sistemas -

de fuerzas sean iguales; esto es:
- R R R
(R, Myly = (R, W 1y
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Ahora bien, si se recapacita, per una parte, que dos -
sistemas son equivalentes si producen los mismos efectos externos,
y por la otra, que conforme a los postulados de la Estdtica, los
efectos no se alteran si{ se introducen o eliminan subsistemas en
equilibrio (principio del equilibrio), as? como que algunos sub~-
sistemas (concurrentes) pueden ser substitufdos poer una sola fuer
za resultante, una forma alternativa para definir a los sistemas
equiVa]entes es: como aquellos en los que se. puede transformar -
uno a otro, sin alterar los efectos externos, por medio de opera-
ciones elementales que cumplan con los postulados de la Estdtica.

Asi,1a condicién necesaria y suficiente para que los -
sistemas sean equivalentes implica:

Que 44 dos sistemas poseen Las mismas coordenadas veeto
niales, a partin de uno se puede LELegar a otro, a su vez, 54 Lo -
anternion es posible, ambos sistemas debendn tenern Lguales coorde-
nadas vectorniales.

En los siguientes incisos se analizard con mayor deta--
11e c6mo se puede efectuar la transformacidn de un sistema a otro,
bajo las condiciones ya especificadas, 1o que nos permitird encon
trar sistemas mds simples que el de partida.

Ejemplo. Determine si son o no equivalentes el sistema
de fuerzas (I) mostrado en la figura y el - -
(11) formado por las fuerzas FA = 15{+13j-20k
Eg& y L -214+104+ 36k Eﬁﬂ si Ta primera -
pasa por el origen y la segunda por el punte
Po10,4,0) [m],mas el par W= ~204i-48-84k Kggom

(Nota: E1 vector par m es en vector momento de una -
pareja de fuerzas iguales, paralelas no coli-
neales y directamente opuestas que, como se -
verda mas adeiante, es un vector libre).
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) \
‘ =720k
F 0 96
~ F2-15kg
4m
- (1)
Im
[t//' 4m \\\\\T
1:
10hg6

Solucidn:

Catculemos las coordenadas vectoriales de ambos siste-
mas:

Para el sistema I:

- - - R
R=F +F+ P Moo= W+ W+ W

F' o= 64+ 8§ W, =0

F2 - 15§ W= -604

FP =2 + 16k M = -484

- R .

R =-64+23§ + 16k [Kgéj M, = -604 -48§ [ngé-m]
y para el sistema II:
- - R B —
R=F +F M, = Mﬁ + M, +m

_A

Fy = 154 + 135 - 20k M, =0

fé ==214 + 104 + 36k Mf = 1444 + 84k

R = -64 + 235 + 16k Egﬁ] m_=-Z04L - 484 - Kdk

=

My = -600 - 465 Egéwﬂ



ya que las coordenadas de Tos sistemas I y II:

I= [ -64 + 234 + 16k, -604 - 485)

I1= [ -64 + 23§ +. 16k, -604 - 48])

son iguales, los sistemas son equivalentes.

2.3.4 SISTEMAS DE FUERZAS IRREDUCTIBLES

Al comparar dos sistemas de fuerzas equivalentes, qui-
zd podamos decir que uno es mds simple que otro, asf por ejem- -
plo, si recordamos el principio de Stevinus, un sistema formado
por una sola fuerza puede sustituir a otro formado por varias;\-
obviamente, el sistema de una sola fuerza es mds sencillo que el
de varias componentes; &sto nos lleva a la idea de encontrar sis
temas mds simples que algune dado con objeto de poder causar los
mismos efectos externos de manera mids sencilla.

Ahora bien, existen sistemas de fuerzas que no se pue-
den simplificar o reducir mds y a &stos se les 1lama sdlsfemas -~
Lnneductibles, siendo tales: una fuerza, un par, y una fuerza y
un par no coplanos.

Una fuerza puede considerarse como un sistema consti--
tuido por un solo elemento y en este caso las coordenadas vecto-
riales del sistema son las mismas que las coordenadas vectorfa--
les de la fuerza, por lo tanto, siempre se cumplird que F'M§=0 ,
0 sea que cualquier sistema que pueda sustituirse bor un sistema
de una sola fuerza deberd cumplir la condicifn anterior. En el
siguiente capitulo se analizard en detalle la posibilidad de es~
ta sustitucion,

Par de Fuerzas

Es el nombre con que se designa a un sistema constituf
de Gnicamente por dos fuerzas no colineales F! y F2, tales que -
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tienen por soporte dos rectas paralelas separadas una distancia
d y que ademds tienen magnitudes iguales,pero sentidos opuestos.

Este sistema es coplanar, ésto es, queda contenido en
un plano definido por las rectas de sus soportes y al cual se le
denomina plano def par ( Figura 2.3.4-1).

Z

|
S

=y

Figura 2 3.4-1
X

lLas coordenadas vectoriales del sistema serén:

= hy x Fl o+ 7, x F2 = om

Asi,en concordancia con lo discutido en relacién a las
coordenadas vectoriales, y dado que las de un par de fuerzas - -
siempre son {¢,7), los efectos que muestra un cuerpo que le son
atribuibles al par serdn exclusivamente de una tendencia al gi--
ro.

Ahora bien, si se tiene presente que F! = -F2 la expre
sion del momento puede escribirse de la forma siguiente:

Mo = (Fe - Ha)xF (W= %ey | |Flseny (Fa-71, F)
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como.
|Zz-)—L-1IAQVL ‘f (Zz'zl,r) = d

M1 = [m| = d - [F]

siendo d la distancia entre 1os soportes como se muestra en la -
figura 2.3.4-2.

Figura 2.3.4-2

As{, el vector m por ser perpendicular a dos vectores -
?i y F, contenidos en un plano, el plano del par, tendrd por --
direccién la normal a estée plane EN, mientras que la magnitud --
del momento sera: :

|m| = d * [F|
Por otra parte, si se observa que alin cambiando el cen
tro de momentos, por ejemplo, al punto E, Ta expresién del vector
es invariable, pues (ZZ—II)=(Z§—21),se concluye que el momento -

de un par es independiente del centro de momentos.

Consecuentemente, este momento se representard por un
vector con las siguientes caracteristicas:

£) Magnitud: |m| = d - |F]
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donde d se denomina brazo del par
£i£{) Direccidn:: En’ la de la normal al plano del par

L44} Sentido: de acuerdo al avance del tornillo de ros-

P

ca derecha (+ 6 -).
Zv) E1 punto de aplicacidn puede ser cualquiera, por 1o

que se le considera como un veector Libnre.

De estas caracterfsticas se concluye que un par de - -
fuerzas se puede hacer equivalente a otro si se cumple que:

L) al variar la magnitud de las fuerzas, la distancia
entre ellas se varia de manera que el médulo del -
par no varie, esto es: |d||F|=|d*||F!|=|m]

44) se le traslade a planos paralelos.

Ai4) se le haga girar en el ‘mismo plano

Las ‘tres posibilidades anteriores pueden tenerse en
forma aislada o bien simultidneamente. Por otra parte, puesto
que 1los ﬁomentos de los pares de fuerzas son representados por
vectores iibres, pueden sumarse vectorialmente sin importar el
plano en que actuan, asf como también a un par de fuerzas se 1le

puede hacer equivalente a una suma de pares diferentes pero que
proporcionen el mismo vector é&sto es:

n
_rrT='le+ﬁ2+Fn‘3+...+Fn'= Im

Ejemplo. Determine un solo par.que sea equivalente al
sistema de pares de la figura.

Solucifn:

a) Determinemos los vectores momento de cada uno de -
los 3 pares para sumarlos y encontrar el par equiva
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B C 1
FS=10%
M, Fr=51
M2
A ém
F2= 10 £
6_ 4 * .;6 D porf—
< My
FI= 10 14 TE <
X)// bm—>
lente.
mosozinle,

[ Wi = 10T x 5m = 50 ié‘m ; e1=k

| mal = 5¢,x 5m = 25 Zom; 2y=-§

4
M2 = -25f [té'm]
my= | mles

Imal = 1016 X 5m = 50 té'm
Como la direccién del momento del par es normal al
plano de éste, determinemos la direccidn mediante -
el producto vectorial de 2 de sus trazas. Por ejem
plo:

117



118

b)

— _ AB x AE

[
|AB x AT
AB =-54
KE = 04 + 64 -6k
AB x AE = | £ 5 k = =304 -30k
-5 0 0
0 6 -6
T, = 304 -80k __ g 7074 -0.707k
Y/ 30%+ 302
Asi

Wy = -35.364 - 35.36k

Finalmente

W= m, + Mg+ Ws= 50k - 25§ - 35.364 - 35.36k

m=-60.364 + 14.64k [tﬁ-m]

A idéntico resultado se 1lega calculando las coorde
nadas vectoriales del sistema:

no_
R-=5 F =0
L=1
_—yl ¢
HR = me= L e
0 , 0
£L=1

_—

Mo = 50k



M - 304 - 25§

Mg = -304
s )
WMo = -42.430

M = +42.430 - 35.36] - 35.36k

TR o= 04 - 60.365 + 14.64k = m

Fuerza y Par no coplanos

Existen sistemas de fuerzas cuyas coordenadas vectoria
les no cumplen con la relacidén R - M§ = 0y a este tipo de siste
mas no se les puede hacer equivalentes con una sola fuerza o con
un par de fuerzas sino con ambos simultdneamente y con la parti-
cularidad de que no sean coplanos. La reduccidn de este tipo de
sistemas se estudiard en el siguiente capitulo.

Par de transponrte

Como se ha visto anteriormente, tas fuerzas no quedan-
totalmente representadas por un vector libre sino que la posi-=~
cién de su soporte es fija y por 1o tanto se manejan como vecto-
res deslizantes esto trae como consecuencia que al cambiar de -
posicion la 1inea de accidn de una fuerza, cambian los efectos =
externos que produce y obviamente también cambian s&s coordena--
das vectoriales. Sin embargo, es posible hacer esta traslacién-
siempre y cuando se mantengan Tas mismas coordenadas vectoriales

119



y &sto se logra mediante Ta adicidn de un par de transporte tal -
como se discute a continuacidn: '

Supongamos una fuerza F con 1inea de accién L que pasa
por el punto P como se muestra en la figura 2.3.4-3 (a).

i L
z /L i P
i
Ll
F //////
F Q
"
0 -
////// -
0 - © -y
Figura 2.3.4-3(a) Figura 2.3.4-3(b)
X X

En tales condiciones las coordenadas vectoriales del -
sistema (8I) serdn iguales a las de la fuerza, es decir:

R=F

R oF  —
M, - Mo = r, X I3

Ahora consideremos otro sistema (SI1),formado por la -
misma fuerza, pero aplicada en el punto Q (figura 2.3.4-3 (b)).
Las coordenadas vectoriales de este sistema serdn:

R=F
R —
Mo— nQ x F

que serdn diferentes al primer caso siempre y cuando Q no perte-
nezca a L.

Si observamos las coordenadas de los dos sistemas - - -

(F, EO x F} y (F, ZQ x F] vemos que dnicamente difieren en el mo
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mento, o sea que agregando 0 quitando un momento o par de ZQxF-—
podemos hacerlo igu§1 a Zo.x F, a este par que agregamos se le -
denomina par de transporte (ETI y su valor serd:

“ o x F = EQ x F + m

o T
HT = (IU - ZQJ x F
ET = 0P x F

Lo anterior se puede visualizar si al sistema original
(cuando 1a fuerza pasa por el punto P).le agregamos un sistema -
en equilibrio en el punto ¢, como se indica en la figura 2.3.4-4

Figura 2.3.4-4

Al agregar un sistema en equilibrio las coordenadas --
vectoriales no se altera; sin embargo, este nuevo sistema se pue
de interpretar como el formado por un par de magnitud d.|F| mds
una fuerza F aplicada en el punto Q que resulta ser la fuerza --
original trasladada al punto Q més el par de transporte OP x F.

Si ahora consideramos como sistema inicigl el consti--

tuido por la fuerza F aplicada en el punto Q y el parrﬁT, podrig
mos tener otro sistema equivalente con &ste constituido dnicamen
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te por una fuerza F pero aplicada en el punto P; en otras pala--
bras, un sistema de una fuerza y un par actuando en el mismo - -
plano (F-ET=-0) siempre se puede hacer equivalente con un sis--
tema de una sola fuerza.

Ejemplo. Determine el par de transporte que se origi--
na al trasladar la fuerza F = 44-3j+2k [@96]
aplicada en el punto P(2,1,3)[m] al punto ---
0(4,3,1) [ml .

Solucibn:

a) Determinemos las coordenadas vectoriales del siste-
ma cuando F se encuentra aplicada en el punto P.

Ro= 40 - 35 + 2k ﬁ&géj

R oF |, . o . -
W= W= |4 § | = 114 + 8 10&[@6@
2 1 3
4 -3 7

AT aplicar la fuerza en el punto Q tenemos:

f=4/i-3j+2k[hgé’_] ‘

=R _ F= R . - - . .
MQ = MQ i 5 k 94 - 44 - 24k [hgé m]
4 3 1
4 -3 2

Para que el momento inicial sea igual al segundo se
rda necesario agregar un par de transporte MT:

LTI 8f - 10k = 94 - 4f - 24k + mo

122



me= (114 + 8§ - 10R) - (94 - 4§ - 24k)
W= 24+ 125+ 14k [:Iagﬁ-m]

b) E1 par de transporte también se puede valuar directa
mente mediante el producto vectorial QP xF

P - 24 -2j +2k [n]

M=0PxF =14 § k| =20+ 12j+ 14k [:hgé'm]
2 -2 2
4 -3 2

2.4 REDUCCION DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS

2.4.1 CONCEPTO DE SISTEMA RESULTANTE

E1 estado mecdnico de un cuerpo rigido, sobre el que --
actia un sistema de fuerzas f*(i=1,2,..n), queda completamente de
finido por Tas sumas vectoriales de fuerzas y de momentos con res
pecto a un punto culaquiera. Si dicho punto es el origen de un -
marco de referencia, el estado mecdnico del cuerpo rigido quedarad
definido por medio de las coordenadas vectoriales o Pliickerianas-
del sistema, (R, ME), como se vidé en el capitulo anterior.
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Conviene aclarar que si el sistema de fuerzas contiene
fuerzas contfnuamente distribufdas, las sumatorias se transfor--
man en integka1es, por lo que las expresiones vectoriales ante--
riores son de cardcter general. Si ademds del sistema de fuer--
zas se presenta pares de fuerzas o momentos, las expresiones son:

Vs

n . m n ) _
M= ¢ W+ 3 m, o= T (leﬁqj + r@
= Bl (

=1 1 -1 4=1

En términos generales es posible afirmar que cualquier
sistema de fuerzas que act{ie sobre un cuerpo rigido puede reem--
plazarse. pay un sistema mds simple, constitufdo por una fuerza -
Ry un momen to ME en el origen, Tlamado- sistema resultante, el -
cual produce en el cuerpo Tos mismos efectos externos que en el-
sistema original.

(c)
X° Figura 2.4.1-1

Respecto-a la figura 2.4.1-1 (a), en el inciso ante---
rior se precisdé que una fuerza, como la F', puede trasladarse --
del punto 1 al punto 0 (origen del marco de referencia) si se --
adiciona a dicha fuerza un momento, tal como el M;:= 1 xF . Re
pitiendo el procedimiento con cada fuerza del sistema se obtiene
el mostrado en la figura 2.4.1-1 (b), formado por fuerzas y mo--
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mentos (pares de fuerzas)actuando en 0, que pueden sumarse vec
torialmente por separado y reemplazarse por la fuerza resuTtante
Ry el momento del par resyltante M&R, respectivamente, como se-
muestra en figura 2.4.1-1 (¢). A este sistema puede 1lamdrsele-~
sistema resultante.

2.4.2 CASOS DE REDUCCION Y SUS CONDICIONES NECESARIAS
Y SUFICIENTES DETERMINANTES

A la sustitucidon de un sistema de fuerzas por el sis-
tema equivalente mds simple se le conoce como xeduccdidn del 8%~
Zema de fuernzas,

Analizando las caracteristicas de un sistema de fuer- -
zas por medio de sus coordenadas vectoriales, es posible deter-
minar cudl 'es el sistema mds simple equivalente a &], pudiendo -
presentarse 1o0s casos que a continuacidn se mencionan:

I.- ET sistema se reduce a un par de fuerzas si y sé-
1o si:

7o R
.R =0, Mb £ 0

II.- Un sistema de fuerzas se reduce a una sola fuerza
si y solamente si:

R #0; R-mR-0
donde R y MQR son perpendiculares.

TII1.- E1 sistema se reduce a wuna fuerza y unh par no co-
planos (motor o wrench), si y sélo si:

.7 R
R Mo

70
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lo que equivale a afirmar que Ry ﬂbR existen y no son ortogona-
les.

IV. Un sistema de fuerzas se reduce al equilibrio cuan-
do y solo cuando:

R = 0; M =0

I.- Reduccibn a un par de fuerzas.- Para que un siste
ma de fuerzas se reduzca a un par debe ocurrir, necesariamente,-
que R = 0; es decir:

Ahora bien, todo par de fuerzas que actla sobre un-
cuerpo rigido, provoca en éste una tendencia al giro, por lo que-
debe cumplirse.

— i _
(ni.x?') + 1 m # 0

1 i

=

Por To tanto, la condicidn necesaria y suficiente-
para que un sistema :.de fuerzas dado se reduzca a un par de fuer--
zas es:

= . R
R = 0; MO £ 0

Finalmente, conviene aclarar que el momento del sis
tema es un vector libre y, por lo tanto, no es necesario obtener-
su posicién.

Ejemplo. Determine el sistema equivalente mds simple,
del sistéma de fuerzas actuando sobre la-ar-
madura de la figura. '

126



i
7z
176
‘
%X
A g A
! N Yoz, l
8‘16 I 6 té. 8 19 Iﬁ

\_6 espacios de Im = 12m !
[
}

Solucidn:

De acuerdo con el marco de referencia asociado, las --
coordenadas vectoriales resultan:

n
R= I F. = {8-2-6-9+49)f =0

= (-48+8+12-18+54)k = §k [tﬂm ]

Por tanto, el sistema de fuerzas propuesto se reduce a
un par de fuerzas, de 8 tf-m de médulo perpendicular -
al plano de 1a figura y sentido positive (dextrdgiro).

Ejemplo: Reducir el sistema de fuerzas mostrado, a su
forma mas simple.
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Z B
4\F5=20;6

F3=70t6
Fia10t e T — -
[
1/// ﬂigi% ///5m
(i
VU 7.
F'=50 té"F5=301

Solucidn:

E1l sistema de fuerzas se identificard analiticamente,-
por sus coordenadas vectoriales.

a) Fuerza resultante

n .
R= 3 Fr= (-10+40-70450-30+20)k = 0

n . n .
Moo= I W = T (GxFY)=2ix(-10k)+ (3042 /) xb0k+ [i+2]) X[ T0k I

i

+(5.0+4 ) X50R+ (4.4+5§) x(- 30k) +5 §x20k

b

20 +(-120+804) +(704-1404) +{-250+2004) +(1205-150.4)+1004

ﬂ§ = 904-160§ [%6 o]



Por los resultados, el sistema de fuerzas se reduce a-
un par de fuerzas, de médulo [;02 + Iéoalé-=183,5811°m

I1. Reduceidn de un sistema a una fuerza: Esto implica
que R # 0, es decir:-

Para el caso particular en que el momento del siste
ma con respecto al origen sea nulo, las coordenadas vectoriales -
de ‘dicho sistema son:

(R, 0)

que corresponden a']as coordenadas vectoriales de una fuerza. --
Por 1o tanto, la condicién R # 0, ﬂg = 0 indica que el sistema de
fuerza se reduce a una sola fuerza {R) que pasa por el origen.

Ahora bien, en el inciso anterior se estudib que--
una fuerza se puede trasladar a una nueva linea de accidn si se-
incorpora un par (momento) en el plano de la fuerza, por 10 que-
los vectores R y ﬂ? resultan perpendiculares.

En ambos casos el producto escalar de los vectores
del sistema fuerza par es nulo, de donde se concluye que - la con-
dicidn necesaria y suficiente para que un sistema de fuerzas se-
reduzca a una sola fuerza es:
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Para los sistemas de fuerzas colineales la posi
cion de la fuerza resultante es la de la Tinea de accidn com&véf
y para los concurrentes la del punto de concurrencia; 10 que e--
quivale a decir que su posicidn estd predeterminada. En cambio,
para los sistemas generales la posicion de 1a fuerza resultante-
debe obtenerse mediante la ecuacidn:

Ejemplo. Demostrar que el resultante de un sistema-
de fuerzds colineales es una sola fuerza.

Soluciodn:

. s . =L . '
Considérese un sistema F~ (£=1,2,3,...,n) como el---
que esquemdticamente se representa en la figura:

Haciendo coincidir la 1inea de accidn de las fuerzas
con un eje (el X, por ejemplo) de un marco cartesia-
no de referencia, se tiene que:
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Se ha considerado que R # 0, pues de lo.contrario no
tendria sentido la demostracidn. En funcidn del mar
co de referencia asociado, Jos vectores de posicidn-
de todas las fuerzas del sistema son nulos, 0 son pa
ralelos a la linea de accidn y por To tanto:

L

R gzixr") -0

0 Ms

L=1
Lo anterior significa que el sistema se reduce a una
sola fuerza al cumplirse la condicidén R # 0 y R-HEfO
La posicidon de dicha fuerza es la del eje X.

EjempTo. Reducir el sistema de fuerzas mostrado en 1la
figura, a su forma mds simple.

z
4t
4 {
15.05] %,
z.sjiq
9.5 1, 5
0.707%
14.55] 2, 45° 61
‘0 f— —;y
4m _
&m

Soluciodn:

‘Primeramente se identificard al sistema de fuerzas, por
sus coordenadas vectoriales. '
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n .
R= & Fa(-15.05+14.55¢0.707 sen 45°)+(-9.5-40.707 cos 45°)k=

&=
- 14k
%
LR 40
n —
o= I (EXF) = 5kx(-15.057)+2.56x(0.707 sen 45°5)+4ix(-9. 5k) jx
i1

(-4R)+87x(-0.707 cos 45°k)= 75.254-1.25{-384-324{~44=0

El producto escalar R - H? resul ta obviamente nulo, por
1o que se concluye gue el sistema se reduce en una sola
fuerza de ‘las siguientes caracteristicas:

a) Magnitud

R = |R| = 14 2

b) Direccidn: Paralela al eje Z; nimeros directores --

[0,0,7] .

¢) Posicidn: E1 origen del sistema coordenado, pues de-
be verificarse que 7 xR = HE, 0 sea A XR = 0.". n=0

Ejemplo. Reducir el sistema de fuerzas actuando en la
placa rigida de la figura, a la forma mds -<
simple que produzca idénticos efectos exter-
nos.



Solucidn:

Se obtendrdn las coordenadas vectoriales del sistema de
fuerzas paralelas mostrado, de la siguiente forma:

R - (-6-4.5-2+7.5-9-4]k = =18k £, . . R#0

Por 1o que respecta al momento del sistema, con respec-
to a 0:

R

m0=6ix(—6k)+(6£+4.5j)x(—2k)+(2£+3,5j)x7.5k+(6L+9j)x(-9k)+9jx(-4k)

-2364+124§-94-155+26.250+545-814-364= -99.75(+87§ tﬂ°m

E1 producto escalar R H§ resulta:

(-18k) (-99.754 + §74) = 0

Por los resultados, se puede establecer que el sistema

mds simple que puede substitufr al propuesto, sin alte

rar los efectos externos sobre la placa rigida, es el-

formado, por una sola fuerza, cuyas caracteristicas son:
Cos

|
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a) Magnitud: 18 %4

b) Direccidn: Paralela al eje Z y dirigida hacia aba-

Jo
, 5 . L
¢) Posicién: La dada por 1a ecuacidn vectorial an=MO
xR = (xi+yj+zk) x (-T18k) = -99.754 + 8§74
+18xj ~ 18yi = -99.754 + 87§

Se puede establecer:

- 18y 99.75/18 = 5.54 nm

W

-99.75 Sy

18x 87 Sex

87/18 = 4.83 m

Por 1o que la posicidn de R serd 4.83, 5.54, 0 EM]

2.4.3 TEOREMA DE LOS MOMENTOS O DE VARIGNON

Este teorema, también conocido como el principio de -
los ‘momentos, establece que el momento de una fuerza respecto a-
un punto es igual a la suma de los momentos, respecto a dicho --
punto, de sus componentes.

Al hablar de componentes de una fuerza, nos referimos
a sistemas de fuerzas concurrentes; sin embargo el teorema es a-
plicable a cualquier sistema de fuerzas reductible a una sola --
fuerza.

Considérese un sistema de fuerzas F* {i{=1,2...n), co-
mo el de la figura 2.4.3-1.
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Figura 2.4.3-1

/

Dicho sistema de fuerzas puede sustituirse por una -
sola, 1lamada fuerza resultante, igual a la suma vectorial de -
las fuerzas del sistema, si & sdlo si R # 0 y % - HOR = 0; por
To tanto:

Ahora .bien, el momento de dicha fuerza resultante, -
respecto al origen del marco de referencia, es:

TR -%Zx%X

[

Por otra parte, la suma de los momentos de cada una-
de las fuerzas del sistema, también respecto a 0, resulta:

-— _ —_ —_ 3 —
T, M s AxF L+ AxF + AxF + ... ixF"
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Utijizando la propiedad distributiva de los productos
vectoriales,. 1a (d1tima ecuaciOn puede expresarse:

n .
MR- 3 B - Ax(F +F2+F o+ ... FY

Pero

1
|

Fre PP+ FPv .., F' -

MOR - % xR

Habiéndose comprobado el teorema de Varignon, en cuan
to a momentos de fuerzas respecto a un punto, la mis-
ma comprobacidn se puede lograr considerando 1os mo--
mentos de las fuerzas respecto a un eje. En efecto,-
para el mismo sistema de fuerzas se establece, un tér
mino de su resultante:

7,ox Fez)e

1 A

[
nw™Ms

W - [ )

£

y consijderando a cada una de las fuerzas del sistema:

n .

z Mg = [x P+ ax P+ axF L. P Ex P T
A=

>

Toub - [(Fx (P +R P+ P23

A=

y finalmente:

MEes (. x R+l &= W R

s

L=1



ITT. Reduccdidn de un sistema de fuenzas a un sistema mo-
torn o Wrench. Todo sistema de fuerzas FL (£=1,2,3,....,n) que -
tenga coordenadas vectoriales diferentes de cero, y cuyo produc-
to escalar también resulte distinto a cero (R 7 0; M?fo; ?-Mf%m,
puede reducirse a un sistema motor o Wrench, que es un sistema -
constituido por una fuerza y un par actuando en la misma direc---
cidn que ésta.

En la figura 2.4.3-2 se explica 1o anteriormente ex-
uesto
P Z

!

(b)

Figura 2.4,3-2

Considérese como resultante de ur sistema de fuerzas
al sistema fuerza-par mostrado en (a), donde los vectores R y VOR
son diferentes de cero y no son perpendiculares entre si; el vec=
tor MOR es libre, por 10 que puede considerarse en 0. En (b) de-
la figura anterior, el momento (par) MbR se resuelve en dos com--
ponentes: wuna en la misma direccidn de Ry la otra en direccidn-
perpendicular a dicho vector, tales componentes son my m!, res--
pectivamente. E1 vector momento " puede sustituirse por un par
de fuerzas de magnitud R, y que serdn de igual direccidén a R (re-
cuérdese que el vector momento es normal al plane del par) comb -
se muestra en (c). Puede observarse que hay dos fuerzas R en la
1inea de accidn que pasa por O, Tas cuales estdn en equilibrio-
Y., por esta razon, se pueden eliminar del sistema sin qUé se mo-
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difiquen los efectos externos sobre el cuerpo.en que actia tal -
sistema. Finalmente, puesto que M es un vector libre, se le pue-
de trasladar a la nueva Tinea de accidn de R que pasa por A, por
1o que se concluye que el sistema resultante es un sistema motor,

como se muestra en la figura 2.4.3-3.
Z.

!

§"l

Figura 2.4.3-3

2.4.4 REDUCCION CANONICA Y EJE CENTRAL

De 1o expuesto anteriormente es posible concluir que -

“cuando un sistema de fuerzas tiene coordenadas vectoriales tales
que R - MbR # 0, sus sistemas equiva]entes son una fuerza y un -
par no coplanos, donde el valor de dicho par dependerd de ia po-
sicidn de la‘ fuerza.

Ahora bien, se define como efe central del sistema a -
una 1inea tal que, si colocamos sobre elha a 1a fuerza resultan-
te, el par no coplano tomard su valor minimo.

Por ser un sistemé equivalente, la resultante de las -
fuerzas no se debe de alterar 1o dnico que podemos hacer es -=
trasladar la fuerza para que no se altere su vector equipolente-
y, al trasladarla, generamos un par perpendicular a ella, el -==~
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cual deberd anular la componente del par original que se encuen-
tre en su misma direccidn,

“THWRL 2SI

Figura 2.4.4-1

Consideremos el sistema original SI (R; MOR), al cual-

vamos a transformar en uno equivalente S11, de tal manera que es
té asociado al par minimo.

s

Si suponemos que el origen del sistema original se en-
cuentra como se muestra en la figura 2,4.4-1(a), y descomponemos
Mo en dos pares, uno m parg]e]o a la fuerza y otro m! perpendicu
lar, es posible trasladar la fuerza a un punto P, de tal suerte-
gue el par de transporte anule a m' y, en esa forma, Se obtiene-
SII. Por ser equivalente SI y SII, sus coordenadas vectoriales-
son iguales:

R' = R (2.4.4-1)
0 (2.4.4-2)

Ademds, comom es la proyeccidn de Mf sobre R, tenemos:

FemRk. Xy R (2.4.4-3)
%]
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Sustituyendo 2.4.4-1 y 2.4.4-3 en 2.4.4-2 obtenemos:

x K

|

el
x
~i
u
=
el
!
=)

(2.4.4-4)

La expresidn 2.4.4.-4 es la ecuacidn del eje central, y
al sistema mostrado en 811, fuerza-par minimo, se le conoce como
sistema motor o Wrench.

A la reduccién efectuada se le denomina canénica, y de
ella resulta:

i) una fuerza de

a) Magnitud: R = |R|
. ca . - R
b) Direccidn: ep® ——
: [R|
c¢) Posicidn: el eje central y

ii) un par minimo de

I I L
a) Magnitud: m| = —
IR
. — - R -
b} Direccidn: ¢, ep i ST Mo R > 0
o bien e = e, ; si mR R o< 0
m R 7 0
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Ejemplo. Reducir el sistema de fuerzas mostrado en-
la figura, al sistema mds simple que Te sea

equivalente.

z
4\
S5cem
0 - Y
40Kg
7c
40Kgﬁ
X J0Kg, /
] 4 10Kkg
Solucidn:

De acuerdo con el marco de referencia asociado, las --
coordenadas vectoriales del sistema son:

a) Fuerza resultante

n .
5 A ) ) , .

= = - - - = - Kg
R L F 404+10k-10R+404-10f= ~107 l_uéj
b) Momento resultante

MR = 24X10k+(24-TR)x(-104)#(55-7k) x404#5 (- 10%]

-~

w§ = -204+(-20R-704)+(-200R-280)-504= -1204-300~22Ck fhgénm
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Como R # 0 y M§ # 0, se verificard si ambos vecto--
res son otorgonales 6 no

R - MR = (-10§)+(-1204-300§-220k) = 3000 # 0

Por los resultados, el sistema mis simple al que se
puede reducir.el propuesto, es un sistema motor.

Determinemos un punto del eje central cuya ecuacidn

es:
- - T . MsR 3
xR = MOR - K _Mo R
IR IR
- . ®,R 7T , ,
IR| = 10Kg ; R 0 R __ _3000 (-10§)= - 300
IR| IR]  10x10 [kgéocm]
MR - 3005 - -1204 -220k [kgﬂ-cﬁ]
xR = | 4§ k| = 10zi+04+(-10%Th=-1204-220k
X Y 4
0 -10 0
De donde
10z = - 120 z = -12 em
-10x = - 220 x = 22 em



Un punto del eje central es P(22, 0, -12) Em]

Finalmente el sistema motor estard constitufdo por-
una fuerza R = 104 que pasa por un punto del eje --
central P{22, 0, -12) mds un par paralelo a R de --
vector par

9 Rl = -300f l:hgé-Cm]

2.4.5 EQUILIBRIO. TISOSTATICIDAD E HIPERESTATICIDAD

Como ya se menciong, para que ‘un cuerpo rigido esté en
equilibrio los efectos externos que le producen las fuerzas apli
cadas sobre &1 son-nulos; por lo tanto, las aceleraciones, tanto
lineal como angular, debende ser nulas. Como la fuerza resultan
te y el momento resultante son proporcionales a las aceleracio--
nes, tendremos que éstos también son nulos.

De 1o anterior se concluye que un cuerpo rigido se en-
cuentra en equilibrio cuando el sistema minimo equivalente al --
sistema de fuerzas que act@ia sobre é1 sea nulo; o sea que

n .
R= 3z Ft=0 (2.4.5-1)
n . mo
M, =  n,xFc+ 2 m,=20 (2.4.5-2)

De las ecuaciones anteriores se desprende que, para --
que exista el & uilibrio, tanto la suma vectorial de las fuerzas
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como la de los momentos producidos por ellas con respecto a cual
quier punto del espacio, ademds de 1os pares, deben de ser nulos.

As{ pues, s61o dos ecuaciones vectoriales independien-
tes se pueden plantear al abordar problemas de un cuerpo rigido-
en equilibrio.

PlLanteamiento escalan

De las dos ecuaciones vectoriales 2.4.5-1y 2.4.5-2 po
demos obtener, en general, seis ecuaciones escalares:

4 4 r Loy

o Pl =0 o Med”

n n .

: e oMY= 0

" , n . (2.4.5-3)
T (F 1t = ) (MZ'Z)L =0

i=1 7 i=1

Obsérvese que es seis el nimero mdximo de cantidades -
escalares desconocidas que pueden resolverse con las ecuaciones-
2.4.5-3, pues aunque se efectie la suma de momentos con respecto
a otro punto, y encontremos otras 3 ecs., el nimero madximo de --
ecuaciones independientes serd siempre seis.

Asi pues,el nidmero de inc6gnitas (escalares) que se --
pueden resolver, depende del nimero de ecuaciones escalares que-
podamos plantear, y eéte attimo depehde del sistema de fuerzas -
de que se trate.

Analizaremos:algunos casos particulares de sistemas de
fuerzas.
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Caso I. Sistema de fuerzas concurrentes

Este sistema se puede reducir a una fuerza que pase poh
el punto de concurrencia. Para que el sistema esté en equilibrio,
es condicidn necesaria y suficiente que dicha resultante sea nula,
lo. cual se logra si se cumplen las siguientes ecuaciones:

n™Ms

. n . ;
£ L 4 ‘
(F1* =0, IR0, N U (2.4.5-4)

Otra terna de ecuaciones con las que se plantea el equi
1ibrio serija la de las sumas de los momentos producidos por las -
fuerzas con respecto a tres ejes ortogonales entre si.

Salvo casos especiales, generalmente resulta mas facil
el planteamiento de las ecuaciones 2.4.5-4.

De 1o anterior se concluye que para resolver un sistema
de fuerzas concurrentes en el espacio el nimero de ecuaciones es-
calares independientes entre si es tres.

Si el sistema es concurrente y coplanar se elimina una
y sus componentes se reducen a dos y, por ende, el nimero de- ecua
ciones escalares independientes entre si es de dos.

Caso TI1. Sistema de fuernzas coplanares

Un sistema de fuerzas coplanares no concurrentes ni pa-
lalelas estd en equilibrio cuando se cumplen las siguiéntes ecua-

ciones:
i, n i s i
(F =0, r |(F =0, L (M =0 2.4.5-5
, < L=1( y) 4=1( 1, ( )

" NS
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ya que, para ser coplanares, tienen dnicamente dos componentes -
ortogonales Tas cuales se resuelven con las dos primeras ecuacio
ngs. Recordando que la condicidn necesaria y suficiente para --
que una fuerza no produzca momento con respecto a un eje es que
éste y la fuerza sean coplanares, resulta que el sistema de fuer
zas no produce mbmentos con respecto a cualquier eje contenido -
en el plano de las mismas, o sea, que produce momentos (nicamen-
te con respecto a un eje perpendicular al plano de las fuerzas.
Por tal motivo sélo puede aplicarse una ecuacidén de momento res-
pecto a un eje. En cambio, sT los produce respecto a cualquier-
punto del plano.

En resumen, para un sistema de fuerzas coplanares no -
concurrentes ni paralelas hay tres ecuaciones escalares de equi-
librio.

Otro grupo de ecuaciones independientes de equilibrio
para un sistema coplanar es el siguiente:

i S,
=0, I (Mg)* =0 (2.4.5-6)

n
: (F,/ =0, z (M
= £=1

L=1 (=1

donde el eje X estd contenido en el plano de las fuer-
zas, y la 1inea que une a 1o0s puntos Ay B no es perpendicular a
dicho eje.

Un tercer grupo de :ecuaciones podria ser el siguiente:

. n .
=0, ) (MC)L =0 (2.4.5-7)
i1

"M

L
(MAl =0, T (M

L=1 (=1

donde los puntos A, By C estdn en el plano de las fuerzas, pero

no deben ser colineales.
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Caso 111, Sistema de fuerzas paralelas.

En este caso, como en 10§ anteriores, se pueden plan---
tear tres ecuaciones independientes que son:

n . n ,

L _ - L _
LI I ST W
L=1 =1

n . ’
4 .
) I Myt -0 (2.4.5-8)

donde al eje Z se le hace coincidir con la direccidn de las fuer-
zas.

Asi pues, con la primera ecuacidn se garantiza que la
fuerza resultante es nula, y con las otras dos que el par resul--
tante es nulo, ya que al ser las fuerzas paralelas al eje de fas-
Z, no producen momentos con respecto a dicho eje; de ahf que s6-
1o se plantean Tas ecuaciones con respecto a los otros dos.

Si el sistema, ademds de ser paralelo, es coplanar, se
elimina una ecuacion de momentos y sélo se podrdn plantear dos:

n . n
z (FZ)’“ =0 z

AL
, I My y )= 0 (2.4.5-9)
=] A

1

" En forma andloga a la anterior se elimina la.ecuacién -
z (MX,X)L = 0 cuando el sistema de fuerzas es coirineal, quedan
L=1
do como Gnica ecuacidn:

" 3

I (F,)" =0
PP (2.4.5-10)

Solucibn a Los problemas de equilibrio.
En general,existen dos formas de resolver 1os proble=i=
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mas de cuerpos en equilibrio; en ambas se procede a dibujar los-
diagramas de cuerpo libre de los cuerpos en cuestidn, y luego -=-
puede optarse por plantear las ecuaciones vectoriales de eguili-
brio, de lTas cuales se obtiene un grupo de ecuaciones escalares,
misma que proporcionan la solucidén del problema; otra opcién es-
la de plantear directamente las ecuaciones escalares.

Casos especiales del equilibrio.

Existen dos casos diferentes de cuerpos en equilibrio-
que se presentan con frecuencia, mismos que se analizardn por se
parado.

F?
XA Figura 2.4.5-1 .

Caso A, Cuerpo sometidos a dos fuerzas,

Cuando un cuerpo rigido en equilibr{o se encuentra so-
metido a la accidn de dos fuerzas dnicas, las ecuaciones de equi
T1ibrio son: (

n . — — — —_

r F1*=0 ; P +F=0 F =-F (2.4.5-11)
n .

I M)C=0 ;5 Ty xF o+ (y +AB) X F? = 0

Tl s _T1 _Fly -
Ty X F + Ty X (-FY) + AB x {-F') = ¢
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L ABE X F =0 ' (2.4.5-12)

La ecuacidn 2.4.5-11 indica que las fuerzas son igua
les en-magnitud y direccidn pero de sentido contrario, y la ecua
cién 2.4.5-12,que AB x F! son pararelos; como F' pasa por A j F2
por B, resulta que tanto F' como F2 coinciden con la l1inea AB, -

ésto es, F' y F? son colineales.

En armaduras y en otras estructuras es muy comiin tra
tar con barras articuladas en sus extremos, y cuyo peso es des--
preciable. Véase Ta figura 2.4.5-2.

-7

= Figura 2.4.5-2

Estos elementos son cuerpos sometidos a dos fuerzas co
lineales con el eje de los mismos, de igual magnitud y de senti-
do contrario.

Como se observa en la figura 2.4.5-2, estas fuerzas sf
To pueden estar a comprensién (gc) o a tensidn (T).

Caso B. Cuerpo sometido a tres fuerzas.

Cuando un cuerpo estd sometido a tres fuerzas y perma-
nece en equilibrio, las fuerzas deben ser coplanares y paralelas
o coplanares y concurrentes en un punto.
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Figura 2.4.5-3

Consideremos la primera élternativa Para demostrar-
que son coplanares efectuamos la suma de 7los momentos con respec
to a un punto A sobre F! 2 (W, £ = KB xF? + ACxF*® = 0; ecuacién
que nos indica que el p1ano formado por Ay F2 es el mismo que --
forman Ay F3; y como A es un punto cua]qu1era sobre F! esto im--
plica que F!, F2y F° son coplanares.

En caso de no intersectarse dos de ellas que sean para
yL - . .
lelas es obvio, por % F*=0, que deben de ser paralelas las tres.

(Figura 2.4.5-3) %71

3

7?2

Figura 2.4.5-4

En Ta segunda alternativa, cuando dos de ellas se in--
tersectan,sus 1fneas de accién formardn un plano. Si efectuamos
Ta suma de fuerzas perpendiculares a dicho plano y el resultado-
se iguala a cero, concluimos que la tercera estd contenida en el
mencionado plano, por 1lo quellas tres fuerzas son coplanares.
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Al sumar los momentos con respecto al punto de inter--
seccidon de las dos primeras (A} y la igualamos .a cero {(por equZ-
Librnio), se deduce que F°® pasa por A. Esto es, las fuerzas 'son-
concurrentes, 10 que demuestra la segunda alternativaf

Las propiedades de estos casos particulares son de uti
lidad en la solucién de diversos problemas.

Ejemplo. Encuentre las tensiones en los cables de la-

§

fiqura si W = 10 %

Solucifn:

Procederemos a dibujar los diagramas de cuerpo libre -

D. C. L., de W.
T Tap

I
B

En Ta figura tenemos el diagrama de cuerpo libre de -
W, el cual esta sujeto a un sistema de fuerzas--
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colineal por lo cual podemos plantear una sola ecua---
cién de equilibrio que es

TBD‘_W:‘O TB,D= 10 ;Cé (1)

Enseguida dibujaremos unD. C. L. del nodo B,en donde-
podemos observar que el sistema de fuerzas es coplanar
concurrente, por 1o cual podemos plantear dos ecuacio-
nes escalares independientes que son.

y Tge:

-
" BD " p
: (F v =0 Lo (F)% 0
,(::1 X /L=1

[ o_ . [ 0_ =
TBC cos 45°- TBA cos 35°= 0s TBC sen 45%+ TBA sen 35 TBD 0

{0.7071) TBC -(0.8192) TBA =0 ;(0.7077)TBC+(0.5736)TBA =10 (3)

TBC = 1.16 TBA (2)

Sustituyendo 2 en 3 obtenemos

{(0.7071) (1.16 TBA) + 0.5736 Taa ~ 10



1.3932 TBA = 10 TBA = 7.1744 16

Utilizando este resultado en 2 obtenemos

T = 8.3223 Id

BC

Ejemplo. En el proceso de ereccidn de un tanque metd
lico elevado, se utiliza una pluma como la
mostrada en la figura y la tensidon T del ca
bTe AD 1lega a valer hasta 23.5 16. Para es
te ‘'valor |T|, obtenga las tensiones en los
cables AB y BC y la comprension en la p]umé

OA.

1Zm

Solucidn: :

Procederemos a dibujar un diagraMa de cuerpo libre del
nodo A, Tenemos 3 incégnitas éscaTares, y como el sis
tema es concurrente en el espacio, podremos plantear -
tres ecuaciones escalares de proyeccidn, o bien, una -
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- D 23.5
, = |7 - A3

ecuacion vectorial de suma de fuerzas.

Obtendremos los vectores equipolentes de las fuerzas.

Ty

(15§ - 12k)

AD |AD| 19,21

—

up - 18.35] - 14.68k

T
- AC s ) . ,
Tior——e— (-64-5]-12k) = -(0.419 T, )i-(0.349T, ) - (0.838T, )k

14.32

.
AB . g : (
(54-41-12k)=(0.368T,5) 4~ (0.294T, 2 §- (0. 882 T;glk

T ! =.
AB 13,40

Coa = (Coplk



no,
LEI Fo- (0.368TAB-0.419TAC)&+(18.35-0.294TAB-0.349TAC)1+.

+(-14.68-0.838TAC-0.882fAB+COA)k =0

[
<S>

0.368 TAB - 0.419 TAC + (0) COA =

-0.294 TAB - 0.349 TAC + (0) COA -18.35

-0.882 rAB - 0.838 TAC + COA = 14.68

Resolviendo el sistema (A) obtenemos

TAB = 30.5568 tﬁ
TAC' = 26.8?75 tﬁ
COA‘ = 64.1209 16

Ejemplo. En la figura se ilustra una estructura, la-
cual soporta un anuncio que tiene una carga
de p=600kg&-m debida al viento, y ésta es
transmitida a Ta estructura, en 1os nodos -
C, Dy E, en la siguiente proporcién 3/16, -
10/16, 3/16 de 1a carga total, respectiva--
mente. » ‘

Encuentre el valor de las reacciones en los
apoyos A y B.
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P

T =

-

im p—i

>

D

* =

bo—I

im N

—

jL E::
m
m

1o 5

e 3

Solucibn:

Como el sistema es coplanar no concurrente ni parale-
1o podemos plantear 3 ecuaciones escalares indepen---
dientes, y como tenemos 3 incognitas Ag' Bx’ y By,el-
sistema tiene soluciodn.

Para el diagrama de cuerpo libre de la estructura to-
naremos la siguiente terna de ecuaciones:

n £ n i n i
Z (F ) = 0; z (MB) = 0) z (F ) =0
=1 X i=1 i=1

pues con la primera ecuacidn encontraremos directa---

mente B , con la segunda Ay y con la dltima By,en la-

siguiente forma:

Primero encontraremos la carga tatal PT.
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Ts_ Pr
19
T T,
- —1
3
76t
4
B Bx -
A 2
A
y | ¢
Pr = 6p = 3600 Kg,
r (F1t=5 S _p o A0, 3
=1 X X 16 T 16 T 16
B, = 3600 Kg,
LM 3A - gy —3  p_ gy 10 p gy
&1 B y 16 T 16 T
3A (Mﬁ_) 3600 = 0
16
A = 10800 Kg

x——.—_

16

P =0
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Ejemplo.

Soluciodn:

= 10 K
By 10800 g6

Encuentre la fuerza P que debe de ejercer -
el obrero de 990 Kg&de la figura, sobre la ==«
cuerda, para sostenerse en equilibrio.

S1 hacemos. un diagrama de cuerpo libre de A, obtene-
mos la siguiente figura, donde W es el peso del obre-

ro.

Toman

£

do

o
| (Fy) =0

0w ™Ms



tenemos que

5T - W+ T =0

aull

4T

w
=

—
\
~
~
wr
<
~
S~
e

=2
>,

W-T

Isostaticidad e hipenestaticidad.

Como se habfa especificado anteriormente, el nimero --
de ecuaciones escalares que se pueden plantear de un cuerpo en --
equilibrio, es igual al nidmero de cantidades escalares desconoci-
das que podemos encontrar.

Se dice que un problema es estdticamente determinado,
0 L80s&dtico , cuando el nimero de ecuaciones escalares que Se --
pueden plantear de las consideraciones de Estéticq, es igual al-
niimero de incdgnitas escalares del problema. En el caso que el-
nimero de incégnitas sea mayor que el de ecuaciones, se dice que
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el problema es estdticamente indeterminado, o hiperestdtico. Se
denamina grado de hiperestaticidad a'la diferencia entre el ni-
mero de incbégnitas y el de ecuaciones; por ejemplo, si tenemos -

5 inc6gnitas y tres ecuaciones posibles, como en la figura 2.4.5
5.

Figura 2.4.5-5

de Ya cual pueden plantearse tres ecuaciones independientes de -
Fstatica:

n . n . n ,
T Ft=0 ; T Fr=0 ; z,MA‘=o,
,(':1 X ,{’,=1 y ,(:=7

y cinco incOgnitas:
Agr Ayr My, By By,

el grado de hiperestaticidad es de dos.

E1 hecho que el problema sea hiperestdtico no implica-
que carezca de solucibn, sino que se necesitan ecuaciones adicio
nales para resolverlo, y éstas,en general,se obtienen tomando en
cuenta las deformaciones; pero este tema es de la competencia de
Resistencia de Materiales o de Andlisis Estructural.
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CINEMATICA DE LA PARTICULA

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE

E1 alumno;

1. Definind Los conceplos de trayectoria, posicifn y desplaza- -
miento Lineales.

Z. Definind Los conceptos de veloeidad y napidez Lineales, me-
dias e instantdneas.

3. Deginind el concepto de aceleracibn Lineal, media e instantd-
nea.

4. Definind el concepto de Jexk.
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10,
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17,

- 162

PLanteard Las expresdones vectoriafes de posicidn, desplaza
miento, velgcdidad y aceleracifn Lineales.

Demostrard que La velocidad Lineak instantdnea es tangente;—
a La thayectonda.

Planteard Las expresiones escalares de La trayectornia y de-
La napidez Lineales.

Definind qué es el plano osculadaxr.

. IObtgndad en témminos de Los veciores unitarios detvptano 73

culador, La expresibn vectornial de La acelenracifn Lineal- -

Lnstantdnea.
Enunciand el teornema de Huyghens.
ExplLicard Las componentes del teornema de Huyghens.

Resolvend problemas del movimiento de un punto a partin-de--
Las vandiables de La trayectonia.

Definirnd Los conceptos de posicidn, desplazamiento, velocd--
dad y acelenracibn anqulanes.

Planteard Las expresiones vectorniales de posicibn, desplaza-
miento, velocidad y aceleracibn angulanes.

Deducind La nelaclbn entrne Los conceptos Lineales y angula--
nes de velocidad y acelenacibn.

Atendiendo a Las nelaciones entre velocdidad y aceferacidn- -
Lineales y angulares, nresolverd problemas del movimiento de
un punto.

Plantearnd fLas expresiones vectornlales de La posdcibn, velocd
dad y acefenacidn Lineales de un punto en coordenadas canrte



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

27.

28.

sianas trhidimensdonales,

Resolverd problemas de movimdento tridimensional de una par-
ticula.

Planteard fas expresiopes vectoriales para La posicifn, ve--
Locidad y aceleracibn Lineales de un punto con trayectornia -
plana en coordenadas cantesdianas.

Deducind Las caractenisticas cinemdticas para Los casos par-
ticulares de movimientos circulares y tirno parabélico.

Resolvernd problemas de movimiento plano de una particula

PLanteand Las expresiones escalares para La posdiceibn, velo--
cidad y aceleracidn de un punto en movimiento reetilinen,

Dibujand Las grdficas de posicibn, velocidad y acelenracifn--
contra. tlempo de un punto en movimiento rectifineo.

Deducind Las caractenisticas cinemdticas para Los casos par-
ticulares de movimientos rectilineos, incluyendo el arméni-
co simple. ‘

Resolverd problemas de movimiento nectilineo de una particu
La.

Definind Los conceptos de posicibn, velocidad y acelenrnacibn
absoclutas.

Obtendrd Las expresionesd vectoriabes para La po¢£c£6h, La ve

Locidad y La aceleracibn absolutas en términos de un marco-
de neferencia mévil.

Definind Los concepitos de posicidn, vetocida¢ y acelenacibn
nelativas.
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29.

30.

31.

37.

33.

34.

164

Identigicard Los Lénmings de posicibn, velocidad y acelera-
cdbn relativas en Las expreadiones generales de movimiento- -
helativo.

Definind Ras componentes de velocidad y aceleracibn de arna
Lre.

Tdentigicarnd Los téaminos de velocidad y aceleracién de- - -
arnastne en Las expresiones genenales del movimiento nelati-
vo.

Definind el concepto de aceleracidn de Corniolis.

Tdentificard el ténmino de acelenacibn de Corniolis en Las- -
exphesdiones generales de movimiento relativo.

Resolverd problLemas de movimiento rhelativo.
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INTRODUCCION

Al observar los temas precedentes desarrollados en- -
estos apuntes, advertimos que en el No. 2 se han estudiado los- -
sistemas de fuerzas en forma aislada, es decir, no.como la causa-
del movimiento. AsT, en el presente tema analizaremos la geome--
tria del movimiento de una particula, también en forma aislada, o
sea, sin relacionar las causas (fuerzas) con el efecto (movimien-
to). °En cursos posterioreés se analizard la relacidn fuerza-movi-
miento, ya dentro del &mbito de la Dindmica.

E1 dnalisis de Ta geometria del movimiento. de una pamr
ticula implica el conocimiento de sus caracteristicas cinemati- -
cas, tales como: posicidn, velocidad y aceleracidn ; por lo tan-
to, si pretendiéramos expresar el objetivo fundamental del tema,-
éste consistiria en conocen La posicibn, La velocidad y La acele-
naeibn en una particula, en cualquier fiempo. Una vez que estos-
conceptos se han planteado mateméticamente, podemos afirmar que-
conocemos la Cinematica de dicha particula.

Ademas de la Cinemdtica de la particula, dentro del- -

tema 3 se plantea y analiza el movimiento de un sdgmento de rec—
ta, con el objeto de establecer antecedentes indispensables para
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el estudio de 1a Cinemdtica del cuerpo rigido,.y contar con un- -
patrén de comparacidn angular para expresar Jas caracteristicas -
cinemdticas en ciertos tipos de movimiento.
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3.1 MOVIMIENTO DFL PIUNTO MATERTAL

Al iniciar el curso definimos a la Cinemdtica como- -
aquella rama de la Mecdnica CLA&sica que estudia el movimiento de-
Ta particula material, sin tomar en cuenta las causas que generen
dicho movimiento. Simplificando la definicidn, tal estudio se- -
orienta al andlisis de Tla geometria del movimiento, omitiendo el-
de las acciones que lo produzcan.

En rigor, nos interesa conocer conceptos taies como la
posicidn, la velocidad, 1a aceleracidn, y el lugar geomé@trico que
describen los moviles en el tiempo y otros.

3.1.1 POSICION, TRAYECTORIA, DESPLAZAMIENTO LINEAL,
VELOCIDAD Y ACELERACION DEL PUNTO Y JERK

Un punto se mueve cuando observamos que su posicién- -
cambia en el transcurso del tiempo, con respecto a un marco de- -
referencia fijo.

E1 movimiento del punto P, mostrado en 1la figura 3.1.1
-1, estd definido por la funcién

7= % (%)

que es una funcién vectorial, en donde £ es una variable esca-
Tar, que nos proporciona la posicién del punto mévil.

'
Pix,y,z]

=\

0 - Y

——

_

Figura 3.1.1-1
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A1 lugar aeométrico de todos 1os puntos por donde pa-
sa el movil, al transcurrir el tiempo, lo definimos como Zrayec-
tonia,

Sean Py y P, dos posiciones sucesivas de P sobre- -
su trayectoria, y £, y %2 sus tiempos correspondientes, tal--
como muestra la figura 3.1.1=2
Desplazamiento

P Tineal del
movil

-
e o

Figura 3.1.1-2

Al vector A%= x {t,) -% (t1) se le define como des-
pLazamiente lineal del mévif en el intervalo [%1, tzj. Una apre-
ciacidn media que nos permite determinar tal desplazamiento en- -
el tiempo es

. Eltp) - T(#y)
vm' tz - /f1

Esta expresidn define a la velfocidad media def mévil en el inter-
valo considerado. Si t es un valor del tiempo, tal que £; s £ ¢
t», la velocidad media es

V = Z(/t) "—)Z(»t]) = H
m Fd '-‘zt1 Ef

y este vector serd tanto mds aproximado a la velocidad del punto-
en cada instante, cuanto mads se aproxime a cero el denominadoer. Y
en el limite, cuando At ~+0, -tendremos la velocidad instantdnea v.

ve Lim A dn 3.1.1-1
At>0 AL dE (3. )
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0 bien
V= ox ()

La ecuacidn (3.1.1-1) define a la velocidad instantdnea del punto
mévil en el tiempo £.

Hemos trabajado con la funcidn #Z= n (%), que definimos-
como Ley vectordial del movimienfo. Sin embargo, es evidente que
el punto mévil ha descrito la trayectoria ¢ en su recorrido en
el tiempo; por 1o tanto, escribimos S= S (%), funcidn que corres
ponde a la fey escalar def movimiento, véase figura 3.1.1-3

Figura 3.1.1-3

Debe tenerse presente que la ley vectorial del movi--
miento determina la posicidén del mbévil para cada instante en tér-
minos del vector de posicidn del punto, en tanto que la ley esca
lar del movimiento nos proporciona su posicidén en funcidén de la-
distancia recorrida por el punto mévil en su trayectoria.

En tales circunstancias, si:

A
= no(t) y 5= 4 (%)
también
= 7(8)
y finalmente
n= H

% [A (t)]
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As{, para las dos posiciones sucesivas P(t) y Q(t+AZ)-
dibujamos la figura 3.1.1-4,

Figura 3.1.1-4

Como = x (4) es una representacidén natural de una- -
curva regular ¢, la derivada de tal funcidn

dr. His)
define la direccidn de la tangente a ¢ en el punto x= x(s). Al-

operar con el limite

Rls)=  &im  xls + As)  -7(s)
As—~>0 As
cbservamos en la figura 3.1.1-4 que el cociente n{s+As) -n{s]) -

: . A
representa a una secante de ¢, y el vector #{s) tiene como mddu-

1o a 1a unidad, luego

£Lim A (8] -1
As=>0 A5

0 bien que

i70



Definimos como vectorn tangente unitarioc a

En virtud de que el vector velocidad del punto mévil-
es tangente a la curva c en el punto n{s), el vector tangente uni
tario Ei para tal punto tiene la misma direccidn en el intervalo-

de tiempo considerado. Al multiplicar y dividir la expresién- --
(3.1.1-1) per ds, se obtiene:

- dx

Ve dr
_ds dn
T df ds
. ds ¢
= a—,‘E /t

y puede obtenerse a la vez la zapidez del punto movil

ve v | |2 pues e |= 1

Finalmente, la expresibén de la velocidad serd

v v Et (3.1.1-2)

En forma andloga a como la velocidad nos mide el cam-

bio de 1a posicidn de un punto, la aceleracdibn nos permite deter
minar el cambio instantdneo de 1a velocidad en el tiempo; asi:

‘a'= d—(UE/t) = dZZ
TE —TE
0 Sea
T= nlt)

Derivando con respecto al tiempo la expresidn (3.1.1-2)
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- g%zt (v %%) (3.1.1-3)

Multiplicando y dividiendo el segundo término del segundo miem- -
bro de la igualdad por ds

—  dv 5 ds det

a= afe‘,t +(va-f_ﬂ—é_) (3.1.1‘4)
pero

ds

It = v
Ademds, e, .e, = 1. Al derivar este producto escalar con respec.

Lz - de
to a 4, se puede demostrar que es - £t =0 ,y, por lo tanto, -

— S = d s
e, _l_ dez
d s

En esta situacidn, definimos

dEi i
ds n

en donde K es el modulo del vector curvatura correspondiente a

Ta expresidon vectorial anterior. Esa misma expresidn la podemos
expresar como sigue:

- % (4)

A

K:’

o bien
K= Kls)

Toda vez que Ei' es una funcidn vectorial unitaria,-



Ve

entonces, det es grtogonal a Et ; por lo tanto, dezﬁ es paralelo
d 3 d s

al plano normal que pasa por el punto censiderado y normal a la-

tangente a la curva c en tal punto y de direccién Ei. En rigor,

la curvatura es siempre positiva, ya que es independiente de la-

orientacidn de la curva definida por el sentido de recorrido del-
punto mévil.

E1 reciproco de Ta curvatura es el radio de curvatura-
‘R. Este concepto se expresa

R- 1
K
y
_ de
Kl k= |2]
pues [Zh|=1; siendo ¢ un vector nommal unitario perpendicu-

lar al vector tangente unitario Ei .En fin, a la curvatura se le
puede interpretar como el valor del cambio de la direccidn de 1la
tangente con respecto a la longitud del arco. Asi

d

N

1
|=

K=| —R—

N

Llevando 1os valores obtenidos para la curvatura y para
el radio de curvatura a la expresidn (3.1.1-4), gueda

—_ 2 —
a-= g:tv— ¢ * YR— €, [(Teorema de Huyghens) (3.1.1-5)

jgualdad que podemos interpretar asi:

al

i)

aceleracidn total del punto mévil

if) a,= TF ¢4 componente tangencial de‘1a acele
racién del punto mévil, que mide-
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el camhio instanténeo de Ta rapi-
dez del punto

iii) En='% c, componente normal de la acelera--
cidn, y mide el cambio instantd--
neo en la direccidn de la veloci-
dad del punto mdvil

E1 teorema de Huyghens incluye, en su interpretacidn, a
las dos componentes de la aceleracidn citada

a= a, * a,
En funcién de las ‘expresiones (3.1.1-2) y (3.1.1-5) de-

terminamos los valores de las componentes Zﬁ y En. AsT:

a - v= v T pues En ce =0
Despejando
dv_ a - v
z v
Yy
- a- v i
Ap® v ¢4 (3.1.1-6)
Efectuando
siendo ¢, el vec-
3 3 b
) 7= Y 7 T = Y 7 tor binormal,o sea
a % v 7 e, *x ey z ey m
normal a ¢_ Yy a -
3 n
n vl Y e
a x v | 2 t
pues
Ieb{= 1



Queda

Ui IZX-\:}-
I’3 v
y
- ZX v =
a,= | v le, (3.1.1-7)

De 1a expresidn escalar anterior se obtiene el valor del
radio de curvatura

Re ——— (3.1.1-8)

Plano osculadon

sean Po (-xo, Yo, 20 ), P (%, y, z,} ¢y P1 ( X1, 41, z:)
Tas posiciones por donde pasa una particula mévil en el transcur
so del tiempo y %y, X y %, l0s vectores de posicibn de tales - -
puntos. Ahora bien, si %o= Zo(t), %= %(t) y %y= ny (), en el in
tervalo £; ¢ £ < %2, queda definido el plano tangente m (oscula-
dor), pues tal lugar geométrico queda determinado por los tres -
puntos citados que pertenecen a la trayectoria del punto mévil,-
como se muestra en la figura 3.1.1-5

n
z
Po

5 P %%

™ g CZ\‘, U\ik »
0 [ /1// ?\ ; s

R Q\\\\ NG

y \

Figura 3.1.1-5



En rigor, la particula describe una trayectoria curvilinea plana
en el espacio, contenida en el plano 7 , en el intervalo consi-
derado para t= t, La velocidad de P (x,y.z] es tangente a Ta- -
trayectoria v= in , siendo la expresidn de la aceleracidn del- -
punto a= a, + a_ . A la vez, puede obtenerse el radio de curva-

Eo n
tura (CP] para ese instante en.tal punto.

No se recomienda aplicar, o tratar de definir, el plano-
tangente al movimiento en el espacio de tres dimensiones; convie-
ne utilizar otros procedimientos, como el uso de las funciones- -
de las variables de trayectorias.

Jenk., La tercera derivada ggl desplazamiento, o desalo--
jamiento, con respecto al tiempo, %f% = ?, es una funcidbn que- -
ha tomado decisiva importancia en la ingenieria moderna, debido-
a la invencidn de mdquinas de funcionamiento complejo; asi, tal -
concepto se usa, por ejemplo, en el estudio de las operaciones- -
de las valvulas de admisidn y escape de los motores de vehicu--
los autopropulsados o automotrices, asi como en otros donde se--
fgquieren variaciones de la funcidn aceleracidn. Por lo tanto, -
i representa el cambio de la aceleracidén con relacidén al tiempo,
y se interpreta como el cambio, respecto al tiempo, de la magni--
tud de una fuerza o de la resultante de un sistema de fuerzas que
provocan tal aceleracidn como efecto externo. De acuerdo con el
contenido del segundo postulado de la Mecdnica Clasica, %—%3 al
canza valores considerables como efecto de impacto en las maqui-
nas. Tal concepto recibe diversas denominaciones, como son 4e- -
gunda aceleracibn, pulso y la ya citada de Jexk.

Posicidn, veloeldad y aceleracidn en coondenadas cartesdic
nas.

Sea P {x.y,z) un punto mdvil de vector de posicidn- - -
n= n{t) (figura 3.1.1-6). En estas circunstancias, la ley vecto

rial del movimiento es

= x4+ yf + zk
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Figura 3.1.1-6

Al derivar xn(t) con respecto al tiempo obtenemos v, veloci -
dad del punto mévil: v= xi+yj+zk en virtud de que v= x=v(£). Tam
bién x= x{2), g= g{t), z= z(t). Derivando por segunda vez Z=x (%
determinamos la aceleracién del punto a= Xi + fj + Zk, expresidn
que contiene implicitamente a las componentes tangencial y normal
de la aceleracidn. Es evidente que las anteriores funciones de-
la variable escalar tiempo son funciones definidas, continuas y -
derivables de punto; en tal virtud, el proceso inversoc a las ope
raciones de derivacién efectuadas, esto es, las integraciones su
cesivas a partir de la expresidon de la aceleracidn, nos remiten-
a las etapas precedentes y, finalmente a la expresidn original -
o de partida. Ambos procesos son muy usuales en 10s problemas -
del movimiento de la particula material.

Ejemplo: Un punto se mueve en el primer cuadrante a lo -
largo de la curva x= % y®. Si la proyeccién- -
del movimiento del punto sobre el eje y es tal
que y= % t?, donde % es el tiempo y se mide en

segundos, determine: la rapidez, el mbédulo de -
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la aceleracidn, y el radio de curvatura de la-
trayectoria cuando £= 34eg, Considere que las-
posfciones se estiman en metros,

Solucidn:
n= x4+ yf

Por Tos datos del problema

_ 1 _ 1 1 .2 - ! 6
X-?(U)'?(Z"t)'m’t,y

|-

Para = 3 seg
K= 3.84 + 2.25j[m]
Ve 7.594 + 1.5j[ /s J

d= 12.664+ 0.5j[ m/AZJ

T e/ 12.66% 0,52 = 12,67 m/s?

|V = J7.592 + 1.5%27= 7.74 m/s

como Rs —— a x vs | A& f k|= 15,195k
12.66 0.5 0
7.59 1.5 ¢

de donde R-=



Ejemplo: La aceleracidn de una particula estd dada por-
la ecuacidn a= M £ donde M es un vector cons- -
tante y £ es el tiempo. Determine la Ney vec--
torial del movimiento de la particula. ’

Soluciodn:

siendo €, la constante de integracidn. Asi

SN ==

}_L=

MOVIMIENTC DE UNA RECTA

3.2.1 .DESPLAZAMIENTO ANGULAR

Para precisar algunos conceptos bdsicos relativos al mo--

vimiento angular, conviene abordar el problema por medio de una--
idea intuitiva; con tal propdsito, consideremos el siquiente ejem
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Si a una partich]a la hacemos girar alrededor de un eje,-
describird circulos, &sto es posible visualizarlo si pensamos en
una honda en la que el proyectil se le sujeta por medio de una- -
cuerda y se le dan yue]tas. 7

U

Figura 3.2.1-1

En estas condiciones es fécil captar que si introducimos
un sistema de ejes (figura 3.2.1-1), a la particula se le ubica--
rd con sdlo conocer el dngulo 8 que describe con respecto a la- -
posicibn inicial, toda vez que el radio de la circunferencia en ~
que se mueve permanece constante. Asi, el dngulo serd una fun- -
cidn de pardmetro £; esto es 6= 6(t).

Cabe sefialar que a la diferencia entre dos posiciones- -
consecutivas la 1lamaremos desplazamiento angular.

Antes de definir velocidad angulanr,es importante tener- -
presente que tanto los dngulos como los desplazamientos angulares
que hemos descrito, pese a que requieren direccidn, no son vectg
res; mds afin, si tratamos de componer los giros en un plano dife
rente, la sbperposiciﬁn de estos (suma) no seria conmutativa y, -
por ende, el conjunto de los &ngulos no podria constituir un cam

»o vectorial.
Para mejor comprensidn atiéndase al siguiente ejemplo:
Si.a un cuerpo como el que se muestra en la figura 1o ha

cemos girar un &ngulo o alrededor del eje x, y luego un dnguio--
6 y alrededor del eje y, su posicidn serd:
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En cambio; si alteramos el orden en que se efectuaron los
giros, la posicién del cuerpo seria:

.(\ey
y

| S
P X .
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Sobre este particular se hard mencién en otros incisos -
de este capitulo, en los que se especifica bajo qué condiciones-
es posible considerar a 1¢s giros como cantidades vectoriales.

3.2.2 VELOCIDAD Y ACELERACION ANGULARES

Ahora bien, volviendo al problema de la particula que se
mueve en la circunferencia, deducimos que si deseamos obtener su
velocidad en un instante %, aplicando los resultados obtenidos--

con anterioridad, se tiene

v | e,

- 1y, |

en donde Ei es un vector tangente a la trayectoria, en este caso
a la circunferencia, y [%%l la rapidez de la particula.

Para el cdiculo del mddulo de 1a velocidad podemos auxi--

Tiarnos de la siguiente figura:

Ve
/\\l‘\/ b% b”
1
1
;
1
L
- - —p— -
en donde de 1o que obtenemos
‘le=l7l_2|=p As= pAB

Por otra parte, como Az es suficientemente pequefio, el- -
tamafio del vector se aproxima a As, de donde se puede escribir

| A% |= As= pA®

Al dividir esta expresifn entre At y tomando 1imites cuando Al -

se tiene:
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L] an | ; A P
= Lim = kim o= = Lim =X
At+0 A% 2¥50 © BE pAt—»O AL

Al Timite de 57 ,
, ' . AB_ o
angufar y lo denotamos asTA%iw X lw|= 8

que es un escalar, Te llamamos zapidez

Sustituyendo este resultado en la expresién de la veloci
dad, se tiene que v=p |u]| Et;

Ahora bien, si se toma en cuénta que el vector velocidad
es, por una parte, tangente a la trayectoria y, por la otra, per
pendicular al vector de posicidén (perpendicular al radio de la- -
circunferencia en el punto dado), se puede expresar la velocidad
en funcidén de dos vectores, como se indica a continuacidn

vsw X A {

En esta expresidn resulta que el vector w, al que denomj
naremos vector veloeidad angulan, también es perpendicular tanto
@ 7 como a v, toda vez que Z y v estdn en un plano. Véase la- -
siguiente figura

>

Por otra parte, si de esta expresidn se toma el mdédulo- -
del vector, se tiene

bvil= lwel| | x]sen90’ |wl|7x]

Pero, dado que | # | = p , resulta | v |= | o | p, To --
cual cojncide con el resultado obtenido anteriormente.

Asi, el vector velocidad angular serda w= 6 ¢, en donde--
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¢, es e} vector normal al plano en que gira la particula, y coin

cide con el eje de rotacién.

En Ta expresidn anterior se empleé la notacién original-
adoptada por Newton, que consiste en colocar un punto sobre el -
simbolo 6 para indicar la primera derivada con respecto al tiem—
po. Cuando se coloquen dos puntos sobre el simbolo de una varia
ble, significard@ que representa a la segunda derivada de tal va-
riable, también con relacibn al tiempo.

A la magnitud o médulo de la velocidad angular se Te de-
nomina rapidez angulan instantdnea o, simplemente, rapddez angu-
Lar.

Conviene advertir que las dimensiones con las que Se ex--
presa la velocidad y la rapidez angulares de los sistemas absolu
tos y gravitacionales, respectivamente son:

[LO Mo T-l_] Y I:LO FO T'1]

Las unidades son: 4@9'1, min s ha"' o bien nad/seg, - -
nad/min, rad/hn; también es usual medir dichos conceptos cinemd-
ticos en términos de "revoluciones” por unidad de tiempo: nps, -
rpm, nph, etc., en donde Jrev=s Ta= 271

A su vez, la aceleracidn de 1a particula seréd

- Vv
[“A +
z R

d

B
o

o <

E:

en donde la derivada del médulo de Ta velocidad, sustituyendo el

resultado obtenido, serd:

d |v] . dolo] _ o d|w] . o d?*6 08
d z d % d z dzt?

Como ya se dijo antes, la segunda derivada de 6 , con- -
respecto al tiempo, se representa por B .
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Llevando este résultado a Ja expresidn anterior, y sustj
tuyendo el valor de V.V en funcidn de la velocidad angular, re- -
sulta:

- 0B T, + Rl s g -
a= pe_ez + R Qn po e, + p we e

toda vez que R= p para el movimiento circular.

Mediante un razonamiento andlogo al efectuado para el ca--
so de la velocidad, a Ta aceleracidn tangencial la expresarjamos

en funcién de dos vectores, tal como se indica a continuacidn:

a,= ‘pe e, =« X A

en donde o es el vector aceleracidn angufar y resulta igual a:

a= 0 en

Por su parte, la aceleracidn normal la representariamos-
por medio de:

W X.v

2
"

pero

<
II|
€]
X
x|

en donde

]|
f
€]
X
g
X
|
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De donde resulta que
as o x 4+ wx [wx o]

Las dimensiones de esta G1tima expresidn, correspondiente
al cociente resultante de la variacidn de la rapidez angular en--
tre la del tiempo, son:

[Le, wo, 177 y [ Lo, FO, T'z]

en los sistemas de unidades absolutos y gravitacionales, respecti

vamente. Es usual el empleo de las siguientes unidades: seg™?,-

?

min~2 nad/min?, etc.

b4

5.3 CASOS PARTICULARES DEL MOVIMIENTO DEL PUNTO

Las expresiones que determinan las caracteristicas cine--
méticas {posicidn, velocidad y aceleracién) del movimiento de una
particula, mismas que se trataron en el capitulo anterior, pueden
generar otras segln el tipo de movimiento que se estudie y el sis
tema de referencia que se adopte. Es obvio que las expresiones--
particulares de cada movimiento se obtendrdn a partir de las ge--
nerales y, por lo tanto, no son indgpendientes_de éstas.

3.3.1 MOVIMIENTOS SEGUN TRAYECTORIAS TRIDIMENSIONALES
EN COORDENADAS CARTESIANAS

E1 sistema de coordenadas cartesianas fijas es el mds- usa
do en 1a solucidn de problemas de ingenieria.

Este sistema tiene como vectores unitarios base a: 4,7,k,
los cuales, en este caso, son constantes tanto en magnitud como-
en direccidn; asi pues, la ley vectorial del movimiento de la- -

particula queda expresada por su vecior de posicidn en la sigui--
ente forma:

= x(t)4 + ylt)f + z(X)k (3.3.1-1)
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Si derivamos 1a ecuacidn con respecto al tiempo, obtene-
mos los vectores velocidad y aceleracidn.

Vs e x()4 + ylelf o+ 2lt)k (3.3.1-2)
a= ;—1:‘= X(tho + ylxlf + Z(t)k (3.3.1-3)

Una vez conocida la lTey de varjacidn del vector posicidn,
por-derivaciones sucesivas obtenemos la velocidad y aceleracidn.
Inversamente, si se conoce la aceleracidn del punto en cualquier
instante, por integraciones sucesivas se obtiene 1a velocidad y -
el vector posicibn, utilizando las condiciones especiales del mo
vimiento para la determinacidn de las constantes de integracidn.

En algunos problemas la aceleracidn no estd en funcidn- -
del tiempo, sino en funcidn de la velocidad o el desplazamiento;
tal es el caso del amortiguador viscoso y el del resorte eldsti--
co, que trataremos a continuacidn.

La aceleracibn en funcidn de Ta velocidad tiene las si- -
guientes condiciones iniciales para:

I
e
<|

n
a
&+

dv__ dt (3.3.1-4)

Con la ecuaciédn (3.3.1-4) encontramos la velocidad en- -
funcidn del tiempo:
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7 t
fda {lt)de (3.3.1-5)
0 0 .

La.aceleracidn en funcidn del desplazamiento es:

a= 4(n (3.3.1-6)

dv _ dv  dr _dv , dr _ dv

a= =t = =" = v
dt dz dn dn dt da
dv - v _ 417
dA
v "
v dv = §1%) dx (3.3.1-7)
Vy - 0

g * (3.3.1-8)
; d)‘z_ - di . .
§1107)
0 0

y con la ecuacidn (3.3.1-8) obtenemos
o= fal2) (3.3.1-9)

si sustituimos (3.3.1-9) en (3.3.1-7) y (3.3.1-6), obtenemos 1los
“los valores de velocidad y aceleracibn en funcidn del tiempo.

Ejemplo: La posicidn de una partfcula estd expresada me
diante 1a functdn

w= x ()4 + yltlf + z(2lk
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en donde

x(t)= b5+6t?
y(tl= 10¢t+5
z(£)= 13

en las que x;y,z estan en metros y £ en segun--
dos.

a) Determine la velocidad, la aceleracibn tan--
gencial, la aceleracidon normal y el radio de
curvatura de la trayectoria cuando =3 4

b) Determine el desplazamiento lineal de la par
ticula en el intervalo de Z=0 a £.= 1 5.

Soluciodn:

a)

para

|
n

(5+62£2)4 + (10X+5)4 + 13k [nr]

= g% 1280 + 10§ EM%J

a= %%= 124 [m/éz]

+

m= 594 + 35§ + 13k [mJ
v= 364 +10 [m/A ]
|U|=,/362 + 100 = 37.36 m/s

a= 124 Em/begf]

a * v
a,= ——
z V] X
a-v . 432 _ qq1,55
vl  37.3¢
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190,

b)

E 7 LS + ]Q

T 37,36 37.36

i
o

ag: 11.144 + 3.097 [@/52:

s a - ay,

Al

It

Hn 124 - (11,744 + 3.095)

_ o
a = 0.86& - 3.094 L@/ai]
o ,

Re — vl

la x v

la = vl|= 120

Re 5L 145.9

R= 434.55 m

Ry.,= 114+ 157 + 13k [m )

Fpog” 54+ 5§ + 13k [m)

M= Ry, - Ty, = 64+ 10§ + Ok[m]

Ejemplo: La aceleracidn de una particula se encuentra- -

determinada en todo tiempo por la ecuacidn:
a= 184 + (532-2)4 + k [ m/Az:

si cuando £=1 4:



)

determine en qué instante Ta abscisa del mévil-
es 500 m,

Solucién:
v= | adt

Esz + (5£-2)4 +%]dt

1824 + (gxz - 2t)f o+ th + T

para f= 1 4: v= 74+ 24

Tuego 74 + 24= 18(1)i+ [;41)2 - Z(I)Jj# (1R + ¢

por 1o que es 114 + 1.57 -k
Vs (182 - 1104+ (322 - 22 + 1.5)] + (£ - 1)k

— — 2 —
R= | vdt= (9£2~—11tLC+(§i3—tz+7.5t)j + (£7 -tlk + T,

para t=1 4 r=0

luego 0= -2¢ + (g - %

_ , 5 4, . . 22 1
= (942-11%42)4 + (FEo-t*+1.5¢-2) 4 + (5 -t+7)hﬂh]

Si x= 500 m

9£% - 11 +2= 500
9t% - 11% - 498= ¢ |
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ty= 8.07 4 t;= ~6.85 %

E1 tiempo buscado es £=8.07 5, pues si suponemos que el
movimiaento se inicia cuando t=0, los tiempos negativos- -
carecen de sentido.

3.3.2 MOVIMIENTOS SEGUN TRAYECTORIAS BIDIMENSIONALES
(MOVIMIENTOS PLANOS) EN COORDENADAS CARTESIANAS

Tino Panabidlico

Uno de los casos mds interesantes de los movimientos co--
planares es €l lanzamiento de un proyectil que inicia su movimien
to con una velocidad inicial Ve formando un &ngulo 6, con la hori
zontal (como se jlustra en la figura 3.3.2-1) y durante todo el-
movimiento tiene una aceleracidn constante que-es la de Ta grave-
dad terrestre.

!

oy L ____l_

Figura 3.3.2-1

Para facilitar el ejemplo escogeremos como origen de coor
denadas el punto de lanzamiento. Dado que, la lnica aceleracién-
impuesta al proyectil es la de la gravedad, tenemos que:

T -gf (3.3.2-1)

(en donde g-aceleracidn de la gravedad= 9.81 m/s% o 32.2 §E/8%) -
Las condiciones iniciales del movimiento son para ft=0

= {vq cos 6q)d + {vy sen 647
. e ’ ’ (3.3.2-2)

0

|

|
]
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Procederemos a integrar la ecuacidn (3.3.2-1) pard obtener la ve-
locidad y el vector posicidén del proyectil en cualquier instante

%%: a4

dv= (-gdt)j

v=| (-gdt]j

v= -gtf + Cy (3.3.2-3)

Sustituyendo en la ecuacidn (3.3.2-3) la ecuacidn (3.3.2-2) para
obtener la constante:

{ve cos Bold + (v sen B8o)4= -glo)f + T;

Ci= (vy cos B9)L + (vy sen 8¢)4

ve {vg cos B8o)d + [vy sen 64 - git)y {(3.3.2-4)
Integrando nuevamente obtenemos #:

n= [(vo cos eo)t]x; +[(vo den 8,)% -;—igitzjj +Cs
\

Sustituyendo las condiciones iniciales obtenemos C:
0= [0]4 + [0]4 + T2 ¢ Ty= 0
h= [Zvo cos eo)ﬂi + [(Vo sen 8ol - %gﬂ]j (3.3.2-5)

En esta forma, con las ecuaciones (3.3.2-1), (3.3.2-4) y (3.3.2-5)
quedan definidas las caracteristicas del movimiento en cualquier
instante,

De 1a ecuacién (3.3.2-5) obtenemos las expresiones para-
métricas de la trayectoria del proyectil, y eliminando el pardme
tro tiempo obtenemos 1a ecuaci6n de la trayectoria:
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x= [vq co0s 6ol%t

_ X
Vg C04s 0Oy

y= (Vo sen eo)t-"%gtz

2

— X )y - 9 X
Cey= {ug sen 6, | Ve CO5 8, ' T 7 ((vo cos Go)ﬁ
gx?
y= x tan 0, - 7ng7ig—anz (3.3.2-6)

Como se observa, la ecuacidn (3.3.2-6) es la de una pard
bola con eje focal paralelo al eje y y que se abre hacia abajo.

E1 alcance mdximo L y la altura mdxima H (véase la figura
3.3.2-1) se calculan del siguiente modo:

E1 alcance maximo L se tiene cuando Ta componente vertical
del vector de posicidn de la particula (ecuacidn (3.3.2-5)) vale
~cero, ésto .es:

ve den edt—%gt2=0

Z(Ug sen BQ-%QI)=0

De donde

Zo=0
Y

vg den 90~%gii=0
Tuego

tf v, A;n 8o

Es decir que para £;0 y tEZVO sen Bo/g 3 y=0 cuando =0
se encuentra en el origen y cuando thvo sen 8¢/g se encuentra en
el punto de alcance mdximo y &ste 1o calculamos con la componente
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horizontal de la ecuacidn (3,3,2-5)

{ 2vq sen 0y )
9

L= {vq cos 6q)

2ve? cos 84 Sen 6y
¢}

L=

vo? den 20,

L:
9 (3.3.2-7)

Ya que la curva es una pardbola, por simetria, para y=H,
x=L/2, 10 que se puede demostrar derivando (3.3.2-6) e dgualdando
la a cero, con lo que obtenemos

g= L. vo® senle,
2 29

sustituyendo en (3.3.2-6)

2
_ Vo senbo, ) 1
H= 79 (2 sendy cosby c0490) 7%?2 co52 Og

(462}12 60 QOAZ 60) ~T;-2—
2 2
= Yo~ 2 _ 2 - Vo 2
H= 79 (2 sen® 0, sen 90) -2?— senc 6y
2
. _ Vo 2
P -—'—‘Zg sen B¢

Ejemplo: Encuentre el dngulo 6 con que debe de lanzarse
un proyectil, para dar en el blanco B de la fi
gura indicada, sabiendo que la velocidad ini- -
cial es de 49 m/s. Diga cudl serfa el dngulo -

con el que obtendriamos un alcance maximo.

: B
—_— 1225 m e}
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SoTucidn;

De la ecuacién (3.3.2-7) tenemos

L= Vo® sen 28
g

.
(49) % con 20- 122.5
5.8

den28= 0.500

luego

26,= 30° 26,2 150°
entonces

91='150 y 0,7 750

Voz sen 26

Como L=
g

el valor maximo de L depende del seno del angulo, y como
el valor mdximo del seno es 1, tenemos que:

sen 26 =1
m

29 = 90°
m
B = 459
m
2
L= Yo - 945 p
m g

Ejemplo: Un jugador de beisbol batea qu pelota a una
altura de 0.85 m, y con un &ngulo de 40°. Si-
su alcance horizontal es de 130 m, y a 125 m -
se encuentra la barda del campo de beisbol, --
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la cual es de 4.5 m de altura, é]bgré conectar
un home run? (Ver figura)

Solucidn:

Primero escogemos nuestro sistema de referencia en el pun
to de partida de la pelota, para poder aplicar las expre-
siones dediicidas anteriormente. Con 1la expresién (3.3.2-7)
calculamos v, en la siguiente forma;

2. Lg 130 (9.87)
Vg™ =

Fen 7% Sen TT407] 1295.65

= L
Vo= 35.97 3

De la ecuacién (3.3.2-6) de la trayectoria obtenemos la -
ordenada cuando la abscisa vale 125 m y es

{9.81) (125)2

(125) tan 40° - :
2 (35.97) (cos 40°) 2

= 3.96 m> 3.65

L
"

S1 logro conectar un home run, pasando a 31 cm por arri-
ba de 1a barda de Ta .pelota.

Movimiento Circularn
Se denomina asi al movimiento descrito por una particula
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que se desplaza siguiendo una trayectoria circular.
Sea la particula P, cuya trayectoria se encuentra conte-
nida en el plano xoy como se muestra en la figura

 y

4?

5 X

2l %

Q

la posicidn de P quedard determinada mediante el vector -
de posicibn

A= R cos 64 + R sen 6f (3.3.2-8)

derivando n para obtener la velocidad
ve 9% - (-Rsen$d1c ¢ (Reosodd) (3.3.2-9)
Podemos identificar a 6 mediante una funcidn .vectorial- -
®(t), misma que tendrd una direccidn normal al plano del movimien
to. A la derivacién de 6 con respecto al tiempo se le 1lama vedlo
cidad angulan 6='%% , Yy tendrd la misma direccibn que §; siendo-
en este caso w=wk

V= -Re) sen 64 + Rw cos 6f (3.3.2-10)

Calculemos el médulo de v:

|U|ﬁ/R2w24en92 + R2w2c05625 = wR‘/Aenze + cos?%0
Tuego |
|v]- wr (3.3.2-11)
Con la ecuacidn (3.3.2-11) obtenemos, desde el punto de-
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_vista vectorial, la rapidez tangencial en funcibn de Ta rapidez -
angular: ’

V= w X &
Puesto que
|[vl= lw| |x] sen ¥ (w,x)
y
[x]= R y ¥ (@,7)= 90°
15]- R

Para obtener la aceleracidén de P derivaremos la ecuacidn
(3.3.2-10)

& -Rlwcosole +5uons) i+R(-usenoTeS2eos0)j  (3.3.2-12)

A la variacidn de w, con respecto al tiempo, se le deno-
mina aceleracibn angular a= H— y también tendrd una direccién- -
normal al plano del movimiento.

a= -R{w2cos6+osend)d + R(-w?senb+acosb)f
que puede escribirse de la siguiente forma:
a= -Rw?(cos0i+sen6f) -Ro (senbi - cosBf)

donde {cos64i + senbj) es un vector unitario cuya direccién es -
la misma de #«, pero con sentido contrario a éste, es decir, nor-
mal a la tangente de la trayectoria en ese instante, siendo el -
primer término del segundo miembro de la ecuacidén la componente-
normal de la aceleracidn

En= -w?R (cos84+senbf) = QzREﬁ
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ET segundo término deberd ser la componente tangencial -
de 1a aceleracifn y, como el vector -{senbi - cos64f) es unitario
pomedos escribir

Ei= -aR(senbi - cos0)f = aREt

IZi|= aR
Calculemos el mdédulo de.a:
a= (-oR sen® - Rw? cos8)L + (aR cos8 - Ruw? send)jy
|a|= [aZRZ(Aenze + c0420) + RZw*(sen20 + aoAzeﬂ /2
1
_ [Rz(az + wuﬂ /2
a|= Ruw? /1 o’
|a|— W +azr

Ejemplo: Un punto se nueve sobre una trayectoria circu-
Tar de radio de 0.5 m de acuerdo con la ley- -
w= (3£%+4%£-3) [ 4_1]. Si 6=§ cuando t=2 4 < - -
determine:

a) ¢Cuantas vueltas dard entre t=4 y =10 57

b) :iCudl es el mbédulo de Ta aceleracidn tan--
gencial, normal y rapidez de la particula
cuando t=3 47

Sotucidn:

o dw _ d 3 _ _ 2 [“2]
o= gF = Z(SI +4£-3)= 9t°+4 | S
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e=L[;dz=kJ\(3ta+4t-3)dz= g tY+282%-3¢+0C

para t=2 ; 0=§

§= % (Z)%+2(2)2-3(2]+cC

luego
C= -6
6= 3 2%+ 242 34.4

4

a) Para =4, @,- 192+32-12-6=206 nad

Para =10, 6,-= 7500+200-30-6=7664 nrad

BB= 810-0,=7455 1528 - 1186.98 vuettas
b) Para %=3 4

a= 85 572

w=s 90 51

v= wR= 90 5-1 x 0:5 m o, v= 45 m/s

a = w?R= 90%(0.5) , a,= 4050 m/42

a,= aé= 85 (0.5) . az= 42.5 m/s"

3.3.3 MOVIMIENTOS RECTILINEOS

Son aquellos en los que Ta trayectoria del mévil es una -
1inea recta. Generalmente dicha trayectoria se hace coincidir -
*con uno de los ejes coordenados de referencia, 1o que motiva que
estos movimientos puedan ser tratados escalarmente.
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En algynos casos es ilustrativo tratar el problema grafi
camente, y resolverlo por integracidn grdfica (drea bajo la cur-
va) de alguna de las curvas, mismas que se dibujan a continuacién

)
5
dt

+ L

v= pendiente de la curva= %%

_
Vv
dz
me——
dt v

vy

a= pendiente de.la curva= %% pr
' Ax= xp-x3=drea bajo la curva=s | vdt
i /‘t 1
a
T—\\\Eg\\\\\\\\ ~

— 7z

/.t2
Av= drea bajo la curva=b[\adt
. "

Av= vy-vy
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y

.--.'l‘—.

dx
2 2 X2
7(vz-v1)= drea bajo la curvas= adx

. I3 - rd -, X 1
Movimiento nectilineo undiforme
Es agquel movimiento cuya trayectoria es una Tinea recta -
y tiene una velocidad constante. Por tener velocidad constante -

su aceleracidn es nula, y consecuentemente, su desplazamiento sg
rd en general: '

v= cte=v, (3.3.3.-1)
dx _ - . N
TE S Vo x=voef+C ; si para £=0 X=Xg
.o X=Xo+Vol (3.3.3-2)
Su representacidn grdfica sera:
54 v | a
V=Vyg
v
1 [ . /
T X=X +Vol 1\) a=0
X 0 /
! o 1t ut >t } =

Movimiento nectilineo uniformemente acelernado

Se define asi al movimiento cuya trayectoria es una linea
recta y su aceleracidn es constante.

Deduciremos sus caracteristicas cinemdticas considerando
que para

£=0 ’ X=Xo

y como

a= constante
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g%-= a => dve adt => v= vgtat (3.3.3-3)

%% = vgtalt = x= xq+vot+%ai2 - (3.3.3-4)

Eliminando el pardmetro tiempo en las ecuaciones (3.3.3-3) y - -
(3.3.3-4) obtenemos

2 2

v = vy + Zalx-xo) (3.3.3-5)

La interpretacidn grdfica de este movimiento es:

x4
a=a
x= x0+\;v°/t+%a,tz /
- T
Xo a
L , -t )

Tino ventical

Es el movimiento que describe una particula cuya veloci--
dad inicial es de sentido contrario a la aceleracidn de la grave
dad, siendo ésta la aceleracidén de la particula en cualquier ins
tante.

Y
T
h
Uol
Lab'd

a=-g
Integremos para encontrar la velocidad de la particula
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v=fadi= -gt+C :

para
z=q , v=v,

lTuego
C=v,
v=ug-gt ’

Integrando nuevamente obtendremos el desplazamiento:

yifldti[uuo—gt)dt=uot—%gtz+cl

para
1= , y=0
luego
Ci1=0
y=v0t-%g£2

La altura mdxima h que alcanza la particula es-

en h, v=0
luego
vg-git=0
y
= %% = Xdiempo de altura mdxima
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y para

Vo Vo 1 v 2
,t=_ h_: 2y _ ~ v
h= vo?

Calda Libre

Cuande una particula se deja caer y se encuentra sujeta -
unicamente a la aceleracidn de la gravedad, al movimiento rectili
neo que describe se le 1lama calda £ibxre.

Integrando para determinar v:

vs ;[;dt=—gt+C'

wara

£=0 , v=0
Tuego

C=0

v= -gt

Para obtener 1la distancia recorrida dintegraremos v:
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para

luego

Ejemplo:

Solucibn:

yi/rbdt:'— qtdit= -%gIZ+C1

Un automovilista viaja a 60 km/h cuando observa
un semaforo situado 300 m delante de &1 que cam

bia al rojo. Si el semdforo permanece en rojo

durante 20 seg y el automovilista desea pasarlo
sin Tlegar a detenerse en el momento de apare-
cer el verde, halle:

a) La aceleracidén uniforme que requiere el co-
che.

b) La velocidad del vehiculo cuando pasa el se
madforo.

Como a=cle , v=vgtat

x=xo+voz+%at2

E1 auto debe recorre 300 m en 20 s entonces

300- L al20)2+

2

& 1201+0 (6o Km. g0 m ,

3 hr T3 4
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1204

_ 300 - 3.6 _ . 2
a= 23 o 01666 m/s ,
, 60
V= -0.1666(20)+g—g = 13.34 m/s

Ejemplo: Se suelta una piedra desde un globo que estd -
subiendo a una velocidad de 24 ft/s; si la pie
dra 1lega a la tierra en 10.3 s, encuentre

a) La altura a la cual se encontraba el globo-
cuando se solto la piedra.

b) La velocidad del choque de la piedra con la
superficie terrestre.

Selucion:

La aceleracidn de la piedra es constante e igual a la- -
aceleracidén de la gravedad g. Entonces

a= -g , vijigdt= -gi+vy

h=fvdt |,  he L gt?rugt|

a) Si la pjedra tarda 10.3 s en Tlegar a la tierra:
h=|-1 32.2010.3)2+24(10.3) |
h=1 460.85 4t

b) v= -32.2(10.3)+24
v=-307.66 §t/s

Ejemplo: Se dispara verticalmente hacia arriba un pro--

yectil al mismo tiempo que se lanza otro con -

un movimiento de tiro parab&lico, desde los- -
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puntos B y A respectivamente, como se muestra -

en la fiqura. Determine la velocidad con que -
debe lanzarse el proyectil de B para que choquen
ambos proyectiles. '

Solucibn:

Para el tiro parabdlico, tomando el eje x horizontal y el
eje y vertical, tenemos:

a= -gf
V= -gtj+20c0460°i+205en60°;
V=104+(17.32-g¢) §

Re10i+ (17,3240 9.8122) ]

Si x=15m ; t=1.5 5 ; luego
y= 17.3201.5)-2E(1.5)2- 14,94 m
En el tiro vertical se tiene:
a= -g4
— . 1 .
v= (vg - gt)J n= yj= (vt - 'Z-Q/tz)J
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Si h=y= 14.94m y t=1.5 &

14.94= - —LEL (7 5) 200, (1. 5)

vo= 17.32 m/»

Ejemplo. Desde una torre de 100 ft de altura se dejan -
caer dos boTas, la segunda 0.5 s después de-
la primera. ¢A qué distancia de la superficie

de la tierra se encontrard la segunda bola cuan
do la primera 1legue al suelo?

Solucidn:

Para la primera bola
a= -g
v=.| adt=-gt

h- vdt=-%gt2+100

0= -%(32.2)(1)2+1oo

Ry LR

Para la segunda piedra

t= 2.49-0.5= 1.99 5"

= -%(32.2)”.99)2+100



h= 36.24 {£

Movimiento armbnico simple

Es el movimiento rectilineo de un punto cuya aceleracidn
lineal es proporcional a la posicidn del punto mbvil, respecto a
un punto fijo de la trayectoria, y se encuentra dirigida hacia -
dicho punto fijo. La ecuacidn de dicho movimiento es:

a- -k%p

Como se trata de un movimiento rectilineo a y p coinciden
con la trayectoria, por 1o que la ecuacidn vectorial anterior- -
puede tratarse algebrdicamente como sigue

a= -K2%x

como

L d%x
dt?

,
dx . g2y
dt? !

pudiéndose escribir
2
dx.i—i = -K%xdx
t2
0 sea

2
(éﬁ) (i_ﬁ dt) = -K2xdx
dt dt?

Integrando la ecuacién anterior (integral de la forma - -

kJ(\udu) se tiene:
2
dx [d7x ge) - k2| xdx
dt \dt?
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2
1 dx _ _1 2.2
7(&7{)- 7 Kex“+C

A2
%%)= vZ= -K2xZ+C

Cuando x=0, wv=v, y por ende: C=vj}

entonces
vi= -KZx%+v?}
_y por 1o tanto
v= %% = t,ful -K%x?

De la expresidn anterior

M

d x

2 2,211 : dt
(vi-K*x*)

+

Kd x
[v3 - (kx)2)'e

1+

= t+'Cl

7=-I~*C_

KINC

ang sen é% = X+(,
Puesto que para £=0, x=0: C;=0 la expresidn queda:

t K= ang sen —KU—/OE

sen (Kt)= +Kx
Vg

de donde

x= % %} sen Kt

Si sustituimos el valor de x en las expresiones de la ve
locidad y de la aceleracidn, éstas quedarfan como sigue:
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v= 004 (KE)v,
a= rsen{Kt)Kv,

Al relacionar las grdficas de la posicibn, de la veloci-
dad y de 1a aceleracidon, con el tiempo del movimiento arménico- -
!
simple, resultan las senoidales siguientes:

Vo

X“ Xx= * T Aen (Krt) VA V=iUoC04(K»t) aﬂ
//r‘\\\ /,r‘ \\ /;—\\
Vo '\, \ r ! \ Kv
e \‘ \ Vo U \ 0
! 1 | — Ir

-~
7
/
T
AY
~
<
o
\
Y
\\
~—.
=
.-
4
4
i
[ 4
2
/"
4
~
\ﬁ
~——
=Y

~Ny
N
’
1
\

a=*Kvgebsen(Kt)

T T
2K K

w
~ =

De las grdficas se colige que el movimiento arménico sim
ple se efectlia por ciclds: y oscilaciones que s& repiten sucesiva
mente.

Amplitud. Es la longitud de Ta mitad de la trayectoria- -
del punto mdévil. En la grdfica posicidn-tiempo se observa que- -
la amplitud se expresa asi

v
he ||

es decir, la amplitud es digual al valor absoluto de la mdxima - -
posicidn del punto.

Perfodo. Es el tiempo en que el punto mévil realiza una
oscilacién o ciclo. Por tanto

Frecuencia. Es el nimero de oscilacjones o ciclos que- -
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efectda el punto en movimiento en la unidad de tiempo; es decir,

su valor es igual al reciproco del periodo

214

e
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2

Ejemplo. E1 desplazamiento x del movimiento arménico- -
simple que tendria la proyeccidn de la particy
la P en el didmetro AB de la figura estd dado -
por la funcidn x=K cos [(wt+y)

\ {wt+Yy)

\

Si cuando w=5m [é*ﬂ

x=0 , %= -10m[s-1] y t=0,
determine la amplitud K y e1-éngu1o v {el1 menor
positivo)

Solucidn:

Para  x=0 ; 0=K cos [51r(0)+y]

0=K cos v (1)

%= d [K co4 (wt+Y)] = -K sen (wt+y)w
T TdE

Para x= -10m

-10m= -K sen [?W(O)+Y] 57
~10n= ~K seny 57

-2= _K sen ¥y {2)



De la ecuacidn (1)

cosy=0
luego
v=90°= T-ZT— rad

De la ecuacidn (2}

2= -K sen g

5.4 MOVIMIENTO RELATIVO

Para la solucidn de algunos problemas relativos al movi-
miento de una particula, es conveniente analizar dicha particula
con nespecto a otra particula también mdévil (que usualmente se- -
hace coincidir con el origen de un marco de referencia mdvil), en
un marco de referencia considerado fijo. En esta seccibn se es-
tudia el-movimiento de tales particulas, al cual se le denomina -

[

movimiento helativo.

Inicialmente se estudia aquel caso en que el marco de rg
ferencia mdvil sblo se traslada (es decir, no se desorientaldurqn
te el movimiento), 1o que implica que l1os vectores unitarios aso
ciados a 1os ejes coordenados son constantes. Después se anali-
za el movimiento de la particula cuando el sistema coordenado-, -
mévil gira, para el que los vectores unitarios han de considerar
se variables, ya que cambian de direccidn al transcurrir el tiem

po.

Para ambos casos se obtienen las expresiones que definen
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1os conceptos cinemdticos, ahsolutos y relativos, referidos ya -
sea a un marco de referencia fijo o a uno mévil, seglin sea el ca
so.

3.4.1 POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION ABSOLUTAS
Considérense una particula P y una 0, en movimiento, y- -

ésta Gltima coincidiendo con un marco de referencia que se tras-
lada, como se muestra en la figura 3.4.1-1

Zh z

ol

. -
/ Figura 3.4.1-1
X

De acuerdo con la figura 3.4.1-1, la posicion absoluta- -
de Ta particula P, referida al marco de referencia fijo XYZ, queda
expresada por la siguiente ecuacidn cinemdtica

n= R+ p (3.4.1-1)

A partir de la expresién anterior se obtienen la veloci--
dad y la aceieracién absolutas por derivaciones sucesivas, de la
siguiente forma:

(3.4.1-2)

<|
n
n
b N
+
°|

+0 (3.4.1-3)

2l
"
N
1

En las ecuaciones (3,4.1-2) y (3.4.1-3) se ha empleado- -
la notacidn de Newton para indicar la primera y segunda derivada
con respecto a la variable que es el tiempo.
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3.4,2 POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION RELATIVAS

Los conceptos cinemdticos relativos de una particula en-
‘movimiento son aquellos que'se refieren a la otra particulamdvil
que en la figura anterior es a la vez el origen de un sistema- -
coordenado mdvil de referencia.

Asi, la posicién relativa, con respecto al punto mdvil0)
de la particula P es p., que algunos autores suelen designar comu
Eﬁ/o.(posicién de P con respecto a 0) o bien HPO,(vector despla-
zamiento de P hacia (). Entonces la ecuacidn (3.4.1-1) expresa-
1o siguiente: La posicibn absoluta n de La particula P es Lgual-
a La posicibn absoluta R del punto mévilf 0, mds La posicibn rela
tiva de P con respecto a 0. Nbétese que,.los concepfos absolutos-
estdn referidos al marco fijo, en tanto que los relativos 1o estén
al sistema coordenado mévil.

De forma similar, la velocidad relativa de la particula-
P cuyo movimiento se analiza, estd representada por el término-
3 de la ecuacidn (3.4.1-2) que expresa: La velocidad absoluta-
V= i de una panticuﬂa que se mueve con respecto a otro punto md-
vil es Lgual a La velocidad absoluta R de taf punto, mds La velo
eidad nelativa ? de P con nespecto a 0'(que también puede escri
birse como ﬁkp/o,o bien époo' -

Finalmente, la ecuacidn (3.4.1-3) expresa que la acelera
eibn absoluta a=v=r de una particula en movimiento refernido a- -
otra, es Ligual a La aceleracdibn absoluta de &sta R, mds La acele

nacibn nelativa p de P con respecto a ¢, segln la figura anterior.

A continuacidon se estudia el caso de una particula que--
se mueve con respecto a un sistema animado de movimiento de rota
cién, 1o cual implica que tal sistema gira con velocidad angular
w. Para este caso se establecerdn los conceptos cinemdticos ab-
solutos y relativos y los correspondientes a velocidad y acelera-
cidn de arrastre, asi como el de aceleracidén de Coriolis. Obsér
vese la figura 3.4.1-2
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Figura 3.4.1-2

En lTa figura 3.4.1-2 se tiene que:

X"y’z

=)

|
<
o

X,Y,1

A4,k

1,7,K

es la particula mévil en estudio,

es un punto, también mdévil, con respecto al cual- -
se mueve la particula P, y con el que coincide el
origen del sistema coordenado mévil,

es el sistema coordenado mévil al que corresponde-
una velocidad angular w,

es el vector de posicidon del punto mévil 0', con-
respecto al origen del marco fijo de referencia,

son los vectores de posicidén de la particula P en-
movimiento, con relacidn a los sistemas coordenados
fijo y mébvil, respectivamente,

es el marco, de referencia considerado fijo con ori-
gen en 0,

son los vectores unitarios asociados a 1os ejes- -
coordenados x,y,z, respectivamente y

son 1os vectores unitarios asociados a 10s ejes-. -
coordenados X,Y,Z, respectivamente.



3.4,3 VELOCIDAD Y ACELERACION DE ARRASTRE

De la misma forma como se establecid la ecuacidn (3.4.1-1)
se puede establecer que

7= R+p
pero
0= Aix+jy+kz,
por 1o que
= R+ix+fy+kz (3.4.2j1)
Derivando la expresidn anterior respectc al tiempo, se- -

obtiene la ecuacidn cinemdtica de la velocidad, de la siguiente-
forma

K= R dolixt fyrhz)

» En este caso Tos vectores unitarios 4,7 y k han de consi
derarse variables pues cambjan de direccidn, en virtud de que el
sistema coordenado al que estdn asocjados gira con velocidad an-
gular w. Por lo tanto, empleando Ta notacidn Newtoniana, se - -
tiene:

7%%—(¢x+jy+kz)=2x+¢k+1y+jg+kz+ké
Asi que
= ﬁ42x+ax+fg+jg+ﬁz+ké
Ahora bien, de acuerdo con la g§éamufa de Poisson, la pri
mera derivada de un vector variable respecto al tiempo es igual

al producto vectorial de 1a velocidad angular por el propio vec-
tor variable. Es decir:
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Por To anterior

i=ﬁ+5x(Lx+1y+kz)+(Li+19+hi)'
Como

Peax+iythz

Bx(Lx+jy+kz]=Ek?
Por otro lado, si

h=v=R+wXp+p (3.4.2-2)

La ecuacidn (3.4.2-2) es la expresifn cinemdtica de la -
velocidad en Ta cual:

v=x es la velocidad absoluta de la particula P en movi

miento,
é es la velocidad relativa de la particula mdvil con
respecto al origen del sistema coordenado moévil 0,
R es la velocidad absoluta del origen del sistema md

vil de referencia, y es asi mismo la velocidad de-
traslacién de tal sistema,

wxXp es la velocidad absoluta impuesta al sistema movil
por su rotacién con respecto al marco fijo,

R+wxp es 10 que se conoce como velocidad de arrastre.
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Acelenracibn de Coniolis

La ecuacidn cinemdtica de la aceleracién se obtiene por-
la segunda derivada de x con respecto al tiempo, como sigue:

h=R+wXprwxp+Lix+Ax+ fy+{y+hz+hz

Agrupando

o e, .

n=R+uxp+ux {Wxp+p )+5ké +p

de donde se obtiene:

a=n=R+uxp+wx (wxp) +2HXp+p (3.4.2-3)
en que:
n es la aceleracibn absoluta de la particula P en mo
vimiento,
o es la aceleracidn relativa de P, con respecto al- -
origen 0, del sistema movil de referencia,
R es la aceleracidn absoluta del origen del sistema-

de referencia del sistema mévil,

wxp es la aceleracidn tangencial debida a la acelera- -
cidn angular del sistema mévil,

wx (WXp) es la aceleracién normal debida a la aceleracidn
angular del sistema movil de referencia,
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Zwxp es la aceleracidn de Coriolis debida a la interac--
cidn de la velocidad angular del sistema coordenado
movil y la velocidad relativa de 1a particula P en
movimiento y

" .

Rewxpruwx {wxp) es una suma de vectores que se le conoce cO
mo aceleracidn de arrastre.

Ejemplo. Una particula P se mueve en la ranura de la ba
rra OA y a 1o largo de la curva, en el plano --
xoy, descrita por:

n=a-b cos 6 8=

a,b y ¢, son constantes y a>b. Determine la- -
velocidad y aceleracidn de P.

vk

X

P
Y.
A
.
X
-
0=0"'
Z,z
R=0 t = tiempo
7-0
7=0
w=0k
d 1



o=n={a-b cos B4

o=lbsen 0 32,

o=bet sen 64

= _d_ (bet sen 9)L=[;c den 6 + bet ——i—(Aene):]
b= T dt “

p=lbc sendb + bet cos8 ct)a

p={bec send + be?t?co48)a

v=R+wXp+p

v=0+ethx(a-bcos0)a+rbotsende

cthx{a-bcos8d)a=] 4 1 set{a-beosd);
0 0 ot
{a-beosd) ¢ 0

v=bet sen 64 + ctla-beos )y
a= ﬁ}&kg#&kﬂ&&ﬂ+ﬁ#25&5
E20+chx(a—bc040)¢+cth[}IkX(a-bQOAe)@J+

(bcéenefbcztza058)4+2[}iQX(batAQHGLL]
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como

Ejemplo

etk x {a-beosBla= ¢t {a-bcosd)y

cthxet(a-beosd) = -c?t?(a-bcosd)e

a=0+cla~bcos8)y-c?t?(a-bcos0d)a+
(bcéen6+bc212c056)i+2[kzizbéenejj

&;[}cztz(a-bcer)+bcéene+bczizc05€}L+
[é(a—bcoée)+2 bcztzbene‘]j

Una particula P se mueve con una velocidad re-
Tativa constante v,= 25m/s de A a B en la ra
nura AB de un disco que estd girando. En el -
instante que muestra la figura, la particula -
estd en la parte media de 1a ranura y el disco
estd girando con una velocidad angular w=20 s*' =
y una aceleracion anguiar a= 5 s como se in-
dica en la figura. Determine la velocidad y -
aceleracidn de P.

y
yh
'\rt\A
\
0=0' [Vo -
1y "X, X
i
o
Z,z é
R=0
h=0.5m
R=0
R0
w= -20k



p=0.54 , - -25y s p=0
TR+ Wxp 4V

T=0+ (-20k%0.50)+(-255) ; @xp=-10g
F= (10-25) y=-354 H‘—]

L= R+ X P+ (TxT) +p+ 20XV
G-0+2.55+(-200)+0+2 -500¢]
Oxp=2.54 ;  wxlwxp)=-2004
wxv=-5004

T=-12004+2. 5, [—’;'—E—]
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CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE

E1 alumno:

1. Descnibind el movimiento de un cuenpo nigido en términos de un
marco de neferencia §if0 y oftro mévil Ligado s6lidamente a tal
cuenpo .

2. Obtendrd Las ecuaciones de La posdicibn, velocidad y acelera- ~
eibn del cuenpo nigido, a parntin de Las expresiones generales

del movimiento nelaifdivo.

3. Deducind La condicidn del movimiento de traslacibfn de un cuenr-
po rigido.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

228

Explicard Los difenrentes Lipos de traslacidn de un cuerpo ri
gido.

PLanteard La condicifn del movimiento de notacibn de un cuer-
po nigido en Zorno de un efe.

Planteard La condicidn del movimiento de rotacibn de un cues-
po nigido alrededon de un punto.

Deducird La condicién necesarnia y suficiente para considenran-
el movimiento de un cuerpo nigido como plano genenal.

A parntin de Las ecuaciones generales de movimiento del cuenpo
nigido, deducind Las cornespondientes para Los casbos de tras-
Lac/.6n plana.

Resolvend problemas de trnaslacibn del cuerpo nigido.

A parntin de Las ecuaclones generales de movimiento del cuenpc
rigido, deducind Las corrnespondientes para Los casos de rota-
cibn plana.

Resolverd problemas de rotaelén plana.

Resolvend problemas de movimiento plano general, utilizando -
Las expresiones generales de movimiento del cuerpo nigido.

Definind Los conceptos de centros Linstantdneos de rotacidn y-
de acelenacidn nula.

Resolvend problemas de movimiento plano genenral, utilizando -
el concepto de centro instantdneo de nrotacddn.

Resolvend problemas de mecanismos de cuatro arnticulaciones.



INTRODUCCION

En el Gltimo inciso del capitulo anterior se estudid el -
movimiento relativo de particulas. La cinemdtica del cuerpo rigi
do estudia el movimiento de tal modelo de s6lido, independiente -
mente de Tas causas que lo determinan. Trata los conceptos cine-
mdticos angulares y lineales de posicidén y desplazamiento, veloci
dad y aceleracidn de los sistemas indeformables de particulas ma-
teriales.

En el primer inciso de este capitulo se describe el movi-
miento del cuerpo rigido utilizando un marco de referencia fijo y
otro mdvil ligado sb6lidamente al cuerpo. Se definen también las
condiciones de los movimientos, y se distinguen sus diferentes -~
tipos.

En el inciso segundo se deducen las expresiones cinemdti-

cas que caracterizan a los tipos de movimiento del cuerpo rigido,
Y se proponen algunos ejemplos de aplicaciodn.
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4,1 TIPOS DE MOVIMIENTO DEL CUERPO RIGIDO

4.1.1 EL MOVIMIENTO DEL CUERPO RIGIDO

E1 caso general del movimiento del cuerpo rigido se estu-
dia considerando un marco de referencia fijo XYZ, y otro mdévil -
xyz cuyo origen puede estar o no en dicho cuerpo, pero que siem--
pre estard sdlidamente ligado a &1.

Si se analiza el movimiento general del cuerpo rigido, pa
ra dos instantes £, y ti,, éste sufre desplazamientos lineal y an-
gular, como se muestra a continuacidn:

Yy ¢
z z) ]
A Y
\\ ;/g Z‘\\\‘
\
\
; W
0 Fx .
v 0
instante %, instante £,
X . ; X . \
Figura 4.1.1-(a) Figura 4.1.1-(b)

Se distinguen los siguientes tipos de movimiento para el-
cuerpo rigido:

a) Thaslacibn.- Plana y no plana; rectilinea o curvilinea

b) Rotacién en torno a un efe.- Concéntrica y excéntrica.

¢) Rotacidn alrededon de un punto.- Concéntrica y excén--
trica.

d) Movimiento plano genenal.
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A continuacidn se tratan por separado Tos casos particula
res del movimiento del cuerpo rigido, de acuerdo con las conside-
raciones anteriores y observando en las figuras 4.1.1-{a) y (b) -
que el segmento dirigido U'P, de magnitud constante, cambia de po
sicidn y direccidn al transcurrir el tiempo.

4.1.2 TRASLACIONES PLANA Y NO PLANA, RECTILINEA Y CURVI
LINEA

E1 movimiento de traslacidn se caracteriza porque todo --
segmento dirigido del cuerpo (tal como el 0'P de las figuras - -
4.1.1-(a) y {(b) conserva su direccién durante el movimiento; to--
das las particulas de dicho cuerpo describen trayectorias paralelas.

La traslacién, cuando ocurre en un plano, recibe el nom--
bre de traslacién plana, y las trayectorias descritas por sus par
ticulas pueden ser rectilineas o© curvilineas .

Z

| ] =

\\- l ~
Figura 4.1.2-(a) \A— ~——-

Traslacién Plana
. Curvilinea

Al

Traslacion Plana
Rectilinea

Figura 4.1.2-(b)

F1 movimiento de traslacidn puede presentarse en el espa
cio tridimensional, denomindndose traslacidn no plana. Este se -
ilustra a continuaciodn:
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7 ™ Figura 4.1.2-2

€

Cuando un cuerpo estd animado de un movimiento de trasla-
cion, su estudio se reduce al andlisis de un punto cualquiera de-
dicho cuerpo, ya que sus caracteristicas cinemdticas son las mis-
mas para todas las demds particulas.

4.1.3 ROTACIONES EN TORNO DE UN EJE Y ALREDEDOR DE UN
PUNTO

E1 movimiento de rotacidn de un cuerpo rigido en torno de-
un eje se caracteriza porque todo punto del cuerpo conserva cons-
tante su distancia con respecto al eje, al transcurrir el tiempo.

Si el eje con respecto al cual se estudia el movimiento -
del cuerpo rigido pertenece a éste, los puntos contenidos en di--
cho eje, denominado efe de xotacibén, permanecen fijos; todos 1los
demds puntos del cuerpo describen trayectorias circunferenciales
contenidas en planos perpendiculares a dicho eje. Cuando el eje
de rotacifn contiene al centro de gravedad del cuerpo, a este mo-
vimiento se le denomina de rotacddn concénirlca, en torno de un
eje,
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L]
También se présenta el movimiento de notacidn excéntrica,
que corresponde al caso para el cual el eje de rotacidn quéda -
fuera del centro de gravedad del sélido.

Figura 4.1.3-1 (a) Figura 4.1.3-1 (b)

de un eje

' Rotacidn en torno
i

concéntrica)

- J
\ﬁéf/‘if* Rotacidn en torno

de un eje
(excéntrica)

ET movimiento de rotacidn de un cuerpo rigido alrededor -
de un punto se caracteriza porque la distancia de un punto cual--
quiera de dicho cuerpo, con respecto al punto fijo de giro,'es- -
constante al transcurrir el tiempo.

Cuando el punto con respecto al cual gira el cuerpo con--
tiene el centro de gravedad, se dice que el movimiento de rota- -
cidn es concéntrico. Consecuentemente, la ncotacidn excéntrlca -«
con respecto a un punto se presenta cuando &ste no corresponde al
centro de gravedad del cuerpo.

A continuacidn se ilustra el movimiento de un cuerpo al--
rededor de un punto.
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Figura 4.1.3-2 (a) Figura 4.1.3-2 (b)

Concéntrica Excéntrica

4.1.4 MOVIMIENTO PLANO GENERAL.

Este tipo de movimiento se caracteriza porque las trayec-
torias de todos los puntos de un cuerpo rigido son paralelas a un
plano determinado; por ello, su estudio se puede 1levar a cabo --
analizando una seccidn del cuerpo paralela a dicho plano, ya que-
todos los puntos contenidos en una recta normal a ese plano tie -
nen idénticas caracteristicas cinemdticas.

En las figuras siguientes se ilustra el movimlentic plano-
general:

(\\-——’// Movimiento plano general

Figura 4.1.4-1 (a)
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e

Perimetro de la seccioén
Figura 4.1.4-1 (b)

transversal del cuerpo
rigido

A

]

|

I /
] \ ~

|

]

!

I

J
dL ————————————————
Ahora bien,

€l movimiento plano general puede analizarse
como Ta superposicibn de dos tipos de movimiento

traslacion pla-
na, y de rotacidn en torno de un eje perpendicular al plano del -
movimiento.

Lo anter1or se puede apreciar en la s1gu1ente f1gu--
ra, cons1derando como p]ano del movimiento el XVy:

Figura 4.1.4-2 (a) Figura 4.1.4-2 (b)
Ay vh

A

\

1
'
1

\
\
\
\
\

L '
\
-\

) "

=Y

A la interseccidn del eje de rotacién con el plano del- -
movimiento se le denomina centro de notacién (CR)

. La siguiente
figura aclara aln mids el concepto de superposicién

Figura 4.1.4-3

v ]
vP/v

py/90°

O’ZC
Movimiento plano Traslacidn . Rotacidn instantdnea en
general = instantdnea torno del centro de rotacidn

235 .



4,2  ECUACIONES PARA LOS MOVIMIENTOS PLANOS DEL CUERPO RIGIDO.

Analicemos el movimiento del cuerpo rigido, en relacidn a
un marco fijo de referencia, y a través de un sistema movil que--
se mueva exactamente igual que el cuerpo en estudio, condicidn- -
que implica que el vector o de cualquier punto del cuerpo (figura
4.2-1) sea constante.

z 4
4
4
o
y
R
X
4
Figura 4.2-1

Las ecuaciones que nos permiten determinar las caracte--
risticas cinemdticas de un punto,relacionadas a un sistema fijo,
y a través de un sistema mdvil de referencia, se han estudiado -

.en el capitulo de movimiento relativo y son: '

n= R+ p
ve R+ wxp+p (4.2-1)
a= R+ xp+ax (wxp)+p+ 20x7p

Ahora bien, si'p es constante, se tiene:

2 S |
V- R+ axp (4.2-2)
a= f+$x5+6x'(ﬁx5)
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Las ecuaciones anteriores (4,2-2) constituyen las ecuacio
nes generales que nos permiten conocer las caracteristicas cinemd
ticas de cualquier punto de un cuerpo rigido.

4.2.1 TRASLACIONES RECTILINEA Y CURVILINEA

Tomando en cuenta que la traslacidn de un cuerpo se carac
teriza por la constancia en la orientacidon de cualquier segmento
dirigido determinado por dos puntos cualesquiera del cuerpo, y --
debido a que el sistema mdvil de referencia se mueve de la misma
manera que el cuerpo, se tiene que @ = 0 y las ecuaciones gene-
rales de la cinemdtica del cuerpo rigido (4.2-2) se simplifican -
a la forma siguiente:

= R+ p
- 7 (4.2.1-1)
Z- R®

A1 observar las ecuaciones anteriores, se concluye que- -
tanto 1a velocidad como la aceleracidn de cualquier punto del - -
cuerpo son las mismas que la velocidad y aceleracidn del origen -
del sistema m6évil de referencia, es decir, que, en un cuerpo que
se mueve con movimiento de traslacidn, rectilinea o curvilinea, -
todas las caracteristicas cinematicas de sus puntos, a excepcibn-
obvia de su posicién, son iguales.

Ejemplo. Las componentes de la aceleracidén en cualquier-
instante de los puntos P,0 y R de un cuerpo ri-
gido que‘se traslada, son:

ap= 4 & [m/zs2 J segin el eje x
ag= 10 § [ m/ s -J segin el eje y
ag= 0 seglin el eje z
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En cierto momento la rapidez del cuerpo alcanza
210 m/seg, de suerte que en ese instante, rara-
10s puntos en cuestidn: v

60 £ li M/A_J segilin el eje x

vp=
Ug= 90 § [ M/A] segiin el eje y
vp > 0 segiin el eje z

Determine la velocidad del cuerpo 4 seg después
del instante que corresponde a estos datos.

Sotlucidn:

La aceleracidn del cuerpo serd constante e 1gua1 en cua]—
quier punto del cuerpo, por lo tanto:

a= 44+ 104 + Ok
= fadt = 424 + 105 + ¢

Para t=0 , v= Vg s luego c= vy

\/ 2 2 !
Vo= 604+ 904+ zk ; [v0]= 210 => 210=V60 + 90 + z
z= 180
Asi: v= 4td + 10%5 + (604 + 904 + 180k)

(42 + 60) < + (10t + 90) § + 180k
4:. U= 764 + 1304 + 180k [ m/s ]

Para t

4.2.2 ROTACIONES CONCENTRICA Y EXCENTRICA

Un cuerpo tendrd un movimiento de rotacidn concéntrica- -
cuando el centro de rotacidn del movimiento coincida con el cen--
tro de gravedad del cuerpo, en caso contrario, la rotacidn serd -
excéntrica. ‘

Consideremos un cuerpo C con movimiento de rotacidn en tor
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no al punto O0' como se muestra en la figura 4.2.2-1 {a)

Z)

0
w
o
o' X
Figura 4.2.2-1 (a) .

Figura 4.2.2-1 (b)

Situando 10s origenes de los sistemas de referencia en el
centro de rotacién 0'como se muestra en la figura 4.2.2-} (b), -
R= R=0 y las ecuaciones generales de la cinemdtica del cuerpo ri-
gido (4.2.2) quedardn de la siguiente forma:

N
L]
|
+

©|

(4.2.2-1)

<
llI
el
X

|

]
"
Q|
X
ol

+ wx (wxp)

Siendo indistinta su utilizacidon para movimientos de ro--
tacidn concéntrica o excéntrica.

tjemplo. La placa triangular de la figura gira en el- --
plano xoy en torno del punto 0, con una rapidez
angular w= 6 57! Yy una aceleracidon angular- -
a= 2 5% en el mismo sentido que w. Determi-

ne la velocidad y aceleracion del punto A.
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Vlby

A
]5CM
-\ = B
..r\DA
S
A
0
0 45 o X x
W
z a
4

Solucidn:

Haciendo coincidir el origen de ambos sistemas en el cen-
tro de rotacién

Uyt B XDy 5 w= 6k, Dy -15c08 75°% + 158en 75°4

-86.944 - 23,784

€
X
©
b

"
~
,
&

-3.88 14.49 0

G- -86.944 - 23.26] [ em/s J

a,= o xp, +wx (wxp,)
a- 2k, axp,-| 4 i k|- -28.984 - 7.76§
0 0 2
S3.88  14.49 0
ox (wxp)e| 4 j kl= 139.684 - 521.644
0 0 6
~86.94  -23.28 0



Ape 26980 - 7,767 + 139.680 - 521.64;

T= 110,704 - 529.405 [cm/)sz]

Ejemplo. Un disco gira excéntricamente en el plano xoy -
en torno al punto O con una rapidez angular- --

-1
& seg y una aceleracidn angular de mddulo-

n

w
-2 .

3 seg ~, como se muestra en la figura. Calcule

la velocidad y la aceleracidn de su centro C.

%X,X

Solucidn:
Ver @ x Ppr Sk x 4i= 32§ I:cm/é:,

ap= o X pp * W % (w x EC)
= -3k x 44= -12j
w x (w x EC) = 8h x 324= -2564

4.2.3 MOVIMIENTO PLANO GENERAL

Teniendo en cuenta que el movimiento plano de un cuerpo -
se puede descomponer en un movimiento de traslacion simple mds un
movimiento de rotacidn en torno a un punto 1lamado punto base , -
podemos efectuar en forma separada y en cualquier orden ambos mo-
vimientos.Asf, consideremos un cuerpo C (figura 4.2.3-1) que se- -
mueve con movimiento plano.
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b Y

O |

=)
>

Y

Figura 4.2.3-1

Analizando las caracteristicas cinemdticas del punto P --

del cuerpo tenemos:

a)

b)

Un movimiento de P debido a la traslacidn del cuerpo-
C, caracterizado por el movimiento de trasiacidn de--
ol

np= R+ 9

Uf/T=. ﬁ Velocidad de P debida a traslacidn.
Eﬁ/T= R Aceleracidon de P debida a traslacifn.

Un movimiento de P debido a la rotacidn del cuerpo C,
en torno del punto ¢', punto base.

Vp/r® wx p Velocidad de P debida a rotacidn.

o+ x (0 x7pP) Aceleracidn de P debida -
a rotacion.

el
x

*p/R™

Es decir, que se tiene un movimiento debido a traslacién-
y otro debido a rotacidn en torno a un punto, que al efectuarse -
conjuntamente caracterizan.el movimiento plano general del cuer--

po.
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<
n
<I

traslacidn ‘notacién

2
13
Y

trhaslaclén ta rotaciin
4.2.4 CENTRO-INSTANTANEO DE ROTACION
Supongamos un cuerpo con movimiento plano como el de 1la-

figura 4.2.4-1 (a) , en el cual se muestran las velocidades de-
dos puntos cualesquiera del cuerpo.

Figura 4.2.4-1 (a) Figura 4.2.4-1 (b)

Si trazamos perpendiculares a los vectores velocidad UA -
y VB por los dos puntos Ay B, éstas se cortardn en un punto en -
el cual situamos el origen del sistema mévil de referencia (figura
4.2.4-1 (b). Asqi:

<l|

A Rrw oy
VB= R + w X pB

Como w % EA “ UA , entonces f ” va

Por otro lado w x HB l| VB , luego I ll UB
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Como R no puede ser al mismo tiempo paralelo a Va ¥ Vgs-
necesariamente R= 0

Esto es, que en e}l instante de la configuracidn existe--
un punto ( en donde hémos.situado el origen del sistema mévil) -
que no tiene velocidad ( R= ¢ ) 1lamado centro {nstantdneo de no-
tacibn o centro instantdneo de velocidad nula.

E1 centro instantdneo de rotacidn serd de utilidad al- -
hacerlo coincidir con el punto base al que se aludid en el movi-
miento plano general, pues en estas condiciones no existe veloci-
dad debida a traslacidn, y la velocidad de cualquier punto del- -
cuerpo serd {(nicamente la debida a rotacidn en torno al centro- -
instantdneo de rotacidn.

Ejempio. La escalera AB se resbala, ¥ en un instante- -
determinado la velocidad y aceleracidn del pun-
to B son las mostradas en la figura. Determine
tas propias del punto A, as1 como la velocidad-
y aceleracidon angulares de la escalera.

= 2 m/ s
VB= 4 m/s

v +__1.505__|73

Soluciodn:

Situando los sistemas de referencia de la siguiente for--
ma tenemos:
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AY
A
O |y
L XX
o E B
vpm Rrwxpy
R= 4 4
w= wk
s 15 &+ 2]
WX py= L i Rl=. -2 wd -1.50w74
0 0 w
~1.5 2 0
Como vyt VAj
Vaj 4 L4 + (-2 w4 - 1.5w4)
Vaj (4 - 2w)4i -1.5uw 4
luego 4 - 2 w = 0, w= 2 , w= Zk[b"l.:]
V4" -3_1[7"/4]
ZA= R'+\E><_A+$><(GXBA)
%= 2 L
@ x By | 4 i RkRl= -2ai - 1.5aj
0 0 o
-1.5 V3 0
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X
o
b
W
1
~
&
1
w
A,

BX(EXEA)= £ § Rl= 6 4L - 8
0 q 2
-4 -3 0
EA=2L+(—20!,/C—150L_1)+6/(,'8J

Como EA= aAj ; -2 a + §&§ = 0 de donde - -
-2
a= 4 k| 4 y EA= - 14§ [ m/s? J

Ejemplo. Determine Ta velocidad lineal del punto A y la-
velocidad angular de la escalera del problema -
anterior utilizando el concepto de centro ins--
tantdneo de rotacidn.

Solucidn:
Trazando perpendiculares a las velocidades UA y VB por -

los puntos A y B localizamos el centro instantdneo de ro-
tacibn.

4 Y y
0
A
A
_—}_ o' *
VA,
2.00 a5
all . X
o B n
4 1.5 B
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w=  wk

pg= 24 |

4i= wk x (-24§) . w= 2k [5_1]

UA= WX py= 2k ox (-1.54)= 3§ [m//s ] v

Resultados que coinciden con los obtenidos en el ejemplo-
anterior.

Ejemplo. La corredera D del dispositivo de la figura- -
tiene una velocidad de 20 cm/s hacia arriba,-
determine la velocidad de los puntos A y B asfi
como la velocidad angular de la barra AD.

TV
QL7 7777777

Elyf +

Solucidn:

Situando el origen del sistema mdvil en el punto D, se< -
tiene:

vgm R+ uyp * pg
R= 20§
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wip ¥ Pgs | £ Ro|= -7.5 wi - 13wy

-13 7.5 0
sz 20§ + ( -7.5 wypd -13 wspk )
Vgm T 5ug 4+ (20 - 13wy ) g (1)

Para analizar el movimiento de l1a barra EB, coloquemos el
origen del sistema mdévil en el punto E:

vgm Wgg % §B= s i k 8 wepl {2)
0 0 Weg
0 -§ 0

Como B es un sdlo punto (1) = (2}

§ wEBi’ = -7.5% wppd * ( 20 - 13 Wsp Y 5

— -1
20 - 13 Wap= 0 = Wap~ 1.54 ; Wpp*® 1.54 h[ 4 J
§ weg® -7.5 ( 1.54 ) ; Wgp* -1.44 ; G_..= -1.44¢k {:4—1}

EB
= (-1.44 k) x( -8f)= -11.52 & [ m/A]

R= 204

@ ox By Vs § k(= -19.254 - 33.34j
0 0 1.54
-21.65 12.50 0

v, -19.15 4 - 13.34 § [.m/é_]
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Resolyamos el prob]emd utilizando el centro instantédneo-
de rotacidn.

Solucidn:

Colocando el origen del sistema mévil en el Centro Ins- -
tantdneo de Rotacidn se tiene:

TV

S LS TI 2, e o it s

YT Yap X Pp
o < Ppr |4 i k- T3 wppd
0 0 Wsp
13 0 0
Como Gb= 204
205= 13 Wy pd
GAD- 1.54k [ 4
UB: EAD x EB- £ i k(= -11.524 [: M/Aj
0 0 1.54
0 7.5 0
Uk= W X EA = |4 i k ~19.25L,r13.34j[ mﬁs]
0 0 1.54

§.66 12.5 0
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4,2,5 MECANISMOS DE CUATRO ARTICULACIONES

Como su nombre lo indica, son dispositivos constituidos-
por 3 elementos, generalmente'barras, que se encuentran articula
das en todos sus extremos, teniendo, por lo tanto, cada elemento
un movimiento que depende de los demds.

E1 estudio de las caracteristicas de estos dispositivos -
1o haremos én base al desarrollo expuesto para movimientos planos
en general.

Ejemplo. La barra AB del mecanismo tiene una velocidad-
angular de 8 s™! con el sentido que se mues-
tra en la figura. Determine las velocidades- -
angulares de las barras BC y CD asi como la ve-
locidad lineal del punto C.

Solucibn:

Para la barra AB situemos el origen del sistema mévil en-
el punto A :

vp= R +. wpg X Pg ; R=0 w, 5" -8k ; Pg" 54

404 [m/s ]

<l
n
(=
+
—
|
=
=
X
ot
..
e
"
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Localizando e] origen del sistema mévil ahora en el pun--
to B para Ta barra BC:

Ver R+ Uge X Bp

R= vp = 404 3 Po * 124 - 54 ; wpe” wBCk
GBC x EC = £ 4 k5 wBCL + 12 chj
0 0 Wge
12 -5 0
Vc= ( 40 + 5 wae Y 4 o+ 12 chj (1)

Para Ta barra CD, con el origen del sistema mévil en D, -
tenemos:

Ve R+ wep X 0
R= 0 ; ECD = wCDh ; BC— -44 - 34
Wep X PeT £ 4§ k 3 Y 4 o
0 0 Wap
-4 -3 0
Uc= 3 wcpi - 4 mcvj {2

Como C es un solo punto (7 })=( 2)

( 40 + 5 Wae Yy £+ TZ.mBCj =

40 + 5 Wge® 3 Wep

12 w

4 wepT BC
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3 (8.57 )4 -4 ( 8.57 ).4

25.714 - 34.18f [JLVL/A]



ESTA OBRA SE TERMINO DE IMPRIMIR EL DIA 30 DE
JUNIO DE 1982, EN LOS TALLERES DE MINAL IMPRESO

S0S, S.A. PUEBLA 49, COL. ROMA, MEXICO 7, D.F.

LA EDICION CONSTA DE 2,000 EJEMPLARES

Y SOBRANTES PARA REPOSICION.








