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FUNDAMENTOS DE LA MECANICA CLASICA 

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE 

El alumno: 

2. Atend~endo a la~ ea4aete4~~t~ea~ de la ma~a, de la veloe~dad -

y de la~ d~men~~one~ de lo~ eue4po~, mene~ona4~ la~ d~6e4en- -

te~ teo4~a~ de la Mee~n~ea. 
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4. Menc¡ona~á lo~ e~tado~ de la mate~¡a en lo~ que ~e apl¡ca la 
teo~1a de la Meccfn¡ca Clá~¡ca. 

5. Atend¡endo a la~ cau~a~ y a lo~ efiecto~ que ~e ob~vz.van en el 
fien6meno del mov¡m¡ento, deMn¡~cf cada una de la~, pa~te~ en -
que ~e d¡v¡de la Meccfn¡ca Clcf~¡ca de lo~ cue~po~ ~~g¡do~. 

6 Em¡t¡~á ejemplo~ de fien6meno~ de cada una de la~ ~ama~ de la 
Meccfn¡ca Clcf~¡ca de lo~ cue~po~ ~~g¡do~. 

7. Vado cualq~e~ p~oblema de mov¡m¡ento, d¡~t¡ng~~á la ~ama a 
la que pe~tenece. 

8. Expl¡ca~á el concepto de modelo. 

9. Vefi¡n¡~cf lo~ modelo~ de cue~po~ ~6l¡do~ ut¡l¡zado~ en Ea Mecá 
n¡ca Clá~¡ca de lo~ cue~po~ ~1g¡do~. 

10. Vado un p~ablema de Mecán¡ca Clcf~¡ca de la~ ~6l¡da~ ~~g¡da~,­
d¡~t¡ng~~á el modelo de cue~pa a ut¡l¡za~ pa~a ~u ~aluc¡6n. 

11. Fa~mula~á ejemplo~ donde ~e apl¡quen la~ modelM de punta ma­
~a y de cue~po ~~g¡da. 

13. Enunc¡a~á la~ d¡fie~ente~ t¡pa~ de vecta~e~ que ~e emplean en 
la Meccfn¡ca Clcf~¡ca. 

14. Fa~mula~á ejemplo~ de la~ cantidad e~ e~ cala~e~ 1J de la~ vec.ta 
~¡ale~. 

15. Enunc¡a~á la~ t~e~ Leye~ de Newton que ~e ~efi¡e~en al mav¡ 

m¡ento. 
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16. Expiiea~~ en qu~ eon~i~te e! e~tado de ~epo~o y et e~tado de 

movimiento ~eetii~n~o uniáo~me, eomo ea~o~ pa~tieuia~e~ dei­

movimiento. 

17. Veduü~á, a pa~ti~ det enuneiado de ta Segunda Ley dv .'l.z.wton, 

ia exp~e~ión matemátiea de é~ta. 

18. Vemo~t~a~~. a pa~ti~ de io~ ~upue~to~ de ia Mee~niea Newtonia 

na, !a validez de eon~ide~a~ inva~iabte ta ma~a pa~a et de~a­
~~ot!o de aquella. 

19. Cateuta~á, a pa~ti~ de ta exp~e~ión matemáti~a de ta Segunda­

Ley de Newton, euatquie~a de to~ eoneepto~ invotue~ado~ en -­
eita. 

20. Enuneia~á !a Ley de ia G~avitaeión Unive~~at. 

21. P!antea~á ta exp~e~ión matemátiea de ta Ley de ia G~avitaei6n 

Unive~~at. 

22. Ca!euia~á ta áue~za de at~aeeión que ~e gene~a ent~e do~ pa~­

t~eu!M ma~a. 

23. Veáini~á ei pe~o de un eue~po. 

24. Veduei~á, po~ á~oeiaeión de to~ eoneepto~ de ia Segunda Ley -

de Newton y de ia Ley de ia G~avitaeión Unive~~ai, ta aeeie~a 

eión de ia g~avedad te~~e~t~e. 

25. Veáini~~ ia aeeie~aeión g~avitato~ia e~tánda~. 

26. Vütingui~á ia diáe~eneia ent~e et pe~ o ab~otuto y io~ pe~o~­

~eiativo~ de un eue~po. 

27. Caieuia~~ ei pe~o de un eue~po pa~a euaiquie~ ioeatizaeión en 
d 

un eampo g~avitaeionai. 
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28. Ve6~n~~d el eoneepto de un~dad. 

29; Ve6~n~~d qut e~ un~dad 6undamental y qut e~ un~dad de~~vada. 

30. Ve6~n~~á qut e~ un ~~~tema de med~da, 

31. Vada la Segunda Ley de Newton, d~~t~ngu~~á la d~~yunt~va de-­
t~e~ pat~one~ bá~~eo~ dent~o del eonjunto de euat~o que é~ta­
~nvoiuetr.a. 

32. Ve6~n~~á lo~ ~~~tema~ de med~da má~ u~uale~. atend~endo a 
lo~ eoneepto~ que dan fuga~ a ~u~ un~dade~ 6undamentale~. 

33. Vete~m~na~á la~ va~~ante~ pa~a eada uno de lo~ ~~~tema~ de me 
d~da má~ eomune~. 

35. Ve6~n~~á la~ unidade~ 6undamentaie~ pa~a eada va~iante de lo~ 
~i~tema~ de medida. 

36. Obtend~á. a pa~ti~ de la~ unidade~ 6undamentaie~ eo~~e~pon--­

d~ente~. eualquie~ unidad de~ivada. 

37. Tndiea~á el ~ütema de un~d(l.de~ a.l que pe~teneee. una. un~dad -

euaiquie~a. 

38. E~tabieee~d la equivaleneia., ent~e la~ un~dade~ 6undamentale~ 

de la m~~ma e~pee~e. de lo~ &i~tema~ deeimaie~ y de lo~ ~n9i~ 
~e~. 

41. Ex.pi~ea~á el ~ignL6ieado de aeele~aeión nula. 
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43. Ejempli6iea~á eada tipo de 6ue~za. 

44. Vado un 6en6meno 6l~ieo, di~tingui~á lo~ di~tinto4 tipo4 de -
6ue~za~ involue~ada~ en ~l. 

45. Ve~e~ibi~á el 6en6meno de la 6~ieei6n, 

46. Ejempli6iea~á lo~ ea~o~ en que la 6~ieei6n ~ea fiavo~able, y -
aquello~ en que no lo ~ea, 

47. Enuneia~á lo~ di~tinto~ tipo~ de 6~ieei6n., 

48. Meneiona~á la~ Leye~ de Coulomb-Mo~ln pa~a 6~ieei6n en ~eeo. 

50. Ve6ini~á el eoefiieiente de 6~ieei6n e~tátieo y el eoe6ieiente 
de 6~ieei6n ein~tieo. 

51 . Vefiini~á el ángulo de 6~,Leei6n y el ángulo de ~epo~o • 

• 52. Vefiini~á el eoneepto de elemento de 4ujeeión. 

53. Conoeida~ la~ Ley e~ de Newton, de6,Ln,Ltr,d lo~ 4úítemM de lr.e6e 
~eneia en que ~on válida4, 

54. Ejempli6iea~d lo~ di4tinto~ elemento~ de ~ujeeión. 

55. Ve6ini~á el eoneepto de apoyo. 

56. Enume~a~á lo~ tipo~ de apoyo má~ eomune~. 
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58. Indiea~á ta4 ~e4~~eeione4 at movimien~o que invotue~an to4 -
di4~in~o4 ~ipo4 de apoyo. 

59. Ve6ini~á et eoneep~o de diag~ama de eue~po tib~e. 

60. Vibuja~á et diag~ama de eue~po tib~e de euatquie~ eue~po . 

• 
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I N T R O D U e e 1 O N 

Al igual que otras teorfas cientificas, la Mee~nlea, a 
través de un sistema de leyes relacionadas, permite explicar un -
campo especffico del ~onocimiento. Esto presupone la existencia­
de un objeto de estudio, asf como de una forma de abordarlo. 

El campo del conocimiento que estudia la Mecánica es -
el estado de movimiento de los cuerpos sujetos a la acción de si~ 
temas de fuerzas. Para lograr los propósitos de la teorfa en di­
cho campo del conocimiento, se determinan leyes que establecen -­
las relaciones causales que rigen los fenómenos observados en la­
naturaleza y que constituirfan el objeto de estudio. 

De esta forma, los objetos de estudio de la Mee~nlea-­
Ct~~lea serfan los cuerpos de dimensiones mucho mayores a la del­
átomo y que no posean velocidades cercanas a la de la luz, porque 
estas caracterfsticas son del ámbito de estudio de la Mee~nlea -­
Cuá~ea y de la Mee~nlea Reta~lvl~~a respectivamente. 
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Por otra parte, mediante postulados teóricos y leyes-­
empíricas que fungen como premisas, se relacionan las leyes que­
se aplican en la Mecánica Clásica, con el fin de estructurar sus­
explicaciones y, a través de un sistema lqgico-deductivo, se ob-­
tienen teoremas y explicaciones de los fenómenos mismos. 

Los postulados teóricos, que concretamente ~on las te­
ye~ de New~on, constituyen una concepción del fenómeno tratado; -
al verse el fenómeno a este nivel~. los términos que se incluyen ~ 

no son explicados por ellos mismos, por lo que es necesario defi­
nir los conceptos qua se involucran en las leyes para precisar su 
significado. 

Por su parte, las leyes empíricas (como la de la fric­
ción), vinculadas de manera lógica con las anteriores, se obtie-­
nen por generalización inductiva y permiten! conjuntamente con -­
los postulados, explicar fenómenos que no incluyen dichos postul~ 
dos. 

Asimismo, Jas leyes de Newton inducen, por su mismo e~ 

rácter formal, un sistema matemático que posibilita la obtención­
de los teoremas. 
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1.1. CONTENIDO Y POSTULADOS FUNDAr1ENTALES DE LA MECANICA CLASIC.~ 

La teoría que se expone en este curso es la de la Me­
cánica Clásica, misma que se fundamenta en las leyes de Newton p~ 

ra e1 movimiento" Esta teoría permite analizar, con resultados -
aceptables, todos los problemas que normalmente se tratan en Ing~ 

niería. 

Ahora bien, dado que el campo de conocimiento al que­
se aboca la Mecánica Clásica es muy extenso, conviene abordar el 
estudio de esta disciplina dividiéndolo según las abstracciones -
que puedan hacerse de los cuerpos que se analizan en ella. Así,­
tomando en consideración, por una parte, que el estado de la mat~ 
ria puede ser sólido, líquido o gaseoso y, por otra, que a los -~ 

cuerpos-- y particularmente a los sólidos --se les puede consi­
derar como rígidos o como deformables, es posible dividir a la M~ 
cánica Clásica en Mee~niea de ~olido~ ~léido~, Mee~niea de eue~-­
po~ de6o~mable~ y Meeániea de 6luldo~. Esta división se esquema­
tiza en el diagrama 1.1 -1. 

Por otra parte, atendiendo a las relaciones causa 
efecto que determinan el estado de movimiento de los cuerpos, en­
la Mecánica Clásica pueden identificarse las siguientes ramas: 

1.1.1. LA ESTATICA, LA CINEMATICA Y LA DINAMICA 

E~tátiea.- Trata del estudio de los cuerpos que se -
encuentran bajo la acción de las fuerzas, pero que permanecen en­
equilibrio. 
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C~nemát~ca.- Estudia la geometría del movimientó, inde 
pendientemente de las causas que lo producen. 

V~nám~ca o C~nét~ca.- Analiza el movimiento de los cuer 
pos, así como las fuerzas que lo producen. 

Ejemplo: Clasifíquense, de acuerdo con la finalidad de 
cada una de las ramas de la Mecánica Clásica, 
la naturaleza de los siguientes problemas, e~ 

tableciendo, así mismo, las razones correspon 
dientes que lo justifican: 

Solución: 

i) Se i"nterta conocer la trayectoria de una 
nave espacial que habrá de alunizar. 

ii) Se requiere definir la potencia necesa-­
ria en los motores de un buque, para mo­
verlo con cierta velocidad. 

iii) Se busca determinar las tensiones en los 
cables que sostienen un semáforo, desti­
nado al control del tránsito en un cruce 
ro. 

i) El problema es cinemático, ya que para -
resolverlo sólo se requiere describir el 
lugar geomitrico de las posiciones de la 
nave, a condición de que alunice. 

ii) Este tema pertenece al campo de la Din! 
mica. En efecto, el enunciado del pro­
blema establece el análisis de los fac­
tores determinantes de cierta velocidad 
de la embarcación. 
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iii) El problema es de EstAtica, en virtud de 
la finalidad del semáforo --que implica 
necesariamente su estado de reposo --y­
del análisis de las tensiones en los ca­
bles que así lo mantienen. 

1.1.2. MODELOS DE CUERPOS: PUNTO MASA, CUERPO RIGIDO­
y CUERPO DEFORMABLE 

Para la aplicación de cualquier teoría, se requieren 
modelos que faciliten o simplifiquen la interpretación del campo~ 

tamiento de un fenómeno, un sistema o una estructura; es decir, -
que reflejen de algún modo su comportamiento. Así, con los mode­
los es posible comprender aquello que la teoría intenta explicar. 

Ahora bien, lris cuerpos reales están formados por un -­
sistema discreto de partículas aparentemente unidas entre sí, p~­

ro en los que existe una gran cantidad de vacíos; sin embargo, es 
necesario adoptar ciertas simplificaciones que nos conduzcan a la 
obtención de modelos que nos permitan comprender y analizar los -
conceptos que estudia la Mecánica. 

Por ejemplo, una primera idealización consiste en supo­
ner al cuerpo como un medio continuo y deformable. En una simpli 
ficación posterior puede considerársele como cuerpo rígido y, en­
otra etapa de abstracción, puede llegarse al concepto de partícu­
la masa. 

12 

a).- El Que~po ~lgido. Es un medio continuo que no--­
acepta deformaciones, es decir, todas sus partícu­
las se conservan a la misma distancia entre sí ba­
jo cualquier condición. Si no se cumple esta ca-­
racterística, el cuerpo será deformable. (En rea­
lidad todos los cuerpos son deformables, de mane­
ra que el cuerpo rígido es sólo una idealiza--



ción de éstos). 

b~- Punto-ma~a o pa~tl~ula mate~ial. Es la represe[ 
tación de uri cuerpo por medio de un punto al que 
se le asocia masa. 

Las idealizaciones del cuerpo que se emplearán en es­
te curso son la de punto-masa y la de cuerpo rígido. La primera­
cuando las dimensiones del cuerpo sean irrelevantes. 

La idealización de cuerpo rigido se ado~ta si a. tal -
cuerpo no puede considerársele como un punto, esto es, cuando sus 
dimensiones intervienen en el planteamiento que se analiza. 

1.1.3. CANTIDADES ESCALARES Y VECTORIALES: LONGITUD, 
MASA, TIEMPO Y FUERZA 

Para establecer la relación entre las acciones y los­
efectos que se producen en un cuerpo, es necesario precisar el 
significado y definir una medida cuantitativa de los conceptos bá 
sicos empleados en tal relación" 

En el caso que nos ocupa, esto es, el fenómeno del mo 
vimiento, los conceptos básicos son la longitud, el tiempo, la ma 
sa y la fuerza. 

Longitud.- Es el concepto utilizado para definir cuan 
titativamente la separación entre dos puntos. 

Tiempo.- Es el concepto que permite establecer 1a se 
cuencia de los eventos y que, en la Mecánica Newtoniana, es consi 
derado como una cantidad absoluta: es decir, establece la noción­
de cuando ocu~~e. 
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Ma~a.- Es una medida de la inercia de los cuerpos, -
entendiéndose por inercia la propiedad de la materia que mide la­
resistencia de modificar el estado de movimiento de dichos cuer-­
pos. 

Fue~za.- Es la acción de un cuerpo sobre otro, cuya­
tendencia es cambiar su estado de movimiento. 

Las cantidades con las que se miden los con~eptos de­
finidos anteriormente son de dos ~lases: e~eala~e~ y veeta~iale~. 

Cantidades es~alares son aquéllas que quedan defini-­
das completamente al indicarse su magnitud. Ejemplos de alguna~­

cantidades escalares en Mécanica son el tiempo, el volumen, la -­
densidad, el trabajo y la masa. 

Por su parte, las cantidades vectoriales son las ~ue­
para definirse completamente requieren, además de su magnitud, la 
dirección en la que actúan; a su vez, la dirección implica consi­
derar línea de acción y sentido. Por ejemplo fuerza, velocidad,­
aceleración. 

En este curso las cantidades vectoriales, que siempre 
se les representará matemáticamente por medio de una terna orden~ 
da de números reales, se clasificarán según las características -
de los conceptos a los que se asocian. Así, se distinguirán los­
siguientes: 
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i) Ve~to~ !~b~e. Representa a una magnitud de la -
que no interesa conocer su ·ubicación en el espa­
cio. Consecuentemente sólo se expresará 1~ ter­
na ordenada a la que se aludió. 

ii) Ve~to~ de~!~zante. Identifica magnitudes de las 
que se requiere precisar el lugar geométrico en­
que se ubican (línea de acción). A estos vecto­
res se les asocia otra expresión matemática que­
define a dicho lugar geométrico~ 

iii) Ve~to~ 6~jo. Simboliza cantidades que, para de­
finirse, además de magnitud, dirección y sentido 
se debe indicar el punto en que se aplica. Por­
lo tanto, a estos vectores debe asociárseles un­
punto del espacio. 

1.1.4. LEYES DE NEWTON PARA EL MOVIMIENTO 

La s 1 e y es e n q u e s e b as a e 1 m o v i mi en t o de 1 a par t í e u -. 
la las estableció formalmente Newton, y son producto de la obser­
vación y experimentación. Dichas leyes se enuncian a continua -­
e i 6 n. 

P~~me~a Ley de Newton. Toda partícula permaner~ en -
estado de reposo o de movimiento rectilíneo uniforme, en tanto no 
se le aplique una fuerza. 

Esta ley, conocida también como de la inercia, esta-­
blece que un cuerpo es incapaz de modificar por sí solo el estado 
de movimiento en que se encuentra, ya sea de movimiento nulo o de 
movimiento rectilíneo uniforme; este Gltimo es aquel en que la 
part1cula se desplaza en lTnea recta con velocidad constante. 

15 



Seg~nda Ley de Newxon. Al actuar una fuerza sobre una­
partfcula, le produce una aceleración en la dirección de la fuer­
za de magnitud o módulo proporcional a ésta. e inversamente pro-­
porcional a la masa de la partícula; esto es: 

a. cv F y a. 'V -m 

Estas relaciones conducen a la siguiente: 

a. cv F 
-
m 

Introduciendo una constante de proporcionalidad, se es 
tablece la ecuación 

K ma. (1.1.4-1) 

Esta ecuación es vectorial, ya que la dirección de~­
debe ser la misma que la de F. Es una ley cuantitativa donde la 
constante K se iguala a la unidad introduciendo un sistema de uni 
dades apropiado. Por lo anterior, la ecuación queda: 

r ma. 

En un sentido más general. la segunda ley de Newton -­
sostiene que el cambio en la cantidad de movimiento experimentado 
por un punto masa es directamente proporcional a la fuerza que o­
bra en él; es decir: 

K 
d 

d:C (mv) 
(1.1.4-2) 

donde mv es la cantidad de moyimiento de la partícula. 
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Además, si en esta expresión se acepta que la masa es 
constante, se tiene: 

F d K m ([t (v] 

Pero como d~ (\}].=a resulta F 
indicó anteriormente. 

K m a, tal como se-

Te~ee~a Ley de New~aw. A toda acción corresponde una­
reacción de igual magnitud, colineal y de sentido contrario. 

Esta ley, que establece que las fuerzas se presentan~ 
siempre en parejas, es básica para la comprensión de la forma co­
mo actúan las fuerzas, cualquiera que sea su procedencia. 

Ley de G~avi~aei6n Unive~aal.· Además de las tres leyes 
anteriores, Newton estableció la ley que gobierna la atracción mu 
tua entre los cuerpos, y cuyo enunciado es: 

Dos partículas se atraen, una hacia la otra, con una-­
fuerza de magnitud directamente proporcional al producto de sus-­
masas, e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia e~ 
tre ambas partículas. 

Su expresión matemática es: 

G (1.1.~-3) 

donde F representa la fuerza de atracción mutua entre las partícu 
las; G es la constante conocida como Constante de Gravitación Uní 
versal, con valor de 
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Kg • .6 2 

m1, m2 son las masas de las partículas; ~es la distancia entre -
ambas partículas, y e6 representa el vector unitario cuya direc-­
ción es de una hacia otra partícula, como se muestra en la Figura 
1.1.4 ... 1. 

Figura (1.1.4-1) 

La fuerza gravitacional existe entre cualquier pareja 
de cuerpos; en la superficie terrestre, la única fuerza gravita-­
cional de significación es la debida a la atracción de la Tierra, 
misma que se conoce como "peso del cuerpo". Por ejemplo considé­
rese que una esfera de, acero con diámetro de 25 cm es atraída -­
por la Tierra con una fuerza de 8.18 Kgf. 

Si se tienen dos esferas en contacto, iguales a la an 
terior, la fuerza de atracción·entre ambas es de: 0.00000000728 Kgf. 
Se observa que esta fuerza es de orden despreciable si se compara 
con el peso de 1 as esferas. 

Debido a la variabilidad, tanto del radio de la Tie-­
rra como del efecto de la fuerza centrífuga producida por la rot~ 
ción del planeta, el peso de los cuerpos se incrementa del ecua­
dor hacia los polos; por ese motivo se define como pe.óo ab.óoi~to­

de los cuerpos, el que registran al nivel del mar y a 45° de lati 

18 



tud norte; si el registro se realiza en otras condiciones, al pe­
so se le define como ~elatlvo. 

La aceleración que los cuerpos adquieren debido a su­
peso absoluto es conocida como aceleración estándar de la g~ave-­
dad, la cual puede deducirse sustituyendo la expresión (1;1.4-j) -

en 1 a { l. l. 4-1) obten i é n dos e : 

g.6 (1.1.4-4) 
1 

donde M ~s la masa de la Tierra y R su radio medio. 

En estas condiciones, la gravedad estándar [g.6) ~d--~ 

quiere el valor de: 

9,806_65 m 9. 81 m/ .62 g.6 7 -

o 

g.6 32.1740 ~. - 32.2 6t 1.62 .62 

Ahora bien, dentro de la convención adoptada, al peso 
absoluto de un cuerpo de masa m se le expresará como: 

mientras que a su peso relativo le corresponderá la expres1ón: 

w = m g 

donde g es la aceleración relativa. 

De estas dos expresiones se obtiene la siguiente: 
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m = w 
g 

la cual presupone la invariancia de la masa del cuer-po, en tanto­
ocurre un cambio en la magnitud del peso del mismo. 

Ahora bien, si el cuerpo no se encuentra en la super­
ficie, si~o en un punto situado a una ~ltura H , con una deduc--­
ción idéntica se llega a la expresión que permite calcular la ace 
leración en ese punto. Tal expresión es: 

a = GM (1.1.4-5) 
(R + H) 2 

Si de la expresió~ (1.1.4-4) despejamos G y la susti­

tuimos en la anterior, obtenemos: 

20 

a.= 
R z 

R + H J g'-' (1.1.4-6) 

Ejemplo: Dado que el radio promedio de la tierra es -
R = 6371 km, obtenga la aceleración con que; 
es atraído hacia el centro de la Tierra un -
cuerpo que se encuentra a 3 185.5 km de altu 
ra sobre la superficie terrestre. 

Solución: 

R J 2 ( 6371 J 2 a = g = g 
R + H '-' 6 371 + 3 1 8 5. 5 

(-2-) 2 4 4.36m/'->2 
g = g'-'= a = 

3 '-' 9 



Ejemplo: Calcule el peso del cuerpo citado en el e-­
jemplo precedente, en aquella posición, si­
pesa 2 tf en la superficie terrestre. 

Solución: 
w 
g-6 

z 
= 

z :t6 
g 

888.89 

l. l. 5 SISTEMAS DE MEDIDA USUALES 

:t6 

g.6 

4 8 :t 6 
X 7f g-6= 9 

k.g n 

Para que las cantidades de la misma especie se disti~ 
gan entre sí, es necesario medirlas; esto requiere definir previa 
mente el patrór1 que servirá de base y que se denominará unidad,­
la cual es una medida de magn.itud· aceptada convencionalmente, -­
misma que, por comparación, sirve para conocer el tamaño de otras 
magnitudes de la misma especie. 

Existen dos tipos de unidades: las fiundamen:tale'->, que 
se definen arbitrariamente, y las de~ivadaJ.., que se obtienen a -
partir de las primeras mediante la aplicación de relaciones mate 
máticas preestablecidas. 

Los conceptos básicos de la Mecánica se representan -
por tres dimensiones primarias: Longitud L, Tiempo T y MaJ..a M a 
Fue~za F, cada una de las cuales se encuentra asociada a su uni­
dad. El conjunto formado por tres unidades básicas, L, T, M, o­

bien L, T, F, y por las unidades que de éstas se derivan, consti 
tuyen un sistema de unidades. 
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Dado que la fuerza y la masa no son unidades indepen­
dientes, pues la expnesión matemática de la segunda Ley de Newton 
!F=m al establ'ece una relación precisa entre ellas, resultan dos­
¿onjuntos de unidades funadmentales: los g~avltaelanale~~ que se­
basan en las unidades de longitud, tiempo y fuerza (ya que ésta -
se mide en términos de atracción.gravitacional), y los ab~aluta~, 
que en lugar de fuerza emplean la masa, que es una unidad cuyo va 
lor es constante sea cual sea su posición en el espacio. 

Los sistemas gravitacionales comOnmente empleados son 
el MKS o métuea y el FPS o lngl€~.; por lo que se refiere a los­
sistemas absolutos, el más usado y recomendado internacionalmente 
es el MKS, aunque existe también el sistema CGS, que puede consi­
derarse como un subsistema del MKS. 

Conviene ailarar qpe las iniciales con que se desig~­
nan los sistemas corresponden a las ~nidades fundamentales que de 
terminan al mismo. 

... 
Las unidades derivadas se indican en función de las -

unidades fundamentales de cada sistema, y también pueden enuncia~ 
se por medio de sus correspondientes expresiones dimensionales; -
así, partiendo· de los símbolos dimensionales de la fórmula F=m a 

(expresión escalar), con la masa en los sistemas gravitacionales­
queda representada por: 

M F L - 1 T 2 

Esta expresión indica que la unidad de masa es la de­
un cuerpo tal que al aplicársele una fuerza unitaria le produce -
una aceleración unitaria. 

En función de la misma fórmula se deduce la expresión 
dimensional de la fuerza .Para los sistemas absolutos: 
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F L M T - 2 

misma que expresa que la unidad de .fuerza es aquella que, aplica­
da a la unidad de masa, le produce una aceleración unitaria. 

A manera de resumen de los principales sistemas de me­
dida, se ha formado la Tabla No. 1, indicando en ella tanto las -
unidades fundamentales como algunas derivadas. Se han anotado -­
también las expresiones dimensionales de cada unidad. 

El sistema MKS absoluto es la base del llamado "Siste­
ma Internacional de Unidades", conocido como SI, que se formó con 
siete unidades fundamentales y dos complementarias, las cuales se 
definen a continuación: 

- El met~o es la longitud igual a 1,650,763.73 longit~ 
des de onda, en e1 vacio, de la radiación correspon­
diente a la transición entre los niveles 2p 10 y 5d 5 
del átomo de Kriptón-86 (lla CGPM 1960). 

- El Riiog~amo es la masa del prototipo internacional­
del kilogramo (la y 3a CGPM 1889 y 1901). 

- El ~egundo es la duración de 9,192,631,770 periodos 
de la radiación correspondiente a la transición en-­
tre los dos niveles hiperfinos del estado fundamen-­
tal del átomo de Cesio-133 (13a CGPM 1967). 

- El ampe~e es la intensidad de una corriente constan­
te que, mantenida en dos conductores (paralelos, re~ 
tilíneos, de longitud infinita, de sección circular 
despreciable, colocados a un metro de distancia en-­
tre sí, en el vacío), produciría entre ellos una---

-7 fuerza igual a 2x10 Newton por metro de longitud -
(9a CGPM 1948). 

- El Keivin es la fracción 1/273.16 de la temperatura-
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SI:.E~1AS DE UNIDADES FUNDAMENTALES UNIDADES DERIVADAS 
UNIDADES 
~ 

(/) Unidades Longttüa Masa Segundo Fuerza Mornen to Trabajo Potencia Velocidad Acél era e. 
o 
u Dimensiones L M0 T 0 L ''M T 0 Lo r1° T L M T- 2 L 2M T- 2 L 2M T- 2 L 2M T- 3 L MoT- 1 L M0 T- 2 
·~ .... 
u Newton Newton.m Joule Watt 

"" V1 Metro Ki 1 ogramo masa Segundo 
S.. ( Newton. m) ( Joul e/s) 

0-. (/) :.:: 
~ QJ m kg S kg ·m kg ·m2 kg·m2 kg·m2 m m 

~ :E ,m 
(/) "' -sz- ------sz- s2 S 3 S 52 
o E .... ·~ 

Erg Erg/s :::> u (/) Centímetro Gramo masa Segundo Di na Din11.cm (Dina · cm) 
~ QJ 

o o C> g S g ·cm g·cm2 g·cm2 g•cm2 
(/) c. m cm cm m 
.o u --- 52 
e:( 52 S 2 S 2 53 S 

V1 
w V1 Pie Libra masa Segundo Poundal Poundal.pie Poundal.pie Poundal. piels 
-' 
<!l 0-. lb lb·ft 1 b• ft 2 1 b•' ft 2 'lb· fe ft ft z: ft S 
..... lJ.. 

--;;y-· 
~ ----sz- ~ S s" S 

Unida des Lonoitud Fu e r z a Tiempo Masa Momento Trabajo Potencia 'Jel ocidad Acel erac ·. 
~ FOT-2 
(/) Oí mens iones L F 0 T 0 L°F T 0 L°F 0 T L- 1 F T2 L F T 0 L F T 0 L F T- 1 L F 0 T- 1 L 
o 
u 
·~ Metro Ki 1 ogramo Segundo Ge:o k i 1 o Ki 1 ográmetro Ki 1 ográmetro/s 
<= V1 
u (U.T.M) 1 

'Ql (/) :.:: 
1- QJ --Tll- kgf S kg • s2 kgf·m kgf·m kg(m m m 
~ ~ :E f ' S sY 

"' ~ 
E 

"' ·~ (/) Geogramo .<!l u Centfmetro Gramo Segundo = QJ C> gf· 52 n:r o 9( cm 
<= gf·cm gf·cm cm cm 
o u cm gf S 
·~ cm S S ~ 
u 

"' .... 
V1 Pie Libra Segundo Geolibra 

·~ 
> w V1 (Sl ug) 

1 

"' -' . 
1 

S.. <!l 0-. lb • 5 2 lb(ft ft ft 
<!l z: ft lbf S f lb(ft lb,· ft ~ ..... lJ.. ----rr- S 

S -

TABLA No. 1 



termodinámica del punto triple del agua (13a CGPM --
196 7). 

- La candeta es la intensidad luminosa, en dirección -
perpendicular, de una superficie de 11600.000 metro­
cuadrado de un cuerpo negro, a la temp~ratura de con 
gelación del platino bajo una presión de 101 325 New 
ton por metro cuadrado (13a CGPM 1967). 

- El mol es la cantidad de substancia de un sistema -­
que contiene tantas tinidades elementales como átomos 
de carbono se encuentren en 0.012 Kg de carbono - 12. 
( 14a CGPM-19,71). 

- El ~ad~an es el ángulo plano que, teniendo su vérti­
ce en el centro de un círculo, intercepta la circun­
ferencia de este círculo un arco igual a la longitud 
del radio (lla CGPM 1960, ISO R-31-1). 

-El eJ.J:te~~adián es el ángulo sólido que, teniendo sú­
vértice en el centro de una esfera, corta sobre la -
superficie de esta esfera un área igual a la de un -
cuadrado que tiene por lado el radio de la ~sfera -­
(lla CGPM 1960, ISO R-31-1). 

Para los sistemas restantes, las unidades fund&menta-­
les son las siguientes: 

- P.ie es la distancia, medida a 32°F, entr"e dos mar-­
cas de una regla de platino e iridio que se conserva 
~n la Torre de Londres. 
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~ L-{.b..tc,{l.. mM~. e~ 1¡¡, m¡¡,s_a, eJe un ciltndro de platino e i­

rtcJto que el GobternG Brtt8ntco mantiene en Londres .. 

- Cent~met~o es la centésima parte del metro. 

- G~amo ma~a es la milésima parte de la masa del Kg 
patrón, e igual a la masa de un centím~tro cúbico de 
agua destilada, a 4°t, a una atmósfera de presión. 

- Kilog~amo &ue~za es el peso absoluto del Kgm patrón; 
también se define como la magnitud de la fuerza que­
aplicada al Kg masa le produce una aceleración de --
9 • 8 O 6 6 5 m 1 s2 

• 

Lib~a &ue~za es la fuerz~ que aplicada a la libra ma 
sale produce una aceleración de 32.1740 ft/s 2

; -

también se define como el peso absoluto.de la lb 
patrón. 

- G~amo &ue~za es el peso absoluto del gramo masa. 

Las unidades derivadas se establecen expresando al co~ 

-cepto en función de las unidades fundamentales; por ejemplo, para 
expresar las unidades de fuerza en términos de los sistemas abso­
lutos MKS, cgs y FPS, a partir de la expresión dimensional 
F= LMT-

2 
se tiene: 

Sistemas MKS: Newton 

Sistema cgs: dina = g·c.m/~ 2 

y para el sistema inglés: paundal l5 · &t/~ 2 , tam 
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bién llamado Geolibra. 

Equiva..te.nc.ia. de. u.nida.de..ó. Conocida una cantidad, esp.Q. 
sible exp~esarla en términos de las unidades de cualquier sistem~ 
siempre y cuando sean de su misma especie; en esta forma, ambas -
cantidades resultar§n eq~ivalentes entre sí. 

Las relaciones m§s usuales que permiten efectuar las 
equivalencias entre unidades de los sistemas métricos al de los -
ingleses se muestran en la Tabla No. 2, muestras que permiten es­
tablecer las equivalencias entre los sistemas MKS, absolutos y -­

gravitacionales, así como entre los FPS absolutos y gravitaciona­
les. 

Ejemplo: Transformar 90 m/min a unidades del sistema 
cgs. 

Solución: 

El métodos que se usa es de sustitución y consiste en 
escribir en lugar de cada una de las unidades origin~ 
les, la cantidad equivalente con las nuevas unidades;­
así,sabiendo que 1m es equivalente a 100 cm, y 1 mi­
nuto es a 60 segundos, se escribirá: 

90 90 100 c.m 1 5o c. m 
60 .6 

Ejemplo: Transformar 90 m/min a üt/.6.-

Solución: 

Empleando un procedimiento de eliminación y sabiendo 
que Jm = 1 (equivalente física), la cantidad 

"3. z 8J. át 
original se multiplicará por las .equivalencias físicas unitarias 
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LONGITUD TIEMPO MASA FUERZA 

m h Geokilo Kg 

3.281 ft 60 min 9.81 Kg 9.81N 

in h geogramo Kgf 

2.54 cm 3600 S 9. 81 g 2.205 lb 
f 

ft min s 1 ug gf 

30.48 cm 60 S 32.2 lb 981 dyn 

1·1 i Kg lbf 

5280 ft 2.205 lb 453.6 g 

:q i tf 

1609 m 1000 Kgf 

TABLA No. 2. Equivalencia de unidades 



convenientes! usqdas como coctentes, de mo­
do que se e 1 tm in en 1 as unid q des o r i g t na 1 es­
y queden las que se buscan. Para el caso; 

90 
m 

mi.n 
90 __ m_ 

mi.n 

4,92 ót/-6 

3. 281 6t 
m 

L mi.n 1 = 
6 o .6 

Ejemplo: Calcular la equivalencia entre Newton y di­
na. 

Solución: 

Recordando que Newton= Kg m/s 2 

y dina 

s e t i en e q u e : N e.wto n = 

Ejemplo: Transformar 

Solución: 

500 _f5L X 

c.m2 

Como: 

1 i.n2= 2.54 2 c.mz 

y 

Kg= 2. 2 o 5 -tb 

9 cm/s 2 

1 a o o q x 1 o o c. m 
.62 

500 Kg/cm 2 a lb/in 2 

-tb 
i.n2 

entonces: 500 2.205 -tb 6.4516 x= 
1 c.m2 -tb 

7112.89 

500 Kg 1 c.m 2 = 702.89 -tbji.n 2 

c.m2 
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Ejemplo: Transformar 35 m/6 2 a km/h·6 

Solución: 

35 m X 

.62 

1 Km 

1000 m 
X 

3600 6 

1 h!c. 

km 
35 X 3.6 ---

h·6 

km 
726 -~­h·6 

Ejemplo: Transformar 10 Newton · m/6 a l~ · 6t!h 

Solución: 

m = 3. 281 6t 

1 h = 3600 6 

Entonces: 

10 Newton · m 10 Newton 
6 

3.281 6t x 1 x 
m 6 

3600 6 

1 h 

X 
2.205 lbn 

X X m X 

9. 81 Newton Kg 6 

JO x 2.205x3.281x3600 lbn·nt 
9.87 h 

1.2 EFECTOS EXTERNOS EN LOS CUERPOS Y LAS FUERZAS QUE ACTUAN EN 
ELLOS 

1.2;1 ACELERAC!ONES 

Cuando en un cuerpo actaa una fuerza se producen -·­
efectos que modifican el' estado origin~l del mismo·, tanto en su -
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forma (deform~ctón), coroo en su est~do de movimiento (acelera--­
ción). La de6o~m~ci6n es un efecto interno y ocurre cuando se -­
considera al cuerpo como no-rTgido; la acele~ac~6n es el cambio -
en el estado de movimiento, y es un efecto externo que se presen­
ta tanto en cuerpos rfgtdos como en cuerpos deformabl~s. 

Dado que en el presente curso sólo se __ constderan 
c~erpos rigidos, el Gnico efecto que se analizara es la acelera-­
ción. 

La aceleración es la variación que un cuerpo experi-­
menta en su velocidad. 

1.2.2. ACELERACION NULA 

Si una part1cula material se encuentra en estado de -
reposo o de movimiento rectilTneo ~niforme no existe cambio en la 
velocidad y, por ende, la aceleración de tal partfcula es nula. -
De esta manera, y conforme a la Segunda Ley de Newton, la resul-­
tante de las fuerzas que ·concurren en la partícula en cuestión es 
igual a cero; consecuentémente, las fuerzas se encuentran en equi 
librio. 

1.2.3. SISTEMAS DE FUERZAS ACTIVAS Y REACTIVAS 

Las fuerzas que tienden a modificar los estados mecá­
nicos de los cuerpos (aceleraciones y deformaciones), rectben el­
nombre de fiue~za~ acziva~. Las fuerzas que se oponen al cambio -
de ese estado, o a conservarlo, se denominan ~eactiva~. 

1.2.4. FUERZAS A DISTANCIA Y FUERZAS POR CONTACTO 

Fue~za~ a di~zancia son las acciones que se dan entre 
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l~s cuerpos cuyas superficies no están en contacto. Sobre este -
particular, en la Ley de la Gravitaci6n Universal se contemplan -
f~erzas a distancia entre los cuerpos, por la sola presencia de -
éstos en el u ni verso; un ejemplo sería el peso de 1 os cuerpos. -­
Otros ejemplos de fuerzas a distancia serían las fuerzas eléctri­
cas y las fuerzas magnéticas. 

Las 6ue~za~ po~ eontaeto se originan por las interac­
ciones que ocurren entre los cuerpos al entrar en contacto sus su 
perficies, tal como su nombre lo expresa. 

1.2.5. FUERZAS DISTRIBUIDAS DISCRETA Y CONTINUAMENTE 

En la naturaleza todas las fuerzas se encuentran dis­
tribu1das en áreas o en superfi~ies grandes o pequeftas; sin emba~ 
go, en la práctica de la ingeniería se ha considerado conveniente 
adoptar la siguiente clasificaci6n: 

i) Fue~za eoneent~ad~ en un punto. Es la que actOa­
en áreas de pequeña magnitud, o sea, de dimensiones mínimas en -­
comparaci6n con las dimensiones de un cuerpo, de tal manera que,­
para facilitar el cálculo, se le considera aplicada en un punto. 

ii) Fue~za~ d¡~t~¡bu¡da~ po~ un¡dad de tong¡tud. En­
ocasiones, el enfoque de un problema obliga a considerar la ac--­
ci6n de las fuerzas en un cuerpo como cargas distribuÍdas por uni 
dad de longitud, pudiendo ser tal distribuci6n de acuerdo a cual­
quier ley. Ejemplo: 

y, 

y 
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en donde w = w (x) es la variación de la carga distribuida por u­
nidad de longitud; W es la fuerza total equivalente a esa distri­
bución, e identificada por el área .bajo la curva w=w(x), aplicada 
en el centro de,la gravedad del área. 

iii) Fue~za~ di~t~ibu~da~ po~ unidad de á~ea. 

1.2.6. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS 

Las fuerzas originadas por los cuerpos que no forman­
parte del sistema que se esté considerando, pero que actúan en -­
él, reciben el nombre de fiue~za~ exte~na~. 

Las interacciones entre los cuerpos que forman parte 
del sistema que se analiza se llaman fiue~za~ inte~na~. 

Como ejemplos de cada una de las fuerzas definidas ~Q. 

demos presentar los siguientes casos: 

i) Fuerzas activas y reactivas 

4t .:_ 

tl.t 

p ... 
/tablón o pol~n m 

:f{jl F~ 
~ 

V¡ V2 
( b) N 

(a) 

a) W = peso de un hombre .•••••• fuerza activa 

V1 y V2 = reacciones .......... fuerzas reactivas 
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(b) w peso de un bloque de masa 
conocida m 

fuerzas activas 

P fuerza horizontal que tien 
de a desplazar al bloque -

N = fuerza normal 
fuerzas reactivas 

r = fuerza de fricción (tan-­
r gencial) 

ii) Fuerzas a distancia y fuerzas por contacto 

W -L_ Fuerza a di s-
r--___,1-----, tan e i a 

.. 
FJt ,cFuerzas por 

------~---~-N--~~~r-:----contacto 

iii) Fuerzas concentradas. Se tuvieron que emplear­
antes, como se ve en los incisos anteriores; .a­
demás, se pueden mostrar los siguientes casos: 

(a) 

P = carga que soporta una columna -
de madera, acero o concreto reforza 
do o simple 

W = peso propio de la columna 

La fuerza P+W se considera concen-­
trada en un punto de la columna. 

,; 



Todas las fuerzas indicadas en la -­
figura (b) son concentradas. 

iv) Fuerzas distribuídas por unidad de longitud. Eje~ 

p 1 os: 

a) Peso pro~io de una viga 

b) Carga hidrostática sobre un muro rte long. unita­
rio 

w 
1W=WL 

~ 1 

~ 
1 !4 1 
1 ! ! 1 
1 
t 
L 

H 
{a) vt 

w 

h 

v) Fuerzas distribufdas por unidad de ~rea. EjemploE 
la presión a la que ·se inflan los neumáticos en el 
sistema inglés usual 28 tbf/.in 2 = 1.97 k.g 6/c.m 2,las­
que ejerce el terreno en una zapata de cimentación 
y las fuerzas tangenciales en torno a la sup~rfi-­
cie de un pilote de fricción en contacto con el te 
rreno. 

p•·•~!ón_fi_ 
inflado · 

reacCión 
del terreno fricci'éln en 

pilotes 
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vi} Fuerzas externas e internas. Ejemplos: 

\ 

\ 

\ 
\ 

' rn;r\ nn 
\ _,., 
, ...... r , 

(I) ' I/11, 
' 

1 
r-l 

(
12 r . z 

r---......,,;.---+----'-, -- e 

a) Al cortar e mediante un plano según-
- -

la traza z•z •FrJrr =Fu¡rffuerzas internas 
ejercidas por una parte del cuerpo -
sobre la otra parte del mismo cuerp~ 

/l.i..C\1 Fi (fuerzas externas i=1,Z,3, ... ,n.) 

b) e y T son fuerzas externas a la por­
ción de la armadura considerada, pe­
ro internas a toda ella 

e) T= fuerza de tensión ; ¡v 
Hl __ ~~----~--~~~·~ ~r Fuerzas in-

C= compresión 
1 z, 

( b ) 

V 

fuerza de ternas de -
la viga ·com 

V= fuerza cortante P.leta 

e, T, y V se denominan c.ie.me.n..to.6 me.­

c.án.J..c.o.6 

W,R = fuerzas externas 

1.2. 7. FRICCION EN SECO. LEYES DE COULOMB MORIN 

Cuando dos cuerpos están en contacto es necesario a 
plicar una fuerza para ponerlos en movimiento relativo. Este-­
hecho indica la existencia de una oposición al deslizamiento de­
uno sobre el otro; es decir, se generan fuerzas tangenciales en­
tre las superficies de contacto. Estas fuerzas son conocidas -­
como 6ue.~za.6 de. ó~J..c.c.J..ón.. 
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En los problemqs ingenieri1es las fuerzas de fric--­
ción pueden ser favorables o desfavorables. 

Se considera que el efecto es favorable em el caso -
de las balatas de los frenos de vehículos, y en los pilotes de -
fricción en los que es necesaria la presencia de es~s fuerzas -~ 

tangenciales a fin de transmitir la carga de un edifieio al te-­
rreno. En los pavimentos o superficies de rodamiento se consid~ 
ra necesaria la rugosidad de los mismos a efecto de q~e los veh! 
culos, y aún personas, no resbalen al desplazarse por ellas. O­
tro eje~plo podría ser el de las vías de ferrocarril, en donde­
las locomotoras llevan depósitos de arena fina que vierten en -­
los rieles para aumentar la fricción y así frenar ·con seguridad. 

Tiene efecto negativo el rozamiento entre partes de 
motores o de piezas móviles de cualquier tipo de máquima o meca­
nismo, en bandas transportadoras y en general en todos los casos 
en que se emplean lubricantes y dispositivos mecánicos como bal~ 
ros o chumaceras, toda vez que haya que tener presente que la -­
fricción es un efecto que se opone al movimiento. Un ejemplo i~ 

portante de señalar es el paso o transporte de fluidos por tube­
rías o canales, en donde tal .efecto de fricción ocasiona pérdi-­
das por la oposición ya mencionada. Esta dificultad lleva a prQ 
yectar y construir tuber,as con aceros y técnicas muy especiali­
zadas. En todos los vehículos se prevé el efecto de rozamiento 
del viento o del agua, según el caso; de ahí las estructuras ae­
rodinámicas o hidrodinámicas que existen en automóviles, barcos, 
cohetes y aviones. 

Existen diferent~s tipos de resistencia por friccióre 

a) Fñ~ec~ón en ~eco. Este fenómeno ocurre cuando -­
las suoe~ficie~ sin lubricar de los cuerpos es--
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tan en contqcto, bajo una condición de desliza-­
miento o de tendencia a deslizarse una sobre otra. 

b} Ftz.-ic.c.-i6rt áf-u-Cda. o vüc.o.6a.. Cuando un sólido o un 
fluido se mueven en un fluído, o bien en contacto 
con un fluido (figura 1.2.8-1), la resistencia -­
que se presenta a este movimiento se le denomina­
fricción viscosa. Esta fricción depende general­
mente de las superficies en contacto y de la velo 
cidad relativa entre dichas superficies. 

(a) ( b) Figura 1. 2. 8-1 (e ) 

Estos apuntes se limitan al estudio de la fricción -
en seco, esto es, a problemas que involucran cuerpos rigidos que 
estin en cbntacto con superficies rugosas sin lubricación. 

Para entender mejor las leyes de la fricción en seco, 
conviene efectuar el siguiente experimento. Se coloca un cuerpo 
de peso i sobre una superficie horizontal (Figura 1.2.8-2); las­
fuerzas que actúan sobre el cuerpo son su peso w y la reacción­
de la superficie; como el peso no tiene componente horizontal, -
la reacción de la super~icie será vertical y se indicará con 
N (Figura 1.2.8-2(a)). Se aplica una fuerza horizontal ~al ~-­

cuerpo en cuestión; si Pes pequeña, el cuerpo no se moverá; es­
to implica que existe otra fuerza horizontal que equilibra a~ . 

Esta.otra fuerza es la fricción estática f, la cual es la resul­
tante de un gran número de fuerzas que actúan sobre toda la su~-

38 



perficie de contacto entre el cuerpo y el plano. la naturaleza­
de esas fuerzas no se conoce exactamente, pero en general se su­
pone que son debidas a las irregularidades entre ambas superfi-­
cies (Figura 1.2.8-3). Si incr-ementamos la fuerza P, también se­
incrementa la fricción F, siempre oponiéndose a P, hasta que al­
canza un cierto valor máximo F' (Figura 1.2.8-1 (e)). 

Si después de alcanzar su valor max1mo F', seguimos­
incrementando 1, la fuerza de fricción no podfá equilibrarla y­
el cuerpo comenzarA a deslizarse. Al iniciar el movimiento, la­
fuerza de fricción disminuye de su valor mlximo F' a un valor ;­
F'. Esto sucede debido a que cuando está en movimiento, existe­
una menor interpenetración de las irregularidades de ambas supe~ 
ficies en contacto. Una vez iniciado el movimiento, el cuerpo -
se desliza e incrementa su velocidad, mientras que la fuerza de­
fricción Fd. 11 amada fiu.eJtZa de.. 6Jt-ic.c.-<.6n. d-in.ám-<.c.a o c.-<.n.U-<.c.a, pe~ 

manece aproximadamente constante. 

w 7iJ F 

{f!' Moví miento 
~ 

~ 

lN 
(a) (b) Figura(1.2.8-2) (e) 

Fiaura (1.2.R-3) 

Basado en la evidencia experimental,,Coulomb y Morin 
establecieron las siguientes leyes: 
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{1) El valor máximo de la fuerza de fricción estáti 
ca T' es directamente proporcional a la fuerza normal entre las -
superficies en contacto. 

en donde la constante de proporcionalidad~ se conoce como el -­
eoe6¡e¡ente de 6~¡ee¡6n eétát¡ea. Análogamente se puede estable­
cer que: 

donde a ~d es el eoeá¡e¡ente de 6~¡ee¡6n d¡nám¡ea. 

(2) La fuerza de f~icción es independiente de la -­
magnitud de la superficie de contacto, pero depende de la rugo-­
sidad de éstas. 

(3} La fuerza de fricción dinámica no depende de la 
velocidad relativa de ambas superficies de contacto. 

Es importante hacer notar que, si bien estas leyes -
son exactas para las condiciones en que se realizaron las prue- -
bas, dichas leyes han de modificarse para condiciones distintas. 
Por ejemplo, se ha comprobado que el coeficiente de fricción est! 
tica es mayor para presiones menores a 52 gf/cm2

; para presiones -
muy grandes el coeficiente aumenta también. Por otra parte, se -
ha comprobado que para rapideces de deslizamiento mayores a-
3 m/s el coeficiente de fricción d~námica disminuye con la 
rapidez. 
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En la Tabla 3 se proporcionan algunos coeficientes 
de fricción estática; los coeficientes de fricción dinlmica se-­
rán aproximadamente del 75% de qquellos. 

r~ et a 1 sobre meta 1 0.15-0.60 
Meta 1 sobre madera 0.20-0.60 
Meta 1 sobre piedra 0.30-0.70 
Metal sobre cuero 0.30-0.60 

Madera sobre madera 0.25-0.50 
Madera sobre cuero 0.25-0.50 
Piedra sobre piedra 0.40-0.70 

Ti erra sobre tierra 0.20-1.00 
Caucho sobre concreto 0.60-0.90 

Tabla 3. Valores aproximados del coeficiente de­
fricción estática para superficies secas. 

En conclusión, son cuatro diferentes situaciones las 
que se presentan cuando un cuerpo r,gido está en contacto con -­
una superficie horizontal: 

1.- Las fuerzas que actúan en el cuerpo son norma-­
les a la superficie de contacto. Esto implica que no tienden a­
moverlo y, por ende, no existe fuerza de fricción (Figura 1.2.8-
4 (a)). 

2.- La fuerza aplicada al cuerpo tiende a ponerlo~ 
en moVimiento sobre la superficie de contacto, pero no es lo SM 

ficientemente grande para que tal movimiento se inicie. En es­
ta situación se desarrolla una fuerza de fricción, la cual cori­
trarresta los efectos de la componente horizontal de P, perm~n~ 

ciando el cuerpo en equilibrio. Aunque existe una fuerza de --
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fricción, no es la max1ma, así que la exp~sión F' = \1 N no es 
aplicable para encontrar su valor (Figura 1.2.8-4 (b)). 

p 

T w 

(a) Sin fricción 
+~) 

tj . 
(b) Sin movimiento 

N:= - WJW"l fiE= - (P /till 

(e) A nunto rle (d) ':n r.ovimiento 
moverse 

Figura (1.2.8-4) 

3.- La fuerza aplicada es tal que el cuerpo está en 
equilibrio pero a punto de moverse. La fuerza de fricción está­
tica alcanza su valor máximo f~ y junto con la fuerza normal N-­
equilibra la fuerza aplicada. En estas circunstancias puede u-­
sarse la expresión \f'~ ll\N\. Es convehiente hacer notar· que la­
fuerza de fricción siempre se opone al movimiento (Figura 1.2.8-
4 (e) ) . 

4.- El cuerpo se encuentra en movimiento por efecto 
de las fuerzas aplicadas. Si bien el cuerpo ya no eFtá en equi­
librio, puede aplicarse la ecuación\fd\= lld\N\ para obtener el -
valor de la fuerza de fricción dinámica, en donde rd se opone ·al 
movimiento (Figura 1.2.8-4 (d)). 

En algunas. ocasiones conviene reemplazar la fuerza -
normal y la de fricción por su resultante R. Considerando nuev~ 
mente el cuerpo sobre la superficie plana, se puede estudiar a -
la fricción a través de la fuerza resistente R. 

Si no existe componente horizontal de la fuerza apli 
cada, la resultante R se reduce a la fuerza normal N (Figura - -
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1.2.8-5 (a)). Pero si la fuerza aplicada P tiene componente ho­
rizontal P , la cual tiende a mover el cuerpo, R tendrá un compo 

X -
nente horizontal r y por consiguiente formará cierto ángulo & -

con la vertical (figura 1.2.8-5 (b}). Al incrementarse el valor 
de Px, la fuerza de fricción F aumentará, y el ángulo formado -­
por R,y N también aumentará hasta que alcance su valor máximo -­
(Figura 1.2.8-5 (e)); a este valor del ángulo se le llama ángulo 

de 6~icci6n e~tática, y se indica por ~e· De la figura 1.2.8-5 
(e) se deduce lo siguiente: 

tan ¡6e 
F' JJN --
N N 

tan ~e = )J 

Al iniciarse el movimiento, la magnitud de la fuerza 
de fricción disminuye a rd' en la misma forma que el ángulo de -­
fricción disminuye a ¡6d; en estas condiciones se le denomina áng~ 
lo de 6~icci6n dinámica (Figura 1.2.8-5 (d)). Análogamente se es 

tablece: 

tan ~d 
fid Md·~ 
Ñ N 

tan ¡6d (vjd 

p 

l w w w 
PIJ PIJ 

p r F' X 

N N 

lf<tl < W) 
(a) (b) (e) (d) 

Figura (l. 2. 8-5) 
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Consideremos ahora el caso de un cuerpo rígido sobre 
un plano (Figura 1.2.8-6). Si el plano está horizontal (Figura-
1.2.8-6 (a)), la fuerza R ejercida por el plano sobre el cuerpo 
es vertical y equilibra el peso W. Al inclinar el plano de modo 
que se forme un ángulo pequeño, 4 < ~. se genera una componente­
de R que resulta tangencial a la superficie de contacto, misma -
que equilibra a la componente tangencial. del peso del cuerpo (Fi 
gura 1.2.8-6 (b)). Si incrementamos el ángulo 4 hasta alcanzar­
un valor r/ie_ tal que el movimiento esté a punto de iniciarse, es -
decir que la componente tangencial de R llegue a su valor máxim~ 
el plano inclinado formará con la horizontal un ángulo 4 llamado 
ángulo de ~epo~o. Como se puede observar en la figura 1.2.8-6-
(c), el ángulo de reposo es igual al ángulo de friccióh estática 
~e· Si se sigue incrementando el ángulo 4, el movimiento se ini­
cia y la fuerza R ya no es vertical, es decir, las fuerzas que­
actúan sobre el cuerpo están desbalanceadas (Figura 1.2.8-6(d)). 

R 

(a) ( b) 

Figura 1.2.8-6 

(e) 

1.3 DIAGRN1AS DE CUERPO LIBRE 

1.3.1. CONCEPTO DE DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 
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El d~ag~ama de eue~po t~b~e es una representación gr! 
fica del objeto en estudio, en la cual se indican sus caract~rís 
ticas geométricas así como todos lbs efectos externos que en él -

actúan. 

Es importante no perder de vista que el diagrama de -
cuerpo libre constituye una simplificación del problema que se­
plantea y, conforme a lo expuesto anteriormente, esta represent~ 
ción deberá concordar con los principios teóricos. 

La secuela que se prescribe para la obtención del dia 
grama de cuerpo libre- es la siguiente: 

a) Se dibuja el contorno del cuerpo, separado de cual 
quier otro, y se indic~n ~us dimensiones principa­
l es. 

b) Se anotan todas las acciones externas (fuerzas y -
momentos) que obran sobre el cuerpo, representándQ 
las por medio de segmentos dirigidos. 

Estas acciones pueden ser las que se indican expli 
citamentet y/o las que representan acciones de otros 
cuerpos que interactúan sobre el que se analiza. 

En el caso específico del efecto atribuible al pe­
so propio, éste se representará mediante una fuer­
za aplicada en el centro de gravedad del cuerpo, -

t Cuando hablamos de las fuerzas indicadas explícita 
~ente, nos referimos a aquellas solicitaciones qui 
eventualmente se presentan en algunos problemas, -
pero se omite la información de quién las produce. 
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toda vez que en este punto es posible suponer con­
centrado el peso del cuerpo. 

En todos los casos deberán indicarse la dirección, 
la magnitud y el sentido de las fuerzas y los mo-­
mentos que actOan sobre et cuerpo; y en el caso de 
las fuerzas también su punto de aplicación. 

e) Se indicarán las fuerzas externas desconocidas, -­
que generalmente son las reacciones, señalando sus 
componentes ortogoGales por su magnitud y por su -
dirección. 

Con respecto a la representación del cuerpo, es fácil 
observar que en ella está implfctta la ~dealización del cuerpo~ 

rfgido y/o del punto masa (un ejemplo de esta Oltima serfa la -­
que se refiere a su peso propio). 

La representacion de acciones externas, tal como se -
prescribe, seria consecuencia, por una parte, de la aplicación -
de las leyes del movimiento y, por la otra, del hecho de que las 
fuerzas y los momentos son magnitudes de carácter vectorial. 

En relación a la aplicación de las leyes del movimien 
to como medio para representar efectos externos, no está por de­
más recapacitar sobre la siguiente cuestión: al sustitufr por 
fuerzas los cuerpos separados del que se analiza, se está apli-­
cando la Tercera Ley de Newton, en tanto que al representar el -
peso del cuerpo por una fuerza concentrada, se aplica la ley de­
la Gravitación Universal. Asimismo, al indicar las fuerzas des­
conocidas, específicamente las reacciones, es necesario tener -­
presentes la Segunda y la Tercera Leyes de Newton. 
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Para fijar ideas, hagamos, a manera de ejemplo ilus­
trativo, el diagrama de cuerpo libre de la barra del dispositivo 
en equilibrio que se muestra en la figura 1.3.1-1. 

Figura (1.3.1-1) 

r.y 
Figura (1.3.1-2) 

El diagrama de cuerpo libre de la barra que se deri­
va de la aplicaci6n del proceso antes expuesto, se observa en la 
figura 1.3.1-2. En fista, la barra se presenta separada de los­
demás cuerpos, que son sustituidos por los efectos que producen; 
así, T1 y F1 representan las acciones de la cuerda y de la esfe­
ra respectivamente, en tanto que el peso de la barra, que obede­
ce a la atracci6n de la Tierra, se simboliza. por W. Por su par­
te, el efecto dei perno inferior, del que se desconoce la direc­
ci6n en que actúa, se representa por dos componentes normales en 

tre sí Rx y Ry. 

1.3.2. ELEMENTOS DE SUJECION DE LA PARTICULA 

El significado que se dará en este apartado al con-­
cepto de ~ujeci6n de la partícula material, será el de impedime~ 

to para su movimiento con respecto a un sistema de referencia d~ 
do; es decir, por elemento de sujeci6n deberán entenderse aque-~ 
llas restricciones- impuestas a la partícula material, a fin de e 
vitar su desplazamiento relativo al sistema de referencia. 
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Ahora bien, si se tienen presentes las leyes del mo­
vimiento, se colige que si una partfcula es splicitada por efec­
tos externos (fuerzas o sistemas de fuerzas activas), cualquier­
alteración en el cambio del movimiento originado por tales soli­
citaciones implica el de la ocurrencia de un sistema reactivo. -
Esto es, a un cuerpo (en este caso idealizado como un punto masa) 
se le sujeta por medio de un sistema reactivo, proporcionado ge­
neralmente por la interacción de otros cuerpos, de manera espe-­
cial por la de los apoyos. 

Con el fin de plantear de un modo m§s fo~mal las i-­
deas antes esbozadas, a continuación se establece cu&l es el si~ 

nificado atribuíble a un marco de referencia, asi como las conse 
cuencias que de éste se derivan. Posteriormente se analizar§n 
las restricciones que, con relación a un marco específico, son M 

impuestas por los apoyos. 

Ma~~o de Re&e~en~ia. Si se desea dar una definición 
exacta del marco de referencia resulta conveniente indicar antes 
la necesidad intuitiva de establecerlo; para ello consideremos -
el siguiente ejemplo: sea un cuerpo fijado a una plataforma que­
posee un movimiento constante a lo largo de una linea recta, si­
un observador viajara en dicha plataforma no vería moverse al -­
cuerpo; más aún, si el viajero estuviese impedido de ver el pai­
saje (es decir, no dispusiera de otros puntos de referencia) ~e­

ría incapaz de percaiarse siquiera del movimiento de la platafo~ 
ma. En cambio, si consideramos que un segundo observador estu-­
viera inmóvil y fuera de la plataforma, éste vería moverse a di­
cho cuerpo. Así, en es·te ejemplo, decir que el cuerpo est§ suje­
to, significaría que no se mueve con respecto a un marco fijo a 
la plataforma, eh tanto que el movimiento se hará con referencia 
al sistema fijo fuera del objeto móvil. De lo anterior se infie 
re que el movimiento y, po~ ende, el concepto de sujeción, sólo­
tendrán un significado preciso cuando se establezcan con rela -­
c:ón a un marco de referencia. 
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Para efectos del subsiguiente desarrollo de un marco 
de referencia, diremos que lo conforma una sucesión de puntos -­
con respecto a las cuales se ubica. la posición que en un i~stan­

te dadot tiene cualquier punto del espacio. 

Un poco de reflexión nos permitirá concluir que, con 
forme a una concepción meramente geométriLa, para precisar la PQ 
sición del cualquier punto en el espacio de manera inequívoca es 
necesario establecer, por lo menos, cuatro puntos de referencia­
no coplanos. 

Ahora bien, si observamos que por los cuatro puntos­
de referencia que hemos planteado es posible hacer pasar tres -­
segmentos dirigidos que concurran en uno de ellos, se colige que 
una forma alternativa para ubicar un punto del espacio de tres -
dimensiones, es referirlo por medio de tres distancias medidas a 
lo largo de los segmentos dirigidos, del punto de intersección -
al punto en cuestión,y atribuyendo a estas distancias un signo,­
según el sentido de los segmentos dirigidos. 

En estas condiciones, a un punto del espacio se le -
caracterizará por una terna ordenada de números reales, y a cada 
terna de números reales debe corresponder, en nuestro sistema de 
referencia, uno y sólo un punto del espacio. 

De esta forma, si se tiene presente el concepto mat~ 
mático de vector, esto es, de una eneada de números, se infiere­
que a los puntos referidos en el sistema les corresponde un vec-

t En el presente desarrollo el parimetro tiempo se excluye de la 
discusión, pues por el momento carece de significado; sin em-­
bargo, al abordar el estudio de la cinemitica su ipclusion es­
determinante. 
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tor (que ser~ un vector de pos1ción}. Así, el sistema de refe-­
rencia establecido nos define un espacio vectorial, en E3 , dado­
por tres v~ctores base, 'que serán las direcciones de los segmen­
tos dirigidos, y por el vector IT dado como el punto de intersec­
ción de los ejes. 

Por otra parte, si a lo expuesto anteriormente aña-­
dimos que las fuerzas se pueden representar por segmentos diri-­
gidos (dado por un purito inicial y un punto final), se concluye­
que a tal representación, meramente geométrica, le puede corres­
ponder una expresión vectorial (dada por la diferencia de los -~ 

vectores de posición del punto final y el punto inicjal del seg­
mento dirigido que las representa). En tal virtud, podemos afi~ 

mar que un sistema de referencia, además de ubicar ·la posición -
de un punto cualquiera en el espacio en un instante determinado,­
permite dar a las fuerzas (también a las ,aceleraciones, aplican­
do la segunda ley de Newton) una expresión vectorial. 

Sólo por abundar cabe mencionar que un sistema de ~­

referencia proporciona lo~ elementos necesarios para dar una ex­
presión matemática a las leyes del movimiento. Más aún, las le­
yes de Newton tienen implícito un sistema de referencia en el que 
son válidas; a tales sistemas de referencia se les denomina~~­
tema~ ine~ciate~. Específicamente, en este sistema las expresiQ 
nes de las leyes de Newton son como las que se vieron anterior-­
mente. 

Recordando el ejemplo del cuerpo fij~do a la plata­
forma, puede verse que tanto en un sistema de referencia fijo a 
la plataforma (donde el cuerpo se desplaza sólo si le son imp-­
puestas estas fuerzas), como en el sistema fijo fuera de la pl~ 
taforma (donde el cuerpo no varía su estado de movimiento recti 
lineo uniforme en ausencia de fuerzas), se cumplen las leyes de 
Newton y, por ende, que son sistemas inerciales. En general se 



\ 

dice que un sistema es inercial st estl inmóvil o posee un movi­
miento rectilfneo uniforme. 

Cabe se~alar que en los desarrollos subsecuentes ha­
brá ocasiones en que se empleen marcos de referencia móviles que 
no necesariamente serán inerciales; sin embargo, ta~biªn en es-­
tos casos se considerará otro que esté fijo, con respecto al --­
cual se establecerá el movimiento del primero. Al marco de ref~ 

rencia inercial fijo, que siempre se inc1uye, por convención se­
le denomina S~~tema T~e~~a: 

Una vez que se ha establecido un sistema de referen­
cia, con las consecuencias que se derivan de su inclusión, es p~ 
sible abordar el problema inicialmente planteado, esto es, el de 
la sujeción de la partícula. En efecto, dado que un punto en el 
espacio se ubica por medio de tres distancias referidas a tres -
ejes (y que para los propósitos del curso, en lo suc~sivo se con 
siderará a un Sistema Tierra), una partícula está sujeta si sus 
distancias con respecto al sistema establecido permLne~en inva-­
riables en todo momento. 

Ahora bten, st sobre la partTcula material actúa un­
sistema de fuerzas (sistema activo) se infiere, en concordancia­
con lo aseverado y con las leyes del movimiento, que para que la 
partícula esté sujeta debe actuar sobre ella un sistema reactivot 
que se puede descomponer según las tres direcciones en que se -­
restringe el movimiento. 

t Los ~lementos que constituyen el sistema reactivo (fuerzas y­
momentos), los identificaremos cumo elementos de sujeción. 
Por lo demás, de lo expresado sobre descomposición de las fuer 
zas reactivas, no se hace mayor insistencia ya que este con-­
cepto se tratará en el siguiente capítulo. 
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A continuación, atenderemos a la forma en que se in­
troducen los elementos de sujeción, es decir, cómo se proporcio­
na un sistema reactivo por medio de la intersección de otros --­
cuerpos, y específicamente por los apoyos. 

Comencemos por definir el apoyo como un cuerpo (o e­
lemento}, mediante el cual se transmiten las acciones a otro o -
al propio Sistema Tierra; a su vez, y de acuerdo con la Tercera­
Ley de Newton, los apoyos serán los que transmitan el cuerpo que 
sustenta las reacciones del sistema tierra, o de otro cuerpo so­
portante. Ahora bien, ja que los apoyos restringen o impiden el 
movimiento del cuerpo que soportan, es posible concluir, confor­
me a las leyes de movimiento, que las reacciones que introducen­
estos apoyos están relaciongdos de manera directa con las restric 
ciones que i~ponen al movimiento. 

En efecto, si consideramos a un Sistema Tierra, est~ 

blecido por medio de tres ejes ortongonales x, q, z (como se in­
dica en la figura 1.3.2~1), y además simbolizamos a los desplaz~ 
mientos lineales, según estas tres direcciones, por e, e, e,-

x lf z 
mientras que a los desplazamientos angulares alrededor de estos-
ejes de referencia los representamos por e , e ,e , y a los e--

. X lf Z 

fectos reactivos asociados a estos desplazamientos por rx, rlf, -
r

2
, 7\1x, Mlf, M

2
, es posible establecer las siguientes relaciones: 

Figura (1.3.2-1) 

Si se imponen restricciones a los desplazamientos~de 
tal manera que e =0 

X ' 
elf=O, .. . ,e

2
=0, éstas implican la existencia 
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de efectos reactivos Fx i O, F!J 1 O, ... , M2 1 O. A su vez, la­
relación inversa se cumple; ~sto es, si no hay restricciones al­
movimiento, entonces e lO, e lO, ... , e

2
10, lo que implica que--

x !:! 
los efectos reactivos F, F , ... ,M sean nulos. Las relaciones 

X !J Z 

anteriores se sintetizan en el siguiente cuadro: 

Si : Entonces: Si: Entonces: 

Desplazamiento Reacción Desplazamiento Reacción 

\ 

e =0 
X 

r 10 
X 

e lO 
X 

r =o X 

e =0 r y~ o 
!:! 

e 10 F =0 
!:! !:! 

e =0 z r ZIO e lO f =0 z z . 

e =0 MXIO 
X 

ex lO M =0 
X 

e =0 M lO 
!:! !:! e lo M =0 

Cf 

ez =0 MZIO e
2

IO M 
z =0 

Para ejemplificar lo anterior, a continuación se pr~ 
senta los apoyos comGnmente usados en el sistema de referencia -
de dos dimensiones, indicando para cada caso las restricciones J 

reacciones que inducen. 
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NOMBRE 

Apoyo 1 i 
bre 

Articula 
ción 

o 
apoyo fi 
jo 

Empotra­
miento 

REPRESENTAICON 
GRAFICA 

~ 

. I ó 

MOVIMIENTOS 
P E RM I S 1 B L E S 

Desplazamie.!!_ 
to en una so 
la dirección, 
o el giro, -
e. lO, e. =o -
ex. lO y ' 

z . 

Un i camente -
el giro e. =0 
e. =O e 10~ y z 

Ninguno 
e.=O e.=O 

X. ' y 
e =O z 

RESTRICCIONES 

Impide el m o-
vimiento en -
una sola di--
rección ""Fx.=O, 
F

1
/0, i\f

2
=o. 

No hay d e~p 1-ª. 
zamiento F lO 
- ji;f X. 'Fy/0, 

2
=0. 

N o h ay g i ro-­
ni desplaza-­
miento 
f lO, 1 lO, -
Jflo Y z . 

1.3.3. FIJACION DEL CUERPO AL SISTEMA TIERRA 
;. 

SISTEMA 
REACTIVO 

Una fuer-
za. 

Dos fuer-
zas . 

Dos fuer­
zas y un­
momento o 
par de -­
fuerzas 

Los cuerpos rígidos se fijan al Sistema Tierra, o a­
otro cuerpo, por medio de los apoyos. 
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a).- Suje.ci.ón de. cue.ttpo.6 con :te.nde.nci.a a move.tt.6e. e.n­
e.l e..6paci.o. El cuerpo estará fijo cuando no -­
tenga posibilidad de girar o desplazarse en ni.!!_ 
guna dirección; esta condición Gnicamente la -­
cumple el empotramiento. Cualquier otro apoyo­
requiere el concu~so de otros apoyos para cum-­
plir las condiciones de sujeción. En general,-



es condición necesaria, pero no suficiente, el­
que existan como mínimo .6 elementos de sujeci6~ 

Los elementos de sujeci6n no deberán quedar en­
planos paralelos, pues el cuerpo sólo estaría -
parcialmente fijo. Los ejes de los elementos­
no deberán interceptar a una línea, pues el ·~­

cuerpo podría girar teniéndola como eje. 

b} .- SujeQ~6n de Quenpo~ Qon tendenQ~a a move~~e en­
un plano. Esta condici6n de movimiento se da-. 
en los cuerpos que soportan sistemas de fuerzas 
coplanares~ Para lograr fijar un cuerpo en el­
plano, es necesario evitar su desplazamiento en 
dos direcciones (no paralelas), así como evitar 
su giro. Esta condici6n únicamente se cumple 
con el empotramiento, o con la combinaci6n de -
~rticulaciones y apoyos libres. 
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TEORIA DE LOS SISTEMAS DE FUERZAS 

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE: 

El alumno: 

1. En.un.uaJttf. el. PoJ..:tuiado de. S:te.v-i.n.u-6. 

Z. Pian.:te.aJttf. la e.xpJte.J..-i.6n. ve.e:toJt-i.ai eoJtJte.J..pon.d-i.e.n.:te. al PoJ..:tuia­

do de. S:te.v-i.n.u-6. 

3. En.un.e-i.aJtá, a paJt:t-i.Jt de. la 3a. Le.y de. Ne.w:ton., e.i PJt-i.n.e-i.p-i.o de. 

Eq u-i.i-i. bJt-i.o • 

4. Ve.moJ..:tJtaJtá, u:t-i.l-i.zan.do e.i PoJ..:tuiado de. S:te.v-i.n.U-6 y e.i PJt-i.n.e-i.­

p-i.o de. Equ-i.l-i.bJt-i.o, e.i Te.oJte.ma de. Ve.J..i-i.zam-i.e.n.:to. 

5. Ve.6-i.n.-i.Jttf. e.i eon.ee.p:to de. ve.e:toJt e.qu-i.pole.n.:te. de. una 6ue.Jtza. 
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6 Exp~e~~~á veeto~¡~lmente un~ 6ue~z~, d~d~~ en eu~lqu¡e~ 6o~ 

m~ ~u m~gn¡tud q d¡neee¡6n. 

C~leul~~á l~ 6uenz~ que p~oduze~ lo~ m¡~mo~ e6eeto~ que un 

eonjunto d~do de 6uenz~~ eoneu~~ente~. 

v~da un~ 6ue~z~. dedue¡~á el númeno máx¡mo de eomponente~ -

¡ndepend¡ente~ en que pued~ ~e~olven~e. 

9. C~leul~ná l~~ eomponente~ de un~ 6ue~z~ d~d~. 

10. Ve6¡n¡ná el eoneepto de momento de un~ 6uenz~ eon ne~peeto 

~ un punto. 

11. Ve6¡n¡~á l~~ e~~~ete~~~t¡e~~ veeton¡~le~ del momento de un~ 

6ue~z~ eon ~e~peeto ~ un punto. 

12. Vedue¡~á l~,expne~¡6n veeton¡~l que pe~m¡t~ e~leul~n el mo­

mento de un~ 6uenz~ eon ne~peet~ ~ un punto, ~ p~~t¡~ de 

l~~ e~n~ete~~~t¡e~~ veeton¡~le~ de d¡eho momento. 

13. Vedue¡~á l~ eeu~e¡6n veeto~¡~l del ~opo~te de un~ 6ue~z~, ~ 

p~~t¡n de l~ expne~¡6n veeto~¡~l del momento de é~t~ eon 

~e~peeto ~ un punto. 

14. V~do~ un punto q un~ 6ue~z~, e~lcul~~á el momento de é~t~ -

eon ~e~peeto ~ d¡eho punto. 

15. A p~~t¡n del momento de un~ &ue~z~ eon ~e~peeto ~l on¡gen­

del ~¡~tem~ de ~e6enene¡~, e~leul~ná el momento de l~ &uen­

z~ eon ne~peeto a eu~lqu¡e~ punto. 

16. A p~~t¡~ de l~ expne~¡6n veeto~¡~l del momento de un~ 6ue~­

z~ eon ne~peeto ~ un punto, dedue¡ná l~ eond¡e¡6n neee~~~¡~ 

q ~u6¡e¡ente p~n~ que ~¡eho momento ~e~ nulo. 

17. V~d~ un~ 6uenza q un punto eonten¡do~ en un pl~no p~~~lelo 

~ eu~lquien~ de lo~ eoo~den~do~, e~leul~ná e~e~l~~mente el 
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mome.n..to de. €.;.,.ta c.on !te..ópe.c..to et.f. c.-i. . .tado punto. 

18. Ve.6ini!t~ e..t c.on.c.e.p.to de. c.oo!tde.nada.ó ve.c..to!tia.te..ó o P.tUc.ke.!tia 

na.ó de. una 6ue.!tza. 

19. Comp!toba!t~ .ta 1te..tac.i6n biun~voc.a e.n.t!te. una 6ue.!tza if .óu.ó 

c.oo!tde.nada.ó ve.c..to!tia.te..ó. 

20. Ob.te.nd!t~ R.a.ó c.oo!tde.nada.ó ve.c..to!tiale..ó de. una 6ue.!tza dada. 

21. Ca.tc.u.ta!tá .ta po.óic.i6n de. una 6ue.!tza, dada.ó .óu.ó c.oo!tde.nada.ó 
v e.c..to!tiale..ó. 

22. Ve.6ini!t~ e..t c.onc.e.p.to de. mome.n.to de. una 6ue.!tza c.on !te..ópe.c..to 
a un e.j e.. 

23. P.tan.te.a!t~ .ta e.xp!te..ói6n que. pe.!tmi.ta c.a.tc.u.ta!t e..t mome.n.to de. -
una óue.!tza c.on !te..ópe.c..to a un e.je.. 

24. Ca.tc.u.ta!t~ e..t ·mome.n.to de. una 6ue.!tza c.on !te..ópe.c..to a un e.je. da 

do. 

25. Vtmo.ó.t!ta!tá que. e..t mome.n.to de. una 6ue.!tza c.on !te..ópe.c..to a un -
punto e..ó igual a .ta .óuma ve.c..to!tia.t de. .to.ó mome.n.to.ó de. .ta 

6ue.!tza c.on !te..ópe.c..to a .t!te..ó e.je..ó pa!ta.te..to.ó a R.o.ó c.oo!tde.nado.ó 
y que. pa.óan poi!. .ta.t punto. 

26. Ve.duc.i!t~ .ta c.ondic.ión ne.c.e..óa!tia if .óu6ic.ie.n.te. paiLa que. e..t mo 
me.n.to de. una 6ue.!tza c.on !te..ópe.c..to a un e.je. .óe.a nulo. 

27. Vada una 6ue.!tza pa!ta.te..ta a uno de. R.o.ó e.je..ó de. un .ói.ó.te.ma c.a 
.te..óiano de. !te.óe.!te.nc.ia, c.a.tc.u.ta!tá e..t mome.n.to de. e..t.ta c.on !te..ó 

pe.c..to a e.je..ó pa!ta.te.R.o.ó a R.o.ó c.oo!tde.nado.ó. 

28. Ve.6ini!tá R.a.ó c.oo!tde.nada.ó ve.c..to!tia.te..ó de. un .ói.ó.te.ma de. 6ue.!t­
za.ó. 

29. Ca.tc.u.ta!tá R.a.ó c.oo!tde.nada.ó ve.c..tÓ!tia.te..ó de. un .ói.ó.te.ma de. 6ue.~ 
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30. Ve6ini~~ el eoneepta de aiatema6 de 6ue~zaa equivalentea. 

31. Veduei~~ la eondiei6n neeeaa~ia y au6ieiente de equivalen-­
ala ent~e 6l6tema6 de 6ue~zaa. 

32. Vemoat~a~~ al doa o m~6 aiatema6 de 6ue~zaa aon equivalen-­
tea ent~e a-L. 

33. Ve6ini~~ el eoneepto de aiatema de 6ue~za6 i~~eduetible. 

34. Plantea~~ loa 6útema6 de 6u.e~za6 .l~~eduetiblea. 

35. Obtend~~ la6 eoo~denadaa veeto~ialea de eada aiatema i~~e-­
duetible. 

36. Expliea~~ laa ea~aete~16tiea6 veeto4lale6 y la6 p~opiedade6 

de un pa~ de 6ue~zaa. 

37. A pa~ti~ de laa eoo~denadaa veeto~ialea de un aiatema i~~e­

duetible, ealeula~~ el p~odueto eaeala~ de ellaa. 

38. Vemoat~a~~ que un aiatema 6o~mado po~ un pa~ y 6ue~za eopl~ 

noa ea quivalente a la miama 6ue~za t~aaladada. 

39. Vada una 6ue~za y un punto, ealeula~~ el pa~ de t~anapo~te 
neeeaa~io pa~a t~aalada~la al aopo~te pa~alelo a ella, y 

que contenga al punto. 

40. Ve6lni~~ el eoneepto de alatema ~eaultante. 

41. Expliea~~ laa di6e~ente6 eon6lgu~aeione6 de loa aiatema6 de 
6ue~za6. 

42. Atendiendo a la eon6igu~aei6n de un aiatema de 6ue~zaa, ubi 
ea~~ el ma~eo de ~e6e~eneia adecuado pa~a el e~leulo de au 
eoo~denadaa veeto~ialea. 
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43. v~~t~ngu~~á lo~ d~6e~ente~ ca~o~ de ~educc~ón de lo~ ~~~te­

ma~ de 6ue~za~. 

44. A pa~t~~ de la~ coo~denada~ vecto~~ale~. pa~a lo~ d~~t~nto~ 

cuo~ de ~educc.~ón. de lo~ ~ütema~ de 6ue~za.6, deduc.J:.~á. la~ 

c.ond~c.~one~ nec.e~a~~a~ y ~u6-ic.~ente~ de ~educ.c.~6n pa~a c.ada 
uno de ello~. 

45. Vete~m~na~á. a qué c.a~o de ~educc~ón pe~tenec.e un ~~.eStema de 
6ue~za~ dado. 

46. Veduc~~á. et teo~ema de Va~~gnon a pa~t~~ de un ~~.eStema de -
6ue~za~ ~educ.t~ble a una 6ue~za. 

47. Vado un .6~~tema de 6ue~za~ ~educt~ble a una 6ue~za, c.alc.ula 
~á. la~ c.a~ac.te~~~t~c.a~ vec.to~~ale~ de é~ta. 

48. Vado un ~~~tema de 6ue~za~ c.uyo equ~valente má..6 .6~mple ~ea 

un pa~ de 6ue~za~, calcula~á. la~ c.a~ac.te~~~t~c.a~ vec.to~~a-­

le~ de d~cho pa~. 

49. Veduc~~á. la con~tanc~a de la p~oyec.c.~6n del momento del ~~~ 
t~ma, valuado con ~e~pecto a cualqu~e~ punto, en d~~ecc-ión 
de la ~e~ultante gene~al. 

51. Expl~ca~á. lo~ ca~o.6 en que e.6 vá.l~do el concepto de eje cen. 
t~al. 

52. Calcula~á. el moto~ de un ~ütema de. 6ue~zM ~e.duct-ible a 
una 6ue~za y un pa~ no coplano~. 

53. A pa~t~~ de la~ cond~c~one~ de ~educción al equilió~io pa~a 
~ütema~ de 6ae~za~. plantea~á. la.6 ecua.c~onu e".6ca.la.~e..s de 
~olac~ón. 
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55. C«lcul«~« el g~ado de hlpe~e4tatLcidad de un p~oblema de -
equilib~io dado. 

56. Re4olve~4 p~oblema4 i4o4t4tico4. 
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I N T R O D U e e I O N 

En el primer tema de estos apuntes se ha visto que el 
campo de estudio de la Mecánica es el movimiento de los cuerpos 
y que la causa de este movimiento son la~ fuerzas que actúan en 
ellos. En el presente tema se estudiarán los sistemas de fuer-­
zas como tales y en forma aislada, es decir, desligando la causa 
(óue~za) del efecto (mov~m~ento). 

Se pretende en este tema, implementar un sistema mate­
mático que, basado en principios y teoremas acordes con los pos­
tulados básicos tratados en el primer tema, nos permitan el aná­
lisis de los sistemas de fuerzas. 

En última instancia el objeto del capftulo e~ poder 
causar los mismos efectos externos que causa un sistema de fuer-
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zas complejo, con otro sistema de fuerzas más simple que el ori 
ginal. 

Es importante hacer notar que el reposo está consider~ 
do como un caso de movimiento; sin embargo, al ser éste nulo su 
estudio como tal no tiene sentido, siendo por lo tanto, producto 
de análisis únicamente las condiciones que producen el estado de 
reposo, Asto es, los sistemas de fuerzas que están en equilibri~ 
de ahí la importancia de este tipo de sistemas que tambiln se es 
tudóarán dentro del presente tema. 
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2.1 POSTULADOS Y TEOREr·1AS BASICOS 

2.1.1 POSTULADO DE STEVINUS O REGLA GENERALIZADA DEL 
PARALELOGRAMO 

Stevinus (Stevin) fué el primero en establecer que las 
fuerzas pueden sumarse de dos en dos uniéndolas en sus orígenes 
y formando un paralelogramo cuya diagonal, que pasa por el ori-­
gen, representa la acción conjunta de ambas fuerzas, como se - -
muestra en la figura 2.1.1-1. 

fl 

m 

Figura 2.1.1-1 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 
rri ~-------... '~ J=l + f2 

, 
" , 

/ 
/ 

Evidentemente se ilega.al mismo resultado si se sitúa 
la segunda fuerza en el extremo final de la primera, uniendo el 
extremo inicial de la primera con el extremo final de la segun-­
da, con ese sentido, como se muestra en la figura 2.1.1-2. A e~ 
te procedi miento se 1 e conoce como Regia. de.t TJútf.ngu..to de Fu.elt-­
za.~.> • 

Figura 2.1.1-2 

La generalización de la regla del paralelogramo de - -
fuerzas dió origen al Po~.>tu..ta.do de Stev..l.nu..6, que expresa: 
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Todo Ai4tema de 6ue~za4 que actaa en un punto ma4a pu! 

de 4u4titut~4e, 4in que 4e modi6iquen lo4 e6ecto4 exte~no4 Aob~e 

lAte, po~ una 4ola 6ue~za igual a la 4uma vecto~ial de toda4 la4 
que 6o~man el 4i4tema, llamada Fue~za Re4ultante, que e4tá apli­
cada en dicho punto ma4a. 

Para el sistema de fuerzas coplanares que se muestra -
en la figura 2.1.1-3, se tiene: 

Figura 2.1.1-3 

En forma general se establece: 

F 1 + F 2 + F 3 + • • • + Fn R 

o sea: 

R (2.1.1-1) 

Este postulado encuentra fundamento en la Segunda Ley 
de Newton. En efecto, la acción aislada de cada una de las fuer 
zas de un sistema, sobre el punto P de masa m de la figura -
2;1.1-4, produce al mismo aceleraciones parciales. Así: 
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Figura 2.1.1-4 

Como la masa de la partícula es constante, 

11 
¿ 

-<..=1 
¡:,¡_ = m 

11 
¿ 

J..=1 
a.. 

,(. 

o sea, que la suma vectorial de todas las fuerzas dt:!l sistema,­
la .1z.e.6u.f..ta.11.te, produce al punto masa una aceleración idéntica a 
la suma vectorial de las aceleraciones de cada fuerza, lo que P.Q. 
ne de manifiesto que tal fuerza resultante no modifica lo~ efec­
tos externos sobre la partícula. 

2.1.2 PRINCIPIO DE EQUILIBRIO 

Establece que dos fuerzas están en equilibrio cuando -
su suma vectorial es nula, bajo la condición de que dichas fuer-
zas sean de igual magnitud, cblineales y de sentido contrario --
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{directament~ opuestas). 

Sea la partfcula P de masa m, mostrada en la figura 
2.1.2-1, en la que 

Figura 2.1.2-1 

n 
E fL = R = F 1 +- F2 

-i.=1 
o 

Evidentemente F1 y F2 constituyen un sistema de fuer-­
zas en equilibrio. Por otra parte, de acuerdo con la segunda 
Ley de Newton se establece: 

R m·a ¡ m 1 o 

Como R = O y m 1 O, necesariamente a:= o, lo cual 
significa que la partícula material no ha sufrido aceleración al 
guna, que es lo que caracteriza al equilibrio. 

Se puede afirmar que todo sistema de fuerzas concurren 
tes está en equilibrio cuando la su~a vectorial de las fuerza~­
que lo constituyen es nula, es decir, cuando se cumple: 

o (2.1.2-1) 

Como corolario puede establecerse o,ue: 

Lo~ e.6e.c..to~ e.x.te.~r.'rto~ c.au.~ado~ poli. u.n ~-i..b.te.ma de. 6u.e.lr.-­

za~ qu.e. ac..túa .6ob1r.e. u.n c.u.e.1r.po IL~g-i.do o u.na palr..t~c.u.la ma.te.1r.-i.al no 

.be. al.te.1r.a, .6-i. al .6-i..b.te.ma olr.-i.g-i.nal .be. le. ad-i.c.-i.ona o .be. le. lr.e..b.ta 
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Finalmente, de acuerdo con la Tercera ley del Movimie~ 
to y la de la Gravitación Universal, de Newton, las acciones en­
tre los cuerpos se presentan en parejas, por lo que puede propo­
nerse: 

Laa aeelDnea mu~uaa en~4e loa eue4poa, en~4e po4elonea 
de loa eue4poa, o en~4e loa eue4poa y aua apoyoa, eona~l~uyen 

ala~emaa de fiue4zaa en equlllb4lo. 

2.1.3 TEOREMA DE DESLIZAMIENTO 

En Mecánica del cuerpo rígido no es necesario restrin­
gir la acción de una fuerza a un punto determinado de su línea 
de acción, ya que ,los efectos externos causados por la fuerza 
al cuerpo son independientes del punto de aplicación, siempre 
que éste se encuentre en el soporte de ella. Esta proposición -
contiene al Teo4ema de Veallzamlen~o. 

Considérese el cuerpo rígido de la figura 2.1.3-1 so-­
bre el que actúa una fuerza en el punto P de su linea de acción 
L. L 

Figura 2.1.3-1 
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Los efectos externos en el cuerpo no se modifican si­
se agregan dos fuerzas de igual magnitud que la primera, consti­
tuyendo un sistema en equilibrio contenido en la misma línea de 
acción, actuando en Q, como se indica en (b). Tampoco se alte-­
ran dichos efectos externos si se restan, del sistema de 3 fuer­
zas, la fuerza original y la que se opone directamente a ésta, -
pues ambas constituyen un sistema de fuerzas en equilibrio. De 
este modo sólo queda una fuerza, idéntica a la original, pero ac 
tuando en otro punto de la misma línea de acción. 

Lo anterior pone de manifiesto el hecho de que una - -
fuerza puede trasladarse en su línea de acción, sin que se alte­
ren los efectos externos sobre el cuerpo en el que actúa, con lo 
cual se verifica el Teorema de Deslizamiento. Por la misma cir 
cunstancia, se le conoce como P~ineipio de T~an~mi~ibitidad. 

Así pues, a una fuerza se le puede tratar como vector deslizan-­
te, para cuya determinación es necesario y suficiente especifi-­
car a su magnitud, dirección y'línea de acción. 

El vector aplicado en el punto Q del cuerpo rígido de 
la figura 2.1.3-1 es eq~ivalente al vector aplicado en P, y re-­
presenta a la fuerza. Se puede expresar: 

donde: 

(2.1.3-1) 

es el vector e q u i p o 1 en te de 1 a fuerza. 

IF"I es 1 a magnitud o módulo de 1 a fuerza. También p ue-
de indicarse por F (sin testa). 

es un vector unitario en la dirección de 1 a fuerza. 

El vector equipolente de una fuerza es el vector 1 ibre 
representativo de ésta. 

A los vectores unitarios en las direcciones de los - -
ejes coordenados X, Y y Z se les denomina generalmente i, j y k, 
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res pecti vamen te. 

Ahora bien, la dirección de una fuerza cualquiera, en 

función de su vector unitario asociado, puede obtenerse como si­
gue: 

a) Se conocen las coordenadas de dos puntos de la lí-­
nea de acción de 1~ fuerza. 

·AB 

IABI 

z 

Figura 2.1.3-2 

AB (X8 -XA)~ + (Y8-YA)j + (Z 8-ZA)k 

y 

( XB- XA) ~ + (y B-y A) j + ( z B- z A) k 

(2.1.3-2) 

(2.1.3-3) 

b) Se conocen los ángulos, usual.mente denominados a,-

13 y y que 1 a fuerza forma con los ejes coordenados X, Y y Z, res 
pectivamente, como se muestra en la figura 2. 1.3-3. 

X 

z Hl 
1 
1 

~~--------------------~Y 

Figura 2.1.3-3 
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Así: 

en = eohai + eoh~j + eohYk 

y tomando como base ·1 a expresi6n ( 2. l. 3- 3) ' se tiene: 

eoh a 
XB-XA 

= 
IT XB-XA )2 + (Y B-Y A )2 + (Z·-Z l2] 1k B A 

~Oh ~ 
YB-YA 

= 
( ZB- ZA )2J% rrxB-XA)2 + (YB-YA)2+ 

C.Oh Y 
ZB'" iA 

IT XB-XA )2 + (y B-y A )2 + ( z - z )2Tk B A 

A los cosenos de los &ngulos a, ~ y Y se les denomina 
cosenos directores. 

Ejemplo. Determine 1 os vectores equipolentes de las 
fuerzas mos tr.adas en 1 a sigui en te figura: 

z F 2 = 20 k.g n 
A 

1 
1 
1 
1 
1 

.l 1 o 
1 m 

,. Y. 
1 

(3 1 
1 1 1 3 m : , 

------------
4 m F1 =10k.g 

X 
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Solución: 

Para la fuerza F1 se pueden identificar fácilmente los 
cosenos directores: 

c.o.&a. 3 

5 
, c.o.&S 4 

5 
c.o.&Y o pue.&to que Y 

Por lo tanto fl= IF 1 1 (c.o.&a..üc.o.&Sj+c.o.&Yk.) 

y el vector equipolente de F 1 será: 

4 

5 
j + o k. ) = 6,{. + 8 j ~g ~ J 

Para F2 tenemos que el vector equipolente de la fuerza 
lo podemos determinar en base al segmento dirigido OA 
de 1 a forma 

uA 

IVAI 

F 

f2 IPIOi\ 
IOXI 

(3,4,10) - (0,0,0) = 3,{. + 4 j + 1 o k. 

J9+16+100
1 

= JTi5' [m J 
20 3ú4 j+ 1 O k. ) = 5' 36 6,{. + 7.155j + .¡w- 17.888k. 

2.1.4 COMPOSICION Y RESOLUCION DE FUERZAS 

~g~ 

En Mecánica se requiere frecuentemente sus ti tufr un 
conjunto de fuerzas que actúan en un cuerpo rígido o en un pun!-o 
material por una sola, llamada &ue!Lza he.&uLtante, que produce 
los mismos efectos externos que el conjunto; a este proceso se -
le derromi na c.ompo.&,ic.,i6n de ¡}ueJtza.&. 

En los sistemas de fuerzas concurrentes en e1 plano, -
1 

la resultante puede obtenerse gráficamente, de manera simple, 
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por aplicación sucesiva de la regla del paralelogramo de fuer- -
zas; sin embargo, para sistemas concurr~ntes en el espacio la s~ 
lución gráfica no es tan simple, siendo más ventajoso el método 
analítico, según la expresión 2.1.1-1. 

También se presentan casos en los que se requiere sus­
tituír una fuerza por dos o más, llamadas fuerzas componentes, -
que produzcan los mismos efectos externos que aquella; este pro­
ceso recibe el nombre de 4e~oluei6n (o de~eompo~iei6n) de una 

6ue4za. El problema más común consiste en resolver o descompo-­
ner una fuerza en sus componentes ortogonales, es decir, en fuer 
zas que estén contenidas en los ejes de un marco cartesiano de -
referencia. 

A las componentes de una fuerza suele interpretárseles 
como las proyecciones de la_fuerza, en ciertas direcciones aso--· 
ciadas a sus respectivos vectores unitarios. Así, las componen­
tes ortogonales o cartesianas de la fuerza f, de la figura son: 

z 

f 

X 

Figura 2.1.4-1 

En este caso los vectores unitarios son i, j y R. 

Por lo tanto, de acuerdo con la expresión 2.1.3-1 se-
establece: 

f 
X 

\f 1 f z 

y F (2.1.t:-1) 
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o bien: 

F -i. + F j + F k. 
X lj Z 

Los cosenos directores, a partir de la expresi6n - - -
2.1.4-1, resultan: 

C.0.6a. R.; C.0.6 f3 m; c.o.6y = n 

en donde: 

tambi~n se expresa: 

f = ¡-r¡ r C.0.6a.-i. + C.0.6[3j + C.0.6yk) = ¡r¡ (R.-i.+mj+nk.) 

En caso de que se desee obtener las componentes de una­
fuerza en cualesquiera direcciones, como por ejemplo, ~. mr y -
oc de la figura 2.1.4-2, se procederá de manera semejante al caso 
anterior, teniendo en cuenta que las componentes estarán asocia-­
das a los vectores unitarios eOA, e08 y eoc, en las direcciones -
UA, OB y oc, respectivamente. 

z 

e 

Figura 2.1.4-2 
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En términos generales: 

F=F.+Fj+Fk 
X-L tj Z 

los vectores - tendrán componentes las direcciones i.., j y -y e. en 
k; por lo que: 

f"OA FOA GeaA · i..)i.. + !e"OA· JJJ + (eOA. k)~ 

f"OB FOB Qe~· i..)i.. + (eOB. j)j + (eOB. k)~ 

roe Foc Qeoc. i..)i.. + !eoc • j)j + leac · k) k] 

En donde: FOA' r 08 y Foc son las componentes de F según 
las direcciones OA, OB y OC, respectivamente, que se calcularon 
al efectuar la suma FOA + r08 + Foc = F, en la que, por igualdad 
entre vectores, se obtienen 3 ecuaciones simultáneas con 3 incó~ 

nitas: FOA' r08 y Foc· 

Del proceso anterior puede concluirse que el n6mero máxi 
mo de ecuaciones que es posible obtener es tres; por lo tanto, -
tres será el número máximo de componentes independientes en que 
puede resolverse una fuerza en el espacio de 3 dimensiones. 
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Ejemplo. Determine la fuerza resultante del sistema­

mostrado en la figura . 

B 
z 

1m 

4m 

X 2m 

Solución: 

Los vectores unit~rios en las direcciones de las fuer­

zas, son: 

AB = --= 
IAB 1 

.:...1 -_:.4..::.-<. +__:O:..,¡.j_+k:.:.;l:.-.-...:.1..:._0-<-.::... +-=8..t..f +__:O:..:.:k:.:....l _ - 4-<.- 8 j +k _ 1 1 4 • 8 ·1 k¡ - -- - .{.- j+ 
IAB"I )-4l 2-l-8l 2+7 2 9 

CA = --= 
leA 1 

(0-<.+8f+Okl-14-<.+3f-2kl _ -4-<.+5f+2k _ 1 1 4 • 5 - 2kl 
- - -- - -<-+ j+ 

1~1 ~(-4)2+52+22 ~ 

Los vectores equipolentes resultan: 

Fl=lfde61 =78 t; l-4-<.-8j+kj =- U-16f+2k [ .t 6] 

f2=!F2Ie62 =2 1o.r~ t-4-<.+Sf+2k~ = -7U+75f+6k G6J 

La fuerza resultante es la suma veetorial de las fuer--
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zas que constituyen el sistema; así: 

Yl. 

R E F.= (-81.-16j+2k.J+[-1U+15j+~k.l= -201.-j+Sk. ~J 
1.=1 .{. lJ 

Para que la fuerza resultante ~~ede completamente defi­
nida es necesario precisar su magnitud, dirección y posición: 

78 

a) Magnitud : 

b ) Di re e e i ó n 

C.0-6 y 

-20 

21.56 

8 

21.56 

= -0. 9276; 

o. 3711 

c.o-6 S ---1'---- =-o. 0464; 
27.56 

e) Posición: la del punto A(0,8,0) [m] 

Ejemplo. Una fuerza de 100 kg 6 de magnitud forma ángu­
los de 60~ 45° y 120° con los ejes X, Y y Z, 
respectivamente. Resolver dicha fuerza en -
sus componentes cartesianas. 



\ 

Solución; 

De la expresión 2.1.4~3 se deduce que las componentes 
solicitadas son: 

100 c.o.ó 60°i.= (100x0.5)i.=50.{. [Kg~ 

IFic.o-6 B j 1 O O e o .6 4 5 • j = ( 1 O o x o • 7 O 7) j = 7 O • 7 j ~g ~] 

100 C.O.ó 1'20°k 100(-0.5)}= -50k ~gJ 

Ejemplo. Compr9bar que las componentes ortogonales del 
problema anterior, corresponden a una fuerza 
de 100 de magnitud 

Solución: 

IFI =JF 2 + F2 + F2 = J502 + 70.7 2 + (-50) 2 
X Y Z 

=jzsoo + sooo + '25oo' =J7o ooo' 1 o o 

Ejemplo. Descomponer la fuerza F = '21.16-L + 30.11j + 

23.18k ~gJ en las direcciones OA, OB y OC­

de la figura. 
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Soluci6n; 

FaAeOA + FaBeOB + Faceoc r; donde Fux, FOB Y Foc -

son las proyecciones de las fuerzas buscadas en UA,OB y 
OC: 

eOA = ~ = ---1--- (4~+6j-Ok! = 0.554~ + 0.832j + Ok 
IOAI -152 

= - 1
---. (Ob6j+3k} 

-/45 
o~+ o.894J + o.447k 

oc 
¡oc¡ 

= - 1
--- (4~+0j+3kl = 0.8~ + Oj + 0.6k 

-J25 

r- = OB 

F" =·· ¡o.554 FVA + o.8 Focl~ + (0.832 FoA + o.894 F
08

lJ + 

En donde: 

0.554 FOA+ 0.8 Foc= 21.16 

O. 832 FOA+ O. 894 F08 = 30. 11 (Al 

0.477 FQB'" 0.6 Foc= 23.18 

Siendo la soluci6n del sistema de ecuaciones (A} la si 



g ui ente: 

2. 2 r'!OMENTOS DE UNA FUERZA 

Cuando una fuerza actGa sobre un cuerpo rfgido, le pr~ 
vaca una translación, en la misma direcci6n de ella, en la que -
la aceleración es directamente proporcional a tal acción, de - -
acuerdo al contenido de la 2a. Ley de Newton; sin embargo, tam-­
bién puede inducirle rotaciones en torno a puntos o a ejes del -
espacio. En ocasiones s6lo se manifiesta el Qltimo de los efec­
tos mencionados, y se conviene en que a la tendencia a girar que 
experimentan los cuerpos por la presencia de fuerzas, se le defi 
na como momento de una {ue~za respecto a puntos o a ejes cuales­
quiera: 

2.2.1 MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO 

Sea e un cuerpo rfgido, y P0 ¡x0 , Y0 , z01 un punto en 
el cual se encuentra aplicada una fuerza F = ~Fx + JFy + kF2 

L' 

Figur-a 2.2.1-1 -~81. 



Consideremos que el origen del marco cartesiano de re­
ferencia lo ubicamos en un punto cualquiera del espacio o del 
cuerpo en cuestión, tal tomo se muestra en la figura 2.2.1-1. 
En esta situación, definimos como momento de la fuerza f con res 

pecto al punto O, denominado centro de momentos, al vector: 

(2.2.1-1} 

en donde: 

M0 representa la tendencia de rotación denominada mo­
mento. El subfndice sefiala el p~nto considerado como centro de 
momentos, 

Jr..
0 

es el vector de posición del punto r
0

¡x
0
,v

0
,z

0
¡,­

mismo que define al segmento dirigido OP0 . 

El vector momento M0 se considera fijo en el centro de 
momentos, y mide convencionalmente la tehdencia al giro que exp~ 
rimenta el cuerpo e en torno al punto "O"j su magnitud es el pr.Q 
dueto ordinario del tamafio de la fuerza por su distancia "d" al 
centro de momentos: 

Fd, 

pues 

(2.2.1-2) 

La tendencia al giro positivo puede establecerse a paL . 
tir de los productos vectoriales de los vectores unitarios i, j 

y k, así: i x j = k, j x k = i, k x i = jj considerándose neg~ 
tivas las operaciones inversas. Resulta lo mismD considerar la 
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convención de rotación positiva, la contraria a la de las maneci 
llas de un reloj. 

La dirección del vector momento se determina por medio 
de sus cosenos directores. Conviene hacer notar q~e: 

y el vector momento es perpendicular al plano que forman el so-­
porte O línea de acción rrf de la fuerza y El centro de momen-­
tos, pues un punto y una recta definen a tal lugar geométrico. 

Recordando la condición de paralelismo, sea P(X,Y,Zl -
un punto cualquiera del segmento dirigido I'T; P0 (x0 ,v1 ,z0 J un -
punto conocido de la líne·a de acción de F;F un vector .libre des­
liza~te de magnitud y dirección también conocidos y que, como se 

1 
ha visto, llamamos vector equipolente de la fuerza~ así: 

P0P 11 r 

Entonces (Ji"- Jt0} x F o,, y esta expresión corresponde a la­
ecuación vectorial de una recta. Desarrollando la anterior ex-­
presión: 

Jt X F 

que confirma, por otra parte, el principio de transmisibilidad -
de 1 as fuerzas. 

2.2.2 CAMBIO DEL CENTRO DE MOMENTOS 

Para facilitar la comprensión de esta parte del estu-­
dio del momento de una fuerza con respecto a un punto Q cualqui~ 
ra del espacio, omitimos el diagram.a del cuerpo rígido, conside-
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rando que P0 (~,Y,Z) es un punto de tal cuerpo y que Q(XQ,YQ,ZQJ 
puede no serlo; en tales circunstancias: 

MQ = QYO X F (2.2.2-1) 

pero: 

S u s t i t u y e.n do : 

Y: 

(2.2.2-2) 

expresión que nos permite calcular el momento de la fuerz~ f con 
respecto a cualquier punto del espacio. 

z 

Figura 2.2.2-1 
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2.2.3 CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE EL MQ 
MENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO SEA 
NULO 

Te..otr.e..ma. La condició.n necesaria y suficiente para que 
el momento de una fuerza F respecto a un punto sea nulo, es que 
tal centro de momentos pertenezca al soporte de la fuerza. 

Ve..moJ.dtr.ac.i.6n. Sea P(X,Y,Z) un pun·to de rrf como mues­
tra la figura 2.2.2-1, entonces: 

pues: 

f t o 

Como tr. es el vector de posición de P, de la expresión 2.2.2-2: 

pero: tr. x F M0 , en consecuencia: 

o 

Otra forma de demo~trarlo, partiendo de la figura -
2.2.2-1, es lo siguiente: 

o 

pero : 

F f O.y PP 0 f O 

Como P(X,Y,ZI y P0 (x0 , v0, z0 J son puntos del soporte de la fuer 
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za, la expresión anterior se verifica sí y sólo si PP 0 11 F ¡ y 

como el producto vectorial de cursores paralelos es nulo, necesa 

ri amen te: 

Consideremos ahora el caso particular del momento de -

una fuerza respecto a vn punto en el plano, tal como se muestra 

en la figura 2.2.3-1. 

Figura 2.2.3-1 

La expresión que mide la tendencia al giro que un -

cuerpo o una partícula material experimenta en torno al origen­

del sistema c~rtesiano, por la presencia de una fuerza, es la 

misma: 

llX t JYI x llFx + JFyl 

y 

Así: 
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En fin: 

expresión que nos proporciona la magnitud del momento de la fuer 
za respecto al origen. 

Ejemplo .• Encuentre el momento producido por la fuerza 
mostrada en la siguiente figura con respecto 
al punto O y al punto A, donde lfl = 10 t.-6-

Z 

y 

Solución: 

Procederemos a encontrar el vector equipolente de la­
fuerza f, para lo cual encont~amos las coordenadas de 
los puntos, By C 

B(O, 10, 15) , C(5, 10,0) 

El vector unitario en dirección de T será e.T: 

BC 5-t - 15k. 

IBCI -Js 2 +í5
2 

0.316-t - 0.949k. 
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_¿ j k 
M o Jr.B X 'f o 10 15 -94,90-i+47.40j-31.60k [t{mJ 

3,16 a -9,49 

¡ k j 
MA AB X T "' o 1 o o -94.90-i - 31. 60k. ~¡)'~ 3' 16 o -9.49 

2.2.4 COORDENADAS VECTORIALES O PLUCKERIANAS DE UNA 
FUERZA 

Sea F t O una fuerza cuya 1 í nea de a,cc 1 on es I'L; 
P(X,Y,Z), un punto de soporte, y 4 el vector de posición de ese 
~u.nto de PT. En esta situación, como: 

f t o, 

ll'o Jr. X F y 

X 

Figura 2. 2. 4-1 

a la pareja de valores (T, TI0 J se le define como las coordenadas 
vectoriales o Plück~rianas de una fuerza. Recíprocamente, dados 
el vector 1 i bre 'F y el vector fijo M0 , de ta 1 manera que - - -
M0 • F = O, a esta pareja de vectores corresponde una fuerza de 
magnitud F = I'FI, de dirección la propia del vector F y de línea. 
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de acción ~ x r ~ M0 . E~to es~ existe correspondencia biunívoca 

entre el conjunto de fuerzas y el conjunto de párejas de vecto-­
res como las indicadas, que puede anotars~ 

o 

y que permite la identificaci6n ana11tica de una fuerza cualqvi~ 
ra. Este es un recurso que sera muy útil en el tratamiento de -
sistemas de fuerzas. 

Ejemplo. Encuentre las coordenadas vectoriales de las 
fuerzas indicadas en la siguiente figura. 

1 f 1 
/. = 1 p 1 = 4 o o kg6 

z 

X 
p1 

S·olución: 

_1 - i... j k 
M o = ~1 X P= 1 2 4 o -1600i...+4800j+Ok ~g{'m] 

o o -400 

_2 i... j k 
[Kgfm] M o ~2 X 'f2= o 4 o - 1 6 00 i... + tJ j + o k 

o o -4 00 
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Las coordenadas vectoriales de f 1 son: 

~-400k, -1600i + 4800j] 

y de f 2 son: 

( -400k, -1600i] 

Ejemplo. Dadas las coordenadas vectoriales de las si­
guientes fuerzas, encuentre un punto de sus 
líneas de acción: 

F1 _ (30i-40j+50k] , (200i-150j-240k] 

F2 
_ (50i+70j-100k) , (-300i-200j-290k] 

(Fuerzas en ;t6' longitudes en m). 

Solución: 

Para f 1 tenemos: 

(M0 ]¡ si tomamos a ~ 1 = xi + yj + zk 

i j Q 
X y Z (50y+40z]i-(50x-30z]j+(-40x-30y)k= 

30 -40 50 
200i- 750j - 240k 

o sea que: 

50y+40z = 20Q ; -50x+30z -150; -40x-30y -240 

de donde: 

y 4 , z 0 , X 3 



Para F 2 tenemos que si Jtz x'J.. + c¡'j + z'k 

z' = 

J.. j k 
X' lj' Z ' 

50 70 -100 
(-100y'-70z')J..-(-100x'50z')j+ 

(70x'-50y' )k 

(-100y'-70z')J..+(100x'+50z')j+(70x'-50y')~=-300J..-200j-290k 

-100y'-70z'~ -300; 100x'+50z'= -200; 70x'-50y'= -290 

:lOO y' -300 
-70 

100y'-300 

70 

; Z'= -100x'-200 
50 

z' -o 

__lg~ = ~'+21._ = ~ 
7/10 - -1/2 1 

1 a cual es una 1 ínea recta que pasa por e 1 punto -

Pz(-2,3,0) y tiene números directores [7/70; -1/2; 1] 

2.2.5 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE 

Sea una fuerza F cuya línea de acción [T[ se cruza en 

el espacio con la recta E'E, tal como muestra la figura 2.2.5-1. 
L 

L' 
E 

E' 

Figura 2.2.5-1 
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Ve6~n~c~6n.- Momento de la fuerza F, respecto al eje 
N, es la proyección ortogonal en éste del momento de la fuerza 
respecto a un punto Q cualquiera del mismo, es decir: 

De la expresión 2.2.2-2 

como la dirección de PE está dada por el vector unitario e, 
aquella expresión puede escribirse, en términos de vectores: 

e (2.2.5-1) 

en su forma escalar, o 

(2.2.5-2) 

que corresponde a la vectorial respectiva. 

De la observación de la figura 2.2.5-1, obtenido o de­
terminado el valor i 0 , mome~to de la fuerza con respecto al ori-

• gen. Se pueden calcular los momentos con respecto a los ejes 
coordenados, así: 

aplicando la expresión 2.2.5-1. 

92 

Ejemplo. Calcule el momento de la fuerza de 280 lbf de 
magnitud que se indica en la figura con res­
pecto a los ejes coordenados y con respecto 
a la línea que pasa por By H. 



z 

1 fl ='280lb 6 

B 
X 

Solución: 

Coordenadas de G(2,9,3i [6~] 

Vector unitario: 

U+6j+3k. 

J 4+36+9 
1 

7 
(U+6j+3k.l 

Vector equipolente de F: 
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Momento con respecto al origen Mo =O; pues 0(0,0,0) 

es un punto de la línea de acción de F. 

en consecuencia: 

Momento con respecto a BH: 

Coordenadas de 8(2,6,0) [M] 
H(0,6; 3) [M] 

y 

-2ú0+3k. 

~ 
1 .¡i3 (-U+3k) 

M
8 

(-U-6j)x(U+6j+3k) (40)=(-18ú6j-12k+12k) (40) 

y 

40(-18ú6j) 
1 (-U+3k) 

J73' 
36 399.384 

en fin 

Ejemplo. Calcule el momento de la fuerza de 140 ~f de 
magnitud indicada en la figura, con respecto 
a las aristas VH y VA respectivamente. 



z 

V 

Solución: 

Coordenadas de E(:Z,O, 3) [m] 

C(0,6,0) [mJ 
V(0,0,3) [m] 

-U+6j-3k. 

~--:9' 
(-U+6j-3k.) 

7 

Vector equipolente de la fuerza: 

140 

7 
(-2b6j-3k.) y t= = 20(-22+6j-3k.) [Kg 6 J 

El momento con respecto a VH y 75A, se anota: 

~VH =~MV . j = MH . j 

6jx(-U+6j-,3k.) (20) 
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y 

2 o ( - 1 8-t+ 721<.) • _¿ 

Mv ( !Le - !L v l x T = ( 6 j - 3 k. l x ( - u+ 6 j - 3 k. ¡ ( 2 o ¡ , 

20(-18-t+12k.+6j+18-t) 2 O ( 6 j + 72 k.) ( k.g 
6 

·m) 

y 

20(6j+72k.) • j 

2.2.6 CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE EL 
MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE SEA 

NULO 

Teo~ema. La condición necesaria y suficiente para que 

el momento de .~na fuerza respecto a un eje sea nulo, es que el 
soporte de esa fuerza y el eje sean coplanares. 

Vemo~t~ae-t6n, Sea una fuerza T cuya lfnea de acci6n -
es coplan,ar con un eje cualquiera PE, como se ilustra en la fi 
gura 2.2.6-1. Puesto que: 

MQ= 'QP X T 

es un vector normal al plano definido por el soporte de la fuer 
za y el centro de momentos contenido en el eje; así: 

MQ= KN 

Como PE está en el mismo plano: 

KN ·e= O 



ésto,es: o , 

o sea que: 

o 

Figura 2.2.6-1 

Esta situación ocurre en los casos en que la línea de 
acci6n de una fuerza y los ejes son paralelos entre sí o se in­
tersectan con ella, ya que invariablemente definirán planos que 
los contengan y, de esta manera, tendrá momento nulo con respe~ 

to a tales ejes. 

2.2.7 CASO TRIVIAL DE MOMENTO DE UNA FUERZA CON 
RESPECTO A UN EJE 

Consideremos a la fuerza F, de la figura 2.2.7-1 de lf 

nea de acci6n L' L, tal que r f O. Los momentos de la fuerza con 
respecto a cada uno de los ejes coordenados serán: 

expresiones escalares que podemos escribir asf: 
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~-~y 

Figura 2.2:7-1 

y que son consecuencia del desarrollo del determinante ~xT en 

donde: i = iX + jY + QZ y F = iFX + JFy + kFZ corresponden al 
vector de posición de un punto de la linea de acción de la fuer­
za y al vector equipolente de la fuerza dados en su forma trinó­
mica, respectivamente; resultado cuya comprensión es obvia si t~ 

manos en cuenta la figura 2.2.7-2, que contempla la descomposi-­
ción de la fuerza dada según los ejes de referencia, así como -­
los teoremas expuestos con anterioridad; en fin: 

MX'X YFz - ZFy 

MV'Y ZFX - XFz 

Mz'z XFy - YFx 

z ~r '\- F y 

1 
1 
1 
1z 1 
1 

o y 

----- - ... - 1..----
/ 

X 
y Figura 2.2.7-2 

expresiones de las que se concluye que el momento de una fuerza 
con respecto a un ej~ ser& igual a la magnitud de la fuerza por 
la distancia de ésta al eje (la perpendicular común al eje y la 
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l,nea de acción de la fuerza) stempre y cuando la fuerza y el 

/eje sean perpendiculares. 

2.3 SISTH1AS DE FUERZAS 

2.3.1 COORDENADAS VECTORIALES DEL SISTEMA DE FUERZAS: 
RESULTANTE GENERAL Y MOMENT0 DEL SISTEMA 

Si se considera a un conjunto o sistema de ·fuerzas ac­
tuando sobre una partícula masa, un cuerpo rígido o un sistema -
~e cuerpos y/o partículas, dicho sistema de fuerza producirá un 
efecto que tenderá a modificar el estado de movimiento de los -­
cuerpos en que actúa. 

A 1 a e a p a e i d a d de u n s i s te m a d e f u e r z a s p a r a p r o·d u e i r 
tal efecto que será de cambio del estado de movimiento lineal y 
angular, se le podrá representar por un vector equipolente (un -., 
~ector libre), asociado a una sola fuerza y por un vector fijo -
en el origen, que se asocia a un momento único. 

En efecto, con apoyo en los postulados discutidos en -
lo que antecede, a los vectores equipolentes de las fuerzas (és­
to es, a los vectores libres con que se les representa) se les -
puede sustituir por uno solo que representa a una fuerza capaz -
de producir el mismo efecto. A este vector, se le denominará -­
~e~uttante gene~at del sistema, y estará dado por: 

(2 .. 3.1-1) 

Por su parte, la tendencia al giro con respecto al ori 
gen, se le puede obtener por la superposición de las tendencias 
producidas por cada una de las fuerzas del sistema. A~í, la ca­
pacidad del sistema de fuerzas para producir esta ~endencia al -
giro se le representará por un vector fijo en el origen, que de­
nominaremos momento deL ~L~tema y que será igual a la suma de los 
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los vectores momento con respecto al origen de cada fuerza que -
conforman a dicho sistema; ésto es: 

(2.3.1-2) 

.De lo arterior se desprende que, de una manera análoga 
al caso de una sola fuerza, a un sistema de fuerzas se le puede 
asociar una pareja de vectores (R,M~J, denominada c.oottdeYtada.6 
vtc..tottiate.6 o Ptllc.k.ettiaYta.6 det .6..é.6.tema, que caracterizan a dicho 
sistema: 

Yl 

( ~ 
i=1 

-i F , 
Yl 

~ 
i=1 

Ahora bien, si en las expresiones 2.3.1-1 y 2.3.1-2 

que definen a las coordenadas vectoriales de un sistema de fuer 
zas se tien~n presentes las le~es asociativa y distributiva de -
la suma vectorial, se tiene que: 

Yl 
¡:i 

k. 
Fi 

.e 
Fi 

Yl 
t=i R ~ ~ + ~ + ... + ~ 

i=1 i=1 i=k.+1 i=m+1 

y 

Yl 
Mi 

k. 
Mi 

.e ll Yl 
"Mi M o ~ ~ + ~ + ... + ~ 

i=1 o i=1 o i=k.+1 o i=m+1 o 

expresiones en las que si hacemos a: 

k. iL -i k. _¡_ -R 
~ =· R y ~ M o M o 

i=1 i=1 

conduce a: 

h 
Ri R ~ 

i=1 
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y 

en las que, si a su vez se supone que R-i. y Má. son las coordena· 
das vectoriales de subsistemas en que se puede descomponer al -
sistema de fuerzas, se infiere que la suma de éstas es igual a­
las coordenadas del sistema. Esta interpretación se esquematiza 
en la figura 2.3.1-1. 

X 

Figura 2.3.1-1 

Por otra parte, es importante destacar que, contraria­
mente al caso de una sola fuerza, en el que sus coordenadas cum­
plen la condición de que F · Mo = O por ser F y M0 = ~ x F per­
pendiculares, el valor de R · M~ no es necesariamente igual a ce 
ro para las coordenadas de un sistema de fuerzas. 

Analicemos ahora cómo se pueden clasificar a los sist~ 
mas de fuerzas en el espacio según la forma en que se presentan. 

Los sistemas de fuerzas en el espacio pueden sér conc~ 
rréntes, paralelos, coplanares o sistemas generales de fuerzas.~ 

Cabe hacer notar que en esta clasificación se agotan todos los -
casos posibles (es exhaustiva) pero en ella, un sistema puede 
caer en más de una de las clasificaciones (no es excluyente), 
por lo que de tal clasificación se puede obtener dtra de carác-­
ter particular, en la que podría incluirse a los sistemas coli-­
neales, concurrentes en el plano, etc. 
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Así, por sistemas de fuerzas concurrentes se designa a 
aquellos en el que las líneas de 1 os soportes de todas 1 as fuer­
zas, se intersectan en un solo punto del espacio; tal como se 
muestra en la figura 2.3.1-2. z 

y 

Figura 2.3.1-2 

Bajo la clasificación de sistemas de fuerzas para·lelas 
inclu1mos a aquellas en las que los soportes de todas las fuer-­
zas tienen las mismas direcciones, aOn cuando las fuerzas puedan 
tener diferentes sentidos; asf las fuerzas en estos sistemas ni 
se cortan,ni se cruzan. En la figura 2.3.1-3 se muestra una re­
presentación de estos sistemas, y es de observarse que no neces~ 
riamente todas ellas pueden quedar en un solo plano, por lo que 
un caso pa~ticular en esta clasificación sería cuando además de 
ser paralelas también fueran coplanares. 

z 

+ 
p 

/ 
X 

/ 
/ 

Figura 2.3.1-3 
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De estas dos clasificaciones se deriva, como un casfr­
particular, el de las fuerzas colineales, en el que se clasifi-­
can a las fuerzas concurrentes a la vez que paralelas 

Figura 2.3.1-4 

Los sistemas de fuerzas coplanares son aquellos en que 
todas las fuerzas del sistema quedan contenidas en un solo pla-­
no; ésto es,'los soportes de las fuerzas definen a un plano; ca-

"' sos particulares de éste serán los sistemas paralelos en el pla-
no, así como los concurrentes en el plano. Véase figura 2.3.1-5 

X • 
Figura 2.3.1-5 

Por último bajo la clasificación de sistemas generales 
de fuerzas, se incluirán a aquellos en el que no todas las fuer­
zas son paralelas, concurrentes ó coplanares; así, un ejemplo par 
ticular de un sistema incluído en esta clasificación es el de 
dos fuerzas que se cruzan en el espacio. Véase figura 2.3.1-6. 

z 

X 

Figura 2.3.1-6 
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Una vez establecida esta clasificación, analicemos las 
siguientes proposiciones, que podrfan ser de utilidad práctica. 

104 

a) Si un sistema de fuerzas en' el espacio es concurren 
te en un punto, siempre se cumple la relación: 

R • "f o 
a 

En efecto, como se muestra en la figura, existe un 
vector de posición común a todas las fuerzas: 

de donde: 

rl a Jt 
a 

X 

z 
f2 

Figura 2.3.1-7 

X f"1 + Jt 
o 

-z xF + •.. +Jt a 

que por la propiedad asociativa: 

X FI:J. 

rl o 

n. 
¿; - -1 -z - 11 

-1 -z -3 -n. 
Jt x(F +F + ••. +f:)=Jt x ¿;(f +F +F + ... +F l 
o o -[~1 i=1 

pero c6mo 

n. 
¿; (fl + f 2 + ••• + fi'L¡= R 

i=1 



se tiene que: 

¡¡;:rR 7[ X R 
o o y 

Y por lo tanto ¡¡;:rR .1<=0 toda vez que MR=it xR es p~r-o , o o 
pendicular a R (por la definición de producto vecto­
rial). 

b) Si el sistema de fuerzas está constitufdo por fuer­
zas paralelas, se cumple que: 

En efecto~ por condición de paralelismq de r 1 =~2 = 

K ~n =se puede escribir que: n 

F 1 e, F 2 e. 

fl e.+ f2 e.+ -----+ Fn e. 

si hacernos : 

F I + F2 + Fn ) = R 

n 
r-L 

n Ft R ¿ ( ¿ ) e. = R e. 
-i=1 -L=1 

Por S U parte: 

-R n -¡-¡-i._ n 
Ji . x r-L 

n 
(f_¿ '"'# M = ¿ JVI - ¿; ¿ (Ji_¿ xe) o -L=1 o -L=1 .{. -i=1 

= Pi.ixel (F 1 J + 
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lo q~e conduce a: 

de donde: 

R 
M ·R = o o 

toda vez que, el vector qbtenido del producto de la 
suma de los vectores de posición por el vector e da 
un vector perpendicular a e. esto es: 

j_ e 

e) Da~o un sistema de fuerzas coplanares. y el origen­
del marco de referencia en el mismo plano, entonces 
se cumple que: 

R 
M • R O o 

En efecto,.si todas las fuerzas que constituyen el­
sistema están en el plano. la resultan'te general- -
del sistema estará en dicho plano. así mismo,si el -
origen es un punto del plano, los vectores de posi­
ción estarán también en el plano; tal como se indi­
ca en la figura 2.3.1-8. 



z 

Figura 2.3.1-8 

En estas condiciones, los momentos de cada una de las 
fuerzas con respecto al origen serán 
diculares al plano; toda vez que los 

vectores perpe.!l 
productos Ji .xr..( 

.{. 

son vectores perpendiculares tanto a Ji. como a -r<-; -
.{. 

también la suma de estos vectores darán un vector 
_R -

perpendicular al plano, de donde resulta queMa y R 
son perpendiculares y por tanto se cumple que: 

R 
M·1<=0 a 

Si ahora consideramos el caso más general en que las- -
fuerzas sean coplanares, pero en el que el centro de momentos es 
tá fuera del plano, la relación R·MR=O también se cumple. 

En efecto, si se toma un punto a' en el plano, los vec 
tores de posición tr_. de cada una de las fuerzas puede expresarse a.i. 
como; Ji =Ji ,+Ji , . esto es, la suma del vector de posición- -

a"' aa a -<-
que va del 'punto 0' a uno ,del soporte de 1 a recta y del vector-,-
que va del origen a del sistema de referencia al punto O' del--' 
plano, como se muestra en la figura 2.3.1-9. 

z 
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~n estas condiciones, dado a que 

R rt -1. rt -1. 
M o k M o ~ k !!. ' X f 

b1 i.= 1 O«. 

Empleando la relación anterior así, como él hecho de que!!. es-
oo' 

común a todas las fuerzas, la expresión del momento se transforma 
en: 

M = o 

rt 
k 

1.=1 
!!. . X 

0-<. 

-i. 
F = 

n -1. n -1. · 
k flvor i. X F + k !!. O'i. X F 

1.=1 1.=1 

lf , x 1 ~ rL J + ~ lf , . x r 1.= !t ,. x "R + ~ !!. x ri. 
o o i.= 1 4= 1 o .{. o o 1.= 1 o 'i. 

y en 1 a que 

R= 
n 
E 

1.=1 

-1. 
F + ••• + 

R 
que sustituyendo en la expresión M· R conduce a o 

-R- -
M· R = (Ji. , xR) · R + a oo 

n 
k lf 

0 1 i. X -¡:1.) · R = 0 
1.= 1 

toda vez que el vector Ji. ,xR es perpendicular al vector R, y- -
00 

que: 

rt 
( E 
_i=; 1 

-1. -
JL , . x F. ) • R= O o .{. 

ya que coincide con el caso en que se consideró al sistema de- -
fuerzas coplanares con el centro de momentos en el mismo plano. 

Ejemplo. 

108 

Calcular las coordenadas vectoriales del 
tema formado por 1 as fuerzas -,=Á, -f3, Fe, Y 

-¡:A= 4 O i. + 3 O j [ Kg 6 ] A(2,0,0) 

-¡:B = - 8 O i. + 3 O j - 2 O k. [ Kg 6] B(3,1,4) 



re .. soL- 101 - sotz. ~gn] 

r0 
= -2 a o 1 ~g 6 J 

C(0,3,0l. [m] 
0(0,0,3.5) [mJ 

z 

Solución: 

-V F 

y 

La resultante del sistema es el vector R. 

R = -10-<.. 150j 70k. 

El vector momento con respecto al origen es: 

V 
E 

1..=1 
(/t. X f'_¿) = 4101..- 260j + 140k. 

.{. 

Las coordenadas .vectoriales del sistema son: 

1 R, M~ l = ¡ - 1 o-<.. - 1 5 o i - 7 o k., 4 1 o-<.. - 2 6 o j + 1 4 o k.l 
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2,3,2 SISTEMAS DE FUERZAS EQUIVALENTES 

En el tnciso anterior, al definir las coordenadas ve~ 
toriales de un sistema de fuerzas, se estableció que estas carac 
terizan a dichos sistemás de una manera similar a como las coor­
denadas vectoriales de una sola fuerza caracterizan a ésta. Sin 
embargo, existe una diferencia radical;" así mientras que las - -
coordenadas vectoriales de una fuerza establecen una relación -­
biunívoca, las de un sistema de fuerzas no. 

Así, una fuerza produce un efecto único sobre el cue~ 

po en que actúa, quedando asociada solamente a unas coordenadas 
vectoriales que producen ese mismo efecto, es decir, a cada fue~ 
za corresponden unas y sólo unas coordenadas vectoriales y vice­
versa. 

En el caso de un sistema de fuerzas, si bien éste prQ 
duce un efecto único, existen muchos sistemas capaces de produ-­
cir el mismo efecto; por lo tanto, mientras que a un sistema de 
fuerzas se le asocia sólo unas coordenadas vectoriales (R, M~),­
a tales coordenadas es posible asociarle muchos sistemas de fue~ 

zas. 

En el párrafo anterior hemos dicho que existen muchos 
sistemas capaces de producir los mismos efectos externos sobre -
un cuerpo; a tales sistemas de fuerzas se les denomina e.q<U.vaie.~ 

.te.-6. 

2.3.3 CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE DE EQUIVALEN­
CIA ENTRE SISTEMAS DE FUERZAS. 

En la forma que se estableció la equivalencia entre ~ 

sistemas de fuerzas, quedó implícito que, la condición necesaria 
y suficiente para ello es que, las coordenadas de los sistemas -
de fuerzas sean iguales; esto es: 

- -R¡ 
( R, M o 1 
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Ahora bien, si se recapacita, par una parte, que dos -
sistemas son equivalentes si producen los mtsmos efectos externo~ 
y por la otra, que conforme a los postulados de la Est~ttca, los 
efectos no se alteran si se introducen o eliminan subsistemas en 
equilibrio (principio del equilibrio], asT como que algunos sub-­
sistemas (concurrentes) pueden ser substttuTdos por una sola f~e~ 
za resultante, una forma alternativa para definir a l~s sistemas 
equivalentes es: como aquellos en los que se. puede transformar~ 
uno a otro, sin alterar los efectos externos, por medio de opera~ 

cienes elementales que cumplan con los postulados de la Estática. 

Así,la condición necesaria y suficiente para que los 
sistemas sean equivalentes implica: 

Que~¡ do~ ~¡~tema~ po~een la~ mi~ma~ QOO~denada~ veQto 

~iale~, a pa~ti~ de uno ~e puede llega~ a o~o, a ~u vez, ~¡lo -

ante~io~ e~ po~ible, ambo~ ~i~tema~ debe~án tene~ iguale~ QOO~de­

nada~ veQto~iale~. 

En los siguientes incisos se analizará con mayor deta-­
lle cómo se puede efectuar la transformación de un sistema a otr~ 
bajo las condiciones ya especificadas, lo que nos permitirá encon 
trar sistemas más simples que el de partida. 

Ejemplo. Determine si son o no equivalentes el sistema 
de fuerzas (IJ mostrado en la figura y el - -
(IIJ formado por las fuerzas fA= 75i+13j-20k. 

~gJ y -,=-B = -21i+10j+36k. ~gJ si la P.rimera -
pasa por el origen y la segunda por el punto 
P8 (0,4,0) [m],más el par m= -204i-48j-84k Kgf•m 

(Nota: El vector par i es en vector momento de una -
pareja de fuerzas iguales, paralelas no coli­
neales y directamente opuestas que, como se -
verá más adelante, es un vector libre). 
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z 

(1) 

Solución: 

Calculemos las coordenadas vectoriales de ambos siste­
mas: 

Para el sistema I: 

R = fl + F2 + .p MR 
Q 

¡ql + ¡q2 + M3 
o o o 

"fl 6-i. + 8j 
-¡ 

M o o 
f"2 75 j 
;. 

-2 
M o -60.{ 

F3 =-IU + 16k -3 
M o -4 8j 

R = -6.{ + 'Z3j + 161<. [Kg t\J -R 
M o -60.{ -4 8j [ Kg {m] 

y para el sistema II: 

R FA FB 
-R ~ -B m = + M o + M o + 

FA = 15.{ + 1 3j - 20k t o o 

FB =-2 u + 10~ + 36k ¡f 14 4.{ + 84k o 

Egt\J 
-

=-'ZOH 48j 84k R - 6,[ 2 3j 16k m - -
= + + 

MR 
o = -60.{ - 48j [Kg{, 



ya que las coordenadas de los si~temas z y II: 

I= -6i.. t 23j + 16k, -601.- 48j) 

TI= -6i.. + 23j +. 16k, ~60i. - 48j) 

son iguales, los sistemas son equivalentes. 

2.3.4 SISTEMAS DE FUERZAS IRREDUCTIBLES 

Al comparar dos sistemas de fuerzas equivalentes, qui­
zá podamos decir que uno es más simple que otro, así por ejem- -
plo, si recordamos el principio de Stevinus, un sistema formado 
por una sola fuerza puede sustituir a otro formado por varias; -

• 1 

obviamente, el sistema de una sola fuerza es más sencillo que ~1 

de varias componentes; ésto nos lleva a la idea de encontrar sis 
temas más simples que alguno dado con objeto de poder causar los 
mismos efectos externos de manera más sencilla. 

Ahora bien, existen sistemas de fuerzas que no se pue~ 
den simplificar 6 reducir más y a ªstos se les llama ai.atemaA 
Dr.Jt.educ.:t.i..bR.eJ.>, siendo tales: una fuerza, un par, y una fuerza y 
un par no coplanos. 

Una fuerza puede considerarse como un siitema consti-­
tuido por un solo elemento y en este caso las coordenadas vecto­
riales del sistema son las mismas que las coordenadas vectoria-­
les de la fuerza, por lo tanto, siempre se cumplirá que 1<·1J~;o0, 
o sea que cualquier sistema que pueda sustitufrse por un sistema 
de una sola fuerza deberá cumplir la condici6n anterior. En el 
siguiente capítulo se analizará en detalle la posibilidad de es­
ta sustitucióll'. 

Pafl.. de Fuefl..za.a 

Es el nombre con que se designa a un sistema const1tu1 
de únicamente por dos fuerzas no colineales f 1 y f 2

, tales que-
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tienen por soporte dos rectas paralelas separadas una distancia 
d y que además tienen magnitudes iguales,pero sentidos opuestos. 

Este sistema es coplanar, ésto es, queda contenido en 
un plano definido por las rectas de sus soportes y al cual se le 
denomina plano del pa~ (Figura 2.3.4-1). 

z 

0)--------- y 

Figura 2 3.4-1 
X 

Las coordenadas vectoriales del sistema serán: 

n r-<-R E rl + rz o 
-<-=1 

R n r-<- -
¡;ro E ~- X ~1 X p + ~2 X p m 

-<-=1 
.{. 

Así,en concordancia con lo discutido en relación a las 
coordenadas vectoriales, y dado que las de un par de fuerzas 
siempre son (o,m], los efectos que muestra un cuerpo que le son 
atribuíbles al par serán exclusivamente de una tendencia al gi-­
ro. 

Ahora bien, si se tiene presente que P = -7=2 la expr!i 
sión del momento puede escribirse de la forma siguiente: 
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como: 

d • p=¡ 

siendo d la distancia entre los soportes como se muestra en la -

f i g vr a 2 . 3 . 4- 2 . 
z 

V 

X Figura 2 .. 3.4-2 

Así, el vector iñ por ser perpendicular a dos vectores -

T: y T2 contenidos en un plano, el plano del par, tend~l por 

dirección la normal a este plano eN, mientras que la magnitud.-­

del momento será: 

lml = d • ITI 

Por otra parte, si se observa que aún cambiando el cen 

tro de momentos, por ejemplo, al punto E, la expresión del vector 

esinvariable, pues (/L2-!Ld={IL;-IL~J,se concluye que el momento­

de un par es i ndepend i en te de 1 centro de momentos. 

Consecuentemente, este momento se representará por un 

vector con las siguientes características: 

.i} Magnitud: ¡m¡ = d • lfl 
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donde d se denomina brazo del par 

,t,t) Dirección:· e 
11' 

la de la normal al plano del par 

,[,[,[) Sentido: de acuerdo al avance del tornillo de ros-
ca derecha (+ ó -). 

lvJ El pUnto de aplicación puede ser cualquiera, por lo 
que se le considera como un ve.eto~ i-Lb~e.. 

De estas características se concluye que un par de -
f~erzas se puede hacer equivalente a otro si se cumple que: 

-t) al variar la magnitud de las fuerzas, la distancia 
entre ellas se varía de manera que el módulo del -
par no varíe, esto es: lall"fl=la1 ll"f1 l=lñil 

-t-t) se le traslade a planos paralelos. 

,¿,¿,¿ J s e 1 e h a g a g i r a r e n e 1 ·mi s m o p 1 a n o 

Las tres posibjlidades anteriores pueden tenerse en 
forma aislada o bien simultáneamente. Por otra parte, puesto 
que los momentos de los pares de fuerzas son representados por -
vectores 1 i bres, pueden s urna rse vectori a 1 mente sin i mpottar e 1 -
plano en que a;ctuan, asf como también a un par de fuer.zas se le 
puede hacer equivalente a una suma de pares diferentes pero que 
proporcionen el mismo vector ésto es: 
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m = m = 
l1 

n. 
l: m . 

,[=1 .(. 

Ejemplo. Determine un solo par que sea equivalente al 
sistema de pares de la figura. 

Solución: 

a) Determinemos los vectores momento de cada uno de 
los 3 pares para sumarlos y encontrar el par equiv~ 



z 

1 en te. 

iñ E lm-tle-t 

lm1 1 = 70T x 5m 

m2 = 

m2 = 

50 k. Í.t ·m] L6 

1 m2Je2 

1 m2l = 5.t
6

x 

- 25j [.t{m] 

5m 25 .t ·m . 6 1 
e.2=-j 

Como la dirección del momento del par es normal al 

plano de éste, determinemos la direcc,ión mediante­

el producto vectorial de 2 de sus trazas. Por eje!!!. 

plo: 
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Aif = -5-i 

AE'= 0-i + 6j -6k. 

i\ifxiT _¿ j k. -30j -30k. 

-5 o o 

o 6 -6 

-30j -30k.. 

J 30 2 + 30 2 1 
-0.707j -0.707k. 

Así 

m-3 = -35.36j- 35.36k. 

Final mente 

m= ml + m2 + iñ3 = 50k.- 25j- 35.36j- 35.36k. 

m= -60.36j + 14.64k. [x{m] 

b) A idéntico resultado se llega calculando las coorde 

nadas vectoriales del sistema: 

--<. F = O 

50 k. 



"};1"2 o 
o 

"M~ 30{. - 25j 

M~ - 30-i. 

M~ -42. 4 3-i. 

M~ +42.43-i.- 35.36] - 35.36k 

0{. - 60.36j + 14.64k -m. 

Fue~za y Pa~ no eoplano~ 

Existen sistemas de fuerzas cuyas coordenadas vectori~ 
les no cumplen c.on la relación R ·"M~= O y a este tipo de sist~ 
mas no se les puede hacer equivalentes con una sola fuerza o con 
un par ae fuerzas sino con ambos simult§ne~mente y con la parti­
cularidad de que no sean coplanos. La reducción de este tipo de 
sistemas se estudiar§ en el siguiente capítulo. 

Pa~ de t~an~po~te 

Como se ha visto anteriormente, las fuerzas no quedan­
totalmente representadas por un vector libre sino que la posi-~­
ción de su soporte es fija y por lo tanto se manejan como vecto­
res deslizantes esto trae como consecuencia que al cambiar de -
posición la línea de acción de una fuerza, cambian los efectos ~ 

externos que produce y obviamente también cambian sus coordena~­
das vectoriales. Sih embargo, es posible hacer esta traslació~­
siempre y cuando se mantengan las mismas coordenadas vectoriales 
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y ~sto se logra mediante la adición de un par de transporte tal -
como se discute a continuación: 

Supongamos una fuerza "f con línea de acción L que pasa 
por el punto P como se muestra en la figura 2.3~4-3 (a). 

z L 

z L 

t p 

'1 

Figura 2.3.4-3(a) Figura 2.3.4-3(b) 

X X 

En tales condi~iones las coordenadas vectoriales del -
sistema [S1l serán iguales a las de la fuerza, es decir: 

"R = r 
MR = MF 

o o Jt x r o 
Ahora consideremos otro sistema [SII),formado por la­

misma fuerza, pero aplicada en el punto Q (figura 2.3.4-3 (b)). 
Las coordenadas vectoriales de este sistema serán: 

Rl = "F 

MR= "F O JtQ X 

que serán diferentes al primer caso siempre y cuando Q no pert~­

nezca a L. 

Si observamos las coordenadas de los dos sistemas --­
(F, Jt

0 
x f) y {f, !LQ x "f) vemos que Onicamente difieren en el mo 
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mento, o sea que agre'gando o quitando un momento o par de itQ. xr ... 
podemos hacerlo igu~l a i

0 
X f, a este par que agregamos se le -

denomina par de transporte [irl y su valor será: 

1t
0 

x r = ltQ. x r + mr 

mT [ita - itQ.I X r 

mT QJ'" X "'F 

Lo anterior se puede visualizar si al sistema original 
(cuando la fuerza pasa por el punto P) .le agregamos un sistema­
en equilibrio en el punto Q., como se indica en la figura 2,3,4-~ 

or--------------------..- y 

Figura 2.3.4-4 

Al ~gregar un sistema en equilibrio las coordenadas-­
vectoriales no se altera; sin embargo, este nuevo sistema se pu~ 
de interpretar como el formado por un par de magnitud d· IFI más 
una fuerza r a¡:.licada e.-n el punto Q. que resulta ser la fuerza-­
original trasladada al punto Q. más el par de transporte ~X "f. 

Si ahora consideramos como sistema inici4l el coristi~­

tuído por la fuerza r aplicada en el punto Q. y el par mr, podrí,! 
mos tener otro sistema equivalente con éste constituido únicamen 
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te por una fuerza f pero aplicada en el punto P; en otras pala-­
bras, un sistema de una fuerza y un par actuando en el mismo - -
pl.ano (F· my =·O) siempre se puede hacer equivalente con un sis-­
tema de una sola fuerza. 
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Ejemplo: Determine el par de transporte que se orlgl-­
na al trasladar la fuerza. f = H-3j+2k. ~gtí] 
aplicada en el punto P(2, 7, 3) [m] al punto --­
Q(4,3,7.)[mJ. 

Solución: 

a) Determinemos las coordenadas vectoriales del siste­
ma cuando r se encuentra aplicada en el punto P. 

R 4-L - 3j + 2 k. ck.gtí J 
MR 

o 
MF 

o 
)_ j k. 17-L + 8j - 10k. [k.g{m J 
2 3 

4 - 3 2 

Al aplicar la fuerza en el punto Q tenemos: 

j 

4 3 

4 - 3 

Para que el momento inicial sea igual al segund.o se 
rá necesario agregar un par de transporte mT: 

11-L'+ 8j- 10k. = 9-L- 4j- 24k. + my 



-my= ( IU + 8j - 10k] - (9-i - 4j- 24k] 

b) El par de transporte también se puede valuar directa 

mente mediante el producto vectorial QYxf 

QP -U -2j +2k [m] 

~ QY. x r _¿ j k u+ 12j + 14k [kg{m] 

-2 -2 2 

4 - 3 2 

2 .4 REDUCC ION DE LOS SI STEr1AS DE FUERZ/\S 

2.4.1 CONCEPTO DE SISTEMA RESULTANTE 

El estado mecan1co de un cuerpo rígido, sobre el que 

actúa un sistema de fuerzas f_¿f-i=7,2, •• n], queda completamente de 

finido por las sumas vectoriales de fuerzas y de momentos con res 

pecto a un punto culaquiera. Si dicho punto es el origen de un­

marco de referencia, el estado mecánico del cuerpo rígido quedará 

definido por medio de las coordenadas vectoriales o Plückerianas­

del sistema, (R, ~~], como se vió en el capítulo anterior. 

Yl r.<: R L: 
-i=l 

-R Yl 
-flf¡ 

Yl 

f/L.xpi-J M o L: L: 
-i=l -i=l 

..{_ 
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Conviene aclarar que si el sistema de fuerzas contiene 
fuerzas contfnuamente distribuídas, las sumatorias se transfor-­
man en integrales~ por lo que las expresiones vectoriales ante-­
riores son de carácter general. Si además del sistema de fuer-­
zas se presenta pares de fuerzas o momentos, las expresiones son: 

Yl r-L R ¿ 

-i.=1 

-R Yl 
lA¡ 

m Yl 

(Jt. X "f~ 
m 

M o ¿ + ¿ m. ¿ + ¿ t:t!. 
-i.=1 o j=1 j -i.=1 

.{. 
1=1 j 

En términos generales es posible afirmar que cualquier 
sistema de fuerzas que actúe sobre un cuerpo rígido puede reem-- " 
plazarse.por un sistema más simple, constitufdo por una fuerza.­
R y un momento MR en el origen, llamado·~-i.~tema ~e~uttante, el -o 
cual produce en el cuerpo los mismos efectos externos que en el-
sistema original. 

z 

y 

X 
(a) 

X Figura 2.4.1-1 

z 

M R 
o 

X 

z 

(e) 

Respecto a la figura 2.4A1-1 (a), en el inciso ante--­
rior se preclSO que una fuerza, como la f 1

, puede trasladarse 
del punto 1 al punto O (origen del marco de referencia) si se 
adiciona a dicha fuerza un momento, tal como el lA;,= ft1 x f"1

• Re 
pitiendo el procedimiento con cada fuerza del sistema se obtiene 
el mostrado en la figura 2.4.1-1 (b}, formado por fuerzas y mo--
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mentas (pares de fuerzas}actuando en O, que pueden sumarse ve~ 
torialmente por separado y reemplazarse por la fuerza resultante 

R , 
~y el momento del par resultante M

0 
, respectivamente, como se-

muestra en figura 2.4.1-1 (e). A ~ste sistema puede ,llamársele­

-6-ff.>tema Jtef.>u.ttan.te. 

2.4.2 CASOS DE REDUCCION Y SUS CONDICIONES NECESARIAS 
Y SUFICIENTES DETERMINANTES 

A la sustitución de un sistema de fuerz~s por el sis­
tema equivalente más simple se le conoce como Jtedueei6n. del -6~-6-

tema de 6ue!tza-6. 

Analizando las características de un sistema de fuer­
zas por medio de sus coordenadas vectoriales, es posible deter­
minar cuál 'es el sistema más simple equivalente a él, pudiendo -
presentarse los casos que a continuación se mencionan: 

I.- El sistema se reduce a un par de fuerzas si y só-
1 O SÍ : 

o, M R f: O 
o 

II.- Un sistema de fuerzas se reduce a una sola fuerza 
si y solamente si: 

R f: O; - n R R • M = o a 

donde R y M R 
a son perpendiculares. 

lii.- El sistema se reduce a una fuerza y un par no ca­
planos (motor o wrench), sí y sólo si: 

--MR"O R. o T 



lo que equivale a afirmar que R y M R existen y no son ortogona­o 
1 es. 

I V . Un s i s te m a de fu e r z a s se red u e e a 1 eq u i 1 i b r i o e u a n -

do y solo cuando: 

R 
O; M o o 

I.- ReduQQi6n a un pa~ de &ue~za~.- Para que un sist~ 

ma de fuerzas se reduzca a un par debe ocurrir, necesariamente,­

que R = O; es decir: 

o 

Ahora bien, todo par de fuerzas que actúa sobre un­
cuerpo rígido, provoca en éste una tendencia al giro, por lo que­
debe cumplirse. 

M R 
o 

11 
¿ 

i=1 

m 
¿ 

1=1 
m. 1 O 

j 

Por lo tanto, la condición necesaria y suficiente­
para que un sistema de fuerzas dado se reduzca a un par de fuer-­
zas es: 

R = O; M R 1 O 
o 

Finalmente, conviene aclarar que el momento del sis 
tema es un vector libre y, por lo tanto, no es necesario obtener­
su posición. 
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Ejemplo. Determine el sistema equivalente más simple, 
del sist~ma de fuerzas actuando sobre la ar~ 

madura de la figura. 



y 

8;t61 6 :t6 
1,. 6 e.f.>pac.io-6 de. 2m 

Solución: 

9 :ti. 
1l 

12m 

X 

De acuerdo con el marco de referencia asociado, las -­
coordenadas vectoriales resultan: 

n. 
¿; 

-<-=1 
(8-2-6-9+9)j o 

(!L.xt=~ =-6ü8j+ ( -4-<-) x(-2j)- (U) x( :...6Ji+Ux (-9j)+6ü9j= 
.{. 

(-48+8+12-18+54)/z 

Por tanto, el sistema de fuerzas propuesto se red~ce a 
un par de fuerzas, de 8 tf·m de módulo pe,rpendi·cular­
al plano rle 1~ figura y sentido positivo (dextrógiro). 

Ejemplo: Reducir el sistema de fuerzas mostrado, a su 
forma más simple. 
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z 

Solución: 

E 1 s i s te m a de f u e r zas s e i de n ti f i e a r á a n a 1í t i e a me n te , -

por sus coordenadas vectoriales. 

a) Fuerza resultan te 

n 
R L: F¡= (-10+40-70+50-30+20)k. o 

1=1 

b) Momento resultante ,. 

.,..,R n . 
M-= L: ¡;¡-<-
o i=1 o 

n 
L: 

i=1 
(/L .x-r:) =Ux ( -1 O k.)+ ( 3i+'Zj}x40k.+ (i+'Zj) X ( -70k.)f­

-<-

+ (5i+4j) x50k.+ (4i+5j) x(-30k)+5jx20k. 

Tf = 'ZOj +(-120j+80i) +( 70j-140i) + (-250j+200i)+ ( 120j-150i)+100i o 

~ = 90i-160j l3n. m J 



Por los resultados, el sistema de fuerzas se reduce a­
un par de fuerzas, de m6dulo [9o 2 + 160~ 1&. = 183,58 t{m. 

II. Redueei6n~e un ~i~tema a una áue~za; Esto implica 
que R 1 O, es decir: 

n 
R E -ri10 

i=1 

Para el caso particular en que el momento del sist~ 

ma con respecto al origen sea nulo, las coordenadas vectoriales­
de dicho sistema son: 

que corresponden 
Por lo tanto, la 
fuerza s-e reduce 

(R, o 1 

a las coordenadas vectoriales de una fuerza. 
condición R 1 O, MR = O indica que el sistema de . o 
a una sola fuerza (R) que pasa por el origen. 

Ahora bien, en el inciso anterior se estudió que-­
una fuerza se puede trasladar a una nueva lfnea de acción si se­
incorpora un par (momento) en el plano de la fuerza, por lo que~ 
los vectores R y MR resultan perpendiculares. o 

En ambos casos el producto escalar de los vectores 
del sistema fuerza par es nulo, de donde se concluye que la con­
dición necesaria y suficiente para que un sistema de fuerzas se­
reduzca a una sola fuerza es: 
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Para los sistemas de fuerzas colineales la posi 
ción de la fuerza resultante es la de la línea de acción comú~~ 
y para los concurrentes la del punto de concurrencia; lo que e--. 
quivale a decir que su posición está predeterminada. En cambio, 
para los sistemas generales la posición de la fuerza resultante­
debe obtenerse mediante la ecuación: 
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Ejemplo. Demostrar que el resultante de un sistema­
de fuerzas colineales es una sola fuerza. 

Solución: 

Considérese un sistema ¡:i. (i.=7,2,3, ... ,nl como el--­
que esquemáticamente se representa en la figura: 

Haciendo coincidir ]a línea de acción de las fuerzas 
con un eje (el X, por ejemplo) de un marco cartesia­
no de referencia, se tiene que: 

R = ~ r:i. 
i.=1 



X 

Se ha considerado que R 1 O, pues de lo contrario no 
tendría sentido la demostración. En función del mar 
co de referencia asociad~. los vectores de posición­
de todas las fuerzas del sistema son nulos, o son p~ 

ralelos a la línea de acción y por lo tanto: 

yt 

¿ 

-<-= 1 

Lo anterior significa que el sistema se reduce a una 
sola fuerza al cumplirse la condición R f O y R·M~~O 
La posición de Gicha fuerza es la del eje X. 

Ejemplo. Reducir el sistema de fuerzas mostrado en la 
figura, a su forma más si mp 1 e. 

z 
4 :t6 

15.05 :t 

9.5 :t6 .sf ~ 
5 m 

0.707:t 

y 

4m 

8m 

Solución: 

Primeramente se identificará al sistema de fuerzas, pQ'r 
sus coordenadas vectoriales. 
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11. 
R;:; 4 F,tC~J5.05+14.55+0.707 Urt 45°)j+(~9.5~40.707 C.0.6 45°)k.= 

i.;:;J 

- -14k. 

R 1 O 

11 

Mf = E (~.xF) 5k.x(-15.05j)+2.5k.x(0.707 .6ert 45°j)+4jx(-9.5k.)+8Jx 
o i..= 1 .{. 

(-4k.)+8jx(-0.707 c.o.6 45°k.)= 75.25i..-1.25i..-38i..-32i..-4i..=O 

~ o 

- nR El producto escalar R • Mo resulta obviamente nulo, por 

lo que se concluye ~ue el sistema se retluce en una sola 

fuerza de las siguientes características: 

a) Magnitud 

b) Dirección: Paralela al eje Z; números directores --

~,0, 7] . 

e) Posición: El origen del sistema coordenado, pues de-

be verificarse que itxR M:, o sea itxR =O.·. ~=0 

Ejemplo. Reducir el sistema de fuerzas actuando en la 

placa ~ígida de la figura, a la forma más -L 
-

simple que produzca idénticos efectos exter-

nos. 



z 

Solución: 

Se obtendrán las coordenadas vectoriales del sistema de 
fuerzas paralelas mostrado, de la siguiente ~orma: 

R = (-6-4.5-2+7.5-9-4)~ = -18~ t 6 .. R 1 O 

Por lo que respecta al momento del sistema, con respec­
to a O: 

r.f-=6-<.x ( -6~) + (6ú4. 5j) x ( -2~) + ( U+3. 5j) x7. 5~+ {6,[+9 j) x{-9~)+9jx{ -4~) o . 

. _':36j+12j-9i-15j+26. 25ú54j-8U-36b -99. 75i+87j t{m 

El producto escalar R ¡;rR resulta: 
o 

( -7 8 ~ l (- 9 9. 7 5,[ + 8 7 j) o 

Por los resultados, se puede establecer que el sistema 
más stmple que puede substituir al propu'esto, sin alt~ 
rar los efectos externo~ sobre la plaia rígida, es el­
formad~ por una sola fuerza, cuyas caracter1sticas son: 
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a) Magnitud: 18 ~n 

b) Dirección: Paralela al eje z 1 dirigida hacia aba­

jo 

-- -R 
e) Posición: La dada por la ecuación vectorial ~xR=M0 

itxR (x-i..+yj+zk.) x (-18k.) = -99.75-i.. + 87j 

+18xj - 18y-i.. -99.75i + 87j 

Se puede estabtecer: 

-18y - 99. 75 99.75/78 5.54 m 

18X 87 X = 87/18 4.83 m 

Por lo que la posición de R seri 4 • 8 3, 5 • 54, O [m J 

2.4.3 TEOREMA DE LOS MOMENTOS O DE VARIGNON 

Este teorema, también conocido como el principio de -
los 'momentos, establece que el momento de una fuerza respecto a­
un punto es igual a la suma de los momentos, respecto a dicho-­
punto, de sus componentes. 

Al hablar de componentes de una fuerza, nos referimos 
a sistemas de fuerzas concurrentes; sin embargo el teorema es a­
plicable a cualquier sistema de fuerzas reductible a una sola -­
fuerza. 

Cons i·dé res e un sistema de fuerzas "f,¿ (-i..= 1, 2 ... 11), co­
mo e 1 de 1 a f i g u r a 2 . 4 . 3- 1 . 
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X 

Figura 2.4.3-1 

Dicho sistema de fuerzas puede sustituirse por una -
sola, llamada fuerza resultante, igual a la suma vectorial de -
las fuerzas del sistema, si y sólo siR f O y R · M

0
R =O¡ oor 

lo tanto: 

Ahora bien, el momento de dicha fuer~a resultante, -
respecto al origen del marco de referencia, es: 

IJR JLxR 
o 

Por otra parte, la suma de los momentos de cada una­
de las fuerzas del sistema, tambi~n respecto a O, resulta: 
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Utilizando la propiedad distributiva de los productos 
vectoriales,. la Qltima ecuaci6n puede expresarse: 

Pero 

M R " o 
/Lx[f1 t rz + p + ••• -¡=Yl¡ 

Habiéndose comprobado el teorema de Varignon, en cuan 
to a momentos de fuerzas respecto a un punto, la mis­
ma comprobación se puede lograr considerando los mo-­
mentos de las fuerzas respecto a un eje. En efecto,­
para el mismo sistema de fuerzas se establece, un tér 
mtno de su resultante: 

y considerando a cada una de las fuerzas ~el sistema: 

[(Jt X fl + tL X p + tL X r 3 • , , + tL X fl-J • e] e 

y finalmente: 

(ti: x 'R • el e. 
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III. ReduQQi6n de un 4i4~ema de 6uekza& a un ¿¡4~ema mo­
~o~ o W~enQh. Todo sistema de fuerzas f~ (i=1,Z,3, .. .. ,n) que -

tenga coordenadas vectoriales difer·entes de cerro, y cuyo produc-

to e~calar también resulte distinto a cero (R t O; M~IO; R·M~IO), 
puede reducirse a un sistema motor o Wrench, que es un sistema­

constitu1do por una fuerza y un par actuando e~ la misma direc--­

c i ó n -q u e é s t a • 

puesto. 

z~ 

(a) 

En la figura 2.4.3-2 se explica Jo anteriormente ex-

X 

jiJ R 
o 

z 

( b) 

jiJ R 
o 

X 

Figura 2.4.3-2 

Considérese como resultante de ur sistema de fuerzas 

al sistema fuerza-par mostrado en (a), donde 1bs vectores R y M
0 

R 

son diferentes de cero y no son perpendiculares entre sí; el vec,. 

tor M
0

R es libre, por lo que puede considerarse en O. En (b) de­

l a figura anterior, el momento (par) M
0 

R se res\uel ve en dos com-­

ponentes: una en la misma dirección de R y la otra en dirección­

perpendicular a dicho vector, tales componentes son m y m1, res--

pectivamente. El vector momento Yijl puede susti~uírse por un par 

de fuerzas de magnitud R, y que serán de igual d:irección a R (re­

cuérdese que el vector momento es normal al planQ del pa'r) como-­

se muestra en (e). Puede observarse que haY dos fuerzas 1< en la 

linea de .acción que pasa por o. las cuales están e,n equilibrib­

y, por esta razón, se pueden eliminar del sistema sin que se mo-
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difiquen los efectos e'xternos sobre el cuerpo en que dCtúa tal -
sistema. Finalmente, puesto que m es un vector libre, se le pue­

de trasladar a la nueva linea de acci6n de~ que pasa por A, por 
lo que se concluye que ~1 sistema resultante es un sistema motor, 
como se muestra en la figura 2.4.3-3. 

Z. 

' 

Figura 2.4.3-3 

2.4.4 REDUCCION CANONICA Y EJE CENTRAL 

De lo expuesto anteriormente es posible concluir que­
cuando un sistema de fuerzas tiene coordenadas vectoriales tales 
que~ • M R 1 O, sus sistemas equivalentes son una fuerza y un -o . 
par no coplanos, donde el valor de dicho par dependerá de lapo-
sición de la fuerza. 

Ahora bien, se define como e.je. c.e.n.:tJLa.t del sistema a -
una línea tal que, si colocamos sobre ena a la fuerza resultan­
te, el par no coplano tomará su valor mfn~mo. 

Por ser un sistema equivalente, la resultante de las -
fuerzas no se debe de alterar lo único que podemos hacer es 
trasladar la fuerza para que no se altere su vector equipolente­
y, al trasladarla, generamos un par perpendicular a ella, el -~~ 
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cual deberá anular la componente del par original que se encuen­
tre en su misma dirección. 

X 

Figura 2.4.L1,-1 

( b) 

1 
/ 

Consideremos ,el sistema original SI (R; M/l, al cual­
vamos a transformar en uno equivalente SII, de tal manera que es 
té asociado al par mínimo. 

1 

Si suponemos que el origen del sistema original se en­
cuentra como se muestra en la figura 2,4.4-l(a), y descomponemos 
M

0 
en dos pares, uno m par~lelo a la fuerza y otro mi perpendic~ 

lar, es posible trasladar la fuerza a un punto P, de tal suerte­
que el par de transporte anule a mi y, en esa forma, se obtiene­
Sir. Por ser equivalente SI y SII, sus coordenadas vectoriales­
son iguales: 

R' = R 

;¡: X R' + m= M R 
o 

(2.4.4-1) 

(2.4.4-2) 

Además, como m es 1 a proyección t:le M: sobre R, tenemos: 

m (MR 
o 

R 

IRI 
(2.4.4-3) 
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Sustituyendo 2.4.4-1 y 2.4.4-3 en 2.4.4-2 obtenemos: 

(2.4.4-4) 

La expresión 2.4.4.-4 es la ecuación del eje central, y 

al sistema mostrado en SII, fuerza-par mínimo, se le conoce como 
sistema motor o Wrench. 

A la reducción efectuada se le denomina can6nica, y de 
ella resulta: 

i) una fuerza de 

a) Magnitud: R !"RI 

b) Dirección: e. = R 
R IR! 

e) Posición: el eje central y 

ii) un par mínimo de 

)M R Rl 
a) Magnitud: ¡;n¡ a 

IR"! 
b) Dirección: e. m e.R i S l M R 

a R > o 

o bien si "M a 
R R < o e. e.R i m 
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Ejemplo. Reducir el sistema de fuerzas mostrado en­

la figura, al sistema más simple que le sea 

equivalente. 

z 
Se. m 

Solución: 

De acuerdo con el marco de referencia asociado, las -­
coordenadas vectoriales del sistema son: 

a) Fuerza resultante 

-40-L+10k.-10k.+40-L-10j= -10] ÍKgt] 
L._ D 

b) Momento resultaote 

2-Lx10k.+(2-L-7k.)x(-10j)+(5j-7k.)x40i+5jx(-iGk, 

,... 
-'20]+ ( -'20k-70-L) + ( -20 Ok~280 j) -50-L= -1'20i- 300_{-220k. ~-g{m 
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Como R 1 O y N~ 1 O, se verificará si ambos vecto-­

~es son oiorgonales 6 no 

( - 1 o j ) • ( - 1 2 o,¿- 30 o j- 2 2 o k) 3000 f o 

Por los resultados, el sistema más simple al que se 

puede reducir el propuesto, es un sistema motor. 

Determinemos un punto del eje central cuya ecuación 

es: 

R -R R 
.1!. X R = 

-R . M o 
M o -

IRI IRI 

I'RI 1 O Kg 
T< • MoR R 3000 (- 1 o j) = - 300j ; 

IRI 1 R 1 10 X 10 . (kg{cm J 

ilJ R - 300 j -120,{. -220k. [Kgfi ·cm] o 

'JtxR j 10ü+OJ+ ( -10xfk.=-120,i.-220k. 

X 1j Z 

o - 1 o o 

De donde 

10z - 12 o z = -12 cm 

-10x - 220 x = 22 cm 



Un punto del eje central es P(22, O, -12) [c.mJ 

Finalmente el sistem~ motor estará constitufdo por­

una fuerza R = 10j que pasa por un punto del ~je 

central P(22, o, -12) más un par paralelo aRde-­

vector pa:r 

R•AlR 
o - 300 j 

2.4.5 EQUILIBRIO. ISOSTATICIDAD E HIPERESTATICIDAD 

Como ya se mencign6, para que un cuerpo rfgido esté en 

equilibrio los 'efectos externos que le producen las fuerzas aplj_ 

cadas sobre él sort nulos; por lo tanto, las aceleraciones, tanto 
lineal como angular, debende ser nulas. Como la fuerza resultan 

te y el momento resultante son proporcionales a las aceleracio-­

nes, tendremos que éstos también son nulos. 

De lo anterior se concluye que un cuerpo rígido se en­

cuentra en equilil:írio cuando el sistema mfnimo equivalente al -­
sistema de fuerzas que actúa sobre él sea nulo; o sea que 

n 
-,=J.. R ¿ o (2.4.5-1) 

J..=1 

_o n m 
MR ¿ /t. X -,=J.. + ¿ m. o 

)..=1 ~ j=1 j 
(2.4.5-2) 

De las ecuaciones anteriores se desprende que, para -­
que exista el e<,uilibrio, tanto la suma vectorial de las fuerzas 
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como la de lop momentos producidos por ellas con respecto a cual 

quier punto Qel espacio, además de los pares, deben de ser nulos. 

A~í pues, sólo dos ecuaciones vectoriales independien­

tes se pued'en plantear al abordar problemas de un cuerpo rígido­
en equilibrio. 

Planteamiento e~eala~ 

De las dos ecuaciones vectoriales 2.4.5-1 y 2.4.5-2 p~ 

demos obtener, en general, seis ecuaciones escalares: 

n 
(F ¡l 

n 
( Mx'x)l l: := o l: o 

l::1 X l=1 
n n 

(M ¡l 'l: (F ¡l :=o l: o 
l=1 lj l=1 1}'1} 

n 
(F ¡l 

n 
( Mz'z) l 

(2.4.5-3) 
l: "' o l: o 

l=1 z l=1 

Obsérvese que es seis el número máximo de cantidades -

escalares desconocidas que puede~ resolverse con las ecuaciones-

2.4.5-3, pues aunque se efectúe la suma de momentos con respecto 

a otro punto, y encontremos otras 3 ecs., el número máximo de-­
ecuaciones independientes será siempre seis. 

Así pues,el número de inc6gnitas ·(escalares) que se-­

pueden resolver, depende del número de ecuaciones escalares qu·e­
podamos plantear, y este último depende del sistema de fuerzas -

de que se trate. 

Analizaremos algunos casos particulares de sistemas de 

fuerzas. 
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Este sistema se puede reducir a una fuerza que pase por 
el punto de concurrencia. Para que el sistema esté en equilibrio, 
es condición necesaria y suficiente que dicha resultante sea nula, 
lo cual se logra si se cumplen las siguientes ecuaciones: 

11 
¿ 

1..=1 
o, 

11 

¿ (Fy)i.. = O, 
i..= 1 

11 
¿ 

1..=1 
{F ¡i.. 

z o ( 2 .4. 5-4) 

Otra terna de ecuaciones con las que se plantea el equi 
librio sería la de las sumas de los momentos producidos por las -
fue~zas con respecto a tres ejes ortogonales entre sí. 

Salvo casos especiales, generalmente resulta más fácil 
el planteamiento de las ecuaciones 2.4.5-4. 

De lo anterior se concluye que para resolver un sistema 
de fuerzas concurrente~ en el espacio el namero de ecuaciones es­
calares independientes entre sí es tres. 

Si el sistema es concurrente y coplanar se elimina una 
y sus componentes se reducen a dos y, por ende, el nDmero de ecua 
ciones escalares independientes entre sí es de dos. 

Un sistema de fuerzas coplanares no concurrentes ni pa­
lalelas está en equilibrio cuando se cumplen las siguiéntes ecua­
ciones: 

11 
¿ 

i..= 1 
o, (2.4.5-5) 
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ya que, para ser coplanares, tienen únicamente dos componentes -
ortogonales las cuales se resuélven con las dos primeras ecuaciQ 
nes. Recordando que la condición necesaria y suficiente para ~­

que una fuerza no produzca momento con respecto a un eje es que 
~ste y la fuerza sean coplanares, resulta que el sistema de fuer 
z~s ~o produce momentos con respecto a cualquier eje contenido -

1 

en el plano de las mismas, o sea, que produce momentos únicamen-
te con respecto a un eje perpendicular al plano de las fuerzas. 
Por tal motivo sólo puede aplicarse una ecuación de momento res­
pecto a un eje. En cambio, sí los produce respecto a cualquier­
punto del plan~. 

En resumen, para un sistema de fuerzas coplanares no -
concurrentes ni paralelas hay tres ecuaciones escalares de equi­
librio. 

Otro grupo de ecuaciones independientes de equilibrio 
para un sistema coplanar es el siguiente: 

(M ¡-i 
B o (2.4.5-6) 

donde el eje X está contenido en el plano de las fuer­
zas, y la línea que une a los puntos A y B no es perpendicular a 
dicho eje. 

Un tercer grupo de ,ecuaciones podría ser el siguiente: 

YL 
¿ 

-i=1 
(M ¡-i e o ( 2.4.5-7) 

donde los puntos A, By e sstán en el plano de las ,fuerzas, pero 
no deben ser colineales. 
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Ca4o 111. S~4tema de 6ue~za4 pa~alela4. 

En este caso, como. en lo~ anteriores, se pueden plan-~· 

tear tres ecuaciones independientes que son: 

n 
E 

í:1 
(2.4.5-8) 

donde al eje l se le hace coincidir con la dirección de las fuer­
zas. 

Así pues, con la ~rimera ecuación se garantiza que la 
fuerza resultante es nula, y con las otras dos que el par resul-­
tante es nulo, ya que al ser las fuerns paralelas al eje de las­
Z, no producen momentos con. respecto a dicho eje; de ahí que só­
lo se plantean ias ecuaciones con respecto a los otros dos. 

Si el sistema, adem~s de ser paralelo, es coplanar, se 
elimina una ecuación de momentos y sólo se podrán plantear dos: 

(2.4.5-9) 

En forma análoga a la 'anterior se elimina la .ecuación­n 
E (Mx, xl~ = O cuando el siStema de fuerzas es co"dneal, quedan 

~=1 
do como Onica ecuación: 

Yl. . 
E (F ¡..t 

·. 1 z ..t= 
o 

Soluei6YI. a lo4 p~oblema4 de equilib~io. 

(2.4.5-10) 

En general,existen dos formas de resolver los proble~~ 
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mas de cuerpos en equilibrio; en ambas se procede a dibujar los­
diagramas de cuerpo libre de los cuerpos en cuesti6n;, y luego-'­
puede optarse po~ plantear las ecuaciones vectoriales de equili­
brio, de las cuales se obtiene un grupo de ecuaciones escalares, 
misma que proporcionan la solución del problema; otra opción es­
la de plantear directamente las ecuaciones escalares. 

Ca~o~ e~peeiale~ del equ4lib~io. 

Existen dos casos diferentes de cuerpos en equilibrio­
que se presentan con frecuencfa, mismos que se analizarán por se 
parado. 

z 

2.4.5-1 

Caso A. Cuerpo sometidos a dos fuerzas. 

Cuando un cuerpo rfgido en equilibrio se encuentra so­
metido a la acci6n de dos fuerzas Onicas, las ecuaciones de equ! 
librio son: 

Yl. 

CFl = ~ o ; P +e= o ( 2 .. 4. 5-11) 
i=l 

n 
(M ¡i = ~ o j 

i=1 o 
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(2.4.5-12) 

La ecuación 2.4.5-11 indica que las fuerzas son igu~ 
les en magnitud y dirección pero d~ sentido contrario, y la ecua 
ción 2.4.5-12,que AB x F 1 son p·ararelos; como F1 pasa por A y' P 
por B, resulta que tanto F1 como P coinciden con la línea Alf, -
ésto es, F1 y f2 son colineales. 

En armaduras y en otras estructuras es muy común tra 
tar con barras articuladas en sus extremos, y cuyo peso es des-­
preciable. Véase la figura 2.4.5-2. 

-T 
-e 

e 
T 

Figura 2.4.5-2 

Estos elementos son cuerpos sometidos a dos fuerzas co 
lineales con el eje de los mismos, de igual magnitud y de senti­
do contrario. 

Como se observa en la figura 2.4.5-2, estas fuerzas só 
lo pueden estar a comprensión (c.) o a tensión (T). 

Caso B. Cuerpo sometido a tres fuerzas. 

Cuando un cuerpo está sometido a tres fuerzas y perma­
nece en equilibrio, las fuerzas deben ser coplanares y paralelas 
o coplanares y concurrentes en un punto. 
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Figura 2.4.5-3 

Consideremos la primera alternativa. Para demostrar­
que son coplanares efectuamos la suma de los momentos con respe~ n . 
toa un punto A sobre r 1 .~ (MAJ-<- = ABxF 2

.,. Ac:xF 3 =o; ecuación 
que nos indica que el plaífc/ formadp por A y ·p es el mismo que -­
forman A Y F3

; Y como A es un punto cualquiera sobre r 1 esto im-­
p 1 i Ca qUe r \ r ~ y r 3 

S O n C O p 1 a na re S • 

En caso de no intersectarse d6s de ellas que sean par~ 
lelas es obvio, por ~ F'¿=O, que d.ebe.n de ser paralelas las tres. 
(Figura 2.4.5-3) i=l 

Figura 2.4.5-4 

En la segunda alternativa, cuando dos de ellas se in-­
tersectan,sus lfneas de acción formarán un plano. Si efectuamos 
la suma de fuerzas perpendiculares a dicho plano y el resultado~ 

se iguala a cero, conclufmos que la tercera está contenida en el 
mencionado plano, por lo que las tres fuerzas son coplanares. 

150 



Al sumar los momentos con respecto al punto de inter-­
sección de las dos primeras (Al y la igualamos a cero (po~ eq~­

ii.b~i.o), se deduce "que ·;:a pasa por A. Esto es, las fuerzas ·son­
concurrentes, lo que demuestra la segunda alternativa. 

Las propiedades de estos casos particulares son de uti 
lidad en la s~lución de diversos problemas. 

Ejemplo. Encuentre las tensiones en los cables de la­
fi q ura si W = 1 o .t 

6 

Solución: 

Procederemos a dibujar los diagramas de cuerpo libre -
v. e. L. de w. 

En la figura tenemos el diagrama de cuerpo libre de -
W, el cual está sujeto a un sistema de fuerzas--
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colineal por lo cual podemos plantear una sola ecua--­
ci6n de equilibrio que es 

TBV - W - O ( 1 ) 

Enseguida dibujaremos un V. C. L. del nodo B,en donde­
podemos observar que el sistema de fuerzas es coplanar 
concurrente, por lo cual podemos plantear dos ecuacio­
nes escalares independientes que son. 

11 
¿ 

,[=1 

4 5° 

o 
11 
¿ 

,[=1 

X 

o 

(0.7071) TBC -(0.8792) TBA =O¡ (0.7071)TBC+(0.5736)TBA 10 (3) 

T BC 1 • 16 T BA ( 2) 

Sustituyendo 2 en 3 obtenemos 

(O • 7 O 7 í ) ( 1 • 16 T BA) + O • 57 36 T BA 1 O 



1.3932 TBA 10 7.1744 .t6 

Utilizando este resultado en 2 obtenemos 

Ejemplo. En el proceso de erección de un tanque met! 
lico elevado, se utiliza una pluma como la 
mostrada en la figura y la tensión T del e~ 

ble AV llega a valer hasta 23.5 .t0. Para e~ 
te 'valor ¡r¡, obtenga las tensiones en los 
cables A8 y BC y la comprensión en la pluma 
OA~ 

z 

Á 

12 m 

y 

X 

Solución: 

Procederemos a dibujar un diagrama de cuerpo libre del 
nodo A. Tenemos 3 incógnitas escal~reg, y como el si! 
tema es concurrente en el espacio, podremos plantear -
tres ecuaciones escalares de proyección, o bien, una--
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ecuaci6n vectorial de suma de fuerzas. 

Obtendremos los vectores equipolentes de las fuerzas. 

z 

líl 23.5 (75j- 12k) 
1 9. 21 

íAV 18.35j - 14.68k 
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n 
E -ri-= (O. 368TA8-0.419TAC)-i.+ ( 18.35-0.294TA

8
-0.349TAC)j+. 

,(.=1 

0.368 TAB - 0.419 TAC + (O) COA = O 

-0.294 TAB- 0.349 TAC + (O) COA= -18.35 

-0.882 TAB - 0.838 TAC + COA = 14.68 

Resolviendo el sistema (A) obtenemos 

TAB ·- 30.5568 .t6 

TAC · 26.8375 .t6 

COA = 64. 1209 .t6 

Ejemplo. En la figura se ilustra una estructura, la­
cual soporta un anuncio que tiene una carga 
de p= 600 kg6" m debida al viento, y ésta es 
transmitida a la estructura, en los nodos -
C, V y E, en la siguiente proporción 3/16,-

10/16, 3/16 de la carga totalt respectiva!"J­
mente. 

Encuentre el valor de las reacciones en los 
apoyos A y B. 
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Solución: 

3m 

3m 

± 
+ 
3m 

l 

Como el sistema es coplanar no concurrente ni parale­
lo podemos plantear 3 ecuaciones escalares indepen--­
dientes, y como tenemos 3 inco~nitás Ay, Bx, y By,el­
sistema tiene solución. 

Para el diagrama de cuerpo libre de la estructura to­
naremos la siguiente terna de ecuaciones 

lt 

í: 
.{.=1 

(F ),¿ = O, 
X 

lt 

í: 
.{.=1 

(M ),¿ = O, 
B 

lt 
í: (F),¿ = O 

,[= 1 't./ 

pues con la primera ecuac1on encontraremos diretta--­
mente Bx, con la segunda Ay y con la Última By,en la­
siguiente forma~ 

Primero encontraremos la carga total PT. 



A 
lj 

PT = 6p = 3600 Kgn 
------

n. . 3 10' 
E (F )-<.. = B - -- p - -- p - _ 3_ p O 

i..= 1 X X 1 6 T 1 6 T 1 6 T 

i't ·. ,¿ 3 
¿ (M ) = 3A - 6 x -- PT 

i..=1 B IJ 16 
10 3 . 

9x -- P -12x-- PT =O 

3A IJ - ( --'-1 _8 +_9_;0_+....:;3_6_) 3 6 O O 
16 

AIJ 10800 Kg 

16 T 16 

o 
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n. 
L: 

,[=1 
A - B 

lj lj 
o 

Ejemplo. Encuentre la fuerza P que debe de ejercer -
el obrero de 90 Kgá de 1 a figura, sobre 1 a --' 
cuerda, para sostenerse en equilibrio. 

Solución: 

Si bacemos un diagrama de cuerpo libre de A, obtene­
mos la siguiente fi~ura, donde W es el peio del obre­
ro. Tomando 



tenemos que 

3T - W + T O 

4T W 

T 22.50 Kgn 

Como se habfa especificado anteriormente, el número 
de ecuaciones escalares que se pueden plantear de un cuerpo en 
equilibrio, es igual al número de cantidades escalares desconoci­
das que podemos encontrar. 

Se dice que un problema es estáticamente determinado, 
o l6o6t~tleo, cuando el nGmero de ecuaciones escalares que se -­
pueden plantear de las consideraciones de Estática, es igual al-

. 1 

número de inc6gnitas escalares del problema. En el caso ~ue el-
número de incógnitas sea mayor que el de ecuaciones, se dice que 
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el problema es estáticamente indeterminado, o lt-tpe.Jte.J.l.:tá..U.c.o. Se 

denomina grado de hiperestaticidad a·la diferencia entre el nú­

mero de inc6gnitas y el de ecuaciones; por ejemplo, si tenemos -

5 incógnitas y tres ecuaciones posibles, como en la figura 2.4.~ 

5. 

( ¡" 
t 

B 
X .. 

F i g u r a 2 .• 4 • 5 - 5 

de la cual pueden plantearse tres ecuaciones independientes de -

Estática: 

Yl. 
L: F _:<- = O ; 

.(.=1 lj 

Yl. 
L: M .¿ - O 

.i.= 1 A - , 

y cinco incógnitas: 

el grado de hiperestaticid~d es de dos. 

El hecho que el problema sea hiperestático no implica­

que carezca de solución, sino que se necesitan ecuaciones adici~ 

nales para resolverlo, y éstas, en general, se obtienen tomando en 

cuenta las deformaciones; p'ero este tema es de la competencia de 

Resistencia de Materiales o de Análisis Estructural. 
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CINEMATICA DE LA PARTICULA 

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE 

El alumno: 

1 • VeM.niJr.tf. lol.l c. o nc. ep.tol.l de .tJr.a.y ec..tOJr.ia., pol.l ic.-<.6 n y del.l pla.za.- -
miento linea.lel.l. 

2. Ve6iniJr.tf. lol.l c.onc.ep.tol.l de veloc.ida.d y Jr.a.pidez .ti.nea.lel.l, me­
dia.l.l e inl.l.ta.n.ttf.nea.l.l. 

3. Ve6iniJr.tf. el c.onc.ep.to de a.c.eleJr.a.c.i6n lineal, media. e inl.l.ta.n.ttf.­
nea.. 

4. VeM.niJr.tf. el c.onc.ep.to de JeJr.k. 
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5. rtantea~á la~ exp~e~~one4 veeto~ate~ de po~~e~6n, de~ptaz~ 

m¿ento, ve.iocLdad y aeete~acL6n t~neate~. 

6. Vemo~t~a~á que la veioe~dad t~neat ~nhtantánea e~ tangente-­
a la t~ayeeto~ia. 

7. Piantea~á la~ exp~e~ione~ e~eata~e~ de la t~ayeeto~ia y de­
la ~apidez tineate~. 

8. Ve6ini~á qu~ e~ et piano o~eutado~. 

9. Obtend~á en t~~mino~ de lo~ vee:i;o~e~ unitauo~ del piano o~ 
euiado~, ta _e,xpJte:hi6n ve.cto~iai de. la aeete·~aeión Lineal- -

.út~tantánea. 

10. EnuncLa~á el teo~e.ma de. Huyghe.n~. 

11. Exptiea~á t~ eompone.nte~ del teo~e.ma de Huyghen~. 

12. Re~otve~á p~obte.ma~ del movimiento de un punto a pa~ti~ de-­
la~ va~iabte~ de la t~aye.etoua. 

13. Ve6ini~á lo~ eoneepto~ de po~iei6n, de.~ptazamiento, vetoei-­
dad y aeete~aei6n anquia~e.i. 

14. Piantea~á la~ exp~e~ione~ ve.eto~iaie~ de po~iei6n, de~piaza­

miento, vetocLdad e¡ aeeie.~aei6n anquia~e.~. 

15. Ve.duei~á la ~e.taei6n e.nt~e. lo~ eonee.pto~ tine.ate.~ y anguia-­
~e~ de veioeidad y aee.te.~aei6n. 

16. Aten~endo a la~ ~e.taeione.~ e.nt~e ve.toeidad y aeete.~aei6n- -
Uneate~ y anguta~e.~. ~e~otve~á p~obte.mM de.t movimiento de. 
un punto. 

17. Ptantea~á la~ e.xp~e.~ione.~ ve.etouate.~ de. la po~iei6n, ve.toci 
dad y aee.te.~aei6n tine.ate.~ de. un punto e.n eoo~de.nada~ ea~te. 



18. Re~olve4~ p4obtema4 de movimiento t4idimen4ional de una pa4-
t.!c.ula. 

79. Plantea4á. la.6 exp4e.6io.ne.6 v ec.to4iale.6 pa4a la po.6ic.i6n, ve-­
loc.-i.dad 1J ac.eleJtac.i.6n Li.neale.6 de un punto c.on tJtayec.totúa -
plana en c.oo4denada.6 c.a4te.6iana.6. 

20. Veduc.i4á. la.6 c.a4ac.teJt.!.6tic.a.6 c.inemá.tic.a-6 palta lo.6 c.a.60.6 palt­
tic.ula4e.6 de movimiento.6 c.i4c.ula4e.6 tJ ti4o pa4ab6l.ic.o. 

21. Re~olveltá. p!toblema.6 de movimiento plano de una paJtt.!c.ula 

2 2.· P lanteaJtá. la.6 explte.6io ne.6 e.6 c.4la1te.6 pa4a la po.6iu6 n, velo-­
c.idad 1J ac.ele!tac.i6n de un punto en movimiento 4ectil.!nen. 

23. Vibuja4á. la.6 g4á.6ic.a.6 de p0.6ic.i6n, veloc.idad y ac.ele4ac..[6n-­
c.ontJta. tiempo de un punto en movimiento 4ec.tilt.neo. 

2 4. Veduc.iJtá. la.6 c.aJtac.teJt.!.6tic.a.6 c.inemá.tic.a-6 pa4a lo.6 c.a.6 o.6 pa4-
tic.ula!te.6 de movimiento.6 4ec.til.!neo.6, inc.luyendo el altm6ni­
c.o .6imple. 

25. Re.6olve4á. p4oblema.6 de movimiento 4ec.tit.!neo de una paJtt.!c.~ 

la. 

26. Ve6ini4á. lo.6 c.onc.epto.6 de po.6ic.i6n, veloc.idad 1J ac.ele!tac.i6n 
ab.6 oluta.6 . 

27. ObtendJtá. la.6 explte.6ione.6 ve~Jtial~ pa4a la po.6ic.i6n, la ve 
loc.idad IJ la ac.ele4ac.i6n ab.6oluta.6 en téJtmino.6 de un maltc.p­
de JteneJtenc.ia m6vil. 

2 8. VeMni4á. lo.6 c. o nc.epto.6 de po.6ic.i6n, velo c.idad IJ. ac.ele!tac.i6 n , 
4elativa.6. 
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zq. 1dent~6~c.~~~ to4 t~ftm~no4 de po4~c.~6n, vetoc.~dad y ac.elena­

c.~6n M.t~t~vM e.n, l<+4 exp~e.4~one4 9 e.ne.na.te4 de mov~m~ento- -

nelat~~o. 

30. Ve6~n~~J la-6 c.omponente4 de veloc.~dad y ac.elenac.~6n de ann~ 

tne. 

3J. IdentiQic.an~ lo-ó ténm~no-6 de veloc.~dad y ac.elenac.~6n de- - .,. 

anna-ótne en la-6 expne-ó~one-6. g enenale-6 del mov~m~ento nelat~­

vo. 

32. Ve6~n~n~ el c.onc.epto de ac.elenac.~6n de Con~o~-6. 

33. Ident~~~c.an~ el ténm~no de ac.elenac.~6n de Couolü en la-6- -

expne-ó~one-6 genenale-6 de mov~m~ento nelat~vo. 

34. ReMlven~ pnoblema-6 de mo.v~m~ento nelat~vo. 
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1 N T R O D U e e 1 O N 

Al observar los temas precedentes desarrollados en- -
estos apuntes, advertimos que en el No. 2 se han estudiado los- -
sistemas de fuerzas en forma aislada, es decir, no como la causa­
del movimiento. Asf, en el presente tema analizaremos la geome-­
trfa del movimiento de una partícula, también en forma aislada, o 
sea, sin relacionar la~ causas (fuerzas) con el efecto (movimie~ 
to). En cursos posteriores se analizará la relación fuerza-movi­
miento, ya dentro del ámbito de la tU.n~m,(.c.a.. 

El ánalisis de la geometría del movimiento de una pa~ 
ticula tmplica el conocimiento de sus características cinemáti- -
cas, tales como: posición, velocidad y aceleración ; por lo ta~ 
to, si pretendiéramos expresar el objetivo fundamental del tema,­
éste consistiría en conocen la. po~,(.c.,(.6n, la. veloc.,(.da.d y la. a.c.el~ 

na.c.,(.6n en una. pa.nt~c.ula., en c.ua.lqu,(.en z,[empo. Una vez que esto~ 
conceptos se han planteado matemáticamente, podemos afirmar que­
conocemos la Cinemática de dicha partícula. 

Además de la Cinemática de la partícula, dentro del-­
tema 3 se plantea y analiza el movimiento de un s~gmento de rec­
ta, con el objeto de establecer antecedentes indispensables para 
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el estudto de 1~ Ctnemattca del cuerpo rfgido, y contar con un-­
patr6n de comparact6n angular para expresar las caracter1sticas­
cinemática~ en ciertos tipos de movimiento. 
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3.1 'MOVTMTENTO DEL PliNTO MATERIAL 

Al iniciar el curso definimos a la C.ine.má;t.i.c.a como-­
aquella rama de la Me.c.lin.i.c.a ~lli-4-i.c.a que estudia el movimiento de­
la partícula material, sin tomar en cuenta las causas que generen 
dicho movimiento. Simplificando la definici6n, tal estudio se- -
orienta al analisis de la. geometría del movimiento, omitiendo el­
de las acciones que lo produzcan. 

En rigor, nos interesa conocer conceptos tales como la 
posici6n, la velocidad, la aceleraci6n, y el lugar geométrico que 
describen los móviles en el tiempo y otros. 

3.1.1 POSICION, TRAYECTORIA, DESPLAZAMIENTO LINEAL, 
VELOCIDAD Y ACELERACION DEL PUNTO Y JERK 

Un punto se mueve cuando obseivamos que su posición- -
cambia en el tra"nscurso del tiempo, con respecto a un marco de- -
referencia fijo. 

El movimiento del punto P, mostrado en la figura 3.1.1 
-1, est~ definido por la funci6n 

!t= Ji (.t) 

que es una función vectorial, en donde .t es una variable esca-­
lar, que nos proporciona la po,f¡.i.c..i.6n del punto móvil. 

z 

Figura 3.1.1-,1 
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Al lug&r aeom~trico de todos los puntos por donde pa­
sa el mGvil, al tr&nscurrtr el tiempo, lo definimos como t4ayee­

to4ia. 

Sean P1 y P2 dos posiciones sucesivas de P sobre- -
su trayectoria, y t1 y t2 sus tiempos correspondientes, tal-­
como muestra la figura 3.1.1~2 

Pr 

Figura 3.1.1-2 

Desplazamiento 
1 i neal del 
m5vil 

Al vector lflC:= "iL !t2l -IL !t1 l se le define como de-6-
p.tazam.iento lineal del m6v.i.t en el intervalo [.t1 , t2]- Una apre­
ciación media que nos permite determinar tal desplazamiento en-­
el tiempo es 

V = m 
.iL(t2) - .iL.(t1) 

t2 - t 1 

Esta expresión define a la ve.e.oe.idad media de.e. m6v.i.t en el inter­
v a 1 o e o n si de r a do. Si t es un va 1 o r de 1 ti e m p o , t a 1 que t 1 ~ t $ 

t~, la velbcidad media es 

V = m 
JL(t) 

t 

y este vector será tanto más aproximado a la velocidad del punto~ 

en cada instante, cuanto más se ap~oxime a cero el denominador. Y 
en el límite, cuando I:J.t-+0, tendremos la velocidad instantánea v. 

v= .tlm I:J.4 d!L 
U+O u= ll 

168 



o bien 

v= 1t ( t l 

La ecuación (3.1.1-1) define a la veloQldad lnA.tan.t4nea del punto 

móvil en el tiempo t. 

Hemos trabajado con la función !t= !t (t), que definimos­
como ley veQ.toJtlal del movlmlen.to. Sin embargo, es evidente que 

el punto móvil ha descrito la trayectorfa Q en su recorrido en 

el tiempo; por lo tanto, escribimos S= S (t), función que corre~ 
ponde a la ley e6Qala!t del movlmlen.to, véase figura 3.1.1-3 

Q 

Figura 3.1.1-3 

Debe tenerse presente que la ley vectorial del movi-­
miento determina la posición del móvil para cada instante en tér­

minos del vector de posición del punto, en tanto que la ley ese~ 

lar del movimiento nos proporciona su posición en función de la­
distancia recorrida por el punto móvil en su trayectoria. 

también 

En tales circunstancias, si: 
\ 

li= fL ( t) y A= A (t) 

y finalmente 
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As1 1 para liJ.s dos po~i_ciones sucesivas P(.t) y Q(.t+L:I.t)­

dibujamos la figura 3.1.1-4. 

F i g u r a 3 . 1 . 1 -4 

Como~= ~ (~) es una representación natural de una- -
curva regular ~, la derivada de tal función 

define 1a dirección de la tangente a~ en el punto~= Ji"(~). Al­
operar con el 1 ími te 

ft(~)= -Um Ji"(~ + D.~) -Ji"(~) 
1'1~-+0 D.~ 

observamos en la figura 3.1.1-4 que el cociente /i"(~+D.~) -fi"(~) -
M 

representa a una secante de e, y el vector fi"(~) tiene como módu-
lo a la unidad, luego 

Um ! D./i" ( ~ l ! 
1'1~-+0 ! M ! 

o bien que 

!MI= ifi"(~) 
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En virtud de que el vector velocidad del punto móvil­
es tangente a 1 a curva c. en el punto Jt(.6), el vector tangente unj_ 
tario et para tal punto tiene la misma dirección en el intervalo-

de t~empo considerado. Al multiplicar y dividir la expresión- -­
(3.1.1-1) por d.6, se obtiene: 

V= 
d!t 
(H 

d.6 d/i; 
(H ""ái 

d.6 et a:t 

y puede obtenerse a la vez la IW.pi..dez del punto móvil 

v= lv 1= 1~1 pues 1 e;t 1 = 1 

Finalmente, la expresión de la velocidad será 

V= ( 3.1.1-2) 

En forma análoga a como la velocidad nos mide el cam­
bio de la posición de un punto, la ac.ete~ac.i..6n nos permite dete~ 
minar el cambio instantáneo de la velocidad en el tiempo; así: 

d (vL) 
a= C[;f -~.. 

o sea 

a= !t(t) 

Derivando con respecto al tiempo la expresión (3.1.1-2) 
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a + (V dd~:t) (3.1.1-3) 

Multiplicando y dividiendo el segundo término del segundo miem- -
bro de la igualdad por d~ 

a.= dv -
CfE e:t + (V d~ de:t l cu ---cv.;- (3.1.1-4) 

pero 

d~ 
cu: = V 

Además, e:t .e:t 1. Al derivar este producto escalar con respec - a -· 
toa~. se puede demostrar que e:t :t =O, y, por lo tanto,-

cr.6 

En esta situación, definimos 

en donde K es el módulo del vector curvatura correspondiente a 
la expresión vectorial anterior. Esa misma expresión la podemos 
expresar como sigue: 

áe:t .. 
K (1:6 Jt (~) 

o bien 

K= K(~) 

Toda - . función vectorial unitaria,-vez que e :t. es u na 
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d- de 
entonces, e:t es qrtogona.l a, e;t; por lo tanto, ;tes paralelo 

~ n 
a 1 p 1 ano n o rm a 1 q u e p a s a por e 1 punto e o n s i de r a do y norma 1 a 1 a -

tangente a la curva e en tal punto y de dirección e;t. En rigor, 

la curvatura es siempre positiva, ya que es independiente de la­

orientación de la curva deftntda por el sentido de recorrido del­

punto móvil. 

El recíproco de la c.urvatura es el Jtadio de cu.Jtva;tu.Jta­

R. Este concepto se expresa 

R., 
K 

y 

J7<!= 1

de.:t, 
K= cr--:6' 

pues J e
11 

1 = 1 ; SiendO e 1t Un V ec;toJt no fUria! U.Hi;ta.Jtio p er pendÍ C U­

lar al vector tangente unitario e;t .En fin, a la curvatura se le 

puede interpretar como el valor del cambio de la dirección de la 

tangente con respecto a la longitud del arco. Así 

Llevando los valores obtenidos para la curvatura y para 

el radio de curvatura a la expresión (3.1.1-4), queda 

a= 
dv 
a.t 

2-
e ;t + v e ( T e011..ema de Huyg hen6 ) R n ( 3. 1.1-5) 

igualdad que podemos interpretar así: 

i) - aceleración a total de 1 punto móvil 

ii} a = 
.:t 

dv -
a.t e.:t componente tangencial de 1 a a e e 1 e-

ración del punto mó vi 1 , que mide-
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i i i ) 

el cambio instantáneo de la rapi­

dez del punto 

componente normal de la acelera-­

ción, y mide el cambio instantá-­

neo en la dirección de la veloci­

dad del punto móvil 

El teorema de HuyghevtJ.> incluye, en su interpretación, a 

las dos componentes de la aceleración citada 

a= + 

En función de las 'expresiones (3.1.1-2) y (3.1.1-5) de-

terminamos 1 os valores de 1 as componentes at y a Así: 
Yl 

- dv o a V V -¡:u; pues ef'l. et 

Despejando 

dv - -a V cu= V 

y 

a v 
et (3.1.1-6) a = t V 

Efectuando 
siendo eb el vec-

3 3 - - V V tor binormal,o sea, a X V R eYL X et R eb 
normal a eYL Y a -

3 

\a v \ = V et X 
R 

pues 

1 e:-6 1 = 1 
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Queda 

v2 - -a X V 
R= V 

y 

- -a X V len a 
(3.1.1-7) n V 

De la expresión escalar anterior se obtiene el valor del 
radio de curvatura 

R= 
- - (3.1.1-8) 
a X V 

Plano o-6c.uladoJt 

S e a n Po ( -x o , lJ o , z o J , P ( x, lJ, z, ! y P 1 [ x 1 , 1J 1 , z 1 J 

las posiciones por donde pasa una part1cula móvil en el transcu~ 
so del tiempo y ~o, ~y ~1 los vectores de posición de tales - -
puntos. Ahora bien, si ~o= ~o [t), ~= ~[t) y ~1= ~1 (t), en el i_t:!_ 

tervalo t1 $- t ~ t2, queda definido el plano tangente rr [o-6c.ula­

doJt), pues tal lugar geométrico queda determinado por los tres -
puntos citados que pertenecen a la trayectoria del punto móvil,­
como se muestra en la figura 3.1.1-5 

X 

Figura 3.1.1-5 
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En rigor, la particula describe una trayectoria curvilfnea plana 

en el espacio, contenida en el plano n , en el intervalo consi­

derado para t~ t. ~a velocidad de P tx,y,z) es tangente a la- -

trayectoria v= vet , siendo la expresión de la aceleración del- -

punto a= at + an A la vez, puede obtenerse el radio de curva­
tura (CP) para ese instante en·tal punto. 

No se recomienda aplicar, o tratar de definir, el plano­
tangente al movimiento en el espacio de tres dimensiones; convie­
ne utilizar otros procedimientos, como el uso de las funciones- -

de las variables de trayectorias. 

Je~k. La tercera derivada del desplazamiento, o desalo--
. . d 3/L - . ~ 

jamiento, con respecto al t1empo, a:f3 = ~, es una func1on que- -
ha tomado decisiva importancia en la ingenierfa moderna, debido­

a la invención de máquinas de funcionamiento complejo; así, tal -
concepto se usa, por ejemplo, en el estudio de las operaciones- -
de las válvulas de admisión y escape de los motores de vehícu-­

los autopropulsados o automotrices, así como en otros donde se-­

~~quieren variaciones de la función aceleración. Por lo tanto, -
~ representa el cambio de la aceleración con relación al tiempo, 

y se interpreta como el cambio, respecto al tiempo, de la magni-­
tud de una fuerza o de la resultante de un sistema de fuerzas que 
provocan tal aceleración como efecto externo. De acuerdo r.on el 

d" Jt contenido del segundo postulado de la Mecánica Clásica, a-i3 al 

canza valores considerables como efecto de impacto en las máqui­
nas. Tal concepto recibe diversas denominaciones, como son '->e- -
gunda aQeie.~aQión, pui.6o y la ya citada de Je.~k. 

Po.6ición, ve.ioQidad y a~e.le.~a~ión e.n ~oo~de.nada.6 ~a~te..6la 
na.6. 

Sea P (x.y,z) un punto móvil de vector de posición-
-'c= !t(t) (figura 3.1.1-6). En estas circunstancias, la ley vecto 
rial del movimiento es 

~= xl + yj + zk 
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en don de n e e es a r i an1 ente x = x ( .t) , y= y ( .t) y z = z ( .t) • 

z 

" 

X 

Figura 3.1.1-6 

Al derivar JL(.t) con respecto al tiempo obtenemos v, veloci­
dad del punto móvil: v= x~+yj+zk en virtud de que v= JL=v(.t). Tam 
bién X= x(.t), y= y(.t), z= z(.t). Derivando por segunda vez JL=JL(.t) 

determinamos la aceleración del punto a= x~ + ijj + zk, expresión 
que contiene implícitamente a las componentes tangencial y normal 
de la aceleración. Es evidente que las anteriores funciones de­
la variable escalar tiempo son funciones definidas, cont1nuas y­

derivables de punto; en tal virtud, el proceso inverso a las op~ 

raciones de derivación efectuadas, esto es, las integraciones S_!! 

cesivas a partir de la expresión de la aceleración, nos remiten­
a las etapas precedentes y, finalmente a la expresión original -
o de partida. Ambos procesos son muy usuales en los prpblemas­
del movimiento de la partícula material. 

Ejemplo: Un punto se mueve en el primer cuadrante a lo-
largo de la curva x=} y 3 Si la proyección--
del movimiento del punto sobre el eje y es tal 
que y= ~ .t 2

, donde .t es el tiempo y se mide en 
segundos, determine: la rapidez, el módulo de-
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la aceleración, y el radio de curvatura de la­
trayectoria cuando :t"' 3-óeg. Considere que las­
posiciones se estiman en metros. 

Solución: 

Jt= .xi + yj 

Por los datos del problema 

1 3 1 ( 1_ ;t2 )3 
X.= 3 (y) = 3 4 = 

Así: 

1 ;t6 . 1 ;t2 . 
!t= 19Z ~+ 4 J 

v= ~· =~ :t 5 i + } :tj 

dv 5 :t 4 • 1 . 
a=. ll =32 ~ + 2 J 

Par a :t = 3 .6 eg 

Jt= 3. U + Z. Z5j [m J 
v= 7.59.1,. + 1.5j [ m/.6 J 
a= 1Z.66i+ 0.5j [ m/.6 2 J 

1 ;t6 
T9Y 

1 v J= J1.59 2 + 7.5 2 1
= 7.74 m/.6 

como R= 
va 

la x vi 

de donde R= 463.68 
15.195 

a X V= 

30.52 m 

i j k. 15.195k. 

12 .• 66 o. 5 o 

7.59 1 • 5 o 



Ejemplo: la aceleración de una particula está dada por­
la ecuación a= ~ t donde M es un vector cons- -
tante y t es el tiempo. Determine la ney vec-­
torial del movt-m~ento de la partícula. 

Solución: 

en donde e es un vector constante de integración. 

:JtJ-v dt 

"JI } M ~· • e 1 d~ 
!_ M t 3 + e t + e1 
6 

siendo e1 la constante de integración. Así 

Ji= ~ AT t a + e t + e 1 

3.2 f~OVImENTO DE UfM RECTA 

3.2.1 DESPLAZAMIENTO ANGULAR 

Para precisar algunos conceptos básicos relativos al mo-­
vimiento angular. conviene abordar el problema por medio de una-­
idea intuitiva; con tal propósito, consideremos el siguiente eje.!!! 
plo: 
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Si a una particula la hacemos girar alrededor de un eje~­

describir§ c1rculos, ésto es posible visualizarlo si pensamos en 

una honda en la que el proyectil se le sujeta por medio de una--
cuerda y se le dan vueltas. z 

X 

Figura 3.2.1-1 

En estas condiciones es fácil captar que si introducimos 
un sistema de ejes (figura 3.2.1-1), a la partícula se le ubica-­
rá con sólo conocer el ángulo e que describe con respecto a la-­
posición inicial, toda vez que el radio de la circunferencia en~ 
que se mueve permanece constante. Así, él ángulo será una fun-­
ción de parámetro t; esto es e= e(t). 

Cabe señalar que a la diferencia entre dos posiciones- -
consecutivas la llamaremos de~plazamiento angula~. 

Antes de definir velocidad angula~,es importante tener-­
presente que tanto los ángulos como los desplazamientos angular~ 
que hemos descrito, pese a que requieren dirección, no son vect~ 

res; más aOn, si tratamos de componer los giros en un plano dif~ 
rente, la s~perposición de estos (suma) no sería conmutativa y, -

por ende, el conjunto de los ángulos no podría constituír un cam 
~o vectorial. 

Para mejor comprensión atiéndase al siguiente ejemplo: 

Si a un cuerpo como el que se muestra en la figura lo h~ 
cemos girar un ángulo e alrededor del eje x, y luego un ángulo-­
e y alrededor del eje y, su posición será: 
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X 

z 

z 

z 

X 

En cambio; si alteramos el orden en que se efectúa~on los 
giros, la posición del cuerpo sería: 

z 

z z 

lj 

)-----IJ 

X 
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Sobre este particular se hará mención en otros incisos -
de este capitulo, en los que se especifica bajo qu~ condiciones­

es posible considerar a los giros como cantidades vectoriales. 

3.2.2 VELOCIDAD Y ACELERACION ANGULARES 

Ahora bien, volviendo al problema de la particula que se 
mueve en la circunferencia, deducimos qu2 si deseamos obtener su 
velocidad en un instante :t,. aplicando los resultados obtenidos-­
con anterioridad, se tiene 

V= 1 dfi 
ll 

e . 
:t V 

en donde e:t es un vector tangente a la trayectoria, en este caso 
a la circunferencia, y 1~1 la rapidez de la partícula. 

Para el cálculo del módulo de la velocidad podemos auxi-­
liarnos de la siguiente figura: 

en donde de lo que obtenemos 

Por otra parte, como ~n es suficientemente pequeño, el- -
tamaño del vector se aproxima a ~-6, de donde se puede escribí r 

~n 1 = ~}.¡= pM 

Al dividir esta expresión entre ~:t y tomando límites cuando ~:t+O­
se tiene: 
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V 1 F t-ún 
t:,.:t.-rO 

P U.m 
M. .-rO 

Al límite de ~~ , que es un escalar, le llamamos Jtap,[dez 

angu.f.alt y lo denotamos as1/:,~iw ~~= lwl= e 
Sustituyendo e~te resultado en la expresión de la veloci 

- ' dad, se tiene que v=p lwl e;t 

Ahora bien, si se toma en cuenta que el vector veloci~ad 
es, por una parte, tangente a la trayectoria y, por la otra, pe~ 

pendicular al vector de posición (perpendicular al radio de la- -
circunferencia en el punto dado), se puede expresar la velocidad 
en función de dos vectores, como se indica a continuación 

v=w x 1t 

En esta expresión resulta que el vector w, al que denomj_ 
naremos veQ;toJt vef.oQ,[dad angu.f.aJt, también es perpendicular tanto 
a ¡como a v, toda vez que ¡y v están en un plano. Véase la- -
siguiente figura 

-
w 

-
V 

Por otra parte, Si de esta expresión se toma el módulo--
del vector, se tiene 

1 
-

1= 1 wl 1 1 J.Jen 90°= 1 
-

1 1 1 V lt w lt 

Pero, dado que 1 1 resulta 1 
-

1= 1 
-

1 lo lt = p , V w p • --
cual coincide con el resultado obten ido a n t e r i o rm e n te . 

Así, el vector velocidad angular será w= e eb en donde--
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e6 es el vector normal al plano en que gira la partícula, y coin 

cide con el eje de rotación. 

En la expresión anterior se empleó la notación original­
adoptada por Newton, que consiste en colocar un punto sobre el -
sfmbolo e para indicar la primera derivada con respecto al tiem­
po. Cuando· se coloquen dos puntos sobre el símbolo de una vari~ 

ble, significará que representa a la segunda derivada de tal va­
riable, también con relación al tiempo. 

A la magnitud o módulo de la velocidad angular se le de­
nomina ~ap~dez angula~ ~n~tantánea o, simplemente, ~ap~dez angu­

!M. 

Conviene advertir que las dimensiones con las que se ex-­
presa la velocidad y la rapidez angulares de los sistemas absol~ 
tos y gravitacionales, respectivamente son: 

y 

Las unidades son: ~eg- 1 , m~n- 1 , h!t- 1 o bien ~ctd/f.>eg, - -

~ad/m~n, ~ad/h~; también es usual medir dichos conceptos cinemá­
ticos en términos de "~evofuc.~one~" por unidad de tiempo: ~pf.>,­

~pm, ~ph, etc., en donde 1Jtev= l!t= 2n 

A su vez, la aceleración de la. partícula será 

a= 

en donde la derivada del módulo de la velocidad, sustituyendo el 

resultado obtenido, será: 

~ 
d t 

d p lwl 
d t 

p dlwl 
d t 

pe 

Como ya se dijo antes, la segunda derivada de e , con- -.. 
respecto al tiempo, se representa por e. 
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Llevando ~ste résult¡tdo a la expresión anterior, y susti 
tuyendo el valor de IJ.v en función de la velocidad angular, re-­

sulta: 

toda vez que R= p para el movimiento circular. 

Mediante un razonamiento análogo al efectuado para el ca-­
so de la velocidad, a la aceleración tangencial la expresaríamos 
en función de dos vectores, tal como ~e indica a continuación: 

-
a = :t a x Jt 

en donde a es el vector aQeleJtaQ~6n angulafl. y resulta igual a: 

Por su pa~te, la aceleración normal la representaríamos­
por medio de: 

pero 
V= ·W X Jt 

en donde 

W X ( 
-
W X Jt 
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De donde resulta que 

Las dimensiones de esta última expresión, correspondien~ 

al cociente resultante de la variación de la rapidez angular en-­
tre la del tiempo, son: 

y 

en los sistemas de unidades absolutos y gravitacionales, respectl 
va m ente . Es u s u a 1 e 1 e m p 1 e o de 1 as s i g u i entes un i dad es : .6 eg - 2 

, -

min- 2
, nad/min 2

, etc. 

3.3 CASOS PARTICULARES DEL MOVIMIENTO DEL PUNTO 

Las expresiones que determinan las características cin~-­
máticas (posición, velocidad y aceleración) del movimiento de una 
partícula, mismas que se trataron en el capítulo anterior, pueden 
generar otras según el tipo de movimiento que se estudie y el sis 
tema de referencia que se adopte. Es obvio que las expresiones-­
particulare~ de cada movi~iento se obtendrán a partir de las ge~-, . . 

nerales y, por lo tanto, no son inQ§pendientes de éstas. 

3.3.1 MOVIMIENTOS SEGUN TRAYECTORIAS TRIDIMENSIONALES 
EN COORDENADAS CARTESIANAS 

El sistema de coordenadas cartesianas fijas es el más usa 
do en la solución de problemas de ingeniería. 

Este sistema tiene como vectores unitarios base a: i,j,R, 

los cuales, en este caso, son constantes tanto en magnitud como­
en dirección; así pues, la ley vectorial del movimiento de la- -

partícula queda expresada por su vector de posición en la sigui-­
ente forma: 

n= x(x)i + y(x)j + z(x)R (3.3.1-1) 
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Si derivamos la ecuación con respecto al tiempo, obtene­

mos los vectores velocidad y aceleración. 

V~~= i(t)i t ~(tlj t i(t)k (3.3.1-2) 

,. 
a= ~= x{t)i + y(t)j + 2{t)k (3.3.1-3) 

Una vez conocida la ley de variación del vector posición, 
por derivaciones sucesivas obtenemos la velocidad y aceleración. 
Inversamente, si se conoce la aceleración del punto en cualquier 
instante, por integraciones sucesivas se obtiene la velocidad y­
el vector posición, utilizando las condiciones especiales del mQ 

vimiento para la determinación de las constantes de integración. 

En algunos problemas la aceleración no está en función- -
del tiempo, sino en función de la velocidad o el desplazamiento; 
t a 1 e s e 1 e a s o d e 1 a m o r t i g u a d o r v i s e o s o y e 1 d e 1 r e s o r t e e 1 á s t i -­
co, que trataremos a continuación. 

La aceleración en función de la velocidad tiene las si-­
guientes condiciones iniciales para: 

t=O , v=va , ~=0 

a= 6 (v) 

dv 
dt 

= 6 (vi 

dv = dt 
6 rv-1 

J V dv _ 
vo 6 (vi 

(3.3.1-4) 

Con la ecuación (3.3.1-4) encontramos la velocidad en- -
función del tiempo: 
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V= I 1 (.t l 

f' f~!tldt d!L= (3.3.1-5) 

o o 

La.aceleración en función del desplazamiento es: 

a.= 6 (i' 

d\1 dv d!L a.= = . 
d.t d:t d!L 

dv • v 
dt[ 

= 6 ( JL) 

J
v !L 

_ v · dv =l 
Vo O 

(3.3.1-6) 

dv d!L dv -= - V 

d!L d.t dlí 

(3.3.1-7) 

y con la ecuación (3.3.1-7) obtenemos: 

V= th (tt) 

f' d!L "J' d.t 
6 1 ( !L) 

(3.3.1-8) 

y e on 1 a ecuación (3.3.1-8) obtenemos 

(3.3.1-9) 

si sustituímps (3.3.1-9) en (3.3.1-7) y (3.3.1-6), obtenemos los 

los valores de velocidad y acel~ración en función del tiempo. 
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Ejemplo: La postci6~ de una partfcula está expresada me 
dtante la functón 

~= x(.t)~ + y(.t}j + z(.t)k 



en donde 

x(.tl= 5+6t 2 

Y (.t l"' 1 Ot+ 5 

z[t)= 13 

en las que x;y,z están en metros y t en segun-­

dos. 

a) Determine la velocidad, la aceleración tan-­

gen e i a 1 , 1 a a e e 1 era e i ó n norma 1 y e 1 r a di o de 

curvatura de la trayectoria cuando t=3 ~ 

b) Determine el desplazamiento 1 ineal de la Pi!!: 

tícula en el intervalo de t=O a .t1= 1 ~. 

Solución: 

a) 

para 

fL= (5+6t 2 )~ + (10t+5)j + 13k 

v= d!L 
crr 1 u~ + 1 o j r~~J 
dv 

1U [m/~ 2] a.= ax= 

t=3 ~: 

fL= 59~+ 35j + 13k [m] 
v= 3 6~ + 1 O j [m 1 ~ J 
lvl=o/36 20 + 100'= 37.36 m/~ 

a= 12~ [m~~eg 2J 
a. • V 

a.t= tvl e:t 

a. • V 

lvl 
432 

37 ,,36' 
11 • 58 

[m J 
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1.9Q 

36.<-
t 

1 Q ¡ e. ¡= 
:t J 

37,36 37.36 

a. 11 • 1 4i t 3.09j [m/~2] 
:t 

a. = o: - a.:t 11 

a.Vl 1 u - ( 11 • 1 4i + 3 • o 9 j) 

a.Vl o. 8 6i - 3. o 9 j ~ /.6 ~ 

R= lvl
3 

¡a: x vi 

¡a: x vi= 120 

R= 52 145.95 
1 2 o 

R= 434.55m 

b) fr..:t=l= 7Lt + 15]. + 1 3R Gn] 

+ 1 3R [m J 

6Jí= ;¡:t= 1 6i + 10j + Of¿{m] 

Ejemplo: La aceleración de una partícula se encuentra- -
determinada en todo tiempo por la ecuación: 

si cuando :t=l J.,: 

v= h + 2j + Qf¿ [m/.6~ 

y 



fL= o 

determine en qué instante la abscisa del móvil­
es 500 m, 

Solución: 

par a :t= 1 1.> : V= Jj_ + 'l.j 

luego 7J.. + 'l.j= 18(7);_+ ["ft1) 2
- 'l.(1)Jj+ (1)k +e 

por 1 o q'we ~= -11j_ + 1.5j -k 

v= (18:t- 17);_ + tf:t 2
- 'l.:t + 1.5)j + (:t- 1)k 

•·JVdt• {9t' 1Jt)¿<{it'-t'•1.5t)j' ¡t; -tlk' e, 

para :t=1 1.>: 11.=0 

1 uego O= -u + ¡i 
6 

Si x= 500 m 

9:t 2 
- 11:t +'l.= 500 

9;t 2 - 11:t- 498= o 

6 
+ 

9 
J · + r !_ - 1 J k + c:-1 6 6 j 'l. 
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E.l tiempo buscado es :t=-8,07 f.>, pues si suponemos que el 
movimiento se inicia. cuando :t=O, los tiempos negativos-­
carecen de sentido. 

3.3.2 MOVIMIENTOS SEGUN TRAYECTORIAS BIDIMENSIONALES 
(MOVIMIENTOS PLANOS) EN COORDENADAS CARTESIANAS 

T,[Jr..o PaJr..abólú.o 

Uno de los casos más interesantes de los movimientos co-­
planares es el lanzamiento de un proyectil que inicia su movimie~ 
to con una velocidad inicial vo formando un ángulo eo con la horJ 
zontal (como se ilustra en la figura 3.3.2-1) y durante todo el­
movimiento tiene una aceleración constante que es la de la grave­
dad terrestre. 

Figura 3.3.2-1 

Para facilitar el ejemplo escogeremos como origen de coor 
denadas el punto de lanzamiento. Dado que, la dnica aceleración­
impuesta al proyectil es la de la gravedad, tenemos que: 

a= -gj (3.3.2-1) 

(en donde g=aceleración de lá gravedad= 9.81 m/f.J 2 o 32.2 á:t/f.> 2
)­

Las condiciones inicfales del movimiento son para :t=O 

w= ( v 0 ea f.> e o l ,¿ -r l v o -6 e.n e o l j 
(3.3.2-2) 

fr..= o 
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Procederemos a integrar la ecuación (3.3.2-1) para obtener la ve­

locidad y el vector posición del proyectil en cualquier instante 

dv = -gj u.t 

(3.3.2-3) 

Sustituyendo en la ecuación (3.3.2-3) la ecuación (3.3.2-2) para 
obtener. la constante: 

(v 0 c.o.6 8o)i + (vo .6ert 8o)j= -g{O)j + Ci 

v= (v 0 C.0.6 8o)i + (vo .6eYl 8 0 - g.t)j (3.3.2-4) 

Integrando nuevamente obtenemos ~: 

!!.= [! v o c.o.6 e o l .t] i + [ ! v o .6 e.n e o l .t - ~ g.t~j + c2 

Sustituyendo las condiciones iniciales obtenemos C2 : 

En esta forma, con las ecuaciones (3.3.2-1), (3.3.2-4) y (3.3.2-5) 

quedan definidas las caracter1sticas del movimiento en cualquier 
instan te. 

De la ecuación (3.3.2-5) obtenemos las expresiones para­
métricas de 1 a trayectoria del proyecti 1, y eliminando el pa rám~ 
tro tiempo obtenemos la ecuaci6n de la trayectoria: 

193 



X" (V a C.0.6 S o }.t 

.t= X 

V o C.0.6 So 

lj= (V o .6 UL e o J .t 1 .t2 
-~ 

lj= (v 0 .6en Sol ( Vo 
X 

l - ~ ( (vo 
x2 

e ol:?) C.0.6 So C.0.6 

lj= X .ta.n 8 0 - (3.3.2-6) 

Como se observa, la ecuación (3.3.2-6) es la de una P?r! 
bola con eje focal paralelo al eje IJ y que se abre hacia abajo. 

El alcance máximo L y la altura máxima H (véase la figura 
3.3.2-1) se calculan ~el siguiente modo: 

El alcance máximo L se tiene cuando la componentevertical 
del vector de posición de la particula (ecuación (3.3.2-5)) vale 
cero, ésto .es: 

De donde 

y 

1 uego 

vo .6en 8o.t-}g.t 2 =0 

1 .t(vo .6en Sa-~.t)=O 

v o .6 en 

.t= 2v 0 .6en So 
L g 

Es decir que para .t,¡O y .tt2v 0 .6e.n 80 /g ; IJ=O cuando .to=O 

se encuentra en el origen y cuando ~=2v 0 .6en So/g se encuentra en 
el punto de alcance máximo y éste lo calculamos con la componente 
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horizontal de la ecuación {3,3~2~51 

L= [va c.o.6 6al ( 2va l.!e.n 6o ) 
g 

L= 

L= 

2vo 2 cae 6o l.!e.n 6o 
g 

v 0
2 l.!e.n 26o 

g (3.3.2-7) 

Ya que la curva es una parábola, por simetrfa, para y=H, 
x=L/2, lo que se puede demostrar derivando (3.3.2-6) e igualánd~ 
la a cero, con lo que obtenemos 

_ L _ v 0
2 .6e.n.26o 

X- 2 - 2g 

sustituyendo en (3.3.2-6) 

. . . 
Ejemplo: 

H= Voz (2 .6e.n6o c.o.66o .6e.n6o¡ _ _g_Vo-z 
2g c.o.66o ~ 

Encuentre el ángulo e con que debe de lanzarse 
un proyectil, para dar en el blanco B de la fi 
gura indicada, sabiendo que la velocidad ini- -
cial es de 49 m/s. Diga cuál seda el áng·ulo­
~on el que obtendrfamos un alcance máximo. 

y 

122.5 m ----1 
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Solución; 

De la ecuaci6n (3.3.2-7) tenemos 

v o 2 .6 en. 2 e L= g 

.&en.2e= 0.500 

luego 

entonces 

y 

v o 2 .6 en. 2 e Como L= g 

el valor mlximo de L d~pende del seno del lngulo, y como 
el valor máximo del seno es 1, tenemos que: 

.6en. 2e = m 

2e = 90° .m 

L = m 

Ejemplo: 

245 m 

Un jugador de beisbol batea una pelota a 
\ 

altura de 0.85 m, y con un ángulo de 40°. 
su alcance horizontal es de 130m, y a 125 

una 
Si­

m -
se encuentra la barda del campo de beisbol, --



la cual es de 4.5 m de altura, ¿l9gró conectar 
un home run? (Ver figura) 

!f 

Solución: 

1Z5 m 
130 m 

Primero escogemos nuestro sistema de referencia en el pu~ 

to de paitida de la pelota, para poder aplicar las expre­
siones dediJcidas anteriormente. Con la expresión (3.3.2-7} 
calculamos V o en 1 a siguiente forma; 

2 L g 130 ( 9. 81} 7293.65 V o 
.6 en 26 .6 en 2 ( 4 o o J 

vo= 35,97 m 
.6 

De la ecuación (3.3.2-6) de la trayecto~ia obtenemos la -
ordenada cuando la abscisa vale 125 m y es 

y= ( 125) .tan 40° -
{9.81) (125) 2 

3.96 m> 3.65 
2 2 

Sí logro conectar un home run, pasando a 31 cm por arri­
ba de la barda de la pelota. 

Movimiento Ci~eula~ 

Se denomina así al movimiento descrito por una partícula 
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que se desplaza siguiendo una trayectoria circular. 

Sea la part1cula P, cuya trayectoria se encuentra conte­
nida en el plano xoy como se muestra en la figuri 

y 

La posición de P quedará determinada mediante el vector -
de posición 

~= R eo~ ei + R ~en ej 

derivando ~para obtener la velocidad 

díí 
V= CII 

(3.3.2-8) 

(3.3.2-9) 

Podemos identificar a e mediante una función vectorial- -
e(t), misma que tendrá una dirección normal al plano del movimie~ 

to. A la derivación de e éon respecto al tiempo se le llama veto 'd- . -
eida.d a.rr.guta.~ w= cJ, y tendrá la misma dirección que e; siendo-
en es te caso w=w·k. 

v~ -R@ ~err. ei + Rw eo~ ej (3.3.2-10) 

Calculemos el módulo de~~ 

luego 

(3.3.2-11) 

Con la ecuación (3.3.2-11) obtenemos, desde el punto de-

198 



vista vectorial, la rapidez tangencial en· función de la rapidez­
angular: 

V= W X fL 

Puesto que 

lvl= lwl l!i:"l l>e.n r !w,!i:"l 

y 

l!i:"l = R y 

lvl= wR 

Para obtener la aceleración de P derivaremos la ecuación 
(3.3.2-10) 

A la variación de w, con 
• o •6 o dw m1na aee.~e.~ae~ n angu~a~ a= a.t Y 

normal al plano del movimiento. 

(3.3.2-12) 

respecto al tiempo, se le deno­
también tendrá una dirección- -

que puede escribirse de la siguiente forma: 

donde (eol.6~ + ¿,e.nej) es un vector unitario cuya dirección es -
la misma de Ji:", pero con sentido contrario a éste, es decir, nor­
mal a la tangente de la trayectoria en ese instante, siendo el -
primer término del segundo miembro de la ecuación la componente­
normal de la aceleractón 
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El segundo término deber§ ser la componente tangencial 
de la aceleración y, como el vector -(~ene~- co~ej) es unitario 
pomedos escribir 

Calculemos el módulo de.a: 

200 

a= (-aR ~ene - Rw 2 co~e)~ + (aR co~e - Rw 2 ~ene)j 

Ejemplp! Un punto se rnueve sobre una trayectoria circu­
lar de radio de 0.5 m de acuerdo con la ley- -
w= (3.t 3 +4.t-3) [ ~- 1 J. Si e=8 cuando .t='l ~.,-­
determine: 

Solución: 

dw 
a= Cl"t 

a) lCúantas vueltas dará entre .t=4 y .t=10 .6? 

b) lCuál es el módulo de la aceleración tan-­
gencial, normal y rapidez de la partícula 
cuando .t=3 ~? 



para .:t=Z 8=8 

8= i (Z)"+Z(Z) 2 -3(Zj+c 

luego 

C= -6 

8= i .:t"+ 
4 

Z.:t 2- 3.:t-6 

a) Para .:t=4' e.,= 192.+32.:.12.-6=2.06 ILa.d 

Pa~a .:t=10, 8 1 o~ 7500+2.00-30-6=7664 JLa.d 

M= 81o -8.,=7458 

b) Para :t=3 .6 

v= wR= 90 .6- 1 

a.= aR= 85 (0.5) .:t 

7 ~; 8 
= 1186.98 vu.e..e..:ta..6 

x 0.5 m , v= 45 m/.6 

a. = 4050 m/.6 2 
n 

3.3.3 MOVIMIENTOS RECTILINEOS 

Son aquellos en los que la trayectoria del móvil es una­
línea recta. Generalmente dicha trayectoria se hace coincidir 
~on uno de los ejes coordenados de referencia, lo que motiva que 
estos movimientos puedan ser tratados escalarmente. 
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En ~lg~nos casos es ilustrativo tratar el problema grlf! 
camente, y resolverlo por integración gráfica (área bajo la cur­
va) de alguna de las curvas, mismas que se dibujan a continuación 

).) 
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Pendl"ente de la curva= dl.l v= d.f 

a= pendiente de.la curva~~~ Jt 2 

~x= xz-x 1=área bajo la curva= vdt 
1 tl 

a 

~v= área bajo la 

-1 r-;plt t2 

curva= adt 

~1 

t 



a 

JX2 

curva= adx 

X¡ 

Es aquel movimiento cuya trayectoria es una línea recta -
y tiene una velocidad constante. Por tener velocidad constante -
su aceleración es nula, y consecuentemente, su desplazamiento se 
rá· en genera 1: 

v= c..te.=vo 

dx 
cu = Vo 

Su representación gráfica será: 
V 

X o 

4---L-----........ .t 

x=v 0 .t+C ; 

v=v 0 

V o 

(3.3.3.-1) 

si para .t=O x=xo 

(3.3.3-2) 

a 

a= O 

-t----"''----...... .t 

Mov~m~e.n.to ~e.c..t~i~ne.o un~6o~me.me.n.te. ac.e.ie.~ado 

Se define así al movimiento cuya trayectoria es una línea 
recta y su aceleración es constante. 

Deduciremos sus características cinemáticas considerando 
que para 

x=xo v=v 0 

y como 

a= c. o n.6 .tan.te. 
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~-=a=> dv= adt => v= vo+at 

dx. 
ca 

(_3.3.3-3) 

(3.3.3-4) 

Eliminando el parámetro tiempo en las ecuaciones (3.3.3-3) y - -
(3.3.3-4) obtenemos 

2 2 

v = Vo + 2a(x-x.ol (3.3.3-5) 

La interpretación gráfica de este movimiento es: 

X. a 

a= a 

T 
X o V o a 

l. "'----.----........ t 

T Dw ve.n.t:Lc.al 

Es el movimiento que describe una partícula cuya veloci-­
dad inicial es de sentido contrario a la aceleración de la grav~ 
dad, siendo ésta la aceleración de la partícula en cualquier ins 
tante. 

lj 

g T 
h 

V o 
--~------~------------~x. 

a=-g 

lhtegremos para encontrar la velocidad de la partícula 
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v=J a.Ú= -g:t+C 

para 

:t=O v=vo 

1 uego 

V=V 0 -g;t 

Integrando nuevamente obtendremos el desplazamiento: 

para 

:t=O tj=O 

1 uego 

La altura máx.ima h que alcanza la partícula es· 

en h, v=O 

luego 

Vo-g:t=O 

y 

:t= ~ :t~empo de a.l:tu~a. máx~ma. 
9 
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y para 

Voz 
h= -rg 

Ca..[da UbJz.e. 

Cuando una partícula se deja caer y se encuentra sujeta -
unicamente a la aceleración de la gravedad, al movimiento rectilí 
neo que describe se le llama ea..[da t¡bJz.e. 

Vo=O T 
Yo 

~--------~--~~ X 

a= - g 

Integrando para determinar v: 

V= Jgd.t=-g.t+C 

'iara 

.t=O v=O 

luego 

C=O 

V= -g.t 

Para obtener la distancia recorrida integraremos v: 
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para 

luego 

C1= IJo 

Ejemplo: Un automovilista viaj¡¡. a 60 km/h cuando observa 

Solución: 

un semáforo situado 300 m delante de él que ca~ 
bia il rojo. Si el semáforo permanece en rojo 
durante 20 seg y el automovilista desea pasarlo 
sin llegar a detenerse en el momento de apare­
cer el verde, hal)e: 

a) La aceleración uniforme que requiere el co­
che. 

b) La velocidad del vehículo cuando pasa el se 
máforo. 

Como a= c..t e v=vo +a.t 

y 

El auto debe recorre 300 m en 20 s entonces 

(60 km _ _Q_Q__ m )· 
' lí!t~ 3 • 6 --'-' -
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12QQ 
3QQ - 3:6 

a= 20 O -0.1666 m/-6 2 

. 6 o V= -0.1666(20)+
3

•
6 13.34 m/-6 

Ejemplo: Se suelta una piedra desde un globo que está -
subiendo a una velocidad de 24 ft/s; si la pi~ 
dra llega a la tierra en 10.3 s, encuentre 

a) La altura a la cual se encontraba el globo­
cuando se soltó la piedra. 

b) La velocida~ del choque de la piedra con la 
superficie terrestre. 

s-o 1 u e i ón : 

La aceleración de la piedra es constante e igual a la-­
aceleración de la gravedad g. Entonces 

a= - g vJ-gd.t= -g.t+v 0 

a) Si la piedra tarda 10.3 sen lle~ar a la tierra: 

h= 1-} 3 2. 2 ( 1 o . 3 ) 2 + 2 4 ( 1 o. 3) 1 

h= 1 460.85 6.t 

b) v= -32.2(10.3)+24 

v=-307.66 á.t/-6 

Ejemplo; Se dispara verticalmente hacia arriba un pro-­
yectil al mi~mo tiempo que se lanza otro con -
un movimiento de tiro parabólico, desde los- -



Solución: 

puntos B y A respectivamente, como se muestra -

en la fi'qura. Determine la velocidad con que­
debe lanzarse el pro.vecti 1 de B para que choquen 
ambos proyectiles. 

Para el tiro parabólico, tomando el eje x horizontal y el 
eje y vertical, tenemos: 

a= -gj 

v=7o~+!77.32-g~li 

Si x=15m ; ~= 1. 5 J.¡ ; luego 

y= 1 7. 3 2 ( 1 • 5) -
9 

• ,} 1 { 1 • 5) 2 = 1 4. 9 4 m 

En el tiro vertical se tiene: 

a= -gj 

v= (vo - g~)j 
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S. . 1 h=q= 14.9.4 m 

14.94= ·-

v 0 = 17.32 m/-6 

y t=1.5 .6. 

Ejemplo. Desde una torre de 100 ft de altura se dejan -
caer dos bolas, la segunda 0.5 s después de­
la primera. lA qué distancia de la superficie 
de la tierra se encontrará la segunda bola cuan 
do la p~imera llegue al suelo? 

Solución: 

Para la primera bola 

a= -g 

v·Jadt•-gt 

h•:¡:dt·-},t'+JOO 

Para 

h=O 

0= -}!32.2)(;t) 2 +100 

t= ± J-iP.-r = ?.. 4 9 }.¡ 

Para la segunda piedra 

t= 2.49-0.5= 1.99 }.¡ 

h= -}!32.2) (1.99) 2 +100 



h= 36,24 6t-

Mov~m~ento a~m6n~eo ~~mple 

Es el movimiento rectilfneo de un punto cuya aceleraci6n 
lineal es proporcional a la posici6n del punto m6vil, respecto a 
un punto fijo de la trayectoria, y se encuentra dirigida hacia -
dicho punto fijo. La ecuaci6n de dicho movimiento es: 

Como se trata de un movimiento rectilíneo a y p coinciden 
con la trayectoria, por lo que la ecuaci6n vectorial anterior- -
puede tratarse algebráicamente como sigu~ 

como 

pudiéndose escribir 

o sea 

Judu) 
Integrando la ecuación anterior (integral de la forma - -

se tiene: 

S dx 

dt 
-Kfxdx 
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Cuando x=O, v=v 0 y por ende: C=vij 

entonces 

y por 1 o tanto 

dx 
v= ca 

De la expresión anterior 

Puesto que para t=O, x=O: C1 =0 

± Kt= a.n.g .6 e.n. 

.6 e.n. ( Kt) = ±Kx 
V o 

de donde 

x= ± vKo .6e.n. Kt 

1 a expresión 

Kt 
V o 

queda: 

Si sustituimos -el valor de x en las expresiones de la ve 
locidad y de la aceleración, éstas quedarfan como sigue: 
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v= ±c.o-6 ( K.t,) v 0 

a= He.n[K.t)Kv 0 

Al relacionar las gráficas de la posición, de la veloci­
dad y de la aceleración, con el tiempo del movimiento armónico- -

1 

simple; resultan las senoidales siguientes: 

X 

1 
\ 
\ 

1f 

2K 

x= ± vK -be.n (K.t} v V=±v 0 c.o-6(K.t) 

.t 

1 

~~ 2; 
1f 31f 

T ----zJ< 

.t 

a 

, .. ~ 
1 \ 

1 \ 
1 \ 

1 

1 ; .t 
\ 1 
\ 1 ' , .. _ ... 

a=±Kv 0 -6e.n ( K.t) 

De las g~áficas se colige que el movimiento armónico si~ 
p 1 e se efe e t ú a por e i e 1 d s' y os e i 1 a e i o n es q u e se re pi ten s iJ e es i v 'ª­
mente. 

Ampl~.tud. Es la longitud de la mitad de la trayectoria- -
del punto móvil. En la gráfica posición-tiempo se observa que- -
la amplitud se expresa así 

h= 1--T-1 

es decir, la amplitud es igual al valor absoluto de la máxima -­
posición del punto. 

Pe.4Codo. Es el tiempo en que el punto móvil realiza una 
oscilación o ciclo. Por tanto 

T= 21f 
K 

F4e.c.u.e.nc.ia. Es el número de oscilaciones o ciclos que--
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efectda el punto en movimiento en la unidad de tiempo; es decir, 
su valor es igual al recíproco del período 

214 

1 K 6=-=-T 2n 

Ejemplo. El desplazamiento x del movimiento armónico- -
simple que tendría la proyección de la partíc~ 
la P en el diámetro AB. de, la figura está dado­
por la función x=K c.o.6 (wt+y) 

A 

(wt+y) 
/ 

B 

Si cuando w=5n [.6- 1
] 

x=O , x= -lOn ~- 1] y t=O, 

determine la amplitud K y el ángulo y (el menor 
positivo) 

Solución: 

Para x=O ; O=K c.o.6 ~n(O)+y] 

O=K c.o.6 y ( 1 ) 

x = + [K c. o .6 ( wt +y ) J = - K .6 ert ( wt +y ) w 

Para x= -10n 

-10n= -K .6ert [sn(O)+y J 5n 

-1Qn= -K .6eny 5rr 

- 2 = -K .6 en y ( 2 J 



De 1 a ecuación ( 1 ) 

C..0.6y= o 

1 uego 

y=90°= 'IT d 2 Ita. 

De la ecuación ( 2) 

'IT -2= -K H.n 2 

luego 

K=2 

3.4 MOVIMIENTO RELATIVO 

Para la solución de algunos problemas relativos al movi­
miento de una partícula, es conveniente analizar dicha partícula 
c..on Jte.6pec..to a otra partícula también móvil (que usualmente se-­
hace cóincidir con el origen de un marco de referencia móvil), en 
un marco de referencia considerado fijo. En esta sección se es­
tudia el-m9vimiento de tales partículas, al cual se le denomina­
mov~m~ento Jtela.t~vo. 

Inicialmente se estudia aquel caso en que el marco de r~ 
ferencia móvil sólo se traslada (es decir, no se desorienta duran 
te el movimiento), lo que implica que los vectores unitarios asQ 
ciados a los ejes coordenados son constantes. Después se anali­
za el movimiento de la partícula cuando el sistema coordenado-.­
móvil gira, para el que los vectores unitarios han de considera~ 
se variables, ya que cambian de dirección al transcurrir el tiem 
po. 

Para ambos casos se obtienen las expresiones que definen 
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los conceptos ctnem«tt~ol~ ~b~olutol y relativos, referidos ya -
sea a un marco de referencia fijo o a uno móvil, según sea el ca 
so. 

3.4.1 POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION ABSOLUTAS 

Considérense una partícula P y una O~ en movimiento, y-­

ésta última coincidiendo con un marco de referencia que se tras­
lada, como se muestra en la figura 3.4.1-1 

z z 

p 

X 
Figura 3.4.1-1 

De acuerdo con la figura 3.4.1-1, la posición absoluta- -
de la partícula P, referida al marco de referencia fijo XYZ, queda 
expresada por la siguiente ecuación cinemática 

~= R + P (3.4.1-1) 

A partir de la expresión anterior se obtienen la veloci~­
dad y la aceleración absolutas por derivaciones sucesivas, de la 
sig~iente forma: 

~ R+p (3.4.1-2) V= ~= 

~ 
u " " a= v= ~= R+p (3.4.1-3) 

En las ecuaciones (3,4.1-2) y (3.4.1-3) se ha empleado- -
la natación de Newton para indicar la primera y segunda derivada 
con respecto a la variable que es el tiempo. 
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3.4.2 POSICION, VELOCIDAD Y ACELERACION RELATIVAS 

Los conceptos cinemáticos relativos de una partícula en­
·movimiento son aquellos que se refieren a la otra partículamóvil 
que en la figura anterior es a la vez el origen de un sistema- -
coordenado móvil de referencia. 

Así, la posición relativa, con respecto al punto móvilO~ 
de la partícula Pes p, que algunos autores suelen designar corno 
Jl.P/O' (posición de P con respecto a o') o bien Ppo• (vector despla­
zamiento de P hacia 0'). Entonces la ecuación (3.4.1-1) expresa­
lo siguiente: la po~iei6n ab~oluta ~de la pa~tleula P e~ igual­

a la po~iei6n ab~oluta ~del punto m6vil o~ md~ la po6iei6n ~el~ 

tiva de P eon ~e6peeto a O~ Nótese que,los conceptos absolutos­
están referidos al marco fijo, en tanto que 1 os relativos lo están 
a 1 si s te m a e o orden a d o m ó v i 1 . 

De forma similar, la velocidad relativa de la partícula­
P cuyo movimiento se analiza, está representada por el t§rmino­
P de la ecuación {3.4.1-2} que expresa: la veloeidad ab6oluta-

v= ~ de una pa~t~eula que 6e mueve ea~ ~e~peeto a ot~o punto m6-

vil e6 igual a ~a veloe-i.dad ab6 oluta ~ de tal punto, md6 la velo 
eidad ~elativa p de P eon ~e6peeto a 01 (que también puede escri . . 
birse como li=p¡o• o bien Ppo'J. 

Finalmente, la ecuación (3.4.1-3) expresa que la aeele~~ . .. 
e-i.6n ab6oluta a=v=li de una pa~t~eula en movimient?. ~e6e~-i.do a- -
ot~a, e~ igual a .. la a.eele~aei6n ab6oluta de é~ta 1<, md6 la aeel~ 

~¡_aei6n ~elativa p de P eon ~e6peeto a C', según la figura anterior. 

A continuación se estudia el caso de una partícula que-­
se mueve con respecto a un sistema animado de movimiento de rota 
ción, lo cual implica que tal sistema gira con velocidad angular 
w. Para este caso se establecerán los conceptos cinemáticos ab­
solutos y relativos y los correspondientes a velocidad y acelera­
ción de arrastre, así como el de aceleración de Coriolis. Obsé~ 

vese la figura 3.4.1-2 

217 



218 

z 

X 

p 

X 

Figura 3.4.1-2 

En la figura 3.4.1-2 se tiene que: 

P es la partícula móvil en estudio, 

O' es un punto, también móvil, con respecto al cual-­
se mueve la partícula P, y con el que coincide el 
origen del sistema coordenado móvil, 

x,~z es el sistema coordenado móvil al que corresponde­
una veloctdad angular ~. 

R es el vector de posición del punto móvil 0', con­
respecto al origen del marco fijo de referencia, 

Jt y p son los vectores de posición de la partícula P en­
movimiento, con relación a los sistemas coordenados 
fijo y móvil, respectivamente, 

X,Y,Z es el marco, de referencia considerado fijo con ori­
gen en O, 

i,j,k son los vectores unitarios asociados a los ejes- -
coordenados x,y,z, respectivamente y 

I,J,K son los vectores unitarios asociados a los ejes- -
coordenados X,Y,Z, respectivamente. 



3.4.3 VELOCIDAD Y ACELERACION DE ARRASTRE 

De la misma forma como se estableció la ecuación (3.4.1-1) 
se puede establecer que 

pero 

o= ix+ j y+kz, 

por lo que 

t¡_= R+ix+jy+kz (3.4.2-1) 

Derivando la expresi6n anterior respecto al tiempo, se- -
obtiene la ecuación cinemática de la velocidad, de la siguiente­
forma 

~= ~+d~ (ix+jy+kz) 

• En este caso los vectores unitarios i,j y k han de consi 
derarse variables pues cambian de dirección, en virtud de que el 
sistema coordenado al que están asociados gira con velocidad an­
gular w. Por lo tanto, empleando la notación Newtoniana, se - -
tiene: 

d ( . k ) •• • • k' ¡rr- ~X+JIJ+ z =~x+~x+JIJ+JIJ+kz+ z 

Así que 

. 
/¡_= R+:t.x+á+].IJ+Jy+llz+kz 

Ahora bien, de acuerdo con la 6ó~¡_muia de Poi~~on, la pri 
mera derivada de un vector variable respecto al tiempo es igual 
al producto vectorial de la velocidad angular por el propio vec­
tor variable. Es decir: 
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di ~- . d" . al=~=wx~ ; af=J=wxj ; k=wxk 

Por lo anterior 

Como 

Por otro lado, si 

. . . 
~~~~~~ (3.4.2-2) 

La ecuación (3.4.2-2) es la expresión cinemática de la -
V~locidad en la cual: 
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v=n es la velocidad absoluta de la partícula P en movi 
~iento, 

p 

. 

es la velocidad relativa de la partícula móvil con 
respecto al origen del sistema coordenado móvil O~ 

R es la velocidad absoluta del origen del sistema mó 
vil de referencia, y es así mismo la velocidad de­
traslación de tal sistema, 

wxp es la velocidad absoluta impuesta al sistema móvil 
por su rotación con respecto al marco fijo, 

R+wxp es lo que se conoce como veloeidad de a~~a~t~e. 



La ecuación cinemática de la aceleración se obtiene por­
la segunda derivada de~ con respecto al tiempo, como sigue: 

Agrupando 

.. 
~=R+wxp+wx(wxp+p )+wxp +p 

de donde se obtiene: 

en que: 

. " 
a=~=R+wxp+wx(wxp)+2wxp+p (3.4.2-3) 

" 
4 es la aceleración absoluta de la partic~la P en mo 

p 

" 

vimiento, 

es la aceleración relativa de P, con respecto al- -
origen O~ del sistema móvil de referencia, 

R es la aceleración absoluta del origen del sistema-

wxp 

wx(wxp) 

de referencia del sistema móvil, 

es la aceleración tangencial debida a la acelera- -
ción angular del sistema móvil, 

es la aceleración normal debida a la aceleración 
angular del sistema móvil de referencia, 
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Zwxp e~ la ~celer~ción de Corioli~ debida a la interac-­
ción de la velocidad angular del sistema coordenado 
móvil y la velocidad relativa de la partícula P en 
moví miento y 

.. . 
R+wxp+wx (wxp) es una suma de vectores que se le conoce co 

Ejemplo. Una partícula P se mueve en la ranura de la b~ 
rra OA y a lo largo de la curva, en el plano -­
xoy, descrita por: 

tc.=a.-b c.o-6 e 

a.,b y c., son constantes y a.>b. 

velocidad y aceleración de P. 

Z,z 

R=O :t :tiempo 

R=O 

.. 
R=O 

w=ek. 

d (}c.:t2)k. w= d:t 

Determine la- -



.:_ d 
w = ----crr- ( c..t ) k 

p=Jt=(a-b c.o.t. e)-<. 

de 
p=.(b.t.en. e cuk 

p=1Jc..t ;.,en e-<. 

.. 
p=(bc. .t.en.e + bc..t c.o.t.e c..t)-<-

.. 
p=(bc. .t.en.e + bc. 2 .t 2 c.o.t.e)-<. 

. . 
v=R+wxp+p 

v=O+c..tkx(a-bc.o.t.e)-<.+bc..t.t.ene-<. 

c..tkx(a-bc.o.t.e)-<.= -<. j k =c..t(a-bc.o.t.e)j 

o o c..t 

(a-bc.o.t.e) O O 

V=bc..t .t.en. e-<. + c..t(a-bc.o.t. e)J 

.. . 
a= R+wxp+wx (wxp)+p+2wxp 

a= O+ c.kx (a- b c. o .t. G)-<-+ c..t kx G-.tkx (a- b c. o .t. e ) -<-J + 
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como etk x (a-beo~Bl~· et [a-beo~B)J 

Ejemplo Una partícula P se mueve con una velocidad re­
lativa constante v0= 25m/s de A a B en la ra 
nura AB de un disco que está girando. En el -
instante que muestra la figura, la partícula -
está en la parte media de la ranura y el disco 
está girando con una velocidad angular w=20 s-:= 1

..:. 

y una aceleración angular a= 5 s--2 como se in­
dica en la figura. Determine la velocidad y -

aceleración de P. 

.. 
R=O 

w= -2 a k 

V 
lj 

h=0.5 m 

x,X 



.. 
p= o. 5-t p=O 

tí=R+ wxp+v 

. 
h=0+(-20kx0.5-t.)+(-25j) ; wxp=-10j 

i= (-7 o- 2 5) J =- 3 5 J [ ~ J 
.. 

a=R+wxp+wx(wxp)+p+2wxv 

wx(wxp)=-200-t 

wxv=-500-t. 
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CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO 

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAJE 

El alumno: 

1. Ve~c~ibi~á el movimiento de un cue~po ~gido en t~~mino~ de un 
ma~co de ~eüe~encia üijo y ot~o móvil ligado ~6tidamente a tal 

cuMpo. 

2. Obtend~á la~ ecuacione~ de la po~ici6n, velocidad y acele~a- -
ción del cue~po ~igido, a pa~ti~ de la~ exp~e~ionu gene~alu 
del movimiento ~elativo. 

3. Veduci~á la condición del movimiento de t~a~lae.i6n de un e.ue~­

po ~igido. 
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4. ExplLea4á lo4 dL6e~en~e4 ~Lpo4 de ~ña4laeL6n de un eueñpo ñ~ 

gLdo. 

5. Plan~eañd la eondLeL6n del mov¿m¿en~o de ño~ae¿6n de un euen­
po ñ~g¿do en ~onno de un eje. 

6. Plan~eañá la eond¿e¿6n del mov¿m¿en~o de ño~a~ón de un eueñ­
po ñig¿do alñededoñ de un pun~o. 

7: Vedu~ñá la eond¿e¿6n neee~añ¿a y ~u6¿e¿en~e paña eon~¿deñañ­
el mov¿m¿en~o de un eueñpo ñ~g¿do eomo plano geneñal. 

8. A pa~¿4 de l~ eeuae¿one~ geneñale~ de mov¿m¿en~o del eueñpo 
úgLdo, dedue¿ñá l~ eoññe~pond¿en~e~ paña lo~ ea~ o~ de ~ñ~­
lac.l.6n plana. 

9. Re~olveñá pñoblema~ de ~ña~lae¿6n del eueñpo ~ig¿do. 

10. A pa~¿ñ de la~ eeuae¿one~ geneñale~ de mov~¿en~o del eueñpo 
ñig¿do, dedue¿ñá la~ eoññe~pond¿en~e~ paña lo~ ea~o~ de no~a­
e¿6n plana. 

11. Re~olveñá pñoblema~ de ño~aa¿6n plana. 

12. Re~olveñá pñoblema~ de mov¿m¿en~o plano geneñal, u~¿l¿zando -
la~ expñe~¿one~ geneñale~ de mov¿m¿en~o del eueñpo ñig¿do. 

13. Ve6Ln¿ñá lo~ eoneep~o~ de een~ño~ ¿n~~an~áneo~ de ño~ae¿6n y­
de aeeleña~ón nula. 

14. R~~olveñá pñoblema~ de mov¿m¿en~o plano geneñal, u~¿¿¿zando -
el eoneep~o de een~ño ¿n~~an~áneo de ño~ae¿6n. 

15. Re~olveñá pñoblema~ de meean¿~mo~ de eua~ño a~¿eulae¿one~. 
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1 N T R O D U e e 1 O N 

En el último inciso del capítulo anterior se estudió el -
movi~iento relativo de partículas. La cinemática del cuerpo rígi 
do estudia el m~vimiento de tal modelo de sólido, independiente -
mente de las causas que lo determinan. Trata los conceptos cine­
máticos angulares y lineales de posición y desplazamiento, veloci 
dad y aceleración de los sistemas indeformables de partlculas ma­
teriales. 

En el primer inciso de este capítulo se describe el movi­
miento del cuerpo rígido utilizando un marco de referencia fijo y 

otro móvil ligado sólidamente al cuerpo. Se definen tambi~n las 
condiciones de los movimientos, y se distinguen sus diferentes 
tipos. 

En el inciso segundo se deducen las expresiones cinemáti­
cas que caracterizan a los tipos de movimiento del cuerpo rígido, 
y se proponen algunos ejemplos de aplicación. 
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4.1 TIPOS DE MOVIMIENTO DEL CUERPO RIGIDO 

4 .1.1 EL MOVIMIENTO DEL CUERPO RIGIDO 

El caso general del movimiento del cuerpo rígido se estu­
dia considerando un marco de referencia fijo XYZ, y otro móvil 
xyz cuyo origen puede estar o no en dicho cuerpo, pero que siem-­
pre estará sólidamente ligado a él. 

Si se analiza el movimiento general del cuerpo rígido, p~ 

ra dos instantes t1 y tz, éste sufre desplazamientos lineal y an­
g u 1 a r, e o m o se m u es t r a a· e o n ti n u a e i ó n : 

z z 

y 

instante t 1 

Figura 4.1.1-(a) X 

...... __ 
z 

\ 
\ 

\X· 

~----------------------~-- y o 
instante t2 

Figura 4.1.1-(b) 

Se distinguen los siguientes tipos de movimiento para el­
cuerpo rígido: 
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<') T!ta..t.ia.c.i.6n..- Plana y no plana; rectilínea o curvilínea. 
b) Rota.c.i.6n. en. toJtn.o a. un. eje.- Concéntrica y excéntrica. 
e) Rota.c.i.6n. a.iJtededoJt de un. punto.- Concéntrica y excén-­

trica. 
d) Movi.mi.en.to pia.n.o gen.eJta.i. 



A continuación se tratan por separado los casos particul~ 
res del movimiento del cuerpo rígido, de acuerdo con las conside­
raciones anteriores y observando en las figuras 4.1.1-(a) y (b)­
que el segmento dirigido O'P, de mag~itud constante, cambia de p~ 

sición y dirección al transcurrir el tiempo. 

4. l. 2 TRASLACIONES PLANA Y NO PLANA, RECTILINEA Y CURVI 
LINEA 

El movimiento de traslación se caracteriza porque todo-­
segmento di ri gi do del cuerpo ( ta 1 como el O'P de 1 as figuras 
4.1.1-(a) y (b) conserva su dirección durante el movimiento; to-­
das las partículas de dicho cuerpo describen trayectorias paralelas. 

La traslación, cuando ocurre en un plano, recibe el nom-­
bre de t~a~laQ~6n plana, y las trayectorias descritas por sus pa~ 
ticulas pueden ser ~eQ~l1nea~ o Qu~v~l1nea~. 

Traslación Plana 
Rectilínea 

Figura 4.1. 2- (a) 

' 1 
1 
\ 

' 

\ 
\ 

' 

A 

Traslación Plana 
Curvilínea 

Figura 4.1.2~(b) 

El movimiento de traslación puede presentarse en el esp~ 

cio tridimensional, denominándose t~a~laQ~6n no plana. Este se­
ilustra a continuación: 
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Figura 4.1.2-2 

- --
A 

11 

Cuando un cuerpo está animado de un movimiento de trasla­
ción, su e~tudio se reduce al análisis de un punto cualquiera de­
dicho cuerpo, ya que sus características cinemáticas son ias mis­
mas para todas las demás partículas. 

4.1.3 ROTACIONES EN TORNO DE UN EJE Y ALREDEDOR DE UN 
PUNTO 

El movimiento de rotación de un cuerpo rígido en torno de­
un eje se caracteriza porque todo punto del cuerpo conserva cons­
tante su distancia con respecto al eje, al transcurrir el tiempo. 

Si el eje con respecto al cual se estudia el movimiento -
del cuerpo r'gido pertenece a €ste, los puntos contenidos en di-­
cho eje, denominado eje de ~otael6n, permanecen fijos; todos los 
demás puntos del cuerpo describen trayectorias circunferenciales 
contenidas en planos perpendiculares a dicho eje. Cuando el eje 
de rotación contieAe al centro de gravedad del cuerpo, a este mo­
vimiento se le denomina de ~otael6n eonelnt~lea, en torno de un 

eje. 
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También se presenta el movimiento de ~otae~dn exe~nt~~ea, 
que corresponde al caso para el cual el eje de rotación queda 
fuera del centro de gravedad del sólido. 

Figura 4.1.3-1 (a) 

t} 
' 

' -----~~,-~~!'',, 
\ ~ \ 

B 1 -:---.... _, .... , __ _ 

' ' 

Rotación en torno 
de un eje 

(concéntrica) 

Figura 4.1.3-1 (b) 

~~ 
J 

Rotación en torno 
de un eje 

'( excéntr-ica) 

El movimiento de rotación de un cuerpo rfgido alrededor -
de un punto se caracteriza porque la distancia de un punto cual-­
quiera de dicho cuerpo, con respecto al punto fijo de giro, es- -
constante al transcurrir el tiempo. 

Cuando el punto con respecto al cual gira el cuerpo con-­
tiene el centro de gravedad, se dice que el movimiento d~ rota- -
ción es eoneé.nt~..[eo. Consecuentement~, la ~otae1.6n e.xe~nt~i:ea. - .r 

con respecto a un punto se presenta cuando ªste no corres~onde al _ 
centro de gravedad del cuerpo. 

A continuación se ilustra el movimiento de un cuerpo al-­
rededor de un punto. 
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Figura 4.1.3-2 (a} Figura 4.1.3-2 (b) 

""' - -... ::..::-... .. 
/ .... , 

-~ 1 \ ..,,, 
1 . ' ,. 1 1 ' , =cr::! . , ,,,.,.. ,. ' 

1 o - 'J '\ ~' 1 
1 .-· ••• •• ••••• ·_ 1 

': - , a 
'\ p !i,) / /1 

"'~ ..,.,.,' .," 

Concént1·ica Excéntrica 

4.1.4 MOVIMIENTO PLANO GENERAL. 

Este tipo de movimiento se caracteriza porque las trayec­
torias de todos los puntos de un cuerpo rígido son paralelas a un 
plano determinado; por ello, su estudio se puede llevar a cabo -­
analizando una sección del cuerpo paralela a dicho plano, ya que­
todos los puntbs contenidos en una recta normal a ese plano tie -
nen idénticas características cinemáticas. 

gene/tal: 
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En las figuras siguientes se il~stra el mov~m~ento plano-

-----,..... -.... 
1 \ 

.-----.....--------~--- -~~----"7 - -- ----- i~c::::. -:;:-=--.:.[ 
- - -- - - - - r::: - ¿:- /o 

'....__ ___ 1 

1 • 

e=) Novimi ento plano genera 1 

Figura 4.1.4-1 (a) 

TI¡ 

TI 1 // Tiz 



Figura 4.1.4-1 

y • 1 
1 
1 

1 

1 
(b) 1 

1 
1 

/ 
/ 

-- --- '7,.,-_:-- ..... ' -..... 
-~~ "" 1 

' 
1 ,- --

1 1 ,.,.. ----- ..... ..J., 1 

1 \ ............ .' 
\ ....... 1 

' ..... 7_ .... ...... __ 
Perímetro de la sección 
transversal del cuerpo 
rígido 

+--------- ---o 
____ x 

Ahora bien. el movimiento plano general puede analizarse 
como la superposición de dos tipos de movimiento: traslación pla­
na, y de rotación en torno de un eje perpendicular al plano del -
movimiento. Lo anterior se puede apreciar en la siguiente figu--

1 
ra, considerando como plano del movimiento el XY:' 

Figura 4.1.4-2 (a) 

. y B . y 

A 

e 
o X 

Ftgura 4.1.4~2 (b) 

11 
1 1 

,' \ 
1 1 

1 1 

1 1 
1 

1 1 

/ 1 --- ' -- - ....... j 

B 

A la intersección del eje de rotación con el plano del- -
movimiento se le denomina cent~o de ~otaci6n (CR). La siguiente 
figura aclara aún más el concepto de superposición: 

Movimiento plano 
general 

Figura 4.1.4-3 

Traslación 
instantánea 

+ 

Rotación instantánea en 
+ torno del centro de rotación 
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4.2 ECUACIONES PARA LOS MOVIMIENTOS PLANOS DEL CUERPO RIGIDO. 

Analicemos el movimiento del cuerpo rígido, en relación a 
un marco fijo de referencia, y a través de un sistema móvil que-­
se mueva exactamente igual que el cuerpo en estudio, condición- -
que implica que el vector p de cualquier punto del cuerpo (figura 
4.2-1) se~ constante. 

z 

Figura 4.2-1 

Las ecuaciones que nos permiten determinar las caracte-­
rísticas cinemáticas de un punto,relacionadas a un sistema fijo, 
y a través de ~n sistema móvil de referencia, se han estudiado­
en el capítulo de movimiento relativo y son: 

Jt= 'R .,. p . - .:... 
V=' R .,. 

(¡) X p .,. p (4.2-1) 
.. .. .:... 
'R - - (w p) ~ 2w-a.= .,. (¡) X p .,. 

(¡) X X .,. p .,. X p 

Ahora bien, si ·p es constante, se tiene: 

Jt= R .,. p 

v= R .,. (¡) X p (4.2-2) 
.. .!. . 
R - (w p) a.= .,. 

(¡) X p .,. (¡) X X 
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Las ecuactones anteriore$ (4,2-2) constituyen las ecuacio 
nes generales que nos permiten conocer l~s caracterfsticas cinemá 
ticas de cualquier punto de un cuerpo rígido. 

4.2.1 TRASLACIONES RECTILINEA Y CURVILINEA 

Tomando en cuenta que la traslación de un cuerpo se cara~ 
teriza por la constancia en la orientación de cualquier segmento 
dirigido determinado por dos puntos cualesquiera del cuerpo, y -­
debido a que el sistema móvil de referencia se mueve de la misma 
manera que el cuerpo, se tiene que ~ = O y las ecuaciones gene­
rales de la cinemática del cuerpo r1gido (4,2-2) se simplifican -
a la forma siguiente: 

Jt= R + p 

v= R (4.2.1-1) 

.. 
a= R 

Al observar las ecuaciones anteriores, se concluye que­
tanto la velocidad como la aceleración de cualquier punto del - -
cuerpo son las mismas que la velocidad y aceleración del origen -
del sistema móvil de referencia, es decir, que, en un cuerpo que 
se mueve con movimiento de traslación, rectil1nea o curvil1nea, -
todas las caracter1sticas cinemáticas de sus puntos, a excepción­
obvia de su posición, son iguales. 

Ejemplo. Las componentes de 1 a a ce 1 era ci ón en cualquier-
instante de 1 os puntos P,Q. y R de un cuerpo rí-
gido que se traslada, son: 

ap= 4 _¿ [ m 1-6 2 J según el eje x 

[ -, 

aQ_= 1 o j m 1-6 2 J según el eje lj 

aR= o según el eje z 
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Solución: 

En cierto momento la rapidez del cuerpo alcanza 
210 m/seg, de suerte que en ese instante, rara­
los puntos en cuestión: 

Vp= 60 ¡ [ m/~ J según el eje x 

iTQ= 90 j [ m/~ J según el eje lj 

VR > o según el eje z 

Determine la velocidad del cuerpo 4 seg después 

del instante que corresponde a estos datos. 

La aceleración del cuerpo será constante e igual en cual­
quier punto del cuerpo, por lo tanto: 

a= 4i + 10j + Ok 

v= J ad:t 4:ti + 10:tj + c. 

Para ;t .. O V'" Vo 1 u e~ o c.., v o 

v0 = 60i+ 90j+ zk 
[ iT 

0 
j = 2 1 O => 2 1 O= ~,0_2_+_9_0_2 -+ -z -2...,, 

z= 180 

Así: v= 4:ti_ + 10:tj + (60i_ + 90j + 180k) 

V= (4:t + 60) ¡ + (10:t + 9 o) j + 180k 

Para :t= 4: iT= 76i.. + 130j + 180k [ m/~ J 
4. 2. 2 ROTACIONES CONCENTRICA Y EXCENTRICA 

Un cuerpo tendrá un movimiento de rotación concéntrica-'­
cuando el centro de rotación del movimiento coincida con el cen-­
tro de gravedad del cuerpo, en caso contrario, la rotación será -
excéntrica. 

Consideremos un cuerpo C con movimiento de rotación en tor 
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no al punto 0' como se muestra en la figura 4.2.2-1 (a) 

z 

0' X 

Figura 4.2.2-1 (a) X 

Figura 4.2.2-1 (b) 

Situando los orígenes de los sistemas de referencia en el 
centro de rotación O'como se muestra en la figura 4.2.2-1 (b), . 
~= ~=O y las ecuaciones generales de la cinemática del cuerpo r1-
gido (4.2.2) quedarán de la siguiente forma: 

Jc.= il + P. 

v= w x p (4.2.2-1) 

a= a X p + W X (W X p) 

Siendo indistinta su utilización para movimientos de ro-­
tación concéntrica o excéntrica. 

Ejemplo. La placa triangular de la figura gira en el- -­
plano xoy en torno del punto O, con una rapidez 

angular w= 6 ~- 1 

y una aceleración angular- -

a= 2 ~- 2 

en el mismo sentido que w. Determi­
ne la velocidad y aceleración del punto A. 
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y lj 

A 

B 

X X 

Solución: 

Haciendo coincidir el origen de ambos sistemas en el cen­

tro de rotación 

-vA= w X PA 

- J._ w X pA= 

o 

-3.88 

V A= -86.9H -

-
a A= a X PA + 

a.= 2k. a x 

i w= 6k. P A= -75c.o.6 7 5o J._ + 75.6 eYl 7 5 °"j 

j 

:t 
-86.94J.. 23. 'l. 8j -

o 

14.49 

'2.3.'28] [ c.m /.6 J 
W X (w x pA) 

j k. -28.98}._- 7.76j 

o 2 o 

-3.88 14. 49 o 

o 
-86.94 

j 

o 

-23.28 

k. 139.68}._- 521.64] 

6 

o 



-28.98l- 1,76i t 739.68l- 521.64j' a'A = , 

aA= 11 O, 7Ql - 529. 40j [ c.m/.6 2
] 

Ejemplo. Un disco gira excéntricamente en el plano xoy -

en torno al punto O con una rapidez angular- -­
- 1 

w= 8 .óeg y una aceleración angular de módúlo-
-2 

3 .óeg , como se muestra en la figura. Calcule 

la velocidad y la aceleración de su centro C. 

Y,!f 

Z,z 

Solución: 
-

ve= w X Pe= 8k. X 4l= 3(j [ c. m 1.6 J 
- - (w x Pe) a e= a X Pe + w X 

-a X Pe= -3k. X 4l= -12] 

- (w x Pe) 8k. 32]= - 2 56l w X X 

a e= -256l 12] [c. m 1.6 2 J 
4.2.3 MOVIMIENTO PLANO GENERAL 

Teniendo en cuenta que el movimiento plano de un cuerp6-
se puede descomponer en un movimi~nto de traslación simple m~s un 
movimiento de rotación en torno a un punto llamado punto ba.óe,­

podemos efectuar en forma separada y en cualquier orden ambos mo­
vimientos.Así, consideremos un cuerpo e (figura 4.2.3-1) que se-­
mueve con movimiento plano. 

241 



y lj 

X 

Figura 4.2.3-1 

Analizando las características cinemáticas del punto P -­
del cuerpo tenemos: 

a) Un movimiento de P debido a la traslación del cuerpo­
e, caracterizado por el movimiento de traslación de-­
O' 

!L = p R + p 

vp¡r= R Velocidad de P debida a traslación. .. 
ap¡r= R Aceleración de P debida a traslación. 

b) Un movimiento de P debido a la rotación del cuerpo e, 
en torno del punto O', punto base. 

Velocidad de P debida a rotación. 

a X p + w X (w X p) Aceleración de p debida 
a rotación. 

Es decir, que se tiene un movimiento debido a traslación­
Y otro debido a rotación en torno a un punto, que al efectuarse -
conjuntamente caracterizan. eJ movimiento plano general del cuer-­

po. 
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a.= a. :tll.a.-O!a.c..[6n. + a. ll.O:ta.c.i.6n. 

4.2.4 CENTRO INSTANTANEO DE ROTACION 

Supongamos un cuerpo con movimiento plano como el de la­
figura 4.2.4-1 (a) , en el cual se muestran las velocidades de­
dos puntos cualesquiera del cuerpo. 

VA 
V 

V 

0' 
.___ ___________ ___,..,.X 

~-----------------------~·'X o o 
Figura 4.2.4-1 (a) Figura 4.2.4-1 (b) 

Si trazamos perpendiculares a los vectores velocidad vA -
y v 8 por los dos puntos A y B, éstas se cortarán en un punto en­
el cual situamos el oriBen del sistema móvil de referencia (figura 
4.2.4-1 ( b) . Así: 

R + 
-

VA= W X PA 

R + -V = w X PB B 

Como W X PA 11 VA ' entonces R 
11 VA 

Por otro lado -

11 
luego R 

11 
w X PB VB , VB 
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·' 
Como R no puede ser &1 mismo tiempo p&ralelo a vA y v8 l-

neces&riamente ~~ O 

Esto es, que en el instante de la configuración existe-­
un punto (en donde hemos situado el or1gen del sistema móvil} -

. . 
-que no tiene velocidad ( R= O ) llamado c.e.nttto in.J..tantá.ne.o de. tto-
tac.i6n o c.e.nttto inJ..tantá.ne.o de. velocidad nula. 

El centro instantáneo de rotación será de utilidad al- -
hacerlo coincidir con el punto base al que se aludió en el movi­
miento plano general, pues en estas condiciones no existe veloci­
dad debida a traslación, y la velocidad de cualquier punto del- -
cuerpo será Gnicamente la debida a rotación en torno al centro- -
instantáneo de rotación. 
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Ejemplo. La escalera AB se resbala, y en un instante- -
determinado la velocidad y aceleración del pun­
to B son las mostradas en la figura. Determine 
las propias del punto A, así como la velocidad­
Y aceleración anqulares de la escalera. 

Solución: 

Situando los sistemas de referencia de la siguiente for-­

ma tenemos: 



y 

A 

lj 

xX 
o R 8 

R -
V A= + w X PA 
R,. 4 ,¿ 

w= w k. 

p = A -1.5 ,¿ t 2 j 

w X pA= ,¿ j k. -. -2 w ,¿ - 1.5 w j 

o o w 

~L5 2 o 

Como V A= V Aj 

V Aj= 4 ,¿ + ( -2 w ,¿ 1.5 w j 

V Aj= ( 4 - 2 w ,¿ - 1 • 5 w j 

1 u ego 4 - 2 w = o w= 2 
' 

vA= -3j [ m/~ J 
.. 
R + - pA) aA= a X PA + w X w X 

\ .. 
R= 2 ,¿ 

a X pA= ,¿ j k. -2 a ,¿ 1. 5 a j 

o o a 

-1 • 5 2 o 
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- 4 i 3 j (¡) X PA"' ~ -

w X ( (¡) X PA = i j •, 6 i 8 j •<-

o o z 
-4 -3 o 

a A= z i + z a i 1 • 5 a j ) + 6 i 8 j 

a A= - z a + 8 ) i + - 1.5 a - 8 ) j 

Como a A= aAj ; - ·z a + 8 o de donde 

a= 4 k. l ~ -2 J y a A= - 14 j [ m/~ z J 
Ejemplo. Determine la velocidad lineal del punto A y la­

velocidad angular de la escalera del problema -
anterior utilizando el concepto de centro ins-­
tantáneo de rotación. 

Solución: 

Trazando perpendiculares a las velocidades vA y v8 por -
los puntos A y B localizamos el centro instantáneo de ro­
tación. 

y lj 



-
vB= 4-(= (!.) X PB 

w= wk.. 

p = 
B 

-2j 

4-i..= wk. X ( -2j) w= 2k. [ ~ -1] 
- 2k. (-1.5-i.)= - 3j [ m/~ J V = w X pA= X 

A 

Resultados que coinciden con los obtenidos en el ejemplo­
anterior. 

Ejemplo. La corredera V del dispositivo de la figura-

Solución: 

tiene una velocidad de 20 cm/s hacia arriba,-
determine la velocidad de los puntos A y B así 
como la velocidad angular de la barra AV. 

----1,.._. X 

Si tu ando e 1 o r i gen de 1 si s te m a m ó vi 1 en e 1 punto V , se.:. -
tiene: 

R= 20j 
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wAV X Ps"' J.. j ll -7. 5 wJ.. 1 3wj 

o o WAV 

~13 7. 5 o 

vs= 20j + -7. 5 WAV-i. -1 3 wAv" 

- 7.5 ,¿ ( 20 1 3 j vs= WAV + - WAV ( J ) 

Para analizar el movimiento de la barra EB, coloquemos el 
origen del sistema móvil en el punto E: 

V = B 
X 

o 
o 

j 

o 

-8 

Como B es un sólo pu n'to (1) = (2) 

+ 20 - 13 WAV ) j 

=> 1. 54 ; 

( 2 ) 

1 • 54 

8 WEB= -7.5 ( 1.54 ) ; WEB= -1.44; WEB= -J.441l 

v
8

= (-1.44 lll x( -8]1= -11.52 -i. [ m/.6] 

V A= R + wAV X PA 

R= 20j 

- ,¿ j ll -1 9. 2 5J.. 33. 34 j w X P A= 

o o 1. 54 

-21.65 1 2. 5o o 

vA= -19.15 i. 1 3. 34 j [ m/.6 J 



Resoly~mos el problema utilizando el centro instantáneo­
de rotación. 

Solución: 

Colocando el origen del sistema móvil en el Centro Ins- -
tantáneo de Rotación se tiene: 

VB 

1.. 20j 

10 d(l-.f.IR 

''d(l/ _x 

V = V wA·v X Pv 

WAV X Pv= J.. j k. '= 1 3 wAvi 

o o WAV 

1 3 o o 

Como V = V 2 Oj 

20j= 13 wAvi 

wAv= 1 • 5,4 k. [ .6- 1 

V = WAV X p = J.. j k. -11. su [ m/.6 J B B 

o o 1.54 

o 7. 5 o 

VA= WAV X PA 

l: ... 
j 

, . 5:r 
-79.25-i.. -:-13.341[ m/.6 J 

o 
1 2. 5 
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4.2.5 MECANISMOS DE CUATRO ARTICULACIONES 

Como su nombre lo indica, son dispositivos constituidos­
por 3 elementos, generalmente barras, que se encuentran articul~ 
das en todos sus extremos, teniendo, por lo tanto, cada el~mento 
un movimiento que dep~nde de los demás. 

El estudio de las caracterfstica~ de estos dispositivos­
lo haremos en base al desarrollo expuesto para movimientos planos 
en general. 
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Ejemplo. La barra AB del mecanismo tiene una velocidad­
angular de 8 s- 1 con el sentido que se mues­
tra en la figura. Determine las velocidades- -
angulares de las barras BC y CV así como la ve~ 
locidad lineal del punto C. 

___¡__ 

Solución: 

Para la barra AB situemos el origen del sistema móvil en­
el punto A : 

V = B R +. WAB X PB R= o WAB= -8k. p = B 5j 

vB= o + ( -8k X 5j 401. [ i.n/-6 J 



Locali,zando el origen de 1 si.~ tema rnóv i 1 ahora en el pun--
to B para 1 a barra BC: 

ve= K t WBe X "Pe 

R= VB 40-i. j Pe 1U - 5j wse= WBek. 

WBe X Pe _¿ j 

k 1 
5 WBé t 1 2 wsei 

o o 
w:e 

1 2 -5 

V = e ( 40 + 5 WBe _¿ + 1 2 wBcf ( 1 ) 

Para 1 a barra ev, con el origen del si s te m a m ó vi 1 en V' -
tenemos: 

V = e R + wev X Pe 

R= o j wev wevk. ; p = -4-i. - 3j e 

wev X p = _¿ j 

w;v~ 
3 wev-<- 4 wevi e 

o o 
-4 -3 

ve= 3 wev-<- 4 wevi ( 2 J 

Como e es un solo punto ( 1 ) = ( 2 

( 40 + 5 WBe _¿ + 1 2 wBcf 3 wev-<- 4 wevi 

40 + 5 wse= 3 wcv 

-4 wev= 1 2 wBe 

1 wse= - 3 wev 
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5 ( 1 wcv } ;: 3 WCP ~ 

3 

40:= 14 
8. 57 8.57k[J.>-! J 3 WC1) wcv= 00 cv= 

1 8. 57= 2.86 2. 86k [J.>- 1 J 00BC= 3 - 00 BC= -

- 3 ( 8.57 ¡ - 4 ve= 8.57 ).j 

-ve= 25.71¡ - 34.28j [ út/J.> J 
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