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Abstract.

Dzhafarov and Colonius [8] proposed a theory of subjective Fechnerian distances in a continuous
stimulus space of arbitrary dimensionality, where each stimulus is associated with a psychometric
function that determines probabilities with which it is discriminated from its infinitesimally close
neighboring stimuli. In their theory, the Finslerian metric function F'(x,v) plays a central role,
where z is a point of a manifold M and v € T, M\{0} is a nonzero vector in the tangent space at
x. Dzhafarov and Colonius [9] proved that if the Finslerian metric function F'(x,v) is not convex
in the direction of a tangent vector v at x, then there exist polygonal arcs from x to x + vs, with
s > 0 sufficiently small, called Fechnerian geodesic arcs in the small for v at x, whose psychometric
length is strictly less than that of the straight line segment from x to x + vs. In their paper, the
authors pointed out that: “it is important to investigate the problem of Fechnerian geodesics in the
small, that is, the existence and properties of an allowable path connecting x to y = x + vs, whose
psychometric length tends to the Fechnerian distance G(x,z + vs) as s — 01”. Consequently, the
principal aim of our paper is to characterize the Fechnerian geodesic arcs in the small. We prove
that the Fechnerian geodesic arcs in the small for v at x can be obtained from sets H of tangent
vectors at x, provided that:

a) The sum of the vectors in H is equal to v.

b) The rays in the directions of the vectors of H pass through extreme points of only one face
C.(v) of the convex closure of the indicatrix of F at x.

¢) The ray in the direction of v intersects the relative interior of Cy(v).

Also, we prove that the Fechnerian geodesic arcs in the small for v at x determine totally their
corresponding face Cy(v).

Keywords: Multidimensional scaling, Fechnerian distance, non-convex indicatrix, triangle
inequality.






Resumen.

Dzhafarov y Colonius [8] propusieron una teoria sobre las distancias fechnerianas subjetivas en
un espacio de estimulos continuo de dimensién arbitraria donde cada estimulo estd asociado a una
funcién psicométrica la cual determina las probabilidades con las cuales tal estimulo es diferenciado
(o distinguido) de los estimulos infinitamente cercanos a él.

En su teorfa, la funcién métrica finsleriana F'(x,v) juega un rol central, donde x es un punto
en una variedad M y v € T, M\{0} es un vector distinto de cero en el espacio tangente asociado
a x. Dzhafarov y Colonius [9] probaron que si la funcién métrica finsleriana F'(x,v) no es convexa
en la direccion del vector tangente v en x, entonces existen arcos poligonales de z a = 4+ vs cuya
longitud psicométrica es estrictamente menor que la longitud del segmento de linea recta que une x
con x+wvs. En su trabajo los autores senialan que: “es importante investigar el problema de los arcos
geodésicos fechnerianos en el limite, esto es, la existencia y propiedades de un camino dirigido que
conecta x con y = z + vs cuya longitud psicométrica tiende a la distancia fechneriana G(z, x + vs),
cuando s — 07”. De acuerdo con esto, el principal objetivo de este trabajo es caracterizar los arcos
geodésicos en el limite. Probaremos que los arcos geodésicos en el limite en el punto x y en la
direccién del vector v pueden obtenerse a partir de conjuntos H de vectores tangentes a x siempre
que se cumplan las siguientes condiciones:

a) La suma de los vectores en H es igual a v.

b) Los rayos en las direcciones de los vectores de H pasan por puntos extremos de una udnica
cara Cy(v) de la cerradura convexa de la indicatriz de F' en z.

c¢) El rayo en la direccién de v interseca el interior relativo de Cy(v).

También probamos que los arcos geodésicos de Fechner en el limite para v en x determinan
totalmente su correspondiente cara Cy(v).

Palabras clave: Escalamiento multidimensional, distancia Fechneriana, indicatriz no convexa,
desigualdad del triangulo.






Introduccion.

Como es sabido, la Investigaciéon de Operaciones es una rama dedicada a resolver problemas de
la vida diaria empleando técnicas matematicas como son: programacién matemética (lineal, entera
o no lineal), teorfa de colas, teoria de redes, simulacién, estadistica, procesos markovianos, andlisis
matematico, por mencionar algunas.

La Investigacién de Operaciones es una ciencia multidisciplinaria que aparece en muchos cam-
pos del ambito industrial, empresarial y de la administracion publica asi como también en el desa-
rrollo de la investigacién cientifica.

Por otro lado, la Psicologia Matematica es una aproximacion a la investigacion psicolégica que
se basa en modelos matematicos de los procesos perceptuales, cognitivos y motrices, a partir del
estudio de la “persona promedio”. También implica el establecimiento de reglas que relacionan las
caracteristicas cuantificables de un estimulo con el comportamiento cuantificable.

La Psicologia Matematica es una area interdisciplinaria de investigacién en la cual se usan
métodos matematicos, la investigaciéon de operaciones y las ciencias de la computacion en la psi-
cologia y se centra en el modelado de los datos obtenidos a partir de paradigmas experimentales
que a menudo utilizan optimizacién estadistica como principio rector, suponiendo que el cerebro
humano ha evolucionado para resolver problemas de forma optimizada.

Entre los primeros en aplicar con éxito técnicas matematicas de ecuaciones funcionales de
la fisica a los procesos psicolégicos se encuentran Heinrich Weber (1795-1878) y Gustav Fechner
(1801-1887), originando el modelado matemético dentro de la psicologia en el siglo XIX.

Cabe senalar que la aportacién principal de este trabajo de tesis es de tipo tedrico, y consiste
en proponer una caracterizacién de los arcos de minima longitud (geodésicos) “en lo pequeno” (en
el limite). Como se vera en el desarrollo de esta tesis, para llegar a la caracterizacién propuesta, se
requieren varios conceptos del andlisis convexo. En el andlisis convexo se presenta un tratamiento
riguroso de los fundamentos analiticos y geométricos de la teoria de la convexidad y de la opti-
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mizacién. En este trabajo no pretendemos resolver algin problema“clasico” de la Investigacion de
Operaciones, sino un problema de optimizacién que es de interés para los estudiosos de la Psicologia
matematica.

En particular, en este trabajo se va a resolver un problema de la teoria propuesta por Dzhafarov
y Colonius [8] relacionado con funciones distancia fechnerianas definidas en un espacio de estimulos.
Dicha teoria se conoce como escalamiento fechneriano y daremos una descripcion detallada de esta.

Si quisiéramos hacer una analogia con algin problema clasico de la Investigacion de Ope-
raciones, podemos decir que en la Investigacién de Operaciones se emplean funciones distancia
para modelar problemas como localizacién de servicios continuo, longitud de recorrido, costos de
transporte, tiempo de recorrido, energia consumida, etc. En estos problemas se busca optimizar las
funciones distancia.

El escalamiento fechneriano es una teoria que también nos permite encontrar ciertas métricas
en un espacio continuo de estimulos de dimensién arbitraria a partir de funciones psicométricas
que se basan en la probabilidad de diferenciacién dentro de pequenas vecindades alrededor de un
estimulo en el cual, estas funciones alcanzan su valor minimo. De esta manera podemos calcular
distancias entre estimulos fisicos (tales como el espacio de amplitud-frecuencia de tonos) a partir
del célculo de estas probabilidades.

Dzhafarov y Colonius [8] basaron su teoria de la métrica fechneriana en un espacio de estimu-
los multidimensional M y en una funcién métrica F'(z,u) conocida como funcion métrica de
Fechner — Finsler, donde x es un punto en el espacio M y u es un vector en el espacio tangente
T, M\{0} en z. La funcién métrica de Fecher-Finsler F'(x,u) determina la longitud psicométrica
de cualquier arco C(a,b) que conecta un estimulo a con otro estimulo b dentro de un espacio de
estimulos M y se denota por L[C(a,b)]. Ademds, definen la distancia fechneriana como la minima
longitud psicométrica de los arcos que conectan a con b, esta funcién se denota por G(a,b).

Definicion 0.1. Sea M C R"™. Una funciéon F': M x M — R es una funcion métrica si para todo
x,u € M, F satisface las siguientes condiciones:

(A) F(x,u) es continua como funcién de 2n variables (z,u), donde n es la dimensién de M.
(B) F(x,u) es positiva definida, es decir, F'(x,u) > 0 para todo u # 0.

(C) F(z,u) es homogénea positiva de orden uno en u, es decir, F(x, ku) = kF(z,u) para k > 0.

Vamos a suponer que la funcién F' satisface las propiedades A, B, C ademds de la propiedad
D que definimos a continuacion.

(D) Compacidad Finita de M. Si las distancias G(x,,y) o G(y,x,) estan acotadas, entonces la
sucesion x,,v = 1,2, ... tiene un punto de acumulacién.
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Dzhafarov y Colonius [8], [9] desarrollaron la teoria del escalamiento fechneriano multidimen-
sional a partir de tres condiciones que debe satisfacer la funcién métrica F'(z,u) (la dltima versién
del escalamiento fechneriano generalizada la podemos encontrar en Dzhafarov [6], [7] y Dzhafarov
y Colonius [10]), que a continuacién mencionamos.

La primera condicién es que la funcién psicométrica sea continua respecto al estimulo de
comparacién que varia continuamente respecto al estimulo de referencia, ademaés, alcanza su valor
minimo en un Unico punto en el espacio de estimulos.

La segunda condicién, considerada la mas importante del escalamiento fechneriano, es afirmar
que una transicion desde el punto minimo hasta un estimulo cercano corresponde a un incremento
en el valor de la funcién psicométrica. Esta condicién significa que el valor de la magnitud de la
transicién corresponde a uno y el mismo incremento se puede calcular en el limite!, es decir, es
asintoticamente proporcional para toda funcién psicométrica y toda direccién de la transicién.

La tercera condicion es que cualesquiera dos transiciones en direcciones opuestas a partir del
punto minimo de una funcién psicométrica, que causen el mismo incremento en su valor, son
asintéticamente equivalentes. Esta condicién asegura que la distancia fechneriana de un punto a a
un punto b es la misma que la de b a a.

Equivalentemente, Dzhafarov y Colonius [9] definieron un arco geodésico fechneriano en el
limite que conecta x con x + vs como aquel cuyo tamano psicométrico tiende a la distancia fechne-
riana G(z, z+wvs), cuando s — 01, Los autores hacen énfasis en la importancia de investigar la
existencia y propiedades de los arcos geodésicos fechnerianos en el limite en un espacio
de estimulos.

En este sentido, el principal objetivo de este trabajo es caracterizar a los arcos geodésicos
fechnerianos en el limite contenidos en un espacio de estimulos. Ademads, mostraremos como dicha
caracterizacién establece utiles relaciones entre los arcos geodésicos fechnerianos y el contorno de
las indicatrices.

Por otro lado, ubicamos la teoria de la métrica fechneriana en el contexto de la geometria
general de las métricas internas, lo que significa que la distancia fechneriana entre dos estimulos
en un espacio de estimulos se define como el infimo de la longitud psicométrica de todas las curvas
suaves que conectan dichos estimulos dentro del espacio.

En el Capitulo 1 se propone una generalizacién de la definicion tradicional de longitud de
arco sobre una variedad diferenciable arco conexa, donde la longitud de arco esta asociada a una
funcién distancia d que satisface la propiedad de identidad pero puede no satisfacer la desigualdad
del tridngulo o las propiedades de no negatividad, definitoreidad y simetria.

'En este trabajo, el término “en el limite”se utiliza como sinénimo de “local” o “en lo pequeiio” e indica que la
cantidad considerada tiende a cero, o el drea considerada tiende a un punto. Se dard una definicién especifica cada
vez que dicho término sea utilizado en un cierto contexto por primera vez.
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De esta definicién de longitud de arco surgen de manera natural una nueva clase de arcos,
los cuales llamamos d-conservativos. Un arco d-conservativo (o un arco inducido por una funcién
distancia d) es un arco dirigido tal que, para cualquier triada ordenada de puntos sobre el arco, la
desigualdad del tridngulo se cumple en su forma de igualdad.

En el Capitulo 2 desarrollamos de manera general la teoria del escalamiento fechneriano que
propusieron Dzhafarov y Colonius, asi como sus fundamentos mateméticos y establecemos el sig-
nificado operacional de los principales conceptos e hipdtesis. También probaremos que las tres
condiciones que deben cumplir las funciones psicométricas implican que F' es una funcién métrica,
es decir, F' satisface las condiciones A, B, C mencionadas en la definicién 0.1.

En el Capitulo 3 proponemos una definiciéon de converidad de una funcién F' con respecto a
la direccién de cualquier vector tangente v € T, M\{0} en x, y probaremos que cualquier conjunto
F-minimizante de vectores tangentes en x con suma v se puede expresar como una combinacién
convexa de conjuntos extremos minimos de vectores tangentes en = con suma v (teorema 3.1). Tam-
bién mencionaremos algunas propiedades que cumplen los conjuntos convexos en R”. En particular,
explicaremos un concepto conocido como cara de un conjunto convexo.

La longitud psicométrica también se define mediante el concepto de indicatriz de F' asociada
al punto z, que es un recurso geométrico que nos permite medir la magnitud de cualquier vector de
cambio originado en el estimulo z. Establecemos el significado empirico de las indicatrices fechne-
rianas en términos del contorno de las funciones de la probabilidad de diferenciacién definidas en
un espacio de estimulos. Ademés presentaremos dos nuevas propiedades de la indicatriz:

a) Una condicién suficiente y necesaria (en términos de la indicatriz) para que la suma de los
vectores tangentes en = de un conjunto H C T, M\{0} sea igual a v (Lema 3.3).

b) Para todo v € T, M\{0} existe una y solo una F-cara de la cerradura convexa de la indicatriz
en z tal que el interior relativo de dicha F'-cara intersecta el rayo r(v) del vector extendido v
(teorema 3.4).

Esta ultima propiedad establece que a cada direccién del espacio tangente T, M\{0} le corres-
ponde un solo hiperplano soporte de la cerradura convexa de la indicatriz en .

Estas dos propiedades de la indicatriz las utilizamos para caracterizar a los conjuntos extremos
F-minimizantes de vectores tangentes en = (teorema 3.5).

Por el teorema de Carathéodory, todo conjunto F-minimizante de vectores tangentes en cual-
quier punto tiene al menos n elementos, donde n es la dimensién del espacio M. También analizamos
la cerradura convexa de la funcién métrica F, que denotamos por F™* y mostramos que F* es una
funcién métrica que induce la misma distancia fechneriana que induce F', ademds, F*(z, v) es conve-
xa en todos los puntos x € M y v € T, M\{0}. Probaremos que cada arco F-geodésico fechneriano
de a a b es un arco F*-geodéscio fechneriano de a a b pero no necesariamente al revés.
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Por 1ltimo mostraremos un ejemplo para ilustra la caracterizacion de los arcos geodésicos en el
limite que proponemos en un espacio psicolégico y exponemos una breve discusion donde concluimos
que la caracterizacién de los arcos geodésicos fechnerianos en el limite puede usarse para encontrar
el contorno de las indicatrices fechnerianas.
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Notas terminoldgicas.

Los adjetivos “fechneriana” y “Fechner” asociados en el presente trabajo a los conceptos ma-
tematicos y psicofisicos se deben a la sugerencia hecha por Dzhafarov y Colonius [33], pues la idea
de establecer una métrica a partir de la diferenciabilidad constituye la esencia de la teoria original
de Gustav Theodor Fechner ([28], [29], [30], [31]), planteada de la siguiente manera: en un espacio
de estimulos continuo unidimensional, la distancia “subjetiva” entre a y b se calcula con la siguiente
integral:

b
Gla,b) = / 5(x)dz

donde §(x) es una medida de diferenciabilidad local (que Fechner aproximé mediante el reciproco
de un “umbral diferencial”). Se puede probar (ver Dzhafarov & Colonius [33]) que este enfoque es
un caso particular unidimensional de la definicién de la distancia fechneriana que se presenta en este
trabajo; siempre que la medida de diferenciabilidad §(z) se obtenga a partir de las probabilidades
con las cuales un estimulo z es diferenciado de un estimulo x + Az, cuando Az — 0.

Geométricamente la métrica fechneriana se identifica en Dzhafarov y Colonius [33] como una
métrica de Finsler (después de que Paul Finsler la propusiera en 1918; ver Busemann [32], y Rund
[27]), para detalles histéricos). Debido a ésto, uno de los conceptos bésicos de la teoria de Dzhafarov
y Colonius se conoce como “funcién métrica de Fechner-Finsler”, conservamos este término a fin
de dar continuidad a la presente teoria, sin embargo, el adjetivo “Finsler” se refiere a las métricas
generalizadas de Finsler, término que se toma como sinénimo de las métricas internas. Las métricas
de Finsler en sentido estricto son inducidas por las indicatrices cuyos contornos satisfacen una fuerte
restriccién de convexidad que en el presente contexto significa una restricciéon importante impuesta
al contorno de las funciones psicométricas. En matematicas abstractas relajando esta condicién de
convexidad obtenemos diversas formas y niveles de generalizacién para las métricas de Finsler.

En la literatura matematica el término “métrica de Finsler” y “métrica generalizada de Finsler”
no parecen tener fronteras rigidamente establecidas (comparar, e.g., Asanov [26], Alexksandrov &
Berestovskii [35]; Busemann [36], [37]).
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A pesar de que el presente trabajo presenta una teoria psicofisica, los resultados matematicos
abstractos que contiene no son completamente nuevos desde el punto de vista de un matematico. Los
teoremas aplicados a las métricas internas (o mejor dicho a la métrica fechneriana y especificamente
relacionados con las funciones psicométricas) los podemos encontrar en Rockafellar [14].



Estado del arte.

A continuacién mencionaremos algunos articulos importantes relacionados con el presente tra-

bajo. En ellos encontramos el desarrollo de la teoria del escalamiento fechneriano, desde sus prin-
cipios bésicos hasta los aspectos méas complejos desarrollados hasta la fecha.

1.

Dzhafarov, E. N., & Colonius, H. (1999). Fechnerian metrics in unidimensional and
multidimensional stimulus spaces. Psychonomic Bulletin and Review, 6(2), 239-268.

En este articulo los autores exponen la teoria donde desarrollan la distancia fechneriana entre
estimulos en un espacio de estimulos de dimension arbitraria (como puede ser, un espacio de
colores parametrizado, las localizaciones espaciales o las formas geométricas), partiendo de la
teoria original de Fechner. Cada estimulo se asocia a una funcién psicométrica que determina
la probabilidad con la que éste se diferencia (o distingue) de otro estimulo en una vecindad
infinitesimalmente pequena alrededor de él.

Esta medida de diferenciacion se puede calcular integrando a lo largo de cualquier camino que
conecta dos puntos en un espacio continuo de dimensién arbitraria, obteniendo la longitud
psicométrica de dicho camino. La distancia de Fechner entre dos estimulos se define como el
minimo de la longitud psicométrica de todos los caminos que los conectan.

. Dzhafarov, E. N., & Colonius, H. (2001). Multidimensional Fechnerian scaling: Basics.

Journal of Mathematical Psychology, 45, 670-719.

En este articulo los autores desarrollan, en forma detallada, las tres condiciones en las que se
basan las funciones psicométricas, que son los siguientes:

a) Son funciones continuas y crecientes en todas las direcciones alrededor de un punto
minimo global.

b) Cualesquiera dos puntos diferentes al minimo, que correspondan al mismo aumento en
la probabilidad de distincion, son asintéticamente proporcionales con un coeficiente con-
tinuo de proporcionalidad.
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c¢) La diferencia entre estimulos opuestamente dirigidos con respecto a un punto minimo y
que corresponde al mismo incremento en la probabilidad de diferenciacién es igual en el
limite.

La métrica fechneriana derivada de estas tres condiciones es una métrica interna cuya indica-
triz es asintéticamente similar a las secciones transversales (o curvas de nivel) de las funciones
psicométricas realizadas a una corta distancia por encima del punto minimo.

. Dzhafarov, E. N., (2002). Multidimensional Fechnerian scaling: Probability - Distan-

ce hypothesis. Journal of Mathematical Psychology, 46, 352-374.

En este articulo se desarrolla la hipétesis de la probabilidad de diferenciacién entre estimulos
dentro del contexto del escalamiento multidimensional de Fechner. El andlisis de esta hipétesis
proporciona los siguientes resultados: si la métrica de la hipdtesis es interna (i.e., que la
distancia entre dos estimulos es igual al infimo de la longitud de los caminos que los conectan),
entonces las hipdtesis subyacentes al escalamiento fechneriano se satisfacen y la métrica en
cuestién coincide con la métrica fechneriana.

Bajo la hipétesis de la probabilidad de diferenciacién, la métrica fechneriana existe (es decir,
las condiciones subyacentes del escalamiento fechneriano se satisfacen) si y solo si la métrica
subjetiva es internabilizable, lo que significa a grosso modo, que bajo una cierta transfor-
macién coincide en el limite con una métrica interna y entonces esta métrica interna es la
métrica fechneriana. La especializacion de estos resultados en un espacio de estimulos conti-
nuo unidimensional estd fuertemente relacionado al conocido problema de Fechner propuesto
alrededor de 1960’s como substituto de la teoria original de Fechner.

. Dzhafarov, E. N. (2002). Multidimensional Fechnerian Scaling: Pairwise Compari-

sons, Regular Minimality, and Nonconstant Self-Similarity. Journal of Mathematical
Psychology, 46, 583-608.

Normalmente dos estimulos x y y pertenecen al mismo espacio de estimulos de dimensién n.
Este articulo se enfoca en el estudio de los estimulos presentados como pares ordenados que
pertenecen a dos dreas de observacién distintas (esencialmente, dos espacios de estimulos).
Para reflejar este hecho, se debe complementar la primera condicién de la teoria del escala-
miento fechneriano con una restriccién cualitativa llamada minima regularidad y se presenta
de la siguiente manera: para todo x y y tales que = # y

v < { g

Ademds, la primera condicién del escalamiento fechneriano incluye lo siguiente:

» (Continuidad). ¥(z,y) es continua en (z,y).

» (Monotonia). V(x,z+us) y V(x+us, x) son crecientes para todo x, s > 0 suficientemente
pequena y para todo vector director u # 0.

Esto significa que la funcién de probabilidad con la que un estimulo fijo (referencia) en un
area de observacion es distinto de un estimulo en otra area de observacién, alcanza su minimo
cuando los dos estimulos son idénticos (quiza sea necesaria una transformacién apropiada de la
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medida de los estimulos a una de las dos dreas de observacién). Las siguientes modificaciones
son sencillas, su resultado principal es que cada una de las dos areas de observacién tienen su
propia métrica fechneriana inducida por una funcién métrica obtenida de acuerdo a la version
original de esta misma métrica.

La segunda restriccién se conoce como similaridad no constante y significa que el minimo
nivel de la funcién de probabilidad de diferenciacion, generalmente es distinto para estimulos
de referencia diferentes.

Al combinar ambas propiedades, la minima regularidad y la similaridad no constante, se impo-
nen restricciones estrictas tanto a la interdependencia entre la probabilidad de diferenciacion
y las funciones métricas dentro de cada area de observacién como a la interdependencia en-
tre las métricas fechneriana y las funciones métricas que pertenecen a diferentes areas de
observacion.

5. Dzhafarov, E. N. (2002). Multidimensional Fechnerian Scaling: Perceptual Separa-
bility. Journal of Mathematical Psychology, 46,564-582.

En este articulo el autor propone la definicién de separabilidad perceptual de la dimensiéon de
los estimulos con base en la probabilidad de diferenciacion. La dimensién de los estimulos se
considera separable si se cumplen las siguientes dos condiciones:

a) La probabilidad de diferenciacién entre dos estimulos suficientemente cercanos se puede
calcular a partir de la probabilidad con la que cada uno discrimina las proyecciones de
estos estimulos sobre los ejes coordenados. En otras palabras, la probabilidad con la que
un estimulo = es diferente a un estimulo cercano y.

b) La diferencia entre la probabilidad con la que un estimulo x es diferenciado de otro
estimulo y cuyas coordenadas coinciden en al menos una entrada y la probabilidad con
la que dicho estimulo es diferenciado de si mismo; no depende del valor de la coordenada
coincidente.

Ademas se analiza la separabilidad perceptual dentro del contexto del escalamiento multi-
dimensional fechneriano. El resultado de este analisis es que la métrica fechneriana en un
espacio de estimulos cuya dimension es separable perceptualmente tiene la estructura de una
métrica de Minkowski con respecto a estas dimensiones.

6. Jun Zhang (2004). Dual scaling of comparison and reference stimuli in multidimen-
sional psychological space. Journal of Mathematical Psychology, 48, 409-424.

En este articulo el autor investiga un paradigma llamado tarea de comparacion de sondeo-
referente, donde la pareja (x,u) bajo comparacién asume un estatus psicolégico sustancial-
mente diferente, conocido como sondeo-referente.

Se analizan tanto la dualidad entre un par de funciones psicométricas (derivada de asignar a
x 6 y como estimulos de referencia o de comparacién indistintamente) como la funcién uno a
uno definida de un espacio de estimulos X a un espacio Y bajo cualquier asignacion.

De acuerdo con Dzhafarov y Colonius, el autor investiga la siguientes dos propiedades carac-
teristicas de una tarea de comparacién sondeo-referente:
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a) Minima reqularidad cruzada del valor de los estimulos involucrados en la comparacién
sondeo-referente, donde uno minimiza la funcién de probabilidad de diferenciacién y el
otro es tratado como estimulo de referencia fijo.

b) Similaridad no constante que establece que el valor de la funcién de probabilidad en
el punto minimo no es una funcién constante que depende del valor del estimulo de
referencia.

A partir de la forma particular que adoptan las funciones psicométricas investigadas, el autor
muestra que, al imponer la condicién de minima regularidad cruzada al par de funciones
psicométricas, forzamos un mapeo consistente (pero aun arbitrario) entre X y Y que es
independiente de la asignacién de referencia o comparacion impuesta a x o y. Las diferenciales
psicométricas resultantes bajo ambas asignaciones son iguales y toman una forma asimétrica
y dualista de la llamada medida de divergencia que surge en el contexto de la geometria
diferencial de la probabilidad en una variedad con conexiones duales.

El par de funciones divergentes en X y en Y inducen una métrica Riemanniana en el limite
de orden psicométrico igual a 2. El autor también desarrolla ciertos resultados derivados de
la diferencia entre el enfoque de la geometria de Finsler-Riemann en un espacio de estimulos
y el enfoque de la geometria dual Riemanniana del escalamiento dual de los estimulos.

Dzhafarov, E. N., & Colonius, H. (2004). Psychophysics without physics: a purely
psychological theory of Fechnerian scaling in continuous stimulus spaces. Journal
of Mathematical Psychology, 49, 1-50.

En este articulo los autores proporcionan un enfoque de la teoria del escalamiento fechneriano
puramente psicolégico. En los articulos anteriores esta teoria se desarrollé en dos tipos de es-
pacios de estimulos: continuos (por ejemplo, el espacio de amplitud y frecuencia de tono) y
discretos (como alfabetos o palabras). En ambos casos la teoria fechneriana toma un enfoque
psico-fisico en el sentido de que la distancia subjetiva resultante no solo se basa en la probabi-
lidad de diferenciacion, sino también en ciertas propiedades proporcionadas por las medidas
fisicas de los estimulos.

Asi, tanto la estructura vectorial como la topologia Euclidiana del espacio de estimulos son
propiedades fisicas y al estimar la métrica fechneriana se hace uso de dichas propiedades.
Esta situacién es poco satisfactoria, pues la definicién de una distancia subjetiva entre dos
estimulos no deberia depender de como se miden estos estimulos fisicos.

La teoria del escalamiento fechneriano en espacios discretos de estimulos es, por el contrario,
puramente psicolégica: la discretizacién de un espacio de estimulos y todos las estimaciones
fechnerianas pueden definirse completamente en términos de la probabilidad de diferenciacion.

En este articulo los autores muestran cémo construir el escalamiento fechneriano como una
teoria puramente psicolégica en un espacio de naturaleza arbitraria arco conexo; incluyendo
aquellos espacios cuya dimension es infinita o espacios sin dimensiones fisicas (como espacios
de imagenes o movimientos).

Como en el caso euclidiano, la teoria del escalamiento fechneriano se basa en las propiedades
que definen a la probabilidad de diferenciacién, que son la minima regularidad y la medida
de variacién de la diferencial psicométrica; asi como también en los principales teoremas
derivados del escalamiento fechneriano.
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8. Dzhafarov, E. N., & Colonius, H. (2004). Psychophysics without physics: extension of
Fechnerian scaling from continuous to discrete and discrete-continuous stimulus
spaces. Journal of Mathematical Psychology, 49, 125-141.

Calcular la distancia fechneriana subjetiva a partir de la probabilidad de diferenciacién in-
volucra la acumulacién de pequenos incrementos a lo largo de caminos suaves (en espacios
continuos), o a lo largo de cadenas de estimulos (en espacios discretos).

En un espacio donde a cualquier par de estimulos, considerados como puntos de igualdad
subjetiva, se le asigna etiquetas fisicas idénticas, los incrementos psicométricos resultan ser
diferencias positivas, es decir, ®,(y) — ®z(z) > 0y ®,(z) — P(x) > 0 para z # y y donde ®
es la probabilidad de juzgar dos estimulos diferentes.

En un espacio continuo de estimulos, una transformacién apropiada monétona de estos in-
crementos se determina de forma unica en una vecindad alrededor del cero y su extension a
valores mas grandes de su argumento no es necesaria. En espacios discretos, sin embargo, la
distancia fechneriana depende criticamente de esta extensién.

En el presente articulo los autores muestran que si asumimos que las transformaciones psi-
cométricas cumplen las siguientes condiciones, dicha transformacién solo puede ser la identi-
dad:

a) Ser iguales para una clase suficientemente grande de espacios de estimulos discretos.

b) Asegurar la validez del segundo teorema fundamental del escalamiento fechneriano en
esta clase de espacios.

c¢) Acordar que en una vecindad alrededor del cero se defina una de las posibles transfor-
maciones en un espacio continuo.

Este resultado se generaliza en una amplia gama de espacios de estimulos discretos y continuos.
9. Dzhafarov, E. N., & Colonius, H. (2007). Dissimilarity cumulation theory and sub jec-
tive metrics. Journal of Mathematical Psychology, 51, 290-304.

Los autores presentan una nueva funcion que llamaron funcion de disimilitud y se basa en una
extension radical del escalamiento fechneriano, una teoria encargada de calcular la distancia
subjetiva relacionada con la probabilidad de diferenciacién entre cualquier par de puntos. Esta
nueva teoria se aplica a cualquier espacio de estimulos que cumpla las siguientes condiciones:

a) La probabilidad de diferenciacién satisface la propiedad de minima regularidad.

b) Los incrementos psicométricos canénicos son funciones de disimilitud.

Una funciéon de disimilitud Dab entre pares de estimulos representados candénicamente se
define mediante las siguientes propiedades:

a) Si a # b, entonces Dab > 0.
b) Daa = 0.

¢) Si Dapal, — 0y Db,b), — 0, entonces Dal,b), — Dayb, — 0.
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10.

11.

12.

d) Para toda sucesion {a,X,,by, }nen donde X, es una cadena de estimulos, si Day, X,,b, — 0,
entonces Day,b,, — 0.

La expresiéon DaXb se refiere al valor de disimilitud acumulado a lo largo de los puntos
sucesivos de la cadena aXb. La distancia subjetiva (fechneriana) entre los estimulos a y b se
define como el infimo de DaXb + DbY a entre todas las cadenas posibles X y Y contenidas
entre a y b.

La funcién de disimilitud comparte ciertas propiedades con una funcién distancia pero se
considera mas general. La funcién de disimilitud en general, no satisface ni la desigualdad
del triangulo, ni la propiedad de simetria, sin embargo, nos permite construir una métrica en
un espacio de estimulos. La motivacién de esta nueva construccion, particularmente viene de
su principal aplicacién que es calcular la distancia fechneriana entre estimulos a partir de la
probabilidad de diferenciacién.

Unlii, A., Thomas, K. & Dzhafarov, E. N., (2009). Fechnerian Scaling in R: The Package
fechner. Journal of Statistical Software, 31, 1-24.

Los autores consideran que el escalamiento fechneriano es un procedimiento para construir
una métrica sobre un conjunto de objetos (por ejemplo, colores, simbolos, rayos X, etc.) o
sobre cualquier modelo estadistico para representar disimilitudes entre los objetos desde el
punto de vista del sistema que los percibe (por ejemplo, una persona, dispositivos técnicos,
o cualquier algoritmo computacional). Esta métrica se calcula a partir de una matriz que
contiene los datos de las probabilidades de diferenciacion o cualquier otra medida que pueda
interpretarse como el grado con el que pares de objetos en el conjunto se diferencian uno del
otro.

Se presenta el paquete computacional para calcular el escalamiento fechneriano de un conjunto
sobre objetos en R y se describen las funciones del paquete. Asi, el escalamiento fechneriano
se demuestra con conjuntos de datos tanto reales como artificiales que van acompanados de
este paquete.

Dzhafarov, E. N., & Colonius, H., (2012). Ultrametric Fechnerian scaling of discretee
object sets. Mathematics of Distances and Applications.

La escala fechneriana basada en una funcién de disimilitud, resulta en una funcién distancia
localmente simétrica en el contexto de la acumulacién de disimilitud. En este articulo los auto-
res definen un nuevo concepto: la desigualdad ultramétrica y muestran que para un conjunto
finito de objetos, el remplazo de la funcién de acumulacién de disimilitud por un procedi-
miento para maximizar dicha disimilitud, resulta en una distancia subjetiva que satisface la
desigualdad ultramétrica.

Dzhafarov, E. N., & Colonius, H., (2006b). Generalized Fechnerian Scaling. In H. Colo-
nius, & E. N. Dzhafarov (Eds.), Measurement and representation of sensations (pp. 47-88).
Mahwah, NJ: Erlbaum.

Los autores tratan el problema de la medida de disimilaridad, pues las aplicaciones encon-
tradas son numerosas e incluyen tazas numéricas, clasificacién de estimulos, correlacién entre
variables de respuesta, errores de substitucién, etc. Las representaciones formales para apro-
ximar datos incluyen al escalamiento multidimensional o el andlisis cluster que sirven para
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desplegar y describir estructuras de datos en alguna dimensién espacial menor o en una con-
figuracion grafica, respectivamente.

La probabilidad de diferenciaciéon ocupa un lugar especial entre la medida de disimilaridad,
pues la habilidad para determinar si dos objetos son diferentes o son iguales es una de las
funciones cognitivas mas bésicas atribuidas al sujeto que las percibe y la técnica de inteligencia
mas basica requerida por un sistema.

Por lo tanto, es una posicién aceptable que la métrica calculada apropiadamente a partir de
los valores de la funcién psicométrica ®,(y) pueda ser vista como una métrica subjetiva, o
como una red de distancias desde el punto de vista del perceptor.

Para enfatizar la importancia del escalamiento multidimensional, en este articulo se plantean
diferentes ejemplos, tanto en espacios continuos como discretos, donde se aplican los resultados
derivados de la métrica fechneriana.
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Capitulo 1

Arcos de minima longitud.

Definicion 1.1. Sea M una variedad diferenciable. Una funcion distancia es una funcién binaria
d: M x M — R que cumple la propiedad de identidad, es decir, para todo a € M se cumple que
d(a,a) = 0.

n
Sea S™ la n-ésima esfera euclidiana, definida por S™ = {u eR™| Z uf = 1} CR™.
i=1

Una funcién binaria d : M x M — R satisface cualquiera de las siguientes propiedades, si para
todo vector a,b,c € M y para todo u,v € S”, se cumple:

1. d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b) Desigualdad del tridngulo.
2. d(a,a) =0 Identidad.
3. d(a,b) >0 No negatividad.
4. d(a,b) = d(b,a) Simetria.
5.d(a,b) =0=a= Definetoreidad.
6. d(a+c,b+c) =d(a,b) Uniformidad.
7. d(a,b) = —d(b,a) Antisimetria.
8. d(a,a + \v) = d(a,a + Au) para toda A > 0 pequena. Isotropia.
9. d(Aa, Ab) = Ad(a,b) para toda X\ € R Homogénea positiva
de grado uno en X > 0.

Tabla 1.1: Propiedades de las funciones distancia.

Definicion 1.2. 1. Una premétrica en R™ es una funcién distancia que cumple la desigualdad del
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triangulo.
2. Una métrica débil es una premétrica que cumple la propiedad de no negatividad.

3. Una cuasimétrica es una métrica débil que cumple la propiedad de definetoreidad, es decir,
es una premétrica estrictamente positiva (d(a,b) > 0 < a # b).

4. Una pseudométrica es una métrica débil que cumple la propiedad de simetria.

5. Una métrica es una pseudométrica que cumple la propiedad de definetoreidad.

Definicion 1.3. Una sucesion de puntos en M de a a b es un conjunto de la forma P = {a =
X0y X1y, Tk, Thr1 = b} con k > 0. Los puntos a y b se conocen como puntos extremos de la suce-
sion y se denominan inicio y final de la sucesién, respectivamente. Los puntos z1, ...,z son los
vértices de la sucesion.

Definicion 1.4. Un camino de a a b € M es una aplicacién continua Z : [a, ] C R — M tal que
Z(a) =ay z(B) = b. A la imagen dirigida C(a,b) C M del camino 7 : [a, 5] — M se le denomina
arco dirigido de a a b.

El conjunto de todas las sucesiones de a a b € M se denota por Pla,b] y para toda sucesién en
M, dada por P = {a = xg, 1, ..., Tk, Tx+1 = b}, la funcién distancia d : M x M — R determina un
valor real que llamamos d-longitud de la sucesion P y se define como la suma de las d-distancias:
k
((P) = Zd(wi, xi+1) para toda sucesién P = {a = xo,z1,...,Tk, Tk+1 = b} € Pla,b].  (1.1)
i=0

En general, la longitud de una sucesién es diferente de la distancia entre los puntos de inicio
y final de la sucesién, es decir ¢(P) # d(a,b). Por ejemplo, cuando la funcién distancia d cumple la
desigualdad del tridngulo ocurre que ¢(P) > d(a,b).

Decimos que un arco C(a,b) es de clase C' (o un arco suave) si tiene una representaciéon
paramétrica 7 : [a, 5] = M con o < 8 cuya derivada Z’ es acotada, distinta de cero en su dominio
y continua en todo [a, 3], excepto tal vez en un nimero finito de puntos. El conjunto de todos los
arcos suaves por pedazos se denota por 2y {2, denota al conjunto de arcos contenidos en {2 que
comienzan en el punto a y terminan en b, asi como sus respectivas parametrizaciones.

Siz:[a,f] CR — M es una funcién inyectiva (s # t = Z(s) # z(t)) se dice que el camino
Z es un camino simple y que su correspondiente arco es un arco simple. Un arco simple tal que
a = b no tiene puntos extremos y estd formado unicamente por puntos interiores y se denomina
arco simple cerrado.

Siz:[a, ] = M esun camino en M y C(a,b) su respectivo arco, entonces cualquier restriccion
de T a algin subintervalo [/, 5] C [a, (] es un subcamino de Z, y su respectiva imagen dirigida
C(z(a),z(8")) es un subarco de C(a,b).
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Definicion 1.5. Una particion de un arco C(a,b) es una sucesiéon P = {a = g, x1, ..., Tk, Tk+1 = b},
conk>1lya<uz <22 <...<uxE <b, cuyos puntos extremos coinciden con los extremos del
arco C(a,b) y cuyos vértices son puntos interiores del mismo. Asi, todo arco C'(x;, z;+1) C C(a,b)
coni=0,...,k, es un subarco de la particién y el conjunto de todas las particiones del arco C(a, b)
se denota por P[C(a,b)].

Si P = {a,p1,...,pk, b} es una particién del arco C(a,b), podemos decir que para cada
representacion paramétrica T : [a, 8] — M de C(a,b) existe una particién del intervalo [, 5] dada
por Py = {a = qo,q1,- -,k qe+1 = B} tal que Z(qo) = a,Z(q1) = p1, ..., T(qk) = pr, T(qrt1) = b.

Por tanto,
k

=0

La particién trivial de un arco C(a, b) se determina por la sucesion trivial P = {a = x¢, 1 = b}.
Un refinamiento de alguna particién P del arco C(a, b) es una particién @ de C(a,b) tal que Q C P.
La d-longitud de una particiéon P € P[C(a,b)] de un arco C(a,b) es la longitud de la sucesién P
con respecto a la funcién distancia d, denotada por ¢(P) y definida en la ecuacién (1.1).

Definicion 1.6. La longitud de un arco dirigido C asociada a una funcion distancia d sobre M (o
d-longitud de un arco C) es un valor real L tal que, para todo € > 0, existe una particiéon P. de C
tal que | £/(P) — L |< € para todo refinamiento P de P..

Denotamos a la d-longitud de un arco C(a,b) por ¢[C(a,b)]. Si £[C(a,b)] es finita, se dice que
C(a,b) es d-rectificable. Si la d-longitud de un arco existe, entonces es tnica y decimos que C/(a, b)
es un arco de minima d-longitud si es rectificable y su d-longitud es menor o igual a la d-longitud
de cualquier otro arco que va de a a b. Todo subarco de un arco de minima d-longitud es un arco
de minima d-longitud.

La definicién 1.6 nos permite deducir la existencia de ciertos arcos dirigidos, llamados arcos
conservativos que basicamente podemos ver como una generalizacién de los segmentos de linea
recta en R™. La propiedad de identidad que se le pide a la funcion distancia d es suficiente para
determinar que dichos arcos cumplen con la forma simple de la igualdad del triangulo (o condicién
de conservacion de la distancia d). Intuitivamente, la definicién de arco conservativo se apega a
la idea de que la distancia entre dos puntos con la métrica euclidiana es igual a la suma de las
distancias entre puntos consecutivos a lo largo del segmento de recta que los une. Se tiene entonces
la siguiente definicién.

Definicion 1.7. Sea d : M x M — R una funcién distancia. Decimos que un arco C(a,b) es un arco
d-conservativo si todas sus particiones tienen la misma d-longitud. Equivalentemente, C'(a, b) es un

arco d-conservativo si la d-longitud de cada una de sus particiones P = {a = xg, 1, ..., T, Tpt1 =
b} con k > 0, es igual a la d-distancia de a a b, es decir,
k

d(a,b) = Zd(l’i,xi_l,_l), para toda P = {a = zg, 21, ..., %k, xp11 = b} € P[C(a,b)].
i=0
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Asi, todo arco d-conservativo que va de a a b satisface la siguiente propiedad: la d-distancia de
a a b es igual a la suma de las d-distancias entre todos los puntos consecutivos de cualquier sucesién
de puntos sobre el arco, donde cada sucesién contiene a los puntos extremos a y b. Por tanto, todo
arco d-conservativo C'(a, b) es d-rectificable y su d-longitud es igual a la d-longitud de su particién
trivial (es decir, ¢[C(a,b)] = d(a,b)). Es inmediato que todo subarco de un arco d-conservativo es
un arco d-conservativo.

Ademas, decimos que un arco C'(a, b) es un arco geodésico con respecto a una funcion distancia
d (o arco d-geodésico) sobre M si éste es rectificable y su longitud con respecto a la funcién
distancia d es al menos tan pequena como la longitud con respecto a d de cualquier otro arco que
va de a a b. Los arcos d-geodésicos se pueden caracterizar por la siguiente condicién algebraica:
cualquier triada de puntos x,y, z sobre un arco d-geodésico C satisface la igualdad del tridngulo
d(z,z) = d(z,y) + d(y, z). De forma alternativa podemos definir a los arcos d conservativos de la
siguiente manera: C'(a,b) es un arco d-conservativo si y solo si se satisface la forma simple de la
igualdad del tridngulo con respecto al punto extremo b:

d(z(s),b) = d(z(s),z(t)) + d(Z(t),b) para todo s € [a, 8] y para todo t € [s, ] (1.2)
donde Z : [a, 5] — M es una representaciéon paramétrica de C(a,b). Equivalentemente tenemos

d(z(s),z(2)) = d(z(s),z(t)) + d(z(t),z(z)) paraa < s <t <z < f. (1.3)

Esta udltima ecuacion expresa la igualdad del tridangulo para cualesquiera tres puntos ordenados
sobre un arco C(a,b).

Decimos que una funcién distancia d es completa si para todo par de puntos a,b € M existe
un arco d-conservativo C' por pedazos que los conecta. Si una funcién distancia d es completa,
entonces toda particién de un arco C(a,b) d-rectificable tiene asociada una d-poligonal inscrita
formada por arcos d-conservativos, cada uno de los cuales conecta dos puntos consecutivos de la
particion. Por lo tanto, la d-longitud de la d-poligonal de un arco C'(a,b) d-rectificable es igual al
limite de la d-longitud de la d-poligonal d-rectificable inscrita en C(a,b).

La expresién para calcular la longitud de un arco C'(a,b) en un espacio euclidiano, dada por
¢(C(a,b)) = sup{l(P) | P € P[C(a,b)]}, es aplicable a cualquier funcién distancia d que satisface
la desigualdad del triangulo. Si d no satisface la desigualdad del tridngulo, esta expresion no es
valida.

1.1. Funcional d-longitud.

FEn esta secion obtenemos, a partir de la definicion 1.6, una féormula para calcular la longitud
de arco asociada a una funcién distancia d. También se demuestra que si la derivada direccional
unilateral F' de una funcién distancia d es continua, entonces d satisface la desigualdad del tridngulo
si y solo si F' es convexa. Es decir, si una funcién distancia d es convexa, entonces el camino mas
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corto entre dos puntos es el segmento de linea recta que los conecta. Asi, cuando la funcién F' no
es convexa, el camino maés corto es un camino poligonal inscrito en el arco que conecta a los dos
puntos.

Decimos que una funcién f : M — R tiene derivada direccional unilateral en el punto z € M
con respecto a v € T, M si y solo si el siguiente limite existe sobre el conjunto de los nimeros reales
extendidos:

t —
D+f(IL'; U) = lim f(o-())tf(x)7
donde o : [0,1] — M es un camino en M con o(0) = x y (do(t)/dt)(0) = v. Se puede demostrar
directamente que DV f(z;v) es homogénea positiva de grado uno en el argumento v, es decir,
DT f(x;av) = aD*(z;v) para todo a > 0y todo x € M. Entonces DT f es independiente de la
representaciéon paramétrica de la curva o. El segundo argumento de D™ f(z;v) se conoce como la
direccion en el punto x € M, pues v € T, M\{0}.

Sea d : M x M — R una funcién distancia sobre M. La derivada direccional unilateral de d en
el punto € M con respecto a una direcciéon v € T, M\{0} se define como el limite

F(z,v) = lim d(z,0(t)

t—0+ t ’

si éste existe. Por la propiedad de identidad de d, F'(z,v) es

d(x

F(z,v):= lim ,ta(t)) para todo x € M,v € T, M\{0}, (1.4)

t—0+
donde o : [0,1] — M es un camino en M tal que 0(0) = 2y (do/ds)(0) = v. La funcién F : TM — R
dada por la ecuacion (1.4) evaluada en el punto x y en la direccién de v se denota por F(z,v) y la
funcién F a lo largo de un camino 7 : [, 8] — M se denota por F(Z(s),z(s)) y esta dada por

F(#(s), 3(s)) = lim 2EELTEHD)

t—0+ t

(1.5)

La ecuacién F : TM — R dada por (1.4) es homogénea positiva de grado uno en su segundo
argumento, es decir, F(x,av) = aF (z,v) para toda a > 0,2 € M y v € T, M\{0}.

Definicion 1.8. Una funcién F' : TM — R es conveza en el punto x € M si para todo v,w € T, M
y a€[0,1],
F(z,av+ (1 — a)w) < aF(z,v) + (1 — a)F(z,w).

Considerando que la funcién F'(z,u) es homogénea positiva de orden uno en u, entonces F'
es convexa en z siy solo si F(z,v+w) < F(z,v) + F(z,w) para todo v,w € T,M\{0}. Asi, la
propiedad C) definida en la Introduccién nos permite definir la convexidad de F en la direccién de
algin vector v € T, M\{0}.
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Definicion 1.9. Sea F(x,u) una funcién homogénea positiva de orden u. Decimos que F' es conveza
en x € M en la direccion de v € T, M\{0} (o también podemos decir que la direccién de v es una
direccion conveza de F), si

u+ w = v implica F(z,v) < F(z,u) + F(z,w) para todo u,w € T, M\{0}.

Si F es convexa en la direccién de v, entonces, por la propiedad C), F' es convexa en la direccién
av, con a > 0. Decimos que la convexidad de F' en x en la direccién de v es estricta si F(z,v) <
F(z,u) + F(x,w) para todo u,w € T, M\{0} tales que u+w =v y u # aw,a > 0,u # 0,w # 0.
Cuando la convexidad de F' en la direccién de v no es estricta decimos que se trata de convexidad
débil. Asi, si F es (estrictamente) convezxa significa que F es (estrictamente) convexa en todo punto
x € M y para todo vector v € T, M\{0}.

Ahora se determinara la d-longitud de un arco d-rectificable C(a,b) clase C! por pedazos en
términos de la funcién derivada direccional unilateral F' de d. Supongamos que F'(x,v) es una
funcién continua sobre su dominio, entonces F(Z(s),Z(s)) es una funcién continua y acotada sobre
[, B] y por lo tanto integrable, para todo arco C(a,b) de clase C!, ademds, el arco C(a,b) es
d-rectificable.

Teorema 1.1. (Funcional longitud de arco). La longitud de arco asociada a una funcion
distancia d : M x M — R estd dada por

B
([C(a,b)] = / F(z(s),z(s))ds para todo C(a,b) € Q (1.6)

sty solo si F': TM — R es continua y es la derivada direccional unilateral de d dada por la ecuacion
(1.4), donde T : [, B] — M es una representacion paramétrica de clase Ct del arco C(a,b).

Considerando que la funcién F' en (1.6) no depende explicitamente del pardmetro s y que
F es homogénea positiva de grado uno en su segundo argumento, se sigue que F(Z(s),z(s))ds es
invariante bajo cualquier transformacion del parametro s, y por tanto la d-longitud de cualquier
arco C'(a,b) es independiente de la representaciéon paramétrica de la curva.

Teorema 1.2. Sea d una funcion distancia sobre M y sea F': TM — R la derivada direccional
unilateral de d. Entonces se cumplen las siguientes condiciones:

a) Sid satisface la desigualdad del triangulo (es decir, d es una premétrica), entonces F' es una
funcion conveza.

b) Si F' es una funcion convexa y continua, entonces la funcion distancia d es una premétrica y
estd dada por

d(a,b) = n?lln / F(z (s))ds, para todo a,b € M,z(s) € T,M\{0}, (1.7)
€L g 1)

donde T : [a, B] — R es una representacion paramétrica del arco C(a,b) que es de clase C*
por pedazos.
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Demostracion. Se encuentra en Sanchez Larios [25]. O

En la geometria de Finsler, la longitud de arco en una variedad M estd dada por la ecuacion
(1.6) y la funcién distancia estd definida mediante la expresiéon (1.7) donde F' es estrictamente
convexa, no negativa, homogénea positiva de grado uno en su segundo argumento y de clase C'*®
sobre TM\{0} (ver [4], p.1). Busemann y Mayer (ver [3], p. 186) probaron que bajo estas condiciones
la funcién F' es la derivada direccional unilateral de d dada por la ecuacién (1.4).

La férmula para calcular la longitud de arco en R",

B
fiCtab) = [ 1) | ds (18)
(6%
se puede obtener como un caso particular de la ecuacién (1.6). Supongamos que d es una funcién
distancia sobre R” tal que para todo a,b € R™ se cumple que d(a,b) = d(0,b—a) =|| b—a ||, donde
|| ® || denota la norma usual en R™. Esta condicién se satisface si d es invaritante bajo traslaciones
(es decir, d(a + ¢,b+ ¢) = d(a,b), para todo a,b,c € R™) y es no negativa. Se sigue de la expresion

(1.4) que

o @) B +0) @), 0) |

t—0+ t t—0+t t t—0+

(z(s), (s +1))
t

' = [z(s)]

y sustituyendo el resultado en la ecuacién (1.6), obtenemos (1.8).

Nétese que el valor de la derivada direccional unilateral F'(z,v) es el limite de la razén de
cambio entre la distancia del punto x € M a un punto cercano y la direccién v € T, M que emana
desde z. Esta interpretacién de F' como la derivada direccional unilateral de la funcién distancia d
surge en algunas aplicaciones (ver e.g. [4] y [3]) donde d se puede referir a energia gastada, tiempo
de recorrido, o costo de recorrido, etc.

1.2. Longitud de un arco asociada a una funcion distancia d.

Una funcién distancia cuya funcion fundamental es acotada y continua salvo en un nimero
finito de puntos (por tanto integrable) determina una funcional! sobre el conjunto de arcos suaves
por pedazos, la cual a cada arco suave le asocia un nimero real denominado d-longitud de arco. Esta
funcional es aditiva con respecto a la concatenacién de arcos en el sentido de que la d-longitud de
un arco se puede descomponer como la suma de las d-longitudes de los subarcos que lo componen.

A continuacion se muestra que la d-longitud de un arco d-conservativo es igual a la d-distancia
entre sus extremos. Ademads, se dan condiciones suficientes para que una funcién distancia d sea
completa, es decir, para que induzca al menos un arco por cada par ordenado de puntos.

Una funcional es una funcién cuyo dominio es un conjunto de funciones.
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Teorema 1.3. Una funcion distancia d : R™ x R® — R cuya funcion fundamental F es una
funcion acotada y continua salvo en un ndmero finito de discontinuidades determina una funcional
Ly : Q2 — R sobre el conjunto Q de arcos suaves por pedazos, dada por:

B
04[C(a,b)] = / F(z(s),z(s))ds, para todo arco C(a,b) € Q. (1.9)

07

El valor de esta funcional asociada a algin arco d-conservativo C(a,b), es igual a la d-distancia
entre sus extremos, es decir, d(a,b) = £4[C(a,b)].

Demostracion. Se encuentra en Sanchez Larios [25] O



Capitulo 2

Construccion de la métrica
fechneriana

Intuitivamente el escalamiento de Fechner es un método para calcular distancias entre estimu-
los a partir de la probabilidad con la que cada uno de estos estimulos puede ser diferenciado (o
distinguido) de otro estimulo infinitamente cercano a él. Dzhafarov y Colonius en su teoria desarro-
llaron una métrica a partir de la probabilidad de diferenciacion en un espacio continuo de estimulos
de dimension arbitraria.

En este capitulo desarrollamos de manera general la teoria del escalamiento fechneriano, asi co-
mo sus fundamentos matematicos y establecemos el significado operacional de los principales con-
ceptos e hipétesis.

2.1. Teoria de Fechner.

Lo que motivé esta teoria es la creencia de que la distancia calculada a partir de la probabilidad
de diferenciacién deberia tener un estatus fundamental entre la medida del comportamiento, pues
la diferenciacién entre estimulos se considera una funcién cognitiva bésica y la probabilidad de
diferenciacién se considera una medida universal de diferenciabilidad.

Los resultados obtenidos a partir de esta teoria estan basados en el contorno que forman las
funciones psicométricas dentro de pequenas vecindades escogidas de forma arbitraria alrededor de
los puntos donde las funciones alcanzan su valor minimo. Una funcién psicométrica muestra la
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probabilidad con la cual cada estimulo (de comparacién) es diferenciado de un estimulo fijo (de
referencia) en un espacio de estimulos. En este trabajo no desarrollamos ningin procedimiento
empirico para obtener funciones psicométricas, ni discutimos los mecanismos psicolégicos hipotéti-
cos que se toman en cuenta al decidir el procedimiento a utilizar. Por otro lado, en el presente
nivel de abstraccién, una funcién psicométrica es considerada como una primitiva del escalamien-
to fechneriano y asumimos que cumple con tres condiciones esenciales que desarrollaremos mas
adelante.

2.2. Espacio de estimulos y caminos dirigidos.

La métrica fechneriana se puede construir facilmente si consideramos que un espacio de estimu-
los es una variedad diferenciable, pues no podemos encontrar una situacién en la que la siguiente y
mas especializada definicién, no sea suficiente.

Definicion 2.1. Un espacio de estimulos es una variedad diferencable M C R"™ (es decir, un espacio
que localmente se parece a R™) arco conexa dotada con una topologia convencional (digamos, la
inducida por la métrica Euclidiana'). Los puntos en M son vectores x = (x1,22,...,,) cuyas
coordenadas representan las dimensiones fisicas de los estimulos.

En la figura 2.1 se ilustra el espacio de estimulos.

Ha By R T et
e i

Figura 2.1: Transformacién difeomérfica en un espacio de estimulos junto con una trayectoria de un camino
orientado.

'Es decir, la convergencia de los puntos en el espacio de estimulos se puede definir a través de una distancia
Euclidiana que tiende a cero, es decir, una sucesién zy — x,k =1,..., si y solo si | zx —z |— 0, donde | o | denota la
norma Euclidiana o equivalentemente zx — x si y solo si max;—1,... »(| z;, —z'|) — 0.
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Definicion 2.2. Un difeomorfismo &(x) es una transformacion inyectiva, continuamente diferenciable
cuya inversa (%) también es continuamente diferenciable, ademas, el Jacobiano de un difeomorfismo

es distinto de cero, es decir, det [gﬂ #0.
x

La manera en que se escoja la dimensién de los estimulos es subjetiva, pues cualquier transfor-
macion difeomérfica del espacio de estimulos M se considera una reparametrizacién equivalente de
M. Por lo tanto, la métrica fechneriana que vamos a construir es invariante bajo cualquier trans-
formacién difeomorfica. Como se muestra mas adelante, la invarianza resulta inmediata, pues los
valores de las funciones psicométricas definidas sobre un espacio de estimulos permanece invariante.

Definicion 2.3. Un camino en M, de un estimulo a € M a un estimulo b € M, es una funcién
continua = : [o, 8] — M donde o < 8 € R son tales que Z(a) = a y Z() = b cuya tangente
Z(t) también es continua y no se anula en ningun intervalo [t;_1,t;] de alguna particién finita
P={a=ty<ti1 <...,<tp,=>}, donde n € N.

La imagen dirigida del camino Z : [«, 5] — M se conoce como arco o curva que conecta a con
by se denota C(a,b). Decimos que M es una variedad arco conexa si cualquier par de puntos en
este espacio de estimulos se puede conectar mediante un camino dirigido completamente contenido
en M. Para efectos de este trabajo, cuando mencionemos el término arco nos referimos a un arco
dirigido.

Un camino ,27(7')’511 tal que z[7(t)] = z(t), donde 7(t) es un difeomorfismo de [«, 5] — [a1, b1]
con 7(t) > 0, se considera una reparametrizacién equivalente a a:(t)g Asi, tanto los caminos como
sus respectivas representaciones paramétricas son invariantes bajo transformaciones difeomérficas

del espacio M.

Decimos que C(a,b) es un arco de clase C! si la derivada & de su representacién paramétrica
x : [a.b] = M es continua y acotada en el intervalo [a,b]. Denotamos por Q al conjunto de todos
los arcos C'! por pedazos en M. Por simplicidad, denotamos al conjunto de arcos C'' por pedazos
que conectan a con by a sus respectivas representaciones paramétricas por Qg p).

Dados dos vectores u y v en un espacio de estimulos M decimos que son wvectores codireccionales
siu=Av,con A >0¢€R.

2.3. Espacio tangente.

La teoria fechneriana hace uso prominente de las transiciones de un estimulo = a un estimulo
x + us, u # 0, en otras palabras, del desplazamiento de un estimulo x en la direccion de u =
(u1,...,uy), con s > 0 suficientemente pequefia®. Esta transicién corresponde a un incremento

2Llamar a s magnitud de cambio de un estimulo es un tanto sutil, pues observamos que, si las correspondientes
componentes x y u se miden con las mismas unidades, s no tiene unidades. Observamos también que si u1 y uz son
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infinitesimal en la funcién psicométrica cuyo punto minimo coincide con el estimulo original.
Como se establecié en la seccién anterior, cualquier transformacion difeomoérfica de un espacio
de estimulos M es considerada equivalente a M. Por lo que necesitamos saber como se determina

la direccion de una transicién del punto z al punto z + us bajo una transformacién difeomérfica.

Sea & = #(x) dicha transformacién®, entonces

o3
2z +us) = &(z) + 8—%5 +ofs}. (2.1)
z
donde la matriz Jacobiana de & = &(z) es
oi _ [oit
or |0zl [
i,7=1,...,n
y u se considera un vector columna denotado por
oz
L= — X U. 2.2
b=o- Xu (2.2)

Si bajo alguna una transformacién difeomérfica z — &, un vector director v € R™\{0} se
transforma en un vector 4 de acuerdo a la ecuacién (2.2), entonces u se conoce como vector con-
travariante asociado a x € M.

Definicion 2.4. El espacio tangente o espacio de direcciones asociado a x es el conjunto que contiene
a todos los vectores contravariantes asociados a x y se denota por 1,M. Al conjunto TM :=
UzemT»M se le conoce como frontera tangente de M. Ademds, cada elemento de TM se denota
por (z,v), donde x € M y v € T, M.

El espacio tangente se ilustra en la figura 2.2. Cualquier pareja compuesta por un estimulo y
una direccién (x,u) forman un segmento lineal del punto x en la direccién de u que representa el
desplazamiento de x a = + us, cuando s — 0. Al decir que z se desplaza en la direccién de wu,
queda implicito que u # 0.

2.4. Funciones psicométricas.

Para continuar con el desarrollo de la métrica fechneriana se requiere definir una funciéon de
probabilidad que sirve para diferenciar un estimulo (fijo) de otro estimulo (de referencia), dicha
funcién se denomina funcion psicométrica y se define a continuacién.

codireccionales, se consideran vectores directores diferentes y el cambio de x en la direccién u; y uz por un mismo
factor s implican diferentes cambios que representan diferentes estimulos.

3El término o{s} en (2.1) denota una cantidad de orden inferior al infinitesimal cuando s — 0T, en otras palabras,
o{s}/s — 0 cuando s — 07.
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jZ

y:

X-/

Figura 2.2: (Arriba) Un punto en un espacio de estimulos y el espacio tangente asociado a él. (Debajo)
Mismo espacio bajo una transformacién difeomorfica.

Definicion 2.5. Una funcion psicométrica es una funcién ¥ : M x M — R tal que, para todo
T,y €M,
U,(y) = P[y es diferenciado de z]. (2.3)

Podemos notar que el estimulo de referencia x representa un pardmetro de la funcién psi-
cométrica, mientras que el estimulo de comparacion y es un argumento. En ocasiones, abusando
del lenguaje, ¥, (y) denota al conjunto de funciones psicométricas, es decir,

{\I’:c (y) }xEM

vista como una sola funcién de z y y.

En la teorfa del escalamiento de Fechner propuesta por Dzhafarov y Colonius ([8], [9]) se
requiere que la funcién psicométrica ¥ cumpla las siguientes tres condiciones:

Primera

La primera condicién acerca de las funciones psicométricas es que ¥,(y) sea continua en
(z,y), no negativa y que para todo x alcanza su minimo global en algiin punto difeomérfico
y = h(x) € M asociado a z, en una vecindad donde ¥, (y) es creciente en todas las direcciones,
como se ilustra en la figura 2.3. En otras palabras, podemos encontrar una vecindad alrededor
de h(z) dentro de la cual, para todo u € T, M, la diferencia

U, lh(x) + us] — Uy [h(x)]
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incrementa cuando s > 0 y ¥,(y) no cuenta con otro punto minimo (no se asume que el
minimo nivel de una funciéon psicométrica debe ser el mismo para diferentes estimulos de
referencia).

v

)

v (B

()

Figura 2.3: Posible apariencia de una funcién psicométrica.

A la diferencia h(x) — x se le conoce (en el caso unidimensional) como error constante de
diferenciacién, mientras que h(x) se considera el punto de igualdad subjetiva para el estimulo
de referencia x.

Asi, la primera condicién que deben cumplir las funciones psicométricas se puede formular
como sigue: ¥, (y) es continua en (z,y) y para algin x dado alcanza su minimo global en
y = x dentro de alguna vecindad donde la funcién es creciente en todas las direcciones.

En ocasiones podemos requerir adicionalmente que la funcién psicométrica sea una curva
suave (aunque en este trabajo no es necesario). Dicha restriccién significa que el incremento
en el valor de la funcion psicométrica a partir del punto minimo,

U, (z+us) —Vy(x), u#0,

(una cantidad considerable en el escalamiento fechneriano) sea infinitamente diferenciable en
s> 0.

Segunda

Antes de formular la segunda condicién introduciremos un concepto importante relacionado
con los resultados centrales del escalamiento fechneriano.
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Definicion 2.6. La diferencial psicométrica de la funcién ¥ en el punto x € M y en la direccion
u € T, M\{0} es
h(z,u) = Vo(z +us) — ¥,(z), cuando s — 0T, (2.4)

Esto es, la derivada direccional por la derecha en el punto minimo de la funcién psicométrica
U,(y) en la direccién de u. Esta diferencial se desvanece cuando s = 0 y por la primera
condicién es continuamente creciente como funciéon de s > 0, al menos en un intervalo de
valores suficientemente pequefio para s. Denotamos a esta funcién por @;i(s) y asi, obtenemos
la identidad

D, u[Va(r 4+ us) — Vy(z)] =s

para s > 0 suficientemente pequena. Llamamos a
s = ®,,(h), cuando h — 0%, (2.5)

diferencial del estimulo en (x,u).

De esta manera la segunda condicién es la existencia de una transformaciéon continua @ :
[0,€) — [0,00), con ®(0) = 0 tal que, para alguna pareja fija (x,up) y una arbitraria (z,u),
las diferenciales @ o, (h) y Py uo(h) son asintéticamente proporcionales, es decir, cumplen la
siguiente propiedad:
P h
0< lim P00 (h) < 00, (2.6)
h—0t @I,u(h)
y mas aun, el coeficiente de proporcionalidad asintética (es decir, el valor del limite) es
continuo en (x,u).

La importancia fundamental de la segunda condicién del escalamiento fechneriano se encuen-
tra en el hecho de que la ecuacién (2.6) implica que el siguiente limite existe para todo x € M
y v e T, M\{0}:

i oot Pagu[Pal +us) — Uo(2)]
=07 Cou(h) 0t Rou[Va(w - us) — Va(a)]
C ot Browe[Va(T £ us) — Uy(a)]

s—0t S

renombrado ®,, ., por ®, la ecuacién anterior se puede escribir como:

o) el 2UTa(EF15) — Va(w)

s—0t S

, para todo = € M,u € T, M\{0}, (2.7)

donde la transformacién ® es tnica para todo = y w. La funcién dada por (2.7) se conoce
como funcion métrica de Fechner-Finsler asociada a ® y es una funcién continua y positiva.

La funcién dada por la ecuacion (2.7) y la funcién ® se determinan de forma tnica. Es facil ver
que para preservar la ecuacién 2.7 podemos multiplicar F'(x,u) por alguna constante k > 0y
sustituir a ® por una funcién asintéticamente equivalente multiplicada por el mismo valor k.
En efecto, si se satsiface la ecuacién (2.7) junto con el siguiente limite,

O* [V, (z + us) — Uy(x)]

(o) - iy, SR
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entonces
F*(z,u) OV, (x4 us) — p(x)] ., ®*(h)

Fz,u)  so0 ®[Uu(z +us) — Up(a)]  hoo+ B(h)

para alguna k£ > 0. Estos resultados se resumen en el siguiente teorema.

3

Teorema 2.1. (Teorema fundamental del escalamiento fechneriano). Existe una
transformacion ®(h) continuamente creciente para valores de h > 0 suficientemente pequenos
que se anula cuando h = 0 e implica que todas las diferenciales psicométricas V¥, (s + us) —
VU, (z) sean asintdticamente equivalentes en el limite, cuando s — 07, es decir,

O, (z + us) — Vy(x)] = F(x,u)s + o{s},s — 07, (2.8)

donde F(xz,u) > 0 es continua. Ademds, F(x,u) se determina de forma unica y ®(h) de forma
asintéticamente unica (cuando h — 0%) salvo la multiplicacién por una constante arbitraria
k > 0. Esto es, cualquier sustitucion de F(x,u) y ®(h) estdn dadas por

F*(z,u) = kF(x,u) (2.9)
®*(h) = k®(h) + o{®(h)}, h — 0T

Llamamos a @ transformacion global psicométrica de un espacio de estimulos M ; éste es otro
concepto central en la teoria del escalamiento fechneriano relacionado con el contorno de las
funciones psicométricas, pues esta transformacién permite que el incremento de las funciones
psicométricas entre dos estimulos cercanos sea asintéticamente equivalente, término que se
define a contiuacion.

Tercera

La tercera condicién que deben cumplir las funciones psicométricas es que, para cualquier
estimulo x € M y una direccién v € T, M, las diferenciales de ambos estimulos ®, ,(h) y
O, _,(h) sean asintéticamente equivalentes, es decir,

@, . (h)

el g 2.10
B0+ By o (h) (2.10)
lo que es equivalente a
d(h
im () = lim ﬂ
h—0t @y (h)  h—0t Py _y(h)
y por el teorema fundamental del escalamiento fechneriano tenemos,
d(h | + -9
O NN i S I 2105) B
h—0+ @(E;‘:u(h) s—07t S
por lo tanto, para toda pareja (z,u) podemos concluir que (2.10) es equivalente a
F(z,u) = F(x,—u). (2.11)
Claramente, la ecuacién (2.11) es equivalente a
v -
i Lzt us) = Val@) (2.12)

s—0t Uy(x — us) — Wy(x)
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La tercera condicion establece que la métrica fechneriana es simétrica, es decir, la distancia
fechneriana desde el punto a hasta el punto b es igual a la distancia fechneriana desde b hasta
a. Como se mencioné anteriormente F'(x,u) = F(x, —u), para todo x € M y u € T, M\{0}.

En este trabajo no requerimos la tercera condicién (de hecho, esta condicién fue abandonada
por Dzhafarov [5]), pues todos los resultados se derivan de la primera y segunda condicién a
menos de que se especifique lo contrario.

2.4.1. Propiedades de una funciéon métrica.

Interpretamos a la funcién métrica de Fechner-Finsler F'(x,u) como la magnitud del vector
director u € T, M asociado al estimulo x € M. Podemos notar que esta magnitud se define en el
espacio tangente T, M y no en el espacio de estimulos M.

Por el teorema fundamental del escalamiento fechneriano, sabemos que F(x,u) es positiva
y continua y suponiendo la tercera condicién tenemos que F(x,u) = F(z,—u). Otra propiedad
importante de las funciones métricas es la homogeneidad de Euler que probaremos a continuacién.

Teorema 2.2. (Homogeneidad de Euler). Para todo k > 0 ocurre que,
F(z,ku) = kF(z,u) (2.13)
suponiendo la tercera condicion, para todo k # 0 se cumple,

F(x,ku) =| k| F(x,u). (2.14)

Demostracion. Sea k > 0, por el teorema fundamental del escalamiento fechneriano

OV, (x + kus) — Uy(x)]

F(z,ku) = lim
s—07t S
—  m kW, (x + kus) — kWU, ()]
s—07t ks
— & lim OV, (x + uks) — Uy(x)]
ks—0t+ ks
U, t)— ¥,
= gt el ) 2@y
t—0+ t
Para k < 0 el resultado se obtiene usando la propiedad de simetria, F(z,u) = F(z, —u). O

En el resto del trabajo suponemos que dicha funcién F' satisface las propiedades definidas en
la Introduccién, A), B), C) y D). Se sigue de las propiedades A) y C) que F(z,0) = 0.
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Una métrica en la que la distancia entre dos puntos se define como la minima longitud aso-
ciada a alguno de los caminos que conectan a dichos puntos se conoce como métrica interna (o
generalizada) de Finsler.

En general, cualquier funcién ¢(z,u) positiva, continua y homogénea, definida sobre un con-
junto de segmentos lineales e invariante bajo difeomorfismos en el espacio de estimulos puede
considerarse una funciéon métrica, y por el procedimiento que describiremos en la siguiente seccidn,
podemos emplearla para construir una métrica interna.

Para construir la métrica de Finsler en sentido estricto, adicionalmente la funcién métrica
debe ser suficientemente suave (i.e., infinitamente diferenciable) y cumplir la siguiente propiedad
de regularidad: las cantidades

g5 (x,u) = EM

_2 8U18UJ ) 7,,]:1,...,”,

(lamadas componentes del tensor métrico de Finsler) forman una matriz positiva definida. Esto
altimo es equivalente a decir que la funcién sea convexa.

2.5. Meétrica fechneriana.

Una vez que hemos definido la funcién métrica de Fechner-Finsler, a continuacién describiremos
el procedimiento para construir la métrica de Fechner propuesta por Dzhafarov y Colonius [§].

Como F'(z,u) es interpretada como la magnitud del vector director u asociado al estimulo z,
podemos emplearla para medir la magnitud del vector tangente #(¢) en el punto x(¢) de algin arco
C(a,b) que conecta al estimulo a = x(«) con el estimulo b = z(f) en algun espacio de estimulos
M. Esta magnitud es F'[x(t),4(t)] y se obtiene calculando la integral a lo largo del camino,

B
L[C(a,b)] = / Fla(t), #(t))dt. (2.15)

donde z : [, 8] — M es una representacién paramétrica de clase C! por pedazos del arco C(a,b),
con z(t) € T, M\{0} para todo t € [, 3].

La ecuacién (2.15) se conoce como longitud psicométrica (orientada) del camino C(a,b) indu-
cida por la métrica de Fechner-Finsler F(z,u) y se denota por L[{C(a,b)].

Ya que la funcién F[z(t), (t)] que acabamos de definir no depende explicitamente del pardme-
tro t y cumple la propiedad de homogeneidad de Euler, se sigue que F(x(t),2(t))dt es invariante
bajo cualquier transformacién del parametro ¢, por lo que la longitud de cualquier arco C(a,b)
asociado a F es independiente de la representaciéon paramétrica de la curva.
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2.5.1. Indicatriz fechneriana.

La construccion descrita en la seccién anterior implica que la métrica fechneriana es un caso
especial de una métrica interna (o una métrica generalizada de Finsler). Las métricas internas se
pueden definir por medio de una funcién métrica (como fue nuestro caso) o también se pueden definir
a través de una indicatriz, que es el conjunto de vectores directores u de magnitud unitaria originados
en un punto dado xz. Veremos que tanto la indicatriz como la funcién métrica se determinan una a
otra de forma tinica (pues la indicatriz centrada en x se describe mediante la ecuacién F(z,u) = 1).
La introduccién de las indicatrices enriquece de forma significativa el analisis de ambas métricas,
la interna en general, y la fechneriana en particular.

En el presente contexto, la importancia de la indicatriz radica en que a diferencia de la funcién
métrica de Fechner-Finsler, la indicatriz tiene una interpretaciéon geométrica directamente relacio-
nada con la gréifica de las funciones psicométricas, pues el contorno de la indicatriz centrada en
un punto z es similar a una curva de nivel de la funcién psicométrica ¥, (y) realizada a una corta
altura de su punto mimimo ¥, (x).

Como resultado de lo anterior tenemos una disociacién entre la indicatriz de Fechner (y por lo
tanto de la funcion métrica) y la transformacién global psicométrica: dado un subconjunto compacto

de estimulos, la indicatriz fechneriana se puede determinar sin que conozcamos esta transformacién
(bajo el supuesto de que exista).

Definicion 2.7. Dado un estimulo = € M, el conjunto de vectores
Sy (F) :={u e T,M\{0} | F(z,u) =1}, (2.16)

se conoce como indicatriz fechneriana centrada en x y se ilustra en la figura 2.4.

-
-~

Figura 2.4: Indicatriz fechneriana asociada a un estimulo x.

Es decir, la indicatriz fechneriana centrada en x es el conjunto de vectores tangentes u €
T, M\{0} que satisfacen la ecuacién F(x,u) = 1. Por lo tanto, la indicatriz S, (F') es un subconjunto
del espacio tangente T, M y no del espacio de estimulos M.
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Este es un concepto central en este trabajo, su importancia radica en la relacién que existe
entre la métrica fechneriana y la grafica de las funciones psicométricas.

Por otro lado, los puntos finales de los vectores directores que constituyen a S, (F') forman un
contorno cerrado de dimensién (n — 1) en T, M, recordemos que n es la dimensién del espacio M.
Decimos que S;(F') es cerrado, pues para cualquier vector director v € T, M podemos encontrar
un unico vector codireccional (es decir, u = Aug, A > 0) ug € S, (F') tal que

veT,M & =ug € Sy(F).

F(z,u)

En otras palabras, cualquier vector ug € S, (F') interseca al contorno de S, (F') en un unico
punto.

La funcion unitaria 1, : T, M\{0} — S,(F), dada por

1p(u) = ﬁ (2.17)

mapea cualquier vector u € T, M en un vector codireccional que pertenece a S, (F'), ademds, repre-
senta a la indicatriz S;(F') de forma tunica. Esta funcién 1,(u) se conoce como funcion indicatriz

fechneriana centrada en x y podemos observar que S;(F') es la imagen de la funcién dada por la
ecuacion (2.17).

Teorema 2.3. (Propiedades de la funcion indicatriz). La funcion indicatriz 1,(u) es continua
en (x,u) y
1,(ku) = 1,(u) (2.18)

para todo k > 0 (y suponiendo la tercera condicion, para todo k #0).
Demostracion. Es inmediata a partir de las propiedades de la funcién F(z,u). O

Es importante enfatizar que el contorno de la indicatriz S, (F') no se determina de forma tnica,
sino que lo hace conjuntamente con la posicién del centro (el vector nulo) que se encuentra al
interior de la frontera de dicho contorno, como se muestra en la figura 2.5. Por lo tanto, la imagen
de una funcién indicatriz S;(F) es un conjunto que consiste de un contorno de dimensién (n — 1)
y un punto al interior de la frontera interpretado como el centro de la indicatriz S;(F') asociada
al estimulo x. Sin embargo, bajo la tercera condicién, el centro de la indicatriz es el baricentro de
dicho contorno, pues su posicién se determina de forma unica al centro del contorno.

Cualquier dibujo, digamos “a mano alzada”, de un contorno cerrado alrededor de un punto
central no necesariamente determina una indicatriz; también es necesario que cualquier vector que
conecta el centro con un punto sobre el contorno de la indicatriz “no sea obstruido”, es decir, que
el vector no interseca al contorno en ningin otro punto. Esta es una interpretacion de la unicidad
y continuidad de la funcién 1,(u) en w.
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Figura 2.5: Dos indicatrices pueden ser diferentes incluso cuando tienen el mismo contorno.

En el caso unidimensional (n = 1), la indicatriz S;(F') asociada al punto x se reduce a un par
de puntos u_ < 0y uy >0 € R" (tales que u_ = —u, bajo la tercera condicién ) suponiendo que
la coordenada del centro sea el cero.

En la teoria general de las métricas internas (donde la métrica fechneriana es un caso especial)
podemos introducir indicatrices S, (F') como primitivas y después definir la funcién métrica como
se establecid en la ecuacién (2.17).

Podemos decir que la indicatriz es una generalizacion radical de la esfera unitaria Euclidia-
na, pues la indicatriz de la métrica Euclidiana cuya funcién métrica correspondiente es la norma
Fuclidiana convencional es

F(z,u) =] u|
y
1,(u) = Ta]’

Mas atin, cualquier indicatriz Sy (F') puede ser vista como una transformacién homeomorfica
de la esfera unitaria Euclidiana,

| u|

Lo(u) = im(u)m-

Una consecuencia importante de este simple hecho es que la indicatriz S, (F'), siendo el codo-
minio de 1,(u), es un conjunto compacto en T, M.
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2.5.2. Longitud psicométrica.

Para cualquier camino C'(a, b) el vector tangente & (t) € T, M existe en cualquier punto, excepto
posiblemente en un ndmero finito de valores de ¢ y podemos probar facilmente que es un vector
contravariante asociado a x(t) al derivar &'[x(t)],i = 1,...,n. Entonces &(t) € T, My y [x(t), #(t)]
siempre es un segmento lineal. Este segmento lineal determina una parte del camino C' entre los
puntos z(t) y x(t + dt) = x(t) + (t)dt. Se sigue que la funcién F[z(t),z(t)] estd bien definida y se
interpreta como la longitud del camino C entre los puntos z(t) y z(t + dt).

Por lo tanto, es natural definir una funcional L sobre un conjunto de caminos orientados
C(a,b) € M como sigue:
B
L[C(a,b)] ::/ Flz(t), z(t)]dt, (2.19)

07

donde z : [a, f] — M es una representacién paramétrica del camino C(a,b). La ecuacién (2.19) se
conoce como longitud psicométrica orientada del camino C'(a, b) inducida por la funcién métrica de
Fechner-Finsler F(z,u) o, equivalentemente, por la correspondiente indicatriz fechneriana S, (F).
Observamos que a < 8 pero z(a) puede coincidir con z(3).

Debido a la ecuacién (2.17) la longitud psicométrica del camino C(a,b) también se puede
escribir como:

L[C(a,b)] = /ﬁ QN (2.20)

@ 1x(t) [.’L‘(t)]

dejandonos la siguiente interpretacién (ver figura 2.6). En cada punto z(t) del camino C(a, b) existe
una indicatriz fechneriana Sy (F') asociada a dicho punto. Esta indicatriz nos permite medir la
magnitud del vector tangente #(t) € T, M con el procedimiento descrito en la seccién §2.5. Al
integrar a lo largo del camino C(a,b) interpretamos a la magnitud de este vector tangente como la
longitud del camino. Como ejemplo familiar, en el caso de la indicatriz Euclidiana obtenemos

B B
£(C(a,b)] = / | (t) | dt,

que es la longitud Euclidiana del camino C(a, b). El siguiente teorema justifica por qué la funcional
L define una longitud.

Teorema 2.4. (Propiedades de la longitud psicométrica).

a) L|C(a,b)] es un nimero real positivo para todo C(a,b).
b) Para todo a < b < ¢, L[C(a,c)] = L[C(a,b)] + L|C(b, c)].
¢) L|C(a,b)] es invariante bajo cualquier reparametrizacion difeomdrfica positiva de C(a,b).

d) L|C(a,b)] es invariante bajo transformaciones difeomdrficas de M.
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Figura 2.6: La magnitud de un vector tangente tomado en un punto del camino medido por la indicatriz
fechneriana asociada a ese punto. La longitud psicométrica del camino es la integral de dicha magnitud a lo
largo del camino.

Demostracion. Como la funcién F'(z,u) es continua y admite cualquier camino dirigido C(a,b), es
decir, su parametrizacién asociada es z : [, 5] — M y esta bien definida, la funcién Fx(t), (t)] es
continua en t, por lo que, la integral en la ecuacién (2.19) existe en el sentido de Riemann. Ademé&s
es positiva pues a < . La propiedad de aditividad es inmediata.

La invarianza bajo representaciones difeomdérficas positivas 7(t) se sigue del hecho de que si
z[1(t)] = x(t), entonces en todos los puntos donde () existe, ocurre que

Flx(t),z(t)]dt = F | z(7), d—z(T) dt = F[z(7), 2(7)|—dt = F[z(1), 2(7)]dT.

t dt

dr . ] . dr

Finalmente, la invarianza bajo difeomorfismos del espacio de estimulos se obtiene a partir de
las mismas propiedades de F'(z,u). ]

Como el espacio de estimulos M posee topologia convencional que podemos ver como aquella
inducida por la métrica Euclidiana en M, es importante entender las restricciones impuestas a la
longitud psicométrica de algiin camino dentro de una bola Eucldiana, denotada por B(a, R) C
R™ centrada en a y con radio suficientemente pequeiio R, dicha bola debe estar completamente



46 Construcciéon de la métrica fechneriana

contenida en M, es decir, B(a, R) C M. Dado un camino C(a,b) contenido en una bola B(a, R)
ocurre que
| z(t) —a |< R.

Dado un arco C'(a, b) cuya representaciéon paramétrica es x : [a, §] — M, sabemos que = admite
una parametrizacion natural, es decir, podemos reparametrizarla como Z(T)(’)E donde 7 es la longitud
Euclidiana del arco C(a,b) entre los puntos z(a) = a y z(t), es decir,

(®) _/ & (1) | dt.

Asi, E es la longitud Euclidiana del camino z(7)J. Es facil mostrar que bajo esta parametrizacién
todos los vectores tangentes a z(7)§ (existen y cambian continuamente excepto en un niimero finito

de puntos) tienen norma Euclidiana unitaria,

| 2(r) |= 1. (2.21)

2.5.3. Distancia fechneriana.

Con este apartado completamos la construcciéon de la métrica fechneriana.

Definicion 2.8. La métrica fechneriana de a € M a b € M inducida por F(x,u) y denotada por
G(a,b) es el infimo de la longitud psicométrica de los arcos C(a,b) de clase C! por pedazos que
conectan a con b, es decir,

G(a,b) = if / ’ F(a(t), @ (t))dt, (2.22)

:EEQ[GJJ]

donde el conjunto de todos los arcos C(a, b) de clase C! por pedazos en M, asi como sus respectivas
parametrizaciones z : [a, f] — M se denota por Q.

El minimo de esta funcién debe existir, pues la longitud psicométrica de cualquier arco C(a, b),
es no negativa. Observamos que la métrica fechneriana también estd determinada de forma equiva-
lente por su indicatriz fechneriana asociada.

Como mencionamos anteriormente, las funciones F' y G cumplen la propiedad D) y debido a
esta propiedad podemos escribir la expresion (2.22) de la siguiente manera (Busemann & Mayer

[31):

B
G(a,b) = acérsl)l[?b]/ F(x(t), z(t))dt, (2.23)

Es decir, para todo a,b € M, existe un arco denotado C*(a,b) tal que C*(a,b) < C(a,b) para
todo C'(a,b) € M que conecta a con by cuya longitud psicométrica es igual al infimo en (2.22), es
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decir, G(a,b) = L|C*(a,b)]. Dicho arco C*(a,b) se conoce como arco geodésico fechneriano de a a
b.

El siguiente teorema justifica por qué la funcién G(a,b) es una métrica.

Teorema 2.5. G(a,b) es una distancia continua y orientada en M. Esto es, para todo a,b,c € M,
se cumplen las siguientes propiedades:

a) Sia #b entonces G(a,b) > 0.

b) G(a,a) =0.

¢) G(a,c) < G(a,b) + G(b,c).

d) G(a,b) es una funcién continua en (a,b) (con respecto a la topologia convencional en M ).
e) Bagjo la tercera condicion, G(a,b) = G(b,a).

f) G(a,b) es invariante bajo transformaciones difeomdrficas del espacio M.

Demostracion. Se encuentra Dzhafarov y Colonius [9] O

La métrica de Fechner definida en un espacio de estimulos es, por lo tanto, una métrica interna,
es decir, la distancia entre dos puntos es la minima longitud que los conecta.

Por lo tanto, citando a Dzhafarov y Colonius ([9], p.695), es importante investigar el problema
de los arcos geodésicos en el limite, es decir, la existencia y propiedades de un camino orientado
a + C(a,b)s que conecta a a con b = a + us, cuya longitud psicométrica tiende a la distancia
fechneriana G(a,a + us), cuando s — 0%. Dichos arcos geodésicos tienen un practico significado
a la hora de calcular la distancia fechneriana, especialmente cuando ocupamos técnicas de “fuerza
bruta” para discretizar el espacio de estimulos. Mas atin, bajo la légica de este contexto, esta
cuestién sirve como un puente entre el andlisis subsecuente sobre el contorno de las indicatrices
fechnerianas y su relacion con la distancia fechneriana.

Finalizamos con un teorema importante para el desarrollo del siguiente capitulo que es la parte
central de este trabajo.

Teorema 2.6. (Arcos geodésicos de Fechner en el limite bajo indicatrices convexas).
Si todas las indicatrices S, (F) son convexas en cualquier direccion, entonces para todo (x,u) el
segmento s(t)§ = x + tu es un arco geodésico fechneriano en el limite de x a x + us, cuando
s—0t.

Podemos resumir el presente capitulo de la siguiente manera: el escalamiento fechneriano es
un método para calcular distancias entre estimulos fisicos a partir de cierta informacién de diferen-
ciacion. En un espacio M escogido convenientemente, la distancia fechneriana entre dos estimulos
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se define como el infimo de la longitud psicométrica sobre todos los arcos que conectan a dichos
estimulos. Sin embargo, la longitud psicométrica se determina por medio de una indicatriz asocia-
da al estimulo. Estas indicatrices son graficamente similares a las curvas de nivel de las funciones
psicométricas en una vecindad alrededor del minimo.

Las condiciones que deben cumplir las funciones psicométricas son: 1) continuidad y existencia
de un minimo global, 2) toda diferencia entre dos estimulos a partir del minimo y que corresponda
a cambios iguales en la probabilidad de diferenciacion es asintéticamente proporcional con un coe-
ficiente continuo de proporcionalidad, 3) las diferencias entre dos estimulos opuestamente dirigidos,
a partir del minimo y que corresponden a incrementos iguales en la probabilidad de diferenciacién
son iguales en el limite.

Sea M un dominio en R"™. Una funcién psicométrica en M es una funcion ¥ : M x M — R
que cumple las siguientes propiedades:

a) Para todo x € M, la funcién ¥(x,e) alcanza su minimo global ¥(z,z) en .

b) Existe una funcién continuamente creciente ® : [0, ¢] — [0, 00) tal que ®(0) = 0 y el siguiente
limite existe para todoz e My y € T, M:

Flz,y) = lim O(V(x,z+ sy) — \I'(a:,:n))

s—0t+ S

Asi, F(x,y) es una funcién no negativa en TM = M xR™ y se conoce como funcién fechneriana,
claramente F' es homogénea positiva en y y ® es la transformacién psicométrica asociada a W.
Decimos que una funcién psicométrica es Finsleriana si su funciéon fechneriana asociada es una
métrica de Finsler.



Capitulo 3

Caracterizacion de arcos geodésicos
en el limite.

En este capitulo se desarrolla la principal aportacion de este trabajo, que es caracterizar los
arcos geodésicos fechnerianos en el limite.

3.1. Convexidad de la funcion F.

La convexidad de F juega un rol central en la geometria de Fechner-Finsler. Una funcion
F:TM — R es conveza en un punto x € M si para todo v,w € T, M y a € [0, 1], se cumple:

F(z,av+ (1 — a0)w) < aF(z,v)+ (1 — a)F(z,w).

Esta definicién toma una forma mads simple si consideramos que la funcién F(z,v) satisface
la propiedad C, si F(z,u) es homogénea positiva de orden uno en wu, entonces F' es convexa en
x siy solo si F(z,v+w) < F(z,v) + F(z,w), para todo v,w € T,M\{0}. La propiedad C nos
permite definir la convexidad de F' en la direccién de algin vector v € T, M\{0}. Asi, introducimos
la siguiente definiciéon de convexidad de F' en una direccién v.

Definicion 3.1. Sea F(x,u) una funcién homogénea positiva de orden uno en u. Decimos que F es
convexa en x € M, en la direccion de v € T, M\{0} (o también podemos decir que la direccién de
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v es una direccion convexa de F) si

v= Z v’ implica F(z,v) < Z F(z,u'), para todo H C T, M\{0}.
u'€eH’ u'€H’

Asi, decir que la direccién de v en x es una direccién convexa de F' equivale a decir que el
segmento de linea recta de = a x 4+ vs es un arco geodésico fechneriano de x a = + vs, para s > 0
suficientemente pequena.

Si F' es convexa en la direccién de v entonces, por la propiedad C, F' es convexa en la direccién
av con « > 0. Decimos que la convexidad de F' en x en la direccion de v es estricta, si u +w = v
implica que F(z,v) < F(z,u)+ F(z,w), para todo u,w € T, M\{0} tales que u # aw,a > 0,u # 0
y w # 0. Cuando la convexidad de F en la direccién de v no es estricta decimos que se trata de
convezidad débil. Asi, si F' es (estrictamente) conveza significa que F' es (estrictamente) convexa
en todo punto z € M y para todo v € T, M\{0}.

En la geometria de Finsler, generalmente se supone que F' es reqular (estrictamente convexa)
en cualquier direcciéon y para todo punto z € M, a fin de garantizar la diferenciabilidad de la
solucién de la expresion (2.23) (ver, e.g., Busemann & Mayer [3]).

Por lo que sabemos, la definicién 3.1 referente a la convexidad de una funcién métrica F' en
una direccién dada no ha sido tratada en la literatura. Busemann & Mayer ([3], p.181) y Dzhafarov
& Colonius ([9], p.700) definen convexidad (quasi-regular) de F(z,v) en z en la direccién de v en
términos de la indicatriz de F' pero no en términos de F'.

A diferencia de la geometria de Finsler, en la teoria del escalamiento multidimensional de
Fechner de Dzhafarov y Colonius, la convexidad de F' no es requerida. En este caso, si la direccién
de v en x no es una direcciéon convexa de F, entonces para s > 0 suficientemente pequena, los
arcos geodésicos de Fechner de = a x + vs tienen longitud psicométrica estrictamente menor que la
longitud del segmento lineal que une = con x + vs.

3.2. Conjuntos F-minimizantes.

Como mencionamos anteriormente, un espacio de estimulos es una variedad diferenciable M
en R", es decir, para todo punto x € M existe una vecindad U alrededor de x y un entero m, con
0 <m < n tal que U es un difeomorfismo a algin subconjunto de R™. Asi, el espacio tangente en
x € M es R™ y andlogamente R™ es el espacio tangente en M para todo punto y € U (Spivak
[16], p.64).

Esto 1ltimo nos permitird definir ciertas curvas (o arcos) poligonales de x a x + vs inscritas en
el arco C(a,b), donde v € T, M\{0} y s > 0 suficientemente pequenia en el sentido de que dichos
arcos, de r a x +vs, estan contenidos en U. Estas curvas poligonales se pueden construir por medio
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de un proceso de particion-concatenacion aplicado sobre un subconjunto H del espacio tangente
T, M\{0}, cuya suma de los elementos que pertenecen a H es igual a v (refiriéndonos a la suma
usual de vectores, entrada por entrada).

Este proceso de particién-concatenacién consiste de dos fases: Primera, para cada vector tan-
gente u € H y s > 0 suficientemente pequena, particionamos el vector su en n, > 1 partes, no
necesariamente de la misma longitud. Segunda, comenzando con x debemos concatenar en cierto
orden estas n, partes para todo v € H. Este proceso genera arcos poligonales en x en la direccién
de v siempre que la suma de los elementos que pertenecen a H sea igual a v. Por motivos de
simplicidad diremos “H con suma v” al referirnos al hecho de que “la suma de los vectores que
pertenecen a H es igual al vector v”.

Denotamos por A(H) al conjunto de arcos poligonales en el limite en z y en la direccién de
v obtenidos al haber aplicando todos los posibles procesos de particién-concatenaciéon al conjunto
H C T, M\{0} con suma v.

Por la expresion (2.19) y la propiedad C definida en la introduccién, todos los arcos que per-
tenecen a A(H) tienen la misma longitud psicométrica.

Definicion 3.2. Sea H € T,M\{0} un conjunto de vectores con suma v. Decimos que H es un
conjunto elemental si no contiene dos vectores codireccionales distintos (es decir, u,v tales que
v = Au).

Por lo tanto, toda curva poligonal en el limite dentro de un espacio de estimulos M perte-
nece a un unico conjunto A(H), donde H es un conjunto elemental. Como se ha mencionado con
anterioridad, principalmente nos interesan los arcos poligonales en el limite con minima longitud
psicométrica conocidos como arcos geodésicos.

Definicion 3.3. Un arco geodésico (de Fechner) en el limite para v € T, M\{0} en x € M es un
arco poligonal en el limite que va de x a  + vs en M con minima longitud psicométrica.

Debido a que la funcién F' es homogénea positiva y por la ecuacién (2.19), la longitud psi-
cométrica de los arcos que pertenecen al conjunto A(H) estd dada por

LIA(H)| = > sF(x,u), con H C T, M\{0}. (3.1)
ueH

Los arcos que pertenecen al conjunto A(H ) son arcos geodésicos de Fechner en el punto x y en
la direccién de v si y solo si la longitud psicométrica dada por la ecuacién (3.1) es menor o igual
que cualquier otro arco poligonal en x en la direccién de v, es decir,

L[A(H)] < L[A(H")] para todo H' C T,,M\{0} con suma v € T, M\{0}.
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Dzhafarov y Colonius [9] definen una cadena minima en x € M en la direccién de v € T, M\{0}
como un conjunto de vectores tangentes H C T, M\{0} en = con suma v tal que

Z F(xz,u) < Z F(x,u'), para todo H' C T,M\{0} con suma v.
ueH u'eH’

El conjunto H := {uq,...,un} C T, M\{0} determina la correspondiente suma de sus elemen-
tos, es decir, u1 + ...+ u,, = v. Asi, podemos expresar la idea principal de la definicién anterior de
Dzhafarov y Colonius como sigue:

Definicion 3.4. Un conjunto F-minimizante de vectores tangentes en z es un conjunto H C
T, M\{0} con suma diferente de cero tal que, si

Z u = Z v/, entonces Z F(z,u) < Z F(z,u'), para todo H' C T, M\{0}.

ueH u'eH' ueH u'eH’

Es decir, un conjunto H C T, M\{0} de vectores tangentes en x con suma v es un conjunto
F-minimizante, si los arcos que pertenecen al correspondiente conjunto A(H) son arcos geodésicos
en el limite.

Por lo tanto, los arcos del conjunto A(H) son arcos geodésicos de Fechner en x en la direccién
de v siy solosi HC T, M\{0} es un conjunto F-minimizante de vectores tangentes en x con suma
.

Asi, caracterizar los arcos geodésicos de Fechner en el limite es equivalente a caracterizar estos
conjuntos F-minimizantes de vectores tangentes.

3.2.1. Propiedades de los conjuntos F-minimizantes de vectores tangentes.

En el proceso de particiéon-concatencacién aplicado sobre un conjunto de vectores tangentes
H = {u,...,un} C T,M\{0}, la igualdad u; + ...+ umy = v se debe satisfacer, y el conjunto H
podria no ser un conjunto elemental. Asi que, es conveniente acordar que un conjunto pueda contener
elementos repetidos como ocurre en la teoria de multiconjuntos (ver, e.g., Red, Bui & Gishko [13]);
por lo tanto, cualquier subconjunto de vectores tangentes H C T, M\{0} puede contener vectores
repetidos. Por ejemplo, los conjuntos {u} y {u}U{u} son distintos, pues {u}U{u} := {u,u} # {u}.

Sea H := {u1,...,upm}t C T, M\{0} un conjunto de vectores tangentes en x con suma v. El
producto de A € R y H se define por
AH = Mug,ug, . oo um } = {Aug, .o dup }

donde Au; es la multiplicacién usual de un escalar por un vector. Claramente, A{uy,ug, ..., Umn}
C T, M\{0} también es un conjunto de vectores tangentes en  con suma Av.
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Dada una coleccién de conjuntos X = {Hi,..., Hpy}, donde cada H; C T, M\{0} es un con-
junto de vectores tangentes en x, decimos que una combinacion convezxa de la coleccion X es un
conjunto de vectores tangentes en x dado por \yHy; U... U\, Hy,, € T, M\{0}, donde 0 < \; <1y
M+ ...+ Ap=1parai=1,...,m.

Podemos notar que cualquier combinacién convexa de conjuntos de vectores tangentes en x
con suma v es también un conjunto de vectores tangentes en x con suma v. En otras palabras, la
coleccién de todos los conjuntos de vectores tangentes en z con suma v # 0, denotado por X (v),
cumple la propiedad de ser cerrado bajo combinaciones convexas, es decir, para cualquier A € [0, 1]
y H,H' € X (v) se cumple AH U (1 — \)H' € X(v).

Definicion 3.5. Un conjunto H € X (v) es un conjunto extremo de vectores tangentes en x con suma
v € Tp,M\{0} si H no se puede expresar como combinacién convexa de elementos de X (v)\H.

Un conjunto extremo de vectores tangentes en x es necesariamente un conjunto elemental y,
por el teorema de Carathéodory (ver, e.g., Rockafellar [14], p.155), contiene al menos n elementos,
donde n es la dimensién del espacio M. Todos los conjuntos de vectores tangentes en x con suma
v son combinaciones convexas de conjuntos extremos de vectores tangentes en x con suma v.

Como veremos mas adelante (teorema 3.6), para cualquier vector tangente v € T, M\ {0} existe
al menos un conjunto F-minimizante de vectores tangentes con suma v. Si H C T, M\{0} es un
conjunto F-minimizante de vectores tangentes con suma v, entonces, en términos de la definicién
3.4, la funcion F' en la direccién de v es:

a) Convexa si y solo si {v} es un conjunto F-minimizante de vectores tangentes.

b) Estrictamente convexa si y solo si H = {v} es el unico conjunto F-minimizante de vectores
tangentes.

c) Débilmente convexa si y solo si ambos conjuntos H # {v} y {v} son conjuntos F-minimizantes
de vectores tangentes.

Usando los resultados obtenidos hasta este punto, se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.1. (Propiedades de los conjuntos F-minimizantes de vectores tangentes).

a) Todo subconjunto de algin conjunto F-minimizante de vectores tangentes H C T, M\{0} es
también un conjunto F-minimizante de vectores tangentes en x, en particular, st u € H,
entonces {u} es un un conjunto F-minimizante de vectores tangentes en x.

b) El conjunto de todos los conjuntos F-minimizantes de vectores tangentes en x con suma v es
cerrado bajo combinaciones convexas.

¢) Todo conjunto F-minimizante de vectores tangentes con suma v es una combinacion convexra
de conjuntos extremos F-minimizantes de vectores tangentes en x con suma v.
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Por el inciso ¢) del teorema 3.1, la caracterizacién de los arcos geodésicos fechnerianos en el
limite de x en la direccién de v se reduce a la caracterizacién de conjuntos extremos F-minimizantes
de vectores tangentes en x con suma v.

3.3. Conjuntos convexos en R".

Definicion 3.6. Un conjunto convexo es un conjunto S C R" tal que, para todou,v € Sy 0 < A <1,
se cumple Au + (1 — A)v € S. La interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen un
subconjunto dado S C R™ se conoce como cerradura convezxa de Sy se denota por conv(S).

La cerradura convexa de S también es un conjunto convexo, pues la interseccién de cualquier
coleccién de conjuntos convexos es convexa (Rockafellar [14], p.10). Equivalentemente, la cerradura
convexa conv(S) de cualquier subconjunto S C R"™ se compone de todas las combinaciones convexas
de elementos de S (Rockafellar [14], p.12), es decir,

conv(S):{)\lxl,...,/\ma;m\xkeS,/\k ZO,kzl,...,m,Z)\izl, ymeN}.
i=1

Definicion 3.7. El interior relativo de un conjunto convexo S C R", denotado por 7i(S), se define
como el interior que resulta cuando S es considerado un subconjunto de su cubierta afin (Rockafellar
[14], p.44).

En particular, para un conjunto finito S = {x1,..., 2, } tenemos que

com)(S):{A1x1+...+)\mxm])\kZO,k:I,...,m, y Z)\izl,meN}
i=1

m
ri(conv(S)) = {)\1331 Fooit AT [N >0k=1,....m, ¥y Z)‘i =1me N}
i=1
Definicion 3.8. Un semiespacio soporte asociado a un subconjunto S C R™ es un semiespacio
cerrado que contiene a S y algin punto € S en su frontera. Un hiperplano soporte asociado a S
es aquel hiperplano formado por la frontera del semiespacio soporte de S.

En otras palabras, un hiperplano soporte asociado a S es un hiperplano que puede representarse
en la forma {z | (z,b) = 8,b # 0}, donde el producto punto (z,b) < § para todo z € conv(S) y
(x,b) = B para al menos un punto z € conv(S).

Todo hiperplano soporte que pasa por un punto dado a € conv(S) corresponde a un vector
b tal que (z — a,b) < 0 para todo = € conv(S), es decir, un vector b que no forma un angulo
agudo con ninguin segmento de linea en S con a como punto final. Dicho vector b se conoce como



3.3 Conjuntos convexos en R". 55

normal a € conv(S) en S. Asi, un hiperplano soporte asociado a S se relaciona con una funcién
lineal que alcanza su valor maximo en conv(S), es decir, (x,b) < (a,b) para todo x € conv(S). Se
puede demostrar que todo hiperplano soporte asociado a S es también un hiperplano soporte para
conv(S) y viceversa.

Llamamos segmento lineal cerrado al conjunto
{z eR"|x=Ar1+ (1 —\)z2, donde z1,29 € R" y A € [0,1]}.

Decimos que es cerrado pues incluye a los puntos extremos x1 y xo. Graficamente, corresponde al
segmento de recta que une los puntos ;1 y x2. En caso de no incluir los dos puntos extremos, x; y
T9, se trata de un segmento lineal abierto.

La caracterizacion de los arcos geodésicos en el limite que proponemos en este trabajo esta ba-
sada en el concepto de cara de un conjunto convexo (Rockafellar [14], p. 162), que a continuacién
definimos.

Definicion 3.9. Una cara de un conjunto convexo € es un subconjunto convexo K C € tal que
todo segmento lineal cerrado contenido en € con un punto en el interior relativo de K, tiene ambos
puntos finales en K.

La interseccion del conjunto € con cualquiera de sus hiperplanos soporte es una cara de €.
Un punto v € € es un punto extremo de € si v no puede representarse con una combinacién
estrictamente convexa de dos puntos distintos de €. En otras palabras, si v = Ay + (1 — A\)z con
A€ (0,1) yy,z € € entonces v =y = z. Los puntos extremos de € son caras de dimensién cero
que forman un conjunto denotado por E(C).

El siguiente ejemplo sirve para ilustrar el concepto de cara y para senalar que no cualquier
segmento lineal cerrado contenido en un conjunto convexo es una cara del conjunto. Sea € un
conjunto convexo cuya frontera estd formada por los siguientes segmentos lineales cerrados: de
(1,0) a (0,1), de (0,1) a (—1,0), de (—=1,0) a (0,—1) y de (0,—1) a (1,0), respectivamente (ver
figura 3.1). Estos cuatro segmentos lineales cerrados forman las caras de € y cualquier otro segmento
lineal en € no es una cara de €. Por ejemplo, consideremos el segmento lineal cerrado K que une
los puntos (—1,0) y (1,0) en € y sea L el segmento lineal cerrado que une los puntos (0,—1/2) y
(0,1/2). El punto (0,0) es un punto interior de L en K, pero los puntos finales (0,—1/2) y (0,1/2)
no estan en K. Por lo tanto, el segmento lineal cerrado K no es una cara de €.

Lema 3.1. Si K y J son caras de un conjunto convexo € tales que ri(K) Nri(J) # 0, entonces
K=1J.

Demostracion. (Rockafellar [14], p. 164). Sea z € ri(K) Nri(J). Si x # z € J, entonces existe un
y € J tal que z esta en el interior relativo del segmento de linea que une a x con y. Como K es una
cara, x y y € K. Por lo tanto, J C K. Similarmente, K C J, por lo que, K = J. O

Lema 3.2. Cualquier conjunto convexo cerrado y acotado € es la cerradura convexa de sus puntos
extremos, es decir € = conv(E(C)).
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F-face C(v)

-1

Figura 3.1: (/3 es un arco F} jp-geodésico en el limite para v = (a,b) en el punto z.

Demostracion. La podemos encontrar en Rockafellar ([14], p. 166).

3.4. Propiedades de la indicatriz fechneriana.

Con los resultados mostrados anteriormente, estamos en condiciones de desarrollar ciertas
propiedades que cumple la indicatriz fechneriana definida en el apartado §2.5.1.

v
Recordemos que la funcién indicatriz esta dada por 1,(v) = ﬁ para todo v € T, M.
T,V
Entonces,

v=F(z,v)1,(v). (3.2)

Lema 3.3. (Propiedades de la indicatriz de F'). Para todov € T, M\{0} y todo {u1,...,un} C
T,M\{0} se cumplen las siguientes condiciones:

m
a)fu:Zui;«EO si y solo si
i=1
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b) v= Zuz #0  entonces ——————1,(v) € conv(Sy(F)).
i=1

m
Demostracion.  a) Sea v = g u;. La ecuacién (3.2) es equivalente a
i=1

F(z,v)1,(v) = Z F(z,u;)1,(u;),

y como F es positiva definida, tenemos que Z F(x,u;) > 0. Asi, obtenemos la equivalencia
i=1
del inciso a).

‘ F(x,ui)1:(u;)

m
=1

b) Evidentemente, € conv ({1(u1), ..., 1z(um)}) C conv(Sz(F')), obtenemos

ZF(:L‘,’U,Z)

asi la propiedad del inciso b).

O]

La frontera de conv(S;(F')) se denota por Si(F) y es la cerradura convera de S,(F') que se
ilustra en la figura 3.2. Podemos ver que S%(F') y S, (F') tienen los mismos hiperplanos soporte y
asi, conv(Sz(F)) = conv(Sk(F)). Por otro lado, el punto donde SX(F') coincide con r(v) se denota
por 1%(v), es decir,

S3(F) = { 13(0) | v € TLM\{O}}.

Por definicién de la funcién 1,, el vector tangente 1, (v) es codireccional a v, es decir, 1,(v) = kv
para algun k > 0, de esta manera se cumple que 1,(v) = 1,(kv) para todo k > 0 y ademds,

v = F(z,v)-1,(v), para todo v € T, M\{0}. (3.3)

Anélégamente, 1% (kv) = 1%(v) para todo k > 0y 1%(v) # 0 para todo v # 0, entonces la

igualdad
v=F*(z,v)-1;(v) (3.4)

define una funcién F* : TM — R continua y positiva definida para todo v € T, M\{0} y todo
x € M. Mas ain, kv = F*(x, kv)1}(v), entonces F'(z,u) es homogénea positiva (i.e. F*(z, ku) =
kF*(z,u),k > 0). Por lo tanto F* es una funcién métrica llamada funcidn minimétrica correspon-
diente a F' (Dzhafarov & Colonius [9]). S, (F') es un conjunto cerrado y acotado, asi como también
lo es SX(F).
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La interseccién de conv(S,(F')) con cualquiera de sus hiperplanos soporte es una cara de
conv(Sz(F)) v la denotamos por F-cara.

Figura 3.2: Cerradura convexa de una indicatriz (n = 2).
Teorema 3.2. (Equivalencia de las indicatrices). Diferentes indicatrices fechnerianas inducen

la misma métrica Fehcneriana G(a,b) si y solo si tienen la misma cerradura convera.

Teorema 3.3. (Simétria). Una métrica fechneriana es simétrica, es decir G(a,b) = G(b,a),
sty solo si la funcion minimétrica inducida por esta métrica es simétrica, es decir, F*(x,u) =
F*(x,—u).

Bajo la tercera condicién, la propiedad de simetria estd garantizada, sin embargo, como se
muestra en la figura 3.3, es posible que G(a,b) = G(b,a) mientras que la simetria no se satisface
(la cual es una de las razones por las cuales la tercera condicién es de importancia secundaria).

Teorema 3.4. (F-cara asociada a un vector tangente).

1. Para todo v € T, M\{0} existe una y solo una F-cara, denotada por Cy(v), tal que 1%(v) €
ri(Cz(v)). Mas aun, dicha F-cara satisface las siguientes condiciones:
a) El conjunto Cy(v) es cerrado y acotado.
b) 1,(u) € Cy(v) si y solo si 1i(u) = 1(u) y 1i(u) € Cyp(v) para todo u € T, M\{0}.
c) Si1i(v) € ri(conv({1z(u1), ..., 1z(um)})) entonces {1, (u1),...,1z(um)} C Cyp(v).
d) {1z(u1), ..., 1x(um)} C Cy(v) si y solo siri(conv({1z(u1),. .., 1z(um)})) € Cr(v).
e) Cy(v) = Cy(kv), para todo k > 0.

Demostracion. 1. Para todo vector v € T, M\{0}, el conjunto S (F) interseca al rayo r(v) que
contiene a v en un unico punto 1%(v) € Si(F). Este punto pertenece a la interseccién de
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Figura 3.3: La indicatriz de la izquierda no es simétrica pero tiene cerradura convexa simétrica (a la derecha)
localmente inducida y por lo tanto, es una métrica fechneriana simétrica.

S¥*(F') con uno de sus hiperplanos soporte. Tal interseccién es una F-cara y la denotamos por

Cy(v).

Tenemos que probar que 1% (v) es un punto interior de Cy(v): si 1% (v) no es un punto extremo
de conv(Sz(F)), entonces, por el lema 3.1, C(v) es la tnica F-cara tal que 1% (v) € 7i(Cy(v)).
Si 1%(v) es un punto extremo de conv(Sz(F)), entonces Cy(v) = {1%(v)} y Cy(v) es una F-
cara de dimension cero, por lo que 1%(v) € ri(Cy(v)).

a)

b)
c)

Como el conjunto conv(S,(F')) es cerrado y acotado, la interseccién de conv(S,(F')) con
cualquiera de sus hiperplanos soporte es también cerrado y acotado.

Ambos lados de la equivalencia expresan que C;(v) interseca al rayo r(u) en 1,(u).

Si 13(v) € ri(conv({1z(u1),...,14(um)})) significa que existen 0 < \; < 1, con i =
1,...,m, donde \; + ...+ A\, = 1, tales que

15 (v) = Milz(ur) + ..o + A lg(um) # 0.

Pero por el inciso a), 1%(v) es un punto en el hiperplano soporte correspondiente a Cy(v),
por lo tanto, existe un vector b tal que (x,b) < (1%(v),b), para todo = € conv(S;(F)).
Entonces

(1(w;),b) < (15(0),0) = A (Lg(u1),b) + . + A (Lo (tm), b)

y Ai # 0 para todo i = 1,...,m. Por lo tanto, (1,(u;),b) =0 parai=1,...,m, es decir,
{1:(u1), ..., La(um)} C Cr(v).

Si {1z(u1), ..., 1z(um)} € Cy(v), la implicacién deriva del hecho de que Cy(v) es un
conjunto convexo. Por otro lado, si

ri(conv({1z(u1), ..., 1z(um)})) C Cyx(v),

entones toda vecindad de cualquier 1,(u;) contiene puntos de Cy(v), pero por el inciso
b), Cy(v) es cerrado, entonces 1,(u;) € Cp(v) coni=1,...,m.
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(kv) € ri(Cy(v)), entonces por el lema 3.1, si

e) Por el inciso a), 1%(v) € ri(Cy(v)), 1k
= Cy(kv).

1% (kv) = 1% (v), implica que Cx(v)

3.5. Caracterizacion de los conjuntos F-minimizantes de vectores
tangentes.

Teorema 3.5. (Caracterizacion de los conjuntos F-minimizantes de vectores tangen-
tes).

1. Un conjunto {u1,...,um}t C T,M\{0},m > 1, con suma v € T, M\{0} es un conjunto F'-
minimizante de vectores tangentes si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) {1z(u1),...,1z(um)} C Cy(v), donde Cy(v) es la F-cara que satisface el inciso a) del
teorema 3.4.

b) 1:(v) € ri(conv({1z(u1), ..., 1o(um)})).

2. Mas ain, {uy,...,un} es un conjunto extremo F-minimizante de vectores tangentes si y solo
si se satisfacen las siguientes condiciones:

c) {1z(u1),...,1z(um)} C E(Cy(v)).

d) 1%(v) se expresa de forma dnica como combinacion convexa de 15(u1),. .., 1. (um), (por
lo que {1;(u1),...,1z(um)} es un conjunto elemental de vectores tangentes).
Demostracion. 1. = Por el inciso d) del teorema 3.4, b) implica a), y la demostracién del inciso

a) puede omitirse.

Ahora, sea H = {uy,...,up} C T, M\{0} un conjunto de vectores tangentes F-minimizante
con suma v # 0. Necesitamos probar que

1 (v) € ri(conv({1z(u1), ..., 1z(um)})) € Cx(v).
Por hipétesis, para todo H' C T, M\{0} ocurre que
F F
Z v’ = v implica — (z,v) > (z,v) =,
u'eH' ZF(JT,Uz‘) Z F(z,u)

u'eH’

por lo tanto
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alcanza su maximo valor, es decir,

@)y =120,

ZF(&?,’U,Z)

i=1

sin embargo, de acuerdo al inciso a) del lema 3.3

Z F(x,u;)1z(u;)
i=1

m

ZF(Q?, u;)

i=1

y por lo tanto 1% (v) € ri(conv({1z(u1),...,1z(um)})).

= 1,(v)

< Supongamos que {ui,...,un} C T,M\{0} es un conjunto de vectores tangentes con
suma v # 0. Tenemos que probar que, si 1%(v) € ri(conv({1z(u1),...,12(um)})), entonces
{u1,...,un} es un conjunto de vectores tangentes F-minimizante. Por los incisos c), d) y e) del
teorema 3.4, tenemos 1% (v) € ri(conv({1z(u1),. .., 1z(um)})), entonces {1, (u1), ..., 1z(um)} C
Cz(v), por lo tanto, ri(conv({1z(u1),...,1z(um)})) € Cx(v). Asi, 1,(w;) = 1i(u;),i =
1,...,m, respectivamente. Por el inciso a) del lema 3.3, el conjunto {us ..., u,,} con suma v,
implica que

D F(wui)le(uw) Y F(w,u) 1 (w)
a:= Mlx(v) == == € C(v).
i=1 i=1 i=1

Pero por el inciso ¢) del teorema 3.4, si a € C,(v), entonces a = 1%(v). Asi, 1%(v) es un
punto en el hiperplano soporte que contiene a C,(v). Por lo tanto, existe un vector b tal
que (z,b) < (1%(v),b) para todo x € conv(Sy(F)). Si H = {u},...,u}} es un conjunto de
vectores tangentes con suma v, entonces por el inciso b) del lema 3.3,

Mh(v) € conv (Sx(F)),

F(x,u;)
i=1

y por lo tanto,

(e Fgo) < o= (i)

lo cual implica que
m

k
Z F(x,u;) < Z F(x,u}).

i=1 =1

Por lo tanto, H = { u1,...,umn},m > 1 es un conjunto F-minimizante de vectores tangentes
con suma v.
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2. < ¢), d): La condicién c) significa que 1,(uq),. .., 1;(u,) son puntos extremos asociados a
la cara Cy(v). Bajo la hip6tesis es evidente que {15(u1),. .., 1z(um)} es un conjunto extremo
de vectores tangentes.

Asi, la condicién a) es equivalente a la condicién c), y similarmente la condicién b) es equi-
valente a la condicién d).

O]

Teorema 3.6. (Existencia y caracterizacion de los conjuntos F-minimizantes de vec-
tores tangentes por medio de la indicatriz). Para todo vector tangente v € T, M\{0} existe
al menos un conjunto de puntos extremos {wi, ..., wy} C E(Cy(v)) N Sg(F) (1 <m < n) tal que,
el punto 1% (v) se expresa de forma tnica como combinacién convexa de los puntos wi, ..., Wn;
este conjunto de puntos determina un unico conjunto extremo F-minimizante de vectores tangentes
H={u,...,un} CT,M\{0} con suma v y estd dado por 1%(u;) = w;, i =1,...,m.

Demostracion. Por el teorema 3.4, para todo vector tangente v € T,M\{0} existe una y solo
una F-cara Cg(v) de conv(Sz(F)) tal que 1%(v) € ri(Cy(v)). Entonces, por el lema 3.2, exis-
te un conjunto finito de puntos extremos {wi,...,wy} € E(Cy(v)) N Sy(F) tal que 1%(v) €
ri(conv({wi,...,wny})). Por lo tanto, existe § >0y Ay >0,k =1,...,mtalque \i+...+ X\, =1

y

m

Bla(v) =Y Ai Lo(w).

=1

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los valores de A son tunicos. Usando la
identidad F(z, A\i1;(w;)) = A;, tenemos

m

F(z,v) B . 2l .
Pz ) = 2 F@ Aila(wd)La(wi),

B

y como F' es homogénea positiva, la expresién anterior es equivalente a

Flz,0)1,(v) = Y F <x F(Z’ v) /\ilx(wi)> 1 (w;)
=1

y equivalentemente a

m
F(z,v)1,(v) = Z F(z,u;) 1z (u;), (3.5)
=1
donde l
i = F(Z’ v) Ailg(w;)
La tltima ecuacién implica que u; # 0y 1,(u;) = w;,i = 1,...,m. Por el inciso a) del lema 3.3,

la ecuacién (3.5) es equivalente a decir que v es la suma de los elementos del conjunto {uy, ..., um}.
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Entonces el conjunto {u1, ..., u,} satisface las condiciones de los incisos c) y d) del teorema 3.5 y
por lo tanto, es un conjunto F-minimizante extremo de vectores tangentes con suma v. O

3.6. Cerradura convexa de F.

En el siguiente teorema presentamos algunos resultados bien conocidos (Busemann & Mayer
[3] y Dzhafaroy & Colonius [9]).

Teorema 3.7. (Propiedades de la cerradura convexa de F'). La funcién métrica F* : TM —
R definida en la expresion (3.4) se puede expresar como

F*(z,v) := min{ Z F(z,u)|v= Z u, H CT,M\{0},z € M,v € TQC]W\{O}}7 (3.6)

ueH ueH

y satisface las siguientes condiciones:

a) F*(z,v) < F(x,v) para todo (x,v) € TM, donde la igualdad se cumple si y solo si F es
convexa en x en la direccion de v.

b) F*(x,v) es una funcion convexa para todo v € T, M\{0} y para todo x € M.

B B
¢) L*[C(a,b)] == / F*az(t), z(t)]dt < / Flz(t),z(t)]dt == L|C(a,b)], donde z : [a, 5] = M es
una representacion paramétrica de clase C' por pedazos del arco C(a,b) C M.

B
d) Para todo a,b € M, G(a,b) = min / F*lx(t),&(t)]dt.
2€Qa b J o
Teorema 3.8. (Arcos geodésicos en el limite bajo la cerradura convexa). Para cualquier
métrica fechneriana G(a,b), si la indicatriz Sy (F) que la induce es remplazada por su cerradura
conveza S3(F'), entonces para todo (x,u), el segmento s(t)§ = x+tu es un arco geodésico fechneriano
en el limite que une a x con x + us, cuando s — 07,

Notamos que la solucién a la ecuacion (3.6) se compone de conjuntos F-minimizantes de vecto-
res tangentes. Por como se defini6 la funcién F* en (3.4), la imagen de la funcién 1} : T, M\{0} —
T.M\{0}, que se define como la frontera de conv(Sy(F')), es la funcion indicatriz de F* en z, es
decir, el conjunto de vectores tangentes u € T, M\{0} que satisfacen F*(z,u) = 1. Por lo tanto,
la indicatriz correspondiente a F™*, denotada por S,(F™), es la frontera de la cerradura convexa
de la indicatriz correspondiente a F, es decir, S;(F*) = SX(F'). Podemos probar directamente las
siguientes propiedades:

1. F(z,v) es estrictamente convexa en la direccién de v si y solo si F*(x,v) es estrictamente
convexa en la direccion de v.
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2. Si F(z,v) es débilmente convexa en la direccién de v, entonces F*(x, v) es débilmente convexa
en la direccién de v.

3. Si F(z,v) no es convexa en la direccién de v, entonces F*(z,v) es débilmente convexa en la
direccién de v.

4. F*(xz,v) = F*(x,v) para todo x € M y todo v € T, M\{0}.

F(x,v .
Si definimos 6(x,v) = F*(())’ entonces por el inciso a) del teorema 3.7, 6(x,v) > 1y la
x,v
funcién F es convexa en z en la direccién de v si y solo si d(z,v) = 1. Por lo tanto, F' no es convexa
en z en la direccién de v si y solo si §(z,v) > 1. Estas equivalencias coinciden con las definiciones

de convexidad y concavidad dadas por Dzhafarov & Colonius [9].

De acuerdo a la definicién 2.8, el inciso d) del teorema 3.7 se puede expresar como:

B B
G(a,b) = min / Flz(t),z(t)]dt = min / F*x(t), z(t)]dt (3.7)

ZEQ[a’b] ZGQ[a,b]

Por lo tanto la distancia fechneriana G(a,b) no cambia si y solo si la cerradura convexa de la
indicatriz de una nueva funcién, digamos F (z, u), coincide con la cerradura convexa de la indicatriz
de F(x,u) en todos los puntos. Esto ocurre porque todas las direcciones #(t) de un arco F-geodésico
C(a,b) son convexas (Busemann & Mayer [3], teorema 2, p.184). En otras palabras, por los incisos
a) y b) del teorema 3.7, se cumple que F[z(t),2(t)] = F*[z(t),%(t)] a lo largo de dicho arco
F-geodésico. Por lo tanto, todo arco F-geodésico fechneriano de a a b, es un arco F*-geodésico
fechneriano de a a b, como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 3.9. (Arcos geodésicos F y F*). Todo arco F-geodésico fechneriano de a a b es un
arco F*-geodésico fechneriano de a a b.

Demostracion. Busemann y Mayer ([3], teorema 2, p. 184) probaron que todas las direcciones (t)
de un arco F-geodésico son convexas. Pero, por el inciso a) y b) del teorema 3.7, lo anterior significa
que si z(t) con t € [0,1] es un arco F-geodésico de a a b, entonces F(x(t),z(t)) = F*(x(t),&(t))
para todo t € [0,1] y por la ecuacién (3.7), x(t) es un arco F*-geodésico de a a b. O

En la siguiente mostraremos con un ejemplo, que si F' no es convexa, es decir, F' # F*, entonces
un arco F*-geodésico de Fechner no necesariamente es un arco F-geodésico de Fechner.

Sénchez-Larios & Guillén-Burguete [15] probaron que la longitud del arco dada en la expresién
(2.19) esta asociada a una funcién distancia d : M x M — R cuya derivada direccional por la
derecha es igual a la funcién métrica F' : TM — R, es decir,

d(z,o(t)) — d(z,x) _ lm d(z,o(t))

t—0+ t t—0+ t

(3.8)
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para todox € M,v € T,M y o :|[0,1] — M define un camino en M tal que (0) = z y (do/ds)(0) =
v.

Podemos encontrar la ecuacion (3.8) en Tamdssy [17] y Bao, Chern & Shen ([1], p.161). En esta
ecuacion d(z,o(t)) — 0 cuando t — 0T, es decir, la ecuacién (3.8) se restringe a pares ordenados de
puntos x y y = o(t) tales que y — x a lo largo de un camino dado o, donde o(0) = x. Asi, podemos
considerar a d como una medida de distancia en el limite. Por la ecuacién (3.7) es aceptable decir
que la funcién distancia fechneriana G es una medida de distancia en “lo grande” para F'y F*.

A partir de las ecuaciones (2.7) y (3.8), observamos que la funcién psicométrica ¥, estd rela-
cionada con la medida de distancia en el limite d : M x M — R a través de la expresion

O(V,(x + us) — ¥,(z)) = d(z,x + us), cuando s — 0.

es decir, la diferencial psicométrica en el punto @ € M en la direccién de v € T, M\{0} definida
por Dzhafarov y Colonius [9] como h(z,u) := U, (z + us) — ¥,(x), cuando s — 07, es igual a la
distancia en el limite de x a « + us, es decir, h(x,u) = d(x,x + us) (ver Sdnchez Larios & Guillén
Burguete [15]).

Se puede probar (Busemann y Mayer [3], Dzhafarov & Colonius [9] y Tamassy [17]) que

F*(z,v) = lim 7G(x,a(t))

t—0t

, para todo = € M,v € T, M\{0}, (3.9)

d
donde 0(0) =z y d—Z(O) = v. Es decir, la longitud del arco dado por

B
L*[C(a,b)] == / F*(x(t), & (t))dt

tiene como medida de distancia en el limite a la funcion distancia fechneriana G dada por la
expresién (2.23).

Ahora consideramos el caso particular donde M = R™ y F'(x,v) no depende de z, estos espacios
se conocen como espacios de Minkowski. En este caso, para todo x € R", v € T, M\{0} = R"\{0}
y t € R, tenemos que x + tv € M. Por la propiedad C), la ecuacién (3.8) se puede escribir de la
siguiente manera,

d t d
Flo0) = lim 28240 e d@zto)
t—0+ t t—0+ t
es decir,
F(x,v) =d(z,x +v), para todo z € M,v € T, M\{0}. (3.10)

Por lo tanto, la indicatriz de F' en x no depende de = y se puede expresar como la bola unitaria
centrada en 0 definida por el conjunto S;(F) = {2’ € M | d(0,2') =1 }.

A continuacién ilustraremos mediante un ejemplo cémo encontrar los conjuntos minimizantes
de vectores tangentes de una funcién métrica L, con p = 1/2.
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3.7. Ejemplo.

Consideremos un espacio psicoldgico sobre una variedad M = R?, cuya funcién métrica esté da-
da por Fys(z,v) = (| a 112 4| b /22 = dy5(0, (a,b)), para todo z € R? y v = (a,b) € R*\{0}.
En este caso utilizamos la ecuacién (3.10), pues F; /2 no depende de la posicién de z y sin perdida
de generalidad podemos suponer que z = 0. Esta funcién métrica Fj /o (llamada métrica L, /5) es
considerada por Tversky & Gati [18], y Jékel, Scholkopf, & Wichmann [11].

En la figura 3.1 ilustramos el contorno de la bola unitaria de Fj /o asi como también el contorno
de la bola unitaria de la correspondiente cerradura convexa, la cual es la indicatriz de la funcién
métrica Fy, dada por Fi(x,v) = (| a | + | b]) = d1(0, (a,b)) para todo z € R2\{0} y v = (a,b) €
R?\{0}. De esta manera, Fy=F1.

Las funciones métricas Fy/, y Fi tienen los mismos hiperplanos soporte y por lo tanto, tienen
las mismas F'-caras formadas por los siguientes cuatro segmentos lineales cerrados: de (1,0) a (0, 1),
de (0,1) a (—1,0), de (—=1,0) a (0,—1) y de (0,—1) a (1,0), respectivamente.

Ahora identificaremos a los conjuntos extremos Fjp-minimizantes de vectores tangentes con
suma v = (a,b), donde 0 < a <1y 0 < b < 1. A partir del contorno de la bola unitaria de Fia,
observamos que v no es una direccién convexa de la funcién Fj 5. La F-cara correspondiente Cy.(v)
es el segmento lineal cerrado que une los puntos (0,1) con (1,0).

El punto 1j(v) se expresa de forma tinica como combinacién convexa de los puntos extremos
de Cy(v) que son (0,1) y (1,0) y por el teorema 3.5, el conjunto H := {(a,0), (0,b)} es un conjunto
extremo F j,-minimizante de vectores tangentes con suma v = (a, b).

Para este conjunto H, los correspondientes arcos geodésicos de Fechner en el limite y en la
direccién (a,b) en el punto 0, A(H), se obtienen a partir de un proceso de particién-concatenacion
aplicado a H. Notamos que no existe otro conjunto de puntos extremos de C,(v) que satisfagan los
incisos c) y d) del teorema 3.5. Asi, H = {(a,0),(0,b)} es el tinico conjunto Fj jo-minimizante de
vectores tangentes con suma v = (a, b). Por lo tanto, el arco poligonal C 5 que va del punto (0, 0)
al punto (a,b) mostrado en la figura 3.1 y formado por los segmentos lineales cerrados de (0,0) a
(a,0) y de (a,0) a (a,b) es un arco geodésico F jo-fechneriano en el limite para v = (a, b) en 0.

Como uno esperaria, debido a que la funcién Fj/; no es convexa en la direccion v, la Fi /p-
longitud del arco C4, formada por el segmento lineal cerrado que une al (0,0) con (a,b), es mayor
que la F jo-longitud del arco C /o, es decir, Ly 3[C1] = (| a 24002 >a+b= Ly /5[C1 5]

Por otro lado, la Fi-longitud del arco C es igual a la Fi-longitud del arco C/y, es decir,
L1[C1] = a + b = L1[Cy]; en efecto, la igualdad se cumple, pues I} es débilmente convexa en
la direccién de v. Por lo tanto, H = {(a,0), (0,b)} y {v} son dos conjuntos de vectores tangentes
Fi-minimizantes con suma v, lo que significa que Cy/p y C1 son arcos Fi-geodésicos de (0,0) a
(a,b). Esto confirma que los arcos F-geodésicos son F*-geodésicos pero no necesariamente al revés.
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También podemos notar que la aditividad de segmentos (es decir, Gy /2(a,c) = Gy/a(a,b) +
G1/2(b,c) sia,by cseencuentran sobre la misma linea recta) no se satisface en el espacio psicoldgico
Ly /5. La aditividad de segmentos se estudié por Tversky y Gati [18] y Jikel et al. [11].

3.8. Discusion.

En esta seccién discutiremos brevemente los conceptos basicos referentes a la caracterizacion
propuesta en el presente trabajo acerca de los arcos geodésicos fechnerianos en el limite,. Posterior-
mente, explicaremos como esta caracterizacién se puede emplear para encontrar el contorno de las
indicatrices fechnerianas.

Usando las siguientes condiciones, la caracterizaciéon de los arcos geodésicos fechnerianos en
el limite para = en la direccién de v se puede obtener caracterizando los conjuntos extremos F'-
minimizantes de vectores tangentes con suma v en x:

a) El rayo r(v) derivado del vector v € T, M\{0} intersecta el interior relativo de una dnica cara
Cz(v) de la cerradura convexa conv(Sg(F')) de la indicatriz S;(F) de F en x € M (teorema
3.4).

b) Dicha cara Cy(v) es la intersecciéon de conv(Sz(F')) con uno de sus hiperplanos soporte.

Bajo estas condiciones, un conjunto extremo F-minimizante de vectores tangentes con suma
v € T, M\{0} esta dado por el subconjunto {1;(u1),...,1z(um)} C E(Cy(v)) de puntos extremos
de Cy(v) tal que, el punto donde el rayo r(v) intersecta a Cy(v), 1%(v) € ri(Cy(v)) C Si(F), se
expresa de forma tnica como combinacién convexa de los puntos 1,(u1),. .., 1;(um) (teoremas 3.5
y 3.6).

En otras palabras, por los teoremas 3.5 y 3.6, la caracterizacién de los arcos geodésicos fechne-
rianos en el limite en x, mediante los conjuntos minimizantes de vectores tangentes es equivalente
a caracterizar la indicatriz en el punto z.

Si H C T, M\{0} es un conjunto minimizante de vectores tangentes en x con suma v tenemos,
por la ecuacién (3.6),

F*(z,v) = Z F(z,u),

ueH

y por la ecuacién (3.1) la longitud de los arcos geodésicos en el limite A(H) de x a x + vs es igual
a la F*-longitud del segmento de linea recta de = a x + vs, es decir,

L[A({v})] = sF*(z,0) = > sF(x,u) = L[A(H)].
ueH
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En otras palabras y citando a Dzhafarov y Colonius ([9], p.695): el segmento lineal de x a x+wvs
es un camino orientado que conecta a x con y = x + vs cuya F*-longitud psicométrica sF*(x,v)
tiende a la distancia fechneriana G(z,z + vs), cuando s — 07. Este hecho tiene una importancia
practica a la hora de calcular la distancia fechneriana G(a,b), dada por

B
G(a,b) = ml’n]/ F*(x(t), z(t))dt,

er[a,b

especialmente cuando empleamos técnicas de “fuerza bruta” para discretizar el espacio de estimulos.
Debemos tomar en cuenta que los arcos geodésicos obtenidos con este método son arcos F*-geodési-
cos que no necesariamente son arcos F-geodésicos.

Para finalizar, queremos enfatizar que las siguientes declaraciones son equivalentes:

a) I es convexa.

b) Para todo vector tangente u, {u} es un conjunto F-minimizante.

d

)
)

c) F=F*
) La medida de distancia en el limite d satisface la desigualdad del tridngulo.
)

e) La distancia fechneriana G es igual a la medida de distancia en el limite d (Sanchez-Larios &
Guillén-Burguete [15]).
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