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Energía Elástica de Deformación por Esfuerzo Normal 

X 

'( G"x 1 G"x. 
1 

da 
/Í-

/ 

8tl / 

d:r. 
lJ:: c=nef~\a., e\d.stic.a..> Jr. 1e.fnO-. 

cku = Yz Cf ;( d 3 d ~ X é.~ d x: ::. %_ CJx ex: d x. d d d 8 (1) 
L._ ________ ~J 1 --J 

- 1 .. 

~o... promQ.ci1o dtsiancia.., , 
\ y -

IRt:. SbJO 

Para un-cuerpo elástico perfecto no hay disipación de energía 
y el trabajo hecho por un elemento es almacenado como energía 
de deformación interna recuperable de (1) la densidad de ener 
gía. 

d U-= Uo:: G"x. é.~ 
dv- ¿ 

( 2.) 

1 



Energía elástica de deformación por esfuerzo cortante 

: 
1 r~x ..:¡ ;.-' ---+--+-

/{---
dx. 

--d~-

X 

ducoeu = ~ Lx.x ch:dc3 x ~x'<dd :: 12.1Xx ~xx dt. d0 da 
la. d~ns'tOO..O de ener8Ío... ~re s-fuet¿p c.cntQn+Q. es 

.. (du \ =- ~ lx'( ~xx (<~J 
d> '1"/CIIls 

Aceptand9 el principio de superposición para un estado multiaxial 

de esfuirzos. ~ Gj ¡JIC' z; j'\ 

La densidad de energía de 

deformación es 

'· 



~ : U e ~ }{¡_ Cfx ¿x .1 1 /z G~ é ~ -+ Jz. (}~ C.(¡ 

+ ~ Lxr ~xH Y'-L'<¿,ó\o 4 'k Tax ~~ 

Expresando (5) matricialmente se obtiene 

Substituyendo en (5) la ley generalizada de Hoope (7) 

E 1::,. ~x - y~'< - y ~ 

~x=-Y~-+~-v~ ~X&= r¿t 
eo"=- v~- v ~ +~ tax = ls?> :t 
~0~~~- ~ 

(sJ 

(1-) 

l[o = ~t:(<Ix\G'·NJ~ )-"Í-~~ .. cr~~a .. ~G'~)~ %6(t~~b"~~?J) 

Para materiales elásticos lineales homogéneos e isotrópicos se 

puede obtener una expresión similar a (8) en términos de las 

deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energía total se 

obtiene de 

1 

.. 

(8) 



la ecuación (S), es importante al establecer las leves de 

plasticidad y (8) es importante en análisis de esfuerzos 

por métodos energéticos. 

Substituyendo (6) en (9) se obtiene 

U:: ií. S) Sccrx& +\f~t"+~E.a -r ~~ ~x'0, + ?o'x! fxa-+ Ll! ~Dx.)d v 
1/ 

= j{ j ~ ~ [ (f J) E.~ dx. d~ dÓ {lo) 
v 

Po. m .. bo,.~(O.~ oJCioJ mente. c.c:r~~, ton ~lex.u;n ~ Ccf "to.ntQ. C10) 

qu.eóQ;. 
U:. Yz ~ j ~V ( Clx éx ¡. Txx ~l\'<) dx d'j dc3 (!1) 

Pa:m .. ma.1e.f to.l es ddsftc.os 1 r n~le.s 
¡: - ~ y \} = TX.u. (!J.) 
L.~- E \ ~-X'( E! 



Energía de deformación para barras cargadas axialmente 

~--+-f+-,.."',.----------:,.... X 
Aill!:::....-...... c;¡; 

d~dc?>'" d.q 

u~= S ss\l ~2. dv-: ~ ~ ~ ~EcL~ d~ 4r 
~ J&E[~id~dó]Jx ~ 5~~ 

(15) 

5 



Energía de deformación en flexión en este caso 

CJ!( ~.y d . {/{¡;) 

:De (iól '1 (t3) se..obh.VI)e. 

lJ 4 = J ~ J * '"J if" =- S j j 2.1S (- ~)' J~ d 0 d6 

= j *~ [Jj ~td~d~J dx, j ~~ d~ 
L 

( ,.,. ) 

Energía de deformación para secciones circulares en torsión 

t = H t ~ (¡~J 
j 

.Subfb4 (Ltl en (¡s) 

Ur=5S5l~~ dxd~d~ 
V 

=JJj to(-JfLr)~~Jg 



Energía de deformación por cortante 

EY\ e~t~ ~e) 1 '[¡Q L¡...._ 
· \.....XX' '1 

6.J-
V= Co"(1an te Q.nlQ¡ 5ec.c..CoA..l 

~..., 

Q'<x~ ) d J~ = hiomQ.rito e~td.tce.o 
d.e. ~ 0.. ~ YYI . 

b =0. ncho a.. \o.. G. \iuxa.. ~ de. 
b5 eó"~ mni6U \dQlC25 ><. ~ 

~ ..,_ Uc llel'\ ~o d. e. \ Y\ e 'Cc..l Cl.> d.~ LQ) Se.cc.iÓ t1 · 

Sttbi,1u.4e,~ (20\on (,~) 

Dv-= \ í ~-<-h CV~C') Jxd~Jb "52tJ:[f~J~ds}~ 

La.:i::o.-:prestÓn To-t~l d.e lQ e.vte~ij{a., dt.ck~fma~ 
~:U=1JIJ+1J~w~.t1Ir+Vv o~· 

.• 
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Desplazamientos 

El principio de conservación de energía (la energía no puede 

ser creada o destruida), puede adoptarse para calcular defor 

maciones en sistemas elásticos debidos a las cargas aplicadas. 

La primera Ley de la Termodinámica expresa este principio como 

Trabajo Realizado = Cambio de Energía 

Para un proces liabático (no se agrega o substrae calor al 

sistema) y cuar. no se genera calor en el sistema, y cuando 

las fuerzas apli~adas se aplican en forma estática (las fuer
zas se aplican tan lentamente que se desprecia la energía -

cinética l mv 2), el caso especial de este ley para sistemas 

conservativos se reduce a 

We = U 

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el 

proceso de carga. 

U = Energía total de deformación almacenada en el 

Sistema . 

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno 

Wi deben ser cero. 



~ / 
/ 
/ 

9 

\Ve + IVi = O 

U = - Wi las deformaciones s1empre se oponen a las fuerzas 

internas. Es importante considerar la aplicación gradual de 

las cargas de cero a su valor total por lo tanto We serA l 
Fuerza total por el desplazamiento. 

Ejemplos 

a) Determine la deflexión de la viga mostrada 

///////. 

A 

~= PL 
A~ 

\iJQ.-:: Yz_ Pf.l t¡ de (u) 

U ~e-A j N '2.dx 

=~ Jdx- EL 2.E.A 0 - 2E A 

de~lb)=='> '~ P'A;;; P~l 1"" LJ. 2S.A 

b~·Determine la rotación en el extremo de una flecha de sección 
·circular. 

,~;;tj~:::::::::::::::tb;::::::::======~ 
'- N 
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El trabajo externo We = l T Q v el interno de (22) 
l 2 

U= ___L j dx 
2f,J e) 

de. (z3) 

f 

'fu e. 

coincide con los valores de los textos de Mecánica de 

~la teriales. 

e) Determinar la deflexión máxima en la viga mostrada consi

derando el efecto del cortante y de flexión. 

p 1 ~ • ~5 ~ 
~ A'l ·~ v~ P 1 i) '1,-fx h 
/ ~ / 
j ~ 

~ 
í. 

1 
~ í ./ 

. X ), / 7 
• 

L 1.. 

1 
Trabajo externo We = Z P , la energía interna consta de 
dos partes, una debida a los esfuerzos de flexión y otra a 

los esfuerzos de corte de (17) y (13) . 

El esfuerzo de 
VQ ~~~~ _E_ [(.n )7. "l.J 

corte: L-= b ~\ -::.2.~ " - J 
que sustituido en la segunda parte de (13) se obtiene 



donde Á: b Yt sección transversal. Entonces 

\X/e= U= l.Jnsxio~ t- 1fc..of2te 

A PL.3 4- (.o Pl.. 
= .~ ~.l . l....:!;~ 

¡::\&x:.(Ó 1'( Co rft! 

{_2. "/ ) 

El término debido al cortante se puede interpretar 

Lc¡v:: ~:. * CDrronie. Promedto. 

puesto que [_ varía parabólicamente ~ representa un 

factor de corrección numérico por lo tanto 

·A +. \1 L 1 ta.~Y" L V L - ~ rp l 
~c.orle. =- ~s ::: r:r 6 :::.. e<. A e;, - 5 A G¡ 

el valor O( depende de la forma de la sección en general 

' ~ puede variar con X de (24) 

> pl! ( 3E JL:.) .A= "3t1. 1-1-~ 12-

suponiendo acero estructural 

E 2 ( 1 ~ y) ~ 2. 5 ~-

JI 

-·· '• ,. 
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De (26) se observa que para una viga corta sea h = L la 

deflexión total es ~ = 1.75 ~ flexión por lo cual 

la deformación de corte es muy importante para una viga 

flexible se L = 10 h. 

hZ 
= (1 + 0.75 TIOh)Z) flexión 

/l = l. 0075 /1 flexión 

12. 

La deflexión debida al corte se puede despreciar no siempre 

es posible considerar lo anterior . 
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Comparando las 

para un claro 

obtiene: 

expresiones (1.1.6.1C) (1.1.6.2C) 

= 5.00 m y un peralte h = 

Uv = O. O O 2 8 6 UM 

(a) 

UN = o. 0009 UM 

13 

y (1.1.6.2C) 

30 cm se 

En la mayoría de los problemas estructurales elásticos 

lineales, la energía de deformación debida a la carga normal 

N y cortante V es despreciable respecto a la·energía de defor

mación debida al momento flexionante M. 

Cuando existe momento torsionante Mr (vigas en balcón, etc.), 

su energía de deformación es considerable y debe tomarse en 

cuenta su valor 

p 

o~ ~ 
)':· 

i 
~ 

.....R <;:; 

r 1 b 
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1.2 Principio de Superposición 

l. 2 .l.- Introducción 

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones 

son funciones lineales de las cargas, se puede obtener la de

flexión en un punto cualquiera, mediante la suma de las defle

xiones producidas individualmente en dicho punto por cada una 

de las cargas. 

1.2.2.- Casos en que no rige el principio. 

p 

p 

-.•· 
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Otro ejemplo en el cual el princ1p1o de super posicion no rige, 
seria el sistema mostrado en la fig. 1.2.2.b, formado por dos 
barras articuladas, bajo la accion de pequeñas deformaciones <. 

(C. "O( ,. 0\ ) . 

dP 

p 

p 

pequeñas deformaciones: (.l~b 

Equilibrio: /. '2.'2.c. 

Compatibilidad geometrica: la deformacion axial unitaria es: 

.e J .J'I..,. C'1. - R ...:. v .S l. 
L.= ~..:..:::.,.;>~- - 17. ;J. 

R.. 
Ley q.e Hokke: 

. ~.S L-Af 
de 1.2.2 c.d y e se obtiene: 

1.5 
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De nuevo se observa que la deflexion no es funcion lineal de p 
aunque el material.cumple enteramente con la ley de Hokke y la 
relacion entre Y es representada por la curva de la figura 
1.2.2.b. El area o a b representa el trabajo efectuado por 
durante la deflexlon y es igual a la energia de deformacion 
almacenada en la barras AC y CB., la cual es igual a : 

-=M~ ~~dS:- A~$} 
_R' ~ i.J _RS 

\. Z.2j 
C) 

I.Z.l ~. 

Es muy importante observar que en los ejemplos anteriores no es 
funcion de segundo grado de~ oP , como se obtiene en los 
casos que el principio de super posicion rige. 

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las 
fuerzas exteriores es considerablemente afectada por las pequeñas 
deformaciones del sistema. en el primer ejemplo haY una flexion 
adicional.Sc8 a la compresion S y la barra trabaja en flexo 
compresion. , . 

• 

/6 



1.2.3 Ecuaciones generales de superposicion 
1.2.3.1 !ntroduccion * 

En el analisis de esfuerzos en estructuras 
estaticamente indeterminadas no solamente hay que considerar la 
geometria y estatica, si no tambien las propiedades elasticas 
tales como modulo de elasticidad momento de inercia, etc. 
Generalmente para llegar al dimensionamiento final de la 
estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembos y 
se efectua su analisis correspondiente, ciclo que puede repetirse 
en algunos casos hasta llegar al diseño final. En general los 
esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos 
no solo a las cargas. si no tambien a cambios de temperatura, 
asentamiento de apoyos, errores de fabricacion. etc. 

Es importante observar que la estructura este en 
condiciones de equilibrio estable. Con el proposito de ilustrar 
el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas y 
efectos, consideramos el siguiente eJemplo, viga con carga 
uniforme vJ . 

* En ambos metodos de rigidez y flexibilidad 
debe regir el principio de super poslclon. 

'• 



empotrada en a y libremente apoyada en b. 

Estructura actual. 
4b ~ Deflexion de el punto b 

en la estructura debida a 
todas las causas. 

Estructura primaria. 
Seleccion de redundante, Xb 

Condicion de equilibrio Xb:o 
Abo~ Deflexion en dlreccion de la 

redundante con Xb~o 

~b~ Deflexion en direccion de la 
redundante debida a con 

5hb ~ Deflexion en direccion de la 
redundante debido a una fuerza unitaria 

.. 

·' .-· 

1 

1 

..¡().. Xb 

i ~ L!!l~ 
tlb 

..-/J_Llbb 

)b,.{ 

J-.\bb 

La ecuacio~ de superposicion. si el principio es valido 

de donde: 

·'. 

Ab: Abo+~b'b ~ Abo-t y_~.Sb'b~ O 

Xb=- ~tt 
es llamado coeficiente de flexibilidad ) 

(o..) 

18 



l .2.J.2. Ecuaciones generales de super posisi6n en análisis de 
estructuras estáticamente indeterminadas de grado n. 

Suponiendo que la estructura es hiperestática de grado 
n. se seleccionan las redundantes Xl.X2, .... Xn, en una forma tal 
que la estructura primaria en condición de equilibrio. 

notacion: 

.• 

Xi=o sea estable e isostatica, aceptando la siguiente 

A i= Deflexion total del punto i debida a todas las 
cargas y efectos. 

~ io= Deflexion del punto i en dlreccion de la 
redundante Xi en condiciones de equilibrio 
estable isostatico Xi=o . 

A it= Deflexion del punto i debida a un cambio de 
temperatura T. 

A ia= Deflexion del punto i debida a asentamientos de 
apoyo. 

A ie= Deflexiones en el punto i debido a errores de 
fabrlcacion. 

~ ll= Deflexion en el punto i debida a la condicion 
Xl = 1 

~ 12= Deflexion en el punto i debida a la condicion 
X2=1 

19 

,.S in= Deflexion en el punto i debido a la condicion Xn"f 
Xn=l 

.· 



Cualquier redundante puede suponerse que actua arbitrariamente en 
cierto sentido. Cualquier deflexion del punto de aplicacion de 
la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de accion 
y sera posit1va cuando el sentido es el mismo que el supuesto 
para la redundante. 

Por lo tanto usando la notacion y convencion de signos 
mencionada, las ecuaciones generales de super posision en 
sistemas estructurales coplanares Y espaciales son: 

~::.,: b..o"' A,'T 1 !,., A¡. t., t +X • ...su+ )CSrz. -to ••• XI'\ S Y) 

A'Z.: f::,zo~b..2.¡+~zA+ b.2.E~x.s2,+:X:z~n"' .... X.,St.rt 
• 
• 
• 

i.n* ~ho+ t.~+• ~ t~~ +ilnE ~x.~\'\' \-X l. S".,_+·· .. X"~ 1\1'\ 

Expresando (a) matricialmente se tiene 

¿; 11 .S 1 't. • • . . ,s, "' 
~t1S2.t. '· ·~" 

... 
' 

Uu-AIO -~IT -~•4. ... A,,g) 
-: (Á2. -!zo-b._H -~zA·fu.l!'\ 

An-h.M- h.nt-A:nA- A.:nt) 

(o..) 

1.2.3.3. EJemplos que ilustran el uso de las ecuaciones de 
super poslsion. 



Antes de estudiar los ejemplos es conveniente observar lo 
siguiente: 

1. Nunca seleccionar como redundante una reaccion estatica
mente determinada. ello conducirla a una estructura pri
maria en equilibrio inestable en condiccion Xi=o 

2. El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar 
arbitrariamente, y su deflexion sera positiva si tiene el 
mismo sentido 

3. Debe observarse que Al, deflexion total del punto de-
aplicacion de la redundante Xi debida a todas las causas 
es casi siempre cero 

~structura actual 

~~Constante elastica resorte (L/F) 

Estructura primaria 
AI"Xikl (e) 

Condlclon Xl•o 
... 

Condlclon X-1'."1 
De Ec.(a) aa tiene 
Al •AIO-XISri~ (d) 
de (e) y (d) se obtiene 

IIXI•AIO/Sll•k-1 

: 

(e) 

fr:t! 

'21 



Estructura actual: 
Arco coplanar con un tirane 
AB bajo un sistema de cargas 
Pn 

Estructura primaria: 
Seleccion como redundante la 
tension en el cable, X 

Condicion X=o 

'--- . - -------")<' 

Su mando (g) y (h) 

ec.kle. 

de donde despejando la redundante X se tiene 

.. 
' 

( i) 

2Z 

B 

B 



t.zoi 
1 

' 
)(-¿1 

.Sl'Z. 

~~~~ 

3t:.Qt¿h. ?1 ~o~ EU~ n:~ D~ 23 
Ro'ole:mo... h,p.eYe.~tó..b deO'fden ~ 

[5ít?.Uc.fUe~ ?QJOJ~IGÜ, 

Sdecct_~v¡ de {edundQn~eS 

X., ,X z. ) X 3 '-j c.c 1"\ó tubYJ J e 

ern po 1'("a mt'en to !::..,=A~: A,::- O 

Co nd 1 e~ Y) ::L= o 

Lo..s e.cuac..lones-Qp\ICCt~O e\ f>HY\C...LPC?> de .sope~posisi.6t) 

son: ~ 1 = b.to +X,~,, -t Xz. .S,-z. 4 X:s.3,3 

~::::, 2 = ~zo 4 )C s21 4-Xz. s~z. + .X).s 23 cJ) 
.· b.:!> = Lo +X, ~~ ~J<t~ ~ 32. ~ X3 ~.3 
.. 



Expresando (j) en forma matricial se tiene 

.S 11 .S 1 'l. ~ 1 ?. )(1 A \(5 

~) .Sz.\ .Su Su x~ - - Azo -
~~ .s~l.. .s3~ x3 ~30 

Aplicando el teorema.de Castigliano y la expresion de la 

energia de deformacion por flexion, los coeficientes de 

flexibilidad son igual a 

A - f ~MZ. d ~ 1-lzc - E l S -' 

(1 -J m~ ds · 
~12.- u ). 

&o::. J ~m
El 

S33=J m~ 6s 
E.~ 

Marco continuo rectangular bajo la acclon de una carga p 

J, EI. 

Estructura actual 

S 



.· 

E S TeLIC. TUEA Pf2tu~o.eú.... ,&j 

S e.l ecc..l~ r¡ de. reckt 11ck n+-e.s 

to este. CLI.~ bs e-cua.uol'le.s 

de-Su..pQ~pO~I'<>tÓVl ~V'I. 

Á.i ~ 1.,o ~ .x,.sll .. X'-z s 1'2 -+ ~ú . .s,:. =o 
6.2=t:,2D ~ x, .Sz.d Xz. ..Sn 1 Ú~2!> =O (1!1) 

A.3.:A30-IXI.S3ttXz..S~21 X:..S:.3=0 

S11 .Stz. S,¿, 
~tt Sn ~z, 
.S3t .S !>l. .s~:~ 

X', h1o 

'.(¿ - Az.o 

x~ A3o 

lb\ Teorerl'(L. de Oa.dt€'J\iano '1 ICL. 
e.Ylerci-o., elcfstca... ckdetc(múaOYJ 
.Seo bfte\lten tos C.oe ftc, e 11 b d e: 

flexLbtltda.des .S¿J j ~ot 

Óot ,j ~~~S) Ao2~ J~~ds, ~~S 
.Sn:: ( ~r~}ds r ~5w-,ids ~ :\m; Js 

J El ) Jz.t e.~ ),Jll J S! 

~2z J ~~;z Js J ~ 13:j~~MJj5J ~ Z3z Jy~ 

St-..Szt) ~'3 2.S.JI ;~ 23 :~~2.. 



Viga continua do 7 apoyos 

ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA 

~ Sz., .St.1 .S'II .Ss~~ 

EC!.U A.ci.óA! 1 ~ 

b.l = AIO +~\Sil+ Xz. ~12. ~~SI,!, ~ ~~ 5.~ ~::o 
h.. t.= 6..z.o-+ )(\5¡,1 t Xt. Su+ X~ Se.~ tX'i Sz.<t+- ~.Sz.5='0 
A.~ =-t..ao ¡X~~dXz..SntX!S-3.3 +~ .. d!l'4 +~~:o 
~'1 =-A~o ~x, s'll t X1. ~' 1 ~s'll +XLt ,S..¡"+ Xs .S'Is.:o 
A.~ ~A. So{. X\~~ -tX~,.Ssz t ~~ iX<-1&!!tt-~~!S=o 

X.z.:: 1 

LL 
X.3-={ 

LLL1?1 



1 ,J Generalizacion de la energia de deformacion 

. ·· 

La energia de deformacion de una barra elastica puede 
representarse como una funcion de segundo grado de 
la carga o la deformacion. 

La misma conclusion es valida para cualquier estruc
tura dentro del regimen elastico, slempre y cuando el 
principio de superposision pueda aplicarse, en la 

Fig. ¡, 3 ,¡ suponiendo que la fuerzas se apllcan 
simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su 
valor final . 

27 

El principio de 
seran funciones 
de to-;. 

superposision rige, los desplazamientos 
lineales de las cargas. El trabaJo elastico 

-'T ... -~: :' . .. _.,.~ 



Las fuerzas externas es igual a la energía interna de 
deformacion almacenada en el cuerpo elastico de la figura 
1.3.1 y sera· 

1-) 

U= Y~ ~ PL ~L: /2 ( P, J, + f; 5¿ + .. · .. PrnSn) 
~= t {¡.?../) 

1.3. 1. Ejemplo, viga libremente apoyada cargada 
indica en la fig. 1.3.1~ 

~ p 8b j 
~~e ___ ,c--.+---+-~ M b 

La energía de deformaclon es: 

como se 

D ~ Y1. (P & i Ma.GCt. 4 ~b Gb) (a..) 

De la curva elastlca de la viga se demuestra que: 

~= ?~ +MuQt ~b~tz. 
J..\8Rl \(o ~ l -t lúe~ 

.. 
~= P~'--+ M (b) 

• 

1\tb~ -t 
IC9i:L ~El eo el 

Gb-~ P j'l. -4 MQ~ -t ltbQ 
!~El úl:~ ~El 



29 

Substituye (b) en (a) se obtiene 

en (e) se observa que U es una funcion de segundo grado de 
las fuerzas y momentos P.Ma y Mb 

Tarea 
En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.!. a demostrar: 

o.)~::: S) ~ :;~) ~=Gb o 'P ~Wo.. o L.th 

bJ J:>e Lú..J ~ (b) ab+ener U en ~u.nciJv¡ 
de.. lo5 despla.6a.m¡enl-o5 c8) l9o... 1 Gb 

a) "!)e. mas. 1ro..r q.u.e: 

~~P 
,;;)& ) 

Calcular la energia de deformacion de las siguientes vigas de 
seccion transversal 



l o4 Teorema de Castigliano 

Suponiendo que el principio de superpos1s1on rige y que 
U se expresa en funcion de las fuerzas externas se tiene 
que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON 
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL 
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO 
CORRESPONDIENTE 

, . 
Considerando el cuerpo elastico bajp la aplicacion de 
P1,P2, o o o,Pno Durante la apllcacion de Pi se producen , 
deformaciones y se almacena cierta energía de deformaclon 
dentro del cuerpo ( Flgo 1o3o!.) 5i subsecuentemente a Pn se 
aplica un incremento 4~· la energia U incrementara' 

, . 
• 

Si en.•,vez de apllcar6?,.¡ después de las cargas se aplica antes 
se t!&!Je 

igualando ( 1 o 4. 2 o) con (!. 4. 3. ) se demuestra (!. 4. 1 o ) o 



1. 4. 1. Ejemplos de aplicacion 

El 
La variacion de M(x) es 

' 

M-= Mo..- 'P.x.. (ú..) p 
i 
1 

'P=/ 
La energia de deformacion por flexion 

jqM 2 óx 
(): 2 El 

C) 

(b) 

Del teorema de Castigliano 

~ = ~Cl.~ j~d5 
¿,p el 

~ ( l'Tl1) 
c)ú..: j Hrn1 cl,s (~) 

-y.-:1~::,. 

e> E~ 

Sustituye~do (a) en (e) a 11 /a \A 4.,. 

Ja. ~bj (Mo.· PI< X·x)dx J 

S, ~l M 2t 
,. o._:: E:t - ¿~~ 

(ó) 

De nuevo del teorema de Castigliano . J( ~ d'U.~~ 6b._:: M~o.. óx: ( Mmz. dX 
~t-1«: E ::L ~ E~ 

: 

.' 



En el ejemplo anterior no se calculo en funcion de 
las fuerzas externas, sino se utilizo la energia de 
deformacion por flexion y se derivo bajo el signo integral. 

Es importante observar que las derivadas corresponden a la 
variacion de momento flexionante debido a causas unitarias P 

y Ma. 

(.f') 

(~) 

De la energia de deformacion por flexion y el teorema de 
Castigl!ano. 

: ~=2S ~r d~ (h) 

Subt!tuyendo (f) y (g) en (h) se obtiene 

Jfz. 

~ ~ ;{~ J (l&x+ ~X- ~Xf)clx -=:;.¡~y.~ 6,) 
o 



En los casos en los cuales es necesario determinar los 
desplazamientos en un lugar donde no hay fuerzas o momentos, 
se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia 
de magnitud infinitesimal. tal que no afecta al sistema 
actual de fuerzas y se obtiene el desplazamiento derivado con 

~ .;?/¡_ 
1 • ¡ 

..P/z. 1 ~=-~-'Px ofxf% 1 
/ 

1 

i -;. ! ;. 

f ,_ 
t'x J 

Q N= J-Ja.- & -o c~-Q;2). 
?OJ\a. 9.¡ 2. 1:: X f. !)_ 

1 

':1::. 

---,l X. o/'Z. ~ 
-~ ()~ 

dQ 

u= J ~2.¿)' = (E Y"\Q.'f~~o., de. cbQ~(TnClCtOVl fO! ~~YJ) 
a si 

¡ . 

2l D ) 1 ~ _p-1 ~ d::c" - f ~ Ysr( lla. -Px;) & -~) dx 
6Q r g~ ~~ 

r ··o· 



En conclusion se observa que la derivacion del teorema de 
Castigliano, fue basada en el principio de superposision. 

De alli que la energia de deformacion U debe ser una funcion de 
segundo grado de las fuerzas actuales. Si el principio de 
superposicion no rige y U no es funcion de segundo grado de las 
fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior 
se ilustro mediante ejemplos. 

Ejemplos de tarea 

a) 

b) 

Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulas 
en los extremos de una viga libremente apoyada con carga 
uniforme q, claro 1, y rigidez flexionante El= constante. 

Determinar los deplazamientos horizontales y vertical de 
la viga curva mostrada en A. 

lt) 

A. r.: c. te. 
,. 
' 

~~· .· 

8 



e) Determinar el desplazamiento horizontal en e y el vertical 
en 8 en la estructura mostrada. 

d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A y 8 
en la eatructura mostrada. 

1 ~'---=--~J 
Al lB 

,•· p 

.' 



1.5 Teorema del trabajo minimo 

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigllano 
a sistemas de fuerzas estaticamente determinados. 
Aplicandolo a sistemas estatJ.camente indeterm1nados se 
concluye que'la derivada de la energia de deformacion con 
respecto a cualquier redundante debera ser cero si su accion 
es la de prevenir desplazamientos en su punto de aplicacion, 
de alli que las magnitudes de las acciones redundantes en 
sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto 
sera maxima o minima. lo anterior es el metodo del trabajo 
mlnimo para calcular redundantes. En una estructura 
hiperestatico de grado "n" se tiene 

1 • 5 • 1 ) , o ••• 

1. 5. 1 EJemplos 

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme 
( grado n = 1 ) • 



La energia de deformacion del sistema es 

1!=- J H.' d x 
2 E.l 

Del teorema del trabajo minimo 

~u- _ ~ [J J..-t'dx] .,__L J~/...1 ~ 1 
o'<o...-= 0-~'(a.. 2.E'l "'El o o~""Q.X (b) 

11; Ye.. X. ~z. ((.) 
2... 

~:X (eL) 

Sustituyendo (e) y (d) en (b) se obtiene 

,~ t;f)(Z. .Q3 2. 
J ( XCL-,( - 4 )dx L '= -¡- "'(a.,- 5i ::0 
e) 

de donde Ya.:% 1~ 
,. 

En el sistema se tienen 3 reacciones ~'lo(~ 
de estatlca y una del teorema de Castigliano. 

y 3 ecuaciones dos 



en el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene 

el momento flector es 

N:: ( \R -!}b )x_-~ 
Q~ --X.. 
dijt)- -:( 

sustituyendo (g) y (h) en (f) se obtiene 

~ 

J [( ~-~J -~~Jfdx= O 
o 

integrando (1) y despejando ~b se obtiene 

(f) 

(9) 

(h) 

( i.) 



METODOS MATRIICIALES DE ANALISIS 
ESTRUCTURAL 

2. 1. MEJtodos de fuerzas y deformacion 
En los metodos de analisis de sistemas estaticamente 
indeterminados, primero se seleccionaban las redundantes, y 
su~ magnitudes se determinan mediante el teorema del 
trabajo minimo. considerando la energía de deformacion del 
sistema. Este procedimiento general es llamado el Metodo de 
fuerzas. 

/,. 
J¡ 

), \o.t ~ 
\ 
t 

P,. 

Fig. 2.1. 
Para ilustrar en un mismo eJemplo 



La distincion entre los dos metodos, consideremos la estructura 
estatlcamente indeterminada coplanar mostrada en la figura 2.1 
bajo la accion de dos fuerzas aplicadas con n barras, el 
numero de redundantes sera n-2. Entonces para determinar las 
redundantes Xl,X2, ... xn-2, se determina la energia de deformac1on 
del sistema en funcion de los fuerzas y usando el teorema del 
trabajo minimo se obtienen las ecuaciones necesarias . 

• . . 

Lo anterior es el metodo de las fuerzas. Para resolver el mismo 
problema, Navier sugirio el metodo de desplazamientos. La 
deformacion del sistema de la figura 2.1. estara completamente 
determinado si conocemos las componentes horizontales y vertical 
u y v respectivamente. Suponiendo que los desplazamientos son 
pequeños. 

----------~----------------------------------------------

"Navler." Resume des lecons", 2ed .• p.346. 
Parls.l833. 



La deformacion axial de cualquier barra i sera 

Y de la ley de Hooke su fuerza axial correspondiente 

\]. _ E Ai. 
.A-L- ~ 

ele la fig. 2.1. 

sustituyendo (d) en (e) se obt1ene 

De las condiciones de equilibrio se obtiene 

sustituyendo (e) en (f) y (g) se obtiene 

' sera 

(e) 

(d.) 

'lJ t A¡ s ••• }o(. CDs e(¡ - 4., /:,.i CDs"-x í .S.., o(' = } ~ a) 

- -U_~ A t SE?N\ZO(\ ~Ot~ -= p( ~ ( ~) 
L.::l E" 

" rtrl. A.t ~o<' 
t:,l 

de.'C.()~ (~) La-o 



de (i) y (JI se determinan u y v las cuales substituidas en (e) 
obtenemos la fuerza Xi en cualquier barra del sistema. Se 
observa en este caso que la consideracion de las deformaciones 
directas del sistema resulta ~n una sirnplificaclon substancial, 
especialmente si el numero de barras n es grande, puesto que solo 
tenernos que resolver dos ecuaciones con dos incognitas que son 
las deformaciones u y v. En el caso del rnetodo de las fuerzas 
tendremos que resolver n-2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es 
conveniente observar que el rnetodo de las deformaciones involucro 
3 etapas baslcas que son: 

EcuaciÓn (b): Compatibilidad geornetrica de deformaciones, u, v y~ 
l . 

Ecuacio~ (e): Ley de Hooke 

, 
Ecuaclon (f) y (g): Equilibrio 

• 
' 



/ 

bo. UO.. S 

'hb= hume~ da borras 7'4 
'n N: Yl u mero de h udos = 2, 

-(2J: ~u.eno..s Ol J<tales ( p) 
e_;. a.\o.f~Cl.VI'IIQV\{o (.S) 

~ L = ..P ~ Jue~ ü.Klo..\ -= r A t. 
e. e<b~~Qmlef'tto- .Q_t_ 

A) c.o n-\ 1 n u.'\ dlad 

:~ 
~-f 
fJH~:~ \ =\de;rl"-¿J~"'""~s Mcklesl ) : n 
?~ tG.:l ~~~LL~(l}. 

.' 

e_Pd1 
E:.l = ~dl 
e.3=..01-t<h 
e.li:: -ó 1 "\ dt 

e:¡ \ o {dq 
e., _o 1 dt~ 

. -4 1 

-1 1 



1 e 
dx:Jn~e [a..]= o 1 j h¡qfril. de Coñ\inuicb:b. 

-¡ 1 

-! \ 

obse.ruú.r qu.e po.m .. u. na. 

e;.,= ds- d~ 
dA.~ d42~pla.0Cirnlen"k d12.t nudo Supes-io\ 

de,.= 11 11 1/ tnlerio('. 

o_r® 
"B) Le y de +loo ke . 

s=-i~}, ~ 
-p! 
-P~ 

~1..\erb a. s ox\a.\e..s e. n lo.s bcuro.s 

'4 t~~C'ÓY1 1 - Compresl6''11 



e) Equilibr lo; lf''1.""0 en cada nudo 

Sea: f F J : f F¡ ~ 
· L~="z l 
1-Pl 

ffi~ 
j-l 

· Nudo 1 

rj tr· 1i 
r--...(1)~-..., 

Nudo 2 

., 
d 

IO.JT [ 1 O- 1 - IJ donde: L.: = O l 1 1 ma tr lz de equillbr io 

observar: matriz de equilibrio es la transpuesta de la matriz 
de continuidad. 

Soluclon del problema anterior por el metodo de 
desplazamientos ( rigideces ). 

Incognitas: te.}. {d}.{~l 
Da tos: ca.J. [~)~ [~J. { F ~ 
Subst. ( 1) en (2) 

~ .p;~ :l [~ 1[~1~.d.1 e~,) 
S ubs t • ( 4) en ( 3 ) 

'{~~=[0-]i[~][a.jf.cl.! (5) 

3· 1~1 = [1(1 ~ ct 3 e~) 



Li! matriz (O...J (~) ~e,_] es cuadrada 
EJemplo; Suponiendo 

At: 1<._== ~6=--k'-!= 1 Tol)/C/Yn. 

[K] =[G.-J T[ -k] [G._J 

~ [6 ~- ~- iJ fg! ~ g J@ \] Lb C)C..l 1 ~~~ l 

Efectuando operaciones 

Observar que [K j es simétrica 
de ( 5a ) 

Ti..: lO foA) 

E--s roA/ 

[ 
J:j ~ =[t o - 1 

f'1. ~ o 1 

-t] g 1 ,. 
_ flO-ta~ ~ 
- 15 'iOM J 

-1 
-1 

L.J(o 



Metodo de las fuerzas ( flexibilidad ) 

Usand? los tres pr¡ncipios fundament 
Equlllbrlo, Ley de Hooke Con . . ales en el order¡ inverso 

. • unu1dad. 

despe~ando a ~O 

en nuestro ejemplo 



{-'P, { :: rt a J [ +, t -t [.' ' ] { R. l 
.-p .. ~ lo 1 r-z. j -t -t R ·d 

~z.~. t o ffl( 1 1 {R,(. 
-~ - o 1 F1. ~ + -1 1 R.1. j t@ 
-B - 6 o 1 e '!::!:::J 

-p~ o o o 1 

bo 

~~ :::: t\ ~R, -t Rz. 

-F'z. = Fz. - R, - R '-

f3 = R1 

il~t :r R .. 

(o..) :e. 9Ue.Ó e escnhlf" 

r ~S ~ [boJ f F 1 -t [be] { R 1 cE) 

o 



Ley de Hooke 

frs=[~j)e_~ 

~ e~ ~ [ ~ J -1 f ~} ® 

subst (E) en@ 

CONTINUIDAD.- Considerando los desplazamientos relativos de llamados · 

-U,, Mt 
d, =-e, 

d '2.. = e"Z. 
·.::.AÁ,= e~-e2.-+e?. 

~""t: .. e 1 -e<- -t e'1 

d\ 1000 ª' ["4 ooo J :[bo} 
OlóO 

d-z. atoo e.(_ 

~ [ 1 -1 1 01 ,.[bR] T - <2.3 LL, - ~·¡ ~¡ 1 o ¡-IC)( 

M""L 1 - 1 o 1 e~ 

LJ9 



Por lf dT~o[ bJ] {e] (e) 

f.1L\=[6:}}e} (Fl 

( Los valores de ( ) deberan anularse ) 

subs t @ en (1) 

{M}= [bJ] (f) [bo1 {F}+ [6i1 } [fj Íli1d {~} 
como ~J.\ r = o se despeja { R } 

[ R r = -[be; f 6 e 1- 1 
( b~ t bo] ~ F 1 

G) nos da los redundan te j R 1 
subst@ en® se obtiene J p J 

tf'1~ baF -be(bT t bqr'(b~ f bo)F 

-= [be - bQ ( b J t b~ r 1 6 ~ f boJ { f l 
• . 

subst (J.. ) e se obtiene {e l 
<J> fe~=[f][b]fr~ 
subst ( 1 ) en @>se obtiene 

{l.) 

f ci ~ = [ b;,' ] [ p J [ ¡, J { F j 



2.5 Aplicaciones de metodos matriciales a armaduras planas. 

Para ilustrar el uso de metodos matriciales en el analisls 
de armaduras articuladas en los nudos. comensaremos 
considerando un problema de deflexiones. En la flg. 2.3. 1. 
se tiene una armadura con miembros sujeta a sistema ex ter-
no de cargas , y se requiere determinar la deflexion 
vertical del nudo j debida al sistema de cargas Si Xi 
raprenenta las fuerzas axiales en la estructuia real 
las fuerzas axiales en la estructura bajo la condiclon de 
carga uni tar la en j. 

Estructura real o actual 

Carga infinitesimal (;L 

J o 1 
CorolC.\OO Q.= 1 

.so ... 1 
.;,Q 

fig. 2.3.1 
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Del teorema de Castigliano y la energia de deformacion por carga 
normal se tiene 

m X\z. _Q¡ (o.) u- ¿_ 
Z A E 

J..: \ 1')"1 

""' Xi X.1J .t -:}_ Xlllj f¡ (b) dQ ¿~_ ':>. '2. 
oQ E Al. ..t.: 1 1. ':..' 

donde e5 el factor cte flexibilidad de la barra i. 

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos 
seleccionados debemos calcular los valores XiJ para una fuerza 
vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos. Supongamos 
que han sido calculados y que acomodamos los numeras de 
influencia en la forma de una matris de orden mxn como sigue: 

.x:.,, Lz.. . ..x_, r¡ 

.X..11 .X.2.1. .~,., 

[XrjJ-=- .. 
Xm1 X. m "l. . )), h 

e) se denomina matris de geometria de la armada acomodando los 
factores de flexibilidad en forma de una matris diagonal de 

orden mxm • 

• • 
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( d ) ~11 o CJ ..... o 
O ~no ·O 

la cual es llamada matris de flexibilidad de la armadura. 
Finalmente, suponiendo 
el sistema de cargas 
la forma de una matris 

que las fuerzas axiales Xi producidas por 
han sido calculadas, y son arregladas en 

vector columna. 

(e. ) 

la cual es llamada matris de carga. 
reglas de multiplicacion de matrices 
pueden expresarse matricialmente. 

6., X.11 Á<-1 • • • • .X..m·¡ Qq 

6,...,_ X.12. X..<.z. • • • .. ~m2 a 
- • .. 

Ahora de acuerdo con las 
las m ecuaciones ( b ) 

oo ..... o X~ 
~2'2.0 ..... o Xoz 

• 

An XI rl ~-zn · · · · ·Ánm ooo. .. Qlh rt X~ 
o sea con notacion 1nd1cial 

[~J 1: [ x~J1 [ rJ [xl1 (~) 

.. 

O) 



Como un ejemplo numerico. se considera la armadura mostrada en la 
fig. 2.3.2 la cual tiene m=9 miembros. Supongase que se requiere 
determinar la deflexion vertical de los nudos superiores a y b, 
bajo la accion de dos condiciones separadas dH carga como se 
indica. La numeracion de los miembros se muestra en la figura. 
asi como sus dimensiones. Cada barra tiene una secclon 
transversal Ai"lpul2 y un modulo de elasticidad E=30xi03 

0.. 

2 
30'' 

.. ,.. 4o'' 

a. 1 tp. 

El procedimiento a seguir es el siguiente: 



Sustituyendo (-h), ( L) y (¿) en ( ~) se obtiene 

r !J. .1 _ 10 re -1 o -3 .q s -B o ~~ - s ]x. 
~ ~ -~ LJ,I - '5 ~ 8 -5 -~o B -lO 

,. 

~OOOOClOOO 
osooooooo 
oo3oooooo 

X· ooo ... 1ooooo 
oooosoooo 
ooooo"'{ooo 
oooooo~oo 

o o o o o o o J.! . o 
000000005 

o ~~ -2.51 
a 3z.-.sc 

~"-~o] = ro.o3tS o.csz..s 1· 
eco L o.o'2.~-=t o. o'Z,c¡(Ó 

~bp1 =: ro.03l8 o.cs25 

A b~ L CJ .02~1 0.01~~ 

(S) 

(K) 

y lO 
-s o 
~ o 

~) 8 10 
S o 
~ o 
9 o 
13 10 

-lO o 



al 

b) 

Se calculan la5 fuerzas axiales en los nuev~ miembros bajo 
las dos condiciones de carga obteniendo la matris de fuer2as 

L( 10 
-s o 

[x-lj 3 o ( *) 8 10 
-s o 
-1.\ o 
q o 
8 10 

-¡o o 
Simltarmente se .calculan las fuerzas •xiales debido a las 
cond1c1ones de fuerzas un1tar1as vertlcales en los puntos a y 
b respectivamente obten1endo la matris 

8 Ll 
- 10 -:, 
-3 ~ 

L\ 8 
~ -s 

-8 -"1 
o o 
~ e 

-5 -10 

(J_) 

e) Se calculan los coeficientes de flexibilidad 
obteniendo la matris de flexibilidad escrita diagonalmente. 

• • ~oooooooo 
05 oocoooo 
oc~ ooooo o 
ooo ~coooo 
oooo6oooo 
ooooo.t.\óoo 
oooooo3oo 
ooo oo oc~ 0 
·o o o ooo o o 5 
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 

1.- INTRODUCCION. 

El análisis estructural tiene como objetivo cálcular el es-· 

tado de esfuerzos y deformaciones en cualquier punto de una es-

tructura. 

Para el análisis de una estructuras se tendrán como datos 

la geometría y las cargas que actúan sobre ella y se calcularán 

las fuerzas internas y los desplazamientos. 

En todo proceso de análisis estructural, deben considerarse 

los tres conceptos fundamentales: 

1.1) Concepto de equilibrio 

Toda estructura somedida a un sistema de fuerzas externas, 

deberá estar en equilibrio con las fuerzas internas en todos y 

cada uno de los miembros de dicha estructura, siendo las expre

siones vectoriales que cumplan esa condición: 

en las cuales: 

~i y Fi son los vectores que indican los pares y fuerzas 
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actuando en la estructura y ri los vectores de posición de las 

fuerzas con respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalar 

mentes como sigue: 
en un plano 

~ F.x = O 

:E: f:y -=a 
..t.M~ :.o 

.!:T')(."'0 

~ F. 'T -::. b 

en el espacio: 
~H•,.=-o 

. .Eio!~'¡'=-o 

-:rF>e:D ~ H·.e~o 

1 .2.- Concepto continuidad (o compatibilidad) 

Al aplicar las fuerzas externas, la estructura se deforma 

pero. conserva las características de continuidad iniciales, sie~ 

do los desplazamientos finales compatibles con las condiciones de 

deformación de los apoyos. 

El concepto de continuidad o compatibilidad establece que· 

los desplazamientos son funciones continuas y derivables, por lo 

tanto una vez conocidos los desplazamientos se pueden conocer las 

deformaciones. 
€' .. =-~" •:x 

Expr~sado en ecuaciones, se 
• • ~V • ~_,-

~"'r"'Tv ~ 
}r·• = ~ -4 .\J~ 
'-'1'•: ~.,.. .. ~ 
6 ó" dy 

E- .t~~~~ "'-' _,¡,.,.._,._\ : 
1 -\) -~ o o () 

-1> 1 -\) o o o 
-.!.-v -~> 1 e o e 
-E <::, o o t(••.,) a ) o 

() o o o "'("'» o 
o o o o o ..[, .. ~ 

:: t<?.Jicrt • 

tendría: ( 
v-ryw ~l 3. 
~--r,a ... -. .. .1.-.. ,J.._ 

J eL .... r 1 ~ .................. .k. 

11" .. 

\rr 
\1'. 

t.,-
~-~ 
t;1, 

(!. 3) 

- ·-·· 
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1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento. 

En él análisis estructural es indispensable para cualquier 

estructura de geometría dad~ conocer las relaciones entre las fuer 

zas y los desplazamientos. 

Si llamamos~ F ~al vector de fuerzas y~ D~ el vector despla-

zamientos, sus componentes serán de 
M .. 

:...t-------)~(0 ___!~~ 
'(, jF'f",_ "' 

C0 "· 
~ 

f\c;.. !.1 

acuerdo con la Fig. 1.1 

F y, 

1 f f = 
F..a. lb) 
""'· ) 
f '( .. 
F \-1 ... 
t-~, .. 

y la relación entre ellos será: l F ~ = t K J ~ 1)~ 

y. 
X• 

= Q• 

'f .. 
')( .. 
Q .. 

(1. 4) 
La matriz[Klse determina a partir de la geometría de la 

estructura y de las características mecánicas del material. 

:Si la variación entre ell~s es lineal, la matriz[K1es una 

cons~ante, y las estructuras que cumplen esta condición se les llama 

lineales (Ley de Hooke) y es aplicable el principio de superposición 

de efectos. 
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2.- ENERGIA DE DEFORMACION. 

Si una fuerza Fi se aplica gradualmente a una estructura pro

duce un desplaza~iento Di en la dirección en que se aplica la fuer 

zas, ésta efectúa un trabajo, que se manifiesta por un incremento 

de la energía cinética de la masa, si ésta adquiere una aceleración 

o bien,.en energía potencial si mofifica su posición respecto al 

campo gravitacional. 

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformación 

en una estructura, realizando un trabajo cada una de las fuerzas 

aplicadas que se permanece en la estructura bajo la forma de ener

gía de deformación o energía interna. Si el sistema es perfectamen

te elástico el fenómeno es reversible (fig. 2.1a)y cuando se trata 

de un material elástico no lineal, corresponde a la(fig.2.1b). 

e n;. 1>~ 
... .. 

e~) (b) Ab< 
F 1 (O • t. . .1 

El trabajo hecho . por un incremento de carga será: W=FiA. Di 

El trabajo total efectuado será: 

(-z..i) 

1, 
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Cuando se trata de un material elástico lineal, el trabajo 

hecho por la fuerza Fi es: 

W =-1 F ,o Do , o 

2 

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a la 

estructura y provocando desplazamientos en la dirección de las 

fuerza~ aplicadas, el trabajo total externo o la energfa de de

formación será: W = U = -i (F1D1 + F2D2 + o o o o + FnDnl=-{e" FiDi (t..1.) 
La ecuación anterior puede escribirse como: 

[w ] 

en la cual ~F{ T es el transpuesto del vector ~ F~ que represe!!_ 

ta 1 as fuerzas o o 

El área que se encuentra en la parte superior de la curva 

OA se le llama energfa complementaria de deformación. 

La expresión de igualdad del trabajo externo W y la energfa de 

defor'mación o energfa interna U, puede utilizarse para cálcular 

defl ex iones. 

Aa:uo\ 

U= ~f\f-~-JV 
1 u"= z. 

- :pl.L;; 
AE 

Flll)(ID~ : u~= -tr~; J "X 

Co.-f~~ 4: \J,= i cj ~~ d~ 
To'C'.lao~ o. \jt: .l.L j ~~ d ,._ 

..z. -= u .... u~ + 0- +u,.. 

(Ref. 1) (2. 4) 

(z.. S) 

Coz. e) 

(z.. 7) 
(?.. .f?.J 
Cz.. q) 

1 

• 



6 

2.1.- Teorema. de los Trabajos virtuales. 

El nombre de virtual, se deriva del hecho ae que un sistema 

ficticio (virtual) de fuerzas en equilibrio o un pequeño despla-

zamiento virtual se aplica a una estructura, relacionándolo con 

fuerzas o desplazamientos reales. 

El método de los desplazamientos virtuales consiste en apll 

car desplazamientos ficticios (virtuales) de cuerpo rígido en una 

estructura y calcular las reacciones reales, mediante el método 

energético. 

Una variante sería la de calcular desplaza~ientos reales a 

través de fuerzas virtuales, como se indica a continuación. 

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un 

sistema de fuerzas reales aplicadas y llamando ~la deformación 

actual en cualquier punto y sus correspondientes desplazamientos 

en los puntos D1,D2 .... Dn, se introduce un sistema de fuerzas vi~ 

tu a 1 es F 1 , F 2 , . . . . . , F n en 1 as e o o r d. en a das 1 , 2 , ... n , pro v o e ando 

esfuerzos 'f en esos puntos . 

.. El principio del trabajo virtual establece que el producto 

de los desplazamientos reales y las fuerzas virtuales correspondie~ 

tes es igual al producto de los desplazamientos internos y las fuer 

zas internas virtuales correspondientes, por lo tanto: 

(t..lo) 

en la cual: 

~ = esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F 

E =deformaciones reales compatibles~n desplazamientos 

reales /o~ 
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Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para cal-

lar el desplazamiento Oj en la coordenada j, la ecuac1on 

se escribe 1 " -D~ -.:-f ~i~j~ T-{i ~ J V 
~ -r _j • ---¡); -: ,_ ~ \J vj Í T ~ ( ( d y 

siendo ~ \f uj{ los esfuerzos vrtuales correspondientes a 

za virtual unitaria en j y<[( la deformación real debida 

ga real. 

anterior 

la fuer-

a la car 

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexión, cortan 

te y torsión se indican a continuación. 

Tipo de deformación Componente de 
la fuerza 

virtual 

Componente del 
despl az. re a 1 

Trabajo 
virtual 
interno 

dL 
p 

dx ~ 
p 

dx (i..Jl) --
AE AE 

Axial p 

d0 M fm M dx(z..l•) = IT-dx El Flexión m 

dy V Jcv V dx (z..11) = e AG dx AG 
Cortante V 

d~ = T dx Jt 
T dx 

GJ GJ 
Torsión t 

De la tabla anterior, para valuar la integral de flexión 

m _M_ dx, para elementos de sección transversal constante se 
E i 

utiliza para los casos mas comunes de cargas, la multiplicación 

dire~ta de diagramas de momentos flexionantes. 

(t..l'-) 
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Cálculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales. 

1 ) Armaduras 

En armaduras, 1 a expresión para el cálculo de deflexiones es: 

-
JP _1j__ dx Dj = .¿ e t.. ,,J 

L= t AE 

Un resultado igual se logrará si multiplicamos matrices tales 

que: 

~~X 1 mx1 

en la cual: 

lr\ T es la transpuesto. de la matriz ~pf, siendo esta última 

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria 

actuando en la coordenada correspondiente. 

¡ P ~ son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales 
L• 

--
.. 

A.E, L• -A,E. · .. o L~ 
A .. E .. 

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por 

deformación axial de los elementos aislados. A esta matriz se le 

conoce como la matriz de flexibilidades de la estructura no ensam

blada. (Ref. 2) 

.· 



Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos 

de la estructur~. la carga virtaul deberi aplicarse por separado 

en cada una de las coordenadas deseadas y que corresponde al con

junto de fuerzas determinadas, la ecuación 

tendri la forma: 

(-z.-z.o) 
p = fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando 

en la coordenadas. Los elementos de la matriz [p] son las 

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde

nada correspondiente 

~M =La flexibilidad del elemento L = 
AE 

P =fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna 

de la matriz i P] son las fuerzas correspondientes a un e~ 

so de carga. 

m = número de elementos 

n = número de coordenadas en las cuales se desea conocer el 

desplazamiento. 

p = número de casos de carga. 

El ejemplo No. 1 muestra la aplicación del cálculo de defor

maciones en armaduras por trabajos virtuales. 

2.22.- Cálculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y 

marcos. 

En una estructura formada por varios miembros y sujeta a 

una :carga cualesquiera en un miembro, de tal forma que :os momen

tos .extremos internos sean M~ M2. Si se quieren calcular los des

plazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unit~ 
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rios en los extremos para calcular los giros debidos a flexión. 

L 
1 

(b) 

en la· cual: 

V 
1 

f' 

Por trabajos virtuales la contribu

ción de desplazamientos _por flexión_ 

en j será: 

DJ. r m ____!:! dx 
= El 

ml + Mlm2 + M2ml + 2 M2m2 

y expresándolo matricialmente: 

, en la cual: 

1 

6EI 

~.t. 1 

z. 2 l 

' 
' 
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Los elementos de [ fM1 son los giros izquierda y derecha debi

dos a momentos unitarios en un extremo de la viga. En forma seme

jante a la mencionada en armaduras,lf1.11es la matriz de flexibili

dad en flexión del elemento. 

El desplazamiento en J sera la sumatoria de todos los elemen-

tos: 

Dj = .'; fmu ( T 
i.-:J \ 2rnxl (1-.t.t.) 

en al cual: -
m1j M1 r~1.1 

1 mu \ j 

m2j M2 

= [fM1 = PM~J • mnj Mn 
("fM] n 

A la matriz rfM] que contiene las matrices de flexibilidades 

separadas de todos los miembros se le llama matriz de flexibilida

des no ensamblada. 

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordena-

das, la carga virtual unitaria debe aplicarse en cada una de las 

coorpenadas separadamente para determinar los momentos en los ex

tremos, arreglañdolos en tal forma que 

• 
[ ml 2mxn = 

~m ~ 1 n 

{ ... lt-. 

~- ~ ~ 

-/m{ 11 

\m [ 21 

)~·t m1 

)m~ 12 

}~{ 22 

/M 1 n2 { ~ ~ n n en la cual los 

elementos de cada submatri~ son los momentos extremos en el elementos. 

El primer subÍndice indica el momento y el segundo la coordena

da en la cual se aplica el momento unitario. 
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Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento 

se calcularán: 

[o]nxp =[mu] T 2mxn(fr.,]zmx2m lMJzmxp e". t 

Matriz de flexibilidades ensamblada de la estructura. 

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilida

des de cada uno de los elementos usando la ecua~ión 2.24. Los ele 

mentes de la matriz de flexibilidades puesto que son los desplaza 

mientes en las coordenadas corresponaientes debidos a una fuerza (o ... o-

unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas, 

la carga real y la carga virtual son las mismas, por lo que la 

ecuación 2.24 quedará: 

en la cual lfJ es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es

tructura y el subíndice s se refiere a las cuatro causas que pue

den ;provocar deformación: flexión, axial, cortante y torsión. 

Cuando solo se considera flexión la ec. 2.25, quedaría: 

l ~nxn = [mu]T [fM] 
2mxn 2mx2m ( mu] 

2mxn 
z. o l.. c. 

en la cual: 
m = número de elementos 

n = de: coordenadas 

El ejemplo 2 muestra la aplicación de los conceptos anteriores. 
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2.3 Teorema recíproco de Maxwell-Betti. 

Si un sistema de fuerzas F1 , F2, Fn se aplica a una estructura 

en las coordenadas 1, 2 .... n provocan desplazamientos D1F,D2F ... , 

DnF Manteniendo el sistema de fuerzas F1 F2 , .... ~Fn, se aplica 

otro sistema de fuerzas Q1,Q2, ... Qn, provocarán desplazamientos 

D1Q, D2Q .... , DnQ y además desplazamientos D1F, 02F ... DnF en los 

puntos donde actúa el sistema F1,F2 , ... Fn. 

El trabajo externo tota 1 será: 

W "F+ Q =+ F1D;: + + F1DiQ + + QiDiQ 
, .. ,,t,.~.I.,:W Q+F = -1-~Q1DiQ + - 1-..:!QiDiF + - 1-t:FiDiF 

como 

2 2 2 

__!_¿ F i l)i ~ = 
2 

_1_-E:QiDiF 
2 

2.'1..1 

Esta ecuación es el teorema recíproco de Betti cuyo enunciado 

sería que el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi 

a través de desplazamientos debidos al sistema Qi es igual al traba- ··•· 

jo externo hecho por el sistema de fuerzas Qi a través de desplaza

mientos provocados por el sistema Fi. 

:El teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio ante-

rior a las deflexiones y haciendo que Fi = 1 en la coordenada i en 

el sistema de fuerzas F y Qj = 1 en la coordenada j : 

DiQ = iJjF 

que se puede escribir como fij = fji 

Estos desplazamientos se les llama coeficientes de flexibili

dad cpmo se vió en los ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n 

coordenadas, estos coeficientes se arreglarán para formar una ma

triz ·de flexibilidades. Esta matriz deberá ser simétrica debido al 
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teorema reciproco de Maxwell - Betti. 

3.- METODOS GENERALES DE ANALISIS. 

Existen básicamente dos métodos generales, para la resolución 

de estructuras hiperestáticas principalmente y que son el método de 

las flexibilidades (o de las fuerzas) y el método de las rigideces 

(o de los desplazamientos) que se describen en los parrafos siguie~ 

tes. 

Mas auelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos. 

3.1.- Método de las flexibilidades. 

En el inciso 2.2 al hablar de cálculo de deflexiones, se intr~ 

dujo el concepto de matriz de flexibilidades de una estructura. 

A continuación se definirá el método de las flexibilidades. 

En este método las incógnitas son las fuerzas redundantes que 

se calculan superponiendo desplazamientos de estructuras ;.?státi 

cas y plante•ndo las ecuaciones para resolver las incógnite con 

base en la c:~patibilidad de deformaciones de la estructura. 

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo: 

3. j 

en la cual 

o = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas. 

F = vector de las fuerzas redundantes 

f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des

plazamientos ~ebidos a fuerzas unitarias. 



[_¡~mplo Jt/o. 3 étJicc;/a, la$ reaccton~s re~olvtt'r'ldo por 
el me1odode.!Qs fle>t;bihdade.t · 

1 

1 ,, 
b) /)e~plaramtMios debt'dos a la~ 

02P 

fn 

- S40 
e Ptga-:, { 

D ~ E. r 
. -144 

l:l' 

... 

f¡J [~ . = El 
f-zz q · 

ii 
Eruacio:,J de compaf;¡,;J;dad de 
deformoáonc•: 

d) Desploza,ntP.nl-o d~bti:Jos a l?z: 1 
{D}+[r] {::}={o} 

f ;; }~r r {-o} 

1?'2: 1 
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La secuela de cálculo seá entonces: 

1) Determina~ el grado de hiperestáticidad 

2) Plantear la estructura primaria isostática 

3) Determinar los desplazamientos debidos a la; cargas en los 

puntos 1 i be r a dos . 

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las 

redundar •s sup~ tas con valores unitarios, que son los 
t; 

coeficientes de f xibidad 

5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada 

reduntante con base en condiciones de compatibilidad de 

deformaciones. 

A continuación ,se indica el ejemplo 3 de aplicación. 

3.2.- Mitodo de las rigideces. 

En este mitodo, las incógnitas son los desplazamientos nodales 

y los elementos mecáncios se calculan superponiendo una es~ructura 

a la cual se restringen los desplazamientos nodales calculando las 

fuerzas que provocan estas restricciones. 

fosteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamien

tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon-

dientes. 

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los 

desplazamientos y con istos se determinas los elementos mecánicos 

por SJperposición. 

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma: 

(:s..7_) 

'• 
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en la cual: 

( F~ = vector columna que depende de las cargas externas 

[K J= matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas (o "'o .... ) 

( D ~ 

debidas a desplazamientos unitarios. 

No depende de las cargas 

= vector que representa 1 as incógnitas que son 1 O S despl~ 

zamientos 

La secuela de cálculo será: 

1 ) Encontrar el número de desplazamientos nodales posibles 

2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuer

zas nodales de fijación correspondientes 

3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos 

unitarios inicialmente impedidos, calculando las fuerzas 

correspondientes (coeficientes de rigidez) 

4) Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los des 

plazamientos 

S) Los elementos mecánicos se obtendrán de superponer la es

tructura impedida de desplazarse en (2 ) con las corres-

pendientes liberadas una a una 

A continuación el ejemplo 4 muestra la aplicación de este 

método. 



~ 

No. 4.- 1 a/culal' reacc/one5 
la5 l'l·g,de e e$ . 

por el mefodo de 

/ 

¡) lncogl'1i las. e 'Q r 8c... 
2) r .-a$. no da le-s de !tjaclo;, o 

e ~: ) r e ) *-e ) v: 
A ~ c. -S:.'\'1. H.~D 

htAs=·J.j) L3.AJ ÁÁ.ac=r-Act:."-+A~~ =--)At>c.= -S.~~..¡.._ 
~ -13 .¡. ...,., 

3. '> e a = + 1 

V · 4-~1 4,f.J k 
fl8Bc•-¡- Kaa.J." CB; 

(11~ \-lt' 
L ~1...ll ~ 
!fAe {;. 

3 2) G e = ',f./ 

4 E1 
K88J=-¡--

-9 ) i" e ' de eqvl/,.~r,-o · .:€' M a : O 

{F}~[K] [D] 
r- 2~33J ~ 

... .., 2 
+ - 8 (o B 

'2 ~ti 
8 8 8 

{:·~~\ = 

1< es 

D• 

Oz 

K ce 
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4.- PROPIEDADES ~E LAS MATRICES DE FLEXIBILIDAuES Y DE RIGIDECES. 

La relación entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez 

se establecera a través del siguiente ejemplo (Fig. J.cl. 

Los desplazamientos ~O ( se pueden expresar en términos de 

desplazamientos de cada una de las fuerzas actuando y superponiendo: 

(figura1b). 
01 = f11F1 + f12 F2 + ... + f1n Fn 

02 = f21F1 + f22 F2 + •.. + f2n Fn . . 
: 

Dn = fn1F1 + fn2 F2 + .•. + fnn Fn 

[ f 1 nxn IFf nx1 = {o\ nx1 4. 1 

resolviendo 4. 1 

{ F~ = [ f] - 1 

i 0 t nx 1 nxl nxn 4.2 

La ecuación 4.2 puede usarse para determiftar las fuerzas for-

mando los elementos de la matriz de rigidez de la misma estructuras .1 t. 
1 1 

J) 1 .. 

&e:::::: ~ .... ~ \ o ~) • > - ------- --· 
,f·j 4:; 

F'j= 1 fd\i 1 (b) .. 'f1' ~'CJ 

• 'r . /.r .. j 
t)," i LJ 

fu•ku ¡:·, .. k., 
.1 \1 

Ce) 
f ..... ~.... 

~ 
::::.. ~p.,.\<, .. ,. •kh 1 F j&.• k,¡ 'l GJ 

~ 
o 

f'-.-.• ~~:-,, 

}J Fl"' L.,¡i k p, ·• 11: . .... J .1 o .. J Ú ) 

'"IG..I F4j: tc.j < Dj• 1 
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Si la estructura es deformada por fuerzas F11• F21• Fn1, a 

través de coordenadas tales que el desplazamiento 01 = 1, mien

tras que 02 = 03 = ooo On =O, Figoi(c) 

1 
o 
o 

o 

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la 

estructura deformada tal que 02 = 1, mientras que 01 = 03 = :o o =On =O 

(figoid) 

= 

o 
1 
o 

o 

.. 

En caso general, si Oj = 1, mientras todos los otros desplaza

mi en tos son cero, 1 as ecuaciones serán: 

Fu F¡2 F1n [f 1-1 
1 o o 

F21 F22 F2n = o 1 o 
F3 o o ••• o •• 

Fn1 Fn2 Fnn o o 1 

siendo las fuerzas Fij de 1 a izquierda en esta ecuación los ele-

mentos de la matriz de rigideces, por lo tanto: 

r K J = [ f ] -1 ó [K 1-1 =I fl 
4o3 
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La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades 

Y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas 

y desplazamientos. 
-Sin embargo en el análisis por flexibilidad 

se transforma la estructura en isostática: y el sistema de coor

denadas representan la localización y dirección de las restric

ciones y en cambio en rigideces, se agregan fuerzas para restri~ 

gir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de coordenada 

la localización y dirección de los desplamientos incógnitas; por 

lo tanda la inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el 

método de las fuerzas en una matriz, en la cual los elementos son 

coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el análi

sis del método de rigidez y viceversa. 

Propiedades de simetrfa. 

Como se demostró en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y 

con relación a la matriz de flexibilidades, hace que esta matriz 

sea simétrica. Como la ecuación 4.3 indica que la matriz de rige

deces es la inversa de la matriz de flexibilidades, será también 

simétrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide

ces serán entonces: 
Kij = Kji 4.4 

Otra propiedad importante es que los coeficientes de la diago

nal principal fii ó Kjj deben ser positivos ya que para el cálcu 

lo de fii el desplazamiento ocurrirá en la coordenada i debida a 

una fuerza unitaria en i, teniendo ambos la misma dirección y en 

forma semejante para Kii, la fuerza necesaria en la coordenada i que 

provoca un desplazamiento unitario en i, tendrán la misma direc

ción. 
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Si enla ecuación (2.3) se substituyen los desplazamientos expr~ 

sados en 1 a ecuación 4. 1 ' se tiene: 

lw11x1 
. 1 

= -r { F J \x1 [ f 1 nx~r ~ ( 4 . S ) 

y por otro lado, substituyendo la ecuación (3.2) de nuevo en la 4.1 

l W J1 X 1 = 1 
{ D ~ T [ ~ ¡ D ~ ( 4 . 6) ---y-

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de la derecha tienen 

forma cuadrática de las variables F o D y ésta es positivamente de

finida si tiene valores positivos para cualquier valor no nulo de 

la variable y será cero si F ó D son cero. 

Por lo anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba

jo externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad d~ 

be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa for 

ma cuadrática, las matrices (f] y (K 1 son matrices positivamente 

fin idas, siendo los determinantes de [ f] y [K} mayores que cero. 

Selección del método de las flexibilidades o de las rigideces. 

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es 

necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca

da caso cual seria de aplicación mas sencilla. 
' 

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios: 

1.- El número de incógnitas es en general mayor en el método de 

las rigideces que en flexibilidades, pero la formulación de las ecua 

ciones es mas sencilla y de mas fácil aplicación para programas de 

computadora, debido principalmente a la dificultad de programar la 

estruct .ra primaria. 
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2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis

temas relativamente pequeftos, la selección depe~deri de compa

rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el núme 

ro de grados de libertad en rigideces. 

1" 

: 
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5.- METOD0 DE LAS FLEXIBILIDADES. 

En el inciso 3 se describió este método. A continuación se 

analizan en detalle la aplicación de matrices para su resolución. 

5.1.- Matriz de transformación de fuerzas. 

En una estructura estáticamente determinada cada una de las 

fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en función 

de las fuerzas externas nodales, por medio de la ecuación de equ_! 

1 ibrCJ: 

Pl = bll Fl + b12 + ..•. + blnFn 

p2 = b21 Fl + b22 F2 + •.. + banFn 

pm = bmlFl + BmZ F2 + ... :t' bmnFn 

en la cual p son las fuerzas internas y F el conjunto del siste 

ma de cargas aplicada a la estructura. 

No existe relación entre los subíndices de F y p 

En forma matricial: 

en la cual 

bll bl2 •.. bln 
b = b21 b22 ... ban 

bml bm2 ... bmn mxn 

(S'.l) 

(s,t.) 

[b1 es la ·- triz de transformación de fuerzas que relaciona las 

fuerzas in- as con las externas. 

Lama : [b1 es una matriz rectangular y el elemento bij 

representa el valor de la componente de pi de la fuerza interna, 

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario. 
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Cuando la estructura es hiperestática, las fuerzas internas 

no pueden determi~arse en función de las cargas externas aplican

do solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo la 

estructura isostática, que llamaremos primaria, suprimiendo las 

redundantes, como se hace en el método de las flexibilidades, se 

considera la estructura primaria sujeta primeramente a las cargas 

reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for

ma, se puede~expresar las fuerzas internas de los elementos en fun 

ción de las cargas externas F y de las redundantes o hiperestáti-

cas R, como sigue: 

(S.'!.) 

o utilizando la propiedad de subdivisión de matrices: 

En la cual: 

[ bF) = matriz de transformación de fuerzas externas en la 

que cada columna representa los valores de p producidos 

por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc

tura primaria con redundantes nulas. 

l bR 1 = Matriz de transformación de fuerzas redundantes en la que 

cada columna representa los valores de p producidos por 

redundantes unitarias aplicadas a la estructura primaria 

con fuerzas externas nulas. 
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5.2.- Solución matricial generalizada por el método de las flexibi

lidades. 

Considerando un elen1ento aislado, despreciando los efectos de 

fuerza axial 
MA 

t>.t~-é "b .. 

L 
tv4 

(a) (Lo) 
Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden 

expresar: /p\= ~~~( lDf=lg:f 
quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma 

componente del vector carga. 

La matriz de flexibilidades de la barra será como se indicó 

anterior:nente: 

cienes es: 

( fM1= 6 ~ 1 l ~ ~1 y la relación con las deforma-

~Q\ =(fM1\p\ (s.s) 
Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedarán 

como sigue: 

Pl 

p2 

pn 

D = 

)) 1 

D2 
-.-

Dn 
Los subíndices se refieren a la designación de cada elemento 

en que se ha descompuesto la estructura. 
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En la ecuación 5.4 se puede ver por el principio de contra

gradiencia, tal y como se verá para el cálculo de los desplaza-

mientos; que: 

= ( 5 . 6 ) 

Siendo DF los desplazamientos debidos 
. 

los deplazamientos debidos a las redundantes 

se: 

~ DF ~ 
T 

l <?_ \ rbF J ( 5 . 7 ) 
= 

1 DR \ 

r 1 Q_ t = l bR ] ( 5. S) 

Para calcular las redundantes, se substituye el valor Id 
de l,a ecuación de equilibrio 5.3 en la . . que relaciona· ecuac1on 

deformaciones y fuerzas, expresada en ecuación (5.5): 

... 
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Por último, si substituimos el valor de las deformaciones 

obtenidas en 5.9, en la ecuación de continuidad 5.3, se tendrá: 

~ DR \ = T bR ] T ( Q_ ~ 

·[o,] r [ '•1l 0 '1 ('\ •[o,1 '[ •,}[,J¡,) 
y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las 

discontinuidades impuestas para obtener la estructura primaria 

isostática no existen realmente, los valores de 1 DR~ deben ser 

nulos: 

5.10 

o S. 11 

Ecuación que permite calcular los valores de las redundantes. 

, El producto de las tres primeraJ matrices del primer miembro 

de la ecuación 5.11 y que están premultiplicando al vector F, re

presentan la aplicación del principio de trabajos virtuales tal y 

como se expuso anteriormente en la ecuación 2. 18. Este primer tér

mino da como resultado un vector de nRxl y representa los despla

zamientos debidos a las fuerzas aplicadas a la estructura. 
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En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo 

término 5.11 y que están prer:~ultipl icando a las redundantes, re-

presentan la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructu-

ra, tal y como se expreso en la ecuación 2.2S. tsta matriz será 

siempre cuadrada, simétrica, no singular y de orden n R x n R. 

Este segundo término del primer miembro Je la ecuación 5.11 

representa físicamente los desplazamientos debidos a las redundan 

tes. 

La forma mas general de la ecuación 5.11 se escribe de ld ma-

nera siguiente: 

El vector Da indica los desplazamientos reales que ocurren 

en los coordenadas seleccionadas en la estructura ~rimaría, sie~ 

do iguales a cero generalmente en la práctica o iguales a los 

desplazamientos reales impuestos Da 1 como ser(an asentamientos de 

apoyos, giros/efectos de temperatura, resortes elásticos, etc. 

De la ecuación 5.11: 

R 5. Hl 

Con las redundantes R obtenidas, aplicando el principio de 

superposición se obtienen los elementos mecánicos: 

{ P ~ = \ bF 1 i F t + f bR 1\ R \ 5 • 
3 
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Las ecuaciones anteriores son válidas para cual guier tipo de 

estructuras: armaduras, vigas, marcos, etc ., tomando las flexibi 

1 id a des e o r res pon d i en tes de a x i a 1 , f 1 ex i ó n , e te . 

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua

ción equilibrio: 

l P ( = r b F 1 ( F ~ = l po ~ 
siendo } po~ el vector de fuerzas internas en las barras debidas 

a fuerzas externas t F ~ aplicada en la estructura primaria, que

dando la ecuación 5.1\ 

ecuaciones en las cuales no será necesario calcular r bF 1 
Para calcular los desplazamientos, la ecuación 5.3 puede escri 

\ p , = r bF :. •,1' 7\ ' ( 5. 4 ) 

l-~ · f · r -::-; 1 \ Q \ ( :5.21) 

En la e u a 1 : ?oF~ = desplazamientos debidos a l F{ 

\ DR ~ = des pl a zami entes debidos a 1 as redundantes 
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Por el principio de contragr"adiencia: 

} DF\ = [ bF l T (t\ 
l DR1 = l bR J T { ~ \ 

(5.22) 

(5.23) 

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los elementos 

de la estructura no están realmente ''cortados'', los valores.de DR. 

deben ser nulos. 

Por otro lado como: 

(5.24) 

que es la ley de Hooke al revés, substituyendo en 5.22 

Esta ecuación permite calcular los desplazamientos aplicando 

una fuerza unitaria en la estructura primaria isostática. 

5.21.- Caso de fuerzas aplicadas en los elementos 

·'la solución matricial generalizada requiere que las fuerzas 

estén aplicadas en los nudos, lo cual supone que en el caso de vi

gas y marcos que el momento flexionante entre nudos varía linealmen 

te y que los desplazamientos entre ftudos son nulos. 
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Sin embargo como en la práctica las cargas se aplican en cua.!_ 

quier ~unto, habrá ~ue transladarlas a los nudos previamente se 

leccionados, calculando además los desplazamientos locales debidos 

a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado. 

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones 

de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide la 

estructura en elcr.1entos. La expresión para obtener los desplaza

mientos según el sister.1a de redundantes basada en el teorema de 

trabajos virtuales, será: 

en la cuallo .. \es 

mento debido a las 

el vector de desplazamientos impuesto a cada el e 

cargas aplicadas sobre él. 

5.3- Resumen de aplicación del método de las flexibilidades 

~.31- Estructuras isostáticas. 

a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicación de 

b) Los desplazamientos nodales se calcularán: 

{o~ =[ ( [ fHll ~J f F)~ tfl tf~ 
(Nota.- En el caso de vigas o marcos cargados en los elementos 

deberán trasladarse las cargas a los nudos). 

El ejemplo No. S muestra la aplicación del método a una arma

dura isostática. 
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5.32.- Estructuras hiperestáticas. 

.. 
....... ... . . 

a) Definir la estructura primaria y por lo tanto 

especificar cuales son las redundantes 

b) Calcular vector de fuerzas y la matriz de trans 

formación de redundantes (bR1 y la asociada a 

1 as cargas r bF 1 
e) Calcular la matriz de flexibilidad no ensambla 

da de los elementos [fM] 

d) Calcular el producto[bR JTI fM][bF] que 

es la matriz de flexib. asociada a las cargas 

e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada 

de la estructura 

[f] =(bR1 
T r fr~1[ bR 1 RxR 

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compati-

bilidad de deformaciones: 

l F f 0R R 1 R = 

, 

( 0xF 1 l Dx 
o o + 

g) Si se desea calcular los desplazamientos. 

DA= lb~T lfM1 Jrt 
Los sigui,ntes ejemplos ilustran la aplicación de la secuela 

mencionada. 



5.4-Variante propuesta para el cálculo de la matriz de flexibilidades en el caso 

de flexión. 1 & .. , ,re1. ~, 

-E"" vigas y ;;;arcos, la matriz de flexibilidades de 
da elemento está formada por cuatro 
ción 2.UA 

. . . 
~..erm1 nos, como se vió en la ecua 

L 
6EI ~ J 

Para lograr que la matriz de flexibilidades sea diagonal, como 

sucede en el caso de las armaduras, debido a la forma de multiplica
ción del 

M _E_!_ dx 'T:" 
si en una estructura den elementos, se llama ~P \ a las fuerzas 
ternas, y definimos tres ordenadas por elemento, en tal forma: 

in-

. l :: \ 
u~b 1M~ 

acuerdo con 

que pi 

la Fig. 

M a 

sean los momentos flexionantes de 

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y= Ax 2 +Bx+C, 
la integral será una función lineal de las ordenadas Ya,Yb y Ve." 

En el caso de carga uniformemente repartida la variación de M 
ser~ parabólica y como la variación de m siempre es lineal, la inte-. 
gración del producto m M será: 

[ 6 ~ ~ ] = L 

6EI o o 1 
c~.·u s) 

que es semejante a la fórmula de Simpson. (Ref. S). esta matriz seri 
de la misma forma si se integra el producto M lineal multiplicado 

por m. 

Se puede también 

cas9 de variación de 

ción de una cónica de 

diagonal izar 
M en tercer 

3°Ó 4°grado, 

la matriz de flexibilidad para el 
o cuatro grado, integrando la ecu~ 

debido a la variación lineal de 
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Por tratarse de matrices diagonales, la ecuación 3.10 se puede 

almacenar en un vector de la forma: 

= 
L {2.11~) 

6 E 1 

La ecuación 2~1C, presenta ventajas importantes con relación 

a la matriz de flexibilidades en flexión de la forma (Z.ltA): 

a) La matriz es diagonal, por lo tanto de mas fácil manejo 

operativo, a pesar de tener un renglón mas. 

b) En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando 

la matriz diagonal ,no es necesario pasar las cargas a los 

nudos y luego trasponerlas como se indicó en la pág. 35'•, 

simplificándose en forma considerable el trabajo. 

El ejemplo~No. :12-. muestra la forma de aplicar 

la secuela de cálculo así como la variante mencionada, pa

ra resolver un marco rígido mediante el método de las fle

xibilidades. 
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Analizar el marco siguiente utilizando el método de las 
flexibilidades. 

1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades. 

2) Diagonalizándola (variante propuesta). 

El E.l 

t\ ''''-''._ ________ !_() __ ~ ___ -_______ ~'''~ 
AL TERNAT !VA 1 

La estructura es hiperestática en segundo grado y se eleg1rá 

la siguiente estructura primaria, isostática . 

• ' 

Estructura isostática y sistema de Redundantes. 



Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los 

nudos, habrá que calcular las deformaciones angulares en los 

ex tremo_s y 

GA.~ ~ 
~ ~ e:. --.:::::::: 

;> ~el!. 
por e 1 método de trabajos virtuales: 

G AB 6.25 
GsA 8.75 

D <2J BC = i 41. 66 = 
E)CB E I 41.66 e CD 
(3DC o 

o 
Los signos positivos indican que el sentido supuesto a los 

momentos virtuales aplicados fueron del mismo sentido que los des 

plazamientos. 

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se 

presenta en la figura, provocando efectos de flexión solo la fuer 
• 

z a "de 7 . S ton . 

J. lO 
7.S ___. 

ar~--------------~ 
- ~~-·i>-

e .. 

Sistema de cargas equivalente y diagrama de momentos. 
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La matriz de transformación de fuerzas sera; 

F 1 = 1 FZ = 1 F3 = 1 
o o o 

L bF1 = 

o o o 1' S 

o o o F = -5 - 4 o o -5 - 4 o o 
o o o 

o 

( F ~ 
o 

[ bF J = o 
- 30 
- 30 

o 

Calculando ahora la matriz de redundantes bR 
i 

J. 

RA = 1 Rs= 1 

- 1 o 
H11~\ 

o - 1 
i. 

( bR 1 o 1 = -
1 - 1 
1 - 1 
o o 

La matriz de flexibilidades no ensamblada de la estructura será: 

8 4 
4 8 -

~11 fM 1 1 o 5 
= 

6EI 5 1 o 
8 4 
4 8 
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La matriz de flexibi idades ensamblada ser&: 

= 1 
6 E l l-26 -191 

-19 46 

Refiriendo los desplazamientos angulares debidos a las cargas 
intermedias, al sistema general de cordenadas mediante la ecuación: 

){f-1001101¡ 
l D\= L 0-1-1-1-1 o\ El 

6.25 
8.75 

41.66 
41.66 
o 
o 

(

35.41] 
:E} -92.07 

Finalmente, calculando el primer término de la ecuación de com 

patibilidad de deformaciones (3.8) y sumándole los desplazamientos 

debidos a las cargas intermedias se tendrá: 

El segundo miembro de la ecuación (3.8) será: 

[ bR 1 T \ fM 1[ bR ] 1 ~: ¡ 1 [ 26 - 191 MA 

= 6El -19 46 MB 

Por lo tanto: 

¡ : "·"!· [ 26 ::\ ( :: l-1 + MA =3.16.6ton-m 
1 

6~1 -19 E l 22 o 91 . MB =14.9 ton-m 

5.4~ ... 
- -ro.-h7?"-' h. e¡ 

i e.H jtt.SZ. 
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ALTERNATIVA 2 

'2. El 
1 o~ ..... 

El El 4 ....... 

A 

Seleccionando la misma estructura isostática que en el caso 
1 y debido a la presencia de la carga concentrada, se tendrán 

4 elementos: 

e 

3""' 

A 
HA 1) 

Resolviendo l a estructura isostática y calculando los momentos 

en l O S extremos y al centro de cada elemento, se obtiene el vector 

de cargas. 

o 
3.75 m 
7 . S 

10 - - - -

13~ - 7 . S 

3.7S m ,. o -po- - - - -
o 

+ 1 o m - -7.5 - 30 ,. ., ... 

\ 
z..s T - - - -

7 11. 30 

0 - 1 S 

o 



o. 2S. 
-----.) 

Obtención de la matriz de redundantes [ bR] 

o.l 

( bR 1 

-o, 1 S 

eu.s -0.1 f 
R1 = 1 

- 1 
-0.625 
-0.25 

- - - -
-0.25 

- o. 1 2 5 
o 

= - - - -
o 
0.5 
l. O 

- - - -
1 
o. 5 
o 

0---i-i. _____ J.;__ l 
e- .J 

.! 

R2 = 1 

o 
- 0.375 
- o. 7 5 
- - - -
- o. 7 5 
- 0.875 
- 1 

- 1 
- 1 
- 1 

- 1 
- o. 5 

o 

Es ev;dente que para calcular poy bR' se puede prescindir del 

trazo de diagramas de momentos. 
La matriz de flexibilidades no ensamblada, de acuerdo con la 

ecuación 3.11, es una matriz diagonal: 
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3 
0 l 2 

3 
- - - -

1 
0 Nota.- El elemento 3 aparece 

[ fr~} = 

1 

6EJ. 

4 
1 di do entre 

1 - - - e i a de 1 a 
6 E 1 5 m 20 

5 
- - -

4 
0 1 6 

4 

La matriz de flexibilidades ensamblada será: 

Calculando ahora el producto: 

r 26 

L -1 9 
- 19 ] 

46 

[ bR 1' h 1 1 Po ~ • : ¡ ¡ ?- ::: :· \ 
Las 

1 -
ecuaciones 

325.541 + 

137.50 

de compatibilidad serán: 

[ 

26 

6~1 - 19 
- 1911 MA ( = 
+ 26 MB ( 

De donde MA = 14.91 tm y MB = 3.16 tm 

Comentarios: 

2 porque 1 a 
viga es 2 1 

o 

di Vi 
iner 

1) Las operaciones matriciales son mas rápidas en esta segun-
da alternativa, debido a la diagonalización de.la matriz de flexi
bilidades no ensamblada, como sucede en el caso de armaduras . 

2) El resultado es directo sin necesidad de usar matrices de 
transformación .de coordenadas locales a generales como en la alter 

nativa l. 
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INTRODUCCION 

En 1880 Heinrlch Manderla realizó los primeros estudios 

considerando los desplazamientos de los nudos como incógnl tas en el 

análisis de una armadura, tomando en cuenta las deformaciones 

producidas en los elementos de la estructura por la acción de momentos 

flexionantes y fuerzas axiales, para lo cual cons1deró que la armadura 

tenía nudos rígidos. Este procedimiento resultó inadecuado por la 

complejidad que resultaba el resolver un sistema de ecuaciones, ya que 

estaba en función de los desplazamientos angulares y lineales de cada 

nudo. 

En 1892, Ot to Mohr, desarrolló un método aproximado para el 

cálculo de los esfuerzos producidos por la flexión en una armadura con 

nudos rígidos, para lo cual también se necesitó resolver un sistema de 

ecuaciones, que estaba en términos de la rotación de los nudos. 

En 1914, Alex Bendixen desarrolló el método pendiente-deflexión 

para el análisis de estructuras que requiere la solución de un 

sistema de ecuaciones en términos de los desplazamientos de los nudos. 

En 1915, G.A. Maney dió a conocer el desarrollo de éste método, el 

cua~ era muy semejante al presentado por Mohr. 

En 1930, Hardy Cross, dió a conocer el método de la distribución 

de momentos, que consistía en lograr el equilibrio de los momentos en 

los nudos mediante aproximaciones sucesivas. Este método tuvo gran 

aceptación debido a que se evitó la necesidad de resolver el sistema 

de ecuaciones que se requería en el método de pendiente-deflexlón. En 

1935, R.C. Southwell propuso el método de relajación de aproximaciones 

sucesivas. 

I!ETODO DE LAS RIGIDECES 
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Con el advenimiento de las computadoras se eliminó la solución 

del sistema de ecuaciones simultáneas como un obstáculo para el 

análisis estructural, lo que permitió la utilización de un método muy 

generalizado, basandose en el método de pendiente-deflexión, donde las 

lncógni tas son los desplazamientos de los nudos, a este método de 

análisis se le llamó método de las rigideces. 

INOETERMINACION CINEMATICA. 

En el método de las rigideces, al número total de los 

desplazamientos de los nudos no restringidos (y de los apoyos) se le 

llama número de grados de libertad o grado de indeterminación 

cinemática. En una estructura plana, se pueden tener desplazamientos 

lineales (en dos direcciones ortogonales), y desplazamientos angulares 

(giros) en cada nudo. 

Para determinar el grado de indeterminación cinemática en una 

estructura, es importante decidir si se tomará en cuenta o no el 

alargamiento o acortamiento de los miembros estructurales (deformación 

axial de barras). Por ejemplo, en la figura 1, caso (a), si se toma en 

cuenta la deformación axial de barras, se tendrían 7 grados de 

indéterminacióm cinemática, sin embargo si no se toma en cuenta la 

deformación axial de las barras solo se tendrían 4 grados de libertad, 

como se ilustra en el caso (b) de la misma flgura. En el caso de 

armaduras no se toman en cuenta las rotaciones de los nudos, únicamente 

los desplazamientos lineales de los nudos, como se observa en el caso 

(e) de la figura 1. 

En el método de las rigideces, también llamado de los 

desplazamientos, se tendrá que definir una estructura restringida o 

priJbaria (también llamada cinemáticamente restringida) en la que se 

HE:TODO DE LAS RIGIDECES 
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EJEMPLO 

@ 
10 t-m 

!"\ 
@J -~ 

4 m 3m 4 m 

Estado O 

Mao 

7:1. 
Estado 

Estado 2 

Estado 3 
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considera a todos los nudos empotrados y a partir de esto, se calculan 

los momentos de empotramiento que son los que habrá de equillbrar 

posteriormente. A este primer paso del método se le conoce como el 

estado I. 

COEFICIENTES DE RIGIDEZ 

Por rigidez debemos de entender que es la capacidad que tiene un 

cuerpo para no deformarse cuando está sujeto a cargas externas, dicha 

deformación puede ser un giro o un desplazamiento. Al referirnos a 

cargas estamos considerando tanto fuerzas como momentos concentrados. 

Las rigideces se expresan como sigue: 

r = • 
M = 

"' 
= 

r = 
E 

V = 

ó = 

r • 
rigidez 

= 

momento 

giro en 

M -"'-
angular. 

en el extremo 

el extremo en 

rigidez de entrepisp. 

cortante de entrepiso. 

= 

considerado. 

donde se aplicó. 

desplazamiento relativo de entrepiso. 

V 
-ó-

La rigidez angular de barras de sección constante, considerando 

únicamente deformaciones por momento flexlonante, se calculará para el 

cas-;, de la viga siguiente, donde el extremo A es un apoyo fijo y el 

extremo B es un empotramiento: 

® ® 
M. ~ 

El cte. /""'\l.' 1 ~.= o = 
a.= o~ a.= o 

L 

.. 

HETODO DE LAS RIGIDECES 
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Como se vio anteriormente, la rigidez angular se calcula con la 

expresión: r = M 1 </J , como nuestra incógnita es el giro en el 
A A A 

punto A de la viga en estudio, tendremos que valuar el giro debido a 

un momento aplicado en A como se indica en la siguiente figura: 

@ ® 
M, 
~ u ~ 
~.= ? 

L 

Aplicando el método de las flexibilidades para resolver la viga 

hiperestática, tendremos la siguiente estructura primaria: 

ESTRUCTURA PRIMARIA 

@ ® 
ESTADO O 

M Y'\ 
1 El = cte. .. 

L 

M.J~ m o 

ESTADO 

1) 1 .. 
~I1 m1 

resolviendo la ecuación de compat1b111dad: = o 

·-donde: 

HETODO DE LAS RIGIDECES 
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1 
M L 

ó (L)(M )(1) A 
= 6EI = !O A 6El 

f 
1 (L)(1)(1) L 

3EI = ·JEI-· !! 

M L 
L sustituyendo: A o 6EI + R,JEI = 

M 
resolviendo: R A 

1 -2-

Por lo tanto, el diagrama de momento flexionante final será: 

M 

L 

Para poder determinar el valor de t/> volveremos a emplear el 
A 

método de las flexibilidades, aplicando un momento unitario en el 

punto A (en la dirección donde se quiere encontrar el giro), por lo 

que tendremos: 

0 ® . . 
1~ 

1 .. 
L 

~r~ 

IIETODO DE LAS RIGIDECES 
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donde: 

sust Huyendo: 

conociendo: 

sustituyendo: 

tp 

<PA 

r 
A 

r 
A 

= 

= 

= 

I 
M m 

El 

1 
6EI 

M 
A 

'PA 

4El 
-L-

o ds 

M M L 
(L) (!)(2M _A_¡ A = 4EI A 2 

Er. caso de una viga, donde su extremo B es un apoyo fijo, el 

valor ac su rigidez angular cambia, calculandose de la manera 

siguiente: 

• 
• 

~ = ? A . 

Su giro será: 

Su rigidez será: 

0 
M, 
~ 
~ 

r 
A 

= 

= 

ECUACIONES DEL [OUILIBRIO 

~~· 
FL 

3EI 
-L-

® 

6 

= 

El 

M 

L M 
A 

3Er 

cte 

.La base del método penc.ente-desviación está en las ecuaciones de 

IIETODO DE LAS RIGIDECES 
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equilibrio, que nos definen los momentos en los extremos de cada barra 

en función de los desplazamientos angulares de sus extremos y de los 

desplazamientos lineales relativos entre sus extremos. 

Si consideramos la siguiente barra, que se aisló de un sistema 

estructural estáticamente determinado y que está deformado debido a 

las rotaciones en los extremos ~ "'• ,P
8 

y un desplazamiento lineal 

relativo entre A y 8, tJ.. Los momento en sus extremos los llamaremos 

M que están en función de sus deformaciones elásticas y de 
BA 

las cargas que actúan sobre la b.arra. 

0 ® 
w 

El = cte. 

M 0 • 

. .. ( ~--z-- I tJ. 

__ ¿ __ ~ 
0a M •• 

L 

Para obtener los momentos M
48 

y M 
BA 

aplicaremos el método de 

superposición, sumando algebraicamente los efectos debido a: 

l. El momento debido al giro .;. del extremo A, manteniendo 

empotrado el extremo 8. 

2. El momento debido al giro .;a del extremo B, manteniendo 

eapotrado el extremo A. 

3. El momento debido a la traslación relativo tJ. entre los 

extremos A y B. 

4. El momento debido a las cargas que actúan sobre la barra, sin 

alterar las deformaciones existentes en los extremos A y B. 

KETODO DE LAS RIGIDECES 
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Grados de indeterminación cinemática 

G.I.C. = 7 
Se considera la 
deformación axial 
de barras. 

G I.C. = 4 
Se desprecia la 
deformacioh axial 
de barras. 

G.I.C. = 12 

HETODo DE LAS RIGIDECES 

( A ) 

( B ) 

e e ) 

FIGURA 1 
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Para determinar estos efectos se realizará lo siguiente: 

!. Considerando la barra A-8, con las condiciones de soporte que 

se indican en la figura 2(A), donde el extremo A gira un ángulo <P •• 

mientras que el extremo 8 esta 

relativo entre los extremos A y 

fijo, <P = O, y no hay desplazamiento 
9 

8, l!. = O. 

Utilizando el método de la viga conjugada, figura 2(8), con el 

diagrama de momentos dividido entre El como carga elástica, donde <P• 

es la reacción en sentido positivo, de tal manera que sea la pendiente 

positiva que se busca de la viga real, por lo que tenemos la solución: 

( 
M1 L )(-!;-) ( 

M1 L 
)(~) ¿ M o AB BA = • 2EI 2EI haciendo: 

MI 1 MI . . . (a) = 2 BA AB 
donde: 

haciendo: (rpAL) - ( 

M1 L 
)(~) + ( 

M1 L )(-!;-) ¿ M o AB BA = B 2EI 2EI 

sustituyendo (a) en la expresión anterior: 

por lo tanto: 

' ' 

= 

= 

4EI 
-L- <PA 

2EI 
-L- <PA 

= o 

= o 

2. Sl consideramos la estructura de la figura 2(C), en donde 

ahora el extremo B se ha rotado un ángulo <P
8 

y el extremo A está 

empotrado, procediendo de manera similar al caso anterior llegamos a 

las siguientes expresiones: 

¡(!AB = 1 ¡(! 2 BA 
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= 

ZEI 
-L- ~B 

4EI 
-L- ~B 

3. Considerando la figura 2(0), donde ahora se tiene un 

desplazamiento relativo 6 entre los extremos de la barra (sin 

rotaciones por estar empotrados). Observando a la estructura y debido 

a simetría de la deformación con respecto al punto central de la 

barra, los dos momentos que actúan en los extremos deben ser iguales, 

es decir: 

= = 

Deben ser de signo negativo, pues tienen sentido antihorario. Por 

el método de la viga conjugada, y considerando su respectivo diagrama 

de momentos como cargas elásticas sobre la viga conjugada, figura Z(E) 

se observa que debe actuar un momento igual a d en el extremo B, 

debido al desplazamiento obligado den la viga real. 

haciendo: E M = o ( ~:i )( z; J ( ~:i H+J 6 = o 
B 

donde: MJ 6EI 
d = 

L2 

por lo tanto: w MJ 6EI 
d = = ----AB BA L2 

4. Sl consideramos a la barra A-B que no sufre deformaciones 

debido a las cargas que tenga sobre su claro, entonces podremos 

(ANEXO A), y que se calcular los momentos de empotramiento perfecto 

definen respectivamente en sus extremos por: M:
8 

y 

Sumando los cuatro efectos tendremos: 
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M = Ml + M2 + M3 t M• 
AB AB AB AB AB 

M = Ml + M2 + M3 t M• 
BA BA BA BA BA 

sustituyendo: 

M = 4EI 

"'· 
2El 

"'· 
6EI 

ll M• -L- + -L- t 
AB L2 AB 

M 2EI 

"'· 
4EI 

"'· 
6El 

\ M• = -L- + -L- ---- t 
BA L2 BA 

Las ecuaciones anteriores fueron para una barra sujeta a giros en 

sus extremos A y B. con desplazamientos en uno de sus extremos, que 

son el caso general de las ecuaciones pendiente-deflexión. Para 

nuestro caso del método de las rigideces, y de forma matricial, las 

ecuaciones de equilibrio son: 

(Fl + (Kl(D) = (0) 

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ELEMENTO:: Mr~.:.NICOS EN VIGAS 

Y MARCOS HIPEREST A TICOS 

El procedimiento general para la solución de vigas y marcos 

hip~restáticos se describirá a continuación: 

1.- Se determina el número de grados de libertad de la 

estructura. 

2.- Se empotran todas las barras en sus extremos, menos en los 

apoyos de empotramiento, Estado I, logrando con ello una estructura 

clnemáticamente determinad~. 
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3.- Se calculan las momentos de empotramiento en los extremos de 

las barras debidos a las cargas sobre ellas. 

4.- Se liberan los nudos, Estados II, III, IV, etc. liberando los 

desplazamientos unitarios uno a uno que fueron impedidos en el paso 2, 

calculando las fuerzas necesarias para lograr estos desplazamientos 

(coeficientes de rigidez). 

5.- Se platean las ecuaciones del equilibrio, que será un sistema 

de n incógnitas, siendo n el número de grados de libertad cinemática 

de la estructura. 

6.- Se resuelve el sistema de ecuaciones, obteniendo los 

desplazamientos de la estructura, tanto giros como desplazamientos 

lineales. 

7.- Con los giros y desplazamientos lineales se obtienen los 

momentos en los extremos de las barras correspondientes, aplicando las 

ecuaciones del equilibrio para cada caso, superponiendo cada Estado. 

8.- Se obtienen los diagramas de momentos de la estructura real, 

sumando los momentos obtenidos en paso 7 con los debidos a las cargas 

que actúan sobre las barras (superposición). 

9.- Por último, se obtiene el diagrama de fuerzas cortantes 

aplkando la estática y el de fuerzas normales (si es el caso) por . . 

equilibrio interno de la estructura, asi como sus reacciones. 

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 

- La matriz de rigideces debe ser cuadrada, de orden n por n, 

donde n seria igual al grado de indeterminación cinemática. 
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- Tiene propiedades de simetría: k = k 
1 J J 1 

- Los coeficientes de la diagonal principal deben ser positivos. 

Debe ser una matriz positivamente definida, es decir, su 

determinante debe ser mayor que cero. 

- La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades, 

sin embargo se debe tener en cuenta que por flexibilidades se basa en 

una estructura isostática, y el sistema de coordenadas representan la 

localización y dirección de las restricciones, y en cambio en 

rigideces, se restringen desplazamientos en nudos, siendo su sistema 

de coordenada la localización y dirección de los desplazamientos 

incógnitas, por lo tanto tanto la inversa de la matriz de 

flexibilidades utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en 

la cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se 

utilizan en el análisis del método de rigidez y viceversa. 

NOTA: Estos apuntes fueron elaborados por el Ing. Miguel Angel Rodrí-
guez Vega. Profesor Facultad de Ingeniería. UNAM. 
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RESUMEN Se presenta una breve descripción de los •étodos de 

interacción estAtlca suelo-estructura que se han desarrollado en la 

República Hesicana hasta la fecha. se coaenta sobre la necesidad de 

toaar en cuenta la vartac10n de las propiedades de los aatertales que 

foraan la estructura y el terreno de ciaentaclOn. se presentan algunas 
aplicaciones de la interacción estética suelo-estructura. 

l. INTRODUCCIÓN 

La ci.entaciOn de estructuras sobre suelos 

de aediana a alta co•~resibllldad plantea el 

proble.a de deterainar los hundlatentos to

tales y diferenciales. asi coao loR eleaen

tos aecAnlcos (aoaento flexlonante, fuerza 

cortante y fuerza noraal). tanto en la sub

estructura coao en la superestructura, oca

sionados por los hundt•tentoa del terreno de 

ci.entación. Estos valores dependen por un 

lado de la coapresibilidad del subsuelo y 

por otro de la rigidez de la estructura. To

•ando en. cuenta que con frecuencia en los 

anélisis'estructuralea se considera a la es

tructura e.potrada o articulada en su ci8eft

taci6n, o si se trata de una losa de apoyo 

se supone una prea16n de contacto unlfor.e. 

o que el c6lculo de hundiaientoa del terreno 

de ciaentaci6n se realiza considerando la 

estructura de ci.entac16n total.ante flezt

ble, lo cual suele distar bastante de la 

realidad, se ve clara la necesidad de desa

rrollar -.étodos que ta.en en cuenta ios 
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efectos de los hundi•ientos y que, al •is•o 

ti~po. per•itan calcular los valores de es

tos ~ltl•os. A estas técnicas es lo que se 

deno•tna Interacción est~tica suelo-estruc

tura. 

Por lo tanto, el propósito de la interacción 

estética suelo-estructura es llevar a cabo 

un an611s1s estructural to•ando en cuenta el 

efecto de la rigidez del terreno de ci.enta

cton. La interacción suelo-estructura pro

porciona los dlagra.as de hundt•tentos dife

renciales y de reacción del terreno de ct

aentaciOn (Yéanse las figs 11 y 12), lo que 

a su vez ~ite detentnar los diagruas de 

•o.anto fleztonante y fuerza cortante en la 

estructura de ci.entacton. considerando la 

influencia de la rigidez del suelo de 

c1.antaci6n, lo que conduce a un diaefto 

racional de dicha subestructura. Alcunoe 

procediatentoa de interacción consideran 

taabién el efecto de la superestructura, con 

lo que ..., conoce adea6a el efecto de la 

rigidez del terreno en 1011 el......,toa -

c6nlcos de toda la estructura. 

.. ----. -------- - --· . -----~- .,.._ - ........... _,..,. __ _ 
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Kn eate trabaJo se presenta una breve des

crtpclOn de los ~todoa de lnteraccton es

t4t1ca que se han desarrollado hasta la fe

cha en la República Mellcana. aai coeo algu

nas de sus aplicaciones. 11 lector que tenga 

interés en estudiar al detalle uno de los 

procedtaientoa de lnteraccton puede consul

tar las referencias que se incluyen al final 

del te:rto. 

Las caracteristlcas de alta coapresibllidad 

de los aedl8entoa del subsuelo de la ciudad 

de Ké:rlco ha dado lugar a que se desarrollen 

un buen nQ~ro de aétodoa de tnteraccton 

suelo-estructura. teniendo la aayoria de 

ellos una t ~na dosis de aértto. se pUec::~~ 

aflraar que nuestro pala ea Inclusive uno c...: 

loa pioneros en este caapo de estudio. 

In el Inciso 2 se trata el probleaa de la 

lnteracclOn suelo-estructura en ci.entacio

nes so~as, •!entras que el inciso 3 con

tiene alcunaa técnicas para ci.antaciones 

profundas. En el inciso 4 se co.enta sobre 

la laportancia de considerar en la for•a a6s 

realista posible las propiedades .ecénlcas 

de los aateriales de estructura y terreno de 

ci~ntaci6n. El inciso 5 trata de ciertas 

aplicaciones de la interacción eatAtica sue
lo-estructura. Final.ante, en el inciso 6 se 

presentan las conclusiones de este trabaJo~ 

Cebe aclarar que no en todaa laa ci.antacio

nes surca el proble88 de considerar la ri&i

dez del suelo .. Por eje.plo, para niveles de . 
carca .adianos y suela. auy rl•idoe, loe 

hundlsientos del suelo -n suy -uefloa y no 

se requiere tosarlOII en cuenta en el aull

sls estructural. lln el dllleflo estructural de 

zapatas de di88DB1one. uauales, la diferen

cia entre una reacc10n un11o...a y la reac

clOn real es -uella y queda cubierta por 

los factores de seauridad -pleados para el 

dieefto estructural. Rn conaecuencta, la -1n

terac~J6n ae aplica sobre todo a e.tructuraa 

clsentadas sobre suel011 de .adiana a alta 

co.preelbllldacf, en laa que ¡.,. ....,..taalen

t.,. diferenciales u..._. laportancla en el 

cosportaalento ele dlcluul estructuraa. 

2. IlfTIIRACCIÓN SUIILO-ISTRUC:TURA 11N Cllti!NTA

Cl ONI!S SOiti!RAS 

2.1 Métodos de interacclOn suelo-estructura 

lzisten varios ~todos para llevar a cabo la 

lnteracclOn est•ttca suelo-estructura. 

continuación deacrlbJ•oa breve.ente algunos 

de ellos. 

A 

11n 1956, Saauel Cha...ckl. profesor de lnge

nleria estructural de la Universidad de Pa

raDA. en Brasil, presenta uno de los pri.a

ros procedl•ientos para to•ar en cuenta en 
foraa racional la interacciOn suelo-estruc

tura. aplicable a vtgaa y ~ •arcos estructu

rales (Chaaeckl, 19561. T: .ta el caso de una 

vica con tres apoyos. \l,.splantada en un 

suelo con un estraco de arcilla co•presible: 

resuelve el proble.a utilizando unos coefi

cientes de transferencia de carga (que equi

valen a la •atriz de rigideces de la estruc

tura) en la viga. y considerando una arcilla 

nor.al.ente consolidada. en la que se conoce 

su lndlce de coapreslbllldad. I!Btableclendo 

la coapatlbllldad de deforaaclones entre vi

ca y suelo. resuelve el proble-.a en foraa 

espllclta. A contlnuaclOn trata el caso de 

•arcos e~~tructurales. y debido a que las re

laciones esfuerzo-deforaaclOn unitaria en 

los suelos son no llneales, propone un pro

cedlalento Iterativo para la soluc10n del 

probl.,.., usando los coeficientes de trans

ferencia de caraa en la estructura y calcu

lando los hundlalentos del auelo por proce

di•ientoe usual ea. Loe valore~~ de loe aaen

tuientos en 1- aprozl-cionee suceslvaa 

oecllan alrededor de un valor aedlo Y tien

den a 61. Para ev 1 tar un eran nCiaero de 1 te

rae l...-, se apllca una correc:clOn despuea 
de la prlaera lteraciOn, calculando laa car

aaa en las coluanaa con un proaedlo de los 

....... taalentOII obtenld08. l!n la aayorla ele 

1.,. casos pr6ctlcos no haY necealdacf de co

rrecclone. acflclonales para alcanzar -la con

vereancla del procedlalento (Chaaeckl, 

19561. 

------------------------------··· 



Otro procedl•iento es el de Plo~ VIctoria 

(1968). en el que para resolver el proble.a 

de la interacción suelo-estructura se 

establece la siguiente ecuac10n •atrlclal 

( 1 ) 

donde ~ = •atrlz de rl«ldez del conjunto 

superestructura cl•entaclOn 
vector de aaen'tlll•lentoa de los 

nudos de la claentaclOn. loa 
cuales deben ser !cuales a loa 

de las bases de las colu•naa 

Inferiores de la superestructura 

~o: • •etris de traa•iai6n de peeo 

propio de trabes a carcas en nudos 

~o: • cargas debidas al peao propio da 

trabes 

1 • •atrlz de tras•iston de carcas 
del suelo a loa nudos de la cl

-ntacl6n 

g • car«as que la c18entac10n aplica 

al auelo 

Los •ovt•lentoa del suelo estén dados por 

(2) 

donde ~ • carcas aplicadas al suelo 

f. • aatriz de flezibilidadea del 

auelo, que es función no lineal 

de g_ 
6 • vector de aovtaientoa verticales -. 

de la superficie del suelo 

SUpOniendo que la claentacl6n no se eles
del suelo, ,1- carc- g, sobre la ct~tactOn 

deben ser ' !cuales a laa carcu g_. La. 

, huncllalentoe é de la claentacl6n deben ser 
!cuales a loe del auelo, 

2 puede escrlblrae 

pOr lo que la ec 

En la superestructura y claentacl6n, de la 

ec 1 debe tenerse 
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(3) 

donde 

son las cargas del edlflclo sobre los nudos 
de la c18entacton, Junto con su peso propio. 

Las ecs 2 y 3 dan un plantea•lento que en 

for•a directa per•lte obtener coao solución 

los aaenta•lentos é del suelo y cl~taclOn 

juntos. asl co•o las fuerzas de contacto Q . 

Para ello se requieren co•o datos las 

•atrices ~ y ª· y el vector ~ • junto con 
las propiedades del suelo. localizaclOn y 

t-afto de las 6reas rectanculares asociadas 

a cada Q . Para conocer •oaentos. cortantes, 

fuerzas nor•ales en coluanas. etc. faltaré 
calcular el electo que producen é y Q en eJ 

ediClclo y auaarlo con el efecto de las 

cargas verticales f y ~ 

La aolucl6n del probleaa se lleva a cabo 

sustituyendo la ec 2 en la ec 3 

de donde 

,-· p 
""T 

Conocida g con la ec 2 se obtiene é No 

se pOSible despejar § de la ec 3 pOrque no 

ezlste la Inversa de ~ 

Flores VIctoria seftala que la aatriz f. es 
Cuncl6n no lineal de g , lo que no peralte 

resolver el probleaa dlrect-te, alno que 

se requiere acudir a 86todoa lteratlvoe. 

Operando con 

antertore., el 

lnterPretacl6n 

1- ecuaciones aatrlclalea 

a6todo Iterativo U- la 

fialca de 

dlatrlbucl6n de preslo- al -lo g"", y 

calcular ..-taalentoa del auelo; con -

uentaalentos deceralnar el estado de car .... 

que debe tener la estructura coao reaccl6n 

del auelo. Ella reaccl6n se vuel- a aplicar 

al auelo, y ut aucealv._,te, ha8ta losrar 

···~···_ .. _ ..... ___ _ 
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la convergencia; esta 1nterpretac10n 

debida a Chaaecki ( 1956). 

es 

De acuerdo con Flores Victoria (1968), este 

procedi•iento es divergente para suelos 

co•presibles. coao el de la ciudad de 

Hézico. o para ciaentaciones excesivaaente 

rígidas. Esto lleva a usar un criterio de 

interpolación para lograr y acelerar la 

convergencia. el cual se basa en el concepto 

físico de per•itlr que Q<nl se •odífique en 

un porcentaje razonable en cada ciclo, y 

difiera poco de Q<n-t.). 

El aétodo de Flores Victoria se aplica con 

un prograaa de coaputadora. el cual propor

ciona los eleaentos aecAnicos correspon

dientes. 

En un trabajo posterior (Flores Victoria y 

Esteva. 1970) presentan adeaés un procedl

aiento simplificado en el que se considera 

lo siguiente, 

- El suelo es un aedio elAstico lineal 

se.allnflni to 

- Ci•entaciOn rectangular con una red 

ortogonal de trabes 

- No se to•a en cuenta la rigidez de la 

superestructura 

Para las condiciones aencionadas. y e.plean

do valores noraalizados, los autores pro

porcionan los valores de los asentaaientos 

de la estructura y de las reacciones del 

terreno sobre la aisaa. Estos resultados loa 

preseritan en '·roraa tabular. 
Los resultados del trabaJo de Flores Victo

ria y Esteva (19701 son los que se e.plean 

en J~s Noraas Técnicas Coaple.entarlas para 

DI~ no y Construcc!On de Cl.entaclones del 

Hegla.ento de Construcciones para el Distri

to Federal de 1976 y en el Hanual de Diseno 

de Obras Civiles de la Co•ls!On Federal de 

Electricidad de 1980. Sin e.bargo, en las 

pri.eras no se incluye el c61culo de la' aac

nitud de las reacciones del suelo de ciaen

tación. 

22 

Par~ toaar en cuenta el coapor~aaiento no 

lineal del suelo, Da•y et al (1977) presen

tan un aétOdo lncre•ental, que consiste en 

suponer qu~ el vector de cargas se aplica 

gradual•ente al conjunto en lncreaentos, 

siendo los incre•entos suficlentesente pe

queños para que el sisteaa responda lineal

mente, con rigideces iguales a los valores 

tangentes que corresponden al estado de es

fuerzos existente al Iniciar la aplicación 

de los lncre•entos. Al aplicar el Oltl•o ln

cre•eneo deben satisfacerse las ecuaciones 

de equilibrio y de co•patlbllldad de defor

maciones entre estructura y suelo. 

Por su parte, Esteva et al (1977) proponen 

dos proced1•1entos de interacción. Kl priae

ro es a base de aprosiaaciones sucesivas, y 

consiste en suponer lnicial~nte que la dis

tribuciOn de presiones en el terreno es 

igual a la de las carga aplicadas sobre el 

sis~eaa estructural¡ con las reacciones Y la 

correspondiente aatrlz secante de flesibili

dades del sue~o se obtiene una esti•aci6n de 

los desplazaaientos del suelo. y una estiaa

ción de las deforaaciones de la estructura. 

eapleando aatrices secantes de rigideces de 

la estructura y de flezlbllldades del suelo. 

Bl proceso se repite un nü.ero de veces tal 

que los valores de Jos desr-~aza•ientoa del 

suelo sean sufJciente.ente parecidos en dos 

esti•acionea sucesivas. El segundo Mtoclo ea 

un procediaiento incre.ental aprozi•ado. que 

consiste en aPlicar cradualaente la carca 

total en Jncre.entos; en cada increaento se 

efectOa un ciclo aa.ejante al del procedi

aiento de aproaiaaciones coaentado antes¡ el 
resultado de dicho ciclo Iterativo se toaa 

co.o punto de partida para la apllcac!On de 

otro incra.ento de carga. Los autores propo

nen dos criterios alternativos: en el prlae

ro se logra el equlllbrlo al final de cada 

ciclo, pero no se logra la co•patlbllldad 

entre las deforaacionea de la estructura Y 

las del suelo; en el secundo se alcanza di

cha co•patlbllldad, pero a costa de · .. " dese

quilibrio. Por lo anterior. en a•bos caeos 



df:be hacerse una corrección en el siguiente 

ciclo (Esteva 6't al, 1977). 

E:l Dr Leonardo l.eevaert (1973, 1980, 1983) 

ha trabajado profusa•ente en el desarrollo 

de •étodos de interacción suelo-estructura. 

El método que utiliza consiste en formar la 

ecuación •atricial 

hundimientos (EMA), 

de 

que 

asenta•ientos 

relaciona 

o 

los 

asentaBlentos del suelo en función de las 

cargas aplicadas en Ja superficie: 

donde 

é = º g 

6 

º 

vector de asentaaientos en el 

contacto ci•entaciOn suelo 

•atriz de asenta•ientos oca

sionados por presiones unitarias 

g. vector de cargas aplicadas en 

el contacto cimentación suelo 

Para la for•ación de la matriz º se e•plea 

el concepto de valor de influencia, 

el esfuerzo ocasionado po~ una 

unitaria en la superficie, Jo que 

que es 

presión 

facil l ta 

de •anera !•portante la determinación de Jos 

elementos de la •atriz Q 

A continuación 

aatricial de 

se foraa 

interacción 

la ecuación 

(EIII), que 

relaciona las deforaaciones de la estructura 

con las cargas que le transaite el suelo: 

donde ~ = •atrlz de flezlbllldades del 

suelo 
! = vector de cargas del suelo 

entre la defor•ación que produce. Debe 

notarse en la ecuación EHI que los valores 

del vector de defor•aciones de la estructura 

~ son función del •Odulo K por area 

tributaria (l.eevaert 1980). SI los valores 

de K fuesen Independientes entre si, la 

ecuación •atrlclal EHI daria los resulta

dos definitivos de las reacciones incOgnt

tas. Sin eabargo, la hipótesis anterior no 

es exacta porque la •asa del suelo debe 

considerarse co•o un •edio continuo, donde 

los valores de K~ para loa diferentes puntos 

considerados no son independientes entre si 

y dependen de la d1stribuci0n de esfuerzos 

de contacto con la estructura de claenta

ctón. La interacción correcta entre la es

tructura de ciaentac16n y la •asa del suelo 

se obtiene utilizando las reacciones 1 ob-
' tenidas por EMI, en la ecuación aatrlcial de 

hundlalentos EllA, obteniéndose los desplaza

•ientos verticales 6~ que proporcionan 

valores del aOdulo de ciaentac1ón iguales a 

los usados en la ecuación aatricial de 

interacción E11I. K = 1 1 6 Si los val o-
' ' ' res encontrados en esta foraa no concuerdan 

con los utilizados inicialaente. no se ten

drá la interacción correcta, ya que los aó

dulos de cl.entacton no fueron correctaaente 

elecidos. por lo cual será necesario utili

zar la ecuación aatricial EHA para conciliar 

este probleaa. Asi pues, se deduce que las 

ecuaciones •atriciales EMA y Dtl quedan 

1 igadas por los valores de K. loe cuales 
' son Onicos para la solución de cada probleaa 

en particular y dependen de la dlstribuc!On 

de las reacciones del suelo sobre la estruc

tura de claentac!On, rlgldez de ésta y de la 

posición de las cargas que actúan sobre ella 

sobre la estructura (~eevaert,1980). 

~ = vector de deforaaciones de la 

estructura 

La tnteracctón de la estructura de 

ct•entaciOn con el suelo depende del 

de •Odulo de ciaentac16n por 6rea 

tarta K. definido coao el cociente 

valor 

tribu

de .la 

carga sobre el suelo (en unidades de fuerza) 
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Ba posible hallar una aatriz dntca de inte

racción para resolver el proble.a sin reali

zar 1 teractones y obtener resul tadoe a6a 

precisos ( z.eevaert, 19831. La nueva ecuaclOn 

aatrtclal se deno•tna ecuación .atrlcial de 

1nteracci0n suelo-estructura (IIUSI:), ae

dlante el eapleo de la cual no se neceeltan 

.. #-· .... ·'"';"'P--·-~~·~. ~,'!'"'*'""'"-·· -~•~·---~•~-~P••.,..-.----..~.*'"·"""'"· .,, ....... ,.!'!" . ., ..... -, .. Jif. "'· 'l!P•. '1!'.·'"."''!'31! .. ?Lij!S 
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iteraciones para resolver el probl~a de 

lnteraccton. 

11 procedlalento de teevaert (1980) se puede 

aplicar a ci.entaclones coapensadas, toaando 

en cuenta el efecto de las condiciones hi

dréulica en la interaccion suelo-estructura. 

Otro procediaiento de interacción estética 

suelo-estructura es el que propone Deaéneghi 

(1979, 1983, 1985), el cual considera a las 

reacciones del terreno co•o un slsteaa· de 

carcas sobre la estructura, •anej6ndolas du

rante el proceso de an•lisls coao incógni

tas. Bl an•lists estructural se lleva a cabo 

eapleando el llétodo de rlgldeces, pero el 

probleaa no se puede resolver en esta etapa 

porque sobran lnc6gnitas, ya que se est•n 

agrecando al vector de carcas las reacciones 

del suelo, que no se conocen. Las ecuaciones 

faltantes las proporciona el an811sis de 

hundlalentos del terreno de ci.entaciOn, en 

el que se obtienen las deforaaciones del 

suelo en función de laa carcas sobre el •la

-a (estas cargas son iguales y de sentido 

contrario a laa reacciones del suelo sobre 

la estructura, por la tercera ley de 

Nevton) : en esta etapa se hace uso del con

cepto de valores de lnfluencla de teevaert 

(1980), lo que f• :lta la deteralnacl6n de 

loa hundlalentos _ suelo en funclon de las 

carpa sobre el • -"ao lrecu6rdese que las 

carsaa sobre el suelo no se conocen). Las 

deforaaclones del suelo se sustituyen en las 

ecuaciones qbtenldas lnlclalaente con el aé-

todo de rigideces, lo que peralte 

el probleaa en foraa directa, aln 

resolver 

necesidad 

de !teraclones. con este procedlalento se 

obtienen los dlaarasas de deforaaclones y de 

reacciones del suelo, en el contacto entre 

éste y la estructura de claentaclOn. Kste 

procedlalento tlene la ventaja de que se 

puede ta.ar en cuenta el nG.ero de pisos que 

se desee de la superestructura, ul co.o de 

que se puede proc ... r en una ~putadora con 

relativa racllldad. 
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111 llétodo de s.&nchez Martlnez y llnrlquez 

( 1982) se e.plea en ci.entacionee soeeras y 

consiste en realizar un anéilsis del 

conjunto suelo-estructura coao un siste.a 

estructural único que se resuelve utilizando 

el aétodo general de las rigideces. cabe 

aclarar que es un ~todo no iterativo. 

Kl procedlaiento consiste en considerar al 

suelo sustituido por una serie de resortes, 

en los que el •Odulo de reacclOn o la 

constante de cada resorte depende de toda la 

aasa del suelo, es decir, no se consideran 

loa resortes independientes entre si, co•o 

se vera aéa adelante. 

Se establece prl-ro la aatrlz de rlgldeces 

de la estructura a partir de la de sua 

•ie.bros. Las reacciones del suelo ae toaan 

en cuenta a través de resortes que se 
conectan con la ci.entaciOn de la estruc

tura. 

A contlnuacl6n se obtiene la aatrlz de 

rlgldeces del suelo. lista se deteralna dando 

deaplazaaientos verticales con valor unlta· 

rio • cada uno de los resortes que lo 

ldeallzan y calculando las fuerzaa que 

aparecen por este efecto en todos ellos. Al 

dar un despla~iento unitario en-un resorte 

aparecen fuerzas no sÓlo en el propio 

resorte, alno tasblén en todos los -.o. ya 

que ellos deben considerarse llcadoa de 

alguna roraa por pertenecer a un .adlo 

continuo. Lo •is.o sucede al aplicar 

sucesiva.ento desplazaalentos 

los des6a resortes. 111 c.Uculo 

unl tarioe en 

de la aatrlz 

de rlgldeces del suelo es en seneral 

laborioso y alao coapllcado: sln eabarao, se 

puede deteralnar dlcha aatrlz en foraa 

lndlrecta, tendiendo en cuenta que la aatrlz 

de rl&ldeces es la Inversa de la de 

fleslbllldades. 

~. ~· & (4) 
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donde 6 a vector de desplaza•tentos 

desconocidos 

~ z vector de acciones 

~~ inversa de la aatriz de 

rigideces del slste.a 

siendo 

S = S + S --r --.: --s 

~ =·aatriz de rigideces de 

la estructura 

~ = •atriz de rigideces del suelo 

La aatriz de rigideces se obtiene en función 

de las de sus i aie.bros, coao es usual en 

el an~lisis estructural usando coaputadoras. 

La aatrlz de flexibilidades del suelo pUede 

calcularse fAcil~nte deterainando 

hundialentos del terreno debidos 

aplicación de fuerzas unitarias. 56nchez 

a 

los 

la 

Hartinez y Enrtquez e.plean el procedlaiento 

de ~eevaert (1980) para alcanzar este 

propósito. Llaaando f. 
flezlbllldades, la aatrlz 

a la aatriz de 

de rigideces del 
suelo vale 

La aatriz global del slsteaa estructura

suelo vale 

S ::z S + S 
~ -,: -s 

Aplicando la ec 4 

desplazaaientos de 

suelo. 

se dete.r.l nan 
la estructura y 

los 
del 

Los ele.entos aec6nlcos en los aieabroe se 

hallan a partir de sus aatrlces de rigidez, 
aientras que 1.. fuerzaa en el 

obtienen -pleando la aatrlz de 
del suelo. 

suelo se 

rll:ldeces 

Para utilizar el procedlalento anterior 

autores han desarrollado un procraaa 

coaputadora. 

los 

de 
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El aétodo de S6nchez Hartinez y lnriquez ea 

genera 1 • coao 1 o es e 1 ~todo de las 
rigideces del an61isls estructural en que se 

basa. Se puede considerar no sOlo la 

estructura de ciaentaciOn, sino taablén la 

superestructura total del edificio, sin aAs 

llaitactones que la capacidad de la 

coaputadora que se eaplee. 

Taablén el procedialento se puede aplicar a 

la solución de estructuras de reticulas de 

ciaentaciOn, constituidas por trabes hori

zontales en dos sentidos perpendiculares: el 

Area de claentaciOn se divide en una serie 

de Areas tribu~arias que corresponden a las 

de las coluanas y se considera en el centro 

de cada una de ellas los resortes que 

idealizan al terreno, y con cuyo coapor-

taalento se establece 

flexibilidades del suelo. 
la aatriz de 

Los autores co.antan que el probleaa podria J.. 

atacarse utilizando alcuno de los prograaas 

conocidoe de an611ais estructural, toaando 

del prograaa la aatrlz de rigideces de la 

estructura en estudio, aodlfic6ndola para 

incluir los tératnos que representan· el -~ ..... 

coaportaatento del suelo e insertando ·nue- ' ' ·~.. 

va.ente en el prosraaa la •atrtz correclda. 

Una propuesta de colaboración geotecnlata

estructurlsta en el cAlculo de Interacción 

suelo-estructura ea la que presentan 

Kllsteln y Granados (1988), que deJa a cada 

especialista la labor que le correponde. Kl 
Ingeniero de geotecnla obtiene la aatriz de 

deforaaclones del suelo en funcltln de las 

caracteristlcas geoa6trlcas del proyecto y 

de un vector cualquiera de carcas baJadas 

por las coluanas; la aatrlz de Influencias 

en el suelo es Invariable, asl coao el con

Junto de curvas de coaprsslbllldacl; al var

rlar el vector de caraas c:aablan loa aaenta
alentos, pero el nuevo c6lculo se lleva a 

cabo con las alsaas aatrlce8 de caracteris

tlcas del subsuelo. La estructura se repre

senta aedlante una parrilla de concracrabes, 

---~- ....... ~ ......... ~. ·- .............. ___ .,w...,,,.., .... ~=·,..,~~~o:'c-. !""1~--.... .....,...,..--- · · ---:~......,·"··-=-,...=•.""·'""'-3,...-·----~ 



con las cargas y reacciones perpendiculares 

a su plano; su rigidez es la propia de las 

contratrabes de la subestructura, aas un 

cierto lncr~ento calculado o estiaado de la 

contrlbuc!On de la estructura a tal rigidez. 

se conocen las cargas en las coluanas y con 

ellas se calculan los asentaalentos s del 
' suelo, suponiendo una rigide~ nula de la 

estructura, de tal aanera que pueden cal

cularse las constantes K de unos resortes 
' virtuales localizados bajo los nudos de la 

parrilla¡ estos resortes son de Winkler en 

apariencia, pero en realidad estén rela

cionados entre si al toaar ·en cuenta la 

Influencia de los asentaaientos del suelo en 

loa valores de K . Con la ayuda de un 

graaa de co•putadora se aplican las 

sobre la estructura, colocAndose los 

~es vir~uales bajo los nudos para 

:>ro-

·gas 

, .Jr-

.·:eer 

las reacciones. El análisis arroja :oao 

resul~ados las fuerzas en los resortes con

tra los nudos, R. y sus deforaaciones s 
' ' se especifica la diferencia a6ziaa per

aisible entre s {suelo) y s (resorte). por 
' ' ejeaplo S ~ ; si no se cu.ple esta dife-

rencia, hay que calcular nuevos asenta

aientos s~ . uti 1 izando un nuevo vector de 

presiones deterainado con los valores de las 

reacciones R~ y con ellos establecer loa 

nuevos valorea de las constantes K 
' 

ita-

rando para obtener las nuevas defor•actones 

de loa resortes s 
' 

y asi hallar laa dife-

renciaa s~ - s~ . Bl proceso debe ser répi

da.ente convergente para la aayoria de loe 

casos, obteniéndose finalaente la confieura

ciOn real de, aaentaaientoa por efecto de la 

rigidez de la estructura. Kl ceotecnista 

proporciona al estructurista loe archivos de 

datos con las aatrlces de propiedades del 

suelo y coeficientes de Influencia, para que 

éste pUede llevar a cabo las Iteraciones 

necesarias entre estructura y suelo 

(Kllstein y Granados, 1988). 

Un enfoque novedoso que trata la interacción 

suelo-estruct-:_:ra en sus etapas de an6llsls y 

dlsello (ltorer¡,.,, 1990) coaprende una serie 
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de opciones coao considerar las caracte

risticas del suelo a partir del aOdulo de 

ciaentaci6n, caracteristicas de La estruc

tura. detera1nac16n de los eleaentos .ecáni

cos (defleziones, aoaento flezionante, gi

ros. fuerza cortante), presentando éstos en 

for•a de graficas en pantalla o en i•presora 

a escala. La ventaja de este enfoque es que 

si•plifica la presentación de resultados. Y 

que coaprende en foraa integral las etapas 

de análisis y dise~o de la estructura de 

ciaentaciOn, ahorrando considerable ti~po 

al ingeniero que realiza el cálculo 

correspondiente (Moreno, 1990). 

La interacción suelo-estructura se puede 

atacar utilizando el aétodo del ele.ento fi

nito CZ!enklevlcz, 19771 en el terreno de 

ci.entac16n. El inconveniente de esta técni

ca es que el nú•ero de datos y de operacio

nes es auy alto, y usualaente se requiere el 

uso de coaputadoras de gran capacidad. 

2.2 Interacción suelo-estructura conside

rando el asentaaiento X el giro de 

zapatas aisladas 

Kl aétodo de rigideces del an.!lllsls 

estructural establece que se debe satisfacer 

el equilibrio de •o•entos flezionantes en 
los nudos y el equilibrio de fuerzas cor

tantes en los eJes de las barras de la 

estructura. Ksta condición se pUede poner en 

foraa aatrlclal de la siguiente foraa 

(S) 

Kl significado de las cantidades de la ec S 

se presenta en los siguientes p6rrafoa. 

K es la utrlz de rigideces de la 

estructura. dada por la su•a de las aatrlcea 

de rlcldez de cada una de laa barrea, es 

dec: · 

donce l!í - la aatria da rlcid- de cada 
' 

(6) 

• 

•• 
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barra. A aanera de eje.plo, en una barra con é ea el vector de desplazaalentos de la 

estructura. y esta foraado por Jos desplaza

atentos anculares Cetros) de los nudos de la 
estructura y los desplazaatentos lineales de 

los eJes de la estructura. 

apoyos continuos lfls 

dez vale 

9 9 • • 
4El/L 2El/L 

2El/L 4El/L 

K • -, 
- 6El/L 

2 
- 6El/L2 

6EI/L
2 

6EI/L 2 

4.6 m 

1 ) • la aatrlz de rtci-

-

6 6 
' • 

- 6Kl/L
2 

6El/L
2 

- 6El/L2 6El/L 2 

12EI/L0 - 12EI/L0 

12EI/La 12El/L1 

9 • 
9 • 
6 
' 

6 
• 

(7) 

P ea el vector de cargas de ~potraaiento, -. 
foraado por los aoaentos Y cortantes de 

e.potraatento que transalten las barras 

sobre los nudos de la estructura. 

fe es el vector de cargas eEternaa con-

centradas. foraado por los aoaentos concen

trados sobre los nudos de la estructura y 

a ! ! a 
r L s 

FIG 1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA 

6 m 

1.54 t¡m 

1.2 t 1.2 t 

1 1 
Kr ¿,Kl 

Kr T Kl 
'-" 

FIG2 CARACTERtsTICAS DE LA ESTRUCTURA 
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las fuerzas concentradas que actUan sobre 

los eJes de la estructura. 

CUando una es~r.ctura a base de zapatas 

aisladas sufre desplazaatentos debidos a la 

defor•ab11idad del terreno de ci•entaciOn, 

se generan en la ciaentactOn acciones que se 

pueden deter•tnar usando los conceptos de 

rigidez angular Kr y rigidez lineal Kl del 

terreno de ciaentac10n. Se define la rigidez 

angular co•o el cociente del •o.ento H que 

actúa sobre una zapata y el giro en radianes 

9 que sufre esta zapata: 

K 
' 

M 1 9 (8) 

La rigidez llneaJ se define co•o el cociente 

entre la carga vertical Q que actúa sobre 

una zapata y el desplaatento vertical 6 que 

sufre la zapata: 

Kl. :~~~ Q 1 6 (9) 

Los valores de K y K, dependen de las 
' propiedades de defor•actOn del suelo. 

De las eca 8 y 9 se obtienen el •oaento y la 

carca vertical debidas a la reaccton del 
suelo sobre la estructura: 

M • K 9 
' 

(10) 

( 11) 

Conociendo ~os valores de K 
' 

de un 
suelo, se pueden calcular los siros y los 

deaplaza.ientos verticales que aurre una 

estructura ciaenteda sobre zapatas aisladas, 

ya que las acci- debidas a la deCoraa

bllldad del terreno ae pueden Incorporar, 

con relativa Cacllldad, en el vector de car

gas concentradas sobre la estructuras ~ 

Bate procedtatento lo vaaos a Ilustrar ae-
dlante un eJeooplo auy aenctll•.' COIIO el 
aoatrado en la n. 2, en el que ... o. que 

las carsaa ~bre la estructura a~..·.: la repar-
tlda de 1.54 t/a, las concentradas aobre lu 

28 

·-·· ··- ····-- "-·-----~-- ---
coluanas de 1.2 t y las debidas a la rigidez 

angular y lineal de las zapatas de ct.an

taciOn. En la estructura: 

MOdulo de elasticidad del concre~o 
2 214 000 ~, •• 

Mo•ento de inercia de las coluanas 

0.000675 •• 

"oaento de Inercia de las trabes 0.0054 a• 

En el terreno de ci•entaciOn 

K, • 1880 t/B K :111 720 t.• 1 rad 
' 

A contlnuaciOn presenta•os el anélisls deta

llado de la estructura. 

Inicia•os nu8erando las barras y los grados 

de libertad de la estructura. los cuales se 

•uestran en la f,ig 3. Las cargas sobre la 

es~ructura. correspondientes a los grados de 

libertad deflnldos, se aprecian en la flg 4. 

con estos datos podeaos for•ar las canti

dades que aparecen en la ecuactOn aatrtctal 

5. 

a) Vector de desplazaalentos 

11 vector de desplazaalento vale ((lg 3) 

• 

b) Matrlz de rlcldecea 

Para foraar la •atrtz 

estructura usaaos la 

visualizar los erados 

barra 

Barra e e • • 
1 e, e. 
2 e d e • 

de rlgtdecea de la 

ec 6. Eapezaaos por 

de libertad de cada 

6 6 

' • 

3 9 ed 6 6 , 1 • 



1 
1 

' ¡ 
' 1 

l 
¡ 
1 
j 

' ' 

1 
' ' 

A continuacion. aplicando la ec 6 Cor•a•os 9 9 
d ·• ¡a •atriz de rigidez de cada barra: 

[ 1299.52 649.76 J 9 
K 

d 
9 9 ., 649.76 1299.52 9 • • • 

[ 1299.52 649.76 J 9 9 9 6 6 • [,;. d • 

.~''] 
K 649.76 1299.52 9 3985.2 -1992.6 9 -. • • 

K. .. 3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6 9 
d 

1992.6 -1992.6 664.2 -664.2 6 • 
1992.6 1992.6 -664.2 664.2 6 

z 

85 86 

r+------~3~--------~ 

FIG 3 NUMERACIÓN Y GRADOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA 

l. 54 t/11 

FIG 4 SISTEMA DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA 
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suatt tuyendo en la ec 6 

!S • ¡: K = K + K + K --,. --. • --. 

6 6 él él • z • • 
664.2 -664.2 o o 

-664.2 664.2 o o 
& a o o 1299.52 o 

o o o 1299.52 

-1992.6 1992.6 

-1992.6 1992.6 

el Vector de cargas de 

- 11 L 1 2 

- 11 L 1 2 
p -. • o 

o .. L' 1 12 

- .. L' 1 12 

649.76 o 
o 649.76 

e.potra•ten'to 

• 

- 4.62 

- 4.62 

o 
o 

4.62 

- 4.62 

d) Vector de cargas concentradas 

• 

- 1. 2 + 1880 6 • 
- 1.2 + 1880 6, 

720 91 

720 9 

o 
o 

• 

SUstituyendo valores en la ec S 

664.2 6-,664.26 6 -1992.6 e -1992.6 e., 
t. • a ' 

- 4.62 - 1.2 + 1880 6 • o 
1 

-664.2 6 + 664.2 6 +1992.6 9 -1992.6 9 
' • , el 

- 4.62 - 1.2 • 1880 6 • • o 

1299.52 91 + 649.76 9s + O + 720 9
0 

• o 

1299.52 e. • 649.76 e.,. o • 720 

-1992.6 6 + 1992.6 6 • 649.76 9 
• 1 1 

+9269.92 9 +3985.2 9 • 4.62 
• S " 

-1992.6 6 + 1992.6 6 + 649.76 9 
• . a • 

+3985.2 98+9269.92 9.,- 4.62 

9 • o • 

• o • o 

--------

9 él • .. 
-1992.6 -1992.6 6 
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• 
1992.6 1992.6 6 • 649.76 o 9 • o 649.76 9 • 
9269.92 3985.2 9 

S 

3985.2 9269.92 9 .. 

Por si.e'tria 

6 • 6 . 9 9 
1 • • • 

Por lo tanto 
- 5.82 + 1880 6 • o 

1 

2019.52 9 + 649.76 • 
649.76 9 1 + 5284.72 

Resolviendo el slata.a 

6 • 0.003096 • 
1 

91 • 0.0002929 

9s • - 0.0009102 

9 . - 9 • .. 

él • o • 
9 • + 4.62 = o 

11 aa.ento que llega a la c1-antac16n se 

puede obtener aulttpllcando el Blro respec

tivo por su rigidez angular 

"• • K, 9
0 

• 720 (0.00029291 • 0.211 t.a 

La carca vertical 

al deaplaZlllllento 

lineal 

sobre la zapata es 
vertical por la 

P
1 

• K, 6
1 

• 1880(0.003096) • 5.82 t 

Tub16n se pueden hallar laa accto.- que 

tranaalte la estructura a la zapata, a.-
pleando lae atcutentea ea presto.-, 

proporcionan lo. ele.ento• .ec.t.nlc~ 

tran~~al te una barra sobre el nudo 

" • " + 4 .J 9 1 L + 2 .J 9 1 L p ep p q 

- 6 •J 6 1 L
0 

+ 6 BJ 6 1 L
0 

• • 

que 

que 

(12) 



" . " + 2 El e 1 L + 4 El e 1 L 
q •• p q 

- 6 El 6 1 L' • 6 El 6 1 L' ( 13) 
' • 

V V - 6 El e 1 L' - 6 El e '1 L' 
' 

., p q 

+ 12 El 6 1 L• - 12 El 6 1 La (l.) 
• 

V V + 6 ¡¡¡ e 1 L' • 6 El e 1 L' 
• •• p q 

- 12 El 6 1 L• + 12 EI 6 1 L1 
(1~) 

' • 

donde f1 • M , V y V son loa aoaentos y 
•P eq er •• 

cortantes de eapotra•lento de barra 

nudo. 

SUstituyendo valores en las ezpreslones 

terlores, para la barra 1 se halla el 

aento sobre la zapata Cec 13) 

" = " - 0.211 t.a 
q • 

sobre 

a n
ao-

Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre 

el nudo de la Izquierda (ec 14) 

V = 4.62 t • 
La carga vertical sobre la zapata seré la 

suaa del cortante anterior y de la carca 

concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la 

carga vertical sobre _la zapata vale 

;¡: Q - 5.82 t 

El aoaento y la carca vertical sobre la 

zapata se e.plean pera la revts16n de 

estabilidad por aecénica de suelos y para el 

dlsefto ee~uctural de la zapata. 

3. INTERACCIÓN SUELO-ESTRUCTIIRA EN CIIIIIJITA

CIONES PROnnmAS 

3.1 ct.entactones profundas sopetldaa A 

carsas verticales 

Para el caso de cl.antactones profundas, 

teevaert (1980) trata loe dos aiKUient

caaos: 

..,. ____ yoo·~---
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1. Cl~ntaciones en que la punta de loe 

pilotes o pilas queda fir•e•ente apoyada en 

un depósito de •uy baja co•preslbilldad y 

gran espesor (fig 5). 

11. Ci•entaciones en que la punta de los 

pilotes o pilas queda flr•e•ente apoyada en 

un estrato resistente de espesor ll•itado de 

baja co•preslbllldad, pero bajo el cual se 

localizan estratos co•presibles (fig 6) . 

El caso 1 se puede resolver considerando que 

cada pilote tiene un •Odulo de reacción K 
' constante e Independiente de los de..é.s 

pilotes. Asi, el proble•a se reduce al de 

una ciaentac16n apoyada sobre resortes 

por cada pilote), en que la constante 

(uno 

de 

cada resorte es Independiente del resto de 

los resortes. Ade•é.s. si todos los pilotes 

tienen la •is•a sección y longitud.su nó•ero 

es Igual en cada linea. y se considera un 

valor del •Odulo de deforaac16n constante 

~ 

1 

Pilotea 

Eetrato realatente 

FIO S CIIIIIJITACIÓII 0011 PILOTES. CASO I 

(ZDVAIIBT, 1980) 

R 



---- ------------- ------··----··- -----------------

p 
a 

R t a 

d. ~-

~ 

1 

resistente 
4wa''l!M8!if1Vl')U'>'M10\"' •'N:.:' V 7 "--~'1'it.)"11"t'"f"t'i'íftY: }a 

Suelo compresible 

FIG 6 CIMENTACIÓN CON PILOTES. CASO II 

(ZEEVAERT, 1980) 

para el estrato resistente de apoyo de la 

punta de loa pilotes, entonces K ea 
' 

iBUal 
para todos loa pilotes (Zeevaert, 1980). 

CUando eziate un depOsito coapresible subya

ciendo al estrato resistente de apoyo (caso 

11, ftg 6)., el valor de K no ae puede con-
' ' atderar constante para cualquier punto, ya 

que en este caso Interviene la defor8acl6n 
de los estratos coapresibles que subyacen al 
estrato resistente donde apoyan los pilotes. 

Por lo tanto, sera necesario eaplear el pro

cedi•iento indicado en el inciso 2.1, es 

decir, deter•tnar laa ecuaciones •atrtclalee 
KKA y KKI, con la consideración adicional de 

que en el •Odulo de ciaentaciOn 11:, ""Y que 

toaar en cuenta la deforaaclOn del estrato 

de apoyo del pilote y la deforaaciOn del 

propio pilote (~eevaert, 1980). 
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3.2 Pilas Q pilotes suJetos ª cargas late

rales 

La construcciOn de estructura •arinas fue~ 

de la costa (offshore structures) requiere 

el uso de claentaciones profundas a base de 

pilas o pilotes. y ha propiciado el desarro

llo de aétodos de anAlista para estos ele

aentos. sobre todo cuando estén so~tldos a 

fuerzas laterales debidas a atraque de ~

barcaclones o a efectos de oleaje. Uno de 

los prlaeros trabajos en este sentido es el 

de Katlock y Reese (1961). en el que esta

blecen que para una solución racional de la 

tn·.· ~accton suelo-estructura es necesario 

qu~ .anto las cona ~clones de equilibrio es

t~ .o co•o las de co•patibllidad de defor

a.J.._ . Jnes se deben cu•pllr en todas las par

tes del slste.a estructura-suelo. Usual.ente 

tratan la estructura y los pilotes co.o ele

.entos lineal.ante elastlcoa. pero co.entan 

que las caracteristlcas del suelo son •arca

daaente no lineales; la solución al probleaa 

se alcanza aedlante repetidos c6lculoa co~ 

la teoria de la elasticidad. con loa valor.o-"··· 
' . 

la rigidez del suelo aJustAndolos en ca~ de 

lteracion. 

Las caracterlstlcas fuerza-deíoraaclOn del 

suelo se tratan con una Caallta de curvas 

del tipo "p-y", coso las aoatradas en la fi& 

7, las cuales se obtienen a partir de las 

propiedades de cada suelo. 

Matlock y Reeae 119611 consideran al pilote 

co.o una visa. en la que se debe cuapllr la 

ecuación diferencial 

( 16) 

Bn el suelo se requiere un •Odulo aecante de 

defor.acton B (correspondiente al nivel da 
• 

esfuerzo con el que se es<" trabaJando), el 

cual esta dado por 

• •• - p 1 y 117) 
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1 

donde p es la reacctOn del suelo sobre el 

pilote, por unidad de longitud (ti•. por 

eJe•PioJ, Y •y• es el desplaza•tento lateral 

del pilote. Co•blnando las ecs 16 y 17 se 

obtiene la siguiente expreston 

o 1 • e¡ 

La solucton de la ec 18 se lleva a cabo con 

dos procedt•lentos. El prt•ero consiste en 

suponer que E es proporcional a la profun-
• 

dldad E k z . Mediante sucesivas solu-
• 

clones de la ecuaciOn diferencial se va 

logrando que la elastlca de la viga se 

ase.eJe lo •és posible a la curva p-y 

deteratnada a partir de las propiedades del 

suelo. Esto es necesario debido a las 

caracteristicas no lineales de defor•aci6n 

del suelo. Esta solución se lleva a cabo con 

el auxilio de tablas y graficas construidas 

ez-prof~o para el caso. 

El secundo procecll•iento se e.plea cuando 

se encuentran variaciones !•portantes en las 

propiedades del suelo, y cuando se requiere 

to•ar en cuenta caabios en la rigidez del 

pilote, para lo cual se requiere el e.pleo 

de una co•pUtadora. Mediante soluciones su-

Pro mdida ~/ 
¡......-

( lg) 

cestvas de la ecuación diferencial del pilo

te, haciendo repetidas referencias a la cur

va p-y del suelo, la co•putadora deter•lna 

para cada traao elegido del pilote el valor 

del •6dulo de defor•acton del suelo que sa

tisface las condiciones de co•patlbtlldad y 

de equlltbrlo entre suelo, pilote y ouperea

tructura. se toaan en cuenta variaciones en 

las condiciones de apoyo del pilote y el 

efecto de la posible socavaciOn que se pU

diera presentar en la parte superior del pi

lote. En la fig 8 se presentan loa resulta

dos de la aplicactOn de los aétodos usados 

por Katlocl< y Reese (1961) . 

Debido a las cargas laterales sobre los pi

lotea, en la parte superior se alcanza con 

frecuencia el ranco de co.portaaiento pl6a

tico del suelo en las curvas p-y, razOn por 

la cual se han desarrollado ~todos para to

•ar en cuenta el co•portaatento del suelo 

cerca y en la falla, tanto para arcillas 

blandas (ltatlocl<, 1970), co- para arenas 

(Reese •t al, 1974). In aaboa casos se han 

co•parado los resultados de las teorias con 

aedlclones de ca•po y de laboratorio, obte

niéndose en general acerca.Jentos bastante 

satisfactorios a la realidad, sobre todo 

para f 1 lnea préct coa. 

6 .. 
o. ..... 
.o 

2~ V ~ 
pla.lb llo•ento flezionante. 10 
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7, Denexi6n lateral del pilote, pla 

FIG 7 CURVAS TÍPICAS p-~, DETERIIINADAS PARA EL 
SUELO A DII"EREIITES PROF\JNDIDADES ( IIATLOCX 
Y REESE, 1961) 

~ 

~ S luci& 2 ., • 

V Soluc 6n 3 , 
de....,. o -N~ (cona 

:?{( Sol u i6n a 

f('" = (cona ¡..... 
! ._1 ~ 

II e na tan ) 

FIG 8 COIPAIIACI0. DI DIAGIWIAS DI KMEin'O P'I.UIOIWift, DI 1.\ 
SOLUCIÓN A 1W1D COII: (a) SOLUCIÓN 1, COII COIPUTADORA, 
AJUSTMDO LOS VALORES DI 1 COII 1.\ PROFIIIIDIDAD, ~ (b) SO
LUCIÓN 2, TOIIAIIDO ADIIIÁS a IR CUIMTA 1.\ VARIACIÓN DI 1.\ 
RIGIDEZ DEL PILOTI! COII 1.\ PROPUIIDmAD (IIATLOCI Y RUSI, 
19611 
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Taabién se ha eapleado el 8é~odo del ele~n

to finito para toaar en cuenta, entre otros 

efectos. el desplazaaiento relativo que 

puede ocurrir entre Pilote y suelo durante 

la deforaaclOn lateral del elemento (Yegian 

Y Wright. 1973). Taabién se puede toaar en 

cuenta la influencia ~e dos o de tres 

pilotes cercanos entre sí (Yegian y Wright, 

1973): el nú~ro de pilotes a considerar es 

pequefto, dada la gran cantidad de eleaentos 

que se tendrían que trazar para un núaero 

aayor de pilotes. 

Por su parte, Zeevaert (1980) presenta un 

etodo au" . ":•pleto para el anéllsls de pi-

las o pi 1 · ' sujetos a cargas laterales. 

Considera ~co casos principales de anAll

sis de una ~tla o pilote: 

l. Pilote libre de girar en sus eztreaos 

11. Pilote e•potrado en la estructura de 

ciaentactOn y libre de girar en la punta 

111. Pilote libre de girar en la cabeza y 

eJipotrado en la base 

IV. Pilote eapotrado en a•bos eztreaos con 

giro en la base 

V. Restricción parcial del giro en loa 

eztreaos de una Pila 

Para la solución de estos proble.as se 

e~~plea la -- --·•ci6n ttatricial de Interacción 

Horizontal -~1), la cual depende de laa 

condicione~ .e apoyo y de las caracteriatl

cas estructurales del pilote. Por otra par

te, se obtiene la Kcuaci6n Matricial de Das

plazaaientoe Horizontales (HEKA), la cual es 

funci6n de laa propiedades de deforaaci6n 

del auelo, considerando la influencia entre 
las diferentea reacciones del suelo aobre el 

pilote. Daba haber eoepatibilidad de defor

•aciones del pilote con la aaaa de suelo, 

para lo que se eaplea el •6dulo horizontal 

de Ciii8Jitaci6n K , deCinldo de •anera anAl-• 
loca a co•o se hizo en el inciso 2.1 de eate 

trabaJo. Kl proeedi•iento de zeevaer< (1980) 

para Pilas o pilotes IIO-tidos a car-;aa la

---- -·-- -- _..;;_ 

aediante iteraciones hasta que se cuaple la 

condiciOn de coapatlbilldad de deforaactones 

entre pilote y suelo. 

Ta•bién se pueden coabinar las •atrices HEMI 

y HKHA, para hallar la matriz HEMISE, que 

peralte resolver el probleaa de la lnterac

ciOn suelo-pilote sin necesidad de recurrir 

a iteraciones (Zeevaert, 1980). Bn las flgs 

9 y 10 se presenta la aplicaciOn del aétodo 

de Zeevaert a una pila soaetlda a una carga 

lateral de 10 t. 

La pubicaci6n Manual de Diseño Y Construc

ción de Pilas y Pilotes (1983), de la So

ciedad Mezicana de Mec~nica de Suelos. con

tiene los valores del coeficiente de reac

ción horizontal K dados por Terzaghi 
• 

(1955). para suelos sin y con coheston. así 

co•o un procediaiento aproziaado, toaado de 

EI 

12.0 

BASI 2R0 ,. la6 • 

0.002 .. 

0.0024 

0.0015 

0.0015 

0.0020 

0.0020 

0.0033 

0.0033 

0.0012 

0.0012 

0.0060 

Dletanclaa 
en -trae 

teralea eB lli•llar al deacrlto en ei ineiiiO FIG 9 PIL -· SUJETA A FUERZAS HORIZONTALES 

2.1. en el que ee varian los valoree de 1.. 
• (ZUVAERT, 1980) 
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la sociedad Geotécnlca canadiense 

que proporciona en foraa gr6flca las 

tudes de la defleKión y del aoaento 

nante en funclOn de la profundidad a 

go del pilote. haciendo uso de la 

relativa del slsteaa piJote-suelo. 

( 1978) • 

aagnt

flelio

lo lar

rigidez 

4, PROPIEDADES DE LOS MATERIALES QUE FORHAH 

LA ESTRUCTURA Y EL TERRENO DE CIHENTACION 

coao se ha podido observar en los incisos 

anteriores, al trabajar con la interacciOn 

suelo-estructura se toaa en cuenta tanto la 

estructura coao el terreno de ciaentaclOn, 

por lo que es necesario conocer las propie

dades de aabos aedlos. 

En estructuras 

acepta que el 

concreto tiende 

de concreto reforzado se 

•Odulo de elasticidad del 

a dlsalnulr con el tleapo. 

Asi, Flores Victoria (
1
1968) sena la 

edificios de concreto, el a6dulo de 

que en 

elasU-

rf. 
e cidad puede toaarse del orden de 3000 

2 o 
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FIG 10 CORTANTES Y •o•ENTOS FLEIIONANTES, Y 
DESPLAZA.IENTOS HORIZONTALES DE LA 
PIL~ (ZEEVAERT, 1980) 

al tener en cuenta que los asentaaientos to

tales suceden a largo Plazo. Nótese que este 

valor es bastante inferior al de 10000 ~ 
e 

que usualaente se toaa 

corto plazo. 

para cilllculos a 

Por su parte. Sllstein y Granados (1988) co

aentan que la aagnitud de los asentaaientos 

que deterainan corresponde al 100 X de con

solidación priaaria. aisaa que tardarA un 

cierto tieapo en ocurrir. Las deforaaciones 

de la estructura no son instantáneas sino 

diferidas y por tanto las propiedades elás

ticas de los aateriales estructurales no son 

las aedldas con las pruebas rápidas usuales; 

para el caso del concreto araado en la ·ciu

dad de Kézlco, el co•ponente diferido puede 

ser toaado en cuenta aultipllcando el aOdulo 

de elasticidad del concreto por un factor 

aenor que uno, probableaente del orden de 

0.2 ó 0.2S (Ellstein y Granados, 1988). 

JS 

Puede observarse que en general existe cotn

ctdencta en seftalar que el aOdulo de elasti

cidad del concreto se debe reducir en foraa 

iaportante cuando se lleva a cabo la Inte

racción suelo-estructura a largo plazo. · • 

La variación de los aOduloa de deforaact6n 

es toclavta aás taportante en el terreno de 

ciaentac16n, sobre todo si se trata de sue

los pl6st1cos saturados, en los que la de

foraabllldad depende no sólo del nivel de 

esfuerzos sino ta.blén en foraa l•partante 

del Ueapa. lln consecuencia, los B6dulos de 

deforaac16n deben seleccionarse acordes con 

a.bos factores: nivel de esfuerzos y u-. 
Bl hecho de que el suelo 

•lento no lineal he sido 

'ten,ca un coaporta

toaado en cuenta 

par la aayoria de los I""""Ucadores de la 

Interacción suelo-estructura. As!, Chaaeckl 

(1956) trabaJa con el indlce de co.prestb1-

11dad en una arcilla noraal.ente consolida

da. a 1 cua 1 toaa co.o una constante. AdesAa , 

aellsla que el •Odulo de deforaaclón de un 

suelo es función del estado de esfuerzo, 

- .. , ~ . ·-···~---··--__....~~-· .. --- .. - .. ' -· --~--- .-....-.........----



siendo la de~ivada de la curva esfuerzo-de

for•acion unitaria, con respec~o al esfuer

zo. Jebido a que las relaciones esfuerzo-de

for•ación en los suelos son no lineales, 

Chaaeckl (1956) propone un aétodo iterativo 

para la resolución de la 1nteracc10n suelo

estructura. 

Varios autores to•an en cuen~a el co•porta

•iento no lineal de los suelos, proponiendo 

~todos iterativos para 

efecto (Flores VIctoria, 

considerar este 

1968; Flores VIcto-

rla y Esteva, 1970), en los que utilizan 

criterios para acelerar la convergencia de 

loa aétodos. 

Bl co•portaaiento no lineal del terreno de 

ci.entaciOn es considerado por Oa.ay •t al 

(1977) y Esteva"' aL (1977), al utilizar 

aatrices secantes de rigideces en la estruc

tura y de flezlbllldades en el suelo, para 

cada Iteración. 

Zeevaert (1980) seftala que las reacciones 

efectivas en la orilla de la cl.entacl6n 

pueden resultar altas. lo que origina un 

flujo vlscopl&atico. y conaecuenteaente un 

relaJaalento del esfuerzo de reacc16n baJo 

deforaaci6n constante en esos lugares. Bl 

esfuerzo liaite efectivo o respuesta a6aiaa 

que puede adaltlrse en condiciones estéticas 

en la orilla de la cl.antac16n es Igual a la 

resistencia de aa~erial, cuando se inicia un 

fluJo viscqpléstlco Incipiente (aln necesa

rla.en~e alcanzar la capacidad de car•a 61-

tlaa en el borde de la cl8elltacl6nl . lln sue

los de alta aenalbllldad podrla establecerse 

la condlc16n de que el esfuerzo aézlao en el 

borde de la cl-tacl6n, en coi'Mllclones es

t6tlcas, no rebase el esfuerzo crltlco (o de 

preeonaolldacl6nl correspoi'Mllente al quiebre 

de la curva de coapreslbllldad 

1980). 

(zeevaert, 

In pilotea suJetos a caraas laterales el 

suelo alcariza niveles de -fuerzo cercano. a 

la falla: ,_nae las curvas p-y de la fla 7. 

J6 

'·-·· ·~- .. _.:._ ---
Inclusive, ezisten técnicas para toaar en 

cuenta el coaport&alento pléstlco del 

terreno en estado de falla. tan~o par 

suelos cohesivos (Ha~lock. 1970) coao par~ 

suelos friccionantes (Reese Bt aL, 1974). 

S. APLICACIONIIS 

Presentaaos en este Inciso algunas 

aplicaciones de la lnteraccl6n 

suelo-estructura. 

de las 

est6tica 

In la fig 11 se presenta una estructura 

reticular con una cl.entaclón a base de una 

zapata corrida. (Pozas, 1980). llapleando 

interacción suelo-estructura se obtienen los 

resultados aoatradoa en la fis 12. as 
resultados con Interesante coaparar es~os 

los ob~entdoa suponiendo una 

unlforae, loa cuales se aueatran en 

reacción 

la fl& 

13. Coao se puede observar loa ao.entoa en 

todos loa nudos de la estructura difieren 

coaparando aaboa casoa. Bn el nudo centrt 

inferior el •oaento con reacct6n unifo~ ~ 

31 S aayor que el que se obtiene toaando en 

cuenta la 1nteracci6n suelo-estructura. Bn 

el nudo Inferior Izquierdo el aoaento ee 320 

S aayor con el priaero que con el secundo 

aé~odo. Aun en la superes~ructura se deja 

sentir el efecto de la rlaldez de la 

estructura: el •a.ento sobre el nudo de la 

Izquierda del prlaer plao, debido a la 

coluana Inferior, caabla Inclusive de 

sentido (flp 12 y 131. lln resuaen. loa 

aoaentos flezloneotes dete~lnadoa con 
reaccton un rorae difieren de loa 808efttoa 

obtenidos toaando en cuenta la lnteracc16n, 

tanto en la supereetructura co.o en la 

subestructura. lata var1ac16n ocurre tanto 

en la ....,, tud coso en el sentido de loa 

aoaentos, pues en uno de 

lleaan a caablar de alcno, 

loa nudo• 

tal coso 

verse cosparai'Mlo la• flp 12 Y 13. 

ea toa 

puede 
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FIG 13 RESULTADOS OBTENIDOS SUPONIENDO 
REACCIÓN UNIFORME (POZAS, 1980) 

Otro caso real de aplicacton de la Jn

teracciOn suelo-estructura es el correspon

diente a zapatas corridas que se eaplean 

para toaar fuerzas laterales debidas a staao 

a través de auroa de cortante que se unen a 

laa zapatas en diferentes tra•os. En la fia 

14 se •uestran loa resultados de un an611sta 
de interacción suelo-viga flotante para 

zapata de concreto reforzado. 11 •6dulo 

elaatlcldad del concreto utilizado fue 

1,581,000 tt•' y loa •o.entoa de Inercia 

loa diferentes traaoa se Indican en la 

una 

de 

de 

en 

fl& 

14. Taabién pueden observarse las cargas que 

act!lan en la zapata. aal co•o la estra

tlcrafla y propiedades del subsuelo. In la 

•ls•a f1cura est6n craficadoa loa di.,........., 

de reacclo.- y de hundl•lentoa del terreno, 

sirviendo el prl.aro de ellos para la 

detenlnaciOn de loe el....,..toa -.:6nlcoe y 

del dlae!'lo estructural de la zapata y el 

_.,..o para el conocl•lento de loa IUNIIIta

•lentoa totales y diferenciales de la cl.en

tac!On (oa.éne&l\1, 19901. Puede obaerVarae 

que en el contacto del terreno de cl

tac!On con lu zapatas - .,._.,..tan, teorl

c.._,te, esfuerzoa de tena!On, ea decir, -

obtienen reacclo.- necatlvu, 
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debido a los que trans•lten los 

•uros de cortante a la cl.antac16n en uno de 
los eztres!os de las zapatas. 

otro eJe.plo de lnteraccl6n 

consiste en el an6llsls 

suelo-estructura 
de un aarco 

estructural en el que ee considera que sus 

apo•·os tienen una rl&ldez al desplazaalento 

vertical y otra al siro; es decir, ae 
considera por eJe.plo un aarco estructural 
cl.antado en zapatas aisladas que pueden 

sufrir tanto un hundl•lento vertical coao un 
•lro. Kn este •~ntldo, este an6llsls es un 

poco ~neral que los an6llsls 

convenclonalee que suponen que los apoyos 

del •arco estructural est6n e.potrados o 
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articulados en el 
foraa de llevar 

terreno de cl.entacl6n. 

a cabo el an61lsls 

La 

de 
1nteracc16n suelo-estructura para este caso 

se present6 en el Inciso 2.2 de este 

trabajo. In la flc 15 se presenta la 

apllcacl6n esta t6cnlca a una estructura 

real, la cual esta fonoada por una trabe de 

concreto reforzado de 0.5 • de ancho Y de 2 

• de peralte, apoyada sobre unas pUas de 

ct.antactón de concreto reforzado de 

d1A.atros de 1.12. 1.48 y 1.74 •· Las car•aa 
que actoan sobre el •arco se lndlcan en la 

fl& 15. Las pilas tienen los slculentes 

dl6-tro. 
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El terreno de ci•entaciOn es una toba de 

origen vo 1 c.1n i e o que se encuentra al 

poniente de la ciudad de Ké1ico. que tiene 

un •Odulo de defor•aclOn del orden de 8,000 

a 10.000 t/• 2 El •aterial co•prendido entre 

la trabe superior y el ntve1 de desplante de 

las pilas es un relleno suelto cuya rigidez 

se desprecia para fines de anélisis. 

En la fig 15 se •uestran los •o•entos 

fleEionantes en los nudos de la estructura, 

correspondientes a un •Odulo de elasticidad 

del concreto reforzado de 2,214,000 t/•z Y 

un aódulo de elasticidad del terreno de 

ci•entaci6n de 8,000 t/az. se pueden 

observar las altas aagnitudes de los 

ao•entos flezionantes. En la ftg 16 se 

indican las •agnitudes de las fuerzas 

cortantes y en la fig 17 las de las fuerzas 

noraales en las pilas. NOtese la fuerte 

red1str1buc10n de cargas debido a la 

interacciOn suelo-estructura. Asi, en la 

100 550 150 

10 

.. 

o 1-1 1.1 o.o 

••• ¡- ••• 

..., 

1· 

parte central de la estru~tura la carga en 

un nudo es de 150 t. •tentraa que por el 

efecto co•blnado de rigidez de estructura y 

suelo la carga en la Plla que estA bajo el 

nudo au•enta hasta 302 t (flg 17); en el 

nudo vecino la carga concentrada ea de ~80 

t, •!entras que la carga en la pila de abajo 

dis•tnuye a 350 t. Un fenO•eno sl•llar se 

presenta en el resto del •arco. 

Con el propósito de observar la Influencia 

de un au•ento en la rigidez del terreno Y 

una dls•lnuclón en la rigidez de la 

estructura, se llevO a cabo un segundo 

anAl isla incre.entando el aódulo de 

elasticidad del suelo a 16,000 t/a
2 

Y 

disainuyendo el aOdulo de elasticidad del 

concreto a 1,265,000 t/a
2

• Los resultados se 

•uestran en las figs 18 a 20, para los 

aoaentos fleEionantes, fuerzas cortantes y 

fuerzas nor•ales, respectlvaaente. coao era 

de esperarse, la redistribución de carga es 

aenor; asi, en la fig 20. en el nudo donde 

la carga concentrada es de 150 t, en la pila 

au•enta a 253 t (en el priaer an611s1s 
auaenta hasta 302 t). En el nudo vecino la 

carga concentrada de 480 t dlsatnuye a 389 t 

1-2 

••• 

110 
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o •• o. o 

••• 

le • Z,Zl •• CIGO t.l•
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FIGURA 15 
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(en el pri•er analisis disainuyó a 350 t). 

De todas foraas, el efecto de la interacción 

suelo-estructura en este caso taabién es 

!•portante. 

Se han llevado a cabo aediciones en caapo, 

en las ci•entaciones reales, para verificar 

la validez de los analisis de interacción 

suelo-estructura. Heyerhof (1979) presenta 

los resultados que se describen en los si

guientes párrafos. 

Las observaciones indican que en zapatas rí

gidas cargadas unifor•eaente, con la eKcep

ciOn de arena suelta, la presión de contacto 

es aayor en la esquina y aenor en el centro, 

coao era de esperar de acuerdo a la teoría 

(fig 21; Meyerhof, 1979). Las aedtciones an

teriores taabién han •estrado que la hetero

geneidad local de las propiedades del suelo 

cerca de la base tiene una influencia consi

derable en la distribución de la presión de 

contacto (sobre todo se deja sen~ir el efec

to de la falta de confina•iento del suelo 

cerca de los estreaos de la zapata). Por 

otro lado, las •ediciones Indican que el ••-

... 100 1 .. 

T 
' 
' 

•o ~ ~ ! ! 

45Z.4 ..... -·· ..... 
-- -- _._ --l .... ¡ 1.1 ~ 1.0 ¡1.0 

-

! 

zi•o •oaento flexlonante puede ser hasta 30 

% •ayor que el obtenido con el •étodo de 

analtsis convencional. 

En las flg 22 y 23 se presentan resultados 

(Heyerhof. 1979) de •ediciones en estruc

turas reales de gran ta•a"o (en el prl•er 

caso se trata de un edificio de 52 pisos y 

en el segundo de otro de 15 pisos). 1!1 

anAlista de las dos figuras per•ite aftr•ar 

que los valores teóricos deter•inados e•

pleando los •étodos de interacción suelo

estructura, es decir, considerando la rigi

dez de la estructura, son •uY st•ilares a 

los valores •edtdos en el ca•po (asen-

ta•iento, presión de contacto, 

flesionante y fuerza cortante). 

110 - 200 

! ! ! ! 

-·· ..... .... 7 liD. a 11'7.1 

-- -'- - - -- -'-
11.0 ~ 1.0 1'·• 1.0 1 

Hu•o••u•ta .. ca•t••naoa 
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b. CONCLUSIONES 

En relación con la interacción est~tlca sue

lo-estructura se puede concluir lo siguien
te: 

a) Existe un buen núaero de aétodos que tra

tan el proble•a. En términos generales, la 

•ayoria de ellos deter•lnan las deforaacio
nes del terreno de claentaciOn utilizando la 

aatriz de flexibilidades dei suelo. En caa

blo, en el anAllsis de la estructura, algu
nos procedimientos eaplean la matriz de ri

gideces, aientras que otros usan la aatrlz 

de flexibilidades de la estructura. Cabe 

aclarar que préctlcaaente todos los •étodos 

resuelven el probleaa, es decir, todos ellos 

obtienen los diagraaas de asenta•ientos di
ferenciales del suelo y de reacciones del 

atsao. toaando en cuenta la rigidez de la 

estructura de ciaentaciOn. Inclusive, algu

nos de los procediaientos toaan en cuenta el 

efecto de la superestructura (con todos sus 
pisos) en el an&lisis de interacción. 

b) La aayoria de los procediaientos de inte
racción se presentan en foraa bidtaensional. 

en el plano (qulz6 por facilidad de ezposl
ción), pero se pueden eztender en foraa re

Jattvaaente sencilla a tres diaenstones. El 

principal inconveniente de tratar el proble

aa en el espacio es que el nU~ro de opera
ciones es elevado, lo cual cae fúera del al

cance de la aayoría de las oficinas de cAl
culo estructural o de aecAntca de suelos. 

e) La solucl6n del probleaa de interacci6n 
se puede realizar haciendo un analisia de la 
estructura y un anAllsJs de deforaaciones 

del suelo, y llevando a cabo después una 
c001binac!6n adecuada de ubos, que de hecho 

es lo que hacen la •ayoria de loe -.étodotl 
presentados en los Incisos anteriores. se 
obserVa que el lnaenlero de cl8entaclones, 
al dedicarse a la Jnteracc16n suelo-estruc

tura, debe ...,..Jar en la foraa .u clara po

sible sus conceptos de anallsls estructural 

y de 118C6nlca de suelos. 



d) Dada la gran cantidad de operaciones a 

realtzar, la resolución de un proble•a de 

interacción suelo-estructura se lleva a cabO 

en general con el auzillo de progra•as de 

COIIPUtadora. los cuales, actualmente, se 

pu~en correr en una aicroco•putadora Co 

PC), con las que se cue~ta en las oficinas 

de ctJlculo. 

e) Un aspecto impor~ante de la interacción 

suelo-es~ructura es el rela~lvo a las pro

piedades de la estructura y el suelo. En la 

estructura el módulo de elasticidad del con

creto, para fines de calculo, dis•inuye con 

el tiempo. En el terreno de ci•entación, la 

deformabilidad es función del nivel de es

fuerzos, ya que el coaportamlento de los 

suelos es no lineal. Adeaas, en los sedi

mentos plásticos saturados la defor•abllldad 

del suelo depende del tie11po. Por lo tanto, 

en los calculas de interacción se debe toaar 

en cuenta en foraa apropiada en caabio de 

las propiedades de los suelos con las 

variables aencionadas. Inclusive, en los 

eztre•os de una estructura de ciaentación, o 

en pilotes sujetos a cargas laterales, el 

suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a 

la falla, por lo que hay que considerar en 

estos casos el coaportaalento plástico del 

terreno. Por lo anterior, conViene trabajar 

con los aOdulos secantes de deforaaciOn del 

suelo, acordes con el nivel de esfuerzos y, 

en caso de suelos finos saturados, con el 

tleapo. 

f) Algunos procedlaientos eaplean el aOdulo 

de reacción K en la Interacción suelo-es-

tructura. Dado que K depende de las propie

dades del suelo, es vAlido lo expuesto en el 

inciso (e) anterior respecto a la variabili

dad de las propiedades de los suelos. Pero. 

ade•As. en una ciaentación continua el 

•Odulo K depende de la reacción del suelo y 

de las defor•aciones de la ch•entacton, por 

lo que n9 se conoce a priori, sino que solo 

con iterScionea es posible deter•tnar su 

valor. In consecuencia, en claentactones 

continuas no ea posible asignar valores de K 
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en funciOn del tipo de suelo, co•o se 

pretende hacer en ocasiones en la prActica. 

g) En cimentaciones a base de zapatas 

ladas, cuando no ezlste influencia de un ci

•lento sobre otro, ya sea por el tipo de 

terreno o porque estén las zapatas suffcien

te•ente separadas, se puede realizar la ln

teracciOn suelo-estructura considerando •O

dulas de reacción al desplaza•lento ver~ical 

y al giro. En el inciso 2.2 se presen~o un 

proeedialento que resuelve este caso, consi

derando las reacciones del suelo coao cargas 

sobre la estructura. 

hJ La coaparación de resultados entre consi

derar una reacción uniforae y toaar en cuen

ta la interacción suelo-estructura exhibe 

diferencias notables en los diagraaas de 

hundiaientos diferenciales, reacciOn del te

rreno y eleaentos aecAnicos <•o.anto flexio

nante y fuerza cortante), en la aayoria de 

los casos. se puede presentar inclusive en 

algunos casos caabto de sentido en los ao

.entos flexionantes de la estructura de 

aentaclOn o de la superestructura. 

1) in caabto, la coaparación entre observa

ciones de caapo en estructuras reales con 

los aétodos que to•an en cuenta la rigidez 

de la estructura de claentación. ha dado re

sultados proalsortos, pues los ~alores de

ter•lnados con los aétodos de interacción 

son stallares a los valores aedtdos en caa-
po. 
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UN MÉTODO PARA EL ANÁLISIS TRIDIMENSIONAL DE LA INTERACCIÓN 
ESTÁTICA SUELO-ESTRUCTURA 

A Dernéneghi 
Facultad de Ingenieria, UNAM. México 

RESUMEN 
Se presenta un procedimiento para el analisis de interacción 
estatica suelo-estructura en tres dimensiones, el cual torna 
en cuenta toda la estructura y todos los estratos del 
subsuelo. Esta técnica permite además conocer los elementos 
mecánicos en cualquier nudo de la estructura, incluyendo 
desde luego la estructura. de cimentación. Con el propósito de 
ilustrar el empleo del método, se presenta un ejemplo 
sencillo de aplicación resuelto paso a paso. 

ABSTRACT 
A method for the three dimensional analysis of static 
soil-structure interaction is presented, in which the whole 
structure and all the subsoil strata are considerad. With 
this technique we can determine the mechanical elernents in 
each node of the structure, including the substructure. A 
simple illustrative example is presented for the explanation 
of the method. 

l. INTRODUCCIÓN 

Se . han desarrollado hasta la fecha técnicas de interacción 
estática suelo-estructura bastante útiles la mayoria de 
ellas; sin embargo, muchos de estos métodos están elaborados 
para aplicarse únicamente en dos dimensiones, de manera que 
el análisis de una estructura se realiza en un plano, lo cual 
hace que se pierda la visualización del fenómeno 
tridimensional. Se puede intentar hacer análisis en dos 
direcciones ortogonales y superponer los efectos, para 
representar el fenómeno tridimensional, pero aun asi el 
procedimiento es aproximado, y adernas no es posible conocer 
los elementos mecánicos en las vigas intermedias de la 
estructura de cimentación. Por lo tanto, es necesario 
desarrollar procedimientos que tomen en cuenta el efecto 
tridimensional en la interacción suelo-estructura. 



En este articulo se presenta un método de interacción 
tridimensional que toma en cuenta toda la estructura y todos 
los estratos del subsuelo. 

La técnica de interacción que se propone (Deméneghi 
1983) consiste en considerar las reacciones del terreno de 
cimentación como cargas sobre la estructura, manejándolas 
como ingógni tas. Después se calculan los hundimientos del 
suelo en función de las cargas sobre él (estas cargas son 
iguales en magnitud y de sentido contrario a las reacciones, 
por la tercera ley de Newton). Finalmente se establece la 
compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo, lo 
que equivale a igualar los desplazamientos entre ambos 
medios; con esto se resuelve el problema, ya que se obtienen 
los hundimientos del suelo y las rea~ciones sobre la 
estructura. Como previamente se real~zó el análisis 
estructural, es posible determinar además los giros en los 
nudos de la estructura. Con estos resultados se pueden 
calcular los elementos mecánicos en toda la estructura, 
incluyendo desde luego a la estructura de cimentación. 

2 .• ANÁLISIS ESTRUCTURAL 

Para fines de interacción es conveniente utilizar el método 
de rigideces del análisis estructural, en el que la ecuación 
general de equilibrio de una estructura esta dada por 
(Beaufait et al 1970) 

(1) 

donde 
K = matriz de rigideces de la estructura 

2 = vector de desplazamientos 
E. = vector de cargas de empotramiento 

E = vector de cargas concentradas 
e 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener 
mediante la suma de las matrices de rigidez de todas y cada 
una de las barras que forman la estructura. Para la 
determinación de los vectores de empotramiento en 1as vigas 
de la estructura de cimentación, debido a la reacción del 
terreno, consideramos una carga repartida de un extremo 
hasta la mitad de una barra y otra carga repartida de la 
mitad hasta el otro extremo de la barra. La convención de 
signos utilizada es la siguiente: los giros se consideran 
positivos en sentido antihorario y los desplazamientos 
lineales son positivos si van hacia abajo en una barra 
horizontal (o hacia la izquierda en barra vertical). Los 
momentos flexionantes son positivos en sentido horario, y las 
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra 
hori~ontal (o hacia la derecha en barra vertical). A 

z.. 

1./ i 1,. 
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continuación presentamos 
vectores de empotramiento 
apoyo: 

las matrices de rigidez y los 
para las siguientes condiciones de 

a) Barra con una articulación a la izquierda y un apoyo 
continuo a la derecha (fig 1) 

La matriz de rigidez 
e 

~= 
[ 

q 

JEI/L 

- JEI/L2 

JEI/L 2 

está dada 
6 

r 

- JEI/L2 

JEI/LJ 

- JEI/L J 

por 

El vector de cargas de empotramiento vale 

e 
q 

ó 
r 

5 

p - [ -e m 

- wL
2
¡8 + (7/128)L

2 
rr + (9/128)L

2 
rs J 

- JWL/8 + (41/128)L rr + (7/128)L r~ 

- SWL/8 + (23/128)L rr + (57j128)L rs 

/ 

(2) 

(J) 

b) Barra con una articulación a la derecha y un apoyo 
continuo a la izquierda (fig 2) 

La matriz de rigidez 
e 

p 

JEI/L 

- JEI/L2 

JEI/L2 

está dada 
ó 

r 

- JEI/L2 

JEI/L3 

- JEI/L3 

por 

e 
p 

ó 
r 

ó • 

El vector de cargas de empotramiento vale 

wL2¡8 - (9/128) L2 
rr - f'I"8J L' r J 

p • [ - SWL/8 + (57/128) L rr + (23/l28)L r: -e m 
- 3WL/8 + (7/128)L rr + (41/128)L rs 

(4) 

(S) 

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento 
para una barra con dos apoyos continuos se obtiene en forma 
similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait et al 
1970). 

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda la 
estructura es la suma de las matrices de rigidez de todas y 
cada una de las barras'de la estructura. El vector de cargas 
de empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando 1os 
vect~res de cargas de empotramiento de todas y cada una de 
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las barras. El vect _ :- de cargas concentradas es determina 
asignando a cada grado de libertad la carga concentrada que 
actúa sobre él. Con esto se realiza el análisis estructural 
de toda la estructura. 

Por falta de espacio no presentamos las expresiones para 
la determinación de los elementos mecánicos, pero, a manera 
de ejemplo, para una barra con una articulación a la 
izquierda y un apoyo continuo a la derecha (fig 1) 

M = -
q 

wL2/8 + (7/128) L2 r + (9/128) 
r 

- (3EI/L2
) o + (3EI/L2

) o 
r s 

L2 r + (3EI/L) e 
• q 

V =- 3WL/8 + (41/128) L r + (7/128) L r - (3EI/L2
) e 

(6) 

r r & q 

+ (3EI/L3
) o - (3EI/L3

) o (7) 
r • 

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACIÓN 

En este inciso consideramos las cargas que transmite la 
estructura sobre el terreno de apoyo, las que son iguales en 
magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo 
sobre la estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos 
los asentamientos del terreno en función de estas cargas; 
consideremos una reacción ~ actuando en la superficie (fig 

3); la presión vertical vale r• d• 1 a. , donde d• y a. son 
la longitud y el área en las que actúa la carga, respectiva
mente. La deformación del estrato de espesor H , debida a 

1 J 
la carga r 

k 
vale 

c5 = M H CT 
1 Jk z 1 J z 

1 J ljk 

Pero CT = I 1 J> r• d 1 a 
z k k 
l)k 

donde I
1

J• es el valor de influencia, el cual está dado por 

el esfuerzo normal vertical en el punto ij , producido por 
una presión unitaria actuando en el área a. (Zeevaert 1973). 

M es· el módulo lineal de deformación, es cual se 
z 

1 J 
define como el cociente de la deformación unitaria vertical 
del estrato, entre el esfuerzo normal vertical que la 
ocasiona. 

En consecuencia o1 J• = M H1J I 1 J• r• d• 1 a. 
"t¡ 

La deformación del estrato, debida a todas las cargas vale 

'! 



. ~ . . 

n . 

' ó=M H L:I rdja 
1 J z 1 J 1 = 1 1 Jk w. k lt 

1 J 

donde n = numero total de cargas r 
' k 

El asentamiento bajo el punto i vale 
n n 

e ' ó = ¿ M H ¿ I r d 1 1 J = 1 2 1 J k, 1 1 Jk k k 
1 J 

donde n = número total de estratos 
o 

a 
k 

( 8) 

En la ec 8 los hundimientos del terreno quedan en función de 
las cargas r • 
4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES 

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones 
entre estructura y suelo de cimentación, lo que equivale a 
considerar que tanto los desplazamientos de la estructura 
como los del terreno son iguales, es decir, que el suelo no 
se despega de la estructura. Analíticamente esto se alcanza 
sustituyendo los valores dados por la ec 8 en la ec 1. De 
esta manera desaparecen como incógnitas los desplazamientos 
lin~~Jes y quedan únicamente como incógnitas los giros en los 
nudos ·y las reacciones del terreno. Es fácil ver que el 
número de ecuaciones es el mismo que el de incógnitas, con lo 
que se puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los 
giros y las reacciones. Empleando la ec 8, ya conocidas las 
reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del 
terreno de apoyo. 

5. EJEMPLO ILUSTRATIVO 

Presentamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto 
paso a paso, con el propósito de que el lector visualice las 
etapas requeridas para el análisis de interacción. 

Se pide determinar las reacciones y los hundimientos del 
terreno, para la estructura mostrada en la fig 4, cuya 
cimentación es a base una losa corrida. se piden también los 
elementos mecánicos. La estratigrafía y propiedades del 
subsuelo se muestran en la fig 5. 

a) Análisis estructural 
Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de 
la estructura, como se indica en la fig 6. Dada la simetría 
de la estructura, presentamos a continuación los de la barra 
1 (arti~ulación a la izquierda) y la barra 7 (articulación a 

·. . ~ . . 



la· ·derecha). Cabe aclarar que se desprecian efectos de 
torsión en las barras. 

Barra e e o 
p q r 

1 e o 
10 1 

7 e o 
10 2 

A continuación hallaremos las matrices 
vectores de empotramiento de las barras 
matrices y vectores se obtienen en forma 
la ec 2 para la barra 1: 

e 
10 

[ 1786.898 

1Sl = 415.558 

415.558 

Aplicando la ec 4 para 

96.641 

o 
o 

21.655 

la 

o 
o 

o 
1 

- 415.558 

96.641 . - 96.641 

barra 3 

o 

415.558 

96.641 

o • 
- 96.641 

o 
o 

214.937 

21. 655 

o 
• 

o 
2 

o 
J 

de rigidez y los 
1 y 7. Las demás · 
similar. Aplicando 

-

o 
2 

415.558 

96.641 

96.641 

eS 
J 

J 
415.558.]'. 

96. 641 

96.641 

'•·· 

o 
-21.655 ... 

'· 

o 

e 
10 

eS 
1 

eS 
2 

··' 

.. 

'':r', 

-21.655 

86.620 . ,. ': :.·. 

•· l . ...... 
·.·,., 

··.· 

/ 

: ' . 

. . ... 
. -=--. : ·~. 

':_.:¡-"J. '1•,' 

.. , 
. . . ' -



El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados 
de libertad, vale 

o = 

Determinemos a continuación 
empotramiento. Aplicando la ec 3 

~ '·''' . '·''' .,. 1.3 r2 
p 1= 1.29 + 1.377 rl + 0.2352 -e 

2.15 + 0.7727 r 1 + 1.9148 

GL = grado de libertad 

Aplicando la ec 5 para la barra 

el vector de 
para la barra 1: 

GL 

10 ·,l 1 

r2 2 

3 : 
GL 

[ 

1.849- 1.3 r 2 - 1.011 r 3 J 10 
Ee 7 ~ - 2.15 + 1.915 r 2 + 0.7727 r 3 2 

- 1.29 + 0.2352 r 2 + 1.3773 r 3 3 

cargas de 

Como ejemplo presentamos a continuación el vector de cargas 
de empotramiento de la estructura para los primeros 5 grados 
de libertad. 

GL 

~ 2.58 + 2.7546 r 1 + 0.2352 r 2 + 0.2352 r 4 1 

-6.88 + 0.7727 r 1+ 5.2069 r 2+0.7727 r 3+ 0.2352 r 5 2 

- 2.58 + 0.2352 r 2 + 2.7546 r 3 + 0.2352 r 6 3 

fe= -6.88 + 0.7727 r 1+ 5.2069 r 4+ 0.2352 r 5+ 0.7727r7 4 

-17.2+0.7727r2+0.7727r4+7.6592r5+0.7727r6+0.7727r8 5 

GL = grado de libertad 

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados 

1 



de libertad, está dado por: 
GL 

- 9.6 1 

o 2 

p = - 9.6 3 -e 
o 4 

o 5 

Sustituyendo valores en la e e 1. y tomando en cuenta que, por 
simetría: 

c5 = c5 = c5 = c5 o = c5 = c5 = o 1 3 7 9 2 4 6 8 

r = r = r = r r = r = r = r 1 3 7 9 2 4 6 8 

e = e = e = e = e = e = o 
10 11 12 13 14 15 

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que 
representan el equilibrio de cortantes o de momentos en el 
grado de libertad correspondiente): 

Grado de libertad 1 

193.28 c5- 193.28 c5 + 2.7546 r + 0.4704 r -2.58 -9.6 =o (a) 
1 2 1 2 

Grado de libertad 2 
- 193.28 c5

1 
+ 214.937 c5

2 
- 21.655 c5

5 
+ 1.5454 r

1 
+ 5.2069 r

2 

+ 0.2352 r
5 

- 6.88 = O (b) 

Grado de libertad 5 
- 86.62 c5

2
+ 86.62 c5

5
+ 3.0896 r

2
+ 7.6592 r

5
- 17.2 = o 

b) Análisis de deformaciones del terreno de cimentación 
Haciendo i = 1 en la ec 8 . 

2 9 

l: M H
11 J•1 "tJ 

l: 
k=l 

= M H ( !111 d r 1 a + I d r 2 1 a2 + ... • 1 1 1 1 112 2 11 
...• 1119 d r 9 1 a ) 

9 9 

+ M H ( 1 121 d r1 1 a + !122 d2 r 2 1 a + • 2 1 1 2 :2 
...• 1 129 d r 9 1 a ) (d) 9 9 

Como se .indi. :j en el inciso 3, el valor de influencia 

(e) 

r, Jk 



representa e'l es.fuerzo en el punto ij debido a una pres1on 
unitaria colocada en el area k . Calculemos corno ejemplo un 
valor de influencia, digamos el I . En la fig 7 se muestra 

115 

la planta del area 5 y del punto 1 . Colocarnos una presión 
unitaria en el area 5 y calcularnos el esfuerzo bajo el punto 
1, a la mitad del estrato 1, es decir, a una profundidad de 
1.2 m . Aplicando la ecuación de Boussinesq, se obtiene un 
esfuerzo vertical de 0.002988 Los dernas valores de 
infuencia se obtienen en forma similar. Sustituyendo valores 
en la ec (d) 

ó
1 

= 0.0154(2.4) [0.2271(4.3r
1
)/4.6225+0.009375(6.45r

2
)j9.245 

+0.0001528(4.3r
3
)j4.6225+0.009375(6.45r

4
)/9.245 

+0.002988(8.6r )/18.49+0.0001625(6.45r )/9.245 
S 6 

+0.0001528(4.3r
7
)j4.6225+0.0001625(6.45r

8
)/9.245 

+0.00002824(4.3r
9
)/4.6225] 

+0.0222(2.0) [0.1139(4.3r )/4.6225+0.04407(6.45r )/9.245 
1 2 

+0.002284(4.3r )/4.6225+0.04407(6.45r )/9.245 
3 4 

+0.028026(8.6r )/18.49+0.002638(6.45r )/9.245 
5 6 

+0.0022836(4.3r )/4.6225+0.002638(6.45r )/9.245 
7 8 

+0.0005157(4.3r
9
)/4.6225] 

Sabemos que por simetría 
r

1 
= r

3 
= r

7 
= r

9 
r=r=r=r

8 2 4 6 

Sustituyendo valores y haciendo operaciones 
ó

1 
= 0.012733 r

1 
+ 0.0033854 r

2 
+ 0.00063012 r

5 
(e) 

En forma análoga se obtienen ó
2 

y ó
5 

ó
2 

= 0.0036877 r
1 

+ 0.020326 r
2 

+ 0.0021424 r
5 

ó
5 

= ,Q.0028714 r
1 

+ 0.010629 r
2 

+ 0.025023 r
5 

e) Compatibilidad de deformaciones 

(f) 

(g) 

La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el 
terreno de cimentación se logra sustituyendo las ecs (e), (f) 
y (g) en las ecs (a), (b) y (e); asi, se obtiene: 

Grado de libertad 1 
4.5029 r

1 
- 2.8039 r

2
- 0.2923 r

5
- 12.18 =O (a') 

Grado de libertad 2 
- 0.1852 r

1 
+ 8.6912 r 2 + 0.03202 r 5 - 6.88 .. o (b') 

.· 

i 



Grado de libertad 5 
- 0.07071 r 

1 
+ 2.2496 r 

2 
+ 9. 6411 rs - 17.2 = o (e,) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 
r = 3.343 t;m r = 0.8569 t/m r = 1.609 t;m 

1 2 S 

Los hundimientos 
sustituyendo los 
(f) y (g) 

del terreno de cimentación 
valores de las reacciones en 

se obtienen 
las ecs (e), 

~ = 0.0465 m 
1 

~ 2 = 0.0332 m 0.0590 m 

Para ilustrar la determinación 
utilizamos para la barra 1 las ecs 

M
10 

= - 2. 8 8 t. m 

6. CONCLUSIONES 

de 
6 y 

elementos 
7 

V = 4.8 t 
1 

mecánicos, 

como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posible 
en forma relativamente sencilla llevar a cabo el análisis de 
interacción suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de 
hacer iteraciones. Además, se toma en cuenta toda la 
estructura y todos los estratos del subsuelo. 

Uno de los aspectos importantes es que para aplicar esta 
técnica en la práctica profesional, es necesario elaborar 
programas de computadora, los cuales utilizan grandes 
cantidades de memoria, ya que en tres dimensiones el número 
de grados de libertad es mucho mayor que el que se utiliza en 
análisis bidimensionales. 
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INTRODUCCION I 
1::1 '"'.:.li!lis .<·structural, " tr.1v;.s clel método de rigideces, r-a

su~lve el prol>lell\4 del "nálisir; de sistemas estructurAles, n:e

dLlnte la soluciÓn de la •>CU·1CiÓn <Jeneral{F}a(K){ct}, en donde el 

tamaño do la matriz de ri<Jidoc•'ll de la estructura(!<), mantiene 

una relación directa con el nÚmero de grados de libertad an<Jular 

y lineal del sbte10a estructur;tle 

En un pl~nt~ami~nto tradicional, el análisis eatructural 

concibe como nudos ele una e!:tructura a todos aquellos puntos en 

que concurren dos o rn.1s el~mcntos <le la misma. 

&s po:;ible, a través de un ¡>lanteamiento más elaborado redu

cir el número de nudos d~. una e~tructura si sólo se consideran 

como tales a los puntos en que concurren tres o ~s elom~ntos 

de esta, lo cual reduce considerable~~ente el tamaño de la Matriz 

de rigideces de la estructura(K), siendo esto ventajoso desde el 

punto de vista da la solución matemática y sobre todo de la apli-. ' . cacion do computadores al analisis estructural. 

Este planteamiento es de ~1terés particular cuando se a,lica 

al análisis estructural de sistt:a.u do tuber!.as en dos o tres di

mensiones, debido il que en estor. sistemas estructurales existe 

por lo general un número suficientemente grande de puntos en que 

_.·concurren sol.tmente dos tramos de tubcr1a (quiebres), como para 

pen!'lar en un tratamlento "sp .. cial para ellos, sin considera~:los 

como nudos. 
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CARACTERISTICAS JI 
1.- ~·- Se consid~rar¿n como nudos sÓlo aquellos puntos 

de la estructura en que concurran tres o m~s tramos de 

barra y a loa apoyo3 incomrletos. 

2.- 'l'RAHO DE: BARRA.- Se llamará as1 al tramo rccto co:npren

dido entre dos quiebres adyacentes de una barra. 

3.- BARRA.- Se entended por barra, a la parte de tubed.a 

comprendida entre dos nudos. 

4.- s¡;cCION 1'~\NSV&RSAL.- La sección transversál de cada 

barra, será un anillo circular constante en toda su lon

gitud. 
a• 

Y' 
' 

x' 

¡,¿ = J 
Iy' • I:a•• l 

Acy• .. Ac8 o • Ac 

FCG t .- Propiedades de la aec
ci¿;;¡--tr;¡nsveraal y ejes locales 
de referencia~ ( s.L. ) 

.• 
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dond~ O. '! inc11n.1ciÓn d~l tramo de bur··' j referido al 

eje x positivo en el s.G. me~ido en sentido 

contrArio al de las manecillas del r~loj. 

A. 2.) ~latr!.z de transporte <>ntra los puntos@yQ)referidoa 

al 5.G. 

·~fcrido al tramo~lde la barra 
uJ (fig. Jl, 1) es el nudo<!)y j 
~s el quiebre@ 

,• 

: 

6 

NÓtese que p.1r11 el tramo adyacente a un nudo, la matriz 

de transporto e ti~J) toma la form.'l de lo! matriz idr.ntidad 

(I) • 

A. J.) Matri: de flexibilidad del tramo(]en cu P.xtre!IIO (j) t•efe

rido al s. L. de referencia. (ver fig. t) 

(~~~m • 

(en S. L.) 

L - o o 
EA --
o -3E:I 2&I 
---+--
o L& L 

-2&I &I 

donde: 
I 

C• G (l+j))·-
Ac:L 

y! •:ódulo da Po1sson del 1!111• 
ter141 

Acw Arca de cortante de la soc
ción transversal 

-- •• ~ ... __ ¡. !__ ___________ ~-
-----~-- ----·~----'-- ----------



i 
1 

" '' ' :', 
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_FI_g~~-·- Tuber!.a en el ·espacio. 
NÓtece que en el nudo pueden con
currir barras con diferente scc-

s.o. 

nudo 

barra 

Sistema global 
de referencia 

-- cié:n transversal. 

• ••Q 

B. 1.) .- Matriz de transformación de coordenadas(T)para 

Wl tramo de barra • 

../\.-. 

l'fJm. - J ;0 

o 

A, Cy'x \ Cx'x Cz'x 

donde: (As)• Cx'y Cy'y Cz'y 

Cx•z Cy'z Cz'z 

En la ~~atriZ~l) los ,.leiiMintos de las colu.nilS 

1,2 y 3 son los cosenos directores de x•, Y' 

y z' reapectivallll!nte, del tra-(I] en la barra 

l~en S,L., con respecto al s.a. (ver fi9 1 y 
f19 4) 
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B. 2.) .- Matr1~ d~ tr~n~porte ~ntre los puntos By j 

referidos al s.G. 

donde: ( hJ 

(D quiebre 

m tramo 

t:_I_G.S.- Tramos de barra y quie
bres p3 ra la barra 11] do la fi- · 
gura 4 ( para el tramo ff},B es 
el nudo@ y j es el quiebre G)J 

8 

riÓtese que para el tra1110 adyacente a un nudo, la 

IDiltr!.a de tronsporte (n 11j) tolllll la forlllll de la lllll 

triz identidad(%). 

a. 3.) .- Matriz de flexibilidad del traJDO 1] en su extreJDO· 

Q)referido al s. L. de referencia. ( ver fig. 1 ) 

donde& e • G(1+1) ~ 

1 = M6dulo de J'oisson del lllllterial 

AK; • Area de cortante de la soeei6n 
transversal 

G S • '2'tw~> 

'¡ 
1' 
:1 
1 ¡ 
' 

; . 

.. : , ,. 

! ¡ 

.- 1 

__ .. ______ _:_ ___ , --~ "'---· ------=--- ----·------<1:......-



¡ 
' 1 
' 1 

1 

1 

1 

1 
' 

í 
L. o o 1 o 

----~--
0 t.l(- .:) o o o 1 .;;· 

1 JLI ~ 
. -~----- ---0- ~~~~~;, --~-- --~-. L:_ 

3~I - ~ 
---- - --i--- --- ---

1 o 

------ --- ---t---------
0 1 O L' 

o o 

m 

o o 

( en s. Lo ) 
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PLANTEAMIENTO GENERAL 

La solución de la ecuc:~cibn <;ene:r:al planteada en el análisis e:;

Lructur:.,l a tr:uvés c.'~l rn<•todo <le r:igicteces 

••• ( 1 l 

comprende las siguientes etapas: 

A.- rormación de la matr:iz de r:igiúeces(K) 

B.- c¡lculo del vector de fuerzasiP) 

c.- Obtención del V<!<:tot• ·le desDlaz:.mientos d mediante la 
solución de la ecuación gcn~ral (1). 

D.- ObtPnciÓn de los el~mr·ntos mec5nicos en los ext:::-eCIOs 
de cada barra¡ calculados a partir del vector de des
¡>la zaraien to { d 

Se tratarán aqul sol~ment" los puntos A y B. Los puntos 

C y D corresponden a un pl!ntcamiento tradicional del análisis 

estructural. 

A.- Formación de la matriz Je rigideces(K) 

tl.- Formación de la matri?.(K1en fo~ma topolÓgica 

Se entiende ror forma topolÓgica de la matriz K 

a la re~res~ntaclón matricial de la relación que guardan 

,1 los extremoo de las barras con los nudos de la estruc

tura 

·. 

La matriz topolÓgtca(K)para ·las estructuras de las 

figuras 2 y 4 es id~ntica y tiene la siguiente forma, 

si el ~xtremo B de lus barns coincide c:on el nudo(;}. 

@)o@ 

lb 

-· 
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( en s. G0 ) 

• 
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o 

o 
--------4--------
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N
• , 
olcse que pu~de pensarse en un~ reordenacion de la nomencla-

tura de los nudos d fin de obtener un menor ancho de banda de 

1~ matriz(K), lo cual es conveniente desde el punto de vista 

de la aplicación de computadores. 

~- Obtenc16n de l11s ~trices (kA,_),(IcM~'),(k~ y(kao) para cada 

barra "'n s. G. 

Estas matrices est¡n relacionadas entre si através 

de las siguientes expresiones: 

l~t..,.) • (neA)(1t~o)(Ho-•.f 
(1t~) • -(K~~(ke&) 
lkM) • -llc0~(He .. )T donde A y B son los extremos 

de la barra ( ver figuras 3 
y 5 ) 

Por lo que sÓlo :;erá necesario calcular (teo) de cada ba

rra, y aplicar l"s expresiones anteriores para calcular 

(~) , (k"") y (k e,.) • 

Para calcular(Jcaa) se procede de la ~~~anera siguiente& -· 
-1 

Rocuérdr.se que (t111) • (t118) 1 ,or-lo que el proble~~~a 
:;e L·educ:e a calcular[fa.)en s. G., 1 .. cual- se obtiene a 

11 
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p-lL'tir da h siguiente expresiÓn 

S l • 

( Ver figuras 3 ~· 

donde (!-i~J y(f~~)[!1se ancu~ntran referidas al S.G. de 

referencia. 

La ~Mtt·iz de ilaxibili•!.:des d~l tr<:~r:~o fficn al ex

tremo B, ~efcrida al S.G. puede calcular5e con la siguien

te expresión. 

(t ~eJ [il • e 1' J!1)lf ~•)j T) rn 
<en s.G.l 

3).- Tra~micnto de apoyos in~o~P.letos 

Un apoyo incompleto puede no ser considerado co= nudo, si 

se emplean las rigid~ces modificadas del tramo de barra 

que concur~e en él. 

A continuacion se listan las matric~s de rigideces mo 

dificadas para dos c<:~~os de interés práctico: 

...,.~...---pf 
EA o o o o -L 

3EI :lc:I 

-11- Li- V 
( lt'aa)•( lt~) • 

( Ql'l '>-L.) 

o o o 

o o o o -
L "' 

E:A o o o o -L 
~-- -~-

clt~~- o 3f:l JEI 
-¡;; -~ L• (~c~a) ~lt 1Dt') • o o o 

(,n S L.) -----
~ 

o JF:I l!J. -L• L 

( 41\ ~. L..) o o 

-- -- -------~ -·-~ ---------'----
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fi::;~-·

fucrZilS de 

Para obtcncr(k)en s.G. se er~~plea la siguic:nte expcr·sion: 

Con (TJ t.tl co:no fue definido en III 

B.- C~lculo del vc~tor de fu~rzas(F} 

Las cargas que pueden presentarse en un sistema de tube~las 

como el de las figuras 2 y 4, son las siguientes: 

·1.- Fuerzas exL•,rnas aplicadas en: 

¡-los nudos de lu C!Structura 

- lo~; quiebres <Ir! las barras 

- los tramos de cada barra 

Considérese la barra CIJ de la fig. 2, cargada como se 

muestra en la figura 6 

{~) 
Barra (J]cargada y 

fijación{ F~\ 1 Fa) y 

® ~r::-~----"...," 

{F)tn-• 

® 
,.------ (d&} 

{"i) • Fuerzas quiebre 
- Fuerzas fijación. 

t:~"·- '!.!- o..rra ffi en cantiliver. 

l.'sa fuer:z.ta de fijnciÓn en el extre- B de la barra [!l .;e 

obtienen a partir de la siguiente expresión& 

13 
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donde ( d:]es la rrutriz: de rlesplazamic~.~os del c:<trcc-.o 8 

considerando a la bc.r:ra en cantiliver ( ver fig. 7 ) y 

se calcula con la 3iguiente eKpresiÓn 

E:n la expresión anterior,¡ f'¡)cs el vector resultante 

de restar las fuerzas externas aplic~das en el quiebre 

Q) <{ F~, •. •. •. •. • ••• , 1 F) N t."~·~ en la figura 6 ) menos las 

fuerzas de fij.>ción producidas por las carg3.s extema5 apli

cada;; ~n los tramos adyacentes 1l quiebre(j) ;i>as refe

rida. ·' s.a. 

~~ vector¡~¡, tiene la forma siguiente para el caso 

de sis·:emas de tuber!as en dos y tres dimensiones. 

E'¡. 

F¡y 

Fjl 

{ FjJ • Uj• 

Hjy 

K jt 

( s.G. Jo ) 

([J) Q) 
~~~___,...w':"'T· --+) :r 

i T • 
Conveneion positiva del 
veetor(F¡J 

La matriz(n.j)se aplica tal como fue definida en III. 

La matrizlf¡)es la matriz de flexibilidades del se~n

to de barra comprendido entre el extremo origen~y el 

quiobreQ)respecto al extremo destinoú)y está definida me

diante la siguiente fÓr~ula de recurreneia. 

( t; tt) .. (ttalJ ·(•@fn~em) 
1 ~ j !> ( N'troiiiOi-l) 

-------- --------·--- ·-----



en donde(H~r~"!: aplic:. c.,¡ "omo fue definirl<l en III 

y (f[i]) ::<! obtienu por un oroce<limlcnto .oimllar al des

crito en A.2. 

NÓtese qu.-, en la ecuación anterior se tien<: que: 

('fl). e fee)m 

y (r N'ho"'o'J ·(te. e,) iil 

M!:dlan~c el procerlimienlo descrito, se obtien~¡d~J 
se calc~.la( F BJ y se le suman las fuerzas de fl jación ~n el 

extremo@ de la barra IIJ producidas por las cargas aplicadas 

en el tramo adyacente a él, obtonlendosc a~t el vector(r&} 
definitivo. 

Una vez conociuo ol vector de fuerzas[FJde la barra 

lil se calcula el vector de fuerzas\i" .. ) de la misma barra con 

la siguiente expresión: 

donde1j F,.r es el vector de fuerzas en el extremo@ da la 

barra ffi producido por laa cargas actuantes en 

ella considerándola en cantlliver• ( ver fig. 7 l 

y(H~se aplica tal como fue definida en III. 

Los vectores de fuerzasjFA\ y{P,las1 obtenidos cons

tituyen ol estado I de car93s ( fuerzas de fijación l. 

Al aplicar vectores ·de carga en s"ntido contrario a 

los del estado I, y su11111r los que concurren en un nudo 

mas el vector do cargas aplicado en el mismo, se constitu

ye el estado Il de cargas. 

La forma topo16gica del vector de cargas{rJen la e

cuación ( 1 ) para las estructuras de las figuras 2 y 4, 

siendo nudos destino el~ ú) o~ es la siguiente! 

15 
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( F} 

fF&Jm + iFsJG + {fo}ffi + [F&Jfi7 +- {F]Q:> 

(FaJffi + [FeJ51 -1-{f}® 

"'\ 
' 

Convención positi~ p~ra los 
componentes d~l vector!P} 

·) i NUDO¡:,_ 

16 

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ecuación ge

neral (F)a(~{d\ y obtener los desplazamientos de los nurlos de 

la estructura y calcular a partir de ellos los elementos meca- · 

nicos que se ~P.neran en los extremos de las barras C inciso 

IV.C ), lo cual puede hncerse a trevés de un planteamiento tra

dicional de análisis estructural. 

A loa el~montos mecánicos as1 obtenidos, se les suman loa 

vectores de fuerzas de fijación que constituyen el estado I de 

cargas para obtener los elementos mecánicos definitivos en loS 

extremos de coda barca do la estructura. 

2.- Fuerzas P_o:ooducid-ts poc C.:trnbios de Temperatura 

&s aplicable todo lo eutipuludo en Bo1r pero ahora el proble

ma es más sencillo, ya que la único diferencia con lo visto 

all&, os que ia mntriv. d ahora so calcula de la manera si

guiGnte& 

. - -~- --------
-··--- -------------- --- ------ ---~-----· - -__;,~ 



1 
) 
1 

1 

1 

1 

! 
1 
1 
1 
1 
1 
' 1 

1 
¡ 

1 

• 

' dxe, •o~.6.t( .. 
dye. a ..t. A t ( 

~~a a O 

~- Coeficiente de dilatación lincQl del 
rr.:l ter ial 

Á t a Cambio d~ temperatura 

Para ... • cte 

¿!t • cte 

' dXD a o~.i\t(Xs-X.._) 
1 

(S.G. 2D) 
dy11 a .,_¿¡tCie.-Y,.) 

dz\ a ,...Ót<z,-z.> 
d • ~8 • o 

• t/!Ya • o 
1 

~ze. • o 

<s.a. 3D) 

Piira ·a< • cte 

( ~ t~ a variable para en da tramo rn 
11'"'-• f., Ai!J (llx) !ll 
.-n ... ., 

• f., Atill <f. y) !11 

" lh:e. • o <s.a. 2D) 

die • 2':~túl <Llx>w ,:& • o 
1=l 
N'i,....s 

{de•}= J. . z ..ttat m e .1 y ,fil • o dya '1•· t•l 
N" h.-e 

dt,.- • ~ "'Llt ~ (A z ,w • o lfce • 
pl 

(SeGe 3D) 

-------~ ,_· ·--·~----·--_ ____,_, __ 
1'l 
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3.- !'\JerzD-::; nroducida:¡ por despla?.a,.i'!ntos irnr>Ue»to<> ·1 tos 

apoyos. 

Es aplicable también ~hora todo lo estipulad~ en a.t y 

el problema resulta ser mas sencillo ·¡ue '.a& ·'"-· ... '::2ados en 

a.t y B.2 puesto que ahora{ ro} se ca'.cul.&.di.mct:a=t:e a 

partir de la siguiente espresiÓnl 

donda{ciA} en el vector de despla.,amientos i.JnpuP,.,tn<: " la.. 

estructura en el ~poyo A. 

. .... 

., ,· 

. · .. 

'· 

( 

.. • . · r,, 
---___ ....:..........:... _________ _ 
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J. ANÁLISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS 

A11lS~•~ "l>fwoc'""e 1~¡ Ú> (.'.,,_ fl. 
, CM:rso ¡, c.-"" l--4-'-c.'o 11\e$ 

3.1 Determinacion ~ deformaciones .o.n l2.ll suelos J ""'' 
0 

J.t ('i c:tl 

3.1.1 Deformación de un suelo en el campo 

· Para ilustrar la forma de determinar las deformaciones del terreno de 

..:humtad~11, ~<>IIIÜiie\:'\\'Mo• \11\ •l•'A•I\t~ 1.\'11 1~%\~ q\\% ~r ~~ ~~~\~ 
está sometido al estado de esfuerzos mostrado en la fig J.la. 
Consideremos que este estado de esfuerzos so puede sustituir por una 
presión de confinamiento equivalente al esfuerzo normal en el plano 
octaédrico p , dada por el promedio de los tres esfuerzos normales 

o 
)~,. .... ~ ..... 
(.~1(.) :' ... :;[, . . 
... • • • ' ..... ;i" --

p - (1/3) (p + p + p l o • • ' ., 
(3 .1) .. 

;~~-:·~ ... : .... _ .. ,'. 
,..~ .. ,. 1 

y p son iquales entre 
'1 

_,..-.., 

, .. 

'·.supongamos que las presiones horizontales p,. 
'•1 y proporcionales a la presión vertical p .. 

'• 
P •p•Kp • , o • 

donde 1C es· 
o· 

1·,· 
•.,. 

el . ~ coeficie~ta· :de 'presión 
sustituyendo en la ec 

.p•(l+2K) 
o . o 

... . .. . 
· .. ; 

en . reposo del suelo. 

.· :,'11'·:·:-. ... :. •.' .·:; 
·.··: (3.2) . . -

. ' . 
' .. 

La fiq J.lb muestra al elemento de ·suelo sometido a una presión da 
confinamiento equivalente p • 

o 

Suponqamos ahora que se construye una cimentación y ésta ocasiona 
incrementos de esfuerzo normal (/' , (/' y (1' en el elemento ( tiq 3. 2) • " " ., Estos incr-entos de esfuerzo producen deformaciones verticales y 

horizontal•• en el elemento. Bn cimentaciones es usual que la 
deformación que interesa al ingeniero sea la deformación vertical 1 .. 
del elemento. Existen varios métodos para determinar esta 
deformaciónJ uno de ellos trata del empleo de la ley da Hooka, qua 
consista en lo siquiante 

.·~ . ' · ... , .. , 

• 

~ ~~-~-.~ Ú :t""j4 .... ,,,•,.: ,IINAM 



donde 

e • [ (1' .- V ( (1' + (1' ) ] / E 
a • • Y 

a - e H • • 

e • deformación unitaria.del elemento • 
E • módulo de elasticidad del material 
v • relación de Poisson 
H • espesor del elemento 

(J. J) 

(J. 4) 

Los esfuerzos (1' , v 
1 • 

y v se puedall obtener con la teoria de , 
Boussinesq, empleando las ecuaciones qua se presentan en el inciso 
3.4 de este capitulo. 

3.1.2 Propiejades da de:Jrmación da los suelos 

En los suelos ocurren diversos tipos· de deformaciones: el4stica, 
pl4stica, elastopl4stica, viscosa, ate, por lo que el valor de E se 
tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el fenómeno que se 

esté estudiando. Cabe aclarar que, dado que las relaciones 

esfuerzo-deformación en los suelos son ·no lineales, . conviene con 
frecuencia trabajar con el módulo secante de deformación para 
determinar el valor de· E correspondiente, utilizando niveles de 
esfuerzo lo mAs cercanos a la realidad. 

A continuación veremos la forma da determinar los diferentes valores 
de E. 

La determinación de las propiedades da deformación para el an4lisis 
' 

de movimientos en una cimentación, se pueda ilustrar considerando un 
elemento de suelo an una prueba da compresión triaxial, sometido al 
estado de esfuerzos que se muestra en la fig 3. 31 consideremos 
adicionalmente que se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que 
la probeta de suelo tiene un esfuerao eSe confinamiento p y un 

o 
esfuerzo desviador v iniciales, primeramente se reduce el esfuerzo 

r 
v a cero (para representar la cSescarqa por excavación, cSecremento eSe 

r . 
carqa, etc), con lo que se obtiene el mócSulo eSa rebote al6stico E• 

10 



·del suelo (fig 3.4). A continuación, manteniendo aplicado el 
confinamiento p

0
, se vuelve a aplicar el esfuerzo u, , con lo que se 

determina el módulo de recomprssión E (fig 3.4). Aplicando un 
ro 

esfuerzo de compresión rr se presentará un asentamiento adicional 
z 

debido al incremento neto de carga u • u - rr , donde u es el 
n a r a 

esfuerzo normal debido a la carga total de la estructura; a esta 
deformación se le puede denominar asentamiento 
módulo de deformación correspondiente será E 

o 
entonces tres módulos de deformación, a saber 

E • u 1 e 
• r • 

E • u 1 e ro r ro 

por compresión; el 
(fig 3.4). Tenemos 

E•rr/e 
O D O 

Dependiendo del tipo de deformación que se esté determinando, se 

emplea alguno de los módulos E , E o E en la ley de Hooke de la ec 
• ro o 

3.3. 

Finalmente, y dado que el suelo es una arcilla saturada, manteniendo 
el esfuerzo rr constante se presentarA una deformación a largo plazo 

z 
e '• ( f ic¡ 3 • 4) • • 
v-os entonces que las propiedades de deformación para una 
cimentación se pueden det- 'rminar todas ellas en una prueba de:: 

compresión triaxial. Sin e~ Jrgo, Jte tipo de ensaye resulta dificil 

da realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que la 

deformación diferida e toma mucho tiempo en esta prueba; por esta .. 
razón, las deformaciones debidas al incremento neto de carga, entre 

las que se encuentra la deforma(;!( 1 a '.argo plazo, se determinan a 

partir de los resultados da una pr'Jeba de consolidación. AdamAs, se 
ha observado que los módulos E y -~ se pueden obtener a partir de 

1 • ro 
una prueba de compresión no confinada, debido a qua el esfuerzo 
efectivo cambia poco al ser extraida una muestra de arcilla saturada 
del terreno natural, es decir, se haca la consideración de que el 

esfuerzo efectivo en una prueba da compresión no confinada es 

aproximadamente iqual al esfuerzo afectivo de campo. Con al módulo E • 
se obtiene la componente el6stica da la deformación debida al 

incremento neto de carga. 

11 
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En resumen, la expansión por descarqa y el asentamiento por 
recompresión se determinan con los módulos de rebote elástico y de 
recompre:-; ',ón, respectivamente, ambos obtenido en una prueba de 

\-.--' comprasi no continada. Con el módulo de rebote elástico se 
determina además la componente elástica de la detormación debida al 
incremento neto de presión de la cimentación. La componente plástica 
de la detormación instantánea, y la deformación diferida, 
ocasionadas por el incremento neto de carqa de la cimentación, se 
deterplinan a partir de loa resultados de una prueba de consolidación. . . 

Las propiedades de detormación para la d~tarminación de movimientos 
de la cimentación debidos a acciones s1smicas se obtienen a partir de 
ensayes de tipo dinámico como el péndulo de torsión (Zeevaert 1973), 
la columna resonante (Jaime et al 1987), etc. 

En suelos triccionaDtes se sigue un procedimiento similar al de las 
arcillas, con la diterencia de que el efecto de la presión 

• • 
con~inamiento es mayor y que el erecto del tiempo es mucho menor en 
es~os materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que 
toman en cuenta en forma explicita el efecto del confinamiento y que 
la Telación estuerzo-deformación en ellos es de tipo no lineal; una 
de estas técnicas se presenta en en inciso 3. 7 de este cop1tulo 
(Deméneghi 1989) •. 

3.2 Detormacignes ;ermioiblea 

Las deformaciones calculadas deben compararse con las deformaciones 
'--... permisibles de una cimentación, las cuales deben determinarse para 

cada estructura en particular. Por ejemplo, el asentamiento total y 
los asentamientos diterencialea de una cimentación dependen de la 
opinión de las siguientes personas involucradas en el diseJ\o de la 
cimentación (Zeevaert 1991) 

:..-.. 1 . 

a) Prapieta~io del inmueble 
b) Inquilino 
e) Ingeniero estructu~ista 
d) Arquitecto 
e) Autoridad municipal 

12 
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,_ 

f) Compañia de seguros 
g) Opinión publica 

Por lo tanto, con el concurso da opinión de las personas mencionadas, se 
llegan a definir los movimientos permisibles de una cimentación. 

Sin embargo, para ~e el lector se dé una idea de los asentamientos 
permisibles, y ünicamente para fines de_anteproyecto se presentan los 
valores de la tabla J.l (Sowers 1962). 

3.3 Estados lÍmite ~ seryicio 

Los reglamentos de construcción especifican los diferente movimientos 
que se deben revisar en una cimentación, los cuales dependen de cada 
caso particular. Por ejemplo, las Normas de Cimentaciones del 
Distrito Federal establecen que para una cimen~ación compensada se 
deben revisar los estados limite de servicio que se indican a 
continuación. Cabe aclarar que este criterio se puede aplicar· en 
general a cimentaciones superficiales, profundas, etc, con -las 
modalidades propias de cada cimentación. 

a) Desplazamientos instant6neos del suelo de cimentación 

Los desplazamientos instantáneos en suelos finos saturados se pueden 
calcular utilizando la ley de Hooke (ec J.J), considerando _que la 
deformación del suelo ocurre a volumen aproximadamente constante. 
Véase el ejemplo 6 .1, donde se trata el cálculo de expansiones 
y asentamientos por recompresión, considerándolos como movimientos 
instantárleos. 

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente alta, 
exp?rimentan movimientos instantáneos de magnitud alta comparados con 
los desplazamientos diferidos. La determinación de deformaciones en 
suelos granulares se puede ver en los ejemplos 3.1, 5.4 y 5.5. 

b) Deformaciones transitorias y permanentes del terreno de 

cimentación 

13 
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Las propiedades de deformación para la determinación de deformaciones 
transitorias de la cimentación debidas a acciones sismicas se 

r-. 
\. obtienen a partir de ensayes de tipo dinámico como el péndulo 

torsión (Zeevaert 1973), la columna resonante (Jaime et al), etc. 

En la obtención de las deformaciones permanentes de un suelo 
ocasionadas por un sismo, el fenómeno de la repetición de carga es 
importante¡ por lo tanto, deben determinarse, en muestras en el 
laboratorio, las deformaciones permanentes acumuladas por la 
repetición de cargas. En forma aproximada y ~nicamente para fines de 
anteproyecto, se pueden emplear las siguientes expresiones 

donde 

c5 • c5 ( 1 + a log N ) 
plf p 

(3. 5) 

cSpN .. deformación permanente debida a N repeticiones de 
carga 

c5 .. deformación permanente correspondiente a la primera 
p 

aplicación de carga 
N • n~mero de repeticiones de carga 
a = coeficiente que depende del tipo de suelo. Para suel• 

granulares a • 0.25 
log • logaritmo decimal (base 10) 

e) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga 

Considerando que la presión efectiva en una arcilla saturada no 
cambia en forma importante por una excavación, el asentamiento a 
largo: plazo se calcula entonces empleando el incremento neto de 
carga, el cual es el resultado de sustraer de la presión o carga 
total transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de 
ella, la presión o carga total previamente existente en el suelo al 
nivel de desplante (RCDF 1976). Además, si el terreno de cimentación 
consiste en arcilla, el asentamiento debido ·a cadencia lateral de 
suelo es usualmente peque~o en comparación con el asentamiento total¡ 
por esta razón, aun el asentamiento de cimentaciones en estratos de 
gran espesor de arcilla puede ser evaluado por métodos basados en 

14 ' 



r 
'··-

7 
deformación unidimensional (Terzaghi y Peck 1967, art 41)1 es decir, 

para calcular loa asentamientos diferidoa ~nicamente hay que utilizar 
el esfuerzo normal vertical u • 

• 

En el ejemplo 6.1 ~e presenta la valuación del asentamiento' a largo 

plazo en una cimentación compensada. Cabe aclarar que si se· desea 
obtener adicionalmente la evolución del hundimiento, se puede emplear 
la teoria de consolidación de Terzaghi-Zeevaert que considera 

adicionalmente la componente de deformación por viscosidad 

intergranular (consolidación secundaria) 1 véase para esto Zaevaert 

(1985). 
. . 

. ¡'": ' -· ... ~ .. . 
• , ..... 1 ... - '·_ 

3.4 Incrementos ~ estuerzo AD lA mA§A ~ suelo ocasionados ~ YDA 
carga repartida aplicada §D lA supgrficig 

. . ·-
.. : :.·" 

3.4.1.Carga uniforme ·-':", ·-· -.'~·"\.:-· .. ~·:.,. 
... ' ·. '":'-.l- . .'~ 

A continuación se presentan las expresiones para determinar loa 

esfuerzos normales verticales bajo la esquina de un · rect nqulo 

sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficie (fiq 3.5), 

... ~ ': . . ... 

tan 

. . ' .. . . ... • . .z. '.-.. 1 • · ...... 
.. . ·. ·-,. ~ . . 

+ anq tan _!_l_ ) (3,6) 
z A.· 

. ,: . 

· .. 
·, 

. . ':" 
1 A .. · -----X y 

-··" 

.. '· 

.. - . 

. . · ... ,_ . 

.. 

.. - .. 
' : . .... ·.· ' 

'· 

(3.7) 

(3.8)· 

(3. t). 

. ~-' 

.¡ 



... .-......, 

.'-, 

'-._. 

---------------------------
·' 

3.4.2 carga triangular 
. '. 

cuando la carga que se aplica en la superficie es da tipo triangular 
(fig J.6), se pued~n utilizar las fórmulas de Hamilton Gray (Ju4rez 
Badillo y Rico 1980) 

. . . :.,~l ••. - ' ..... 1·" ~-. · ... 

Bajo al· punto A.,-.. ,;. 
; . ·-~ ;:~.·; '.: -~ ::~-:;·<~~~-~~ .. ~-~' . 

,, 
... 

Bajo el punto B: · 
' ., 

'. 

/La + Ba + za' 

La + za 

B L 

z 

1 

- -:¡;=L;:a=-+-"",.5"' + 

z3 
v_D • [ p L 1 (2 n B) ] ( -- ,r La + ,.a· (Ba + 8 a) ¡ 8 i + Li + ,se > 

(3.11) 

.. 
3.5.1 Reacción del· terreno trapecial 

En nume~osas ocasionas en la p~ctica un cimiento se va sometido a 
carga vertical y momento. Por ejemplo, una columna la trasmite 
usualmente a una zapata aislada carga vertical y momento. Bl efecto 
de un sismo aa traduce en fuerzas cortantes y momentos al nivel da 
cimentaciónl aai, un edificio alto desplantado sobra una losa da 
apoyo o un cajón de cimentación, en una región s1smica trasmita al 
terreno da cimentación un tuerta momento da volteo, al cual ocaaiona 
deformaciones en dicho terreno qua puedan llagar a aar muy 1 

importantes. Por lo tanto, se haca necesario daterainar laa 
deformaciones del suelo ocasionadas por una tuerza . V!l~ical y un 

. · .. ;~~· ~-
' ... \ ',· 

.• 
; ~ .. . . . :· ·.-.. 

. .· ::· .. ; .: .. 11 ':". 
........ 

.• .-.. -,._ . . .. 
• •,o 

' . .•.· . ·:·· .... ~- ·. , 
. •. • • . ~i . .. . -' 



momento de volteo, tema que trataremos en este inciso. 

r-. Consideremos un cimiento sometido al sistema de cargas de la tig 3.7, 
y supongamos que la reacción del terreno es la suma de una reacción 
uniforme debida a la carga Q, y a una reacción debida al momento K. 
La reacción unitorne se obtiene del cociente Q/AI siendo A el· rea 
del cimiento, mientras qua la reacción provocada por el momento sa 
obtiene an torma aproximada utilizando la tórmula de la eacuadria: Av 
• (K/I) y • Observamos qua la reacción del suelo se calcula entonces 
con la ~iquiente expresión.·-~-·. 

-.\ ... ~ .. • .. ·,·. '; -;: ~- . .·;~; ~~: --~ ·: 
.·· .. , .• -·.-:\ -~ -.... o:V.~ ... •'. ',·' ·"~e=.",.,.\ .. -~ .. 

• '-· •• ' • •• 1•1 '1: ·,;"iott ' ~ • . .; ' . ~- '·- .. ·' ¡ .' 

v' • Q/A :t '(M/I) y , . 1'·'
1
·';·• 

donde I • momento de 'inercia de la planta de la cimentación 
y • distancia del centroide del Area da la cimentación a 

la tibra donde se esté calculando el esfuerzo 

En los puntos extremos A y 8 del cimiento los estuerzos se calculan 
. .-, ... 

, .. :..: 
v~ • Q/A + _· (M/I)- 8/2 ,: .. · 

• .. . ' ' -· t 

(3 .12) 

(3 .13) 

Si el cimiento es rectangular de ancho B y longitud L 

· -· .. , - - · · a -
v ··• Q /;,8:L + 6 M/ L B :. 

. ·. L· > ';.: .. { {~.~-· · ·.· ;._ r;·.. !; . 
·v .• Q /.a·. Le;. 6 H./ L B3 

• .. :. 1 :.,. • • ... : • • ¡00,, •• ,. ' • ;: 

(3.14) 

. .-.· 
(3 .15) 

' . 
Por la tercera ley de Newton, la carga sobre e~ terreno ea la de la 
_fig 3.7,-pero con.santido da ar:ril:la hacia abajo (fio¡ 3.8). 

Por lo tanto, para determinar las deformaciones del suelo provocadas 
por un .cimiento con carga vertical y momento, es necesario determinar 
el estado de esfuerzo dentro de•la masa de suelo ocasionado por la 
carga de tipo trapecial da la fiq 3.8 • .. . ·. 

el esfuerzo norma~ vertical en la 

·r . 
. 
. . 



lO 
masa de suelo, el problema se puede dividir en el de una carga 
rectangular~ y de una carga triangular u' (fiq 3.8). El ea!uerzo 

b • 

r normal ocasionado por la primera se calcula con la fórmula de oav· 
'- (ec 3.6), mientras que para la carga triangular se puedan emplear 1~ 

fórmulas de Hamilton Gray (fig 3.7, ecs 3.10 y 3.11). 

cuando se requiera conocer adem s del esfuerzo normal vertical v , • 
los esfuerzos normales horizontales v. y u , al problema se pueda . " resolver dividiendo la carga trapecial en un niroero n de cargas 
uniformes como se ilustra en la fig 3.9. Los esfuerzos buscados se 
obtienen aplicando las ecs 3. 6 a 3. 9, para cada una da las cargas 
uniformes en las qua se dividió la carga trapecial. 

3 • 5. 2 ·.Reacción. tr !angular 
.- .· 

' .. 
' cuando al momento de volteo es a_to, puede ocurrir qua se praeanten 

en un extremo esfuerzos teóricos da tensión entre cimiento y terreno 
( fig 3 .lO). En la realidad la resistencia a la tensión entre estos 
dos materiales es pr cticamente nula, por lo que no existe dicha zona 
de tensión. Por lo anterior, se requiere determinar la reacción del 

~· terreno ignorando esta zona de tensión, 

supongamos una reacción triangular como la indicada en la fiq 3.11. 

Por equilibrio de.fuerzas verticales 

... '-:~/: .·.;:· ·-·:<}::.t;~::····: ' : -~;;; ... ;·'' , ., 
.•·'···..;.:.·,.:.<; ... : ~;.,·e·¡ 2 •.Q • 3rea del tr~nqulo 

.:'}.:(.·:~·.·.:.i.(~·-:i~·:.' ··; ~: ·: \ 
(3.16) 

Tomando aomentoa,con respecto a un eje 
. ' 

' . 

' 

'1: HA •. -. Q\C-';.3·+ Q,Bj.2 

·. ~--~-~;; :/·.~.:-;~-:-.!~~ ~;[~t~i~_;:_··,; ·:·· .. · ... ···~f·~~-~- ·,;::.'-'-' 
·'·&~~··.e -:1~s.·a·-·3 M ;:a· . 

. < :\· .. ~ . ~ .... -.~ .. ~.:~ :·:.. . . : ''. .· 

M • O .. 

:-· 
• • . ~ r. ,. 

Da la ec · 3 ~ 16 · · :·: '· 
·>···.i · •... 

V·•2Q/C •• (3.18) 

. ~ ~ ... '· . .. . • . 

En consecuencia,: dac!o un· cimiento en·· el ·que las ca~a• Q Y M 
ocasionan esfuerzos teóricos eSe tensión en el contacto entre terreno 

... ¡() ... : ·.·•· ··: 

... . ' . 
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11 
y suelo, la reacción de este, aupondiéndola ~rian9ular (fiq J.ll), se 
obtiene utilizando la eo 3.17 para determinar la distancia e, y la ec 
3.18 para obtener el esfuerzo V • • 

' Los esfuerzos en el interior del medio elástico, ocasionados por la 
carga_triangular se hallan empleando las ecs 3.10'y 3.11 del inciso 
3.4.2 anterior,;·-

J \ . .~. .. 1 a'. ·. . , . 

Las deformaciones· instantáneas en los suelos se pueden calcular de 
manera aproximada utili.zando las expresiones que proporciona la 
teoria de la elasticidad. 

El asentamiento de la superficie de un medio semiinfinito, homogéneo 
e isótropo, bajo la esquina de un rectángulo sometido a carga 
uniformemente repartida q, estA ·Jdo por (Terzaghi 1943) 

'. . . .¡ •.• 

8 • [q(l-v2)/_JnE)] ( L ln 
8 + ./83+ L'il L + /L3+ a2

' 
. . . 

+ 8 ln -------
.. L 8 

. . . . ' .. ·. ·._,-•• ' • , •: ' . . ':: • . : ,.' i·; 
. "·· 1. ~. • • • ' . ...... • • . ,.., • •• . 

-.··.· ..... : •.. ·· .. ~ ....• \ '. . ~.:,;·.~.· .. ~.~-·.· ... :·_i .... ·. 
!_ ·:~~-~i;.. ~---~ •· ... '~· • ·~·::·· •' o'r 

donde ' ·.' :'· ., B • ancho del rectángulo 

L • longitud dei rectángulo 
· .. 
'.E • módulo de elasticidad del medio 

v • relación de Poisson del medio .. ' ~ 'f ., ... ' 

l 

cuando el medio elástico tiene un espesor o , el asentamiento bajo la 
esquina da un rectán9ulo sometido a car9a uniforme q estA· dado por 
(Juárez 8adillo y Rico 1980) 

--~ •. =;~; ~ -~ -~ 

.. :• ·::J ~': : .. -
•• _ .. "::·-~-' 1 ~-. . :·· .. 
. ·, . .._.' 

. . .. .... " .. . . 
. . ' -. ': ..... 

... 
. ··,,_ 

: 

.· ··.· .·. 
. • ' ' • ! • • .• _ ...... : .. ;:.: ••• 

~,' :~ .,1 .:.., •. • • :.- .• _.• 

.. ,:: ... ;;·:.."" . ... · -.. ~:.::_:",:·/_~·i,.":=···. ... . ~--· 
~<:~~~< .. ~--< _: ., ··. : . ' . ~- .· ·:. . . .·· 

. · . ... . 
' . 
... ·. . . .. ~ 

. . ··~ .... 

lt ., 

··' 

', ·: ... 
• • , : 1' 

1 ·: 

.·· 

¡J 

... · . 
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(a + ./L2+ a~) .ÍL3+ a ' z 

c5 =[q(l-v\,EJ (L ln 
L ' B + A) 

(L + /l.~--;.-;;)/ 83+ zz 
1 

+ B ln l 
B(L+A) 

LB . a 
+ (q/2nE). (1-v-:zv ) z ang tan- (3.20) 

z A .. 

(3.21) 

cuando existe un medio estratificado como el de la· fig 3.12, formado 
por n estratos de propiedades elásticas E y v, al asentamiento de la 
superficie se puede calcular utilizando la ley de Hooke· para cada 
estrato:· 

. ·.····':e . ·-, ( i/E) [ V : - 11' (V + V ) ] 
.·:_·.· . . ' . . . . .. , (3.22) 

donde v , v y v son los esfuerzos normales vertical y horizontales 
" • ll' 

ocasionados por la carga aplicada en la superficie del medio, y e es • la deformación unitaria del estrato. La deformación, en unidades da 
longitud, del estrato está dada por 

. .S •. e H . 
·. . . . (3.23) 

. ' 
• : 1 

donde H es el espesor del estrato. 

La deformación de la superfice será la suma de las deformaciones de 
cada estrato. 

. ' 
3.6.2 Circulo cargado .·.:. 

.... . 
. .... ·~.;. : ~- . . . .... . 

En un circulo da radio R 

superf.t:cie, 
1973) . . . . 

el asentamiento 
•, . ' 

~· . . . . 
' ...... 

sometido a· carga uniforma q en· su 
bajo al centro está dado por (Zaevaert 

'.: 

. \-:·::-t_:·¿·,. ~-~·.: 
4 .. -.(Ir·:· (1 ·- v1 ) R q] 1 2 .B ·. (3.24) 

El giro del circulo ocasionado por un momento H vale (Richart el al 
1970) 

.. (3.25) 
·' .. . ·. ·.· 

... ' . 

. ... . 
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en qua G • E /'2 (l + V) (J.:16) 

, Con las expresiones anteriores se pueden obtener laa riqidecaa lineal 
y angular de un cimiento de planta circular. La rigidez lineal se 
define como la carga vertical entre el asentamiento que produce: 

' .__. 

X • Q / .S • 2 E R / ( l -v3
) 

1 . '• (3.27) 
1 ~ • • •• 

La rigidez angular se define como el cociente del momento entra al 
giro que produce: 

. . 
X9 • M/ 9_•8 

. ' . 
. 'l· •••• 

G R3 
/. 3 ( 1 - V) (3.28) 

. . ' \ :-' .. ·~-:./:'.'}·~ ' .. ., . 

3.6.3 Giro da un rectángulo sometido a momento 

El giro de un rectángulo sujeto a un momento M (tig 3.13) se pueda 
calcular determinando la carga de tipo trapecial (eca 3.14 y 3.15) o 
triangular (ecs 3.17 y 3.18) que act~a sobre el terreno. A 
continuación se divida la carga en un n~mero n da cargas uniformes 
(fig ·8) y se determinan los esfuerzos normales v , v y v con las . . " 
ecs 3.6 a 3.9, a la mitad de cada uno da los estratos del subsuelo. 
La deformación unitaria de cada estrato se obtiene aplicando la ley 
de Hooke. (ec 3.22) y la deformación en unidades de longitud 
utilizando la ec-3.23. Esta operación se realiza bajo los puntos A Y' 
B de la tic¡ a, ·con lo que se determina, mediante la suma da las 
deformaciones de 
estos ~esultados 
momento. En el 
procedimiento. . .. 

cada estrato, la deformación en la superticie •. con 
se puede calcular el giro del rectángulo sometido a 
ejemplo 6.1 se presenta una -aplicación da este 

En forma simplificada, se puede usar el sic¡;11ienta artificio: se 
obtiene al momento de inercia del rectángulo I en el sentido que se 

r 
está analizando, . y se obtiene el_ radio equivalente_ a un circulo 
(Normas· de Sismo 1987) z ·. · . · - . :. . . •- .:. 

~ •..•.••. !- . 

• •" i .. ~ 

. . . ~ .. , .. i': 
. - .. 

' . 
. . 

¡".l 

, 



lct 
R • ( 4 I 1 rr l 

r 
l/4 

(J .29) 

Con el radio equivalente R se emplea la ec 3.2, para determinar 

giro de la cimentación de planta rectangular • 

.. 

... 

• 

·' .. ·~·:·::·Y:.'>·-.. ,. ·- ... .. . • 
.· . 1 

.. ·, 
.. "':· ··- -~--~·-:_. .. ,~_. ... ,. 

.: ... _, '\ . ·-· '' ~ . .. 
·-:-·: ·-... ~; .·-~, .. , ... ~··· 

• . .• . .. i ~-- .: :-

,· 
1 -~· ~- -~ 
. . ,: ~ . ~- ... 

.
• • ... ;,_·,· _·.!. ... .. ~ ... - . ~-- .--~ . . ·'· · . 
. :J·;; .. .--.::.; .... ··,.:-- __ , .. 

-~ . 

;.r:;~.,~:~l·::·, :(i.·:;· .. 
. , .. J.,. -t.-·•;·'.~·-· ... • . '·9'- .• , .... 

. . -;;-l ... -... -. f~-". '-l~ -~: ~-·-J:~? .. : '·:...~.~~ ~ ·-:~,;.·,_: .. 
•1 ': •.j -- .... ,~- ... "t •. C ,¡' •, ,··,. ·'¡¡r f r,t ... : =~ •. .... . . ,. ·.- . , ·. -~.il".: ' . \-:· . • ' !t :.t • 1 'J • ~ ·' 
. ~..-~,1; -~ .. -/1:Wi:if~•t$r .. .... :(.,.·•t~i;""\ .. ~' -r~. :.-

· .. · 

... 
-.: ... ··, 

..:~-. .. . 

,. 

~ ·. 

.··· .. 

•· 

.. · 

.. 

·.:~ 
:-~ :. ,. 

. 

\ .• 

-

.•. 

22 

,.. . . : ' 

·. 

. ... 

·' 

... 



-

Esfuerzos baJo el ce11tro de un circulo sometido a u11a sobrecarga 
uniformemente repartida q (Yoder 1959) 

9 2 2 i/2 a = q l 1 - z 1 (R + z. ) ) z 

, z z t;z 1 z 2 a ..... z O' = ( q/ 2) l 1 + :l. J.J - 2 ( 1 + 1J) z 1 ( R + z. ) + z. 1 ( R + z. ¡ ] r 

H = radio del c,;·culo 

Fórmula de Fr~lllich para la d~ 
corrido, apoyado sobre un medio 

rminación del gh·o 

elástico semii¡,fJnlto 
de un cimiento 

(Zeevaert 1973) 

z z 6 : ang ''"' [ 16 ( 1 - 11 ) M' 1 ( 1T E B ¡ ] 

~ = relación de Polsson 
E = modulo de elasticidad 
B = ancho del cimiento 

M' = momento por unidad de longitud 

La f6rmula de Frohlich se recomienda cuando la lonaitud del cimiento 
ea mayor o igual que tres veces el ancho del mismo. 

Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral (horizontal) 

R • radio del circulu 

(7 - 8 'V ) Qh 

32 ( 1- V ) G R 

. ' 

¡0 



TABLA 3.1 
ASENTAMIENTOS PERMISIBLES 

.: ( 
~. 

Asentamiento total permisible de la cimentación· da una aatructura, da 
tal forma que no se presente daño funcional en las siguientes insta
laciones o elementos: 

Obras de drenaje 
Accesos a la estructura 
Muros de mamposter1a 
Marcos estructurales de 
concreto o acero 

Losas o cajones de 
cimentación 

15 a 30 cm 
30 a 60 cm 
2.5 a 5 cm 

5 a lO cm 

7.5 a JO cm 

Los valores mayoreJ son para asentamientos en terrenos de cimentación 
homogéneos y estructuras da buena calidad da construcción. Loa 

valores menores son para asentamientos en terrenos da cimentación con 
estratigrafia errática y estructuras de regular calidad de construc
ción. 

Tomado de sowers (1962) 

¡b 
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ANALISIS S!SMICO DE CIMENTACIONES 

' Agustín Deméneghi Colina• 

Cuando se realiza el análisis sísmico de una cimentación, es usual 

que se cuente con un coeficiente sísmico para la región en cuestión, 

dado por el código del Estado donde se construirá la estructura 

correspondiente. Con este coeficiente sísmico se procede al análisis 

y diseño de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de la 

estructura de cimentación . 

• Sin embargo, cuando el subsuelo del sitio está formado por sedimentos 

de consistencia blanda, se presenta un fenómeno de amplificación de 

las ondas sísmicas que llegan al lugar, el cual consiste en que, en 

la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta 

aceleración, mientras que en la superficie del suelo blando la 
aceleración puede ser varias veces mayor que la del terreno firme 

,...... (fig 1). 
,,) 

--· 

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en 

forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este 

fenómeno consideremos un sistema de un grado de libertad como el 

mostrado en la fig 2, en el que la base se somete a un movimiento 

dado por 

• 

x .. a sen O t 
o 

La velocidad de la base vale 

y la aceleración 

. 
x .. a Q ces O t 

o 

x ., - a 02 sen O t 
o 

La respuesta de la masa está dada por (Newmark y Rosenblueth 1976) 

Desplazamiento relativo y • a Bd sen (O t - ~) 

* Profesor del Departamento de Geotecnia. División de Ingeniería 

Civil,. Topográfica y Geodésica. Facultad de Ingeniería. UNAM 



Velocidad relativa 

Aceleración relativa 

y Q a Q 8 '~OS (Q t - ~) 
d 

y = - a Q
2 B sen (Q t - ~) 

d 

En las expresiones anteriores 

1 
Bd = --------------------~--------------

• 

1 -

~ = ang tan 

2 e _n_ 
'''l 

w es la frecuencia circular del sistema 
1 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento 
Velocidad 

Aceleración 

X 

X . . 
X 

.. .. 

.. 
X . 
X .. 
X 

+ y 
o 

• + y 
o 

+ 
.. y 

o 

w .. 
1 

~efinamo~ el factor de amplificación de la aceleración como el 
' cociente entre la máxima aceleración absoluta de la masa y la máxima 

aceleración da la base: 

.. 
t •maxx;maxx 

• o 

En la fig 3 se muestra la variación de r. con el cociente T
1 

1 T , 
para amortiguamientos de 2 y,lO t del amortiguamiento critico. 

" Recordemos que los periodos están dados por 

2 
?.1 

~ 
- . ., 



0 

T
1 

= 2 n 1 w
1 

(masa que vibra) y T a 2 n 1 Q (base) 

Se observa en la fig 3 que fa amplificación de la aceleración dependa 

del cociente T
1 

1 T y del amortiguamiento. La máxima amplificación se 
presenta cuando T 1 T = 1 al aumentar el amortiguamiento decrece 

1 

el factor f . Para T 1 T ~ ~ la amplificación da la aceleración es 
a 1 

nula. 

Un fenómeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace 

las veces de la masa del ejemplo anterior. Consideremos un estrato de 

espesor H como el indicado en la fig l, y supongamos que el 

desplazamiento de la base rigida está dado por 

x (t) = e exp (iCt) = e (cos nt + i sen nt) 
o 

i = 1- 1 

lo que implica que la base tiene un movimiento armónico de frecuencia 
n . 

La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el 

campo de los numeras complejos, lo que conduce a que haya un cambio 

tanto en la amplitud como en la fase del movimiento • Definiendo la 
función de amplificación f .. A (Q) como el valor absoluto del 

a 

cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre 
l~ maxima aceleración·en la baee rigida, se obtiene (Roeaaet 1969) 

• (l) 

donde 

a .. H Q /[/1+ (71 n 1 G)a - l ) 1 [ l + (71 n 1 G) 2 J ·¡ /2 c. (2) 

~ .. H n /c/1 + (71 n 1 G)a + l ) 1 [ l + (71 O 1 G) 2
) 1 .r2 e • (3) 

donde e = IG¡ p = velocidad de la onda de cortante en el 
• 

suelo blando 

3 . 
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1) .. amortiguamiento del suelo blando 
n = frecuencia circular natural de la base rigida 
H = espesor del suelo blando 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo blando 
p = masa especifica del suelo blando 

La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amorti
guamiento. Se puede considerar que la viscosidad es inversamente 
proporcional a la frecuencia, de tal modo que 1J O / G • 2 C sea 

una constante. Aplicando las ecs 1 a 3 se obtiene la respuesta del 

estrato • 

• 
Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del 
estrato se hallan con las siguientes expresiones 

w = frecuencia 
n 

w = ( 2n - 1) rr 
n 

circular del modo n de vibrar 
j G / p / 2 H = (2n - 1) 7T C / 2 H • (4) 

Para pequeños valores de (11 n 1 G), la función de amplificación, para 

los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969): 

A (w ) = 4 1 (2n - l)rr (2Cl 
n 

(5) 

e = fracción del amortiguamiento critico 

~n la fig 4 se muestra la variación de la función de amplificación 
con la 'frecuencia de vibración de la base firme, para un. estrato de 
espesor H • 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en ·el 
suelo blando e .. 229 m/s y un peso volumétrico del suelo 7 = 2 t¡m3 

• • 
La función de amplificación se obtiene empledndo las ecs 1 a 3 , 

considerando que 1J Q / G = 2 C • 

Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme 
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente· al 

primer ~odo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la 
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio 

4 
·Q 
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,-. coincide o está cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de 

:·;:) un estrato de suelo blando, la aceleración en la superficie de ést• 

puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. 

En este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18 , para 

un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico. 

En forma aproximada se pueden calcular 

los valores correspondientes a los 

las frecuencias de vibración y 

"picos" de la función de , 

amplificación (fig 4), empleando las ecs 4 y 5 . En la tabla l se 

presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 

considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico . 

• 
TABLA 1 

VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A (lo) ) 
n 

n lo) f T A (lo) ) 
n on n 

S 
-1 ciclos;s S 

l 11.78 1.875 0.533 3.183 

2 35,34 5.625 0.178 1.061 

3 58.90 9.375 0.107 0.637 

4 82.47 13.125 0.076 0.455 

5 106.03 16.875 0.059 0.354 

w = (2n - l) n e 1 2 H 
n • 

A (w ) 
n 

,. 4 1 (2n - l)n (2<) 

f ,. w 1 2n T • 2n 
n on 

1 lo) 
n 

• 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de 

vibración de las ondas sismicas que llegan a un sitio; en todo caso, 

es conveniente observar las frecuencias domina~tes de los temblores 

que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se 

puede presentar el fenómeno de amplificación de aceleración que hemos 

comentado en los párrafos anteriores. 

(' El razonamiento anterior es válido también en términos de los 

periodos de vibración de ondas y suelo blando. Vemos que la máxima 

5 . 



. -· 
respuesta de aceleración se presenta cuando el periodo de vibración 

de la base firme coincide ~0n el periodo natural del primer modo de 

vibrar, siendo esta respues~a de 3.18 en nuestro ejemplo (fiq 4). Es 

decir, la aceleración en la superficie del terreno blando será J.lS 

veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiguamiento del 

suelo es de 20 % . Vernos entonces que la aceleración en la superficie 

del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T 1 T, donde 
al 

T es el periodo natural de vibración del estrato blando y T es el 
•1 

periodo dominante de vibración de las ondas sismicas. 

Para un estrato de suelo homogéneo ,fiq 1), los periodos de vibración 

están dados por 

T = 4 H j p 1 G / (2n - 1) 
an 

(6) 

n = 1, 2, ... 

donde p = masa especifica del suelo 

G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundament"l, "~ obtiene paran • 1: 

T = 4 H .j p / G (7) 
al 

Para la estimación del periodo natural de vibración de un suelo 

estratificado véase Zeevaert (1973, 1980). 

El periodo de vibración de la estructura se halla con los métodos 

usuales del an6lisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno ·de 

cimentación aat6 formado por un suelo blando, es importante 

considerar además el efecto de balanceo y de traslación horizontal de 

la cimentación. Asi, el periodo da vibración acoplado de una estruc

tura vale (Normas de Sismo 1987): 

6 
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donde 

• 

T .. periodo fundamental que tendria la estructura si se 
o 

apoyara sobre una base rigida (este periodo se-debe a 

la flexibilidad propia de la estructura) 

T = periqdo natural que tendria la estructura si fuera 
X 

infinitamente rigida y su base solo pudiera trasla-

darse en la dirección que se analiza 

T = periodo natural que tendria la estructura si fuera 
• 

infinitamente rigida y su base solo pudiera girar 

con respecto a un eje horizontal que pasara por el 

centroide de' la superfiece de desplante de la 

estructura y fuera perpendicualr a la dirección que se 

analiza 

Para el cálculo de los periodos de vibración anteriores, véase el 

Apéndice de las Normas de Sismo (inciso A7, interacción suelo-estruc
tura). 

Una vez que se conocen los periodos de vibración del suelo T y de 
ol 

la estructura T
1 

, se puede emplear el espectro de respuesta sismica 

de Zeevaert (1980) para la determinación del !actor de amplificación 

f (fiq 5), definido como el cociente de la máxima aceleración en el 
a 

centro de gravedad de la estructura entre la máxima aceleración en la 

superficie del terreno blando. 

Vemos que' la máxima respuesta se obtiene cuando T 1 T: :1.. Por lo 
1 ol 

visto anteriormente, no se puede evitar la amplificación de ·la ' 

aceleración de un suelo blando, pero si es factible 

coincidan el periodo natural de vibración del &uelo con 

natural de vibración de una estructura. 

evitar que 

el periodo 

La aceleración en la superficie del terreno la proporciona en la 

ciudad de México el Reglamento de Construcciones en las Normas de 

Sismo. Asi_, en el inciso 3 de éstas se señala que "la ordenada del 

espectro de aceleraciones para diseño sismico "a", expresada como 

7. 
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fracción de la aceleración de la gravedad, está dada por la siguiente 
expresión: 

a = (l + 3 T 1 T ) e 1 4 , si T es menor que T '' 
a a 

La aceleración en la superficie del suelo se obtiene haciendo T = O 
en esta expresión (pues para T = O la estructura vibra igual que la 

superficie del terreno), por lo tanto a= e= e 1 4 en la superficie . 
• 

Las aceleraciones para las diferentes zonas estratigráficas del 
Distrito Federal se presentan a continuación (articulo 206 del 
Reglamento): 

• 
Zona 

I 
II 

III 

Coeficiente 

sisrnico e 

0.16 
0.32 
0.40 

Coeficiente e 

(superficie) 

0.04 
0.08 
O. lO 

1 
Aceleración 

(superficie) 
2 cmls 

39 

78 

98 

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona III la aceleración de 
diseño de la superficie del terreno es de 98 cmjs2

• 

También se puede utilizar el. siguiente criterio para hallar "e" 

(Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el periodo 

dominante del terreno T , y que se hallen en las parte sombreadas 
ol 

de la fig J.l (de esas Normas), también se adoptará. e= 0.4 para .. . .. 
estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A: fuera de·las partes, 
sombreadas se adoptará 

Vemos que el coeficiente sismico depende del periodo de vibración 
dominante del suelo T

11 
• Considerando que el coeficiente sismico en 

la superficie e = e ¡ 4 y que la aceleración en la superficie, en 
2 • 

cmjs , es _.igual a c. por 980, en la fig 6 se presenta la variación de 

esta aceleración en función del periodo T
11 

• 

8 
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EJEMPLO 

Determinar la respuesta de aceleración de un edificio sobre un 

estrato de suelo blando, con las siguientes características: 

Masa= 217.5 t.s2¡m 

Peso = 2133 t 

Periodo de la estructura T = 0.3 s 
o 

Amortiguamiento en la estructura c. = 5 % 
Periodo por rotación T = 0.76 s 

r 

Amortiguamiento en el terreno de cimentación cr = 15 % 

• Periodo por traslación T = O. 22 s 
X 

Periodo del terreno de cimentación T m 2.4 s 
ol 

El periodo acoplado de la estructura vale 

Obtenemos el cociente T / T = 0.35 
1 ol 

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamos el amortiguamiento 
acoplado del sistema, el cual está dado por (Zeevaert 1980): 

• 

donde T' • / T3 + ~ .. 0.817 s 
1 o r 

1 C
a 

9 - -o o - 0.9975 

g .. 1 - C3 
.. o.9775 

r r 

Sustituyendo 91 -. 0.98 

·-

<t- 0.141 

Es decir, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % • 

.9 

' ·- .... - .. ... -' .. ~ .. ---.. ·~· , ......... ~ '·. --~ p 
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Entrando al espectro para diseño s1smico (fig 5, Zeevaert 1980), se 

obtiene un factor de amplificación f = 1.9 . 
• 

Considerando una aceleración en la superficie de 98 cm/s~~ la 

aceleración en el centro de gravedad de la estructura está dada por 

( 9 B) ( l. 9) =- 1 B 6 cm/ s 2 
• 
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DINÁMICA DE SUELOS 

VIBRACIONES 

Agustín De~éneghi Colina* 
Héctor Sanginés García** 

Vibraciones libres 

Consideremos un sistema de un grado de libertad, corno el mostrado en 
la fig l. se trata de un cuerpo de masa M unido a una base firme 

mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez K se define como el 

cociente de la fuerza horiz~mtal aplicada en el centro de gravedad 
• del cuerpo, dividida entre el desplazamiento horizontal que produce 

dicha fuerza, es decir: 
K = P / ó 

El amortiguamiento e toma en cuenta las pérdidas da anargia qua sa 
producen durante el movimiento (fundamentalmente por fricción interna 
en el sistema). Se ha observado experimentalmente que la pérdida d· 
energía se 

movimiento, 
puede representar mediante 

la cual es proporcional 
esta fuerza vale e X . 

una fuerza que 

a la velocidad 

se opone a .. 
del cuerpo: 

Por el principio de D' Alernbert, la fuerza de inercia es igual al 
producto M x , pero tiene sentido contrario a la aceleración. Esta 
fuerza de inercia se agrega al equilibrio dinámico del cuerpo. 

• ,' 

El fenómeno fisico que astamos estudiando consiste en dar inicialmen
te un desplazamiento horizontal 6 al cuerpo, para después soltarlo y 

o 
dejarlo vibrar libremente. 

* Profesor del Departamento de Geotecnia 
** Jefe del Departamento de Geotecnia 

División de Ingeniería Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de 

Inge·iüeria. UNAM 
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El equilibrio dinámico de fuerzas en el cuerpo da lugar a la 
siguiente ecuación 

M X + C X + K X = 0 ( 1) . 

Supongamos inicialmente que no hubiera amortiguamiento, C - O en la 
ec 1: 

M X + K X • 0 (2) 

La ec 2 es una ecuación diferencial homogénea de segundo orden. su 

ecuación característica es 
• 

La solución de la ecuación caracter1stica es 

;>. = 
2 

1-K/M = - i 

(3) 

Denominemos a IK ¡M = w =frecuencia circular natural del sistema 

cuando las ralees de una ecuación caracter1stica son complejas, la 
solución de una ecuac~ón diferencial homogénea de segundo orden está 
dada por 

• 

donde "a" es la parte real y "b" la parte imaginaria del número 

complejo. Por lo tanto 

x = e cos w t + e sen w t 
1 z 

(4) 
• 

• x • - e w sen w t + e w cos w t 
1 a 

(5) 
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De acuerdo con las condiciones iniciales, para t Q O, x • o. Sustitu
yendo en la ac 5 

o = e
2 

w ( l) 

x = e cos w t 
1 

.. e = o 
2 

Para t = o, X = ó 
o 

Sustituyendo en la ac 4 

X = Ó COS W t 
o 

(6) 

En la figura 2 se muestra la variación de x en función del tiempo t • 

• Se define el periodo T corno el tiempo en que la masa pasa por el 
mismo punto, con el mismo sentido del movimiento. De la figura 2 se 
observa qua 

Pero (7) 

T se conoce también como el periodo natural da vibración del sistema 
de un grado de libertad. 

La velocidad se halla derivando la ec 6 

• 
x = - w ó sen w t 

o 

~ acele!ación se halla derivando la ec 8 

•• ;¡ ;¡ 
X • - W Ó COS W t • - W X 

o 

(8) 

(9) 

Vemos que la aceleración es igual al desplazamiento multiplicado por 
el cuadrado de w, con signo contrario. 
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Vibraciones libres amortiguadas 

Consideremos ahora que si hay pérdida de energ1a en el sistema, es 
decir, que existe amortiguamiento: e - O El movimiento queda 
representado por la ec 1 

M X + e X + K X m o 

La ecuación característica es 

M >. 2 + C >. + K = O 

• Las raíces de la ec 10 son 

\ ~ - C / 2 M + 1 (C/2m) 3 
- K/M 

>-
2 

• - C / 2 M - 1 (C/2m) 2 
- K/M 

(1) 

(lO) 

Las raíces \ y >.
2 

pueden ser reales o complejas, dependiendo del 

valor del radical ¡F(C/2m) 2 
- K/M • Se distinguen tres casos. 

Caso I. Dos raíces reales diferentes 

Si las raíces son reales: (C/2M) 2 
- K/M > o • La solución de la ec 1 

está dada por 
(11) 

En este caso el sistema no vibra, sino que la masa después de haber 
sido desplazada una distancia 6 regresa a su posición inicial. Este 

o 
fenómeno se presenta cuando el amortiguamiento e es alto. 

Caso II. Una raíz real 

Se presenta cuando (C/2M) 3 
- K/M • O • Sólo existe una raíz real que 

vale 

>. - - C/2M 

4 



~ 

'..) 

La se lción da la ec 1 es 

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t • O, x • o , por lo 
o 

tanto 

e = o 
1 o 

• Para t = o, X = o, P' lo ta,nto 
• 

o = e i\ + '"'z e =-i\o 
1 2 o 

Por lo tanto, la solución de la ec 1 es 

X '" ó ei\t ( 1 - i\ t) 
o 

X = ó e- IC/2M)~ [l + (C/2M) t) (12) o 

En la fig 3 se muestra la variación de x en función del tiempo. 

cuando las raices de una ecuación característica son complejas, la 
solución de una ecuación diferencial homogénea de segundo orden está 
dada por 

(13) 

.• 

S ... 



r-· . " 
' 

donde "a" es la parte 
complejo. Por lo tanto 

real y "b" la parte 
y b a - - e 1 2 M, 

imaginaria del numero 
• v K / M - (C/2M)

2 

Derivando la ec 13 

x = eat (- e
1 

b sen bt + C
2 

b ces bt) + a eat (C
1 

ces bt + c
2 

sen bt) 
(14) 

Para t = o, ){ = ó por lo tanto, de la ec 13: 
o 

• Para t = o, X = o . Sustituyendo en la ec 14: 

• • la 13 Sustl.tuyendo en ec 

x • ó eat (ces bt - (a/b) sen bt] 
o 

Pero a = -
Hagamos < • 

e 1 2 M, 

e / ecrB 

y M - (e/ 2M) 
2 

- e 

el = ó 
o 

c2 = - a ó 1 b 
o 

(15) 

Al cociente de C = e 1 e lo denominaremos porcentaje del amorti
crlt 

guamiento critico: 

,.. .. e¡e .. e¡2v'MK ._ crlt 

Por otra parte w = v' K ¡ M , por lo tanto 
Sustituyendo en la ec 15 

• 
x = ó. e-~ w t [ces w /1 - Ca t + << 1 /1 - Ca 

o 

.. 
) sen w /¡,...-_~, .. ~~ _t ] 

(16) 

La fig 4 muestra la variación de x en función del tie~po. 

Vibraciones estacionarias 

se denominan movimientos estacionarios cuando la ·acción sobre el 

r'- sistema es de tipo armónico. 

6 



(.) a) Vibraciones forzadas 
.,. 

0 

la fig 1, que se somete a una 

F = F sen n t La ecuación de 

Consideremos un cuerpo ·como el de 

fuerza estacionaria dada por 

equilibrio dinámico queda 
o 

M x + e x + K x = F sen w t 
o 

(17) 

La respuesta da la masa está dada por (Nawmark y Rosenblueth 1976) 

F sen < n t - ~ l • o (18) < = 
K / l -

na la + ( 2 t: n )z a w w 
1 1 

2 e n 
wl. 

~ "' ang tan (19) 

1 - ( 
n ) 2 
wl 

w es la frecuencia circular del sistema 
1 wl =IK¡ M 

consideremos ahora un sistema de un grado de libertad como el 

~ostra~o en la fig s, en el que la base se somete a un movimiento 

dado por 

x • a sen Q t 
o 

La velocidad de la base vale 

y la aceleración 

. 
x .. a n cos n t 

o 

;( .. - a 0 2 sen e t 
o 

7 

(20) 

(20') 

(20") 



La ecuación de equilibrio dinámico estA dada por 
,---.... .. . 

M X i- e y .¡. K y = o 

fig 
.. .. 

Pero, de la 5 X = X .¡. y 
o 

.. . .. M ( X i- y -t e y .¡. K y a o 

.. . .. 
M y .¡. e y .¡. K y = - M X ( 21) 

o 

.. . 
n~ M y -t e y -t K Y = a M sen n t e22) 

• Vemos que la ec 22 es similar a la ec 17. Por lo tanto, se puede 

emplear la misma solución de la ec 17, con 

F sen n t = a n2 
M sen n t 

o 

Con este cambio de variable, la respuesta de la masa está dada por 

"' . 1 
' Desplazamiento relativo y = a Bd sen en t - ~) (23) 

Velocidad relativa • y = a n Bd cos en t - ~) e23') 

Aceleración relativa y = - a n2 B d sen ( Q t - ~) ( 2 3") 

En las expresiones anteriores 

B • l 
d 

le l -
1 ]2 + ( 2 e 1 12 

{9¡2 <"º> 
"'1 "'1· 

2 e n -
~ • ang tan "'1 (25) 

1 - ( 
(l )2 
"'1 

.' 

8 



u
1 

es la frecuencia circular del sistema u
1 

= /K 1 M 

Los desplazamientos absolutos están dados por 

Desplazamiento X = X + y ( 26) 
o 

Velocidad X = X + y (27) 
o 

Aceleración 
. . .. .. 
X '" X + y (28) 

o 

Definamos el factor da amplificación de la aceleración como el 

cociente entre la máxima aceleración absoluta de la masa y la máxima 

aceleración de la base: 
• 

Es decir 

f = max • 
.. . . 
x 1 1 max 1 x 

o 

f
4 

= max 1 sen Ilt + Bd sen (flt - ~) 

(29) 

(JO) 

En la fig 6 se muestra la variación de t con el cociente T 1 T , 
• l 

para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico. 

Recordemos que los periodos están dados por 

T
1 

= 2 rr 1 u
1 

(masa que vibra) y T = 2 rr 1 O (base) 

Se observa en la fig 6 que la amplificación de la aceleración depende 

del cociente T
1 

1 T y del amortiguamiento. La máxima amplificación se 

,prese~ta cuando T
1 

1 T a 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece 

el factor f • Para T 1 T ... .. la amplificación da la aceleración as 
• l 

nula. 

Vibración debida s rotación 

Consideremos una masa como la indicada en la fig .. 
libremente. La fuerza de inercia vale F • M x • De la .. 
9 H, X = 9 H • Por lo tanto F • M 9 H • 

9 

_7, vibrando 

figura x • 



El momento de volteo al nivel de cimentación, debido a la inercia de 
/- '· la masa vale 

~ .... 

Supongamos ahora que la cimentación está sometida a un momento 
estacionario dado por O a o sen n t • En el diagrama de cuerpo 

T To 

libre de la cimentación (fig 8) se muestran los momentos que actúan 
sobre ella. El equilibrio de momentos indica que 

M H~ S + C B + K e = 
r 

• 

o sen n t 
To 

(31) 

La ecuación dinamica obtenida para un sistema de un grado de libertad 
sometido a una fuerza vertical estacionaria es (ec 17) 

M X + C X + K X '" F sen (l t ( 3 2 ) 
o 

Las ecs 31 y 32 son similares, por lo que para hallar la solución de 
la ec 31 podemos emplear la solución de la ec 32, cambiando M por M 

H2 
y P por o Por lo tanto, la solución de la ec 31 es 

o To 

e = 

donde 

o 
To 

a = 

w• 

e - e 1 

sen (l"lt - a) 

ang tan 2 e w n 1 (w2 - r¡2¡ 

/K a j K 1 M H
3 1 M 1 H 

r r 

C •C/2/KMH
3

•C / 2 H ¡K M 
crlt r r 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

Por lo anterior, el periodo natural de vibración por rotación de una 
masa está dado por 

T = 2 lT 1M H
2 

/ K '" 2 lT H j M / K 
r r r 

(37) 



-' . ' 
/ 

· .... ·· 

·~ -·· 

o T = 2 rr / W H
2 

/ K 
r r 

(38) 

Vibración de gn estrato ~ suelo 

Un fenómeno similar al de vibración de un sistema de un grado de 

libertad sucede en un estrato de suelo blando, en el que éste hace 

las veces de la masa del sistema de un grado de libertad. 

consideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la 

fig 9. El estudio de la vi.bración de este estrato se lleva a cabo 
• 

estableciendo las ecuaciones de equilibrio dinámico de un elemento de 

suelo (fig 10); considerando una onda de cortante que viaja en 

dirección vertical, las fuerzas que actüan sobre el elemento son 

(Roesset 1969) 

Fuerza da inercia 

Fuerza debida a la pérdida de energia 

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento 

- -r dx dz + ( 1: + a 1i 1 a z ) dx dz + 71 a
3
u 1 at az

01 
clx dz u u zx 

(39) 

Es decir (40) 

Por la ley de Hooke 

y 7zx .. a w 1 a x + a u 1 a z con a w 1 a x • o 

7zx .. a u 1 a z 

11 



r:" 

r. 
. } 

(' .. 

sustituyendo valores en la ec 40 

( 41) 

Para hallar el movimiento del estrato de espesor H se tiene que 
resolver una ecuación diferencial parcial de segundo orden (ec 41). 
supongamos que el desplazamiento de la base rigida está dado por 

x {t) = e exp (iOt) = e (cos nt + i sen Ot) 
o 

( 4 2) 

ia/-1 

lo que implica que la base tiene un movimiento armónico de frecuencia 
• n . 

La solución del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el 

campo de los números complejos, lo que conduce a que haya un cambio 

tanto en la amplitud corno en la fase del movimiento • Definiendo la 
función de amplificación f - A (O) como el valor absoluto del • 
cociente de la máxima aceleración en la superficie del estrato entre 
la máxima aceleración en la base r1gida, se obtiene (Roesset 1969) 

(43) 

donde 

a • H n /e /1 + (lJ n 1 G)
3 

- 1 1 1 ( 1 + (lJ n 1 Gl
3 l 1 12 e • (44) 

• {3 = H n / ( /1 + (lJ n 1 G) 2 + 1 J 1 ( 1 + ('1! n 1 G)
3

] 1 fi c. ( 45) 

donde e .. / G 1 p = velocidad da la onda da cortante en el 
• 

suelo blando 
.,., • amortiguamiento del suelo blando 
n • frecuencia circular natural da la basa r1gida 
H • espesor del suelo blando 
G = módulo de rigidez al cortante dinámico del suelo blando 

p = masa especifica del suelo blando 

12 



' '\ La respuesta depende de la hipótesis que se haga respecto al amorti
guamientc. Se puede considerar que la viscosidad es inversament 

proporcic.1al a la frecuencia, de tal modo que TJ rl 1 G .. 2 C sea 
una constante. Aplicando las ecs 43 a 45 se obtiene la respuesta del 
estrato. 

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del 

estrato se hallan con las siguientes expresiones 

• 

w = frecuencia 
n 

w = ( 2n - 1) rr 
n 

circular del ~do n de vibrar 
1 q 1 p 1 2 H "" (2n - 1) n e 1 2 H • (46) 

Para pequeños valores de (TJ n 1 G), la función de amplificación, para 
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969): 

A (w) .. 4 1 (2n - 1)rr (2Cl 
n 

(4 7) 

e = fracción del· amortiguamiento critico 

En la fig ll se muestra la variación de la función de amplificación 
con la frecuencia de vibración de la base firme, para un estrato de 
espeso~ H .. JO.S m, con una velocidad de la onda de cortante en el 
suelo ~~ando e = 229 mis y un peso volumétrico del suelo 1 = 2 tlm3• 

e 
La fun·:ión de amplificación se obtiene empleando las ecs 43 a 45 , 
considerando que TJ Q 1 G = 2 C • 
• 
Vemos que la máxima respuesta se presenta cuando el terreno firme 
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al 
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la 
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arr~ban a un sitio 
coincide o esta cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de 
un estrato de suelo blando, la aceleración en la superficie de éste 
puede ser varias veces superior a la aceleración en el terreno firme. 
En este ejemplo la amplificación de la aceleración es de 3.18 , para 

~ un amortiguamiento del suelo blando de 20 t del critico. 

s'f 
13. 



En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibración y 

los valores correspondientes a los ''picos'' de la función de 

amplificación (fig 11), empleando las ecs 46 y 47 • En la tabla 1 se 
presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar, 
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico. 

• 

VALORES APROXIMADOS DE 

n 

1 

2 

3 
4 

5 

w = (2n 
n 

f = w 1 
n 

w 
n 

s·l 

11.78 

35.34 
58.90 
82.47 

106.03 

- 1) n e 1 2 H • 
2JT T 

on 

TABLA 1 

LA FUNCIÓN DE AMPLIFICACIÓN A (w l 
n 

f T A (w ) 
on n 

ciclosls S 

l. 875 0.533 3.183 
5.625 0.178 1.061 
9.375 0.107 0.637 

13.125 0.076 0.455 
16.875 0.059 o. 354 

A (w ) 
n 

= 4 1 (2n - l)n (2<l 
"' 21T 1 w 

n 

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de 

vibración de las ondas sismicas que llegan a un sitio; en todo caso, 
es conveniente obseryar las frecuencias dominantes de los temblores 
que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los que se 

~uede presentar el fenómeno de amplificación de aceleraci~ que hemos 

comentado en los párrafos anteriores. 

El razonamiento anterior es válido también en términos da los 
periodos de vibración de ondas y suelo blando. Vemos que la máxima 
respuesta de aceleración se presenta cuando el periodo de vibración 
de la base firme coincide con el periodo natural del primer modo de 
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fiq 11). Es 
decir, la aceleración en la superficie del terreno blando será 3,18 

veces mayor que la aceleración en la base, si el amortiquamiento del 



- .... , 

r-. 

suelo es de 20 % • Ver-.:~s entonces que la aceleración en la super! icie 

del suelo blando dep€. :ie fundamentalmente del cociente T 1 T, dondr 
ol . 

T es el periodo nat~ral de vibración del estrato blando y T es e . . , 
periodo dominante de vibración de las ondas sismicas. 

Para un estrato de suelo homogéneo (fig 9), los periodos de vibración 
están dados por 

T = 4 H j p 1 G 1 (2n - 1) 
on 

(48) 

n Q 1, 2, ••• 

donde p = ·asa especific.a del suelo 
• G = ódulo de rigidez al cortante dinámico del suelo 

El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n • 1: 

( 49) 
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DINÁMICA DE SUELOS 

VIBRACIONES 

Amortiguamiento (Kolsky 1963) 

Agustín Deméneghl Colina• 

Héctor Sanginés Garcia•• 

Durante la vibración de un sólido, se produce cierta pérdida de 
energía por calor, lo que se conoce en térJOinos generales ce:··~ 

fricción interna en el sistema. 

La forma más directa de definir la fricción interna es determinando 

el cociente de la energía disipada durante un ciclo de esfuerzos dW 

entre la energía elástica w almacenada cuando la deformación unitaria 
es máxima. A este valor se denomina "amortiguamiento especifico" o 
"pérdida especifica de energía", y se ha observado que depende de la 
amplitud y de la velocidad del esfuerzo en el ciclo, y a menudo de la 
historia de cargas del espécimen. 

En general se acepta que las fuerzas de restitución son proporciona
les a la amplitud de la vibración y q~e las fuerzas disipativas de 

energía son proporcionales a la velocidad. cuando esto se cumple, la 

relación de amplitudes positivas entre dos ciclos consecutivos es 
constante, y el logaritmo natural de esta relación, d', se toma como 
una medida de la fricción interna. 

Demostremos a continuación que d' es igual a la mitad de la pérdida 
especifica de energía cuando el amortiguamiento es bajo. De la fig 1 

* Profesor del Departamento de Geotecnia 
•• Jefe del Departamento de Geotecnia 

Oivisiqn de Ingeniería Civil, Topográfica y Geodésica. Facultad de 

Ingeniería. UNAM 
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l!. 1 = ln (X / X ) 
a b 

El desplazamiento está dado por la ec 16 

-e:: w t .;í ~ x = ~ e [co~ w 1 - C:: 
o 

Para t = t e -e w t_ 
X = ~ -a 4 o 

Para t = t 
b 

x = 0 e -e w ( ta + 2rr;w¡ 
b o 

X 1 X = e ~rrc:: 
a b 

Pero e:: = e 1 2 /Mi( y w ~ IK¡ M 

X 1 X 
rr e; 11 w .. = e 

a b 

l!.' = ln (X/Xb) = rr e ¡ M w = rr e w ¡ K 

X~ 2 
(X l!.W 

-X 
Por otra parte a b = = 

w xa 
• 

Pero X .. X 
b a 

X x. + X~ lil xa + xa .. 2 xa x • ( X + • b • • • • 

X +x 
2 4 b 

11-
xa x. a 

Sustituyendo 

2 

-a 

X ) 
b 

X 
l!.W (X - X ) a b 

11 2 ln (--!....) .. 
x. w x. 

) sen w .;i - C::~ t 

(16) 

x.> (X 
a 

+ X ) 
b 

xa 
• 

11 2 xa 
• 

- 2 l!.' 

Por lo tanto, en vibraciones libres con amortiguamiento pequeño, el 
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amortiguamiento especifico !J.WjW es igual al doble del decremento 

logaritmico !J.' • 

Por otra parte, en una vibración forzada, para amortiguamiento 

pequeño la forma de la curva desplazamiento-frecuencia 

mientras que para arnortiguam;~nto grande la curva 

tendida. Si denominamos !J.N a la diferencia entre 

es muy aguda, 

es mucho más 

la frecuencia 

correspondiente a la mitad del "pico" del lado derecho de la curva 

menos la frecuencia correspondiente a la mitad 

izquierdo, y 

medida de la 

N a la frecuencia de resonancia, el 

del ''pico" del lado 

cociente .!J.N/N es una 

fric=ión interna, y se puede demostrar que 

!J.NjN = h !J.'/ rr 

En efecto, en una vibración forzada, el desplazamiento está dado por 

F sen ( n t - ~ l o (18) )C = --
K /, 1 -

¡-¡2 
) 2 + e 2 e n )2 

w~ wt 

2 e n 
w1 

<P = ang tan (19) 

1 - ( n )2 
w1 

w
1 

es la frecuencia circular del sistema w
1 

= j K/ M 

El máximo valor de x ocurre para w
1 

= C , es decir 

F 1 
max x = o pero 

K 2 e 
max x. = F 1 e ·~ 

o 1 
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La mitad del máxima de x vale F
0 

1 2 e w
1 

• Par la tanto, haciendo 

x = F 1 2 e w en la e e 18, obtenemos: 
o 1 

l - + e 2 e 

( K - K 
íl2 

)2 + ( 2 e K 
(1 )2 4 e

2 w2 = 2 1 
wl w 

1 

Pero w
2 

= K 1 
1 

M 

(K - M 0
2) 2 + (eQ)

2 =4 e2 2 
wl 

Despejemos los valores de 02 de esta ecuación 

Pero 

J K c3 

-+ 
2 2 M 

K e ----------------------------------- - ± 

3 cZw~ - 2 ~ + 2 K M w~ 

M 2~ M 
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JK c
2 

--+ 
2 M 

M 

rJc w 
1 

M 

Denominando n y n 
2 

a las dos 
J 

raices de n 

2 ./3 e 
r¡2 r¡2 = 2 J M 

Como se comentó antes, 6N = 0
2 

- 0
3 

y N a w
1 

, por lo tanto 

Para valores bajos de amortiguamiento w .. 
1 

6N 
-a ~ --------

' N 2 w~ M w
1 

n 

Propagación gg YDa ~ ~ cortante gn Yn sólido viscoelástico 

(Kolsky 1963) 

Modelo de Voigt 

Voigt consideró que las componentes de esfuerzo en un sólido son 
la suma de dos términos: el primero proporcional a la deformación 

5 



,·( -........ 
unitaria y el segundo proporcional a la velocidad de la deformación 

unitaria. En un material isotrópico y elástico, las ecuaciones que 
relacionan los esfuerzos y las deformaciones serán ahora 

CT =>.A+ 
X 

2 G e + >.' (8A/8t) + 2 1) (ac ¡at) 
X X 

" ~ G r + 1¡ (ar ¡at) 
yz yz yz 

Estas ecuaciones conducen a relaciones similares a aquellas obtenidas 

para un sólido 

lugar de >., y 

elástico, pero el operador 
t•~~ ,¡ lvi'"' .lv .:¡., 

>. + >.' ¡a;at) toma el 
G + 1) (a¡at) • La -ecuación para los desplazamientos. 

horizontales es la siguiente: 

~ (A + G) ~ + G Vzu 
ax 

Haciendo las sustituciones anteriores 

2 
P a u =( (>. 

at 2 
+ G) + (>.' + 1))~ ] ~ + 

at ax 

En una onda de cortante exclusivamente 

= G V
2 u + 1) V 2 (~) 

at 

(G + 11~) v2 

at 

si consideramos una onda de cortante que se propaga en dirección 
vertical.'con movimiento de part1culas en dirección horizontal: 

Referencia 

~ Kolsky, H, Stress Waves in Solids, Dover, 1963 
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l f\NALISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINAMICAS 

l. INTRODUCCION 

Durante la ocurrencia de un sismo, un edifi
cio cimentado sobre pilotes se ve sujeto a 

una serie de efectos ocasionado~ por el mo

vimiento tclarico. Entre las principales ac

ciones se cuentan el momento de volteo y la 

fuerza horizontal sobre la estructura, ambos 

debidos al efecto dtn¿im!co del fen6meno,Ftg.l. 

La determ1nac16n del momento de volteo MT y 

la fuerza horizontal VT stsmicoa se ruede 
efectuar por el an!lisis est!tico o por el 

an!lisis din~ico, tratados con amplitud en 

la literatura del diseño estructural. 

Zeevaert (1973) presenta un m~todo para la 

obtenci6n de las solicitaciones ~ y VT, 

que tiene la ventaja de que toma en cuenta 

en forma integral el efecto del subsuelo y 

el de la eHtructura. Este procedimiento se 
lleva a cabo en condiciones din!micaa, lo 
cual es otra ventaja adicional del mismo. 

.· 
Desde luego, es claro que loa anllisis d1n4-

micos son recomendables sobre los an4lis1s 
eat4t1coa, dado que representan de una mane
ra mis realista el ten6meno, aun cuando su 
aplicaci6n en la pr4ct1ca resulta en ocasio
nes laboriosa. Por otro lado, loa anlliaia 
est&ticos, aun cuando son de menor prec1s16n, 
son de manejo m4s simplificado. 

El momento de volteo MT ocasiona un incre
mento de carga en los pilotea de un extremo 

Agustín Oeménegui Colina 
Facultad de Ingenieric,UNAM 

dio de la f6rmula de la escuadr!a. 

La fuerza horizontal VT provoca un despla
zamiento horizontal de la estructura con re! 

pecto al subsuelo y genera en cada pilote fueE 

zas cortantes y momentos flexionantes a lo 
largo de toda la pieza. 

En este trabajo sólo estudiaremos el efecto 
de la fuerza cortante VT . En los siguien
tes incisos comentaremos sobre los desplaza

mientos que se generan en el suelo y en el P! 
lote por el sismo, así como sobre los despla
zamientos relativos entre pilote y suelo, lo 
que ocasiona una reacc16n repartida a lo lar
go de todo el pilote. En el Inciso J tratar~

mos sobre las propiedades del suelo que es "! 
cesario conocer, las cuales deben ser obvi~
mente propiedades din!micas. En el Inciso 4 
presentaremos un m~todo para determinar las 
reacciones del subsuelo provocadas por la ac
ci6n de una fuerza cortante en la cabeza del 

pilote: conociendo estas reacciones se pueden 
determinar los desplazamientos relativos entre 

pilote y suelo, y obtener los diagramas de m? 
mento flexionante y fuerza cortante, a lo la~ 
go de todo el pilote, con lo cual ae puede e
fectuar el diseño estructural del mismo. En 
la parte final de este art1culo presentaremos 
las conclusiones derivadas de este estudio. 

2. DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DE SUELO Y 

PILOTE 

de la c1me~tac16n y un decremento de carga Como indicamos anteriormente, la fuerza a1a-

en el otro extremo. En ocasiones, se valOa mica horizontal VT ocasiona en la cabeza de 

este increm~nto (positivo y neqativo) por me un pilote una tuerza cortante que se puede v~ 
1 34 



luar dividiendo la fuerza total VT entre el 
nftmero total de pilotes. De esta manera, se 
obtiene la fuerza cortante en la cabeza de un 
pilote individual, que denominaremos vn 
(Fig. 2). 

Debido al sismo se presenta un movimiento ho
rizontal del suelo con reSpecto a un plano de 
referencia' A-11.', que denominaremos 6 (Fig. 

S 

Ja); este desplazamiento se puede determinar 

utilizando el m~todo propuesto por Zeevaert 

(1973). Por el efecto de la fuerza cortante 

Vn 1 el pilote experimenta un desplazamiento 
horizontal OP 1 con respecto al mismo plano 
de referencia A-A1 (Fig. Ja). En estas con

diciones, se presenta entre el suelo y el pi-
lote un desplazamiento relativo 6 - 6 • 6 1 S p 
tal como se indica en la Fig. Ja (Zeevaert 
1973)1 el cual ocasiona una reacci6n reparti
da de suelo sobre pilote (Fig. Jb). 

El desplazamiento horizontal relativo entre 

suelo y pilote depende de la magnitud de la 
fuerza cortante en la cabeza de la pieza 
de la rigidez del pilote y de la rigidez 
suelo. 

La valuaci6n de Vn la comentamos anterior
mente. La rigidez del pilote está dada por el 
producto EI, siendo E el m6dulo de elasti
cidad del material que forma el pilote y que 
para el caso de pilotes de concreto se puede 
obtener como E • 10 000 \ rt' , en 2 , V x-e 
Kg/cm 1 siendo f la resistencia en come 
presiOn no confinada del concreto a loe 28 
dlas de fabricado, en Kg/cm2 • I es el mo-

' mento de ihercia de la secci6n de un pilote, 

supuesto de tipo prismltico o cillndrico, ea 

decir, de secci6n constante en toda su longi
tud. 

La rigidez del suelo debe valuaras en condi
ciona• dinAmica. SabftmQe que la deto~ci6n 
de un estrato de suelo 'de espesor e esta 
dada por: 

6 • 6p (l) 

·. 

M m6dulo longitudinal de deformaci 
V 

del suelo 

ó p esfuerzo promedio aplicado a la 

mitad del estrato 

Desde luego, el módulo Mv debe ser el m~du
lo longitudinal dinámico de defo~ac16n, el 

cual est~ relacionado con el mOdulo cortante 

de rigidez G 

. exprea16n: 

de acuerdo con la siguiente 

135 

= 2 ( l + u (2) 
. G 

en donde u • m6dulo de Poisson 

Para el caso de suelos finos saturados suje
tos a una solicitaci6n din4mica (lo que ocu

rre en un sismo), se puede considerar 

u • O. 5, alcanzando Mv el. valor: 

l ·- ( 3) 
3 G 

En tdrminoa generales, en dinámica de suelos 
ha resultado de mayor facilidad la determin! 
ciOn en la pr&ctica del m6dulo cortante G, 

para despuAs emplear las Ece. 2 6 l para va
luar el mOdulo longitudinal Mv 

En el siguiente inciso veremos la forma de 
obtener el valor del m6dulo cortan~• G en 

condiciones dinámicas. 

3, PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO 

Para fines de an4lisia de pilotes sujetos a 
cargas laterales por sismo, interesa conocer 

principalmente do• propiedadee del euelo• el 
m6dulo cortante de riqideo G y la relaci6n 
de Poiaaon u 

En general, el m6dulo cortante G ee puede 
determinar en el campo y en el laboratorio. 
Dentro de las pruebas de campo se pueden men

cionar el ensaye qeof!aico, la prueba del vi

brador de superficie y un ~ tipo de prue-

16 



ba de placa de carga y descarga. Parece ser 

que la principal limitaci6n de estas pruebas 

es el rango de las defotmaciones que se alea~ 
zan, ya que se hace necesario que se llegue a 

deformaciones unitarias en el rango de 0.1 a 
0.01 \en el campo (intervalo·usual de defor
maciones ocasionadas por el sismo) (Wilson 
197 2). 

Las pruebas de laboratorio empleadas son la 
prueba triaxial c{clica, la prueba de corte 

c1clico y la prueba de la columna de torsi6n. 
Aparentemente, esta Qltima es el ensaye m!s 
realista para la determinaci6n de G , aunque 

es de dificil ejecuc!On (Wilaon 1972). 

La determinaci6n del m6dulo G por medio del 

péndulo de torsi6n ha dado buenos resultados 

en la prActica de la 1ngen1er1a. Esta prueba 

consiste en hacer una pequeña mod1f1cac16n a 

la c4mara triaxial convencional, la cual se 

emplea para someter una muestra de suelo a d! 

ferentes esfuerzos de confinamiento. Al espé
cimen de suelo se le da una pequeña torsión 
(en un plano horizontal), permitiendo que el 
sistema vibre libremente, movúmiento debi~o a 
la respuesta el!stica de los elementos del 

suelo. De esta manera se puede hallar el mO

dulo de cortante G (Zeevaert 1973). 

Loa resultados de pruebas con el p@ndulo de 

torsi6n indican que G aumenta con el confi
namiento, tanto en suelos cohesivos como en 

suelos no cohesivos' en estos materiales par! 

ce necesario determinar la var1ac16n causada 

por la amp~ud usada en las pruebas y por el 
m@todo de aplicaci6n del esfuerzo-de confina
miento (Zeevaert 1973). 

Por lo que respecta al m6dulo de Poisson u , 

se puede emplear un valor de 0.25 para mate 

riales granulare& parcialmente saturados y un 
valor de 0.42 a 0.45 como límite para BU! 

los cohesivos no consolidados (Zeevaert 1973). 

4. ANALISIS DE PIIDTES SUJETOS A CARGAS LATE

RALES 

La determinaci~n de las propiedadea dinlmicas 
de un suelo~· de gran importancia para valuar136 

los efectos de un sismo sobre un pilote. De 

igual importancia es la posibilidad de poder 

manejar los datos de propiedades ~ecánicas 

para efectuar el an~lisis de los pilotes. De 

otra manera, ¿~e quS sirve obtener las pro-
piedades din~m!cas de un suelo con gran pre
cisi6n-supon1endo que logremos esto-si deS·

pu~s no sabremos cOmo utilizarlas y conocer 

el efecto que tienen sobre un pilote?. 

En este inciso trataremos la manera de lle
var a cabo el an411sia de un pilote sujeto 
a una carga lateral, que puede ser debida a 
un sismo. Como comentamos en el Inciso 2, 

al ser cargado un pilote con una fuerza hor~ 
zontal V

0 
en su cabeza, se produce una rea~ 

ciOn del suelo por el desplazamiento relati

vo ó entre suelo y pilote (Fig. 3). Nos i~ 
teresa conocer la distr1buci6n de esta rea~ 

ciOn para valuar el diagrama de momento 

flexionante y el diagrama de fuerza cortante 

en el pilote. 

El diagrama de pres16n de suelo sobre pilo

te eat& limitado por una 11nea continua 
(Fig. 3b), pero para fines de an~lisis lo~ 
demos sustituir por cargas repartidas en tr! 

moa de longitud d (Fig. 4a)J es obvio que a 

mayor precis16n que se desee se tendr4 que 

disminuir la longitud d de tramo y aumentar 

el nQmero n de tramos. 

En la Fig. 4b se muestra la el!stica del pi

lote, causante de la reacci6n del suelo. La 

posici~n original se refiere a la posici~n 
de desplazamiento relativo nulo entre pilote 
y terreno. 

La Piq. 4c muestra las propiedades din4m1caa 
del suelo en cada uno de loa tramos, a saber 

el m6dulo cortante de rigidez G y la rela-

c16n de Poisson u. 

El procedtmiento que se propone para el an! 

lisia de la interacciOn suelo-pilote consis

te en tdrminoa qeneralea en lo siguiente: m! 

nejar laa reacciones ri del suelo (Fig. 4a) 
como inc~gnitae y mediante el an&lisis es-
tructural del pilote hallar loa desplazamie~ 
toe del suelo 6i (Fig. 4b) en funci6n de laa 
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reacciones; con esto obtenemos un sistema de 

ecuaciones en el que tenemos como incógnitas 
los desplazamientos del suelo 6. y las reac-

l 

cienes ri. A continuación determinamos los 
desplazamientos 61 en función de las roacci2 
nes r

1 
mediante el c~lculo de deformaciones 

en el suelo, obteniendo otro sistema de ecua
ciones en el que los desplazamientos 6i que
dan en función de las reacciones ri. Sustitu 
yendo este Ultimo sistema en el obtenido con 
la aplicación del análisis estructural quedan 
Gnicamente como incógnitas las reacciones r

1
; 

resolvemos el sistema y hallarnos las r
1

. Co

mo tenemos los 61 en funci6n de las r 1 , tam

bién podremos obtenerlos. De esta manera, al 

final de la aplicación de este procedimiento 
se conocen los desplazamientos 6

1 
y las rea~ 

cienes r 1 (Dem~neghi 1979), 

Veamos el desarrollo al detalle de lo expue! 
to en el p&rrafo anterior. Empezaremos con 

el an~lisis estructurdl del pilote, continu~ 
ramos con el cAlculo de las deformaciones 
del suelo y terminaremos con el eatablacimiaa 
to de la compatibilidad de desplazamientos. 

4.1 Análisis estructural del pilote 

El análisis estructural se puede realizar uti 

!izando el método de la viga conjugada para 
todo el pilote (Florea Ojeda 1980), 

En nuestro caso, nos interesa determinar los 

desplazamientos 6i del pilote en funci6n de 
las reacciones r 1 y de la riqidez de la pieza 
(Fiq. 4). ~s conviene trabajar con una sola 
reacciOn r 1 y deapuGa tomar en cuenta el efe: 
to de todas las r 1 • En la Fiq. Sa se muestra 
el intervalo de pilote del nudo l al nudo ji 

en una poaici6n intermedia se encuentra la 

reacci6n ri. En la Piq. Sb est4 indicada la 
viga conjugada para e•ta condici6n da carqa, 
en la cual: 

A' 
l 

A' • 
2 

A' • 3 
137 

Designemos como: 

( 4) 

( 5) 

(6) 

por lo tanto: 

Tomemos momentos en la viga conjugada con 

respecto al nudo j: 

Es decir 

Por lo tanto: 

De manera análoga, para nna reacci6n coloca

da en el tramo j: 

Para todas las reacciones r 1 en el intervalo 

en donde e
1 

ea el giro en el nudo l debido a 
la totalidad de las reacciones. 

Multiplicando ambos miembros de esta Gltima 

ecuaci6n por El: 
j-1 j 

EI9llj-EI61+EI6j+ 
1
:

1 
Dj 1r 1+tf Ajdjr 1•0 (8) 

2!, j!_ n-1 

i. 1 

Para el reato de laa reacciones r 1 1 
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•'=' 1 

( 10) 

2 < 1 < n 

En forma a1m1lar obtenemos para el nudo n lo 

siguiente: 

(11) ./ 

j • n 

La cond1c16n de equilibrio de fuerzas en to

da la viga conjugada permtte'establecer la 

siguiente expresión: 

1 
E! • o 

Pero e = n o, dado que consideramos que el pi-
lote está empotrado en su cabeza, por lo tan-

to: 
{!"" ,) -: " 

n v EI9 1+ r (Ai+Bj1+Cj1) r 1 • O (12) 
1•1 

En el pilote debe haber equilibrio de fuerzas 

(13) v 
Cabe aclarar que las expresiones 8, 11. 12 y 

13 son v~lidas para pilotes de tipo pr1sm4t1-

co o cilfndr!co, ea decir, para pilotea de 

aecc!On constante en toda su longitud. Tam-
bidn recordamos que se conaidera que el pilo
te eat6 empotrado en su cabeza (nudo n). 

En resumen~ para el an411s1a estructural del 
pilote empleamos las Ecs. 8, 11, 12 y 13, con 
lo que tenemos como 1nc6qnitas el qiro en el 
nudo 1, e1 , los desplazamientos ~i y las 
reacciones ri. Lo que falta ahora es obtener 
los ~ 1 en funcian de las r 1 con un an!lisio 
de deformaciones del suelo, lo cual se efec
tuar& en el siquiente inciso. 

4.2 Deformaciones ~el suelo 

Como se coment6 en el Inciso 3, en el campo 
o laboratorio se obtienen el m6dulo cortante 
G y el de Po1sson u. Empleando la Ec. 2 pod~ 

/ 
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mas conocer el mOdulo longitudinal de deforma 

c16n M 
V 

lfalle>mos ahora las c!eformaciones del suelo en 
función de las reacciones: la deformación del 

'"cuadro" 1, :1 c!ebida a una reacción ap U cada 

en K valdr~ 

en donde: 

deformación del "cuadro" i,j Cebi

da a una reacción colocada en k 

Mv1 j• mOdulo longitudinal de deformac16n 
del cuadro i,j 

ej• espesor del "estrato vertical• j 

(6T) 1:1k Q incremento del esfuerzo normal ho
rizontal en el cuadro i,j debido 

Pero: 

siendo 

a la preaiOn rk/b en el contacto 
pilote-suel" 

b • ancho (o diámetro) del pilote 

• valor de influencia en el cuadro 
i,j debido a una presiOn unita-
ria colocada en k. 

El valor de Iijk se puede determinar calcu-
lando el esfuerzo que ocasiona una presiOn 
unitaria colocada en el tramo k sobre el eua 
dro 1,j (Zeevaert 1973). 

Con lo anterior, la deformac16n del cuadro 
i,j debida a todas las reacciones rk serSz 

El desplazamiento 
dr! 

• 

horizontal del nudo 1 val-



siendo: p • nelmero de "estratos verticales" 
del subsuelo 

Por tanto: 

(141 1 
En esta ecuaci6n, los deSplazamientos 6i del 

suelo quedan en funci6n de las reaccione's rk. 

4.3 Compatibilidad de desplazamientos 

En las expresiones obtenidas del analisis e~ 
tructural del pilote (Ecs. 8 y 11) aparecen 

como inc6gnitas los desplazamientos 6i de la 
pieza. Estos desplazamientos deben ser igua
les a los obtenidos con la Ec. 14, para que 
haya compatibilidad entre desplazamientos 
del pilote y desplazamientos del suelo. Por 
lo tanto, hay que sustituir los valores 

hallados con la Ec. 14 en las Ecs. 8 y 11; 

de esta manera, desap~recen como inc6gnitas 

los desplazamientos 6i y quedan por determi
nar solamente el giro en el nudo 1, e1 , y 

las n reacciones ri. 

La Ec. 8 se aplica a los nudos 2 a n-11 con
tamos adem&a con las Eca. 11, ~2 y 131 por 
consiguiente disponemos de n+l ecuaciones, 
namero igual al de valores desconocidos, por 

lo que resolviendo el sistema de ecuaciones 
establecido conocemos el giro e

1 
y las reac

ciones ri. Sustituyendo estos valorea en la 

Ec. 14 determinamos loa desplazamiento• 6i 
del suelo (y del pilote) • 

. 
El problema ha quedado resuelto, pues obten! 

moa los valores da 1nter4a prActico para el 
ingeniero: el giro en el extremo libre del 

pilote ce1), lae reacciones del suelo ri y 
loa desplazamiento• horiaontalea relativo• 
del pilote con reepecto al euelo d1 • Con lae 
ri podemos obtener el diagrama de momento 
flexionante y el diagrama de tuerza cortante 
en el pilote, con lo que podemos diseñarlo 
estructuralmente. 

5. CONCLUSIONES 

a) Se ha presentado un procedimjento para 
, 39 

b) 

e) 

el an4lisis del pilote en un suelo estra
tificado, sujetos a cargas laterales, 
las cuales pueden ser debidas a un sismo. 

El m~todo tiene la ventaja de que ea 
relativamente sencillo de aplicar: el 
análisis estructural se efectGa utiliza~ 

do Gnicamente el m~todo de la viga conj~ 

gada. 

La determ1nac16n de los desplazamientos 

relativos entre suelo y pilote, tomando 
en cuenta la rigidez de la pieza estruc
tural, se lleva a cabo considerando la ~ 
fluencia de las reacciones del suelo en 

cualquier punto de la masa, mediante el 
concepto de valorea de influencia propue~ 
to por Zeevaert (1973). 

d) Estableciendo la compatibilidad de defor 

mociones del pilote y deformaciones del 

suelo, se puede resolver el problema sin 

recurrir a !teracionea. 

e} Lo anterior se consigue empleando las 
Ecs. 4 a 13 en la estructura y la Ec. 14 

en el suelo. Estas expresiones quedan en 
forma de algoritmos y pueden eer proqr~ 
das para que las genere y resuelva una -

compu~adora electr6n1ca. 

f) La precisi6n del mAtado se aumenta incr! 
mentando el nUmero n y disminuyendo la 
longitud d de los tramos. 

g) Desde luego, la aprox1maci6n del an4lisia 

depende de loa datos con los que sea ali 

mentado. En este sentido, la dete~na-
ci6n de las propiedades dinlmicas del 

suelo en el campo o fl1 el laboratorio es 
de gran importancia. 

h) Resulta conveniente la 1netrumentac16n 
en el campo de pilotea sujetos a cargas -
laterales, ast como el uso de modelos en 
el laboratorio, para calibrar lo• ~todo• 
de an411eia y diaefto que •• emplean. 

i) La principal splicaci6n del an4lisi• de 

pilotea sujetos a cargas lateralee estri
ba en la dete~naci6n del de•plazamiento 



relativo entre suelo y pilote y en la 

obtenci6n del diagrama de reacción del 

suelo sobre el pilote. Con este ültimo 
resultado se pueden calcular el diagra

ma de tuerza cortante y el diagrama de 
momento flexionante, y a partir de ~e

tos poder efectuar el diseño estructu

ral del pilote. 

j) Cabe aclarar que el procedimiento es v~ 

lido para pilotes de secci6n constante 

en toda su longitud, En el caso de que 

estos miembros sean de sección varia-

ble, se pueden desarrollar ecuaciones 

semejantes a las aquí presentadas, to
mando en cuenta la variación de El a lo 

larqo del pilote. 
o 
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10 PRINT "ANALISIS ESTRUCTURAL CONSIDERANDO QUE ZAPATAS AISLADAS PUEDEN SUFRIR 11 
UNDIMIENTOS 'i GIROS, DEBIDO A LA DEFORMABILIDAD DEL TERREUO DE CIMENTACION" 
20 PRINT "PROGRAMA ELABORADO POR AGUSTIN DEMENEGHI COLINA. 30/09/94. PROGRAMA 'A 
ERC9' 11 

40 PRINT "EJEMPLO ILUSTRATIVO DE CLASE" 
~,:~';.>l'~EM LECTURA DE DATOS 
. ,.,:·tEAD NGL,NG,NB,NA,NTC,NTF .,¡,,, ~. 

6ú PRINT "NGL=", NGL, "NG=", NG, "NB=", NB, "NA=", NA," NTC=", NTC, "NTF", NTF 
70 PRINT "NGL=NUMERO AMPLIADO DE GRADOS DE LIBERTAD, PARA EL CALCULO DE LOS ELEM 
ENTOS MECANICOS, NG•NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD, ND•NUMERO DE DliRRAS, NA•NUMERO 

DE APOYOS DE LA CIMENTACION, NTC=NUMERO DONDE EMPIEZA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA 
CIMENTACION" 
80 PRINT "NTF=NUMERO DONDE TERMINA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA CIMENTACION" 
90 DIM E(NB),IN(NB),LO(NB),W(NB),TP(NB),TQ(NR),DR(NB),DS(NB) 
100 DIM KR(NGL,NGL) 
110 PRINT "PROPIEDADES Y GRADOS DE LIBERTAD DE LAS BARRAS" 
120 FOR I = 1 TO NB 
13 O READ I, E ( I) , IN ( I) , LO ( I) , W ( I) , TP ( I) , TQ ( I) , DR ( I) , DS ( I) 
140 PRINT I,E(I) ,IN(I) ,LO(I) ,W(I) ,TP(I) ,TQ(I) ,DR(I) ,DS(I) 
150 NEXT I 
160 REM LECTURA DE FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS 
170 PRINT "FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS" 
180 DIM B(NGL),V(NGL,NB),VE(NGL),VC(NGL) 
190 DIM KL(NA),KT(NTF) 
200 FOR I=1 TO NG 
210 READ I,VC(I) 
220 PRINT I,VC(I); 
230 NEXT I 
240 REM RIGIDECES DEL TERRENO DE CIMENTACION 
250 PRINT 
2"~ PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEZ LINEAL" 

,'?'':? FOR I=1 TO NA 
\.e:·:<. READ I, KL ( I) 

290 PRINT I,KL(I) 
300 NEXT I 
310 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEZ ANGULAR" 
320 FOR I=NTC TO NTF 
330 READ I,KT(I) 
340 PRINT I,KT(I) 
350 NEXT I 
360 REM FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 
370 DIM VM(NGL,NB) 
380 PRINT 
390 REM PRINT "I,J,KR(I,J)" 
400 FOR Q=1 TO NB: I=TP(Q): J=TQ(Q): K=DR(Q): L=DS(Q) 
410 A1=4*E(Q)*IN(Q)/LO(Q): A2=6*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)A2: A3=12*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)AJ 
420 KR(I,I)=KR(I,I)+Al: KR(I,J)=KR(I,J)+Al/2: KR(I,K)=KR(I,K)-A2: KR(I,L)=KR(I,L 
)+A2: KR(J,J)=KR(J,J)+Al: KR(J,K)=KR(J,K)-A2: KR(J,L)•KR(J,L)+A2: KR(K,K)•KR(K,K 
)+A3: KR(K,L)=KR(K,L)-A3: KR(L,L)=KR(L,L)+AJ 
430 KR(J,I)•KR(I,J): KR(K,I)=KR(I,K): KR(L,I)=KR(I,L): KR(K,J)=KR(J,K): KR(L,J)• 
KR(J,L): KR(L,K)=KR(K,L) 
440 REM PRINT I,I,KR(I,I),I,J,KR(I,J),I,K,KR(I,K),I,L,KR(I,L),J,J,KR(J,J),J,K,KR 
(J,K),J,L,KR(J,L),K,K,KR(K,K),K,L,KR(K,L),L,L,KR(L,L),J,I,KR(J,I),K,I,KR(K,I),L, 
I,KR(L,I),K,J,KR(K,J),L,J,KR(L,J),L,K,KR(L,K) 
450 VE(I)=VE(I)+W(Q)*LO(Q)A2/12: VE(J)=VE(J)-W(Q)*LO(Q)A2/12 
460 VE(K)=VE(K)-W(Q)*LO(Q)/2: VE(L)=VE(L)-W(Q)*LO(Q)/2 
~VM(I,Q)=W(Q)*LO(Q)A2/12: VM(J,Q)=-W(Q)*LO(Q)A2/12 
4,.,VM(K,Q)=-W(9)*LO(Q)/2: VM(L,Q)=-W(Q)*LO(Q)/2 
490 NEXT Q 
500 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES" to? 



510 FOR I=1 TO NG 
520 B(I)=-VE(I)-VC(I) 
530 PRINT I,B(I) 
540 NEXT I 
550 FOR I=1 TO NA 
560 KR(I,I) = KR(I,I) + KL(I) 
570 NEXT I 
580 FOR I=NTC TO NTF 
590 KR(I,I) = KR(I,I) + KT(I) 
600 NEXT I 
610 REM SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES 
620 GOSUB 820 
630 GOSUB 1330 
640 PRINT 
650 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, DESPLAZAMIENTO" 
660 FOR I=1 TO NG 
670 PRINT I,D(I); 
680 PRINT 
690 NEXT I 
700 REM MOMENTOS Y CORTANTE~ :N LOS NUDOS DE LAS BARRAS 
710 PRINT "BARRA, GRADO DE L.BERTAD, MOMENTO O CORTANTE EN EL NUDO" 
720 FOR Q=1 TO NB 
730 I=TP(Q): J=TQ(Q): K=DR(Q): L=DS(Q) 
740 A1=4*E(Q)*IN(Q)/LO(Q): A2=6*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)A2: A3=12*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)AJ' 
750 V(I,Q)=VM(I,Q)+A1*D(I)+A1*D(J)/2-A2*D(K)+A2*D(L) 
760 V(J,Q)=VM(J,Q¡+A1*D(I)/2+A1*D(J)-A2*D(K)+A2*D(L) 
770 V(K,Q)=VM(K,Q)-A2*D(I)-A2*D(J)+A3*D(K)-A3*D(L) 
780 V(L,Q)=VM(L,Q)+A2*D(I)+A2*D(J)-AJ*D(K)+A3*D(L) 
790 PRINT Q,I,V(I,Q),J,V(J,Q),K,V(K,Q),L,V(L,Q) 
800 NEXT Q 
810 END 
820 REM SUBRUTINA DECOMP 
830 DIM SCAL(NG),IPS(NG) 
840 N=NG 
850 FOR I=1 TO N 
860 IPS(I)=I: ROWN=O! 
870 FOR J=1 TO N 
830 IF ROWN>=ASS(KR(I,J)) THEN 900 
890 ROWN=ABS(!G' .. I,J)) 
900 NEXT J 
910 IF ROWN=O THEN 940 
920 SCAL(I)=1/ROWN 
930 GOTO 970 ' 
940 M=1 
950 GOSUB 1670 
960 SCAL(IO=O! 
970 NEXT I 
980 REM ELIMINACION GAUSSIANA CON PIVOTEO PARCIAL 
990 NM1=N-1 
1000 FOR K=l TO NMl 
1010 BIG=O! 
1020 FOR I=K TO N 
1030 IP=IPS(I) 
1040 SIZE=ABS(KR(IP. ·~) *SCAL(IP) 
1050 IF SIZE<=BIG T: l 1080 
1060 BIG=SIZE : 
1070 IDXP=I 
1080 NEXT I 
1090 IF BIG<>O THEN 1130 
1100 M=2 



1110 GOSUB 167 O 
1120 GOTO 1270 
1130 IF IDXP=K THEN 1170 
1140 J=IPS (K) 
1150 IPS(K)=IPS(IDXP) 
V.\> O IPS ( IDXP) =J 
':,.,o KP=IPS (K) 
~(~o PIVO=KR(KP,K) 
1190 FOR I=K+1 TO N 
1200 IP=IPS(I) 
1210 EM=-'"C: ( IP, K) /PIVO 
1220 KR(IP,K)=-EM 
1230 FOR J=K+1 TO N 
1240 KR(IP,J)=KR(IP,J)+EM*KR(KP,J) 
1250 NEXT J 
1260 NEXT I 
1270 NEXT K 
1280 KP=IPS(N) 
1290 IF(KR(KP,N))<>O THEN 1320 
1300 M=2 
1310 GOSUB 1670 
1320 RETURN 
1330 REM SUBRUTINA SOLVE 
1340 D!M D (NGL) 
1350 N=NG: IP=IPS(1): D(1)=B(IP) 
1360 FOR I=2 TO N 
1370 IP=IPS(I): SUM=O.O 
1380 FOR J=1 TO I-1 
1390 SUM=SUM+KR(IP,J)*D(J) 
1400 NEXT J 
1410 D(I)=B(IP)-SUM 

O NEXT I 
.O IP=IPS (N) 

1440 D(N)=D(N)/KR(IP,N) 
1450 FOR IB=2 TO N 
1460 I=N+1-IB 
1470 REM I VA DESDE N-1 HASTA 1 
1480 IP=IPS{I) 
1490 SUM=O! 
1500 FOR J=I+1 TO N 
1510 SUM=SUM+KR(IP,J)*D(J) 
1520 NEXT J 
1530 D(I)=(D(])-SUM)/KR(IP,I) 
1540 NEXT IB 
1550 RETURN 
1560 REM "NGL=NUMERO AMPLIADO DE GRADOS DE LIBERTAD, PARA EL CALCULO DE LOS ELEM 
ENTOS MECANICOS, NGaNUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD, NB-NUMERO DE BARRAS, NAaNUMERO 

DE APOYOS DE LA CIMENTACION, NTC=NUMERO DONDE EMPIEZA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA 
CIMENTACION" 
1570 REM "NTF=NUMERO DONDE TERMINA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA CIMENTACION" 
1580 REM NGL, NG, NB, NA, NTC, NTF 
1590 DATA 8,6,3,2,3,4 
1600 REM I, E, IN, LO, W, TP, TQ, .DR, OS 
1610 DATA 1,2214000,0.000675,4.6,0,5,3,7,8 
1620 DATA 2,2214000,0.000675,4.6,0,4,6,7,8 
1630 DATA 3,2~14000,0.0054,6.0,1.54,5,6,1,2 
.í>,;*o REM I, VC (VC = FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO O FUERZAS CONCENTRADAS) 
.ii~'~"o DATA 1, -l. 2, 2, -1.2, 3, O, 4, O, 5, O, 6, O 
1660 REM I, KL. (KL = RIGIDEZ LINEAL VERTICAL) e;,} 
1670 DATA 1,1880,2,1880 u 



1680 REM I, KT (KT ~ RIGIDEZ ANGULAR) 
1690 DATA 3,720,4,720 
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1 

Mi~l :.~eJ,l!l'ff//P.!f?· ., V.~~.~ 
IN~~~R~\~IJ.!~, -

figur;;t . . ? (E,),,,, s~.~P.9!5~S',~ 9u~, debe 
ig!Jal a 11en el extremo B, debido 
obÚgi,.d.~ "' en la ;;i.:g~t~eaf .. ,;\' .. 
haciendo: 

·~·, !_ 

donde:-. -- · . r • ~ ~ 

_, ~-_t' ~·:ú~- ~--;~. 

_., .. ·:• r i . : 

por lo tanto: 

O 0 o• h0 ° <A • / J: 
0 

.'1 

r.;r: = .•{ 6 Ei 11 ' 
L2 

• 1 

ac,tu_aF, un 1 ~qmento 

al desplazamiento 

•.... 

o 

" '· 

4. Si consideramos a la barra A-B que no sufre 
deformaciones debido .a las cargas que tenga sobre 

. }) ·-· .'• i· 
su claro, en~onces podremos. calcular los momentos 
de empotramiento perfecto, y que se definen 
respectivamente en sus extremos por: 

•. ·'' ..• ··' M1a:,.Y ~- •'"•· 
·' 

1 '-· . --~ 

Sumándo los · cu'atró. éfectos' te.ndremos: · 
,·; 1 1: 2 ' '13 '. /.tJ.s • 

. , 
MAB = MAB + MAB + MAB, ± 

~L ' 
,. . ::'~· 

Lo • ' ' ~-

MBA M~ 2 3 ~A = + MBA. + MsA' ± 
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Miguel Angel Rodríguez Vega 
INGENlERO Cn1l. 

2EI tj>A + 
L 

± ~A 

Las ecuaciones anteriores fueron para una barra 
sujeta a giros en sus extremos A y B, con 
desplazamientos en uno de sus extremos, que son el 
caso general de las ecuaciones pendiente-deflexión. 
Para nuestro caso del método de las rigideces, y de 
forma matricial, las ecuaciones de equilibrio son: 

{F) + {K){D) ={O) 

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ELEMENTOS MECANICOS EN VIGAS 
Y MARCOS HIPERESTATICOS 

El procedimiento general para la solución de vigas y 
marcos hiperestáticos se describirá a continuación: 

1. Se determina el número de grados de libertad de la 
estructura. 

2. Se empotran todas las barras en sus extremos, menos 
en los apoyos de empotramiento, Estado I, logrando 
con ello una estructura cinemáticamente 
determinada. 

3. Se calculan los momentos de empotramiento en los 
extremos de las barras debidos a las cargas sobre 
ellas. 

15 
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INGENIERO CML 

4. Se liberan los nudos, Estados II, III, etc., 
liberando los desplazamientos unitarios uno a uno, 
que fueron impedidos en el paso 2, calculando las 
fuerzas necesarias para lograr estos 
desplazamientos (coeficientes de rigidez). 

5. Se plantean las ecuaciones de equilibrio, que será 
un sistema de n incógnitas, siendo n el número de 
grados de libertad cinemática de la estr·.octura. 

6. Se resuelve el sistema de ecuaciones, GbLeniendo 
los desplazamientos de la estructura, tanto giros 
como desplazamientos lineales. 

7. Con los giros y desplazamientos lineales se 
obtienen los momentos en los extremos de las barras 
correspondientes, aplicando las ecuaciones del 
equilibrio para cada caso, superponiendo cada 
Estado. 

a. Se obtienen los diagramas de momentos de la 
estructura real, sumando los momentos obtenidos en 
el paso 7 con los debidos a las cargas que actúan 
sobre las barras (principio de superposición) . 

9. Por último, se obtiene el diagrama 
cortantes aplicando la estática y el 
normales (si es el caso) por equilibrio 
la estructura, asi como sus reacciones. 

de fuerzas 
de fuerzas 
interno de 
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PRÓPl:EDADES DE 'LA MATÍÚZ~DÉ. Rl:Gl:DÉZ 

La matriz de rigideces· debe ser cuadrada, de orden 
n por n, . donde n . seria' igual al grado de 
indeterminación cinemática. 

Tiene propiedades de simetria: k,, = kJ, 

Los coeficientes de la diagonal principal deben ser 
positivos. 

Debe ser una matriz positivamente definida, es 
decir, su determinante debe ser mayor que cero. 

La matriz de rigideces es -la inversa de la de 
flexibilidades,, sin ¡embargo se debe tomar en cuenta 
que el método de las flexibilidades, se basa en una 
estructura isostática, y el sistema de coordenadas 
representan la localización y dirección de las 
restricciones, en cambio, en rigideces se 
restringen desplazamientos en los nudos, siendo su 
sistema de coordenadas, la localización y dirección 
de los desplazamientos incógnitas, por lo tanto, la 
inversa de la matriz de flexibilidades utilizada en 
el métodoRg.e_ l~.s,;. fu~l:".zas~13_s_ un<:!.• matri:z: ,,·en la cual 
los elementos son coeficientes de rigidez, pero no 
los que se utilizan en el análisis del método de 
rigidez y viceversa. 
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l\ 
OBTENER LAS FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS DE LA SIGUIENTE ESTRUCTURA:,-
ASICOMO SUS .CORRESPONDIENTES R_EACCIQNES. < '1 ' 

B.O ·l 

3 

(m) 

IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS 

'[!] 

\' • • 1 

GRADO DE' INDETERMINAClON CINEMATICA= 5 

PAC. 10 

4.0 t 

1 
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.U~ A~ :R~ ?Jº'F 
INGENIERO CIVIL 

FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS [ton) 

CONVENCION: -O::=J~ -======~ -c::::O-
(TENSION) 

REACCIONES (ton) 

4.98 

2.54-

PAC. 12 

12.51 

7.48 
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EJEMPLO No. 2 

OBTENER LAS FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS DE LA SIGUIENTE ESTRUCTURA, 
ASICOMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES PARA LAS DOS CONDICIONES DE 
CARGA QUE SE INDICAN. 

CONDJCION DE CARGA No.l 

3 
20.0 l 

10.0 l 

~~------------~~------------~/~\--2.0 l 

~,, '""~'""~ (m) .---- 4 ~----;----- 4 ---. 

CONDICION DE CARGA No.2 

3 
15.0 l 15.0 l 

- 30:0 t_jo----------'A 

1 

3 

1 

' 
(m) 

PAG. 13 
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IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS 

GRADO DE !NDETERM!NAC!ON CINEMAT!CA = 6 

PAC. 14 
METODO DE LAS RIGIDECES 

(SEP - 95) 
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);(~ A~ :R~ Vu¡a 
INGENIERO CIVIL 

FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS, PARA LA CONDICION DE CARGA No.! (ton] 

CONVENCION -=-
(TENSION) 

REACCIONES DE LA CONDICION DE CARGA No.! (ton] 

6.46 

11.11-~t 

10.0 ---

20.0 

10.0 

'K------~b------~- 2.0 

6ztt~, ~ 
~ 

3.03 
t t 

14.8 l 

PAG. 16 

1.76 

ME.'TODO DE LAS RIGIDECES 
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.MU¡u<l A nrl :R~ v~7,_ 
INGENIERO CIVI[ " 

FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS. PARA LA CONDICION DE CARGA No.2 [ton] 

CONVENCION -~- -====- -==O--
(TENSION) 

REACCIONES DE LA CONDICION DE CARGA No.2 [ton] 

14.89 

16.90-~¡} 
~ 

15 o 15.0 

_J.~.--______ ....::n 30.00 

t 
2.44 22.94 5.40 

PAC. 17 

8.0 
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EJEMPLO No. 3 

OBTENER LOS DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE LA SIGUIENTE 
ESTRUCTURA, AS! COMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES. 

1 o l 

f-----4---"'----5------+-

EA= ele. 

IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS 

@ 0 

GRADO DE INDETERMINACION CINEMATICA= 3 

PAG. 18 

(m) 
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.Mi~ A~ :R~ ?J~ 
INGENIERO CIVI( 

0 

OBTENCION DE FUERZAS EN LOS NUDOS, DEBIDAS A CARGAS EN LAS BARRAS. 

Ct w=2 t/m f) 2.67 cc-=c=o=c 2.67 

4.00 [JJ 4.00 

10 t 

s.oo( t·====:!~~~t )s.oo 
5.00 5.00 

t 
w=l t/m t 3.00 e co,co,~cyy=cc~~cc'>~ccc~ ~ ~~~~~ )3. 00 

3.00 [±] 3.00 

1.so o.B3 ¿oo 
~·~--~--~~~\----=---~~~~=-~{)~&~~----~------~ 

[j] ~ [gJ A: [;!] • [±] 
(i) ® @ @ 

PAC. 19 

® 

METODO DE LAS RIGIDECES 
{SEP - 95) 



A
 

1\ 
A

 
11 

A
 

' ' 
' ' 

' 
' ' 

' 
~ 

H
e
H
~
a
~
H
U
H
 

~ 
Y

 
Y

 
11 

V
 

V
 

--
--

---
• 

1 ¡ 
f
'
8
~
<
J
8
o
o
5
!
8
9
g
8
s
8
8
~
~
 

"''"' 
~
8
 

H
~
2
~
~
H
 e 

-
o
"
~
o
•
-
;
-
o
!
:
!
q
o
•
N
o
~
<
)
l
 

..,.,., 
• 

""' 
!1

 
! 

i 
~· 

u ~ 
8 

8
8

5
1

8
8

g
8

8
 

8 
§¡ 

l 
~~ 

~ 
~ 

~ 
~~ 

o 
.. 

':' 
e
l 0:: q 

o 
....... 

llo. 
~ ~ 

o 
o 

o 
o 

o o o o o o o o 
~~-· 

.... .., 
•• 

. . . . . . . . . ... 
u 

• 

"'"' 
~ 

~
~
8
•
~
8
·
~
8
S
~
8
S
8
8
~
o
 

'-
~
~
-
d
Q
Q
O
Q
-
;
-
o
d
Q
O
O
N
O
Q
d
 

"' 
¡ ~
-
n
~
a
~
q
 ¡&

n
'&

 
~
 . 

::¡ 
u 

E: 
.., 

:
;
s
·
~
~
-
:
~
a
 ';l!Z

l 
"' e "' 

g 
e 

o
o

o
o

o
o

o
o

 
O
H
~
~
 

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
~
8
8
·
~
 

... 
'11 

'& 
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

-
o

<
;
:
i 

U
! 
H
•
H

2
H
~
H
~
 

.., 
o-o 

• 
~
 

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
~
5
1
8
1
5
1
 

8 ¡. 
'
J
!
8
!
0
8
0
:
!
8
:
!
~
8
 

• 
o

o
o

o
o

o
o

o
 
o

!
!
H

 

i 
d

d
d

d
d

d
O

C
IO

O
Q

Q
O

 
9 

~~i 
<
)
1
"
1
d
"
)
o
¡
l
d
!
f
'
f
0
'
!
~
0
 

i 
t 

0
9

0
 

;¡ 

o
o

o
o

o
o

o
o

 
o
!
~
~
 

8
8

8
8

8
8

8
8

8
"
8

8
,8

8
 

~~ 
11 

, 
~
 

• 
~
 

• 
o

o
o

o
o

o
o

o
o

q
o

o
_

o
o

 
o o-

o 

~ 
oooooou u

u
 

O
O

O
O

O
O

O
O

O
H

H
! 

B
B
8
8
8
8
8
J
e
8
8
n
~
s
s
s
 

•• 
'
'
 

8
8

 
8

8
 

&
 

&
 

o
o

o
o

o
o

o
o

-
o

q
 

o
q

-
IL 

<)1<)1 
1

1
 •• 

•• 
o

-
o 

o;-
O

O
 

0
0

0
 

. 
~
!
 

oooooou n
u

 
o

o
o

o
o

o
o

o
o

!
H

H
 

8
8
8
8
8
8
B
,
.
r
e
8
1
a
P
J
8
~
5
1
 

i 
¡ 

O
O

O
O

ó
O

O
<

;:iQ
O

jQ
d

<
¡
jO

 

"' 
o

Q
 

d
<

¡
jd

ó
 

-;-"' ó 
o 

"' 
es&

 
oooooou u

u
 

o
o

o
o

o
o

o
o

o
H

H
H

 
8

8
8

8
8

8
.8

8
1

i8
8

"
8

8
 

e; 
w

 
M

 

~~ 
H
•
H
~
H
?
H
~
 

¡¡; 

}~ 
¡ 

• 
O

d
O

O
O

O
Q

d
O

;ó
O

Q
d

O
 

o 
o

-
d

o
-;-

"
'-;-o

 
o 

a ~ 
o 

o
o
o
~
u
u
 
~
o
 o o 

0
0
o
o
o
o
H
H
~
o
o
o
 

8
8
8
8
1
5
1
8
t
-
.
~
8
!
e
8
8
8
8
 

P
J
t8

o
:l8

o
iiB

:!C
;8

 
z 

=-.2: 
~
 

~
 

o
o

o
o

o
o

o
o

 
o

q
-
o

o
o

 
! ~

.
 

d
Q

d
-
Q

ó
<

¡
j0

0
-
;
-
0

0
 

"'$ 
ó

-
0

-
;
-
0

 
o 

0
0

0
 

" 
~
!
 

o ....¡ 
o
o
o
~
u
u
 H

 0
0

0
 

o
o
o
o
o
o
~
H
~
o
o
o
 

8
8
8
8
~
:
1
8
~
~
8
1
0
~
8
8
8
 

-.. 
c.. 

" 
.~ 

~ 
o

o
o

ó
Q

Q
ó

 
o

o
q

o
o

o
o

 
::;: 

• 
t 

o
c
;>

o
Q

o
 

o 
-
;-

N
O

 
o 

"' 
! 

--, 
~ 

o
o
o
u
~
u
 
~
0
0
0
 

o
o
o
o
o
o
~
B
B
o
o
o
 

8
8

8
&

s
s
g

s
8

f
J
8

8
8

8
8

 
~
 

"' 
• 

u~ 
~
 

¡ 
• 

o
o

o
q

o
o

 
o

o
q

o
o

o
o

o
 

•
•
·
~
a
•
i
2
7
H
>
 

....¡ 
~ 

o
o

-
o

o
-
;
-

«
1

-;-
e
l 

o 

"' 
i 

uuuoo 
0

0
0

0
 

o
o
o
H
~
~
o
o
o
o
o
o
 

8
'
1
3
8
=
~
8
:
r
a
s
e
s
s
s
8
 

8
1
8
t
f
t
8
1
\
1
C
;
8
~
8
8
 

o 
! 

~
 

~
~
 

0
0

0
0

0
 

o
Q

O
o

O
O

d
d

d
 

~~';' 
o

q
o

o
q

o
o

o
o

q
o

o
 

o
-
o

-
;
-
o

o
 

ooo 
;;: 

..: 
o 

¡;: 
• 

i5!: 
u 

~ 
uuuoo 

0
0

0
0

 
o

o
o

B
S

H
o

o
o

o
o

o
 

~
 

8
"
"
8
~
o
8
•
•
8
8
8
8
8
8
 

~ 
¡;: 

u 
~ 

~
~
 

d
Q

<
¡jó

 
O

d
Q

O
O

o
O

d
o

ó
 

~
 

"' 
~
 

O
Q

O
<

;>
d

O
 

• 
-
o

 
" 

~ 
o 

::;: 
f 8, 

;;: 
~
 

::> 
u uno o 0

0
0

0
 

¡;: 
o
o
o
B
~
H
o
o
o
o
o
o
 

~ ~ 
.
8
8
~
8
8
.
8
8
8
8
8
8
8
8
 

~
 

~
~
&
 

ll 
<

;id
o

 
o

o
q

o
o

o
o

o
o

<
S

o
 

~
 

l'i 
i o-•U

 i
~
o
 ~
~
¡
 i&

1
 i&

 
z 

jH 
o

C
i-

o
 o

-;-

~ 
-

9 o 
o 

! 
z 

~ 
a 

~
 

H
H

H
o

o
o

o
o

 
o

o
o

o
 

• 
H
H
~
o
o
o
o
o
o
o
o
o
 

~ 
8
J
!
~
8
,
.
.
5
1
8
8
8
8
8
8
8
8
8
 

~~~ 
8

8
8

8
8

1
8

8
ft8

8
C

>
8

8
8

 
o 

:!: 
-

~ 
• 

~ 
e • 

o
o

 
o

q
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
 

~ &
 

h 
d

o
ó

d
o

q
o

o
q

o
o

o
ó

d
O

 
• 

o;-
O

O
 

• ooo 
u 

8 
• 

~
 

~
 

~ 
::> 

a 
! 

! 
5 

~
~
H
o
o
o
o
o
 

o 
o

o
o

 
!
H

H
o

o
o

o
o

o
o

o
o

 
8
~
·
·
·
·
·
·
·
8
8
8
8
8
8
 

~~~ 
....¡ 

! 
z 

~ 
h 

h 
8 

~
a
&
 

o 
~ 

i 
i 

o O
O

 
• -o 

O
~
ó
o
c
;
i
ó
O
O
O
O
O
d
d
ó
Q
 

~~E: 
(
fl 

• 
• 

o 
• 

" 
u 

• 
• 

• 
~i~ 

• 
! 

H
H
~
o
o
o
o
o
 

o
o

o
o

 
! 

~
~
~
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

! 
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
 

! 

~·· 
-
~
:
;
¡
 

ii!. . -
• 

. -
p 

o 
o 

~~ 
9

9
0

 

§. 
~
 
~ 

o 
o

-;-
~ -.o 

~
 
~
 o 

• 
~ 

~ 
~ 

il 
!
~
 



J;i«¡ud A rv¡d :R~~ Vc¡r 
INGENIERO CIVIL 

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LAS BARRAS EN COORDENADAS LOCALES. 

8.00 10.00 

2. 42 e t·===m::=1=~;====t)3 16 
3.82 4.18 

3. 16 e t·===::::!~b:::::::=t )s o 1 
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10.00 

5.01ct·=~~=~tJ4 14 
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4.14 et======w~===t)2.43 
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DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LOS NUDOS LIBRES, EN COORDENADAS. GLOBALES. 
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DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECAN!COS. 
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DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE (ton-met] 
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EJEMPLO No. 4 

OBTENER LOS DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECAN!COS DE LA SIGUIENTE 
ESTRUCTURA. AS! COMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES. 
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OBTENCION DE FUERZAS EN LOS NUDOS, DEBIDAS A CARGAS EN LAS BARRAS. 

® ® 

13.0 4.5 1.5 

3
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3 . 9- ~ rf,z. 75 ~ o. 75 
~/".CD:::----------®;;:2..:.----------:i@ r 2.o 
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0 

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LAS BARRAS EN COORDENADAS LOCALES. 

6.00 

12.6~f ~ t 9.36 
3.68------c- ;=========;~=====> ~3.68 

ITl ~ 
0.66 6.66 

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE 
10.00 

LOS NUDOS LIBRES, EN COORDENADAS GLOBALES. 

NUDO CD ~ 0.66 
NUDO@ 5.00 3 o 

9.36 f\ . 4.50 

3.oo-r~3.68 
0.68- 12.91 

~12.61 
9.34 

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LAS BARRAS 3 
9.34 

0.68-

f22.02 

9.34 

~2.61 
-0.68 

PAG. 26 

3.68--El ~ ~72.00 
6.66 - • t6B 

. '+'0.14 

9.66 

Y 4, EN COORDENADAS 
9.66 

GLOBALES. 

0./4rt, 
5.68-

\ .-:---5.68 
6.t2 T 

9.66 

METODO DE LAS RIGIDECES 
(SEP - 95) 
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DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS 

DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE [ton-met] 

9.36 

12.61 

22.02 

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL [ton] 

.1 L...___ _e -----=-' 
3.68 

11. 14 

2.09 

PAC. 27 

2. o ... 1 __ e _ ___. 

METODO DE LAS RIGIDECES 
(SEP - 95} 
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DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE [lon] 

~ CiiV 
1 1 

rl---------1-----, 3.66 
3 

6.12 

REACCIONES: 

0.68-

f22.02 

9.34 

3 

1.25 

10 

~ 
6 

PAG. 28 
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6.12~-5.68 

9.66 
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EJEMPLO No. 5 

OBTENER LOS DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE LA SIGUIENTE 
ESTRUCTURA, AS! COMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES. 

1 

5 t-~~ 

4 2EI 

1 ' 

IOEA 

5 t m 

(m) 3 

IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS 

Y e 

t 
<D 

w= 1 t/m 

2EI 
15EA 
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• 1 
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L-----.XL 
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.... 
>-~---.J 

// 

GRADO DE INDETERMINACION CINEMATICA= B 

PAG. 29 

10 t m 
~~~ 

3El w= 3 t/m 
20EA 
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@ 

/////. 

---xc 

METODO DE LAS RIGIDECES 
(SEP - 95} 
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0 

OBTENCION DE FUERZAS EN LOS NUDOS, DEBIDAS A CARGAS EN LAS BARRAS. 

3.0 3.0 

3.0 ¡ ¡ 1/.0 

5.o--Er-CD::-----------:®~2 7-B.o 

PAC. 30 

@ 
/// 

METODO DE LAS RIGIDECES 
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SOLUCION NUMERICA DEL EJEMPLO No. 5 

DEPARTAMENTO DI ESTAUC:TUAM • OICTya • ,ACULTAD Cl INGENIERIA • UNAM 
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2. .'ANÁLISIS ESTRUCTURAL 
' 

Para fines de interacción es conveniente utilizar el 
rigideces del análisis estructural, en el que la ecuación 
equilibrio de una estructura está dada por (Beaufait et al 

JSc5+~ +~ caQ 
o o 

donde 
.IS = matriz de rigideces de la estru~tura 
c5 = vector de desplazamientos 
~o = vector de cargas de empotramiento 

~. = vector de~argas c9ncentradas 

método 
general 
1970) 

( l) 

de 
de 

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la 
su~a de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que 
forman la estructura1. Para ilustrar el procedimiento de interacción 
en tres dimensiones, consideraremos una reticula de barras 
horizontales ortogonales entre si, aun cuando esta técnica se puede 
hacer extensiva a barras inclinadas. 

Sea un sistema ortogonal x-y en un plano horizontal. Veamos 
primeramente la obtención de la matriz de rigidez en dirección y (fig 
1). La convención de signos utilizada, en una barra horizontal, es la 
siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario, 
los desplazamientos verticales son positivos si van hacia abajo y los 
desplazamientos horizontales son positivos si van hacia la izquierda 
(fig la). Lo"s momentos flexionantes son positivos en sentido horario, 
las fuerzas cortantes verticales son positivas si van hacia arriba. y 
las fuerzas normales horizontales ·son positivas sin van hacia la 
derech'a ( fig lb). A continuación presentamos la matriz de rigidez y 
los· vectores de empotramiento para una barra en estas condiciones 
(barra m) : 

2 
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'11CR 1 
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·.,de fricción. 
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.. .. .. , ... . 
1 1 

6CR .. +. 
l/43c~; .:+)/Kf r 

9GR1 1 + 
l/43GR~ r + 1/K 

D 

· · l. ··Para profundidades de· desplanto intcrmedill8 entre 1 y 3 m interpúleae linealmol'lc entre loe valorea de 
la tabla.' · ... · · · ' · · .. · · ' · . 

,. 

2.: Para es.tructurisa cimentadaa sobre pilotes o pU111 en la zona 11 aup6ngaae K, in!inlta. • 

3 .. s{~oe aon capaces d~'"resi~ti~- p~r adbere~cia 'con' ela~elo circ~ndante, .al:meno~ la .,;itad. del peso bruto 
de la C:Oaalnlcción. incluyendo. el de sus cimientos. Cuando tienen. menos de cala· capacidad, interpólese lin~almente 
entre )oa ·valorea consignados en la ' tabla. · · • . ' ' . . 

1 . . " . . . 

... 

4. K, ae 'calculará teniendo en cuenta los pilotes de punta que contribuya~ a resistir el m~•·•rnto de volleo, 
calculando la rigidez de estos elementos ante fuerza axial como si au punta no se dPftplazara v~r1k-•lmr:nte . 
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TABLA 3.1 
RBLACION DE POISSON (Zeevaert 1973) 

I!.e2 ~ suelo 

Polvo volc4nico suelto 

Limos compactos, sedimento eólicos finos. 
Sedimentos volc&nicos semicompactos. 
Aluviones finos " · 

Arena, limos compactos, suelos aluviales. 
Sedimentos compactos bien graduados 

1 
Arena con ¡rava. Sedimentos aluviales 
compactos, cementados y bien graduados 

Relación ~ Polsson , v 

0.3 

0.3 a 0.25 

0.25 

0.25 

Valores aproximados de los módulos de defo1·macl'"n de una 111 u . are a 
(módulo E•P tomado de Bowles 19681: 

Consistencia 

Muy blanda 
Blanda 
Media 
Firme 
Uura 

En la arcilla de 
slguentes valores 
= 20 kg/cm 2

, 

E • 
k&/ cm z 

6-45 
30-60 
60-120 

100-180 
150-250 

la ciudad <le 
aproximados: E • 

E E 
ep 

kg/cm2 
vp 

kg/cm2 

4-30 2-15 
20-40 10-20 
40-80 20-45 
70-120 40-70 

100-170 60-100 

México, Jos módulos tl~nen 
= 50 kg/cm , E = 35 kg/cm y 

•~> 

Se observa experimentalmente que, en suelos frlcclonantes, el módulo 
E varia en función de confinamiento, de acuerdo con la sigui~nte 

ep 

expresión 

E = K p
0
'!! 

ep e: 
(3.5) 

·· En la tabla 3.2 se presentan valor.es aproximados del coeficiente K, 
en función de la compacidad de un suelo frlcclonante. 

.... 

-

~'" 

Estado 

TABLA 3.2 
VALORES APROXIMADOS DEL COEFICIENTE "K" (ec 3.5) 

EN SUELOS FRICCIONANTES 

Densidad N qd K K 
z 0,!1 

relativa cono (t/mZ)O,!I (k g/ cm ) 
k g/ cm 2 

'l'luy suelto < 0.2 < 4 < 20 < 350 < 110 

,Suelto 0.2-0.4 4-10 20-40 350-600 110-190 

Medianamente 
compacto 0.4-0.6 ' 10-30 40-120 600-1700 190-540 

Compacto 0.6-0.8 30-50 120-400 1700-2500 540-790 

Muy .. ' ó.s " 790 compacto " " so " 400 " 2500 

-l 

,., ' ... 
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METODO DE LAS FLEXIBILIDADES 

l. - INTRODUCCION. 

1 

El método de las flexibilldades (llamado también de las fuerzas) 
• 

es bllslcamente la superposición de desplazamlen tos en térmlms de es--

tructuras esr.iticamente determinadas. Las fuerzas o momentos que son 

las incógnitas, se determinan a partir de desplazamientos comcldos con 

base en las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones, que son - -

aquellas ecuaciones que garantizan los desplazamientos fl na les como co'!!. 

patibles con las condiciones de apoyo originales de la estructura. 

La viga mostrada en la figura l, es hiperesr.itlca en primer 

grado, ya que hay 3 reacciones verticales y sólo se pueden usar dos --

ecuaciones de es r.itlca para resol verla. 

A 

~. 
L L 

Ftg. 1 

Aplicando la" definición del método de las flexibilidades para re-

sol verlas, se escogerll como incógnita la reacción ventea! en el apoyo-

central, lo cual nos lleva a considerar una estructura lsostlltlca que !la-

maremos estructura primaria (tlg.. 2). 

Dado que en la viga original la flecha en el apoyo central 

debe ser nula, lo ·cual implica considerar que la flecha debida a las 



i 
1 
!· 

•, 

111. CALCULO DE LAS FLEXIBILIDADES 

Para ilustrar el cdlculo de las Oexihllidades y la formulacldn de 

las ecuaciones de compatibilidad, se rcsolveri1 la estructura siguiente: 

1 e 1 o 
F~~------------~ e e e 

x, 

X-;-4 
primario lx' 

D 

" 
A 

o) Estructuro real b) Estructura 

Fig. 5 

De acuerdo con la estructura primaria, los Incógnitas seriln las 

reacciones vertical y horizontal en D y el momento en D. 

Por lo tanto. la estrocrura real se ¡:ndrd descomponer en la suma 

de las siguientes estrocturas primarias con los efectos Indicados en la 

fig. 6. 

( r=·'"' 1 1 1 o ::!5 58 
F F 

+ +o+n E_ 

' ~ 

solución 
X o 

por llculor solución complemenl ario 

Fig. 6 

58 

La lnse de la compatibilidad en la estructura real senf que el de! 

plazamlenro vertical, horizontal y el g1ro en D son nulos. 

La representación gnffica de dichos desplazamlenros se muestra 

a continuación Fig. 7: 

orado de 
libertad 1 

Flg. 7 

·~'" 
..!..._ . t,,, +, 

orodo de 
liberfod 2 

-'-+,, 
~~: t· 
~ 

grado de 
llberfod 3 

El primer subrndice Indica la correspondencia con el grado de li

bertad y el segundo la causa que provoca el desplazamle.tto. Fbr ejemplo, 

'" 
causa 3. 

indica el desplazamiento horizontal debido al momento que es la 

Las ecuaciones de compattbllldad ae escrtbtrdn como sigue: 

a) El desplazamiento vertical enDes nulo: 

.o,,, + fll Xt + tu XI + f13 Xs • O 



.. 

,, 

·./ 

b) El desplazamiento horizontal en O es nulo: 

OIP + fz• X1 + fzzXz + fuX:s O 

e) El gtro en Des nulo: 

9:sP + f31 X1 + f3z Xz + h1X:s O 

Del sistema anterior de ecuaciones lineales, se obtendrd el valor 

de las Incógnitas X1, Xz y X :s Si alguno de los valores obf:enldos r~ 

sulta con signo negativo, significa que acnla err direcct6n contraria a la a~ 

puesta. 

Es conveniente definir el efecto de las fuerzas redundantes de la 

esr:rucrura primaria en términos de los desplazamientos prodoclcb:i JDT -

fuerzas (o caugas) unitarias correspondientes a las redundantes. 

Por ejemplo, flj corresponde al grado de libertad debl 

00 a una causa (fuerza o momento) unlblria aplicada en . A este valor 

flj se le llama coenclente de flexibilidad. 

Los coeficientes de flexibilidad, son enronces desplazamientos d~ 

blcbs a causas unlmrias y dependen de la geometrra y propiedades elásti· 

cas de la estructura primaria y son independientes del sistema de cargas 

real de la estructura real. 

Asr, p:lr ejemplo, en la estructura amerlor fu y f1z son coefl 

clentes de nexlbllidad lineales y fl.s 

angular. (rtg. 7) 

es un coeficiente de nexibilldad -

59 

EKpresanOO el ststema de ecuaciones del ejemplo resuelto en ror

ma matricial: 

'" '" '" Xt 

+ '" In fu x. o 
9•• '" ... '" x. 

Los coeficientes de fleKibUidad asr arreglac:ba fbrman la ~

de-flexibilidades, la cual es siempre simétrica, debido al teorema recr~ 

co de Maxweii-Bettl y es una matriz: cuadrada cuya dlagonal prlnclptl es 

siempre positiva. 

Los cOeficientes de flexibilidad pueden obtenerse por cualquier -

método; sin embargo el mds recomendable es el de trabo jos virtuales. 

AJr ejemplo, ptra obtener el valor de fu serra: (Fig. 8) el 

desplazamiento horimntal debido al momento unltarl:o. 

causa 3 Ftg. 8 
~auaa t 
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EJEMPLOS 

METODO DE FLEXIBILIDADES. 

Problema No. 1. Obtener el diagrma de momentos de la siguiente ... 

viga. 

r ~~~k-~----------ELI----------~~ 
l 2 

La estructura es de un grado de indeterminacL6n. por lo que se toma 

rá el apoyo en t J ¡como redundante. 

Estructura primaria. 

r~------~ R¡ 

Soluci6n particular. 

Cargas en la viga Momentos en la viga 

lp 

I 
_______ .J.. __ -::::----~ 

6¡ ----

( 1 ) 

Soluci6n complementaria. 

I 
~ 

. ~, 

'~ 

fll -----t --. (ri) 

• 

·--------- -
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F:cuaci6n de compalibilidad. 

Cálculo de 1\1 1} f 1 ¡ (por tablas) 

C.lilc~lo de l\ 1 : (1) rra.l con 111) vartual 

R'l . Cl (renglón 2, columna 3) 

'1 111 l . ¡• ¡• 1 l l Pl ¡l • !ll ~ Ó¡ •• 6 H "1 • "~ • - 6 1 r r 

C~lculo de f 11 : (11) real con CD) virtual 

R'l . C'l (renglón 2, columna 2) 

El lll• f 11 } S<X } l lll l 

Sustituyendo en la ecuación de compatibilidad se obtiene: 

Las reacciones en la viga son 

j" 
,------l-----~)O.IJ7 Pl 

"" lo.mP fo.617 P 

El diagram:J de momentos es el eiguienle: 

AW6!Pl • O.ll!l It 
~ 

~tilll 
~ O.II7S 

En los ejemplos siguientes únicamente se a rotará JOra el dlculo de des

plaza m lentos el nllmero de rengh'J.n y columna corresp:>ndiente a lo rabia. 

Problema No. 2. Determinar en la viga siguiente el diagrama de mo 

mento& rlexionantes. 

l/! l/! 

1 
p 

1 ~ El 

l 

Su gr_ado de lndeterminacibn es um. 

r > C • S 
'4 > J 

l/1 l/1 

lp 

~ El 

l 



r 
Eligiremos como redundante el apoyo (2) 

'• Estructura primaria 

111 

1 ~. 

Solución particular. 

r !' 
.i> ------ -1=\ --- ----~ 

111 

"" 
Solución complementaria 

l/! 

------r-·~~- flll "':- ---~ 
. 1 

Ecuaci.6n de compattbili.dad = l!.2'0 * fJz R1 • O 

C~lculo de deformaciones ~ D y f H (por tablas) 

C6.lculo de llu , (1) real con (II) virtual 

ffllll 20 111 • 1fR1 • C1J .. IRI . CJJ1 • 1} s.t k)l ~si (k 1 • k 1 )1 

65 

Cltlculo de f,1. (lt) real con (U) virtual 

U . C7 f L l 
J"·r Y 

Sustituyendo en la ecuaci6n de compatlbiHdad, 

- 0.2292' Pl, • l,/6fll1l • O ; R1•l.JTSP 

Reacciones en la viga. 

' 
1 O.HZSP l 1.37SP 

Diagrama de momentos rtexlonantes 

111 

.. HtSP 

131 

Problema 3 "·"•_·rTfllnar las reacciones y el diagrama de fuerza cor-

tame y momc•· ·· la viga mostrada, la cual esta aujela a una carga 

uniformemente distriburda. 



El grado de hlpercstallcHiad ('S • 'l 

Estructura primaria 

Solución particular 

Solución complementaría 

y 

) i1 

~ 1 1 1 

¿------~~-----~ 

1 l - /11 

1 ~n 

"-" ) 
~------~ 

ltm 

Ecuaciones de compatibilidad 

o 

o 

x,v ao" ~ome"to6 u"ila~io6 

pn~d p~oduei~ loa gi~~6 

f l IJ fJ 

IAo 

~· 
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Cfllculode losgi•·os fo1. fa,; ft, 

fot" Uom,• ~IRS. C'll 11.!. s.r:~kJ 
J ~I&'Jf-19•- 1'1..667 

8'1'1 • 11.33 

f 11 ~ ,,..,., •• (IZIO'C71• ~ S.c.K • t 16'1-11.1-IJ•S.JJJ 

6 . a. 
,_, ,,, • - I.JJJ 

t ,JIJI UJ • t.666 

Sust1tuyendo en las ecuaciones de compatibilidad 

·4'1.667 • S.JJJX- I.JJJV • O 

21.333- /,JJ]X • t.666V • O 

Resolviendo el sistema anterior 

X • 6.JS l-m; V • -4.57 t-m; 

Reacciones en la viga 

6- 15 _,. 57 
1 t /m 

~ 
tt/m 

~~ ~ 
)(),¡ 

-+-- 1m -+- 1m -+-

o. J5 l 0.15 t r u• o. uj 

L l. L 
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A conlinuacif'in se conslruyC' una mhla t.Jc c:flculo 

Rarra N n L NnL 

An 8 -0.7 2 - 1 l. 2 

CLJ o -0.7 2 o 
AC 8 ·0. 7 2 - 11. 2 

BD u ·0. 7 2 o 
ALJ -- 1 2.85 o 
CB - 11. • 1 2.85 -32. 5 

r • ~4. 9 

La ecw•ción de com¡:xnllidad e¡::¡ 

Estado hna\ r N f nR 

De la lD bla se tiene 

r~~.·-~; '••"~ 

nnL 

0.98 
o. 98 

o. 98 

o. 98 

2. 85 

2.85 

9.62 

Sustituyendo en la ecuac16n de com¡:xuibihdad 

54.9 • 9.61 R = O 
Ar Ar R=S.lt11. 

nR 

-· -· -· -4 

5.7 

5. 7 
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F=N + n R 

• -. 
4 

·4 

5. 7 

-5.7 

Reacciones en la armadura 

' ~-

-· 

t. 
Problema 8. Lo armadura que se muestra a continuación, es M suj~ 

UJ a una carga vertical de 100 ron. Oetenntne JDr el método de ne

xihilidades, las reacciones y fuerzas internos que actuan en los ha·-

rras. 

2011 20111 

A• JO u.tfA.iOJtu 

A•S .(n.tfA.ioJt.u 

Grado de indetennlnacl6n . ~ • 10 • 4 ,. 1161 14 > U 

F\lr lo tanto existen 2 redundantes. 



E:.srructura Primaria 

r 

·. 

Solucldn panicular 

Solucidn Complementaria 

E 
Se. tLi.g.(.tAo" COMO .udu"dart.lt l46 

ftl'..llCtiO"e.& dt. lo. baNl4 BE rJ d 
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Ecuaciones de Com¡:ntibilidad 

r,. o 

'" o 

Calculo de los desplazamienms ~,,, fu, r,,, fu, f1,• fu 

'" fu • r ~ l 

r,. 

Los cdlculos como las dreas y longitudes de las barras se 

muestran en la tabla siguiente: 

Barra • '' "' l A ~ :X ~ :A ~ :X 
AB 4L,It -0.89 o lO 10 -79.0 o 1 6 
BC ltlt,lt -0,89 -0.8 lO lO -79.0 -7 1 J 1.6 

co 88.9 -O.Itlt o lO ID -78,2 o ••• 
" -88.9 0.44 -0.8 lO 10 - 78.2 1" .l ••• 
" o -1.0 -0.6 15 5 o o J.O 

" - JJ. J -o. JJ -0.6 15 5 JJ.J 59.9 o. J 
AF -55. 6 1.11 o 25 10 -15lt.J o J. 1 
cr 55.6 0.55 1 15 5 154. J 278 o l. 5 

DE -111. 1 0.55 o 15 10 -15lt.] o 0.8 

" o o 1 15 5 o o o 

E -•J5.• 409.1 12. 7 

"J"Zl 
:A ~ 

o o 
1.28 1 .• 

o o 
1. 28 -0. 7 

1,08 1.8 

1.08 0.6 

o o 
5 '·' o o 
5 o 

47.2 5.9 



.Sustlluycndo lo~ V<Jiorcs de los dc~pl<~7am•cntns en las ocu:¡ciones de · 

CtllllJnlthJ)Jdad, lt..'OC''ITUJS: 

409.1 ~s.9R,•47.?r1 ,.0 

Cuya s~luc16n es: R, - 40.67 trr~., P1 

Mulfiplicando las fuerzas en las harras para los dtferentes estados de 

cargan, y 111 por las reacc1ones calcubda~ ¡;:, '1 P1 respectivamente, se 

obtiene la s•~uienre rabia. 

Barra rt, R 1 "' P, r-=N+n, R 1+ n1 1\ 

AB -)6.2 o 8. 2 
BC -Jh.2 10.7 18.9 
CD - 17.9 o 71.0 
EF 17.9 10.7 -60.3 

BF 40.67 8.0 -32.7 
CE ·11. 4 8.0 -38. 7 
Ar 45. 1 o -10. 5 
cr 22. 4 -13.35 64.7 

DE 22.4 o -88.7 

EA u ·13. 35 -13.35 

Las reacciones fmales en la armadura son las anotadas en la figura 

A 

' 
f 53.11 
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Problema 9 Calcular las re;:~cmones en los apoyos y determinar el 

desplazamiento del nudo fl IE:v5). 

7rn 

(. ), Jf--------'1' (5) 

IOT 

Grado de hldetennlnaclón 2 

Estructura primada 

Solución complementarla 

"' 
'•>PIS! 11 > lO 

Solución particular 

,f 1 o 

' 
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/ 
Ecuaciones de compallbilidad 

r,,. r,,R, + r1,R2 • o 

Los desplazamientos se calculan en la slgulenre tabla 

...... •• "' "' 
1-2 o - 1 -0. 71 
2-3 o - 1 o 
4-5 -JO 2 -0.71 
1 4 -JO 1 -0. 71 
2-5 o o -0.71 
1-5 14. 14 -J. 41 1 
2-4 o o 1 
3-5 o ' J. 41 o 

De la tabla anterior se tiene 

r, a "' r 

1/6 .,--

L ~an¡L N1 n2 L n¡n¡L 

2 o ,O 2 
2 o o 2 

2 -40 14. 14 8 
2 -20 1 t. 14 2 
2 o o o 
2. 8 -56 40 5.6 
2. 8 o o o 
2. 8 o o 5.6 

[ -116 68.28 25.2 

,, .. [ ~ ( . -~ 
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Suslltuyendo en las ecuaciones de compatibilidad 

-116 ~ 15,2R 1 - 6.14'R, • O 

61.21 • 6.14'R 1 + 9,64'R2 • O 

Resolviendo el sistema: R, • J,J1T; R2 • - 4,65 T 

Las fuerzas finales que actúan en cada barra se obllene por superposi-

cldn de efectos. dada p:>r la ecuacton r " No • n1Ra• ntRt 

n2n1L n)ntL Así, p:~ra las reacciones finales tenemos 

J. 41 1 
BA~RA tt,R, n,R1 •• F 

o o 
-2.84 1 1-2 -3.32 3.32 o o 
- J. 41 1 2-3 -3.32 o o -3.32 

o 1 4-5 6.64 3.32 -JO o 
'4. o 2. 82 1-4 3. 32 3.32 -JO ·3.32 

o 2.82 2-5 o 3.32 o 3.32 

o o 1-5 -4.65 -4.65 14. 14 4. 78 

-6.84 9.64 2·4 o -4.65 o -4.65 
3-5 -4.65 o o 4.65 

Estado final 

V. 

J6.68 
lOT 
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Para calcular évs se inrcgra la armadura origiml (F) con la nrmadu 

ra vinual que rcsulla de aplrcar una fuerza virtual en el punro de in-

terés a la cstrucwra pnmaria. 

lnl 

BARRA ' n 

1 _, o o 
'-3 -3. 3Z o 
4-S o -1 

1 -4 -J.JZ -1 

Z-S J.JZ o 
1-S 4.78 l. 41 ,_. -4 .6S o 
'.s 4.65 o 

l 

' 
' 
' 
' 
' 

o 

1 S 1 
IT 

Z.8 

Z.B 
Z.B 

r 

o 

Fnl 

o 
o 
o 
6,64 

o 
1 q, 12 

o 
o 

25.76 

o 

1 J 1 

Como Wve • Wvi 

1 6vs'•[ Fn L 
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l. INTRODUCCIÓN 

El programa SAP90 es un programa de propósito general de elementos finitos y representa 
el trabajo de investigación realizado en la Universidad de California en Berkeley por el Prof. 
Edward Wtlson durante los pasados 25 años. 

El desarrollo del programa ha sido realizado usando en ambiente ANSI Fortran 77, lo cual 
garantiza su portabilidad desde el nivel de computadoras personales a grandes super 
computadoras. 

Esta versión del programa es una versión estudiantil y está diseñada para trabajar en 
ambiente MS-DOS. La capacidad máxima del problema a resolver está restringida a 100 
juntas. La versión comercial está diseñada para resolver problemas mas grandes. Todas las 
operaciones numéricas son ejecutadas en doble precisión. 

El programa tiene opciones de realizar análisis estático y dinámico, las cuales pueden ser 
activadas al mismo tiempo en la misma ejecución. Las combinaciones de carga pueden 
incluir resultados de ambos análisis. 

Los datos son suministrados al programa en un formato libre y existe la opción de 
generación de juntas y elementos por conveniencia. El programa tiene capacidad de generar 
gráficos de la estructura no deformada y deformada para la verificación de los datos 
geométricos y para el estudio del comportamiento estructural del sistema. 

La librería de elementos finitos consiste de cuatro elementos: un elemento FRAME 
tridimensional, prismático o no prismático. un elemento SHELL tridimensional, un elemento 
ASOLID bidimensional y un elemento SOLIO tridimensional. Los elementos viga y 
armadura bidimensionales, membrana, flexión de placas, axisimetrico y de esfuerzo plano 
están disponibles como subconjuntos de esos elementos. Todas las opciones necesarias de 
geometría y de carga asociadas con los elementos están incorporadas en el programa. Un 
elemento de frontera en la forma de resortes en los apoyos también está incluido. 

Las opciones de carga permiten condiciones de gravedad, térmicas o de presfuerzo además 
de las cargas nodales usuales en forma de fuerzas o desplazamientos especificados. La carga 
dinámica puede ser de la forma de aceleración de base, espectro de respuesta o cargas o 
aceleraciones variables con el tiempo. 

. . 
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ll.- REQUERIMIENTOS DEL SISTEMA Y PROCEDIMIENTOS PARA 
EJECUTAR EL PROGRAMA 

A • Instalación, configuración y pruebas 

Las versiones regulares del programa SAP90, requieren que la computadora donde se 
instale tenga al menos 640 Kb. en memoria RAM, un coprocesador matemático y disco 
duro. la versión PLUS del programa requiere una computadora con un procesador 
80386, un coprocesador matemático 80387, al menos 2Mb de memoria RAM y por 
supuesto disco duro. Además se requiere de una impresora para utilizar los programas de 
graficación. 

Los discos del programa contienen los programas ejecutables, archivos de ejemplos y una 
base de datos para secciones de acero. 

Se recomienda que antes de realizar la instalación de los programas en la computadora, se 
respalden los discos originales y se trabaje con la copia. 

la instalación del programa inicia copiando todos los discos del programa a un espacio de 
trabajo ( subdirectorio ) del disco duro. En esos archivos se encuentra la base de datos 
para secciones de acero con los nombres: 

AISC.MET 
AISC.DAT 

Estos archivos contienen información en dos diferentes unidades, en metros y pulgadas 
respectivamente. Para hacer uso de la base de da:,Js se selecciona uno de los dos 
archivos, dependiendo de las unidades con que trabajemos y se copia a otro llamado: 

AISC.DAT 

Este es el archivo que consulta internamente el programa para utilizar la base de datos. 

Existe ad 11 un programa auxiliar llamado SETUP.EXE que permite asignar un 
nombre dalllo del programa que se imprimirá como parte de la portada en las salidas de 
resultados, asf mismo se puede seleccionar el tipo de monitor e impresora que se 
utilizaran y especificar los programas de graficación. , 

Respecto a la configuración del sistema, SAP90 requiere que el archivo CONFIG.SYS 
tenga la especificación FILES=l5 o mas 

Para realizar la verificación del programa, se recomienda ejecutar algunos de los 
ejemplos de prueba con su solución que se anexan en los discos originales. 

3 



El programa SAP90 podemos encontrarlo en dos versiones: 

• Versión estudiantil. No requiere dispositivo de seguridad para su uso, por lo que está 
limitada a estructuras que requieren menos de lOO nudos para la generación de su 
geometría. 

• Versión profesional. Requiere de un dispositivo o candado de seguridad para ejecutar, 
el cual se coloca en la entrada para impresora del CPU. 

B • Preparación de un archivo para SAP90 

Para realizar el análisis de una estructura con SAP90, es necesario tener un pleno 
conocimiento de las hipótesis del programa, lo cual nos permitirá modelar de manera 
adecuada nuestro problema real. 

La preparación del archivo de datos se puede llevar a cabo de dos maneras 
distintas : 

• Mediante un editor ASCII como el EDIT del MSDOS. 
• Utilizando el programa interactivo SAPIN que se ejecuta desde windows 

El archivo de datos puede tener cualquier nombre válido en MSDOS pero sin extensión, 
como los ejemplos que se incluyen en los discos originales del programa para el análisis 
de diversas estructuras. 

C • FJecución del programa SAP90 

Supongamos que tenemos creado el archivo para analizar una estructura. Para ejecutar el 
programa tenemos que estar en el directorio de trabajo o que el programa a ejecutarse se 
encuentre en d PATH o ruta de la computadora. 

La corrida de computadora del programa se realiza en dos fases: .. 

• Fase de revklón de datos .. 
• Fase de solución 

Para la fase de revisión de datos tecleamos : 

C:\ > SAP90 < enter > 
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Después de esta instrucción aparece una pantalla con el nombre y algunos datos propios 
del programa. 

Antes de introducir e.l archivo de datos, es necesario teclear < enter > y aparecerá un 
mensaje que pide el nombre del archivo. Una vez que lo escribimos, se teclea 
nuevamente < enter > para que empiece primeramente el análisis de la información 
contenida en dicho archivo. En esta fase de revisión aparecerán una serie de mensajes 
que indican el avance en la revisión de los módulos de datos que contiene el archivo. Los 
datos de los módulos son leídos y analizados para verificar que cumplen con los formatos 
establecidos y se crea un archivo de salida ASCU llamado con el mismo nombre del 
archivo original, pero con extensión .SAP. p ejem. EJERCICIO.SAP. Este archivo es 
una copia de los datos introducidos al programa y los almacena en forma tabular, lo cual 
permite hacer revisiones para corregir posibles errores. Se recomienda editar y revisar 
minuciosamente este archivo antes de continuar con la ejecución del programa. 

Si en esta etapa no hubo o se han corregido los errores se continua con la fase de 
solución, que consiste en ejecutar el comando GO, que contiene una serie de programas 
que se ejecutarán en la secuencia previamente establecida en el archivo de datos de la 
estructura que se analiza. De igual manera que en la fase de revisión, después de teclear 
el comando: 

C:\ > GO < enter > 

aparecerán una serie de mensaje que indican el grado de avance de la solución. 

D • Como guardar la imagen de la pantalla 

Cuando se realizan análisis de estructuras complejas, el tiempo de computadora puede ser 
considerable, por lo que resultaría impráctico estar frente al monitor para observar si se 
envía algún mensaje en pantalla. Para evitar esto se recomienda activar el modo de 
impresión de pantalla tecleando las siguientes teclas : 

Ctrl + PrtSc 

De esta rnaaaa cualquier mensaje en pantalla, se enviará a la impresora. .. . 

E • Limpieza del disco duro 

S 



--

Después de una corrida de computadora con SAP90 se crean una serie de archivos 
auxiliares en la solución que consumen gran cantidad de memoria. Estos archivos se 
utilizan principalmente para graficación de resultados. Una vez que se ha terminado con 
el análisis de la estructura o simplemente porque se requiere hacer espacio en disco duro, 
se pueden utilizar tres comandos que eliminan de forma automática esos archivos que no 
necesitamos. Estos comandos de describen a continuación : 

• JUNK. 

Borra todos los archivos creados por SAP90 excepto el archivo de datos, los archivos 
de resultados ( ASCII ) y aquellos archivos intermedios requeridos para graficación 

• EATOUT 

Borra los archivos de resultados ( ASCII ) 

• EAT 

Borra los archivos intermedios para graficación dejando el archivo de datos y los de 
resultados ( ASCII ) 

F • Utilización de los programas interactivos para graficaclón 

~' J ..... 

El programa SAP90 tiene un programa para graficación de datos de entrada y resultados :e:·· 
llamado SAPLOT. 

SAPLOT puede utilizarse después de la primera etapa de ejecución, es decir, para revisar 
gráficamente los datos de entrada o después de la solución para dibujar configuraciones 
deformadas, modos de vibrar y fuerzas o esfuerzos en los elementos estructurales, entre 
otros. 
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IU. TERMINOLOGÍA DE SAP90 

La preparación de los datos para un problema de análisis estructural enwelve básicamente 
los pasos siguientes: 

l. Descripción de la geometria de la estructura. 
2. Descripción de las propiedades de materiales y secCiones de los miembros. 
3. Definición de las condiciones de carga estáticas y/o dinámicas para las cuales se va a 

analizar la estructura. 

A. Juntas y Elementos. 

La geometria básica de la estructura se establece colocando juntas (o nodos) y miembros 
sobre la misma. Cada junta posee un número de .identificación único y se ubica en el espacio 
por medio de coorden.adas asociadas a un sistema de coordenadas globales tridimensionales. 

La geometria estructural se completa conectando las juntas predefinidas con elementos 
estructurales que son de un tipo específico: viga, armadura, cascarón, placas, etc. A cada 
elemento se le asigna un número de identificación único. 

Las cargas pueden ser aplicadas como cargas concentradas actuando sobre juntas especificas 
o como cargas distribuidas (incluyendo cargas térmicas) actuando sobre los elementos. 

B. Sistemas de coordenadas local y globaL 

Para la definición de todos los datos de entrada y salida asociados con las juntas, se usa un 
sistema de coordenadas cartesiano, tridimensional "X-Y-Z:', el cual se conoce como el 
sistema de coordenadas global. 

Los siguientes datos de entrada son preparados con respecto al eje de coordenadas global: 

• Coordenadas de juntas 
• RestriccioDa de juntas (condiciones de apoyo) 
• Resorta efe apoyo 
• Cargas ea juntas 
• Desplazamientos especificados en juntas. 

Los siguientes resultados están referidos al sistema global de coordenadas: 

• Desplazamientos en juntas 
• Reacciones de juntas. 
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Para los datos asociados con cada elemento, se usa un sistema de coordenadas cartesianas 
tridimensional "1-2-3". Este sistema de coordenadas es diferente para cada elemento y se 
conoce como el sistema de coordenadas local del elemento. 

Los siguientes datos deben prepararse con respecto al sistema local de coordenadas: 

• Material y propiedades de la sección transversal de cada elemento 
• Cargas sobre elementos 

Los siguientes resultados están referidos al sistema de coordenadas local: 

• Fuerzas y esfuerzos en los elementos 

C. Grados de Libertad. 

Cada junta de un modelo estructural tridimensional tiene seis componentes de 
desplazamiento: desplazamientos en las direcciones globales X, Y y Z, y rotaciones 
alrededor de los mismos ejes. Las direcciones asociadas con esos seis componentes de 
desplazamiento se conocen como grados de libertad de la junta. Los grados de libertad se 
nombrarán como UX, UY, UZ, RX, RY y RZ respectivamente a lo largo de estas páginas. 

Si el desplazamiento de una junta a lo largo de cualquiera de los seis grados de libenad es · .,;· _,>p,; 

cero, como en un apoyo, entonces ese grado de libenad es conocido como un grado de 
libenad inactivo. los grados de libertad en los cuales no se conocen los desplazamientos se 
Uaman grados de libertad activos. 

Generalmente el desplazamiento en un GOL inactivo es conocido, y el objeto del análisis es 
encontrar la reacción en esa dirección. Para un grado de libenad activo, usualmente se 
conoce la carga aplicada (podría ser cero}, y el propósito del análisis es encontrar los 
desplazamientos correspondientes. 

El usuario debería ser capaz de identificar los grados de libenad nulos examinando los tipos 
de elementos que Uegan a una junta particular. La tabla ill-1 define las componentes de 
rigidez asociw'as con cada tipo de elemento. 

Tioo de Elemento ux UY uz RX RY RZ 
Viaa 20 fOiano X-Y) o o 1 1 1 o 
Viaa 2DTolano y.i) 1 o o o. 1 1 
Vilza 20 (olano Z-X) o 1 o 1 o 1 
V~a3D o o o o o o 
Armadura 3D o o o 1 1 1 
Cascarón 3D o o o o o o 
ASOLID (i)lano X-Y) o o 1 1 1 1 
ASO LID 701ano Y -fi 1 o o 1 1 1 
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1 ASOLID (plano Z-X) 1 
Sólido 

o o 1 1 1 
o o o 1 1 1 

donde 1 = no existe rigidez y O = existe rigidez 

Tabla ill-1. Términos de Rigidez para diferentes tipos de elementos 

D. Condiciones de Carga y Combinaciones de Carga 

Las condiciones de carga son las cargas independientes para las cuales la estructura es 
analizada explícitamente. 

Las combinaciones de carga son cargas formadas por combinaciones lineales de las 
condiciones independientes de carga. 

E. Unidades 

SAP90 no cuenta con un tipo definido de unidades. El usuario debe preparar los datos en un 
sistema consistente de unidades. Los resultados del programa estarán de acuerdo con el 
mismo sistema de unidades. 

Las unidades fundamentales necesarias para un análisis estructural son: longitud (L), tiempo 
(T), masa (M) y temperatura (H). El usuario puede escoger unidades arbitrarias para cada 
una de esas cantidades. Las cantidades derivadas tendrán unidades consistentes con estas. 

: 
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IV.- MODELADO CON SAP90 

En esta parte se describe de manera general algunas herramientas que utiliza SAP90 para 
la generación del modelo analítico. · 

A • Generación de coordeoadas de nudos 

La base de SAP90 para construir un modelo matemático es el elemento nudo en tres 
dimensiones, es decir, un nudo es el elemento más pequeño del cual parte la generación 
de elementos que definen la geometría propia de la estructura. 

En estructuras complejas la generación de una malla tridimensional de nudos· que define 
la geometría de un modelo resulta difícil y tardada de construir. Para esto, se ha 
implementado en SAP90 una serie de herramientas que permiten generar nudos de 
manera rápida y eficiente, las cuales se presentan a continuación : 

• Generación lineal. 

Con este tipo de generación se crean nudos intermedios entre dos nudos extremos 
definidos previamente. El espaciamiento entre nudos puede ser equidistante o con un 
incremento o decremento en sus espacios a lo largo de la línea recta. 

• Generación en cuadrilátero 

Para esta generación se crea una malla bidimensional de nudos definida por sus cuatro 
esquinas. El espaciamiento es equidistante en ambas direcciones de la malla. 

• Generación frontal 

Este tipo de generación permite construir una malla de nudos en forma rectangular o de 
paralelogramo. El espaciamiento entre nudos no necesariamente puede ser equidistante. 
Esta opción· de generación se utiliza frecuentemente en la modelación de edificios para la 
localirnción en planta de las columnas . 

• Genendda l.agrangiana 

Esta opción permite la generación de nudos sobre una superficie compleja en el espacio, 
para lo cual se requieren definir todos los nudos que forman las caras de la superficie. 
Las coordenadas de los nudos generados se obtienen mediante el promedio de los nudos 
qúe los rodean. 
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• Generacl6n cilíndrica y esférica 

Este tipo de generación permite crear nudos a lo largo de una circunferencia. El plano 
que contiene al circulo puede tener una orientación arbitraria en el espacio. Si esta 
generación se utiliza de manera repetida, es conveniente transformar las coordenadas de 
los nudos a una forma esférica. También se pueden obtener generaciones helicoidales o 
en espiral. 

8 • Condiciones de restricci6n en nudos que trabajan como apoyos. 

Los nudos que sirven de apoyo a una estructura pueden tener cualquier condición de 
restricción, es decir , que podemos modelar empotramientos, articulaciones o apoyos con 
rigideces elásticas ya sea lineales o rotacionales. Lo anterior se logra restringiendo los 
grados de libertad de un nudo ( restricción total ) o asignando un valor de rigidez elástica 
en la dirección deseada ( restricción parcial ) . De esta forma, se obtendrán fuerzas o 
reacciones en dirección de la restricciones parciales o totales. 

C • Nudos con desplazamientos dependientes 

Cuando dos o mas desplazamiento se consideran iguales en un modelo estructural, es 
recomendable indicarlo, ya que además de simplificar los resultados se obtiene una 
reducción en el número de ecuaciones de equilibrio que forman la matriz de rigidez 
global de la estructura. 

En el análisis sísmico de M edificios regulares M comúnmente se supone que sus niveles se 
comportan como diafragmas infinitamente rígidos. Esta hipótesis es aceptable para estos 
casos, ya que la fuerza sísmica se distribuye de manera uniforme en toda la longitud de 
las trabes. Este tipo de comportamiento puede modelarse adecuadamente asignando 
desplazamientos dependientes de un grado de libertad en particular. Por ejemplo, en la 
figura 4.l.a se presenta un marco plano de un edificio en el cual se desprecian las 
deformaciones axiales en sus trabes, por lo que el desplazamiento en dirección M x " para 
un nivel en particular, será igual en todos los nudos. 

El definir nudos con desplazamientos dependientes, también permite trabajar con modelos 
separados y después _unirlos para su análisis. ( subestructuras ) 

.. 
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Fig. 4.1. Desplazamientos dependientes. 

D • Tipos de elementos. 

SAP90 maneja cuatro tipos de elementos : 

• 
• 
• 
• 

FRAME 
SHELL 
ASO LID 
SO LID 

Elemento FRAME • 

Este elemento permite modelar estructuras de marcos y armaduras en el plano y en el 
espacio. El elemento básico es un elemento prismático tridimensional que incluye efectos 
de flexión biaxial, torsión, deformación axial y deformaciones por cortante biaxial. Se 
puede incluir variaciones lineales, parabólicas y cúbicas del momento de inercia mayor a 
lo largo de la longitud del elemento. También se permiten asignar zonas rígidas en los 
extremos de los elementos para considerar la reducción de la longitud debida a las 
dimensiones propias de la sección transversal de los miembros. 

Si los momentos de inercia, las áreas de cortante y la inercia torsional son cero, nuestro 
elemento se convierte en un elemento armadura biarticulado en sus extremos. 

Se pueden proporcionar diversos tipos de cargas sobre la longitud de los elementos : 

Cargas uniformes 
Cargas punruales 
Cargas gravitacionales 
Cargas por efecros térmicos 
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Para el caso de estructuras con ciertas características de geométricas, existen comandos 
para la generación de elementos que facilitan la construcción del modelo. 

Las fuerzas resultantes del análisis son obtenidas en los extremos del elemento ( en la 
cara del apoyo ) y en otros puntos de control de su longitud, pero se puede asignar un 
número de puntos equidistantes donde se requiere obtener dichas fuerzas. Estos valores 
están referenciados al sistema local del elemento. 

Elemento SHELL 

Este elemento se utiliza para modelar: 

Estructuras de pared delgada (cascarones ) tridimensionales 
Sistemas de membranas en el plano y tridimensionales 
Sistemas de placas sujetas a jlaión, planas y tridimensionales 

La formulación de este elemento de 4 nudos es una combinación del comportamiento de 
membrana y de placa con flexión. 

La membrana es una formulación isoparamétrica que incluye rigidez traslacional y rigidez 
rotacional perpendicular al plano donde se define. 

El comportamiento de placa a flexión incluye componentes de rigidez rotaCional fuera del 
plano de la placa y componentes de rigidez traslacional perpendicular al plano. En esta 
formulación no se toman en cuenta las deformaciones por cortante. 

Las cargas en los elementos se presentan en forma de presión normal, fuerzas por 
temperatura y cargas gravitacionales. 

Los esfuerzos o fuerzas resultantes y momentos se obtienen en cada nudo del elemento 
referidos al sistema local. Un error aproximado en los resultados puede estimarse 
obteniendo la diferencia en los valores de los elementos que concurren a un nudo. De este 
análisis se teDdnl una indicación de la aproximación en los resultados, que puede servir 
de base para la selección de una malla mas fina. 

Existe también la <iPdón de usar elementos triangulares, pero solo se recomienda para 
transiciones ya que el esfuerzo obtenido es pobre. .. 

Elemento ASOLID 

Este elemento se utiliza para modelar : 
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EstTIIC1UIY1.S tridimensionales con deformación plaruJ 
Estructuras en dos dimensiones sujetas a un estado de esfuerzo plano 
Estructuras tridimensionales con cargas axisimétricas. 

--

El elemento debe ser plano y paralelo a los planos formados por los ejes globales 
principales (X-Y ,x-z. Y -z ). 

La formulación de este elemento permite definirlo con 3 y hasta 9 nudos, para cuando se 
requiere hacer transiciones, pero se recomienda utilizar el elemento de 9 nudos. 

Las cargas en los elementos pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones 
y gravitacionales. Para los sólidos axisimétricos es posible aplicar cargas radiales debidas 
a velocidades angulares constantes. Pueden asignarse propiedades de materiales 
anisotrópicos. 

Pueden obtenerse aproximaciones del error en los resultados, de manera similar a como 
se hace en los elementos shell. 

Elemento SOLID. 

Este elemento definido por 8 nudos se utiliza para modelar estructuras sólidas 
tridimensionales. 

Pueden asignarse propiedades de materiales anisotrópicos. Las cargas en los elementos 
pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones y gravitacionales. 

E • Dlafra¡mas de piso rígidos 

La mayoría de los edificios de concreto se caracterizan por tener sistemas de piso ( o losa 
) con alta rigidez en su plano. Esta condición permite hacer simplificaciones en el análisis 
de edificios principáÍmente sujetos a sismos, ya que permite modelar su sistema de piso 
como diafragmas infinitamente rígidos, reduciéndose el orden de la matriz de rigidez de 
la estructura. 

A pesar de que SAP90 es un programa general de estructuras, tiene la opción de modelar 
el comportamiento de diafragmas rígidos de manera automática. Para este caso el 
diafragma debe ser paralelo al plano X-Y. 
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Los nudos contenidos en el plano del diafragma no tienen desplazamientos relativos entre 
si y están restringidos ( nudos dependientes) al desplazamiento de un nudo maestro que 
define el comportamiento del diafragma. En el análisis de edificios la ubicación del nudo 
maestro, generalmente se asignan a la ubicación del centro de masa del nivel. 

Cuando se utiliza la opción de diafragma rígido, solo pueden conectarse elementos 
FRAME a los nudos dependientes y por el contrario, no se les permite asignar un valor 
de masa. 

F • Cargas producidas por un gradiente de presión. 

Estas fuerzas se producen principalmente en estructuras sujetas a cargas de fluidos, donde 
existen filtraciones, presión de poro, gradientes de presión ,etc. 

SAP90 tiene la opción en la que se puede definir la distribución de presiones dentro del 
cuerpo de la estructura. Esto se hace asignando valores escalares de presión a-los nudos 
del modelo estructural . Estos valores se obtienen típicamente de un análisis de red de 
flujo. 

G. Gráficas 

Para visualizar los resultados de un análisis, SAP90 posee un módulo llamado SAPLOT 
que muestra las siguientes características de una estructura : 

Geometría original 
Cargas 
Configuración deformada resultante de un análisis estático 
Formas modales 
Diagramas de elementos mecánicos ( FRAME ) 
Graficación de esfuerzos para elementos SHELL, ASOLID Y SOLIO 

Para facilidad de despliegue SAPLOT posee algunas herramientas para observar a la 
estructura desde cualquier posición. 

La impresida fuera de pantalla de cualquier resultado, se puede direccionar a la impresora 
en tamaño carta o dOble carta, incluso hacia un archivo con formato AutoCad. 



V. ANÁLISIS ESTÁTICO Y DINÁMICO 

La siguiente es una descripción breve de las opciones de análisis estático y dinámico de 
SAP90. 

A. Análisis Estático 

El análisis estático de una estructura enwelve la solución de el sistema de ecuaciones 
lineales representado por: 

KU=R 

donde: K es la matriz de rigideces, 
U es el vector de desplazamientos resultantes 

y R es el vector de cargas aplicadas. 

La estructura puede ser analizada para mas de una condición de carga en una misma 
ejecución. 

Las cargas estáticas en las juntas pueden ser en la forma de cargas nodales o momentos 
concentrados. 

Las cargas estáticas en los elementos pueden tomar cualquiera de las siguientes formas: 

Para los elementos viga (FRAME): 

• Cargas de Gravedad 
• Cargas uniformemente distribuidas sobre el claro 
• Cargas puntuales en el claro 
• Cargas trapezoidales en el claro 
• Cargas térmicas, incluyendo gradientes térmicos a través del ancho o profundidad del 

elemento 
• Cargas de presfuerzo, de cables de post-tensado. 

Para los elmattos cascarón (SHELL): 

• Cargas de gravedad 
• Cargas de presión de superficie 
e..~ Cargas térmicas, sin incluir gradientes a través del espesor del cascarón. 

Para los elementos sólidos (SOLIO y ASOLID): 

• Cargas de gravedad 
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• Cargas de gradiente de presiones 
• Cargas térmicas 

La opción de análisis de régimen pennanente (steady-state) no puede estar activa en una 
ejecución de análisis estático; sin embargo, un análisis de valores propios y un análisis de 
espectro de respuesta o un análisis de historia en el tiempo puede realizarse simultáneamente 
con un análisis estático en la misma ejecución. 

B. Análisis Dinámico. 

Las opciones de análisis dinámico de SAP90 incluyen las siguientes: 

• Análisis de régimen pennanente (steady-state) 
• Análisis de valores.propios (Eigenvalues) 
• Análisis de vectores de Ritz 
• Análisis de espectro de respuesta (sísmico) 
• Análisis de historia en el tiempo 

B.!. Análisis de régimen pennanente. 

Un tipo muy común de carga es de la fonna R = sen(IDt)F, donde ID es la frecuencia circular 
de la excitación, de modo que R varia con respecto al tiempo; sin embargo, la distribución 
espacial de la carga no varia como una función del tiempo. Para el caso de cero 
amortiguamiento, las ecuaciones de equilibrio para el sistema estructural son de la siguiente 
fonna: 

KU + MW = R = sen(IDt)F 

donde K es la matriz de rigideces y M es la matriz de masa diagonal. La solución de régimen 
pennanente de esta ecuación requiere que los desplazamientos de las juntas U y las 
aceleraciones W sean de la siguiente fonna: 

U= sen(mt)A 

W = -~sen(IDt)A 

Por lo tanto, la amplitud de la respuesta A viene dada por la solu.ción del siguiente sistema 
linear de ecuaciones: 
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Es de interés hacer notar que la solución para cargas estáticas no es nada mas que la 
solución de esta ecuación con frecuencia cero. La frecuencia de la carga es expresada en 
ciclos por segundo. 

los desplazamientos impresos por el programa son los valores de A (desplazamientos 
máximos) que varían como sen(mt). Las fuerzas en los miembros son también valores 
máximos variando como sen(mt). 

8.2. Análisis de Valores Propios 

El análisis sísmico por el método del espectro de respuesta o análisis de historia en el tiempo 
usando el método de superposición modal requiere la determinación de los modos de 
vibración no amoniguados y las frecuencias del sistema. 

Esto envuelve la solución del problema de valores propios generalizado 

donde K es la matriz de rigideces 
M es la matriz de masa diagonal 
n2 es la matriz diagonal de valores propios 
el> es la matriz de los vectores propios correspondientes 

SAP90 resuelve este problema para los nfq menores valores propios y sus correspondientes 
vectores propios usando un algoritmo de iteración del subespacio acelerada. 

B. 3. Análisis de Vectores de Ritz. 

Investigaciones recientes indican que las formas modales de vibración libre exactas no son la 
mejor base para un análisis dinámico de superposición modal de estructuras sometidas a 
cargas dinámicas. Se ha demostrado que los análisis dinámicos basados en un conjunto único 
de vectores de Ritz da resultados mas exactos que usando el mismo número de vectores 
propios. 

La razón poi' la cual los vectores de Ritz dan excelentes resultados es porque eUos son 
generados tomando en cuenta la distribución espacial de la carga dinámica, mientras que el 
uso de las formas modales exactas desprecia esta imponante información. El primer vector 
de Ritz es el vector de desplazamientos obtenido de un anilisis estático usando la 
di~ribución espacial del vector de cargas dinámicas como dato. Los otros vectores se 
géneran de una relación de recurrencia en la cual la matriz de masa es multiplicada por el 
vector de Ritz previamente obtenido u usada como el vector de carga para la solución 
estática. Por lo tanto, luego que la matriz de rigideces es triangularizada, es solo necesario 
resolver estáticamente para un vector de carga por cada vector de Ritz requerido. 
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8.4. Análisis del Espectro de Respuesta (Sísmico) 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico asociadas con la respuesta de una estructura a 
movimientos del terreno viene dada por: 

KU+CV+MW=MW1 

donde K es la matriz de rigideces 
C es la matriz de amortiguamiento 

M es la matriz de masa diagonal 
W g es la aceleración del terreno 

y U, V y W son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones estructurales, 
respectivamente. 

SAP90 resuelve este sistema de ecuaciones usando el método de superposición modal 
basado en el espectro de respuesta. La aceleración del terreno es dada como una curva de 
espectro de respuesta digitalizada de aceleraciones espectrales contra periodo. 

La excitación del terreno puede ocurrir simultáneamente en tres direcciones X, Y y Z. Para 
obtener los máximos desplazamientos y fuerzas (o esfuerzos) en los miembros, las 
respuestas modales asociadas con una dirección particular de excitación son calculadas 
primero y luego combinadas usando la técnica de la combinación cuadrática completa 
(CQC). La respuesta total es entonces calculada sumando las respuestas de las tres 
direcciones usando el método de la raíz cuadrada de la sima de los cuadrados (SRSS). 

Para modelar estructuras sometidas a cargas dinámicas dadas por espectros de respuesta, la 
dirección positiva del eje Z debe apuntar hacia arriba. 

8.5. Análisis de Respuesta Dinámica de Historias en el Tiempo. 

En general la carga que actúa sobre una estructura es una función arbitraria de espacio y 
tiempo. En filnna matricial, puede ser escrita como R(s,t). Para todos los tipos de carga 
R(s,t) puede llel' escrita como una suma finita de series de vectores de carga espacial F;(s) y 
funciones de tiempo .T;(t). O en forma matricial: 

Para el programa SAP90 los vectores espaciales Fi(s) pueden definirse como las condiciones 
de carga estática, o en caso de aceleraciones de base como una función de la matriz de 
masas. Las funciones Ti(t) pueden ser funciones arbitrarias de tiempo o funciones periódicas 
como aquellas producidas por viento u oleaje. 
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VL ESTRUCTURA DEL ARCHIVO DE DA TOS DE SAP90 

El archivo de datos de SAP90 está organizado en 21 distintos bloques de datos por medio 
de líneas de separación únicas (excepto en el caso de la línea de título, donde no existe 
separador). El separador identifica el bloque de datos y es siempre la primera linea del 
bloque de datos. La línea del separador puede ser escrita en mayúsculas o núnúsculas pero 
debe comenzar en la columna l. Los datos asociados con el bloque de datos van 
inmediatamente después de la línea del separador. 

Los 21 bloques de datos se muestran en la tabla VII-l. Algunos de ellos son obligatorios; sin 
embargo, la existencia de muchos de los bloques en el archivo de datos depende del 
problema que está siendo analizado. El orden en que los bloques aparecen en el archivo no 
es importante; sin embargo la línea de título debe ser la primera línea del archivo. 

BLOQUE DE DA TOS 
l. Línea de Título 

DESCRIPCIÓN 
Infonnación del trabajo 
Infonnación de control del trabajo 
Coordenadas de las Juntas 
Restricciones de Juntas 

OBLIGA TORIO 

2. SYSTEM 
3. JOINTS 
4. RESTRAINTS 
5. SPRINGS 
6. MASSES 
7. POTENTIAL 
8. CONSTRAINTS 
9. FRAME 
10. SHELL 
11. ASOLID 
12. SOLIO 
13. LOADS 
14. DISPLACEMENTS 
15. PRESTRESS 
16. PDELTAC 
17. SPEC 
18. TIMEH 
19.COMBO 
20. ENVELOPE 

Resortes de Apoyo 
Masas en las Juntas 
Temperaturas y Presiones en Juntas 
Relaciones de GOL de Juntas 
Datos de Elementos Viga 
Datos de Elementos Cascarón 
Datos de Elementos ASOLID 
Datos de Elementos Sólidos 
Cargas Aplicadas en las Juntas 
Desplazamientos aplicados en las juntas 
Cargas de Presforzado en Vigas 
Control para Análisis P-Delta 
Datos del espectro de Respuesta 
Datos de Historia en el Tiempo 
Datos para Combinaciones de Cargas 
Datos para Combinaciones de 
Envolvente 

Si 
Si 
Si 
si• 
No 
No 
No 
No 
Si2 
Si2 
Si2 
Si2 

No 
No 
No 
No 
No 
No 
No 
No 

21. SELECT Solicitud de Salida Selectiva No 
1 Este bloque de datos puede ser onútido si la estructura está fatalmente soportada por 
resortes 
2 ~At menos uno de estos cuatro bloques debe estar presente en el archivo de datos 

Tabla VII-l. Bloques de datos de SAP90 
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B. Formato Libre. 

Todos los datos de entrada de SAP90 se preparan en fonnato libre. En otras palabras, los 
datos en una línea específica no tienen que corresponder con columnas preestablecidas. Los 
datos son suministrados como una lista de ítems separados por una coma o por uno o mas 
blancos. Los ítems pueden ser números o caracteres alfanuméricos. 

El fonnato libre puede ser de dos fonnas: 

• Una lista de datos precedidos por un identificador y un signo igual: 

XI=2000,4501 

• Una lista de datos sin un identificador que los preceda: 

20,45,5 

U na línea de datos típica puede ser una combinación de los dos anteriores, como, 

20,45,5 XI=l200,1500 AV=l5,25 

C. Comentarios 

Cualquier línea, excepto la primera, que tenga la letra C en la primera columna y un blanco 
en la columna 2 es tratada como una línea de comentario e ignorada por el programa. Dos 
puntos (:) indican el fin de la infonnación en una línea. Cualquier infonnación a la derecha 
de los dos puntos es también ignorada por el programa. 

D. Continuación de Linea 

Cada lirlea de datos puede contener hasta 500 caracteres. Estos pueden ser suministrados en 
una sola línea en el archivo de datos, o la línea puede ser dividida en varias líneas de texto de 
menor longitud. El carácter backslash (\) en una línea particular de texto indica que la 
siguiente línea es una contínuación de aquella. Se permiten múltiples líneas de contínuación, 
pero la suma de todas las columnas a la izquierda del backslash (\~.en cada línea de texto no 
debe exceder de 500 caracteres. 
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E. Operacioaes Aritméticas. 

Instrucciones aritméticas simples son pennitidas cuando se suministran números reales en los 
campos de fonnato libre. Pueden usarse los siguientes operadores 

+ para la suma 
- para la resta 
1 para la división 
• para la multiplicación 
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VU.AR~OSDESAUDADESA~ 

Después de una corrida de computadora completa, aparecerán una serie de archivos de 
resultados en formato ASCII con el nombre archivo del problema mas una extensión que 
depende de las opciones utilizadas en análisis. Si suponemos que nuestro archivo de datos 
se designa como EJEMPLO, a continuación se muestran los nombres de archivos que 
pueden presentarse : 

EIEMPLO.SAP 
EIEMPLO.EQN 
EIEMPLO.EIG 
EJEMPLO.RIT 
FJEMPLO.SPC 
FJEMPLO.SOL 
EJEMPLO.F3F 
EIEMPLO.F4F 
FJEMPLO.F5F 
FJEMPLO.FSF 
EIEMPLO.FEF 
EIEMPLO.ERR 

El contenido de estos archivos se describe a continuación: 

NOMBRE 

FJEMPLO.SAP 
FJEMPLO.EQN 
FJEMPLO.EIG 
FJEMPLO.RIT 

EIEMPLO.SPC 
EJEMPLO.SOL 
FJEMPLO.F3F 
EJEMPLO.F4F 
FJEMPLO.FSF 
EJEMPLO.F8F 
FJEMPLO.FEF. 
FJEMPLO.ERR 

CONTENIDO 

Datos de entrada en fonna tabular 
Ecuaciones que fonnan la matriz de rigidez 
Frecuencias y parámetros modales. ( eigenvectores) 
Frecuencias y parámetros modales (Vectores de Ritz) 

Factores del análisis modal espectral 
Desplazamientos de los nudos y reacciones 
Fuerzas en los elementos FRAME 
Fuerzas en los elementos SHELL 
Esfuerzos en los elementos ASOLID 
Esfuerzos en los elementos SOLID 
Fuerzas en los nudos 
Errores y advertencias detectadas durante las corridas 
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VDLESTRUCTURADELPROGRAMASA"O 

A. Módulos del Programa SAP90 

El programa de análisis estructural es una combinación de módulos que son ejecutados en 
una secuencia predefinida. Los módulos están ligados por medio de una serie de archivos 
internos que constituyen una base de datos. cada módulo realiza una serie de operaciones y 
actualiza la base de datos durante el proceso. 

Los programas incluidos en el paquete completo de SAP90, y las funciones asociadas con 
cada programa se presentan en la tabla Vlll-1. Algunos de los programas crean archivos de 
salida. Los nombres de los archivos de salida asociados también se muestra en la tabla. 

MODULO DE 
PROGRAMA 
l. SAP90 
2. FRAME 

J. SHELL 

4. ASOLID 

5. SOLIO 

6. SOLVE 
7. EIGEN 
8. RITZ 
9. SPEC 
10. TIMEH 
11. JOINTF 

12. ELEMF 
13. FRAMEP 
14. SHÉLLP 
15. ASOLIDP:· 
16. SOLIDP 
17. SAPLOT 
18. SAPTIME 

FUNCIÓN DEL MODULO 

Lee, Chequea y Tabula Todos los Datos 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento Viga 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento Cascarón 
Formulación de la Matriz de Rigideces de 
Elemento ASOLIO 
Formulación de la Matriz de Rigideces del 
Elemento SOLIO 
Ensamblaje y Reducción de Rigideces y Cargas 
Análisis de Valores Propios (Eigenvalues) 
Análisis de Vectores de Ritz 
Factores de Análisis Espectral 
Análisis de Historias en el Tiempo 
Salida de Formas Modales, Desplazamientos de 
Juntas y Reacciones 
Salida de Fuerzas en las Juntas de los Elementos 
Salida de Fuerzas en Elementos Viga 
Salida de Fuerzas en los Elementos Cascarón 
Salida de Esfuerzos en los Elementos ASOLIO 
Salida de Esfuerzos en Elementos SOLIO 
Salidas Gráficas 

ARCHIVO CREADO 

EXAMPLE.SAP 

EXAMPLE.EIG 
EXAMPLE.RIT 
EXAMPLE.SPC 

EXAMPLE.SOL 

EXAMPLE.FEF 
EXAMPLE.FJF 
EXAMPLE.F4F 
EXAMPLE.F5F 
EXAMPLE.F8F 

Salidas Gráficas y Creación de Salida para 
Análisis de Historias en el Tiempo 

• EXAMPLE.HST 

Tabla IX-l. Módulos de SAP90 
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B. El Comando GO 

El módulo de SAP90 lee el archivo de datos y chequea todos los datos por compatibilidad. 
Si no se encuentra errores, el módulo de SAP90 creará un archivo por lotes GO.BAT, el 
cual activará el resto de los módulos de SAP90 que son necesarios para un análisis en 
particular. 

El archivo GO.BAT se activa luego de la ejecución de SAP90 como sigue: 

C:>GO<CR> 

C. Secuencia de Ejecución. 

El programa de análisis estructural SAP90 requiere que las operaciones analíticas se realicen 
en una secuencia predeterminada rigurosa. El modulo SAP90 siempre es ejecutado primero. 
Una ejecución sin errores de este módulo creará el archivo GO.BAT. Para una ejecución 
normal el archivo de lotes GO.BAT contendrá algunos o todos de los siguientes comandos 
en la siguiente secuencia: 

OPTIMIZE 
FRAME 
SHELL 
ASO LID 
SO LID 
SOL VE 
El GEN 
RITZ 
SPEC 
TIMEH 
JOINTF 
ELEMF 
FRAMEF 
SHELLF 
ASOLIDF 
SOLIDF 

Para el modo de ejec;ución reiniciar (restart), el archivo GO.BAT contendrá algunos o todos 
de los siguientes comandos: 

SPEC 
TlMEH 
JOINTF 
ELEMF 
FRAMEF 

.-



SHELLF 
ASOLIDF 
SOLIDF 

D. La Opción Reiniciar (RESTART). 

La opción reiniciar de SAP90 permite al usuario cambiar ciertos bloques de datos, y obtener 
resultados asociados con los datos de entrada cambiados sin realizar las fases de ensamblaje 
y solución del programa. 

El modo de análisis de reinicio solo los siguientes bloques de datos pueden ser cambiados o 
añadidos 

• Línea del título 
• SYSTEM 
• SPEC 
• TIMEH 
• COMBO 
• ENVELOPE 
• SELECT 

.. 

' 
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IX. DETALLES DE LAS OPOONES DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90 

Como se describió en el capitulo VII, el archivo de datos de SAP90 está organizado en 21 
bloques de datos. Solamente se necesita preparar los datos asociados con los bloques de 
datos que son peninentes a la estructura que está siendo analizada. 

Cada bloque de datos, a su vez, está subdividido en una o mas secciones de datos y las 
secciones de datos están formadas por líneas de datos. En algunos casos, las líneas de datos 
en una sección de datos están agrupadas en múltiples conjuntos de datos. Si alguna línea de 
datos no es necesaria para una estructura en panicular, el usuario puede simplemente obviar 
la lista de datos asociada. 

l. Línea de Título. 

Prepare una línea de datos de hasta 70 caracteres para el título de la salida. Esta información 
aparecerá en cada página de los archivos de salida creados por SAP90. Esta línea debe ser la 
primera en el archivo de datos. 

2. Bloque de datos SYSTEM. 

Este bloque de datos define información de control asociada con el análisis estructural. Este 
bloque de datos es obligatorio. 

FORMATO 

a. Separador 

Coloque una línea para el separador en la siguiente forma: 

SYSTEM 

b. Inforrnacióa de Control. 

A continuec:ióa del separador SYSTEM coloque una línea de datos en la forma siguiente> 

R=ropt L=nld C=ncyc V=nfq T=tol P=per W=wopt Z=nritz N=nid 

EJEMPLO 

SYSTEM 
V=IO L=3 

·. 
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DESCRIPOÓN 

Variable 
ropt 

nld 
ncyc 
nfq 
tol 
per 
wopt 

nritz 
nid 

Defecto 
[O) 

[O) 
[O) 
[O) 

[.0001) 
[O) 
[O) 

[O) 
[9999) 

3. Bloque de datos JOINTS 

Descripción 
Marcadores de Reinicio: 
=O Modo de ejecución normal 
= 1 Modo de reinicio 
=2 Reinicio después de un análisis de transferencia de calor 
Número de condiciones de carga 
Frecuencia de la carga para análisis de régimen permanente 
Número de valores propios a calcular 
Tolerancia de convergencia para análisis de valores propios 
Periodo de cone para análisis de valores propios 
Bandera de supresión de advenencia 
=O Mostrar todas las advenencias 
= 1 Suprima todas las advenencias 
Número de vectores de Ritz a calcular 
máximo número de identificación de juntas. 

Este bloque de datos define las juntas que describen la geometría del modelo estructural con 
sus coordenadas asociadas. Este bloque de datos es obligatorio. 

FORMATO 

a. Separador 

JOINTS 

b. Datos de Juntas 

En esta sección de datos coloque tantas líneas como se necesite para definir las juntas de la 
estructura. Fmalice esta sección con una línea en blanco. Prepare las líneas de datos en la 
forma siguiente> 

jid X=x Y=y Z=z G=gl,g2,i,r Q=ql,q2,q3,q4,i.j. F=f,n;,n;,i.j. L=l,n;,n¡ 
A=cl,c2,c3,n,,i.,a S;;,s 

• 
EJEMPLO 

JOINTS 
25 X=20 Y=20 Z=20 S=l2 
5 X=10 Y=IO Z=O G=5,25,2 

.· 
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DESCRIPCIÓN 

Identificación de Juntas y Coordenadas 

Variable 
jid 
X 

y 
z 

Generación Lineal 

gl 
g2 

r 

Defecto 

[pv] 
(pv] 
[pv] 

[1] 
[ l] 

Generación Cuadrilateral 

ql 
q2 
q3 
q4 

•• 
]o 

Descripción 
Número de identificación de la junta 
Coordenada global X de la junta jid 
Coordenada global Y de la junta jid 
Coordenada global Z de la junta jid 

Junta l. Generación lineal 
Junta 2. Generación lineal 
Incremento de número de junta 
Relación de el último espacio al primer espacio para 
espaciamiento diferente de juntas 

Junta l. Generación Cuadrilateral 
Junta 2. Generación Cuadrilateral 
Junta 3. Generación Cuadrilateral 
Junta 4. Generación Cuadrilateral 
Incremento del número de juntas, sobre el eje i 
Incremento del número de juntas, sobre el eje j 

Generación Frontal y Lagrangiana 

f 
1 
n; 
11¡ 

•• 
j. 

Generación CiHDdrica 

el 
C2 
el 

/ 

l1c: 
le 

a 

Número de junta origen para generación frontal 
Número de junta original para generación Lagrangiana 
Número de juntas en la dirección i, sin incluir la junta origen 
Número de juntas en la dirección j, sin incluir la junta origen 
Incremento del número de juntas sobre el eje i 
Incremento del número de juntas sobre el eje j 

Junta l. Generación cilíndrica 
Junta 2. Generación cilíndrica 
Junta 3. Generación cilindrica 

-· 

Número de juntas cilíndricas adicionales a generar 
Incremento de número de junta para generación cilíndrica de 
juntas 
Incremento de ángulo, grados (debe ser menor de 90) 
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Factor de Escala 

S [pv] Factor de escala para coordenadas de junta 

4. Bloque de datos RESTRAINTS 

Cada junta del modelo estructural tiene seis componentes de desplazamiento, tres 
traslaciones globales UX, UY y UZ y tres rotaciones globales RX, R Y y RZ. las direcciones 
asociadas con esos seis componentes de desplazamiento se conocen como grados de libertad 
de la junta. 

Las especificaciones de restricción de una junta consiste de un conjunto de seis números (o 
códigos), cada uno correspondiente a cada grado de libertad de la junta. cada uno de esos 
números puede tener un valor de O o l. 

Este bloque de datos es obligatorio a menos que el modelo esté completamente apoyado en 
resortes. 

FORMATO 

a. Separador. 

RESTRAINTS 

b. Datos de restricción. 

En esta sección de datos coloque tantas líneas como necesite para definir los grados de 
libertad inactivos del sistema. 

EJEMPLO 
: 

!S 25 S R=l,l,l,l,l,l 

30 



DESCRIPCIÓN 

Variable 
ji 
j2 
me 
r..,. 
ruy 
r .. 
r,. 
r.y 
r,. 

Defecto 

[j 1] 
[1] 

Descripción 
Primer número de junta 
Ultimo número de junta 
Incremento en el número de junta 
Código de restricción de traslación en X 
Código de restricción de traslación en Y 
Código de restricción de traslación en Z 
Código de restricción de rotación alrededor de X 
Código de restricción de rotación alrededor de Y 
Código de restricción de rotación alrededor de Z 

5. Bloque de Datos SPRING. 

Cualquiera de los seis grados de libertad de una junta de la estructura puede tener 
condiciones de apoyo traslacionales o rotacionales de resorte. Este bloque de datos define la 
ubicación de dichos resortes de apoyo y sus valores asociados. No se pennite colocar 
resortes en la dirección de grados de libertad restringidos. 

FORMATO 

a. Separador. 

SPRINGS 

b. Datos del Resorte. 

En esta sección coloque tantas líneas como necesite para definir los grados de libertad del 
sistema que estén soportados por resortes. 

EJEMPLO 

SPRINGS 
s·· 25 S K=IOOO,O,O,O,O,O 

JI 
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DESCRIPOÓN 

Variable 
ji 
j2 
mcr 

Defecto Descripción 
Primer número de junta 

01] Número de junta final 
[ 1] Incremento en número de juntas 

Constante traslacional de resorte en X 
Constante traslacional del resorte en Y 
Constante traslacional del resorte en Z 
Constante rotacional del resorte en X 
Constante rotacional del resorte en Y 
Constante rotacional del resorte en Z 

6. Bloque de datos MASSES. 

En el modo de análisis dinámico, puede ser necesario colocar masas nodales concentradas (y 
sus correspondientes momentos de inercia de masas) en las juntas. Cualquiera de los seis 
grados de libertad de cualquiera de las juntas de una estructura pueden tener valores de 
masas traslacionales o rotacionales. Este bloque de datos define la ubicación de dichas masas 
y sus valores correspondientes. La información de este bloque de datos solo es usada por el 
programa en el modo de análisis dinámico. No se permiten valores de masa en la dirección 
de grados de libertad restringidos. 

FORMATO 

a. Separador. 

MAS SES 

b. Datos de masu. 

j 1 j2 inc: M=mux,muy,muz,mrx,mry,mrz 

EJEMPLO 

MAS SES 
5~25 5 M=l,l,O,O,O,l200 
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DESCRIPOÓN 

Variable 
ji 
j2 
mcr 
m.. 
l11uy 

m.. 
m.. 
l1l,y 

m.. 

Defecto Descripción 
Primer número de junta 

01] Número de junta final 
[ 1] Incremento en número de juntas 

Masa traslacional en X 
Masa traslacional en Y 
Masa traslacional en Z 
Momento de Inercia de masas respecto al eje X 
Momento de Inercia de masas respecto al eje Y 
Momento de Inercia de masas respecto al eje Z 

7. Bloque de Datos POTENTIAL 

Este bloque de datos sirve para especificar valores de temperatura o presión en juntas para 
un análisis estructural. 

Los valores de temperaturas en las juntas son usados si se requiere un análisis térmico. Las 
propiedades de los elementos y los correspondientes valores de temperatura en juntas son 
usados para generar los vectores de cargas térmicas del elemento. 

Los valores de presión en juntas son usados por los elementos SHELL, SOLIO y ASOLID 
para calcular los vectores de cargas de presiones. 

Este bloque de datos solo es necesario si se va a efectuar un análisis térmico o de presiones. 

FORMATO 

a. Separador 

POTENTIAL 

b. Datos de Potencial 

ji j2 inc T=tl,t2 P=pl,p2 W=w,z ·. 
EJEMPLO 

',· 

POTENTIAL 
12 18 2 T=96,126 P=10,20 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
jJ 
j2 
in e 

Defecto 

[ji] 
[1] 

Descripción 
Numero de la junta inicial 
Número de la junta final 
Incremento en el número de junta 

Especificaciones de Temperatura 

tl 

t2 
[O] 
[u] 

Especificaciones de Presión 

pi 
p2 
w 
z 

[O] 
[pi] 

Valor de temperatura en la junta j 1 

Valor de temperatura en la junta j2 

Valor de presión en la junta ji 
Valor de presión en la junta j2 
Peso unitario del fluido (peso/unidad de volumen) 
Coordenada Z global de la superficie de fluido 

8. Bloque de Datos CONSTRAINTS 

Los datos definidos en este bloque de datos se usa para reducir el número de ecuaciones en 
el sistema a ser resuelto, cuando se conoce que los desplazamientos en ciertos grados de 
libertad son iguales a los desplazamientos en otros grados de libertad. 

FORMATO .. 

a. Separador. 

CONSTRAINTS 

b. Datoa 

EJEMPLO 

--CONSTRAINTS 
21 31 1 C=20,0,0,0,0,0 
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DESCRIPCIÓN 

Variable 
ji 
j2 
incr 

Defecto Descripción 
Primer número de junta 

O 1] Número de junta final 
[ 1] Incremento en número de juntas 

Número de Juntas Independientes para: 

Traslación X de la junta dependiente 
Traslación Y de la junta dependiente 
Traslación Z de la junta dependiente 
Rotación X de la junta dependiente 
Rotación Y de la junta dependiente 
Rotación Z de la junta dependiente 

Incrementos de Números de juntas independientes para: 

lux Junta c.. 
luy Junta Cuy 

luz Junta c.. 
i,. Junta e,. 
lry Junta Cry 

lrz Junta e,. 

9. Bloque de Datos FRAME 

--

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociadas con los 
elementos FRAME (viga) tridimensional que existen en el modelo. Cualquier elemento de 
viga o armadura en dos dimensiones o elemento de armadura en tres dimensiones puede ser 
considerado como un caso especial de este elemento general. 

FORMATO 

a. Separador 

FRAME .· 

lt: Información de control del bloque de datos FRAME 

Coloque una línea de datos para la información de control en la siguiente forma: 



NM=npro NL=nbsl NSEC=nsec X=x,,x2, ...• x.w Y=y~,y2, ... ,ya~c~ Z=z,,z2, ... z.w 
T=t.,t2, ... ,t..w P=pr,,pr2, ... ,pra~c~ 

c. Datos de Materiales y Propiedades de Secciones. 

Coloque npro líneas de datos para definir las npro tipos de propiedades. 

np A=a J=j 1=1¡¡,122 AS=a2,a3 E=e G=g W=w M=m Tc=alpha 

d. Datos de Carga en el claro. 

Coloque nbsl líneas de datos en esta sección, una por cada uno de los nbsl patrones de carga 
en el claro. 

ns WL=w,,w2,W3 WG=w,,wy,Wz T=t 1,t2,1J PLD=d 1 ,p~,f1 ,d2,P2.f2.····c4,p.,f. 
TRAP=c¡,ua, V¡,C2,U2, v2,C3,U3, V3,C4,\4, V4 

e. Datos de ubicación de los elementos FRAME. 

En esta sección provea tantas líneas como sea necesario para definir todos los elementos 
FRAME en el modelo. Finalice esta sección con una linea en blanco. 

nel j; j¡ M=msp;,msp¡,i_ LP=n,,n2 LR=r,,r2,r¡,r.,r,,r, RE=r;,r¡ RZ=z 
MS=m;,m¡ NSL=I,,I2, ... ,1nld G=ns,ninc,g,,82,8J.84 

DESCRIPOÓN. 

Información de Control . 

Variable Defecto 
npro [!] 
nbsl [O] 
nsec [O] 
Xt,X2,··· (O] 
YI.Y2···· [O] 
Z¡,Z2, ... [O] 
tl,t2,··· [O] 
pr,,pr2, ... "(O] 

Descripción 
Número de tipos de propiedades 
Número de patrones de carga en el claro 
Número de secciones para salida de resultados de fuerzas 
Multiplicadores gravitacionales en dirección X 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Y 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Z 
Multiplicadores de temperatura 
Multiplicadores de cargas de presfuerzo 

: 
Datos de Propiedades de Materiales y secciones. 

np 
a 
J 

[O] 
[O] 

Número de identificación de las propiedades 
Área 
Constante torsional 
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i33,il2 
a2,a3 
e 
g 
w 
m 
alpha 

(O] 
(O] 
[pv] 

[e/2.6) 
(O] 
(O] 
(O] 

Datos de Cargas en el claro. 

ns 
W¡ (O) 
w2 
W) 
w. (Ó] 

Wy (O) 

Wz [O) 

t¡ (O) 
t2 
t) 
dt 
Pt 
ft 
C¡ 
U¡ 

V¡ 

Momentos de inercia 
Áreas de corte 
Módulo de elasticidad 
Módulo de corte 
Peso por unidad de longitud 
Masa por unidad de longitud 
Coeficiente de expansión térmica del material 
(unidades UUH) 

Número de identificación de la carga en el claro 
Carga uniforme en la dirección 1 - Fuerza/longitud 
carga uniforme en la dirección 2 - Fuerza/longitud 
Carga uniforme en la dirección 3 - Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección X - Proyección en X de 
Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección Y - Proyección en Y de 
Fuerza/Longitud 
Carga uniforme en la dirección Z - Proyección en Z de 
Fuerza/Longitud 
Incremento de temperatura en la linea central del elemento 
Gradiente de temperatura en la dirección 2 
gradiente de temperatura en la dirección 3 
Distancia del extremo 1 de Pt y ft 
Pt es la primera carga desde 1 en la dirección 2 
f1 es la primera carga desde Y en la dirección 3 
Distancia desde el extremo 1 de u 1 y v 1 

u1 es la intensidad de carga en la dirección 2 a una distancia Ct 
del extremo l. 
v1 es la intensidad de carga en la dirección 3 a una distancia Ct 
del extremo l. 

Datos de Ubi<:ación de los Elementos FRAME 

nel 
Ji 
Jj 
msp¡ [pv] 
msp¡ [mspi] .... (2] 

(pv] 

Número de identificación del elemento 
Número de la junta en el extremo l. 
Número de junta en el extremo j. 
Número de identificación de propiedades en el extremo l. 
Número de identificación de propiedades en el extremo J. 
Variación de e*I33 a lo largo de la longitud de elemento: 
=1 Lineal 
=2 Parabólica 
=3 Cúbica 
Números de junta para definir el eje local en la dirección 3 
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r• [O] Código de liberación de la restricción de momento respecto al 
eje 3. Extremo l. 

rz Código de liberación de la restricción de momento respecto el 
eje 3. Extremo J. 

r3 Código de liberación de la restricción de fuerza axial. 
r. Código de liberación de la restricción de momento respecto al 

eje 2. Extremo l. 
r, Código de liberación de la restricción de momento respecto al 

eje 2. Extremo J. 
r6 Código de liberación de la restricción de momento torsional 
r¡,rj [O] Zona rigida en los extremos I y J, respectivamente 
z [pv] Factor de reducción de zona rigida 
111¡,111¡ [pv] Junta maestra para los extremos I y J, respectivamente 
I •• h .... [O] Patrones de carga en el claro de la viga para las condiciones 

de carga t. a ln~d 
ns [O] Número de elementos adicionales a generar 
ninc Incremento para el número de identificación del elemento 
g. Incremento del número de la junta en el extremo l. 
gz Incremento del número de la junta en el extremo J. 
8J Incremento en el número de la junta maestra en el extremo l. 
g. Incremento en el número de la junta maestra en el extremo 1. 

10. Bloque de Datos SHELL 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociados con el elemento 
general tridimensional SHELL de 4 nodos. Los elementos membrana y de flexión de placas 
son considerados casos especiales de este elemento general. 

FORMATO. 

a. Separador. 

SHELL 

b. lnformad6n de ~ontroL 

Colocar una línea de datos para la información de control del bloqüe SHELL de la siguiente 
manera: -· 
NM=nmat O=iout 
X=x •• xz, ... ,x.w Y=y~,y2, ... ,yftld Z=z •• zz, ... ,Znld 
T=t~,tz, ... ,tnld P=p.,Pz, ... ,pftld 
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c. Datos de Propiedades del Material 

Colocar nmat líneas de datos en esta sección para definir los nmat tipos de material en la 
siguiente fonna: 

nm E=e U =u W=w M =m T A=alpha 

d. Datos de ubicación de los elementos SHELL 

En esta sección de datos, provea tantas líneas de datos como sean necesarias para definir las 
ubicaciones de todos los elementos SHELL en el modelo. Finalice esta sección con una línea 
en blanco. 

DESCRIPCIÓN 

Información de Control 

Variable 
nmat 
iout 

X¡,X2, ... 

Y1,y2, ... 
Zt,Z2,··. 

l~th, ... 
p¡,P2,··. 

Defecto 
[1] 
[O] 

[O] 
[O] 
[O] 
[O] 
[O] 

Descripción 
Número de tipos de material 
Control de salida: 

=O Resultantes de fuerzas y momentos 
=1 Esfuerzos de superficie superiores e inferiores 

Multiplicadores gravitacionales en dirección X 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Y 
Multiplicadores gravitacionales en dirección Z 
Multiplicadores de temperatura 
Multiplicadores de presión 

Datos de Propiedades del Material 

nm 
e 
u 
w 
m 
alpha 

[pv] 
[pv] 
(O] 
[O] 
[O] 

Número de identificación del material 
Módulo de elasticidad 
Relación de Poisson 
Peso por unidad de volumen 
Masa por unidad de volumen 
Coeficiente de expansión térmica (unidades UUH) 

Dátos de Ubicación de Elementos SHELL 

nel 
j;j¡, ... 

Número de identificación del elemento 
Números de las juntas del elemento 
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et 

mat 
tz 
th, 
th2 
n 
g,,Sl 

[pv] 

[pv] 
[O) 
[pv] 
[pv] 
[O) 

Tipo de elemento 
=O Cascarón (membrana + flexión) 
= 1 Solo comportamiento de membrana 
=2 Solo comportamiento de flexión de placa 

Tipo de material del elemento 
Temperatura referencia de cero esfuerzo 
Espesor del elemento membrana 
Espesor del elemento de flexión 
Control para la dirección del eje local del elemento 
Parámetros para la generación de elementos 

11. Bloque de datos ASO LID 

Este bloque de datos define las propiedades, ubicación y cargas asociadas con el elemento 
formado de 3 a 9 nudos. Cabe recordar que estos elementos deben ser paralelos a los planos 
formados por los ejes principales. 

FORMATO 

a. Separador. 

ASO LID 

b. Información de control pan el elemento ASO LID 

En esta sección se coloque una línea con los datos que se indican a continuación : 

NM=nmat ETYPE=et MAXN=ntm 
X=xl,x2, ... x.w Y=yl,y2, ... y""'Z=zl,z2, ... z.w 
T=t l,t2, ... t.w P=pl,p2, ... Pold R=rl,r2, ... rnJ4 

c. Propiedadel de los materiales 
.. 

En esta sección se proporcionan "nmat" grupos de datos. Cada grupo de datos consta de 
dos líneas con la siguiente infinnación. ~ 

i ) Primera línea 

nm NUMT=nt W=w M =m B=b 
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ü) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura 

T=t E=e,.,e,e. G=g, A=a,,a,a. 

c. Localización de los elementos ASO LID 

En esta sección proporcione tantas líneas de datos como sean necesarias para definir el 
modelo. Finalice la introducción de estos datos con una línea en blanco. Los datos 
requeridos se deben preparar de la siguiente forma : 

nel JN=j1j2j3 ... j9 JQ=hj3j7j9 JS=j;j¡jt 
M=matTZ=tz TH=th G=g1.82 LP=n 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nmat 
et 

ntm 
XI,X2, ... 

yl ,y2, ... 

ZI,Z2, ... 

ti ,t2, ... 

pi ,p2, ... 

rl ,r2, ... 

nm 
nt 

.. 
w 
m 
b 

Defecto 

1 
o 

1 
o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 
o 
o 

Descripción 

Num de tipos de materiales 
Tipo de elemento 
=O Axisimétrico 
= 1 Deformación plana 
=2 Esfuerzo plano 
Num. máximo de temperaturas en cualquier tipo de material 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " X" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Y" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Z" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores de temperaturas para las "nld" condiciones 
de carga 
Multiplicadores de presiones para las "nld" condiciones de 
carga 
Valores de velocidad angular para las "nld" condiciones de 
carga. 
Identificador del número de material 
Num de temperaturas para las que se especifican las 
propiedades dependientes de este tipo de material . 
Peso por unidad de volúmen 
Masa por unidad de volúmen 
Ángulo de referencia de las propiedades del material en 
grados 
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t 

er,es,et 

Ul,u2,u3 

grs 
ar,as,at 

nel 
j 1 ,j2 •... 
j l,jl, ... 

ji . .ii ,. o 

mal 
tz 
th 
gl,g2 
n 

o 

o 

o 

er /(2+2ul) 
o 

pv 
o 
pv 

2 

12. Bloque de datos SO LID 

', 

Temperatura asociada con la propiedad del material 
especificado en esta línea de datos. 
Módulo de elasticidad en las direcciones r,s y t 
respectivamente. 
Relación de poisson en las· direcciones r,s, y t 
respectivamente. 
Módulo de cortante en el plano r-s 
Coeficiente de expansión térmica en las direcciones r,s y t 
respectivamente . 
Num del identificador del elemento 
Nums de nudos del elemento, para la opción IN 
Nums de nudos del elemento, para la opción JQ ( elemento 
de 4 nudos) 
Nums de nudos del elemento, para la opción JS ( defmición 
de una malla regular ) 
Tipo de material del elemento 
Temperatura de referencia para esfuerzo cero. 
Espesor del elemento 
Parámetros de generación de elementos 
Identificador del plano donde se localiza el elemento 

Este bloque de datos define las propiedades, localización y las cargas asociadas al 
elemento tridimensional SOLIO formado por 8 nudos. Los datos se preparan en el 
siguiente formato : 

FORMATO 

a. Separador 

SOLIO 

b. Control de lntorinac:lcSn para el elemento SO LID 

Se proporciona una línea de datos con la siguiente información 

NM= nmat MAXN=ntm 
X=xl,x2, ... XnJd Y=yl,y2, ... yaJdZ=zl,z2, ... ZnJd 

T=tl,t2, ... t.J4 P=pl,p2, ... pald 

42 



c. Propiedades de los materiales 

En esta sección se proporcionan "nmat" grupos de datos. Cada grupo de datos consta de 
dos líneas con la siguiente infinnación. 

i ) Primera línea 

nm NUMT=nt W=w M=m 

ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura 

T=t E=e,,e,e. 

c. Localización de los elementos SO LID 

En esta sección proporcione tantas líneas de datos como sean necesarias para definir el 
modelo. Finalice la introducción de estos datos con una línea en blanco. Los datos 
requeridos se deben preparar de la siguiente forma : 

nel JQ=j1j2j3, .. .ja JR=j¡jijkjl 
M=matTZ=tz l=i G=g.,82,83 

DESCRIPOÓN 

Variable 

nmat 
ntm 
Xl,X2, ... 

yt ,y2, ... 

Zl ,Z2, .•• 

11,12, ... 

pl,p2, ... 

nm 
nt 

. · 

Defecto 

1 
1 
o 

o 

o 

o 

o 

1 

Descripción 

Numero de tipos de materiales 
Num. máximo de temperaturas en cualquier tipo de material 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " X" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Y" para las 
"nld" condiciones de carga 
Multiplicadores gravitacionales en dirección " Z" para las 
• n1d" condiciones de carga 
Multiplicadores de temperaturas para las "nld" condiciones 
de carga ~ 

Multiplicadores de presiones para las "nld" condiciones de 
carga 
Identificador del número de material 
Num de temperaturas para las que se especifican las 
propiedades dependientes de este tipo de material . 
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w 
m 
t 

ex,ey,ez 

Ul,U2, ... 
gxy,gyz, ... 

at,a2, ... 
nel 
j l,j2, ... 

ji,j¡, .. 

mat 
tz 

gt,g2,g3 

o 
o 
o 

o 

o 
o 

o 

pv 
o 
pv 

Peso por unidad de volúmen 
Masa por unidad de volúmen 

--

Temperatura asociada con la propiedad del material 
especificado en esta línea de datos. 
Módulo de elasticidad en las · direcciones x,y y z 
respectivamente. 
Relación de poisson 
Módulo de cortante en los planos X-Y, Y-Z y Z-X 
respectivamente 
Coeficiente de expansión térmica . 
Num del identificador del elemento 
Numero de nudos del elemento, para la opción JQ( 
definición general del elemento ) 
Numero de nudos del elemento, para la opción IR( 
definición de un elemento regular ) 
Tipo de material del elemento 
Temperatura de referencia para el esfuerzo cero. 
Bandera para suprimir modos de flexión incompatibles. 
Parámetros para la generación de elementos. 

13- Bloque de datos LOADS 

Una estructura pueden estar sujeta a cargas concentradas en sus nudos ( fuerzas o 
momentos ). Esta sección defme los nudos cargados de acuerdo con las " nld " 
condiciones de carga que hayan sido especificadas. Las cargas deberán estar aplicadas en 
nudos con grados de libertad no restringidos. 

Omita esta sección si no existen nudos cargados. 

A continuación se indica el formato de los datos requeridos: 

FORMATO' 

a. Separador 

LOADS 

b. Datos 
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Utilice cantas líneas de datos sea necesario para definir los nudos cargados que 
especifican las K nld K condiciones de carga. Finalice esta sección de datos con una línea 
en blanco. Los datos deberán prepararse de la siguiente forma : 

ji j2 inc F=fx,fy,fz,mx,my ,mz 

FJEMPLO 

LOAD S 
13 25 2 L=2 F=20,30,0, 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 

ji 
j2 ji 
inc 1 
1 pv 
fx 
fy 
fz 
mx 
m y 
mz 

Descripción 

Número del primer nudo en la generación 
Número del último nudo en la generación 
Incremento en el número de nudo 
Número de condición de carga 
Fuerza aplicada en la dirección X 
Fuerza aplicada en la dirección Y 
Fuerza aplicada en la dirección Z 
Momento aplicado alrededor del eje X 
Momento aplicado alrededor del eje Y 
Momento aplicado alrededor del eje Z 

14. Bloque de datos DISPLACEMENTS 

En una estructura es posible además de aplicar cargas, aplicar desplazamientos 
trasiacionala y rotacionales en los nudos. Estos desplazamientos no deben ser aplicados 
en grados de libertad restringidos. Esta opción solo se permite cuando se realiza un 
análisis esWico. 

: 

Es posible manejar cargas puntuales y desplazamientos en los pudos de una estructura, 
siempre y cuando no se especifiquen a los mismos grados de libertad. 

Omita esta sección si no se tienen desplazamientos asignados a los nudos. 
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FORMATO 

a. Separador 

DISPLACEMENTS 

b. Datos 

Proporcione cuantas Hneas sean necesarias para asignar los desplazamientos a la 
estructura. Finalice esta sección con una Hnea en blanco. 

jl j2 inc U=ux,uy,uz,l"lt,ry,rz 

FJEMPLO 

DISPLACEMENTS 
13 25 2 U=l,O,l,O,O,O 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 
ji 
j2 ji 
inc 1 
ux 
U y 

Uz 
rx 
ry 
rz 

Descripción 
Número del primer nudo en la generación 
Número del último nudo en la generación 
Incremento en el número de nudo 
Desplazamiento aplicado en la dirección X 
Desplazamiento aplicado en la dirección Y 
Desplazamiento aplicado en la dirección Z 
Rotación aplicada alrededor del eje global X 
Rotación aplicada alrededor del eje global Y 
Rotación aplicada alrededor del eje global Z 

15. Bloque de datos PRESTRESS 

Esta opción permite modelar elementos estructurales ( viga§ ) sometidos a cargas 
producidas por cables de presfuerzo. Para sumar estos efectos a las condicion!=S de cargas 
básicas, es necesario activar los multiplicadores de presfuerzo que aparecen en el bloque 
de datos FRAME. Omita esta sección si no se utiliza. 
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FORMATO 

a. Separador 

PRESTRESS 

b. Datos. 

Utilice tantas líneas como sea necesario para definir la geometría de los cables de 
presfuerzo en las vigas. Finalice esta sección con una línea en blanco. Prepare los datos 
como se indican a continuación. 

nbl nb2 ninc D=di,dc,dj T=t 

EJEMPLO 

PRESTRESS 
1 lO 1 D=0.25,0.5,0.5 T=lOO 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nbl 
nb2 
ninc 
di 

de 

dj 

t 

Defecto 

nbi 
1 

16-. Bloque de datos SPEC 

Descripción 

Primer número de elemento FRAME 
Ultimo número de elemento 
Incremento en el número de elemento 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
sale 
el cable de presfuerzo en el extremo "i" 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
pasa el cable de presfuerzo en el centro del claro 
Distancia del eje neutro de la sección al punto por donde 
sale 
el cable de presfuerzo en el extremo "j" 
Tensión del presfuerzo 

En esta sección se definen los datos asociados con el espectro de respuesta para realizar un 
análisis dinámico. Los resultados de este análisis definen la condición de carga dinámica. 
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Omita esta sección si no se pretende realizar un análisis dinámico de la estructura 

Este bloque de datos requiere que se haya especificado cualquiera de las dos variables "nfq" 
o "nritz" en el bloque de datos SYSTEM, las cuales indican el número de modos de vibrar 
que se consideran en el análisis de la estructura. 

FORMATO. 

a. Separador 

SPEC 

b. Información de control 

Prepare una línea en la siguiente forma: 

A=a S=s D=d 

c. Datos de la cuna del espectro 

Utilice cuantas líneas sean necesarias para definir la curva del espectro de respuesta. 
Finalice esta sección con una línea en blanco. Prepare una línea de datos de la siguiente 
forma: 

tp si 

EJEMPLO. 

SPEC 
A=45 

s2 sz 

S=9.81 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

a 
S 

d_ 
tp 
SI 
S2 

sz 

Defecto 

0.0 
1.0 
0.0 

o 
o 

D=O.OS 

Descripción 

Angulo de la excitación en grados 
Factor de escala para los valores dei espectro de respuesta 
Relación de amortiguamiento estructural. 
Periodo 

Valor del espectro en la dirección 1 
Valor del espectro en la dirección 2 
Valor del espectro en la dirección z ( vertical ) 
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17. Bloque de datos COMBO 

En esta sección se definen las combinaciones de cargas para la estructura, las cuales se 
obtienen mediante combinaciones lineales de las condiciones de carga básicas, definidas 
previamente ( nld ). 

Si no se especifican combinaciones de cargas, se obtendrán los resultados correspondientes a 
las condiciones de carga solamente. 

Omítase esta sección si no se desea realizar alguna combinación de cargas. 

FORMATO 

a. Separador 

COMBO 

b. Datos de la combinación 

Se deben proporcionar tantas líneas como sean necesarias para definir las combinaciones de 
carga requeridas. 

K C=cl,c2,c3, .... cnld 

EJEMPLO 

COMBO 
1 C=l.4, 1.7,0 
2 C=L4, 1.5, 1.1 
3 C= 1.1, 1.1,0 

DESCRIPCIÓN 

Variable Defecto 

K 
Cl.C2, ... 

d~ -· 

.' 

D=d 

0=1.1 

Descripción 

Identificador del número de combinación 
Multiplicadores para las condicionés de carga estáticas. 
Multiplicador para la condición de carga dinámica . 
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17. Bloque de datos ENVELOPE 

En esta sección permite obtener envolventes para las condiciones de carga estática y 
dinánúca con casos de cargas móviles analizados con el módulo de SAP90 para analizar 
puentes. También puede utilizarse de manera simple para cargas estáticas y dinánúcas. 

Cada envolvente obtiene un valor de fuerza máximo y núnimo en los elementos ( FRAME ) 
de una estructura. Esta opción no se utiliza para los elementos SHELL, ASOLID y SOLIO. 
Onúta esta sección si no se desea obtener una envolvente de cargas. 

FORMATO. 

a. Separador 

ENVELOPE 

b. Datos de las envolventes de cargas 

Utilice una línea de datos para cada envolvente requerida en la siguiente fonna : 

i. C=cl,c2, .... cnld 

EJEMPLO. 

ENVELOPE 
1 C=l D=l 
2 C=l,l 
3 C=l,-1 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

CI,C2, ... 

d 
bl,b2, ... 

Defecto 

o 
o 
o 

D=d B=bl,b2, ... ,bnc 

Descripción 

Número del identificador para la envolvente 
Multiplicadores para las condiciones de carga estáticas 
Multiplicadores para la condición d~ carga dinámica 
Multiplicadores para los casos de cargas móviles de puentes 
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19. Bloque de datos SELECT 

Cuando se analizan grandes estructuras los archivos de resultados que se obtienen son 
también grandes, sin embargo en ocasiones no toda esa información es relevante. 

El comando SELECT permite seleccionar solo la información que es de interés de 
acuerdo con los fines que se persiguen en un análisis. 

FORMATO 

a. Separador 

SELECT 

b. Datos 

Utilice tantas lfneas como sean necesarias para definir los datos que imprimirán en el 
archivo de salida. Prepare la información como se indica a continuación: 

NT=nt ID=il,i2,inc SW=isw 

FJEMPLO 

Para producir solo la salida de los desplazamientos 11 a 37 

NT=l ID=ll,37 SW=l 

Para producir solo la salida de las fuerzas en los miembros ( FRAME ) 25 a 45 

NT=5 ID=25,45 

DESCRIPCIÓN 

Variable 

nt 
il 
i2 
inc 
isw 

Defecto 

pv .. 

il 
1 
pv 

Descripción 

Tipo de selección 
Primer nudo o número de elementQ. 
Ultimo nudo o número de elemento 
Incremento en el número de nudo o elemento 
Bandera 
=O Excluye nudo o elemento de la serie 
= 1 Incluye nudo o elemento de la serie 
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SAPLOT 
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L INTRODUCCION. 

SAPLOT es un postprocesador interactivo y gráfico para el programa de Análisis 
Estructural SAP90. 

El programa tiene opciones para dibujar vistas en dos y tres dimensiones mostrando alguno 
de los siguientes gráficos: 

l. Geometría Estructural no Deformada 
2. Cargas Aplicadas 
3. Formas Deformadas y Modales 
4. Diagramas de Momento y Fuerza en los Elementos Viga. 
5. Contornos de Esfuerzo en Elementos Finitos 
6. Lineas de Influencia para Elementos Viga 

El modelo puede ser Visto desde cualquier dirección arbitraria. El usuario localiza un punto 
arbitrario con respecto al sistema de coordenadas global X-Y-Z de SAP90. Este punto es 
llamado el punto de control visual. La vista es colocada en la dirección apuntando desde el 
punto de control hacia el origen global de SAP90. La ubicación de ojo del usuario se asume 
que esta en el infinito. 

Una vez que se ha colocado la dirección de visualización, el usuario puede rotar la vista 
especificando cual de los ejes globales de SAP90 (X, Y, Z, -X. -Y, -Z) tiene que aparecer 
verticalmente hacia arriba en la pantalla. 

11. EJECUCION, PROCEDIMIENTOS y DETALLES DEL SISTEMA. 

A. Ejecución del Programa SAPLOT. 

Supongamos que los datos para SAP90, asociados con la estructura a analizar, han sido 
preparados y archivados en un archivo de datos llamado EXAMPLE. La ejecución de 
SAP90 con estos datos creará una serie de archivos intermedios en el disco (de la forma 
EXAMPLE.m). 

Para obtener sraficos de geometría sin deformar y de cargas, los archicos EXAMPLE.SYS, 
.XYZ, .ID, .JlD, .MAT, .P?, .T3 y .POT son necesarios. Estos archivos son creados por la 
ejecución de SAP90. con el archivo de datos EXAMPLE y residen en el disco antes de 
ejecutar el comando GO. 

. . 
Para ver los gráficos de formas deformadas estáticas, es necesario el archivo EXAMPLE.U 
ádemás de los nombrados anteriormente. Este archivo es creado durante la ejecución de un 
análisis estático y es necesario para recuperar los vectores de desplazamiento. 
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Para obtener los gra.ficos de las fonnas modales, se necesita el archivo EXAMPLE. VEC 
además de los mencionados anterionnente. Este archivo es creado por un análisis de valores 
propios y es necesario para recuperar los vectores propios. 

Para los diagramas de fuerzas o esfuerzos en los elementos se necesitan los archivos 
EXAMPLE.S3, EXAMPLE.S4, EXAMPLE.SS y EXAMPLE.SS para los elementos 
FRAME, SHELL, ASOLID y SOLIO respectivamente. 

Fonnas defonnadas estáticas, fonnas modales, diagramas de fuerza/esfuerzo de los 
elementos y lineas de influencia solo pueden ser graficados luego de la ejecución del 
comandoGO. 

Desde el directorio donde los archivos intennedios de SAP90 estan almacenados, entre el 
comando: 

SAPLOT<CR> 

'• 

; ~' 

" . ' :..~ r.:. 

S4 

·==:; 
1 



EJEMPLOS 

., 
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FRAME 

221 28 23 "r 35 24 r 
7 14 21 

191 27 20 1 34 21 1 

6 13 20 

161 26 11i 33 181 

5 12 19 

13f 25 14 i 32 151 

4 11 18 

1Df 24 11 i 31 121 

3 10 17 

71 23 a¡ 30 91 
2 9 16 

41 22 5 29 61 
15 

X 
y 
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FRAME- EXAMPLE la- TWO-DIMENS10NAL FRAME 
e FRAME HAS TWO BAYS ANO SEVEN STORIES 
e UNITS ARE KIP INeHES 
SYSTEM 
L=2 V=7 
JOINTS 

:2 STATie LOAD eONDITIONS, 7 E1GENVALUES 

1 Y=-360 
7 Y=-360 

Z=O.O 
Z= 324 
Z=ll04 

X=O.O : LEFT FOUNDAT10N JOINT 
G=l,7,3 

22 Y=-360 
2 Y=O.O 
8 Y= 0.0 
23 Y= 0.0 

G=7,22,3 : TOP LEFT JOINT 

G=2,8,3 
G=8,23,3 

3 Y= 360 
9 Y= 360 

Z=O.O· 
Z= 324 
Z=1104 
Z=O.O 
Z=324 
Z=1104 

: RIGHT FOUNDAT10N JOINT 
G=3,9,3 

24 Y= 360 G=9,24,3 : TOP RIGHT JOINT 

RESTRAINTS 
1,24,1 R=l,O,O,O,I,l : TWO-DIMENS10NAL PROBLEM IN Y-Z PLANE 
1,3,1' R=l,l,l,l,l,l :FIXFOUNDATIONJOINTS 

eONSTRAINTS 
5,23,3 e=0,4 1=0,3 : SET AXIAL DEFORMATIONS IN BEAMS TO ZERO 
6,24,3 e=0,4 1=0,3 

MASSES : STORY MASSES IN LATERAL (Y) DIREeTION 
4,22,3 M=0,.49 

FRAME 
NM=7 NL=I : 7 SECTION PROPERTIES, 1 SPAN LOADING CONFIGURATION 
1 1=2150 
2 1=2670 
3 1=3230 
4 1=3910 
S 1=3330 
6 1=4020 
7 1=5120. 
1 WL=0,-0.1/12 
e eOLUMNS 

A=S 1.17 E=29500 
A=62.10 E=29500 
A=72.30 E=29500 
A=84.40 E=29SOO 
A=SO.OO E=29SOO 
A=SO.OO E=29SOO 
A=SO.OO E=29SOO 
PLD=120.0,-20.0,0.0,240.0,-20.0,0.0 

1, 1,4 G=2,1,3,3 M=3 LP=3 
M=2 4,10,13 G=1,1,3,3 

6,16,19 G=1,1,3,3 M=l 
8, 2,5 ·~ G=2, 1,3,3 M=4 
11, 11,14 G=l, 1,3,3 M=3 
13,17,20 G=1,1,3,3 M=2 
15, 3,6 G=2,1,3,3 M=3 
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18,12,15 
20,18,21 
e BEAMS 

G=l,l,3,3 
G=l,l,3,3 

M=2 
M=l 

e SP AN LOADING IS STA TI e LOAD eONDITION 1 
22, 4,5 G=l,l,3,3 M=7 NSL=I 
24,10,11 G=l,l,3,3 M=6 NSL=I 
26,16,17 0=2,1,3,3 M=5 NSL=I 
29, 5,6 G=l,1,3,3 M=7 NSL=I 
31,11,12 0=1,1,3,3 M=6 NSL=I 
33,17,18 0=2,1,3,3 M=5 NSL=I 

LOADS :LATERAL (Y) JOINT LOADS AS LOAD eONDITION 2 
22 F=0,20 L=2 
19 F=O,I5 
16 F=0,12.5 
13 F=O,IO 
10 F=0,7.5 
7 F=0,5 
4 F=0,2.5 · 

SPEe : SEISMie RESPONSE SPEeTRUM IN LATERAL (Y) DIREeTION 
A =O S=386.4 0=.05 : ANGLE, SeALE, DAMPING 
e PERIOD DIREeTION 1 DIREeTION 2 Z-DIREeTION 
e AeeELERATION AeeELERATION AeeELERATION · 

.0769 0.0 .505311 0.0 •.• 

.0795 0.0 .519598 0.0 

.08 0.0 .520045 0.0 

.0833 0.0 .518093 0.0 

.0870 0.0 .493366 0.0 

.0909 0.0 .477599 0.0 

.0951 0.0 .527825 0.0 

. 0952 0.0 .530631 0.0 . 

. 1000 0.0 .581609 0.0 

.1 053 0.0 .564412 0.0 

.1111 0.0 .523663 0.0 '-:·-r' 

. 1176 0.0:· .572438 0.0 :'".', _; . 

.1190 0.0 .588211 0.0 

. 1250 0.0 .627807 0.0 

.1333 0.0 .665413 0.0 t.,; . 

.1429 0.0 .636531 0.0 . ' ...... ' 

.1538 0.0 .905796 0.0 

--

.1602 0.0 .804605 0.0 ~ ~ ; . -~.. . 

. 1667 0.0 .787220 0.0 

. 1818 0.0 .943909 0.0 :·'- ¡J '.-::::) 

.2000 0.0 1.005620 0.0 

·. 

·.· 

'- -~ . 

·'··· j-

,. ; · . 

• .. 
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.2222 

.2420 

.2500 

.2857 

.3333 

.4000 

.4313 

.5000 

.6667 
1.0000 
1.2730 
2.0000 

COMBO 
1 C=i 
2 C=O,l 
3 C=O,O 0=1 
4 C=i, 1 
S C=I,O 0=1 
6 C=l,O D=-1 

SELECT 

0.0 .746135 0.0 
0.0 .704753 0.0 
0.0 .798052 0.0 
0.0 .718264 0.0 
0.0 .880624 0.0 
0.0 .882996 0.0 
0.0 .921167 0.0 
0.0 1.046620 0.0 
0.0 .641750 0.0 
0.0 .482251 0.0 
0.0 .258617 0.0 
0.0 '160189 0.0 

:STATIC SPANLOADS ONLY 
:STATIC LATERALLOADS ONLY 

:DYNAMIC LOADS ONL Y 
:STA TIC LOADS COMBINED 

., 

:STA TIC SPAN LOADS COMBINED WITH DYNAMIC LOADS 
:STA TIC SPAN LOADS COMBINED WITH REVERSED DYNAMIC LOADS 

NT=l 10=1,22,3 SW=i :OUTPUT DISPLACEMENTS ALONG ONE COLUMN LINE 
NT=2 10=1,3, 1 :OUTPUT REACTIONS AT BASE 
NT=3 10=1,22,3 :OUTPUT EIGENVECTORS ALONG ONE COLUMN LINE 
NT=S ID=!, 1 S, 7 :OUTPUT FORCE S IN BASE COLUMNS 
NT=S 10=22,29,7 :OUTPUT FORCES IN FIRST STORY BEAMS 

o 

·. 
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BUll..DING • EXAMPLE 8 • THREE-DIMENSIONAL BUll..DING 
SYSTEM 
V=6 :SIX MODES USED IN ANAL YSIS 
RESTRAINTS 
1, 6,1 R=l,l,l,l,l,l :FIXBASE 
7, 18,1 R=l,l,O,O,O,l :FIX DOF ASSIGNED TO MASTER JOINT 
19,20,1 R=O,O, 1,1, 1,0 :FIX MASTER JOINT DOF NOT ASSIGNED 

JOINT 
1 X=2s,o. ,., 

• .. - ·' 1 ·:.. 

2 X=O.O 
3 X=O.O 
S X=50.0 
6 X=50.0 
13 X=25.0 
14 X=O.O 
15 X=O.O 
16 X=25.0 
17 X=50.0 
18 X=50.0 
19 X=25.0 
20 X=25.0 

FRAME 
NM=2 
1 A=2.0 
2 A=2.25 
1, 1, 7 M=2 

:TOTHEM 

Y=O.O Z=O.O 
Y=O.O Z=O.O 
Y=25.0 Z=O.O 
Y=25.0 Z=O.O G=3,5,1 
Y=O.O Z=O.O 
Y=O.O Z=25.0 G=l,l3,6 
Y=O.O Z=25.0 G=2,14,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=3,15,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=4,16,6 
Y=25.0 Z=25.0 G=5,17,6 
Y=O.O Z=25.0 G=6,18,6 
Y=l2.5 Z=l2.5 
Y=!2.5 Z=25.0 

1=0.6667,0.1667 E=432000 :BEAMS 
1=0.4219,0.4219 E=432000 :COLUMNS 
LP=3,0 MS=O,l9 

MS=O,l9 
MS=O,l9 
MS=O,l9 
MS=O,l9 
MS=O,l9 

MS=l9,20 
MS=l9,20 
MS=19,20 
MS=l9,20 

.. MS=19,20 
MS=!9,20 

3,2,8 
5,3,9 
7, 4,10 
9, 5,11 
11,6,12 
2, 7,13 
4, 8,14 
6, 9,15 
8, 10,16 
10,11,17 
12,12,18 
13, 7, 8 
14,8,9 
15, 9,1Ó' 
16,10,11 
17,11,12 
18,13,14 

M=! LP=2,0 · MS=19,19 
LP=3,0 MS=l9,!9 
LP=2,0 MS=l9,l9 
LP=2,0 MS=19,19 
LP=3,0 MS=l9,19 
LP=2,0 MS=20,20 

. ' 
' . 



19, 14,15 
20,15,16 
21,16,17 
22,17,18 

MAS SES 
19,20,1 

SPEC 

LP=J,O 
LP=2,0 
LP=2,0 
LP=J,O 

MS=20,20 
MS=20,20 
MS=20,20 
M$=20,20 

; - ~ t_ ' 1 
M=3. 88,3.88,0,0,0, 1 O 11. :MAS SES A T MASTER JOINTS 

--

:_-.1. 

r, ~ -
5=32.2 A=JO 0=0.05 :SPECTRUM DEFINED AT 30 DEGREES TO BUILDINGAXES 
o .400 .400 
0.100 .581 .581 
0.125 .628 .628 
0.167 .787 .787 
0.182 .9439 .9439 
0.200 1.0056 1.0056 
0.250 0.7980 0.7980 
0.333 0.8806 0.8806 
0.431 0.9212 0.9212 
0.500 1.0466 1.0466 
0.667 .6418 :6418 
l. 000 .4822 .4822 
1.273 .2586 .2586 
2.000 .1602 :1602 
10.00 .0102 .0102 
100.0 .O .O 

o 
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TRUSS - EXAMPLE 7 - TWO-DIMENSIONAL TRQSS · 
SYSTEM 
L=2 : NUMBER OF LOAD CONDITIONS 
RESTRAINTS 
1,39, 1 R=O,O, 1, 1, 1,1 : ALL JOINTS ARE IN TIIE X-Y PLANE 

18,34,8 R=1,1,1,1,1,1 : FIX SUPPORT ANO EXTRA JOINTS 

JOINTS 
1 X= 0.0 Y=12.0 S=12 

17 X=160.0 Y=12.0 G= 1,17,1 
18 X= 0.0 · Y= 0.0 
34 X=16o.o:·· ··· ·Y= 0.0 0=18,34,1 
35 X= 60.0 Y=24.0 
39 X=100.0 · · Y=24.0 0=35,39,1 

LOAD S 
1,17,16 

25,27,2 
2, 16,1 
19,24,1 
28,33,1 
35,39,1 
1,17,16 
6,12,6 
2,5,1 
13,16,1 
7,11, 1 

25,27,2 
19,24,1 
28,33,1 
35,39,1 

FRAME 
NM=1 

·-· ... 
' ' 

·, 
L¡:J F=0,-0.6 : LOAD CONDITION L=1 IS LIVE LOAD 
L=1 . F=0,-0.6 
L=,l . F=0,-1.2 
L=l :-'cF=0,-1.2 
L=1 F:_=0,-1.2 
L=1'1. ,F=;O,~l.2 
L=2 .. ,' fdo,-2.655 : LOAD CONDITION L=2 IS DEAD LOAD 
L=2 F=.0;-8. 15 
L=~ F.=0,-5.31 

L=2 F=0,-5.31 
L=~ F=0,-7.65 
L=i F=0,-4.29 

'1 ' '- • 

L='2"·' •F=0,-8.58 
L=2', F=0,-8.58 ,, 
L=~;·-- F=0,-5.22 

1 A=6.0 ~E'\"29500 :AXIAL STIFFNESS ONL Y 
0=15,1,1,1 1, 1,2 M-l I.P--1,0 

18,18,19 ,~. 
27,27,28 
66,35,36 
34, 1,19 
43,11,27 
41,8,24"" 
42,10,28 
70, 6,35 
72, 9,36 

·. 

G= 6,1,1,1 
G= 6,1,1,1 
G= 3,1,1,1 

G= 6,1,1,1 
G= 6,1,1,1 

G= 1,1,1,1 

'' 



.. 

73,9,38 
74,11,38 
50, 1,18 
58,10,27 
76, 7,35 

COMBO 
1 C=1 
2 C=0,1 
3 C=1, 1 

o 

:LIVELOAD 
:DEADLOAD 

G= 1,1,1,1 
G= 7,1,1,1 
G= 7,1,1,1 
G=4,1,1,1 

:DEAD LOAD + UVE LOAD 

"'!"_, 

-----------, 
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RCPL TSHL • EXAMPLI! 14 ·RECTANGULAR PLA TE USING SHELL ELEMENTS 
e QUARTER PLATE MODELED USING 6 x 6 MESH 
e TIIIS DATA SETMODELS CLAMPED BOUNDARY eoNDmONS 
e PLATEIS2x10 
SYSTEM 
L=2 
JOINTS 
1 X=OY=OZ=O 
7 X=3Y=OZ=O 
43 X=O Y=1 Z=O 
49 X=3 Y={Z=O Q=1,7,43,49,1,7 

RESTRAINTS 
1 49 1 R=1,1,0,0,0,i . :MEMBRANEDOFRESTRAINED 
1 7 1 R=1,1,1,1,1,1 :CLAMPED EDGE 
1 43 7 R=1,1,1,1,1,1 :CLAMPED EDGE 
7 49 7 R=1,1,0,0,Í,l :SYMMETRY 
43 49 1 R=1,1,0,1,0,1. :SYMMETRY 

-- ., ..• 
• 

.· 
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SRELl • ;:;-XAMPLE .18 :: HEMISIHEJuCAL SHEU. 1JNDER POINT LOADS .r. . .. 1. • , . 

C . 8 X 1 MÉSH USED ON QUAJ>RANT 
··sYSTEM 

L=1 · 
. · JOINTS ~USE GYLINDRrCAL GENERATION 

1 xl=o Y'9> Z=1 o :EXrltA JOINT 
' 2 .x~ Y'9> z=q jti"rR.A JO¡;NT . 

3 x:=IO.OOO Y.':'Q'Z=ó.OOO A=1,2, 3,$,~1. 11.25. 
• ·· 12. ·x;.;;'9:a7tf,"'() z=n64 A=f,2,12;ú,l 1.25 

· 21 x;.;.9:si Fv~.z=3.o9o A=1,2,21.8,r,1 1.25 
30 x;,'8.9ió'Y~Z=4.540 A=1,2,30,8,1,11.25 
3Íl x.t8.o90.Y=-O Z=S.878 A=T;2,39,8,1,11.25 
.~8 .X=:?óf1 Y=.<J z-:7.071 A=1,2,48,8,1 111.25 
57 ·X"' ~V8Y'"O Z=8.090A=1,2,57,8,1,11.25 

. . ¡;J., .•. '1 

" 66 X'= 4.540 Yu(J Z=8.910 A=J,2,66,8, 1,11.25 
'75x';' J.09óY#·Z=9.5l r A=1,2,75,8, 1,11.25 

RES'ÍlWNTS 
12 1'R=1,1,1,1,1,1 :FtfExn!hbiNTS . 

) 759 R-'0,1,0,1,0,1 ,::~YW.ffiTRY . 

·.' 

\ 

U 83 9 R=1,0,0,0,1,1 ~~:~YMMETRY ... · , . 
7 R9>,0, t,o,o;o · :'SYMMETRICAL .i'$uP~ORT FOR ST AiliLITY 

·. SHEJ.L· 
·. NM=1 

'1 E~.825E.7 u=:;~ .. 
i JQ=3,4, Í2: jj 'MJi~rii=.U4 G=8,8 

rioADS 
;Jb=l F=l 

· · ir [k.,~Wi.o,-1 

o 
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