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FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A_M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS

Las autoridades de la Facultad de Ingenieria, por conducto del jefe de la
Divisién de Educaciéon Continua, otorgan una constancia de asistencia a

quienes cumplan con los requisitos establecidos para cada curso.

El control de asistencia se llevara a cabo a través de la persona que le entregé
las notas. Las inasistencias seran computadas por las autoridades de la
Divisién, con el fin de entregarle constancia solamente a los alumnos que

tengan un ml’nimo de 80% de asistencias.
‘Fn,

. Pedimos a los asiatantes rocoger su constancia el dia de la clausura. Estas se

‘\\

. retendrén por el perlodo de un’ afio, pasado este tiempo la DECFl no se hara
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responsable do este docuﬁientt\: SN G N 'r’x o,
\n i .l N f?vz PUUVINRL T T e s T \,k
. -'Jfl ey\!|-’3@iw’ﬁ SRR {':»,"\’ ' .
Se rocomlenda a los» aslstentos plafrtliclpar actl\gqmonto con sus ideas y
! M s ey il I 7g e A L -
experiencias, pues Ios curspos que ofrece;gli? Dl\1l8l0l'[l estan planeadon para que
! |t ]M—. B e | KLY "v'n, T
los profesores expongan una tesis, pero Jsobro todo. para qumcoordmen las
J a, 3 o e W
opiniones de’todos Ios lnts{eudos, constltuyendo verda{dqro}taemmarloa.
| R BT SR -:‘M,\ "t
5 — 0§ !".3 N
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Es muy |mportante que todos |os amsientea Ilenen Y. entregue su hoja de

|i‘~)

.\>=,1»‘

_,_____\ —_— i !

inscripcién al mlcnq ~del- curso, mformacién quex.ser\nra paraw .integrar un

directorio de aslstentas, quo ge. antragara oportunamente
. regara

Con el objeto de mejorar los servicios que la Divisién de Educacién Continua
ofrece, al final del curso "deberan entregar la evaluacion a través de un

_ cuestionario disefiado para emitir juicios anénimos.

Se recomienda llenar dicha evaluacién conforme los profesores impartan sus
clages, a efecto de no llenar en la ultima sesion las evaluaciones y con esto

sean mas fehacientes sus apreciaciones.

Atentamente
Division de Educacion Continua.

Palacio de Mineria Calle de Tacuba 5 Primer piso Deieg. Cuauhtéemoc 06000 Mexico, D.F. APDO. Postal 11-2285
Teléfonos: 512-8955  512-5121  521.7335 621-1987 Fax 510-0573  521-4020 AL 26
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Energia Eladstica de Deformacidén por Esfuerzo Normal
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Para un-cuerpo elastico perfecto no hay disipacién de energia

y el trabajo hecho por un elemento es almacenado como energia
de deformacidén interna recuperable de (1) la densidad de ener
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gia.




Energla elastica de deformacidn por esfuerzo cortante
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Aceptaq?g el principio de superposicidn para un estado multiaxial
de esfubrzos.
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La densidad de energia de
deformacidn es
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Expresando (5) matricialmente se obtiene

Uo = 1 [0x Qv Oy Ty Taa Tax | 2:‘ W ='/2,[(TJE£§ (6)
Ex
Exx
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§ax J
Substituyendo en (5) la ley generalizada de Hoope (7)
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(8)

Para materiales elasticos lineales homogéneos e isotrdpicos se
puede obtener una expresidn similar a (8) en términos de las
deformaciones en lugar de los esfuerzos, la energia total se

U:SSSTU°dx‘d5dé (q)

obtiene de



la ecuacidn (5}, es importante al establecer las leves de
plasticidad y (8) es importante en andlisis de esfuerzos

por métodos energéticos.

Substituyendo (6) en (%) se obtiene

U: 7?_ SSS/(O}& 4Q‘r<‘_u\+6_‘5<°:5 + By 3]:(5*' ?5% #’(b + T&' Xax)d\/'
= 7 §(( [Tfetdzdy3 (i}
q

Prva. basas oxial menfe c,cu%adas ton Ylexion aCortan{'e. ()

tuedq, .
U=4% SSSV(GX Ex + Txx 8)(03)(5335 (1)

Pcwo. ma*e.nales e\dsh’cos [Inq'qle.s

(fx=q—% X 8}((: ’%1

de (12) 5(1\3 se oblene qurt’
\ 2 ™
U= S SSV%dth&AC’)J’SSS%deM‘é (ls)

VY )

(12)

!
Y ~
. Pico CQ‘%Q, auial ) Fh.\'&) %‘hn+g en
¥ Haxisp an Vigaa Viebs .




Energia de deformacidn para barras cargadas axialmente
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Energia de deformacion en flexidén en este caso
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Energia de deformacién POr cortante
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Desplazamientos

El principio de conservacidén de energia (la energla no puede
ser creada o destruida), puede adoptarse para calcular defor
maciones en sistemas eldsticos debidos a las cargas aplicadas.

La primera Ley de la Termodindmica expresa este principio como

Trabajo Realizado = Cambio de Energia

Para un proces liabadtico (no se agrega o .substrae calor al

sistema) y cuar no se genera calor en el sistema, y cuando

las fuerzas aplicadas se aplican en forma estdtica (las fuer-

zas se aplican tan lentamente que se desprecia la energia --
1

cinética ; mvz), el caso especial de este ley para sistemas

conservativos se reduce a

We = U

Donde: We = trabajo hecho por las fuerzas externas durante el
proceso de carga.
U = Energia total de deformacidn almacenada en el

Sistema.

Similar a decir que la suma del trabajo externo We y el interno
Wi deben ser cero.



We + Wi = 0

U = - Wi las deformaciones siempre se oponen a las fuer:zas
internas. Es importante considerar la aplicacién gradual de

las cargas de cero a su valor total por lo tanto We sera |}

Fuerza total por el desplazamiento.

Ejemplos

a) Determine la deflexidn de la viga mostrada

[///////(A We = J'/Z. PA Y de (u)
e
# U =/LE’A SM?—C{X
L
_ _ PL
?_EEA \de_ PL

|b"—‘?4

ZEA

cetd)> 4 PA= Bk

A= 'ET:_L:‘ Ley de Nook &

b};ﬁetermine la rotacidn en el extremo de una flecha de seccidn

‘circular.
- @

OO

™~
<+
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E1l trabaio etterno We = % T Q v el interno de (22)

ZGQSCLX % de (23)

jéi‘rZQ - g;g%i :£;> QQ ::-%;;éf— ue.

coincide con los valores de los textos de Mecdnica de

Materiales.

c) Determinar la deflexidn maxima en la viga mostrada consi-

derando el efecto del cortante y de flexidn.

h V= f ‘fl) M=-Fx. 2 g

| | / ?

b 7 —7
£ C » F L >

Trabajo externo We = % P , la energia interna consta de

dos partes, una debida a los esfuerzos de flexidn y otra a

. los esfuerzos de corte de (17) y (13).

L
DZ.
Uﬂexlou ZE_'[S 247‘"2[:_1 S -Px Vx - CoEEL

El esfuerzo de corte: t"’ —\{r-(gi—- = [ 3 J

que sustituido en la segunda parte de (13) se obtiene



C)b'tl'er\ e, | W,

o ({5 dxdrds - &S (2 15| Lody

v -y

_ Py bx? Plbi(Lhy 3P

G 1% Eelcl h” T S AG

donde A:bh seccidn transversal. Entonces

VVE_: U= UFlsxiou FUC_OQT@.
E[fl - P?'L5 4 3P2k de donde

GE SAG
P 4 LPL (24
A= 5EY BAG )
F\GX.-LJN corle

E1l término debldo al cortante se puede interpretar

IYZEIU '£¥: (hbf"&)nfél 13RDWTeCilC)

puesto que [: varia parabdlicamente % representa un

factor de correccidn numérico por lo tanto

Acodfe, = gsL o’*taoL °<VL %%‘

el valor < depende de la forma de la seccidn en general

f puede variar con X de (24)

A- PL’( _é_E__h_) (25)

oG 12

suponiendo acero estructural

t

é: 2(1.\ Y)-}.-Z.S ‘}ae_c. (;ZS) c;uecﬂa,



A=(1+ 0.15 D{:f )Ar\exasu ()

De (26) se observa que para una viga corta sea h = L la
deflexién total es A = 1.75 [& flexion por lo cual

la deformacidon de corte es muy importante para una viga
flexible se L = 10 h.

A= (1 +0.75 %%Oh)z) flexidn

A

1.0075 [\ flexién

La deflexidon debida al corte se puede despreciar no siempre

es posible considerar lo anterior.

12
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Comparando las expresiones (1.1.6.1C) (1.1.6.2C) y (1.1.6.20C)

para un claro = 5.00 m ¥ un peralte h =30 ¢cm se -
obtiene:

U= 0.00286 uy

(a)

U = 0.0009 Uy

En la mayoria de los problemas estructurales elasticos
lineales, la energia de deformacidén debida a la carga normal

N y cortante V es despreciable respecto a la.energia de defor-
macidén debida al momento flexionante M.

Cuando existe momento torsionante Mt (vigas en balcén, etc.),

su energia de deformacidn es considerable y debe tomarse en
cuenta su valor

P

AANNNERENY
o ¢

= L b




1.2 Principio de Superposicidn

1.2.1.- Introduccién

En los sistemas de cargas en los que las deflexiones

son funciones lineales de las cargas, se puede cobtener la de-

flexidén en un punto cualquiera, mediante la suma de las defle-

Xiones producidas individualmente en dicho punto por cada una
de las cargas.

1.2.2.- Casos en que no rige el principio.
/ P
/,
0
/
/4 A

S ﬁ*Scz
EEL_S 5 Fer ‘ég =€;§¥D

v Fia 1.2.24a..

i

SR
' h"



Otto ejemplo en el cual el principio de super posicion no rige,

seria el sistema mostrado en la fig. 1.2.2.b, formado por dos
barras articuladas, bajo la accion de pequenas deformaciones (
lan FeX )+ ’
' &_‘P: _P‘<

rFr

P
Aﬁ : ’ '8

1

;

2 °S : e
W_ dP -
r

.T ~ 4o

-
Ol . J.J—As’-é

X 122b
Equillbrio: S=—E— 1.2.2C.

Compatibilidad geometrica: la deformaclon axial unitaria es:
' J ot - sy St
g: st =X = ) S, 1224
.

Ley de Hokke:

a':}%g‘ ([L2e

de 1.2.2 c;d y @ se obtiene:

3= VB, P §;j\E (120




De nuevo se observa que la deflexion no es funcion lineal de P
aungque el material cumple enteramente con la ley de Hokke y la

relacion entre y es representada por la curva de la figura
1.2.2.b. El area o a b representa el trabajo efectuado por
durante la deflexion y €s igual a la energia de deformacion
almacenada en la barras AC vy CB la cual es igual a

'pdé,_,___ 3335 AES WEK:

o Uf3
U JS;E 2.2 h

Es muy importante observar que en los ejemplos anteriores no es
funcion de segundo grado de oP + CoOmO se obtiene en los
casos que el principio de super posicion rige.

En los ejemplos anteriores, se observa que la accion de las
fuerzas exterlores es considerablemente afectada por las pequefas

deformaciones del sistema, en el primer ejemplo hay una flexion
adicional 88 a la compresion S y la barra trabaja en flexo
compresion.

LY

16



1.2.3 Ecuaciones generales de superposicion
1.2.3.1 Introduccicn %

En el analisis de esfuerzos en estructuras
estaticamente indeterminadas no solamente hay que considerar la
geometria y estatica, si no tambien las propiedades elasticas
tales como modulo de elasticidad momento de inercia, etc.

. Generalmente para llegar al dimensionamiento final de la
estructura, se suponen dimensiones preliminares de los miembos ¥y
se efectua su analisis correspondiente, ciclo que puede repetlirse
en algunos casos hasta llegar al disenoc final. En general los
esfuerzos desarrollados en estructuras hiperestaticas son debidos
no solo a las cargas., sl no tambien a cambios de temperatura,
asentamiento de apoyos, errores de fabricacion. etc.

. Es importante observar que la estructura este en
condiciones de equilibrioc estable. Con el proposito de ilustrar
el uso de las ecuaciones generales de superposicion de causas y
efectos, consideramos el siguiente ejemplo, viga con carga
uniforme \AJ .

* En ambos metodos de rigidez y flexibilidad
debe regir el principlo de super posicion.



empotrada en a y libremente apoyada en b.

Estructura actual . y, \ ¥ % B b
4b = Deflexion de el punto b A
en la estructura debida a Y
todas las causas.

M W
@m{
Estructura primaria. WL“\\\-_d—"iﬁSCb

Seleccion de redundante, Xb

b
Abo

ngi
--

Condicion de equilibrio Xb=o
bo = Deflexion en direcclion de la
redundante con Xb=o Xb

(4‘_/ J'A\:b
OQLJJ@%

-Abb= Deflexion en direccion de la
redundante debida a con

-Sbb = Deflexion en direccion de la
redundante debido a una fuerza unitaria

N

La ecuacld@ de superposicion. sl el principio es valido

Ab=Abo+Abl = Abo+ Y b3bb=O ()

de donde: xb 3_5_5

(S\D\DO AUJ os llamado coeflciente de flexibilidad )
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1.2.3.2. Ecuac%ones generales de super posisidn en analisis de
estructuras estaticamente indeterminadas de grado n.

Suponiendo que la estructura es hiperestatica de grado
n, se seleccionan las redundantes X1,X2.....Xn. en una forma tal
que la estructura primaria en condicidn de equilibrio.

Xi=o0 sea estable e isostatica, aceptando la siguiente
notacion:

A,i= Deflexion total del punte 1 debida a todas las
cargas y efectos.

Alio= Deflexion del punto 1 en direccion de la
redundante Xi en condiciones de equilibrio
estable isostatico Xi=o .

A\it= Deflexion del punto 1 debida a un cambio de
temperatura T.

JA ia= Deflexion del punto 1 deblda a asentamientos de
apoyo.

A ie= Deflexiones en el punto i debldo a errores de
fabricacion.

) § it= Deflexion en el punto i debida a la condicion
X1=1

és 12= Deflexion en el punto i debida a la condicion
X2=1

S in= Deflexion en el punto i debido a la condicion Xh‘"
Xn=1



redundante puede suponerse que actua arbitrariamente en
cierto sentido. Cualquier deflexion del punto de aplicacion de
la redundante debera ser medida a lo largo de su linea de accion
Yy sera positiva cuando el sentido €5 el mismo gque el supuesto

para la redundante.

Cualguier

Por lo tanto usando la notacion y convencion de signos
mencionada, las ecuaciones generales de super posision en
sistemas estructurales coplanares ¥ espaciales son:

A(: Ao+ A‘T yKoat Aie +Il\SIl+-XZS|z LR XNSH\
NRWY W FY PN STER SRTIT) FATE EREED W 1) ©

AY‘\.* Aho-i- Ar\'h' Ahl\ +AnE {-X,Sm ’rx-uSm. T Xh& AN

Expresando (a) matricialmente se tiene

[Su Seoee S I [Av-Ae -Ar-Aig -Aie) ]
§ué}1«--~.§m a (&_&o-’.\zr‘ﬁm-&ﬂ Cb)

bl
-

LS'“ Sny  Dan 1K (An-Ano - Ant- Ana- Ant) |

1.2.3.3. Ejemplos que 1lustran el uso de las ecuaciones de
suyper posision.

2



Antes de estudiar los ejemplos es conveniente ohservar
siguiente:

le

1. Nunca seleccionar como redundante una reaccion estatica-

mente cdeterminada, ello conduciria a una estructura
maria en equilibrico lnestable en condiccion Xi=o

pri-

2. El sentido positivo de la redundante se puede seleccionar
arbitrariamente, y su deflexion sera positiva si tiene el

mismo sentido

3. Debe observarse que Ai, deflexion total del punto de

aplicacion de la redundante Xi debida a todas las causas

es casli siempre cero

£

Che
5“"1 2

Estructura actual - /9:' ;Ql -e jL

<
bea

l
Jh Constante elastica resorte (L/F)

&
Estructura primaria Jf::&:::ig—
Al=Xikl1 (c)

Condicion Xl=o¢o

il
—

Condic%o? XIPIL J
De Ec.(a) s& tlene
A1=A10-X1Stf (d) ; A ?ki

de (c) vy (d) se obtliene
X1=A10/S11+k-1 (o)

21
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Estructura actual:
Arco coplanar con un tirane

AB bajo un sistema de cargas
Pn

Estructura primaria:
Seleccion como redundante la
tension en el cable, X

Condicion X=o0o

Condicion X=1

Ana: Aao+ Ao X_} x|

Aaz Anao+ a1 @)
Az=Aso+ X .Sar (n)

Su mando (g) y (h)

Aat AsrAAo-i Aso -l- :)C(&\er&z )-‘O

de donde despejando la redundante X se tiene

. X- _ AAo-l'ABO (")
SAH- Szl
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. / P” Poblema h\pafe‘bfcflﬁw deOvden 3
| _I—I_-.%T. Ac‘kuo.,l 2

ESTRUCTORA PRIMARIA
Sc\ecctéq c\e \‘edun(ﬁan*es

xl)xz ) 13 \3 QGY\A l(.([,)n Ae

empo'tm W\l'eY\‘tO An'—'Az:A; O
fondicidn X-0

. (M) dondcidn Xi= |

(m2) Oov\chc‘LSan l

(ms) Qondtcon Xz = |

las ecuaciones-aplicando e\ princip de sopexpasisioh
Son. A| = Ao +.X|gu + Xa zStz 4X3\St3

A,z A04 X|S2l +:X1821 'l':X_SSZS (C-D
AB = Aso )le 851 1-}(&‘832 *X3§53



al

Expresandd (}) en forma matricial se tiene

iSIl S\z_ S;13 x\ A\G
Sy Sy Sz3 XZ z~{Azo Gk>
| Lssl Sz a3 X3 Aso

Aplicando el teorema.de Castigliano y la expresion de la

energia de deformacion por flexion, los coeficlentes de

flexibillidad son igual a
Mm, z !J__E M m-
bo [Umidy ) Asg = ez g Ao (Mo
2 M.QCLS, > ‘mf ds - 3 ds
QSI' J_Eifr— ) QS}Z \S ET /- é§35 é;;[

"S'Z-SZI -U c{S] é’:s-ein J‘m.hn 55) Su J_a,z f"’?’“’

Marco continuo rectangular bajJo la accion de una carga p

3 EL,

EI,

Estructura actual l&
rA

T
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seleccio e de tedu ndan+‘e5

EL) es{'e_, CASO lQS ccuacsones

de Superposision se.

k= Rio + XS0+ Xe Sz 4 ¥ Sus <O
AzzbzoJeY\SzHerSzﬂ (3820 (™)
A;:Asoﬂ(\Ssi{-Xstz{ X5 923-0

v
o

Su Sz S (X Ao
Sl[ SZ.?. 625 Xz - 20 (h)
Sa 9w Sa3{[Xs Aso

D! Teorema, de Oas‘hg\t'ano g la
e.ner%fa, ala’stca, Asz‘e -[Ofmaaa*?
' SG-OH‘KE,VI&H kOS coe-ﬁmenl‘es clc:

Llexbilidades Si,j 4 Lot
Ao = S mds, Ao S““"Lés Am_}——”i{s

YK -hﬁf]i " 5—'2*)\8 5"3‘—
&2 j“mMzés (SB .SE: ‘15 VSB SM’%
Sie= Sz éffes.n /\Su-”&,z_
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Viga continua do 7 apoyos

& 137-115,9‘[ .fs(po'oj

. T ‘lp‘ ! ]P;‘ | *P'I T r |
ESTRUCTURA ACTUAL Y PRIMARIA - 2 A q X
2 y 3 ? ? 3
Xi TXZ. Xy ' Xs
. | ' p - %
Qouéxc_\or\ X‘ =0 1' 1Pl JPH i“l

de 80 Aae 510 Aso_~.

. Xl | ,
aomdm.igr) Xl’-'{ 1/F’]——+_—__¥

i

# Su Sa Sy Sw Ss, *
Koz |
Condiegn Xe=1 fm(’}"\r\h
| % oap S8 S4z S ¥
. XsH
Gondieidn Yo-
ondicion Y=l ?} T S Se S b
1 X4+
i'-: o = : | \[\
QQW\&)\QOV] Xl { Tm&q 944 5;{15 {}
Cond 1 aio sz 1 \1\
on n X mm/—&s $as s 3ss 4
EQuacion & 28 3 ue 5B

AI z Ao ‘l'X\Su '('XZS‘Z4 XLSls *Xq Sl‘-l *X,SS =0
Azz A 204X\ Sut)e Seat Xa Saa +- Xy S24 4 Xa Ses =0 [S‘i_j] {X_é 1 {A:\O%:(
As Az +)(\S;|+X1551+X3333 +Xq35q +X5,S;s:o

Ay=hqo i), Surt Yo Saz 4 Xa Sas + Xy Sug s Sus:0
As Aot ¥ S614)e Ss2 1+ XsSsa 1 XaSay+Xs Ss8:0
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1.3 Generalizacion de la energla de deformacion

La energia de deformacion de una barra elastica puede
representarse como una funcion de segundo grado de
la carga o la deformacion.

La misma conclusion es valida para cualquier estruc-
tura dentro del regimen elastico, slempre y cuando el
principio de superposision pueda aplicarse. en la
Fig. 1.3.1 suponiendo que la fuerzas se aplican
simultaneamente e incrementan gradualmente hasta su
valor final.

El principio de superposision rige, los desplazamlentos
seran zunclonea lineales de las cargas. El trabajo elastico

de to REYi-



Las fuerzas externas es igual a la energia lnterna de
deformacion almacenada en el cuerpo elastico de la figura
1.3.1 y sera '

h
U:'/Z ZPLSE': '/Z(Pl‘gl'}"elsz.-,- """ ﬁ’lﬁgn)
=1 (1.3-f)

1.3.1. Ejemplo, viga libremente apoyada cargada como se
indica en la fig. 1.3.14

P &b

Q.
oS v g

La energia de deformacion es:

* (PS4 MaOus lbob) (&)

De la curva elastica de la viga se demuestra que:

S. PR Malr . MbR:

SSEL 1@&1* IGEL

Go=PX, Mol | Mg
IGEL  3FE1 "C'J'Ei

(b)

—_—
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Substituye (b) en (a) se obtiene

U her (P 9% PHa s s EHE M ¢ It
en (c) se observa que U es una funcion de segundo grado de

las fuerzas y momentos P,Ma y Mb

Tarea
En el ejemplo de la viga de la fig. 1.3.1. a demostrar:

G - ey Y.
)a? S §G SHTOb

b) De (a) Y U:) C)H‘evler Uen -Pu.nciobv\
de los degplagamientds §,6a, Gb

G\ Demos+mr que:

O
65 —F) ) %%r— AJ‘l- _.}“JkD

Cdalcular la energla de deformacion de las sigulentes vigas de
secclon transversal

A
P 1P

3 E}I:d'e # [ 3

qk
Se
I



1.4 Teorema de Castigliano

Suponiendo que el principio de superposision rige y que
U se expresa en funcion de las fuerzas externas se tiene
que: LA DERIVADA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION CON
RESPECTO A UNA DE LAS FUERZAS O MOMENTOS EXTERNOS DA EL
DESPLAZAMIENTO O EL GIRO DE LA FUERZA O MOMENTO
CORRESPONDIENTE

ELN 41)
. n (

Considerando el cuerpo elastico bajo la aplicacion de
P1,P2,...,Pn. Durante la aplicacion de Pi se producen .

deformaciones Yy se almacena clerta energfa de deformacion
dentro del cuerpo {( Fig. 1.3.1.)85; subsecuentemente,a Pn se
aplica un incremento APy. la energla U incrementara

U + AU :U +§;J A‘PY\ (1.41.2)

I
1}

S1 en:vez de aplicarAFh despuds de las cargas sSe aplica antes

se tiqgo
© U+ KU=U AP (Sm ASn) =UJ+AR S (143)

jgualando (1.4.2.) con (1.4.3.) se demuestra (1.4.1.).



l1.4.1. Ejemplos de aplicacion

IFIFIIF/s
m
—
F
\j
=
e

La variacion de M(x) es

M. Mo-Pr (@ | 18

WP
e
3

[ —
P

La enereis do defornacian por fiexion
U= é %Zﬂix (&) |
Del teorema de Castiglliano \
ST FrEe
SIS BQ%—"lﬂi 3s (o) (m) Bl Y

]

3

Sustituyeﬁdo (a) en (c)

Sa. "éjj (Me- QX—X%X

3 Z
B

— T
—

De nuevo del teorema de Castligliano

< ]
EELLE' - 9 O - hﬁ
SHe= @Q.jﬂé__éx_ 5 ﬁaéx @)

Substituyendo (a) en (e) se obtiene

R
9&.=E_\f§CM\Q~R‘Xl) = %.P-:_BQE

€L
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En el ejemplo anterior no se calculo en funcion de
las fuerzas externas, siho se utilizo 1la energia de
deformacion por flexien y se derivo bajo el signo integral.

Es importante cobservar que las derivadas corresponden a la
variacion de momento flexionante debido a causas ynitarias P

. . ,
ELl

N’j M=+ Séxﬁzi_.a (4)

—

g—JC—J iFé{

‘@/L

|
J =X/ (9)
?Vz

%,

De la energia de deformacion por flexlon y el teorema de
Cgstigliano-

éS::jZ\S-%;}%E}-Ci;zL (h)

Subtituyendo (f) ¥y (g) en (h) se obtiene
&&

2 23 4
St s - R = 5 4
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En los casos en los cuales es necesario determinar los
desplazamientos en un lugar donde no hay fuerzas 0 momentos,
se agrega al sistema actual de fuerzas, una fuerza ficticia
de magnitud infinitesimal, tal que no afecta al sistema
actual de fuerzas v se obtiene el desplazamiento derivado con

‘;z Ph / £/ j[f H: UO- _'_PX 0s x& Q/Z
| | Z |
F M=la-B -Q (X*%).

E—A etk e— Pase. ¥ ¢x £ 9
xi > g’g‘”m - (x- %)

LU"'S HZ&’XE .nex‘-(gtcb de &g{o;mm@w@orﬂﬁﬂ)

] \-'SM%—&%*-L Fo(La-Pe) (- %) I




En conclusion se observa que la derivacion del tecrema de
Castigliano, fue basada en el principio de superposision.

De alli gque la energia de deformacion U debe ser una funcion de
segundo grado de las fuerzas actuales. Si el principio de
superposicion no rige y U no es funcion de segundo grado de las
fuerzas, el Teorema de Castigliano no es aplicable, lo anterior
se ilustro mediante ejemplos.

Ejemplos de tarea

a) Utilizando el teorema de Castigliano determinar los angulos
en los extremos de una viga libremente apoyada con carega
uniforme q, claro l., ¥ rigidez flexionante EI= constante.

b) Determinar los g éamlentos horizontales y vertical de
la viga ¢ r a mo a en .

A

34/



c) Determinar el desplazamiento horizontal en ¢ y el vertical
en B en la estructura mostrada.

3
El- cte
& 3{: C‘IL@

(
A C H

e

d) Determinar los desplazamientos horizontal y vertical de A y B
en la estructura mostrada.

EI:CtC

85
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Teorema del trabajo minimo

Se han considerado aplicaciones del teorema de Castigliano

a sistemas de fuerzas estaticamente determinados.
Aplicandolo a sistemas estatjicamente indetermlhados se
concluye que la derivada de la energia de deformacion con
respecto a cualquier redundante debera ser cero si su accion
es la de prevenir desplazamlentos en su punto de aplicacion.,.
de alll gue las magnitudes de las acciones redundantes en
sistemas hiperestaticos seran tal sistema en dicho punto
sera maxima o minima, lo anterior es el metodo del trabaljo
minimo para calcular redundantes. En una estructura

hiperestatico de grado 'n se tiene

( 1.9.1 ) 691;). C§’L)_"(:) 99 0e, éz——

37.°9 34 3xn =

1.9.1 EJenmplos

a) Viga empotrada en un extremo con carga uniforme
( grado n=1 ).

L
A U313 )Mb
9 B

]

1N




La energia de deformacion del sistema es

2d x
U-J 4EE

Del teorema del trabajo minimo -

Sustituyendo (c¢) y (d) en (b) se obtiene

2
§ (o =B = Exa- 1.0
o
de donde YCL"- -’/8 ?/Q

v
En el sistema se tienen 3 reacciones Yt.ln <C- y 3 ecuaclones dos .
de estatlca y una del tecorema de Castigliano.
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en el ejemplo anterior, se considera como redundante Mb se tiene

SU_> HQ@}L XLM ()

=Y - sH 4y -
OMp @Ho 2ET | E14 oMb S0

el momento flector es

A
H: (gg -%:b>i" a—f" Cg)
M. X Ch
3y % )
sustituyendo (g) y (h) en (f) se obtiene

o
J(Rap- oo @

o

integrando (1) y despeljando Mb se cobtiene ~

" E\f/\b- %Q—ﬁ ' G)
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METODOS MATRIICIALES DE ANALISIS
ESTRUCTURAL

2.1. Metodos de fuerzas vy deformacion
En los metodos de analisis de sistemas estaticamente
indeterminados, primero se seleccicnaban las redundantes, v
SUs magnitudes se determinan mediante el teorema del
trabajo minimo. considerando la energia de deformacion del

sistema. Este procedimiento general es llamado el Metodo de
fuerzas.

Fig. 2.1.
Para i1lustrar en un mismo ejenmplo



La distincion entre lous dos metodos, consideremos la estructura
estaticamente indeterminada coplanar mostrada en la figura 2.1
bajo la accion de dos fuerzas aplicadas con n barras,

el
numero de redundantes sera n-2. Entonces para determinar las
redundantes X!,X2,...Xn-2, se determina la energia de deformacion

del sistema en funcion de las fuerzas y usando el teorema del
trabajo minimo se obtienen las ecuaciones necesarias.

o -0 U SQ_U_:-OCO.)

—

A, ) ‘zzo) T Qdn-2

Lo anterior es el metodo de las fuerzas. Para resolver el mismo
problema, Navier sugiric el metodo de desplazamlientos. La
deformacion del sistema de la flgura 2.1. estara completamente
determinado si conocemos las componentes horizontales y vertical
u y v respectivamente. Suponlendo que los desplazamientos son
pequenos.

. T

Resume des lecons", 2ed.. p.3456,

Navier,'
Paris.,1833.

Yo



La deformacion axial de cualquier barra i sera

AQe= Usenoti= .ALCMDORL" (0

”
y de la ley de Hooke su fuerza axial correspondiente sera

th E".M (Uswnoei—»&wawd) (C)

R

de la fig. 2.1

s Mot (d)

sustituyendo (d) en (c) se obrtiene

DA _ERM (U‘S%O(i-Mwoo(C)Jev@(C )

De las condiciones de equilibrio se obtiene

sustituyendo (o) en (f) vy (g) se obtiense

)
‘U‘Z. A't 594,\!0(; o =Xt - Mi.—_‘ A| C.QSZ\:(; oL = _?Eﬁ_h C'(..)
. “ | Peh (;
(UZAimbdf- -L/L..?é_ Ai_s%z ,‘_Ca,oo(';-;__ef_ (é)
< L=

de.’(-t'-)-lj (_3) se deldeminan ALy U lan

41



de (i) y (j) se determinan u y v las cuales substituidas en (e)
obtenemos la fuerza Xi en cualquier barra del sistema. Se
observa en este caso que la consideracion de las deformaciones
directss del sistema resulta en una simplificacion substancial,
especialmente si el numero de barras n es grande, puesto que solo
tenemos que resolver dos ecuaciones con dos incognitas que son
las deformaciones u y v. En el caso del metodo de las fuerzas
tendremos que resolver n-2 ecuaciones con n-2 incognitas. Es

conveniente observar que el metodo de las deformaciones involucro
3 etapas basicas que son:

Ecuacion (b): Compatibilidad geometrica de deformaciones, u, v yALQ
1.

Ecuaciofl (e): Ley de Hooke

Ecuaciéﬁ (f) vy (g): Equilibrio

42
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(el sl

batras
] > hb- humew Ja bawas 4
NN: numerp de hudos =2
Fy o) - - fueczas QxlaleS(P)
7 43’ 1‘!: 1 e = atataammn{o C'S)
Povo s ® ]
rfz h |
I. ,P_ uesza Uxia - EAC
2{6(665 de bavsw Rizg s Glaggaments L
& L o L A\ C_c:\'\"\\ﬂl-l-'\&aé
£ Del ) a\mg- de lgs +A‘ar%

|

:

el

%

Cua‘\ro )DMTOD

- Qcoit

|

&l

el _ ty
55{ -_;{d_z\fgd%pla.éamenbs “°d°~l§§ S— 4 }
‘_de las Puéuca).
| Q\:dl ay | L of Chi
= 1de - d
%;:dljdz = [:: | [3 :1 1
Gy :di1dL eqy ! J
[e} =[] {4}

L{ e}:[al{d] /

(1)




o] - I
donde L= ° ll ) mq+r(7_ de @wiinuidad

cho
Obsesvar que paa. una bawa ¢ coalguier
&A p QL= CJB" Ak

J dg: desplaéamtén{@ del 'nu.clo Supeso ¢

da= v v {ndesior.

—

d»‘gt@
B) Ley de Heo ke .

t] we s GOxoles en
Sem?'p’iz ﬁlr -P raas Gx les los basos

23

-+ ‘h?-hsto’n, — Compres'tcfn

-4
3 '&\@ ®e EAI‘ °,

ﬁz z an.e;. Jk(’d -I.: d"aldeé basra.C

2y = A3 3

-P"l :-Jh\eﬂ
R, R © 007 (g
pafslohoo [fen), o fpl-[R]fef @

|y o oho [(esl|’

“Pq P o O‘k‘{_‘ Exy
p=LRY T {ed

{&:_l.mq‘\"rfé de rl&fde% de los basras .



45

c) Equilibrio:ZF\\-‘-"O en cada nudo
Sea: { F } [p‘ i

1P

ﬁzfp Fi=p+o- Ps Py
R

Bl " FE:0+P +h+

Nudo 2 @ t

O =1 =
donde: LO-.i [l ll l(] matriz de equilibrio

observar: matriz de equillibrio es la transpuesta de la matriz
de continuldad.

Sol‘ucion del problema anterior por el metodo de
desplazamientos ( rigideces ).

Incognitas: %e} {d }. ‘P’}
patos: (&), EO-]T E‘RJ. {Fi

Subst. (1) en (2)
(pY= [RIQAY @)
Subst. (4) en (3) ‘

AR =[a 1 [R1[A [ (8)
g {r=[k1{ (5.



Ao
lLa matriz CCL} L’R} [‘U“] es cuadrada

Ejemplo; Suponiendo

Rys K= Foz Rz | P Vom, Fi=10 tow
rx1=[o] [k]1ia] Fo-s ToN

Observar que [ k-} es simétrica
de ( 5a )

REHE
sesvesanao {31 =L = Bl substen @)

,___{?. l subten ()

10207TQ 8
“lo 1l © 0 T 1= ¢
oo\ o L:l -

O OO\ : ~|

Comprobacion de equillibrio: de ( 3 )
1oL e -
E‘L l - .

o l { -‘ B toun
-
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Metodo de las fuerzas ( flexibilidad )

sa 0s res principios fundamentales en el orden inverso
Equilibrio, Ley de Hooke, Continuidad.

a) Equilibrio 1

:FT-?;PFE\‘ ]22
J&g 9

ﬁ:‘ﬁ_ Rtk
e T
R

2 T
51 jov v [_Q-l TR‘ CI)R?. ‘tPL |

T

| ¥Fa
(Felag ad 111 o
@ |

=0d4 +02 K. | #ﬁ_
despejando a —Hp )

Y= [as]'{Fy -[00] [ad]R]
) [a][oﬂ [ad] =[5 9]

S GE R R



O bilen
Ri
{if’;i-:[é?]{g_i* L alfe
odemas 5e't'{ene, ’Ps = R4
P
Por lo tante
(A IO7(Fl§ | 1] ng
Pl [0 LI 1)t
g 1700 [ ©
P4 (OO O |
- — e g
bo b

—PZ_ - Fz Ri - Ra
‘“PS = R
—‘P.L‘ X | R‘L

(Ou) &pu_eée_ escelbir

[el=[bo][F} + [bel{R]
b@{(ao‘)"

L O

e | (|

g



)

eeeeeeeeeee

1= [
t @en(® ‘
(b=l ] Le[bRE @
CONTANG! endo 108 dosplazamte
ot fud
d, =e,
dz=C2




[a-[7]fe] @

Ll fbille ¢
e ) s i
(U)- bd) [ [bo) {F) L] [F] 9]
como {){} = O se desiejl {R } (R}

- fbe] [bd Tl fF]

@ nos da 1os redundante [R ;}

Subst @) en(®) se obtiene ’

kel boF -be (57 ba)" (b2 £ bo) F
= [bo- be(ba f beJ'bafbo]{FY
> ¥ be) bbbl
[63 {F] (i)

]
subst (4. ) c se obtlene (e }

0 fed=[r][b1]FS

subst ( 1 ) en (® se

;a;giﬁ}mm
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2.5 Aplicaciones de metodos matriciales a armaduras planas.

Para ilustrar el uso de metodos matriciales en el analisis
cle armaduras articuladas en los nudos., comensaremos
considerando un problema de deflexiones. En la fig. 2.3.1.
se tiene una armadura con miembros sujeta a sistema exter -
no d& cargas , ¥ Se requiere determinar la deflexion
vertical del nudo j debida al sistema de cargas S5i Xi
representa las fuerzas axiales en la estructura real

las fuerzas axiales en la estructura bajo la condicion de
carga unitaria en j.

R Py &

Estructura real o actual

cg :

nif

/
Carga infinitesimal Q

aﬂ“dltk{ﬂ Gl:'

U= | Ls
=9 | > -SI.t

fig. 2.3.1 2

! TREEY



Del teorema de Castigliano y la energia de defwrmacion por carga
normal se tiene

< Xl\lei' (C")
U= 2 7rE

Azt m

2 - i X LU& )Xty fo W

donde Pf:'é%%r es el factor de flesxibllidad de la barra i.
\

Si se desean calcular las n deflexiones verticales de nudos
seleccionados debemos calcular los valores Xij para una fuerza
vertical unitaria aplicada en cada uno de los nudos. Supongamos
que han sido calculados y que acomodamos 1os numeros de
influencia en la forma de una matris de orden mxn como sigue:

’-Lll Ilz_ ""',I_“q‘
11\ x?.T_ L Ln

1=

———
C.a

[x

ijnm-' i . :rfwhj

c) se denomina matris de geometria de la armada accomodando los
factores de flexibilidad en forma de una matris diagonal de

orden mxm,

53



(8 )

. -QHOO-----O-
].— @ szo----O
_.&).Cj O :.‘- 'Pﬁﬁ_

la cual es llamada matris de flexibilidad de la armadura.

fuerzas axiales Xi producidas por

Finalmente, supoconiendoc que las
han sido calcuiadas, y scon arregladas en

el sistema de cargas
la forma de una matris vector

(e ) =

la cual es llamada mairis de carga.

.
[Xi] T §§

[

columna.

Ahora de acuerdo con las

reglas de multiplicacion de matrices las m ecuaclones ( b )
pueden expresarse mat;icialmente- '

i

| An|

rlu XZ.\ PO, I_m':—

Xi2 X2z o+ km2

LY - Y -

b &y Xazn - - Xom

0 sea con notaclon indicial

Al [e] 5]
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(X ]

X

X
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Como un ejemplo numerico., se considera la armadura mostrada en la
fig. 2.3.2 la cual tiene m=9 miembros. Supongase gque se requiere
determinar la derlexion vertical de los nudos superiores a y b,
bajo la accion de dos condiciones separadas de carga como se
indica. La numeracicon de los miembros se muestra en la figura,
asl como sus dimensiones. Cada barra tiene una seccion
transversal Ai=lpul2 y un modulo de elasticidad E=30x103

T8 ATS 40*

- o 0 . Y0 . do
P: s

,fo. |l p. b
3 / '

‘ ﬂ3.252

El procedimiento a seguir es el siguiente:
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Sustituyendo (}1)- (l..) ¥ (5) en (5) se obtiene

[a1Y= Dxiy 1[0 ] (K]
[Aiul

~—

_of8-10-3 4 5 -
TQE(M4 - 3 85

J000000CO|
05 O00 0000
6003000000
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Ooooo0440o000
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08 OOOO
003y 0O
O 00040
O00D0 5
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2 S0-9 |6 29 -32% O l6-

= 10[°
A |1 - 25 9

GH0 ]
SO0

BoxM-5
qog-0°

2S
3 =% -6 O 32-5

©.031g O.082s 1
) [0.023? 0.0%%6
S 0.0318 ©.0525
Abgl |0.0231 O.02%

(9)




a) Se calculan las fuerzas axiales en los nueve miembros bajo
las dos condiciones de carga obteniendo la matris de fuerzas

4 10]
-5 ©
3 O
D(J = _% 13 (%)
-y o
q O
8 10
-0 o |

b) Slmélarmente se calculan las fuerzas
condiciones de fuerzas unitarias ver

t
b respectivamente obtenliendo la matri
=10 -3

4 8
l=4 |2 3 B!

o O
418
[:'5"IC)#

axiTles debido a las
icales en los puntos a y
5

c) Se calculan los coeficlentes de flexibillidad
obteniendo la matris de flexibilldad escrita diagonalmente.
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

1.- INTRODUCCION.

E1l andlisis estructural tiene comec objetivo cdlcular el es--
tado de esfuerzos y deformaciones en cualquier punto de una es-
tructura.

Para el analisis de una estructuras se tendrdn como datos
la geometria y las cargas que actuan sobre ella y se calcularan
las fuerzas internas y los desplazamientos.

En todo proceso de analisis estructural, deben considerarse

los tres conceptos fundamentales:

1.1) Concepto de equilibrio

Toda estructura somedida a un sistema de fuerzas externas,
deberd estar en equilibrio con las fuerzas internas en todos y
cada uno de los miembros de dicha estructura, siendo las expre-

siones vectorjales que cumplan esa condicidn:

1=

2 pr it gl e

en las cuales:

Mi y Fi son los vectores que indican los pares y fuerzas



actuando en la estructura y ry l0s vectores de posicidon de las
fuerzas con respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Estas ecuaciones de equilibrio se pueden expresar escalar

mentes como sigue:

en un plano en el espacio:
£tx=0 .‘_"'F;,y\:O' EMix=0
= Fy =0 | ZF.y=0 EMiy=op
M. =D sFiaz=0 £ M2=0

1.2.- Concepto continuidad (o compatibilidad)

Al aplicar las fuerzas externas; la estructura se deforma
pero conserva 1las caracteristicas de continuidad iniciales, sien
do los desplazamientos finales compatibles con las condiciones de
deformacion de los apoyos. ‘

E1 concepto de continuidad o compatibilidad establece que-
los desplazamientos son funciones continuas y derivables, por lo

tanto una vez conocidos los desplazamientos se pueden conocer las
Expresado en ecuaciones, se tendria:

deformaclorlei. . AU LAY N lis 43
h b3 K ! 3\? x . ca\u\Pu“;v\ &4 l:;
€y > - k %ﬁi-ﬁ = J/ clq.srfz'l.!.v-"nt"\v
Eas . -;5_'!'4-5_- ~
' Ajui Yye ar dy
Ew £br'~1 Wt‘\*r\tla. :
) Ex | =0 =¥ o o o7 |Ta
Ey -» 1 -V o © © Ty
Ex \ <!ty -v } O _ o o T (13)
<v( ~g Q 0O O I(MD) o .0 Ty
k“ © O O o tw 0o Sx2
Yv~ o o o ©O © NCIRRE %Y
= ‘ 2T 1% AV d“'l.bLl.
pet s [Ty [R1 = madzr ik

vraprtis wta Y

flanibiliddl U

Q.l L -



1.3.- Relaciones fuerza desplazamiento.
En el andlisis estructural es indispensable para cualquier

estructura de geometria dada conocer las relaciones entre las fuer

zas y los desplazamientos.
Si 1lamamos {Fi al vector de fuerzas y {D{ el vector despla-

zamientos, sus componentes seran de acuerdo con la Fig. 1.1

Fuo @™ ’T‘@ Fue

e JT Fr. { Y

Y. 1 'Fyo F AL ‘
&) @Tt AL TH . b X1

e O~ f!:[ )l M. T ) 2 3 T o,

Xy

N Fro Ye

Fue X\,
M- | O«

y la relacion entre ellos sera: fF§ :{K] ?bi (1-4)

La matriz[l(lse determina a partir de la geometria de 1la

estructura y de las caracteristicas mecanicas del material.

Si la varfacion entre ellas es lineal, la matriz [Kjles una

const_ante, y las estructuras que cumplen esta condicion se les 1lama

lineales (Ley de Hooke) y es aplicable el principio de superposicidn

de efectos.



2.- ENERGIA DE DEFOQRMACION.

Si una fuerza Fi se aplica gradualmente a una estructura pro-
duce un desplazamiento Di en 1a direccidn en que se aplica la fuer
zas, ésta efectia un trabajo, que se manifiesta por un incremento
de 1a energia cinética de Ta masa, si ésta adquiere una aceleracidn
o bien,en energia potencial si mofifica su posicién respecto al
campo gravitacional.

Un sistema de fuerzas externo provoca un estado de deformaciodn
en una estructura, realizando un trabajo cada una de las fuerzas
aplicadas que se permanece en la estructura bajo 1a forma de ener-
gia de deformacién o energia interna. Si el sistema es perfectamen-
te eldstico el fendmeno es reversible (fig. 2.la)y cuando se trata

de un material elastico no lineal, corresponde a la(fig.2.1b).

+ o
Fooboe /A #AF’; l

O Do ' -SL
() - (L) 2%

El trabajo hecho por un incremento de carga sera: W=Fid\ Di

E1 trabajo total efectuado sera:

\AJ = Fch ZX. (:2-.1 )



Cuando se trata de un material eldstico lineal, el trabajo

hecho por la fuerza Fi es:

Wo=— Fi Di.

[

Cuando un sistema de fuerzas se aplica gradualmente a 1Ta
estructura y provocando desplazamientos en 12 direccidon de las
fuerzas aplicadas, el trabajo total externo o la energia de de-
. p 1 1 o
formacion sera: W = U = — (FID1 + F2D2 + .... + FnDn)=—2-{ FiDi (Z.‘L)

La ecuacion anterior puede escribirse como:

1 - %?File{o&nn (2.2)

en la cual 5F( T es el transpuesto del vector 2 FQ que represen
ta las fuerzas..

El drea que se encuentra en la parte superior de la curva
OA se le 1lama energia complementaria de deformacidn.,

La expresidon de igualdad del trabajo externo W y la energia de

deformacidn o energia interna U, puede utilizarse para cdlcular

- fﬂ_m EndV (Ref. 1) (2.4)

deflexiones. |
rd

U

N L (z.s
Azl - U:s é :EA-—E z.s)
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T:'QSxIDV~ \‘):_ -{L‘r"l!lf (}1. C )
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2.1.- Teorema. de los Trabajos virtuales.

£l nomb}e de virtual, se deriva del hecho de que un sistema
ficticio (virtual) de fuerzas en equilibrio o un pequefio despla-
zamiento virtual se aplica a una estructura, relacionandolo con
fuerzas o desplazamientos reales.

E)l método de los desplazamientos virtuales consiste en apli
car desplazamientos ficticios {(virtuales) de cuerpo rigido en una
estructura y calcular las reacciones reales, mediante el método
energético.

Una variante seria la de calcular desplazamientos reales a
través de fuerzas virtuales, como se indica a continuacion.

Si en una estructura real, en equilibrio y deformada bajo un
sistema de fuerzas reales aplicadas y 1lamando &£ la deformacidn
actual en cualquier punto y sus correspondientes desplazamientos
en los puntos DI1,D2....0n, se introduce un sistema de fuerzas vir
tuales Fl, F2,..... , Fn en las coordenadas 1,2,...n , provocando
esfuerzos Y en esos puntos.

»+ E1 principio del trabajo virtual establece que el producto

de los desplazamientos reales y las fuerzas virtuales correspondien
tes es igual al producto de los desplazamientos internos y las fuer

zas internas virtuales correspondientes, por 1o tanto:
T (2..[0)
FiDi = f {Q'i iE(J\/
=

en la cual:

T
€

esfuerzos debidos a fuerzas virtuales F

deformaciones reales compatibles cen desplazamien tos

reales ]D {



Cuando se trata de una sola fuerza virtual aplicada para cal-

— o —

se escribe ! l, )2'_’_ :y ;'{:]Y',,Jg‘rfg[ al\/ (2.11)

Dy = fmﬂg‘r{q 4V (z-12)
siendo 2<Tuji los esfuerzos vrtuales correspondientes a la fuer-
za virtual unitaria en j yif{ la deformacion real debida a la car
ga real.

Las expresiones del trabajo virtual en axial, flexiodn, cortan
te y torsidon se indican a continuacion.

Tipo de deformacidon Componente de Componente del Trabajo

la fuerza desplaz. real virtual
virtual interno

Axial P dL = gx ﬁ P oax (@)
AE

AE
. =M M
Flexion m dg = EI_dx Jhm 1 dx(}-l*)
- v v
Cortante v dy = ¢ AG dx .J;v I dx (i.l&)
Torsién t B = - dx ft T ax (e
6J GJ

De 1a tabla anterior, para valuar la integral de flexidn
m E@— dx, para elementos de seccidén transversal constante se
1
utiliza para los casos mas comunes de cargas, la multiplicacion

directa de diagramas de momentos flexionantes.



Cadlculo de deflexiones por el método de los trabajos virtuales.

1) Armaduras

En armaduras, la expresion para e)l cdlculo de deflexiones es:

0j = & |p 2 (z.17)

i=1 AE

Un resultado igual se lograra si multiplicamos matrices tales
Dj = 1p (7 M P
mx 1 mxm mx 1 (ﬁ.l%)

ZPiT es la transpuesto. de la matriz ?P{ , Siendo esta (ltima

que:

en la cual:

las fuerzas en los elementos debidas a una carga virtual unitaria

actuando en la coordenada correspondiente.

{ P { son las fuerzas en los elementos debidas a las cargas reales
= L

« a1 =1"%
o (:) J==:_

AhE"

siendo los elementos de la diagonal principal la flexibilidad por

deformacion axial de los elementos aislados. A esta matriz se le

conoce como la matriz de flexibilidades de la estructura no ensam-

blada. (Ref. 2)




Cuando se desea calcular las deflexiones en diferentes puntos
de la estructura, la carga virtaul deberd aplicarse por separado
en cada una de las coordenadas deseadas y que corresponde al con-
Junto de fuerzas determinadas, la ecuacidn

tendra lTa forma:

(o] Axp =[p]m1n(FM] nxm [P]mxp (z.zo)

P = fuerza en un elemento debido a una carga virtual actuando
en la coordenadas. Los elementos de la matriz [p] son las

fuerzas debidas a cargas unitarias aplicadas en la coorde-

nada correspondiente

T

P = fuerza en un elemento debido a la carga real. Cada columna

La flexibilidad del elemento = L
AE

de la matriz f P] son las fuerzas correspondientes a un ca
so de carga.

m = nimero de elementos

n = nimero de coordenadas en las cuales se desea conocer el

desplazamiento.

ndmero de casos de carga.

v
n

E1 ejemplo No. 1 muestra Ta aplicacion del cdlculo de defor-
maciones en armaduras por trabajos virtuales.
2.22.- Calculo de deflexiones por trabajos virtuales en vigas y
marcos.
En una estructura formada por varios miembros y sujeta a
una ‘carga cualesquiera en un miembro, ﬁe tal forma que 'os momen-
tos .extremos internos sean ML M2. Si se quieren calcular los des-

plazamientos en un extremo, se aplicaran momentos virtuales unita
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Fremplo No. {. lalevlar el desplazamients horizontal en

e/ punto C y el movimiento relativo enfre los pudos ByE.

de Jo armaduvra siguiente

l/a fon.
19 @ . | @ b _
—_— arros 1,2,3,445 = At
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F:l = -4
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rios en Tos extremos para calcular los giros debidos a flexiodn,

\
Ml ML .ﬂ.‘-{\ L\ g
2 Q)q EI_ >:
EI:e.-\'d.. ® |
Mo
,%. = 4 ME
o) 5 /
I—.Dl ( <
R
= Y e b
Cv) 1
] N
4 |
P L

Por trabajos virtuales 1la contribu-

cién de desplazamientos por flexion

en j sera:
0 _fm Mg = -Lé_m ml + MIm2 + M2ml + 2 M2m2
J = El 6E1l ‘

NoTA.- $) 1 E condiDERA .
EFECTOS ZE AXIAL S y expresdndolo matricialnmente:
<)

A 'L“O ADoj =?mu< ! fH]%ME, en Ta cual: 2.21
B g | i-={m*{[ _
00 _: )mus n2 [‘f]g__1[z 1] 2.2
en 14 cual: in{ =“’,§{ "1ee Lt 2
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Los elementos de [fﬁ] son los giros izquierda y derecha debi-

dos a momentos unitarios en un extremo de Ta viga. En forma seme-

Jante a la mencionada en armaduras, lfﬁles Ta

dad en flexidn del elemento.

£l desplazamiento en J sera la sumatoria

- T
.é' [mu i - [ fM] {
=) 2mx | 2mx 2m

tos:

DJ

en al cual:

mlj

mé j
{muij =1
mﬁj

: [fM]

=

2mx1

i

L

matriz de flexibili-

de todos los elemen-

(2.t )

F”Ja 22"
(fu]

[

A la matriz (}M] que contiene las matrices de flexibilidades

separadas de todos los miembros se le 1lama matriz de flexibilida-

des no ensamblada.

Cuando se requiere conocer los desplazamientos de n coordena-

das, la carga virtual unitaria debe aplicarse en cada una de las

coordenadas separadamente para determinar 10s momentos en los ex-

tremos, arreglaﬁdolos en tal forma que

[ -

P-( m{ 11
|m { 21

REt

]mﬂ 12
’T( 22
{ﬁ ‘nz

i

Hi

:

ken la cual los

elementos de cada submatri2 son 10s momentos extremos en el elementos.

E1 primer subindice indica el momento y el segunde la coordena-

da en la cual se aplica el momento unitario.



Cuando se trata de varios casos de carga, los desplazamiento

se calcularan:

(D] nxp =[mu] ' 2mxn [f”] 2mx2m [Ml 2mx p (2-1

Matriz de flexibilidades ensamblada de 1a estructura.

Esta matriz puede determinarse a partir de las flexibilida-
des de cada uno de los elementos usando la ecuacidn 2.24. Los ele
mentos de la matriz de flexibilidades puesto que son los desplaza
mientos en las coordenadas correspondientes debidos a una fuerza (o mow
unitaria actuando separadamente en cada una de esas coordenadas,
la carga real y la carga virtual son las mismas, por 1o que la
ecuacion .24 quedara:

. T -
(f]=£[mu tl \_fM]s [mulS (Z.?-S)
P ]
en la cual {f] es la matriz de flexibilidades ensamblada de la es-
tructura y el subindice s se refiere a las cuatro causas que pue-
den .provocar deformacidn: flexion, axial, cortante y torsidn.

Cuando solo se considera flexidn la ec. 2.25, quedaria:

‘.ﬂnxn i} [mu ] lmxn [fM] 2mx2m(.- mu] 2mxn eet

nimero de elementos

m
en la cual:

de: coordenadas

n

E1 ejemplo 2 muestra la aplicacidn de los conceptos anteriores.
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£jemplo No.2 [trn el marco indicodo se pide
AY Lalcvlasr Jos de.sp/azam/efgz’os en D, debidos a fFlexion

B)lalculor /a matriz de fFlexibilidad.
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B) Lalcvlo de la matris de Flexibilicad
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2.3 Teorema reciproco de Maxwell-Betti.

Si un sistema de fuerzas Fl’ F2, Fn se aplica a una estructura

en las coordenadas 1, 2 .... n provocan desplazamientos D¢F,D2F...,
DnF . Manteniendo el sistema de fuerzas F1 Fz,..” LFn, se aplica
otro sistema de fuerzas Q1,Q02,... Qn, provocardn desplazamientos
D1Q, D2Q...., DnQ y ademas desplazamientos D1F, D2F... DnF en los

puntos donde actia el sistema F1,F2,... Fn.

E1 trabajo externo total sera:

WE+ Q =—— FiDE + 3 F1DiQ + &— QiDiQ 2.7
murtuedo: W @ F = 1 saioig + _;_gqinir + —;—i FiDiF 2.9
2
como “F*Q = WQtp ——El FiDiaq = _1 € QiDiF .19
2 rd

Esta ecuacion es el teorema reciproco de Betti cuyo enunciado
seria que el trabajo externo hecho por un sistema de fuerzas Fi
a traves de desplazamientos debidos al sistema Qi es igual al traba-
jo externo hecho por el sistema de fuerzas Qi a través de desplaza-
mientos provocados por el sistema Fi.

'E1 teorema de Maxwell, consiste en aplicar el principio ante-
rior a las deflexiones y haciendo que Fi = 1 en la coordenada i1 en
el sistema de fuerzas F y Qj = 1 en la coordenada j

DiQ = DJF
que se puede escridir como fij = fji 2.%v

Estos desplazamientos se les 1lama coeficientes de flexibili-
dad como se vido en los ejemplos 1 y 2 y para una estructura de n
coordenadas, estos coeficientes se arreglardn para formar una ma-

triz de flexibilidades. Esta matriz deberd ser simétrica debido al
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teorema reciproco de Maxwell - Betti.

3.- METODOS GERERALES DE ANALISIS.

Existen basicamente dos métodos generales, para la resolucién
de estructuras hiperestaticas principalmente y que son el método de
las flexibilidades (o de las fuerzas) y el método de las rigideces
(0 de los desplazamientos) que se describen en los parrafos siguien
tes.

Mas agelante se analizan con detalle cada uno de estos métodos.

3.1.- Método de las flexibilidades.

En el inciso 2.2 al hablar de cdlculo de deflexiones, se intro
dujo el concepto de matriz de flexibilidades de una estructura.

A continuacidn se definird el método de las flexibilidades.

En este método las incognitas son las fuerzas redundantes que
se calculan superponiendo desplazamientos de estructuras ¥-astati
cas y plante=ndo las ecuaciones para resolver las incdgnite con
base en la c apatibilidad de deformaciones de la estructura.

Las ecuaciones de compatibilidad son del tipo:
o + [T (e - 1o 24

D = vector columna de los desplazamientos debidos a cargas externas.

]
L)

en la cual

F = vector de las fuerzas redundantes
f = matriz de flexibilidades. Sus elementos representan des-

plazamientos :ebidos a fuerzas unitarias.
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fJem,a/a No. 3 /d/CU/ﬂl /475 réacciones resolviendo por
e/ mefodo de /as f/E)t;bi//'dada: :
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La secuela de cdlculo sed entonces:

1) Determinar el grado de hiperestéticidad

2) Plantear la estructura primaria isostdtica

3) Determinar los desplazamientos debidos a las cargas en los
puntos liberados.

4) Determinar los desplazamientos debidos a cada una de las
redundar :s supu tas con valores unitarios, que son los
coeficientes de f xib#aad

5) Sumar los desplazamientos debidos a las cargas y a cada
reduntante con base en condiciones de compatibilidad de
deformaciones.

A continuacidon se indica el ejemplo 3 de aplicacidn.

3.2.- Método de las rigideces.

En este método, las incdognitas son los desplazamientos nodales
y los elementos mecdncios se calculan superponiendo una esf_ructura
a la cual se restringen 10s desplazamientos ﬁodales calculando las
fuerzas que provocan estas restricciones.

Posteriormente se van permitiendo uno a uno los desplazamien-
tos en los nudos, calculando los coeficientes de rigidez correspon-
dientes.

Finalmente con base en ecuaciones de equilibrio se calculan los
desplazamientos y con éstos se determinas los elementos mecdnicos
por siperposicion.

Las ecuaciones de equilibrio son de la forma:

Tl e



en la cual:
Fq = yvector columna que depende de las cargas externas
[K-)= matriz de rigideces cuyos elementos representan fuerzas(ovuoum)
debidas a desplazamientos unitarios.
No depende de las cargas
e Dg = vector que representa las incégnitas que son los despla
zamientos
La secuela de cdlculo sera:
1) Encontrar el nimero de desplazamientos nodales posibles
2) Fijar los desplazamientos posibles calculando las fuer-
zas nodales de fijacidon correspondientes
3) Ir permitiendo desplazarse uno a uno los desplazamientos
unitarios inicialmente impedidos, calculando las fuerzas
correspond{entes (coeficientes de rigidez)
4) Con base en las ecuaciones de equilibrio, calcular los des
plazamientos
5) Los elementos mecdnicos se obtendrdn de superponer la es-
tructura impedida de desplazarse en (2 } con las corres-
pondientes liberadas una a una
A continuacidn el ejemplo 4 muestra 1la aplicacion de este

método.
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4.- PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE FLEXIBILIDADES Y DE RIGIDECES.
La relacion entre la matriz de flexibilidad y la de rigidez
se establiecera 2 través del siquiente ejemplo (Fig. 4id.
Los desplazamientos lD ( se pueden expresar en términos de
desplazamientos de cada una de las fuerzas actuando y superponiendo;

{(figuralb).

D1 = f11F1 + f12 F2 + ...+ f1n Fn
QZ = f21F1 + f22 F2 + ...+ f2n Fn
On = fpiF1 + fn2 F2 + ...+ fan Fp

[f] nxn {F{nxl : {D\ nxl 4.1

resolviendo 4.1

I‘Fi nx1 =[f];ln {DE nx1 4.2

La ecuacidn 4.2 puede usarse para determinar las fuerzas for-

mando los elementos de la matriz de rigidez de la misma estructuras

L 3 .
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Si la estructura es deformada por fuerzas Fij, Fp, Fpl, a

través de coordenadas tales gue el desplazamiento Dy = 1, mien-

tras que Dp = D3 = ... Dn = 0, Fig.4i(c)
F1) 1
F21 = f '1 0
F31 d
Fnl 5

En forma similar, las fuerzas requeridas para conservar la

estructura deformada tal que D2 = 1, mientras que Dy = D3 = :..=Dp = 0

(fig.4d)
Fi2 0
Foo -1 1
F32 y f 0
Fnz 6

En caso general, si Dj = 1, mientras todos Tos otros desplaza-

mientos son cero, las ecuaciones seran:

I F F
11 12 .- In -1 1 0 0
F F F - |f
2 21 22 .« s 2n - [ ] 0 'I 0
F3 ... .. ... Y = * ¥ ...,
! Fny Fny " Fnn 0 0 1

siendo las fuerzas Fij de la izquierda en esta ecuacidn los ele-

mentos de la matriz de rigideces, por lo tanto:

[l [ T
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La matriz de rigideces es la inversa de la de flexibilidades

y viceversa, teniendo el mismo sistema de coordenadas para fuerzas

y desplazamientos.

Sin embargo en el andalisis por flexibilidad
se transforma Ta estructura en isostatica: y el sistema de coor-
denadas representan la localizacidon y direccidn de las restric-
ciones y en cambio en rigideces, se agregan fuerzas para restrin
gir desplazamientos de nudos, siendo su sistema de coordenada
la Tocalizacidon y direccidn de los desplamientos incégnitas, por
lo tando la inversa de la matriz de flexibilidad utilizada en el
método de las fuerzas en una matriz, en la cual los elementos son
coeficientes de rigidez, pero no los que se utilizan en el anadli-
sis del método de rigidez y viceversa.

Propiedades de simetria.

Como se demostrd en el teorema reciproco de Maxwell-Betti y
con relacidon a la matriz de flexibilidades, hace que esta matriz
sea simétrica. Como la ecuacidn 4.3 indica que la matriz de rige-
deces es la inversa de la matriz de flexibilidades, serda también
simétrica, es decir que los coeficientes de la matriz de rigide-
ces seran entonces:

Kij = Kji 4.4
Otra propiedad importante es que los coeficientes de la diago-

nal principal fjj 4 Kjj deben ser positivos ya que para el cdlcu

lo de fji el desplazamiento ocurrird en la coordenada i debida a
una fuerza unitaria en i, teniendo ambos la misma direccidn y en
forma semejante para Kii, la fuerza negesaria enla coordenada i que
provoca un desplazamiento unitario en i, tendran la misma direc-

cion,
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Si en la ecuacin (2.3) se substituyen los desplazamientos exprg

sados en la ecuacidon 4.1, se tiene:

Wl - (e [ ]«2 S‘“

y por otro lado, substituyendo la ecuaciodn de nuevo en la 4.1

Tl = — {DE K_”D% (4.6)

De las ecuaciones 4.5 y 4.6, los miembros de la derecha tienen
forma cuadridtica de las variables F o D y ésta es positivamente de-
finida si tiene valores positivos para cualquier valor no nulo de
la variable y sera cero si F 6 D son cero.

Por 1o anterior, las ecuaciones 4.5 y 4.6 representan el traba-
jo externo de fuerzas a través de desplazamientos y esta cantidad de
be ser positiva en una estructura estable, deduciendo que en esa for

ma cuadratica, las matrices {f] y {K] son matrices positivamente

finidas, siendo los determinantes de [f] y [Kl mayores que cero.

Seleccidon del método de las flexibilidades o de las rigideces.

Para seleccionar cualquiera de los dos métodos generales, es
necesario haberse familiarizado con ellos, para poder decidir en ca-
da caso cual seria de aplicacion mas sencilla.

Sin embargo se pueden adelantar algunos comentarios:

l1.- E1 nimero de incdognitas es en general mayor en el método de
las rigideces que en flexibilidades, pero la formulacidn de las ecua
ciones es mas sencilla y de mas facil aplicacidon para programas de
computadora, debido principalmente a la dificultad de programar la

estruct.ra primaria.

4



2.- Cuando el trabajo se hace con calculadoras y para sis-
temas relativamente pequefios, la seleccion dependera de compa-
rar el grado de hiperestaticidad en flexibilidades con el nime

ro de grados de libertad en rigideces.



5.- METODG DE LAS FLEXIBILIDADES.
En el inciso 3 se describid este método. A continuacidn se

analizan en detalle la aplicacién de matrices para su resolucidn.

5.1.- Matriz de transformacidon de fuerzas.

En una estructura estdticamente determinada cada una de las
fuerzas internas de sus elementos puede expresarse en funcidn
de las fuerzas externas nodales, por medio de la ecuacidn de equi
libr::
pi = bll F1 + blz + ,... + blnFn
p2 = b2l F1 + b22 F2 + ... + banFn

pm = bmlFl + BmZ F2 + ...¥*bmnfn

en la cual p son las fuerzas internas y F el conjunto del siste
ma de cargas aplicada a la estructura,.
No existe relacidon entre l1os subindices de F y p

En forma matricial:

: M=mH (5.1)
en la cual '
b =| b2l 6220 bar (s.2)
éml bm2... bmn mxn

[b] es la - triz de transformacién de fuerzas que relaciona las

fuerzas in- as con las externas.
La ma .: [b] es una matriz rectangular y el elemento bij
représenta el valor de la componente de pi de la fuerza interna,

producida por la fuerza externa Fj de valor unitario.



Cuando la estructura es hiperestdtica, las fuerzas internas
no pueden determinarse en funcidn de las cargas externas aplican-
do solamente ecuaciones de equilibrio. Sin embargo, haciendo 1a
estructura isostdtica, que llamaremos primaria, suprimiendo las
redundantes, como se hace en el método de las flexibilidades, se
considera la estructura primaria-squta primeramente a las cargas
reales aplicadas y posteriormente a las redundantes. En esta for-
ma, se puedemexpresar las fuerzas internas de los elementos en fun
cidn de las cargas externas F‘y de las redundantes o hiperestdti-

cas R, cdmo sigue: .
oL ¢ )

o utilizando la propiedad de subdivisidOn de matrices:

Lo Eoe] -1 s.4)

En la cual:

matriz de transformacion de fuerzas externas en la

—
o
-
Ard
u

que cada columna representa los valores de p producidos
por las fuerzas externas unitarias aplicadas a la estruc-
tura primaria con redundantes nulas.

[bR] = Matriz de transformacion de fuerzas redundantes en la que
cada columna representa los valores de p producidos por
redundantes unitarias aplicadas a la estructura primaria

con fuerzas externas nulas.



5.2.- Solucién matricial generalizada por el método de ltas flexibi-

lidades.

Considerando un elemento aislado, despreciandoe los efectos de

fuerza axial

Ma Mo ('-HA .
Cw D'i .-\1; 17 ¢ [t 3L
At 3 1 7 [M?EILL c}
Va L
< L - — >

(a) (b)
Los vectores de fuerzas internas y deformaciones se pueden
expresar: ]pi= znA{ . ?D[: BA{
B s
quedando cada componente del vector desplazamiento con la misma
componente del vector carga.

La matriz de flexibilidades de la barra serd como se indicd

anteriormente:

[f.;l: 1 ¢ 1 y 1a relacidn con las deforma-
6E I 1 2
ciones es:

: tq{ . [fM](P\ (s.5)

Los vectores de fuerzas internas y deformaciones quedaran

como sigue:

plr D1
{pf= -;5 ‘b D- ?f
pn | Dn

Los subindices se refieren a la designacidn de cada elemento
en que se ha descompuesto la estructura.



En 1a ecuacidn 5.4 se puede ver por el principio de contra-
gradiencia, tal y como se verd para el calculo de los desplaza-

mientos; que:

(5.6)

F

Siendo D los despTazamientos debidos a ? F\ y DR
los deplazaﬁientos debidos a las redundantes (FI( , obteniéndo-

1 bef o
[bR] {Q_& (5.8)

Para calcular las redundantes, se substituye el valor {p f

f——u s
[=J (=
-] n
’—"-\ P———
t H

de 1a ecuacidon de equilibrio 5.3 en la ecuacidn que relaciona:

deformaciones y fuerzas, expresada en ecuacidn (5.5):

Je{-[alfel - (lloelfr b [l [l {=} o



~

- %

Por Ultimo, si substituimos el valor de las deformaciones

obtenidas en 5.9, en la ecuacidn de 6ontinuidad 5.3, se tendri:

n( [=17(et
] { f“l [ bFl F +[bR1 T[ fm][bR‘lfngs

y debido al principio de compatibilidad de deformaciones, las

discontinuidades impuestas para obtener la estructura primaria

isostatica no existen realmente, los valores de ; DR\ deben ser

nulos:

] (b T Ll - o o

Ecuacion que permite calcular los valores de las redundantes.

_E1 producto de las tre; primera3 matrices del primer miembro
de la ecuacidn 5.11 y que estdn premultiplicando al vector F, re-
presentan la aplicacidn del principioc de.trabajos virtuales tal y
como se expuso anteriormente en la ecuacidén 2.18. Este primer tér-
minc da como resu]tadolun vector de nRx]l y representa los desple-

zamientos debidcs a las fuerzas aplicadas a la estructura.

.10



En forma semejante, las tres primeras matrices del segundo
término 5.11 y que estdn premultiplicando a las redundantes, re-
presentan la matriz de flexibilidades ensamblada de la estructu-
ra, tal y como se expreso en la ecuacion 2.25. £sta matriz sera
siempre cuadrada, simétrica, no singular y de orden n R x n R.

Este sequndo término del primer miembro de la ecuacién 5.11
representa fisicamente los desplazamientos debidos a las redundan
tes.

La forma mas qgeneral de la ecuacidn 5.11 se escribe de la ma-

nera Siguiente:

B0 S IANUE CIEEARE

El vector Da indica los desplazamientos reales que ocurren
en los coordenadas seleccionadas en la estructura primaria, sien
do iguales a cero generalmente en Ta prdctica o iguales a los
desplazamientos reales impuestos D, como serfan asentamientos de

apoyos, giros,efectos de temperatura, resortes elasticos, etc.
De la ecuacidn 5.11:

T (T IR e

Con las redundantes R obtenidas., aplicando el principio de

superposicidn se obtienen los elementos mecdnicos:

R R



Las ecuaciones anteriores son validas para cualquier tipoc de
estructuras: armaduras, vigas, marcos, etg. ., tomando las flexibi
lidades correspondientes de axial, flexidn, etc.

Para el caso de armaduras, es conveniente aplicar la ecua-

cion equilibrio:

(- Do (] - e

siendo }poi el vector de fuerzas internas en las barras debidas
a fuerzas externas 1F‘{ aplicada en la estructura primaria, que-

dando la ecuacion 5.1%

[bR]T [fd{po& *[balT [fMX{bnﬁgRi = 0 5.20

ecuaciones en las cuales no serd necesario calcular [ bF]

Para calcular los desplazamientos, la ecuacidn 5.3 puede escri

o o b s} 15
S B Bl B CY S
§

desplazamientos debidos a zF{

[0} o
-n
™y
]

A
,--i-\
]

desplazamientos debidos a lasredundantes



Por el principio de contragradiencia:

}DF& [qu TBJQ&_ (5.22)
iDRﬂ [ o ] T{Q(( (5.23)

Pero por continuidad o compatibilidad, dado que los .elementos

de la estructura no estan realmente "cortados”, los valores de DR-

deben ser nulos.

Por otro lade como:

eQ(= [fn]{ p& (5.24)
que es la ley de Hooke al revés, substituyendo en 5.22
Di - [b T - [b -] Tr
f F ] eei | F [F..ij& (5.25)

Esta ecuacidn permite calcular los desplazamientos aplicando-

una fuerza unitaria en la estructura primarja isostdtica.

5.21.- Caso de fuerzas aplicadas en los elementos

" La solucion matricial generalizada requiere que las fuerzas
estén aplicadas en 1os nudos, 10 cual supone que en el caso de vi-
gas y marcos que el momento flexionante entre nudos varia linealmen

te y que los desplazamientos entre nudos son nulos.



Sin embargo como en la prdctica las cargas se aplican en cual
quier punto, habrd Gue transladarlas a los nudos previamente se
leccionados, calculando ademds los desplazamientos locales debidos
a estas cargas en los nudos externos del elemento considerado.

Las deformaciones locales deben tomar en cuenta las condiciones
de frontera, establecidas para cada barra, cuando se subdivide 1la
estructura en elementos. La expresion para obtener los desplaza-
mientos segin el sistema de redundantes basada en el teorema de

traba jos virtuales, sera:

Yof- o 17 {of

en la cual D"i es el vector de desplazamientos impuesto a cada ele

mento debido a Tas cargas aplicadas sobre él.

-

5.3- Resumen de aplicacion del método de las flexibilidades

5.31- Estructuras isostdticas.
a) Las fuerzas internas se obtienen con la aplicacidn de
la ecuacién de equilibrio:
T

b) Los desplazamientos nodales se calculardn:
{Dﬁ =[§r[fn]lbr] }FS-. ‘_-f]fF%
(Nota.- En el caso de vigas o0 marcos cargados en los elementos
deberan trasladarse las cargas a los nudos).
E1 ejemplo No. 5 muestra la aplicacion del método a una arma-

dura isostatica.



5.32.- Estructuras hiperestaticas.
a) Definir la estructura primaria y por lo tanto
especificar cuales son las redundantes
b) Calcular vector de fuerzas y Ta matriz de trans
formacidgn de redundantes [bpl y la asociada a
las cargas[ bF]
c) Calcular la matriz de flexibilidad no ensambla

da de los elementos [fM]

d) Calcular el producto [bR ]1-[ fM][-bF] que

es la matriz de flexib. asociada a las cargas
e) Calcular la matriz de flexibilidades ensamblada

de la estructura

[leR “(bR] ' [fM][bR] _

f) Plantear y resolver las ecuaciones de compati-

bilidad de deformaciones:

o = °
; —A T (DxFl (F'f * { DRRlR' Ox = 0

g) Si se desea calcular los desplazamientos.

T
DA = [}3;1 {:F;I )]:é
Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacidn de la secuela

mencionada.
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5.4-Variante propuesta para el cialculo de la matriz de flexikilidades en el caso

de flexidn, {ref. 3)

Ewm vicgas y marcos, la matriz de flexibilidades de
ca elemento estd formada por cuatro términes, como se vid en la ecua

cion 2.24A
M 6E1 ) 2

Para lograr cue la matriz de flexibilidades sea diagonal, comao
sucede en el caso de las armaduras, debido a la forma de multiplica-
cién del producto:

m M
T dx
si en una estructura de n elementos, se Tlama ¢p a las fuerzas in-
ternas, y definimos tres ordenadas por elemento, en tal forma:

Ma
que pi = Mb , sean los momentos flexionantes de
acuerdo con la Fig. . Mc

H/i + L/;

Integrando un polinomio de grado 2, de la forma Y = Ax2 +Bx+C,

la integral serd una funcidn lineal de las ordenadas Ya,Yb y Yc.’
En el caso de carga uniformemente repartida la variacidon de M
serd parabolica y como la variacidon de m siempre es lineal, la inte-

gracion del producto m M sera:

100
[ ] 040} (2.uB)
661 | 001

que es semejante a la fdrmula de Simpson. (Ref. 5), esta matriz serid
de la misma forma si se integra el producto M lineal multiplicado
por m. '

Se puede también diagonalizar la matriz de flexibilidad para el
caso de variacion de M en tercer o cuatro grado, integrando la ecua
cion de una conica de 3° 4°grado, debido a la variacion lineal de
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Por tratarse de matrices diagcnales, 1la ecuacion 3.10 se puede

almacenar en un vector de la forma:

)fM& P 6l|:ZI f }{i (2.21¢)

La ecuacion &21€, presenta ventajas importantes con relacidn

a la matriz de flexibilidades en flexidon de la forma (2.20)0 :

al

b)

La matriz es diagonal, por 1o tanto de mas facil manejo

operativo, a pesar de tener un rengldn mas.

En el caso de cargas uniformemente repartidas, utilizando
1a matriz diagonal,no es necesario pasar las cargas a los
nudos y luego trasponerlas como se indicd en la pag. 357,
simplificandose en forma considerable el trabajo.

= . E1 ejemplo- No. 12. . muestra la forma de aplicar
la secuela de cdalculo asi como la variante mencionada, pa-
ra resolver un marco rigido mediante el método de 1a§ fle-

xibilidades.
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i 565, = 5 45
£48 5 &%
3.48 5 65
$.8S8 545
T -
Lalcvlando el pro a’acfa [b J L J [po:l
T4 7] -5 7 T -207]
4 -5 - 20
9 -5 - 20
4 -5 - 20
4 0 0
MM— 4 . 0 0
565 Ak t 1.01 = t 40
4 0 0
5. 65 t1.0! t 40
5. 65 0 o)
565 0 ¢

[b ]T[‘f:l =0.701 -2, 101 O O O <-0107T +) =-0.101010
A 0 =
d [ ] 0 0 -0.701-0001-0101 O @ - @ 1014/ 0}

~

.zo]
L 20
- 20
.20

68 .28 , {0

k40
40

SO




T
Ahara calcolondo el prodveito [bR] E[M—_l [bR]
e — —_—

]l

Hxu UB I

Y [

0 g owraam-0101 0 0 -0.1071 6

-0.70.1
-0.10.1

o 19. 32 2 | |
GHiE

la ecvacion de compatbilidad de deformacion serd':

(pxe} + {#}{r

€8 . 28

68. 28

} {o)

. , 32 2 Ri
Ak 14.32 Rz

-2 83
-283
0
0
0
-283
1565
-7 83

5 ¢s

=0.107-0.701 60 0-0.7014[-0.701 0 +10

!

783
~283

- 2.83
+t5. 64
-2. 83

t5.65

0

-2 83
-283
-283

- 283
+5.65

FS 68
-

- 282
-283
- 283

- 283
+5.6%

+ 565




- q-z..

/
Las fuverras ern las barras seran -

) -teepeled {4 o)

(-5 ) -0.107 0 - 3.2
-5 1 -0.1017 0 -3°2
-5 o - 0701
-5 ) - 0.107

4] O - 0.107
) o] >+ -6.707 o)
+101 Ll 0
0 -0101 -0.1017
+7101 (@) +
4] | 0
(@] 0 +1
\, J ]
213 -2.13 +

pezaczn titsitispet

5 5

- 2.73]
2,73
-2 13
2.13
2.13
213
3 81
4.52
3.87
- 32

~

il

+ 4 4

e
TvEiiSw

CO\M\PrQLJQH

Poerras Finales op los  barras ( 'I'O\n)
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20

-5

C;\c,u'n da = —-45
Pe +42.5



Obtanesn d¢  L[bxl

\) I“ colowna da [Em} . Rz 4

- 0]
- 5.7
—0 M
+ |
+ |
o
@)
2'“@9\\.}«'\&\\ S tbn_k / R.‘_=i
, S 4
, 7 o
, S 2
4 rd
’ O 0 o
s L7 o
Ve s ‘O
f——b - » -
o Rz 1
3LC.bl\JW\v\§ e}a. [Bn] /' -Rl-i
N\ Q
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Q\/ Ny
- |
. N @)
< o
|
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\
AE

Calevlo de T

13
O
! 3
[MJ :'__'E 4.‘&.:.
O *re
¢4
13,01 -2,
[«’]=[bn]—'\:£1fbﬂ :Kl-l': -1.13 6
-7.2 + o
Calevlyada \-\'\o?'e. - 34218
A R
+ 400

La (- A RV IR c.to:\ J.Q.. c.ow-‘-..;_~l- bl\\dlal =[.Q_

Q‘i\o"w\l"‘—'-bv\d.s S‘t.r;

Do« [81(RE 1o

+400D -T.2% o 14,49 R3

R, -16,44 -
tm = {(-5.85
Ra +19,43 dow

24219 o1 23 -T.ee ] | Ry
{ O' k"'-l— -1132 6 o R\ =
~ A

-T.L4

| ¢ .44

0|

7’

Lb s va.\orﬁiﬂz-l.\l.\ 'C\JL\“LL.\ oW \\k Li\’vll LiLrn

9 T84S +5.4%
=15 [{.70 -3.3)

~ — —-43 -+ < 3 9 .09 - -5.9]

\ +4%.S -33_‘?1 +l3.52
o -1 .43 -16.99
< -5.8% _s‘as
Thl-\ -+ \5“ ‘Rk
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2)cALCULO DE DEIPLAZAMITENTOL
Cowd =z 054‘.}“0 chre.C-'l‘&W\a.nl-l- (To 44_/ z -
q\.M\l'br"o de 2 sewmadon l—.»x_y; | a4 CIryg il Ja dawdvr”

gV c.a.le.u{a,r [._L':F-]

Rl Rt el Pzl

© o ©
c O »)
o O o
T
Como b\: [\o;] [‘F-l{’ﬁﬁ +18.42
}:'j‘?"f _\_ < IG.QS-
T:x=f—l O O OOOD_% {+37,57/ A€ AE
N RAl
~17.58
< O_OOOZ,-TW\ ‘ * bq.%r..'!.‘.'.
= -7.73 | _ 98.90
F.D‘l-‘{' io O -1 +1.¢l O O Ot .”7.:1%-5.5- -;\_E—



Ejemplo  No.- 8

Resalver la vigo siguiente  por el metodo  de Ja

?(/e !!‘bll/lldad .
3 ton/m / 3 ton /m
yAYA N RAVAVANAVA
PaN s pAN 2 EI: ¢cle.

®° " ® "o " @

S50lveion -
£/ grado ¢ hiperestaticidod es dos y se selec-

. ’ . .
cionara la sigui. fo estructvra primaria :

, ,
Wﬁ M VAN ]A\ /A\ 2

v

Das
N N N/

A et G A o

Mag  Mag Mee Mes Moo Moc

. /
los veclores de fverzas ¢ desplozamienfos sera’:
1

| Mas ( Dan
Mea Dea
F=z < Mae { pz 3 Dac ;
Mea Dce
Mco Dco
Moc | Doc .
\ y

Lomo el sistema de Fverzas evlernas no estd aplicado en
los nvdos ,habdra gue Jrasladarlo a los apoyos g calcolar

/os giros  @n los exlremos de las barras
M
O, :fm 3 9t
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El  vector de carga sera’:
-a
c )
T Y- 1
[—q
3 ton /m 3 ton /m
O A8 © BA Rco . © AL
_ . Aoy 2
GBA= QOBE=Q¢r=0O 9‘-3114’ i

El vector de desplazamiento serd’:
( \
27
21

o !
{01} = ﬁ 201 y ot
21

\ /

Lalevio de malrices de fFronsformacion de fverzas ,

Trazando los diagramas Je

Ffverzas ypitarias 4 redvndantes  unjtarias :

momeéntos debidos a



- q -
lF.:I '

o) o
AN aN AN AN

FPara J/as condiciones Fz =1, Fz:l y Faz | Tampoco producen

momentcs //ewar'm/es,par lo tanto /la matriz Eb‘p] sera’:

[br-':|= 0

Caleulo d e T-\OR]

Rl:l RQ:’
A \ 8/ a D A B N ¢ D
i 1
() |:-> -] [1=)
la wmatriz de transformacion de redendantes serd :
R R2
Masg %) o T o o |
Mpa -1 o -1 ®)
. Mse - o _ -1 o)
|__bR:l - Mce lo] -1 - le) -]
6x2T Mco o) -1 o -1
' Moc o) o} 0 o) ]
“Lalcvlo de l:z‘M]
la matriz de Flexibilidades no ensamblada sera’ :
—12 6 00 O© 0
fa ‘] } & 12 00O o 0
[;M:l A R ot o 0126 0 o©
61 | O c0e¢l/2 o0 O
g : [#cal o 000 12 6
o 000 6 12
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£l prodecto [bﬁ:lr[fﬂll [bF:l = 0

/01/50/0 del Lorodveto [bﬂ] [fﬁj I__bR], que ps lo matriz
de Flexibilidades ensamblada

Il Tl Dol e [ 7 ]

los desplazamientos devidos a los cargas ‘en los
. . Fd
borras , referidas al sistema general  seran :

- et b andl ] )

q

-.._00.-

For lo cval Jos desplazamientos fotales debidos a
los cargos seron .

et LAl o2 {1

g /4 ecvacion de compatibilidad de deformaciones ser :
(o }o[ #7 {4} = {o]
27 - 4 f Ril 01
. £ {-:}*[I 4] {Rz}-{ I



-5|-

10. @ /0.9
/ () v/
=
o ¢ 5.4

Diagmma de momenfOs f/ew'onan4es (‘l‘ou-w\]
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EIEMPLY No T = Retslver la wmitwmn Viz d el

q,it,w-Plo Amderiae F'J' 'fr'\[*-‘f"o!{[:ia.M/qu:I:'.‘and-.aJ
O"l"v.m t;-lrrUL','uvt- ‘::r'«-’\lr.‘¢ -
gl,\w EI:':.-LQ_.
/Wé\::\ | /—W—Véif”—/\-\
5 7 = 7 = - >
< D
6w D - G

-

So‘ue.w—-s
1) Grado de Lnlgm-n_x‘]‘;'s'\uc[ld =2 ye seliccionm,

{‘e Srju;o,“k e.a-)»run.-{‘-ur-.z 'oriw\:.vn'q, ‘

= < D

b A

we " : N
ko T

LOL Vl.bl-arl..l cLo_ ‘P‘Jt\’tli v &Lﬂrl‘&‘!_) \M\-ﬂ-"\-H

~

L Maa
-"PHAI:J Dan
‘ Maa DBA
F = X MR c . -D T DBC
Mea / Den
NC'.D Den
{Mbc D e

C O wy r_.i SIS‘J‘LM\_ ‘LL ‘Fu._rti.i g_:-r-J-l..‘rn:.S. Iuo
d—.\.‘i‘)/\.r'lcd_akq (N lo.\ quus/L\;Ln’ q_w- \(ni[\;darzg

kY fox ;_\-:070\ T C.a’c.v{ar lDS‘jH‘DJ twn [0

Q.X"{‘Y'E_wxb_\ J.L Clll:.. Eirn
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If:_u:l 4\11 Lw Tl t,ﬂ-‘#(’?‘j k.wvi—-LrﬁQf
] . 3 y
A £ ~ D
E \/q,(‘..l-‘U( -la_ Cl'r“: s i-l?..f‘“e_/ .
9 )
Fy -~ 4
{r&‘ : - G)AB-:C:)BA:CDCb:@‘LC,:E%
: 27
(2 g ! l \J{J-&JO\ o
(valoe e v &~ G als ) = 5
17
t1 _
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s © O 0~ To | -
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o D 4 {Da = o
I I ety (E L

?"R‘% i 29.%3 [
R 9.90



- 55 -

ETEMPLY No /O — Renleee 1o Vv o
ool e~ p PR 2w oyt Labiev doo

I %
\f\;,xr WA }KDOTQ G‘-—(.e..t 1 0

340“/“‘ MBJ‘O\'\/\M
A B -
- _ _ET
'< rRLnf le = —_2.__0-
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') Lat C;}tvto-\ .SQ_T‘J\:. \A-Lwltlcm- Ll /O.S,db-/{
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-
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Ejemplo No 14

Resolver Flexibil |
por ex1bilidades considerando efectis a '
y calcvlar  los desploramiénios de Jos nudos. ¢ Sl

| 1.0 Ton.
E-I:6600 ton-m?
3m ) Op=+to0 00z rad.
5 ton m
—_—— @D
PrEFTErTAy T A
4.5 D 2.5m
VWi
A
} |
s
S0lycion .

la estryclura es h-peresfaffca en  tercer grado y se
seleccionara /g siguiente estructuvra primariq

8- 10 ton p /

@ w ¢ \

. ™
5 fon ]-" E R?

Ty WYY L 77:1;;: H7.=

po)
el TR Ra
A Msc Mce }?\/
. ] Sistema e
m DA (H( 9“’ redyndandel
_ Dpe
.JGAB
M oc




Los vectores de fuerras internas y desplazamienios seran:

( MAB rDAB:'
Mea D sa
gpol ) Mec ) ‘ Dac
) Mce {D} : Q Deo |
Meco Deo
Noc Dpe
L / N /

lomo el sistema de Fverzas externas no ests aplieado
en los  novdos , hatra gque trasladarlos a los apoyos;

para hacerlo  se aqplicaran las ecvociones de' estatica

/0 5

oo

P2:5 P;:

| |

B

Pi:-3

-
—t
3

Ty

—_—— A
3 .

Yy
2

\
E) vector de carga serd:

’ . -
Ademas &/ sislema externo de cargas por estar aplicade
en Jas barras impone dJeformaciones que se calculan
Zon /a eXPffgl'a'f] de h’abaja Vl'f /ua/e.s .

@F‘-'fm;{;—dx
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Ding Haciendo vso de las {ablas para
— # ' ’ .
5 ton \ my/tiplicar diagramas .
45 Diag I3 75
Disg £T
0 .18
' AD 7T
/10
| ;
MD (,5. ,5\
1c8
) 22 '8
8¢ Digc: Djes - 222 Di =4 22 55 -
£ 1 ¥4
22 s
o)
o)
. /

de ‘transformacion de
detidos g
rée dvndanc: a

FPara poder calcviar las matrices
’(0?/245, se cafcvlaran Jos diagramas

fverzas exlernas ovnitarias gy los de

vni farias .

Fr - ¢ Fr= 4 Fz:1

R YENZETT Ry

PR A ¥ | rES IS D

e



F? 1 = j [/' ;?2 = 1 ’2 2= 1
©- - \ . o
/"\
i
mé . e \y
_A:_ _A__ -
Le TRzt seTpei FI- 0= - R} - i
Ro=1 ]
2/3 { (+) 2/3 (¢) '3
po L
+ (3]
(#
1y raii Frzpt 2 Y YERTOEN
VTR

TN Ll

22T

io

. . /
Zd matriz deé f/ﬂﬂsformac-'on ae carga sera

o L] {7)

= +f :|
Fi =l Fz };3 . 0 . —_—
Mas o o %
MBa o o ° °o .92 o
Mpc ' fo) fo) ] (o] o 0
Mes = o ) bejs| -5 o0 o
Mco .5 0 o -5 (4 0
Moe o 0 o) 0 14) 0
s ] | —
la matric de tras /armac/a'n de re dundante :
R, Rz A3
Mas ! o 0 /! o o—_1
M8 A ’ fs) ! 0o . (o] 1 0o
Msc ) o) / o " [be | o | o
Necé - 2/3 2/3 I | -%3 ez
Meo - 2/3 2/3 ! -3 2/3 |
Nre o 0o ! o 0 '_4




lalculo de l:fM]

’

La matriz  no ensamblada de la estwctyra serd :

—
E_’(M‘_]r n /5 15 0 o o
[{M:l . \fac] ./ |75 5 0o o o
feo]l 247 o 6 12 & o©
- B 0 o 6 12 o
© o o0 o 0
©o o o o s
L

ldlcvlo  del prodveto [bg]rli&jl [ba—J.:{f;:]

73. 33 O o

[}317[{[ (8] = |-wsas 0 o

/135 (o] 0




Lalcvlo del producto [bn-_—lr[h’] [5'3 ] lque

es
la malriz de f/PY/.b//i‘:dad ensamblada

24 78 - 62 18 - i18
[f:l : | - 2. 718 44 78 24 x —

GE 1
- 18 24 4z

A los desplazamientos  prodeeidos por el sistema  de carga
en Jos nvdas,debfra' sumarse

e/ de las cargas aplicadas en

Jas barras g que referido al sistema general , mediante /2

ecvacion ;
0.75 |
{D,} : [bkl {D }= 5550 ) —
27 50 £
Por lo tanto los des plazamientos fotales depidos al
s/stema

de carga externa serd !

o) <[] {r} (4]

6 FT - 135 o o0

] 3¢6. 67 |

= —= ! -5 67 =
£ - &7. 50 £7

3

5 $} —

&
5] z
\

0.75
55.50 ¢ = £
27 350 £1

\
0.75

55.50
22.50

37 42
3 N
- 45.00
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las ecvaciones de  compatibilidad
-5"’0;1:
( )
.LDXP} + {f {R}:{O}
, _
37. 42 24. 18 -6 28
! !
L ¢ - :
T 3 497 + ryYw; 6. Z8 <49 78
- 45 00 - 18 + 24
\ / -
/ \ / \
Ri - 7.680
YRz ¢ = ¢ - 3. 21 ¢
A3 + 3.20
li 7/ L /

de

-’8
+ 24

42

deformacio’n




l:o

5
—_—
TEisi7 4 2.492
\/3.20
1= it i -
e |
T 60 5 Qs
.05
3.2i (4) 8.8

/ =)

(-)
i+
——

PET PRI S )

8.20

()

X II Iy

7 ¢o

Diagrama de momentos finales las Fyvereas infernas
se obtienen calcvlands por - sv superposicion Jos efpctos
debidos a carga exlernas y por redvndanles .

(o=t ] {7}+[en] (4]



EJEMPLO Mg, 12

Analizar el marco siguiente utilizando el método de las
flexibilidades.

1) Sin diagonalizar la matriz de flexibilidades.

2) Diagonalizandola (variante propuesta).

 ——m— ———— Y Y
B < .

.
{va " 2ETI
T 10 tow
A EI ETX
A 7" 1 O v, G 1)

[
el

ALTERNATIVA 1

La estructura es hiperestdtica en segqundo grado y se elegira

la siguiente estructura primaria, isostatica.

{
Q%
T Ma

¥ ,;im“ S

Estructura isostdtica y sistema de Redundantes.




Como el sistema de cargas no se encuentra aplicado en los
nudos, habra que calcular las deformaciones angulares en los

extremos y se trasladarén las cargas a los nudos.

25
QSrA . 1 | ZE1
FAS
El
Oan gl T
por el método de trabajos virtuales:
OFY: 6.25
@ BA { 8.75
D ={ D BC > <41.66F
SH: El i1 66
S CD :
(:)DC 0
0

Los signos positivos indican que el sentido supuesto a los
momentos virtuales aplicados fueron del mismo sentido que los des
plazamientos.

El sistema de fuerza equivalente aplicado en los nudos se

presenta en la figura, provocando efectos de flexidn solo la fuer

za:de 7.5 ton. 4
R -
75 $'S 3
> - —
_____,:F n Idr

- -G

2.5

Sistema de cargas equivalente y diagrama de momentos.



La matriz de transformacion de fuerzas seri:

Calculando ahora la matriz de redundantes

-

Ma=|i

Fl

O BOO O

—

rb
3

66

4
8

F2

OO OOO ol

O wwo oo
o O

oO——00—

—

|La matriz de flexibilidades no ensamblada

de la estructura sera:

-

F3

O — D)

=

i

—

OO OOoOCOoO o




La matriz de flexibi idades ensamblada serd:

BEOE Y EES

Refiriendo los desplazamientos angulares debidas a las cargas

intermedias, al sistema general de cordenadas mediante la ecuacion:

25

: 6.
5 —[b ]T ? _[-1001 10l 1 8.75 . 35.41
I R - 0-1-1-1-1 10 FT ( 41.66 = =
41.66f ET|-92.07

o I o]

Finalmente, calculando el primer término de la ecuacidn de com
patibilidad de deformaciones (3.8) y sumdndole los desplazamientos
debidos a las cargas intermedias se tendra:

-99 35
| O G IR N R I B 2 e s
b f b F + b Dy = ——
[ R ] i M F & R EI +115 E1 -92.09(
E1 segundo miembro de la ecuacidn {(3.8) serd:

: T MA 1 26 - 19 MA
[bR] XFM\{[’R] me { ~ BET | -19 46 MB

Por lo tanto:

- 54.59 26 - 19 MA , MA = 3.166 ton-m
_1_ + 1 = 0 J
El + 22,91 . g*? -19 46 MB MB =14.9 ton-m

m

ig.1%

4.87

Tiss




ALTERNATIVA 2 2ton /o

<« + I 1 3 L U 4
B C e

L 2 E1]
(O 4w
3w, E1l EI 4w

4 A AD L
 — 1O w - |

Seleccionando la misma estructura isostatica que en el caso

1 y debido a la presencia de la carga concentrada, se tendran

2 elementos:

R (Hn. U

M3 <
-

3w

—1{‘- A r

Resolviendo la estructura isostatica y calculando los momentos
en los extremos y al centro de cada elemento,

de cargas.

se obtiene el vector
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Obtencion de la matriz de redundantes[ bR}

MaAa=|
:]E; |
©..8
MB—l i 4
¢ {
o) S .
| 1 ) |
.S
0.5
a.28 Ty
— | o
0.1 ¢
RL = 1 RZ = 1 _

-1 0

-0.625 - 0.375

-0.25 - 0.75

-0.25 0.75

- 0.125 - 0.875
_ 0 -1

O R
0 -1
0.5 -1
T. -1

1 1

0.5 - 0.5
Jt t] 7 0 J

Es evidente que para calcular P°y b » S€ puede prescindir del
trazo de diagramas de momentos.

La matriz de flexibilidades no ensamblada, de acuerdo con la
ecuacidn 3.11, es una matriz diagonal:



_
Mo W
=

Nota.- E1 elemento 3 aparece divi

—
[~]

dido entre 2 porque la iner
[fM]' — - - - - cia de la viga es 21

& (]

La matriz de flexibilidades ensamblada serd:

3 ELO A 00 O O B

Calculando ahora el producto:

[ bp ] ! [ fy 1 { poi _ —iEY - 325.54

137.5
Las ecuaciones de compatibilidad serdn:

- 325.54 26 - 19 MA
1 = 0

6ED 137.50 6EI | - 19 + 26 MB

De donde MA = 14,91 tm y MB = 3.16 tm

Comentarios: i
1) Las operaciones matriciales son mas rapidas en esta segun-

da a]terﬁitiva, debido a 1a diagonalizacion de la matriz de flexi-
bilidades no ensamblada, como sucede en el caso de armaduras

2) E1 resultado es directo sin necesidad de usar matrices de
transformacion de coordenadas locales a generales como en la alter
nativa 1.

”
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INTRODUCCION

En 1880 Heinrlch Manderla realizé los primereos estudios
considerande los desplazamientos de los nudes comoe incégnitas en el
andlisis de wuna armadura, tomando en cuenta las deformaclones
producidas en los elementos de la estructura por la acclién de momentos
flexionantes y fuerzas axiales, para lo cual consideré que la armadura
tenia nudos rigidos. Este procedimiento resulté inadecuadeo por la
comple jidad que resultaba el resolver un sistema de ecuaciones, ya que
estaba en funcidn de los desplazamientos angulares y llneales de cada

nudo.

En 1892, OQOtto Mohr, desarrollé un método aproximado para el
calculo de los esfuerzos producidos por la flexién en una armadura con
nudos rigidos, para lo cual también se necesitd resolver un sistema de

ecuaciones, que estaba en términos de la rotacién de los nudos.

En 1914, Alex Bendixen desarrollé el métode pendlente-deflexidén
para el anallsis de estructuras que requiere la soluclén de un
sistema de ecuaciones en términos de los desplazamientos de los nudos.
En 1915, G.A. Maney dlé a conocer el desarrollo de éste método, el

cual era muy semejante al presentado por Mohr.

En 1930, Hardy Cross, dié a conocer el métcdo de la distribucién
de momentos, que consistia en lograr el equillibrio de los momentos en
los nudos medlante aproximaclones sucesivas. Este método tuvo gran
aceptacién debido a que se evité la necesldad de resolver el sistema
de ecuaciones que se requeria en el método de pendiente-deflexién. En
1935, R.C. Southwell propuso el método de relajacién de aproximaciones

sucesivas.

METODO DE LAS RIGIDECES
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Con el advenimiento de las computadoras se eliminé la solucién
del sistema de ecuaciones simultidneas como un obstaculo para el
analisis estructural, lo que permitié la utilizacién de un método muy
generalizado, basgndose en el método de pendiente-deflexisdn, donde las

incégnitas son los desplazamientos de los nudos, a este método de

analisis se le llamé método de las rigideces.

INDETERMINACION CINEMATICA.

En el método de las rigldeces, al numero total de los
desplazamientos de los nudos no restringldos (y de los apoyos) se le
llama numero de grados de libertad o grado de indeterminacién
cinematica. En una éstructura plana, se pueden tener desplazamientos
lineales {(en dos direcciones ortogonales), y desplazamientos angulares

{giros) en cada nudo.

Para determinar el grado de I1ndeterminaclén cinematica en una
estructura, es importante decidir si se tomari en cuenta o no el
alargamiento o acortamiento de los mlembros estructurales (deformacién
axial de barras). Por ejemplo, en la figura 1, caso (a), sl se toma en
cuenta la deformaclén axial de barras, se tendrian 7 grados de
indétermlnaciém clnematica, sin embargo si no se toma en cuenta la
deformacién axial de las barras solo se tendrian 4 grados de libertad,
como Se llustra en el caso (b) de la misma flgura. En el caso de
armaduras no Se¢ toman encuenta las rotaclones de los nudos, unicamente
los desplazamientos lineales de los nudos, como se observa en el caso

(c) de la flgura 1.

En el método de las rigideces, también llamado de los
desplazamientos, se tendri que definir una estructura restringida o

priﬁarla (también llamada clnemiticamente restringida) en la que se

METODO DE LAS RIGIDECES
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considera a todos los nudos empotrados y a partir de esto, se calculan
los momentos de empotramiento que son los que habra de equilibrar

posteriormente. A este primer paso del método se le conoce como el
estado I.

CoeFICIENTES DE RIGIDEZ

Por rigidez debemos de entender que es la capacidad que tiene un
cuerpc para no deformarse cuando esta sujeto a cargas externas, dicha
deformacién puede ser un giro o un desplazamlento. Al referirnos a

cargas estamos considerando tanto fuerzas comc momentos concentrados.

Las rigideces se expresan como sigue:

r = M r. = v
A ¢ E ]

r, = rigidez angular.

M = momento en el extremo considerado.

¢ = giro en el extremo en donde se aplicé.

re = rigidez de entrepiso.

v = cortante de entrepiso.

S = desplazamlento relativo de entrepiso.

La rigidez angular de barras de seccién constante, considerando
unicamente deformaciones por momento flexionante, se calculard para el
caso de la viga sigulente, donde el extremo A es un apoyo fijo y el

extremo B es un empotramlento:

My &
El = cte NN Ps= 0
d.n: 0 5B= 4]
| — L —
| bl |

METODO DE LAS RIGIDECES 5
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Como se vio anteriormente, la rigldez angular se calcula con la
expresion: r, = MA / ¢A, como nuestra lncéghita es el giro en el
punto A de la viga en estudic, tendremos que valuar el giro debido a

un momento aplicado en A como se indica en la sigulente figura:

®

»‘jﬂ%f

Aplicando el método de las flexibilidades para resolver la viga

hiperestatica, tendremos la siguiente estructura primaria:

ESTRUCTURA PRIMARIA

@

ESTADO O M,
7\ i El = cte.
- L -
| A
MAI‘_\
My
ESTADO [
| e I) 1
- ml
resolviendo la ecuacién de compatibllidad: 610 + Rl fll = 0
‘donde:

METODO DE LAS RIGIDECES
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1
0% gD (DMIW) = —gpr—
1 - L
fio = T W) = e
HAL L
sustituyendo: eET + R1 3ET = 0
M
resolviendo: R = - A
1 2

Por lo tanto, ¢] diagrama de momento flexionante final sera:

M,

a4

L
R —

Para poder determinar el valor de ¢A volveremos a emplear el

método de las flexibilidades, aplicando un momento unitario en el

punto A (en la direccidén donde se qulere encontrar el giro), por lo

que tendremos:

@

®
. L~
i
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Mm
0

donde: ¢ = —T dS
1 HA MAL
sust ituyendo: ¢A = €T (LJ[l)(ZHA - = ) = aET
M
< A
conociendo: r =
A ¢
A
4E1
sustituyendo: rA = T
Er. caso de una viga, donde su extremo B es un apoyo fijo, el

valor d¢ su rigidez angular cambla, calculandose de 1la manera

®

sigulente:

Su giro seréa: ¢ = —ﬁéT_ (L)(MA)(I) = g7

3EI

Su rigldez sera: r, = T

Ecuaciones DEL EauiLiBRIO

_.Lé base del método penc _ente-desviacién estd en las ecuaclones de

METODO DE LAS RIGIDECES
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equilibrio, que nos definen los momentos en los extremos de cada barra
en funcién de los desplazamientos angulares de sus extremos y de los

desplazamientos lineales relativos entre sus extremos.

Si consideramos la siguiente barra, que se aisld de un sistema
estructural estaticamente determinado y gque esta deformado debido a
> ¢ y un desplazamiento lineal

B
relativo entre A y B, A. Los momento en sus extremos los llamaremos

las rotaciones en los extremos ¢A

MAB Y MBA que estan en funcidén de sus deformaclones elasticas y de

las cargas que actdan sobre la barra.

.

Ba

\ L -
= !

Para obtener los momentos MAB vy MBA aplicaremos el método de

superposicidn, sumando algebraicamente los efectos debido a:

1. El momento debldo al glre ¢A del! extremo A, mantenlendo

empotrado el extremo B.

2. El momento debido al giro ¢B del extremo B, mantenlendo

empotrado el extremo A.

3. El1 nmomento debido a 1la traslacién relativo A entre los

extremos A y B.

4. El momento debido a las cargas que actian sobre la barra, sin

alterar las deformaciones existentes en los extremos A y B.

METODO DE LAS RIGIDECES
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Grades de indeterminacién cinemaéatica

GIC =7

Se considera la
deformacidn axial
de barras.

GIC = 4

Se desprecia la
deformacioh axial
de barras.

as_@\l

Dy
LIS,

® @,
8
CL\%
A
(A)
®
/ﬂ/ 5,
2
®3
74
(B)

FIG

URA 1
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Para determinar estos efectos se realizara lo siguiente:

1. Considerando la barra A-B, con las condicicnes de soporte que
se indican en la figura 2(A), donde el extremoc A gira un angulo ¢r
mientras que el extremo B esta fijo, ¢ = 0, y no hay desplazamiento

8
relativo entre los extremos A y B, A = 0.

Utilizando el método de la viga conjugada, flgura 2(B), con el
diagrama de momentos dlividide entre EI como carga elastica, donde ¢A
es la reaccién en sentido positivo, de tal manera que sea la pendlente

positiva gue se busca de la viga real, per lo que tenemos la solucién:

Farls) - (B -

haciendo: T M, =0
1 1 1
donde: HBA = = MAB ... (a)
1 1
MAHL 2L MBAL L
haciendo: ) MB =0 (¢AL] i o 3 + SEY | = 0

sustituyendo (a) en la expreslén anterior:

Ml 4E1

AB L ¢A
por lo tanto:
. 1 2EI
' MBA b L ¢A

2. St consideramos la estructura de la flgura 2(C), en donde
ahora el extremo B se ha rotado un angulo ¢h y el extremo A esta
empotrado, procedlendo de manera simllar al caso anterior llegamos a

las sigulentes expreslones:

M.

AB

1
2 BA

METODO DE LAS RIGIDECES
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AB L ¢
2 4E1
BA L %

3. Considerande la figura 2{(D), donde ahora se tiene un
desplazamiento relativo A entre los extremos de la barra (sin
rotaciones por estar empotrados). Observando a la estructura y debido
a slmetria de la deformacidén con respecto al punto central de la
barra, los dos momentos que actdan en los extremos deben ser iguales,

es decir:

Deben ser de signo negativo, pues tienen sentido antihorario. Por
el método de la viga conjugada, y considerando su respective diagrama
de momentos como cargas elasticas sobre la viga conjugada, figura 2(E)
se observa que debe actuar un momento igual a A4 en el extremo B,

debido al desplazamiento obligado A en la viga real.

3 3
. _ _ ML flae | _ | ML |fL _
haciendo: LMy =0 [-21-:—1] [—5-] [TET'] [—:r] -4 =0
donde: M3 = 6EL A
LZ
por lo tanto: M3 = H3 = - 6E1 A
. AB BA 12

4. S1 conslderamos a la barra A-B que no sufre deformaclones
debido a las cargas que tenga sobre su claro, entonces podremos
calcular los momentos de empotramiento perfecto (ANEXC A), y que se

4
deflnen respectivamente en sus extremos por: M:B y HBA.

Sumando los cuatro efectos tendremos:

METODO DE LAS RIGIDECES
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1 2 3 4

= + + +
HAB MAB MAB MAB - MAB
1 2 3 4

[y = + M +
BA MBA BaA * HBA MBA

sustituyendo:

AB L % L % - L2 At Mg
_ 2EI 4E1 (A 4
Moa = T % L % - Lz_" Vor M,

[Las ecuaclones anteriores fueron para una barra sujeta a giros en
sus extremos A y B, con desplazamlentos en uno de sus extremos, que
son el casc general de las ecuaciones pendlente-deflexién. Para
nuestro caso del método de las rigldeces, y de forma matricial, las

ecuaclones de equilibrlo son:

(F) +« (K}Y({(D) = (0)

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ELEMENTO: MFrANICOS EN YIGAS

Y MARCOS HIPERESTATICOS

El procedimlento general para la solucldén de vigas y marcos

hipprestiaticos se describird a continuacldn:

1.- Se determina el nimero de grados de libertad de la

estructura.

2.- Se empotran todas las barras en sus extremos, menos en los
apoyos de empotramiento, Estado I, logrando con ello una estructura

clnemdticamente determinada.

METODO DE LAS RIGIDECES
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3.- Se calculan las momentos de empotramiente en los extremos de

las barras debidos a las cargas sobre ellas.

4.- Se liberan los nudos, Estados II, III, IV, etc. liberando los
desplazamientos unitarios unoc a uno que fueron impedides en el paso 2,
calculande las fuerzas necesarlas para lograr estos desplazamientos

(coeficientes de rigidez).

5.- Se platean las ecuaclones del equilibrio, que seria un sistema
de n incégnitas, siendo n el nimero de grados de libertad clnemattica

de la estructura.

6.- Se resuelve el sistema de ecuaciones, obteniendo 1los
desplazamientos de la estructura, tanto glros como desplazamientos

lineales.

7.~ Con los glros y desplazamientos lineales se obtlenen 1los
momentos en los extremos de las barras correspondlentes, aplicando las

ecuaciones del equilibric para cada caso, superponiendo cada Estado.

8.- Se obtlenen los diagramas de momentos de la estructura real,
sumando los momentos obtenldos en paso 7 con los debidos a las cargas

que actlan sobre las barras (superposiclén).
9.- Por 1dltimo, se obtlene el diagrama de fuerzas cortantes

aplicando la estatica y el de fuerzas normales (si es el caso) por

equllibrio interno de la estructura, asi como sus reacclones.

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE RIGIDECES

- La matriz de rigideces debe ser cuadrada, de orden n por n,

donde n seria igual al grado de ilndeterminacién cinematica.

HETOD('I- DE LAS RIGIDECES
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- Tiene propiedades de simetria: kIl = th

- Los coeficientes de la diagonal principal deben ser positivos.

~ Debe ser una matriz positivamente definida, es decir, su

determinante debe ser mayor que cero.

~ La matriz de rigideces es la inversa de la de flexlibilidades,
sin embargo se debe tener en cuenta que por flexibilidades se basa en
una estructura isostitlca, y el sistema de coordenadas representan la
localizacién y direccién de las restriccicnes, y en camblo en
rigideces, se restringen desplazamlentos en nudos, siendoc su sistema
de coordenada la localizaclén y direccién de los desplazamientes
incégnitas, por lo tanto tanto la Inversa de la matriz de
flexibilidades utilizada en el método de las fuerzas es una matriz, en
la cual los elementos son coeficientes de rigidez, pero no los que se

utilizan en el analisis del método de rlgldez y viceversa.

NOTA: Estos apuntes fueron elaborados por el Ing. Miguel Angel Rodri--
guez Vega. Profesor Facultad de Ingenieria. UNAM.

METODO DE LAS RIGIDECES -
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RESUMEN

Interaccién estatica suelo-estructura que se han desarrollado en

Republica Mexicana hasta la fecha.

forman la estructura y el terreno de cimentacién. Se presentan

Se presenta una breve descripcion

Se coaenta
tomar en cuenta la varlaciédn de las propiedades de los

pétodoa de

la

de los

sobre la necesidad de
materiales que

algunas

aplicaciones de la interaccién estatica suelo-estructura,

1. INTRODUCCION ,
La cimentacion de estructuras sobre suelos
de mediana a alta corrresibllidad plantea el
problema de deterainar loge hundimientos to-
tales y diferenciales, asi como los elemen-

tos mecaAnicos (momento flexionante, fuerza
cortante y fuerza normal), tanto en la sub-
estructura como en la superestructura, oca-

slonades por los hundimientos del terreno de
cimentacién. Estos valores dependen por un
lado de la compresibilidad del
por otro de la rigidez de la estructura.

subsuelo ¥y
To-

mando en cuenta que con frecuencia los

en
analisls;estructurnlea g8 considera a la es-
tructura empotrada o articulada en su cimsen-
tacioén, o 81l se trata de una losa de apoyo
se supone una presioén de contacto unlformee,
0 que el célculo de hundimientos del terreno
de cimentacién se realiza considerando la
eatructura de cimentacion totalmente flexi-
ble, lo cual suele distar bastante de
realidad, se ve clara la necesidad de desa-

rrollar asétodos

la

que tomen en cuenta loa

19

efectos de los hundiaientos y que, al miswo
tiempo, permitan calcular los valores de es-
tos dltimos. A estas técnicas es lo que se
denomina interaccidédn estatica suelo-estruc-

tura.

Por lo tanto, el propésito de la interaccién
cabo
un anAlisis estructural tomando en cuenta el

estatica suelo-estructura es llevar a

efecto de la rigidez del terrenc de cimenta-
cion,
porciona los diagramas de hundimientos dife-

La interaccion suelo-estructura pro-

renciales y de reaccién del terreno de ci-
mentacion (véanse las figs 11 y 12), lo que
a su vez permite determinar los diagramas de

momento flexionante y fuerza cortante en la
eastructura de cimentacion, considerando la
influencia de la rigidez del suelo de

cimentacién, lo qQue conduce a un disefio
racional de dicha subestructura.
procedimientos de
también el efecto de la superestructura, con
lo0 que se conoce ademads el
rigidez del terrenco en

canicos de toda la estructura.

Algunons
interacciéon conslderan
efecto de la
los elementos pe-



En eate trabajo se presenta una breve des-
cripcién de los métodos de Interaccion es-
tatica que se han desarrollado hasta la fe-
cha en la Republlca Mexicana, asi como algu-
nas de sum aplicaciones. El lector que tenga
interes en estudlar al detalle uno de los
procedimientos de Interaccién puede conaul-
tar las referencias que se incluyen al final
del texto.

Las caracteristicas de alta compresibilidad
de lom aedimentos del subsuelo de la cludad
de México ha dado lugar a que se desarrollen
un buen numero de métodos de interaccién
Buelo-estructura, teniendo la mayoria de
ellos una r =na dosis de meérito. Se puec:
afirsar que nuestro pais es Inclusive uno c
los pionerecs en este campo de estudio.

En el inciso 2 se trata el problema de la
interaccién suelo-eatructura en cimentaclo-
nes someras, aientras que el inciso 3 con-
tiene algunas técnicas para ciaentaciones
profundas. En el inciso 4 se comenta sobre
la importanclia de considerar en la forma mas
realista posible las propiedades wmecanicas
de los materiales de estructura y terreno de
cimentacién. El inciso 5 trata de cilertas
aplicaciones de la interaccién estatica sue-
lo-eatructura. Finalsente, en el inciso 6 se
Presantan las conclusiones de este trabajo.

Cabe aclarar que no en todas las cimantacio-
hes surge el problema de considerar la rigi-
dez del suelo. Por ejemplo, para niveles de
carga medlianos } sualos =muy rigidos, los
hundimientos del suelo son muy pequefios ¥y no
8e requiere tomarlos em cusnta en el ansll-
8(s estructural. En el disefic eatructural de
Zapatas de disensiones usuvales, la diferen-
clia entre una reaccidén uniforse y la reac-
cion real es pequefla ¥y queda cublerta por
los factores de seguridad empleados para el
disefio estructural. En consecuencia, la -in-
terac:i16n se aplica sobre todo a estructuras
cimentadas sobre suelos de mediana a aita
compresibilidad, en las que los asentasien-
tos diferenciales tienen importancia en el
coaportamiento de dichas estructuras.

2. INTERACCION SUBLO-ESTRUCTURA EN CIMENTA-
CIONES SOMERAS

2.1 Métodos de interacclién suelo-estructura

Existen varios métodos para llevar a cabo la
interacciéon estatica suelo-estructura. A
continuacién describisos breveasente algunos

de ellos.

Bn 1956, Samuel Chamecki, profesor de Iinge-
nieria estructural de la Universidad de Pa-
ranA, en Brasil, presenta uno de los prise-
ros procedimientos para tosar e€n cuenta en
forma racional la interaccion suelo-estruc-
tura, aplicable a vigas y : marcos estructu-
rales (Chamecki, 1956). T. .ta el caso de una
viga con tres apoyos, ucsplantada en un
suelo con un estrato de arcilla compresible;
resuelve el problema utllizando unos coefi-
clentes de transferencia de carga (que equi-
valen a la matriz de rigideces de la eatruc-
tura) en la viga, y considerando una arcilla
noraalmsente consolidada, en la que se conoce
sy indice de compresibilidad. Estableciendo
la compatibilidad de deformaclones entre vi-
ga y suelo, resuelve el problema en foraa
explicita. A continuacién trata el caso de
marcos estructurales, y debido a que las re-
laciones esfuerzo-deformacién unitaria en
los suelos son no lineales, propone un pro-
cedimiento {terativo para 1la solucién del
problema, usando los coeficientes de trans-
ferencia de carga en la eatructura y calcu-
lando los hundimientos del suelo por proce-
dimientos usuales. Los valores de los asen-
tamientos en 1las aproximaciones sucesivas

oscilan alrededor de un valor medio y tien-
den a &l. Para evitar un gran naserc de ite-
raciones, se aplica una correccion después
de la primara iteracién, calculando las car-
gas en las columnas con un promsedio de los
asentamientos obtenidos. En la mayoria de
loa casoa précticos no hay necesidad de co-
rrecciones adicionales para alcanzar -la con-
vargencia dal procadisiento (Chamecki,
1956).



Otro procedimiento es el de Flores Victoria
(1968). en el que para resolver el
de la interaccion

establece la sigulente ecuacidn matricial

probiema

syelo-estructura se

Ké=P+E P -EQ

1 (]

{1t}

donde K = matriz de rigidez del conjunte
auperestructura cimentacion
de

cimentacion,

vector de asentamientos los
de
cuales deben ser lguales a
de
inferiores de la superestructura

de peso
propio de trabes a cargas en nudos

nudos la

los
los
bages de

las las columnas

gc = matriz de trasmieion

E; = cargas debidas al pemo propio da
trabes
E = matriz de trasmision de cargas
del suelo a los nudos de la ci-
mentacion
Q = cargas que ia cisentacion aplica
al asuelo

Los movimientoa del suelo estaAn dados por

'Eo Qi s -6. (2)
donde g_ = cargas aplicadas al suelo
E' w matriz de flexibilidades del
suelo, que es funcién no lineal
de Q.
g8 = vector de movimientos verticales
de la superficie del suelo
Suponiendo que la cimentaci{én no se dJdespega
del suelo, las cargas @ sobre la cimentacidn
deben ser 'iguales a las cargas Q. Lom
hundimientos & de la cimentacion deben ser

izguales a los del suelo, por lo que la ec
2 puede escribirse

r Q=¢
En la superestructura y cimentacién, de la

ec 1 debe tenarse

11

Es=FE -E9Q (3

donde =P +EKE P

P
- c c

son las cargas del edificlo sobre los
de la cimentacién,

hudos
Junto con su peso proplo.
Las ecs 2 y 3 dan un planteaaliento que en
forma directa peraite obtener como 8olucién
los amentamientos & del suelo y cimsentacién
Juntos, asi comc las fuerzas de contacto @ .
Para ello

se requieren c¢omc datos

matrices K y E, y el vector g? .

lan
junto con

las propledades del Buelo, localizacién vy
tamafio de las Areas rectangulares asocladas
a cada @ . Para conocer momentos, cortantes,
etc, faltara
cajcular el efecto que producen § vy @ en el

edificio y sumarlo con el

fuerzas noraales en columnas,

efecto de las

cargas verticaleas P y _Pc

La solucién del problema se lleva a cabo
sustituyendo la ec 2 en la ec 3

EE Q=P -EQ

de donde (E+KF )Q=F
Finalmente @=(E+KE )7 ? B, =
Conocida @ , con la ec 2 se obtiene § . No
se posible despejar § de 18 ec 3 porque no

existe la inversa de K .

Flores Victoria sefiala que la matriz F es
funcién no lineal de @ . lo que no peraite
resolver el problema directapente, sino que
se requiere acudir a métodos lteratlvos.

las ecuaciones Bmatriciales
anteriores, el método Iiterativo tiene la
interpretacion fisica de
distribucion de presiones al wsuelo @", vy
calcular asentamientos del suelo; con om0l
asentasientos detersinar el estado de cargas
que debe tenar la estructura como reaccion
del suelo. Esa reaccién se vuelve a8 aplicar
al sualo, y asi sucesivamente, hasta lograr

Operando con

aplicar una



la

convergencia; esta [nterpretacion es
debida a Chamecki (1956).
De acuerdo con Flores Victoria (1968), este
procedimlento es divergente para suelos
coapreslbles, como el de la ciudad de
Mexfico,., o para cimentaciones excesivamente
rigidas. Esto lleva a usar un criteric de
interpolacién para lograr y acelerar la
convergencia, el cual se basa en el concepto

fisico de permitir que @™ ae modifique en

un porcentaje razonable en cada cliclo, ¥y

ned)

difiera poco de @

El método de Flores Victorla se aplica con
propor-

correspon-

un programa de computadora, el cual

ciona los elementos mecanicos

dientes.

En un trabajo posterior (Flores Victeoria vy

Esteva, 1970) presentan ademas un procedi-

miento simplificado en el que se consldera

lo sigulente:

- El1 suelo es un medio elastico lineal
semiinfinito
~ Cimentacién rectangular con una red

ortogonal de trabes
- No se toma en cuenta la rigidez de la
superestructura

Para las condiciones mencionadas, y eaplean-

do valores normallizados, los autores pro-

porcionan les valores de los asentaajentos
'de la estructura ¥ de las reacclones del
terreno sobre la misma. Estos resultados los
presentan en ‘forma tabular.

Los resultados del trabajo de Flores Vvicto-
ria y Esteva (1970) son los que . se emplean
en lis Normas Técnicas Complemsentarias para
Dis fo y Construccion de Cimentaciones del
Reglamento de Construcciones para el Distri-
to Federal de 1976 y en el Manual de Disefio
de Obras Clviles de la Comisién Federal de
Electricidad de 1980. Sin embargo, las
primeras no se lncluye el cAlculo de la mag-

nitud de las reacciones del suelo de climen-
taclion.
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Parn tomar en cuenta el comportamiento no

lineal del suelo, Damy et alt (1977) presen-

tan un método incremental. que consiste en

suponer que el vector de cargas se aplica

gradualmente al conjunto en [ncremsentos,

siendo los incrementos suficlentemente pe-

quefios para que el sistema respenda lineal-

mente, con rigideces iguales a los valores

tangentes que corresponden al estado de es-

fuerzos exiscente al iniciar la aplicacion
de los incrementos. Al aplicar el tltlmo in-
cremento deben satisfacerse lag ecuaciones
de equliibrio ¥y de compatibilidad de defor-

maciones entre estructura y suelo.

(1977}
dos procedimientos de interacclén. El prime-

Por su parte, Esteva et al proponen
ro es a base de aproximaciones sucesivas, ¥y
consiste en suponer lnicialmente que la dis-
tribucién de presiones en el terrenc es
igual a la de las carga aplicadas sobre e}
sistema estructural; con las reacciones y la
correspondiente matriz secante de flexibill-
dades del suelo se obtiene una estimaclon de
103 desplazamientos del suelo, y una estima-
cion de las deformaciones de la estructura,
empleandc satrices secantes de rigideces de
la estructura y de flexibilidades del suelo.
tal

que los valores de los desc'azamientos del

El proceso se repite un numero de veces

suelo sean suficlentemente pareclidos en doa
estimaciones sucesivas. El segundo sétodo es
un procedimiento incresental aproximado, que
conasiste en aplicar gradualmente 1la carga
en cada incremento se
del procedi-
miento de aproximaciones comentado antes; el
resultado de dicho ciclo i{terativo se toaa

total en ilncrementos;
efectda un ciclo semejante al

como punto de partida para la aplicacion de
otro incremento de carga. Los autores propo-—
nen dos criterios alternativos: en el prime-
ro se logra el equilibrio al final de cada
ciclo, pero no se la compatibilidad

entre las deformaciones de la esatructura y

logra

las deal suelo; en el segundo se alcanza di-
cha compatibllidad, pero a coata de . dese-

quilibrio. Por lo anterior, en ambos casos



debe hacerse una correcclén en el

1977).

sfguiente

ciclo (Esteva st al,

El Dr Leonardo Zeevaert (1973, 1980, 1983)

ha trabajado profusamente en desarrollo

el
de métodos de Interaccién suelo-estructura.

El método que utiliza consiste en formar la

ecuacidn wmatricial de asentamientos o
hundimientos (EMA), que relaciona los
asentamientos del suelo en funciétn de las

cargas aplicadas en la superficie:

¢ =Dbg

donde

[
1]

vector de asentamientos en el

contacto cimentacién suelo

D = matriz de asentamlentos oca-
sionados por presiones unitarias
q .= vector de cargas aplicadas en

el contacto cimentacion suelo

Para la formacién de la matriz D se esplea
el concepto de valor de influencia, que es=s
el esfuerzo ocasionado por una presion
unitaria en la superficie, lo que facilita
de manera importante la determinacién de los

elementos de la matriz D

A continuacién forma la ecuacion
de (EMI),
relaciona las deformacicones de la estructura

matricial interaccion que

con las cargas que le transmjte el suelo:

S¥-2
donde S = matriz de flexibilidades de]
‘ suelo
¥ = vector de cargas del suelo
ascbre la estructura
A = vector de deformaciones de la
estructura
La interaccion de 1a estructura de
cimentacion con el suelo depende del valor

de moddulo de cimentaclon por area tribu-

taria K, definido como el cociente de

carga sobre el suelo (en unlidades de fuerza)

la
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entre la deforaacidn que produce.

notarse en la ecuaclén EMI que

Debe

valores
del vector de deformaciones de la estructura

4 son del médulo K
tributaria (Zeevaert 1980). Si
de K independientes entre

los

funcion por area

los valores

fuesen si{, la

ecuacidn matriclal EMI los resuilta-

dos definitivos de las

daria
reaccliones
la hipotesis no
del suelo debe
continuo,

Incogni-

tas. Sin embargo, anterjor

es exacta porque la masa
medio

los valores de KL para los diferentes puntos

considerarse coOmo un donde
considerados no Bon independientes entre gi
y dependen de la distribucién de esfuerzos
de contacto con la
clon.
tructura de cimentaciéon y la masa del

estructura de clmenta-

La interaccién correcta entre la es-

suelo
se obtiene utilizando las reacclones T ob-
tenldas por EMI, en la ecuacién matricjal de
hundimientos EMA, obteniéndose los desplaza-
mientoa verticales 6‘ que proporcionan
valores del addulo de cimentacién iguales a
usados en la ecuacién wmatricial de
interaccidn EMI, K; = ll / 6L . 5i los valo-

res encontrados en esta forma no concuerdan

los

con los utilizados iniclialmente, no se ten-
dra la interacclén correcta, ya que los mé-~
dulos de cimentacion no fueron correctamente
elegidos, por lo cual sera necesario utili-
zar la ecuaclén matricial EMA para conclliar
este problema. Asi pues, se deduce que
ecuaciones matriclales EMA y EMI

ligadas por los valores de Kt'

las
quedan
los cuales
son (nicos para la sclucion de cada probleaa
en particular y dependen de la distribucioéon
de las reacciones del suelo sobre la estruc-
tura de cimentacidn, rigidez de ésta y de la
posicion de las cargas que actian sobre ella
(Zeevaert, 1980).

Es posible hallar una matriz dnica de inte-
raccién para resolver el problema sin reali-
zar iteracicnes y obtener resultados BRaS
precisos (Leevaert, 1983). La nueva ecuacioén
matricial se denomina ecuacién satricial de
interaccion suelo-estructura (EMISE),
diante el empleo de la cual no se necealtan

»a—-



iteracliones para resolver el problema de

interaccion.

El procedimiento de leevaert (1980) se puede
aplicar a cimentaclones compensadaa, tomando
en cuenta el efecto de las condiciones hi-

draulica en la interacclén suelo-estructura.

Otro procedimiento de
Buelo-estructura es el
(1979, 1983, 1985), el
reacciones del terreno

interaccién estédtica
que propone Deséneghl
cual considera a las
como un sisatesa’ de
cargas scbre la estructura, manejandeolas du-
incogni-
tas. El andlisis estructural se lleva a cabo
eapleando el método de rigideces, per6 el
problema no se puede resolver en esta etapa
porque sobran incdgnitas, ya que se estan
agregando al vector de cargas las reacciones

rante el proceso de anAlisis como

de]l suelo, que no se conocen. Las ecuaclones
faltantes las de
en

proporciona el anAlisis
hundimientoa del terreno de cimentacién,
el que se obtienen las deforsaciones del
suelo en funciodn de las cargas sobdbre el mis-

B0 (estas cargas son {guales y de sentido

contrario a las reacciones del suelo sobre
la estructura, por la tercera ley de
Newton); en esta etapa se hace uso del con-

cepto de valores de influencia de Zeevaert
(1980}, lo que fz .ita la determinacion de
los hundiaientoa . suelo en funcién de las
cargas sobre el = a0 (recuérdese gque
cargas sobre el suelo no se conocen).

las
Las
deformaciones del suelo se sustituyen en las
ecuaciones gbtenidas infcialsente con el mé-
todo de rigideces,
el problema en forma directa, sin necesidad

de (teraciones. Con esate procedimjento se
obtienen los diagrasas de deformaciones y de
reacciones del suelo, en al contacto entre
énsta y la estructura de climentacioéon. Este
procedimiento tiene la ventaja de que se
puede tomar en cuenta el ndmero de plsos que
sae deseoe de la superestructura, asi como de
que se pusde progamar en una coaputadora con
relativa faéllldnd.

10 que peraite resolver

24

El metodo de SAnchez Martinez y Enriquez
(1982) se esmplea en cimentaciones scmeras vy
del
sistema
egtructural aunico que se resuelve utilizando
de rigideces, Cabe
aclarar que es un método no i{terativo.

consiste en reallzar un anAlisis

conjunte suyelo-estructura come un

el método general lasn

El procedimiento consiste en considerar al

suelo sustituido por una serie de resortes,
en los que el modulo de reaccién o la
constante de cada resorte depende de toda la
masa del suelo, es decir, no se consideran
los resortes independientes entre si,

se veré

COmO
mAs adelante.

S5e establece primero la matriz de rigideces
a partir de la de
Laa reaccjones del suelo se toman
traves de
conectan con la cimentacién de

de la estructura sus
mlembros.
en

cuenta a resortes que se

la eatruc-

tura.

A continuaciétn se obtiene la wmatriz de
rigideces del suelo. Esta se deteraina dando
desplazamientos verticales con valor unita-

rioa cada uno de los resortes que 1lo

idealizan y calculando las fuerzas que
aparecen por este efecto an todos ellos. Al
dar un desplazamiento unitario en un resorte
aparecen fuerzas no s0lo en el propio
resorte, sino también en todos los demas, va
que ellos deben conasiderarse ligados de
alguna forma por pertenecer a un sedio
continuo. Lo sucede
sucesivamente desplazamientos unitarios en
los demaAs resortes. El caAlculo de la matriz

aismo al aplicar

de rigideces del syelo es en general
laborioso y algo complicado:; sin embargo, se
puede determinar dicha matriz en
indirecta, tendiende en cuenta que la matriz

forma

de rigideces es la inversa de la de

flexibilidades.

Las ezpresionos gencrales que se usan son
s=8'a (%)



donde

10
n

vector de desplazamienton
desconocidos

= vector de acclones
1

JU’II i»

= inversa de la matriz de

rigideces de]l sistema

AdemAs

= 5 + S
e A -=

-l[n

siendo §t ="matriz de rigideces de

la estructura

§s = matriz de rigideces del Buelo

La matriz de rigideces se obtiene en funcién
de las de sus | mlembros, como es usual en
el andlisis estructural usando computadoras.

La matriz de flexibilidades del suelec puede
calcularse fAacilmente
hundimientos del

aplicacién de fuerzas unitarias.

determinando los
terreno debidos a la
Sanchez
Martinez y Enriquez eamplean el procedimiento
de Zeevaert (1980) para
proposito. Llamando g. a la matriz de
flexibilidades, la matriz de rigideces del
suelo vale

alcanzar eate

-1
5, - E

La matriz global del
syelo vale

sistema estructura-

= +

S, =5+ 45
Aplicando la ec 4 Be determinan los
desplazamientos de la estructura Yy del

syelo.

Los elementos secAnicos en los asjeabros se
hallan a partir de sus matrices de rigidez,
mientras que las fuerzas en el suelo se
obtienen empleando la aatriz de rigideces
del suelo.

Para utilizar el procedimiento anterior los
autores han desarrollado un programa de
computadora.

El método de Sanchez Martinez y Enriquez ea
general, como método de las
rigidecea del anslisis estructural en que pe
basa. S5Se puede conalderar no s0lo la

lo es el

estructura de clisentacion, sino tambien la
superestructura total del edificic, sin nmas
limitaciones que la capacidad de la

computadora que se esplee.

Tamblén el procedimiento se puede aplicar a
la solucién de estructuras de reticulas de
cimentacién, constituidas por trabes hori-
zontales en dos sentidos perpendiculares: el
&rea de cimentacion se divide en una serie
de Areas tributarias que corresponden a las
de las columnas y se considera en el centro
de cada una de ellas los resortes que
idealizan al terreno, ¥y c¢on cuyo CORpOr-
tamiento se establece la matriz de
flexibilidades del suelo,.

Los autores comentan que el problema podria
atacarse utilizando alguno de los programas
conoclidoa de anaAlisis estructural, tomando
de] programa la matriz de rigideces de la
egtructura en estudio, modificAndola para
incluir los teérminos que representan’ el
comportamiento del suelo e insertando ‘nue-

vamente en el programa la matriz corregida.

Una propuesta de colaboracién geotecnista-
estrycturista en el cAlculo de Interaccién
suelo-estructura es la que presentan
Ellstein y Granados (1988), que deja a cada
especiallista la labor que le correponde. El
ingeniero de geotecnia obtiene la satriz de
deformaciones del suelo en funcién de las
caracteristicas geosatricas del proyecto y
de un vector cualquliera de cargas bajadas
por las columnas; la matriz de influencilas
en el suelo es invariable, asi como al con-
Junto de curvas de coapresibilidad; al var-
riar el vector de cargas cambfan los asenta-
mjentos, pero el nuevo célculo se lleva a
cabo con las mismas matrices de caracteris-
ticas del subsueslo. La estructura se repre-
senta sediante una parriila de contratrabes,



con las cargas y reacciones perpendiculares
a su plano; sy rigidez es la propla de
contratrabes de subestructura, mas
clierto Incremento calculado o estimado de la

las

la un

contribucién de la estructura a tal rigidez.
Se conocen las cargas en las columnas y con

ellas se calculan los asentamientos s del

suelo, suponiendo una rigidez nula de 1la

estructura, de tal manera que pueden cal-

cularse las constantes I(L de unoa resortes
virtuales localizados bajo los nudos de

parrilla;

la

estos resortes son de Winkler en

apariencla, pero en realldad estan rela-

clonados entre si al tomar -en cuenta la

influencia de los asentamlentos del suelo en

los valores de K‘. Con la ayuda de un >ro-
grama de computadora se aplican las ‘5as
sobre la estructura, colocandose los Cor-
tes virtuales bajo los nudes para ., .. eer
las reacciones. El analisis arroja :omo
resultados las fuerzas en los resortes con-

tra los nudos, R.' y sus deformaciones s ;

se especifica la diferencia mAxima

por
ejemplo S X ; si{ no se cumple esta dife-
rencia,

misible entre 8 {suelo) y s (resorte),
hay que calcular asenta-
de
presiones determinado con los valores de las

nuevos

mientos 8 , utilizando un nuevo vector

reacciones R; ¥y con elloe entablecer los

nuevos valores de las constantes K‘ . ite-
rando para obtener las nuevas deformaclones
de los resortes s .Y agi hallar las dife-
rencias s - s El proceso debe ser rapi-
damente convergente para la mayoria de los
casos, obteniéndose finalmente la configura-
cioéon real de‘asenta-lentos por efecto de

rigidez de

ia

ia estructura. El geotecnista

proporciona al estructurista los archivos de
datos con las matrices de propiedades del
suelo y coeficlentes de influencia, para que
éate puede llevar a cabo
necesari{as entre

(Ellstein y Granados,

las 1lteraciones

estructura y suelo

1988).

Un enfoque novedoso que trata la Interaccién
suelo-estruct:ra an sus etapas de anAllisis y

disefio (Morern., 199Q0) comprende una serie
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de opclones como considerar las caracte-
risticas del suelo a partir del =modulo de
cimentacion, caracteristicas de la estruc-

tura, determinacién de los elementos mecanli-

cos (deflexfones, momento flexionante, gi-

rog, fuerza cortante), presentandc éstos en

forma de graficas en pantalla o en Impresora
a escala.

La ventaja de este enfoque es que

siaplifica la presentacion de resultados, vy

que comprende en forma integral las etapas
de anaAlisis y disefio de la estructura de
cimentacién, ahorrando considerable tlempo
al ingeniero que realiza el calculo
correspondiente (Moreno, 1990}.

La interaccién suelo-eatructura se puede

atacar utilizando el método del elemento fl-
nito (Zienkiewlcz, 1977) en el terrenc de
cimentacidon. Ei inconveniente de esta técnl-
ca es que el numero de datos y de operacio-
nes es muy alto, y usualmente se requiere el
uso de computadoras de gran capacidad.

2.2 Interacciédn 3suelo-estructura conside-
rando el asentamiento y el giro de
zapatas a{sladas

El wmétodo de rigideces del analisis

estructural establece que se debe satisfacer
el equilibrio de momentos flexionantes en
los nudos y el equilibrio de fuerzas cor-
tantes en los ejes de las barras de la
estructura. Esta condicidén se puede poner en
forma matricial de la sigulente forma
KSsd+P +B =0 (5)
El smignificado de las cantldades de la ec 5

sae presenta en los sigulentes parrafos.

de rigideces de la
eatructura, dada por la suma de las matrices
de rigidez de cada una de las barras,
dec::

K es la wmatriz

en
(e)

{=ZK

donc= E‘ es la matriz de rigidez de cada



pbarra. A manera de ejeaplc, en una barra con
apoyos contlinuos (fig 1}, la matriz de rigi-

dez vale

S en el vector de desplazamientos de

estructura,

la
y estAd forsado por los desplaza-
mientos angulares (giroa) de los nudes de la

9, % S, °, eatructura y los desplazamientos lineales de
= los ejes de la estructura.
4EI/L  2EI/L - 6BI/L* 6EI/L? e
. g. es el vector de cargas de empotrasiento,
F 4
2EI/L  4EI/L - 6El/L 6E1/L" | &, formado por los momentos ¥ cortantes de
5" , . . . empotramiento que transmiten las barras
- 6El/L" - 6EI/L" 12El/L° - 12EL/L"| & sobre los nudog de la estructura.
6EI/L’ 6EI/L? 1281/  1281/L' | &
- = / / _J . _P.c eg el vector de cargas externas con-
(7) centradas, formadc por 103 momentos concen-
trados sobre los nudos de la estructura y
o l% w e E‘:
5rl 65
5 1
FIG 1 GRADOS DE LIBERTAD DE UNA BARRA
6 m
q ]
™ bt |
1.54 t/m
¥
4.6 n
l 1.2 ¢ l 1.2 ¢
i i . -
- K
K. T K 5 T K1
w1 ~
FIG 2 CARACTERISTICAS DE LA ESTRUCTURA
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las fuerzas concentradas que actdan sSobre

los ejes de la estructura.
Cuando una estr.ctura a base de zapatas
alsladas sufre desplazamientos debldos a
de
se generan en la cisentacién acciones que se

de
del
Se define la rigidez
angular como el cociente del momentce M que

la
deformabilidad del terreno cimentacién,

pueden detersinar usando log conceptos
rigidez angular Kr y rigidez lineal K,

terreno de cimentaclén.

actiua sobre una zapata y el giro en radianes

6 que sufre esta zapata:

K =

r

M/ (8)
La rigidez lineal se define como el coclente
sobre
una zapata y el desplamiento vertical 6 que
gufre la zapata:

entre la carga vertical @ que actuia

K aQ/ &

. (9)

Los valores de Kr las

Yy Kl dependen de
propiedades de deformacliédn del suelo.

De lap ecs B8 ¥ 9 se obtienen el momento y la
carga vertical debidas a la reaccién del
suelo sobre la estructura:

M= KrG (10}
@=K 6 {11)
Conoclendo ios valores de Kr Yy KL da un

suelo, se pueden calcular los giros y los

deaplazasientos verticales que sufre una

estructura cimentada sobre zapatas aisladas,
ya qua las acciones debidas a la deforma-
bilidad del terreno se pueden Iincorporar,
con relativa facilidad, en el vector de car-
gas concentradas sobre la estructuras e,

Este procedimiento lo vamos a {lustrar me-
diante un ejJesplo muy sencill: como el
mostrado en la fig 2, en el que enos que

las cargas sobre la estructura s<: la repar-

tida de 1.54 t/m, las concentradas sobre las
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columnas de 1.2 t y las debidas a la rigidez
angular y lineal de las
tacion,

zapatas de cimen-
En la estructura:

Modulo de elasticidad del concreto
2 214 000 t/n’
Momento de inercia de las columnas
0.000675 m*
Momento de lnercia de las trabes 0.0054 m'

En el terreno de cimentacion
KL = 1880 t/a Kr = 720 t.m / rad

A continuacién presentamos el anAlisis deta-
llado de la estructura.

Iniciamos numerando las barras y los grados

de libertad de la estructura, los cuales se
muestran en la flg 3. Las cargas scbre la
estructura, correspondientes a los grados de

libertad definldos, se aprecian en la fig 4.
Con estos datos podemos formar las canti-
dades que aparecen en la ecuacién matricial

5.

a) Vector de desplazamientos

El vector de desplazamiento vale (flg 3)

[[+3
-]
-

b) Matriz de rigideces

rigideces de la
estructura usamos la ec 6. Empezamos por

i1ibertad de cada

Para forsar la matriz de

visualizar los grados de

barra
Barra 8, e, s s,
1 0’ e, - -
2 96 9‘ - -
3 9’ 9‘ 6! 6.



A continuacion, aplicando la ec 6 formamos

8 -]
(-] 4
ia matriz de rigidez de cada barra:
1299 .52 649.76
e, o, K, - 649.76 1299.52
1299.52 64976 ] 2] a & &
K = 3 -] a 1 2
=1 649.76 1299.52 9' 7970.4 3985.2 -1992.6 1992.6
g, =| 3985.2 7970.4 -1992.6 1992.6
-1992.6 -1992.6 664.2 ~664.2
1992.6 1992.6 -664.2 664.2
& -]
N 2 N
1 2
f"
8, /‘k\ R e
.-..J_‘ —r 4
5 | l %,

FIG 3 NUMERACION Y GRADOS DE LIBERTAD DE LA ESTRUCTURA

1.54 t/m
J’ P1-1.2t ! P2-1.2t
L 1
XK_6, | K & x_ o, |x &
r 3 S § r 4 1 "2
W _/ x_/

FIG 4 SISTEMA DE CARGAS SOBRE LA ESTRUCTURA

e 0 2 O



Sustituyendo en la ec 6

K=L K = E‘ + gz + E,
6‘ 6: 9’ g
-
664.2 -664 .2 ] 0
-664.2 664 .2 (1] 0
K = o ¢] 1299.52 v}
o 0 0 1299.
-1992.6 1992.6 649.76 0
-1992.6 1992.6 0 649.

c} Vector de cargas de empotramiento

(-HL/Z - 4.62
-wlL/2 - 4.62
B, = { 0 L = { 0
o 0
wi?y/a2 4.62
-wit /2 - 4.62

\ \

d) Vector de cargas concentradas

- 1.2 + 1880 &
- 1.2 + 1880 &,
720 @ (’
]
720 6
-
0

\ 0 !

0
]

Sustituyendo valores en la ec S

664.2 6.-,664.26 61-1992.6 9,-1992.6 9‘
- 4.62 - 1.2 + 1880 6; =0

-664.2 6‘ + 664.2 6.+1992.6 O,-1992.6 96
- 4.62 -1.2 + 1880 6. =0

1299.52 9. + 649.76 9’ + 0 + 720 9. =0
1299.52 9. + 649.76 Bd + 0 + 720 O‘ = 0

~1992.6 6.0 1992.6 6'0 649.76 9.
+9269.92 0303985.2 an 4.62 + 0 = 0

-1992.6 6‘0 1992.6 6'4 649.76 9‘
+3985.2 9'09269.92 Oo- 4.62 +0a0
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es sa
-1992.6 -1992.6 6:
1992.6 1992.6 63
649.76 0 63
0 649.76 9.
9269.92 3985.2 95
3985.2 9269.9%J 9d

Por simetria

$,=28,. &, =-8,, ] P
Por lo tanto

- 5.82 + 1880 6‘ = 0

2019.52 9' + 649.76 9’ a0

649.76 9' + 5284 .72 9’ + 4,62 =0

Resolviendo el sisteaa
6‘ = 0.003096 m
e, = 0.0002929
65 a - 0.0009102

El mcmento que llega a la cimentacidn se
puede obtener msultiplicando el giro reaspec-
tivo por su rigidez angular

H. = Rr 9. = 720 (0.0002929) = 0.211 t.»

La carga vertical sobre la zapata es Iigual
al desplazamiento vertical por la rigidez

lineal
P‘ = Kt 6‘ = 1880(0.003096) = 5.82 t

También se pueden hallar las acclones que
transmite la estructura a la zapata, es-
pleando las siguientes ezxpresiones, que
proporcionan los elesentos msecAnicos que
transaite una barra sobre el nudo

M =M +4K16 /L+2E16 /L
[ op (] qQ

-enar/:.'.ené./:.' (12)



M =M + 2El e /L g+ 4EI ® /L
q -q P - |
-6:-:1«5r/1.’.651<5./t.' (13)
vV =V -6E16e sL*-eEl® /L
r er p q
+ 12 EI <5r/L3-12 51'6’/1.‘ (14)

V =V +.6Ele sLEs6E18 /L
[} -B P Q
-12E16 /> 12816 /L0 (15)
donde M . M , V y Vv son loa momentos vy
ep .q or -

cortantes de empotramiento de barra sobre

' nudo.

sSustituyendo valores en las expresiones

an-
teriores, para la barra 1 se halla el mo-
sento sobre la zapata (ec 13)

M =M =-0.211 t. =

q -]

Con la barra 3 se obtiene el cortante sobre
el nudo de la lzquierda (ec 14)

Vl = 4.62 t -
La carga vertical sobre la zapata sera la

suma del cortante anterior y de la carga

concentrada de 1.2 t. En consecuencia, la

carga vertical sobre la zapata vale
Q=582+t

E]l momento y la carga vertical sobre la

zapata B8e esplean para la revision de

establilidad por mecaAnica de suelos y para el
disefio estyuctural de la zapata.

3. INTERACCION SUELO-ESTRUCTURA EN CIMENTA-
CIONES PROFUNDAS
3.1 cCimentaciones profundas sometidas a
cargas verticales
Para el caso de cisentacionas profundas,
Laevaert (1980) trata los dos sipulentes
casos ;

.

I. Cimentaciones en que la punta de
pilotes o pilas queda flrmemente apovyada
un depésito de msuy baja

gran espesor (fig 5).

los
en
compresibilidad vy

I1. Cimentaciones en que la punta de

pllotes o pilas queda firaemente apoyada

los
en
un estrato resistente de espesor limitado de
baja compresibilfdad, pero bajo el

cual s=se

localizan estratos compresibles (flg 6).

E]l caso 1 se puede resolver consliderando que

cada pliote tiene un médulo de reaccion K\

constante e independiente de los denas
pliotes. Asi, el problema se reduce al de
una cisentacldn apovada sobre resortes (uno

por cada pilote}), en que la constante de
cada resorte es lndependienté del
los resortea. Ademas, si todos los plilotes
tienen la misma Beccidn y longitud,su nimero

es igual en cada linea, y se considera

resto de

un
valor del mddulo de deformaciédn constante

N\

EI Viga de cimentacién
L
T S Y S |
a A 1 A % A XA XA Ry

S e O NN N N NNNN e
”
NSNS N

Pilotea
/
/ /
/
g

MRARARRRARNNARARRRRRS
PALIILRARANRRARNN

€

N\

«

(\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

&

-

Eatrato resistente

FIG 5 CIMENTACION CON PILOTES. CASO I
(ZEEVAERT. 1980)
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E I Viga gc cimentacidén
¥ § ’ L) ’
T A A A A
: 4 4 7
119 v
1 9 A
10 1
/NI
1 1 L/
% /] %
119 [
1 1 U 7
1.0 7
4 %
[ ]
4 9 /
2 i % D g |

Suelo

compresible

FIG 6 CIMENTACION CON PILOTES. CASO II

(ZEEVAERT, 1980)

para el estrato resistente de apoyo de la
punta de los pllotes, entonces K‘
para todos los pllotes (Zeevaert,

en figual

1980} .

Cuando existe un depdésito compresible subya-
ciendo al eatrato resistente de apoyo (caso
II, fig 6)? el valor de K‘ no se puede con-
siderar constante para cualquier punto, ya
que en este caso interviens la deforsaclion

de los estratos compresibles que subyacen al
estrato resistente donde apoyan los pllotes.

Por lo tanto, seraA necesario emplear el pro-
cedimiento indicado en el 1Inciso 2.1,
decir, detersinar las ecuaciones matriciales

EMA y EMI, con la conasideracion adicional de
que en el modulo de cimentacion K
tomar en cuenta la deforaacioén del
de apoyo del pllote y 1la deformacion del
proplo pllote (Zeevaert, 1980).

hay que
‘estrato
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3.2 Pllas o pilotes sujetos a cargas late-
rales

La construccién de estructura marinas fuen

de la coasta (coffahore structures) requiere

el uso de cilmentaciones profundas a base de
pilas o pllotes, y ha propiclado el desarro-
llo de metodos de anAdlisls para estos ele-
mentos, sobre todo cuando estAn sometidos a
fuerzas laterales debldas a atraque de esn-
de
los primeros trabajos en este sentido es el
de Matlock y Reese (1961), en el

blecen que para una solucién racional de la

barcaclones o a efectos de oleaje. Uno

que esta-

in.- *accidn suelo-estructura
qu-
ta .0 como las de compatibilidad de defor-

m2. .>nes se deben cumplir en todas las par-

es necesarlo
.anto las cona:.ciones de equilibrio es-

tes del sistema estructura-suelo. Usualsente
tratan la estructura y los pilotes como ele-
mentos linealmente elasticoa, pero comentan
que las caracteristicas del suelo son marca-
la solucion al probiema

se alcanza mediante repetidos

damente no lineales;
célculos cq%
la teoria de la elasticldad, con los valonwg
de la rigidez del suelo ajustandolos en cadi
iteracion.

Las caracteristicas fuerza-deformacion del
suelo se tratan con una familia de curvas
del tipo "p-y", como las mostradas en la fig

7., las cuales se obtienen a partir de las
propiedades de cada suelo.
Matlock y Reese (1961) consideran al pilote
como una viga, en la que se debs cusplir la
ecuacion diferenclial

EI d'y 7/ dx* = p (16)

En el suelo mse requiere un moédulo secante de

deformacion B. {correspondiente al nivel de
eafuerzo con el que se est~ trabajando), el
cual estas dado por
= - 7
R p/Y (17)



donde p es la reaccién del
por unidad de

suelo sobre el
longitud (t/m, por

ejemplo), ¥ "y¥" es el desplazamiento lateral

pilote,

del pllote. Combinando las ecs 16 y 17 se

obtiene la sigulente expresidén
d‘y;dz‘+(s_/sr)y=o (18)

La solucién de la ec 18 8e lleva a cabo con

dos procedimientos. El primero consiste en

suponer que E_ es proporcional a la profun-
didad E_ = k x Mediante B8ucesivas solu-
ciones de la ecuaclén diferencial se va
logrando que la elastica de la viga se
asemeje 1o mAs posible a la curva p-y
determlnada a partir de las propiedades del
suelo. Esto es necesaric debido a las

caracteristicas no lineales de deformacién
del suelo. Esta soluclén se lleva a cabo con
el auxilio de tablas y graficas construldas
ex-profeso para el caso.
El segundo procedimiento se eaplea cuando
se encuentran variaciones importantes en las
propiedades del suelo, y cuando se requiere

tomarl en cuenta cambios en la rigidez del

cesivas de la ecuacioén diferencisl del pilo-
te, haclendo repetidas referenclas a la cur-
va p-y del suelo, la

computadora detersina

para cada tramo elegido del pilote e} valor
del modulo de deformacion del suelo que sa-
tisface las condiciones de compatibllidad ¥y
de equilibrio entre suelo,

tructura.

pllote y guperes-
Se toman en cuenta variaclones en
pllote y el
efecto de la poslble socavacion que se pu-
diera presentar en la parte superior del pi-

las condicliones de apoyo del

lote. En la flg 8 se presentan los
sétodos

resulta-
dos de la aplicacién de los
por Maticock y Reese (1961).

usados

Debido a las cargas laterales sobre los pl-
lotes, en la parte superior se alcanza con
frecuencia el rango de comportamiento plas-
tico del suelo en las curvas p-y, razén por

la cual se han desarrollado métodos para to-
mar en cuenta el comportamiento del
cerca y en la falla, tanto para arcillas
blandas (Matlock, 1970), comO para arenas
1974). En ambos casos se han
coaparado los resultados de las teorias con

suelo

(Reese ot al,

mediciones de campo y de laboratorio, obte-

pllote, para lo cual se requiere el empleo niéendose en general acercamfentos bastante
de una computadora. Mediante soluciones su- satisfactorios a la realidad, sobre todo
para fines practicos.
Prof]mdidaL K;;
{plg)
-]
a 2 ””d'—'—— Momento flexjonante, 10° plg.1lb
3 2z P, =150000lbpn | 1 -20 =10 g +10
- 1 —_—
) Sol ICi&I
- T s ey,
s 1 —— (EI{cons
H 3’ T N
@ [,}‘ s«»lucm{ 2 SN
° / lucién 3
Soluc ’
— r ¢/
'g [/ j‘ﬂ/r—’" (conaide o> 7
o /77 | soludién a
g Y, L- mano | (cons
U randd E =
& -2
EI conatante)

1 2

Y, Deflexién lateral del pilote, plg

FIG 7 CURVAS TIPICAS p-y, DETERMINADAS PARA EL
SUELO A DIFERENTES PROFUNDIDADES (MATLOCK
Y REESE, 1961)

FIG 8 COMPARACION DE DIAGRAMAS DE WOMENTO FLEXIONANTE, DE LA

SOLUCIGN A MANC COM: {(a)} SOLUCION 1, CON COMPUTADORA,
AJUSTANDO LOS VALORES DE E_ CON LA PROFUNDIDAD, y (b) SO-
LUCION 2, TOMANDO ADEMAS EN CUENTA LA VARIACION DE LA
RIGIDEZ DEL PILOTE COM LA PROFUNDIDAD (RATLOCK Y REESE,
1961)
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También se ha empleado el método del elesen-
to finito para tomar en cuenta, entre otros
efectos, el desplazamlento
Puede ocurrir entre pllote y

relacivo que
suelo
la deformacion lateral del elemento
y Wright, 1973). También se puede

cuenta la

durante
{Yegian
tomar en
influencia de dos o de tres
pllotes cercancos entre si {Yegian y Wright,
1973): el numero de pilotes a considerar es

pequefio, dada la gran cantidad de elementos

que 3e tendrian que trazar para un nhuasero
mayor de pllotes.
Por su parte, Zeevaert (1980) presenta un

método muv .-mpleto para el anallisis de pl-
las o pil- * sujetos a cargas laterales.
Considera c0 casos principales de anali-

8is de una ;ila o pilote:
I. Pllote libre de girar en sus extremos
I1. Pllote empotrado en la estructura de
cimentacidn y libre de girar en la punta
III. Pllote libre de girar en la cabeza y
empotrado en la base
IV. Pilote empotrado en ambos extremos con
glro en la base
V. Restricclén parcial del giro en los
extremos de una pila
Para la solucién de estos problemas se
emplea la < —acién Matricial de
Horizonta; -AMI}, la cual depende de laa
condiclone. .e apoyo ¥ de las caracteristi-
cas estructurales del pilote. Por otra par-
te, se obtliene la Ecuaclén Matricial de Des-
plaza-lenion Horlzontales (HEMA), la cual es
funcién de las propiedades de deformacién

del suelo, considerando 1a influencia entre
las diferentes reacciones del suelo sobre el

pilote. Dabe haber compatibilidad de defor-
maciones del pllote con la masa de suelo,
para lo que se eaplea el
de cimentacioén R‘

Interaccion

médulo horizontal
,» daefinido de sanera ana-
loga & como se hizo en el Inciso 2.1 de este
trabajo. El procedisiento de Zeavaert {1980)
para plias o pllotes sometidos a car:as la-
terales es similar al deacrito en e: Inciso
2.1, en el que sa varian los valores de L

mediante iteraclones hasta que se cusple la
condicion de compatibllidad de deformaciones

entre pilote y suelo.

También se pueden combinar las matrices HEMI
HEMISE, que
interac-

y HEMA, para hallar la matriz
permite resolver el problema de la
cion suelo-pilote sin necesidad de recurrir

flgs
método

carga

a iteraciones (Zeevaert, 1980}. En las
9 y 10 se presenta la aplicacion del
de Zeevaert a una pila sometida a una
lateral de 10 t.

La pubicacién Manual de Disefio y Construc-
cién de Pilas y Pilotes (1983), de la So-
ciedad Mexicana de Mecanica de Suelos,
tiene los valores del coeficlente de
cién horizontal Ks dados por Terzaghi
{1955), para suelcos sin y con cchesidon, asi

con-

reac-

como un procedimiento aproximado, tomado de

Y

4 2 10 t 2
= . - "] R !
ﬁf 6.441 x 10 t.m ep
T 200 g E—
0.0024
2.0 x —
1 0.0024
.Jr. ‘
/// 0.0015
2.5 X, ""//'d
/// 0.0015
L. | /
- 7
//// 0.0020
2.5 X, “",///
0.0020
12.0 B
o
/// 0.0033
2.0 X, 6 —™
| //// 0.0033
B /// 0.0012
2.0 Xe —™
0.0012
W R AL
J 1.0 0.0080
R  —
' \\./ Vb Distancian
BASE 2R° = 1.6 @ lb en metroa

FIG 9 PIL: SUJETA A FUERZAS HORIZONTALES

(ZEEVAERT, 1980)



la socledad Geotécnica Canadiense {1978},
que proporclona en forasa grafica las magni-
tudes de la deflexion y del momento flexio-
nante en funclon de la profundidad a lo lar-
go del pllote, haciendo uso de la rigidez
relativa del sistema pilote-suelo.

4. PROPIEDADES DE LOS MATERIALES GQUE FORMAN
LA ESTRUCTURA Y EL TERRENO DE CIMENTACION

comoc se ha podldo observar en los incisos
anteriores, al trabajar con la interaccion
syelo-estructura se toma €n cuenta tanto la
estructura como €l terreno de cimentacion,
por lo que es necesario conocer las propie-
dades de ambos medlios. .

En estructuras de concreto reforzado Bse
acepta que el médulo de elasticidad del
concreto tiende a disalnulr con el tieapo.
Asi, Flores victoria g1968) sefiala que en
edificlos de concreto, el médulo de elasti-
cidad puede tomarse del orden de 3000 f;

1
1]

0 10

T
- Cortante en t

[
[ ]

VY

. Deaplezanienton
.0

horizontales en em \\\
2.0

¥

=== SEGUNDO CICLO
s===—= TERCER CICLO

Eapesor del estrato en m

e

FIG 10 CORTANTES Y MOMENTOS FLEXIONANTES, Y
DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DE LA
PILA (ZEEVAERT, 1980)
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al tener en cuenta que los asentamientos to-
tales suceden a largo plazo. Notese que este
valor es bamtante inferior al de 10000 {’"FT
que usualmente se toma para cAlculos :
corto plazo.

Por su parte, Ellsteln y Granados {1988) co-
msentan que la magnitud de los asentamientos
que deterainan corresponde al 100 % de con-
solidaclién primaria, misma que tardard un
clerto tiempo en ocurrir. Las deformaciones
de la estructura no soh |{nstantédneas sino
diferidas y por tanto las propiedades elas-
ticas de los materiales estructurales no son
las medidas con las pruebas rapidas usuales;
para el caso del concreto armado en la -ciu-
dad de México, el componente diferido puede
ser tomado en cuenta multiplicando el médulo
de elasticidad del concreto por un factor
senor que uno, probablemente del orden de
0.2 6 0.25 (Ellstein y Granados, 1988).

Puede observarse que en general existe coin-
cidencia en sefialar que el médulo de elastfi-
cidad dei concreto se debe reducir en forma
importante cuando se lleva a cabo la Inte-
raccion suelo-estructura a large plazo, :-

La variacién de los médulos de deformacién
es todavia mAs importante en el terreno de
cimentacion, sobre todo si se trata de sue-
los pléasticos saturados, en los que la de-
formabllidad depende no s6lo del nivel de
esfuerzes sino también en forsa Iimportante
del tiempo. En consecuencia, los médulos de
deformaciéon deben seleccionarse acordes con
ambos factores: nivel de esfuerzos y tieapo.

El hecho de que el suelo tenga un comporta-
miento no lineal ha sido tomade en cuenta
por la mayoria de los investigadores de la
interaccién suaelo-estructura. Asi, Chaseckl
{1956) trabaja con el indice de compresibi-
lidad en una arcilla norsalmente consolida-
da, al cual toma como una constante. Adeuds,
sefiala qua el médulo de deformacioh de un
suelo es funcion del estado de esfuerzo,



siendo la derivada de la curva esfuerzo-de-
formacion unitaria, con respecto al esfuer-
zo. Jebido a que las relaciones esfuerzo-de-
formaclén en los

suelos son no lineales,

Chamecki (1956) propone un método iterativo
para la resoluclién de la interacclén suelo-
estructura.

Varios autores toman en cuenta el cosporta-
alento no lineal de los suelos,
métodos iterativos para conaiderar este
efecto (Flores Victorla, 1968; Flores Victo-

ria y Esteva, 1970), en

proponiende

los que wutilizan
criterlos para acelerar la convergencia de
los métodcs. !
El comportamiento no lineal del terreno de
cimentacion es considerado por Damy et al
{1977} y EKsteva ot al (1977), al utilizar
matrices secantes de rigideces en la estruc-
tura ¥ de flexibllidades en el
cada lteracioén.

suelo, para

leevaert (1980) sefiala que
crilla de
pueden resyltar altas,

las reacclones
la cimentaciéon
lo que origina un

efectivas en la

flujo viscoplastico, ¥ consecuentemente un
relajamjiento del esfuerzo de reaccién bajo
deformaciédn constante en esos lugares. El
esfuerzo limite efectivo o respuesta maxisa
que puede admitirse en condicicnes eataticas
en la orilla de la cisentacién es igual a la
resistencia de material, cuando se inicla un
flujo viscqplastico incipiente (sin necesa-
riasente alcanzar la capacidad de carga dal-
tisa en al borde dea la cimentacion). En sue-
los de alta sensibilidad podria establecerse
la condicion de que el esfuerzo ssximo en el
borde de la cimentacién, en comdiciones es-
taticas, no rebase el esfuerzo critico (o de
preconsclidacién) correapondiente al qulebre
de la curva de compresibilidad (Zeevaert,
1980).

latarales el
sualo alcariza niveles de esfuerzo cercanos a
la falla: vaansa las curvas p-y de la fig 7.

En pilotes sujetos a cargas

Inclusive, existen técnicas para tomar en

cuenta el comportamiento plastico del

terreno en eatado de falla, tanto par
suelos coheslivos (Matlock, 1970) como par.

Buelcsa friccionantes {(Reese et al, 1974).

S. APLICACIONES

Presentamos en este Inciso algunas de las

aplicaciones de 1la Interaccién estaAtica

suelo-estructura.

En la fig 11
reticular éon una cimsentacién a base de una
(Pozas, 1980). Empleando
interaccién suelo-estructura se obtienen los

se presenta una estructura

zapata corrida.

resultados mostrados en la fig 12, < ]
interesante comparar estos resultados con
los obtenidos reaccion

la fig

aosentos en

suponiendo una

uniforse, los cuales se muestran en
13. Como se puede observar los
todos los nudos de la estructura difleren
coaparando ambos casos. En el nudo centrs

inferior el momento con reacclién uniforme e
31 X mayor que el que se obtiene tomando en
cuanta la interaccion suelo-estructura. BEn
@l nudo Inferior izqulerdo el mosento es 320
% mayor con €l primero que con el segundo
sétodo. Aun en la superestructura se deja
efecto de la rigidezx de la
estructura: el momento sobre el nudo de la
izquierda del debido a la
coluana inferior, cambia Inclusive de
sentido (figs 12 y 13). En resusen, los
POECDISR unfISEAS A Rren’3s  TEE ! 2B0enE0S
obtenidos tomando en cuenta la Iinteraccién,
la superestructura como en la

sentir el

primser piso,

tante en
subeatructura. Esta varlacién ocurre tanto
' sentido de los
los nudos estos
como puede

en la magnitud como sn el
mosentos, pues en uno de
llegan a cambiar de signo, tal
verse comparando las figs 12 y 1J.
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FIG 13

Ootro caso real

de aplicacion de
teraccion suelo-estructura es el

la in-
correspon-
diente a zapatas corridas que se eaplean
para tomar fuerzas laterales debidas a sismo
a traves de auros de cortante que Be unen a
las zapatas en diferentes tramos, En la fig

14 se muestran los resultados de un andlisis

de interacci{én suelo-viga fiotante para una
zapata de concreto reforzado. E! wmoduleo de
elasticidad del concreto utilizado fue de

1,581,000 t/a’ y los momentos de inercia en
los diferentes tramos se indican en la fig
14. También pueden observarse las cargas que
acttan en la zapata, asi como la estra-
tigrafia y propliedades del subsuelo. En la
mnisma figura estaAn graficados los diagramas
de reacciones y de hundimientos del terrenc,
sirviendo el primeroc de elloa para la
deterainacion de los elementos m»ecéAnicos ¥
del disefio estructural de la zapata y el
segundo para el conocimiento de los asenta-
mientos totales y diferenciales de la cimen-
tacién (Deméneghi, 1990). Puede observarse
que en &l contacto del terreno de ciwmen—

tacién con las zZapatas se presentan, tedri-
camente, esfuerzos de tension, es decir, se
obtienan reacciones negativas, fendmeno



i . v (X1 \ (X1 ‘e X' . (X0 L8
P + - ~ ~f + -+
¥ 16 t/a
1181 8 ra ITAT R -m t 44 L T freT i-am
[ o) i [ v
A ]
v
[} ] LELT TS [TUTITN Arcilla lisosa
" CELRI LITE R Hpreare 2 Arens

e w0 e Wt

Uatrare ) Limo arcilloso

an a0 s0are &1

twrass 4 Arcilla

1,a' «4rp [Ty Lty nares |

thr.08 L4re ER LR 1] [ 17}

Reacclonas, t/m2

Husdinienten, om

Flidl4 RESULTADOS DEL ANALITIS DI INTERACCION SUELD - VISA

FLOTANTE

debido a los momentos que transmiten los
muros de cortante a la cimentacién en unc de
los extresios de las zapatas,

Otro ejemplo de interaccidn suslo-estructura
consiste en el anslisis de un
estructural en al que se conaidera

apovos tienen una rigidez al desplaramiento
declir, sa

marco
que sus
vertical y otra al giro; es
consldera por ejeaplo un marco estructural
pueden
sufrir tanto un hundimiento vertical coso un
giro. En este s~ntido, este anAlisis
poco mAs general que loa
convenclionales que suponen que
del marco . estructural estan

cimentado en zapatas aisladas que
es un
anaAlisis
los apoyos
empotradoa o

articulados en el terreno de cimentacion. La
llavar a cabo el anédliasis de
interacciéon suelo-estructura para este caso
se presentd en el inciso 2.2 de
trabajo. Bn la fig 15
aplicacion esta técnica a una estructura
real, la cual ests formada por una trabe de
concreto reforzado de 0.5 m de ancho y de 2
a de peralte, apoyada sobre unas pilas de
cimentacidn de concreto reforzado de
didmetros de 1.12, 1.48 y 1.74 a. Las cargas
que actaan sobre el marco se indican en la
fig 15. Las pilas tienen
diAsetros

forma de

este
se presenta la

los siguientes



Pila Didmetro, =
1 1.12

2 1.48

3 1.74

El terreno de cimentacion toba de

al

es una

orieen volcanico que se encuentra

poniente de la ciudad de México, tiene
8,000

El material comprendido entre

que
un sddulo de deformacién del orden de
a 10,000 t/m°
la trabe superior vy el nivel de desplante de

las pilas es un rellenc suelto cuya rigldez
se desprecla para fines de analisis.
En la fig 15 se wmuestran Jlos momentos

flexionantes en los nudos de la estructuras,

correspondientes a un mddulo de elasticidad
4

parte central de la estructura la carga en

un nhudo es de 1%0 t, mientras que por el

efecto combinado de rigldez de estructura

y
sueloc la carga en la plla que estd bajo el
nudo aumenta hasta 302 t (fig 17); en el
nudo vecino la carga concentrada ea de 480

t, mientras que la carga en la pila de abajo

disminuye a 350 t. Un fentmenc slallar se
presenta en el resto del marco.

Con el proposito de observar la influencia
de un aumento en la rigidez del terreno vy
una diseinucién en la rigidez de la
estructura, 9Se llevé & cabo un segundo
analigis incrementando el nédulo de
elasticidad del suelo a 16,000 t/m’® vy

disminuyendo el méddulo de elasticidad del

del concreto reforzado de 2,214,000 t/m y concreto a 1,265,000 t/m%. Los resultados se
un modulo de elasticidad gel terrenc de muestran en las figs 18 a 20, para los
cimentacién de 8,000 t/m Se pueden momentos flexionantes, fuerzas cortantes y
observar las altas magn| tudes de los fuerzas normales, respectivamente. Como era
momentos flexionantes. En la fig 16 se de esperarse, la redistribucién de carga es
indican 1as magnitudes de las fuerzas menor; asl, en la fig 20, en el nudo donde
cortantes y en la fig 17 las de las fuerzas la carga concentrada es de 150 t, en la pila
normales en las pilas, Notese la fuerte aumenta a 253 t {(en el primer analisis
redistribucion de cargas deblde a la aymenta hasta 302 t). En el nudo vecino 1la
interaccion suelo-estructura. Asi, en la carga concentrada de 480 t disminuye a 389 t
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(en el primer anaiisis disminuyé a
De todas formas,

50 t).
el efecto de la interaccidn

suelo-estructura en este caso también es

importante.

Se han |levado a cabo mediciones en

Calapo,

en las cimentaciones reales, para verificar
la validez de los analisis de interaccion
suelo-estructura. Meyerhof (1979) presenta
los resultados que se describen en los si-

guientes parrafos,

Las observaclones indican que en zapatas ri-

gidas cargadas unjiformeaente, con la excep-

ximo momento flexionante puede ser'hasta
X mayor que el obtenido
analisis convencional.

30

con el método de

En las flg 22 y 23 se presentan
{Meyerhof, 1979) de

turas reales de gran tamafio

resultados

mediciones en estruc-

(fen el

caso se trata de un ediflcio de 52

primer
pisos vy
El

afirmar

en el segundo de otro de 15 pisos}.
anadlisis de las dos figuras persite
teoricos

de

que los valores determinados em-

pleando los métodos interaccion suelo-

estructura, es decir, considerando la rigl-

dez de la estructura, son muy similares a
cién de arena suelta, la presion de contacto los valores Bmedjdos en el caspv ({asen-
es mayor en la esquina y menor en el centro, tamiento, presiédn de contacto, momento
como era de esperar de acuerdo a la teoria flexionante y fuerza cortante).

(fig 21: Meyerhof, 1979). Las mediciones an-
teriores también han mostrado que la hetero-
geneidad local de las propiedades del suelo
cerca de la base tiene una influencia consi-
derable en la distribucién de la presioén de
contacto (sobre todo se deja sentir el efec-
to de la falta de confinamiento del suelo
cerca de los extremos de la =zapata). Por
otro lado, las mediciones indican que el aa-
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6. CONCLUSIONES

En relacién con la interaccién estatica sue-

lo-estructura se puede concluir lo slguien-
te:
a) Existe un buen niumero de métodos que tra-

tan el problema. En términos generales, la

mayoria de ellos determinan las deformacio-
nes del terreno de cimentacién utilizando la
En

blo. en el analisis de la estructura,

matriz de flexibilidades del suelo. cam-

algu-
nos procedimlientos easplean la matriz de ri-
gldeces, mientras que otros usan
de flexibilidades de

aclarar que practicamente

matriz

Cabe
aétodos
todos ellos
di-
del

la
algu-
nos de los procedimientos toman en cuenta el

la
la estructura.
todos los
decir,

resuelven el probiema, es

obtlenen los diagramas de asentamlentos
ferenciales del suelo ¥y de reacciones

mismo, tomando en cuenta la rigidez de

estructura de cimentacién. Inclusive,
efecto de la superestructura (con todos sus

pisos) en el analisis de interacclén.

b) La mayoria de los procedimientos de inte-
raccién se presentan en forma bdbidimensional,
en el plano {quiza por facilidad de exposi-
cién),
lat{vamente sencilla a tres dimensiones.

pero se pueden extender en forma re-

El
princlpal inconveniente de tratar el proble-
ma en el espacio es que el numero de opera-

ciones es elevado, lc cual cae fuera del al-

cance de la mayoria de las oficinas de cAl-

culo estructural o de mecaAnica de suelos,

c) La sBolucién del probiema de interacciéon
se puede realizar haclendo un anilisis de la
estructura y un analisis de deforaaciones
del]l suelo, y llevando a cabo después una
combinacién adecuada de ambos, que de hecho
es lo que hacen la mayoria de los msétodos
presentados en los incisos anteriores. Se
obaerva que el [{ngeniero de cimsentaciones,
al dedicarse a la interaccién suelo-estruc-
tura, debe manejar an la foraa mas clara po-
sible sus conceptos de anAlisis estructural

y de mecAnica de suelos.



d} Dada la gran cantidad de operacicnes a

realizar, la resolucidén de un problema de
interaccién suelo-estructura se lleva a cabo
en general con el auxilio de programas de

computadora, los cuales, actualamente, se

pueden correr en una aicrocoamputadora (o

PC), con las que se cuenta en las oficinas
de calculo.
e) Un aspecto importante de la interacclién

suyelo-estructura es el relativo a las pro-
piedades de la estructura y el suelo. En la
estructura el méddulo de elasticidad del con-
creto, para fines de calculo, disminuye con
el tiempo. En el terreno de cimentacién., la
deformabilidad es funcién del nivel de es-
fuerzos, ya que el comportamiento de los
sedi-
mentos plasticos saturados la deformabilidad
del suelo depende del tiempo. Por lo

suelos es no lineal. Ademds, en los

tanto,
en los cdlculos de interacciétn se debe tomar
en cuenta en forma apropiada en casbio de
las propiedades de los
variables

suelos con las
aencionadas. Inclusive, en los
extremos de una estructura de cimentacioéon, o
en pilotes sujetos a cargas laterales, el
suelo alcanza niveles de esfuerzo cercanos a
la falla, por lo que hay que considerar en
estos casos el comportamliento plastico del
terreno. Por lo anterior, conviene trabajar
con los médulos secantes de deformacion del

suelo, acordes con el nivel de eafuerzos vy,

en caso de suelos finos saturados, c¢on el
tlelpo.|
f) Algunos procedimientos emplean el médulo

de reacclién K en la interaccién suelo-es-

tructura. Dado que K depende de las prople-
dades del suelo, es valido lo expuesnto en el
inciso (e) anterior réspecto a la variabill-
dad de las propliedades de los suelos. Pero,
ademas, en una cimentacién continua el
médulo K depende de la reaccion del suelo ¥y
de las detormaciones de la cimentacion, por
lo que np se concce a priori. sino que solo
con iteraclones es posible detersinar su
valor. Fn consecuencia, en cisentaciones
continuas no es posible asignar valores de K

en funcién del tipo de suelo, coso se

pretende hacer en ocasiones en la practica.
g} En cimentaciones a base de zapatas .
ladas, cuando no existe influencia de un c¢i-
miento sobre otro, va sea por el tipo de
terreno © porque estén las zapatas suficlen-
temente separadas. se puede reallzar la In-
teracclon suelo-estructura considerando BO-
dulos de reaccién al desplazaalento vertical
y al giro. En el inciso 2.2 se presentd un
procediajiento que resuelve este caso, consi-
derando las reacciones del suelo como cargas
sobre la estructura.

h) La comparacion de resultados entre consi-
derar una reacciédn uniformse y tomar en cuen-
exhibe
log diagramas de
hundimientos diferenciales, reaccion del te-

ta la interaccidén suelo-estructura

diferencias notables en

rreno y elementos mecanicos (momento flexio-
nante y fuerza cortante}), en la mayoria de
los casos. Se puede presentar |Inclusive en
algunos casos cambio de sentido en los wmo-
mentos flexionantes de la estructura de

mentacion o de la superestructura.

1) En cambio, la comparaciédn entre observa-
reales con
los métodos que toman en cuenta la rigidez
de la estructura de clementacién, ha dado re-

clones de campo en estructuras

sultados promiscricos, pues los valores de-
teralnados con los métodos de interaccidon
son similares a los valores medidos en caa-
po.
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UN METODO PARA EL ANALISIS TRIDIMENSIONAL DE LA INTERACCION
ESTATICA SUELO-ESTRUCTURA

A Deméneghi
Facultad de Ingenieria, UNAM. México

RESUMEN

Se presenta un procedimiento para el andlisis de interaccion
estatica suelo-estructura en tres dimensiones, el cual toma
en cuenta toda la estructura y todos 1los estratos del
subsuelo. Esta tecnica permite ademds conocer los elementos
mecanicos en cualquier nudo de la estructura, incluyendo
desde luego la estructura de cimentacidn. Con el propdsito de
ilustrar el empleo del método, se presenta un ejemplo
sencillo de aplicacidn resuelto paso a paso.

ABSTRACT

A method for the three dimensional analysis of static
soil-structure interaction is presented, in which the whole
structure and all the subscil strata are considered. With
this technique we can determine the mechanical elements in
each node of the structure, including the substructure. A
simple illustrative example is presented for the explanation
of the method.

1. INTRODUCCION

Se -han desarrcllado hasta la fecha técnicas de interaccién
estdtica suelo-estructura bastante utiles la mayoria de
ellas; sin embarge, muchos de estos métodos estan elaborados
para aplicarse unicamente en dos dimensiones, de manera que
el andlisis de una estructura se realiza en un plano, lo cual
hace que se pierda la visualizacién del fendmeno
tridimensional. Se puede intentar hacer andlisis en dos
direcciones ortogonales y superponer los efectos, para
representar el fendmeno tridimensional, pero aun asi el
procedimiento es aproximado, y ademdas no es posible conocer
los elementos mecanicos en las vigas intermedias de 1la
estructura de cimentacidén. Por 1lo tanto, es necesario
desarrollar procedimientos que tomen en cuenta el efecto
tridimensional en la interaccidn suelo-estructura.



En este articulo se presenta un méteodo de interaccidn
tridimensional gque toma en cuenta toda la estructura y todos
les estratos del subsuelo.

La técnica de 1interaccion gque se propone (Deméneghi
1983) consiste en considerar las reacciones del terreno de
cimentacién como cargas sobre la estructura, manejandolas
como ingdgnitas. Después se calculan los hundimientos del
suelo en funcion de las cargas sobre él1 (estas cargas son
iguales en magnitud y de sentido contraric a las reacciones,
por la tercera ley de Newton). Finalmente se establece la
compatibilidad de deformaciones entre estructura y suelo, 1lo
gue equivale a igualar los desplazamientos entre ambos
medios; con esto se resuelve el problema, ya que se obtienen
los hundimientes del suelo y las reasciones sobre 1la
estructura. Como previamente se realizd el andlisis
estructural, es posible determinar ademas los giros en los
nudoes de la estructura. Con estos resultados se pueden
calcular los elementos mecadnicos en toda la estructura,
incluyendo desde luego a la estructura de cimentacion.

2. ANALISIS ESTRUCTURAL

Para fines de interaccién es conveniente utilizar el método
de rigideces del andlisis estructural, en el que la ecuacidn
general de equilibrio de wuna estructura esta dada por
(Beaufait et al 1970)

Kg+p +B =0 - (1)

donde
= matriz de rigideces de la estructura

K
8 = vector de desplazamientos

Ee = vector de cargas de empotramiento
EC

= vactor de cargas concentradas

La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener
mediante la suma de las matrices de rigidez de todas y cada
una de las barras que forman: - la estructura. Para la
determinacién de los vectores de empotramiento en las vigas
de la estructura de cimentacién, debide a la reaccién del
terreno, consideramos una carga repartida de un extremo
hasta la mitad de una barra y otra carga repartida de la
mitad hasta el otro extremo de la barra. La convencion de
signos utilizada es la siguiente: los giros se consideran
positivos en sentido antihorario y los desplazamientos
lineales son positivos si van hacia abajo en una barra
horizontal (o hacia la izgquierda en barra vertical). Los
momentos flexiconantes son positivos en sentido horario, y las
fuerzas cortantes son positivas si van hacia arriba en barra
horizontal (o hacia la derecha en barra vertical). A

Yt



continuacidén presentamos las matrices de rigidez y los
vectores de empotramiento para las siguientes condiciones de
apoyo:

a) Barra con una articulacién a la izguierda y un apoyo
continuo a la derecha (fig 1)

La matriz de rigidez estd dada por

6 5 5
q r 2 s 5
3EI/L - 3EI/L 3EI/L e,
K= - 3e1/L° 3gr/L3 - 3p1/L3 5 (2)
3ET/L2 - 3e1/L° 3EI/L>

El vector de cargas de empotramiento vale

- wi?/8 + (7/128)L° r_ + (9/128) L2 r_
= - 3WL/8 + (41/128)L r_ + (7/128)L r (3)
- SWL/8 + (23/128)L r_ + (57/128)L r_ :

,
b) Barra con una articulacién a la derecha y un apoyo
continuo a la izquierda (fig 2)

Ia matriz de rigidez esta dada por

6 5 5
p r 5 s 5
3EI/L - 3EI/L 3EI/L ]
K= - 3E1/L2 3Er/L3 - 3E1/L3 5 (4)
3Er/L? - 3EI/L° 3ET/L3

El vector de cargas de empotramiento vale
wr?/8 - (9/128)L2 r, - (7/128)L? r
P’ = - SwL/8 + (57/128)L r_ + (23/128)L r_ (5)
~ 3WL/8 + (7/128)L r_ + (41/128)L r

La matriz de rigidez y el vector de cargas de empotramiento
para una barra con dos apoyos continuos se obtiene en forma
similar a la de las barras anteriores (véase Beaufait et al
1870).

Como indicamos antes, la matriz de rigideces de toda 1la
estructura es la suma de las matrices de rigidez de todas y
cada una de las barras de la estructura. El vector de cargas
de empotramiento de toda la estructura se obtiene sumando los
vectores de cargas de empotramiento de todas y cada una de



las barras. El1 vect.r de cargas concentradas es determina
asignando a cada grado de libertad la carga concentrada que
actua sobre él. Con esto se realiza el analisis estructural
de toda la estructura.

Por falta de espacleo no presentamos las expresiones para
la determinacion de los elementos mecdnicos, pero, a manera
de ejemplo, para una barra con una articulacién a la
izquierda y un apoyo continuco a la derecha (fig 1)

M= - wL?/8 + (7/128) L? r + (9/128) L? r, + (3EI/L) 6
- (3EI/L%) 5+ (3EI/L®) & _ (6)

<
I

- 3wL/8 + (41/128) L r_+ (7/128) L r, - (3EI/L%) o,
+ (3EI/LY) 5 - (3EI/L’) 5, (7)

3. HUNDIMIENTOS DEL TERRENO DE CIMENTACION

En este inciso consideramos las cargas gque transmite 1la
estructura sobre el terreno de apoyo, las que son iguales en
magnitud y de sentido contrario a las reacciones del suelo
sobre la estructura, por la tercera ley de Newton. Calculemos
los asentamientos del terreno en funcion de estas cargas:
consideremos una reaccioén r, actuando en la superficie (fig

3):; la presidén vertical vale r dk / a . donde dn Yy a,  son

la longitud y el 4&rea en las que actua la carga, respectiva-
mente, La deformacién del estrato de espesor Hxﬂ debida a

la carga r, vale

alk = Mz Hu 7,
1) 1%

Pero az”k = Il“ r, du / a

donde'IUk es el valor de influencia, el cual estd dado por

el esfuerzo normal vertical en el punto ij , producido por
una presién unitaria actuando en el area a (Zeevaert 1973).

Mz es el mdédulo lineal de deformacidén, es cual se
1)
define como el cociente de la deformacidn unitaria vertical
del estrato, entre el esfuerzo normal vertical que 1la
ocasiona,

En consecuencia ‘SUk = MzlJ HIJ Il” r ¢ / a

La deformacidén del estrato, debida a todas las cargas vale

b

aln



§ =M H E I r 4 /a

donde n = numero total de cargas r
r .

El asentamiento bajo el punto 1 vale

n n
r

61 = j§1 Mz” *ﬂj h§1 Il]k Ty du / a, (8)

donde n = numero total de estratos

En la ec 8 los hundimientos del terreno quedan en funcidn de
las cargas r

4. COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

En esta etapa se establece la compatibilidad de deformaciones
entre estructura y suelo de cimentacidn, lo gque equivale a
considerar gque tanto los desplazamientos de la estructura
como los del terrenc son iguales, es decir, que el suelo no
se despega de la estructura. Analiticamente esto se alcanza
sustituyendo los valores dados por la ec 8 en la ec 1. De
esta manera desaparecen como incégnitas los desplazamientos
lineales y quedan unicamente como incdégnitas los giros en los
nudos 'y las reacciones del terreno. Es fiacil ver que el
numero de ecuaciocnes es el mismo que el de incdgnitas, con lo
que se puede resolver el sistema de ecuaciones y despejar los
giros y las reacciones. Empleando la ec 8, ya conocidas las
reacciones, se pueden determinar también los hundimientos del
terreno de apoyo. '

5. EJEMPLO ILUSTRATIVO

Presenttamos en este inciso un ejemplo muy sencillo resuelto
paso a paso, con el propdsito de que el lector visualice las
etapas requeridas para el analisis de interaccidn. '

Se pide determinar las reacciocnes Y los hundimientos del
terreno, para la estructura mostrada en la fig 4, cuya
cimentacidén es a base una losa corrida. Se piden también los
elementos mecdnicos. La estratigrafia y propiedades del
subsuelo se muestran en la fig 5.

a) Andlisis estructural

Primeramente numeramos las barras y los grados de libertad de
la estructura, como se indica en la fig 6. Dada la simetria
de la estructura, presentamos a continuacidén los de la barra
1 (articulacién a la izquierda) y la barra 7 (articulacidn a



la“ derecha). Cabe aclarar que se desprecian efectos de
torsién en las barras. '

Barra - =) )
p q r 5
1 - S é
* 10 1 2
7 90 T 2 S,

A continuacidén hallaremos las matrices de rigidez y los-
vectores de empotramiento de las barras 1 y 7. Las demas:
matrices y vectores se obtienen en forma similar. Aplicando
la ec 2 para la barra 1:

e 5 5
10 1 2
1786.898 - 415.558 415.558 o
K, = - 415.558 96.641 - 96.641 8,
415.558 -"96.641 96.641 ,
Aplicando la ec 4 para la barra 3
%10 ' %, 8,
4 .,-..‘J. ‘..‘i o .\.,\,.;‘]‘...'_. 0 ;‘ L )
w4 ‘“"‘1786"898 .7 - 415.558 415.558 I
el 96.641 - 96.641 XN
N ' Coo ot
T - 96.641 96.641 8k

1 .-.rigideces de toda la estructura es la suma d
las: matrices de: \.rigidez de todas y cada una de la barra de: l"
estructurau.(el xrango “de” cada matriz se toma de 15 por.. 15)’
manera“\de@ejemplo *se"‘ ipresenta a continuacién la matriz.: de
rigidezidei: 1a‘.,estructura para los primeros 5 grados-. de

1ibertad \ h 1"'- \_?‘_‘r" ':,'.:-‘.‘ "|" . l.l\. .‘_,' -‘_ ‘*
R e
- \*‘:,Ia' "-. ek _:6,‘“‘ N S 8 S e J" .
NS UM RIS a 4 3 AERCE
Y SR R
rﬁﬂf LSS S : e L
193 2azf 96 541" o} - 96.641 0 AU I
s 5’96“641‘ 2147 937 - 96.641 0 -21.655 - ...| 78
’ B Y T et L : ' R
K =% 0 - 96.641° "193.282 0 0 e

- 96.641 0 0 214.937 -21.655 “as
0] - 21.655 o - 21.655 86.620 .

- - - . .




El vector de desplazamientos, para los primeros cinco grados

de libertad, wvale

s, —

.
(S N S S

0
Determinemos a continuacion el vector de cargas
empotramiento. Aplicando la ec 3 para la barra 1l:

GL
- 1.849 + 1.011 r,+ 1.3 r, 10
Ee1= - 1.29 + 1.377 r1 + 0.2352 r2 1
-2.15 + 0.7727 rl + 1.9148 r2 2
GL = grado de libertad
Aplicando la ec 5 para la barra 3:
GL
1.849 - 1.3 r2 - 1.011 r3 10
Be? =| - 2.15 + 1.%15 r2 + 0.7727 Ty 2
- 1.29 + 0.2352 r2 + 1.3773 r3 3

Como ejemplo presentamos a continuacién el vector de cargas
de empotramiento de la estructura para los primeros 5 grados

de libertad.

—, -
- 2.58 + 2.7546 rl + 0.2352 r, + 0.2352 r,

-6.88 + 0.7727 ry+ 5.2069 r,+0.7727 ry+ 0.2352 r,

- 2.58 + 0.2352 r, + 2.7546 r, + 0.2352 Te

P =/-6.88 + 0.7727 r.+ 5.2069 r + 0.2352 r_+ 0.7727r
e 1 4 5 7

-17.2+0.7727r2+0.7727r4+7.6592r5+0.7727r6+0.7727r8

L . : -

GL = grado de libertad

El vector de cargas concentradas, para los primeros 5 grados

see 1 B WM

de

GL

7/1L



de libertad, esta dado por:

_ _ GL

- 9.6 1

0 2

= - 9.6 3
-c

4

0 5

Sustituyendo valores en la ec 1, Yy tomando en cuenta gue, por
simetria:

2 L] 5Ea 8
r

)
9
r = r =

=35 =&
r r

1)
L, =r,=r5nL=r

2 ]
= &, =6 =08_=86_ =8_=20
10 11 12 13 14 15

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones (que
representan el equilibrio de cortantes o de momentos en el
grado de libertad correspondiente):

Grado de libertad 1
193.28 61— 193.28 62+ 2.7546 r1+ 0.4704 r2-2.58 -9.6 = 0 (a)

Grado de libertad 2
- 193.28 51 + 214.937 62 - 21.655 55 + 1.5454 r1 + 5.2069 r2

+0.2352 r_ - 6.88 = 0 (b)

Grado de libertad 5
- 86.62 5+ 86.62 5+ 3.0896 r + 7.6592 r - 17.2 = 0 (c)

b) Anadlisis de deformaciones del terreno de cimentacién
Haciendo i = 1 en la ec B

2 9
6!. = j§1 lej Hlj k§1 Iijk rk dk / ak'

= Mz“ Hl ( Iiil dl rl / al + qu dZ rZ / aZ +

R ]:”9 dg r, / a, )
+ MZ' Hz ( 1121 dl rl / al * 1122 d2 rz / az +

..019d

12 r, / a, ) (d)

9

Como se .ind: 3 en el inciso 3, el valer de influencia qu

v



representa el esfuerzo en el punto ij debido a una presiodn
unitaria colocada en el area k . Calculemos come ejemplo un

valor de influencia, digamos el I“S En la fig 7 se muestra

la planta del area 5 y del punto 1 . Colocamos una presion
unitaria en el area 5 y calculamos el esfuerzo bajo el punto
1, a la mitad del estrato 1, es decir, a una profundidad de
1.2 m . Aplicando la ecuacidén de Boussinesg, se obtiene un
esfuerzo vertical de 0.002988 . lL.Los demds wvalores de
infuencia se obtienen en forma similar. Sustituyendo valores
en la ec (d)
r51 = 0.0154(2.4) [0.2271(4.3r1)/4.6225+0.009375(6.45r2)/9.245
+0.0001528(4.3r ) /4.6225+0.009375(6.451,)/9.245
+0.002988(8.6r5)/18.49+0.0001625(6.45r6)/9.245
+0.0001528(4.3r,)/4.6225+0.0001625(6.45r,)/9.245
+0.00002824(4.3r_)/4.6225)]
+0.0222(2.0) (0.1139(4.3r,)/4.6225+0.04407(6.451,)/9.245
+0.002284(4.3r3)/4.6225+0.04407(6.45r‘)/9.245
+0.028026(8.6rs)/18.49+0.002638(6.45r6)/9.245
+0.0022836(4.3r_)/4.6225+0.002638(6.45r,)/9.245

+0.0005157(4.3r_) /4.6225]

Sabemos que por simetria

= = = = =r = r
rl r3 r? r9 r2 rﬂ 6 8

Sustituyendo valores y haciendo operaciones
6: = 0.012733 rl + 0.0033854 rz + 0.00063012 1:'5 (e)

En forma andloga se obtienen 52 Y 65
62 = 0.0036877 r, + 0.020326 r2 + 0.0021424 r, (f)
55 = 0.0028714 r, + 0.010629 r2 + 0.025023 r, {g)

c) Compatibilidad de deformaciones

La compatibilidad de deformaciones entre la estructura y el
terreno de cimentacidn se logra sustituyendo las ecs (e), (f)
y (g) en las ecs (a), (b) y (c):; asi, se obtiene:

Grado de libertad 1
4.5029 r1 - 2.8039 r2 - 0.2923 rs - 12.18 = 0 (a’)

Grado de libertad 2

- 0.1852 r, + B8.6912 r, + 0.03202 re = 6.88 = 0 (b%)

9/



Grado de libertad 5 .
- 0.07071 ro+ 2.2496 r, + 9.6411 r, - 17.2 = 0 {(c¢”)

Resolviendo el sistema de ecuaciones
r, = 3.343 t/m r2 = 0.8569 t/m r5 = 1,609 t/m

Los hundimientos del terreno de cimentacidn se obtienen
sustituyendo los valores de las reacciones en las ecs (e),

(£) y (9)
§ = 0.0465 m §,=0.0332m § = 0.0590 m

Para ilustrar 1la determinacién de elementos mecanicos,
utilizamos para la barra 1 las ecs 6 y 7

M = - 2.88 t.m V =4.8 ¢t
10 1

6. CONCLUSIONES

como se puede apreciar en los incisos anteriores, es posible
en forma relativamente sencilla llevar a caboc el analisis de
interaccidén suelo-estructura en el espacio, sin necesidad de
hacer iteraciocnes. Ademas, se toma en cuenta toda la
estructura y todos los estratos del subsuelo.

Uno de 1los aspectos importantes es gue para aplicar esta
técnica en la practica profesional, es necesario elaborar
programas de computadora, los cuales utilizan grandes
cantidades de memoria, ya que en tres dimensiones el numeroc
de grados de libertad es mucho mayor gque el que se utiliza en
andlisis bidimensionales,

REFERENCIAS

Beaufait, F W, Rowan, W H, Hoadley, P G y Hackett, R M,
Computer Methods of Structural Analysis, Prentice-Hall, 1970
Deméneghi, A, "Interaccién suelo-estructura", Rev Ingenieria,
Vol LIII, No 4, pp 80-90, Facultad de Ingenieria, UNAM, 1983

Zeevaert, L, Foundation Engineering for Difficult Subsoil
Conditions, Van Nostrand Reinhold. 1973 )
L ', p— |
I L
v 99
f]r s,j ‘h ]ﬁ'
| 272 ' dre2 B

Figura 1. Barra articulada a la izquierda

'2



-t

[T T[] I |
b\ AL
A . N ~ }
V‘]: § \\ |
of l’, - ls v N ]
3 13 ~ l
* 1
\\\\ I flul
L 1/2 | 4/2 ] " ~1
j L i My |
]
Figura 2. Barra articulada a la derecha
b, L :' P ;g iy :i P I A R Lo Figura 3. Calculo de los
! : I T B T S - R R
, Hi N A L T R I l hundimientos del terreno
R N RN A1 I VAN L S SRRV ERREL NS N
IR AL R A S eelum. i (7 o1 # 7
: 4R RN Al L % 0.00540m
1 140.00!.4-I ! v . r
) 1 ' L a9
' t - 0.0t121 ="
1.6 t/a L
A ;1= 0 0054 &

, 0.8 /s

i

1 a 0.0054 =

4
: T

P F I o, | .. ' . ,
GFOMETAIA ¥ SISTEMA DE CARCAS SOBRE |La ESTRuctuma . Figurd 4



P

Ny
Hz:0.0I:!.ﬁz/l 24nm Calrato |
Mgs0.0222 nelt 2.0m Estrato 2

Fipgura 5. Estratigrafia y propiedaces

{Ejemplo)

N —

""F‘\

4.3

| Area a3

b

2 13

®

kzl.’t ! 43 J ?'5‘4

Acolocionss en mis

IR o Figura 7. Determinacién de los valores

) . de influencia
NURFERACIONM DY, DARRAS Y GCRADOS DE LINERTAD '



[P ey .- o - bt e 5 ) v
= . - 4 A o - ' . s A =Y STl -~
annemer - L A 113 I W oot T L jAhma

FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

ANALISIS ESTRUCTURAL

METODO MIXTO DE FLEXIBILIDAD Y RIGIDECES

APLICACION A ANALISIS DE TUBERIA

ING. JULIO DAMY RIOS

EXPOSITOR DR. JOSE LUIS CAMBA CASTANEDA

Palacic de Mineria Calle de Tacuba 5 Primer piso Deleg. Cuauhtémoc 05000 México, D-F. APDO. Postal M-2285
Teléfonos: 5128955 512-512t 5217335 52141987 Fax 5100673  521-4020 AL 26



INTRODUCCICN I

El wualisis estructural, a través del método de rigideces, ra-
suelve el problema del anidlisin de sistemas estructurales, ree
diante la solucidn de la ccuacidon general{F}=(K){a}, en donde el
tamafio de la matriz de rigidecns de la estructura(K), mantiene
una relacion directa con el nimero de grados de libertad angular

y lineal del sistema estructural,

En un planteamiento tradicional, el andlisls eatructural
concibe como nudos de una ectructura a todos aquellos puntos en

que concurren dos o mas el<mentos de la misma,

Es poslble, a traves de un planteamicento mas claborado redu=
cir el numero de nudos de una estructura si sdle se consideran
como tales a los puntos en que concurren tres o miS elementos
de esta, lo cual re=duce conslderablemente el tamano de la natriz
de rigideces de la estructura(K), siendo esto ventajoso desde el
punto de vista de la solucldén matematica y sodbre todo de la apli-

cacion de computadorEs al analisis estructural.

Este planteamicnto es de interés particular cuando se anlica
al anilisis estruectural de sistemas de tuberlas en dos o tres di-
mensioncs, debido a que en estos slistemas estructurales existae
por lo general un numero suficientemente grande de puntos en que
.‘concurren golamente dos tramos de tuberia (quiebres), como para
pensar en un tratamiento especial para ellos, sin considerarlos

como nudos,



CARACTERISTICAS .-.E:

1.= NUDO.~ Se considerarin como nudos sdlo aquallos puntos
de la estructura en que concurran tres o m’is tramos de

barra ¥ a 1os apovoa lacompletos,

2.= TRAMO DE BARRA,« Se llamarad asi al tramo recto comprea~

dido entre dos qulebres adyacentes de una barra,

3, BARRA.,- Se entenderi por barra, a la parte de tuberia
comprendida entre deos nudos.

4o~ SECCION TRANSVERSAL.= La seccidn transversal de cada

barra, serd un anlllo circular constante an toda su lone

gitud, ﬁ 2!
L} y'
> x!
I< = J
Iyt » Izt

ACYI = Ac:' - M

fIG_ 1 .- Propledades de la sec~

clon transversal y ejes locales
de referenciaes { SuLe )



DEFIN!CIONES

N e——— S —

"A).~ Par: andlicis on dos dimensisnes,

S6.

FIS. 2.= Tuberla en el plano.
. Nbtese que en un nudo pueden con=-
currir barras con diferente sec-

cidén transversale.

As 1o)e= Matriz de transformacidn de coordenadas T para-

un tramo de barra.

SRR

(:) nude
(3} barra

S$.,G.,=5istema global
de referenclia.

. ’
" cos & -gsen 9
( quiebre
E§§ tramo ﬁqa o| sen @ cos 9
0 o

FIG_3.- Tramos de barra Y Angu- \
1o—e—para la barra 1 de la fi-

qura 2.




donde O a inclinicidn del tramo de bur~: § referido al
eje x positivo cn €l S.G. meuido en sentido

contrario al de las manecillas del reloj.

A, 2.) Matriz de transporte entre los puntosy@rer‘eridos
al 5.G.

( )

1 ¢ 0

(Mo o |1 0

w08 -Y ) (kg=X; f 1
L /

dnferido al tramol 3|/de la barra
11 (Fig, 3), B es el nudo @Dy 3
~s el quliebre

Notese que para cl tramo adyacente a un nudo, la matriz
de transporte (Haj] toma la formy de la matriz identidad

(1).

A, 3.,) Matriz de flexibilidad del tramomen su extrem@rcfe_
rido al S, L. de referencia, (ver fig. 1)

- \
il 0 0
EA
: [f'] . 0 L} (1+C) Lt
s8)ff) 3EL 2EX
0 L2 L
(en S.L. )\ 2EX EI )

dondet Ce» G (1‘?)——-1-—-
AcL

Mddulo de Polsson del ma=
tarial

7

Acs Area de cortante da la sece
cion transversal



B ).~ Para analisls on trcs dimensiones,

? X
54.
@ nudo
[Zj barra
FIG. 4.- Tuberla en el ‘espacio.
Noteze que cn el nudo pueden con=- 5.6, Sistema global

currlir barras con diferente sec=

ci¢n transversal.

de referencia

B. 1.) .- Matriz de transformacidén de coordenadas(T)para

un tramo de barra.

donde? [A ;}- Cx'y

|Cx'x Cy'x Cz'x
Cy'y | Cz'y
Cx'z Cy'z Cz'z

En la natriz[Aﬂ los »lementos de las columnas
1,2 ¥ 3 son loa cosenos directores de x', Y?
y z' respectivamente, del tram[ﬂ en la barra
[t)en S.L., con respecto al S.Ge (ver fig 1y

flg 4)

7



B, 2.) .= Matriz de trunsporte entre los puntos B y J

referidos al S5.G.

Hg | =} - 4 \1
[ ] ! (3 0 |-(Z4=Z;)| (¥q-Y;)
donde:[h] o (ZB-ZJ) 0 -(xa..xj)
- (Yo=Y, )| (X4=X,) 0
L .

®
®II @ :Il'@": )

@ quiebre
El tramo

FIG.5.= Tramos de barra y quie=
bres para la barrali]de la fi.:
gura 4 ( para el tramo({1},B es

el nude Dy J es el quiebre(d))

Notese que para el tramo adyaconte a un nudo, la
matris de trnnsporte(ll,ﬂ toma la forma de la ma
triz identidad [I].

Be 3o) o= Matriz de flexibilidad del tram@ en su extremo
@referido al S, L, de referencia, ( ver fig. 1 )

I
Al

? = Mbdulo de Poisson del material
Ac

' dondet C = G(1+9)

Area de cortante de la scccilén
transversal
E

_ i -
; : _ 70%9)
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PLANTEAMIENTO GENERAL [\/

”
La solucidn de la ecuacidn cencral planteada en el analisis es-

tructural a través del mitodo de rigldeces

{r) = (x){q) cee (1)
coinprende las siquientes ctapas:

A.- Tormacién de la matriz de rigideces (K)
B.= Cdlculo del vector de fuerzas(P}

C.= Obtencion del vector ‘le desplazamientos d mediante la
solucion de la ccuaclidn general (1).

D.~ Obtencion de los celementos mecinicos en los extremos
de cada barra, calculados a partir ded) vector de dess
plazamlento[d‘

Se trataran aqul solamente los puntos A y B, Los puntos

C y D corresponden a un planteamiento tradicional del analisis

estructural,

Ae= Formacidn de la matriz de rigideces{K]

1).= Formacidn de la matriz(Klen forma topologica

Se entiende pror forma topoldglca de la matriz K
a la renresentaclon matricial de la relacion que guardan
3 los extremos de las barras con los nudos de la estruce
tura

La matriz topoldgica(K)para las estructuras de las
figurag 2 y 4 es idéntica y tiene la siquiente forma,

si el extremo B de las barras coincide con el nuclo@

OL1©)

D



Lk Bb)'ﬂ r (l'. anj@ I:k 5,\] 3 i o 0 (k M]Q
I

A £ N N
(k) = ° COVP ?Q‘“Ja*ﬁc‘“‘)@ ° °
S P I .
___0 [k bA)E 0 Ekboja*(k%)ﬁ] 0

ST A B ° (kg

( en S, G, ) yd

Notcse que punde pensarse en una reordenacidn de la nomencla-
tura de los nudos a fin de obtener un menor ancho de banda de

la matriz[K), lo cual es conveniente desde el punto de vista
de la aplicacidon de computadores.

2.- Obtencidn de 1las matrices (ku],[km),(ku) y[kw) para cada

barra en S. G,

Egtas matrices estan relacionadas entre si através

de las siguicntes expresiones:

(k) = (#e) (ko) (itoa)
(ko) = =(Had)(kes)

(kma) = -LkOJ[H.a]T donde A y B son los cxtremos
- de la barra ( ver figuras 3
yS)

Por 1o que solo seri necesario calcular[kg.] de cada ba-
rra, y aplicar luas expresiones anteriores para calcular

[“u\] 1(Xna) ¥lkon) «
Para cnlcular(k;;] se procede de la manera siguiente: -

-1
Recuerdese que [k”) "(f&B] » por lo que el problema
se reduce a calr:ular[t‘”]en S. Gay la cual se obtiene a

1
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partir de la slqulcnte expresion : ( Ver figuras 3 y
5 l.

"P Lron\o&

fso (Hay ] rfﬁﬁ] [Ha
Z g ﬂ(cnﬁ(q)

donde (erj [f-g][]se encyentran referidas al 5.6, de
referencia,.

La matriz de flexibllidzdes del tramo[}jen cl ex-
tremo B, referida al S.G, puede calcularse con la siguicn-

te expresion.

(f“]m m@rfu..)m(r]a

{ en 5.G.)

)).~ Tratamicnto de apoyos incompletos

Un apoyo incompleto puede no ser considerade como nudo, si

se emplcan las rigldeces modificadas del tramo de barra

que concurre en éel,

A continuacion se listan las matrices de rigldeces mo

dificadas para dos casos de interes practico:

®

( \ ‘ \
EA 0 0 EA | © 0
k. }4 0 3EI 351 k.bb] alk ] - 0 0 0
[ AB -'1‘1' —L"- [ [ Ar
(en 9.1) i (v SL)
0 0 0 0 0 EE
\. A . A
o N / N
Eﬁ 0 0 EA 0 0
L T
'V.) 0 3Rl 3EX ' ) 0 0 0
, kg3 LB (b))
5. " {an =-L)
@30, L | 30X ¢ 0 |_E1
: ] L L L P

®
- = gt T = -j.




Para obtcner[k\,en 5.0. se emplea la siguicnte expresion:

(x) = (T){)(T)"

Con ('I‘] tal como fue definldo en III

B,= CAlculo del vector de fucrzaeLLF}

Las cargas que pucden presentarse en un sistema de tuberlas

como el de las figuras 2 y 4, son las sigulentes:

‘14« Fuerzas extwrnas aplicadas en:
= los nudos de la estructura
- los qulebires de las barras

= los tramos de cada barra

Considéresc la barra(1lde la fig. 2, cargada como se

muestra en la figura 6
R {F] N tramos

()

FI5. 6.- Barra[flcargada y

fuerzas de fijaciénff-k‘ Y(E'o}

R

{F}] = PFuerzas quiebre
= Fuerzas fijacion,.

EFlie 7.« Barra men cantiliver,

~ Las fuerzas de fijacion en el extremo B de la barrafl]se
obtiencn a partir de la siguiente expresiont

(7o} =-(xse)fes]

13
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donde {d;]es la matriz de desplazamlcn:os de) cutremo B
considerando a la barra cn cantiliver ( ver flg., 7 ) y

se calcula con la sigulente expresidn

N tramaos

{an) = & () ()

J#

En la expresidn ante:ior,{?ﬂcs el vector resultante
de restar las fucrzas externas aplicadas en el quiebre
@({F}l, esssssssvansy |F]Nbtqms €n la figura 6 ) menos las

fuerzas de fijacion producidas por las cargas externas aplla-

' cadas o°n los tramos adyacentes 1l quiebre@ ibas refew

rida. . 5,G,

“i vectortﬁd, tiene la forma siguiente para ¢l caso

de sis:zemas de tuberlas en dos y tres dimensiones,

g - (B
{Fj} = Fiy Py
qu Fja
( S.P. 2D ) {Fj} =i Myx
ij
M

( S.G. 3D )

Y]
> 35>
d ]
Convencién positiva del
vector | E‘j}

La matriz(!!.ﬂse aplica tal como fue definida en IIX,

La mtrlz[?}] es la matriz de flexidblillidades del seqgmenw
to de barra comprendido entre el extremo origen(A)y el
quicbre@respecto al cxiremo destlno@y esti deflnida me-
diante la sigulente formula de recurrenciae.

(5:i) -l o Fo o) "

1< b | £( N.+10M")



en domle[i{%(gse aplica tal como fue definida en IIX
y(f@] se obtiene por un procedimiento similar al des-
crito en A, 2.

NOotese que en la ecuacldn anterior se tienc que:

[?1] - [fabjm
Y [? N'Jcrcmo&j - (f 55] 1y

Mediante el procedimiento descrito, se obtiene[dg}
se calcu.la( ?‘5] y se le suman las fuerzas de fijacion en el
extremode la barra[ljproducidas por las c¢argas aplicadas
en el tramo adyacerile a €1, obtonicndose asi el vectorif‘gj
definitivo,

Una vez conocido el vectior de fuerzas[-f‘.]de la barra
[:1:\ se calcula el vector de fuerzas{f‘.\] de la misma barra con

la sigulente expresiont

(4 = (B} =(hfF )

dondc:if‘k}*es el vector de fuerzas en cl extremo(R) de la
barram producido por las cargas actuantes en
ella considerandola en cantiliver, ( ver fig. 7 )
y(l-l..]se aplica tal como fue definit_ia en 1II,

Los vectores de fuorzas{-fﬂ y{f’,] asl obtenidos cons=~
tituyen ol estado I de cargas ( fuerzas de fijacidn ).

Al aplicar vectores de carga en santido contrario a
los del estado I, y sumar los que concurren en un nudo
mas el vector da cargas aplicado en el mismo, se constitu-
ye el estado Il de cargas. ' |

La forma topoldgica del vector de cargas{Plen la e=
cuacidn ( 1 ) para las estructuras de las figuras 2 y 4,
slendo nudos destino el () )o@, es 1la siguientes



0]
o - ) Bl (Bl Rl (Al
(R, * (Rl + (R H Rl <1y

componcntes del vecto;[?]

.(
Convencidn positiva para los
T NUDO {:

Estamos ahora en posibilidad de resolver la ccuacion ge=
neral fF}-(K]{d‘ y obtener los desplazamientos de los nudos de
la estructura y calcular a partir de cllos los elementos meca-~
nicos que se generan en los extremos de las barras ( inciso
IV.C ), lo cual puede hacerse a través Jde un planteamiento tra-
dicional de analisis estructural.

A los elumentos mecanicos asl obtenidos, se les suman los
vectores de fuerzas de filacldon que constituyen el estado I de
cargas para obtener los elementos mecanicos definitivos en los
extremos de cada barra deo la estructura.

2.= Fuerzas Producidas por Cambios de Temperatura

Es aplicable todo lo estipulado en B,1, pero ahora el proble-
ma es mas sencillo, ya que la unica diferencis con lo visto
alld, cs que la matriz d ahora se calcula de la manera si-
guiqntes

16



o= Cocfllciente de dilatacion lincal d=el
material

At = Cambio de temperatura

Para « = cteo
Jt = cte

d):b ‘J.At( Xo- XA)
{d;}: d;b suAt( Y- ¥,)

¥
Pe =0 (o, @ At (Xg=X,)

dy, = L)t {¥e=Ya)
dzp = At (2,-2,)
4 ={@s=0
Py = O
kQZ‘B =0

(s.G. 2D)

(S.G, 3D)

Para o = cte

(Ai:E- variable para cada tramm

(Do \

dxe -g' At{ﬂ (ﬂx’m
d;; 2 4 d§5 - N'hu'Et (Ay) = )
Db A Rl

\g;:s = 0 ) (8.6, 2D)
rd,;g - :":'Et (Ax) ,:b =0 )
Jsi B B
v ; Em’t (Ay) ’ [
[d&}-1 dys -::1-“! i AY@ fe = 0
"frama
Ld#’a' -%;‘ﬁt (a =’m gip = O J (SeGe 3D)

17



3.= Puerzas producidas por desplazamientos imnuestos 1 los

a QS .

Es aplicable también czhora todo lo estipulada en B,1 ¥y
el problema regulta ser mas sencillo ue 108 i ~t2ados en
B,1 y B.2 puesto que ahora{ﬁb}se ca'aula dlrerctanwmte a

partir de la sigulente espresion:

(Fo) = [onffda]

dondo(&A}en el vector de desplazamientos impuestos a la

estructura en el apoyo A.
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- 3. ANALISIS DE DEFORMACIONES EN LOS SUELOS
’ ! L
Aﬁ'k“hu ?Demcnej P Lolina ¥

3.1 2n de CJ.M‘Ps° de Clmtnticones
.1 Determinacion deformagionen suelog
o0 4ea Julo de (99

3.1.1 Deformacidén de un suelo en el campo

"Para llustrar la forma de determinar las deformacionas dal taerreno da

clmantacidn, consldaerends Ul aleRanto da sueld que pRY Pead prepie
estd sometido al estado de esfuerzos mostrado en 1la fig 3.1la.
Consideremos que este estado da esfuerzos se puede sustitulr por una
presion de confinamiento equivalente al esfuerzo normal en el plano
. octaddrico P, » dada por el promedio de los tres esfuerzos normales

P, = (1/3) (p,+ P, + P ) (3.2)

e S ’
. Supongamos que las presiones horizontales P, Y p, 8on iguales entre
‘st y proporcionales a la presién vertical P,

P, =P, =K P,

' = .
L)
™

donde K es- el .:coeficiéﬁt'e" ' de _'pfesién en . repose del suelo,
Sustituyendo en la ec 3.1. R IRY o R

TN e 1.

A -.'ui; -".' LI A o v‘ .
v o '-_.r._‘. ‘1.-.- . ‘“'. -',-’ . ) .- . ...I:_?"r.....'_: ..
Pp,=(1+2 K’.) P,/ 3 C S ‘_"-;__._(3.2)

La fig 3.1bh muestra al elemento de suelo sometido a una presion de
confinamiento equivalente P,

Supongamos ahora que se construye una cimentacidn y ésta ocasiona
incrementos de esfuerzo normal VR a" en el elemento (fig 3.2).
Estos incrementos de esfuerzo preducen deformaciones verticales y
horizontales en el elemento. En cimentaciones es usual que la

. deformacién que interesa al ingeniero sea la deformacién vertical &
del @elemento. Existen varios métodos para determinar esta
deformacién; uno de ellos trata del empleo de la ley de Hooke, que
consiste en lo siguiente

. - .,
a0,
9 . . Lo

* Prb{ﬁ"' del Ttp&t“-‘.uﬁu‘o de Geoobecwa. Faoultad Le Iujtu-'cﬂ’d,UHAH



c,=la, -v (o +0 )] /E (3.3)
6‘ =€ H ‘(3.4)
donde c, - deformacidén unitaria del elemento

E = médulo de elasticidad del material
v = relacién de Poisson

H = espesor del elemanto

Los esfuerzos o+ %, Y o 80 pueden'obtener con la :r.aoria de

Boussinesq, empleando las ecuaciones que se presentan en el inciso
3.4 de este capitulo.

3.1.2 Propleiades de de:l>rmacidén de los suelos

En los suelos ocurren diversos tipos de daformaciones: elastica,
plastica, elastopldstica, viscosa, etc, por lo que el valor de E se
tiene que tomar de acuerdo con el tipo de suelo y el fenémeno que se
esté estudiando. Cabe aclarar que, dado que 1las relaciocnes
esfuerzo-deformacién en los sguelos son no lineales, conviene con
frecuencia trabajar con el wmédulo secante de deformacién para

determinar el valor de E correspondiente, utilizando niveles de
esfuerzo lo méds cercanos a la realjidad.

A continuacidén veremos la forma de determinar los diferentes valores
de E.

La determinacién de las propiedades de deformacién para el andlisis
de movimientos en una cimentacién, se puede ilustrar considerando un
elemento de suelo en una prueba de compresién triaxial, sometido al
estado de esfuerzos que se muestra en la filg 3.3; consideremos
adiclonalmente que se trata de una arcilla saturada. Suponiendo que
la probeta de suelo tiene un esfuerzo de confinamiento P, Y un
esfuerzo desviador o, iniciales, primeramente se reduce el esfuerzo
o, a cero (para rapresentar la descarga por excavacidn, decremento de
carga, aetc), con lo que se ‘obtiene el médulo de rebote eldstico E,

10
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'del suelo (fig 3.4). A continuacién, manteniendo aplicado el '
confinamiento P, 58 vualve a aplicar el esfuerzo g+ con lo que sa
determina el wmddulo de reconpresidén Eu| (fig J.4). Aplicando un
esfuerzo de compresién o_ se presentard un asentamiento adicional
debldo al incremento neto de carga .= 0, - ¢ , donde o, es el
esfuerzo normal debido a la carga total de la estructura; a esta
deformacidn se le puede denominar asentamiento por compresién; el
médulo de deformacldén correspondiente sera E, (tig 3.4). Tenemos
entonces tres mddulos de deformacién, a saber

Eo-_o.r/ e Eu-cr/cro Ee-ou/ce

Dependiendo del tipo de deformacién que se esté determinando, sae
enmplea alguno de los mdédulos E, E_OE en la ley de Hooke de la ec
3.3.

Finalmente, y dado que el suelo es una arcilla saturada, manteniendo
al esfuerzo o_ constante se presentard una deformacién a largo plazo
cvﬁ(tig 3.4).

Vemos entonces que las propledades de deformacidén para wuna
cimentacién se pueden detrminar todas ellas en una prueba de-
conmpresién triaxial. sSin er irgo, 3te tipo de ensaye resulta dificil
de realizar en arcillas saturadas, debido fundamentalmente a que 1la
deformacién diferida ¢, toma mucho tiempo en esta prueba; por esta
razén, las deformaciones debidas al incremento neto de carga, entre
las que se encuentra la deformacic1 a ‘argo plazo, se determinan a
partir de los resultados de una prueba de coneolidacién. Adends, se
ha obseryado que los médulos E Yy =, se puedan obtener a partir de
una prueba de compresién no confinada, debido a que al esfuerzo
efectivo cambia poco al ser extraida una muestra de arcilla saturada
del terreno natural, es decir, se hace la consideracién de que el
esfuerzo efectivo en una prueba de compresién no confinada es
aproximadamente igual al esfuerzo efectivo de campo. Con el mddulo E
gse obtiene la componente eldstica de la deformacién debida al
incremento neto de carga.

11
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En resumen, la eXpansién por descarga Yy el asentamiento por
recompresion se determinan con los mddulos de rebote elastico y de
recompre:‘é6n, respectivamente, ambos obtenido en una prueba de
compresi no confinada. Con el mwmédulo de rebote elAstico se
determina adenmds la componente eldstica de la deformaclén debida al
incremento neto de presidn de la cimentacién. La componente plastica
de la deformacién Iinstantdnea, y la deformacién diferida,
ocasionadas por el incremento neto de carga de la cimentacldén, se
deterpinan a partir de los resultados de una prueba de consolidacién.

Las propledades de deformacidn para la dgterminacién de movimientos
de la cimantacién debidos a acclones sismicas se obtienen a partif de
ensayes de tipo dinamico como el péndulo de torsiodn (Zeevaeaert 1973),
la columna rescnante (Jaime et al 1987), etc.

En suelos friccicnantes se sigue un procedimiento similar al de las
arcillas, con la diterepcia de que el efecto de 1la presién
confinamiento es mayor y dhe el efecto del tiempo es mucho menor en
estos materiales. Para suelos granulares existen procedimientos que
toman en cuenta en forma explicita el efecto del confinamiento y que
la Telacidén esfuerzo-deformacién en ellos es de tipo no lineal; una
de estas tdcnicas se presenta en en inciso 3.7 de este capitulo
(Deméneghi 1989).

3.2 Deformaciones permisiblen

Las deformaciones calculadas deben compararse con las deformaclones
permisibles de una cimentacién, las cuales deben determinarse para
cada estructura en particular. Por ejemplo, el asentamiento total y
los asentamientos diferenciales de una cimentacidén dependen de la

opinién de las siguientes personas involucradas en el diseilo de la
cimentacidn (Zeevaert 1991)

a) Propletario del inmueble
b) Inquilino

c) Ingeniero estructurista
d) Arquitectoe

e) Autoridad municipal

12



f) Compania de segquros
g) Opiniodn publica

Por lo tanto, con el concurso de opinién de las personas mencionadas, se

llegan a definir los movimientos permisibles de una cimentacién.

Sin embargo, para que el lector se dé4 una jidea de los asentamientos

permisibles, y unicamente para fines de anteproyecto se presentan los
valorgs de la tabla 3.1 (Sowers 1962).

3.3 Estados l{mite da servicio

Los reglamentos de construccién especifican los diferente movimlentos
que se deben revisar en una cimentacién, los cuales dependen de cada
caso particular. Por ejemplo, las Normas de Cimentaciones dal
Distrito Federal establecen que para una cimentacién compensada se
deben revisar los estados 1limite de servicio que se indican a
continuacién. Cabe aclarar qgue este criterio se puede aplicar en
general a cimentaciones superficiales, profundas, etc, con . las
modalidades propias de cada cimentacién.

a) Desplazamientos instantidneos del suelo de cimentacién

Ios desplazamientos instantdneos en suelcos finos saturados se pueden
calcular utilizando la ley de Hooke (ec 3.3), considerando que la
deformacién del suelo ocurre a volumen aproximadamente constante.
* Véase el ejemplo 6.1, donde se trata el calculo de expansiones
y asentamientos por recompresién, considerdndolos como movimientos
instantaéreos.

Los suelos granulares, debido a su permeabilidad relativamente alta,
expgrimentan movimientos instantidneos de magnitud alta comparados con
los desplazamientos diferidos. La determinacién de deformaciones en
suelos granulares se pueda ver en los ejemplos 3.1, 5.4 Yy 5.8,

b) Deformaciones transitorias y permanentes del terreno de
cimentacidén

13 °
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Las propledades de deformacién para la determinacidén de deformaciones
transitorias de 1la cimentacién debidas a acciones sismicas se
obtienen a partir de ensayes de tipo dindmico como el péndulo
torsién (Zeevaert 1973), la columna resonante (Jaime et al), etc.

En la obtencidn de 1las deformaciones permanentes de un suelo
ocasionadas por un sismo, el fendmeno de la repeticidén de carga es
importante; por lo tanto, deben determinarse, en mnuestras en el
laboratorio, las deformaciones permanentes acumuladas por la
repeticién de cargas. En forma aproximada y unicamente para fines de
anteproyecto, se pueden emplear las siguientes expresiones

6”-6’(1+alogN) (3.5) '
donde ‘SPN = deformacidén permanente debida a N repeticiones de
carga

6’ = deformacién pémanente correspondiente a la primera
aplicacién de carga

N = nimero de repeticiones de carga

a = coeficiente que depende del tipo de suelo. Para suels
granulares a @ 0.25 ' '

log = logaritmo decimal (base 10)

¢) Asentamiento diferido debido al incremento neto de carga

Considerando que la presién efectiva en una arcilla saturada no
cambia en forma importante por una excavacién, el asentamiento a
largo . plazo se calcula entonces empleando el incremento neto de
carga, el cual es el resultado de sustraer de la presién o carga
total transmitida al suelo por una subestructura o un elemento de
ella, la presién o carga total previamente existente en el suelo al
nivel de desplante (RCDF 1976). Ademds, si el terreno de cimentacién
consiste en arcilla, el asentamiento debido a cedencia lateral de
suelo es usualmente pequefdio en comparacidén con el asentamiento total:;
por esta razén, aun el asentamiento de cimentaciones en estratos de
gran espesor de arcilla puede ser evaluado por métodos basados en

14 ' 6



‘ 7
deforrmacién unidimensional (Terzaghi y Peck 1967, art 41); es decir,

‘para calcular los asentamlentos diferidos uUnicamente hay que utilizar
el asfuerzo normal vertical o

En el ejemplo 6.1 se presenta la valuacién del asentamiento a largo
plazo en una cimentacidn compensada. Cabe aclarar que si se desea
obtener adicionalmente la evolucidn dael hundimiento, se puede emplear
la teoria de consolidacidén de Terzaghi-Zeevaert que consaldera
adicicnalmente la componente de deformacién por viscosidad
intergranular (consolidaclién sacundaria); védase para esto Zeevaert
(1985) .

3.4 Inérgmsn&ga ga'sazugzzg en la masa da guelo nsqﬂiﬂnndnn RO una
carga repaxtida aplicada en la superficle

3.4.1.Carga uniforme . : e e '="'"'-.’.:""«'f',=f""¢ -

A continuacién se presentan las expresiones para determinar 1los
esfuerzos normales verticales bajo la esquina de un rect ngulo
sometido a una carga uniforme q aplicada en la superficie (fig 3.5).

Para o (Dany 1995) .g;g;gg;..;-:
A ‘-"‘I'.;ﬁ"" l. f' }"t'j A‘ .." --‘ﬂ Y
.'" Py TR Vv X_YE X_Y
l-: :-. N AL r-'g zZr -h.f + z N A . 2 A .
o AR R O
LR AVIRERARR £ '-,"'.. G e Ry
Para'c;'y"a-, (Da-hko ¥ xagan 1930) s
PR ' 4 '_I'-'. :‘.. . . h . i ."- ) ‘_.:“l I. -4 .'- '..‘.‘. - s

I -g- . 1_' A -!- ! - '. . -!-é- e
o = = [ - - oSee’ - ang tan
R Rt £ (:?+ z') xy

+ (1 - 2 v) (ang tan Y/x = ang tan ;z-‘-}-) ] (3.7)

';':;’ ‘ D .
.é,' : :la . - ) LT S
,:‘*.._. x ! 8: - o A P Lo e “ -
= mmeSedeSes’ - ang tan v Ll
(y‘+. a');A‘ . CEY T
SRl L .'n. -' - . ' . x é . .
._‘.,.....‘ ,_-‘ . (1 - 2 P) (mq t.n x/y - mgt‘an —;-'-) 1 (3.8)
i .?t' M A "' \1 ." L _n-"i. S ..."-‘_ii""_ R Y I
A - (x +, ya}_-l- ).\ e "~.'"' b RN .':"T - (3.9)
- iE HOCARIEE ':.: S O R "..?:



J.4.2 Ca:gi triangular

Cuando la carga que sa aplica en la superficle es de tipo trianqular
(£ig 3.6), se pueden utilizar las fdrmulas de Hamilton Gray (Juédrez
Badillo y Rico 1980)

.c ) 1‘_-
. e

Bajo el punto A~*3: _'nf”@’jg

.-‘:‘ ._l-i .. J.l'\':l L "{A o y:l‘ " .

T, e a,_ T-u L ,-:l'":: z fiz + B + z z
crf-[pI:/(ZHB)]( ST ¢t
L - o ':, - _a.. . ' n'. v L + z L+ z

'-“(,u ',,'I._:\: x'_‘ .I .. .o .
LA v B L

- + (B/L) ang sen - 'Tr-Flf aﬁ;-‘ ) .(3-10)
4 o BL'+B' 2+ L' 28 + 2 o 5

Lapa

Bajo el punto B

i .
-
A

3
z
o-tpn/(znn)lt )
= 7"'?';"" (B +2) VB + L' + 20
_J“:;.;Jﬂxgﬁ;xﬁ-qp ,u. ,‘.. - L (3.11)
donde L es la longitud de la carga triangular. ) -
'-if«_r“f+;'“ e r; '
. ‘-,1. e e‘ S

35£iniantqnwﬂaanmnnm1xmmm
3.5.1 Reaccion dol-tarreno trapecial_- ' ' _—

En numerosas ocasiones en la practica un cimiento se ve sometido a
carga vertical Y mnomento. Por ejemplo, una columna le trasmite
usualmente a una zapata aislada carga vertical y momento. El efecto
de un sismo se traduce en fuerzas cortantes y momentos al nivel de
cimentacidéns asi, un edificio alto desplantado sobre una losa de
apoyo o un cajén de cimentacisén, en una regién sismica trasmite al
terreno de cimentacidén un fuerte momento de volteo, el cual ocasiona
deformacionea en dicho terreno que pueden llegar a ser Rmuy
importantes. Por 1lo tanto, sae hace necesario deterninar 1las
deformaciones del suelo ocasionadas por una fuerza vertical y un

'

. -
. . . . =
- . . .. - . ., -
EEPE Y . i S .. . . =
- . . . N . B A '-_‘ K
n agt e -

16 3HS:‘- __:7-:.J;$_;* .
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momento de volteo, tema que trataremos en este inciso.

Consideremos un cinmiento somaetido al asistema de cargas de 1la fig 3.7,
Y supongames que la reaccion del terreno es la suma de una reaccién
uniforme debida a la carga Q, y a una reaccién deblda al momento M.
La reaccién uniforme se obtiena del cociente Q/A, siendo A el rea
del cimiento, mientras que la reaccidn provocada por el momento sa
obtienes en forma aproximada utilizando la férmula da la escuadria: Ac
= (M/1) y . Observamos que la reaccién del suelo se calcula entonces
- con la siguiante expresién

. 0' - Q/A t (H/I) Y !- "n“‘, . |
donda I = nomento da inercia de la planta da la cimentacién

y = distancia del centroidae del irea de la cimentacién a
la fibra donda se estd calculando el esfuerzo

En loslpuntos extremos A y B del cimiento los entuerzoslaa calculan
a;'; Q/Af;ﬁ}#)I)'B)éi; ' '. f'“'\ %-: (3.12)
a‘b-Q/.\-(M/I) B/2 o | S (3.9)

Si.elnciﬁiento‘es rectangﬁlgr de aﬁcho By longltuQ L

"1

oi=a 7, B L+ 6M/ LB, . LT (ae

' _ L . |
_ 55 g B a . ,..":_; R | ,
c s - Q / B L‘ K n / L 3 | J‘:J ‘ (3.15)

ea l !

Por 15 tercera ley de Newton, la carga sobre el terreno es la de la
£ig 3.7, pero con sentidc da arriba hacia abajo (fig 3.8).

Por 16 tanto,-para determinar las deformaciones dal suelo provocadas
por un cimiento con carga vertical y momento, es necaesario determinar
el estado de esfuerzo dentro de-la masa de suelo ocasionado por la

carga da tipo trapecial de la fig 3.8. -
Cuandotsplois@lgesea‘deterninar el oatuorzo'norna; vertical en 1la

.A‘:f.. .ﬂ_ -

17:';' : L}ﬁE-{ o



10
masa de suelo, el problema se puede dividir en el de una carga
rectangular ¢, Y de una carga triangular a.‘ (fig 3.8). El esfuerzo
normal ocasionado por la primera se calcula con la fdérmula de Dar
(ec 3.6), mientras que para la carga triangular se puodén enplear 1.
férmulas de Hamilton Gray (fig 3.7, ecs 3.10 y 3.11). '

Cuando sa raequiere conocer adem 8 del esfuarzo normal vertical T .
los esfuerzos normales horizontales . Y o el problema se puede
resolver dividiendo la carga trapecial en un némero n de cargas
uniformes como se ilustra en la f£ig 3.9. Los esfuerzca buscados se
obtlienen aplicando las ecs 3.6 a 3.9, para cada una da las cargas
uniformes en las que se divididé la carga trapecial.

3.5.2:Reaccidn;iriangular

Cuando el nmomento de volteo es a_co, puede ocurrir que se preaenteﬁ
en un extremo esfuerzos tedricos de tensién entre cimiento y terreno
(fig 3.10). En la realidad la resistencia a la taensién entre estos
dos materiales es pr cticamente nula, por lo que no existe dicha zona

de tensién. Por lo anterjor, se requiere determinar la reaccién dal
terreno ignorando esta zona de tensidn.

| Supongamos una reaccidén triangular come la indicada en la fig 3.11.
Por equilibrio de .fuerzas verticales

{3.16)

._‘.__._ o h- : S e, L ‘,"‘ .""{"i'-.”f‘ a:j’_._
EH --QC/3+QB/2-H-0 ,. Lk R
.-o '1‘ 4 - ‘ a";"'\-‘s . -'-.' ". -4 J'\' '|‘:".‘-" o ,'.. ‘4— . s "
-*c‘-:.s n--au/q
R )
Da 1a ec 3 16" ff“i;'o;--nz Q/ ¢  ‘ ) _' o - ':;: (3.18)

e Pt

En consecuendia,! dado un cimiento en el qui lag cargas Q Y M
ocasionan estuarzos taedricos de tansidn en al contacto ontro terreno




i
y suelo, la reacclidn de este, supondléndola *riangular (fig 3.11i), se
obtiene utilizando la ec 3.17 para detarminar la distancia ¢, y la ec
3.18 para obtener el esfuarzo o,

Los esfuerzos en el interior del medio elastico, ocasionados por la
carga triangqular se hallan empleando las ecs 3,10 'y 3.11 del inciso
3.4.2 anterior.: -
coglt .“'lti‘

3.6 ESxT lan Raxa ngxgxmnsignﬁn ﬁlﬁﬂtisaa

RPNy ‘.-.\ -'.a-\ P oo .

Fomro TN R e :

3.6. 1 Rect&ngulo cargado " o Vg

el SR "".._‘_'. .

N
.‘.,_‘_ :.-.

Las detormaciones 1nstantaneaa en los suelos se puaden calcular da

manera aproximada utilizando las expresiones que proporciona 1la
teoria de 1la elasticidad.

El asentamiento de la superficle de un medio semiinfinito, homogéneo
e isdtropo, bajo la esquina de un rectidngqulo sometido a carga
uniformenente repartida gq, est4 "ido por (Terzaghi 1943) '

S B+ VB+ 1 L+ Vs B

& = {q(1-v*)/(nE)] (L 1n , + B 1ln )
‘1 R T H"-Il- 'r' . ’ (3.19)
w sl -_"' N N N i."
li‘:' -"u.‘ :l-\)_" ."3::: - ﬁ,\ d
donde "V'-'B = ancho del rect&ngulo g .

médulo de elasticidad del medio

B'
‘L= longitud dollrectAngulo

E

v relacién de Poisson del medio

...

Cuando al medio eldstico tiene un espesor D , el asentamiento bajo la
esquina de un rectangulo sometido a carga uniforme q estd dado por
(Judrez Badillo y Rico 1980) '

+ B e,
) .y v it
e et 4 -
R PR i . e
Iy iyt e
et R a8 o .
.! .'l l‘\ A . K 21 .
. Vem s .t : .
N N e
we o d t las. I Ty g .l
’ .I- s f ) \-"L?-l.‘.'
. t . WL S,
» g - ’ . . . - PO O “".":-'4
i L ",-"-':",‘ > Fr el AP < ;’_"
. -0 ! o~
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(B+m) L’+ z* (L+/£+B)»/B+z

5 =[q(1-v2)4z][z. in + B 1ln
_ L (B+A) ‘ B(L+A)
. . LB ‘
+ (Q/23nE)} (1-v-2v?) z ang tan (3.20)
- z A
A= »/f—;' + B+ 23 - (3.21)

cuando existe un medio eastratificado como el de la fig 3.12, formado
por n estratos de propledades elisticas E y v, el asentamiento de 1la
superficie se puade calcular utilizando la ley de Hooke para cada
estrato: - v . e T ,

‘:;i§3_'“(}/3)_[ Al A (A ) ] - (3.22)

dende o0 Y ay son los esfuerzos normales vertical y horizontales
ocasionados por la carga aplicada en la superficie del medio, ¥y € es
la deformacién unitaria del estrato. La deformacidén, en unidades de
longitud, del estrato eatd dada por ’ ‘

.8 me H . . . . T (3.23)

donde H es el espesor dal estrato.

lLa deformacidén de la superfice serd la esuma de las deformaciones de
cada estrato. -

3.6.2 Circulo cargado:

'y .
. J . MRS Y
“-"» L TN

En un"circulo de radio R sometido a‘' carga uniforme q en ' su
superfibio, el asentamiento bajo el centro estd dado por (Zeevaert
1973) - _ | R

Y
“"~

KRN (1 -» ) Rq) / e e . - T T (3.24)

El giro del circulo ocasionado por un momento M vale (Richart el al
1970) .

[3(1-v)u]/scn e ":j"'.(:-..zs)

Voo . ’
- -1. ' . . L
. n.," .}"1:‘ .,_‘_ i ._P,. . L. R '!‘_
. ."-- * - o e -k A R
s 31:‘ 1‘1, g\ -’..“,.‘-:-- “-" S .8 s R
NG USSR VAT SRRV it - 20 " SEEL N A
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en que - GmE /2 (1+ V) (3.26)

Con las expresiones antericres se pueden cobtener las rigideces lineal
y angular de un cimiento de planta circular. La rigidez lineal se
define como la carga vertical entre el asentamiento gue produce:

K, mQ/8=2ER/ (1 -v?) : _ (3.27)
La rigidez angular se define como el cociente del momento entre el
giro que produce:

g =M/ 6

X 8GR /3 (1= S L (3.28)
.‘ﬁQ'” -\?;Ff_. - vt - : .-

Ty AN ! .l
-

3.6.3 Giro de un rectingulo sometido a momento

El giro de un rectdngulo sujeto a un momento M (fig 3.13) se puedes
calcular determinando la carga de tipo trapecial (ecs 3.14 y 3.15) o
triangular (ecs 3,17 y 3.18) que actia sobre el terreno. A
continuacién se divide la carga en un nuimeroc n de cargas uniformes
(fig -8) y se determinan los esfuerzos normales °, s+ O, Y 0 con las
ecs 1.6 a 3.9, a la mitad da cada unoe de los estratos del subsuelo.
La deformacién unitaria de cada estrato se obtliene aplicando la ley
de Hooke  (ec 3.22) y la deformacidén en unidades de longitud
utilizando la ec 3.23. Esta operacién se realiza bajo los puntos A y
B de la fig s,ll-qon lo que se determina, mediante la suma de las
daformaciones de cada estrato, la deformacién en la superficia. Con
estos zesultados se pueda calcular el giro del rectingulo sometido a

momento. En el ejemplo 6.1 se presenta una aplicacién de este
procedimiento, .-

En formﬁ' slmplitiéada,: sa pueda usar el sigulenta artificio: se
obtiene el momento de inercia del rectdngulo I  en el sentido que se
estd analizando, y se obtiene el radio equivalente a un circule
(Normas' de Sismo 1987):°. - - - - e

o



by

174 (3.29)

Re (41 /1)

Con el radio equivalente R se emplea la ec J.25 para determinar
giro de la clmentacién de planta rectangular.



Esfuerzos bajo el centro de un circulo sometido a wuna sobrecarga
uniformemente repartida q (Yoder 1959)

o =ql1-2"7 @R+

@, = (a/2) L1+ 2w -2+ 2/ R+ 42", R4
R = radio del c.:culo

Férmula de Fidhlich para la de rminacién del giro de un cimiento
corrido, apoyado sobre un medlio elastico semiiufinito (Zeevaert 1973)

@zang wau [ 16 (1 - )M /7 (WEB )3

médulo de elasticidad ¥ = relacion de Poisson
ancho del cimiento M' = momento por unidad de longitud

o m
Hnou

La férmula de Frdhlich se recomienda cuando la longitud del cimiento

e ﬁayor 0 igual que tres veces el ancho del mismo.

Desplazamiento lateral producido por una fuerza lateral (horizontal)

(7 = 8Yv ) Qh

5\,,2

32 {(1-V ) G R

R = radio del circulu



TABLA 3.1
ASENTAMIENTOS PERMISIBLES

Asentamiento total permisible de la cimeantacién de una estructura, de
tal forma que no se presente dafioc funcional en las siguientes insta-
laciones o elementos:

Obras de drenaje 15 a 30 cm
Accesos a la estructura 30 a 60 cm
Muros de mamposteria 2.5 a5 cm

Marcos estructurales de

concreto o acero 5 a 10 ¢cm
Losas o cajones de
cimentacién 7.5 a 30 cm

Los valores mayores son para asentamientos en terrenos de cimentacién
homogéneos y estructuras de buena calidad de construccién. Los
valores menores son para asentamientos en terrencs de cimentacién con
estratigrafia errdtica y estructuras de regular calidad de construc-
cidén. ;

Tomado de Sowers (1962)
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FIG 3.2 INCREMENTOS DE ESFUERZO .+ 9, Y o, SOBRE EL ELEMENTO

. ll_:.‘."-'.- T --'."'. =y ‘.-'.'l'._.. ..‘ < I.:h" f p ) ' o i - . N
L e ,;3.::;--.;,,9,,:.\; o ,_,\.1.- R S . / Py " »
.._-,1.‘:-¢_3_’ g' ™A . ’ . L o

Pl ¢ S g - 0‘“5; p‘, .-
R o Te e T -? A ha&- o
'::"J' _-’ % ol l}n‘_’ M A " ¥

1,:-r,

FIG.3.3 ELEMENTO DE Si TLO EN UNA PRUEBA DE COMPRESIGN TRIAXIAL



~
e e A p—— —

. . e .
4 = i it = o . o e e e S 1 = e

i

-Ir I

- U A S U U R A P
- - !.-..i...ll.lu.ll.nl“ E - - — : te . o —
- ; T T ) : m.u.. T : .
S RO SR B SIS S IS A
R R R B AT [ SO SR 55 W A T
T T T N R Y P T N . BT G g b
R — Y X ' v « == 1Ot iad 1
| 1 IV o U it Sy S <20 I P
i 1" -”N.....w IR . O I
" ] ISP 0 N
SR —gied ) ! : F.F _ : i
L 5 R Y - TR I T I
T N - SN N
] . .o . “ ! @
| h oy i
1 - I
A o W ]
N I I I ' l.lt L I |
LI L
U B AL
14! i
4
it
:

o
- —

L i._l_,L_.- .

2
"
3

L &

]
L
h

I

™ :

!

o RO

ot =g

PR Lo
LY
Re
—

]
P Sl : ! - 1|4 . — g -m = - K . .- - — _nr ' L _
BRI RN
SRR R R

! :
SRS O UL T O S S R i)
_p_ __.““__._ _m._“.m_“,_..“_.m__.ﬂ..“rlm.” _
= y Al il i Shad-Sars el S Ul B (S Sk i T nhil St St T Bl St A et A e BB URACEAR ok "] M
_fi.....ll R D 1 ro _.u.r-._.r-.l.h.in.lu-lhl | TR r....t..il.“rl_vl. P! _.lﬁ L 1)



- X
b

FIG:' 3.5 1INCREMENTOS DE ESFUERZO NORMAL BAJO LA ESQUINA DE UN
. RECTI‘K.NGULO CARGADO, EN UN MEDIO SEMIINFINITO
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FIG 3.6 ESFUERZOS NORMALES OCASIONADOS POR UNA CARGA' TRIANGULAR
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ANALISIS SISMICO DE CIMENTACIONES

Agustin Deméneghi Colina

Cuando se realiza el analisis sismico de una cimentacidén, es usual
que se cuente con un coeficiente sismico para la regidén en cuestidn,
dado por el coédigo del Estade donde se construira la estructura
correspondiente. Con este coeficiente sismico se procede al andlisis
y disenio de la estructura, incluyendo desde luego en éste al de 1la
estructura de cimentacioén.

sin embargo, cuando el subsuelo del sitio estd formado por sedimentos
de consistencia blanda, se presenta un fendmeno de amplificacion de
las ondas sismicas que llegan al lugar, el cual copsiste en que, en
la base constituida por terreno firme, se presenta una cierta

aceleracién, mientras gque en la superficie del suelo blando 1la

aceleracién puede ser varias veces mayor gque la del terreno firme
(fig 1).

El comportamiento anterior se debe a que ocurre, por lo menos en
forma parcial, la resonancia del suelo blando. Para ilustrar este
fendmeno consideremos un sistema de un grado de libertad como el

mostrado en la fig 2, en el gque la base se somete a un movimiento
dado por

X = a-sen Qt

v y

La velocidad de la base vale X =afNcosQt

Yy la aceleracidn ﬁo = - a 92 sen Q t

La respuesta de la masa estd dada por (Newmark Yy Rose#blueth 1976)
Desplazamiento relativg Yy=aB, sen‘(ﬂ t - ¢)

* Profesor del Departamento de Geotecnia. Divisién de Ingenieria
Civil,. Topografica y Geodésica. Facultad de Ingenieria. UNAM
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Velocidad relativa Yy =anf B, wos (Rt - ¢)

Aceleracién relativa y = - a @ B sen (R t -¢)

En las expresiones anteriores

2
( a2 1 *102¢ ( 9] )]
* 1]
Ul Ul
Q1
2(:-—-——-u
¢ = ang tan L
Q1 2
1= (—=
“1
W, es la frécuencia circular del sistema w = v K/ M

Los desplazamientos absolutos estan dados por

Desplazamiento XxX=x +Y
Velocidad X = x + Y
Aceleracidn X=X +¥

Definamos el factor de amplificacién de la aceleraci@p como el

cociente entre la maxima aceleracién absoluta de la masa y la maxima
aceleracién de la base: ’

£ = max X / max X

En la fig 3 se muestra la variacidén de £, con el cociente T:'/ T,
para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los periodos estdn dados por



T, =2mn/ w, (masa que vibra) Y T=2n,/0Q (base)

Se observa en la fig 3 que la amplificacién de la aceleracién depende
del cociente T, / Ty del amortiguamiento. La mdxima amplificacidn se
presenta cuando T1 / T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece

el facter f . Para T, / To = la amplificacidén de la aceleracidn es
nula.

Un fendmeno similar sucede en el suelo blando, en el que éste hace
las veces de la masa del ejemplo anterior. Consideremos un estrato de
espesor H como el indicado en la fig 1, y supongamos que el
desplazamiento de la base rigida esta dado por

X (t) = C exp (ifit) = C (cos At + i sen Qt)
i=vV-1

lo gque implica que la base tiene un movimiento armdénico de frecuencia
Q.

La solucidén del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el
campo de los numeros complejos, lo que conduce a que haya un cambio
tanto en la amplitud como en la fase del movimiento . Definiendo 1la
funcion de amplificacién £ = A (Q) como el valor absoluto del
cociente de la mdxima aceleracidn en la superficie del estrato entre
la mdxima aceleracidn'en la base rigida, se obtliene (Roesset 1969)

®

A ('Q) = 1 / w/:osha x cos® g + senh® a sen® 8 : (1)

donde :

auﬂn/[/1+(nn/c)"-lj/[1+(nn/c)’]'/\/2c. (2)

Baun/(/1+(n91/c.?+1)/[1+(nn/c)’]//zc' (3)

donde € = v G / p = velocidad de la onda de cortante en el
suelo blando

P 1



= amortiguamiento del suelo blando
= frecuencia circular natural de la base rigida
espesor del suelo blando '

i

médulo de rigidez al cortante dinamico del suelo blando
= masa especifica del suelo blando

T o Xm0 3
it

La respuesta depende de la hipdtesis que se haga respecto al amorti-
guamiento. Se puede considerar que la viscosidad es inversamente
proporcional a la frecuencia, de tal modo que 7 Q / G = 2 ( sea
una constante. Aplicando las ecs 1 a 3 se obtiene la respuesta del
estrato.

las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del
estrato se hallan con las siguientes expresiones

w = frecuencia circular del modo n de vibrar
w = (2n - 1) n v G/ p/ 2H= (2n-1) n C' / 2 H (4)

. 1
Para pequenos valores de (7 Q / G), la funcidén de amplificacién, para

los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969):
A (w) =4/ (2n~ 1)1 (2Q) - (5)
{ = fraccién del amortiguamiento critico

gn la fig 4 se muestra la variacién de la funcidén de amplificacién
con la frecuencia de vibracisn de la base firme, para un estrato de
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en el
suelo blando C, = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo 7 = 2 t/m’.
La funcidn de amplificacion se obtiene empleando las ecs 1 a 3 ,
considerando que 7 Q/G= 2 ¢ . .

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el térreno firme
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente al
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la
frecuencia dominante de las ondas sismicas que arriban a un sitio

4 L ok
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coincide o estd cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de
un estrato de suelo blando, la aceleracién en la superficie de ést
puede ser varias veces superior a la aceleracién en el terreno firme.
En este ejemplo la amplificacidn de la aceleracién es de 3.18 , para
un amcortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico.

En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracidén y
los valores correspondientes a 1los ‘'"picos"™ de 1la funcidn de,
amplificacidén (fig 4), empleando las ecs 4 ¥y 5 . En la tabla 1 se
presentan los resultados para los primeros cinco modos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.
8
TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (un)

n w £ T-n A (un)
s ciclos/s 8

1 11.78 1.875 0.5313 3.183

2 35,34 5.625 0.178 1.061

3 58.90 9.375 0.107 0.637

4 82.47 13.125 0.076 0.455

5 106.03 16.875 0.059 0.354 -
un=(2n-1)1rc./2H A(wn)=4/(2n-1)n (2C)
£f = W / an ) T'n - 27 / w

Desafortunadamente, no se puede controlar la frecuencia dominante de
vibracién de las ondas sismicas que llegan a un sitio; en todo caso,
es conveniente observar las frecuencias dominartes de los temblores
que llegan a una localidad, para reconocer los estratos en los gque se
puede presentar el fenémeno de amplificacién de aceleracién que hemos
comentado en los parrafos anteriores. |

El razonmamiento anterior es valido también en términos de 1los
periodos de vibracién de ondas y suelo blando. Vemos que la mixima



respuesta de aceleraclién se presenta cuando el periodo de vibracién
de la base firme coincide ~on =21 periodo natural del primer modo de
vibrar, siendo esta respues.a de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 4). Es
decir, la aceleracidén en la superficie del terreno blando sera 3.18
veces mayor gue la aceleracion en la base, si el amortiguamiento del
suelo es de 20 % . Vemos entonces que la aceleracion en la superficie
del suelo blando depende fundamentalmente del cociente T;l/ T, donde
T , es el periodo natural de vibracién del estrato blando y T es el
periodo dominante de vibracidn de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo  ,fig 1), los periodos de vibracién
estan dados por :

T =4HVp/ G / (2n - 1)

&N

(6)

n = 1' 2' LI ]

donde p = masa especifica del suele

G = médulo de rigidez al cortante dinamico del suelo

El primer modo de vibrar, o modo fundament.l, &: obtiene para n = 1:

T“=4Hv/p/G (7)

Para la estimacion del periodo natural de vibracién de un suelo
estratificado véase Zeevaert (1973, 1980).

El periodo de vibracién de la estructura se halla con los métodos
usuales del andlisis estructural. Sin embargo, cuando el terreno de
cimentacién esta formado por un suelo blando, es importante
considerar ademds el efecto de balanceo y de traslacion horizontal de
la cimentacidén. Asi, el periodo de vibracién acoplado de una estruc-
tura vale (Normas de Sismo 1987):

T s VT +T +T
1 [ } r



donde T = periodo fundamental que tendria la estructura si se
apoyara sobre una base rigida (este periodo se-debe &
la flexibilidad propia de la estructura)

T = pericdo natural que tendria la estructura si fuera
infinitamente rigida y su base solo pudiera trasla-
darse en la direccién gue se analiza

T = periodo natural gque tendria la estructura si fuera
infinitamente rigida y su base solo pudiera girar

con respecto a un eje horizontal que pasara por el

8 centroide de 1la superfiece de desplante de 1la
estructura y fuera perpendicualr a la direccidén que se
analiza

Para el calculo de los periodos de vibracidn anteriores, véase el

Apéndice de las Neormas de Sismo (inciso A7, interaccidén suelo-estruc-
tura).

Una vez que se conocen los periodos de vibracién del suelo T, Y de
la estructura T, , se puede emplear el espectro de respuesta sismica
de Zeevaert (1980) para la determinacién del factor de amplificacién
£ (fig 5), definido como el cociente de la mdxima aceleracidén en el

centro de gravedad de la estructura entre la madxima aceleracién en la
superficie del terreno blando,

\:’emos qu; la maxima respuesta se obtiene cuando 'I“ / T:I:L. Por lo
visto anteriormente, no se puede evitar la amplificacién de ‘la !
aceleracién de un suelo blando, pero si es factible evitar que
¢oincidan el periodo natural de vibracién del suelo con el periodo
natural de vibracién de una estructura. ’

La aceleracion en la superficie del terreno la proporciona en 1la
ciudad de México el Reglamento de Construcciones en las Normas de
Sismo. Asi, en el inciso 3 de éstas se sefiala que "la ordenada del
espectro de aceleraciones para disenfo sismico "a", expresada como

T ) “79/



fraccidén de la aceleracidén de la gravedad, estd dada por la sigulente
expresidn:

a=(1+3T/ T) c / 4 , si T es menor que T."

La aceleracion en la superficie del suelo se cobtiene haciendo T = 0
en esta expresién (pues para T = 0 la estructura vibra igual que la
superficie del terreno), por lo tanto a = c=c/ 4 enla superficie.
Las aceleraciones para las diferentes 2zonas estratigrdficas del

Distrito Federal se presentan a continuacidén (articulo 206 del
Reglamento):

Zona Ccoeficiente Coeficiente c, Aceleracioén
sismico ¢ {superficie) (superficie)
cm/s2
I 0.16 0.04 39
II 0.32 0.08 ' 78
III 0.40 0.10 298

Vemos entonces que, por ejemplo, en la zona III la aceleracion de
disefio de la superficie del terreno es de 98 cm/s®.

También se puede utilizar el siguiente criterio para hallar "c¢"
{Normas de Sismo, Apéndice): "en sitios en que se conozca el periodo
dominante del terreno T,, ¢+ Y que se hallen en las parte sombreadas
de la f;g 3.1 (de esas Normas), también se adoptard ¢ = 0.4 para

estructuras del grupo B, y 0.6 para las del A; fuera de 'las partes
sombreadas se adoptara

c=1.6T, / (4 +T)

Vemos que el coeficiente sismico depende del pericdo de vibracidn
dominante del suelo T, - Considerando que el coeficiente sismico en
la superficie c = c / 4 Yy que la aceleracién en la superficie, en
cm/s?, es igual a ¢, por 980, en la fig 6 se presenta la variacion de
esta aceleracién en funcién del periodo T“ .



EJEMPLO

Determinar la respuesta de aceleracién de un edificio sobre un
estrato de suelo blando, con las siguientes caracteristicas:
Masa = 217.5 t.s’/m ’
Peso = 2133 €
Periodo de la estructura T°== 0.3 s
Amortiguamiento en la estructura {,=5 %
Periodo por rotacioén T = 0.76 s
Amortiguamniento en el terreno de cimentacion cr = 15 %
« Periodo por traslacion T =0.22s
Periodo del terreno de cimentacidén T, ™ 2.4 8

El periodo acoplado de la estructura vale

T =V T+ T+ 7 a0.85s
1 8 Q x f
OCbtenemos el cociente Tx*/ T_1 = 0.35

Para entrar en el espectro de la fig 5 necesitamcs el amortiguamiento
acoplado del sistema, el cual estd dado por (Zeevaert 1980):

2 2 2
9, =9,9, (T / (g, T +g T)

donde T! = v 'rf + T: = 0.817 s

2
g, =1=¢ = 0.9975

g =1=-¢=0.9775

r

Sustituyendo g, = 0.98 = 0,141

“%

Es decif, el sistema acoplado tiene un amortiguamiento de 14.1 % .

s i ' ”Jbi.



Entrando al espectro para disefio sismico (fig 5, Zeevaert 1980), se
obtiene un factor de amplificaciodn f. = 1.9 .

Considerando una aceleracién en la superficie de 98 cm/sz; la

aceleracién en el centro de gravedad de la estructura esta dada por
(98) (1.9) = 186 cm/s® .
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DINAMICA DE SUELOS
VIBRACIONES

Agustin Deméneghi Colina*
Héctor Sanginés Garcia##

Vibraciones lipres

consideremos un sistema de un grado de libertad, como el mostrado en
la fig 1. Se trata de un cuerpo de masa M unido a una base firme
mediante una barra de cierta rigidez. La rigidez K se define como el
cociente de la fuerza horizontal aplicada en el centro de gravedad

del cuerpo, dividida entre el desplazamiento horizontal que produce
dicha fuerza, es decir:

KeP/ 3§

El amortiguamiento C toma en cuenta las pdrdidas de energia que se
producen durante el movimiento (fundamentalmente por friccién interna
en el sistema). Se ha observade experimentalmente que la pérdida d
energia se puede representar mediante una fuerza gque se opone a.

movimiento, la cual es proporcional a la velocidad del cuerpo;
esta fuerza vale cCx .

Por el principio de D’Alembert, la fuerza de inercia es igual al
producto M X , pero tiene sentido contrario a la aceleracién. Esta
fuerza de inercia se Egrega al equilibrio dinamico del cuerpo. '
El fencmeno fisico que estamos estudiando consiste en dar inicialmen-
te un desplazamiento horizontal 6° al cuerpo, para después soltarlo Y
dejarlo vibrar libremente.

* Profesor del Departamento de Geotecnia
*» Jafe del Departamento de Gecotecnia

Division de Ingenieria Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de
Ingenieria. UNAM
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El equilibrio dindmico de fuerzas en el cuerpo da 1lugar a la
siguiente ecuacion

MX+CxX+Kx=0

(1}

Supongamos inicialmente gue no hubiera amortiguamiento, C = 0 en 1la
ec 1:

Mx+Kxm=0 (2)

La ec 2 es una ecuacion diferenclal homogénea de segundo orden. Su
ecuacion caracteristica es
L]

Mai+kKa’=o0 MA2+ K=0 (3)

La solucion de la ecuacidn caracteristica es , !

A, =V =K/ M = /K /M i

2 -¥Y¥=-XK/M ==VYVK/M i

A

Denominemos a vV K / M = w = frecuencia circular natural del sistema

Cuando las raices de una ecuacidn caracteristica son complejas, la

solucion de una ecuacicén diferencial homogénea de segundo orden estd
dada por

. .'xncle"'cosbt+cze"'senbt

donde "a" es la parte real y "b" la parte imaginaria del numero
complejo. Por lo tanto

X = c1 cos W t + Cz sen w t (4)

X = = C,wsenwt + C, wcos w t ' (5)



De acuerdo con las condiciones iniciales, para t = 0, x = 0. Sustitu-
yendo en la ec 5

0 =¢C,w (1) s C.=0
X =C coswt '

Para t = 0, x = s, . Sustituyendo en la ec 4
§ = Cl X = 6° cos w t (6)
En la figura 2 se muestra la variacion de x en funcién del tiempo t.

Se define el pericdo T como el tiempo en que la masa pasa por el

nismo punto, con el mismo sentido del movimiento. Dae la figura 2 se
obsarva qua

WwT=2Tn - T=2n01/ W
Pera we=v K/ M . T=2nv M/ K {(7)

T se conoce también comc el periodo natural de vibracidn del sistema
de un grado de libertad.

La velocidad se halla derivando la ec 6
>'c=-u.s°senut (8)
la aceleracion se halla derivando la ec 8
2

X = = @ 8° CoB W t = = 0 x (9)

Vemos que la aceleracioén es igual al desplazamiento multiplicado por
el cuadrade de w, con signo contrario.



Vibraciones libres amortiduadas

Consideremos ahora que si hay pérdida de energia en el sistema,
decir, gque existe amortiguamiento: C =« 0
representado por la ec 1

es
. El1 movimiento queda

MX+Cx+Kx=20 (1)

La ecuacidn caracteristica es

Ma2+cat+xa’=o0 MA2+CA+ K

0 (10)

Las raices de la ec 10 son

A‘=-C/2M+f(C/2m)z-K/M

A2=-C/2M-\[(C/2m)z-K/M

Las raices A Y A pueden ser reales o complejas, dependiendo del
valor del radlcal v/(C/Zm) - K/M . Se distinguen tres casos.

Caso I. Dos ralces reales diferantes

Si las raices son reales: (C/ZM)2 - K/M > 0 . La solucidén de la ec 1

estd dada por i
X = Cl aatt + Cz elat (11)

]
T

En este caso el sistema no vibra, sino que la masa después de haber
sido desplazada una distancia § regresa a su posicién inicial. Este
fenomeno se presenta cuando el amortiguamiento C es alto.

Caso II. Una raiz real

Se presenta cuando (C/ZM)a - K/M = 0 . S6lo existe una raiz real que
vale

A == C/2M

4 __ . ‘_ K /{9



La sc icidén de la ec 1 es

X = C1 eAt + C2 t eAt

x=c aerty c, (t A et + %

De acuerdo con las condiciones iniciales, para t = 0, x = § , por lo
-]
tanto

Para t = 0, X = 0, pr * lo tanto

0=C1A+"I2 CZ-AEQ

Por lo tanto, la solucidén de la ec 1 es

x=38 &'t (1-2a1t

x =& e “M 1+ (c/aM)t] (12)

Q

En la fig 3 se muestra la variacion de x en funcién del tiempo.

Caso III. Dos raices complejas

Ahora (C/2M)® - K/M < 0 , y

L) L)
]

AI=-C/2M+\/K/M-(C/2M)2 i

Az--C/zu-/x/n-(C/zm‘ i ' "

Cuando las raices de una ecuacién caracteristica son complejas, la

solucidén de una ecuacidén diferencial homogénea de segundo orden esté
dada por ‘
t

x = C e cos b t + c, e senb t (13)



donde "a" es la parte real y "b" la parte imaginaria del numero

complejo. qu lo tanto a=-0$C/ 2 M, Y bewv K/ M- (C/2H)2 .

Derivando la ec 13

x = e (- éx b sen bt + Cz b cos bt) + a et (Cl cos bt + C2 sen bt)

(14)
Para t = 0, x = 60 , por lo tanto, de la ec 13: c: = 6° .
Para t = 0, X =0 . Sustituyendo en la ec 14: C2 = = a 6° / b
Sﬁstituyendo en la ec 13
X =8 e** {cos bt - (a/b) sen bt] (15)

Pero a=~C/2M, vy b = V/K / M- (C/ZM)2
Hagamos { = C / ccr -=C/ 2V MK

it |

Al cociente de { = C / Ccr
guamiento critico:

it lo denominaremos porcentaje del amorti-

{=C/ Ccrlt = C/2vY MK
Por otra parte w=av K/ M , por lo tanto Q w=2¢ /) 2 M.

Sustituyendo en la ec 15

x=a°e‘c"’t[cosu¢1-c‘ t+(C/vV1-2¢° ) sen w V1 = ¢3 t ]

(16)
La fig 4 muestra la variacién de x en funcidén del tiempo.
Vibraciones estacionarias

Se denominan mnmovimientos estacicnarios cuando 1la "acclén sobre el
sistema es de tipo arménico.

¥



a) Vibraciones forzadas

Consideremos un cuerpec como el de la fig 1, que se somete a una
fuerza estacionaria dada por F = F sen O t

. La ecuacidén de
equilibrio dindmico queda

MX+CX+Kxs= F senuwt | (17)

1A respuesta da la masa estd dada por (Newmark y Rosenblueth 1976)

F )
. ¢ = ° -_sen(Qt-qb) (18)
K /
2
(1-—L ) + (2¢-2)2
W W
1 1
2 ¢ -
¢ = ang tan 1 , (19)
9] 2
1 - -;I )
w es la frecuencia circular del sistema w =V K/ M

1

Consideremos ahora un sistema de un grado de 1libertad como el

postrado en la fig 5, en el que la base se somete a un movimiento
dado por '

x = asenQt (20)
La velocidad de la base vale *. mafcosQt (20°)
Yy la aceleracion . ;" = -aflsenn t (20")

;/9



La ecuacldn de equilibrio dinamico esta dada por
MX+Cy+Ky=0
Pero, de la fig S X = io + y
M ( x + ; ) + Cy+Ky=20

MYy+Cy+Ky=-=-MX (21)

My+cy+Ky=anMsenQ t (22)

Vemos que la ec 22 es similar a la ec 17. Por lo tanto, se puede
emplear la misma solucidn de la ec 17, con

'Fo sen {1t =a Qz Msenflt

Con este cambio de variable, la respuesta de la masa esta dada por

Desplazamiento relativo Yy = a Bd sen (1 t - ¢) (23)
Velocidad relativa § = aQ B, cos (Rt - ¢) (237)
Aceleracion relativa y = -a@ B, sen (0 t - ¢} (23")

En las expresiones anteriores

L} A

-
L]

1
Bd- / ‘24)
R T R ot
wy w,” |
2 ¢ -
¢ = ang tan 1 (25)
RN 2k
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w, es la frecuencia circular del sistema w = vV K/ M

Los desplazamientos absolutos estan dados por

Desplazamiento X =X +Y (26)
velocidad X = X+ y (27)
Aceleracion X = §° + ¥ (28)

Definamos el factor de amplificacién de 1la aceleraclén como el

cociente entre la maxima aceleracion absoluta de la masa y la maxima
aceleracion de la base:

£ =max | X | / max | X_ | (29)
Es decir £, = max | sen 2t + B, sen (2t - ¢) | (30)

En lajfig 6 se muestra la variacidén dae £, con el cocliente T/ T,
para amortiguamientos de 2 y 10 % del amortiguamiento critico.

Recordemos que los periocdos estan dados por !
T, =2 m/ w (masa que vibra) vy T=2n,/Q (base)

Se observa en la fig 6 que la amplificacién de la aceleracién depende

del cociente T, / T y del amortiquamiento. La mdxima amplificacién se

.presenta cuando Tl / T = 1 ; al aumentar el amortiguamiento decrece

el factor £. Para T / T » = 1la amplificacién de la aceleracicn as
nula.

Vibracion debida a rotacidn

Consideremos una masa como la indicada en 1la fig 7, vibrando
libremente. La fuerza de inercia vale FewMX . Do la figura x =
@ H, x = 8 H . Por lo tanto F=M6H.

50



El momento de volteo al nivel de ciméntacidn, debldo a la inercla de
la masa vale

OT=FH=M5H2=MH2§

Supongamos ahora gque la cilmentacidn esta

estacionario dado por 0T = Qr° sen Q t . En el diagrama de cuerpo

libre de la cimentacién (fig 8) se muestran los momentos gque actuan
sobre ella. El equilibrio da momentos indica que

sometida a un momento

Mﬁaé'+cé+xra=onsennt (31)

[ ) _
La ecuacion dinamica obtenida para un sistema de un grado de libertad
sometido a una fuerza vertical estacionaria es {ec 17)

MSE+c§c+Kx=F°sennt (32)

Las ecs 31 y 32 son similares, por lo que para hallar la sclucidén de

la ec 31 podemos emplear la solucidén de la ec 32, cambiando M por M

H Yy P, por O . Por lo tanto, la sclucidén de la ec 31 es
0 sen (it - a)
8 = LU (33)
K. V-0 +a ¢ (/w?
donde - a=ang tan 2 L w R 7/ (¥ - 0% - (34)

u-\/xr/nn’-\/xr/u / H (35)
C-C/Cuu-C/2\/KrMHz-C/2H\/KPH (36)

Por lo anterior, el periodo natural de vibraclén por rotacién de una
masa esta dado por '

‘TP =2nVME /K =20 HV/M/K (37)

r

=/
10 Co.



o
]
i

2V wH /K

(38)

Vibracidn de un estrato de suelg '

Un fencmeno similar al de vibracién de un sistema de un grado de
libertad sucede en un estrato de suelo blando, en el que éste hace
las veces de la masa del sistema de un grado de libertad.

Consideremos un estrato de suelo de espesor H, como el indicado en la
fig 9. El estudio de la vibracidn de este estrato se'lleva a cabo
estableciendo las ecuaciones de equilibrio dindmico de un elemento de
suelo (fig 10):; considerando una onda de cortante que viaja en

direccion vertical, las fuerzas gue actdan sobre el elemento son
(Roesset 1969)

Fuerza de inercia P 62u'/ at?

Fuerza debjida a la pérdida de energia n &%u / 8t 8z’

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento

3 2
-'cudxdz+(tu+a1;u/az)dxdz+nau/ataz dx dz

= (p d%u s at?) dx dz (39).
Es decir p 8%u /-ata = dT _/oz+ 7 8’u / 8t az® (40)
Por la ley de Hooke T, - (1/G) L
Y T =dw/ax+au/dz condw/axm=0

7u=au/az

.11 .



Sustituyendo valores en la ec 40
p 8% s 8t® = ¢ 8%u / 8z% + n &’u s at a8z° (41)

Para hallar el movimiento del estrato de espesor H se tiene que
resolver una ecuacidn diferencial parcial de segundo orden (ec 41).
Supongamos gue el desplazamiento de la base riglda estd dado por

xo(t) = C exp (iQit) = C (cos Ot + i sen Qt) (42)

i=v -1

lo que implica que la base tiene un movimlento arménico de frecuencia
Q.

La solucién del movimiento cuando existe amortiguamiento cae en el

campo de los numeros complejos, lo que conduce a qQue haya un cambio

tanto en la amplitud como en la fase del movimiento . Definiendo la

funcion de amplificacién £, = A (1) como el valor absoluto del
cociente de la méxima aceleracidn en la superficie del estrato entre

la maxima aceleracion en la base rigida, se obtiene (Roesset 1969)

A Q) =1/ v{f:osh2 a cos® B + senh® « sen? 8 {43)

donde

a-Hn/(/1+(n'n/c>‘-1]/[1+(nn/s)ﬁ/v/?c. (44)

3=Hfz/[/1+(nn/c)’+1]/[1+(nn/c)’1/'/_2'0_ (45)

donde c, = v G / p = velocidad de la onda de cortante en el
suaelo blando ‘

= amortiguamiento del suelo blando

= fraecuencia circular natural de la base rigida

espesor del suelo blando

= médulo de rigidez al cortante dindmico del suelo blando

= masa especifica del suelo blando '

LT Y B - "o B |
i

32
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La respuesta dependa de la hipdtesis que se haga respecto al amorti-
guanientc. Se puede considerar que la viscosidad es inversament
proporcicaal a la frecuencia, de tal modo que 7 Q / G = 2 ¢ sea

una constante. Aplicando las ecs 43 a 45 se obtiene la raspuesta del
estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del
estrato se hallan con las siguientes expresiones

w o= frecuencia circular del -2do n de vibrar

w=(n-1)nvY6/p/2H=(2n=-1) nC /2H (46)
Para pequernios valores de (n 0 / G), la funcidén de amplificacién, para
los modos naturales de vibrar, vale aproximadamente (Roesset 1969):

A (wn) =4/ (2n - 1) (2Q) (47)
{ = fraccién del amortiguamiento critico

En la fig 11 se muestra la variacién de la funcidén de amplificacién
con la frecuencia de vibracién de la base firme, para un estrato de
espesor H = 30.5 m, con una velocidad de la onda de cortante en el
suelo :lando c = 229 m/s y un peso volumétrico del suelo 7y = 2 t/m’.

La fun:idon de amplificacién se obtiene empleando las ecs 43 a 45 ,

considerando que 7% Q / G=2¢. y

b

Vemos que la maxima respuesta se presenta cuando el terreno firme
vibra con una frecuencia igual a la frecuencia correspondiente.al
primer modo de vibrar del estrato blando. Esto significa que si la
frecuencia dominante de las ondas sismicas gque arriban a un sitio
coincide o esta cercana a la frecuencia del primer modo de vibrar de
un estrato de suelo blando, la aceleracidén en la superficie de éste
puede ser varias veces superior a la aceleracidn en el terreno firme.
En este ejemplo la amplificacién de la aceleracidén es de 3.18 , para
un amortiguamiento del suelo blando de 20 % del critico.

5
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En forma aproximada se pueden calcular las frecuencias de vibracién y
los valores correspondientes a los "picos" de la funclén de
amplificacion (fig 11), empleando las ecs 46 y 47 . En la tabla 1 se
presentan los resultados para los primeros cinco modeos de vibrar,
considerando un amortiguamiento del 20 % del amortiguamiento critico.

TABLA 1
VALORES APROXIMADOS DE LA FUNCION DE AMPLIFICACION A (wn)

n W £ T : A (w)
El an n
. s . ciclos/s -]
1 11.78 1.875 0.533 3.183
2 35,34 5.625 0.178 1.061
3 58.90 9.375 0.107 0.637
4 82.47 13.125 0.076 0.455 :
5 106.03 16.875 0.059 0.354
w =1(2n-=-1) nc /2H A(w) =4/ (2n - m (2)
f=w / 2n T =20 / w
1] ah n

Desafortunadamehte, no se puede controlar la frecuencia dominante de
vibracién de las ondas sismicas que llegan a un sitio; en todo caso,
es convenienta observar las frecuencias dominantes de los tambloraes
gque llegan a una localidad, para reconocer los estrateos en los que se
Puede presentar el fendmeno de amplificacién de aceleracién que hemos
comentado en los parrafos anteriores.

El razonamiento anterior es valido también en términos de 1los
pericdos de vibracién de ondas y suelo blando. Vemos que la madxima
respuesta de aceleracién se presenta cuando el periodo de vibracidn
de la base firme coincide con el pariodo natural del primer modo de
vibrar, siendo esta respuesta de 3.18 en nuestro ejemplo (fig 11). Es
decir, la aceleracién en la superficie del terrenc blando serda 3.18
veces méyor gue la aceleracién en la base, sl el amor;iguamiento del

59
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suelo es de 20 % . Veras entonces que la aceleracién en la superficie
del suelo blando depe 3je fundamentalmente del cociente T.v/ T, dondr
Tsl es el periodo natural de vibracidén del estrato blando y T es e
periodo dominante de vibracion de las ondas sismicas.

Para un estrato de suelo homogéneo (fig 9), los periodos de vibracion
estan dados por

T =4HYp/G / (2n-1) (48)

donde

p = -asa especifica del suelo
»
G

= 4dulo de rigidez al cortante dindmico del suelo
El primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene para n = 1:

T, =4HVP/G (49)
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DINAMICA DE SUELQS
VIBRACICNES

Agustin Deméneghi Colina*

Héctor Sanginés Garcia*#

Amortiguamiento (Kolsky 1963)

Durante 1la vibracion de un sélido, se produce cierta peéerdida de
energia por calor, lo gque se conoce en términos generales coro
friccidén interna en el sistema.

La forma mas directa de definir la friccién interna es determinando
el cociente de la energia disipada durante un ciclo de esfuerzos AW
entre la energia elastica W almacenada cuando la deformacidén unitaria
es maxima. A este valor se denomina "amortiguamiento especifico" o
"pérdida especifica de energia", y se ha cobservado que depende de la

amplitud y de la velocidad del esfuaerzo en el ciclo, y a menudo de la
historia de cargas del espécimen.

En general se acepta que las fuerzas de restitucidén son proporciona-
les a la amplitud de la vibracién y que las fuerzas disipativas de
energia son proporcionales a la velocidad. Cuando esto se cumple, la
relacion de amplitudes positivas entre dos ciclos consecutivos es

constante, y el logaritmo natural de esta relacién, A’, se toma como
una medida de la friccidn interna.

Demostremos a continuacién que A’ es igual a la mitad de la pérdida
especifica de energia cuando el amortiguamiento es bajo. De la fig 1

* Profesor del Departamento dg Geotecnia

** Jefe del Departamento de Geotecnia
Divisiqn de Ingenieria Civil, Topografica y Geodésica. Facultad de
Ingeniéria. UNAM
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A' = 1n pﬂ / xd

El desplazamiento esta dado por la ec 1§

X = 50 e-c wt [cos w V1 = cz ﬁ + (¢ / V1 - Ca ) sen w v1 - Cz t ]

(16)
Para t = t X =5 e L w tu
a a Q
Para t = t X =6 e Cw (ta T 2n/w)
b b o
X / x = e 2nQ

Pero {=¢Cc/ 2V MK Y w=VvV K/ M

X /x =e nec¢/ nuw
a b

A’ = 1n (xa/xb) =nC/ Mw=sngCw/K

2 .2

x° - x (x = x) (x + X}

Por otra parte AW 3 P = - - — 2
W X, X

Pero X = X
b a

2 2 2 2 2
X X + X, & X + x‘ a 2 X, X, { X + X, ) = 2 X,
xa +2xb & 2
X, Xu
Sustituyendo
2 (x =-x) X
AW ——— w2 1n (5>) = 2 &’
W X b

b

Por lo tanto, en vibraciones libres con amortiguamiento pequeiio, el



amortiguamiento especifico AW/W es 1igual al doble del decrenento
logaritmico 4’ .

Por otra parte, en wuna vibracion forzada, para amortiguamiento
pequeno la forma de la curva desplazamiento~frecuencia es muy aguda,
mientras que para amortiguamiento grande la curva es mucho mas
tendida. Si denominamos AN a la diferencia entre la frecuencia
correspondiente a la mitad del "pico" del lado derecho de la curva
menos la frecuencia correspondiente a la mitad del "pico" del lado
izquierdo, ¥y N a la frecuencia de resonancia, el cociente AN/N es una
medida de la fric:-idn interna, y se puede demostrar que

4N/N = VG'A'/ T

En efecto, en una vibracion forzada, el desplazamiento esta dado por

x = o sen (Nt - ¢ ) (18)
K V/r
2
(1-—% ) +(2¢-2)°
wl “l
2 ¢ -8
“1
¢ = ang tan (19)
Q 2
1- —;I )
w, es la frecuencia circular del sistema w =Y K/ M

1
El maximo valor de x ocurre para w = Q , es decir

F 1

max x = — pero C =« C/ 2V MK
K 2

max X = F° / C o



La mitad del mdximc de x vale F / 2 C W, - Por lo tanto, haciendo
x=F /2 Cuw en la ec 18, obtenemos:

2

/(1— Qa P o+ (2¢-2 ) m2cuw /K
W ("]
1 1
]

(K-K——QE)2+(2CK-E—-)2—4czwf
W W
1 1

Pero uf=K/M

(K—Mn"')2+(cn)2=4cawf

Despejemos los valores de {i* de esta ecuacién

Mah?+(2uk) @+ -4 =0

, - (C®=2MK) t /(cz- 2kM)? - a3 (K - 4czuf)

Q° =
2 M?
2
(<5 - 2+ 2 (Pam - o+ 4
2K Cz: A M 2M
M 2M° M
Pero ufé-x/n-c‘/qma
2
5_9.+3c2wf-2xz+2xuuf
5 K ca 2 M
0° =2 - : \
M 2M M



2
/—_+3Cu-21<2+2kr4(5-°2)
M 4 M

M

come se comentd antes, 4N = Qa - Qa Y N=w , por lo tanto

AN _ Q - 93 _ (Q2 - 03) (Qz + 03)
N w, W, (flz + Qa)
Q, + Q
Para valores bajos de amortiguamiento w ——;—3————

AN n:-nj vV i3c v 3 ar

2
v N 2 “1 M ”1 114

Propagacion de upa onda de cortante epn un sélido viscoeldstico
(Kolsky 1963)

Modelo de Voigt

Voigt considero gque las componentes de esfuerzo en un sdlido son
la suma de dos términos: el primero proporcional a la deformaciodn

5 o



unitaria y el sequndo proporcional a la velocidad de la deformaclén
unitaria. En un material isotrdpico y elastico, las ecuaciones que
relacionan los esfuerzos y las deformaciones seran ahora

o =X A+ 2G e + A’ (38/3t) + 2 m (I /ot)

*cm'z = G a-yz + 7 (aa'yz/at)

Estas ecuaciones conducen a relaciones similares a aquellas obtenidas

para un so¢lido eldstico, pero Fl qperador A+ A7 (d/8t) toma el
toma :
lugar de A, ¥ G + 7m (8/8t) . I uJécuacxon para los desplazamientos.

horizontales es la siguiente:

2
P2l =+ ¥+t

at ax
Haclendo las sustituciones anteriores
au a ., aA 8. 2
P =A+6) + (A + )= ]=+ (G+ D)V
at at Ix at

En una onda de cortante exclusivamente

p L2 = g viu + n v3 (&Y

at® at

Si consideramos una onda de cortante que se propaga en direccidn
vertical.'con movimiento de particulas en direccién horizontal:

2 2 3

o d 2 =G 8 g + 7 d u .
at az at 3z

erenc

Kolsky, H, Stress Waves in Solids, Dover, 1963
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ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A SOLICITACIONES DINAMICAS

1. INTRODUCCION

Durante la ocurrencia de un sismec, un edifi-
cio cimentado sobrea pllotes se ve sujeto a

una serie de efectos ocasionados por el me-

vimiento tellrico. Entre las principales ac-
clones ge cuentan el momento de volteo y la
fuerza horizontal scbre la estructura, ambos
debidos al efecto dindmico del fenfimeno Fig, 1

La determinacién del momento de volteo My ¥
la fuerza horizontal VT s{smicoe se puede
efectuar por el andlisis entitico o por al
anilisis dinimico, tratadeos con amplitud en

la literatura del diseno estructural.

Zeevaert (1973) presenta un método para la
obtencifn de lams solicitacionas MT y V..
que tiene la ventaja de gque toma en cuenta
en forma Integral el efecto del subsuelo Yy
el de la estructura. Este procedimiento ae
lleva a cabo en condiciones dinfmicaa, lo

cual es otra ventaja adicional del migmo.

Desde luego, es claro que lca anilisis din&-
micos son recomendables scbre los anfilisis
estiticoa, dado que representan de una mana-
ra mis realista el fenfmeno, aun cuando su
aplicacifn en la préctica resulta en ocasio-
nes laboriosa., Por otro lado, los anilisins
eatiticos, aun cuando son de menor precisién,
aon de manejo mis simplificado.

El momento de volteo HT ocagiona un incre-
mento de carga en los pilotes de un extremo
de la cimentacifn y un decremento de carga
en el otro extremo. En ocasiones, oe valQa
este incremento {positivo y negativo) por me
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dio de la f8rmula de la escuadrfa.

La fuerza horizontal VT provoca un deapla-
zamiento horizontal de la estructura con res
pecto al subsvelo y genera en cada pilote fuer
zag cortantes y momentes flexionantes a lo
largo de toda la pleza.

En este trabajo sflo estudiaremos el efecto
de la fuerza cortante VT . En los siguien-
tes incisos comentaremos sobre los desplaza-
mientes que se generan en el suelo y en el pi
lote por el sismo, asf como sobre los despla-
zamientos relativos entre pilote y suelo, lo
que ocasicna una reaccisn repartida a lo lar-
go de todo el pilote. En el Inciso ) tratar=e-
mos sobre las propiedades del suelo que es ne
cesario conocer, las cuales deben ser obvia-
mente propledades dinfmicas. En el Inciso 4
presentaremos un método para determinar las
reacciones del subsuelo provocadas por la ac-
cién de una fuerza cortante en la cabeza del
pilote; conociendo estas reacciones se pueden
determinar loas desplazamientos relativos entre
pilote y suelo, y cbtener los diagramas de mo
mento flexionante y fuerza cortante, a lo lar
go de todo el pilote, con lo cual se puede e-
fectuar el digefio estructural del miamo. En
la parte final de este articulo presentaremos
las conclusiones derivadas de este estudlo.

2. DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES DE SUELO Y
PILOTE

Como indicamos anteriormente, la fuerza sis-

mica horizontal VT ocasiona en la cabeza de

un pilote una fuerza cortante que se puede va
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luar dividiendo la fuerza total Vp entre el
nimero total de pilotes. De egta manera, se
obtiene la fuerza cortante en la cabeza de un
pilote individual, que denominaremos Vn
(Fig. 2).

Debido al sismo se presenta un movimiento ho-
rizontal del suelo con reépecto a un plano de
(Fig.
Ja); este desplazamiento se puede determinar

referencia A-A', gue denominaremos 8

utilizando el método propuesto por Zeevaert

{1973). Por el efecto de la fuerza cortante

Vn . el pllote experimenta un desplazamiento
horizontal s , con respecto al mismo plano
de referencia A-A' (Fig.
diciones, se presenta entre el suelo y el pi-
-5,

tal camo se indica en la Fig. 3a (Zeevaert

Ja). En estas con-
lote un desplazamientc relativo 65 - &

1973), el cual ccasiona una reaccisn reparti-
da de suelo sobre pilote (Fig. 3b).

El desplazamiente horizontal relativo entre
suelo y pilote depende de la magnitud de la
fuerza cortante en la cabeza de la pleza Vn’
de la rigidez del pilote y de la rigidez del
suelo.

La valuacifn de Vn la comentamos anterior-
mente. La rigidez del pilote estd dada por el
producte EI, siendo E el mbSdulo de elasti~-
cidad del material que forma el pilote y que
para el caso da pilotes de concreto se puede
obtener como E = 10 000 fé . €n
Kg/cm2 , siendo f; la reaistencia en com-
presidn no confinada del concreto a loa 28
dfas de fabricado, en Rg/cnz. I es el mo-
mento de inercia de la seccifn de un pilote,
supuesto de tipo prismitico o cilindrico, es
decir, de seccidn constante en toda su longi-
tud,

La rigidez del sualo debe valuarse en condi-
cioneg dindmica. Sabamos que la deformacién
de un estrato de suelo de espesor e eastd
dada por:

i -

M, e 4p {1)

siendo:
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M, = médulo longitudinal de deformaci
del suelo
8 p = esfuerzo promedio aplicado a la

mitad del eatrato

Desde luego, el mé&dulo Mv debe ser el m&du-
lo longitudinal dindmico de deformacidn, el

cual estd relacionado con el mSdulo cortante

de rigidez G de acuerdo con la slguiente
. expresgién:
M = 2 {1+ v !} (2)
v C G
en donde U = m8dulo de Polason

Para el caso de sueleos finos saturades suje-
tos a una solicitacifn dindmica {(lo que ocu-~
rre en un sismo), se puede considerar

V = 0.5, alcanzando M, el valor:

1

Sy

G

M [

v (3)

En términos generales, en dindmica de suelos
ha
cifén en la prictica del m&dule
para después emplear las Eca. 2 § 3 para va-
luar el m&dulo longitudinal M, .

resultado de mayor facilidad la determina
cortante G,

En el siguiente inciso veremos la forma de
obtaner el valor del m8dulo cortante G en
condicicnes dindmicas.

3, PROPIEDADES DINAMICAS DEL SUELO

Para fines de anflisis de pilotes sujetos a

cargas lateraleg por elsmo, 1lnteresa conocer
principalmente dos propiedades del suelc: el
médulo cortante de rigidez G y la relacifn
de Poiseon v .

En general, el m8dulo cortante G ae puede
determinar en el campo y en el laboraterio.
Dentro de las pruebas de campo se pueden ben-
cionar el ensaye geofisico, la prueba del vi-
brador de superficie y un cierto tipo de prue-
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ba de placa de carga y descarga. Parece ser
que la principal limitacisn de estas pruebas
es el rango de las deformaciones que se alcan
zan, Ya que se hace necesario que se lleque a
deformaciones unitarias en el rango de 0.1 a
0.0l % en el campo (intervalo-usual de defor-

maciones ocasionadas por el sismo) (Wilaon
1372),

lLag pruebas de laboratorio empleadas son la
prueba triaxial ciclica, la prueba de corte
ciclico y la prueba de la columna de torsi8n.
Apzrentemente, esta Gltima es el ensaye més
realiata para la determinacién de G , aunque
I es de diffcil ejecucifn (Wiison 1972).

La determinacifn del m&dulo G por medio del
péndule de torsifn ha dado buencs resultados
en la prActica de la ingenierfa. Bgta prueba
consiste en hacer una pequeria modificacifn a
la cimara triaxial convencifonal, la cual ge
emplea para someter una muestra de suelo a di
ferentes esfuerzos de confinamiento. Al espé-
cimen de suelo se le da una pequefia torsién
{(en un plano horizontal)}, permitiendoc que el
sistema vibre libremente, movimiento debido a
la respuesta elfstica de los elementos del
suelo. De esta manera se puede hallar el m&-
dulo de cortante G (2eevaert 1973).

Loa resultados de pruebas con el péndulo de
torsifn {ndican que G aumenta con el confi-
namiento, tanto en suelos cohesivos como en
suelos no cohesivos; en eptos materiales pare
ce necesario determinar la variacifn causada
por la ampl#tud usada en las pruebas y por el
método de aplicacifn del esfuerzo de confina-
miento (Zeevaert 1973).

Por lo que respecta al mfdulo de Poisson v ,
se puede emplear un valor de 0.25 para mate
riales granulares parcialmente saturados y un
valor de 0.42 a 0.45 como limite para sue
los cohesivos no consolidados (Zeevaert 1373).

4. ANALISIS DE PILOTES SUJETOS A CARGAS LATE-
RALES

La determinacifin de las propiedades dinimicas

de un suelo es de gran importancia para valuar,,g

los efectos de un sismo sobre un pillote. De
igual importancia es la posibilidad de poder
manejar los datos de propiedades mecdnicas
para efectuar el anflisis de los pllotes, De
otra manera, ¢de gué sirve obtener las pro--
pledades dinimicas de un suelo con gran pre-
cisifn-suponiendo que logremos esto-si des--
pufs no sabremos cfBmo utilizarlas y conocer
el efecto que tienen sobre un pilote?.

En este inciso trataremos la manera de lle-
var a cabo el andlisise de un pilote sujeto
a una carga lateral, que puede ser debida a

" un sisme. Como comentamos en el Inciso 2,

al ser cargado un pilote con una fuerza hori
zontal Vn en su cabeza, se produce una reac

cifn del suelo por el desplazamiento relati-
vo § entre suelo y pilote (Fig. 3). Nos in
teresa conocer la distribucibn de esta reac

cifn para valuar el diagrama de momento ==

flexionante y el diagrama de fuerza cortante
en el pilote.

El diagrama de presién de suelo sobre pile-
te egtd limitado por una linea continua --
(Fig. 3b), pero para finea de andlisis lo po
demos sustituir por cargas repartidas en tra
moa de longitud & (Fig. 4a); es obvic gque a
mayor precisién que ge desee ge tendri que
disminuir la longitud & de tramo y aumentar
el nfimero n de tramos.

En la Fig. 4b se muestra la eldstica del pi-
lote, causante de la reaccifn del suelo. La
posicifn original me refiere a la posicibn
de desplazamiento relativo nulo entre pilote
y terreno.

La Fig. 4c muestra las propiedades dinimicas
del suelc en cada uno de los tramos, a saber
el mddulo cortante de rigidez G y la rela--
cifn de Poisson v.

gl procedimiento que se propone para el ani
lisis de la interaccifin suelo-pilote consis-
te en tédrminos generales en lo aiguiente: ma
nejar las reacciones r, del suelo (Fig. 4a}
como incégnitas y mediante el anfliasis es--
tructural del pilote hallar los desplazamien
tos del suelo &, (Fig. 4b) en funcifin de las
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reacciones; con esto obtenemos un sistema de Deeignemos como:
ecuaciones en el que tenemos como IncSgnitas 1 . (4
los desplazamientos del suelo 6; y las reac- Ar= 5 4 )
cionhes r;- A continuacién determinamos los Bji - 1 dizl (5)
desplazamientos 61 en funcién de las reaccio
nes r; mediante el cdlculo de deformacicnes Cji = —%— diljiz (6)
en el suelo, obteniendo otro gistema de ecua-
ciones en el que los desplazamientos 61 que- por lo tanto: \
dan en funcifén de las reacciones r,- Sustitu r r r

- i
yendo este (ltimo sistema en @l obtenido con A E% Af ; Ay = E% Bji : Ai ® T Cji

la aplicacidn del andliais estructural gquedan
Gnicamente come incégnitas las reacciones ryi

resolvemcs el sistema y hallames las r,. Co-

1

if
bién podremos obtenerlog. De esta manera, al

final de la aplicacién de este procedimiento
se conocen los desplazamientos 61 y lag reag
{Demé&neghi 1979).

mo tenemos losg 6i en funcidn de las r tam-

clon r,
es i

Veamos el desarrollo al detalle de lo expues
to en el parrafo anterior. Empezaremcs con
el andlisis estructural del pilote, continua

rames con el cilculo de laa deformaciones -

del suelo y terminaremcs con el establecimien

to de la compatibilidad de desplazamientcos.

4.1 An§lisis estructural del pillote

El an&lisis estructural se puede realizar uti

lizando el método de la viga conjugada para
todo el pilote (Flores Ojeda 1980).

En nuestro caso, nos8 interesa determinar los
desplazamientos Gi del pilote en funcién de
las reaccicnes r, Y de la rigidez de la pileza

(Fig. 4). Nps conviene trabajar con una egcla

reaccifn r, ¥ degpufis tomar en cuenta el afec

to de todas las Tge En la Fig. 5a ge muestra
el intervalo de pilota del nude 1 al nudo J;
en una posicifn i{ntermedia se encuentra la
reaccidn r . En la Pig. 5b estd indicada la

i
viga conjugada para esta condicién de carga,
en la cual:
A'-ldr‘di‘-l:-&-d'
1 3 "1 TEET O ET M i
r,d,?
' - i°4 1 2
Ay= 1y 7y " E 1 R4y
d
! A S| .
Ay = 5 1 ET " ET f1 T Y4l
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Tomemos momento8 en la viga conjugada con -

respecto al nudo j:

1 1
-9 Vagtopt lg yoardl pdl o
91 1j+61 Gj Al(lji+_{‘di) Az P, A3 E) 0
Es decir B 1 c 1
R 1 1744 141
ellj-ﬁ +5 + [A (lji+7rdi,+-1§-1_' }=0

Hagamoeg: D P (ljihz-dil"-lé—ji —L!J—

Por lo tanto:

0;1, = &7 + &

1 -
11y = 84 *EL T4 Py "0

De manera aniloga, para rna reaccifn coloca=-
da en el tramo J:

1

-6"+6"+§4_ET

BI 1j 1 j ° 9

A dr
3711
Para todas laa reacciones r, en el intervalo

1=-3:
1371
911 -, 8

s BRSNS M >3 o

Ad,r

39453 = 0

- 1
E, Pydfs * wEET

en donde 91 es el giro en el nudo 1 debido a
la totalidad de laes reacciones.

Multiplicando ambos miembros de esta Gltima
ecuacifn por EI:

3-1 . U/’
-EIS +EIGJ+ I Dji 1+ET Ajdjrj-o (8)

2< j< n-1

319111

Para la reaccién Ty o J.1 =0y ljl'lj'di (9)

iml

Para ol reasto de las reacciones ri'
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\ - . . \ 1 — s
EI.’AO,—EI§\+ETS,\+ Z}f\;r‘;*'zna‘!n(a" -DAA|'UA+T—AH‘{AM~‘\+6 . lP‘.‘;‘
T (= k=)
l:11 = 1j _ (11 + i%) {10) mos conocer el mfdulo longitudinal de deforma
cifn M
2<1i< n v

En forma similar obtenemos para el nudo n lo
siguliente:

n=-1
+EI& + L D
T

r +

nt" 4

EIlnE]l-EI.Sl

T
j=n

La condicifn de equilibrio de fuerzas en to-

da la viga conjugada permite establecer la

siguiente expresién:

1 n
= I
T 1-1{A1+Bji+cji}ri+61 e, =0 e
Pero en = 0, dado que congideramos que el pi-
lota egts empotrado en su cabeza, por lo tan-
to: -
. -t b o
EI8, + 151 ”‘1”331”:11} r, =0 {12}
En el pilote debe haber equilibrio de fuerzam
n
Ly 4" Vn an v~

Cabe aclarar que las expresiones 8, 11 12 y
11 son vilidas para pilotes de tipo prismiAti-
co o ¢ilindrico, es decir, para pilotes da -
seccifn constante en toda su longitud, Tam--
bién recordamos que se considera gue el pile=-
te eatf empotrado en su cabeza (nudo n).

En resumen, para el anfilisis estructural del
pilote empieamoa las Ece. 8, 11, 12 y 13, con
lo que tenemos como incBgnitas el giro en el
nudo 1, 61 . los desplazamientos di y laa
reacciones r. Lo que falta ahora es obtener
loa 61 en funcifn de laa r, con un anflisia
de deformaciones del suelo, lo cual sea efec-
tuard en el siguiente inciso.

4.2 Deformaciones dal suelo

Como me coment8 en el Inciso 3, en el campo
o lnborator;o ge obtienen el mfdulo cortante
G y el de Poisson u., Empleandoc la Ec. 2 pode

1 - v~
Andnrn 0 {(11)
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Hallemos ahora las deformaciones del suelo en
funclsdn de las reacciones: la deformacifin del
“"cuadro" 1,j debida a una reaccifn aplicada

en kK valdri

k = Mv e AT k
"13 13 3 (4T 5
en donde:
uijk = deformacifn del "cuadyo” i,] debi-
da a una reaccién colocada en k
Mvij- médulo longitudinal de deformacisn
del cuadro 1,3
ej- espesor del "estrato vertical* 3§
(aT)ijk = incremento del esfuerzo normal ho-
rizontal en el cuadro i,3j debido
a la presifn rk/b en el contacto
pllote-sueln
b = anche (o didmetro) del pilote
Pero:
Fx
(OT) 14 = Ti4x "B
siendo
Iijk = valor de influencia en el cuadro

1,31 debido a una presifin unita--
ria colocada en k.

El valor de Iijk
lando el esfuerzoc que ccasiona una presién
unitaria colocada en el tramo k sobre el cua

dro 1,3 (Zeevaert 19%73).

se puede determinar calcu=--

Con lo anterior, la deformacifin del cuadro

1,] debida a todas las reacciones T sers:

1 n
S13 % B "1y ®y I Tagx Tx

El desplazamiento horizontal del nudo i val-

dré
P
4 w I

jor 13



slendo: p = nlmero de “"estratos verticales"”

del subsuelo

Por tanto:

5 L Py Io1 14
- r
e I Tt

En esta ecuacifn, los desplazamientos §, del

suelo guedan en funcifn de las reacciones Ly

4.3 Compatibilidad de desplazamientos

En las expresiones obtenidas del anidlisis es
tructural del pilote {Ecg. B y 11) aparecen
como incfgnitas los desplazamientos 61 de la
pieza. Estos desplazamientos deben ser igua-
les a los obtenidos con la Ec., 14, para que
haya campatibilidad entre desplazamientos
del pllote y desplazamientos del suelo. Por
lo tanto, hay que sustituir los valores
hallados con la Ec. 14 en las Ecs. 8 y 1l:

de esta manera, desaparecen como inc8gnitas
los desplazamientos 51 y quedan por determi-
nar sclamente el giro en el nudo 1, 8;: ¥
las n reacciones £y

La Ec. 8 ge aplica a los nudes 2 a n-1l; con-
tamos ademds con las Ecs. 11, 12 y 13; por
consiguiente disponemoa de n+l ecuaciones,
nlmero igual al de valores desconocidoe, por
lo que resclviendo el sistema de ecuaciones
establecido conocemos el giro 8, v las reac-
clones r. Sustituyendo egtos valores en la
Ec. 14 determinamos los desplazamientos §
del suelo (y del pilote).

El p:obleﬁa ha quedado resueito, pues obteng
mos los valores de interée pr&ctico para el
ingeniero: ol giro en al extremo libre del
pllote (Bl), las reacciones del suelo r, Y
los desplazamientos horizontales relativoas
del pilote con respecto al suaslo §,- Con las
r; podemos obtener el diagrama de momento -
flexionante y el diagrama de fuerza cortante
en el pilote, con lo que podemos diasefiarlo
astructuralmante.

i

S. CONCLQSIONES

a) Se ha presentado un procedimientc para
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b)

c)

d)

e}

£)

q)

h)

1)

el andlisis del pilote en un suelo estra-
tificado,
las cuales pueden ser debidas a un sismo.

gujetos a cargas laterales,

El mé&todo tiena la
relativamente sencillo de aplicar:

ventaja de que es

el -~
anilisis estructural se efecta utilizan
do Gnicamente el método de la viga conju

gada.

La determinacién de los desplazamientos
relativoe entre sguelo y pllote, tomando
en cuanta la rigidez de la pieza estruc-
tural, se lleva a cabo considerando la in
fluencia de las reacciones del sueloc en
cualquier punto de la masa, mediante el
concepto de valorea de influencia propuesg
to por Zeevaert (1973).

Estableciendo la compatibilidad de defor
maciones del pilote y deformacicnes del
suelo, se puede regoclver el problema ain

recurrir a Lteraciones,

Lo anterior se consigue empleando las
Ecs. 4 a 13 en la estructura y la Ec. 14
en al suelo. Estas expresicnes quedan en
forma de algoritmos y pueden ser programa
das para que las genere y resuelva una -
computadora electrénica,

La precisifn del método se aumenta incre
mentandc el nfimere n y disminuyendo la
longitud 4 de los tramos.

Desde luego, la aproximacién del andlisis
depende de los datos con los que sea ali

mentado. En este sentido, la determina--

cién de las propiedades din&micas del -

Buelo en el campo o en el laboratorio es

de gran importancia,

Resulta conveniente la instrumentacién

en el campo de pilotes sujetos a cargas -
laterales, asf como el uso de modelos en
el laboratorio, para calibrar los métodos
de andlisis y digefio qua se emplean.

La principal aplicacifin del anflisis de
pilotes sujetos a cargas laterales estri-
ba en la determinacifn del desplazamiento

gt’



relativo entre suelo y pilote y en la
obtencifn del diagrama de reaccibn del
suelo sobre el pllote. Con este Qltimo
resultado se pueden calcular el diagra-
ma de fuerza cortante y el diagrama de
momento flexionante, y a partir de &s-
tos poder efectuar el disefio estructu=-
ral del pilote.

1) Cabe aclarar que el procedimtento esg vd
l1do para pilotes de seccifin constante
en toda su longitud, En el caso de gue
enstos miembros sean de seccifdn varia--
ble, se pueden desarrollar ecuacicnes
gemejantes a las aquf presentadas, to-
mando en cuenta la variacidn de EI a lo
largo dal pilote.

o
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10 PRINT "ANALISIS ESTRUCTURAL CONSIDERANDO QUE ZAPATAS AISLADAS PUEDEN SUFRIR H
UNDIMIENTOS Y GIROS, DEBIDO A LA DEFORMABILIDAD DEL TERRENO DE CIMENTACION"
20 PRINT "PROGRAMA ELABORADO POR AGUSTIN DEMENEGHI COLINA. 30/09/94. PROGRAMA ‘A
ERCS " :
40 PRINT "EJEMPLO ILUSTRATIVO DE CLASE"
47 ;)REM LECTURA DE DATOS
i< EAD NGL,NG,NB,NA,NTC,NTF
60 PRINT "NGL=",NGL,"NG=",6NG,"NB=",KNB,"NA=",6NA,"NTC=",NTC, "NTF",NTF
70 PRINT "NGL=NUMERO AMPLIADO DE GRADOS DE LIBERTAD, PARA EL CALCULO DE LOS ELEM
ENTOS MECANICOS, NG=NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD, ND=NUMERO DE DARRAS, NA=HUMERO
DE APOYOS DE LA CIMENTACION, NTC=NUMERO DONDE EMPIEZA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA
CIMENTACION"
80 PRINT "NTF=NUMERO DONDE TERMINA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA CIMENTACION"
90 DIM E(NB),IN(NB),LO(NB),W(NB),TP(NB),TQ(NR),DR(NB),DS(NB)
100 DIM KR(NGL,NGL)
110 PRINT "PROPIEDADES Y GRADOS DE LIBERTAD DE LAS BARRAS"
120 FOR I = 1 TO NB
130 READ I,E(I),IN(I),LO(I),W(I),TP(I),TQ(I),DR(I),DS(I)
140 PRINT I,E(I),IN(I),LO(I),W(I),TP(I),TQ(I),DR(I),DS(I)
150 NEXT I
160 REM LECTURA DE FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS
170 PRINT "FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO Y FUERZAS CONCENTRADAS"
180 DIM B(NGL),V(NGL,NB),VE(NGL) ,VC(NGL)
190 DIM KL(NA), KT (NTF)
200 FOR I=1 TO NG
210 READ I,VC(I)
220 PRINT I,VC(I);
230 NEXT I
240 REM RIGIDECES DEL TERRENO DE CIMENTACION
250 PRINT
2~ PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEZ LINEAL"
‘et FOR I=1 TO NA
“2_ READ I, KL(I)
290 PRINT I,KL(I)
300 NEXT I
310 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, RIGIDEZ ANGULAR"
320 FOR I=NTC TO NTF
330 READ I,KT(I)
340 PRINT I,KT(I)
350 NEXT I
360 REM FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ
370 DIM VM(NGL,NB)
380 PRINT .
390 REM PRINT “I,J,KR(I,J)"
400 FOR Q=1 TO NB: I=TP(Q): J=TQ(Q): K=DR(Q): L=DS(Q)
410 Al=4*E(Q)*IN(Q)/LO(Q): A2=6*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)"2: A3=12+E(Q)*IN(Q)/LO(Q)"3
420 KR(I,I)=KR(I,I)+Al: KR(I,J)=KR(I,J)+Al/2: KR(I,K)=KR(I,K)-A2: KR(I,L)=KR(I,L
y+A2: KR(J,J)=KR(J,J)+Al: KR(J,K)=KR(J,K)-A2: KR(J,L)=KR(J,L)+A2: KR(K,K)=KR(K,K
)+A3: KR(K,L)=KR(K,L)=-A3: KR(L,L)=KR(L,L)+A3
430 KR(J,I)=KR(I,J): KR(K,I)=KR(I,K): KR(L,I)=KR(I,L): KR(K,J)=KR(J,K): KR(L,J)=
KR(J,L): KR(L,K)=KR(K,L)
440 REM PRINT I,I,KR(I,I),I,J,KR(I,J),I,K,KR(I,K),I,L,KR(I,L),J,J,KR(J,J),J,K, KR
(J,K),J,L,KR(J,L),K,K,KR(K,K) ,K,L,KR(K,L),L,L,KR(L,L),J,I,KR(J,I),K, I, KR(K,I),L,
I,KR(L,I),K,J,KR(K,J),L,J,KR(L,J),L,K,KR(L,K)
450 VE(I)=VE(I)+W(Q)*LO(Q)*2/12: VE(J)=VE(J)-W(Q)*LO(Q)"2/12
460 VE(K)=VE(K)~W(Q)*L0O(Q)/2: VE(L)=VE(L)-W(Q)*LO(Q)/2
VM(I,Q)=W(Q)*LO(Q)"2/12: VM(J,Q)=-W(Q)*LO(Q)"2/12
49 VM(K,Q)=-W(Q)*L0O(Q)/2: VM(L,Q)=-W(Q)*L0O(Q)/2
490 NEXT Q :
500 PRINT "GRADO DE LIBERTAD, VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES" Qo




510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790
800
810
820
830
840
850
860
870
830
890
900
910
920
930
9240
950
960
970
280
990
1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100

FOR I=1 TO NG

B(I)==VE(I)=-VC(I)

PRINT I,B(I)

NEXT I

FOR I=1 TO NA

KR(I,I) = KR(I,I) + KL(I)

NEXT I

FOR I=NTC TO NTF

KR(I,I) = KR(I,I) + KT(I)

NEXT I
REM SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
GOSUB 820

GOSUB 1330

PRINT

PRINT "GRADO DE LIBERTAD, DESPLAZAMIENTO"

FOR I=1 TO NG

PRINT I,D(I);

PRINT

NEXT I

REM MOMENTOS Y CORTANTES IN LOS NUDOS DE LAS BARRAS

PRINT "BARRA, GRADO DE L BERTAD, MOMENTO O CORTANTE EN EL NUDO"
FOR Q=1 TO NB

I=TP(Q): J=TQ(Q): K=DR(Q): L=DS(Q) .
Al=4*E(Q) *IN(Q)/LO(Q): A2=6*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)~2: A3=12*E(Q)*IN(Q)/LO(Q)*3
V(I,Q)=VM(I,Q)+A1*D(I)+A1*D(J)/2-A2*D(K)+A2*D(L)
V(J,Q)=VM(J,Q)+A1*D(T)/2+A1*D(J) -A2*D(K)+A2*D (L)
V(K,Q)=VM(K,Q)=A2*D(I)~A2*D(J)+A3*D(K)-A3*D(L)
V(L,Q)=VM(L,Q)+A2*D(I)+A2*D(J)-A3*D(K)+A3*D(L)
PRINT Q,I,V(I,Q),J,V(J,Q),K,V(K,Q),L,V(L,Q)
NEXT Q

END

REM SUBRUTINA DECOMP

DIM SCAL(NG) ,IPS(NG)

N=NG

FOR I=1 TO N

IPS(I)=I: ROWN=0!

FOR J=1 TO N

IF ROWN>=ASS(KR(I,J)) THEN 900
ROWN=ABS (K= .I,J))

NEXT J

IF ROWN=0 THEN 940

SCAL(I)=1/ROWN

GOTO 970 '

M=1

GOSUB 1670

SCAL(I0=0!

NEXT I
REM ELIMINACION GAUSSIANA CON PIVOTEQ PARCIAL
NM1=N-1 '

FOR K=1 TO NM1

BIG=0!

FOR I=K TO N

IP=IPS(I)

SIZE=ABS (KR(IP. ) *SCAL(IP)

IF SIZE<=BIG T: 1 1080

BIG=SIZE

IDXP=I

NEXT I .

IF BIG<>0 THEN 1130

M=2



1110
1120
1130
1140
1150
3,160
S0
F80
1130
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
0

.0
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530
1540
1550
1560

GOSUB 1670

GOTO 1270

IF IDXP=K THEN 1170

J=IPS (K)

IPS(K)=IPS (I1DXP)
IPS{IDXP)=J

KP=IPS (K)

PIVO=KR({KP, K}

FOR I=K+1 TO N

IP=IPS(I)
EM=-"R(IP,K)/PIVOQ
KR(IP,K)=-EM

FOR J=K+1 TO N
KR(IP,J)=KR(IP,J)+EM*KR(KP,J)
NEXT J

NEXT I

NEXT K

KP=IPS (N)

IF(KR(KP,N))<>0 THEN 1320
M=2

GOSUB 1670

RETURN

REM SUBRUTINA SCLVE

DIM D(NGL)

N=NG: IP=IPS(1l): D(1)=B(IP)
FOR I=2 TO N -
IP=IP5(1I): SUM=0.0

FOR J=1 TO I-1
SUM=SUM+KR(IP,J)*D(J)

NEXT J

D{(I)=B(IP}-SUM

NEXT I

IP=IPS (N)
D(N)=D(N)/KR(IP,N)

FOR IB=2 TO N

I=N+1-IB

REM I VA DESDE N-1 HASTA 1
IP=IPS(I)

SUM=0!

FOR J=I+1 TO N
SUM=SUM+KR(IP,J)*D(J)

NEXT J
D(I)=(D(F)-SUM)/KR(IP,I)
NEXT IB

RETURN

REM "NGL=NUMERO AMPLIADO DE GRADOS DE LIBERTAD, PARA EL CALCULO DE LOS ELEM

ENTOS MECANICOS, NG=NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD, NB=NUMERO DE BARRAS, NA=NUMERO

DE APOYOS DE LA CIMENTACION, NTC=NUMERO DONDE EMPIEZA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA
CIMENTACION"

1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630

;%ﬁo
1660
1670

REM “NTF=NUMERO DONDE TERMINA LA RIGIDEZ ANGULAR DE LA CIMENTACION®

REM NGL, NG, NB, NA, NTC, NTF

DATA 8,6,3,2,3,4

REM I, E, IN, Lo, W, TP, TQ, .DR, DS

DATA 1,2214000,0.000675,4.6,0,5,3,7,8

DATA 2,2214000,0.000675,4.6,0,4,6,7,8

DATA 3,2214000,0.0054,6.0,1.54,5,6,1,2

REM I, VC (VC = FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO O FUERZAS CONCENTRADAS)

DATA 1,-1.2,2,-1.2,3,0,4,0,5,0,6,0

REM I, KL (KL = RIGIDEZ LINEAL VERTICAL) 2
DATA 1,1880,2,1880 D



1680 REM I, KT (KT =
1690 DATA 3,720,4,720

RIGIDEZ ANGULAR)
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figura 2(E)” seaobserva que debe actuar un, momento
1gua1aa Aen el extremo B, debldo al desplazamlento

b

obllgado A en la v1ga ‘real.ci¥

hacgendg- o
IEMB " O‘W- P e N
ML, , 2L L .
—=) (=) - (==)(=) - A =0
(ZEI)('3 ) ' (ZEI)(
donde:, - ; 3 T RRIUD L R FERS R '
AN SRS - M =a’j;§ Ip ¢
i 2 - L% ;
1 ' ¥ ‘ i
per lo tanto:
My = M, = -BEIp

Si consideramos a la barra A-B que no sufre
deformaciones debldo .a las cargas que tenga sobre
su claro, entonces podremos ‘calcular los momentos
de empotramiento perfecto, y gque se definen
respectivamente en sus extremos por:

7 Lz T Lo e M:B_,y mﬁﬂ - G

] - AR 7 "

b A0 -
Sumando los cuatro. efectos’ tendremos.”
' 'MN;;=MAB+MAB{MAB¢M‘

S

My = Mpa + Mapi + Mgy t Mg,

sustituyendo: . R

" Sek ) _.‘;’4EI T . 2ET: - ) 6FET ,: -
) MAB _;I-.‘,: ] L ¢A ) +‘ : _L ?B . L.z A + M:B
a METODO DE LAS RIGIDECES

(SEP - 95)

4
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2ET 4FT 6ET
Mgy = L¢A+ Ld’s_LzAiM;A

Las ecuaciones anteriores fueron para una barra

sujeta a giros en sus extremos A y B, con

desplazamientos en uno de sus extremos, que son el

caso general de las ecuaciones pendiente-deflexién.

Para nuestro caso del métcdo de las rigideces, y de

forma matricial, las ecuaciones de equilibrio son:
{F} +« {kitD} = {0}

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ELEMENTOS MECANICOS8 EN VIGAS
Y MARCOS HIPERESTATICOS

El procedimiento general para 1la sclucidén de vigas y
marcos hiperestdticos se describird a continuaciédn:

1. Se determina el nimero de grados de libertad de la
estructura.

2. Se empotran todas las barras en sus extremos, menos
en los apoyos de empotramiento, Estado I, logrando
con ello una estructura .cinematicamente
determinada.

3. Se calculan los momentos de empotramiento en los
extremos de las barras debidos a las cargas sobre
ellas.

METODO DE LAS RIGIDECES
{SEP - 9%5)
15
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Se 1liberan 1los nudos, Estados II, III, etc.,
liberando los desplazamientos unitarios uno a uno,
que fueron impedidos en el paso 2, calculando las
fuerzas necesarias para lograr estos
desplazamientos (coeficientes de rigidez).

Se plantean las ecuaciones de equilibrio, que sera
un sistema de n incdégnitas, siendo n el nimero de
grados de libertad cinematica de la estructura.

Se resuelve el sistema de ecuaciones, ubteniendo
los desplazamientos de la estructura, tanto giros
como desplazamientos lineales.

Con los giros y desplazamientos lineales se
obtienen los momentos en los extremos de las barras
correspondientes, aplicando 1las ecuaciones del
equilibrio para cada caso, superponiendo cada
Estado.

Se obtienen 1los diagramas de momentos de la
estructura real, sumando los momentos obtenidos en
el paso 7 con los debidos a las cargas que actdan
sobre las barras (principio de superposicién).

Por 1dltimo, se obtiene el diagrama de fuer:zas
cortantes aplicando la estatica y el de fuerzas
normales (si es el caso) por equilibrio interno de
la estructura, asi como sus reacciones.

METODO DE LAS RIGIDECES
(SEP - 95)
16



PROPIEDADES DE ‘LA MATRIZ DE RIGIDEZ

-

La matrlz de rlgldeces debe ser cuadrada, de orden
n por n, donde n seria igual al grado de
indeterminacion cinematica.

Tiene propiedades de simetria: k, = k

i1

Los coeficientes de la diagonal principal deben ser
positivos.

Debe ser una matriz positivamente definida, es
decir, su determinante debe ser mayor que cero.

La matriz de rigideces es .la inversa de 1la de
flexibilidades, siniembargo se debe tomar en cuenta
que el método de las flexibilidades, se basa en una
estructura isostética, y el sistema de coordenadas
representan la 1localizacién y direccidén de las
restricciones, en cambio, en rigideces se
restringen desplazamientos en los nudos, siendo su
sistema de coordenadas, la localizacidn y direccién
de los desplazamientos incégnitas, por lo tanto, la
inversa de la matriz de flexibilidades utilizada en
el metodoﬁde las fuerzas es una\matrlz, en la cual
los elementos son coef1c1entes de rlgldez, pero no
los que se utilizan en el andlisis del método de
rigidez y viceversa.

17
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EJEMPLO No. 1

OBTENER LAS FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS DE LA SIGUIENTE ESTRUCTURA
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Ea

IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS
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SOLUCION NUMERICA DEL EJEMPLO No. |

DEPARTAMENTC DE ESTRUCTURAS - DICTyG - FACULTAD DE INGENIERIA - UNAM METODO DE LAS RIQIDECES
Sop-28 DEC_01 EJEMPLO Na. 01
MATAZ DE CONTINUIDAD: [a) VECTOR D FUERZAS EXTERNAS
a1 a1 ] %2 L] a3 b ayd .t ) dxg aye EN LOS NUBOS: {f}
-1 000G 00000 1 QOO0 0 0000 [*] ] [} Q 1] Q Q 0 L]l L) a1
] Q -1 OO 0.0000 1 0000 Q. 0O o a o ] (] Q 22 L] ty1
Q a o L] ] (] +1 Q00 Qo000 1 0000 Q0000 ] L ° o h2
[} 0 Q ] [\] [:] ] aQ -1 Doog Q0000 10000 Q0000 L 2 2
0 0000 10000 [] o ] o o)  -10000 o -} [ [} ] 15 5]
o Q Q0000 1 6000 ] ] @ ] Q0000 -1 0000 [ ] L] 4 L'z
] 1] Q ] 00000 1 0000 [} ] o Q 20000 -1 0000 7 [} r 1}
£ 6000 0 8000 Q 0 [} 4] ] ] 0 BO00 -0.8000 a o 11 [} L1}
] 0 -0.8000 05000 o o [} ] L] 0 08000  -0.8000 [ ] 1]
'] 0 08000 00000 1] -] -0 8OO0 -0 8000 ] ] a o «10 0 nE
] 0 o L] ce000 48009 (] 0 08000 Q8000 Q [} a1 (] ]
[ L]
MATRIZ DE AKUIDEZ D LAS BARRAS: [H
3] w2 K3 1) [ ] w7 w8 KB kig L1
2500 o Q ] [} -] [] L] 0 (-] 0 K1
0 42500 0 -] [} [:] -] ] 1] 0 ] 2
a ] Q2500 0 o 1] ] Qq ] Q '] k3
0 0 ] 02500 [} 1] ] ¢ 1] L] 2] kd
Q Q 0 [} L3 1] -] [} 0 [} [} Lt}
[:] Q /] 0 [} 0333 ] (] ] (] 0 ka
Q 1} 0 ] [} ] a3 (1] ] [+ 2] k7
0 0 0 0 -] 0 -] 4000 0 o "] L]
0 [} 0 ] Q 1] Q ] Q4000 1] ] ke
] ] 9 0 Q 0 9 4] 0 04000 -] (11:]
[} [} ] -] Q 1] Q o [} L} Q4000 (111
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA EBTRUCTURA: [X] = [a]t* [x] * [s]
-3} dy1 dx2 dy2 &y dyd dxa dyd dxs ayb dxtd ayd
0 BOGOD 018 025 Q00 a60 0.00 coo o0 o r. R 1] 0.00 -1 1} a1 =
019 Q.A77X [+ 1o -] Q.00 000 -1+ ] 000 on 018 alé Q0o (1=} dyl =9
L8 o0 101200 [ ] 023 ooy ax Q1e Q00 o ae (2]} - -
000 oo Gad [-L-aF 1] Q.00 -1 ] il Qe 1. ] 43 Qe Ol4 dy2
00 a0 05 aoo 050800 amg Qoo o0 <28 Qe a.00 000 [ =]
000 [e1+1] -]} Qoo a1y QarTX Qo0 000 e Q14 ao0g Rrks dyd
ooo coo o 019 0.00 000 & 50800 010 025 -1 1] QoQ o tid =0
000 023 B2 1] Q14 Q00 Qs 019 G4ATTYY [+1s ] 0.00 ooo o0 yd =190
028 ¢c19 oo aoo A28 019 028 Q.00 101200 oo Q25 o0l s
o119 L1a -] -] 43 Q.18 Q14 000 Qoo ooy G812 QoQ o0 dys =90
o000 ¢Oon “ a1g 000 [21e ) Qoo Qo0 025 (1] 0 50800 E-3 1) dd =0
<1+ ] [o1e 2} Q19 014 0.00 033 600 060 000 1] Q18 477X v =9
MATRLZ DE RIGIDEZ MODIFICADA DF LA ESTRUCTURA: ]
a2 dy2 [ =] dyd &S
101200 [0 +] 025 Q.00 Qoo -4
000 061X ooo []--] aot ay2
£ 25 a00 0.50800 Qe 42 [--=]
o000 o0 21 04773 19 ayd -
000 000 G248 Q18 101200 el
DEIPLAZAMIENTOD DESPLAZAMIENTOS DEFOAMACIONES FUERTAS AXIALES COMPROBACION CON
DE LOS NUDOS: D4 LOB NUDOS EM LAS BARRAS: EN LAS BARRASB: FUERZAS EXTERNAB
{d} = |K]-1 " {F} MOOIMCACD: {d} {a} = {s] * {a} {p} = [kl * (o} (F} = (aft~ (P}
1210 L4 a0 a1 1210 » am Pt At <Rxi>
1208 ay2 000 y1 kY .2 k-] pa 147 <Pyt>
4808 4 1210 a2 Te8 (3] 1 p3 00tz
2501 a3 1288 &2 -res - A9 pe 400 2
785 x5 o & 00 o5 om -1} 16.00 m
250 dy3 1288 S EF- pa 400 fyd
Q00 dxd =N L 834 pT ‘254 <Rxd>»
000 oy €12 o 248 1] Q47 <Ryd>
785 s A7 40 " a8 po 400 S
Q00 -] 195 L3 ] arn plo 161 <Ryf>
Q.00 el tadd all -] (18] T4 <Pum>
0.00 dy8 1281 <Ayé>

METODO DE LAS RIGIDECES
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FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS [ton])
8.00 4.00
Z 3.02 9.22
—————————— —e 15.00
Z |< ?
j>i ~ 2.45 - ~ 6.96
| \\ // \\ //

S | S lq -«

0 //K |4 29 //k ‘8..34

CONVENCION: ~e—0——a -a—:
(TENSION)
REACCIONES [ton]
1.47 8.00

?

AN
\
[N
a N
(o]

/
/
\
PR
0N
V]
Ca
/
/

) —r—— i )

4.98 —-—% o
.

2.54

P

0.47

&
1

1.51
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Miguel Angel Rodriguey Vega

INGENIERO CIVI

EJEMPLC No. 2

OBTENER LAS FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS DE LA SIGUIENTE ESTRUCTURA,
ASICOMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES PARA LAS DOS CONDICIONES DE
CARGA QUE SE INDICAN.

CONDICION DE CARGA No.l

_ 7z
Ea
3 I—o
ZEA
- 10.0 t—eG
3EA
3
A
- ﬂ;y > 20t
Z /\
(m) ; 4 : 4 ‘

CONDICION DE CARGA No.2

METODO DE LAS RIGIDECES
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IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS

o

GRADO DE INDETERMINACION CINEMATICA = 6

METODO DE LAS RICIDECES
PAC. 14 (SEP - 95)



Miguel Angel Rodriguey Vega

INGENIERO CIVI

SOLUCION NUMERICA DEL EJEMPLO No. 2

DEPARTAMENTO DE EBTRUCTURAS - DICTyG - FACULTAD DH INGENIERIA - UNAM METODO DE LAS RKUDECES
sap-08 DEC_02 EJEMPLO Na. 02
MATALE O CONTINUIDAD: [s] VECTOR DE FUERZAS EXTERNAS
1 oyl @2 @y oy ayd cud dya &5 dyt -] dye EM LOS NUDOS: {F}
-1 0000 09000 1 0000 Q.0000 o Q [} 0 [} -] [} [} L1 10 x x1
-] 0 0 ] 1 0000 Q0000 Q L] -] ] -1 Q000 Q0003 L] -] -15 1
Q 9 1] -] -1 000G Q000 19000 Q0000 0 ] ] ] » 10 L] 2
Q0000 -1 G000 Q 0 a Q 4] -] Q0002 1 0000 o o - 20 15 174
00000 1 Q00 [} L] 0 Q e Q 0 [} 00000 1 0000 (1] [} 9 3
Q ] Q0000 10000 00000 1 oo00 0 Q ] [ 0 [+ ] [} k3
0 [*] Q8000 -0 8000 o [»] 9 ] ©.8000 Q.5000 0 [+} " 2 ] w4
-0 8000 04000 ] [} 08000 -0.8000 -] ] ] [} -] e L1 o Q fyé
0 ] -0 8000 Q8000 [+] L] Q80003 < 4000 ] Q L] [} " ] Q Lt
-] -] 0.8000 08000 [ 0 Q Q Q [} 06003 -0 8000 [31] a [} #5
Q [} trd
a o e
MATRIZ D€ AMIIDEY DE LAS BARRASG:. M)
Wt k2 - W3 ka K5 [ u? k8 2] K10
02500 [+] -] (] [} ] [+] o ] [ L4
Q Q2500 -] ] [ ] 1] a 9 ] 9 2
-] 0 02500 [:] [} L Q Q 1] -] K
Q 0 Q QossT ] 1] 4] 0 Q Qq k4
o Q [} -] 0.5667 ) [} L) -3 [} w5
Q ] Q 0 ] Qeas? [} Q ] [} L]
o (] '] -} [} Q Q000 [-] [} Q k?
] o 0 [} [} [} -] 0.0000 [} Q [ ]
0 Q Q [} Q -] ] ] 0.8000 0 kb
L] ] Q [+ -] -] ] -] [} G &000 W10
MATRIZ OE AKIIDEZ DE LA EATAUCTURA: [K] = [alt* [i] * (a]
a1 dyt 2 oy2 <3 a3 x4 days s dys et dyd
083400 <28 024 000 0¥ [ -] Q00 Q00 oo Q900 ¢ 1 -] il
-] 1 54800 Qo0 Qo0 X ] o2 Q00 oM Qoo Q87 a0 a7 dy1
425 Q00 1 #4200 Q29 200 0.00 0.28 L) QX aze .38 028 dx2
0.00 oo 02 1 dam 0.00 08y [} ) a2 LY ] az 42 o2 o2
hrk ) a2 Qoo [+ 1] QE3400 .28 o2 (1] a0 0.00 4 0.00 [ =]
o2 Q2 0.00 Da7 28 0.88287 a0d 0.00 0.00 000 Qo0 0.00 o =0
000 0.00 Lok ) 02 <5 a9 Q53400 R-F-) Qo0 Qoo 000 aon dud
o0 0.0 o9 oz coo 000 °28 Q21800 -1 ] [+ 1) 000 0.00 dyd =0
Q00 o000 038 a% 400 Q00 000 Qoo 0 38400 029 a0 Q00 x5 w0
Q00 087 oz 0.2 aod aog a0 0.00 o2 0 amaY Q00 900 3 =0
Q00 000 Q.38 029 axs 0.00 oo €00 Qo0 0.00 & 8300 [F- ) &8 =0
200 87 429 z 200 Qoo Q00 o000 a0 Q00 029 Q.68287 dy8 a0
MATRIZ DE RIGIDEZ MODIFICADA DE LA EBTRUCTURA. [X)
bt dyt 2 dy2 @k dud
083400 LF- 025 a.00 438 [11-: dxt
028 15450 000 0.00 a2 0.00 dyt
Q25 000 1 0200 0.2 am 4.0 [~
0.00 ao0 0.29 1 nag? o0 o dy2
038 0% 0.00 000 0.88400 025 dxd
000 o000 0.3 o2B Q25 Q43400 x4
DESPLAZAMIENTOS OESPLAZAMIENTOS DEFORMACIONES FUERTAS AXIALES COMPROGACION COM
OE LOS NuDOs: DE LOS NUDOS EN LAS BARRAB: EM LAD BARAAS; FUERTAS EXTERNAS
dh = (K1 4R} MOCIFCADC: {d} {e) = (a] * {d} {p} = [u] * {«} (F} = (sht* {p}
B.50 ®un ot »E nms i -0 L1656 1] M 150 p1 1000 00 L1
20 an dyl F2 1 133 dyl nw igsa ] LR 1489 p2 o0 RLY-] LAl
1848 00 a2 1848 000 L 14t az » [-F ] 1. ] (2] 1000 oo e
-l 8o -1ab? dy2 -1A80 -1a857 ay2 2n AX - -1 07 22 -] 2300 -1500 W2
nmw 59 58 dxd Falk -} 58 [ 2m 2% 5 187 22 ps o.00 Qo0 =]
2680 am drd 000 000 dyd -1a80 -1457 L. -110r 128 pé “» 20 <Ryy»
zed s7e dxd 2314 W21 o7 1388 i p7? 200 400 1]
00 (114 dya -10.40 -2 L] 424 A7Te pa 178 A4 <Ryax
Q.00 G00 axd @0 15.00 L) -2 00 pR At A0 <AxS>
Q.00 Q.00 ayb Az 1290 [10] 199 rre ptd ads 1488  <Rys$>
om Q00 ol 483 2110 <Rl
o an  @e a0 244 <Rys»

METODO DE LAS RIGIDECES
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Miguel Angol Rodriguesy Vega

INGENIERO CIVIL

FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS, PARA LA CONDICION DE CARGA No.l {ton]

| N
1.87! 13.98
S 20,0
™~
10.0 — _5.01_ 10.0
~ ~ ~
| \;/ |
1.87] PN 111,07 N\2.94
e ~ ~N
~1.93 N ~

CONVENCION e, —-—
(TENSION)

REACCIONES DE LA CONDICION DE CARGA No.l [ton]

6.46

T

A
11.11--—?;
’

10.0 -

6.89 -

SN,

3.03 14.81 1.76

METODO DE LAS RIGIDECES
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Mb?/ud ﬂngwl .%ex{rmw U‘e?a,

FUERZAS AXIALES EN LAS BARRAS, PARA LA CONDICION DE CARGA No.2 [ton]

7
I
2.22 N
22 21.13
e
15.91
30.0 Oea—— — 221
< 17.61 - \\
e ~
‘ \\/_// l \
2.22 el /12.38 9.00
A~ \\ \\
7.76 ~
2tu ————— —A}—b— ————— —-‘\—D—."B 0
Z 14.89 Al 0.80 \
z "3\&’\33'\\ OIS
CONVENCION o
(TENSION)

REACCIONES DE LA CONDICION DE CARGA No.2 [ton]

30.00

21.10

ENARNNAY

2.44 22.94 5 40

METODO DE LAS RIGIDECES
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EJEMPLO Na. 3

OBTENER LOS DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE LA SIGUIENTE
ESTRUCTURA, ASI COMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES.

10 t
N w=2 {/m w=1 L/m y
! EI ANY 2E1 ANY 2El VAN 3EI Z
— 4 - 5 —— 2 2 ; 6 o (m)
EA= cte.

IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS

Yg
{
l Yy, IL Yy, Yy
} . } ;
| | | |
| | | |
$‘ L___-XL L———-—YL I—A‘ﬁ-—XL l___—--.‘(L ﬁ
N z
\1 \<\\\ &é\\ "\é}“\\\ ¢
©) ® &) @ ®
i— _ _ E— B — e —_— E — e —_— E— E— e e — —_ — e — ——-XG
GRADO DE INDETERMINACION CINEMATICA= 3
METODO DE LAS RIGIDECES
PAC. 18

(SEP - 95)



INGENIERO CiV]

OBTENCION DE FUERZAS EN LOS NUDOS, DEBIDAS A CARGAS EN LAS BARRAS.

w=2 t/m w=2 t/m
2.67 TMQMQTDZ'E;? 4. 17 T.Qc\f*rw- e /i r«w-v——-ntD“! 17
1.00 1] 4.60 5.00 5.00
10 t
| w=1 t/m
5.00C ’ i ‘)5.00 3.00 C Tmﬁfwv“f‘“m /"f“”"“f‘f“““-“.r):;.oo
5.00 5.00 3.00 3.00
1.50 ' 0.83 2.00
§ (N ' ' ¢
h [ = Oy 4= v
® ® ® @ ®

METODO DE LAS RIGIDECES
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INGENIERO CIVI

SOLUCION NUMERICA DEL EJEMPLO No. 3

DEPARTAMENTO DE ESTRUCTURAS - DRCTyG - FACULTAD OE INQENIERLA - UNAN

METODO D LAS RKIIDECH

<Rt >
<Ryt»
<mt>
<R2»

<Ry2>
<Rl
<Ryd»
<Fxd>
<Ryd>

< PS>
<Pys>
< mS>

sep-08 DEC 03 EJEMPLO No. 03
MATRIZ DE CONTINUIDAD: |8 VECTOR DE FUERZAS EXT.
- 3] dy1 al [ -] dy2 -] dx3 dayd 4] dxé dyd -1 axd dyB [ £N LOG NUDOS; {F}
00000 02500 0000 0000 02500  0.0000 ] 1] ] [} L 9 [ L] -] "] 000 ]
00000 02500 0OODO G000 OES0D 10000 ] [ ] [ 0 ] [ ] ] 1 (1] tv2
-10000 Q0000 00000 10000 O0M0 0ONN0 ] [ ] [ L] [} [ ] ] 1] 150 m2
] a o 00000 Q2000 1000 00000 Q02000 00000 0 L o [ [ 9 w2 dog 3
] a ¢ 00000 Q2000 QOO0 00000  D2000 10000 ] L} a ] ] o B2 10.00 3
(] Q 0  -10000 00000 00000 140000 Q0000 0.0000 0 o ] a ] 9 2 o8 m3
o [ ° 3 [ O 00000 02300 10000 Q0000 02400 00000 o [ [ a3 000 )
[ ] o ] [} 0 00000 Q2500 00000 Q0000 42500 10000 o ] ] m3 a0 vd
[ (1] L] 0 [} 9 -100p0 00000 00000 10000 Q0000 OO0 o ] ] 2 200 ma
[ ] [] ] [} Q 0 a o 0000 01887 0000 G000  O1sET 00000 tad
[ ] 0 ] ] o ] o ¢ QOO0 018&7  QOOCO  ¢o0OC 01587 1 0000 e
] 0 L] (] [} ] [ ° 0 1000 00DOQ  OOGOD 10000 QOOO0  GOOGD -
.
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LAS BARRAS: 1)
10000 05000 Q0000 [} (] 1] ° ] ] o L} [}
05000 10000 0.0000 0 ] ° o [ ] ° [ 9 k1
Q0000 00000 02500 ] Q ] L} Q o ] ] ]
[} [ 0 18000 -0BOD0  OO00D [ o [ o ] (]
[ ] 0 Q6000 18000 00000 Q ] [ ] [] ] w2
[ ] 0 00000 Q0000 02000 Q 9 [} Q ] ]
[ ] o [ o 9 20000 -10000 00000 a [ ]
o 0 o ] ] 0 -10000 20000 00000 [} [ ] k3
[ 0 L] ] [ 0 60000 Q0000 02500 [} [} 0
o 0 L] ] o Q Q Q 0 20000 10000 00000
[ [} ] ] ] [ [} o o 10000 20000 0.0000 ud
[ ] o ] ° ° ] o ©  00pg  Ofo00 DesT
MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA: [K] = [aji® [¥) * (a]
o oyl o ax2 %2 92 axy a3 e dud oy > dxS5 ik [
0 25000 o L1 ] 025 aoo 000 200 0.00 000 0.00 000 1] 000 0.00 (1 vt =0
000 Q18780 o 0.0 19 LE ] LY 1] coo am -3 L1 000 L .00 ay1 -a
000 038 100000 000 a% 1] 000 ao0d 00 0.00 1] (1 €00 1) 000 a aQ
028 (1. 000 045000 000 00 E:F] 00 oo 000 000 000 .00 0.00 0.00 ax2 =0
LT 19 0 000 G37BED 91y 000 a1 G438 000 000 0.00 .00 aoe 0.00 dy2 -0
000 0.38 a50 0.00 o1 260000 o000 Q.48 080 [1-4 000 1] ao0o LT 0.00 ]
000 0.00 a0 .20 0.00 000 045000 0.00 a.00 o 0o -] 000 0.00 oog a3 =0
00 000 000 oo Qe Q4 000 QBATM0 0z 000 <M ars L] LT 0.00 a3 -0
090 LY aos 0c0 48 ae ao Q27 A80000 a00 o7 100 Qo0 a00 ane I
oog Q00 000 000 1 -1 ] EF-) 1. -] at0  aseer 000 0.00 ar? 060 aco axe =0
a0 000 000 000 000 0] Qo om 7S 000 Q54187 a2 -t ] Q17 050 dyd =0
000 1] 600 000 0.00 -1 ] aco ars 100 000 0428 400000 000 0% 100 o4
Qo aoe .00 ace ] a0 ae 000 aos a7 .00 0a0 016887 aod 000 &S a0
a0 0.00 900 0.00 000 a0 a00 200 000 a0 at? Q50 000 aleoo7 080 oS -0
a0 a00 1. 000 000 003 000 000 -1 ] 0.00 as0 100 000 080 200000 05 -0
MATRIZ DE RXQIDEZ MODIFICADA DE LA E3TRUCTURA: (K]
g2 [ o
260000 080 0.00 [
080 160000 160 [ ]
090 100 400000 o
DESPLATAMIENTOR  DESPLAZAMIENTOR DEFOR MACIONED ELEM. MECANICOS MOMENTOS FLEL  MOMENTOS FINALED COMPROBACION CON
DE LOS NUDCH: Dil LOWS NUDOS EN LAS BARRAS: EN LAG BARRAAS: EN LAS BARRAS: EN LAG BARRAS: FUERTAB EXTERNAS
{d} = [X]-1°{F} MODIFICADO: {d)} {e} = [a] * {d} ip} = [x} * {s} {po} {pf} = {p} + {po} {F} = (aR " {p}
L L = {P}
043 = 000  an 000 1] a2 mat o8 242 ma aog 000
LT ] ) Qo0 dp E-Y ] L] G4 mn 267 a18 mbt Q18 400 e
057 o4 0.08 o aoo 1] a.00 L] 0.00 nt 925 267 2@
a0 de2 e ] 101 mag -17 a1e ma2 a.00 a0
000 dy2 ax w2 o84 mb2 417 a0 mb2 ate °00 am
o4 -] 000 [ 000 n2 0.00 n2 EE"] 160
co0 3 o2 W) 401 med 500 01 mad 000 000
000 oy o5T 3 o088  mold £00 414 mb3 o068 1000 1088
-+ ] 5] L1 3 000 n3 0.00 n3 o83 083
000 dud 097 ul 14 mad 2m 414 mas 000 0.00
000 aye 000 th G657 b 200 243 mbé 0.07 800 807
os7 o a0 ] 000 na ook L) 200 200
000 &S . a00 oo
1] dys LT ] Ao n
000 = as7 00 24
METOQDO DE LAS RIGIDECES
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INGENIERO CIVIL

cdriguey Vega

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LAS BARRAS EN COORDENADAS LOCALES.

8.00
2
2.42( |
382

10.00
5.01Ct. l
522

10.00
2
3.16 ! 5.01
.63 5.97
6.00
4.;4(1 jr>2.43
5,29 2.71

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LOS NUDOS LIBRES, EN COORDENADAS GLOBALES.

NUDO (D)

3.82

CS: )
2.42 %T 2.42

3.82

NUDO (2)
4.18 4.63

3. IGC‘ ;ZS;JDS 16

8.81

NUDO (&)

4.78 3.29

4. !4Cl @\1)4 I4

NUDO (3)

5.37

5.22

s.orCL 7 l):s.o:

AR

10.59

NUDO (B)

2.71

2.43(&‘: D

A

%

2.43

8.07 2.71
METODO DE LAS RIGIDECES
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INGENIERO CIVi

DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS.

10t
4{-—«—.’— T vmmmmwmm ST T l s NWN&:Ir-rt—'/ o = ol FR
;‘2 Y /\ FoanVenF ol i) N
SSNNRN NN RNAARY
Fe 4 -+ 5 Q2 6 =~

DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE [ton-met]
10.00

DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE [ton]

) 5 5.22

4\ (3.8 (TED / 2 CTED
@ -0.18 ® =0.37 N @ ?

O 0.22 5 0.28 W

3.82 8.81 10.59 8.06 2.72

METODO DE LAS RIGIDECES
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EJEMPLO No. 4

OBTENER LOS DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE LA SIGUIENTE
ESTRUCTURA, ASlI COMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES.

JEI
4 SEA
1
e
{m) 4 6 3 -
IDENTIFICACION DE NUDOS Y BARRAS
Yg
| h i
\ \
l | i
I I
L-———---XL @ '————-—-XL®
<
_— —_— +XG
GRADO DE INDETERMINACION CINEMATICA= 9
METODO DE LAS RIGIDECES
PACG. 23

(SEP - 95)
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INGENIERO CIVIL

OBTENCION DE FUERZAS EN LOS NUDOS, DEBIDAS A CARGAS EN LAS BARRAS.

3.00Ct """""" ’"f“ coccoc *‘“,?)3.00 0.75C1‘.r = F”*”ﬂ:TDO.?’s

3.00 3.00 50 1.50
@ ® ® @
13.0 4.3 1.9
™ Aers o
3.0 9—-»2.0
@ ® ®
127 @ @//// 7

METODO DE IAS RIGIDECES
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INGENIERO CIVIL

SOLUCION NUMERICA DEL EJEMPLO No. 4

DEPARTAMENTO DE ESTAUCTURAS - DICTyd - FACULTAD DE INQENIERLA - UNAM

»ap-08

MATRIZ OE CONTINUIDAD: [a]

(-3

Q000G
Q0000
-1 000G
]
-]
-]
01250
01250
0.707
Q
-]
-]

dy1

-0.1887
0.1887
4 Q000
]
o
o
Q1250
Q1250

07o7

¢

-1 0000
Q.0000
Q000
)
4]
0
0.0000
1 000G

00000

Q
0
]

DEC_04

Q0000
00000
1 0000
00000
0.0000
-1 0000

01800
01800
.0000

MATRLZ DE RIQIDEEZ DE LAS BARRAS: (k|

1333

&
i

[+
0000000005

-0 aas7
1333

<
eeooooooog

0000000 a

a
L]
Q
13333
-0 847

200

0.5007
1333
[1Le 0]

coocooo

MATRIZ DE RIQUDEZ DE LA ESTRUCTURA: [K) = [a}t" (K] * [8]

dxt

0 44287
0.08
040
17
Qo0
000
000
o000
0.00
Q9
008
040
0.00
0.00
o

a1

0.08
QMTR
©08
o0
an
an
000
000
0.00
<08
Rl )
©40
000
Q00
000

D40
R
YL
000
033
oe7
o0
o
[1o4]
&40
Q40
108
oo

0.0¢

.-

a2

080
an
om
Q%
0RT52
07

MATREZ DE RKUDEZ MODIFICADA D LA ESTRUCTURA: [X]

dx1

O 44267
[]-:]
040
17
000
oo
0.00
000
o

dyt

0.08
Q38732
008
000
o1
03
000
Q00
Qo0

040
<00
3 452485
000
o3
oer
o
om0
[+

ax2

<017

¢ao
0.2y
408
ase
4R
(-]
(3]

DESPLAZAMIENTOE DESPLAZAMIENTOS
DG LOG MUDOE:
{d} = [K]14{m)

25 M

e3883R

DE LOB NUDOS
MODIFICADO: {d}

2504
-5 88
887

-0
ayl
a1

TILTALE TR L

dy2

w2 ]
00000 ]
1 GO0 ]
o.0000 ]
+1 0000 00000
00000 00000
0.0000 10000
] ]
] -]
] -]
1 Qo00 [+]
00000 []
0.0000 Q
1] [ ]
] (]
4] [}
Q 0000 ¢
0.0000 [ ]
0333 Q
a 21213
Q 1 O80T
0 0.0000
9 Q
Q L]
a Q
02 )
1L+ ] 000
ax [+1e ]
oe7 oo
0.58 033
arn aoo
L a0
Q00 Q33
-aer oo
oar 000
000 ] -]
oo 000
0.00 o000
OE8 .00
0.43 000
10 00
[-=} -]
@00 ¢oo
03 [ 1- ]
987 000
068 a®
arr Qoo
50887 aoo
aco a3
Qar Qoo
ae7 [X::}
DEFOAMACIONES
EN LAS BARRAS:
{u} = [#)* {d}
1242 il
144 ®1
=209 +
S w2
113 -]
an ”
£l ny
100 B3
-2 04 -3
18 wh
e L
2786 Lo

aocao

0321}
0¥
[olen ]

o0 o 00

000900

21213

aco
ago
aco
a0
qa
87
Q.00
0 dadda
287
080
- -]
0.00
000
1]
000

000
000
1]
o000
G4
ae7
a.00
Qdblas
87

METODO DE LAS RIGIDECES

EJEMPLO Na. 04
VECTOR DE FUERZAS EXT,
5] dré dy4 g x5 dyb o3 EN LOS NUDOR: {F}
] o ] -] Q o [} tat aoo B
] ] [} -] ] [ [ L 1] 1300 W1
-] ] 0 ] -] [} ] » 00 m
00oe . @ ] -] Q o o [~ .00 %]
10000 [ [] [ 0 [ o ©2 4% 2
Q0000 ] [}] ] a ] ] 2 27 m2
0 0250 01250 90000 Q o Q tay 200 3
[ XF. 01250 0008 a ¢ -] ®3 150 3
0 A 470N 06000 [ [} [ %] ors m3
] [] L} o 01800 01200  Qo0oD tad oo txd
0 ] 0 o e Q120 10000 s 000 fyd
o [ o o 08000 QM0 QoDoo " 000 ma
] 0 [ (1]
] a (4] [ 1]
1] ] [ 0
L] Q 0 ]
[ [} (] o -]
] ] ] 1]
00000 [} (] ()]
0 0000 [} ] 0 3
03538 o (] [}
0 2400 12000  QOD00
9 12000 24000 00000 1]
0 00000 00000 04000
3 dxa dy4 o L dys o8
000 onm 008 040 a.co Q00 [i1:+] dx
000 08 am 04 0.00 0.00 6o ay
oo 040 04D 108 000 0.00 .00 qt
o0 0.00 000 000 0.2 aos a6 L -]
as? 0.0 L] am 006 ax a4 dyd
as? LT o [ 088 aa 10 L4
Q00 L3 000 000 oo -1 -] Q00 axy
Q67 o am o LT a0o a.00 ayd
13331 a0 000 0.00 o 000 Q00 [
000 Q27 008 Q.40 000 000 0.00 daxa LE]
+ 000 co8  02TEN LT o000 000 .00 ay4 -2
Q00 040 040 212132 oo 00 0.00 o =0
Q.00 1) 0.00 000 032832 006 asa s =0
apg e Q00 000 LI R ) Q4 dys =0
Qoo L1 a0 a0 <5 Q6 240000 a5 a9
) .
a.00 dxt
0.00 ayt
o at
0.00 -]
oe7 dy2
osr o
0.0 )
a7 %]
1 33333 o3
ELEM MECANICOS MOMENTOS FLEX. MOMENTOS FINALES COMPROBAC ION CON
EN LAS BAARAS: EN LAS BARAAS: EN LAS BARRAS: FUEAIAS EXTERNAS
iph =[] " i} {po} {pft = {p} + {po} iR = [=p~ {p}
1581 mai 200 12a mat 200 31
4%  m Aot €38 mbt a0 1
ass o A n 200 m1
a7 ma2 a7 450  rmaz oo 2z
a7s  mb2 o7 Q00  mb2 450 L%
200 n2 - 200 n2 278 m2
=, may 2m  may 200 3
rae mbd 1281 mo3 -1 50 %}
78 n3 L n3 ars m3
ald mad ald  mad 08 <Rud>
412 mba 412 M BM <Ryt
BIRT] n4 1114 4 =@ < mix
488 <RuS>
P68 «<Ryk»
A12 <mé>
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Aiguel dngel Fodriguey Vega

INGENIER

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LAS BARRAS EN COORDENADAS LOCALES.

6.00 3.00

s —a= 2.0

&a
cn'-t
% e
/H“
>
E]...
A
e
Lo
uO‘:
o
(o]
o
<
i~
]| =

0.66 6.66 3.0
N -
o )
\'\7{ -
W .
)

eﬁ}z\ - K7
g qa-\% %‘Nj =

(&)
Q e
A “

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LOS NUDOS LIBRES, EN COORDENADAS GLOBALES.
10.00

NUDO (2) 5.00
NUDO 0.66 3.0
o 9.36 N4 50
3.00—w= /= 3.68 3.68 &9—2.00
0.68—m 12.9¢ 5 68
1261 6.66 —=—T5.
0.14
9.34 oTsE
DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LAS BARRAS 3 Y 4, EN COORDENADAS GLOBALES.
9.34 9.66
%72.61 0"4%
--—(0.68 5.68—=
0.68—e - 568
\sz.oz 6 12 q/
9.34 966
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Miguel dngel Rodrigucy Voga

INGENIERO CIVIL

DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS

DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE [ton-met]

9.36

@

®

12.61

22.02
12.61

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL [ton]}

2.09

METODO DE LAS RIGIDECES
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Miguel Angel

INGENIERO CIVIL

DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE [ton]
| I
' +— 3.66
’ © ®
1.5
, O 1 ® R
612 1.5 1.5
, 3 |
\ |
1.25
REACCIONES:
10 6 3
| : A
q— —= 2.0
0.68 —=- \ - 5.68
\tjzz.oz 6.12
594 9.66
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Miguel Angol Rodriguey Vega

INGENIERO CIVI

EJEMPLO No. 5

OBTENER LOS DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS DE LA SIGUIENTE
ESTRUCTURA, ASI COMO SUS CORRESPONDIENTES REACCIONES.

w= | t/m 10 t m
2EI
15EA
3EI w= 3 t/m
20EA
W77
6
IDENTIFICACICN DE NUDOS Y BARRAS
Yg ‘;L
f |
|
|
Lo — — = Xy @
’<-.-}
f
}
O |
P
L &)
_ — — P 7 o \(G

GRADO DE INDETERMINACION CINEMATICA= 8

METODO DE LAS RIGIDECES
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Migusl dngel Rodrigusy Vega

INGENIERO CIVI

OBTENCION DE FUERZAS EN LOS NUDOS, DEBIDAS A CARGAS EN LAS BARRAS.

S

[

-
3.oocrrm = ‘ﬁt_):i.oo g
3.00 3.00 s
g =
=
) ®

]

S

<

NE

7724
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INGENIERO CIVIL

SOLUCION NUMERICA DEL EJEMPLO No. 5

DEPARTAMENTC OE ESTRUC TURAS - DICTYG - FACULTAD DE INGENIERIA - UNAM METODO D LAS RIGIDECES
-G8 DEC_08 EJEMPLO No. 08
MATRIZ DE CONTINUIDAD: (a] VECTOR DE FUERZAS £XT.
a1 iyt gt a2 &2, [ =] a3 @ axd Wyl -] EN LOG NUDOS: {F}
-0.1000 0.1200 0 0000 [} L] [ 0 ] L} 01600 01200 -1 0000 ta1 50 1]
01800 01200 1 0OOg ] L] (1] Q [} [} €.1800 01200 00000 o1 -30 b al
0 BO0O 0 800G 0 0000 a 2 ] Q o [} -0.8000 -0 8000 0 000D L] -0 m1
¢0000 0 1087 -1 000g 0 0000 -R1 1) Q.0000 [} ] [} o 0 4 w2 40 a2
40000 Q1047 C0000 00000 0188t 10000 ] Q [} o L] o b2 1 i
-1 0000 0.0000 0 cood 1 0000 0.0000 0.0000 Q [} -] o ] 4] 2 ORR) m2
[} o -] < 2500 Qo000 ©.0000 02500 Q0000 -1 Q00 [} ] 0 ) Q0 3
Q [ I -] O 2500 0.0000 1 Q000 2500 Q0000 Q0000 -] [} 0 (=) ag L2l
Q o 1] Q0000 1 0000 0000 00000 -1 0000 0.0000 ] ¢ 0 3 Q0 m3
29 fud
1] fys
UATRIZ DE RIQIDEZ DE LAS BARRAS: W] 50 e
1 8000 -0.8000 Q0000 a L] o ] -] 0
<0.6000 1 8000 0.0000 -] 4] o o [} L] L1
00000 Q0000 20000 Q 9 1] e [} 0
] [} ] 133 0 asa? Q.0000 e [} 0
] 0 ] < oox? 13433 O 0030 1] ] 4] kK2
9 L] Q 00000 0 0000 25000 4] [+] [}
Q Q -] [} 1] 0 20003 1 5000 0.0000
¢ Q (4] 0 ] Q 1 5000 20000 0 0000 k3
Q Q Q [] [} ] Q.00C0 Q0000 5.0000
MATRIZ D8 AKIIDEZ DE LA ESTRUCTURA, [K| = [s]t* [k)* [s] .
dx1 dyl @ a2 ay2 ] a3 ayd [ x4 dy4 o
a208 oe7 ale 2% Q00 0.00 0.00 000 (o=} 4 ae? [k ] a1
[ 1.rs 1 48023 o0 Q00 4n 03 aog 000 Q00 087 -1 % 02 oyl
o3 ans 2833 am 43 aa7 00 1] L1 -] 40 [ -] s -1}
-250 0co Q.00 IS0 Q00 112 458 aogp 113 000 ato ag 2
Q00 Q1 ©3 0.00 B11111 L1 RN 000 540 Q00 2.00 Q0 ooy @2
Q00 033 oer 113 4axy 4333 -113 [+l ] 150 Q00 000 000 g2
Q00 000 Q00 058 aod -1ty 058250 Qoo 113 Q.00 0.00 coo e =0
Q00 oco Q00 [i]+)) 400 Q.00 0.00 500000 Qoo Q.00 aoo Qog ayd =0
Qo0 Q.00 Q.00 113 Q00 180 113 (- 200000 o Qo0 [ ] [~ a0
084 Q.87 Q.38 am a0 Qoo Qoo Qoo and 084288 os? 43 axd
<ar 135 02 000 Q00 Q00 0.00 400 o0 Q87 134512 G20 dyd =9
ads 029 Qo8 Q00 aoe 600 000 [11.:] oo axm [} 1 80000 2]
MATRIZ 0 RIQIDEZ MODIFICACA OFf LA ESTRUCTURA: [X)
axt ayt o @2 ay2 =) axd o4
288 oer 038 250 Qoo [+ 1 1] 084 Q¥ -1}
a87 t 48023 Q.08 aoe <1 ax 487 Q.22 dy1
k"] 006 28331 000 233 a7 o3 Qo L1l
250 Q00 000 200250 [:]--] 113 {1 0.00 e
Q00 < 033 000  S11111 ax [1- ] o dy2
Q00 0as aa? 113 4.3 4035 a0 o =
Qg4 ar 238 000 a0 [i1--] 0 4208 <u xd
Q38 0.0 a80 aco a0y (11 -] L.+ ) 1 00000 o4
DESPLAZAMIENTOS  DEBPMLAZAMIINTOR DEFORMACIONES ELEM MECANICOS ELEM. MEC. ELEM MECANICOS COMPROBACION CON
DE LO& NUDOS: D LOG HUDOS ENM LAB BARRAG: EN LAB BARRAS. cagswbarrss FINALES EN BARRAS, FUERTAS EXTERNAS
{d} = [K]-1"{F} MOCIRICADO: {d} {o} = {n) * {d} {ph = [&] * {a} sdo {0} {p} = {p} + {wdo 0} {F} = [alt* (p}
{Fa} - iR = {Ft}
17 8 1708 an 424 wl 5.00 ag 500 mat 1 4] 500 5.00 L]
250 258 a1 28 -1 on a0 Q2 mbi o0 Ao 100 1
138 18 ar -1 L 2] -208 ae =20 nl [le 1] 100 100 mi
1429 1423 a2 Lol a2 iz ag 023 ma2 cod A00 A0 -
08 -0 08 a2 48 B2 an 30 At mb2 oo 00 -0 L]
420 a8 a2 25 "2 ) -3 100 g Q.00 1 00 a1 00 m2
1403 Q00 [ =] 357 3 aee 40 260 maj aoa -1 00 500 <Rud>
A18 000 ay3 28 B3 260 a0 131 mbd 002 o2 a2 <Pyd>
Q00 2 il (&) -2 00 % ny -4 00 a0 200 <md>»
1403 axa a0 200 00 -1}
o000 ayd 000 108 108 <Ryd>
518 o Qo0 400 400 ma
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Miguel Angel Rodriguey Vega

INGENIERO CIVI

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LAS BARRAS EN COORDENADAS LOCALES.

_ 6.00
0.23, § T 11.31
7.00—€ = ) 9—7.00 -
&
1.08 1.92 -
e
S Q9 B!
oo i3
A =S
P
.
]
--uwug
o
-
l Wl
SR ¢ 2y
8 N Ny
S <

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LOS NUDOS LIBRES, EN COORDENADAS GLOBALES.

NUDO (D) 1.08 NUDO () 4.92

- 00 10.00
5.00———7=@—7-00 : Ei r)
2.00-L= '0.23 ‘:U
0

11.31 ~=——7.00
1.31
4.92

DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE DE LA BARRA 1, EN COORDENADAS GLOBALES.

1.08
1]
5.00
2.00 T
1.08
METODO DE LAS RICIDECES
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INGENIERO CIVIL

DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS

DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE [ton—met] : [1.31

4.5
0.2
).23 1.31
0.23
5 = 6
2.69
DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL [ton]
7

4.92

2.06
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Miguel sngel Rodrigusy Vega

INGENIERO CIVI

DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE [ton]

; |
1,921
© |
w
3
6 - 1
(Z.00>— ®
0.95 O
[~
—(5.00>
&
6
REACCIONES:
6
10
_— % >
- 12
5
2 ——a— — 5
T 2.69 \rj
1.08 4.92
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' 2.. sANALISIS ESTRUCTURAL

Para fines de interaccidén es conveniente utilizar el método de
rigideces del andlisis estructural, en el dque la ecuacién general de
equilibrio de una estructura estid dada por (Beaufait et al 1970)

Ké+p +P =0 ' ‘ (1)

donde
K = matriz de rigideces de la estructura
é§ = vector de desplazamientos
B = vector de cargas de empotramiento

P, = vector de cargas concentradas

'La matriz de rigideces de la estructura se puede obtener mediante la.
suma de las matrices de rigidez de todas y cada una de las barras que
forman la estructura. Para ilustrar el procedimiento de interaccién
en tres dimansiones, consideraremos una reticula de Dbarras
horizontales ortogonales entre si, aun cuando esta técnica se puede
hacer extensiva a barras inclinadas.

Sea un sistema ortogonal x~y en un plano horizontal. Veamos
primeramente la obtencién de la matriz de rigldez en direccidén y (fig
1). La convencidén de signos utilizada, en una barra horizontal, es la
siguiente: los giros se consideran positivos en sentido antihorario,
los desplazamientos verticales son positivos si van hacia abajo y los
desplazamientos horizontales son positiveos si van hacia la izquierda
(fig la). Los momentos flexionantes son positivos en sentido horario,
las fuerzas cortantes verticales son positivas sl van hacla arriba y
las fuerzas normales horizontales son positivas sin van hacia la
derecha (fig 1lb). A continuacién presentamos la matriz de rigidez y
los vectores de empotramiento para una barra en estas condiciones
(barra m): |

e e S ] -] S e e

P q r ] [H v a b
— ) ) —_

AEI/L 2EI/L - 6EI/L 6EI/L 0 0 0 0 Bp
2 2

2EL/L 4EI/L - 6EI/L 6EI/L 0 0 o 0 2]

2 2 3 3 9

-6EI/L" - 6EI/L 12E1/L° ~12EI/L 0 o o 0 6r
2 2 3 3

_I-_(ll =|6EI/L 6EI/L = j2EI/L" 12EI/L 0 0 0 +] GB

0 0 ] 0 AE/L =AE/L o 0 au

0 o o 0 -AE/L AE/L . O 0 8,

o 0 0 -0 0 o CIt/L -CIt/L 9a

0 0 0 0 o 0 -CItsL GItsL sb

(2)
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'-".:!h]ll‘ﬁz | Yalores de K _‘_1_:_ !'K

En_la zona 11,

.GACETA OFICIAL DEL DEPARTAMENTO.DEL D.F.

i

- 5 de noviembre de 1987

Profundidad®, K : s -
de -m x. K;n(z) -l.(v, - 'EV ‘
desplante(l) Losa Zapata
<l 11cR, | 708} 20CR,- 126R,
>3 m’ 16CR, | "11CR. 29CR | 20GR,
‘En '_,1fa' zona LIl
P ot *
Jrgfundidad.-. - Ko
L7 de, K. L oL K,
desplanta(l) . v ;. Sobre el } Sobre pilotes "Sobre pilotes de punta’ o
. ., terreno de friccidn. (4). y
) : ()]
e TCR, 6CR. “7er) CR? .+, 1. 12CR
o : 5 e ¥ 1/43GR} * /K x
m Sl geRd s ' 4 1 16CR
23 - 8GRy 9GR 1IGR 9CR) T/a3eR) + 1/K, x

1, Par‘x_i prdunchdndes de’ desplnnto intermedias cnlre 1 y 3 m interpolese hnea]mer-lc entre los valores de

la tabla, "

2. Para. estructuru mmcnludns sobre pllotcu o pxlua en la zona 1l lupéngm K, miuuul. )

3." Si éstos son capaces de” resistir’ por adherencia con el suelo c:rcundnnle, al‘menos la mnad del pese bruto
de la conatruccién incluyendo el de sus cimientos, Cuando nenen mcnos de esta capnudad, mterpolcso lincalmente

. eatre los valoges consignados en la ‘tabla,

4. K, s calculara teniendo en cuenta los pilotes de punta que contribuyan a Tesistir ¢! mmicnto de valteo,

ealculando la rigidez de estos elementos ante fuerza axial como si su punta no se desplazara verticalmente.




TS T TABLA 3.1
RELACION DE POISSON (Zeevaert 1973}

Tipo de suelo . Relacién de Poisson , v
Polve volcénico suelto 0.3

Limos compactos, sedimento ebdlicos finos.
Sedimentos volcanicos semicompactos.
Aluviones finos ™ 0.3 a 0,25

Arena, limos compactos, suelos aluviales.
Sedimentos compactos bien graduados 0.25

i
Arena con grava. Sedimentos aluviales
compactos, cementados y bien graduados 0.25

Valores aproximados de los méddulos de deformaciéon de .una arcilla
(mbédulo E‘P tomado de Bowles 1968):

Consistencia : E E E

* 2 ep 2 vP 2

kg/cm kg/cm kg/cm
Muy blanda 6-45 4-30 . 2~15
Blanda _ 30-60 20-40 10-20
Media 60-120 40~-80 20-45
Firme 100~180 70-120 40=-70
Dura 150-250 100-170 60-100

En la arcilla de 1la ciudad de Nénléo, Jos modulos tignen 1los
slguentes valores aproximados: E. = 50 kg/cm , Eop = 35 kgsem  y Evp
= 20 kg/cm”.

Se observa experimentalmente que, en suelos fricclonantes, el modulo
E varia en funcién de confinamiento, de acuerdo con la siguiente

expresion )
E = K po" (3.5)

op ]

En la tabla 3.2 se presentan valores aproximados del coeficiente K,

en funcién de la compacidad de un suelo friccionante.

TABLA 3.2
VALORES APROXIMADOS DEL COEFICIENTE "K" (ec 3.3)
: EN SUELOS FRICCIONANTES

Estado Densidad N qQ, Kz o s Kz s
relativa cono_ (t/m™) (kg/cm )

' e 350 < 110
‘Muy suelto < 0.2 < 4 < 20 <
SUZIto 0.2-0.4 4-10 20-40 350-600 110-190
Medianamente

compacto 0.4-0.6 - 10-30 40-120 600-1700 190-540
Compacto 0.6-0.8 30-50 120=-400 1700-2500 540-790
Hu ' P | P A : :

chpacto > 0.8 » 50 » 40U » 2500 > 790

3
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- METODO DE LAS FLEXIBILIDADES

l.- INTRODUCCION

El método de lag flexibilidades (llamado también de las fuerzas)
eg bdsicamente la superposicién de desplazamlentos er.a térmims de eg--
tructuras estddcamente determinadas. Las fuerzas o momemng que son
las incdgnitas, se determinan a partr de desplazamientos comocidos con
base en las ecuaciones de compatibilidad de deformacicones, que son - -
aquellas ecuaciones que garantizan los desplazamientos finales como com
patibles con las condiciones de apoyo originales de la estructura.

'La viga mosirada en la flgura 1, es hiperestdtica en primer ----

grado, ya que hay 3 reacciones verticales y 96lo se pueden usar dos --

ecuaciones de egtdtica para resolverla.

Fig.l 1
Aplicando la’ definicidn del méwdo de las flexibilidades para re-
solverlag, se escogerd como incdgnita la reaccidn vertical en el apoyo--
central, lo cual mos lleva a considerar una estructura isostdtica que lla-
maremos estructura primaria (fig. 2).
Dado que en la viga original. la flecha en el appyo central -----
debe ser nula, lo-cual implica considerar que la flecha debida a las
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L. CALCULO DE LLAS FLEXIDILIDADES L.a base de la compatibilidad en la estructura real serd que el des
Para ilustrar el cdlculo de las flexihilidades y 1a formulacidn de plazamiento vertical, horizontal y el giro en D son nulos.
las ecuaciones de compatibilidad, se resolverd la estructura slguiente: La representacidn grdfica de dichos desplazemientos se muestra

a continuacidn Fig. 7:

w/m w/m
S I A I . | A r] 1
B [%

R
B C
F . F_ - --":
X3 s
A D A \"‘b‘ '
NS = =T X2 o o |
v BN
a) Estructura  reaql b) Estructuro  primarle X! }’ Iﬂ:r
Fig. 5 ++
dar
De acuerdo con la estructura primaria, las incégnitas serdn las |
] grodo de grado de grodo de
reacciones vertical y horizontal en D y el momento en D. libertod | Fig. 7 libertad 2 libertad 3
Por lo tantu, la estructura real se podrd descomponer en la suma El primer subfhdice indica la correspondencia con el grado de I1-
de las siguientes estructurag primarias con los efectos Indicados en la bertad y el segundo la causa que provoca el desplazamie.to. Por ejemplo,
fig. 6. 123 indica el desplazamientmo horlzontal debido al momento que es la
w/m w/m 5 ¥ causa 3.
1’13 ; [ i ) Las ecuaciones de compatibilidad se escribirdn como sigue:
a} El degplazamiento vertical en D es nulo:
F
- — A + fu o + fiz Mo + fhaXs =~ O
; o i 257/, W”/l ‘ e xz 7)/ x!
e
. X1
solucion — - 4
par ticulor solucidn complementaria

Fig. 6



b) El desplazamiento horizontal en D ea nulo:

Azr + 21Xy + fz2Xz + fa23Xs = O
¢) El giro en D es nulo;

B+ fnX) + faz2Xz + faaXs = O

Del sistema anterior de ecuaciones lineales, se obtendrd el valor
de las incdgnitas X, X2 y X2 - S alguno de loa valores obtenidos re
sulta con gigno negativo, signlfica que acnia en direccidn contraria a la su
puesta.

Es conveniente definir el efecto de las fuerzas redundantes de la
estructura primarla en términos de los desplazamientos producidos por -
fuerzas (o causas) unitarias correspondientes a las redundantes.

Por efemplo, fi] corresponde al grado de libertad | debt
do a una causa {fuerza o moment) unitaria aplicada en |} . A eate valor

tij se le llama coeficlente de flexibtlidad.

Los coeficlentes de flexibilidad. son entonces desplazamientos de
bidos a causas unluarias y dependen de la geometrfa y propiedades eldsti-

cas de la estructura primaria y son independientes del sistema de cargas

real de la estructura real.
Agi, por efjemplo, en la estructura anterlor fn y frz son coefi
ctentes de flexibilidad lineales y 13 es un coeficiente de flexibilidad -

angular. (fig. 7}

Expresando el sisteme de ecuaclones del ejemplo resuelto en for-

ma matriciall

Aiwr tn fiz fis X4

Az2r + fn fz2 fz3 Xz -_ 0

Lesp_ Llsn 3z hsJ X3

Los coeflclentes de flexibilidad esf arreglados forman la matrlz -
de-flexibilidades, la cual es siempre simétrica, debido al teorema recipro
co de Maxwell-Betti y es una matriz cuadrada cuye diagonal principal es -
slempre positiva,

Los coeficlentes de flexibilidad pueden obtenerge por cualquier -
método; sin embargo el mds recomendable es el de trabajos virtuales.

Por ejemplo, para obtener el valor de 23  serfa: (Flg. 8) el -

desptazamienm horizontal debido el momenmn unitarto.

cousa 3 Fig. 8 causa 7



EJEMPLOS
METODO DE FLEXIBILIDADES.

Problema No. 1. Obtener el diagrma de momentos de la siguiente -

viga.

La estructura es de un grado de indeterminacibn, por lo que se toma

rd el apoyo en{1)como redundante.

Estructura primaria.

B

Selucién particular.

Cargas en ia viga

|p

—
-
-
-
ﬂl -
-

S

(1)

N\

Solucibén complementaria.

.‘~‘
“
£ S
11 -~ —

, =Y (1)
r. "

—

Homentos en la viga

-} | PL




Ecuacién de compalibilidad.

by ¢+ TR, = 0

CAlculo de 8, y Fy,; {por tablas)

Chlculo de &, : () real con (I[} virtual

g7 . Cc3 (renglén 2, columna 3)

) i1t PL L
E1 (14, » -%54 (K ¢ 2K} » - 2 o A3 > 70
spL!
RUBR 113§
Cilculo de £, : (I} real con (I} virtual

R? . (2 (renglén 2, columna 2)

EL 110 £y = P S - 3 LI L

1]
fll';’ é‘r

Sustituyendo en la ecyacién de compatibilidad se obtiene:

1
-%oﬁ;n,-o ; Ry - 0,3125P
L.as reacciones en la viga son
64
lP
z)o.m PL
= A
“9
]o 37P l""” P

E

diagrama de momentos es el aiguiente:

= 0.JS6ZPL » 0,3175 PL
-

8l

mlll

_ 0.1875

En los ejemplos siguientes tinlcamente se anotard para el cdlculo de des -

plazamientns el niimero de rengld'n y columna correspondiente a la tabla.

Problema No. 2. Determinar en la viga elgulente el diagrama de mo

mentos (lexionantes,

—gr tr T ot
" l P F (31
Y g

% 7

- L + L '

Su grado de indeterminacibn es um.
r>Ce+ S
4> 3
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Eligiremos como redundante el apoye {2}

Estructura primaria

—
-
=
o
-

§

X
——
z

Solucién particular.

l

-

I

L/t

£ 1T %

Ecuacibn de compaubilidad = AZ0¢+ fz; Ry 5 0
Célculo de deformaciones & y f2:(por tablas)

Céhlculo de A;o, (1) real con (II) virtual

[ET)A;0 (1) = 2iRZ , C2} + (R} . CHI2 = l;- sLk)Z ?’-si ey *+ky)?

(E0ezo =2 | - ¥

L PLTL
I 7 77

Faf—

.-,1‘-,
-~
i
-
ray—
L

fz0 *-0.2292 PLO/CH

Chlculo de fz3. (I1) real con {I[} virtual
RZ . C7 5 (ETNG, » psix = bou . F .4

fapm LY/ g El
Sustituyendo en la ecuacibén de compatibilidad.
- 0.7297 PLY + [ gIRy) v 0 ; Ryvl.37%P

Reacciones en la viga.

P lr
{1} l (£} {3)
!a.srzsr ]I.!J’SP 3125P

Problema 2 - " orminar las reaccliones y el diagrama de fuerza cor-

tante y momer -~ 12 viga mostrada, la cual esta sujeta a una carga

uniformemente digtribuida.

(21
1 tn/m {1} ]
£1 , (3 %
' Im N In

Elst



El grado de hiperestaucidad es = 7

Estructura primaria

]

”

Solueidn particular

1e/m fisn

e -m
f2 5)“
& ‘\{hh--—@f{m

Ecuaciones de compatibilidad

f.)+f|| X + '.zY'O

foz # fg, 0+ fY = 0

66

X,Y son momentod unifandios
pana producin toa ginba
fi v fy

il

:

%IMMM "WHIlhm.

Ho

..|ll||“

.....nullllilﬂ“!lmmmi '

LUF]

Chlculo de los giros foa, Fos § F1y , f2y = Fi2, Fa2

Four Mymye £1RS . €7) « 20 Simk] . %{s's:-xn- - 42.687

Faar Momye[R3 ,C2)+= %SEMKI ; 11 » 21.33
o mim = URI0CTIe b Sek v J 06 1-10T-1) 05,333
fa0efis + mm, <{R3°C2)» % s = oy (-1yeey = - 1,333

[ !
Foym MM {RICI e 3 SiK = 3 (ALIILI} - 2.668

Sustiluyendo en las ecuaciones de compatibilidad

47,867 ¢ 5.333K - 1.333% « @
21.333 - 1. 333K + 2.668Y . ¢

Resolviendo el sistema anterior

X » 6,85 t-m ; ¥ =« 4.5 t-m;

Reacciones en la viga

.85 -4.57
1t /m 1t/m
4 e —— Em ——
0.85 l ¢.85 ﬂ."!‘l 0.8
" L u y
1t/m

WD"”
3.”1 9.!‘] !.HI



74

A comtinuacidn se construyc una tabla Jde cdlculo Reacciones en la armadura
8 -b
Barra| N n L | NnL nnl. nR F=N+n R I,
| AR g8 |07 2 |-11.2 | D.98 -4 4 4 -
cD 0 -0.7 2 0 0.98 -4 -4
AC B -0.7 2 -11.2 0.98 -4 q A
BD o |07 2 0 | n.98 -4 -4 °
AD _ 1 2.85 0 2.85 5.7 5.7 .
CcB |-11.4 | 2.85] -32.5 2.85 5.7 -5.7
“
gl -54.9 | 9.62 ; I
1 8

La ecuacién de compaulidad es
far* FaR = 0 Problema 8. La armadura que se muestra a continuacidn, esis suje

@ 3 una carga vertical de 100 wn. Determine por €l método de fle-

f°.=££ﬁ'lu.- f..=z"_i.?-u .
S xibilidades, las reacciones y fuerzas internas que actuen en lag ba--
Cstado final  F = N + nR
rras.
De la tabla se tiene
fo. .M. 942
" AE - N TR 100 ton. .
(E) ) As T exteniones
Sustituyendo en la ecuaciin de comparibilidad As5  inferiones
54.9 = 9.67
- ’ R=90 ; R=257in,
Ar AE L P (B) L) 0
- 20m L 20m 20m N
Grado de indeterminacidn .~ » 10 + 4 > 26l M > 12

Por lo ianto existen 2 redundantes.



Estructura Primarla

R
<
A 8

I

Solucidn parrticular

100

Solucidn Complementaria

A
)Y
N
HT -
i '
2
10.51 0.3
R
FrpNJT
[V T

Se eligieron coms nedundante las
neacciones de fa baran BE y el

apoyo 8
-88.9
© ~
! ]
= “,
9 -33.3
% ul 4 ) 88,9 ’%
” v
1 33.238 {K) 55-54
0.4
.\ 0
. A
2 NG
-1
D7 -0.89 -0.69 -0, ,,,9,
[ny]
-0.8

75

Ecuaciones de Commtibilidad
fr1o ¢ Fy Ry ¢ e3P = O

fag ¢ 12.% = f2 2P = 0

Calculo de los desplazamienmos

fyo & L E;f [
Mn
fra 5 L 14 L

fros T2os Ty gy T2 fys

f“-E"—i—ELL

fra wf2y = L Eigl L

Los cdlculos como las dreas y longitudes de las barras se

muestran en la tabla sigutente:

AB b b -0.89 0 20 10 -79.0 o 1.6 0 [}
B Wb b -0,89 | -0.8| 20 10 -79.0 =713 1.6 | V.28 1.4
o 8.9 -0.44 0 0 10 -78,2 0 0.4 ] 0
EF -88.9 0.4b -0.8| 20 n -78.2 142.2| o.4 | 1.28[-0.7
BF 0 -1.0 -0.6( 15 5 0 0 3.0 | v.08 1.8
CE -31.3 -0.13 -0.6) 15 5 313 59.3| 0.3 | t.08| 0.6
AF -§5°§ t. 1 o 25 10| -154.3 (1] 3.1 0 0
cF 55.6 0.55 1 25 5 1543 278.0] 1.5 5 2.8
oE | -1 0.55 0 25 o] -154.3 0 0.8 0 0
EB o [+} 1 25 5 0 o [+ 5 0
L -435 .6 409.1| 12.7 |47.2 | 5.9
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Sustituyendo los valores de los desplazamentios en las ecuaciones de -
compatthihidad, tenemos:

- 35,48 2 JRTRY ¢ 5,97 = @

4091 + 59 R, ¢+ d47,7P, » 0
m

Cuya solucion es: R, - 4047 ten,, Py = - 13,35 fon,

Multiplicando las fuerzas cn las harras para tos diferentes estados de

carga n, ¢ n; por las reocciwones calculadas R, y P, respectivamente, se

Problema ¢

ohticne la siguienie 1abla.

Barra n, R, n, P F=N+nm R +t m P
AB -36.2 0 8.2
BC -36.2 10.7 18.9
cD -17.9 0 7510
EF 17.9 10.7 -60.3
BF 40.67 B.0 -32.7
CE -13.4 8.0 -38.7
AT 45.1 0 -10.5
CF 22.4 -13.35 64.7
DE 22.4 4] -88.7
ER 0 -12.35 -13.35
Las reacciones fnales en la armadura son las anotadas en la figura
%
100
F -60.3
66_} 00,) 1.
K
-32.7 {5_'5 -38.7
8.2
A B 18,9 0
6.22 I“D.G'J’ I $3.11

desplazamiento del nudo 5 {&v5).

Catcular las reacaiones en los apoyes y determinar el

. Ae (1) (2) (3)
]
(u) (5)
7 10T
+ L —4
b 2m
Grado de hdeterminacidn = 2 8+ 4> 2{5) 1t > 1o
Estructura primaria Solucidn particular
o 0
lflll
4
w
L =10 ¥ o
(] 0
Rz ’
fae i No )
-10 10T
Solucidn complementaria
T, P H
-1.0 -1.0 a1 -0.71 0 B 2
N 7z
a1 i @ lom
0 4 . o Nf | 0
o
» % 1
fa1
z 70 {ny} -¢.71 Iz
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Ecuaciones de compatibilidad Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad

-H16 + 25,2R, - 6.84R; « O
fio# Fy M) + F 3Ry = D
68 28 - 4. B4Ry + 9. 64R; r O
faot fo Ry + Fo3R; = 0
Regolviendo el sistema: R, = 3.32T; R,- - 4,65 7T

Los desplazamientos se calculan en la slguiente tabla Las fuerzas finales que aciian en cada barra se obtlene por superposi-
citdn de efectos, dada por la ecuacion F = Ho + maRit nafz
RARRR No m nz L gmL [NenaL | naoyL | pznst nanL Asi, para las reacclones finales tenemos
1-2 0 -1 -0.71 2 0 ],0 2 1. 41 I BARRA "y Y " .
2-3 0 -1 0 2 0 0 2 0 0
41-5 |-10 2 -0.71 2 -40 |14,14] 8 -2.84 1 1-2 -3.32 .} 3.32 0 0
14 |-10 1 -0.71 2 -20 1114 2 -1.41 1 2-3 -3.32 0 0 -3.32
2-5 0 a -0.71 2 0 0 0 0 1 1-5 6. 64 3.32 -10 0
1-5 14.14 ] -1. 41 1 2.8 | -5 40 | 5.6 | -4.0 2.82 1-4 3.32 3.32 -10 -3.32
2-4 0 G 1 2.8 0 0 0 0 2,82 2-5 0 3.32 0 3.32
3-5 0 | 1.41 0 2.8 0 0 5.6 0 0 1-5 -4.65 | -4.65 14. 14 4.78
r | -116{68.28|25.2 | -6,84 9. 64 2-4 0 -4.65 0 -4,65
3-5 -4.65 0 0 4.65
De la 1abla anterior se tiene Estado final
Non e
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I. INTRODUCCION

El programa SAP90 es un programa de proposito general de elementos finitos y representa
el trabajo de investigacion realizado en la Universidad de California en Berkeley por el Prof.
Edward Wilson durante los pasados 25 afios.

El desarrollo del programa ha sido realizado usando en ambiente ANSI Fortran 77, lo cual

garantiza su portabilidad desde el nivel de computadoras personales a grandes super
computadoras.

Esta version del programa es una version estudiantil y esta disefiada para trabajar en
ambiente MS-DOS. La capacidad maxima del problema a resolver esta restringida a 100
juntas. La version comercial estd disefiada para resolver problemas mas grandes. Todas las
operaciones numéricas son ejecutadas en doble precision.

Ei programa tiene opciones de realizar anlisis estatico y dindmico, las cuales pueden ser
activadas al mismo tiempo en la misma ejecucién. Las combinaciones de carga pueden
incluir resultados de ambos analisis.

Los datos son suministrados al programa en un formato libre y existe la opcién de
generacion de juntas y elementos por conveniencia. El programa tiene capacidad de generar
graficos de la estructura no deformada y deformada para la verificacién de los datos
geométricos y para el estudio del comportamiento estructural del sistema.

La libreria de elementos finitos consiste de cuatro elementos: un elemento FRAME
tridimensional, prismatico o no prismatico. un elemento SHELL tridimensional, un elemento
ASOLID bidimensional y un elemento SOLID tridimensional. Los elementos viga y
armadura bidimensionales, membrana, flexion de placas, axisimetrico y de esfuerzo plano
estan disponibles como subconjuntos de esos elementos. Todas las opciones necesarias de
geometria y de carga asociadas con los elementos estin incorporadas en el programa. Un
elemento de frontera en la forma de resortes en los apoyos también esta incluido.

Las opciones de carga permiten condiciones de gravedad, térmicas o de presfuerzo ademas
de las cargas nodales usuales en forma de fuerzas o desplazamientos especificados. La carga
dinimica puede ser de la forma de aceleracién de base, espectro de respuesta o cargas o
aceleraciones variables con el tiempo.



.- REQUERIMIENTOS DEL SISTEMA Y PROCEDIMIENTOS PARA
EJECUTAR EL PROGRAMA

A . Instalacién, configuracién y pruebas

Las versiones regulares del programa SAP90, requieren que la computadora donde se
instale tenga al menos 640 Kb. en memoria RAM, un coprocesador matemdtico y disco
duro. La versibn PLUS del programa requiere una computadora con un procesador
80386, un coprocesador matemdtico 80387, al menos 2Mb de memoria RAM y por
supuesto disco duro. Ademds se requiere de una impresora para utilizar los programas de
graficacidn.

Los discos del programa contienen los programas ejecutables, archivos de ejemplos y una
base de datos para secciones de acero.

Se recomienda que antes de realizar la instalacién de los programas en la computadora, se
respalden los discos originales y se trabaje con la copia.

La instalacién del programa inicia copiando todos los discos del programa a un espacio de
trabajo ( subdirectorio ) del disco duro. En esos archivos se encuentra la base de datos
para secciones de acero con los nombres:

AISC.MET
AISC.DAT

Estos archivos contienen informacién en dos diferentes unidades, en metros y pulgadas
respectivamente. Para hacer uso de la base de da:os se selecciona uno de los dos
archivos, dependiendo de las unidades con que trabajemos y se copia a otro llamado:

AISC.DAT
Este es el archivo que consulta internamente el programa para utilizar la base de datos.
Existe ademds un programa auxiliar llamado SETUP.EXE que permite asignar un
nombre dentro del programa que se imprimird como parte de la portada en las salidas de
resultados, asf misino se puede seleccionar el tipo de monitor e impresora que se

utilizaran y especificar los programas de graficacién. -

Respecto a 1a configuracion del sistema, SAP90 requiere que el archivo CONFIG.SYS
tenga la especificacién FILES=15 o mas

Para realizar la verificacién del programa, se recomienda ejecutar algunos de los
ejemplos de prueba con su solucién que se anexan en los discos originales.



El programa SAP90 podemos encontrarlo en dos versiones:

e Versién estudiantil. No requiere dispositivo de seguridad para su uso, por lo que est4
limitada a estructuras que requieren menos de 100 nudos para la generacién de su
geometria.

¢ Versién profesional. Requiere de un dispositivo o candado de seguridad para ejecutar,
el cual se coloca en la entrada para impresora del CPU.

B . Preparacién de un archivo para SAP90

Para realizar el andlisis de una estructura con SAP9S0, es necesario tener un pleno
conocimiento de las hipétesis del programa, 1o cual nos permitird modelar de manera
adecuada nuestro problema real.

La preparacién del archivo de datos se puede llevar a cabo de dos maneras
distintas :

o Mediante un editor ASCII como el EDIT del MSDOS.
e Utilizando el programa interactivo SAPIN que se ejecuta desde windows

El archivo de datos puede tener cualquier nombre vdlido en MSDOS pero sin extensidn,
como los ejemplos que se incluyen en los discos originales del programa para el andlisis
de diversas estructuras.

C . Ejecucién del programa SAP90

Supongamos que tenemos creado el archivo para analizar una estructura. Para ejecutar el
programa tenemos que estar en el directorio de trabajo o que el programa a ejecutarse se
encuentre ea el PATH o ruta de la computadora.

La corrida de compgtadom del programa se realiza en dos fases:

e Fase de revisién de datos -
o Fase de solucidén

-
-

Para la fase de revisidn de datos tecleamos :

C:\>SAP90 < enter >



Después de esta instruccién aparece una pantalla con el nombre y algunos datos propios
del programa.

Antes de introducir el archivo de datos, es necesario teclear < enter > y aparecerd un
mensaje que pide el nombre del archivo. Una vez que lo escribimos, se teclea
nuevamente < enter > para que empiece primeramente el andlisis de la informacién
contenida en dicho archivo. En esta fase de revisién aparecerdn una serie de mensajes
que indican el avance en la revisién de los médulos de datos que contiene el archivo. Los
datos de los médulos son lefdos y analizados para verificar que cumplen con los formatos
establecidos y se crea un archivo de salida ASCII llamado con el mismo nombre del
archivo original, pero con extensién .SAP. p ejem. EJERCICIO.SAP. Este archivo es
una copia de los datos introducidos al programa y los aimacena en forma tabular, lo cual
permite hacer revisiones para corregir posibles errores. Se recomienda editar y revisar
minuciosamente este archivo antes de continuar con la ejecucién del programa.

Si en esta etapa no hubo o se han corregido los errores se continua con la fase de
solucién, que consiste en ejecutar el comando GO, que contiene una serie de programas
que se ejecutardn en la secuencia previamente establecida en el archivo de datos de la
estructura que se analiza. De igual manera que en la fase de revisién, después de teclear
el comando :

CA>GO < enter >

aparecerdn una serie de mensaje que indican el grado de avance de la solucidn.

D . Como guardar la imagen de [a pantalla
Cuando se realizan andlisis de estructuras complejas, el tiempo de computadora puede ser
considerable, por lo que resultarfa imprictico estar frente al monitor para observar si se
envia algin mensaje en pantalla. Para evitar esto se recomienda activar el modo de
impresién de pantaila tecleando las siguientes teclas :
. Ctrl + PrtSc

De esta manera cualquier mensaje en pantalla, se enviard a la impresora.

E . Limpieza del disco duro



Después de una corrida de computadora con SAP90 se crean una serie de archivos
auxiliares en la solucién que consumen gran cantidad de memoria. Estos archivos se
utilizan principalmente para graficacién de resultados. Una vez que se ha terminado con
el andlisis de la estructura o simplemente porque se requiere hacer espacio en disco duro,
se pueden utilizar tres comandos que eliminan de forma automdtica esos archivos que no
necesitamos. Estos comandos de describen a continuacién :

e JUNK.
Borra todos los archivos creados por SAP90 excepto el archivo de datos, los archivos
de resultados ( ASCII ) y aquellos archivos intermedios requeridos para graficacién

e EATOUT
Borra los archivos de resultados ( ASCII )

e EAT

Borra los archivos intermedios para graficaciéon dejando el archivo de datos y los de
resultados ( ASCII)

F . Utilizacién de los programas interactivos para graficacién

El programa SAP90 tiene un programa para graficacién de datos de entrada y resultados
llamado SAPLOT.

SAPLOT puede utilizarse después de la primera etapa de ejecucién, es decir, para revisar
grificamente los datos de entrada o después de la solucidn para dibujar configuraciones
deformadas, modos de vibrar y fuerzas o esfuerzos en los elementos estructurales, entre
otros.



IIL TERMINOLOGIA DE SAP90

La preparacion de los datos para un problema de anilisis estructural envuelve basicamente
los pasos siguientes:

1. Descripcion de la geometria de la estructura.

2. Descripcion de las propiedades de mateniales y secciones de los miembros.

3. Definicion de las condiciones de carga estaticas y/o dinamicas para las cuales se va a
analizar la estructura.

A, Juntas y Elementos.

La geometria basica de la estructura se establece colocando juntas (o nodos) y miembros
sobre la misma. Cada junta posee un numero de identificacion Gnico y se ubica en el espacio
por medio de coordenadas asociadas a un sistema de coordenadas giobales tridimensionales.

La geometria estructural se completa conectando las juntas predefinidas con elementos
estructurales que son de un tipo especifico: viga, armadura, cascaron, placas, etc. A cada
elemento se le asigna un nimero de identificacion anico.

Las cargas pueden ser aplicadas como cargas concentradas actuando sobre juntas especificas
o como cargas distribuidas (incluyendo cargas térmicas) actuando sobre los elementos.

B. Sistemas de coordenadas local y global.

Para la definicion de todos los datos de entrada y salida asociados con las juntas, se usa un
sistema de coordenadas cartesiano, tridimensional “X-Y-Z", el cual se conoce como el
sistema de coordenadas global.

Los siguientes datos de entrada son preparados con respecto al eje de coordenadas global:

Coordenadas de juntas

Restricciones de juntas (condiciones de apoyo)
Resortes de apoyo

Cargas en juntas

Desplazamientos especificados en juntas.

Los siguientes resultados estan referidos al sistema global de coordenadas:

e Desplazamientos en juntas
e Reacciones de juntas.



Para los datos asociados con cada elemento, se usa un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional “1-2-3”. Este sistema de coordenadas es diferente para cada elemento y se
conoce como el sistema de coordenadas local del elemento.

Los siguientes datos deben prepararse con respecto al sistema local de coordenadas:

e Material y propiedades de la seccion transversal de cada elemento
e Cargas sobre elementos

Los siguientes resultados estan referidos al sistema de coordenadas local:

¢ Fuerzas y esfuerzos en los elementos

C. Grados de Libertad.

Cada junta de un modelo estructural tridimensional tiene seis componentes de
desplazamiento: desplazamientos en las direcciones globales X, Y y Z, y rotaciones
alrededor de los mismos ejes. Las direcciones asociadas con esos seis componentes de
desplazamiento se conocen como grados de libertad de la junta. Los grados de libertad se
nombraran como UX, UY, UZ, RX, RY y RZ respectivamente a lo largo de estas paginas.

Si el desplazamiento de una junta a lo largo de cualquiera de los seis grados de libertad es
cero, COmMO en un apoyo, entonces ese grado de libertad es conocido como un grado de
libertad inactivo. los grados de libertad en los cuales no se conocen los desplazamijentos se
llaman grados de libertad activos.

Generalmente el desplazamiento en un GDL inactivo es conocido, y el objeto del analisis es
encontrar la reaccion en esa direccion. Para un grado de libertad activo, usualmente se
conoce la carga aplicada (podria ser cero), y el proposito del analisis es encontrar los
desplazamientos correspondientes.

El usuario deberia ser capaz de identificar los grados de libertad nulos examinando los tipos
de elementos que llegan a uns junta particular. La tabla [II-1 define las componentes de
rigidez asociadas con cada tipo de elemento.

Tipo de Elemento UX Uy UZ RX RY RZ
| Viga 2D (plano X-Y) 0 0 ! 1 1 0
Viga 2D (plano Y-Z) 1 0 0 0, 1 1
| Viga 2D (plano Z-X) 0 1 0 1 0 1
Viga 3D 0 0 0 0 0 0
Armadura 3D 0 0 0 1 1 1
Cascardn 3D 0 0 0 0 0 0
ASOLID (plano X-Y) 0 0 1 1 1 1
ASOLID (plano Y-Z) 1 0 0 1 1 1




ASOLID (plano Z-X) 0 1 0 1 1 1
Solido 0 0 0 1 1 1
donde 1 = no existe rigidez y O = existe rigidez

Tabla ITI-1. Términos de Rigidez para diferentes tipos de elementos

D. Condiciones de Carga y Combinaciones de Carga

Las condiciones de carga son las cargas independientes para las cuales la estructura es
analizada explicitamente.

Las combinaciones de carga son cargas formadas por combinaciones lineales de las
condiciones independientes de carga.

E. Unidades

SAP90 no cuenta con un tipo definido de unidades. El usuario debe preparar los datos en un
sistema consistente de unidades. Los resultados del programa estaran de acuerdo con el
mismo sistema de unidades.

Las unidades ﬁmdﬁmentales necesarias para un andlisis estructural son: longitud (L), tiempo
(T), masa (M) y temperatura (H). El usuario puede escoger unidades arbitrarias para cada
una de esas cantidades. Las cantidades derivadas tendran unidades consistentes con estas.




IV.- MODELADO CON SAPY

En esta parte se describe de manera generai algunas hermm1entas que utiliza SAP90 para
1a generacién del modelo analitico.

A . Generacién de coordenadas de nudos

La base de SAP90 para construir un modelo matemitico es el elemento nudo en tres
dimensiones, es decir, un nudo es el elemento mds pequefio del cual parte la generacién
de elementos que definen la geometrfa propia de la estructura.

En estructuras complejas la generacién de una malla tridimensional de nudos que define
la geometrfa de un modelo resulta dificil y tardada de construir. Para esto, se ha
implementado en SAP90 una serie de herramientas que permiten generar nudos de
manera rdpida y eficiente, las cuales se presentan a continuacién :

¢ Generacidn lineal.

Con’ este tipo de generacién se crean nudos intermedios entre dos nudos extremos
definidos previamente. El espaciamiento entre nudos puede ser equidistante o con un
incremento o decremento en sus espacios a lo largo de la linea recta.

¢ Generacién en cuadrildtero

Para esta generacién se crea una malla bidimensional de nudos definida por sus cuatro
esquinas. El espaciamiento es equidistante en ambas direcciones de la malla.

¢ Generacién frontal

Este tipo de generacién permite construir una malla de nudos en forma rectangular o de
paralelogramo. El espaciamiento entre nudos no necesariamente puede ser equidistante.
Esta opcién de generacidn se utiliza frecuentemente en la modelacién de edificios para la
localizacién en planta de las columnas .

¢ Generacidn Lagrangiana
Esta opcién pemlité'!a generacién de nudos sobre una superficie compleja en el espacio,
para lo cual se requieren definir todos los nudos que forman las caras de la superficie.

Las coordenadas de los nudos generados se obtienen mediante el promedio de los nudos
que los rodean.
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¢ Generacién cilindrica y esférica

Este tipo de generacién permite crear nudos a lo largo de una circunferencia. El plano
que contiene al circulo puede tener una orientacién arbitraria en el espacio. Si esta
generacién se utiliza de manera repetida, es conveniente transformar las coordenadas de

los nudos a una forma esférica. También se pueden obtener generaciones helicoidales o
en espiral.

B . Condiciones de restriccién en nudos que trabajan como apoyos.

Los nudos que sirven de apoyo a una estructura pueden tener cualquier condicién de
restriccion, €s decir , que podemos modelar empotramientos, articulaciones o apoyos con
rigideces eldsticas ya sea lineales o rotacionales. Lo anterior se logra restringiendo los
grados de libertad de un nudo ( restriccién total ) o asignando un valor de rigidez eldstica
en la direccién deseada ( restriccién parcial ). De esta forma, se obtendrdn fuerzas o
reacciones en direccién de la restricciones parciales o totales,

C . Nudos con desplazamientos dependientes

Cuando dos o mas desplazamiento se consideran iguales en un modelo estructural, es
recomendable indicarlo, ya que ademds de simplificar los resultados se obtiene una
reduccidn en el nimero de ecuaciones de equilibrio que forman la matriz de rigidez
global de la estructura.

En el andlisis sismico de “ edificios regulares “ cominmente se supone que sus niveles se
comportan como diafragmas infinitamente rigidos. Esta hipétesis es aceptable para estos
casos, ya que la fuerza sfsmica se distribuye de manera uniforme en toda la longitud de
las trabes. Este tipo de comportamiento puede modelarse adecuadamente asignando
desplazamientos dependientes de un grado de libertad en particular. Por ejemplo, en la
figura 4.]1.a se presenta un marco plano de un edificio en el cual se desprecian las
deformaciones axiales en sus trabes, por lo que el desplazamiento en direccidn “ x ™ para
un nivel en particular, serd igual en todos los nudos.

El definir nudos con desplazamientos dependientes, también permite trabajar con modelos
separados y después unirlos para su andlisis. ( subestructuras )
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Fig. 4.1. Desplazamientos dependientes.

D . Tipos de elementos.
SAP90 maneja cuatro tipos de elementos :

FRAME
SHELL
ASOLID
SOLID

Elemento FRAME .

Este elemento permite modelar estructuras de marcos y armaduras en el plano y en el
espacio. El elemento bdsico es un elemento prismitico tridimensional que incluye efectos
de flexién biaxial, torsién, deformacién axial y deformaciones por cortante biaxial. Se
puede incluir variaciones lineales, parabélicas y ctbicas del momento de inercia mayor a
lo largo de la longitud del elemento. También se permiten asignar zonas rigidas en los
extremos de los elementos para considerar la reduccién de la longitud debida a las
dimensiones propias de la seccién transversal de los miembros.

Si los momentos de inercia, las dreas de cortante y la inercia torsional son cero, nuestro
elemento se convierte en un elemento armadura biarticulado en sus extremos.

Se pueden proporcionar diversos tipos de cargas sobre la longitud de los elementos :
- Cargas uniformes
Cargas puntuales

Cargas gravitacionales
Cargas por efectos térmicos
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Para el caso de estructuras con ciertas caracterfsticas de geométricas, existen comandos
para la generaci6n de elementos que facilitan la construccién del modelo.

Las fuerzas resultantes del andlisis son obtenidas en los extremos del elemento ( en la
cara del apoyo ) y en otros puntos de control de su longitud, pero se puede asignar un
nimero de puntos equidistantes donde se requiere obtener dichas fuerzas. Estos valores
estdn referenciados al sistema local del elemento.

Elemento SHELL
Este elemento se utiliza para modelar:

Estructuras de pared delgada ( cascarones ) tridimensionales
Sistemas de membranas en el plano y tridimensionales
Sistemas de placas sujetas a flexion, planas y tridimensionales

La formulacién de este elemento de 4 nudos es una combinacién del comportamiento de
membrana y de placa con flexién.

La membrana es una formulacién isoparamétrica que incluye rigidez traslacional y rigidez
rotacional perpendicular al plano donde se define.

El comportamiento de placa a flexién incluye componentes de rigidez rotacional fuera del
plano de la placa y componentes de rigidez traslacional perpendicular al plano. En esta
formulacién no se toman en cuenta las deformaciones por cortante.

Las cargas en los elementos se presentan en forma de presién normal, fuerzas por
temperatura y cargas gravitacionales.

Los esfuerzos o fuerzas resultantes y momentos se obtienen en cada nudo del elemento
referidos al sistema local. Un error aproximado en los resultados puede estimarse
obteniendo la diferencia en los valores de los elementos que concurren a un nudo. De este
andlisis se tendrd una indicacién de la aproximacién en los resultados, que puede servir
de base para I seleccién de una malla mas fina,

Existe también la opcidn de usar elementos triangulares, pero solo se recomienda para
transiciones ya que el esfuerzo obtenido es pobre. .

-

Elemento ASOLID

Este elemento se utiliza para modelar :
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Estructuras tridimensionales con deformacién plana
Estructuras en dos dimensiones sujetas a un estado de esfuerzo plano
Estructuras tridimensionales con cargas axisimétricas.

El elemento debe ser plano y paralelo a los planos formados por los ejes globales
principales (X-Y,X-Z,Y-Z).

La formulacién de este elemento permite definirlo con 3 y hasta 9 nudos, para cuando se
requiere hacer transiciones, pero se recomienda utilizar el elemento de 9 nudos.

Las cargas en los elementos pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones
y gravitacionales. Para los sdlidos axisimétricos es posibie aplicar cargas radiales debidas
a velocidades angulares constantes. Pueden asignarse propiedades de materiales
anisotrépicos.

Pueden obtenerse aproximaciones del error en los resultados, de manera similar a como
se hace en los elementos shell.

Elemento SOLID.

Este elemento definido por 8 nudos se utiliza para modelar estructuras sdlidas
tridimensionales.

Pueden asignarse propiedades de materiales anisotrépicos. Las cargas en los elementos
pueden ser debido a efectos térmicos, gradientes de presiones y gravitacionales.

E . Diafragmas de piso rigidos

La mayorfa de los edificios de concreto se caracterizan por tener sistemas de piso ( 0 losa
) con alta rigidez en su plano. Esta condicién permite hacer simplificaciones en el andlisis
de edificios principalmente sujetos a sismos, ya que permite modelar su sistema de piso
como diafragmas infinitamente rigidos, reduciéndose el orden de la matriz de rigidez de
la estructura.

-

A pesar de que SAP90 es un programa general de eétructuras, tiene la opcién de modelar
el comportamiento de diafragmas rigidos de manera automdtica. Para este caso el
diafragma debe ser paralelo al plano X-Y.
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Los nudos contenidos en el plano del diafragma no tienen desplazamientos relativos entre
Si y estdn restringidos ( nudos dependientes) al desplazamiento de un nudo maestro que
define el comportamiento del diafragma. En el anilisis de edificios la ubicacién del nudo
maestro, generalmente se asignan a la ubicacién del centro de masa del nivel.

Cuando se utiliza la opcién de diafragma rigido, solo pueden conectarse elementos
FRAME a los nudos dependientes y por el contrario, no se les permite asignar un valor
de masa.

F . Cargas producidas por un gradiente de presién.

Estas fuerzas se producen principalmente en estructuras sujetas a cargas de fluidos, donde
existen filtraciones, presién de poro, gradientes de presion ,etc.

SAP90 tiene la opcién en la que se puede definir la distribucidn de presiones dentro del
cuerpo de la estructura. Esto se hace asignando valores escalares de presién a-los nudos
del modelo estructural . Estos valores se obtienen tipicamente de un andlisis de red de
flujo.

G . Grificas

Para visualizar los resultados de un andlisis, SAP90 posee un médulo ilamado SAPLOT
que muestra las siguientes caracterfsticas de una estructura :

Geometria original

Cargas

Configuracién deformada resultante de un andlisis estdtico

Formas modales

Diagramas de elementos mecdnicos ( FRAME )

Graficacién de esfuerzos para elementos SHELL, ASOLID Y SOLID

Para facilidad de despliegue SAPLOT posee algunas herramientas para observar a la
estructura desde cualquier posicién.

La impresida fuera de pantalla de cualquier resultado, se puede direccionar a la impresora
en tamaiio carta o doble carta, incluso hacia un archivo con formato AutoCad.

-
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V. ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO

La siguiente es una descripcion breve de las opciones de anlisis estatico y dinimico de
SAP90.

A. Auilisis Estatico

El analisis estitico de una estructura envuelve la solucién de el sistema de ecuaciones
lineales representado por:

KU=R

donde: K es la matriz de rigideces, :
U es el vector de desplazamientos resultantes
y R es el vector de cargas aplicadas.

La estructura puede ser analizada para mas de una condicién de carga en una misma
ejecucion.

Las cargas estaticas en las juntas pueden ser en la forma de cargas nodales o momentos
concentrados.

Las cargas estaticas en los elementos pueden tomar cualquiera de las siguientes formas:

Para los elementos viga (FRAME):

Cargas de Gravedad

Cargas uniformemente distribuidas sobre el claro

Cargas puntuales en el claro

Cargas trapezoidales en el claro

Cargas térmicas, incluyendo gradientes térmicos a través del ancho o profundidad del
elemento

o Cargas de presfuerzo, de cables de post-tensado.

Para los elementos cascarén (SHELL):

e Cargas de gravedad
o Cargas de presion de superficie
o..Cargas térmicas, sin incluir gradientes a través del espesor del cascarén.

N

Para los elementos solidos (SOLID y ASOLID):

¢ Cargas de gravedad
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¢ Cargas de gradiente de presiones
¢ Cargas térmicas

La opcion de anilisis de régimen permanente (steady-state) no puede estar activa en una
ejecucion de analisis estitico; sin embargo, un anilisis de valores propios y un analisis de
espectro de respuesta o un anilisis de historia en el tiempo puede realizarse simultaneamente
con un analisis estatico en la misma ejecucion.

B. Andlisis Dinamico.
Las opciones de anélisis dinamico de SAP90 incluyen las siguientes:

Analisis de régimen permanente (steady-state)
Analisis de valores propios (Eigenvalues)
Analisis de vectores de Ritz

Analisis de espectro de respuesta (sismico)
Andlisis de historia en el tiempo

B.1. Analisis de régimen permanente.

Un tipo muy comun de carga es de la forma R = sen(ot)F, donde @ es [a frecuencia circular
de la excitacion, de modo que R varia con respecto al tiempo; sin embargo, la distribucion
espacial de la carga no varia como una funcién del tiempo. Para el caso de cero
amortiguamiento, las ecuaciones de equilibrio para el sistema estructural son de la siguiente
forma:

KU + MW =R = sen(ot)F
donde K es la matriz de rigideces y M es la matriz de masa diagonal. La solucion de régimen
permanente de esta ecuacion requiere que los desplazamientos de las juntas U y las
aceleraciones W sean de la siguiente forma:
U = sen(ot)A
W = ‘w'sen(ot)A

Por lo tanto, la amplitud de la respuesta A viene dada por la solucion del siguiente sistema
linear de ecuaciones:

-

[K-0'M]JA=F
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Es de interés hacer notar que la solucion para cargas estiticas no es nada mas que la
solucién de esta ecuacion con frecuencia cero. La frecuencia de la carga es expresada en
ciclos por segundo.

los desplazamientos impresos por el programa son los valores de A (desplazamientos
maximos) que varian como sen(ot). Las fiuerzas en los miembros son también valores
maximos variando como sen(wt).

B.2. Analisis de Valores Propios

El analisis sismico por el método del espectro de respuesta o anilisis de historia en el tiempo
usando el método de superposicién modal requiere la determinacion de los modos de
vibracion no amortiguados y las frecuencias del sistema.

Esto envuelve la solucién del problema de valores propios generalizado
Ko = MoQ’

donde K es la matniz de rigideces
M es la matriz de masa diagonal
Q? es la matriz diagonal de valores propios
@ es la matriz de los vectores propios correspondientes

SAP90 resuelve este problema para los nfq menores valores propios y sus correspondientes
vectores propios usando un algoritmo de iteracion del subespacio acelerada.

B.3. Analisis de Vectores de Ritz.

Investigaciones rectentes indican que las formas modales de vibracion libre exactas no son la
mejor base para un andlisis dinamico de superposicion modal de estructuras sometidas a
cargas dinamicas. Se ha demostrado que los anilisis dinimicos basados en un conjunto unico
de vectores de Ritz da resultados mas exactos que usando el mismo numero de vectores
propios.

La razén por la cual los vectores de Ritz dan excelentes resultados es porque ellos son
generados tomando en cuenta la distribucion espacial de la carga dindmica, mientras que el
uso de las formas modales exactas desprecia esta importante informacion. El primer vector
de Ritz es el vector de desplazamientos obtenido de un analisis estatico usando Ila
distribucion espacial del vector de cargas dinamicas como dato. Los otros vectores se
generan de una relacion de recurrencia en la cual la matriz de masa es multiplicada por el
vector de Ritz previamente obtenido u usada como el vector de carga para la solucién
estatica. Por lo tanto, luego que la matriz de rigideces es triangularizada, es solo necesario
resolver estiticamente para un vector de carga por cada vector de Ritz requendo.
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B.4. Analisis del Espectro de Respuesta (Sismico)

Las ecuaciones de equilibrio dinamico asociadas con la respuesta de una estructura a
movimientos del terreno viene dada por:

KU + CV + MW = MW,

donde K es la matniz de rigideces
C es la matriz de amortiguamiento
M es la matriz de masa diagonal
Wg es la aceleracion del terreno

y U V y W son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones estructurales,
respectivamente. ‘

SAP90 resuelve este sistema de ecuaciones usando el método de superposicion modal
basado en el espectro de respuesta. La aceleracion del terreno es dada como una curva de
espectro de respuesta digitalizada de aceleraciones espectrales contra periodo.

La excitacion del terreno puede ocurnr simultineamente en tres direcciones X, Y y Z. Para
obtener los maximos desplazamientos y fuerzas (o esfuerzos) en los miembros, las
respuestas modales asociadas con una direccion particular de excitacion son calculadas
primero y luego combinadas usando la técnica de la combinacién cuadritica completa
(CQC). La respuesta total es entonces calculada sumando las respuestas de las tres
direcciones usando el método de la raiz cuadrada de la sima de los cuadrados (SRSS).

Para modelar estructuras sometidas a caréas dinamicas dadas por espectros de respuesta, la
direccion positiva del eje Z debe apuntar hacia arriba.

B.S. Anilisis de Respuesta Dinamica de Historias en el Tiempo.

En general la carga que actia sobre una estructura es una funcién arbitrana de espacio y
tiempo. En forma matricial, puede ser escrita como R(s,t). Para todos los tipos de carga
R(s,t) pueds ser escrita como una suma finita de series de vectores de carga espacial Fi(s) y
funciones de tiempo T;(t). O en forma matricial:

R(s,t)= SFi(s)*Ti(t) :

Parael programa SAP90 los vectores espaciales Fi(s) pueden definirse como las condiciones
de carga estitica, 0 en caso de aceleraciones de base como una funcién de la matriz de
masas. Las funciones Ti(t) pueden ser funciones arbitrarias de tiempo o funciones periddicas
como aquellas producidas por viento u oleaje.
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VL ESTRUCTURA DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90

El archivo de datos de SAP90 esta organizado en 21 distintos bloques de datos por medio
de lineas de separacion Unicas (excepto en el caso de la linea de titulo, donde no existe
separador). El separador identifica el bloque de datos y es siempre la primera linea del
bloque de datos. La linea del separador puede ser escrita en mayGsculas o minusculas pero
debe comenzar en la columna 1. Los datos asociados con el bloque de datos van
inmediatamente después de la linea del separador.

Los 21 bloques de datos se muestran en la tabla VII-1. Algunos de ellos son obligatorios; sin
embargo, la existencia de muchos de los bloques en el archivo de datos depende del
problema que esta siendo analizado. El orden en que los bloques aparecen en el archivo no
es importante; sin embargo la linea de titulo debe ser la primera linea del archivo.

BLOQUE DE DATOS
Linea de Titulo
SYSTEM
JOINTS
RESTRAINTS
SPRINGS
MASSES
POTENTIAL
CONSTRAINTS
FRAME

10. SHELL

11. ASOLID

12. SOLID

13. LOADS

14. DISPLACEMENTS
15. PRESTRESS

16. PDELTAC

17. SPEC

18. TIMEH

19. COMBO

20. ENVELOPE

el i I o

21. SELECT

DESCRIPCION
Informacion del trabajo

_ Informacion de control del trabajo

Coordenadas de las Juntas
Restricciones de Juntas

Resortes de Apoyo

Masas en las Juntas

Temperaturas y Presiones en Juntas
Relaciones de GDL de Juntas
Datos de Elementos Viga

_ Datos de Elementos Cascaron

Datos de Elementos ASOLID

Datos de Elementos Solidos

Cargas Aplicadas en las Juntas
Desplazamientos aplicados en las juntas
Cargas de Presforzado en Vigas
Control para Analisis P-Delta

Datos del espectro de Respuesta
Datos de Historia en el Tiempo
Datos para Combinaciones de Cargas
Datos para Combinaciones de
Envolvente

Solicitud de Salida Selectiva

OBLIGATORIO

Si
Si

Si

Sit
No

No
No

No

1 Este bloque de datos puede ser omitido si la estructura esta {otalmente soportada por

resortes

2" Al menos uno de estos cuatro bloques debe estar presente en el archivo de datos

Tabla VII-1. Blogues de datos de SAP90
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B. Formato Libre,

Todos los datos de entrada de SAP90 se preparan en formato libre. En otras palabras, los
datos en una linea especifica no tienen que corresponder con columnas preestablecidas. Los
datos son suministrados como una lista de items separados por una coma o por uno o mas
blancos. Los items pueden ser numeros o caracteres alfanuméricos.

El formato libre puede ser de dos formas:
o Una lista de datos precedidos por un identificador y un signo igual:
X1=2000,4501
o Una lista de datos sin un identificador que los preceda:
20,45,5
Una linea de datos tipica puede ser una combinacion de los dos anteriores, como,

20,45,5 XI=1200,1500 AV=15,25

C. Comentarios

Cualquier linea, excepto la primera, que tenga la letra C en la primera columna y un blanco
en la columna 2 es tratada como una linea de comentario e ignorada por el programa. Dos
puntos (:) indican el fin de la informacion en una linea. Cualquier informaci6n a la derecha
de los dos puntos es también ignorada por el programa.

D. Continuacidn de Linea

Cada linea de datos puede contener hasta 500 caracteres. Estos pueden ser suministrados en
una sola linea en el archivo de datos, o la linea puede ser dividida en varias lineas de texto de
menor longitud. El cardcter backsiash (\) en una linea particular de texto indica que la
siguiente linea es una continuacién de aquella. Se permiten multiples lineas de continuacion,
pero la suma de todas las columnas a la izquierda del backslash (\). en cada linea de texto no
debe exceder de 500 caracteres.

-
-
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E. Operaciones Aritméticas.

Instrucciones aritméticas simples son permitidas cuando se suministran niimeros reales en los
campos de formato libre. Pueden usarse los siguientes operadores

+ para la suma

- para la resta

/ para la divisién

* para la multiplicacion
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VII. ARCHIVOS DE SALIDA DE SAP9)

Después de una cornida de computadora completa, aparecerdn una serie de archivos de
resultados en formato ASCII con el nombre archivo del problema mas una extensién que
depende de las opciones utilizadas en andlisis. Si suponemos que nuestro archivo de datos

se designa como EJEMPLO, a continuacién se muestran los nombres de archivos que
pueden presentarse :

EJEMPLO.SAP
EJEMPLO.EQN

EJEMPLO.EIG
EJEMPLO.RIT
EJEMPLO.SPC
EJEMPLO.SOL
EJEMPLO.F3F
EJEMPLO.F4F
EJEMPLO.F5F
EJEMPLO.F8F
EJEMPLO.FEF
EJEMPLO.ERR

El contenido de estos archivos se describe a continuacién:

NOMBRE CONTENIDO

EJEMPLO.SAP Datos de entrada en forma tabular

EJEMPLO.EQN Ecuaciones que forman la matriz de nigidez
EJEMPLO.EIG Frecuencias y pardmetros modales. ( eigenvectores)
EJEMPLO.RIT Frecuencias y pardmetros modales ( Vectores de Ritz )
EJEMPLO.SPC Factores del andlisis modal espectral
EJEMPLO.SOL Desplazamientos de los nudos y reacciones
EJEMPLO.F3F Fuerzas en los elementos FRAME

EJEMPLO.F4F Fuerzas en los elementos SHELL

EJEMPLO.FSF Esfuerzos en los elementos ASOLID

EJEMPLO.F8F Esfuerzos en los elementos SOLID

EJEMPLO.FEF Fuerzas en los nudos

EJEMPLO.ERR Errores y adveriencias detectadas durante las corridas
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VIIL ESTRUCTURA DEL PROGRAMA SAP90

A. Médulos del Programa SAP90

El programa de analisis estructural es una combinacion de modulos que son ejecutados en
una secuencia predefinida. Los modulos estan ligados por medio de una serie de archivos
internos que constituyen una base de datos. cada mddulo realiza una serie de operaciones y
actualiza la base de datos durante el proceso.

Los programas incluidos en el paquete completo de SAP90, y las funciones asociadas con
cada programa se presentan en la tabla VIII-I. Algunos de los programas crean archivos de
salida. Los nombres de los archivos de salida asociados también se muestra en la tabla.

MODULO DE FUNCION DEL MODULO " ARCHIVO CREADO
PROGRAMA
I. SAP90 Lee, Chequea y Tabula Todos los Datos EXAMPLE SAP

2. FRAME Formulacion de la Matriz de Rigideces del
Elemento Viga

3. SHELL Formulacién de la Matriz de Rigideces del
Elemento Cascaron

4. ASOLID Formulacién de la Matriz de Rigideces de

Elemento ASOLID
5. SOLID Formulacidn de la Matriz de Rigideces del
Elemento SOLID
6. SOLVE Ensamblaje y Reduccién de Rigideces y Cargas
7. EIGEN Analisis de Valores Propios (Eigenvalues) EXAMPLE EIG
8. RITZ  Analisis de Vectores de Ritz EXAMPLE RIT
9. SPEC Factores de Analisis Espectral . EXAMPLE.SPC
10. TIMEH Analisis de Historias en el Tiempo
11. JOINTF Salida de Formas Modales, Desplazamientos d¢ EXAMPLE.SOL
Juntas y Reacciones ‘
12. ELEMF Salida de Fuerzas en las Juntas de los Elementos EXAMPLE FEF
13. FRAMEF-  Salida de Fuerzas en Elementos Viga EXAMPLE F3F

14, SHELLFP Salida de Fuerzas en los Elementos Cascaron  EXAMPLE F4F

15. ASOLIDP- Salida de Esfuerzos en los Elementos ASOLID EXAMPLE F5F

16. SOLIDF Salida de Esfuerzos en Elementos SOLID EXAMPLE F8F

17. SAPLOT Salidas Grificas

18. SAPTIME  Salidas Gréficas y Creacion de Salida para " EXAMPLE HST
Analisis de Historias en el Tiempo

-~

Tabla IX-1. M6édulos de SAPS0
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B. El Comando GO

El mddulo de SAP90 lee el archivo de datos y chequea todos los datos por compatibilidad.
Si no se encuentra errores, el modulo de SAP90 creara un archivo por lotes GO.BAT, el
cual activara el resto de los modulos de SAP90 que son necesarios para un anilisis en
particular.

El archivo GO.BAT se activa luego de la ejecucion de SAP90 como sigue:

C:>GO <CR>

C. Secuencia de Ejecucidn.

El programa de analisis estructural SAP90 requiere que las operaciones analiticas se realicen
en una secuencia predeterminada rigurosa. El modulo SAP90 siempre es ejecutado primero.
Una ejecucion sin errores de este modulo creara el archivo GO.BAT. Para una ejecucion
normal el archivo de lotes GO.BAT contendra algunos o todos de los siguientes comandos
en la siguiente secuencia:

OPTIMIZE
FRAME
SHELL
ASOLID
SOLID
SOLVE
EIGEN
RITZ
SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF
SHELLF
ASOLIDF
SOLIDF

Para el modo de ejecucion reiniciar (restart), el archivo GO.BAT contendra algunos o todos
de los siguientes comandos:

SPEC
TIMEH
JOINTF
ELEMF
FRAMEF
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SHELLF
ASOLIDF
SOLIDF

D. La Opcién Reiniciar (RESTART).

La opcién reiniciar de SAP90 permite al usuario cambiar ciertos bloques de datos, y obtener
resuitados asociados con los datos de entrada cambiados sin realizar las fases de ensamblaje
y solucidn del programa.

El modo de anilisis de reinicio solo los siguientes bloques de datos pueden ser cambiados o
afiadidos

Linea del titulo
SYSTEM
SPEC

TIMEH
COMBO
ENVELOPE
SELECT

A
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IX. DETALLES DE LAS OPCIONES DEL ARCHIVO DE DATOS DE SAP90

Como se describi6 en el capitulo VII, el archivo de datos de SAP90 esta organizado en 21
bloques de datos. Solamente se necesita preparar los datos asociados con los bloques de
datos que son pertinentes a la estructura que estd siendo analizada.

Cada bloque de datos, a su vez, estd subdividido en una 0 mas secciones de datos y las
secciones de datos estian formadas por lineas de datos. En algunos casos, las lineas de datos
en una seccion de datos estian agrupadas en maltiples conjuntos de datos. Si alguna linea de
datos no es necesana para una estructura en particular, el usuario puede simplemente obviar
la lista de datos asociada.

1. Linea de Titulo.

Prepare una linea de datos de hasta 70 caracteres para el titulo de la salida. Esta informacion
aparecera en cada pagina de los archivos de salida creados por SAPS0. Esta linea debe ser la
primera en el archivo de datos.

2. Bloque de datos SYSTEM.

Este bloque de datos define informacion de control asociada con el anlisis estructural. Este
bloque de datos es obligatorio.

FORMATO

a. Separador

Coloque una linea para el separador en la siguiente forma:

SYSTEM

b. Informacién de Control.

A conti;mad& del separador SYSTEM coloque una linea de datos en la forma siguiente>
R=ropt L-nld C=|;cyc V=nfq T=tol P=per W=wopt Z'—m'i_tz N=nid
EJEMPLO

SYSTEM
V=10 L=3
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DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién
ropt [0] Marcadores de Reinicio:
=0 Modo de ejecucion normal
=1 Modo de reinicio
=2 Reinicio después de un andlisis de transferencia de calor

nld [0] Numero de condiciones de carga

ncyc [0} Frecuencia de la carga para analisis de régimen permanente
nfq [0] Numero de valores propios a calcular

tol [.0001]  Tolerancia de convergencia para analisis de valores propios
per [0] Periodo de corte para analisis de valores propios

wopt [0] Bandera de supresion de advertencia

=0 Mostrar todas las advertencias
=] Suprima todas las advertencias

nritz [0] Numero de vectores de Ritz a calcular
nd [9999] maximo nimero de identificacion de juntas.
3. Bloque de datos JOINTS

Este bloque de datos define las juntas que describen la geometria del modelo estructural con
sus coordenadas asociadas. Este bloque de datos es obligatorio.

FORMATO

a. Separador
JOINTS

b. Datos de Juntas

En esta seccién de datos coloque tantas lineas como se necesite para definir las juntas de la
estructura. Finalice esta seccion con una linea en blanco. Prepare las lineas de datos en la

forma siguiente>

jid X=x Y=y Z=z G=gl,g2,ir Q=q1,02,@3,4,inja F=F,ninjinja L=Lnin;
A=cl,c2,c3,n.,i.,a S=3
EJEMPLO

JOINTS

25 X=20 Y=20 Z=20 S§=12
5 X=10 Y=10 Z=0 G=5,25,2
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DESCRIPCION

Identificacion de Juntas y Coordenadas

Variable Defecto
jd

X [pv]
y (pv]
z [pv]
Generacion Lineal

Bl

g2

i (1]

r (1]

Generacion Cuadrilateral

ql
q2
Q3
q4
in

Ja

Descripcion

Numero de identificacion de la junta
Coordenada global X de la junta jid

Coordenada global Y de la junta jid

Coordenada global Z de la junta jid

Junta 1. Generacion lineal

Junta 2. Generacion lineal

Incremento de nimero de junta

Relacion de el Oltimo espacio al primer espacio para
espaciamiento diferente de juntas

Junta 1. Generacion Cuadrilateral
Junta 2. Generacién Cuadnilateral
Junta 3. Generacion Cuadnilateral
Junta 4. Generacion Cuadrilateral
Incremento del nimero de juntas, sobre el eje i
Incremento del nimero de juntas, sobre el eje

Generacion Frontal y Lagrangiana

f

|

0;

n;

in

Jn

Generacién Cilindrica
cl

c2

03/
ne
ke

a

Numero de junta origen para generacion frontal

Numero de junta original para generacién Lagrangiana
Numero de juntas en la direccion i, sin incluir la junta origen
Numero de juntas en la direccion j, sin incluir la junta origen
Incremento del nimero de juntas sobre el eje i

Incremento del nimero de juntas sobre el eje j

Junta 1. Generacion cilindrica
Junta 2. Generacion cilindrica
Junta 3. Generacion cilindrica
Nuamero de juntas cilindricas adicionales a generar
Incremento de nimero de junta para generacion cilindrica de
juntas

Incremento de angulo, grados (debe ser menor de 90)

-
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Factor de Escala

s [pv] Factor de escala para coordenadas de junta

4. Bloque de datos RESTRAINTS
Cada junta del modelo estructural tiene seis componentes de desplazamiento, tres
traslaciones globales UX, UY y UZ y tres rotaciones globales RX, RY y RZ. las direcciones

asociadas con esos seis componentes de desplazamiento se conocen como grados de libertad
de la junta. '

Las especificaciones de restriccion de una junta consiste de un conjunto de seis nimeros (o
codigos), cada uno correspondiente a cada grado de libertad de la junta. cada uno de esos
numeros puede tener un valorde 0 o 1.

Este blogue de datos es obligatorio a menos que el modelo esté completamente apoyado en
resortes.

FORMATO
a. Separador,

RESTRAINTS

b. Datos de restriccién.

En esta seccion de datos coloque tantas lineas como necesite para definir los grados de
libertad inactivos del sistema.

JjI j2 inc R=r..,r.,,,r..,,r,,,r,,,r.,

EJEMPLO

15 25 5 R=1,1,1,1,1,1
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DESCRIPCION

Vanable Defecto Descripcion

ji Primer numero de junta

12 b1] Ultimo namero de junta

inc 1] Incremento en el nimero de junta

| P Codigo de restriccion de traslacion en X

Cuy Codigo de restriccion de traslaciénen Y

Tz Cédigo de restriccion de traslacion en Z

T Cadigo de restriccion de rotacion alrededor de X
Try Caodigo de restriccion de rotacion alrededor de Y
| Cadigo de restriccion de rotacion alrededor de Z
5. Bloque de Datos SPRING.

Cualquiera de los seis grados de libertad de una junta de la estructura puede tener
condiciones de apoyo traslacionales o rotacionales de resorte. Este bloque de datos define la
ubicacion de dichos resortes de apoyo y sus valores asociados. No se permite colocar
resortes en la direccion de grados de libertad restringidos.

FORMATO

a. Separador.

SPRINGS

b. Datos del Resorte.

En esta seccion coloque tantas lineas como necesite para definir los grados de libertad del
sistema que estén soportados por resortes.

il 2 inc K=l Key ko, Kekey,kez
EJEMPLO

SPRINGS
5725 5 K=1000,0,0,0,0,0
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DESCRIPCION

Variable Defecto  Descripcion

jl Primer numero de junta

j2 1] Numero de junta final

incr 1] Incremento en numero de juntas

kux Constante traslacional de resorte en X

Kuy Constante traslacional del resorte en Y
Kuz Constante traslacionai del resorte en Z
ke Constante rotacional del resorte en X
key Constante rotacional del resorte en Y
ke Constante rotacional del resorte en Z

6. Bloque de datos MASSES.

En el modo de analisis dinamico, puede ser necesario colocar masas nodales concentradas (y
sus correspondientes momentos de inercia de masas) en las juntas. Cualquiera de los seis
grados de libertad de cualquiera de las juntas de una estructura pueden tener valores de
masas traslacionales o rotacionales. Este bloque de datos define la ubicacion de dichas masas
y sus valores correspondientes. La informacion de este bloque de datos solo es usada por el
programa en el modo de anilisis dindmico. No se permiten valores de masa en la direccion
de grados de libertad restringidos.

FORMATO

a. Separador.

MASSES

b. Datos de masas.

jl j2 inc M=mux,muy,muz mrx,mry,mrz

EJEMPLO

MASSES
5725 5 M=1,1,0,0,0,1200
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DESCRIPCION

Variable Defecto  Descripcion

it Primer nimero de junta

2 113 Numero de junta final

incr 1] Incremento en namero de juntas
Mix Masa traslacional en X

My Masa traslacional en Y
My Masa traslacional enZ
Mex Momento de Inercia de masas respecto al eje X
My Momento de Inercia de masas respecto al eje Y
me Momento de Inercia de masas respecto al eje Z

7. Blogue de Datos POTENTIAL.

Este bloque de datos sirve para especificar valores de temperatura o presion en juntas para
un analisis estructural.

Los valores de temperaturas en las juntas son usados si se requiere un analisis térmico. Las
propiedades de los elementos y los correspondientes valores de temperatura en juntas son
usados para generar los vectores de cargas térmicas del elemento.

Los valores de presion en juntas son usados por los elementos SHELL, SOLID y ASOLID
para calcular los vectores de cargas de presiones.

Este bloque de datos solo es necesario si se va a efectuar un analisis térmico o de presiones.

FORMATO

a. Separador

POTENTIAL

b. Datos de Potencial

jl j2 inc T=tLe P=plLp? Wew,z
EJEMPLO

POTENTIAL
12 18 2 T=96,126 P=10,20
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DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

jl Numero de la junta inicial

j2 1] - Namero de la junta final

inc [1] Incremento en el nimero de junta

Especificaciones de Temperatura

t1 [0] Valor de temperatura en la junta j1
t2 [t1] . Valor de temperatura en la junta j2

Especificaciones de Presion

pl [0] Valor de presion en la junta j1

p2 [p1] Valor de presion en la junta j2

w Peso unitano del fluido (peso/unidad de volumen)
z Coordenada Z global de la superficie de fluido

8. Bloque de Datos CONSTRAINTS
Los datos definidos en este bloque de datos se usa para reducir el nimero de ecuaciones en

el sistema a ser resuelto, cuando se conoce que los desplazamientos en ciertos grados de
libertad son iguales a los desplazamientos en otros grados de libertad.

FORMATO ..
a. Separador.
CONSTRAINTS

b. Datos

j1 2 inc C=Cuq,Cuy,C,Crm,Cry,Crr [Tl burys hizy s brys Iz
EJEMPLO

CONSTRAINTS
21 31 1 €=20,0,0,0,0,0

34



DESCRIPCION

Variable Defecto  Descripcion

jl Primer nimero de junta

j2 i1} Nuamero de junta final

incr [1} Incremento en nimero de juntas

Numero de Juntas Independientes para:

Traslacion X de la junta dependiente
Traslacion Y de la junta dependiente
Traslacion Z de la junta dependiente
Rotacién X de la junta dependiente
Rotacion Y de la junta dependiente
Rotacion Z de la junta dependiente

SLETLL R

Incrementos de Numeros de juntas independientes para:

tux : Junta ¢y,
luy Junta ¢,y
[ Junta ¢
Ik Junta c
Iy Junta ¢y
iz ' Junta ¢,

9. Bloque de Datos FRAME
Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociadas con los
elementos FRAME (viga) tridimensional que existen en el modelo. Cualquier elemento de

viga o armadura en dos dimensiones o elemento de armadura en tres dimensiones puede ser
considerado como un caso especial de este elemento general.

FORMATO

a. Separador

FRAME -
b Informacién de control del bloque de datos FRAME

Coloque una linea de datos para la informacion de control en la siguiente forma:
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NM=npro NL=nbsl NSEC=nsec X=X;Xi,..Xms Y=V1,¥2.....Yod Z=Z1,Z2,...Zau
T=t,t3,...,taid P=pl'1,pfz,...,pl'nu

c. Datos de Materiales y Propiedades de Secciones.

Coloque npro lineas de datos para definir las npro tipos de propiedades.
np A=a J5 I=ly,In AS=a;a; E=e G=g W=w M=m Tc=alpha
d. Datos de Carga en ¢l claro.

Coloque nbsl lineas de datos en esta seccién, una por cada uno de los nbsl patrones de carga
en el claro.

ns WL=w;,w;,ws; WG=w, w,,w, T=t,,'t2,t, PLD=d,,p,f,,d2,p2.55.....de,pa. s
TRAP=c,,u,,v1,C2,U2,V2,C3,U3,V3,C4,Us, V4 )

¢. Datos de ubicacién de los elementos FRAME.

En esta seccion provea tantas lineas como sea necesario para definir todos los elementos
FRAME en el modelo. Finalice esta seccién con una linea en blanco.

nel ji j; M=mspi,msp;ive LP=nyn2 LR=T),r3,1,r4,rs,rs RE=T,1; RZ=2
MS=m;,m; NSL=I.I;,...,Inld G=ng,ninc,g1,82,83.84
DESCRIPCION.

Informacién de Control .

Variable Defecto  Descripcion

npro 1] Nuamero de tipos de propiedades

nbsl [0] Nuamero de patrones de carga en el claro

nsec [0] Numero de secciones para salida de resultados de fuerzas
X1,X2,... [0] Multiplicadores gravitacionales en direccion X

Yi,Y2... {0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Y

Z1,2Zy,. .. (0] Multiplicadores gravitacionales en direccion Z

ti,ta,... [0} Multiplicadores de temperatura

pri,pra,... 101 Multiplicadores de cargas de presfuerzo

Datos de Propiedades de Materiales y secciones.

—

np Numero de identificacion de las propiedades
a (0] Area
) [0] Constante torsional
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133,12 [0] Momentos de inercia

2,43 (0] Areas de corte

e [pv] Médulo de elasticidad

g [¢/2.6]  Mobdulo de corte

w [0] Peso por unidad de longitud

m [0] Masa por unidad de longitud

alpha (0] Coeficiente de expansion térmica del material
(unidades L/L/H)

Datos de Cargas en el claro.

ns Numero de identificacion de la carga en el claro

W) [0] Carga uniforme en la direccion 1 - Fuerza/longitud

w; carga uniforme en la direccion 2 - Fuerza/longitud

w3 _ Carga uniforme en {a direccion 3 - Fuerza/Longitud

Wy [0] Carga uniforme en la direccion X - Proyeccion en X de
Fuerza/Longitud

wy [0] Carga uniforme en la direccién Y - Proyecciébn en Y de
Fuerza/Longitud

w, 0] Carga uniforme en la direccion Z - Proyeccién en Z de
Fuerza/Longitud

t) {0] Incremento de temperatura en la linea central del elemento

t2 Gradiente de temperatura en la direccion 2

ts gradiente de temperatura en la direccién 3

d, Distancia del extremo [ de p1 y f,

p1 P es la primera carga desde I en la direccién 2

fi f) es la primera carga desde Y en la direccion 3

C1 . Distancia desde el extremo I de u, y vy

i u; es la intensidad de carga en la direccién 2 a una distancia ¢,
del extremo 1.

vi v; es la intensidad de carga en la direccién 3 a una distancia c,
del extremo L.

Datos de Ubicacién de los Elementos FRAME

nel Numero de identificacion del elemento
ji Numero de la junta en el extremo L.
Jj . Nimero de junta en el extremo j.
msp; [pv] Numero de identificacion de propiedades en el extremo L
msp; [mspi] Numero de identificacion de propiedades en el extremo J.
- (2] Variacion de e*I133 a lo largo de la longitud de elemento:
- =1 Lineal
=2 Parabdlica
=3 Cubica
ni,n2 [pv] NoOmeros de junta para definir el eje local en la direccion 3
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n [0]

Caodigo de liberacion de la restriccion de momento respecto al
eje 3. Extremo L

r; Cédigo de liberacion de la restriccion de momento respecto el
eje 3. Extremo J.

rs Cadigo de liberacion de la restriccion de fuerza axial.

la Cddigo de liberacion de la restriccion de momento respecto al
gje 2. Extremo I,

rs Cadigo de liberacion de la restriccion de momento respecto al
gje 2. Extremo J.

Té Cédigo de liberacion de la restriccion de momento torsional

LT [0] Zona rigida en los extremos I y J, respectivamente

z (pv] Factor de reduccion de zona rigida

m;, m; [pv] Junta maestra para los extremos I y J, respectivamente

I,L,... [0] Patrones de carga en el claro de la viga para las condiciones
decargal; alug

ng [0] Nimero de elementos adicionales a generar

ninc Incremento para el nimero de identificacion del elemento

g1 Incremento del niumero de la junta en el extremo I.

&2 Incremento del numero de la junta en el extremo J.

&) Incremento en el nimero de la junta maestra en el extremo I.

[ Incremento en el numero de la junta maestra en el extremo J.

10. Bloque de Datos SHELL

Este bloque de datos define las propiedades, ubicaciones y cargas asociados con el elemento
general tridimensional SHELL de 4 nodos. Los elementos membrana y de flexion de placas
son considerados casos especiales de este elemento general.

FORMATO.

a. Separador.

SHELL

b. Informacién de ControL.

Colocar una linea de datos para la informacion de control del bloque SHELL de la siguiente
manera:

NM=nmat O=iout
X=X1.X2,...Xatd  Y=Y1,Y2-- Y Z=21,22,...,Z01
T=t,.t2,...,tnld P=p1,pz,...,p.,u
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¢. Datos de Propiedades del Material

Colocar nmat lineas de datos en esta seccion para definir los nmat tipos de material en la

siguiente forma:

nm E=e U=u W=w M=m TA=alpha

d. Datos de ubicacién de los elementos SHELL.

En esta seccion de datos, provea tantas lineas de datos como sean necesarias para definir las
ubicaciones de todos los elementos SHELL en el modelo. Finalice esta seccidén con una linea

en blanco.

nel JQ=jijjjxi ETYPE=et M=mat TZ=tz TH=th,th, LP=n G=g,,8

DESCRIPCION

Informacion de Control

Vanable
nmat
jout

X1,X2,...
Yi.¥2,...
Z1,2Z2,...
ti,t2,...

PLP2%...

Defecto

{1
(0]

[0]
[0]
(0]
(0]
[0]

Descripcion
Numero de tipos de material
Control de salida:

=0 Resultantes de fuerzas y momentos

=1 Esfuerzos de superficie superiores e inferiores
Multiplicadores gravitacionales en direccion X
Multiplicadores gravitacionales en direccién Y
Multiplicadores gravitacionales en direccion Z
Muiltiplicadores de temperatura
Multiplicadores de presién

Datos de Propiedades del Material

3gce3

alpha

[pv]
(pv]

[0]
[0]
[0]

Numero de identificacion del material

Maoddulo de elasticidad

Relacion de Poisson

Peso por unidad de volumen

Masa por unidad de volumen

Coeficiente de expansion térmica (unidades L/L/H)

Diatos de Ubicacion de Elementos SHELL

nel
Jidis -

Niimero de identificacion del elemento
Numeros de las juntas dei elemento

39



et [pv] Tipo de elemento
=0 Cascaron (membrana + flexion)
=1 Solo comportamiento de membrana
=2 Solo comportamiento de flexion de placa

mat [pv] Tipo de material del elemento

tz [0] Temperatura referencia de cero esfuerzo

th, [pv} Espesor del elemento membrana

th, [pv] Espesor del elemento de flexion

n (0] Control para la direccion del eje local del elemento
21,82 Parametros para la generacion de elementos

11. Bloque de datos ASOLID

Este bloque de datos define las propiedades, ubicacion y cargas asociadas con el elemento
formado de 3 a 9 nudos. Cabe recordar que estos elementos deben ser paralelos a los planos
formados por los ejes principales.

FORMATO

a. Separador.

ASOLID

b. Informacién de control para ¢l elemento ASOLID

En esta seccion se coloque una linea con los datos que se indican a continuacién :
NM=nmat ETYPE=et MAXN=ntm

X=x1,x2, .. Xou Y=yl,y2,..yaa Z=21,22,...244

T=t1,12,.. tus P=pl,p2,..pusR=Tl 12, ruq

c. Propiedades de los materiales

En esta seccion se ﬁroporcionan “nmat” grupos de datos. Cada grupo de datos consta de
dos lineas con la siguiente infirmacion. -

i ) Primera linea

nm NUMT=nt W=w M=m 3=h



i) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e.e.& U=uy,uz,u3 G=g, =83, &

¢. Localizacién de los elementos ASOLID

En esta seccion proporcione tantas lineas de datos como sean necesanas para definir el
modelo. Finalice la introduccion de estos datos con una linea en blanco. Los datos
requeridos se deben preparar de la siguiente forma :

nel  INSujajs.jo JQngsdnde  ISTididx

M=matTZ=tz TH=th G=g1,8; LP=n
DESCRIPCION

Variable Defecto Descnipcién

nmat 1 Num de tipos de materiales
et 0 Tipo de elemento

=0 Axisimétrico
=1 Deformacién plana
=2 Esfuerzo plano

ntm i Num. miximo de temperaturas en cualquier tipo de material

X1,x2,... 0 Muitiplicadores gravitacionales en direccién ” X” para las
“nld” condiciones de carga

yLYy2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ” Y” para las
“nld” condiciones de carga

z1,22,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ” Z” para las
“nld” condiciones de carga

tL,t2,... 0 Multiplicadores de temperaturas para las “nld™ condiciones
de carga

p1,p2.... 0 Multiplicadores de presiones para las “nld” condiciones de
carga

ri,r2,... 0 Valores de velocidad angular para las “nld” condiciones de

: carga.
nm Identificador del nimero de material
nt 1 Num de temperaturas para las que se especifican las
- propiedades dependientes de este tipo de material.

w 0 Peso por unidad de voliimen

m 0 Masa por unidad de volimen

b 0 Angulo de referencia de las propiedades del material en

grados
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er,es,et 0

ul,u2,u3 0

grs er/(2+2ul)
ar,as,at 0

nel

j1,j2....

j1,)3....

Jiiss

mat pv

z 0

th pv

g1.g2

n 2

12. Bloque de datos SOLID

Temperatura asociada con la propiedad del material
especificado en esta linea de datos.

Médulo de elasticidad en las direcciones 1,8 y t
respectivamente.

Relacién de poisson en las- direcciones r,5, y t
respectivamente.

Mdédulo de cortante en el plano r-s

Coeficiente de expansién térmica en las direcciones r,s y t
respectivamente .

Num del identificador del elemento

Nums de nudos del elemento, para la opcién JN

Nums de nudos del elemento, para la opcidn JQ ( elemento
de 4 nudos )

Nums de nudos del elemento, para ia opcién JS ( definicién
de una malla regular )

Tipo de material del elemento

Temperatura de referencia para esfuerzo cero.

Espesor del elemento

Pardmetros de generacién de elementos

Identificador del plano donde se localiza el elemento

Este bloque de datos define las propiedades, localizacién y las cargas asociadas al
elemento tridimensional SOLID formado por 8 nudos. Los datos se preparan en el

siguiente formato :

FORMATO
a. Separador

SOLID

b. Control de informacién para el elemento SOLID

-

NM= nmat MAXN=ntm

Se proporciona una linea de datos con la siguiente informacién

X=x1,x2,... Xau Y=y1,y2,..yua Z=21,22,.. Zua

T=t1,t2,...taa P=pl,p2,...Pua
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¢. Propiedades de los materiales

En esta seccién se proporcionan “nmat” grupos de datos. Cada grupo de datos consta de
dos lineas con la siguiente infirmacion.

1 ) Primera linea
nm NUMT=nt W=w M=m
ii) Propiedades de los materiales que dependen de la temperatura

T=t E=e,&,& U=uy,uy,...u1s G=guy, 8yz, x A=2),82,2;

¢. Localizacion de los elementos SOLID

En esta seccion proporcione tantas lineas de datos como sean necesarias para definir el
modelo. Finalice la introduccion de estos datos con una linea en blanco. Los datos
requendos se deben preparar de la siguiente forma :

nel  JQSjij2ds,.ds IRTiijes

M=matTZ=tz I G=g1,8.8

DESCRIPCION

Vaniable Defecto Descripcién

nmat 1 Numero de tipos de materiales

ntm 1 Num. médximo de temperaturas en cualquier tipo de material

X1,x2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccion " X” para las
“nld” condiciones de carga

y1,¥2,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ” Y™ para las
“nld” condiciones de carga

z1,22,... 0 Multiplicadores gravitacionales en direccién ™ Z” para las
“nld” condiciones de carga

t1,e,... 0 Muitiplicadores de temperaturas para las “nld” condiciones
de carga -

pL,p2.... 0 Multiplicadores de presiones para Ias “nld” condiciones de

g : carga
nm Identificador del nimero de material
nt 1 Num de temperaturas para las que se especifican las

propiedades dependientes de este tipo de material.
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w 0 Peso por unidad de volimen

m 0 Masa por unidad de volimen

t 0 Temperatura asociada con la propiedad del material
especificado en esta linea de datos.

€x,ey,ez 0 ‘ Médulo de elasticidad en las direcciones x,y y z
respectivamente.

utuz,... 0 Relacién de poisson

gxy.8Y%... 0 Médulo de cortante en los planos X-Y, Y-Z y Z-X
respectivamente

al,az,... 0 Coeficiente de expansién térmica .

nel Num del identificador del elemento

jLj2,... . Numero de nudos del elemento, para la opcidn JQ(
definicién general dei elemento )

Jisjise- Numero de nudos del elemento, para la opcién JR(
definicién de un elemento regular )

mat pv Tipo de material del elemento

tz 0 Temperatura de referencia para el esfuerzo cero.

i pv Bandera para supnmir modos de flexién incompatibles.

g1,g2,83 Pardmetros para la generacién de elementos.

13. Bloque de datos LOADS

Una estructura pueden estar sujeta a cargas concentradas en sus nudos ( fuerzas o
momentos ). Esta seccidn define los nudos cargados de acuerdo con las “ nld *“
condiciones de carga que hayan sido especificadas. Las cargas deberdn estar aplicadas en
nudos con grados de libertad no restringidos.

Omita esta seccién si no existen nudos cargados.

A continuacién se indica el formato de los datos requeridos:

FORMATG:
a, Separador
LOADS

b. Datos



Utilice cantas lineas de datos sea necesario para definir los nudos cargados que
especifican 1as “ nld “ condiciones de carga. Finalice esta seccién de datos con una linea
en blanco. Los datos deberdn prepararse de la siguiente forma :

jl 2 inc  F=fx,fy,fz,mx,my,mz

EJEMPLO

LOADS
13 25 2 L=2 F=20,30,0,

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

J1 Nimero del primer nudo en la generacién
J2 jl Nimero del iltimo nudo en la generacién
inc 1 Incremento en el nimero de nudo

| pv Nuimero de condicién de carga

fx Fuerza aplicada en la direccién X

fy Fuerza aplicada en la direccién Y

fz Fuerza aplicada en la direccién Z

mx Momento aplicado alrededor del eje X
my Momento aplicado alrededor del eje Y
mz Momento aplicado alrededor del eje Z

14, Bloque de datos DISPLACEMENTS

En una estructura es posible ademds de aplicar cargas, aplicar desplazamientos
traslacionales y rotacionales en los nudos. Estos desplazamientos no deben ser aplicados
en grados de libertad restringidos. Esta opcién solo se permite cuando se realiza un
andlisis estdtico.

Es posible manejar cargas puntuales y desplazamientos en los pudos de una estructura,
siempre y cuando no se especifiquen a los mismos grados de libertad.

Omita esta seccidn si no se tienen desplazamientos asignados a los nudos.
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FORMATO

a. Separador
DISPLACEMENTS
b. Datos

Proporcione cuantas lfneas sean necesarias para asignar los desplazamientos a la
estructura. Finalice esta seccién con una Ifnea en blanco.

jl )2 inc  U=ux,uy,uz,rx,ry,rz
EJEMPLO
DISPLACEMENTS

13 25 2 U=1,0,1,0,0,0

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

jl Nimero del primer nudo en la generacién
J2 j1 Nimero del dltimo nudo en la generacién
inc 1 Incremento en ¢l nimero de nudo

ux Desplazamiento aplicado en la direccién X
uy Desplazamiento aplicado en la direccién Y

uz Desplazamiento aplicado en la direccién Z

rx Rotacién aplicada alrededor del eje global X
ry - Rotacién aplicada alrededor del eje global Y
rz Rotacién aplicada alrededor del eje global Z

15. Bloque de datos PRESTRESS

Esta opcién permite modelar elementos estructurales ( vigas ) sometidos a cargas
producidas por cables de presfuerzo. Para sumar estos efectos a las condiciones de cargas
bdsicas, es necesanio activar los multiplicadores de presfuerzo que aparecen en el bloque
de datos FRAME. Omita esta seccién si no se utiliza.



FORMATO

a. Separador

PRESTRESS

b. Datos.

Utilice tantas lfneas como sea necesario para definir la geometrfa de los cables de
presfuerzo en las vigas. Finalice esta seccién con una lfnea en blanco. Prepare los datos

como se indican a continuacion.

nbl nb2 ninc D=di,dc,dj T=t

EJEMPLO

PRESTRESS

1101 D=0.25,0.5,0.5 T=100

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

nb1 Primer nimero de elemento FRAME

nb2 nbl Ultimo nimero de elemento

ninc 1 Incremento en el nimero de elemento

di Distancia del eje neutro de la seccién al punto por donde
sale
el cable de presfuerzo en el extremo “i”

de Distancia del eje neutro de la seccién al punto por donde
pasa el cable de presfuerzo en el centro del claro

dj Distancia del eje neutro de la seccién al punto por donde
sale
el cable de presfuerzo en el extremo *j”

t Tensidn del presfuerzo

16. Bloque de datos SPEC

En esta seccion se definen los datos asociados con el espectro de respuesta para realizar un
analisis dinamico. Los resultados de este analisis definen la condicion de carga dindmica.
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Omita esta seccion si no se pretende realizar un analisis dinamico de la estructura.

Este bloque de datos requiere que se haya especificado cualquiera de las dos variables “nfq”
o “nritz” en el bloque de datos SYSTEM, las cuales indican el nimero de modos de vibrar
que se consideran en el analisis de la estructura.

FORMATO.

a. Separador

SPEC

b. Informacién de control

Prepare una linea en la siguiente forma:

A=a S=s D=d

c. Datos de la curva del espectro

Utilice cuantas lfneas sean necesarias para definir la curva del espectro de respuesta.
Finalice esta secci6n con una linea en blanco. Prepare una linea de datos de la siguiente

forma:

tp sl s2 SZ

ETEMPLO.

SPEC

A =45 §$=9.81 D=0.05

DESCRIPCION

Vaniable Defecto Descripcién

a 0.0 Angulo de la excitacién en grados _

8 1.0 Factor de escala para los valores del espectro de respuesta
d. 0.0 Relacién de amortiguamiento estructural.

tp Periodo

sl Valor del espectro en la direccién 1

52 0 Valor del espectro en la direccién 2

Sz 0 Valor del espectro en la direccién z ( vertical )
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17. Bloque de datos COMBO

En esta seccion se definen las combinaciones de cargas para la estructura, las cuales se
obtienen mediante combinaciones lineales de las condiciones de carga basicas, definidas
previamente ( nid ).

Si no se especifican combinaciones de cargas, se obtendran los resultados correspondientes a
las condiciones de carga solamente.

Omitase esta seccion si no se desea realizar alguna combinacion de cargas.
FORMATO

a. Separador

COMBO

b. Datos de la combinacion

Se deben proporcionar tantas lineas como sean necesarias para definir las combinaciones de
carga requeridas.

K C=cl,c2,c3,....cnld D=d

EJEMPLO
COMBO
1 C=14,1.7,0

2 C=14,15,1.1
3 C=1.1,110 D=1.1

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripci6n

K Identificador del nimero de cornbh}_a.cidn
cl.c2,... Multiplicadores para las condiciones de carga estdticas.
d. Multiplicador para la condicién de carga dindmica .
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17. Bloque de datos ENVELOPE
En esta secciébn permite obtener envolventes para las condiciones de carga estitica y

dinamica con casos de cargas moviles analizados con el modulo de SAP90 para analizar
puentes. También puede utilizarse de manera simple para cargas estaticas y dinimicas.

Cada envolvente obtiene un valor de fuerza maximo y minimo en los elementos ( FRAME )
de una estructura. Esta opcion no se utiliza para los elementos SHELL, ASOLID y SOLID.
Omita esta seccidn si no se desea obtener una envolvente de cargas.

FORMATO.

a, Separador

ENVELOPE

b. Datos de las envolventes de cargas

Utilice una linea de datos para cada envolvente requerida en la siguiente forma :

i. C=cl,c2,....cnld D=d B=bl,b2,...,bnc

EJEMPLO.

1 C=l1 D=1

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcion

i Nimero del identificador para la envolvente

c1,c2,... 0o - Multiplicadores para las condiciones de carga est4ticas

d 0 Multiplicadores para la condicién de carga dindmica
b1,b2,... 0 Multiplicadores para los casos de cargas méviles de puentes
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19. Bloque de datos SELECT

Cuando se analizan grandes estructuras los archivos de resultados que se obtienen son

también grandes, sin embargo en ocasiones no toda esa informacidén es relevante.

El comando SELECT permite seleccionar solo la informacién que es de interés de

acuerdo con los fines que se persiguen en un andlisis.

FORMATO
a. Separador
SELECT

b. Datos

Utilice tantas lineas como sean necesarias para definir los datos que imprimirdn en el

archivo de salida. Prepare la informacién como se indica a continuacidn:
NT=nt ID=il,i2,inc SW=isw

EJEMPLO

Para producir solo 1a salida de los desplazamientos 11 a 37

NT=1 ID=11,37 SwW=1

Para producir solo la salida de Ias fuerzas en los miembros ( FRAME ) 25 a 45
NT=5 ID=25,45

DESCRIPCION

Variable Defecto Descripcién

nt pv Tipo de seleccién

i1 Primer nudo o niimero de elementg.

i2 i1 Ultimo nudo o nimero de ¢lemento

ine | Incremento en el nimero de nudo o elemento
isw pv Bandera

=0 Excluye nudo o elemento de la serie
=1 Incluye nudo o elemento de la serie
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L INTRODUCCION.

SAPLOT es un postprocesador interactivo y grafico para el programa de Anilisis
Estructural SAP90.

El programa tiene opciones para dibujar vistas en dos y tres dimensiones mostrando alguno
de los siguientes graficos:

Geometria Estructural no Deformada

Cargas Aplicadas

Formas Deformadas y Modales

Diagramas de Momento y Fuerza en los Elementos Viga.
Contornos de Esfuerzo en Elementos Finitos

Lineas de Influencia para Elementos Viga

Al o A

El modelo puede ser visto desde cualquier direcci6n arbitraria. El usuario localiza un punto
arbitrario con respecto al sistema de coordenadas global X-Y-Z de SAP90. Este punto es
llamado el punto de control visual. La vista es colocada en la direccion apuntando desde el
punto de control hacia el origen global de SAP90. La ubicacion de ojo del usuario se asume
que esta en el infinito.

Una vez que se ha colocado la direccion de visualizacion, el usuario puede rotar la vista
especificando cual de los ejes globales de SAP90 (X, Y, Z, -X, -Y, -Z) tiene que aparecer
verticaimente hacia arriba en la pantalla.

I. EJECUCION, PROCEDIMIENTOS y DETALLES DEL SISTEMA.
A. Ejecucién del Programa SAPLOT.

Supongamos que los datos para SAP90, asociados con la estructura a analizar, han sido
preparados y archivados en un archivo de datos llamado EXAMPLE. La ejecucion de
SAP90 con estos datos creara una serie de archivos intermedios en el disco (de la forma
EXAMPLE.???).

Para obtener graficos de geometria sin deformar y de cargas, los archicos EXAMPLE.SYS,
XYZ, ID, JID, MAT, P?, .T3 y POT son necesarios. Estos archivos son creados por la
ejecucion de SAP90 con el archivo de datos EXAMPLE vy residen en el disco antes de
¢jecutar el comando GO.

Para ver los grificos de formas deformadas estaticas, es necesario el archivo EXAMPLE.U

ademas de los nombrados anteriormente. Este archivo es creado durante la ejecucion de un
analisis estatico y es necesario para recuperar los vectores de desplazamiento.
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Para obtener los graficos de las formas modales, se necesita el archivo EXAMPLE.VEC
ademas de los mencionados anteriormente. Este archivo es creado por un analisis de valores
propios y es necesario para recuperar los vectores propios.

Para los diagramas de fuerzas o esfuerzos en los elementos se necesitan los archivos
EXAMPLE.S3, EXAMPLE S4, EXAMPLE.S5 y EXAMPLE.S8 para los elementos
FRAME, SHELL, ASOLID y SOLID respectivamente.

Formas deformadas estaticas, formas modales, diagramas de fuerza/esfuerzo de los
elementos y lineas de influencia solo pueden ser graficados luego de la ejecucion del
comando GO.

Desde el directorio donde los archivos intermedios de SAP90 estan almacenados, entre el
comando:

SAPLOT <CR>
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FRAME - EXAMPLE la - TWO-DIMENSIONAL FRAME
C FRAME HAS TWO BAYS AND SEVEN STORIES
C UNITS ARE KIP INCHES

SYSTEM

L=2 V=7 : 2 STATIC LOAD CONDITIONS, 7 EIGENVALUES
JOINTS '

1 Y=-360 Z=00 X=0.0 :LEFT FOUNDATION JOINT

7 =-360 Z=324 G=1,73

22 Y=-360 Z=1104 G=7,22,3 : TOP LEFT JOINT

2  Y=00 Z=00

8 Y=00 =324 G=2,8,3

23 Y=00 Z=1104 G=8,23,3

3 Y=360 Z=0.0 : RIGHT FOUNDATION JOINT
9 Y=360 Z=324 G=3,9,3

24 Y=1360 Z=1104 G=9,24,3 : TOP RIGHT JOINT

RESTRAINTS

1,24,1 R=1,0,0,0,1,1 : TWO-DIMENSIONAL PROBLEM IN Y-Z PLANE
1,3, 1 R=1,1,1,1,1,1 :FIX FOUNDATION JOINTS

CONSTRAINTS

5,23,3 C=0,4 1=0,3 :SET AXIAL DEFORMATIONS IN BEAMS TO ZERO
6,24,3 C=0,4 1=0,3

MASSES : STORY MASSES IN LATERAL (Y) DIRECTION
4,223 M=0,49

FRAME
NM=7 NL=1 : 7 SECTION PROPERTIES, 1 SPAN LOADING CONFIGURATION

1 1=2150 A=51.17  E=29500

2 1=2670 A=62.10  E=29500

3 23230 A=7230  E=29500

4 1=3910 A=84.40  E=29500

5 [=3330 A=50.00  E=29500

6 1=4020 A=50.00  E=29500

7  1=5120  A=50.00  E=29500

I WL=0,-0.1/12. PLD=120.0,-20.0,0.0,240.0,-20.0,0.0
C COLUMNS ,

1,14 G=2,133 =3 LP=3

41013 G=1,133 M=2
61619 G=1,1,33 M=l
8,25~ G=2,133 M=4
1,1,14  G=1,1,33 M=3
13,1720 G=1,13,3 M=2
15,36  G=2,133 M=3



18,1215  G=1,1,33 M=2

20,1821 G=1,1,33 M=l

C BEAMS

C SPAN LOADING IS STATIC LOAD CONDITION 1
22,45  G=1,1,33 M=7 NSL=I

24,10,11  G=1,13,3 M=6 NSL=I

26,1617  G=2,13,3 M=5 NSL=1

29,56  G=1,1,33 M=7 NSL=I

311,12 G=1,1,33 M=6 NSL~I

33,17,18 G=2,1,33 M=5 NSL=I

LOADS : LATERAL (Y) JOINT LOADS AS LOAD CONDITION 2
22 F=0,20 L=2

19 F=0,15

16 F=0,12.5

13 F=0,10

10 F=0,7.5

7 F=0,5

4 F=0,2.5.

SPEC : SEISMIC RESPONSE SPECTRUM IN LATERAL (Y) DIRECTION

A=0 S=386.4 D=05 : ANGLE, SCALE, DAMPING 7

C PERIOD DIRECTION1 DIRECTION2 Z-DIRECTION

C ACCELERATION ACCELERATION ACCELERATION -
0769 0.0 505311 0.0
.0795 0.0 519598 0.0
.08 0.0 520045 0.0
0833 0.0 518093 0.0 , ‘
0870 0.0 493366 00 LA
.0909 0.0 477599 0.0 IR
0951 0.0 527825 0.0 B
0952 00 530631 0.0
1000 0.0 581609 00 d ¢
.1053 0.0 564412 0.0
1111 0.0 . .523663 0.0
1176 0.0: .572438 0.0 frr s
1190 0.0 .588211 0.0 , : -3
1250 00 627807 0.0
1333 00 665413 00 s i

1429 0.0 636531 0.0 B A
1538 0.0 905796 0.0 IR
1602 0.0 804605 0.0 Lals
1667 0.0 787220 0.0 R
1818 00 943909 0.0 AN

.2000 0.0 1.005620 0.0 ety



2222 0.0 746135 0.0
.2420 0.0 .704753 0.0
.2500 0.0 798052 0.0
2857 0.0 718264 0.0
3333 0.0 .880624 0.0
4000 0.0 .882996 0.0
4313 0.0 921167 0.0
.5000 0.0 1.046620 0.0
6667 0.0 641750 0.0
1.0000 0.0 482251 0.0
1.2730 0.0 258617 0.0
2.0000 0.0 160189 0.0

COMBO

1C=1 :STATIC SPANLOADS ONLY |

2C=0,1 :STATIC LATERAL LOADS ONLY

3 C=0,0 D=1 :DYNAMIC LOADS ONLY

4C=1,1 :STATIC LOADS COMBINED ‘

5C=1,0D=1 :STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH DYNAMIC LOADS

6 C=1,0 D=-1 :STATIC SPAN LOADS COMBINED WITH REVERSED DYNAMIC LOADS
SELECT

NT=11D=1,22,3 SW=1 OUTPUT DISPLACEMENTS ALONG ONE COLUMN LINE

NT=2 ID=1,3,1 :OUTPUT REACTIONS AT BASE

NT=3 ID=1,22,3 :OUTPUT EIGENVECTORS ALONG ONE COLUNIN LINE
NT=5 ID=1,15,7 :OUTPUT FORCES IN BASE COLUMNS
NT=5 ID=22,29,7 :OUTPUT FORCES IN FIRST STORY BEAMS
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BUILDING - EXAMPLE 8 - THREE-DIMENSIONAL BUILDING

SYSTEM "

V=6 :SIX MODES USED IN ANALYSIS

RESTRAINTS ~

1, 6,1 R=1,1,1,1,1,1 :FIXBASE

7,18,1 R=1,1,0,0,0,1 :FIX DOF ASSIGNED TO MASTER JOINT

19,20,1 R=0,0,1,1,1,0 :FIX MASTER JOINT DOF NOT ASSIGNED
'TO THEM

JOINT

1 X=250-,: Y=00 Z=0.0

2 X=00 ~ Y=00 Z=00

3 X=00 Y=25.0 Z=00

5 X=50.0 =25.0 Z=00 G=3,5,1

6 X=50.0 Y=0.0 Z=00

13  X=25.0 Y=0.0 Z=25.0 G=1,13,6

14 X=00 Y=0.0 Z=25.0 G=2,14,6

15 X=00 Y=25.0 Z=25.0 G=3,15,6

16 X=25.0 Y=25.0 Z=25.0 G=4,16,6

17  X=50.0 Y=25.0 Z=25.0 G=5,17,6

18  X=50.0 Y=0.0 Z=250 G=6,18,6

19 X=25.0 Y=12.5 Z=12.5

20 X=25.0 Y=125 =~ Z=250

FRAME

NM=2

1 A=20 1=0.6667,0.1667 E=432000 :BEAMS

2 A=225 1=0.4219,0.4219 E=432000 :COLUMNS

1,1,7 M=2 LP=3,0 MS=0,19
3,2,8 MS=0,19
53,9 MS=0,19
7,4,10 MS$=0,19

9, 5,11 MS=0,19

11, 6,12 MS=0,19
2,7,13 MS=19,20
4,8,14 MS=19,20
6,9,15 ' MS=19,20
8,10,16 MS=19,20
10,11,17 . MS=19,20
12,12,18 MS=19,20
13,7.,8 M=l LP=2,0' MS=19,19
14,8,9 LP=3,0 MS=19,19
15,9,10 LP=2,0 MS=19,19
16,10,11 LP=2,0 MS=19,19
17,11,12 LP=3,0 MS=19,19

18,13,14 LP=2,0 MS§=20,20



19,14,15
20,15,16
21,16,17
22,17,18

MASSES

19,20,1

SPEC

S§=32.2 A=30 D=0.05 :SPECTRUM DEFINED AT 30 DEGREES TO BU]I.DI'NGEAR’E_S,
400 400 T

0
0.100
0.125
0.167
0.182
0.200
0.250
0333
0.431
0.500
0.667
1.000
1.273
2.000
10.00
100.0

.581
628

6418
4822
.2586
1602
0102
.0

LP=3,0
LP=2,0
LP=2,0
LP=3,0

.581
628
787 .787
9439 9439
1.0056 1.0056
0.7980 0.7980
0.8806 0.8806
0.9212 09212
1.0466 1.0466
6418

4822

2586
1602

0

0102

MS=20,20 .

MS§=20,20
MS=20,20
MS$=20,20

- i

M=3.88.3.88,0,0.0.101 1. :MASSES AT MASTER JOINTS

.






TRUSS - EXAMPLE 7 - TWO-DIMENSIONAL TRUSS
SYSTEM
L=2 : NUMBER OF LOAD CONDITIONS
RESTRAINTS
1,39,1 R=0,0,1,1,1,1 : ALL JOINTS ARE IN THE X-Y PLANE
18,34,8 R=1,1,1,1,1,1 : FIX SUPPORT AND EXTRA JOINTS

JOINTS

1 X=00 Y=120  S=I2

17 X=160.0 - Y=I20 G=1,17,1
18 X=00 Y=00

34 X=160.0" Y=00 G=18,34,1
35 X=600 = Y=24.0

39 X=100.0 ' Y=240 G=35,39,1
LOADS AUET.

¢

1,17,16 L=l 'F=0,-0.6 : LOAD CONDITION L=1 IS LIVE LOAD
25,272 L=1  F=0,-06 -

2,16,1 L=l F=0,-1.2

19,24,1 L=1 . 'F=0,-1.2

28,33,1 L=1 F=0,-12

35,39,1 L=<l F=0,-1.2

1,17,16  L=2 _.F=0,-2.655 : LOAD CONDITION L=2 IS DEAD LOAD
6,12,6 L=2 F=0,-8.15

2,5,1 L=2 E=0,-5.31

13,16,1 L=2 F=0,-5.31

7,11,1 L=2 F=0,-7.65

25272  L=2 F=0,429

19,24,1 L=2.-F=0,-8.58

28,33,1 L=2" F=0,-8.58

35,39,1 L=2+"F=0,-5.22

b

FRAME ;

NM=1 -

1 A=60 ~E=29500 :AXIAL STIFFNESS ONLY
1,12 M=1: - LP=1,0 G=15,1,1,1

18,18,19 NS G=6,1,1,1

27,27,28 Lt G=6,1,1,1

66,35,36 T " G=3,1,1,1

34, 1,19 - G=6,1,1,1 :
43,11,27 G=6,1,1,1

41,8,24*

42,10,28

70, 6,35 G=1,1,1,1

72,9,36



73,938

74,11,38 G=1,1,1,1
50, 1,18 G=171,1,1
58.10,27 G=71,1,1
76, 7,35 G=4,1,1,1

"~ COMBO

1C=1 LIVELOAD
2C=0,1 DEAD LOAD
3C=1,1 DEAD LOAD + LIVE LOAD

0
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RCPLTSHL - EXAMPLE 14 - RECTANGULAR PLATE USING SHELL ELEMENTS
C QUARTER PLATE MODELED USING 6 x6 MESH

C THIS DATA SET MODELS CLAMPED BOUNDARY CONDITIONS
C PLATEIS2x10

SYSTEM

L=2

JOINTS

1 X=0Y=0Z=0

7 X=5Y=02=0

43 X=0 Y=1 Z=0

49 X=5 Y=12=0'Q=1,7,43,49,1,7

RESTRAINTS

I 49 1R=1,1,0,0,0,1 ' :MEMBRANE DOF RESTRAINED
17 1R=1,1,1,3,1,1 :CLAMPED EDGE

1 437R=1,11,1,1,1 :CLAMPED EDGE

7 497R—l 1,00,1.1 :SYMMETRY

4349 1 R=1,1,0,1,0,1 -:SYMMETRY

SHELL - d

1 E=1. 747257 U= 3 W=l
11Q=1,2,8,9 ETYPE=2 M=1 TH=.0001 G=6,6

LOADS oy
49 L=1 F=0,0,1E4 :CONCENTRATED LOAD IS wAémND;mon 1

»\ \\.; I,
- AT -
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SRELL - J:.XAMPHE 18 - HEMISPHERICAL SHF!!. \JNDER POINT LOADS

‘C .8 X & MESH USED-ON QUADRANT

“SYSTEM
L=l |

JOINTS ‘USE CYLINDRICAL GENERATION
1 X520Y=0Z=10 : JOINT
2 X0 Y=0Z=11 " JOINT:

3759R=0,1,0,1,0,1 - “SYMMETRY .
’1!839R—100011 §YM]VIETRY

3 X—lOOOOY,=OZ=0000A 1,2,381,11.25
12 X='9.877v=0 Z=1.564 A=1,2,128,1,11.25

21 X=9 511'Y=eoz—1 090 A=1,2,21,8,1,11.25

30 Xi= 8.910°Y=0 Z=4.540 A=1 ,2,30,8,1,11.25
39. X='8.090.Y=0 Z= 5878A“T23981 11.25
48 X=7.071 Y=0 Z=7.071 A=1,2,48,8,1,11.25

57X 3.878.Y50 298,090 A=12,578,1,11.25 . ',

66 X540 Y=0 Z=8.910 A=1.2,66.8,1,11.25 A
75 X~ 3090 YS0Z=9.511 A=1,2,758,1,11.25 I
RESTRAINTS

121R=L1,LL,I,1  FIXKEXTRAJOINTS : S

7R=0,0,1,000 ° ‘SYMMETRICAL z 'SUPBORT FOR STABILITY

. SI'E.I.,L'

M=

'] Ei=6.825E7 U=

17g=3,4,12, la’wfii TH=104 G=8,8

LOADS

3 LFLF=1,
11 LS -1

M





