3 ECUACIONES DE GOBIERNO

3.1 Ecuaciones de gobierno del fendmeno

En un marco de referencia cartesiano x, y, z las ecuaciones de flujo compresible

de Navier — Stokes pueden ser escritas de la forma:

6U+6Fi=S

ot ox
Donde S son los términos de Svente definidos por

S=T(0,—g(p—p0),0,0,ug(p—po),O) (3.2)

U es un vector de cinco componentes definido por

U :T(p,pul,pUz,pm,pe,pi) (3.3)

Se considera ademas que u =(U1,U2,U3) es el vector velocidad, p es la densidad.

También el vector velocidad se escribe como u=(u,v,w). La ecuacion

representa la evolucion de la densidad, cantidad de movimiento y energia total

definida para un gas ideal como

pe=pCT +%p(uf +U2 + u§) (3.4)

En este trabajo los efectos gravitacionales en la ecuacién de energia son

proporcionales al Ma* y como Ma <<1, se desprecian dichos efectos.

F;son flujos donde Vie{1,2,3}, y para un fluido Newtoniano esta dado por,
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P Ui
pUili+ poin—2uSi
pUilz2+ poiz—2uSiz
pUils+ pois—2uSis

(pe+ p)Ui—ZﬂUjSij—ka—T 29
OXi

0L,

OXi

pzUi-D

k = pCpx es la conductividad térmica y « la difusividad térmica. 6ij es el indice de
Kronecker y Sij es el componente divergencia del tensor deformacién y finalmente

el término Z, es un escalar pasivo que tiene una funcion similar a un trazador de

la propagacion del fluido (aire caliente). Despreciando la viscosidad, Si se escribe,

1(oui ouj 2
g==| LA 2 ig)sy 3.6
‘ [ax,- o 3\ ‘j (3.6)

La viscosidad molecular se establece a través de la ley empirica Sutherland,

T 2 Tret
[

Donde S, T.ry (T son funciones del gas. La conductividad k(T) se obtiene

asumiendo que el numero molecular de Prandtl es,

Copt(T) (3.8)

Para este analisis se considera de Pr=0.7. La ecuacion clasica de estado para

gas ideal referente a la presion estatica p, la temperatura T, y la densidad p,

p=RpT (3.9)
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cierra el sistema, con R=C,—Cv. También se debe recordar que 7/:% es

Vv
constante. Debe observarse que el término forzado es equivalente a la imposicion
de un gradiente de presion de un flujo medio y constituye un camino conveniente y
convencional para alcanzar de manera numérica la homogeneidad en la direccion

del flujo.
3.2 Esquema numérico y modelo de turbulencia
3.2.1 Simulacién de Grandes Escalas (LES)

La técnica LES (Large-eddy simulation) consiste en simular Unicamente las
grandes escalas del flujo; las pequefias escalas, o menores al tamafio local de la
malla, son filtradas, y su efecto sobre el movimiento de las grandes escalas es

modelado a partir de un modelo sub-malla. Las ecuaciones de LES son

encontradas por la aplicacion de un filtro espacial GA(X) de tamafio A en las

ecuaciones de Navier — Stokes. Esto elimina las escalas mas pequefias que el

filtro, llamado escala sub — malla. Mateméaticamente, la operacion de filtrado

corresponde a la integral de convolucion de alguna cantidad f (x,t) del flujo por la

funcion filtro G, (x), en la forma,

f_(x,t):J. f(y,t)G,(x-y)dy 3.10

La ecuacion es la parte filtrada libre de pequefas escalas, o de la parte sub-
malla. La parte sub-malla es la desviacion del flujo actual con respecto al campo
filtrado. La variable original estar4 dada por la suma de la parte filtrada mas la

parte sub-malla.

f=f+f" 3.11

Sustituyendo, las variables originales por su definicién LES, ecuacién B.11, en las

ecuaciones compresibles de Navier — Stokes produce,
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oU OF:1 O0F: OF3
+ + + =

S 3.12
ot oX1  OXz2 OX3
con
pe=pCiT +3p(uf +uj +uf) (3.13)
y
p=pRT . (3.14)

Reacuérdese que la barra significa, valor filtrado.

Para desarrollar un protocolo tan cercano como sea posible al formalismo

incompresible, es comun en modelos de turbulencia estadistica, flujos

compresibles y en LES introducir el promedio de Favre, el promedio de Favre

obtiene a partir de los valores filtrados y se denota por f definido como:

f =pf—f (3.15)
Entonces se tiene que,
T — —
S - O,—g(p—pref),0,0,ug(p—pref),0) (3.16)
T/ . . _—n —~ —
U= (p.pt,pd, pd, pe pZ,) 3.17
y la energia total resuelta se rescribe,
pe=pe=pCT+Lip(uf +uj+ui) 3.18

Los flujos Fi de la ecuacion 3.12 son,

se
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P Ui
pUiU1+B5il— 21 Si

pUiU2+E5i2—2,USi2

_ pUUs+ pSis—2uSis 3.19

(pe+ p)Ui—ZijSij—k%

oz,

z.ui-D
Pt OXi

con la ecuacion filtrada de estado,

p=pRT 3.20

Al sustituir las variables originales, aparecen en la ecuacion de cantidad de
movimiento los términos sub-malla, que son relaciones entre la parte filtrada de las
velocidades y es originado por el caracter no lineal de los términos convectivos.
Mateméaticamente, tienen un parecido a los esfuerzos de Reynolds obtenidos al
aplicar un promediado de Reynolds a las ecuaciones de Navier-Stokes. Sin
embargo, fisicamente, los esfuerzos sub-malla representan las interacciones entre

las pequefias y grandes escalas

Se puede introducir el tensor esfuerzo — submalla T con componentes,

Tij =—pu;u; +;Baiaj , (3.21)

el cual se puede dividir en sus partes isotrépica y desviador, la siguiente ecuacion
lo denota:
Ty = Tij _%Tllé‘ij +%Tll5ij (3.22)

|
——

Ti,j

El término en llave se modela a partir de la aproximacion de Boussinesq que

considera que es funcion de una viscosidad turbulenta y de Sij. Esta parte del

14



tensor, representa fisicamente el efecto de las pequefias escalas sobre las

grandes.

Entonces, las ecuaciones (3.19) y@ pueden ser leidas como,

Py,
ﬁl]fl-lr(ﬁ 1T, )5.1 T, —2,uS.1
pu,, +(P-LT,)Si2—1,, —2uSi2
E. | AU, +(P-4T,)du—1,—2uSi (3.23)

(pe+ p)Ui—szjSij—kZ—T

Xi

dZ,
P Ui Da
y
pe=pCT+1ip(G +0; +05)-1T, (3.24)
El término T, se puede despreciar o modelar. En este caso se desprecia a partir

ij?
de una formulacion elegante que fue propuesta por Comte & Lesieur (1997), a
través de la introduccién de una macro — presion y una macro — temperatura

definida como,

@=p-31, (3.25)
y la macro — temperatura,
- 1
9=T-——T, (3.26)
2C,p
La ecuacion filtrada de estado puede ser escrita como,
@ =,3R9+376_5T,, 3.27

La ventaja principal de esta ecuacion es que podemos derivar un sistema cerrado

de ecuaciones en las cuales el desconocido T, del tensor sub-malla no aparece
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explicitamente mas extenso. De hecho, puede ser demostrado que la energia total
se escribe,

;é=Ebﬁ+%Z(ﬁ+ﬁ§+ﬁ) (3.28)

Ademas, para y =1.4, fue demostrado por Comte y Lesieur (1997) que se justifica

completamente despreciar el segundo término del lado derecho de la ecuacion
,@' Podemos entonces escribir,

@~ pRY (3.29)

Esto hace que @ sea calculable si p y ¢ son conocidas.

Al igual que en la ecuacion de cantidad de movimiento, en la ecuacion de energia
se crea un nuevo termino que indica el flujo de calor sub-malla, denotado por Q,

con componentes,
Q =—(pe+p)y, +(;é+w)ui (3.30)
La expresién exacta para los flujos filtrados entonces se convierte en,

PY;
U +t@o,—1,—2uS,

Dl
_CZ

pU U, +@d,—7,—21S,,

Fi= PU Uy +@ 53 —7;3— 2445
. - 3.31
(,5§+w)l].—Q.—2yu.S.__ka_
i i i Vij

0 X;

D@Zf

Z.U-D——

a OXi

El sistema descrito arriba se puede cerrar haciendo uso de los modelos sub-malla,

comunmente basados en una viscosidad turbulenta y en un Prandtl turbulento,
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7, ~pv, S, (3.32)
vV, 09

'~ pC L —— 3.33
Q= PG, Pr. Ox; (3:33)

Los términos restantes no calculables son los términos de viscosidad molecular y
difusivo, que se pueden considerar de menor importancia cuando el nimero de

Reynolds es suficientemente grande. Por lo tanto simplemente se puede

reemplazarl@ por,

Fi~ pU; Uy +@ 53 = Tj5— 244 S, (3.34)
— < = _ .V, |09
(pE+@ )0 —2(u+pv, )Si.l].—{k +pC —‘}—
A P Pr. | ox,
Z, Ui Dazf
PEE OXi

En donde x y k son ligadas con a través de la relacién de Sutherland [3.7), un

. u(9 .
namero de Prandtl molecular constante es asumido Pr :Cp%: 0.7. Obsérvese
gue uno de los aspectos notables de esta formulacion es que el sistema LES se
puede deducir facilmente de las ecuaciones compresibles de Navier — Stokes

originales con los cambios siguientes:

u,—u, p—>;, T8 p-oo,

- = = — v
e—>€, u->u+pv, k—>k+,onP—t
t

Esto proporciona al cédigo numérico un facil uso para el LES sin modificaciones

severas.
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Las expresiones para v, y Pr, utilizadas en las siguientes simulaciones

compresibles corresponden a los modelos incompresibles descritos en Métais y
Lesieur (1996), la Unica diferencia es que aqui se utiliza un promedio de Favre,
antes descrito. Nuestro modelo submalla es el modelo selectivo de la funcion de la

estructura propuesto por David (1993), la viscosidad local del remolino, esta dada

por,
YA = Cy AR (X A (3.35)
Donde C, puede ser expresado como funcion de la constante de Kolmogorov

Ci: C =" (C;%). C, toma el valor de 0.104 para C, =1.4. A se toma igual

ssf

1
a (AxAyAz)3, donde Ax, Ay y Az, son los tamafios de la malla locales en las tres

direcciones espaciales.

F, (x,A,t) es la funcién de estructura de segundo orden de la velocidad construida
con el campo G. F, es calculado en el punto x con un promedio estadistico local

de las diferencias de la velocidad de cuadro de los seis puntos mas cercanos que

rodean al punto X en la malla computacional. La interpolacién se basoé sobre la ley

de % de Kolmogorov que se usa para la funcion estructura de la velocidad.

Segun lo propuesto por David (1993), la viscosidad turbulenta se considera nula
cuando la turbulencia no es lo suficientemente tridimensional. El criterio para tres
dimensiones es definido como sigue: considérese en un momento dado que el
angulo entre el vector de vorticidad en un punto dado de la malla y su medio
aritmético de los seis puntos vecinos mas cercanos. La viscosidad turbulenta se
cancela en los puntos donde este angulo es mas pequefio que 20°. Finalmente, el
namero de Prandtl turbulento se toma igual a 0.6, con lo que cierra la ecuacion de

la energia.
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El cdédigo numérico usa coordenadas generalizadas. La adaptacién a las
coordenadas generalizadas se realiza introduciendo una matriz Jacobiana que

transforma una geometria compleja de malla no uniforme o geometria curvilinea,

en un sistema de coordenadas Cartesiano (x,y,z), dentro de una geometria

ortogonal simple con malla uniforme en el sistema de coordenadas generalizadas

(&1,62,83) donde las ecuaciones se pueden resolver mas facilmente. Para este
caso, simplemente consiste en una transformacion de una malla no uniforme en el

espacio fisico (x,y,z) dentro de una malla uniforme en el espacio computacional

(&1,62,83). Cada término en la matriz Jacobiana inversa (J’l) se expresa como

. - . Xi . . .
funciones analiticas de las medidas 5— Las medidas son introducidas y
i

calculadas por el esquema interno de primer orden, entonces la matriz (J) es

calculada directamente de (J’l) .

La ecuacion El] se puede volver a escribir como,

oU oF 8G 6H

+ =S (3.36)
ot 6§1 652 0&s
con
oY U
J’
Aoy
J|\ oxa 6X2 OXs3
2 _l 852 852 0&2
G_J{ )T 8X26j+(8X3 HH (3.37)
- { 8953 + agan+(%Hﬂ,
OX1 OX2 OX3

J es el determinante de la matriz (J) y Ues funciéon de las coordenadas

cartesianas y del tiempo.
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3.2.2 Esquema Numeérico

El sistema en coordenadas generalizadas se resuelve por medio de una extension
del completo esquema explicito McCormack, de segundo orden en el tiempo y
cuarto orden en el espacio, desarrollado por Gottlieb & Turkel (1976). Debe
observarse que cuando se usa U tiende a ser reemplazada por U definida por la
ecuacién,@ cuando la técnica LES es considerada. El esquema numérico es

un esquema corrector — predictor definido en una dimension por,

Predictor

u(_1>:u(“>+i,1( £ +8f) 7fj(“) +(st)st, (3.38)

j+1

Corrector

U (U +(U0))+ 2 (715 -8+ 1)+ 1 (oS, (3.39)

Los indices (n),(n+1)y(1) simbolizan respectivamente para los valores de la

funcion al tiempo t, tiempo t+ot y al paso — sub — tiempo. Obsérvese que las
discretizaciones espaciales intermedias son esquemas no centrados de primer
orden con un predictor adelantado (upwind) y un corrector atrasado (downwind).

Como se especifica arriba el esquema resultante es de cuarto orden en el espacio.
La formulacion generalizada en tres dimensiones se escribe:

Predictor

mIH

Uil,j,k :Uirjj,k_Jif’j,k{%;[%(ﬁizl,j,k_ﬁ,Jk) (Fuzzj _F:l, )}
LV ISR B (G | R

+At3[%(éiil,j,k_élny ) %(G'ZZJ G'iljk)ﬂ
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Corrector

Uin,}r,lk :%[Uil,j,k +Uin,j,k:|_%‘]i(,:j,k |:£|:%(Ielljk_ Ieil—l,j,k)_%(leiil,j,k_ 'Eil—z,j,k ):|

+ At [%(éil,j,k_éil—l,j,k)_%(éil—l,j,k_éil—z,j,k)} (3.41)

+ AZs [%(éil,j,k_éil—l,j,k)_%(éil—l,j,k_éil—z,j,k )ﬂ

3.3 Modelo de Combustién por medio de Fraccién de Mezcla

Aunque ya ha sido programado un modelo de combustion, en este trabajo no fue

utilizado. Sin embargo dicho modelo se utilizar4 en la continuacion del trabajo.

En la técnica LES no se posee un mallado lo suficientemente fino para poder
resolver la difusion entre el combustible y el oxigeno, por lo cual se emplea un

modelo de combustién de Fraccién de Mezcla

El modelo de combustion de Fraccion de Mezcla se basa en asumir que los
fendmenos de conveccion y radiacion para grandes escalas pueden ser simulados
de forma directa, no obstante los procesos fisicos ocurren en pequefas longitudes
y en cortas escalas de tiempo, por lo cual se representan de manera aproximada.
La naturaleza de las aproximaciones empleadas es necesariamente una funcién
de la resolucion espacial y temporal en los limites de célculo, tal como nuestro

entendimiento del problema.

La rapidez de los procesos quimicos que controlan la liberacion de energia de
combustion, a menudo se desconoce para los incendios. Debido a los recursos
actuales de la computacion, obtener una descripcion detallada de los procesos de
combustion queda fuera de nuestro alcance, incluso si se llegard a conocer la
resolucion espacial y temporal en los limites impuestos. De este modo, el modelo
adoptado aqui se basa en suponer que la combustién es controlada por una

mezcla. Esto implica que todos los elementos involucrados en la combustion son
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capaces de ser descritos en términos de una fraccion de mezcla Z, (x,t) La

fraccion de mezcla es una cantidad conservada que representa la fraccion de
materia en un punto dado en el flujo de combustible. Las relaciones entre la
fraccion de la masa de cada elemento y la fraccion de mezcla se conocen como
"relaciones de estado". La relacion de estado de la fraccion de masa del oxigeno
proporciona la informacién necesaria para calcular la velocidad del consumo local
de la masa del oxigeno. La forma de la relacion de estado surge de la teoria
clasica de la difusion laminar en la flama, la cual es en ciertas partes una funcion
lineal. Esto lleva a un modelo de "frente de flama", donde la llama es una
superficie bidimensional incrustada en un espacio tridimensional. La velocidad
local del calor liberado se calcula a partir del consumo local de oxigeno en la
superficie de la flama, en el supuesto de que la tasa de liberacién de calor es
directamente proporcional a la tasa de consumo de oxigeno y a su vez
independiente del carburante se trate. Esta relacion, originalmente fue propuesta

por Huggett , dicha relacién es la base de la calorimetria por oxigeno.

Se comenzaré con la relacion mas general de la reaccion de combustion

v Fuel+v, O, — > v, Products 3.42

Los numeros vi son los coeficientes estequiométricos de todo el proceso de
combustion, las reacciones entre el combustible “F’ con el oxigeno “O” producen
un nimero de productos “P”. La ecuacién estequiométrica implica que la

tasa de consumo de masa para el combustible y la oxidacion esta relacionada por:

m, m,
= 3.43
veM  voMg (3.43)
La fraccion de mezcla Z, se define como:
SYe - (Yo _Yow) _ voMg
Z, = , = y S=E——— 3.44
sYe +Yo, veM
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Para este trabajo, la fraccion de mezcla varia desde Z, =1 en una region que
contiene Unicamente combustible hasta Z, =0 donde la fraccion de masa del
oxigeno toma su valor ambiente Y. Note que Y, es la fraccion de combustible en

el flujo de combustion. Las cantidades M. y M, son los pesos moleculares del

combustible y del oxigeno respectivamente. La fraccion de mezcla satisface asi la

ley de conservacion

DZ,
P D

=V.pDVZ, 3.45

obtenida de una combinacion lineal de las ecuaciones de la conservacion del

combustible y del oxigeno. El término Z_.. nos indica la suposicion que la reaccion

Fast
quimica es “rapida” lo cual significa que ocurren las reacciones que consumen al
combustible y al oxidante tan velozmente que el combustible y el oxidante no
pueden coexistir. El requisito de que el combustible y el oxidante desaparecen

simultaneamente define una llama superficie como:

Y,

Z, (xt)=2 =
f( ) Fast SYFI +Yooo

, Z (3.46)

Fast

La suposicion de que el combustible y el oxidante no pueden coexistir lleva a la

“relacion de estado” entre la fraccidén Yo y Z de la masa del oxigeno

Y()(Z]():{ZOOo (1_Zf/ZFast)ZZ;;ZFast (3.47)
f

Fast

Las relaciones de ambos reactivos y productos pueden ser derivadas

considerando la reaccion ideal siguiente de un combustible de hidrocarburo:

C,H, +n(x+y/4)0, +3.76N, ) —» max(01-7)C,H, + min(,7)x CO, +
min(L,7)y/2)H,0 + max max(0,7 —1)(x + y/4)0, + n(x + y/4)3.76N,
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Aqui n es un parametro que va desde O (todo el combustible sin el oxigeno) al

infinito (todo el oxigeno sin el combustible). Una correspondencia entre 7y Z, se
obtiene mediante la aplicacién de la definicion de Z, la ecuacion. a la

izquierda de la ecuacion. . Las fracciones de masa de los productos de la
reaccion infinitamente rapida (incluyendo el exceso de combustible u oxigeno)
pueden obtenerse en el lado derecho de la ecuacion. . Una expresion para la
tasa local de liberacion de calor se puede derivar de las ecuaciones de la
conservacion y de la relaciéon de estado para el oxigeno. El punto de partida es la
relacion de Huggett = para la velocidad de liberacién de calor como una funcion

del consumo de oxigeno

q =AH,m, (3.49)

En este sentido, AH, es la rapidez del calor liberado por unidad de masa de

oxigeno consumido, entalpia de combustion, (alrededor de 13100 kJ/kg para la
mayoria de los combustibles). La ecuacion de la conservacién de la masa del

oxigeno

Yol [I)Z)Yto =V.pDVY, +m, (3.50)

puede transformarse en una expresion local para la rapidez de liberacion de calor

utilizando ecuacién de conservacion para la fraccion de mezcla, ecuacion y

el estado de relacién de oxigeno Y,(Z, ).

d?y,

dy
) dzfg vz,[ 3.51

—h, :V-(pD 7

VZ, J—,ODVZf =pD
f
Ninguna de estas expresiones locales para la velocidad del consumo de oxigeno

son particularmente convenientes para aplicarse numéricamente debido a la

discontinuidad de YO(Zf) en Z,<Z Sin embargo, una expresion de la

Fast *

velocidad de consumo de oxigeno por unidad de superficie del frente de flama se
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puede derivar de la ecuacién mediante la integracién de m, sobre un

pequefio volumen que corta al frente de flama.

Trabajando con los términos centrales de la ecuacién y sefialando que

dY,/dZ, es constante en un lado del frente de flama y cero por el otro, la integral

del volumen se puede reescribir como integral de la superficie sobre el frente de
flama aplicando el teorema de la divergencia y considerando la cancelacion de
algunos términos en el limite exterior del volumen de control. En este punto, es
mas conveniente expresar la rapidez del consumo de oxigeno en unidades de

masa por unidad de tiempo por unidad de area superficie del frente de flama:

. ay,
° dz

f Zf <ZFasI

pDVZ, n (3.52)

En el algoritmo numérico, la rapidez de liberacion local de calor es calculada
primero localizando el frente de flama, posteriormente se calcula la rapidez de
liberacion local de calor por unidad de superficie, finalmente se distribuye esta

energia en las celdas de la malla cortadas por el frente de flama.
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